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Chapitre 1

1.1 Introduction.

Parmi les nombreuses théories décrites par la théorie conforme, on peut men-
tionner les suivantes :

— Théorie des fluctuations critiques aux points de transition de phases dans les
systemes statistiques bidimensionnels d’ordre 2 et plus élevés ; systemes statistiques
critiques plus généralement.

— Théories des champs quantiques sans masse, toujours en dimension 2.

— Théorie de la gravité quantique bidimensionnelle.

— Théorie des cordes quantiques pour un espace de dimension plus élevé, D > 2.

Dans la premiere partie de cette série de cours, je parlerai de la théorie conforme
elle-méme et analyserai en détail sa structure dans le cas de la théorie conforme
minimale. Celle ci correspond aux classes de théories qui ne possedent pas d’autres
symétries que la symétrie conforme. A la fin de cette partie générale, je mentionne-
rai des applications aux problemes statistiques bidimensionnels. Puis viendra l'ex-
position de la représentation d'un champ libre, toujours pour la théorie conforme
minimale.

Dans la deuxieme partie de ces cours, j'exposerai, cette fois sans beaucoup
de détails, les théories conformes avec des symétries supplémentaires : théories
basées sur des algebres de courants (modeles de Wess-Zumino), sur 'algebre W,
sur I'algebre des parafermions, les théories conformes supersymétriques. A la fin de
cette partie, je présenterai les développement importants, comme ceux des théories
produites comme ”cosets” des théories de courants (des modeles de Wess-Zumino),
des théories topologiques obtenues a partir de théories conformes supersymétriques
N = 2, et le groupe de renormalisation et le théoreme C' de Zamolodchikov pour
des théories conformes perturbées.
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1.2 Conséquences les plus générales de la symétrie
conforme.

Avant de commencer l'exposé sur la théorie conforme minimale bidimension-
nelle, nous allons d’abord voir les conséquences de la symétrie conforme plus res-
treinte mais qui s’applique plus généralement, aux théories de dimension D > 2.
Il s’agit des résultats de I'article de Polyakov [1] dans lequel celui ci avait proposé,
pour la premiere fois, la symétrie conforme pour des fluctuations critiques, en plus
de la symétrie d’échelle qui était déja connue. Concretement, il avait analysé les
conséquences de cette symétrie pour les fonctions de corrélation.

Nous sommes dans le cadre d’une théorie critique, avec des opérateurs locaux

Oy (), Pa(x), ... (1.2.1)
qui possedent les dimensions critiques
JAVPUAVI (1.2.2)

Comme exemple, on peut penser au modele d’Ising au point critique. La fonction
de partition de ce modele est donnée par

ZB) = Y exp{—B)  0:0uia} (1.2.3)

{o==%1}

avec # = J/T, J étant la constante de couplage des spins 0, 0,4, et T la température ;
les coordonnées x sont définies sur le réseau; x + a correspondant aux deux sites
voisins de z, a prenant deux valeurs, T et 2 dans le cas d'un réseau carré. Dans la
limite du continu, on a les correspondances :

o, — o(x) = &y(x) (1.2.4)
A, = % (1.2.5)

020z ta — (1) = Po(x) (1.2.6)
A =1 (1.2.7)

o(x),e(x) sont les opérateurs locaux de spin et de I’énergie de la théorie critique
correspondante au modele d’Ising au point de transition de phases. Leurs dimensions
critiques (1.2.5),(1.2.7) sont connues par la solution exacte de Onsager, dans le
cas du modele bidimensionnel. Pour le modele tridimensionnel, elles sont connues
numériquement avec une assez grande précision. La théorie conforme correspondante
au modele d’Ising bidimensionnel sera présentée plus loin, avec les autres modeles
statistiques.

Les dimensions critiques sont définies dans les fonctions de corrélation de deux
opérateurs (on dit souvent les fonctions de corrélation & deux points) :

1

(@i(7)@4(2)) = R (1.2.8)
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La normalisation des opérateurs, qui en principe est arbitraire dans la théorie des
champs, a été choisi ici pour avoir des fonctions a deux points proportionnelles a 1,
comme dans 1'éq.(1.2.8). Pour les systemes statistiques, on a cette forme pour les
fonctions de corrélations de deux opérateurs au point critique et dans la limite du
continu, pour |x — 2’| > a, a étant la taille élémentaire sur le réseau, c’est-a-dire la
longueur d’un lien du réseau.

Donc pour le modele d’Ising, on a :

@) = =5 (129
, 1
(o(x)o(z’)) = EE (1.2.10)

La théorie critique est caractérisée premierement par une suite d’opérateurs phy-
siques locaux

{®@i(2)} (1.2.11)

et leur dimensions critiques

(A} (1.2.12)

On s’intéresse ensuite aux fonctions de corrélation de ces opérateurs, comme
(@1 (21)Po(w2) P3(23)) (1.2.13)

(P1 (1) Po(w2) Py (3)Pu(s)) (1.2.14)

etc. La connaissance de ces fonctions donne une information tout a fait complete
sur la théorie, sur les fluctuations critiques dans le cas du probleme statistique. Ceci
est donc l'objectif d'une théorie en général.

Nous commengons d’abord avec la transformation d’échelle. Les coordonnées
d’un point de I’espace se transforment selon :

On dit que la théorie possede la symétrie d’échelle si les fonctions de corrélation
restent inchangées apres la transformation suivante des opérateurs :

D, (x) — Dy(x) = (V)2 d;(\x) (1.2.16)

c.-a-d. 'argument x change sous la dilatation d’espace, mais en plus on multiplie
chaque opérateur avec le facteur d’échelle ()4,
Pour la fonction a deux points, on trouve :

(@i(2)®i(2")) — (Bi(2) Di(a))

= ((N)F i (Az) (V) @A) = (A)*2(D(Az)D(Aa))

1 1
= (\)2A = 1.2.17
() Az — A/ 2B | — 2 [P ( )
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Elle reste bien inchangée. En fait, le raisonnement se fait dans le sens inverse :
on demande la symétrie par rapport a la transformation des opérateurs (1.2.16) et
ensuite on trouve que la forme (1.2.8) est la seule compatible. C.-a-d., la symétrie
d’échelle fixe la forme des fonctions a deux points. Mais pas des fonctions a trois
points et plus.

Pour la transformation d’échelle (1.2.15) on a

(dz")? — (d7")?* = N\*(da*)? (1.2.18)

Cette forme locale, qui correspond aux dilatation des distances locales, se généralise
en la transformation conforme. La transformation d’espace

zt — Tt (x) (1.2.19)
est dite conforme si
(dz™)* — (d:”é“)2 = N (2)(dz™)? (1.2.20)

Localement, on a transformation d’échelle, ou dilatation, mais le facteur de dilatation
A varie, en général, avec x et est différent pour des points d’espace différents.
Pour les opérateurs d’une théorie conforme on a, naturellement :

d(z) — O(x) = (M(z))20(2(x)) (1.2.21)
Les transformations correspondantes aux translations, rotations
= xt + b 4 QMY (1.2.22)
(nous utilisons toujours la métrique euclidienne) et transformation d’échelle
=zt (1.2.23)

sont conformes de fagon triviale. Dans (1.2.22), (1.2.23), b*, Q" X sont des coef-
ficients constants, ils ne dépendent pas de z. Pour (1.2.22), (1.2.23) la propriété
(1.2.20) est évidente. En plus des transformations (1.2.22) et (1.2.23) dans Iespace
de dimension D générale, il existe une transformation qui vérifie la condition de
”conformité” (1.2.20). Elle est appelée la transformation conforme spéciale et se
présente comme suit

- o) (1.2.24)
Gp o)
ou, plus souvent, et de fagcon équivalente, comme
T i
S —— (1.2.25)

() (2)?
La structure de cette transformation est simple. On prend la transformation de

I'inversion d’espace
“w
o= (1.2.26)

(2)?
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combinée avec la translation par un vecteur o, et on trouve (1.2.24).
Vérifions d’abord que I'inversion (1.2.26) est conforme, éq.(1.2.20).

2dxt — 2zt ar dx”

aiv = &)

o (1.2.27)
1 1
(di*)? = W((m)4(dm)2—4(m)2x“dx“$”dx”+4(x)2(m”dw”)Q) = W(dw“)2 (1.2.28)
Ceci est bien de la forme (1.2.20) avec A(z) = # Maintenant, on combine l'inver-
sion avec la translation :
H
T oy
b P
xh =af + ot = ()2 +a (1.2.29)
B _ GEta
zh = # =

T @) (st any

et on trouve 1'éq.(1.2.24). Cette transformation est conforme comme la combinaison
de deux transformations qui sont conformes. Il faut remarquer que la transformation
conforme spéciale (1.2.24), (1.2.25) possede un parametre vectoriel a#. Ceci corres-
pond au fait que 'on peut effectuer l'inversion par rapport a n’importe quel point
d’espace, pas seulement par rapport a x = 0.

Pour chercher les conséquences d'une symétrie, il est beaucoup plus pratique
d’utiliser la forme infinitésimale d’une transformation correspondante. Ceci permet
d’écrire les équations sous une forme linéaire dans le parametre de transformation,
forme beaucoup plus simple pour tirer des conséquences. Donc, il nous faut la forme
infinitésimale de la transformation conforme spéciale (1.2.24), la forme linéaire en
at, pour ot petit. On la trouve de la facon suivante :

= (5:)2(2—2 + at) (1.2.30)
7= ot + d (1.2.31)
ot + 6ot = ((2)* + 2(935:5))(% + at) (1.2.32)
St ~ % b4 ()%t (1.2.33)
On trouve (zdx) en multipliant 1'éq.(1.2.33) par a* -
(z6x) = 2(x67) + (z)*(ax) (1.2.34)

(z0z) = —(7)*(ax) (1.2.35)
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De (1.2.33) et (1.2.35) on trouve la forme infinitésimale de la transformation conforme
spéciale :
dat = (x)*a — 2(axw) " (1.2.36)

Calculons (dz)?, toujours en gardant seulement les termes linéaires en o/ :

=" + (r)%at — 2(ax)r" (1.2.37)

dz' = dat 4 2(xdx)o” — 2(adz)z — 2(ax)dz"

= dz"(1 — 2(ax)) + 2(xdx)at — 2(adz)x (1.2.38)
(di)? =~ (dz)*(1 — 4(ax)) + 4(zdz)(adr) — 4(adr)(zdz) (1.2.39)
(di)? ~ (1 — 4(ax))(dz)? (1.2.40)

On a bien la forme conforme (1.2.20) avec
AMz) ~1—2(ax) (1.2.41)

Nous rappelons que la transformation conforme spéciale était engendrée par 1'in-
version, qui est conforme. On peut se convaincre que dans l'espace de dimension
D > 2, il n’y a pas d’autres transformations qui possédent la propriété (dz)? =
A\2(z)(dz)?, & part des translations, rotations, dilatations et inversion — transfor-
mation conforme spéciale.

Etudions maintenant les conséquences de la transformation conforme spéciale,
qui est supposée étre la symétrie d’une théorie, pour les fonctions de corrélation.
Prenons le cas de la fonction de trois opérateurs :

(D (1) Do (72) P5(3)) = G(r12, 713, 723) (1.2.42)

T2 = |CC1 — ZL‘2|, (1243)

Nous avons pris en compte la symétrie par rapport aux translations et rotations
en supposant que la fonction de corrélation ne dépend que des trois distances
T12, 713, T23. Apres une transformation conforme spéciale on trouve :

G = (®1(21)Pa(w2)Ps(3))
= ((M@1))2 @1 (2 (1)) (M(22)) 2 @2 (T (2)) (\(3)) 22 @3 (T (23)))
(1 —2A () (1 — 2A0(wg) ) (1 — 2A5(axs))
X (D1 (21 + 0x1)Po(xo + d22)P3(23 + dz3))
= (1 —=2A1(ax))(1 —2A5(aws)) (1 — 2A3(vxs))
XG(r12 + 0r12, 713 + 0113, 793 + O6723) (1.2.44)

6G =G — G~ (=20 (axy) — 20y () — 2A5(axs))G
+(5T12812G + (57“13813G + 5T23823G) =0 (1245)
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Nous utilisons la notation :

—— = Oi9, ... 1.2.46
87’12 12, ( )
Ensuite : .
57”12 = (5‘371 — x2] = T_(xl — 332)'“(5.1'1 — 5%2)# (1247)
12
Par 1'é6q.(1.2.36) 0z = (z1)*a* — 2(axy )Y, ... Donc
1
012 = T—(ﬂh — 29)" (1) % — 2(awy )2l — (22)% + 2(awy)xh) (1.2.48)
12

Apres un petit calcul on trouve
drig = —((axy) + (wa))ria (1.2.49)
De la méme maniere on calcule dry3, dreg. L’équation (1.2.45) s’écrit maintenant :
(—2A1(axy) — 2A5(axs) — 2A3(ax3))G — ((axy) + (awy))ri2012G
—((awy) + (ax3))r13013G — ((axe) 4 (qws))resdesG =0 (1.2.50)
On obtient finalement :
(ax1) (201G — 112019G — 113013G) + (w2)(—2A2G — 112019G — 123023G)
+  (ax3)(—2A3G — 113013G — 193023G) = 0 (1.2.51)

Comme le parametre vectoriel o est arbitraire, on peut choisir :

1) o orthogonal aux x4 et 2%,

Deuxieme choix :

2) o' orthogonal aux xf et x¥.

Et le troisieme choix :

3) a* orthogonal aux = et x}.

De cette maniere on trouve que 'équation (1.2.51) ci-dessus pourrait étre séparée
sur les trois équations indépendantes :

—2A1G — 1r12012G — 113013G =0 (1.2.52)
—2A5G — 1r19012G — 1r93093G = 0 (1.2.53)
—2A3G — 1r13013G — 1r93093G = 0 (1.2.54)
La solution de ce systeme d’équations est donnée par
A

G(ri2,713,723) = AR B A AaBs AT Aa Al (1.2.55)
12 13 23

A est une constante qu’on ne connait pas, mais la dépendance sur les coordonnées

T12,T13, 723 est définie completement [1].

Pour les fonctions de corrélation de quatre opérateurs et plus, la symétrie par
rapport a la transformation conforme spéciale pose des contraintes sur la forme des
fonctions, mais elle ne les définit pas completement comme dans le cas de la fonction
de trois opérateurs. Pour plus de détails, consulter [1].
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1.3 Exercices.

Exercice 1. Démontrer qu’en conséquence de la symétrie conforme spéciale, la
fonction a deux points doit avoir la forme :

0A;,A
<(I)A1 (ZEl)@Ag(IQ)) = m (131)
dn,n, =1 pour Ay = Ay et 0 autrement (1.3.2)

C-a-d. on a une sorte d’orthogonalité entre les opérateurs avec A différents.
Exercice 2. Démontrer que A\(x) pour la transformation conforme speciale, éq.(1.2.24),

est de la forme : .

T 1+ 2(ax) + (2)%*(a)? (1.3.3)

A(x)



Chapitre 2

2.1 Groupe conforme fini dans 1’espace bidimen-
sionnel.

Dans sa forme infinitésimale, la transformation conforme spéciale s’écrit :
dat = (x)*a — 2(axw) ™ (2.1.1)

Passons aux coordonnées complexes z, Z qui sont plus pratiques du point de vue de
la transformation conforme, en D = 2. Notons :

z=ga'+ir?, z=ua'—i2® (2.1.2)
a=a'—ia?, a=a'+ia? (2.1.3)
Alors
(2)? = (') + (2*)? = 22 = |2|? (2.1.4)
1
(az) = a'a' + a’2? = 5(042 + az) (2.1.5)

et on trouve, a partir de (2.1.1),
§z = dz' +idx* = |2]*a — (az + az)z
6z = —a(z)? (2.1.6)

De la méme fagon
6z = —a(z)? (2.1.7)

La forme finie de la transformation conforme spéciale est obtenue par intégration.
Disons que « est la variation d’un parametre fini A :

a=0A (2.1.8)

Alors
§z = —2%6A (2.1.9)

19
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Sous la transformation conforme spéciale on a :

dz 9

-~ — _ 2.1.10
1= ( )
Ensuite, on integre cette équation :
zZ d A
= —/ dA (2.1.11)
z % 0
1 1
—+-=-A (2.1.12)
zZ oz
Finalement p
— 2.1.13
=1 ( )

qui est la forme finie de la transformation conforme spéciale.
Dans le groupe conforme, il y a en plus les transformations de translation, de
rotation et de dilatation. Sous la forme infinitésimale, elles sont représentées par

oxt = g +whz” (2.1.14)
pour les translations et rotations, et par
ozt = yat (2.1.15)

pour les dilatations. B, w"”, v sont petits et en plus w"” est antisymétrique. Dans
le cas bidimensionnel
W = e"w (2.1.16)

avec
= et = =1 (2.1.17)

En composantes, 1'éq.(2.1.14) s’écrit :
ozt = ' + wa?
6x? = 3 — wa' (2.1.18)
Dans les coordonnées complexes, on obtient
6z = 0zt +id2® = B —iwz (2.1.19)

avec 3 = 8! + 3% comme parametre complexe et w réel. En ajoutant a (2.1.19) la
dilatation, éq.(2.1.15),
0z =z (2.1.20)

on trouve
dz=p+(y—iw)z=0+71z (2.1.21)

T = v —iw est un parametre complexe, tout comme (. Dans 1'éq. (2.1.21), on
a ensemble la translation, la rotation et la dilatation, qui correspondent a quatre
parametres réels, ou a deux parametres complexes, 3 et T.
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La transformation infinitésimale (2.1.21) est linéaire en z et la forme finie suit
par des integrations simples. On peut écrire le résultat final sous la forme

Z=az+b (2.1.22)

ou les parametres a et b sont complexes et finis.
Rajoutons finalement la transformation conforme spéciale (2.1.13) aux transfor-
mations (2.1.22). Si on fait d’abord la transformation (2.1.22) et ensuite (2.1.13) on

trouve
az+b az+b

5 — = 2.1.2
T lt(aztb)A 1+ Ab+aAz (2.1.23)
Cette transformation est de la forme
az+b
z = 2.1.24
& cz+d ( )

Il y a un parametre complexe en plus dans (2.1.24) par rapport a (2.1.23). Mais
il n’est pas pertinent parce qu’on peut, par exemple, diviser les deux parties de
la fraction par d. D’habitude on utilise la paramétrisation (2.1.24) pour le groupe
conforme bidimensionnel fini avec la condition supplémentaire

Det ( ‘C‘ Z ) —ad—be=1 (2.1.25)
qui nous laisse trois parametres complexes libres, au lieu de quatre, tout comme
dans (2.1.23).

La paramétrisation (2.1.24) est spécialement pratique car les transformations
successives correspondent au produit des matrices correspondantes, formées des pa-
rametres comme dans (2.1.25). En effet, il est facile de vérifier que si on fait d’abord

la transformation
_ a1z + bl

— 2.1.26

1z + d1 ( )
et ensuite )
Q221 + 02

= L e 2.1.27

2 Co 21 + dg ( )
on obtient la transformation : / ,
a'z+b

= 2.1.28

=2 dz+d ( )

avec les parametres dans (2.1.28) qui sont obtenus par le produit des matrices :

a b\ [ a b a1 b
( J g ) = ( o 4 ) ( o d (2.1.29)

La condition (2.1.25) est évidement préservée dans (2.1.29).
On peut constater que le groupe conforme fini dans D = 2 est équivalant au
groupe SL(2,C).
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2.2 Transformation conforme générale en D=2.
L’identité de Ward conforme pour les fonc-
tions de corrélation.

Jusqu’a présent nous avons étudié le groupe conforme fini en dimension 2 qui est
donné par des fonctions rationnelles des coordonnées complexes. Il est fini dans le
sens que le nombre des parametres, ou le nombre des transformations infinitésimales
linéairement indépendantes, est fini. Ce groupe existe aussi dans les espaces de di-
mensions plus élevées, D > 2, comme nous l'avons vu dans le premier cours. L’espace
bidimensionnel est spécial en ce sens ot les fonctions rationnelles de la transforma-
tion (2.1.24) peuvent étre remplacées par des fonctions analytiques générales et la
transformation reste conforme. Le groupe, ou ’algebre pour le cas des transforma-
tions infinitésimales, devient infini. En effet, si on transforme les coordonnées comme

P=f(2), E=1(2) (2:2.1)
avec f(z) une fonction analytique quelconque, on trouve
- df (2)
dz)? = |=—=—|*|dz|? 2.2.2
@z = |2 (222)
qui est bien en accord avec la définition de conformité, voir cours 1,
(di*)? = (M(z))?(dz*)? (2.2.3)

Dans (2.2.2) on a
(dz")* = |dz]?, (da*)? = |dz[*

Mz, 2) = |Wd—(zz)| (2.2.4)

Ce n’est qu’en dimension 2 que la métrique, dans des coordonnées complexes, se
factorise sur dz et dz :

(dz)? = dzdz (2.2.5)

ce qui permet de transformer z et z avec une fonction générale, en respectant la
condition de conformité (2.2.3).

La théorie des champs conformes en dimension 2, basée sur l'algebre conforme
infinie, a été développée dans [2]. Nous allons présenter les résultats de cet article fon-
damental dans les trois cours qui suivent. Puis nous allons étudier les développements
et généralisations de cette théorie.

Les opérateurs d’une théorie conforme bidimensionnelle se transforment naturel-
lement selon

2as(7) = baa(z?) = (T @i, ) 70) 20)

Comme dans le cas de la métrique éq.(2.2.2), la transformation conforme des opérateurs
factorise sur des parties relatives a z et z. Ceci permet d’avoir, en principe, des
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opérateurs avec des dimensions A et A différentes. Nous verrons plus loin de tels
opérateurs.

Comme nous avons déja vu dans le cours 1, pour chercher les conséquences de
la symétrie conforme pour des fonctions de corrélation, il faut définir la forme infi-
nitésimale de la transformation conforme. Pour les coordonnées des points d’espace,
on doit prendre L

Z=z+a(z), z=z+az) (2.2.7)
au lieu de (2.2.1), avec «(z) une fonction analytique et qui est petite, infinitésimale.
Mais alors se pose le probleme suivant : il n’existe pas de fonction qui soit analytique
dans tout le plan complexe et qui soit petite partout, sauf la fonction constante. Pour
éviter ce probleme, nous allons définir la transformation (2.2.7) dans une région D
finie, voir Fig.1, disons dans le voisinage du point z = 0, avec «(z) analytique dans
D, et nous allons mettre a(z) = 0 dans la partie extérieure a D. Cette maniere de
couper la fonction «(z) va produire des termes de bord, que nous allons examéner
plus loin. La région D sera choisie pour contenir a l'intérieur les positions de tous
les opérateurs d’une fonction de corrélation qu’on étudiera.

Une fonction analytique «(z) dans un domaine D contenant l'origine, z = 0,
peut étre développée en une série entiere autour de z =0 :

alz) = Z 2"t (2.2.8)

n=-—1

Comme les |z|"*! sont bornés dans D, on peut toujours choisir les coefficients {a, }
suffisamment petits pour rendre «(z) infinitésimale.

Les coeflicients {a, } sont les parametres de la transformation conforme corres-
pondante. Donc on a une symétrie qui est infinie, car décrite par un nombre infini
de parametres {a,,}.

Pour les opérateurs on trouve, & partir de 1'éq.(2.2.6), avec f(2) = 2z + a(z) :

Paa(z2) = (1+0(2)2(1+a'(2))2 (2 + a(2), 2 + a(2)) (2.2.9)

(avec la notation, o/(2) = da(z)/dz). En gardant les termes d’ordre linéaire en «(z2)
(sur les coefficients {a,,} ) on trouve la variation correspondante :

Sa(®(2,2) = (é(z,i)—@(z,é))

~ (Ad(2) + a(2)0, + Ad/(2) + a(2)0:)®(2,2)  (2.2.10)
Considérons maintenant une fonction de corrélation générale :

(@1 (21, 21) a0, Z2).. D (23, Zn) (2.2.11)

Supposons qu’elle soit donnée par une intégrale fonctionnelle sur un champ fon-
damental ¢(z, 2), avec @y, s, ..., des opérateurs construits a partir du champ ¢ :

[ Dpe D 0y Dy

(D1Dy...Dy) = D1 (2.2.12)
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Alp] est une action pour le champ . Effectuons la variation dans cette intégrale
fonctionnelle du champ ¢ qui correspond a la transformation conforme de I'espace
(des coordonnées z, z) et des opérateurs. Le résultat, c.-a-d. la variation de I'intégrale
(2.2.12), doit étre égale a zéro, parce qu'il ne s’agit que d'un changement d’une
variable d’intégration dans l'intégrale (fonctionnelle),

0(2,2) — ¢(2,2) = p(z,2) + dp(z, 2) (2.2.13)

Mais d’autre part, on trouve deux termes : le premier est produit par la variation de
I'action A[y] et le deuxieme est di a la variation des opérateurs - des ”sources” dans
'intégrale (2.2.12), comp. éq.(2.2.10). La somme des deux termes doit étre nulle. De
cette maniere, on trouve 1’équation :

2m]{ dE[(€)(Te(€, )1 Pa... Dn) + a()(T2x(€, §) Py Dy D))

Z (A () + o(2)0; + DN () + (2) 0] (1D, Dy)  (2.2.14)

La partie gauche de cette équation correspond au terme de bord
2
<§A[¢](I)1(I)2(I)N> = —f dS'uOéV<TMZ,(I)1(I)2...(I)N> (2215)
T Jo

(pour la définition de ds* voir Fig.2) qui est produit par la variation de ’action
Alp], avec a(z), un parametre (fonctionnel) de déformation conforme borné par C,
Fig.1. Donc, méme avec I'action A[p] qui est supposée d’étre invariante conforme,
on trouve des termes de bord car «(z) fait un saut sur C. La forme (2.2.15) est
familiere dans la dérivation des lois de conservation par le théoreme de Noether
pour une symétrie par rapport a la translation. '. a(z) joue le role d'un parameétre
de translation, comp.éq.(2.2.7), mais ici la symétrie est encore plus souple, le pa-
rameétre de translation variant comme une fonction analytique (holomorphe) des
coordonnées. Le coefficient 2 devant l'intégrale (2.2.15) correspond & un choix par-
ticulier de normalisation de Tw,, ou de l'action Ayp].

Les composantes du tenseur énergie — impulsion dans les coordonnées complexes,
qui figurent dans 1'éq.(2.2.14), sont liées aux composantes euclidiennes selon 2

Tzz - (Tll - TQQ - 27,T12) (2216)

Tez = (T — Tao + 2iT1s) (2.2.17)

Un exemple de la dérivation est donné dans I’Appendice de ce cours

2Les transformations standard des composantes de T,,, qui suivent les changements des coor-
données, donneront, en effet, T,, = (T11 — Ty — 2iTy5), etc. . Nous avons choisi de définir les
composantes complexes T, Tsz, T.> comme dans les égs.(2.1.16)-(2.1.18), pour s’accorder avec la
définition utilisée habituellement dans la théorie conforme.
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T =Tz = (T + Tz) (2.2.18)

[Le passage entre I'expression (2.2.15) dans les composantes euclidiennes et la partie
gauche de 1'éq.(2.2.14) est proposé comme exercice a la fin de ce cours].

L’équation (2.2.14) est déja l'identité de Ward, mais sous sa forme intégrale.
Dans le cas de la symétrie conforme, on peut aller plus loin et obtenir I'identité de
Ward sous une forme locale.

D’abord, nous allons simplifier I’éq.(2.2.14) en tirant les conséquences pour les
cas de certains «(z) spéciaux. Quand on prend, séparément,

1) a(z) =a (2.2.19)

et
2) a(z) =b(z — 2) (2.2.20)

avec a, b, zop des parametres constants (indépendants de z), on trouve, a partir de
1'éq.(2.2.14),les lois de conservation correspondantes a la translation et & la dilata-
tion :

1) 0:(T..(2,2)P1Ps...Qx) =0 (2.2.21)

et

pour z # z;,i = 1,2,..., N. [Nous laissons la démonstration comme exercice 2 de
ce cours]. 1éq.(2.2.21) nous dit que dans les fonctions de corrélation en général
la composante T,, ne dépend pas de z. Donc T,, est un opérateur holomorphe.
Evidemment, de la méme facon on trouve que T%; est un opérateur antiholomorphe,

T..=T(2), Te==T(2) (2.2.23)

Par 1'éq.(2.2.22)
ng - ng - 0 (2224)

Cette équation correspond a l’annulation de la trace de 'opérateur d’énergie-impulsion,
comp.éq.(2.2.18), propriété bien connue pour les théories invariantes sous les dilata-
tions.

En utilisant cette information partielle, obtenue de 1'éq.(2.2.14), on peut réduire
I'équation (2.2.14) elle-méme en une forme plus simple. Comme 7,z = T%, = 0, et
T.. ne dépend que de z, T;; de z, on observe que 1'éq.(2.2.14) se découple en deux
équations indépendantes (on peut considérer «a(z) et a(z) comme deux fonctions
indépendantes) — la partie z et la partie z. La partie z de (2.2.14) s’écrit :

= dEa()(T()P1Dr...Oy) = Y (o' (2) A + a(2)0;) (B1Ds... D) (2.2.25)

2m Jo -

Evidemment, ¢’est une réduction importante. L’équation avec deux variables &
et ¢ et deux fonctions a(&) et a(£), mélangées dans (2.2.14), s’est réduite en une
equation en une variable ¢ et une fonction analytique a(€). Dans un certain sens,
on a une réduction dimensionnelle 2D — 1D.



20 CHAPITRE 2.

L’équation (2.2.25), qui est encore intégrale, peut étre réduite maintenant a une
équation locale. Ecrivons la partie droite de (2.2.25) comme la somme des intégrales
de contour :

N

D (a(2)0; + o (2:) D) (21D D)

=1

N
A;
- Z % ji d€a<€>((§ — z)? + ¢ _1 Ziai)@)lq)zn@]v) (2.2.26)

—voir Fig.3, et ensuite les contours {C;} peuvent étre déformés jusqu’a se réunir
en un seul contour C' qui entoure tous les points. L’équation (2.2.25) s’écrit alors
comme

o f dea T, By)
i Jo
1 A; 1
- omi Cdé“oz(é‘) Z((g —z)? + £~ ziai)<®1q)2'"(I)N> (2.2.27)

]idza(z)f(z) =0 (2.2.28)

f(2) = (T(2)®,Dy...Dx) — Z((Z_A

=1

1

i
z)?  z—2z

9)(D,Dy... Dy)  (2.2.29)

et avec la fonction «a(z) qui est arbitraire. C.-a-d. on demande que l'intégrale (2.2.28)
soit nulle pour tous les choix de la fonction «(z). Alors, il faut que f(z) soit nulle.
Donc, dans (2.2.27) on peut enlever 'intégrale et on obtient ainsi I'identité de Ward
pour les fonctions de corrélation sous sa forme locale :

(T(2)0,Dy...Bx) = Z((z _A;i)Q b 0@,y D) (2.2.30)

Z— z
i=1 ¢

2.3 Exercices.

Exercice 1. Démontrer le passage entre I'expression (2.2.15) et la partie gauche
de I'équation (2.2.14). Il faudra remarquer que, avec ds* défini dans la Fig.2, on a
les relations : pour dz = dz' + ida?, ds = ds' +ids® on a ds = 1dz,ds = —1dz.

Exercice 2. Avec les choix de a(z) dans (2.2.19), (2.2.20) retrouver, a partir de
1'éq.(2.2.14), les équations (2.2.21), (2.2.22). Il faudra modifier le chemin d’intégration
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C' appropriement, pour faire disparaitre les termes de droite dans ’éq.(2.2.14). En-
suite, il faudra passer de l'intégrale sur le bord C' vers 'intégrale dans le domaine
D en utilisant les formules :

1

— ¢ dz F(z,2) = / d’x 0;F(z,3) (2.3.1)
21 C D

—lf dz F(z,%) :/ d’r 0.F (2.3.2)
21 C D

Ces équations suivent, en particulier, du théoreme de Stokes, pour des intégrales,
sous passage aux coordonnées complexes, dans le cas bidimensionnel.

Exercice 3. Pour que 'argument, basé sur I'équation (2.2.28), soit valable (f(z) =
0, si a(2) est arbitraire) il faut que tous les points singuliers de la fonction f(z) soient
a 'interieure du chemin C.

Préciser la vérification de cette condition pour f(z) donnée par 1'éq.(2.2.29).
Donner les raisons pour cette condition.

Considérer un contre-exemple : si, initiallement, un des opérateur, ® 5 par exemple,
se trouvait en-dehors du domaine D, borné par C', et on suivait les mémes étapes,
qu’est-ce qu’on trouverait a la place de I’équation (2.2.30) en se permettant d’enléver
I'intégration dans 1'éq.(2.2.27).

2.4 APPENDICE. Un exemple de la dérivation
de I’équation 0A = ¢, ds"a"T),.

Prenons un exemple de la théorie d’'un champ ¢(x) dont l'action est donnée par
I'intégrale :

Alg] = / PrL(p(r), o () (24.1)

Lagrangien L est supposé étre une fonction locale de ¢(x) et de sa premiere dérivée
¢ u(z) = 0up(x). On admet L d’étre invariant par rapport a la translation.

Dans cet exemple nous considérerons une théorie bidimensionnelle, ce qui permet
de dresser des figures simples et suffisamment explicites.

Dans la Fig.51 est représentée une configuration particuliere du champ ¢(z),
dans une section unidimensionnelle. Réalisons maintenant une transformation de
©(x) qui est induite par la translation de la coordonnée z :

ot — Tt =2t + o (2) (2.4.2)
ol
at, zteD
m _ )
@ (z) = {0, ailleurs (24.3)

at est un petit vecteur, constant pour z € D. La région D, (ou a* est translaté),
est marquée dans la Fig.52 et sa section unidimensionnelle est également marquée
dans la Fig.51. La transformation correspondante de ¢(z) sera de la forme :

e(x+a), €D

p(z), ailleurs (2.4.4)

p(z) = ¢(x) = p(z +a(r)) = {
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Le profil de la fonction ¢(x) est présenté dans la Fig.53. A cause de la discontinuité
de la transformation de x# (2.4.2), (2.4.3), la fonction ¢(x), éq.(2.4.4) et Fig.53, est
discontinue sur le bord du domaine D, la courbe C, Fig.52.

Par définition, la variation de I'action A[y] est donnée par :

0A[p] = Al@] — Aly], ordre a (2.4.5)

Dans la différence a droite, seulement les termes linéaires en a (parametre de la
transformation) doivent étre retenus. Avec cette convention, on trouve :

5Alg] = /D PrL(@(x), 3 (1)) - / PrL(p(r), g ()

- /D PaLlp(e +a). (e +a)) - /D PrL(p(r), g () (2.4.6)

En principe, on doit intégrer, dans les deux intégrales ci-dessus, sur tout le plan
bidimensionnel (sur tout l'espace) mais, dans la différence, la contribution de la
partie extérieure de D disparait (voir la forme de @(z), éq.(2.4.4)). Dans la premiere
intégrale de 1'éq. (2.4.6), au lieu de développer en a, nous préférons d’exprimer
Iintégrale en fonction de la variable £ = z 4+ a. On trouve :

Al = [ EaLlpla).ou@) = [ Eallele)opa)  (247)
Apres le passage a la variable Z, la fonction qu’on intégre dans la premiere intégrale
redevient la méme qu’en deuxiéme, mais le domaine d’intégration change : D — D,
voir les Figs.54,55. Alors, en examinant la Fig.54, on doit conclure que, provenant de
la différence de deux intégrales dans ’éq.(2.4.7), il y a deux contributions distinctes
dans 6 A.

La premiere, que nous allons noter 6A,., , la contribution réguliere, est de la
forme :

5 Areglic] = / (7). 9,(7) (2.48)

Nous pouvons remplacer  par = (ce n’est qu'un changement de notation). Ensuite,
d?x pourrait étre explicité comme suit :

d*r = " dz"a" = ds"a" (2.4.9)

— voir la Fig.55. On trouve :

0A, 4[] = ids“a“L = jéds“a”é,wL (2.4.10)

La deuxiéme contribution dans 0A est die a la discontinuité de ¢(z) dans la
premiére intégrale dans 1'éq.(2.4.7), voir la Fig.54. Nous allons la noter dAg..:[¢].
Elle est de la forme : oL

0p

5 Arwutl] = f{ SN (2.4.11)
C
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Ay est la discontinuité de ¢(Z) sur le bord du domaine D. Egalement, car I'integrale
dans (2.4.11) est déja d’ordre a, nous pouvons supprimer les tildes et intégrer sur le
bord du domaine D, la courbe C, au lieu de C. On observe que :

Ap = p(z) — p(r +a) (2.4.12)

— comme on le voit clairement dans la Fig.53; = dans (2.4.12) est supposé d’étre sur
le bord du domaine D. Alors :

Ap = —a"d,p(x), ordre a (2.4.13)

et on obtient :

oL
0Agsqn = ?{ ds”
t[SO] g 9 o

En mettant ensemble §A,.4[p], €q.(2.4.10), et 0 Auut[], éq.(2.4.14), on trouve :

- (—a"O,(7)) (2.4.14)

0A[p] = fcds“a”(é,wL — - %) (2.4.15)
S

En général, par définition du tenseur d’énergie - impulsion 7,,, :

dA[p] = jléds“a”TW (2.4.16)

ou la variation 0A[p] est induite par la transformation de translation du champ
o(x), — translation discontinue qui est limitée par le domaine D, du bord C. Avec
I'expression dans 1’éq.(2.4.15), nous pouvons constater que nous avons bien obtenu
dA[p] de la forme générale dans 1'éq.(2.4.16), avec :

ol — 2L g (2.4.17)

1224 890#

T,

v
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Chapitre 3

3.1 Opérateurs primaires et opérateurs descen-
dants. Algebre de Virasoro pour les compo-

santes de T'(z),{L,}.

Dans le cours précédent, nous avons obtenu I’équation

(T(2)D1®y..0x) = Z((z —Aiz,.)2 - ;) (D1 Dy... Dy ) (3.1.1)

Z— z;
i=1 v

qui est l'identité de Ward conforme. Pour arriver a ce résultat, nous avons utilisé la
regle de transformation conforme infinitésimale des opérateurs {®;} :

dPA(2) = (A (2) + a(2)0,)P(2) (3.1.2)

qui est liée avec la transformation des coordonnées d’espace z — Z = z + a(z2),
donc 6z = (z). Dans (3.1.2) nous avons supprimé la partie z de la transformation,
comp. éq.(2.2.10), cours 2. Comme nous 'avons vu dans le cours 2, dans Iidentité
de Ward conforme pour les fonctions de corrélation, les parties z et Z des variations
correspondantes se séparent. On peut donc étudier séparément les transformations
des secteurs z et z. Dans la suite, nous allons nous occuper du secteur z des propriétés
conformes des opérateurs, en supprimant le secteur Z qui, en principe, va en parallele.
Ceci sera fait jusqu’a I’étude de la technique du calcul des fonctions de corrélation
dans la partie du cours portant sur la représentation de la théorie conforme minimale
par un champ libre. A ce point, il faudra reprendre la partie zZ également.

Les opérateurs de la théorie conforme se transformant selon (3.1.2) sont appelés
les opérateurs primaires. Dans la théorie conforme, il y en a d’autres que nous allons
voir plus loin.

La partie droite de 1’éq.(3.1.1) peut étre développée en série par rapport a (z—z1).
Supposons que 'on s’intéresse a ce qui se passe quand z s’approche du point z1, on
veut donc le développement en série de puissances de z — z;. On trouve :

Z(( Bl o@®dy) = (—2 L ) (@,0,..0y)

z—2)2  z—2z z2—21)?%  z2—2x
)

OE
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+3 (1 Ty B e S B PRV S S SR

21— Zj (21 — 21)2 21 — % Z1 — %

Le premier terme est singulier quand z — 2z; — 0 et le deuxieme, qui est régulier,
peut étre développé en série infinie de puissances de z — z; positives.

Le développement (3.1.3) doit étre comparé avec le développement de ’algebre
des opérateurs pour le produit 7'(z)®;(z1) dans la fonction de corrélation a gauche
de 'éq.(3.1.1) :

T(z)@l(zl) = (Z—A—;1)2®1(21) + = 81q)1(z1) —+ CI)§72) (21)
+ (=202 + (2 — )0V () + (3.1.4)

Les deux premiers termes correspondent aux deux termes singuliers dans le développement
(3.1.3), donc on les écrit explicitement. Les termes suivants dans (3.1.4) contiennent

de nouveaux opérateurs
(0™}, n=2,314,... (3.1.5)

comme coefficients de la série, et dont les fonctions de corrélations avec le reste des
opérateurs sont données par les termes correspondants du développement (3.1.3).
Par exemple,

(D0 (21)®y... D) = Z((21 éiz.f + - ! —0)(@10,..0y) (3.1.6)

Donc, pour le moment, la définition des opérateurs {@(_”)}, n=2,3,4,..., n’est pas
explicite, mais on donne leurs fonctions de corrélation, comme dans (3.1.6).

Rappelons que ces opérateurs nouveaux, formant une suite infinie, proviennent
du produit T'(2)®;1(21), éq.(3.1.4). IlIs sont appelés “opérateurs descendants” par
rapport a l'opérateur primaire ®; qui est a l'origine de toute la série. On peut
mieux organiser la définition de ces opérateurs en introduisant le développement de
l'opérateur T'(z) en une série formelle de Laurent autour du point z; :

+00
T(z)= ) (lel)nHL”(Zl) (3.1.7)

avec des coefficients L, (21) qui sont les opérateurs définis par (3.1.7). Ce sont les com-
posantes de T'(z) par rapport a la décomposition de T'(z) dans la série de Laurent.
Maintenant, quand on reprend le produit T'(z)®;(z1), on trouve :

T(2)®1(21) = > (ZTll)an(zl)cpl(zl) (3.1.8)

et les opérateurs descendants ®(~™ éqs.(3.1.4),(3.1.5), apparaissent comme le résultat
de lapplication de L, (z1) sur ®1(z;),

O (21) = Ly(21)®1(21) (3.1.9)
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Quand on compare 'éq.(3.1.8) avec 1'éq.(3.1.4), cette derniére étant la conséquence
de l'identité de Ward conforme, éq.(3.1.1), on trouve :

Ln(z1)®1(21) =0, n>0 (3.1.10)
Lo(Zl)(I)l(Zl) == A(I)l(21> (3111)
L_1(2z1)®1(z1) = 0,,P1(21) (3.1.12)
L_p(21)®1(21) = @ (2)), n=2,34,.. (3.1.13)

Les deux dernieres équations correspondent aux opérateurs nouveaux provenant de
Iopérateur primaire ®; en appliquant L_,,n = 1,2,3,4,.... Ainsi, on a en général,
pour ®A un opérateur primaire quelconque, une suite infinie d’opérateurs descen-
dants a partir du développement du produit 7'(z")Pa(z) :

Thdy — {0\ = L_,®p, n>1} (3.1.14)

Les opérateurs descendants sont différents des opérateurs primaires principalement
par leurs transformations conformes. Ce point sera détaillé dans la deuxieme partie
de ce cours.

Ensuite, on peut faire appliquer un produit de T'(z"), T'(2") sur ®a(2) et développer.
On trouve une autre suite infinie d’opérateurs :

T()T(Z")®a(2) = {5 ™) (2) = Ly, (2) L, (2)Pa(2)} (3.1.15)

En général, on applique a ®a les opérateurs L_,, et on trouve une famille infinie
d’opérateurs descendants de P :

{(D(Afnl,fnz ,,,,, —ng) — LfnlL*nz'“L*ﬂk(DA} (3116)

ol n1, Na, ...n; sont des entiers positifs. Pour arriver a la classification des opérateurs
de cette famille il faut, premiérement, trouver la regle de commutation des {L_,},
qui sont les composantes de T'(z).

A partir de 1'éq.(3.1.8), on peut définir L, (z) appliqué a ®a(z), par I'intégrale :

Lo(2)®a(z) = —— fc dE(E — 2)"IT(€)D(2) (3.1.17)

Comi

Le contour C, entoure le point z, voir Fig.4. Alors L,, L,,®(z) est donné par l'intégrale

double :
z:—1 — )" (g — )t z
Lola®(2) = s 6 6o = 27" (6 - " T@T(E)0() (3113

—voir Fig.5. Pour simplifier les notations, nous allons parfois supprimer la dépendance
des {L,} en z, s'ils sont définis par rapport au méme point que ®, comme dans
(3.1.18). Avec la représentation intégrale (3.1.18), la commutation L, L,, sera égale
a la différence de deux intégrales doubles comme dans (3.1.18), avec l'ordre des
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contours échangé, voir Fig.6. Apres la déformation des contours indiquée dans la
Fig.6., on trouve pour la différence I'intégrale

L L) = ds6 =2 § dalea =2 T@T@)D()  (3119)
z €1

avec les contours C, C¢, indiqués dans la Fig.6, a droite. Pour calculer I'intégrale a
I'intérieur, sur &, il faut connaitre le développement du produit de T'(&)T(&;), mais
uniquement pour les termes singuliers, quand & — &;. Rappelons que nous avons
trouvé des termes singuliers, explicitement, dans le produit 7'(2)®;(z1), éq.(3.1.4), en
utilisant I'identité de Ward avec la fonction (T'(z)®1(z1)...) & gauche dans I'éq.(3.1.1).
Nous l'avons obtenu en partant de la fonction (®;...) et en faisant la transfor-
mation conforme, voir cours 2. Pour avoir un produit 7'(z)7T'(z") dans une fonc-
tion de corrélation générale c.-a-d. une fonction (T'(2)T(2")®1(21)...) & gauche dans
'éq.(3.1.1), il faut commencer avec (T'(z')®;...) et poursuivre comme dans le cours
2. Il faudra utiliser, en plus, la variation de T'(z) correspondant a la transformation
conforme d’espace, 0z = a(z). Elle est de la forme :

C "
5% (2) (3.1.20)

Le premier terme est le méme que pour un opérateur primaire ®,, éq.(3.1.2), avec
A =2 pour T'(z). Mais le terme ~ o est nouveau.

La dimension A = 2 de T est naturelle, canonique. En effet, on obtient T par la
variation de ’action d’une théorie par rapport aux translations, ou par rapport aux
transformations conformes dans le cas d'une théorie invariante conforme :

0T (z) = (2d/(2) + a(2)0.)T(2) +

0A = 27{ ds"'a”T,, (3.1.21)
T Jc

— comp. éqs.(2.2.13),(2.2.14) du cours 2. Comme l'action A, et donc la variation §A,

est sans dimension (voir 'intégrale fonctionnelle, éq.(2.2.12), cours 2.), on trouve

par analyse des dimensions dans la partie droite de (3.1.21) que A(T') = 2.

Pour justifier le terme ~ «”(z) dans (3.1.20), il est plus simple de voir d’abord
les conséquences. Il est suggéré comme exercice a la fin de ce cours de démontrer que
en faisant la variation conforme pour (7'(z")®;...) et en utilisant la variation §7°(2’)
dans la forme (3.1.20), on obtient 'identité de Ward suivante :

(T(2)T (') B1D...Dy) = (Z(i/—i%<¢1¢2...@N>
e _22,)2 b0 (T ()00, )
+ il( G _A;i)Q + _1 Zi&)(T(z’)CI)l(I)Q...(I)N) (3.1.22)
La conséquence de 1'6q.(3.1.22) est que
(T () = —L2 (3.1.23)
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Effectivement, par 1'éq.(3.1.1), on a (T'(2)) = 0 et il ne reste que le premier terme
dans (3.1.22) a droite, dans le cas de la fonction (T'(2)T'(z")) a gauche. Donc, dans la
théorie des champs conformes avec la fonction a deux points (7'(z)7'(z")) non nulle,
ce qui est naturel, il faut que ¢ # 0 et que le terme ~ o dans dT', éq.(3.1.20), soit
présent. Conclusion : par sa transformation conforme, 'opérateur T'(z) est différent
des opérateurs primaires. Nous allons voir plus loin que 7'(z) se trouve parmi les
opérateurs descendants de I'opérateur identité, I = &5, A = 0. On peut remarquer
en plus que la modification de §7", éq.(3.1.20), par le terme ~ o est la seule possible
telle que la transformation infinitésimale soit linéaire en a(z) tout en gardant la
dimension canonique A = 2 de 7.

Retournons maintenant au commutateur [L,,, L,,]®(z) c.-a-d. au calcul de l'intégrale
dans 1'éq.(3.1.19). Il nous faut des termes singuliers dans le développement du pro-
duit T'(&)T(&;). De 'identité de Ward (3.1.22), on trouve :

/2 2T+ ——a.T()

+
(z—=2)% (22— 2')? z—2z

T)T(Z) =

+Termes réguliers, quand z — 2’ (3.1.24)

En utilisant ce développement, on peut calculer l'intégrale sur & dans (3.1.19) par
le théoreme des résidus. On trouve :

L Lal®() = 5 b da(er — 2" Snln® 16— 2" (2)

- § d( - 9" ITE)R)

c 2

= —nn" =16 _mnP()+ (n—m)L,n®(z) (3.1.25)

Finalement, on peut enlever 'opérateur ®(z) et on trouve I’algebre de commutation
des {L,} :
c

(L, Lin]) = (n —m) Ly + En(n2 — D)bpm (3.1.26)
Elle est appelée I'algebre de Virasoro. En physique, elle est apparue pour la premiere
fois dans I’étude des modeles duaux et de la théorie des cordes quantiques au début
des années 70 [3]. Le coefficient ¢ du terme non-homogene est appelé la charge
centrale de I’algebre de Virasoro.

3.2 Un ensemble de remarques.

Remarque 1. Le cas de l'algebre (3.1.26) avec ¢ = 0 correspond a 'algebre des
reparamétrisations d’une fonction :

Fla) — Fla) = o+ a(a) (321)
a(z) = Z apa" (3.2.2)
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0f(x) = a(2)0:f(2) = ) ana™*'0,f (x) (3.2.3)
On définit
l, = —2""0, (3.2.4)
et on vérifie que
(Lo, ] = (m —n)z" ™0, = (n — m)lysm (3.2.5)

Remarque 2. Les {L,} peuvent étre considérés comme générateurs des transfor-
mations conformes.

On peut interpréter I'identité de Ward conforme comme définissant la transfor-
mation des opérateurs qui se trouvent dans la fonction de corrélation :

Sty (1D D) = —— i dEa(€)(T(€) D1 By... D) (3.2.6)

2

Le contour C' entoure tous les opérateurs, comme dans la Fig.1. La variation de la
fonction a gauche est celle produite par des variations des opérateurs : si on 1’écrit
comme la somme des termes qui sont les variations des opérateurs, éq.(3.1.2), on
retrouve 'identité de Ward sous la forme de 1'éq.(2.2.25) du cours 2 :

N

Z(a,<zz)Az + O‘(Zz>6zz)<¢)1¢)2q)N>

=1

1

= Cdga(g)<T(£)<I>1<I>2...<I>N> (3.2.7)

Ecrivons maintenant «(§) sous la forme d’une série

—+o00

a§) =) an" (3.2.8)

n=—1

(comp.éq.(2.2.8), cours 2) dans ’éq.(3.2.6). On trouve :

Ou(e) (@1 Py D) = 2% > anéd&"H(T(f)@l@Q..@N) (3.2.9)

Par définition, éq.(3.1.17),

L,(0) L 7{) degn T (€) (3.2.10)

211
on a donc,

604(z)<(1)1¢)2~-q)N> = — an(Ln(O)(CI)lfbgbe)} (3211)
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Les {L,(0)} sont définis par rapport a l'origine, z = 0, et ils agissent sur tous
les opérateurs &, D, ..., Py, qui se trouvent a l'intérieur du contour C. Les co-
efficients {a,} apparaissent dans 1'éq.(3.2.11) comme les parametres et les L, (0)
comme les générateurs de la transformation conforme (infinitésimale) de la fonction
(D1Dy... D).

Remarque 3. Il faut distinguer la représentation locale de {L,, } et la représentation
non-locale.

Localement les {L,} sont définis par rapport a ®(z) comme

1

La®a(2) = Ln(2)0a(2) = 5 - 750 dE(€ — 2T (€)Da(z) (3.2.12)

avec le contour C, qui n’entoure que (la position de) 'opérateur ®a(z). Dans ce cas
les {L,} agissent sur ®(z), qui est 'opérateur primaire, comme

Ly®a =0; n>0
Lo®a = Ady
L_1®p = 0Dy = OL
L_,®p=0": n>2 (3.2.13)

Les {L_,},n > 1 produisent des opérateurs descendants. (3.2.13) est la conséquence
de l'identité de Ward (3.1.1) comme nous l'avons vu au début de ce cours ce qui
est la méme chose que le développement du produit 7T'(z")®(z) par I'algebre des
opérateurs autour du point z, éq. (3.1.4). Donc, (3.2.13) est 'action locale de {L,,}
sur a(z).

Dans la représentation non-locale des {L,,}, donc l'action non-locale des {L,}
sur ®a(2), les { L, } sont définis par rapport a un point qui est différent de la position
de ®A(z). Par exemple, par rapport a 'origine, z = 0, comme dans 1'éq.(3.2.10). Le
contour C' peut entourer plusieurs opérateurs dans la définition non-locale des {L,,},
comme dans 1'éq.(3.2.11) et Fig.1. Dans ce cas, on peut définir le commutateur :

L, ®a(2)] = [L(0), Pa(2)] = Lo(®a(2)...) — ®a(2)Ln(...)

= 55  ACTTO ()] — 5 f dETTOR()-) (B214

= o 211

Les deux intégrales sont différentes par les contours d’intégrations C' et C’ [C' entoure
le point z et C’ ne 'entoure pas| voir Fig.7. L’intégrale sur le contour dans la figure
a droite, Fig.7, est calculé dans la limite £ — z et en utilisant le développement du
produit T'(§)®(z). On trouve :

A 1
et @)

+Termes réguliers, quand & — 2] = (A(n + 1)2" + 2"79,)(Pa(2)...) (3.2.15)

(La(0).@a(2)) = 5§ de€™ x (

2w
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On a donc dans la représentation non-locale l'action de L,(0) sur ®a(z) définie
comme le commutateur :

[L,(0),®A(2)] = (A(n 4 1)2" + 2"110,) DA (2) (3.2.16)

Remarque 4. Dans le cours 1, nous avons utilisé I'invariance des fonctions de corrélations
par rapport a la transformation conforme spéciale pour, en particulier, fixer la forme
de la fonction a trois points. Dans 1’espace bidimensionnel, le groupe conforme fini
(transformation conforme spéciale, plus dilatation, rotation et translation) est en-
gendré par la transformation infinitésimale avec

6z =a(z) =a_i +apz + a,12° (3.2.17)

—voir égs.(2.1.6),(2.1.21), cours 2. D’autre part dans ce cours, pour a(z) générale et
donc pour la transformation conforme générale, nous avons obtenu, comme identité
de Ward, la variation de la fonction de corrélation donnée par I'intégrale dans la par-
tie droite de 1'éq.(3.2.6). Il n’y a pas de contradiction entre les deux développement
parce que pour «(z) de la forme (3.2.17), I'intégrale dans (3.2.6) est nulle. Effective-
ment, le contour C' va autour de tous les opérateurs, Fig.1. Donc, il peut étre déformé
vers I'infini, comme indiqué dans la Fig.8 (il n'y a pas d’obstacles, d’opérateurs a
I'extérieur de C'). Pour £ — oo(€ > |z; — z;| dans (3.2.6)) :

1 c/?2 1
=% Ol
et donc pour a(§) = a_; + apé + a1, éq.(3.2.17), I'intégrale dans (3.2.6) s’annule.
On retrouve l'invariance de la fonction (®1®,...® ) par rapport aux transformations
du groupe conforme fini, qui est un sous-groupe dans le cas de I’espace bidimension-
nel. Mais en général, on a l'identité de Ward pour une fonction de corrélation,
éq.(3.2.6), comme conséquence de la symétrie de la théorie, au lieu de l'invariance
simple.

Remarque 5. Le contour C' dans 1'éq.(3.2.6) peut étre ”distribué” parmi les
opérateurs @1, ®,, ..., Py, voir la Fig.9, et on trouve

(T(&)D1Dy...2x) x (T'(£)T(0)) + O( ) (3.2.18)

Ou(2) (D1 Py D) = Z%ch dea(E)(T(6) D Dy... DY) (3.2.19)

Chaque intégrale a droite correspond a la variation d’un opérateur a gauche. Ainsi
on a la variation d’un seul opérateur représentée par 'intégrale :

520 B(2) = 5§ dEOT(OD(:) (3.2.20)

21

ou C, n’entoure que 'opérateur ®(z), Fig.10.

Pour l'opérateur primaire ®(z), on utilise le développement de T'(§)®(z), éq.(3.1.4),
pour calculer l'intégrale dans (3.2.20) et on retrouve la variation 69, éq.(3.1.2), qui
est en lait notre point de départ. Ceci veut dire que les équations (3.1.2), (3.1.4) sont
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bien les mémes que les équations (3.1.10)-(3.1.13). Les éqgs. (3.1.2), (3.1.4) peuvent
servir comme définitions pour les opérateurs primaires tout comme les équations
(3.1.10)-(3.1.13).

Maintenant on peut progresser un peu avec des équations obtenues en calculant
les variations conformes des opérateurs descendants. Par exemple, pour 'opérateur
<I>(A_1)(z), on a, par 1’éq.(3.2.20) :

1
271

Sa(n @8V (2) = =— j{dfa(é) T()o\ V(2) (3.2.21)

Calculons d’abord le développement pour 7'(§ )(ID(A_l)(z) ;
1) +o0 1
-1
TERETE = 2 gl a®a)

(€ —2)3
1 . 1.

+ E—L 1L_1®PA(2) + Termes réguliers
2A A+1

- W‘I’A“ G

+ 5 3 q) Y(2) + Termes réguliers (3.2.22)
Nous avons utilisé la décomposition (3.1.8) de T'(¢), I'algebre de Virasoro (3.1.26)
pour {L,}, les équations (3.1.10)-(3.1.13) pour l'action des {L,} sur l'opérateur
primaire et le fait que L_; = 0, pour ’action sur n’importe quel opérateur — comme
générateur de translation. En mettant le développement (3.2.22) dans l'intégrale
(3.2.21), on trouve :

Lyl ®a(2)

CI)( )<Z>

San® M (2) = Ad"®A(2) + (A + 1)/ (2)0\ Y (2) + a(2)0, 0V (z)  (3.2.23)

La variation est effectivement différente de celle des opérateurs primaires, éq. (3.1.2).

Pour le cas particulier de <I>(A_1)(z), on peut vérifier (3.2.23) plus directement en
utilisant le fait que L_; = 0, :

ba @5V (2) = Ga(2)(0:Pa(2)) = .00 Pa(2) = 0:(Aa/(2) + al2)0.) 8 (2)
= Ad"(2)Pa(2) + (A + 1)/ (2)0.Pa(2) + a(2)2Pa(2) (3.2.24)

qui est identique a 1'éq.(3.2.23).
Par la méme méthode que celle exposés dans les éqgs.(3.2.21), (3.2.22) on peut
vérifier que pour (D(A_Q)(Z) on trouve :

585 (2) = 5 (UA + )" (2)8a(2) + 50 (2)25 ()

3'< 2
HA+2)0/ ()05 (2) + a(2)0.9 7 (2) (3.2.25)
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3.3 Exercices.

Exercice 1. Retrouver l'identité de Ward (3.1.22).

Exercice 2. Justifier I’éq.(3.2.18). L’analyse de cet exercice pourrait étre reporter
pour apres le cours 5, ou l'algebre des opérateurs sera introduite. En plus de ’algebre,
il faudra utiliser I'orthogonalité entre les opérateurs primaires (comp. l'exercice 1
du cours 1) et, plus généralement, entre les opérateurs descendants, appartenant a
des modules des opérateurs primaires différents (orthogonalité entre les “familles”
d’opérateurs).

Exercice 3. Retrouver la variation conforme de <I>(A_2)7 éq.(3.2.25).

Exercice 4. En utilisant la définition intégrale (3.1.17), démontrer que -2 (z) =
T(z). I7?(2) est un descendant de l'opérateur I(z) = ®(z) avec A = 0. En
conséquence [(z) = 1. Il est utile d’ajouter cet opérateur trival (une constante égale
a 1) a la suite des opérateurs primaires. Il est appelé 'opérateur d’identité.



Chapitre 4

4.1 Analyse préliminaire des opérateurs descen-
dants. Dégénérescences. Equations différentielles
pour les fonctions de corrélation.

Dans le cours 3, nous avons obtenu une famille infinie d’opérateurs descendants
de ®a(2) :
{(P(A_n17_n27“.,_n}€) = L—nlL_NZL_nk(bA(Z)} (411>

ol ny, N, ..., ng sont des entiers positifs. Les opérateurs {L, } commutent entre eux
selon l'algebre de Virasoro, éq.(3.1.26), cours 3. Les opérateurs (4.1.1) forment la
représentation de cette algebre. L’ensemble des opérateurs (4.1.1) est appelé, dans
la théorie des représentations, le module de Verma de I’algebre de Virasoro.
Par commutation, les opérateurs indépendants dans (4.1.1) peuvent étre rangés
tel que
n <ng < ...<mny (4.1.2)

Ensuite, on peut vérifier en utilisant I’algebre de Virasoro que les opérateurs (4.1.1),
(4.1.2) sont "propres” par rapport a l'action de Ly :

Lo®{ ™2™ = (N 4 Ayl o) (4.1.3)
k

N=> n (4.1.4)
1=1

En conséquence, les opérateurs peuvent étre classifiés et arrangés selon les niveaux
N, ou selon leurs dimensions par rapport a la dilatation qui est N + A, voir Fig.11.

En général, pour des valeurs quelconques de A et ¢ (charge centrale de I’algebre
de Virasoro) tous les opérateurs dans le module, définis par les égs. (4.1.1), (4.1.2),
Fig.11, sont indépendants. Mais pour des valeurs de A spécifiques et pour un c¢ fixé,
c.-a~d. pour des relations entre A et ¢ spécifiques, on trouve des dégénérescences dans
le module. Nous allons nous occuper dans la suite de la recherche des conditions
de dégénérescence. Nous allons voir que les théories conformes qui possedent des

QM
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opérateurs ® 5 avec leurs modules dégénérés, correspondent aux systemes physiques
statistiques aux points critiques. Les dégénérescences correspondent donc en fait aux
solutions physiques de la théorie conforme. On peut faire ’analogie avec I’équation
de Schrodinger en mécanique quantique, pour laquelle on a des solutions physiques
et des solutions non physiques.

La dégénérescence consiste en une relation linéaire entre les opérateurs descen-
dants (4.1.1), (4.1.2), dans un module d’un opérateur primaire ® 5 quelconque. Donc,
nous sommes a la recherche de relations linéaires. Dans une théorie conforme inva-
riante, les relations linéaires ne peuvent exister qu’entre les opérateurs d’'un meéme
niveau. En effet, supposons la relation suivante

Ai(2) + Ag(2) + As(2) = 0, Vz (4.1.5)

entre trois opérateurs quelconques. Sous une dilatation, 1’équation (4.1.5) se trans-
forme selon
(5) = M A(A2) + A2245(\2) + A3 A5(02) =0 (4.1.6)

On retrouve la méme équation si Ay = Ay = As. Donc, comme le niveau N corres-
pond a la dimension A + N d’un opérateur descendant par rapport a la dilatation
(par rapport a Lo, qui est le générateur de la dilatation), il faut que N soit le méme
pour A;, Ay et As.

Sur le niveau N = 1 du module de &4, Fig.11, il n’y a que 'opérateur @Xl)(z) =
L_1®PA(2) = 0.Pa(2). La condition

OV =9.05(2) =0 (4.1.7)
nous donne, comme solution, I'opérateur
$A(z) = I = const (4.1.8)

Il s’agit d’un opérateur z indépendant, donc A = 0 et qui est appelé 'opérateur
d’identité. Il est 'opérateur trivial qu’on doit avoir dans toutes les théories.
Au niveau N = 2, on peut essayer de mettre égale a zéro la combinaison linéaire

X(2)(2) = L_o®a(2) + al? ®a(2) (4.1.9)

avec a comme parametre. Mais en plus de la condition que les opérateurs dans la
combinaison soient du méme niveau, ce qui est déja le cas dans ’éq.(4.1.9), il faut
que l'opérateur composé x(2)(2) possede les propriétés d'un opérateur primaire : il
se transforme comme

df

X@(2) = () xe (£(2)) (4.1.10)

ou, pour la transformation infinitésimale, comme
X2 (2) = (1 4+ Ad/(2) + a(2)0.)x(2)(2) (4.1.11)

La raison pour cette condition est la méme que celle pour 1'éq.(4.1.6) : il faut que
I’équation x(2)(2) = 0 reste vraie apres la transformation conforme. Pour les trans-
formations (4.1.10) ou (4.1.11), c’est le cas. Mais ce n’est pas le cas, en général,
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pour un opérateur descendant. Par exemple, <I>(A_2) = L_sPA se transforme comme
dans 1'éq.(3.2.25), cours 3, et si on met (I>(A_2) = 0, cette équation change apres la
transformation. En bref, il faut que les équations, que I'on va imposer sur la théorie,
soient invariantes conformes.

Comme nous 'avons expliqué dans le cours 3, la condition pour que I'opérateur
soit primaire est qu’il soit annulé par L,,, avec n positif. Donc, il faut que

Lyx@)(2) =0, n>0 (4.1.12)

Par I'algebre de Virasoro, il suffit que x(o) soit annulé par Ly, et Li,. Le reste va
suivre, par 'algebre. Par exemple L3 = [Lo, Lq].
On arrive ainsi a deux équations :

Lii(L o®a(2) +al? ®a(2)) =0 (4.1.13)

Lys(L_o®a(2) +al? ,®a(2)) =0 (4.1.14)

Maintenant, commutant L et L, vers ®, on trouve, de 1'éq.(4.1.13), le coefficient
a:

3
= 4.1.15
‘T T3eA ) (4.1.15)
et de 'éq.(4.1.14), la relation entre A et ¢ :
2A(5 — 8A)
= — < 4.1.1
‘T AT (4.1.16)
On peut maintenant écrire I’équation
3
L o®A(2) = === L*1Pa(2) =0 4.1.17

ou, pour la théorie conforme avec ¢ donné, la dimension conforme de 'opérateur
DA (2) est fixée par I'éq.(4.1.16) : il y a deux solutions, donc deux A possibles dans
'éq.(4.1.17).

L’équation (4.1.17) signale la dégénérescence du module de ®5 au niveau deux
que nous avons réussi a imposer sans avoir brisé la symétrie conforme.

On peut faire le méme exercice au niveau 3. La combinaison sera

X@) = L3®a+al 1L oPp + bLg,l‘I)A (4.1.18)

Il s’agit maintenant d’un autre opérateur ®,, avec une autre dimension A. Les
équations d’invariance conforme qui imposent que x(s3) soit primaire :

définissent les coeflicients 5
a=———-— (4.1.21)
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1
b:(A+1)(A+2) (4.1.22)

et donnent I’équation algébrique sur A :

7T—c 24¢
A —
3 + 3

A? — 0 (4.1.23)
Il y a deux solutions pour A, comme dans le cas du niveau 2, et il y aura deux
opérateurs @ pour lesquels on peux imposer 1’équation de dégénérescence au niveau
5 2 1
———L L 3®dp +
A+2 TR T AT (A+2)

Avec ces deux exemples, aux niveaux 2 et 3, il est utile de voir les conséquences
pour la théorie avant de présenter 'analyse générale sur des dégénérescences pos-
sibles dans les modules de Verma de ’algebre de Virasoro.

Reprenons le cas du niveau 2, éq.(4.1.17). Nous allons voir que ceci donne
I'équation différentielle pour les fonctions de corrélation de 'opérateur ®(z). Met-
tons I’équation (4.1.17) dans une fonction de corrélation avec d’autres opérateurs
primaires quelconques. On trouve alors :

L_3®p —

[P ®pA =0 (4.1.24)

((L-2®a(2))P2(22)P3(23)... P (2n))
3

=——((L*,® Dy (22)P3(23)...0 4.1.25

2(2A + 1) (LZ1®a(2))P2(22) P3(23)... Pn (2n)) ( )
L? | peut étre remplacé tout de suite par 92. Pour opérateur L_s, afin de le trans-
former en un opérateur différentiel, il faut l'extraire de ®a(z) et le faire agir sur le
reste des opérateurs, opération qui ressemble a une intégration par partie. Ceci peut
étre fait, en utilisant la définition intégrale de L_5, que 'on applique, localement, &
Da(z) :

1
L_y®a(z) = — ]{ dé(€ — 2)7 T (6)Pa(2) (4.1.26)
21 Jo,

— voir éq.(3.1.17), cours 3. Ensuite, pour L_s®A(z) dans la fonction de corrélation,
on peut enlever le contour d’intégration C, du point z et le faire passer autour des
autres points, comme indiqué dans la Fig.12. On trouve, pour la fonction a gauche
de 1'éq.(4.1.25) :

<<L_2¢)A(Z))(I)Q(ZQ)(P3<23)...(I)N(ZN)>

1

= i dg(€ — 2)THT(£)Pa(2)Do(22) P3(23)... P (2n))

N
-1
L=2 Ck
Le signe est négatif en face des intégrales a cause de l'orientation opposée des

contours Cy, Cs..., Cy. L'intégrale sur C, n’apparait pas dans (4.1.27), car elle est
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égale a zéro, pour la méme raison que dans 1’éq.(3.2.18), cours 3, Fig.8. On peut
calculer les intégrales sur les contours Cy, (s, ..., Cy en utilisant le développement
du produit de T'(§) avec les opérateurs @, correspondants :

Ay 1

T(&)Py(21) = ((5 ) + r— Ok )Pr(2x) + Termes réguliers (4.1.28)

On trouve

((L_2®a(2)P2(22)P3(23).- P (2n))

Z—Z Z—Z
k=9 k k

En utilisant ce résultat pour 1'éq.(4.1.25) on obtient une équation différentielle,
linéaire, d’ordre 2, pour les fonctions de corrélation de l'opérateur ®x(z), dont le
module est dégénéré au niveau 2, avec d’autres opérateurs primaires :

3

2( )@ <(I)A( )@2(22)(133(23)@]\[(2]\7»

Z =) ! O PA(2)Po(22)P3(23).. PN (2y))  (4.1.30)

Z—Z
k=2 k

De la méme fagon, a partir de I’équation (4.1.24) de dégénérescence au niveau 3 et
pour un autre opérateur ®(z) dont la dimension est fixée par 1'éq.(4.1.23), on va
trouver une équation différentielle d’ordre 3 pour les fonctions de corrélation de cet
opérateur.

4.2 Exercices.

Exercice 1. Retrouver x (), q (4.1.15) et (4.1.16).
Exercice 2. Retrouver x(s), égs. (4.1.21),(4.1.22),(4.1.23).
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Chapitre 5

5.1 Analyse générale, formule de Kac. Remarques
préliminaires sur 1’algebre des opérateurs pri-
maires.

Dans I'approche générale au probleme de dégénérescence dans le module de

Verma, on étudie un sous-espace d’opérateurs descendants qui se trouvent sur le
meme niveau N :

(o™ =L_, L ., .L_, ®x} (5.1.1)
k
=1

On introduit, formellement, un produit scalaire dans I'espace (5.1.1) et la matrice
correspondante des produits scalaires :

(PALiny Ly Ly Loy Ly L |@8) = M), 3y (5.1.3)

k l
=1 j=1

On calcule (5.1.3) avec lalgebre de Virasoro en commutant les {L,,,} a travers
des {L_,,,;} et en appliquant au [®A) les opérateurs obtenus par commutation. Les
dégénérescences du type

Lin(xov = Z biomny®L ") =0 (5.1.5)
{mi}

correspondent aux zéros du déterminant de la matrice (5.1.3) :
DetM™ (A ¢) =0 (5.1.6)

A1
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L’expression (5.1.6) est algébrique en A, c. Les zéros sont donnés par :

(aon’ + asm)? — (a_ + )’

Ay = 5.1.7

| 4 (5.17)
avec

ar=agt/ad+1, aya=-1 (5.1.8)

c=1-24a] (5.1.9)

et les indices n’, n, qui sont des entiers positifs, correspondent a toutes les factorisa-
tions possibles de N : N =n x n/. !

Cette analyse générale des dégénérescences dans le module de Verma de I’algebre
de Virasoro a été effectuée dans les travaux [4, 5]. L’équation (5.1.7) est appelée
la formule de Kac. La dégénérescence dans le module correspond a l’apparition
parmi les descendants d’opérateurs spéciaux yy qui ont les propriétés conformes
des opérateurs primaires : étre annulé par application de L,, n > 0, éq.(5.1.5). Ils
sont appelés les vecteurs singuliers dans le module. Il faut remarquer en plus que
ces vecteurs sont de norme nulle par rapport au produit scalaire (5.1.3).

Comme exemple, pour les niveaux 2, 3 et 4, on trouve, avec la formule de Kac
(5.1.7), des valeurs de A pour lesquelles le module de @5 est dégénéré sur les niveaux
correspondants :

N=2: Ag,l, ALQ (5110)
N =3: A3,17 A1,3 (5111)
N=4: A471, A1,4, AQ’Q (5112)

Comme exercice, on peut faire le calcul explicite de DetM pour N = 2 et retrouver
I'équation (4.1.16), cours 4 dont Ay ; et Ay 5 sont les deux solutions.

Nous avons vu, avec des exemples de dégénérescence des niveaux 2 et 3, que les
fonctions de corrélation des opérateurs primaires correspondants, dont les modules
sont dégénérés, obéissent a des équations différentielles linéaires. Donc, les fonc-
tions de corrélation des opérateurs ®a, avec A = A, donnés par 1'éq.(5.1.7), que
nous allons noter aussi ®,,,, peuvent en principe étre calculées. Notons que pour
®,, ,, 'équation différentielle sera d’ordre N = n' X n car, en général, I'opérateur
L]_qu)n/m =N ®,, , intervient dans ’équation de dégénérescence au niveau N. Une
technique efficace qui donne des solutions de ces équations sera présentée dans les
cours 6-8.

Comme nous allons le voir, il est important que l'algebre des opérateurs @, ,
soit fermée. Cela veut dire qu’on peut définir une théorie conforme particuliere dans

!La notation A, ,, pour I'expression de droite de I'éq.(5.1.7) est celle qui a été utilisé dans les
articles [7] et [15]. Dans le reste de la literature sur la théorie conforme et, en particulier, dans
l'article fondateur [2], la méme expression de droite dans (5.1.7) est notée A, ,/ (avec des indices
n/,n permutés). Cette confusion est accidentelle.

Comme, a partir du cours 6 et, partiellement, déja du cours 5, la présentation dans ces notes
suit beaucoup les références [7, 15], nous allons garder la notation de ces articles pour A, ,,. Nous
espérons que, une fois annoncée, cette petite différence avec le reste de la literature n’induira pas
trop de confusion.
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laquelle il n’y aura que les opérateurs primaires {®, , }. La fermeture de I’algebre de
{®,,} peut déja étre observée avec des équations différentielles. Utilisant 1'équation
différentielle d’ordre 2 pour @4, nous allons faire un exercice avec le produit de
D, 5(2) Py 1 (0) pour montrer que dans le développement de ce produit il n’y a pas
d’autres opérateurs primaires que ®j 1 et @y 41, donc des opérateurs de la méme
famille {®,,, }.

Pour poursuivre avec la démonstration, il faut d’abord donner la définition de
I’algebre des opérateurs primaires. La forme générale de cette algebre s’obtient a
partir du développement suivant :

0120 20(0.0) = Y sl 0,(0.0)

+280D0(0,0) + 250 >(0,0) + zéﬁ(*l)ﬁ(jl)cb;*”(j)(o,o)
2B Vel 0(0,0) + 802002(0,0) +..3 (5.1.13)

ol CID( =L 19, (ID( -1 =L 4 19y, o-VED =1 T 19, etc. Nous incluons également
ici la partie z des opérateurs primaires pour donner la définition complete de 'algebre.
Dy, @y, @, sont des opérateurs primaires quelconques pour le moment, pas nécessairement
des opérateurs dégénérés {®,, ,} (opérateurs avec des modules dégénérés, a propre-
ment dire). Nous avons supposé dans (5.1.13) que &y, ®y, @, sont des opérateurs
sans spin, (le spin étant défini par s = A — A), donc Ay = Ay, Ay = Ay, A, = A,
Dans les théories conformes minimales, que nous sommes en train de définir, c¢’est
le cas pour tous les opérateurs primaires.

Dans la partie droite de 1’éq.(5.1.13), nous avons une suite infinie d’opérateurs
descendants de ®, qui correspondent a deux algebres de Virasoro indépendantes,
Vir et Vir, pour z et Z.

Apres avoir exposé la forme complete de 'algebre, nous pouvons de nouveau
supprimer la partie z, en gardant le développement en z seulement. On a :

B1(2)25(0) = ()A%{q) (0) + 280t (0)
2Bl Y(0) + 0P (0)) 43 (5.1.14)

Les coefficients {3}, qui définissent la participation des descendants d'une
famille de ®, dans le développement du produit ®;(z)®P2(0), sont définis par la
symétrie conforme seulement. Il suffit de comparer les transformations conforme de la
partie gauche et de la partie droite de 1'éq.(5.1.14) pour les définir. La démonstration
de la technique du calcul des {3} est donnée dans I’Appendice de ce cours. Par
contre, pour définir les coefficients principaux de 1'algebre, {D7,} dans (5.1.13),
(5.1.14), qui définissent la participation des opérateurs primaires et de leurs familles
de descendants, il faut savoir calculer les fonctions de corrélation. Cette technique
sera exposée dans les cours 6-8. Pour le moment, méme sans savoir comment cal-
culer les coefficients {D7,}, on peut déja définir la présence possible des opérateurs
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primaires particuliers dans le développement de ®(z)®5(0) en faisant I'analyse de
présence de termes non-analytiques

~ (2) (5.1.15)

dans la fonction de corrélation de ®(z)®2(0) avec d’autres opérateurs. Les termes
du type (5.1.15) correspondent aux termes

1

~ (Z)Al'F—AQ—Ap (5116)

dans le développement (5.1.14) et donc ils signalent la présence d’opérateurs pri-
maires {®,}. En effet, si on connait Ay, Ay et on a trouvé les exposants {~,} des
termes non-analytiques (5.1.15), on peut calculer {A,}par 1'éq.(5.1.16).

Pour étre plus précis, il faut observer qu’avec cette analyse on suppose qu’il
n'y a pas dans la théorie de dimensions A, et A, qui différent par des entiers.
Sinon, on pourrait confondre les termes dominants (5.1.16) d’une famille dans le
développement (5.1.14) avec des termes sous-dominants provenant des descendants
d’une autre famille. Dans 'analyse qui suit nous supposerons que ce n’est pas le
cas. Des remarques sur une algebre avec une interférence entre les exposants seront
données dans le cours 9.

La fonction de corrélation de ®q(z1)P2(22) avec deux autres opérateurs, disons

Dy (23)Pa(24),

F(Zl, 29, %23, Z4> = <(I)1(Zl)q)2(22)¢3(23)q)4(24>> (5117)
vérifie I’équation différentielle
Ay 1 As
ad? F(z1, 29, 23,24) = (—s + —0,, + ——=
! ( b 4> <(212)2 212 : (213)2
1 A 1
0oy 4+ —— + —08.,)F (21, 22, 23, 24) (5.1.18)

(2’13)2 = (214)2 214

ou a = 3/2(2A;+1), voir éq.(4.1.30). Dans la limite 212 — 0 et en gardant seulement
les termes dominants, on trouve a partir de 1'éq.(5.1.18)
A 1

24 —Oy)F (5.1.19)

(2’12)2 212

ad? F ~ (

On cherche ensuite la solution dans la forme

et on obtient ’équation algébrique pour 7 :
37(y = 1)
— = Ay — 5.1.21
22A, +1) 277 (5.1.21)

On pourra vérifier en exercice que pour v = —A; — Ay + A, éq.(5.1.16), et pour
Ay = Ay o, Ay = Ay, voir la formule de Kac (5.1.7), on a deux solutions pour A, :

Ap = Ak’,k—l et Ak’,k—i—l (5122)
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De la méme fagon, mais en plus compliqué, a partir de x(3) et de I'équation
correspondante pour les fonctions de corrélation de I'opérateur ®; 3, on peut vérifier
I'algebre de @4 3 et @y,

Dy 3Py — Ppr g2, Py P g2 (5.1.23)

L’éq.(5.1.23) est souvent appelée "regle de fusion”, pour les opérateurs @, 5 et ®y
dans cet exemple. Pour 'algebre, il faut en plus connaitre les coefficients.

Plus généralement, on peut démontrer, en utilisant la forme réduite de I’équation
différentielle correspondante, cf éq.(5.1.19), que pour @, ,P; ;. la regle de fusion sera :

q)l,nq)l,k - (I)l,n+k71

D1 ntk—3

Py k|41 (5.1.24)

Remarquons que si on définit les nouveaux parametres comme n = 2j, + 1 et si
on note les opérateurs ®; ,, comme ®; , alors la regle de fusion (5.1.24) prendra la
forme de I’addition des moments angulaires du groupe su(2) :

D5, Pj = Pyt
Dty —1

Dl (5.1.25)

En fait, il existe une connexion entre ’algebre des opérateurs primaires des théories
conformes minimales et les représentations du groupe su(2). Mais nous n’allons pas
développer ce sujet.

Encore plus généralement, pour le produit des opérateurs ®,, ,, et 4 1, on trouve
la regle de fusion suivante :

(I)n’,nq)k’,k - CI)n’+k’—1,n+k—1

q)n’+k/73,n+k71

P k7|11, k| +1 (5.1.26)
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On a ici le produit direct des regles de fusion (5.1.24), qui sont les méme pour les
indices (n', k") et (n, k). Par exemple :

O3 3P33 — D55, P53, P51, P35, P33,y Pry (5.1.27)

- voir Fig.13.
Comme il a été mentionné auparavant, le calcul des coefficients dans ces décompositions
est le probleme du calcul des coefficients de 1’algebre des opérateurs. Nous allons nous
en occuper plus loin (cours 9). Il nous faudra néanmoins, pour la discussion qui suit
sur les modeles statistiques correspondants, une information en plus sur l'algebre
des opérateurs dont la justification va venir plus tard. Pour des valeurs spéciales de
la charge centrale ¢, données par ’expression

6(p —p')?
pr’

c=1- (5.1.28)

ou p,p’ sont des entiers positifs premiers entre eux, la regle de fusion (5.1.26) sera
tronquée par p et p’ : si on fait le produit de deux opérateurs primaires {®,,,,} dont
les indices appartiennent au tableau fini

1<n'<p—1

1<n<p-1 (5.1.29)

- voir Fig.14, alors, dans le développement par 1'algebre et dans la regle de fusion
correspondante (5.1.26), les opérateurs qui se trouvent au-dehors du tableau (5.1.29),
Fig.14, n’apparaissent pas, car les coefficients correspondants de ’algebre sont nuls.
Il faut remarquer que ces valeurs de ¢ correspondent aux valeurs rationnelles du
parametre o2, éqs.(5.1.8),(5.1.9) :

ay = — (5.1.30)

Comme conséquence, les théories correspondantes contiennent un nombre fini d’opérateurs
primaires.

On peut renverser 'argument et demander qu’une théorie conforme quelconque
possede un nombre fini d’opérateurs primaires. On trouve alors que la charge centrale
c doit satisfaire a 1'éq.(5.1.28).

En plus, les théories conformes minimales avec p’ = p + 1 sont unitaires [6]. E,
physique statistique, cette propriété correspond a la positivité des fonctions

(@1(2121)Po(22, 22) Po(23, 23) D1 (24, 21)) (5.1.31)

pour tous les opérateurs primaires ®; et ®, d’une théorie. Il s’agit de la condition
que la norme de tous les états (de tous les opérateurs, primaires et descendants) soit
positive. Nous allons voir la manifestation de cette propriété plus loin, dans le cours
9.
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5.2 Discussion sur les théories minimales et les
systemes statistiques correspondants.

Dans la série principale, celle qui est unitaire

p+1

P=p+1, of=— (5.2.1)
p

6
c=1———r 5.2.2
p(p+1) (522)

la premiere théorie correspond a

pP=3 p=2 (5.2.3)
c=0 (5.2.4)

et au tableau (d’opérateurs primaires) de taille
P -1xp-1)=2x1 (5.2.5)

- Fig.15. Les dimensions des opérateurs primaires sont données par la formule de
Kac, éq.(5.1.7), qui, pour (ay)?* = p'/p, prend la forme
I o2 () )2
A (pn' —p'n)” — (0" —p)

= 5.2.6
4p'p ( )

Pour la série principale, p’ = p + 1, les dimensions sont données par la formule

(pn’ — (p+ )n)? — 1
4p(p+ 1)

Donc pour la théorie avec p’ = 3, p = 2, Fig.15, il n’y a que les opérateurs @, ;
et @y 1, dont les dimensions conformes sont zéro, par 'éq.(5.2.7). Ainsi, il n'y a dans
la théorie que l'opérateur identité I = &5, A = 0 et la théorie est vide. Voir aussi
I’exercice 5.

La théorie suivante et la premiere non triviale, toujours dans la série princi-
pale, est celle avec (p/,p) = (4,3). Les tableaux des opérateurs et de leur dimen-
sions conformes sont donnés dans la Fig.16. La charge centrale est égale a 1/2, par
'éq.(5.2.2). Cette théorie a été identifiée avec le modele d’Ising bidimensionnel au
point critique [2].

En effet, d’'une part dans la solution de Onsager, les exposants critiques de la
chaleur spécifique ¢(7) ~ |7]7% o = 0(r = (T — 1,)/T.), ou de la longueur de
corrélation R(7) ~ |7|7%, v = 1, et de la magnétisation M () ~ |7]°, 3 = 1/8
correspondent aux dimensions conformes de 'opérateur d’énergie e, A, = 1/2, et de
spin o, A, = 1/16. Pour passer des dimensions conformes aux exposants critiques
standards, on se sert des relations :

Ay = (5.2.7)

B 1
d— AE,phys

14

(5.2.8)
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d — 20, phys
S — 2.
1o} T — (5.2.9)
AUphys
= —r 2.1
p=a= A (5.2.10)

avec d = 2, dimension de 'espace et avec A, prys = 20z, Agphys = 204, car Ag ppys =
Ao+ AL, Ayphys = Ay + A, et A = A pour ces deux opérateurs. D’autre part, pour
la théorie conforme (p,p) = (4,3), ¢ = 1 on trouve les dimensions Aj, = Ag; =
1/2, Agy = Ay =1/16 qui coincident avec celles de I'énergie et du spin de modele
d’Ising, voir Fig.16.

En plus a partir de la solution de Onsager, on sait que le modele d’Ising possede
une représentation par des fermions libres. Donc, 'opérateur d’énergie-impulsion

T'(z) peut étre écrit sous la forme
T(z) x WO,V (5.2.11)

Il est connu que la théorie conforme des fermions libres sans masse possede la charge
centrale ¢ = 1/2 (voir l'exercice 8 du cours 6). Remarquons aussi que dans la
représentation fermionique ¢ = UW. Finalement, avec la théorie conforme, on peut
obtenir les regles de fusion :

ce » I, e0 -0, 00— 1,¢ (5.2.12)

(voir plus bas) qui sont bien en accord avec les propriétés générales du modele
d’Ising.

Il est important de remarquer que dans le tableau correspondant a une théorie
(p', p), chacune des valeurs des dimensions conformes apparait deux fois. Les Figs.15
et 16 sont les exemples les plus simples pour les théories (p/,p) = (3,2) et (4,3).

Dans la théorie conforme minimale, chaque opérateur primaire est caractérisé
par sa dimension conforme A et on suppose qu’il n’existe pas plusieurs opérateurs
différents avec la méme dimension. Sinon, il devrait exister des symétries supplémentaires.
Dong, il faut accepter que chaque opérateur physique, comme le spin dans le modele
d’Ising, soit représenté dans la théorie conforme correspondante par deux opérateurs
conformes : ®5; et $y9 pour o par exemple. Nous avons vu que les fonctions
de corrélation de 'opérateur ®,; avec d’autres opérateurs vérifient une équation
différentielle du second ordre. Il y aura deux solutions indépendantes. Pour ®, 4 ce
sera une équation d’ordre quatre, avec quatre solutions. Pour que tout soit consis-
tant, il faut que ce systeme de quatre solutions soit réductible et que parmi les
quatre solutions, il y en ait deux qui coincident avec les deux solutions de I’équation
de deuxieéme ordre pour ®, ;. Il est possible de vérifier que c’est vraiment le cas pour
la théorie conforme particuliere avec ¢ = %, dans laquelle Ay s = Ay .En acceptant
les correspondances

@2717 (13272 ~ g (5213)

D@19, P31~ € (5.2.14)
Dy, Pgo~ 1 (5.2.15)
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il est possible de trouver les réductions des regles de fusion. Par exemple, pour le
produit e on a, par la regle générale,

Dy 9P1p — Py, Py 3 (5.2.16)

mais aussi
P31P31 — P11, Ps1, P (5.2.17)

Pour la consistance, il faut que les coefficients de ®; 3 dans (5.2.16) et de @34, P54
dans (5.2.17) soient nuls. Donc, on trouve

e = 1 (5.2.18)
De la méme facon on trouve, toujours pour le modele d’Ising,
E0 — 0 (5.2.19)

oo — I e (5.2.20)

Le deuxieme modele qui a été classé dans les théories conformes est le modele
de Potts a trois états, appelé aussi le modele Z3 [7]. Sur le réseau, le modele Z3 est
défini comme le modele d’Ising, avec la fonction de partition

Z(B) = exp{B  Gi0iia} (5.2.21)
{7} z,o

mais les variables de spin {0, } prennent trois valeurs différentes, au lieu de deux,
pour le cas du modele d’Ising, voir Fig.17. Le modele (5.2.21) posséde un point de
transition de phase d’ordre deux. Les exposants critiques sont identifiés avec ceux
du modele des hexagones durs, qui possede la méme symétrie des rotations discretes
Z3 et pour lequel la solution exacte avait été trouvée par Baxter, en 1980, [8]. Les
exposants de la chaleur spécifique et de la magnétisation sont

a==, (=

. (5.2.22)

1

9
qui correspondent, par les relations (5.2.9) et (5.2.
d’énergie et de spin :

10), aux dimensions de 'opérateur

(5.2.23)

y Ao’,phys -

) AG - i

15

II y a d’abord l'observation que la théorie conforme minimale avec (p/,p) =

(6,5) contient, dans son tableau des dimensions conformes {A,, .}, les deux valeurs

(5.2.24), voir Fig.18. On identifie ®;5 avec ¢ et P35 avec o. Ensuite, avec cette

hypothese, on peut calculer les fonctions de corrélation et analyser 1’algebre des
opérateurs. On particulier, on trouve les regles de fusion suivantes

As,phys - 1_5

A, =

QU DN O W~

(5.2.24)

oe — 0, ... (5.2.25)
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oo — I e, o,.. (5.2.26)

qui sont bien en accord avec les propriétés générales du modele Zs.

Finalement, des opérateurs parafermioniques ont été trouvés dans la théorie
conforme en question [9]. Il était bien connu que ces opérateurs doivent exister
dans le modele Z3, a partir de sa définition sur le réseau, éq.(5.2.21), Fig.17.

Pour conclure, nous donnons ici la liste des systemes statistiques bidimensionnels
pour lesquels des théories conformes correspondantes ont été identifiées. Cette liste
restera évidement incomplete.

- Modele de Potts a ¢ états (toujours au point critique)

- Modele de Potts tricritique a ¢ états, 1 < g < 4. Ces modeles peuvent étre
définis pour des valeurs de ¢ continue, pas seulement pour des entiers.

- Modele O(N), =2 < N < 2; O(N) est la symétrie du modele par rapport
aux rotations des spins vectoriels a N composantes. A nouveau, le modele peut étre
défini pour N prenant des valeurs continues.

- Modeles RSOS et ses généralisations. RSOS est un modele dont les variables
de spin sont les hauteurs d’une interface qui sépare deux cristaux.

- Le probleme de percolation critique, comme limite du modele de Potts pour
q— 1.

- Le comportement critique des polymeres comme limite du modele O(N) pour
N — 0.

- Les chemins auto-évitants critiques.

Les références sur ces applications et d’autres encore peuvent étre trouvées, par
exemple, dans I'article [10]. Des applications de la théorie conforme aux systéemes
statistiques sur des géométries restreintes comme par exemple sur un cylindre et
d’autres applications peuvent étre trouvées dans [11]. Finalement, pour la relation
entre les théories conformes et les modeles statistiques intégrables, on peut consulter
I'article [12].

5.3 Exercices.

Exercice 1. Démontrer la régle de fusion :
Q1 oPpr i — Pr k-1 Prr pp1

Exercice 2. Trouver des arguments pour les regles de fusion (5.2.19) et (5.2.20)
du modele d’Ising.

Exercice 3. Compléter les regles de fusion (5.2.25), (5.2.26) du modele Zs.

Exercice 4. En utilisant la transformation conforme z = f(u) = e et la rogle de
transformation finie des opérateurs conformes primaires, éq.(2.2.6), cours 2, trouver
la forme de la fonction de corrélation (@ x(u, )P (v, ') sur un cylindre infini,
de taille [, Fig.19. Démontrer ensuite que I'asymptote de cette fonction, pour |u —
u'| > 1, est ~ exp{—2m(A + A)M}

En plus, on peut démontrer, voir [13], que la correction principale de taille finie
a log Z, ou Z est la fonction de partition d’un systeme statistique au point critique
sur une bande de longueur L et de largeur [, avec L > [ et des conditions aux

bords périodiques, est égale a %c%, c étant la charge centrale de la théorie conforme
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correspondante.

Exercice 5. D’apres l'exercice 4 du cours 3, 172 = T(z). Démontrer que dans
la théorie dite triviale, p’ = 3,p = 2 — ¢ = 0,7(z) est un opérateur descendant
singulier (ou vecteur singulier) x(z), dans le module du I de cette théorie. Si c’est
le cas, on peut poser T'(z) = 0. Ceci signifie en plus que la théorie p' = 3, p = 2 est
vide, apres les annulations des descendants qui sont singuliers.

5.4 APPENDICE

La partie holomorphe de I'algebre des opérateurs est donnée dans 1'éq.(5.1.14),
dont la forme générale peut étre présentée comme

21(2)22(0) = 3 W{( 255 Ha B 0)) (5:4.1)

p

Nous utilisons les notations
k| =k + ko + ..., pUF = glhihe.) (5.4.2)

Pour simplifier les notations, la dépendance des coefficients ﬁ;_k} sur les indices 1,2
des opcrateurs ®; et @y est supprimeée.

Les coefficients ﬁ;fk} peuvent étre définis de la maniere suivante. Appliquons
V'opérateur L,, n > 1, au produit ®(z)P,(0) :

75 AEETIT(€) By ()D5(0) (5.4.3)

L’opérateur L,, est défini ici par rapport a lorigine, L, = L, (0). Il agit sur les deux
opérateurs ®;(z) et $5(0) entourés par le contour C', Fig.20.

Il y a deux possibilités. Dans la premiere, le contour C' peut étre déformé comme
dans la Fig.21 et alors Uopérateur L,, agit séparément sur ®;(z) et sur ®5(0). Ceci
donne

L(®1(2)2(0)) = -

L (91(2)22(0)) = (Ln®1(2))P2(0) 4 @1(2)(LnP2(0))
= ((n+1)2"A; + 2"710,)®1(2)P5(0) (5.4.4)
(L, ®2(0) s’annule). Ensuite, on fait le développement du produit ®;(z)P(0) par
'éq.(5.4.1). Ceci donne :
Ly (®1(2)02(0)) (5.4.5)

= ((n+ 1), +z"+laz>2<>fm{z gt Hal R ()

p
En particulier, pour les opérateurs L, et L,5 on trouve :

Lot (@1(2)2(0)) = 3 ()A?m{z(m A+ A,)0,(0)

p

+22 (A — Ay + A, + 1)V (0) 4. (5.4.6)
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L o(®1(2)®4(0)) :Z( )AiAQ AP (201 = Do+ A,)Py(0) + ..} (5.4.7)

p

Dans la seconde possibilité, on développe d’abord le produit ®;(z)®,(0) par
'éq.(5.4.1) et on applique L,, ensuite sur les termes du développement. Ceci donne
I’équation :

Ln<¢1<z>¢2<0>>=2()A1+A2A{Z 2)F BB (L, 007 0))) (5.4.8)

P {k}
Pour L, et L5 on trouve :

La@(@020) = 3 st (07128,2,0 (549

p

+22(B0 V2024, + 1) + 380220V (0) + ...}

p

Lio(P1(2)02(0)) = Z(Z)AEL—%Q_APX (5.4.10)

p

{28760, + 570 (48, + 5)2y(0) + .}

(On calcule (5.4.9), (5.4.10) en utilisant les régles de commutations ; par exemple :
L®5 Y =Ll @, =2L®, = 2A,0,).

En comparant les équations (5.4.6), (5.4.7) avec (5.4.9), (5.4.10) on trouve les
relations :

BUV20, = Ay = My + A, (5.4.11)

BUE2020, + 1) + 3602 = (A — Ag + A, + 1) (5.4.12)
C

BUETUEA, + 80P (A, + 3 =201 - A+ Ay (5.4.13)

Ces équations déterminent 61(,_1), ﬁp_l’_l), 5;,_2). Evidement, on peut progresser
en comparant des termes plus élevés dans (5.4.6), (5.4.7) et (5.4.9), (5.4.10) pour

déterminer plus de coefficients ﬁ;_k}. Il suffit des équations produites par L1, Lo,
le reste suit par commutation : par exemple Ls = [Lg, L1].



Chapitre 6

6.1 Représentation d’un champ libre pour la théorie
conforme minimale. Théorie avec ¢ = 1.

Pour la théorie conforme minimale, présentée dans les cours 2-5, il existe une
représentation par des opérateurs composés d'un champ libre ¢(z, ) [14]. La tech-
nique correspondante est tres efficace pour trouver la solution de la théorie — princi-
palement, pour le calcul des fonctions de corrélations et des coefficients de ’algebre
des opérateurs. En analogie avec la mécanique quantique, la représentation par des
opérateurs d’un champ libre pourrait étre comparée avec la représentation dans des
variables propres de 1’équation de Schrodinger d'un probleme de mécanique quan-
tique, variables dans lesquelles I'Hamiltonien est diagonal. Cette technique a été
développée dans [15].

Dans la représentation d’un champ libre, aux opérateurs primaires de la théorie
conforme sont associés des opérateurs exponentiels de ¢(z, z). Ils sont appelés les
opérateurs de vertex :

Dp(z,2) ~ Vo(z, 2) = explicg(z,2)} (6.1.1)

ol « est un parametre qui va définir la dimension conforme A, de l'opérateur
Va(z,2). (2, Z) est un champ libre, avec I’action

1 _
Alp] = E/d% Dl (6.1.2)

Nous utilisons les notations : # = (z, 2), 9 = 9., d = ;. La fonction de corrélation
a deux points pour ¢(z, Z) peut étre définie par l'intégrale fonctionnelle :

e~ Al (2ol
(plarsta) = L 22 A 613

Avec cette définition, on trouve :

2

(p(z)p(a’)) = 2log (6.1.4)

|z — 2/|?

=9
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— voir I’Appendice de ce cours pour les détails du calcul. L est la taille du systeme
et apparait dans (¢(x)p(z’)) a cause de la divergence infrarouge, voir I’Appendice.

La fonction a deux points pour l'opérateur de vertex V,(z) et son conjugué
V_o(2") peut étre calculée de la maniere suivante :

(Val)V- (')} = (2o @lemiaet@)
= () = eap L ((ialp(a) — ole')))

C¥2

= eap{==((¢*(@)) + {¢*(2)) — 2(p(2) (=)}
= exp{—2a*(log s—j — log ‘ZL—:P)}
B ) a2 B (a)4a2
= exp{+2a°log |Z—Z’|2} == (6.1.5)

Nous avons utilisé ici d’abord la propriété de la distribution gaussienne : pour une
variable aléatoire A, avec la distribution

p() = @ (6.16)

(0 = eopl K (00) (6.1.7)

k est une constante. Cette propriété se généralise a une combinaison linéaire, dans
I’exponentielle, de variables gaussiennes et par conséquence a un champ libre qui
possede la distribution gaussienne pour ses coefficients de développement dans la
série de Fourrier, voir I’Appendice.

Ensuite, dans 1'éq.(6.1.5) nous avons défini la fonction de corrélation de deux ¢
au méme point comme

on trouve

2

() = (¢*(a")) = 2105 (618)

ol a est un régulateur aux courtes distances.

Enfin, pour supprimer 'apparition du régulateur a dans le résultat final pour
la fonction a deux points de l'opérateur de vertex, éq.(6.1.5), nous allons redéfinir
Vo (x) comme

Va(z) = eio#(@) = piap(@) . (6.1.9)

(a)2a2
Il est possible de démontrer que cette définition correspond a l’ordre normal des
modes de p(z) dans V,(z), comme indiqué dans (6.1.9), si on utilise la définition
ancienne, canonique, de la théorie des champs quantiques. Pour cette définition des
opérateurs de vertex voir par exemple [3].
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Pour la définition (6.1.9), on trouve

1

|Z _ Z/|4a2

(Va(z)Voa(2)) = (6.1.10)

Si on compare (6.1.10) avec la fonction a deux points de 'opérateur primaire ®x :

(Ba(2)Ba(a)) = — = ! (6.1.11)

|Z _ Z/’4A (Z _ Z/)QA(E _ 2/>2A

on trouve que la dimension conforme de V, et de V_,, est égale a
A, =A_, =a? (6.1.12)

Il faut remarquer que dans la représentation d’un champ libre de la théorie
conforme minimale, pour chaque opérateur primaire ®5 (et également pour les
descendants) il correspond deux opérateurs de vertex(dans 'espace de Fock des
opérateurs d’un champ libre) : V,,, avec A, = a?, et son conjugué V_,. En plus, on
a besoin de deux représentations pour écrire et calculer les fonctions de corrélation.
Dans I'espace de Fock, il existe 'opération de conjugaison. Les fonctions de corrélation
sont non-nulles seulement entre les opérateurs mutuellement conjugués. Donc, la
conjugaison est un détail de la représentation dans ’espace de Fock, pas de la théorie
conforme minimale elle-méme.

La fonction de corrélation de plusieurs opérateurs de vertex peut étre calculée
de la méme maniere que dans 1'éq.(6.1.5). On obtient :

(Vi (1) Vay (22) .- Vi (1)) = [ 25 = 25" (6.1.13)

1<j

avec la condition Y a; = 0. Si cette condition n’est pas satisfaite et dans la limite
L > |z — z;|, on trouve un facteur supplémentaire de la forme

1

W (6114)

dans (6.1.13) et la fonction de corrélation s’annule quand on prend finalement la
limite de . — co. L nous sert pour régulariser des expressions intermédiaires, mais
nous sommes intéressés, dans notre cours en tout cas, par la théorie conforme sur
un plan infini. Donc pour que la fonction de corrélation des opérateurs de vertex
soit non-nulle, on a la condition

> ;=0 (6.1.15)

L’opérateur d’énergie-impulsion pour la théorie avec I’action (6.1.2) s’écrit comme

1
T(2)=T,.(2) = vk 0.p(2)0,0(2) : (6.1.16)
L’ordre normal du produit 0,90,y de deux opérateurs au méme point correspond a
la soustraction des divergences :

1 0:0(2)0:0(2) = 1im [0,0(2)0.p(2") — (0:(2)0p(2))] (6.1.17)

zZ—Zz
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I1 est possible de démontrer que la soustraction (6.1.17) correspond effectivement a
I’ordre normal des modes des opérateurs dp dp, dans la méthode canonique de la
théorie des champs quantiques.

Nous avons supprimé la dépendance de ¢ en z, z’ dans (6.1.16), (6.1.17), car en
général les fonctions de corrélation de 'opérateur d,¢(z, zZ) ne dépendent pas de Zz.
Par exemple, avec le résultat (6.1.4) pour (p(22)p(2',2')), on trouve :

2

(O:0(2, 2)p(2'2)) = ———— (6.1.18)

_ 2
(z —2')2

Dans ce sens, l'opérateur T,, éq.(6.1.16), également ne dépend pas de Z.

On peut calculer ensuite le développement du produit des opérateurs T'(z) et
Vo(2',Z'), en faisant les contractions des champs libres par le théoreme de Wick
(exercice 2 de ce cours) :

(0:0(2,2)020(2', 7)) = — (6.1.19)

T()Vo(2,2) = —i:(?z@(Z)@st(Z) el (6.1.20)

Aa 1 i i .
- ((z ) T 0.r) : e . t Termes réguliers

ot A, = a?. En comparant ce développement avec celui pour T(z)®a(z") dans la
théorie générale, éq.(3.1.4) du cours 3, on trouve que V,(z/, Z') est un opérateur pri-
maire avec la dimension conforme A, par rapport a 'opérateur d’énergie-impulsion
(6.1.16). Evidement, on trouve le méme développement, avec le méme A,, pour
I'opérateur de vertex conjugué V_, (2, Z').

Il faut remarquer que 7'(z), éq.(6.1.16), est déja donné dans la forme normalisée
pour que le coefficient du terme

1
z— 2z

8.Va(2, ) (6.1.21)

dans le développement (6.1.20) soit égale a 1 et donc en accord avec la normalisa-
tion de T'(z) dans la théorie générale, cours 2-5. Cette condition étant vérifiée, le

coefficient du terme .

(z —2')?
est bien la dimension conforme de V,,(z’,2’). Observons en plus que A, = o dans
(6.1.20) en accord avec A, dans la fonction a deux points, (V,V_,), égs. (6.1.10),
(6.1.12).

On peut calculer ensuite la fonction & deux points pour T'(z). Avec T'(z) donné
par 1'éq.(6.1.16) et avec le résultat (6.1.19) pour (Jp0dyp), on trouve :

Vo2, 2) (6.1.22)

1 1/2

(T()T () = 15 =p(2)0:0(2) 3 0orip(2)Drp(2)) = ooy (6.1.23)
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En général, voir cours 2,

c/2
ol c est la charge centrale de ’algebre de Virasoro. Donc, nous avons
c=1 (6.1.25)

Conclusion : La théorie conforme est réalisée par des opérateurs composés d’un
champ libre, avec T" donné par 1'éq.(6.1.16) et avec des opérateurs primaires représentés
par des opérateurs de vertex, éq.(6.1.9). La théorie possede une charge centrale fixée
de valeur ¢ = 1.

6.2 Déformation de la théorie d’'un champ libre
vers la théorie conforme avec c < 1

Il existe une déformation de la théorie d’un champ libre qui permet de représenter
une théorie conforme avec une charge centrale prenant des valeurs quelconques, dans
I'intervalle ¢ < 1. Nous allons la présenter maintenant.

L’opérateur d’énergie-impulsion est mis sous la forme :

T(2) = 1  0-p(2)0u0(2) + i00dp(2) (6.2.1)

Comme les dimensions conformes de d,¢ et 9% sont
A(D.p) =1 (6.2.2)

A(D2p) =2 (6.2.3)

(voir exercice 4 du cours) l'opérateur T'(z), éq.(6.2.1), garde sa dimension canonique
A(T) = 2. Dans la dérivation standard de T'(z), par le théoreme de Noether, le
deuxieme terme dans ’éq.(6.2.1) correspondra & une modification des conditions aux
bords, c.-a-d. au comportement asymptotique de ¢(z) pour x — oo. La dérivation
de T'(z), €q.(6.2.1), est présentée dans I’Appendice 2 du cours.

On calcule maintenant la fonction a deux points (T'(2)7(2')), pour T(z) dans
1'éq.(6.2.1) et on trouve :

N (1 —24ad)
TETE) = 55 (6.2.4)
Donc
c=1-24a;] (6.2.5)

comp.éq.(6.1.24).
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Ensuite, pour le produit 7'(z)V,(2', Z'), on trouve :

1 . -
T(2)Val#', ) = (=7 1 0:p(2)0:00(2) : Hio02ip(2)) : €917

A 1 ; /5t
= ((z _2,)2 + o Z,azl) . 199(#%) . | Termes réguliers (6.2.6)

avec

A, = a* — 209 (6.2.7)

Dong, la dimension conforme de l'opérateur de vertex V,(z, Z) a changé, quand on
est passé a la théorie avec T'(2) modifié, éq.(6.2.1).
Observons que pour A, donné par 1'éq.(6.2.7), on a :

DNonya = Ag (6.2.8)

au lieu de A_, = A, pour A, = o? dans la théorie standard. Pour la théorie
conforme modifiée d’'un champ libre ¢(z, z), il faut que la fonction a deux points
d’un opérateur de vertex soit présentée par

(Va(2)Vaap-a(2')) (6.2.9)

au lieu de (V,(x)V_,(2')).

Nous avons vu dans le cours 1 que, du point de vue de la théorie conforme
invariante, les fonctions a deux points (®a, Pa,) sont non-nulles a condition que
Ay = Ay (voir exercice du cours 1). Ici nous avons introduit une déformation a
l'opérateur T'(z) d’un champ libre. Il faut ensuite réajuster (déformer) le reste de
la théorie pour qu’elle soit en accord, a nouveau, avec les propriétés générales de la
théorie conforme.

Quand on calcule la fonction a deux points (6.2.9), avec la technique exposée
dans 1'éq.(6.1.5), on trouve (dans la limite de |z — 2'| < L) :

1 1
|x _ x/‘4(a2—2aoa) (L)Sa%

<Va(x)v20¢o—a(x/)> = (6.2.10)

et la fonction va s’annuler dans la limite . — oo. Donc, on est obligé de modifier la
définition des fonctions de corrélation des opérateurs de vertex. On définit :

(Vi (1) Vaag-a (@) (-200) = Jim {(R)'*0(V (@) Vauy-a(2)Vozey (R) @} (6:2.11)
et on calcule :
(Va(2)Vaag—a(®)) (~200)
= i (R zinswo 7 = BB

1

= o (6.2.12)




6.2. DEFORMATION DE LA THEORIE D’'UN CHAMP LIBRE VERS LA THEORIE CONFORME A

Dans la définition (6.2.11) un opérateur supplémentaire est ajouté, V_s,, (R), que
I’on place a l'infini.

On fait souvent référence a l’analogie entre les fonctions de corrélation des
opérateurs de vertex et la fonction de partition du gaz de Coulomb classique, bi-
dimensionnel. Dans cette analogie, 'opérateur V,(z) correspond a la source qui
met la charge o au point z. L’opérateur V_o,,(R), R — 00, correspondra alors a la
charge —2ay a I'infini. Donc, dans la terminologie du gaz de Coulomb, la prescription
(6.2.11) pour le calcul des fonctions de corrélation correspond a la représentation
du gaz de Coulomb, pour la théorie conforme minimale, avec la charge de I’état du
vide —2ay, qui est placée a l'infinie.

Pour la fonction de corrélation de plusieurs opérateurs de vertex on trouve, avec
la prescription (6.2.11) :

(Vi (1) Vi (w9) ...V, (:pk)>(_2a0) (6.2.13)
B J%EEO{<R)16ag<Val(x1)Va2 (#2) - Vo (28) Vo200 (R)) 0)} = H |y — ;|

a condition que
k

> a; =209 (6.2.14)

i=1

Sinon la fonction s’annule. Donc I'opération de conjugaison des opérateurs de vertex,
Voo = Vang—a, aulieu de V,, — V_,, et la condition de neutralité (dans la terminologie
du gaz de Coulomb) éq.(6.2.14), au lieu de éq.(6.1.15), sont également modifiées.

Conclusion : La théorie conforme est réalisée par des opérateurs composés de
la théorie d’'un champ libre, qui est déformée par la présence de la charge — 2ay a
I'infini. T'(z) est donné par 1'éq.(6.2.1) et les opérateurs primaire sont présentés par
des opérateurs de vertex :

Dp ~ Vo(z) et Vagy—alT) (6.2.15)

avec

Ap = Aogy—a = & — 200 (6.2.16)

La charge centrale de la théorie est donnée par 1'éq.(6.2.5). En plus, nous avons les
regles de calcul des fonctions de corrélation, éqgs.(6.2.11), (6.2.13).

Nous allons utiliser cette représentation pour le calcul des fonctions de corrélation
des opérateurs primaires de la théorie conforme minimale, des fonctions a quatre
opérateurs en particulier, qui permettent d’obtenir les coefficients D? =~ de 'algebre
des opérateurs, voir cours 5, éq.(5.1.14). Les fonctions de corrélations dans 1éq.(6.2.13)
sont correctes, mais elles correspondent a des cas particuliers, spécifiques dans le
choix des opérateurs. En général, elles sont plus compliquées, comme nous allons le
voir plus loin.



60 CHAPITRE 6.

6.3 Exercices.

Exercice 1. Retrouver la fonction de corrélation de plusieurs opérateurs de vertex,
éq.(6.1.13).

Exercice 2. Retrouver le développement du produit des opérateurs 7'(2)V, (%', '),
éq.(6.1.20).

Exercice 3. Retrouver (T'(2)7(%')), éq.(6.1.23).

Exercice 4. L’action d’une théorie des champs est sans dimension. Pour la théorie
d'un champ libre, Alp] = & [ d®z 9.00:¢, ¢éq.(6.1.2) du cours. Donner des argu-
ments pour justifier que A(9,p) =1, A(9%p) = 2. (Répétons que la dimension d’un
opérateur, en général, correspond a sa transformation d’échelle, la dilatation).

Exercice 5. Retrouver (T'(2)T(2')), éq.(6.2.4).

Exercice 6. Retrouver le développement du produit des opérateurs T'(2)V, (2/, Z’),
éq.(6.2.6).

Exercice 7. Retrouver le résultat (6.2.13) pour la fonction (V, (1) Va, (22)...Vay (21)) (~200)-

Exercice 8. En prenant T'(z) de la théorie de fermions libres, T'(z) oc W0, W, fixer
la constante de normalisation pour que

Ay 1

TR = (=5 + =g

DNU(Z) + ... (6.3.1)

avec Ay = 1/2, dimension canonique des fermions libres. Il faudra utiliser la fonction
de corrélation (fonction de Green) < W(2)W(z') >= 1/(z—2') et le théoreme de Wick
pour des champs libres. Calculer ensuite la fonction < T'(z)T'(2') > et retrouver la
charge centrale de la théorie.

6.4 APPENDICE 1. Calcul de la fonction < p(z)p(x') >.

Nous allons exposer deux techniques de calcul de la fonction a deux points
{(p(z)p(z")) pour un champ libre.

lere méthode.

1.Dans l'intégrale fonctionnelle

/Dgp(az) gp(x')exp{—%/d%@gp@gp} (6.4.1)

Effectuons la variation
o(r) — p(x) + dp(z) (6.4.2)

Ceci donne :
| Det)cen{-AlyGel) + ol) 5 [ Ersp@odp@) =0 (643

avec Alp] = — 4= [ d*x 0. En divisant 1'éq.(6.4.3) par [ Dy exp—Alp] on trouve :

do(z") + % /de §p(2)00{p(x)p(z')) = 0 (6.4.4)
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Cette équation pourrait également étre présentée comme :

/d% Op(x)[0%(x — ) + %05@(%)90(56’»] =0 (6.4.5)

Mais dp(x) est une fonction arbitraire. Donc, on peut enlever l'intégrale, ce qui
donne :

—00{p(z)p(z")) = 2n6*(x — ') (6.4.6)
La solution de cette équation est :
const
(p(z)p(a)) = 2log P (6.4.7)
En effet :
13 = t -1
—98(21og | CO_”S,P) = —90(2log %) = 20— =2z ) (643)
Démonstration de 91 = 76?(x).
=1 1 . 1 1 X T — il’g
0— = =(0) +i0s)———— = (01 + i) ———
2 2(1+@ 2)3:1—|—Z£E2 2(1+Z 2) EE

) T i)

FES
(81 7|2 + 82 )+ 5(62@ — 1W = V x T'_2 (649)

On vérifie que cette expression est nulle pour 7" # 0. Ensuite, pour I'intégrale sur un
petit disque autour de I'origine 7= 0, Fig.22, on trouve :

— — 21 —
T LT N3
/d%V— = j{dsﬁ = /0 dgm“ﬁ =27 (6.4.10)

o = T 9 Ty Ty 2m Ty
d“zV x 2= d $ewvuﬁ = dsue,wr—2 = i dgoruewﬁ =0 (6.4.11)

Ici €,, = —€,,, €12 = 1. Donc

|z

7 L7
V5= 216 (), V x 5 =0 (6.4.12)
Finalement : | 1.7 .
= = T 1= T 9
0-=3V5+5Vx5= 0 (z) (6.4.13)

2eme méthode.

Calcul de I'intégrale fonctionnelle pour (p(z)p(x’)) par la décomposition de ¢(z)
en série de Fourier.

Considérons ¢(z) défini sur un domaine carré de taille L x L, avec des conditions
aux bords périodiques. Alors

1 ipE
T) = I Z e’ (6.4.14)
P
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/dQ:Egp( )e e (6.4.15)
/Dgp — H/dgop (6.4.16)

avec p'= (p1,p2), p1 = Qfm, Py = fn, ol m,n sont des entiers :

L L L L
_= <z _= < —= 4.1
5 <m< 5 5 <N (6.4.17)
Pour I'action de la théorie A[p] on trouve
Al = 4 [ Podpdo = o [ En(@pr
4r 167
1
= 612 > sy (6.4.18)
2

Pour la fonction a deux points (p(z)p(2')), définie par 'intégrale fonctionnelle,éq.(6.1.3),
on trouve :

| Dpeap{—Algl}o(z)p(2)
[ Deeap{—Alp]}

e fdwpexp{—m;gﬁ%w HHe(@)e(e)
[1;([ depeap{— om0 0pe 5 })

(p(x)p(a)) =

(6.4.19)

Il faut préciser maintenant la mesure d’intégration fonctionnelle pour un champ
o(x), éq.(6.4.16). D’abord, nous allons supprimer l'intégration sur le mode constant
pp=0- Elle n’existe que pour des conditions périodiques aux bords et elle provoque une
divergence de l'intégrale (6.4.19). Ce probleme est facilement régularisé en changeant
les conditions aux bords. Nous allons procéder autrement : gardons les conditions
périodiques, pour ne pas compliquer la forme de la décomposition dans la série de
Fourier, mais supprimons le mode ¢z—¢. Dans la limite |¥ —#'| < L, L étant la taille
du systeme, on trouve le méme résultat, pour des définitions différentes de I'intégrale
fonctionnelle sur p(z).

Notons en plus que pour p # 0 et pour ¢(x) prenant des valeurs réelles, on a :

P—p = (@p) (6.4.20)

—1"éq.(6.4.15). Donc on peut utiliser les définitions suivantes : pour

V5= P+ ivy,  o_p= 5P, (6.4.21)

(¢ = Repy, ¢ = Impp) la mesure d’intégration peut étre écrite comme

/Dw —>H/d90p—> 11 /dsop/dso — |1 /+Ood<pp/+oodso

p(p1>0) p(p1>0)
(6.4.22)
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et la série pour l'action A[p] prend la forme

1 1
6r12 2 ror = o 2 P
7 P(p1>0)
1
=53 2 PUep + (@)

p(p1>0)

Pour la fonction a deux points, éq.(6.4.19), on trouve maintenant :

o500 (S def | depeapt—gmplosl*)p(@)o(2')
o 50) (S de | dpfeap{ =gl esl°})

En substituant la série (6.4.14) pour ¢(x), p(z’) on trouve

(p(x)p(a)) =

/ 1 iGEiq
(p(@)p(a)) = 13 D D lpapp)e ™
qa q

Par 1'éq.(6.4.24)

Donc

Observons ensuite que dans la somme (6.4.27)

2m
(AQI)mzn = (AqQ)mm - f
(voir I’éq.(6.4.17)). Alors, pour
R,
= (D~ T 1

L

on peut remplacer la somme dans 1éq.(6.4.27) par U'intégrale :

(27)*
L2

Z(?:() = (QLT)Q %:Ach X Agy(...) ~ 4L_772 /dzq(...)

Pour 1'éq.(6.4.27) on trouve

g~ Agy x Agy =

87 L2 ei(j’(fff’) 2 ezq(fff/)
(plaole)) = 35 % 1 [ Pa— == [

63

(6.4.23)

(6.4.24)

(6.4.25)

(6.4.26)

(6.4.27)

(6.4.28)

(6.4.29)

(6.4.30)

(6.4.31)

(6.4.32)
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L’intégrale diverge pour |g] — 0. Dans la somme (6.4.27) |g|min ~ 7 (le mode
¢ = 0 étant toujours exclu). On peut introduire, d'une fagon effective, |q|mni, dans
intégrale (6.4.32) en remplagant 1/¢* par 1/(¢* + m?), avec m ~ 1/L. Ceci donne

.

9 iq@-7) 9 Vg=z' a4 L
(p(x)p(z")) = —/d2qe ~ —27r/ qq_2q = 4log (6.4.33)

™ q_2+m2 m m |‘f_f/’

Dans ce calcul de I'intégrale, nous avons gardé le terme principal uniquement pour
la limite de m|z —2'| ~ |x—2'|/L < 1. Dans ce sens le calcul est exact. L’éq.(6.4.33)
pour (p(x)e(x’)) correspond a celui de 1'éq.(6.4.7). En plus, nous avons précisé la
valeur de la constante dans (6.4.7).

6.5 APPENDICE 2. Calcul de l'opérateur T'(z) =
—1(0p)* +iay0*p par la variation de I’action de
la théorie d’un champ libre avec la charge a
I’infini.

Dans la théorie avec la charge a I'infini, on calcule les fonctions de corrélation des
opérateurs de vertex V,(x) comme la limite dans 1'éq.(6.2.13). Comme conséquence,
la fonction a deux points non-nulle est

(Va(2)Vagg—a) (—2a0) = 4(a* — 2aay) (6.5.1)

[z — /|
et la dimension conforme de l'opérateur V,,(x) sera égale a

A, = o? — 200 (6.5.2)

D’autre part, la regle de transformation conforme de V,,(x) doit étre de la forme :

Va(2:2) = Val(2.2) = [['(2) P2 Va(f (), f(2)) (6.5.3)

U f(z) correspond aux transformation des points d’espace : z — Z = f(z), z —
= f(z). Donc, pour I'opérateur composé

xR O

Val(z,2) =: explicp(z,2) } (6.5.4)

il faut définir la transformation de ¢(z, z) de fagon a ce qu’elle donne (6.5.3) avec
A, défini par (6.5.2). Cette transformation est de la forme suivante :

0(2,2) = @(2,2) = o(f(2), f(2)) + 2iag log f'(2) + 2icg log f(2) (6.5.5)
Effectivement, l'opérateur de vertex (6.5.4) pourrait étre présenté dans la forme :

cexplicg(z,2)} = w)%exp{iagp(z, z)} (6.5.6)
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ol @ est un régulateur aux courtes distances, voir I’éq.(6.1.9). Sous la transformation
du champ ¢(z,z) (6.5.5) on trouve :

@%QW{WS@(% Z)}— @%mp{iagb(z, 2)}

1
(CL 202

- (a)12°‘_2 11 (2)| " expliap(f(2), f(2))} (6.5.7)

cxplia(o(f(2), f(2)) + diaolog | f'(2)])}

Pour remettre I'exponentiel dans la forme d’ordre normale, : exp{iae(f(2), f(2))} =
il faut qu'il soit multiplié par le facteur 1/(@)%*°, ol @ est un régulateur aux courtes
distances pour des coordonnées Z = f(z). @ et a sont liés comme |dZ| et |dz] :

i |dfd—(?|a (6.5.8)
On trouve :
e liog( ) = 17 (P20 empliag (), FE)

= |f ()P0 eapliap(f(2), f(2))} - (6.5.9)

qui correspond a 3 L
Va(z,2) = [ (2) 2 x Va(f(2), f(2)) (6.5.10)

Donc nous avons démontré que la transformation du champ ¢(z, ) dans 1'éq.(6.5.5)
génére la transformation correcte de l'opérateur de vertex V,(z, 2).
Conclusion : la regle de calcul des fonctions de correlation avec la charge a 'infini
(6.2.13) a, pour conséquence, la régle de transformation du champ ¢(z, z) (6.5.5).
Dans le calcul qui suit, les formules d’intégration par parties dans les coordonnées
complexes seront utiles. Elles sont de la forme :

/dzac gof = —E% dz gf—/ d*z Ogf (6.5.11)
D 2 Je D
/d% gof = 3]4 dz gf—/ P dgf (6.5.12)
D 2 Jc D
Notre point de départ pour le calcul de 'opérateur T'(z) sera l'action
1 _
Alp] = —/dgx Jpdy (6.5.13)
47

et la regle de transformation du champ ¢(z, z) (6.5.5), dont la forme infinitésimale,
pour f(z) =z + a(z), est la suivante :

p(2,2) = ¢(2,2) & o(f(2), f(2)) + 2ian(9a(z) + da(2)) (6.5.14)
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Il est préférable, pour le calcul qui suit, de garder les arguments du champ ¢(f(2), f(2))
o(z+a(z),z + a(z)) dans la forme non-développée.
Apres la transformation (6.5.14), I'action Afp], (6.5.13) prend la forme :

Alyg] = i / Pz 0.5(2, 2)0.(2, 2)
s o [ @ 0ef(2), TE) + diao(d(2) + 7))

0 (p(f(2), f(2)) + 2iao(d'(2) + a'(2)))

—|—$2iao/d2l’[az(,0(2, 2)57;(83@(2) + 83@)

10.(0a(2) + B.a(2))Bep(2, 2) (6.5.15)
Rappelons que a(z) a été choisi comme une fonction analytique dans le domaine D
et nulle en dehors de ce domaine, voir le cours 2 et la Fig.1. Dans ce cas il y aura,
pour le premier intégrale dans (6.5.15), deux parties distinctes : un terme régulier
et un terme de saut, a cause de la fonction § produite sur le bord de D quand on
prend la dérivation pour une fonction avec une discontinuité. Designons les termes
correspondants comme [@]reg, [©]saut, pour la premiere intégrale dans (6.5.15), et
[2ap]| pour la deuxieme. On va voir que pour [2ap] il n'y a que le terme de saut, car
I'intégrale est déja de l'ordre de a(z).

La variation de P’action se présente par la différance Afp] — Afyp]. On trouve :

sA=(A-A)~ = /D Ef opo(f. Hro(f, )
1 = _
e Pz 9.0(2,2)0.0(2, Z) + [¢]saut

—|—$2i0&0 /D de[az§0<Z7 2)62(8Za(2) + 8Z@)

+0.0(2, 2)0.(0.a(2) + d.a(2))] (6.5.16)

Dans la premiere intégrale nous sommes passé aux coordonnées f = z. Ceci donne
la méme intégrale que pour A[y] (la deuxieme intégrale dans (6.5.16)) sauf que le
domaine D de définition de a(z) est changé. Observons en plus qu’initialement on
intégre sur tout le plan infini [ d®z dans les intégrales de A[p] et A[p], mais dans
la différence A[p] — A[y] la région ot a(z) = 0, disparait. Il ne reste finalement que
I'intégrale sur une petite tranche 6D, entre les bords des domaines Det D (voir la
Fig.55). On a :

54 = [Plreg + [Plsaut + 200 (6.5.17)

avec

1 _
reqg — 5 d2 b
[©]req el x 0pdyp (6.5.18)
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[2a0) = 4i2m0 / d*z(0pd(da + da) + dpd(da + da)) (6.5.19)
D

™

Le terme de saut [¢]squ sera défini dans la suite. D’abord, pour le terme régulier
[¢]reg ON trouve :

[O]reg = 8_Z f(dza —dz a)0pdyp (6.5.20)
T
Nous avons utilisé :
d>x = —dz'a® + dr’al
_ dz+dz a—d+dz—d2 a+a
2 21 27 2
= —%(dzd — dza) (6.5.21)

voir la Fig.55.
Pour le terme de saut, [¢]squ, d’abord le saut de ¢ sur le bord est égale a

Aple = (p(z) — (f(2)))]e
= (p(x) = ¢(x +a(z)))lc

~ —a"0,p|c = —(ad,p + ad,p)|c (6.5.22)
Alors
(Pt = 4= [ @5 0005 u = 55~ [ (@0
Plsaut = E T Op0P|squt — 167 / x saut
127? ds"0,pAp = —7{ dz0p — dz0p) A
=& (dzc?go dz0y)(adp + adyp) (6.5.23)

Nous avons utilisé :
ds"0,p = €"dx,0,p = dre0i1p — dx1020

_dz—dz _ dz+dz (0 —0)
=Ty 008 —i 7

= —i(d20p — dz0yp) (6.5.24)

Ensemble, [¢]yeq, €9.(6.5.20), et [¢]squt, €q. (6.5.23), contribuent par

[Plreg + [Plsau = o C(dz a(0p)* — dza(9p)?) (6.5.25)
Ensuite, le terme [2ap], 1'éq.(6.5.19). Dans les composantes euclidiennes, il prend

la forme :

[2ap] = 8%2ia0/d2:v up 0,(0,a") (6.5.26)
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Nous avons utilisé :

= = 1
Op Of +0p Of = 5(%0 ouf (6.5.27)

ol f = da+0a. Dans (6.5.26) on intégre, en principe, sur tout le plan infini, sauf que
a(z) est égale a zéro a 'exterieur du domaine D. En conséquence, on peut intégrer
par parties sans avoir des termes de bord. On trouve :

1
[20{0] = —8—2la0/d2x goaﬁayay
™

1
= 8—2ia0/d2x Oy 83&” (6.5.28)

™

Passons de nouveau aux composantes complexes

1 _
[200] = -2 / (0 020 + Do %)

= %Qiao/d%(@gp dda + Dp 00a)

—4 _ _
= 8—2@'a0/d2x(82g0 da + 0*p 0a) (6.5.29)
T
Pour arriver a la derniere ligne, nous avons intégré par parties encore une fois. Il est
clair que I'intégrale (6.5.29) est concentrée seulement sur le bord de D, car ailleurs da
et da sont nulles : il n’y a que la contribution de saut de a(z) dans I'intégrale(6.5.29).
On trouve :

[2ap] = g—jZiQO/dgx(ygo%(@l +i0s)a

mo 1 A
+82§0§((91 — 2(92)@)

—2
= —2iay 7{ ((ds' +ids*)0*pAa
87T C
+(ds' — ids®)0*p Aa) (6.5.30)
avec les sauts Aa = —a, Aa = —a; ds' +ids? = ds = —idz, ds' —ids® = d5 = idz.
Finalement : )y
[2ap] = _—222'040 ]{ (dz 0*¢ a — dzd*p a) (6.5.31)
87T C

Par les équations (6.5.17), (6.5.25) et (6.5.31) on trouve :

514 == I:(p]reg + [So]saut + [20{0]
i  _ diogi?
=3 C[dz a((0p)* — 4iad~p)

—dza((0p)* — 4iagd?p)] (6.5.32)
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En général, 'opérateur d’énergie - impulsion est défini par :

2
0A = —7{ ds"a"T,,
T Jc
_ (dz aT,, + dz aT,
2T C

—dgang — dé&ng) (6533)
- voir le cours 2, éqgs.(2.2.14), (2.2.15). En comparant avec le résultat de la variation
(6.5.32), on trouve finalement :

ng — ng — O (6534)
_ 1 2, o o2
T, = 4(8g0) + i0p0p (6.5.35)

1 - _
Tys = —é—l(ago)Q +icpd%p (6.5.36)
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Chapitre 7

7.1 Premiere approche au calcul des fonctions de
corrélation dans la théorie conforme minimale.

Apres la description générale, donnée dans le cours 6, de la représentation du
champ libre pour la théorie conforme minimale, nous allons nous intéresser mainte-
nant aux techniques de calcul des fonctions de corrélation. Il existe deux approches
différentes. Dans la premiere, on cherche a définir directement les fonctions de
corrélation. Dans la seconde, on définit d’abord la partie holomorphe (partie z)
des fonctions de corrélation, qui est appelée la fonction d’un bloc conforme, ou sim-
plement le bloc conforme. On étudie les transformations de monodromie de ces fonc-
tions analytiques et ensuite on construit, avec des blocs conformes, les formes qua-
dratiques, invariantes par rapport aux transformations de monodromie. Ces formes
invariantes correspondent aux fonctions de corrélation physiques.

La premiere approche est plus directe, mais la deuxieme est plus générale. Elle
s’applique également aux fonctions de corrélation d’une théorie conforme définie sur
une surface de genre élevé, comme un tore, etc. Dans le cas d’un plan infini, ou d’'une
sphere, les deux approches donnent le méme résultat. Nous allons commencer avec
la description de la premiere approche.

En plus des opérateurs présentés dans le cours 6, il existe deux opérateurs de
vertex spéciaux, avec A = A =1 :

Vi(z) =V,, (z) =: e+el) . (7.1.1)
V_(z) =V, (z) =: e (7.1.2)

ol oy, av_ sont les deux solutions de 1’équation

A, =a?—2a0p =1 (7.1.3)

ar =agt/ag+1 (7.1.4)

Les opérateurs (7.1.1), (7.1.2) sont trés importants dans la technique de calcul des
fonctions de corrélation pour la raison suivante. A cause des dimensions spéciales

c’est-a-dire :

1
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A(Vy) = A(Vy) = 1, on peut ajouter les opérateurs V., V_, intégrés sur le plan
infini, a 'action du champ ¢(x) en préservant I'invariance conforme :

Alyg] = % / 2z 0p(2)dp(x) (7.1.5)

Al = Algl = [ Eol-0p(w)0(w) ~ u-V-(z) = i Velw)

1 - , .
= /de(E(’“)go(x)&p(x) — e P@ sy etere(@) (7.1.6)

Avec cette déformation, I'action reste invariante conforme. Comme notre seul critere
pour la représentation de la théorie minimale conforme est de préserver l'invariance
conforme, il nous faut toutes les généralisations possibles de la théorie du champ
@(x) qui sont en accord avec ce principe. L’action A[p], éq.(7.1.6), est plus générale
que celle dans 'éq.(7.1.5) et elle permet de calculer plus de fonctions de corrélation
de la théorie conforme minimale. Effectivement, comme nous allons le voir, on peut
toutes les calculer.
Les fonctions de corrélations

(@ (21) Do (5)... 0 () (7.1.7)

peuvent étre présentées de la maniere suivante :

<Va1(ml)VOQ(xg)...Vak(xk)exp{u_/d2xV_(x) +u+/d2xV+(x)}>(_2a0) (7.1.8)

Le calcul est fait en développant I’exponentielle dans les termes d’interaction f d*zV_(z)
et py [ d?aVi(z) :
<®1($1)¢2($2)®N($N)>

XYY Ve @)V Ve o) [ V- )

(s [ @ Vew)) Can (7.19)

L’interaction est tres spéciale dans cette théorie a cause de la condition

N
Z a; +la_ + kay = 2ag (7.1.10)

i=1
— comp. éq.(6.2.14), cours 6 : de la série (7.1.9), il ne reste qu’un seul terme, celui
avec [ et k définis par 'éq.(7.1.10). Tous les autres termes sont nuls. Donc

(D1 (1) Po(22)... PN () X (Vo (21) Vi (x2).. Vo (2N)

(p— / PyV_(y))' (n+ / WV (w))") (Z2a0) ¢ lj / dgyilf[l / d*w;(Va, (1)

Vo (@2) .. Vo (@n)V_(y1) .. Vo () Vi (w1) .. Vi (Wi)) (= 2a0) (7.1.11)
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A ce point, il faut faire quelques commentaires. Nous rappelons que les ”charges”
a_, ay, portées par les opérateurs de vertex V_, V., sont définies par 1'éq.(7.1.4), avec
ap prenant des valeurs positives quelconques et correspondant a la charge centrale
¢ de la théorie conforme selon la relation ¢ = 1 — 2402, éq.(6.2.5), cours 6. Nous
supposons, et ceci sera justifié plus loin, que les charges {«;}, ¢ = 1,..., N, des
opérateurs de vertex dans (7.1.8), (7.1.9), (7.1.11), correspondant aux opérateurs
physiques ®q, s, ..., Py, éq.(7.1.7),~ sont quantifiées : elles prennent des valeurs
multiples entiéres ou demi-entieres en o et a_. Ainsi Ef\il «;, le premier terme
dans 1'éq.(7.1.10), est une combinaison linéaire de oy, a_ avec des coefficients qui
sont entiers ou demi-entiers, de méme que le terme a droite dans 1’éq. (7.1.10) 2cg =
a4 a_, voir éq.(7.1.4). Donc, toute 'expression dans (7.1.10) est une combinaison
linéaire de o, _. Nous supposons ensuite que pour des valeurs de g générales, il
n’y aura pas de compensation entre o, et a_, de fagon que les nombres de a et de
a_ dans 1'éq.(7.1.10) doivent s’accorder séparément. Dans ces conditions les nombres
[ et k sont définis par I'éq.(7.1.10) sans ambiguité. Il y aura un seul terme dans la
série (7.1.9) qui s’accorde avec (7.1.10), si Zfil a; contient oy, a— en multiple entiers
et pas un seul terme, la fonction de corrélation (®;®,...0;) s’annulant, si la somme
Zfil o; contient soit oy soit v en multiple demi-entier.

La technique du calcul des fonctions de corrélation est donc définie pour «q pre-
nant des valeurs générales. Les cas spéciaux ou a_ est tel que le rapport ay /o =- oz%r
est un nombre rationnel et correspondant donc a des ambiguités dans (7.1.10), sont
définis par la limite (par prolongement analytique) des résultats qui sont obtenus
pour o général.

Apres avoir exposé ces regles générales, prenons un cas plus concret, celui de la
fonction de corrélation de quatre opérateurs :

(D1 (1) Pa(z2) P3(23) Pa(24)) (7.1.12)
avec comme toujours la notation ou x; représente (21, z1), etc. En plus, en utilisant

la symétrie des fonctions de corrélations par rapport a la transformation rationnelle

. az+b
z2—Zi=—
cz+d

on peut fixer la position de trois opérateurs. Le choix standard est

ad —bc =1 (7.1.13)

21=0, z29=2, z3=1, 24 > (7.1.14)
Dans la "jauge” (7.1.14), on a d’apres I'expression générale (7.1.11) :

(©1(0)®5(2, 2)P5(1) 4 (00))

11 / 2] / 205 (Vi (0) Vi (25 2) Vi, (1) Vi (00)

XV,(Ul, ﬂl)...V,(ul, ﬂl)VJr(’Ul, 271)...V+(’Uk, 17145)>(,2a0) (7115)

Avec les notations : @1(0) = ®1(0,0), Pa(1) = Po(1,1), Py(o0) = lim,, 2,00 Pa(24, Z4),
et nous avons remplacé les coordonnées bidimensionnelles {y;, w;} dans (7.1.11) par
les variables complexes correspondantes : {y; = (u;, @;), w; = (v, v;)}.
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Le calcul de la fonction de corrélation des opérateurs de vertex dans 1'éq. (7.1.15)
s’effectue comme expliqué dans le cours 6, éq. (6.2.13). Détail supplémentaire, il faut
réintroduire zy4, z4 : Vo, (00) — V4, (24, Z4), faire le calcul et puis prendre la limite
24, Z4 — 00. Dans la limite z4 > z, 1, uy, v;, quand on remplace |24 — 2| & |24] etc.,

il y aura un facteur
1

|Z4|4A"‘4

(7.1.16)

qui va sortir de I'intégrale (7.1.15). Nous allons le supprimer. Avec cette convention
on trouve :

(@1(0) sz, 2)s (1) (00)) ox |21 — 1|4a2a3H / d?qu / o,

H ‘uz|4a oz,1|uZ 1|4a asluz Z|4a o H |UJ|4a+a1|U 1|4a+a3|vj o Z’4a+a2

7j=1

H\ul—ul 402 H lv; — vy |4Q+H\ul—vjl -4 (7.1.17)

<3/ i<yg’

Il convient de faire encore quelques commentaires. Quand on calcule la fonction a
quatre points avec des valeurs de z;, 2y, 24 choisies comme dans 1'éq.(7.1.14), on
trouve la partie principale de cette fonction. Ensuite, on peut toujours revenir, par
des moyens élémentaires, aux valeurs de 21, 29, z4 générales, comme expliqué dans
les Appendices 1 et 2 de ce cours.

Avant d’expliquer comment on définit les intégrales dans 1'q.(7.1.17), il faut
d’abord donner des précisions sur les valeurs possibles des parametres {«;} des
opérateurs de vertex {V,,}. Il suffit d’analyser le cas de la fonction de correlation a
deux points d'un opérateur primaire ®A(z, z). Nous allons admettre que A = A.

En général, on doit avoir :

_ _ 1
< Da(2,2)Pa(Z, 7)) >= e

AN (7.1.18)

Dans la représentation par des opérateurs de vertex, on doit mettre soit V,, soit
Vang—a = V.1, avec A, = a? — 2apa = A, pour les deux &5 dans (1). On aura deux
formes possibles pour la fonction (1) :

<V, D)V, Z) >=< Vo(2,2)Var (2, 7) >=< Vi(2, 2)Vany—a(?, 271 >
(7.1.19)
< Vo2, 2)Vo(2/, 2 DI (20%0) >=< Vi(2, 2)Va(2', 27 Vo, (20, Z0) > (7.1.20)

Dans (7.1.20) nous avons projeté le produit V,V,, sur 'opérateur d’identité conjugué,
I™ (qui est positionné quelque part, en zg, Zg, la fonction de correlation ne dependra
pas de sa position). Cette fagon de déterminer la fonction a deux point pour V,(z, z)
et V,(2/,2") s’accorde avec la nature “complexe” (que nous marquons par “+”) de
la représentation par des opérateurs de vertex (o™ étant égale a 2cy — «).
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La troisieme possibilité, de mettre V,+ (2, 2) et V+ (2, Z') pour ®a(z, 2) et a2/, Z'),
ne serait pas différente du choix en (7.1.20), pour 'argument qui suit, car elle differe
essentiellement par un changement de notation pour a.

Avec la preésentation de 1'éq.(7.1.19) on trouve :

1
T___J4Aa (7.1.21)
Zz—Z

< Va2, 2)Vany—a(?,Z) >=
(A, = a® — 2apa) en accord avec (7.1.18), a condition que A, = A.
Par contre, pour la représentation de 1’éq.(7.1.20), on trouve, selon les regles
établies dans ce chapitre :

(p)" ()™
T

< Va2, 2) Vo (2, 2 ) Vany (20, 20) >=

<vu%am@uﬂ%%@m%x/fmawnx/fwmﬂnf>me (7.1.22)

Cette fonction de correlation est non-nulle a condition que

200+ 200 + la— + kay = 2ay (7.1.23)
Sinon :
: i (7.1.24)
a=——a_ — -« 1.
2 2 "
ou [, k peuvent prendre des valeurs 0, 1,2, .... Egalement, cette condition pourrait

étre représentée dans la forme suivante :

!/

1—n +1—n
Q_
2 2

o= Qypy = oy (7.1.25)
ou n’,n prennent des valeurs 1,2,3,... .

A condition que a prenne une des valeurs de la liste (7.1.25), expression dans
'éq.(7.1.22) peut étre mis en accord avec les égs.(7.1.18), (7.1.21).

En effet, avec les transformations rationnelles des variables d’integration y,w
dans (7.1.22), on peut démontrer que I'expression de droite dans I'éq. (7.1.22) est
de la forme suivante :

(NVa)®

|Z _ Z/|4Aa

(7.1.26)

oll la constante, que nous avons noté (N,)?, est donnée par l'intégrale multiple :

(1-)" (ue)"

el < VoL DVL0,0)Van (00 [ PV-(0))'( [ V@) > o
(7.1.27)

—indépendant de z, z. Cette constante pourrait étre absorbée dans la renormalisation
des opérateurs de vertex :

Va(2,2) = NoVa(2,2), Va(2',Z) = NV (2, 7) (7.1.28)



76 CHAPITRE 7.

et en plus : )
VI, Z) = NV, 7)) (7.1.29)

De cette maniere on retrouvera ’accord entre la fonction a deux points dans 1'éq.(7.1.18)
et ses deux representations par des opérateurs de vertex dans des éqs.(7.1.19) et
(7.1.20).

En résumé : si on demande une équivalence des opérateurs de vertex V, et V. =
Vaag—a, €n tant que deux représentations possibles d'un seul opérateur physique ®a,
alors les valeurs de «a admissibles sont contraintes a une suite discrete dans 1'éq.
(7.1.25). Sinon, la fonction a deux points dans la forme (7.1.20), (7.1.22) s’annule,
en désaccord avec la fonction dans (7.1.19) et (7.1.21).

Les valeurs des dimensions conformes correspondantes

(a_n'+a;n)? — (a_ +a_)?
4

Ao =4, = a2, = 2000y, = (7.1.30)
reproduisent la formule de Kac pour des représentations dégénérées de algebre de
Virasoro, éq.(5.1.7) cours 5. Donc, nous avons trouvé la représentation par des
opérateurs de vertex, avec o donné par 1'éq.(7.1.25), pour tous les opérateurs pri-
maires de la théorie conforme minimale, voir cours 4,5. En plus, nous avons la
technique de calcul de leurs fonctions de corrélation.

Retournons a l'expression intégrale, éq.(7.1.17). Essayons de voir ce que cela
donne dans le cas simple de la fonction

(P n(0)P12(2, 2)P1 2(1) P 1 (00))

n

~x / PV, (W o2 2)Var o (DWW, (00)Va(0,0)) 200y (7.1.31)

OU py/ p, Q12 sont donnés par 1'éq.(7.1.26) et a:f, ,, est la notation pour la charge de
I'opérateur conjugué :
L 1+4+n 1+n

W = 2000 — Q= 5 oa_ + 5 oy (7.1.32)

Avec la condition de neutralité, éq.(7.1.10), on vérifie que dans le cas de la fonction
(7.1.31) I =0, k= 1. Donc on a une seule insertion de 'opérateur V, (v, v) et une
seule intégrale a faire.

Apres le calcul de la fonction de corrélation des opérateurs de vertex dans
'éq.(7.1.31) on trouve :

(@0 (0)@1,2(2, 2)@1,2(1) Py (00)) ¢ [2[*0rtnr2z — A2

X /d271|v|4°‘n’v"a+|v — Q[terzot |y — g|tar20t (7.1.33)

La partie non-triviale de la fonction de corrélation (7.1.31), (7.1.33) correspond donc
a 'intégrale
I(2%) = /d2v|v|2a|v APty — | (7.1.34)
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avec a = 20,00y, b = ¢ = 2a320a4. 1l est montré dans I’Appendice 2 que cette
intégrale bidimensionnelle peut étre écrite, dans la forme factorisée en parties holo-
morphe et antiholomorphe, comme la forme quadratique et diagonale des intégrales
de contours :

s(b)s(a+b+c)

Ie,2) = e D o 4 502G

|I5(2)|? (7.1.35)
ou s(a) = sinma, etc., et

Li(z) = /100 dv(v)*(v — 1)°(v — 2)° (7.1.36)

I(z) = /OZ dv(v)*(1 —v)’(z — v)° (7.1.37)

voir Fig.23.

Les intégrales I1(z), I5(z) correspondent a la représentation intégrale des fonc-
tions hypergéométriques. En plus, elles correspondent aux deux solutions indépendantes
de I'équation différentielle du deuxieéme ordre pour la partie holomorphe (pour la
fonction de bloc conforme) de la fonction de corrélation

(D 1 (0) D1 2(2, 2)P1 2(1) Dy (00)) (7.1.38)

Nous avons rencontré cette équation dans le cours 4. Elle est due a 'opérateur @4 o
dont le module de Verma est dégénéré au niveau 2. Comme conséquence les fonctions
de corrélation de @, 5 avec d’autres opérateurs obéissent a une équation différentielle
d’ordre 2, voir cours 4.

Pour une généralisation directe de la technique exposée dans I’Appendice 2, il
est possible de démontrer que dans le cas de la fonction de corrélation générale
de 4 opérateurs, donnée par 'intégrale multiple dans 1’éq.(7.1.17), on trouve une
structure identique a celle de 1'éq.(7.1.35) : I'intégrale multiple bidimensionnelle de
'6q.(7.1.17) peut étre réduite a une forme quadratique et diagonale des intégrales de
contours, voir [15]. Les intégrales de contours sont les représentations intégrales de
généralisations particulieres des fonctions hypergéométriques classiques. Elles corres-
pondent aux solutions des équations différentielles de la théorie conforme minimale,
voir cours 4. Nous allons voir d’autres exemples de ces intégrales de contours dans
le cours qui suit.

7.2 Exercices.

Exercice 1. Calculer la fonction de corrélation des opérateurs de vertex dans
'éq.(7.1.15) et retrouver I'expression intégrale pour la fonction a quatre points dans
'éq.(7.1.17).

Exercice 2. Justifier que la forme explicite de I'opérateur descendant Va(_l)(z) =
L_1(2)V4(z) est donnée par : iad,p(zZ) exp{ia(z, z)} :. Trouver ensuite la forme
explicite des opérateurs descendants VOE_L_I)(Z, z) et VA 2(z, 7).
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7.3 APPENDICE 1.

Nous allons montrer comment on passe a la ”jauge”
21=0, =2, z3=1, 24 — (7.3.1)

tout en gardant tous les facteurs, pour une fonction de corrélation de quatre opérateurs
qui nécessite 'insertion d’un seul opérateur V, (u,u) dans la représentation d’un
champ libre, comme pour I’exemple de la fonction (7.1.31). La généralisation pour
le cas de la fonction présentée par l'intégrale multiple sera immédiate.

Donc on a :

(P1(21, 21)Po(22, 22) P3(23, Z3) Pu(24, Z4)) (7.3.2)
x / Po(Voy (21, 21) Vi (22, 22) Vi (75, 23) Vi (20, Z0) Vi (0, 7)) 200
Par les regles générales
a4 s+ az + oy + ap = 20 (7.3.3)
Comme 209 = ay + a_, on trouve dans ce cas que
a1+ Qg+ a3+ oy = o (7.3.4)
D’abord on a
(CI’1(I’2(I)3CI)4> (8 |Zl2|4a1a2|z13|4a1a3|Z23|4a2a3|2’14|4a1a4|Z24|4a2a4|Z34|4a3a4]1234 (7-3-5)

ol 219 = 21 — 29, €tc. et
Ligsy = /d%]v — zy |t |y — zo|tO2H |y — 5|t |y — gy[taet (7.3.6)

Ensuite, dans l'intégrale 1934 on fait trois changements de variable successifs.
lLo=v4+2

[1234 —_ /d2vl|vl|4a1a+|vl o 221|4o¢204+|vl o 231|4a3a+|vl . z41|4a4a+ (737)

Par rapport a la variable v/, le point z; se trouve a 0 (v = z; correspond a v' = 0).
2. v = 231’0//

Lipgg = |zl (ataatastan) (7.3.8)

x /dZU//|U//|4a1a+|U// N @|4a2a+|v// _ 1|4a3a+|vu o @|4o¢4a+
1 <31
Par rapport a la variable v”; le point z3 se trouve a 1 et z; reste a 0 (pour z; =
0, v = 0 correspond a v” = 0; v' = z3 correspond a v” = 1). En utilisant 1’éq.
(7.3.4) : 2+4ai(ag +as +az + aq) =2+ 4oy = —2 et en notant

z z
2, M, (7.3.9)

231 231
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on met l'intégrale (7.3.8) sous la forme :
[1234 — ’231’72 / dQU”’U”|4a1a+ ’U” o ?72’4042(1_;,_‘1}// o 1|4a3a+|vn . 774|4a4a+ (7310)

/i n n
3. v =" (V" + g — 1)
(v = 0 correspond a v = 0, v"” =1 correspond a v =1, v" = n, correspond a

v = o0). Apres un peu de calcul on trouve :
_ 1)
dv" — 774(774 dv'" 7311
v (U”/ i 1)2 v ( )
o — My = (774 - 772) o — 772<774 - 1) (7 3 12)
(V" +ns—1) Ta = 12 o
_ 1)
"_q = (774 "m_q 7313
v (U”/ + 1y — 1) (U ) ( )
" 774(1 B 774)
—M = 7~ 7.3.14
v M (U”’ + oy — 1) ( )
Logs = Jzs1| 72 [na(na — V)Pl @1+ s — mal 1020+ [y — 11000+
% ‘774(1 - 774)’4044o¢+ /dQU///’U///’4ala+‘U/// . M|4a2a+ ”U”/ . 1’4a3a+
N4 — 12
— |2:31 |—2—4o¢+o¢4 |Zl4|2+4(a1+a4)a+ |Z34|2+4(a3+a4)a+
X | 2oy |22+ /d%\v|4a1a+|v — p[teeot |y — 1|tess (7.3.15)
ol I
v=0", n="22 (7.3.16)
213724

Par 1'éq.(7.3.5), on trouve :

<(I)1 (I)QCI)3CI34> X |212 |4a1a2 |Z13|—2—4a+a4+4a1a3 |Z23|4a2a3

‘214‘2+4(a1+a4)a++4a1a4 ’224 ’4a2a++4a2a4 |Z34|2+4(a3+a4)a++4a3a4

[ oo = e fo < e (7.3.17)

Cette expression est bien de la forme de I'expression (7.1.33) du cours. Dans la limite
de z4 — 00(z4 > 21, 29, 23) les facteurs en face de l'intégrale dans 1'éq.(7.3.17) pro-
duisent un terme |z4) 72 en accord avec des arguments généraux, voir éq.(7.1.16).
Pour z4 — 00, 23 =0 et z3 = 1, la variable 7 se réduit a 2o, comp. éq.(7.1.33).

Dans le cas général de la fonction dans ’éq.(7.1.17), on fait le méme change-
ment des variables d’intégration simultanément pour tous les {u;,v;} et on arrive a
'expression avec un produit de facteurs semblable a celui de 1'éq.(7.3.17) et avec la
méme variable 7, éq.(7.3.16), dans I'intégrale (7.1.17).
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Les facteurs devant l'intégrale et leurs exposants peuvent étre vérifies, ou fixés
indépendement du calcul de changement de variables présenté dans cet Appendice
par l'analyse de 'algebre des opérateurs (par analyse des exposants des singularités
~ |z;;/77, dans les limites z; — z;).

Tout simplement, une fois la fonction < ®1(0)Py(z, 2)P3(1)P4(0c0) > est déterminée,
pour retrouver cette fonction pour les positions des opérateurs générales, il suffit de
remplacer les variables z, Z de la fonction par 7,7, ou

212734

n = (7.3.18)

213224

et de multiplier cette fonction par un facteur

4
11

i<j

s (7.3.19)

avec des exposants 7;; indéterminés initialement :

< Py (21, 21)Pa( 22, 22) P3(2523) Pa(24, 24) >

= [ 121" < ®1(0)®a(n, ) P5(1)Pa(00) > (7.3.20)

i<j

Ensuite, les exposants {7;;} peuvent étre définis en regardant les différentes limites
de z;; — 0 (des limites vers 0 pour de couples de points ¢, j différentes). Les exposants
qui apparaissent dans ces limites doivent s’accorder avec l’algebre des opérateurs
by, Oy, O3, Dy — leurs regles de fusion. Ces regles doivent étre déja connues, des que
la fonction < ®1(0)Py(z, 2)P3(1)Py(00) > est déterminée.

7.4 APPENDICE 2

Dans cet Appendice nous allons montrer la technique de factorisation de 'intégrale
I(2%) = /d2v|v|2a|v APy — | (7.4.1)

sur des intégrales de contours.
Il sera plus simple de faire la démonstration de cette technique d’abord pour
I'intégrale

Iy = /d%\v\z“]v —1* (7.4.2)
et ensuite de généraliser pour 'intégrale (7.4.1).

Dans les variables euclidiennes vy, vy (v = vy + ivy, U = v; — iv9) U'intégrale
(7.4.2) prend la forme :

+o00o +oo
Iy = / dvl/ dvy(v? 4 v3)*((v; — 1)? +v3)° (7.4.3)
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Nous tournons d’abord le contour d’intégration de vy vers ’axe imaginaire, dans le
plan complexe de cette variable, voir Fig.24. Nous supposons que les valeurs des
exposants a, b dans (7.4.3) sont telles que I'intégrale converge a 'oo. Dans ce cas,
on peut tourner le contour sans changer le résultat de 'intégration. On a

vy — i€ vy ~ i1 — 2i€)vy (7.4.4)

ou 2¢ est un petit angle qui sépare le contour (la droite) d’intégration et ’axe
imaginaire, voir Fig.24. L’intégrale (7.4.3) prend la forme :

o] +o0o
Iy~ z/ dvl/ dvy (v} — v3e ) (v — 1)* — vie H€)P (7.4.5)
Nous passons ensuite aux variables
Uy = U] £ U9y (7.4.6)
Pour l'intégrale on trouve :

i +00
Tomg [ dvsfos = ieor = o))" {0y~ 1= ey~ 0))

Q

2 o0
< /_ T (o 4 ie(vs — v ) (v — 1+ ie(vs — v )" (7.4.7)

Pour arriver a cette expression, nous avons factorisé les deux termes dans 'intégrale

(7.4.5) selon

v? — 2 = (1] — vee”H) (V] + voe %) (7.4.8)

(v — 1)% —v2e ™ = (v; — 1 — ve %) (1) — 1 + voe %) (7.4.9)

4ie

—2ie

et nous avons développé e en €, en gardant le terme linéaire seulement, comme

dans I'éq.(7.4.4).

L’intégrale (7.4.7) est presque factorisée en v, et v_, sauf pour les petits termes
€(vy—v_), qui définissent la fagon dont nous prolongeons 'expression dans l'intégrale
(7.4.7) autour des points singuliers. En particulier, supposons que ue(—00,0). Alors
le contour d’intégration de v_ va au-dessous des points singuliers v_ = 0 et v_ = 1.
En effet, pour v_ = 0, ie(vy —v_) = iev,. Comme v, est négatif, le petit terme
imaginaire dans (v_ + i€(vy — v_))® sera négatif, ce qui veut dire que le contour
d’intégration sur v_ passe au-dessous du point v_ = 0, voir la Fig.25. Ensuite, pour
vo =1, ie(vy —v_) = ie(vy — 1) reste négatif, toujours pour v, € (—00,0). Donc
le contour de v_ passe au-dessous du point v_ = 1, Fig.25.

Il est facile de vérifier que pour uy € (0, 1), qui correspond a la deuxiéme intégrale
dans la Fig.25, le contour de v_ va passer au-dessus du point v_ = 0 et au-dessous
de v_ = 1, etc. L'intégrale (7.4.7) se présente comme la somme des produits des
contours indiqués dans la Fig.25. Le premiere et le troisieme terme s’annule car les
contours d’intégration correspondants, sur v_, peuvent étre déformés vers 'infini
et l'intégrale de v_ s’annule (nous avons supposé la convergence a l'infini). Il ne



82 CHAPITRE 7.

reste que le deuxieme produit des intégrales dans la Fig.25. Apres la déformation
du contour de v_ indiquée dans la Fig.26, on trouve

b= [ ot e - ) [T @ -1y

1

= /01 dvy (v4)*(1 — vy )P (= sin(nb)) /01 dv_(v_)"2 (1 — v )

Fl+a)l(1+b6) (=1 —a—-bI(1+0b)
['24+a+0b) ['(—a)
I'l+a)l(14+b)I(-1—a—b)
[(=a)'(=0)I'(2+ a +b)
Dans ce calcul nous avons pris finalement la limite ¢ — 40 qui nous a servi

seulement pour définir les contours d’intégration. L’intégrale de v_ sur C' a été
écrite comme

/ dv_(v_)*(1 —v_)b = (™ — ') /OO dv_(v_)*(v_ — 1) (7.4.11)
C

1

= —sin(mbd)

(7.4.10)

dans la limite ou le rayon du petit cercle autour du point v_ = 1 tend vers zéro. Nous
avons supposé la convergence de l'intégrale pour v_ — 1 par conséquent l'intégrale
sur le petit cercle s’annule dans la limite. Les phases sont définies d’une maniere
correspondante entre les parties vy et v_ : si I'intégrale

/01 dvy (v.)"(1 —vy)° (7.4.12)

est sans phase alors pour I'intégrale sur v_ on calcule les phases a partir de ’expres-
sion

(v_)*(1 —v_)? (7.4.13)
qui est sans phase pour 0 < v_ < 1, voir "le point de départ”, phase zéro, indiqué
dans la Fig.26. Finalement, pour arriver a la derniére expression dans 1'éq.(7.4.10),
nous avons utilisé les formules pour les fonctions I'(2) :

D(1+ 2) = 20(2) (7.4.14)
sinmz = TT( =) (7.4.15)

Reprenons maintenant l'intégrale (7.4.1). Dans la technique de décomposition de
cette intégrale en la somme des produits des intégrales de contours, il y aura un
point singulier en plus : v, = Z dans l'intégrale de v, et v_ = 2z dans l'intégrale de
v_. Avec la procédure déja expliquée, on arrive a la somme de deux produits des
intégrales indiquées dans la Fig.27. Apres les déformations des contours d’intégration
de v_ montrées dans la Fig.28, on trouve 'intégrale (7.4.1) sous la forme :

0

I(z,2) = —sin(ma) /OZ dvy (v)" (1 — v )b (z - v+)°/ dv_(—v_)* (1 —v_)’(z —v_)°

—0o0

~ sin(rb) / dv (v ) (1 — v, ) (vs — 2)° /1 T (0 ) (0 —1)(v — 2 (T416)
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Cette somme de produits d’intégrales de contour peut encore étre transformée vers
une forme quadratique diagonale. Pour cela, on peut utiliser les relations linéaires
suivantes :

s(a+o) /_0 v () = —s(c) /Ozdv(...)Jrs(b) /100dv(...) (7.4.17)

o0

—s(a + c)/ dv,(...) = s(a) /OZ dvi(...)+s(a+b+c) /100 dvy(...) (7.4.18)

(s(c) = sin(mc), etc.) qui sont obtenues comme indiqué dans les Figures 29 et 30.
Par exemple, pour obtenir 1'éq.(7.4.17), il faut multiplier la premiére équation dans
la Fig.29 par le facteur de phase e™(*+9) la deuxieme par e~""(¢+9) et puis soustraire
I'une de l'autre. En substituant les équations (7.4.17), (7.4.18) dans 1éq.(7.4.16), on
trouve finalement

s(b)s(a+b+c)

169 = == s \Il(z)\Q—l—zEZ)—j_(g\Ig(z)F (7.4.19)

avec

Li(z) = /100 dv(v)*(v —1)"(v — 2)° (7.4.20)
I(z) = /OZ dv(v)*(1 —v)’(z — v)° (7.4.21)
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Chapitre 8

8.1 Deuxieme approche au calcul des fonctions
de corrélation pour la théorie conforme mi-
nimale.

Dans la deuxieme approche, on définit et on étudie d’abord les parties holo-
morphes des fonctions de corrélation, appelées les fonctions de blocs conformes ou
simplement les blocs conformes. Dans un certain sens, elles sont des objets plus fon-
damentaux, du point de vue de la théorie conforme, que les fonctions de corrélation
physiques.

Les moyennes (les fonctions de corrélation) des opérateurs de vertex d’un champ
libre

(ViVao. Vi) (<2a0) = [ [ |20 — 2" (8.1.1)
i<j

peuvent étre factorisées sur des parties z et z, holomorphe et antiholomorphe.

(ViVao Vi) (c2a) = [ [ (2 = 2)* @ [ [ (2 = 7)) (8.1.2)

1<j 1<J

Nous allons supprimer la partie en z et garder la partie en z seulement. Donc,
formellement

Vi (215 Zi) — Vi, (2) (8.1.3)
<Va1 (Zl)vozz (22)"'VaN (ZN)>(72a0) = H(ZZ - Zj)zaiaj (814)
i<j
Les opérateurs de vertex
Val(z,2) = e@¢®) (8.1.5)

ne se factorisent pas, en tant qu’opérateurs, d'une fagon explicite. Mais leurs moyennes

sont factorisables. Donc on peut définir les moyennes des opérateurs formels V,,,(z;).
Au lieu des intégrales bidimensionnelles que nous avons vu dans le cours précédent,

on définit des intégrales de contours. Dans cette approche il y a deux opérateurs

QX
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intégraux principaux :

Q- = ]{Cdu Vo(u), Q4= jédv Vi(v) (8.1.6)

Comme A(Vy) =1, les opérateurs ()+ sont invariants par rapport aux transforma-
tion conformes. En effet :

Sa(u)Ve(u) = (¢/(u) Ay + a(u)0,) Vi (u) = (' (u) + a(u)0,) Vi (u) = Ou(a(u)Vi(u))

da(Q+ = 5a(z)j€du Vi(u) = fcdu Sa(uw) Ve (u) = ]édu Ou(a(u)Ve(u)) = 0(8.1.7)

Donc on trouve I'invariance, des lors que le contour C' est fermé.
Les fonctions de blocs conformes générales sont données par des moyennes :

(Vs (21) Vo (22) -V (2w (Q-)'(Q14)") (-200)

¢ k
= Hﬁz duljl_!fgj de<va1(Zl)VQQ(Zg)...VaN(zN)

XV_(ur)..V_(u) Vi (v1)... Vi (Vk)) (—200) (8.1.8)

avec la contrainte, voir cours 7,

N
Z a; + la_ + kay = 2aq (8.1.9)

i=1
Pour le bloc conforme de quatre opérateurs, et avec le choix
21=0, 29 =2, z3=1, 24 — (8.1.10)

on obtient l'intégrale multiple suivante :

(Vs (0) Vi (2) Ve (1) Ve, (00)(Q-)'(Q4)") (200 = (2)*M1°2(2 = 1)**2°2 (2)

! k
= H]{ du; H% dv; H(ui)m’al(ui — 1)20"&3(%’ — Z>2a,a2 H(Uz — Ui,)2a2—
i=1 Y Ci j=1"5j i=1 i<i!
Ik

k
s [ J(wg)7er o (v — 1)7 03 (v; — z)%+es T (05 — v;)2e% TTT](w —v)2 (8.1.11)

Jj=1 j<j’ i=1 j=1

Reprenons le cas simple, avec un seul contour. Dans ce cas.

(Vs (0) Vaag (2) Vg (1) Vi (00) Q1) (-200) = (2)*1%2 (2 — 1)**%1 (2) (8.1.12)

I(2) = fcdv(v)“(v 1w — ) (8.1.13)
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avec
a=2a,0q, b=2a a3, c=20 09 (8.1.14)

Ici, tout comme dans le cas général, éq.(8.1.11), il faut choisir le contour C. On
obtient des fonctions I(z) différentes pour des choix différents de contours. Il faut
alors fixer la base des configurations indépendantes de contours.

Premierement il faut que le contour soit fermé et non-trivial. Les exemples
d’un contour fermé mais trivial et d’'un contour non-trivial mais non-fermé sont
donnés respectivement dans les Figures 31 et 32 (pour le contour dans la Fig.32,
observons que quand on fait un prolongement analytique de la fonction f(v) =
(v)%(v — 1)°(v — 2)¢ le long de C dans 'intégrale (8.1.13), cette fonction gagne un
facteur de phase €2™(@+) ; donc le contour n’est pas fermé). Pour le premier, Fig.31,
I'intégrale (8.1.12) sera égale a zéro. Pour le deuxiéme, Fig.32, la variation 6@,
éq.(8.1.7), sera donnée par des termes de bord et donc elle va intervenir dans la trans-
formation conforme de la fonction du bloc conforme, éq.(8.1.12), ce qui est inaccep-
table. L’insertion de 'opérateur @), dans (8.1.12) ne doit pas modifier les propriétés
du bloc conforme par rapport aux transformations conformes : ses variations doivent
étre définies seulement par des opérateurs de vertex Vi, (0), Vi, (2), Vas(1), Va,(00),
qui représentent des opérateurs physiques de la fonction de corrélation.

Un exemple de contour non-trivial et fermé sur la surface de Riemann de la fonc-
tion f(v) = (v)*(v — 1)°(v — 2)° est présenté dans la Fig.33. Mais lorsque I'intégrale
(8.1.13) converge pres des points v = 0 et v = z (c.-a-d. pour a > —1, ¢ > —1),
alors la figure pittoresque dans la Fig.33 peut étre réduite a un contour plus simple,
celui de la Fig.34. Les intégrales correspondantes aux contours des Figs.33 et 34
sont proportionnelles I'une a ’autre avec un coefficient qui est en fait un facteur de
phases (il est proposé comme un exercice a la fin du cours de trouver ce coefficient
de proportionnalité).

Résumé : La convergence de l'intégrale aux points v = 0 et v = z pour le contour
de la Fig.34 est équivalent a la fermeture du contour : 'opérateur intégral (), sera
conforme invariant car les termes de bord, dans le calcul de variation, éq.(8.1.7),
s’annulent dans le cas de convergence. Nous allons supposer la convergence dans la
suite. Pour d’autres valeurs des exposants, celles pour lesquelles les intégrales ne
convergent pas, les fonctions correspondantes seront définies par un prolongement
analytique a partir du domaine de valeurs de a, b, ¢ ou les intégrales convergent.

Notons par I5(z) la fonction définie par 'intégrale (8.1.13) avec le contour donné
dans la Fig.34 :

() = /0 () (1 — v)"(z — v)° (8.1.15)

Un deuxieme contour indépendant peut étre choisi comme dans la Fig.35. Donc
une deuxieme fonction indépendante est définie par 'intégrale :

() = /100 do(v)* (v — 1) (v — 2)° (8.1.16)

(Nous avons choisi de noter la premiere intégrale, éq.(8.1.15), comme I5(z) et la
deuxieme, éq.(8.1.16), comme I;(z) pour étre en accord avec les notations de [15]).
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Il est montré dans I’Appendice 2 du cours 7, voir aussi les Figs.29,30, que les
intégrales pour les deux autres choix possibles du contour, Figs.36 et 37, peuvent étre
décomposées dans des combinaisons linéaires des intégrales de la base [1(z), I2(z).
Donc il y a deux fonctions indépendantes. Elles correspondent aux deux solutions
indépendantes de I’équation différentielle de la théorie générale, voir cours 4.

Transformation de monodromie. Les fonctions I;(z), I5(z) posseédent une mono-
dromie non-triviale par rapport au prolongement analytique autour des points 0, 1
(et 00).

Démonstration.

Notons par gq la transformation de monodromie de I;(z), I>(z) qui correspond
au prolongement analytique de z autour du point 0, comme indiqué dans les Figs.38,
39. Quand on tourne z autour de 0, les facteurs (v)® et (z — v)¢ vont suivre pour le
cas de l'intégrale (8.1.15), Fig.38. Donc la fonction I5(z) gagne un facteur de phase,
apres un tour complet de z :

L(z) — I9)(2) = 2™t [, (2) (8.1.17)
Pour le cas de 'intégrale (8.1.16), Fig.39, aucun des facteurs ne va tourner. Donc :
Li(z) = I{°(2) = Li(2) (8.1.18)

Ainsi, on a la transformation diagonale :

19)(2) 10 I(2)
= ~ 8.1.19
( ]—égo)(z) O 627‘(‘2((1"‘6) [2(2) ( )
Notons ensuite par g; la transformation de monodromie de I,(z), I2(z) qui cor-
respond au prolongement analytique de z autour du point 1, comme indiqué dans
les Figs.40, 41. Les intégrales pour les contours obtenus peuvent étre finalement
décomposées dans les intégrales de la base, I1(2), Iy(z), Figs.35, 34. Apreés un peu

d’algebre avec les contours, on trouve les combinaisons linéaires qui correspondent
aux transformations de monodromie non-diagonales :

() \ _ ( ()11 (9112 ) ( I(2) ) (8.1.20)
199(2) (91)21 (91)22 Ir(2)
Les éléments (g1);; sont calculés explicitement dans I’Appendice de ce cours.
En général
go: Ii(z) = I (2) = Y _(90)is 1, (2) (8.1.21)
J

g0 Li(2) = () =Y (1) i(2) (8.1.22)

J

Les matrices gg et g; sont les générateurs du groupe de transformations de mono-
dromie des fonctions I1(z), Is(z).
Fonctions de corrélation physiques.
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En mettant ensemble les blocs conformes holomorphe et antiholomorphe, les
fonctions de corrélation physiques doivent prendre la forme générale suivante :

G(z,z) = injmz)fj(z) (8.1.23)

(G(z, z) sera en fait la partie principale de la fonction de corrélation; en plus il y
aura un facteur |z|1192|z —1|129 voir éq.(8.1.12)). Si on effectue simultanément les
prolongements analytiques de {I;(2)} et de {I;(z)}, soit autour de 0 ou autour de 1,
la fonction G(z, Z) va changer en général. Pour G(z, Z) qui représente la fonction de
corrélation physique, on demande l'invariance par rapport aux transformations de
monodromie. Cette condition fixe les coefficients {X;;} dans la forme quadratique,
éq.(8.1.23).

Dans la base des intégrales I;(z), I2(z), égs.(8.1.16), (8.1.15), la transformation
go est diagonale. Donc pour que G(z, z) soit go invariante, il faut que X5 = Xo; = 0.
Notons Xll = X1 et X22 = XQ. Alors

G(z,2) = ZX,-|Ii(z)|2 (8.1.24)

Le rapport X; /X5 est défini par la condition d’invariance par rapport a g;. Mais il
est plus simple de procéder différemment. Il existe une base diagonale pour g;. Elle
est donnée par les intégrales

I = / dv(v)*(1 —v)’(v — 2)° (8.1.25)

I = / dv(—v)*(1 —v)’(z — v)° (8.1.26)

— 00

(voir les Figs.36,37). Dans cette base, la transformation g; prend la forme :

I99(z) ( 10 > ( L(2) )

. = i (bc -~ 8.1.27
(Exercice 2 de ce cours). Par contre, la transformation gy est non-diagonale. Les
intégrales des deux bases sont liées par des relations linéaires :

I(z) = Z i L (2) (8.1.28)

Li(z) =) (a7 ")iI,(2) (8.1.29)

ou

gy = — ( s(a) _S<C;> (8.1.30)
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N s(b) —s(c)
(@) = g ( —s(a+b+c) —sla) ) (8.1.31)

( s(a) = sinma). Les éléments de (a~');; sont définis dans I’Appendice 2 du cours
7, voir les éqs.(7.4.17), (7.4.18). Apres la substitution de (8.1.28) dans (8.1.24) on
trouve :

G(Z, 2) = ZXiaijaikjj<Z>ik(z) = ZXjkIN]<Z>I~k(Z) (8132)
1,3,k i,
Xjk = ZXiaijC(ik (8133)

Maintenant, comme g; est diagonale, 'invariance de G(z, Z) sous ¢g; impose que X ik
soit diagonale. Donc, par 1'éq.(8.1.33), on trouve ’équation sur {X;} :

ZXiaijaik =0, pour j#k (8.1.34)

Avec {a;;} dans 'éq.(8.1.30) on trouve :

X1 agian s(a+b+c)s(b)

X,  anon N s(a)s(c) (8:1:39)
Finalement, par 1'éq.(8.1.24),
G(z,2) x s(b)s(a+b+c)|(2)]* + s(a)s(c)|L2(2)]? (8.1.36)

Dans cette approche du calcul des fonctions de corrélation, la constante de norma-
lisation de G(z, Z) reste arbitraire. Donc on est en accord avec le résultat du calcul
dans le cours 7, ’éq.(7.1.35), sauf pour le facteur commun 1/s(a+c). La constante de
normalisation pourrait étre fixée finalement par ’analyse de I'algebre des opérateurs
(cf. cours 9).

Cette technique se généralise directement vers le cas général des intégrales mul-
tiples. Par exemple, dans le cas de la fonction de corrélation dont les blocs conformes
sont donnés par des intégrales doubles

(B1DyDyDy) ~ /C doy /C s (Vi (0)Vi, () Vo (DVis (00) Vi (00) Vi (1)) (8.1.37)

N /C doy /C s (00)" (1) (01 — 1) (w3 — 1)(vy — 2)%(vs — 2)°(1 — v3)°

on peut choisir comme base les trois intégrales avec les configurations des contours
indiquées dans la Fig.42. Dans cette base, gy est diagonal et g; est non-diagonal.
Ensuite on fait tout comme avant. La base duale des intégrales {.J;(z)} est présentée
dans la Fig.43. La solution de I’équation (8.1.34) peut étre présentée, dans le cas le
plus général d'une base de N intégrales indépendantes, comme :

Xk _ OtNN(Oé_l)Nk
XN (Ofl)NNCYkN

(8.1.38)
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k=1,2,...,N. Donc, dans cette approche, il s’agit finalement de calculer les éléments
de la matrice o;; des éqgs.(8.1.28), (8.1.29) de la transformation entre les deux bases
des intégrales qui représentent les fonctions de bloc conforme d’une fonction de
corrélation.

En particulier, les intégrales doubles, éq.(8.1.37), Figs.42,43, représentent les
blocs conformes de la fonction de corrélation

<q)n/’n(0)q)173<272)@13(1)@,7/’“(00» (8139)

Elles correspondent aux trois solutions indépendantes de 1’équation différentielle du
troisieme ordre pour l'opérateur @, 3(z, z), voir cours 4. Pour le calcul des fonc-
tions de corrélation de quatre opérateurs primaires généraux de la théorie conforme
minimale, voir [15] (voir aussi le cours 9).

Les deux approches du calcul des fonctions de corrélation exposées dans les cours
7 et 8 sont équivalentes pour la théorie définie sur un plan infini. Dans le cas des
géométries avec un genre plus élevé, a commencer avec la théorie sur un tore, c’est
I’approche des intégrales de contour qui se généralise le mieux. Cette généralisation a
été établie dans I'article [16]. Dans ce travail, une analyse de type BRST a été donnée
pour les vecteurs singuliers dans les modules des opérateurs de vertex Vo, , (2). Cette
analyse est basée sur ’analyse purement mathématique des modules de Van/ (2) qui
a été effectuée, pour la premiere fois, dans le travail [17]. ’

8.2 Exercices.

Exercice 1. Trouver le coefficient de proportionnalité entre les intégrales (8.1.13)
correspondantes aux contours C' dans les Figs.33 et 34.

Exercice 2. Justifier la forme (8.1.27) de la transformation g; dans la base {I;(z)}.

Exercice 3. Avec les résultats pour L?,V, et L_,V, obtenus dans I'exercice 2
du cours 7, trouver la forme explicite de opérateur yo = L_5V, + aL*,V,, avec
a=—3/2(2A, + 1), voir les équations (4.1.9), (4.1.15) du cours 4. Vérifier ensuite
que pour o = @y = —4/2 (W, = I_T"/our + S2a_, 6q.(7.1.26) du cours 7)
X2 = 0. Ceci veut dire que dans la représentation du champ libre de la théorie
conforme minimale, I'annulation du vecteur singulier X, dans le module de V5, ,,
est automatique. Ceci explique pourquoi les intégrales de contours obtenues dans
ce cours a partir des opérateurs de vertex sont automatiquement les solutions des
équations différentielles que nous avons vu dans la théorie générale, voir cours 4.

L’analyse générale des modules de V,, , ~est donnée dans les travaux [17, 16].

8.3 APPENDICE.

Le contour de Iégl)(z), Fig.40, peut étre présenté comme dans la Fig.44. Alors,
on trouve :

4 1 1
fggﬂ(z):/o dv(...)+em/ dv(.'.)—em(c”b)/ do(...)
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:/Ozdv(...)—2z‘e”<c+b>s(b) /Zl dv(...) (8.3.1)

Il faut ensuite utiliser la décomposition

[y =20 a9 Pay s

s(a+ c) s(a+c)

voir 'éq.(7.4.17) du cours 7. On trouve finalement :

199(2) = QZ'S(b)zEZ 1 i;r 9 im0, () + (14 2¢%em(”+c))b(2) (8.3.3)

Pour I 1(91)(2), on peut présenter son contour dans la Fig.41 comme indiqué dans
la Fig.45. On trouve :

1591)(2) _ (ez‘wb . eifr(b+2c)) /1 dv(.”) + /100 dv(...)

z

:—ziei”<b+c>s(c)<—i))/Zdv(...)_M/Oodv(...))+/oodv(...)

s(a+c s(a+ c)

@010 1)1, (s) 4 20 e (8:3.4)



Chapitre 9

9.1 Meéthode directe du calcul des coefficients de
I’algebre des opérateurs primaires.

L’algebre des opérateurs est de la forme :

(' ,p)

By (2, 2) Py (0,0) = > |z|2(An’(Z ) {00+ 0} (9.11)

; PP
pp

— comp. éq.(5.1.13) du cours 5. Dans le cas de la théorie conforme minimale, les
opérateurs primaires sont tous sans spin, A — A = 0. Ca explique les valeurs doubles
des exposants de |z] dans (9.1.1) : Ay = Ay, D = Dy, Dy = Ay,
Dans cette algebre complete, les opérateurs {®;,} forment une sous-algebre (voir
'analyse préliminaire dans le cours 5, en particulier 1'éq.(5.1.24)). C’est également
le cas pour des opérateurs {®,, 1 }. Pour simplifier I'écriture, par la suite nous allons
analyser cette sous-algebre et nous allons noter les opérateurs @, ,, comme ®,,. Alors
'éq.(9.1.1) prend la forme :
DP
0, (2,2)0,(0) = Y |Z|2<Anf§;—Ap> x {®,(0) + ...} (9.1.2)
P

Nous avons encore simplifié I’écriture en mettant ®,,,(0) pour ®,,(0,0). Dans la suite,
nous allons mettre également ®,,(1) pour ®,,(1,1) et ®,(oc0) pour ®,(co, c0).
Observons tout d’abord que :
PD,(z,2)P,,(0,0)P, (00, 00) >

Dy .
>} = |Z|2(An+Am—Ap)

= lim {|Z/[*®* < ®,(z,2)®,,(0)®,(¢, )

|2/|—o00

(9.1.3)

Ce résultat suit de 1’éq.(9.1.2) : il faut multiplier les deux parties de cette équation
par ®,(2', Z') et de prendre la moyenne. Nous avons utilisé I'orthogonalité des opérateurs
primaires :

< B5(0)D, (2, 7) >= O (9.1.4)

09



94 CHAPITRE 9.

C’est a dire, orthogonalité des opérateurs primaires avec des dimensions conformes
différentes, voir le cours 1; dans la théorie conforme minimale, par sa définition,
il n’y a pas d’opérateurs primaires différents avec des dimensions égales, synonyme
d’absence des symétries additionnelles. Observons que la normalisation par 1 des
fonctions & deux points < ®a(z, 2)PA(0) >= 1/]2|** a été notre choix des le début.
Observons encore que la contribution des opérateurs descendants, a gauche dans
I'éq. (9.1.2), est supprimée par la limite |2'| — oo dans 1'éq. (9.1.3).

De 1'éq.(9.1.3) il suit que les constantes de structure de lalgebre (9.1.2), les
coefficients DP . sont symétriques dans ses indices. On peut les écrire, également,
comme D,,,,. Cette symétrie est la conséquence du choix de normalisation par 1
des fonctions a deux points.

Le résultat dans 1'éq.(9.1.3) pourrait étre présenté dans la forme :

< 0, (1)@, (0)®,(c0) = DP. = Dy (9.1.5)

Du coté de représentation par des opérateurs de vertex d'un champ ¢(z, 2), I'éq.(9.1.2)
prendra la forme :

Vi (2, ZW ARy 13(0) + .} (9.1.6)

et 1'éq.(9.1.3) apparaitra comme :

_ &
< Vo(2, 2) Vi (0)V, 1 (00) >= G A (9.1.7)

qui pourrait étre également mis en forme :
< Vo)V, (0)VH (c0) >=CP,, (9.1.8)

Pour obtenir (9.1.7), nous avons multiplié par V,(co) = Vaag—a,,(00) les deux
parties de 1’éq.(9.1.6) et nous avons pris la moyenne. En plus, nous avons utilisé le
fait que :

<V, (0,5 (', 7) >= < V,(0)V,F(00) >=1 (9.1.9)

— voir les cours 6, 7. Les moyennes dans les éqs(9.1.7), (9.1.8), (9.1.9) sont définies
par la théorie du champ ¢(z, z) avec I’action complete, 1'éq.(7.1.6) du cours 7.
Pour faire le lien entre les constantes C? . pour lesquels il existe la méthode du
calcul, et les constantes D? == D,,,, de l'algebre (9.1.2), il faudra déterminer la
normalisation des opérateurs de vertex, dans le context de la théorie du champ ¢.
La normalisation des opérateurs individuels se manifeste dans les fonctions a
deux points. Pours les opérateurs ®,,, notre choix de normalisation est :

1

< q)n(Z,Z)q)n(O) >= |Z|Tn’

< 0, (1), (0) >=1 (9.1.10)

— comp. éq.(9.1.4).
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Précisons encore une fois, que nous cherchons a trouver les coefficients de I’algebre
(9.1.2), DP_ . Ces coefficients sont définis, de la fagon non-ambigue, une fois la nor-
malisation des opérateurs individuels est admise.

Pour la fonction a deux points des opérateurs de vertex nous avons soit :

< V(2 D)VHO) =< Vi, (2, 2) Vaagan , (0) >= Iz\% (9.1.11)
<V, (H)VF(0) >=1 (9.1.12)
soit :
< Viu(z, 2)V,(0) I (00) > (9.1.13)
= < Vo (2, 2)Va, . (0)Vaaq (00)( / Vi (0,0))" > 209)= ,(i\,lnﬁ
(N,)? = < V(1)V,(0)Vag,(00) > (9.1.14)
1

= < Vo (Vo 00V (000 [ Vi (0,0 >0

— comp. 'analyse des fonctions a deux points dans le cours 7.

La constante qui apparait comme un coefficient de proportionalité dans 1’éq.
(9.1.14) et qui est donnée par I'intégrale multiple dans 1'éq.(9.1.15), doit étre associée
avec la normalisation des opérateurs de vertex V,,(z, z) et V,(0) dans 1'éq.(9.1.14) (il
est facile de se convaincre que la normalisation de opérateur I (00) = Vo, (00), &
gauche dans 1'éq.(9.1.14), est égale a 1).

D’autre part, 1'éq.(9.1.12), pour la fonction < V,,V,* >, signifie que la normali-
sation de l'opérateur de vertex conjugé est égale a (N,)~!. En résumé, si on note
N(V) la constante de normalisation de I'opérateur V', alors les équations (9.1.12),
(9.1.14) témoignent que :

NV,) =N, (9.1.15)

N(WVt)=N,! (9.1.16)

—le carré de la constante N, se calcule par I'intégrale multiple dans ’éq.(9.1.15). Par
les regles établies dans le cours 6,7, la multiplicité d’intégrale (nombre des opérateurs
d’écran) k =n — 1.

Remarquons que, par rapport au cours 7, nous avons mis les constantes p_, fi
égale a 1, dans l'action du champ ¢, éq.(7.1.6). Sinon, leur participation dans les
formules pour les constantes de normalisation serait évidante et plutot triviale.

Une fois la normalisation des opérateurs de vertex est établie nous pouvons uti-
liser les regles des correspondances :

V,=N,-®, (9.1.17)

pour passer des fonctions de correlation des opérateurs de vertex a des fonctions
de correlation des opérateurs {®,}, de la théorie conforme dans sa forme générale
(cours 1-5).
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Avec la fonction de trois opérateurs de vertex dans 1'éq.(9.1.8) on obtient :
NuNpNJH < @,(1)®,,(0) @ (00) >= CP (9.1.18)
Autrement dit :
< ®,(1)®,,(0)®,(c0) >= N, 'N, ' N,C® (9.1.19)

En comparant avec 1'éq.(9.1.5), on trouve :
D? = Dpmp = N, 'N,'N,C? (9.1.20)

Nous allons donner finalement la forme plus explicite pour des intégrales mul-
tiples que définissent les constantes de droite de 1'éq.(9.1.20).

D’apres I'éq.(9.1.15) et les résultats obtenus pour les fonctions de correlation des
opérateurs de vertex dans les cours 6,7, le carré de la constante INV,, se calcule par
I'intégrale suivante :

No)? = H/d%l X H v Ao+ anp; — 1[4o+an H o, — vt (9.1.21)

1<j

ona=a, = I’T”OQF; k =mn —1 (nombre des opérateurs d’écran nécessaires pour
la fonction de correlation dans 1'éq.(9.1.15). La constante CP = est définie par la
fonction de correlation dans 1'éq. (9.1.8). L’expression intégrale correspondante est

de la forme :
2, =< Vu()Vin(0)V;H(00) >= L < Vo)V (0)V;F (00) ([ 20V (v, )k > (aag)

= % 521 fdQUi % Hf:l |vi|4amo¢+|v 1’40cn04+ X Hl<j ‘Ui _ vj|4o& (9'1'22>

N — _1-m — _1-n .
OU My = Q1 = “5 00y, A= Q1 = 50Oy

n+m-—p—1
2

k= (9.1.23)

Oz;_ , qui rentre dans le calcul du nombre des opérateurs d’écran l;;, nécessaire pour la
fonction de correlation dans (9.1.22), est égale a :

L—p
ozfp =200 — Q1 p = 200 —

s (9.1.24)

Les intégrales multiples dans (9.1.21) et dans (9.1.22) s’expriment par des pro-
duits des fonctions I' de Euler. La formule pour les intégrales de ce type a été établi
dans le deuxieme article de [15]. Elle est de la forme :

7 H/d%, X H v 2 v; — 1% x H i — v, = 7" rad (p)p))k (9.1.25)

1<j

o TG+ 1Dp) T+a+jp)T(1+b+jp)T(=1—a—b—(k—1+j)p)

P =0G+1p) T(=a—jp)l(=b—jp) TER+a+b+(k—1+j)p)

“’:1
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En utilisant la formule (9.1.26) pour des intégrales (9.1.21) et (9.1.22), on peut
obtenir les expressions suivantes pour des constantes dans 1'éq.(9.1.20), sa partie
droite :

L—(+1)p)

I'l—pn—1-)I'1—pm—1—-7)T(=1+p(p+1+7))
L(p(n —=1=7)L(p(m —1-j))  T2-plp+1+j))

k—1 )
or = HO F(F(] + o) (9.1.26)

pontmop-l (9.1.27)
2
i 2—(1+J)p)

Dans ces équations p = o2. Par rapport a la définition intégrale de ces constantes
dans les égs.(9.1.21), (9.1.22), nous avons supprimé, (en donnant les formules (9.1.27),

(9.1.28)), les facteurs du type :
P -p\"
= (“52) 0.1.29
() (129

Ces facteurs se simplifient multuellement dans le produit de 1'éq.(9.1.20).

9.2 Analyse de ’algebre des opérateurs.

D’abord, par les régles de fusion. Dans les formules (9.1.20), (9.1.27), (9.1.28) qui
définissent les coefficients principaux D?, de 'algebre des opérateurs, éq.(5.1.13) du
cours 5, on a la valeur minimale de &, kmin = 1. Par Iéq.(9.1.27) ceci correspond,
pour n, m donnés, a

Pmaz =N +m —1 (9.2.1)

La valeur maximale de k est définie par le produit

2 1

g L(p(n =1 =73))0(p(m =1 =)

(9.2.2)

.
Il

dans l'expression (9.1.27) pour C?, . oz = min(n, m), dans le sens que pour k >
Emaz on trouve 1/T°(0) dans (9.2.2) et le coefficient C?, s’annule a cause de I'(0) =
oo. Alors

Pmin = |0 —m|+1 (9.2.3)

On retrouve les regles de fusion qui ont été annoncées dans le cours 5,

q)l,nq)l,m - q)l,n—l—m—l
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(I)l,n—i-m—?)
- (9.2.4)
Pour des valeurs de p rationnelles
d/
p=(ay)= = (9.2.5)

la regle de fusion (9.2.4) est tronquée par une valeur maximale définie par :
Pmaz = min(d —1, n+m —1) (9.2.6)

Prenons I'exemple de la théorie avec p = 4/3 qui correspond au modele d’Ising, voir
cours 5. Par la regle générale, éq.(9.2.4),

@172(1)1’2 ~ D%2q)1,1 —|— D§2¢1,3 (927)

Mais le coefficient D3, s’annule & cause du facteur

p—1

[Ir@ - p(1+ ) (9.2.8)

J=1

dans N,,. Pour p = 4/3 et pour p = 3, on trouve I'(2 — (1 + 2)) = I'(-2) = oo
dans (9.2.8) et alors (N,)~! dans 1'éq.(1.2.19) s’annule. Cette troncation des regles
de fusion est en accord avec le tableau des opérateurs primaires dans la Fig.16. De
la méme maniere, on vérifie la troncation de la fusion de deux opérateurs ®; 3 dans
la théorie avec p = 6/5, qui correspond au modele Z3, voir cours 5 et la Fig.18. Par
la regle générale :

@1,3(13173 ~ D?1’3(D171 + Dggq)l,?) + Dg3®175 (929)

Toujours a cause du facteur (N,), pour p =6/5, p =5, le coefficient D3, s’annule.

En général, dans les théories avec p rationnel, les troncations des regles de fusion
s’effectuent de maniere plus sophistiquée que celle expliquée au-dessus. Par exemple,
dans le cas la théorie conforme p = 4/3 (modele d’Ising), on trouve :

@371(13371 ~ D?1’3(D171 "‘ Dgg(I)S,l —|— Dg3@5’1 (9210)

Pour les opérateurs {®,, ; } les coeflicients D = sont les méme que pour les opérateurs
{®;,}, 6q.(9.3.46), sauf pour un remplacement partout de p par p' = (a_)? = 1/p.
Donc, pour p' = 3/4, on trouve que le coefficient D3, dans (9.2.10) s’annule, mais
que D35 # 0, ce qui est en désaccord avec le tableau des opérateurs dans la Fig.16.
Finalement on trouve que 'opérateur ®5; découple, comme il convient, mais avec
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I'intervention de l'opérateur descendant du niveau 2 dans le module de I'opérateur
®5 1. On vérifie d’abord que dans la théorie p = 4/3, As; —Asz; = 2. Donc il y aura
interférence de @5 ; avec les descendants de ®3 ;. Ensuite on prend p’ = 3/4+¢€ et on
analyse la limite € — 0. On trouve que D3, tend vers zéro, mais que ﬁ(_l - ﬁ(_Q di-
vergent en donnant un résultat fini pour le produit D3,(3; (-, _l)q)g - _1)4—6 2))
On peut démontrer que ceci induit la compensation entre ®5, et un operateur des-
cendant {72 — -3 o Y
3,1 2(2A3,1+1)

la norme d’un état correspondant & 'opérateur V,, ,, qui est égale a (N5 1) = (N5)?,
¢q.(9.3.47), est négative; en général, dans I'analyse BRST [16] des modules de V,, , ,
les opérateurs de vertex se trouvant en-dehors du tableau principal (Fig.16 dans Te
cas de la théorie p = 4/3) correspondent aux fantomes].

Une propriété treés importante de I’algebre des opérateurs, éq. (5.1.14) cours 5,

est celle de I'associativité. Pour un produit de trois opérateurs, on doit avoir

(@1(1]1)@2(1‘2)) @3(1‘3) = @1(1‘1) (@2([[‘2)@3([[’3)) (9211)

o, a gauche, on développe d’abord le produit &P, et ensuite on développe le
produit de ®3 avec le résultat du développement de &P, ; a droite, on développe
d’abord le produit ®o®3, puis ®; sur le résultat du développement de $,P3.

Dans notre calcul, cette propriété est automatique et elle se manifeste dans les
deux présentations possibles pour les fonctions de corrélation de quatre opérateurs :

(©n(0)@rm (2, 2) Ps(1) D¢ (00))
o Y XL (P =) Xl (2) (9.2.12)

Dans la premieére présentation, on utilise la base des intégrales (9.3.7), Figs.46,47,
dans la seconde, la base des intégrales associées aux Figs.48,49. La premiere présentation
correspond au développement, par l'algebre des opérateurs, d’abord du produit
®,,D,,, puis de ®, sur le résultat et ensuite de ¥, avec le résultat (En fait, dans
la derniere étape on fait une projection du résultat du développement de ®,,®,, P,
sur ®,(00)), voir les éqs.(9.3.24)-(9.3.31) et la Fig.50, partie gauche. La deuxieme
correspond au développement d’abord du produit ®,,(z, 2)®4(1), puis de ®,,(0) avec
le résultat et la projection sur ®,(co) finalement. Les fonctions I,(z) et I,(z) cor-
respondent aux sommes des contributions dans les développement des opérateurs
descendants d'une famille : de 'opérateur ®,, dans la premicre présentation et de
I'opérateur ®, dans la deuxieme. Les deux présentations de la fonction de corrélation
dans 1'éq.(9.2.12), Fig.50, sont dites duales 'une de 'autre. Observons qu’avec les
fonctions de bloc conforme normalisées comme dans 1'éq.(9.3.11), la fonction de
corrélation (9.2.12) prend la forme :

(©n(0) P (2, f)fbs(l)@t(w»

x> Dp, D4|F,(z ZDq DY, |Ey(2)]? (9.2.13)
p

du module de @3 ;. [On peut observer en plus que

(E,(2) est normalisée par : Fj(2) = (1 — 2)%(1+by(1 —2) +...), comp.l’éq.(9.3.11)).
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Finalement, pour voir la positivité (unitarité) de la série principale des théories
conformes minimales, celle avec

(ay)? = % (9.2.14)

(d = 3,4,5,...) — voir les remarques dans le cours 5, éqs.(5.4.6), (5.4.6), il faut utiliser
le résultat pour les coefficients de 'algebre des opérateurs généraux, {®, .} :

(D(p’:p) , ))2 _ (C(p’,p) )N ' N2 N2 (9.2.15)

(n/,n)(m’,m) m/,;m*'p',p
ol
n'—1n—1

2 _ (i — pj)?
(Nww)® = TTTI Ty (9.2.16)

. ”l'—f (1 — zp’ r 1+ p(144) 55 T(L = jp)T(=1 + p(1 + j))
P —p'(+0) o TR = p(l+7))

et les coefficients C 5 Z ))(m/ "
sion (9.2.17), on trouve que tous les coefficients (N, )2, (Nprm)?, (Nyp)? dans
(9.2.15) sont positifs seulement pour les théories (9.2.14) et avec les indices n et n/

satisfaisant :

) beuvent étre trouvés dans [15]. En analysant 1’expres-

1<n/'<d, 1<n<d-1 (9.2.17)
)

(n n)(m ) sont réels

et de méme pour (m’,m), (p/,p). Dans ce cas, les coefficients D,?
et les fonctions symétriques

(P (0) Py, m(z)q)m’ (1)@ 5 (00))
o Z D21 ) (2] (9-2.18)

sont définies positives (cf. I'éq.(5.2.1), cours 5).

9.3 APPENDICE. Méthode indirecte du calcul
des coefficients de ’algebre des opérateurs pri-
maires, qui utilise ’analyse des fonctions de
correlation de quatre opérateurs.

Nous allons présenter et analyser dans ce cours la sous-algebre d’opérateurs
{®1,}, ou {®,1}. Le cas général de l'algebre des opérateurs {®, ,} peut étre
consulté dans les travaux [15]. Pour simplifier les équations, nous allons parfois
utiliser la notation ®,, pour un opérateur @, ,,.
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Dans ce dernier cours de la partie consacrée a la théorie conforme minimale,
la plupart des résultats seront énoncés sans démonstration de leur dérivation. En
principe, ils peuvent tous étre retrouvés soit par la généralisation des méthodes
présentées dans les cours précédents, soit en consultant les travaux [15]. Le but sera
de présenter les structures et les propriétés générales de la solution de la théorie
conforme minimale et non pas les détails du calcul.

Prenons I'exemple suffisamment significatif de la fonction de corrélation

(@,,(0) (2, 2) By (1) B, (00)) (9.3.1)

avec @,, = @, ,, etc. Et supposons en plus que m < n. Dans la représentation du
champ libre, nous allons avoir, pour cette fonction, des intégrales de contours de la
fonction de corrélation des opérateurs de vertex avec m — 1 insertions de 'opérateur

V_|_Z

m—1

[ 5 Vo OV )V (Vi (00 (01)e Vi 1) 20

J=1 J
= (z)%0rmorm (2 — 1)2%m Jioq(2) (9.3.2)
m—1 m—1 m—1
Jiep() = 1] / dvj [](0)"(v; = D"(v; = 2)° [ [ (0 = 0;)* (9.3.3)
=17% 5= i<d’

ol a = 20401, b=c=2a0,a1,, p= ai. Rappelons que &y, = 20 — a5, (Voir
1'éq.(7.1.32) du cours 7).
L’expression

s(b)s(a+b+c)
s(a+c)

L)+ S50 (9.3.49)

G(z2) = s(a+c)

que nous avons obtenu dans les cours 7,8 pour la partie principale de la fonction de
corrélation (@, PoPo®,,) se généralise, pour la fonction (9.3.1), de la fagon suivante :

m

G(z,2) = > XpIM(2)] (9.3.5)
p=1
avec
p—2 . .
. 14+a+jp)s(l+c+jp)
X — 1)) 5L 9.3.6
’ 11;[08(<j+ )p>8(2+a+0+(p—2+j)p) (9.3.6)

m—p—1

" s((i s(l+b+jp)s(=1 —a—b—c—2p(m—2)+jp)
1L G+ 0= = s v p =17 )

1=0

Remarquons que pour les expressions avec des produits, il faut utiliser la regle
H;:lo() = 1, comme par exemple dans le cas de Xl(m) ou X\™ . Les intégrales
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{I™(2)} sont définies de la facon suivante :

oo v1 Um—p—1 z Um—p+1 Um—2
:/ dvl/ d’l}g.../ dvm_p/ dvm_pH/ dvm_p+2.../ dv,—1
1 1 1 0 0 0
1

m—1 - m— m—1

X ) H —D'v;—2)° [ (=v)(z =) ] (v —v)*

J:1 j=m—p+1 AN

voir aussi la Fig.46. Ces intégrales sont liées avec les intégrales de contours {J5™ (2)},
éq.(9.3.3), Fig.(47), par les facteurs de phase :

Jém( )= Ap )[(m( ) (9.3.8)
T () T s(p)
L 1) 939

voir[15].
Pour faire le lien avec I'algebre des opérateurs, on a besoin des fonctions (de bloc
conforme) normalisées comme :

a1 nQ1,m 062 m _ m m
(2)20nmenm (2 — 1)20m [(M) () = NI™F™ (z) (9.3.10)
z2—0, szm)(z) = ()1 4+ a1z + a2 +...) (9.3.11)

Nous avons rajouté le facteur (z)201re1m(z — 1)2%m devant les intégrales, voir
1'éq.(9.3.2), pour que les exposants {7,} dans 1'éq.(9.3.11) soient liés directement
avec les dimensions conformes des opérateurs, voir I'analyse des exposants dans le
cours 5, égs.(5.1.16),(5.1.17).

Il est facile de vérifier a partir de ’éq.(9.3.7) que la constante de normalisation

Ném) dans 1'éq.(9.3.10) est donnée par le produit des intégrales :

m—p

Um—p—1 m—p
/ o, / dvs.. / dvmp <>“+C+2P<p D(wy - 1) [ (0 — )

1 S1 Sp—2 p—l p—l
X / d81 / dSQ... / dSp_l H(Sj)a(l - Sj)c H(Sj — Sj/)Qp (9312)
0 0 0 i=1 i<i’

Remarquons que la premiere intégrale est ramenée a la méme forme que la deuxieme
par un changement des variables v; — 1/v;. Les intégrales de ce type ont été calculées
par A.Selberg [18]. Le calcul par une méthode différente de ces intégrales et d’autres
intégrales plus générales est présenté dans I’Appendice de [15]. En particulier :

/dtl/ dts.. / dtkH 1—t5Ht—t

J<j’

T (G + 1)p) T+ a+ jp)T(1 + 5+ jp)

T2+a++(k—1+7p)) (9.3.13)

I
=

(9.3.7)
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['(z) est la fonction I' de Euler. En utilisant ce résultat, on trouve :

NI(’m) = jm—p(2 —a—b—c— Qp(m - 2)7 ba p).jp—l(av G p)

m—p—1

NG+ Dp)T(=l—a—-b—c—=2p(m—=2)+jp)l(1+b+jp)
= T P(=a—c=2p(p—1) = jp)

y 1:[ PG+ Dp) T +a+ip)L(1+c+jp)

T(p) T(Q2+atct+(p—2+))p) (9.3.14)

J=0

Avec les fonctions de bloc conforme {Fp(m)(z)} définies par les éqs.(9.3.10), (9.3.11),
la fonction de corrélation G(z, z) se présente sous la forme :

m

G(z,2) =Y SIM|F™(z)” (9.3.15)

P
p=1

ou

m) __ m m)\2 2(m—1
S = XL (N ()

p

:if L((j+1)p) T(A+a+jpl(1+c+jp)N(-1—a—c—(p—2+,)p)
LA =G +1p) T(ma=jp)l(=c—=jp) TQER+a+c+(p—2+j)p)

y ﬁ L((G+1)p) TA+b+jpl(=1—a—b—c—2p(m—2)+jp)
LL T1-0G+1Dp) T(=b—jp)l2+a+b+c+2p(m—2)—jp)

XF(1+a+c+2p(m—2)—(m—p—l—l—j)p)
T(a—c—2p(m—2)+ (m—p—1+j)p)

(9.3.16)

Pour arriver aux expressions (9.3.15), (9.3.16), nous avons utilisé les éqgs.(9.3.6) et
(9.3.14), la relation I'(2)I'(1 — z) = 7/s(z) et nous avons changé la normalisation de
G(z, %) par un facteur (I'(p))2m—1,

Pour le cas de la fonction (®,®,,P,,P,), éq.(9.3.1), et sa représentation par des
intégrales dans les égs.(9.3.2), (9.3.3), nous avons

a=2ar01, =(1—n)a’ =(1—n)p (9.3.17)

b=c=(1—-m)p (9.3.18)

Pour ces valeurs de parametres, on trouve, apres des transformations considérables
des produits, .
S},m> = S,(n,m;m,n) =C? Ch. (9.3.19)

o =11 (G +1Dp) PA—pn—1-5lA—pm—1-7j)I(-1+p(p+1+)))
T =G+ D) Tlpn—1=j)l(p(m—=1-7))  T2-pp+1+7)
(9.3.20)
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k-2

=11 L((G+1p) TA—=pm—1—j)I(-1+pn+1+)I'1—plp—1-7j))
" PA=0G+1p)  Dlp(m—=1-4)I2—pn+1+5)l(ep—1-7)
(9.3.21)

=0

ou

n+m-—p+1 l%_p+m—n+1

k= —
2 ’ 2

(9.3.22)
Le fait que les coefficients Sﬁm) dans 1'éq.(9.3.15) factorise sur un produit de C?,,
et CP . éq.(9.3.19), est en accord avec l'algebre des opérateurs que nous allons
discuter tout de suite. La différence entre C?, et CP . est produite par I'utilisation
de I'opérateur de vertex conjugué Vg, , (00) dans 'éq.(9.3.2) pour représenter ®,,(co)
dans 1'éq.(9.3.1). Cette asymétrie, qui existe dans la représentation des opérateurs
primaires par des opérateurs de vertex, sera expliquée un peu plus loin.
Pour z — 0

m ~ p —(An+Am—A4yp
Flg )(2) = (2)" = (2)7( ) (9.3.23)
voir les égs.(9.3.10), (9.3.11) et les remarques préliminaires sur I’algebre des opérateurs
primaires dans le cours 5. Pour la fonction (®,,P,,®,,®,), éq.(9.3.1), on trouve, pour
z—0:
(®2(0)By (2, )00 (1), (00)) ox Gz, 2)
= Z Sp(n, m;m, n)|z|"HATAR=R) (1 4 0(2, 7)) (9.3.24)

p

comme conséquence des égs.(9.3.15) et (9.3.23). Il faut comparer ce développement
avec 'algebre des opérateurs.
Pour z — 0 et pour le produit des opérateurs

B,(0)B,,(2, )Py (1) Py, (00) (9.3.25)

qu'on trouve dans la fonction (9.3.1), (9.3.25), on développe d’abord le produit
®,(0)D,,(z,2) :

D, ( (2,2) Z E |2(An+Am_Ap) (©,(0) + O(z, 2)) (9.3.26)

voir 1'éq.(5.1.14) du cours 5. Comme z4, Z4 — 00, il faut ensuite appliquer ®,,(1)
au produit (9.3.26) et faire le développement :

©,,(0) (2 ZW Ay (2p(0) 2 (1) + )

_ Z |z|2 7L+A,,L NS Z |1|2(AP+Am_Aq) (@q(0) +...)

= ZZ BEE miApmA,,) (g(0) +-..) (9.3.27)
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Finalement, on applique ®,,(z4, Z4)(24, 24 — 00) et on fait la moyenne :

(@ (0) P (2, 2) P (1) P (24, 24))

- Z Z |Z|2 AZ"lA:m <<(Dq<0)q)n<24, 54)> -+ )

Dy 1
— nm pm
Z |Z|2(An+A —Ap (|Z4|4A" + ) (9328)

Nous supprimons le facteur 1/|z4)**", comme nous I'avons fait en définissant la
fonction G(z, z), pour trouver :

G(z,2) x (9,(0)P (2, 2) Dy (1) Dy, (00))

nm pm
ZW A my (L) (9.3.29)

Nous avons utilisé dans (9.3.28)

1
<(I>q<0)c1)n<z4a 24)> = 5q,n’Z4|—MA4 (9330)
En comparant (9.3.29) avec (9.3.24) on trouve :
Sp(n,m;m,n) o< D Dy (9.3.31)
ou encore
ce,.Chyoc D2 Dl (9.3.32)

Il faut observer qu’avec la normalisation (9.3.30) des fonctions a deux points, les
coeflicients de I’algebre des opérateurs D? = sont symétriques dans les indices n, m et
p. Pour le voir, le plus facile est d’appliquer au développement (9.3.26) un troisieme
opérateur, disons @y, et de prendre la moyenne. Alors on trouve
Dy

(2(0)0 (2, (1)) = g 2

) (1+0(z2)) (9.3.33)
En comparant ce développement avec le résultat général pour la fonction a trois

points, cours 1, on trouve

k
Dnm
’2(A7L+AW_AI€) |Z23 | 2(A‘"L+Ak‘_A7L)

<(I)n<217 Zl)fbm<22, 22)(1)/%‘(2:37 23>> -

213 2Bnt A=A

(9.3.34)

d’ott on déduit la symétrie de D¥ . Donc, la partie droite de 1’éq.(9.3.32) peut étre
présentée comme (DP, )2

Ensuite, pour que la proportionnalité dans 1'éq.(9.3.32) devienne une égalité, il

faut normaliser de fagon adéquate la fonction G(z, z), égs.(9.3.5), (9.3.15), qui est

définie par des intégrales a partir des opérateurs de vertex correspondants de la

|212
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représentation d’un champ libre, éq.(9.3.2). Il n’est pas encore assuré que la nor-
malisation des opérateurs de vertex représentant les opérateurs primaires {®,} de
la théorie conforme minimale soit en accord avec la normalisation de 1'éq.(9.3.30).
A cause des interactions, qui sont présentes par l'insertion des opérateurs {V, (v;)},
1'69.(9.3.2), les opérateurs de vertex V,,, , (0), Va,,.(2,2), Vo, (1), Va,, (c0) peuvent
acquérir des normalisations non-triviales N,,, N,,, N, N5, de fagon que

G(z,2) = NyNy Ny N (D, (0) D, (2, 2) Py, (1) P, (00)) (9.3.35)
et par conséquence

S,(n,m;m,n) = CP CP. = AN,N,,N,,Na(D? )? (9.3.36)
ou A est une constante quelconque qui ne dépend pas de n, m,n.

Remarquons qu’avec notre technique du calcul

1

B | 210[4A1n

(Vo (21, 21)Vay . (22, 22)) (9.3.37)

D’autre part, avec I'’hypothese des normalisations non-triviales des opérateurs de
vertex, on doit avoir

(Vo (21, 20) Var o (22, 22)) = Ny No (@ (21, 21) D (29, 7)) = NulNay iy (9.3.38)
1277
Donc,
NN, =1 (9.3.39)
et ’équation (9.3.36) se réduit a
S,(n,m;m,n) = CP CE. = A(N,,)*(D?, )? (9.3.40)

Il reste encore & supprimer le facteur (N,,)? (et le coefficient indéfini A), qui est

caché quelque part dans les expressions (9.3.20), (9.3.21) des coefficients C?, , CP .
Pour cela, il suffit de diviser S,(n, m;m,n) par
Sy(m,m;n,n) =CL CL (9.3.41)

oll p = 1 correspond a l'opérateur d’identité I. Remarquons qu'on a 1 et 1 dans les
coefficients (9.3.41) car dans la représentation par des opérateurs de vertex, il y a
deux opérateurs d’identité :

I'opérateur d’identité simple

I = ‘/0 = 1, a=0ay1 = O, Aa:() =0 (9342)
et I'opérateur d’identité conjugué, non-trivial

I = Vi (2,2), a= a1 = 209, Agay =0 (9.3.43)
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Il est facile de justifier dans ’éq.(9.3.41),
Crm = (Nw)?, Chp=1 (9.3.44)

Finalement, au lieu des regles de proportionnalité (9.3.31), (9.3.32) on trouve :

(Dp )2 — Sp(n7m;m7/ﬁ’) — Cgmcfﬁnﬁ
rm Si(m,m;n,n) cl..

(9.3.45)

(En exercice, justifier que D} = 6, ,,. Justifier ensuite les éqs.(9.3.44), (9.3.45)).
Avec des transformations considérables sur les produits dans les expressions ( 9.3.20),
(9.3.21) pour C?, Cf;’ﬁ, on peut écrire les carrés des coefficients de ’algebre des
opérateurs sous la forme :

(Dp)? = (Ol ) 2Ny N2 (N)? (9.3.46)
Les coefficients C?_ sont définis dans 1'éq.(9.3.20), et N2, N2, Ng sont donnés par
s—1

o _ LA —Jp)l(=1+ (1 +7)p)
= =g re = am) (9347

7j=1
, o . . 0
Rappelons que pour les expressions avec des produits, il faut utiliser la regle [ | i1 (...)=
H]_:lo() = 1, voir le commentaire apres 1'éq.(9.3.6).
11 faut encore remarquer que (9.3.46) est une des formes possibles parmi plusieurs
pour écrire les coefficients D? . Par exemple, la symétrie de D = par rapport aux

permutations des indices n, m, p n’est pas explicite dans la forme (9.3.46).
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