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Note a lintention des lecteurs.

Un cours intitulé « Bruits et Signaux», devrait idéalement comporter au
moins deux parties, une partie traitant des statistiques des variables aléatoires,
et une autre partie traitant des statistiques des processus stochastiques. On ne
trouvera ici que la partie concernant les variables aléatoires, mais les principes de
base exposés ici seront un bagage précieux pour quiconque voudra bien aborder
des problemes plus complexes.

Quelques chapitres contiennent des programmes écrit en FORTRAN dont le
but est d’illustrer tel ou tel point qui vient d’étre traité. L’auteur a la conviction
que de tels programmes possédent une valeur pédagogique mais il est également
persuadé qu’ils sont imparfaits, en conséquence il décline toute responsabilité
en cas d’usage de ces programmes.

C’est un plaisir de remercier ici D. Alloin, J. Ballet, L. Carter et les étudiants
de I’école doctorale d’ile-de-France pour leurs lectures critiques de ce texte.
Je tiens tout particulierement a remercier Francoise Launay pour avoir relu
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Tous commentaires, corrections de fautes de frappe etc... sont vivement en-
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Meudon le 15 octobre 1998
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Premiere partie

Eléments de théorie des
probabilités.






Chapitre 1

Espaces probabilisés.

La base fondamentale du calcul des probabilités est la théorie de la mesure
élaborée par Borel et Lebesgue au début de ce siecle. On doit a Kolmogorov,
dans les années 1930, d’avoir reconnu qu’une probabilité se concevait en tant que
«mesure » d’une certaine classe d’événements. Avant cette date la théorie des
probabilités n’avait pas le statut de théorie mathématique cohérente et certaines
notions comme celle de probabilité conditionnelle restaient assez vagues.

1.1 Les axiomes de Kolmogorov.

Suivant Kolmogorov, un espace probabilisé est un triplet (Q,%B, Pr) consti-
tué: 1) d’un ensemble Q dont les éléments w sont appelés €vénements élémen-
taires; 2) d’une classe B possédant une structure dite de tribu dont les éléments
sont appelés événements; et 3) d’une mesure normée Pr dite de probabilité sur
les éléments de cette tribu.

On rappelle qu’une classe est un ensemble de parties (c’est-a-dire de sous-
ensembles ) d’un ensemble.

1.1.1 L’ensemble Q.

L’ensemble Q est dit ensemble des épreuves. Ses éléments w sont toutes
les issues possibles d’une expérience soumise au hasard. Ces issues ou événe-
ments élémentaires ou encore événements atomiques sont de nature abstraite.
Ce sont par exemple, les cotés d’une piece de monnaie dans le jeu de pile ou
face, Q = {pile, face}, ou les caractéres génétiques d’un individu, Q ={yeux
bleus, yeux verts,... cheveux blonds, cheveux roux,...}. Un grand nombre d’ex-
périences suscitent des événements élémentaires de nature éminemment numé-
rique, comme le jet d’un dé & 6 faces, Q = {1,2,3,4,5,6} ou la mesure de la
taille d’un individu, dont le résultat est un réel strictement positif, @ = Rt.

Les notions introduites par la théorie des ensembles s’appliquent naturelle-
ment a ’ensemble Q, a ses éléments et a ses parties, mais la théorie des proba-
bilités utilise une terminologie particuliére, résumée par le tableau 1.1.
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Notation Terminologie ensembliste ~ Terminologie probabiliste
w e élément événement élémentaire
ACQ partie, sous-ensemble événement
Q partie pleine événement certain
%] partie vide événement impossible
ANBouAB intersection de A et B A et B sont simultanés
AUB réunion de A et B A et/ou B est réalisé
Q — A ou A° complémentaire de A événement contraire de A
ACBouA=10B A est inclus dans B A implique B
AB=g A et B sont disjoints A et B sont incompatibles

TaB. 1.1: Tableau comparatif des terminologies ensembliste et probabiliste, ins-

piré de Charles B. et Escoufier Y., (1971) [16].

1.1.2 La tribu *B.

Une tribu est un ensemble dont les éléments sont des parties de Q. Cet
ensemble sera appelé tribu si ses éléments obéissent a un certain nombre de
régles définies ci-apres. Les parties de € appartenant & une tribu seront appelés
événements. On notera habituellement les événements de Q par des capitales
romaines: A, B, ... et par le symbole {Ax}, (k= 1,...,00), une suite d’événe-
ments de €.

Opérations sur les événements. On suppose que 'on a défini entre événe-
ments deux opérations commutatives et associatives notées U et N, distributives
I'une par rapport a l’autre:

AUBNC)=(AUB)N(AUC), ANBUC)=(ANB)UANC). (1.1)

De plus il existe deux événements particuliers appelés événement certain et évé-
nement impossible, notés respectivement €2 et @. Ce sont les solutions uniques
des équations suivantes :

AUG=A, ANB =0, AUQ=Q, ANQ=A. (1.2)

Enfin il existe une opération de complémentarité qui a un événement A lui
associe ’événement A° dit événement contraire. Cet événement est ’unique
solution des équations suivantes :

AUA®=Q, AnA®=g, (A°)°=A. (1.3)

Il résulte de ces définitions que Q° = @ et @° = Q, et que les opérations U
et N satisfont la régle de « de Morgan » :

(AUB) = A°NB°, (ANB)° = A°UB°. (1.4)

Le sens qu’il convient de donner a ces opérations est le suivant: on dit que
I’événement A U B est réalisé si I'issue w de I’épreuve appartient a A ou a B

WwWEAUB < weEAouw€ B, (1.5)
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on dit que I’événement A N B est réalisé si w appartient a A et & B,
WEANDB < wcAetweB. (1.6)

On note habituellement AB 1’événement A N B et on dit que les événements
A et B sont simultanés. Si AB = @, on dit que A et B sont des événements
incompatibles, dans ce cas leur union est souvent notée A + B.

Remarque 1.1. La démarche qui consiste & admettre que si I’événement A manque de
se réaliser, c’est que sont contraire A s’est réalisé, ne s’est imposé aux esprits qu’au
XVIII€ siecle. 1l semble que ce soit Th. Bayes qui, le premier, ait admis 1’équivalence
entre ’échec d’un événement et le succes de son contraire (voir, A.I. Dale § 2.3 [18]).

Systéme complet d’événements. Une suite d’événements {A;} forme un
systéme complet d’événements si les éléments qui la composent sont non-vides,
deux & deux incompatibles, et si leur union (éventuellement infinie) recouvre
tout €, c’est-a-dire si:

Vij=1,...,00,i#j; A4A; =02 et [|JA=0Q. (1.7)
k=1

Ainsi tous les événements élémentaires w de  appartiennent & un et un seul
événement d’un systéme complet.

»Exemple 1.1. Systémes complets sur des espaces des épreuves finis. Si Q2 n’est
formé que du seul événement élémentaire wi, il n’y a qu’un seul systéme complet :
{{w1}};sin = 2,1l y a deux systemes complets : {{wi,w2}} et {{w1}, {w2}};sin=3

ilyenas: {{wi,w2,ws}}, {{w1, w2}, {ws}}, {{w1,ws}, {w2}}, {{w2,ws}, {w1}} et enfin
{{w1}, {w2}, {ws}}. Voir exercice 1.2

Algébre d’événements. Pour qu’un ensemble d’événements de €2 soit une
tribu, il faut d’abord qu’il soit une algébre de Boole. Un ensemble d’événe-
ments A constitue une algébre de Boole, ou plus simplement une algébre, si les
conditions suivantes sont satisfaites:

Al: Qe A

A2: AcA=>A°cAdoncd=0Q°e A

A3: A, Ave A= AjUAs € Adone A1 4y = (AU A e A

» Exemple 1.2. Quelque soit €2, on a toujours les deux algtbres suivantes :
P(Q), Uensemble des parties de €,
G(Q2) = {e,0},

P(R) est dite algebre discréte et G(Q) algebre grossiére.

Pour les ensembles Q formés d’un nombre fini d’éléments, il n’y a aucune
difficulté a considérer n’importe quelle partie de {2 comme constituant un événe-
ment. En revanche, pour des ensembles 2 infinis, il n’est pas possible d’affecter
une mesure cohérente & toute partie de € (voir remarque 1.2). Il faut donc
définir une structure susceptible de comprendre la classe des parties de Q ( pour
le cas fini), mais pas uniquement celle-ci. On doit, d’un coté, restreindre les
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parties de Q qui peuvent appartenir a la structure a celles qui conduisent & une
mesure cohérente ; mais, d’un autre coté, cette structure doit étre suffisamment
riche de facon a inclure des événements aussi intéressants que ceux portant sur
des limites de suites infinies d’événements ( voir exemple 1.5). Ce double objectif
a été atteint par Kolmogorov qui a introduit la notion de tribu dans un ouvrage

paru en 1933 [43].

Tribu d’événements. L’algébre A devient une tribu B (ou c-algébre) si
l'union d’une infinité dénombrable d’événements est aussi un événement. C’est-
a-dire:

(o]
B3: A, €B,(k=1,...,00) = | JAeB

k=1
Il résulte des axiomes que I'intersection d’une suite infinie d’événements appar-
tenant & une tribu, appartient aussi a la tribu:

Ay €B, (k=1,...,00) = [| A €B. (1.8)
k=1

On remplace souvent I’axiome A2 par la formule (1.8), et les axiomes défi-
nissant une tribu d’événements deviennent alors:

Bl: Q€ 9B,

B2: A, € B, (k=1,...,00) = [ A €SB,
k=1

B3: A, €B,(k=1,...,00) = | ] A €B.
k=1

Remarque 1.2. Cette fagon de définir une tribu permet de faire un paralléle intéres-
sant entre une tribu d’événements et une topologie d’ouverts ( voir § B.2.1, page 317 ).

On notera, en particulier, que ’on autorise les réunions infinies non dénombrables
d’ouverts alors que 'on n’autorise que les réunions d’une infinité dénombrale d’évé-
nements. Une telle restriction vient de la théorie de la mesure et répond au souci de
donner une mesure cohérente aux parties de € entrant dans la tribu. Si © = R?, on
peut donner une mesure & une surface, en cm? par exemple, mais un volume est une
réunion continue de surfaces, et admettre cette réunion dans la tribu conduirait a
mesurer des volumes en cm?, ce qui est physiquement incohérent. L’appartenance a
une tribu assure a tous ses membres la possibilité d’avoir une mesure homogene.

» Exemple 1.3. Les classes de parties suivantes sont des tribus de Q:

1. P(f2), Pensemble des parties de 2. C’est utile pour le cas fini, cela I’est moins
pour le cas infini.

2. G() ={@,}, la tribu grossiére.

3. Si les événements A; forment un systéme complet dénombrable, la classe des
unions des A; forment une tribu. Par exemple tous les événements suivant ap-
partiennent a cette tribu:

Ay, Az, As, ...
Ay U Az, Ay U A3, Ay UA,, AU As, ...
At UA U Az, Ay UA U Ay, Ay UA U As, Ay U As U Ay, ...
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4. On montre que pour toute classe de parties de €2, il existe une plus petite tribu
(au sens de 'inclusion ) qui contienne cette classe. On I'appelle tribu engendrée
par la classe.

1.1.3 La mesure de probabilité Pr.

Un espace tel que Q pour lequel on a défini une tribu est appelé espace
mesurable, pour que 2 devienne un espace probabilisé€ il faut définir de plus une
mesure particuliére appelée probabilité. Une probabilité Pr est une application
qui associe un nombre & un événement d’une tribu B et qui posséde les propriétés
P1, P2 et P3 suivantes:

Pl: AeB = Pr{A} >0 (positivité.)

La probabilité doit étre additive pour des événements incompatibles, c’est-a-
-dire: AB = @ = Pr{AUB} = Pr{A} + Pr{B}. Il faut de plus qu’elle
soit o-additive, c’est-a-dire que si la suite dénombrable Ay, (k = 1,...,00) est
composé d’événements disjoints, alors:

P2: Pr{ U Ak} = Z Pr{Ax} (additivité dénombrable.)
k=1 k=1

Pour que la mesure Pr soit une probabilité il faut, finalement, qu’elle soit nor-
malisée :

P3: Pr{Q} =1 (normalisation.)

1.1.4 Exemples

Lorsqu’il s’agit d’utiliser dans le monde réel le modéle théorique exposé ci-
dessus, 1l se pose alors le probléme du choix de chacun des termes du triplet
(€2,B, Pr). Ce choix n’est pas imposé par la théorie des probabilités, il est le
résultat d’une analyse critique du phénomeéne que 1’on cherche & modéliser.
De vigoureux débats ont eu lieu par le passé entre les avocats de tel ou tel
modele. Dans une certaine mesure ce débat dure encore aujourd’hui, et porte
sur le probléme de I'interprétation pratique de la notion de probabilité ( voir
remarque 1.3, page 11).

»Exemple 1.4. Espace fini. Si Q contient un nombre fini d’éléments, la tribu B
est presque toujours formée des parties de €2 et la mesure de probabilité Pr est souvent
constante. La plupart du temps on a d’ailleurs choisi £2 pour qu’il en soit ainsi.

Dans I’expérience du jet de 2 dés a 6 faces, on peut choisir les modéles suivants.

1. Q est formé de tous les couples ordonnés formés par les chiffres portés par les
dés: Q = {1,2,3,4,5,6}>. La tribu est formée des parties de Q, par exemple
A= {(1,3),(3,1),(2,2)} = «la somme vaut 4». La mesure de probabilité est

égale a %, pour tous les éléments de 2. Dans ce modele, les dés sont discernables.

2. On peut accepter une description moins fine du phénomeéne en ne considérant que

la somme des chiffres portés sur les dés. On a Q = {2,3,4,5,6,7,8,9,10,11, 12}
etPr—{i 2 2 4 5 6 5 4 3 2 1
= 1367367367367 36736736367 367 36" 36"

3. On peut aussi choisir le modele, Q = {1,2,3,4, 5,6, « cassé » }* pour lequel il n’y
a pas de mesure de probabilité intuitive.
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4. Un choix moins heureux aurait été celui défendu par le « Chevalier de Méré» !

ou les dés sont indiscernables. On aurait Q = {2,3,4,5,6,7, 8,9,10,11,12}, et
Profdl 1 2 2 & 8 3 2 2 1 1
= 1271731217217 21721 217 217 217 21 214"

Le modele 4 ne correspond pas & 'idée que I’on se fait de I’expérience en question? et
il n’est pas confirmé par la pratique. Pour le modeéle 3, on obtient un modéele utilisable
en rejetant ’événement «cassé» hors de 2. Le modele 2 est apres tout celui dont
on doit souvent se contenter dans le monde réel : on ne connait pas toujours tous les
parametres d’une expérience. Le modele 1 est le bon modéle mais il est rare que 'on
ait affaire a un cas si pur.

» Exemple 1.5. Espace infini. Considérons le jeu de «pile ou face» infini. Un
événement élémentaire w est constitué d’une suite infinie de «pile» et de «face».
Affectons a «pile » la valeur 1 et a «face» la valeur 0. Posons Xn(w) égal a l'issue du
n¢ tirage, X,, = 1 si on a obtenu «pile » au n€ tirage, X,, = 0 si c’est «face».

On choisit pour espace des épreuves, toutes les suites infinies de 0 et de 1: Q =
{0,1}°°. On peut alors considérer un événement élémentaire comme la partie fraction-
naire écrite en binaire d’un nombre réel z appartenant a I'intervalle [0,1[. On peut
choisir pour algebre des d’événements les familles de parties de €2 suivantes :

1. Les intervalles quelconques ( ouverts, fermés et semi-ouverts ) de [0, 1]. Ce choix
peut étre utile si le but du tirage aléatoire est de déterminer «au hasard » un
nombre z compris entre 0 et 1.

2. Si l'on s’intéresse plutét a des questions comme « quelle est la probabilité en
fonction de n d’obtenir & piles consécutifs au cours de n tirages 7» on aura
intérét & choisir Vn, la famille des parties de {0, 1}". Par exemple, pour n = 1
et n =2, on a les familles de parties P;(f2) et P>(£2):

Pl(Q) = {12!7 {0}7 {1}7 {07 1}} )
P (Q) ={(2,2),(2,{0}), (2,{1}), (2, {0,1}), ({0}, &),..., ({0,1},{0, 1})} .

Il est clair que ces familles constituent des algebres, mais il existe des événements
«intéressants » qui ne sont pas dans ces algébres. Par exemple ’événement L, qui
concerne ce que ’on appelle la loi des grands nombres:

_ N
L_{w|nh_r)n00;ZX.(w)_2}.

=1

Un événement élémentaire w appartient a L si le nombre moyen de « pile » est égal au
nombre moyen de «face» lorsque le nombre d’épreuves croit au dela de toute limite.
Par exemple, si z € [0, 1] représente 'issue d’une épreuve, les deux rationnels = % et

1

r = % appartiennent a L, il semble bien que 7 appartienne aussi a L, en revanche z = 7
n’y appartient pas. Quoi qu’il en soit?, L n’appartient pas & I'une ou I'autre des deux
algeébres définies ci-dessus mais, L est exprimable a ’aide d’unions et d’intersections

dénombrables d’éléments de ces algebres. C’est donc un événement. En effet, on a:
[SSINe] 1 2k
r= AUkl S xw =1,
n=1k=n i=1

La probabilité de L vaut soit 0 soit 1, elle ne vaut 1 que si le jeu est équitable,
c’est-a-dire si: Pr{«pile »} = Pr{«face»} = %

1. Voir la lettre de Pascal a Fermat du 29 juillet 1654 [56].

2. Ce n’était pas le cas de Leibnitz qui, comme Méré, pensait que 11 était aussi probable
que 12 car il ne distinguait pas l'issue (5,6) de l'issue (6,5).

3. Borel a montré en 1909 que presque tous les nombres réels étaient « normaux», c’est-a-
-dire que les proportions des chiffres formant ces nombres, exprimés en quelque base que ce
soit, étaient égales. Pour nous cela veut dire que presque tout les z appartiennent a L
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1.1.5 Ensemble de mesure nulle.

Etant donné un espace probabilisé (2,8, Pr), on dit que ’événement A € B
est de mesure nulle si Pr{A} = 0. On dira que ’événement A est presque stir
si Pr{A°} = 0, c’est-a-dire si I’événement non-A posséde une mesure nulle. De
meéme on dira qu’une propriété a lieu presque partout relativement a Pr si le
sous-ensemble A des w qui vérifient cette propriété est un événement presque-
sur. Autrement dit, une propriété a lieu presque-partout si sa non-satisfaction
possede une probabilité nulle de se réaliser.

1.2 Probabilités conditionnelles.

Lorsque I’on ne possede pas d’information sur un événement A, autre que
c’est bien un événement (A € B), les probabilités qui satisfont les axiomes
ci-dessus sont dites probabilités a prior:. Si’on a connaissance de la probabilité
d’un événement B, il est possible de définir une autre mesure Prp, définie par
rapport a Pr{B}:

(1.9)

Si Pr{B} # 0, il est facile de vérifier que cette nouvelle mesure satisfait les
axiomes P1, P2, P3 et que par conséquent c’est une probabilité. De telles pro-
babilités sont appelées probabilités a posteriori ou probabilités conditionnelles
(conditionnellement & B). On note plus couramment Pr{A| B} cette probabilité,
ce qui autorise I’écriture :

Pr{AB} = Pr{B} Pr{A|B} . (1.10)

Pr{A|B} se dit probabilité de A sachant B. Cette mesure n’est autre que la me-
sure normalisée de la partie de A qui est incluse dans B. La probabilité a priori
Pr{A} est en général différente de la probabilité conditionnelle Pr{A|B}, cette
différence révele ce que 'on appelle un effet de sélection ou conditionnement.

L’interprétation pratique des probabilités conditionnelles est particuliere-
ment simple lorsque ’espace des épreuves €2 est fini et lorsque des considérations
de symétrie permettent d’affecter une probabilité égale a tous les événements
élémentaires w de . Dans ce cas, la probabilité conditionnelle n’est autre que
la proportion des w de A qui sont dans B.

Formule de Bayes.

De la méme facon que ’on a défini une probabilité conditionnelle Pr{A|B},
on peut, sous réserve que Pr{A} # 0, définir Pr{B|A}. Il vient alors: Pr{AB} =
Pr{B} Pr{A|B} = Pr{A} Pr{B|A} d’ou la formule dite de Bayes:

Pr{A|B} Pr{B}

Pr{BlA} = =0

(1.11)

Les idées conduisant a cette formule ont été introduites pour la premiere fois
par Th. Bayes dans un essai posthume publié en 1764 [4].
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Formule de « probabilité des causes ».

La formule de Bayes est utilisée dans un contexe o A représente une donnée
connue et B une conjecture sur I’état de la nature susceptible d’avoir conduit a
A. Notons plutot X ’événement qui représente ’ensemble des données connues
sur «1’état de la nature », et par Hg, Hq, ..., H, différentes conjectures sur cet
état. La formule de Bayes s’écrit alors:

PI'{X|HZ} PI’{HZ}
Pr{X}

Pr{H;|X} = (1.12)
La probabilité a posteriori Pr{H;|X } est la probabilité pour que la nature soit
dans ’état i étant donné 'information X que l'on a sur elle, Pr{H;} est la
probabilité a priori pour que la nature soit dans cet état i et Pr{X|H;} est la
probabilité d’obtenir X lorsque ’on suppose que la nature est dans I’état ¢. Cette
derniére probabilité recoit le nom de vraisemblance de ’hypothese H; vis-a-vis
des données X.

Si les hypotheses Hy, ..., H, forment un systéeme complet d’événements dis-
joints, c’est-a-dire si une et une seule d’entre elles est vraie, alors Pr{X} peut
g’écrire : Pr{X} = Pr{U_, X H;} et d’aprés ’équation (1.10) et I’axiome P2 il
vient :

PI'{X|HZ} PI’{HZ}
>oizy Pri{X|Hi} Pr{H;}

Pr{H;|X} = (1.13)
Cette formule appelée formule de la probabilité des causes permet de calculer
les probabilités a posteriori connaissant les probabilités a prior: et les vraisem-
blances des diverses hypotheéses vis-a-vis de I'information représentée par X.

»Exemple 1.6. Modéle des urnes. 1l est traditionnel de représenter les divers
« états de la nature » par des urnes contenant des boules blanches et des boules noires
en diverses proportions. Considérons un probleme a deux états :

1. suivant I’hypothese Ho, 'expérimentateur a devant lui I'urne n° 0 contenant
autant de boules blanches que de boules noires ;

2. suivant I’hypothése Hi, il a devant lui I'urne n°1 contenant trois fois plus de
boules noires que de boules blanches.

On a placé une urne au hasard devant ’expérimentateur et il en a extrait une boule
noire. On demande la probabilité pour que I'urne d’ot1 a été extraite la boule soit
respectivementment 1'urne n° 0 ou 'urne n° 1.

La donnée X sur I’état de la nature est la boule noire extraite de I'urne, il est facile
de trouver les vraisemblances des diverses hypothéses. Si I'urne choisie est 'urne n° 0,

L. si c’est 'urne n° 1 cette probabilité

la probabilité d’en extraire une boule noire est 3 ;

vaut %, on a donc :

Pr{X|Ho} = % Pr{X|H.} = %

Si les urnes ont été choisies a « pile » ou «face », par exemple, on a les probabilités a
priori: Pr{Ho} = Pr{H:} = 1, et on en déduit les probabilités a posteriori demandées

X
+

X

Pr{Ho|X} =

NI NI

=2, Pr{m|x}=

NN

3
E-

SIS
ESIEISIE

X X X

N[

1 1
2 2
L’information X est marginalement favorable a ’hypothése que 'urne placée devant
I’expérimentateur était I'urne n° 1. Ce résultat dépend fortement des valeurs attribuées

aux probabilités a priore.
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Remarque 1.3. Utilisation bayesienne de la formule de Bayes. La formule de Bayes et
celle de la probabilité des causes sont des conséquences assez élémentaires des axiomes
de définition, en cela elles ne sont pas criticables. Un probléeme apparait cependant
lorsqu’on veut les utiliser pour valider telle ou telle hypothése H; au vu des données X .
Une telle opération n’est possible que si I'on connait les probabilités a prior: Pr{H,},
c’est-a-dire, la probabilité pour que la nature soit dans ’état : en l’absence de toute
information sur elle.

Les praticiens se séparent en une école classique qui refuse d’affecter une valeur
aux probabilités a priori et une école bayesienne qui 'accepte en élargissant la notion
de probabilité a celle de plausibilité. Selon cette école, la probabilité élargie a la plau-
sibilité mesure un degré subjectif de croyance envers 1’état de la nature avant toute
expérimentation. Un tel point de vue est discutable mais il est opérationnel dans le
sens ou les probabilités a priori et 'information X permettent de calculer des probabi-
lités a posteriori qui deviendront les probabilités a prior: relativement a une nouvelle
information X'. L’arbitraire initial est en quelque sorte « oublié » au fur et & mesure
que ’on gagne de l'information.

1.3 Evénements indépendants.

Nous dirons que deux événements A et B sont indépendants si, et seulement
si, on peut écrire :

Pr{AB} = Pr{A} Pr{B}. (1.14)

Si I’événement B n’est pas ’événement impossible, Pr{B} n’est pas nul et
il vient d’aprés (1.11): Pr{A|B} = Pr{A}; réciproquement, si Pr{A} # 0,
on a Pr{B|A} = Pr{B}. Ces relations sont conformes & la notion intuitive
d’indépendance : si A et B sont indépendants, alors la réalisation de I’un n’affecte
pas les chances de 'autre.

Trois événements indépendants. Les trois événements A, B, C sont dit
mutuellement indépendants si, et seulement si, ils satisfont les deux conditions
suivantes :

Pr{AB} = Pr{A} Pr{B}, Pr{AC} = Pr{A} Pr{C}, Pr{BC} = Pr{B} Pr{C},
(1.15a)

Pr{ABC} = Pr{A} Pr{B} Pr{C}. (1.15b)

La premieére condition définit seulement I’'indépendance deur d deux des évé-
nements, la seconde condition ajoutée a l'indépendance deux a deux permet
d’écrire :

Pr{AB} Pr{C} = Pr{AC} Pr{B} = Pr{BC} Pr{A} = Pr{A} Pr{B} Pr{C}, (1.16)

qui exprime qu’un événement quelconque est aussi indépendant de la réalisation
simultanée des deux autres. Il est facile de montrer qu’il est aussi indépendant
de la réalisation de I'un ou de 'autre des événements restants. Montrons, par
exemple, que Pr{A(BUC)} = Pr{A} Pr{BUC}.

On a Pr{A(BUC)} = Pr{AB} + Pr{AC} — Pr{ABC} = Pr{A}(Pr{B} +
Pr{C}—Pr{BC}) = Pr{A} Pr{BUC}.
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Il n’y a aucune raison pour que des événements deux & deux indépendants
soient mutuellement indépendants. Un exemple ou trois événements sont deux
a deux indépendants mais non mutuellement indépendants est donné sur la
figure 1.1.

o
v

Q

Fia. 1.1: Les trois événements A, B, C sont deux a deux indépendants, mais ils
ne sont pas mutuellement indépendants. On a Pr{A} = 0.1, Pr{B} = 0.1 et
Pr{C} = 0.3, les probabilités des huits parties définies par les événements A, B
et C' sont indiquées sur la figure. On vérifie que Pr{AB} = 0.01 = Pr{A} Pr{B},
Pr{AC} = 0.03 = Pr{A} Pr{C} et Pr{BC} = 0.03 = Pr{B} Pr{C} mais on a
pas Pr{ABC} = Pr{A} Pr{B} Pr{C}.

Finalement on définit I'indépendance mutuelle d’un nombre quelconque d’évé-
nements.

Définition 1.1. Les n événements Ay, ..., A, seront dit mutuellement indé-
pendants, si, et seulement si, pour toute combinaison (i1, %a, . . ., i) de k indices
(1 < k < n) extraite de la suite (1,2,...,n), on a:

PI'{AZ'IAZ'2 B Azk} = PI’{Ail} PI’{Ai2} . ~PI'{AZ'k} . (117)

Ceci exprime que les événements sont k & k indépendants (1 < k& < n),
c’est-a-dire :
Pr{AilAig} = PI’{A“} PI’{A22} )
Pr{AilAizAia} = Pr{All} Pr{Alz} Pr{Als} )

PI’{AlAQ .. An} = PI’{Al} PI’{AQ} . PI’{An} .

L’exemple ci-dessous montre que la derniére condition n’implique pas néces-
sairement les précédentes.

»Exemple 1.7. Dans le jeu de pile ou face Q = [P, F]® ou l'on jette 3 pieces de
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monnaies, on considére les événements :

A= {PPP,PPF,PFP,PFF},
B = {PPP,PPF,PFP,FPP},
C = {PPP,FPF,FFP,FFF}.

Si le jeu est muni de la probabilité uniforme (jeu équitable ), on a bien Pr{4, B,C} =
Pr{A} Pr{B} Pr{C} = %, mais Pr{A, B} = £ n’est pas égal & Pr{A}Pr{B} = I et
les événements ne sont pas indépendants.

1.4 Exercices

Exercice 1.1. Régle de de Morgan. Démontrer la régle de de Morgan (1.4) en
notant bien les hypotheéses auxquelles il est nécessaire de faire appel. On considérera
pour cela ’événement C' = A° N B°. Démontrer également que les opérations U et N
sont idempotentes, c’est-a-dire que AUA=ANA = A.

Exercice 1.2. Soit © un ensemble des épreuves formé de n événements élémentaires :
{wi,...,wn}. On désigne par T, le nombre de systémes complets différents qu’il est
possible de construire sur €2. On ne considérera pas comme étant différents deux évé-
nements qui ne different que par ’ordre de leurs éléments.

Que valent Ty, To, Ts, Ty, Ts et Te ?

Montrer que Tn41 =1+ EZ=1 CﬁTk. Vérifier que Tho = 115975.

Finalement montrer que :

(o)
Tk & @)
1—|—E —z" =e° .
n!
k=1

Exercice 1.3. Siles événements Ay, (k =1,...,n) appartiennent & une algébre A,
montrer que 1’événement Uj_, Ay appartient aussi a A.

Démontrer I’équation (1.8), c’est-a-dire: si les événements Ax, (k=1,...,00) ap-
partiennent & une tribu 9B, alors I’événement N;2, Ax appartient aussi a la tribu.
Exercice 1.4. Soit un ensemble des épreuves Q contenant un nombre fini n d’évé-
nements élémentaires. Montrer que le nombre d’événements de la plus petite algebre
sur  est égal & 2". On note 2% cette algebre.

Exercice 1.5. Par définition une suite d’événements {Dy} est dite décroissante si:
Vn; Dpy1 C D,. On appelle limite de cette suite ’ensemble : klim Dy def ﬂ;ozl Dy.
— 00

Montrer que, si {Ax} est une suite d’événements disjoints, on peut alors remplacer
laxiome P2 par les deux axiomes équivalents suivants :

n n
P2a: Pr{ U Ak} = S"Pr{Ai}, (additivité finic),

k=1 k=1
P2b: lim D, =@ = lim Pr{D,} =0, (continuité au vide.)

Exercice 1.6. Convexité de Pr. Montrer que si les événements A, sont quel-
conques ( c’est-a-dire non nécessairement disjoints ), on a:

Pr{U AJ} = Pr{A:} + Pr{A{ Ao} + Pr{AfASA:} +--- < 3 Pr{4,}.

Exercice 1.7. Soient des événements A;, As,..., A, et une mesure de probabilité
Pr. Montrer que ’on peut écrire :

Pr{AlAg e An} = Pr{Al} PF{A2|A1} PF{A3|A1A2} s Pr{An|A1A2 e An—l} .
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Exercice 1.8. Deux événements incompatibles peuvent-ils étre indépendants ?

Exercice 1.9. Montrer que, si A et B sont deux événements indépendants, alors A
et B¢ sont indépendants ainsi que A° et B et finalement A€ et B°.

Exercice 1.10. On définit I'indépendance de deux événements A et B de la facon
suivante : A et B seront dit indépendants si Pr{A|B} = Pr{A|B°}. A quelles conditions
cette définition est-elle équivalente & celle donnée par la formule (1.14) 7



15

Chapitre 2

Variables aléatoires.

La notion de variable aléatoire permet de créer une relation entre un espace
probabilisé et un espace mesurable. La mesure de probabilité qui fait défaut a
I’espace mesurable est définie grace au lien établi entre les deux espaces. Par ce
biais, I’espace qui n’était que mesurable devient lui aussi probabilisé.

L’espace mesurable est presque toujours ’espace arithmétique R ou R™. Dans
ce cas la variable aléatoire présente le grand intérét pratique d’associer des
nombres & une expérience soumise au hasard dont les issues sont abstraites.
Pour un expérimentateur 1’espace probabilisé est le phénomeéne étudié et I’espace
mesurable I’ensemble de tous les résultats chiffrés des expériences portant sur
le phénomene en question.

2.1 Une variable aléatoire.

Considérons un espace probabilisé, c’est-a-dire un triplet formé d’un en-
semble des épreuves 2, d’une tribu d’événements B et d’une mesure de proba-
bilité Pr. Soit w un événement élémentaire de 2, associons-lui un nombre réel
X al’aide d’une application &.

E:QR. (2.1)

Afin d’alléger ’écriture, on notera de fagon identique ’application et le réel qui
en est le résultat, soit: X = X (w).

L’espace R est muni d’une tribu qui contient les intervalles du type : | —o0, z].
Pour que l'application X soit une variable aléatoire il faut que I'image inverse
des intervalles | — oo, #] soit un événement. Soit A, cette image inverse, par
définition A, est ’ensemble des w dont I'image par X appartient a l'intervalle
en question :

Ap = X7 = 00,2]) T {w | X (w) €] — 0,2} (2.2)

Ainsi X est une variable aléatoire si, et seulement si, A, est un événement,
c’est-a-dire : A, € ‘B.

» Exemple 2.1. Indicatrice d’un événement. L’indicatrice 14 d’un événement A
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est une variable aléatoire qui vaut 1 si A est réalisé et 0 dans le cas contraire :

1 siwe€A;
lA(w):{O sinAj (2:3)

L’indicatrice de A est clairement une variable aléatoire car @, A° et 2 sont des événe-
ments.

»Exemple 2.2. Nombres pseudo-aléatoires. Dans une certaine mesure on peut
considérer qu’'un programme censé fournir des nombres au hasard se comporte comme
une variable aléatoire X . Les nombres qu’il délivre sont les valeurs x prises par cette
variable.

L’association, par la pensée, d’une variable aléatoire avec un programme permet
parfois de clarifier certaines notions du calcul des probabilités. Par exemple, nous
verrons plus bas ’équation : Pr{X < z}, qui pourra s’interpréter comme la probabi-
lité pour que le programme X fournisse des nombres ne dépassant pas la valeur z.
Une image semblable se révélera également utile lorsque I'on étudiera au chapitre 7 la
convergence d’une variable aléatoire vers une autre.

Loi d’une variable aléatoire.

Si X est une variable aléatoire il est alors possible d’associer a l’'intervalle
] — 00, ] une probabilité qui, par définition, sera égale a celle associée & A, . Plus
précisément :

Définition 2.1. On appelle loi d’une variable aléatoire X, la probabilité image
de Pr par X, on note Pr¥ cette probabilité. La loi d’une variable aléatoire X
n’est autre que la mesure de probabilité induite par X sur R (ou R”). On a
donc:

Pr¥{X(w) €] — 00, 2]} & Pr{4,}. (2.4)
» Exemple 2.3. Loi de Bernoulli. La loi suivie par 'indicatrice de A est appelée

«loi de Bernoulli ». On note souvent B(1,p) I'ensemble des variables aléatoires qui
suivent la loi de Bernoulli, p désigne la probabilité de A.

2.1.1 Fonction de répartition.

Soit X une variable aléatoire a valeurs réelles X € R. La fonction de répar-
tition de X est égale & la probabilité de I'intervalle | — oo, z] envisagée comme
fonction de z, soit:

Fx(2) = Pri{X €] — o0, 2]},
= Pr{X7'(] o0, 2])}.

Ainsi information sur la loi Pr* est entiérement contenue dans sa fonction de
répartition. On dira que 1’on connait la loi suivie par la variable aléatoire X si
I’on connait sa fonction de répartition.

Le plus souvent on supprimera l'indice ¥ et on notera simplement Pr la
mesure de probabilité induite par X sur R. On dira aussi que la fonction de
répartition est «la probabilité pour que la variable aléatoire X soit inférieure
ou égale a z », au lieu de «la probabilité pour que le résultat de I’application X
soit inférieure ou égale a z.» Cet abus de langage ne préte généralement pas a
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confusion, on notera d’ailleurs: Fx (z) = Pr{X < z}. Enfin, lorsqu’il sera clair
que la fonction de répartition Fx fera référence a la variable aléatoire X, on la
notera simplement F'.

Avec toutes ces conventions, la définition de la fonction de répartition peut
s’écrire de facon impropre, mais bien pratique:

F(z) =Pr{X < z}. (2.5)

La fonction de répartition d’une variable aléatoire X s’interpéte alors comme la
probabilité pour que X ne dépasse pas un certain seuil z. L’ensemble X’ de tous
les résultats possibles de X est appellé le domaine de définition de X.

Remarque 2.1. Cette définition de la fonction de répartition correspond a la conven-
tion anglo-saxonne, la convention frangaise serait plutét Fx(z) = Pr{X < z}.

»Exemple 2.4. Fonction de répartition de la Lot de Laplace-Gauss. La fonction
de répartition, que ’on note ®, d’une variable aléatoire suivant la loi de Laplace-Gauss,
est donnée par ’expression :

B(z) = \/%/j ¥ ar, (2.6)

La loi de Laplace-Gauss est également appelée Lot normale. Le graphe de la fonction
de répartition de cette loi est donnée par la figure 2.1

oz)

0.8

0.6

0.4

0.2

F1G. 2.1: Fonction de répartition de la Loi de Laplace-Gauss (ou loi normale ).
1l s’agit ici du graphe de la loi normale réduite.

2.1.2 Probabilité attachée a un intervalle.

Rapellons qu'un intervalle de R est tout ensemble de nombres réels de la
forme:

{ela<z<b}, {z|la<e<b}, {zla<az<blou{z|a<az<b}. (2.7)
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Nous les notons respectivement : |a, b[, [a, b[, ]a, b] et [a,b]. Les anglo-saxons les
notent souvent : (a, b), [a,b), (a,b] et [a,b]. Dans ces expressions les symboles a
et b représentent aussi bien des nombres réels finis (a,b € R) que des nombres
infinis (a,b € R). A ces intervalles sont attachées les probabilités suivantes :

Pr{a < X <b}=F(b) — F(a); (2.8a)
Pr{a < X <b} = F(b) — F(a) + Pr{X = a}; (2.8b)
Pr{a < X <b}=F(b)— F(a)+ Pr{X = a} — Pr{X = b}; (2.8¢)
Pr{a < X <b} = F(b) — F(a) — Pr{X = b}. (2.8d)

Démonstration. Définissons les événements: A = {X < a} et B = {X < b}. Notons
que si a < b (comme nous le supposons ), on a A C B. Les événements B°, BA® et A
forment alors une partition de 2 il vient: 1 = Pr{B°} + Pr{BA°} + Pr{A}, d’ou on
tire Pr{BA°} = Pr{B} — Pr{A}. 1l s’ensuit :

Pr{a < X <b} =Pr{BA°} = Pr{B} — Pr{A} = F(b) — F(a). (2.9a)

Notons que Pr{X < b} = Pr{X < b} + Pr{X =b} et que Pr{a < X} =Pr{a < X} +

Pr{X = a} d’ou on tire immédiatement les autres résultats. |

»Exemple 2.5. Intervalles de la Loi de Laplace-Gauss. 11 n’y a pas lieu de dis-
tinguer entre les intervalles définis en (2.7) car Pr{X = z} = 0. La probabilité pour
qu’une variable aléatoire X suivant la loi de Laplace-Gauss, soit comprise entre —1 et
1 est égale & ®(1) — ®(—1) et vaut ~ 0.8413 — 0.1587 = 0.6826.

2.1.3 Propriétés de la fonction de répartition.

Une fonction quelconque n’est en général pas la fonction de répartition d’une
variable aléatoire. On montre que F' ne peut étre une fonction de répartition
que si, et seulement si, elle posséde les propriétés suivantes :

1. ses valeurs F'(z) sont toujours comprise entre 0 et 1;
2. elle est croissante: 29 > 21 <= F(22) > F(z1);

3. elle est continue a droite en tout point de son domaine de définition,
c’est-a-dire: Vo € X, Ve > 0; lime,o F(z + €¢) = F(z), ce que 'on note
Fa*) = F(x);

4. la propriété 1 nous dit qu’elle est bornée sur X' C IR et on adopte, s’il y a
lieu, la convention: F'(—oc0) = 0 et F(4o0) = 1.

La premiére propriété résulte directement du fait que F'(z) est une probabilité.
La deuxiéme et la troisieme également, en effet calculons la probabilité pour que
la variable aléatoire X soit comprise dans 'intervalle ]z, 2] :

Pri{z; < X <3} = F(z2) — Fx1). (2.10)

Une probabilité étant, par définition, un nombre non-négatif, on a nécessai-
rement F'(21) < F(z2), ce qui montre que I est croissante. Elle n’est cependant
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pas strictement croissante, c’est-a-dire qu’elle peut présenter des plateaux. La
troisiéme propriété s’obtient en posant x5 = 1 + € et par passage a la limite:

liI%Pr{x<X§;r—|—e}:F(£—|—e)—F(x),
e—

Pr{o) = F(s*) - F(x),
=0.

En revanche F' n’est pas nécessairement continue & gauche, on a:

limPr{z —e< X <z} =F(z)— F(z—¢),

e—=0

Pr{X=z}=F(z)— F(z7).
Ce qui peut s’écrire sous la forme:
Pr{X =z}=F(zt) - F(z7), (2.11)

qui présente ’avantage d’étre valable quelle que soit la convention (anglo-
saxonne ou francaise ) choisie pour définir la fonction de répartition. Cette for-
mule implique que F' est continue en z si, et seulement si, Pr{X =z} = 0. La
quantité F(z}) — F/(z] ) représente le saut de la fonction en z;. Dans le cas ol
F(a%) # F(z™), on conviendra de représenter F'(z¥) par un point épais sur le
graphe de la fonction F' ( voir figure 2.2).

Les conditions 1-3 sont donc nécessaires pour que F' soit un fonction de
répartition, nous admettrons le théoreme suivant qui dit qu’elles sont aussi suf-
fisantes.

Théoréme 2.1. Pour que la fonction F' soit la fonction de répartition d’une
variable aléatoire quelconque il faut et il suffit que F' soit une fonction monotone
croissante, continue a droite et admette les limites () en —oo et 1 en +oo.

Finalement F', comme toute fonction monotone, n’admet qu’un ensemble dé-
nombrable de points de discontinuité ( ensemble qui peut d’ailleurs étre dense ).

2.1.4 Différents types de fonctions de répartition.

Il n’y a que trois types de fonctions qui peuvent étre des fonctions de répar-
tition : les fonctions discontinues dites en escaliers; et les fonctions continues
qui se scindent en fonctions absolument continues et fonctions singuliérement
continues. A ces trois types de fonctions sont attachés trois types de varia-
bles aléatoires: les variables discrétes; les variables absolument continues et les
variables continues singuliéres. Seuls les deux premiers types de variables aléa-
toires présentent un intérét pratique.

On montre qu’une fonction de répartition quelconque est la somme d’une
fonction F'¢, F'%¢, F'*¢ de chacun des types, on a:

F(z) = a1 F(x) + a2 F°(x) + as F*°(x) . (2.12)

Une variable aléatoire est donc discréte si a1 # 0,a2 = azg = 0, absolument
continue si as £ 0,a; = az = 0 et elle sera dite de type mizte si a1 et as ne sont
pas nuls alors que az est nul.
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Les variables aléatoires discrétes.

Ce sont les variables dont la fonction de répartition F' est en escaliers (on
dit encore réglée), c’est-a-dire: discontinue et constante entre les points de dis-
continuité. La probabilité attachée a un point est presque partout nulle sauf aux
points de discontinuité de F'. Les points de discontinuité étant dénombrables les
valeurs prise par cette variable aléatoire sont eux aussi dénombrables.

» Exemple 2.6. Loi de Poisson Une variable aléatoire X suit la loi de Poisson si
elle posséde une probabilité non nulle pour tout z entier positif ou nul et si elle possede
la fonction de répartition suivante ( valable pour g > 0):

F@)=) e, z>o0. (2.13)

k=0

L’expression |z | désigne le plus grand entier < a z. Le graphe de cette fonction est
représenté sur la figure 2.2.

1 I I
| F(x) — ]
0.8 + : B : : : -

06 ' — — : -

04 [ ' - .

[ R NN N S S I
01 2 3 4 5 6 7 8 9 1011 12 13 14 15 16
x

FiG. 2.2: Exemple de fonction de répartition d’une variable aléatoire discréte.
1l s’agit ici de la fonction de répartition d’une variable aléatoire X suivant la
loi de Poisson de paramétre p = 5. Avec la définition F(z) = Pr{X <}, cette
fonction est alors continue a droite.

Les variables absolument continues.

Une fonction F' est absolument continue si, quel que soit le nombre € > 0, il
existe un nombre 7 tel que:

Vn, Z|bk —ag| <n= Z|F(bk) — F(ar)| < e,
k=1 k=1

pour tout systéme d’intervalles disjoints d’extrémités ai et by.

La différence entre la définition de la continuité et de 1’absolue continuité
porte sur I'introduction de la somme 5 ;_,, il est alors évident qu’une fonction
absolument continue est continue mais la réciproque n’est pas vraie. Il est plus
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intuitif de caractériser les fonctions absolument continues a I’aide de la propriété
équivalente suivante : une fonction est absolument continue si, et seulement si,
elle est presque-partout dérivable et égale a I’'intégrale indéfinie de sa dérivée.
Suivant cette définition F' est absolument continue si, et seulement si:

F(z) = /_x F(t)dt, f(t) = F'(t) presque-partout. (2.14)

Il est difficile de donner, & I’aide de formules simples, un exemple de fonc-
tion singulierement continue. Ces fonctions ne présentent pas, a I’heure actuelle,
d’application pratique c’est pourquoi nous ne les considérerons pas plus avant
et quand on parlera, dans ce texte, de fonctions ou de variables aléatoires
« continues » il faudra entendre « absolument continues».

»Exemple 2.7. Loi exponentielle. La variable aléatoire X suit la loi exponentielle
si, quel que soit A > 0, elle possede la fonction de répartition suivante :

1—e ™ siz>0;
F(x)= =7 2.15
() {0 siz <O0. ( )

La fonction F' est dérivable sauf en z = 0 et F(z) = fox Xe M dt pour z > 0, c’est
donc une fonction de répartition absolument continue. Le graphe de cette fonction est
représenté sur la figure 2.3.

1 T T T T ‘ T T T T
F(x)

0.8
0.6

0.4

0.2

0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5
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o
o~

Fia. 2.3: Exemple de fonction de répartition d’une variable aléatoire absolument
continue. Il s’agit icit de la fonction de répartition d’une variable aléatoire X
suivant la loi exponentielle de paramétre A > 0.

2.1.5 Densité de probabilité.

Considérons la probabilité pour qu’une variable aléatoire X soit comprise
entre z et x + Az, d’aprés les résultats des équations (2.8) on a:

Pr{z< X<+ Az}=F(z+Az)— F(z).
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Si F est absolument continue on a: F(z 4+ Az) — F(z) = f;+A£ f(t)dt, ou f
est la dérivée de F', cette dérivée existe pour presque tous les x du domaine de
définition de X . L’expression précédente s’écrit alors:

Pr{z < X <2+ Az} = f(z)Az + o(Az). (2.16)
En faisant tendre Az vers 0 1l vient :

. Pr{iz < X <o+ Az}
lim =
Azx—0 Azx

f(z) . (2.17)

Ce qui montre que f(z) peut s’interpréter comme la densité (linéaire) de pro-
babilité au point z.

Définition 2.2. Par définition, la densité de probabilité d’une variable aléa-
toire X absolument continue est égale a la dérivée de sa fonction de répartition
aux points ou cette dérivée existe :

dF
f(z) = di‘w) presque-partout . (2.18)

» Exemple 2.8. Densité de probabilité de la lot normale. La fonction de répar-
tition ® d’une variable aléatoire X suivant la loi normale est donnée par I'expres-
sion (2.6). La fonction ® est absolument continue sur R et sa dérivée est définie pour
tout z € R. La densité de probabilité de X est alors donnée par ’expression :

1 1.2
f(l‘) = \/ﬁexp{_f‘r }7

son graphe est donnée sur la figure 2.4

0.5

f(z)
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0.1

F1G. 2.4: Densité de probabilité de la Loi de Laplace-Gauss (ou loi normale ).

Remarque 2.2. En toute rigueur la densité de probabilité n’est définie que pour les
variables aléatoires absolument continues. Cependant on trouve dans certains ouvrages
(surtout orientés vers les applications pratiques ), une extension de la notion de densité
de probabilité appliquée aux variables discrétes et mixtes.



2.1. UNE VARIABLE ALEATOIRE. 23

Dans cette acceptation, la dérivée (2.18) est & prendre au sens des distributions.
Les fonctions de répartition ne comportant quun nombre au plus dénombrable de
discontinuités, on a alors la formule :

F'={F} +) pibs,, (2.19)

i€l

ott {F} est la dérivée de F au sens des fonctions, p; = F(s])— F(x]) est la valeur du
saut de la fonction F' en ses discontinuités situées en z; et d;;(z) = 6(z — z;) est une
translatée de la distribution de Dirac. Sur la figure 2.5 la « densité » de la loi de Poisson
de parametre py = 5 est tracée sous la forme d’un « diagramme en batons.» Dans ce
diagramme les sauts de F' sont représentés par des traits verticaux, ils corespondent
aux distributions § de I’équation (2.19) ci-dessus.

0.2 —1
0.18 |- f(z) ]
0.16 - , _— .
0.14 I i
0.12 |- N
01 , Rn.
0.08 - —— .
0.06 - e .
0.04 - _—
0.02 : .

I i
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
x

Fia. 2.5: « Densité» de probabilité de la Lot de Poisson pour p = 5.

Il faut néanmoins noter que l'introduction des distributions n’est pas nécessaire
en théorie des probabilités parce que I’outil fondamental est la fonction de répartition
pas la densité de probabilité. L’usage de cette densité impropre constitue cependant
un moyen commode d’acquérir une vision intuitive du lieu ou se trouvent les valeurs
«les plus probables » de la variable aléatoire.

2.1.6 Propriétés de la densité de probabilité.

On sait que la fonction de répartition s’exprime ainsi a 1’aide de la densité
de probabilité :

F(z) = /_ e, (2.20)

et que f est presque-partout égale a la dérivée de F'. De plus une densité de
probabilité est normalisée et positive :

/+°o ft)dt = F(+00) =1, f(z)>0. (2.21)

— 00



24 CHAPITRE 2. VARIABLES ALEATOIRES.

Réciproquement, toute fonction mesurable (approximativement cela veut dire
intégrable ), normalisée et positive est la densité de probabilité d’une certaine
variable aléatoire.

2.2 Caractéristiques numériques des lois 1D.

Une loi quelconque est entierement décrite par sa fonction de répartition ou
sa densité de probabilité, mais cette information est souvent trop riche, pour
étre facilement appréhendée, et 1’on souhaite alors caractériser la loi par un
ensemble restreint de paramétres. Nous allons maintenant définir certains de
ces parameétres.

2.2.1 Le mode.

Un mode m est une valeur au voisinage de laquelle la probabilité d’obtenir
m a Az prés est maximum. Plus précisément, m est un mode s’il existe un
Azg > 0 tel que pour tout Az # 0 compris entre 0 et Azg on ait:

Ve e X, Pr{X €] — Az, z+ Az]} < Pr{X €]m — Az,m+ Az]}, (2.22)

pour tout z différent de m. Intuitivement le mode est la valeur que ’on « rencon-
tre » le plus souvent( & Az prés pour les variables continues ), ¢’est d’une certaine
facon la valeur «a la mode».

» Exemple 2.9. La loi de Poisson de paramétre p = 5 posséde un mode en X = 4
et un autre en X = 5 (voir figure 2.5).

S’il n’y a qu’un seul mode, nous dirons que c’est le mode de laloi. En revanche
une loi quelconque peut ne pas posséder de mode.

»Exemple 2.10. Suivant la définition (2.22) la loi exponentielle ne posséde pas de
mode. Par extension, elle posséde un mode en 0%, on peut alors dire qu’elle posséde
un mode en zéro. La loi uniforme ne posséde aucun mode.

Une valeur m est un mode local si I’équation (2.22) est satisfaite localement,
c’est-a-dire non pas pour tout # € X mais pour les z d’un intervalle /] C X
contenant m. Un mode est évidemment un mode local et on dira qu’une loi est
unimodale si elle ne posséde qu'un mode local. On dira qu’elle est multimodale
si elle possede au moins deux modes locaux.

»Exemple 2.11. La loi normale est unimodale et son mode vaut zéro ( voir figu-
re 2.4, page 22 ). Si la loi est discréte, il existe un mode local en z; si, et seulement si:

Pr{X ==} >Pr{X =2;_1}, et Pr{X =2;} > Pr{X =zi}1}.

Lorsque la loi dont on cherche le mode est continue et posséde une densité f
alors le mode de la loi est le maximum de f. Si f’ et f” existent, alors une
condition suffisante pour que m soit un mode local est que:

meX, f'(m)=0, f'(m)<0, (2.23)
oubien: meX, F’(m)=0, F"(m)<0. (2.24)

Ce mode local correspond a un point d’inflexion de la fonction de répartition.

Le mode d’une loi inconnue mais dont on a observé quelques réalisations,
n’est pas une valeur facile a estimer, c’est pourquoi on lui préféere d’autres pa-
rametres pour caractériser la loi.



2.2. CARACTERISTIQUES NUMERIQUES DES LOIS 1D. 25

2.2.2 Les moments.

Les moments non-centrés. Les moments non-centrés yuj d’ordre k d’une
variable aléatoire X suivant la loi F' sont définis par les intégrales suivantes :

M;:/mde,keN. (2.25)
X

Dans cette expression 'intégrale est 'intégrale de Stieltjes, elle porte sur X
le domaine de définition de X . L’intégrale de Stieltjes tient compte des disconti-
nuités éventuelles de F'. On la calcule en écrivant que la fonction de répartition
d’une variable mixte est la somme d’une fonction en escalier et d’une fonction
absolument continue [voir équation (2.12)]. On envisage les deux cas séparé-
ment ci-dessous :

— Si X est une variable aléatoire discréte prenant les valeurs (21, za,...),
sa fonction de répartition F' est «en escaliers» et 'intégrale de Stieltjes
s’écrit :

/Xa:k dF = fo(F’L(mi) — F~ (%)), (2.26)
= Zlf Pr{X = z;}.

L’intégrale est définie si la série du membre de droite est absolument
convergente c’est-a-dire, en posant p; = Pr{X = z;}, si: >_.[2"|p; < c0.
» Exemple 2.12. Loi de Bernoulli. Les moments non-centrés d’une variable
aléatoire de Bernoulli : X € B(1, p) sont tous égaux a p, en effet :

/xdeZOk(l—p)—l—lkp:p.

— Si X est une variable aléatoire absolument continue, elle posséde alors une
densité f et 'intégrale de Stieltjes est identique a I'intégrale de Riemann:

/ka dF:/erf(m) dz . (2.27)

Elle est définie si [, |z*|f(z) dv < oo.

Le moment non-centré d’ordre 0 existe et est, d’aprés (2.21), toujours égal
a 1. En revanche les moments non-centrés d’ordres supérieurs a 0 peuvent ne pas
exister. Si un moment n’existe pas a ’ordre k, il n’existe alors aucun moments
a l'ordre 7 > k.

»Exemple 2.13. La loi de Cauchy. Une variable aléatoire suit la loi de Cauchy si
elle possede la densité :

1 1
)= iy a

Cette loi n’a aucun moment car Yk > 0 l'intégrale (2.27) diverge.

»Exemple 2.14. Le jeu de S' Petersbourg. On considére un jeu de «pile» ou
«face» infini: @ = {P, F}*°, p est la probabilité d’obtenir «face». On distribue le
gain X = p~" au joueur qui a obtenu n «face» consécutifs. Si p = %, par exemple, on
aura: X({F}) =2, X({FF}) =4, X({FFF}) =8, etc... Le gain X est nul dans tous
les autres cas. Il est facile de voir que cette variable X ne posséde pas de moments.
Par exemple pour le moment d’ordre k = lona: > o, p "p" =1+14+1+...,1a
série diverge.
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Les moments centrés. On pose en général yu = p) et les moments centrés,
s’ils existent, sont définis par :

,uk:/(m—,u)de, keN. (2.28)
X

Un moment centré n’existe que si, et seulement si, le moment non-centré cor-
respondant existe lui-aussi.

En développant (z — p)* dans I’équation (2.28), on trouve les relations entre
les moments centrés et non-centrés. On obtient pour les quatre premiers mo-
ments :

po =1 po =1
p =0 py = p
pro = piy — pi° py = pio + pi° (2.29a)
ps = i — 3pop + 2u0° Wy = ps + 3pop + (2.29b)

fra = py — dlsp + Opop® = 3pt = pa + dpap + 6pop® + it (2.29¢)

Parmi tous les moments, on distingue (sous réserve d’existence):

La moyenne. Le moment uj recoit le nom de « moyenne » et est généralement
noté p. Par définition on a:

,u:/ zdF et sif existe ,u:/ zf(z) de (2.30)
X X

La moyenne p peut s’interpréter comme 1’abscisse du centre de gravité de 1’axe
des réels ayant f(z) comme densité linéaire de masse.

La variance et ’écart type. Le moment centré pus, regoit le nom de « vari-
ance», c’est une quantité positive que 1’on note généralement o2. L’écart type
o est défini comme la racine carrée de la variance. Ainsi défini o est toujours
positif. On a:

o? = / (x — p)?dF  etsi f existe o? = / (x — p)*f(z)dz . (2.31)
X X

La variance correspond au moment d’inertie de ’axe réel de densité f(z) calculé
autour de la moyenne p. D’aprés (2.29a) la variance d’une variable aléatoire X
s’exprime en fonction des deux premiers moments non-centrés :

o? = b — p?. (2.32)

Asymétrie et aplatissement. On utilise également les moments centrés
d’ordres 3 et 4, uz et pq pour définir le coefficient d’asymétrie 1 et le coef-
ficient d’aplatissement 5 de la facon suivante:

H3 H4
M= 5E 2= a3 (2.33)
Ho H2

Le coefficient 72 a été défini ainsi, de fagon a étre nul pour la loi normale.
Une variable aléatoire dont le coefficient d’aplatissement o est positif est dite
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hypernormale et son graphe sera plus pointu que celui d’une loi normale de
meéme variance ; par contre si v est négatif, la loi sera dite hyponormale et son
graphe sera plus plat que celui d’une loi normale de méme variance.

Remarque 2.3. On trouve parfois dans la littérature une autre définition des coeffi-
cients d’asymétrie et d’aplatissement, que 1’on note 3; et (2 et pour lesquels on a les
relations :

Br=1i; B2=71243. (2.34)

2.2.3 Variable aléatoire centrée et réduite.

Une variable aléatoire de moyenne nulle est dite centrée. Une variable aléa-
toire de moyenne nulle et d’écart type unité est dite réduite. La variable aléatoire
X — u est centrée et la variable aléatoire (X — p)/c est réduite comme on le
calcule facilement & 1’aide des définitions (2.25) et (2.28).

2.2.4 La médiane et les quantiles.

La médiane x¢ 5 est solution de 1’équation:

F(zos)=1. (2.35)

Plus généralement le quantile =, d’ordre « est solution de 1’équation :
Flzag)=1—a, 0<a<l1, (2.36)

ce qui s’écrit aussi a 1’aide de la densité de probabilité:

/Oo F(t)dt = 0.5, /oo ft)dt = a. (2.37)

a

Si la fonction F présente des plateaux, cette derniere équation peut ne pas avoir
de solution unique. Par convention on choisira un point particulier du plateau,
en général le point milieu ou une des extrémités. Ce cas se présente toujours
lorsqu’on a affaire & des variables aléatoires discrétes.

On publie les quantiles d’une loi donnée; dans une table & deux colonnes
dont I'une est la valeur choisie «, et ’autre la valeur du quantile correspondant
Zo. La table 2.1 est extraite d’'une table de quantiles de la loi normale réduite
de fonction de répartition donnée par I’équation (2.6).

« Ta o T o Ta
0.001 3.0902 | 0.01 2.3263 | 0.1 1.2816
0.002 2.8782 | 0.02 2.0537 | 0.2 0.8416
0.003 2.7478 | 0.03 1.8808 | 0.3 0.5244
0.004 2.6521 | 0.04 1.7507 | 0.4 0.2533
0.0056 2.5758 | 0.05 1.6449 | 0.5 0

TAB. 2.1: Extrait d’une table de quantiles de la lot normale réduite.
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2.3 Lois conditionnelles.

Si I'on ne s’intéresse a la variable aléatoire X que lorsqu’un certain événe-
ment A est réalisé, on obtient grace a la régle des probabilités composées :

Pr{X <u, A} =Pr{A} Pr{X < z|A}. (2.38)

L’événement A est appelé « événement conditionnel». Par définition, la « fonc-
tion de répartition conditionnelle», relative & la condition A, est la probabilité
pour que X ne dépasse pas le seuil z, sachant que A est réalisé. On note F'x|4
cette fonction et ’'on a:

Pr{X <z, A}

(2.39)
La densité conditionnelle fx|4 s’obtient par dérivation de Fx |4 :
d
Ixjalz) = EPI’{X <uz,A}/Pr{A} .

En général A est indépendant de I’événement {X < z}, il vient alors:

dF(z)
de '’

d d
—_— < = — < gzl =
T Pr{X <z A} T Pr{X <z}

et 1l vient:

(Pr{A})~1f(z) size€ A;

0 sizg A. (2.40)

fxjalz) = {

La densité conditionnelle relativement a 1’événement A est donc identique a la
densité de X dans le domaine ou A est réalisé, et on s’assure que son intégrale
sur A est bien égale & un en la renormalisant par la constante (Pr{A})~!.

2.3.1 Les lois tronquées.

Intéressons-nous a la loi conditionnelle quand 1’événement A = {a < X < b}
est réalisé. La fonction de répartition conditionnelle est alors trouvée a 1’aide

de (2.39) et vaut:

0 siz<a;
Fx(l‘) —Fx(a)
Fx (b) — Fx(a)
1 siz>b.

Fxja(zla < X <b) = sia<az<b; (2.41)

ou Fx est la fonction de répartition de X. Cette loi possede des moments, par
exemple, elle a pour moyenne (conditionnelle ) :

MAIm/G ;l‘de. (242)
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2.3.2 Lois conditionnelles par rapport a un systeme d’évé-
nements.

Supposons que ’événement conditionnel A soit formé d’un systéme com-
plet d’événements disjoints, en nombre éventuellement infini mais dénombrable :
A;;i=1,...,00. Par définition, les événements constituant ce systéme sont in-
compatibles et recouvrent tout A. On a donc:

Pri{X <o, A}=) Pr{X <z A}=) Pr{X <z|A}Pr{4} . (243)

Conformément & (2.39), on obtient les fonctions de répartition en divisant
(normalisant) par Pr{A}. Il vient:

Fx|a(z) = Z FX|A1(J:)% = Z Fx|a,(z) Pr{4;|A} . (2.44)

Pour z fixé, I'x|4,(x) est une variable aléatoire discrete et ’équation précé-
dente exprime le fait que la fonction de répartition conditionnelle Fx|4 est la
moyenne de cette variable aléatoire, moyenne calculée sur les A;. Naturellement,
cette formule est encore valable si A représente tout I’ensemble Q. La formule
précédente devient alors:

Fx(z)= Z Fxia,(z) Pr{A;} . (2.45)

» Exemple 2.15. Mélange de lois. Si une variable aléatoire X suit une loi F lors-
qu’un certain événement A est réalisé ( avec la probabilité p) et une loi F5 dans le cas
contraire, d’aprés (2.45) la fonction de répartition F' de X est donnée par :

F(2) = pFi(2) + (1 - p) Fala). (2.46)

2.4 Exercices.

Exercice 2.1. Indiquer dans la liste suivante, quelles sont les fonctions susceptibles

d’étre des fonctions de répartition.
1. %arcta.nx—}-%; 2. foxe_tdt7 z>0;

3. fj(at—202 —1)dt, 0<z <2; 4. [F(4t—2t%)dt, 0<z <2
Exercice 2.2. Durées de vie. Scit T la durée de vie d’'un composant. On a de

bonnes raisons de croire que 7' est une variable aléatoire dont la densité de probabili-
té f suit la loi exponentielle:

Ae”t7 st > 0;
f(t) = oo
0 sit<O0.

— Calculer la constante A de facon a ce que f(t) soit effectivement une densité de
probabilité.

— Calculer la moyenne p et I’écart type o de T

— On suppose que 7 = 5min, calculer la probabilité pour que le composant ait
une durée de vie supérieure & 10 minutes.

— Calculer la probabilité : Pr{T" > 10min [T > 5min}, pour que le composant
fonctionne plus de 10 minutes sachant qu’il a déja fonctionné 5 minutes.
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— Plus généralement, trouver la probabilité : Pr{T" > a + b|T > a} pour que
le composant fonctionne au moins un temps b de plus, sachant qu’il a déja
fonctionné pendant un temps a.

Exercice 2.3. Téléphone. Une compagnie téléphonique taxe ses clients par tranches
de 3 minutes. Soit 7" le temps, exprimé en minutes, passé au téléphone par un client.
On peut raisonnablement penser que la stratégie tarifaire de la compagnie induise
un comportement chez le client tel que la fonction de répartition de T' présente des
discontinuités au voisinage des multiples de 3 minutes. Cette fonction de répartition
pourrait ressembler a celle-ci :

F(t)y=1- %e_t/s — %e_Lt/SJ , 2>0.

Dans cette expresion ¢ est le temps de conversation exprimé en minutes et [¢] est la
partie entiere de t.

— Vérifier que F' est bien une fonction de répartition et tracer son graphe.

— Quelle est la probabilité pour que la durée de conversation 7' soit : plus grande
que 6 minutes ; plus petite que 4 minutes ; égale a 3 minutes ?

— Quelle est la probabilité condionnelle que la durée de conversation soit: plus
petite que 9 minutes sachant qu’elle a déja duré 5 minutes; plus grande que
5 minutes sachant que de toutes fagons elle sera interrompue si elle dépasse 9
minutes.

[voir Parzen [54] p.171]

Exercice 2.4. Donner un exemple de loi absolument continue, pourvue d’une den-
sité et pour laquelle le mode n’est pas solution des équations (2.23).

Exercice 2.5. Généraliser les équations (2.29) en montrant que, dés que k > 2, les
moments non-centrés u} et les moments centrés py s’expriment les uns en fonction des
autres de la fagon suivante :

k-2 k=2
pe =Y (=) Ci" iy, — (D) k=", =) Cip s + 4",
r=0 r=0

ou Cj, est le coefficient du bindme et y la moyenne.

Exercice 2.6. Un probléme soumis a Pascal. On renouvelle une expérience jus-
qu’a 'obtention d’un certain résultat. Si p désigne la probabilité d’obtenir le résultat
cherché en un essai, trouver la moyenne et I’écart type du nombre N d’épreuves né-
cessaires pour obtenir le premier succes. On supposera que les épreuves sont indépen-
dantes.

Exercice 2.7. Un client se présente devant un guichet pour étre servi. La proba-
bilité pour que le guichet soit libre est p, si le guichet est occupé le client attend. la
loi suivie par le temps d’attente est une loi exponentielle de fonction de répartition
F(t)=1- e~ . Donner la fonction de répartition du temps d’attente T ainsi que la
moyenne et I’écart type de cette variable aléatoire.
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Chapitre 3

Variables aléatoires a
plusieurs dimensions.

3.1 Un couple de variables aléatoires.

3.1.1 Fonction de répartition.

La fonction de répartition (bidimensionnelle ou 2D) Fxy d’un couple de
variables aléatoires (X,Y) & valeurs dans Q C IR? est définie comme la pro-
babilité pour que X ne dépasse pas le seuil z et que Y ne dépasse pas le seuil

K
Fxy(z,y) =Pr{X <z, YV <y} (3.1)

C’est la probabilité pour que le point aléatoire de coordonnées (X,Y) se trouve
dans le quadrant D correspondant a I’événement {X < z,Y < y}, et représenté
hachuré sur la figure 3.1. Comme d’habitude, en ’absence d’ambiguité sur les
variables aléatoires auxquelles la fonction Fixy se rapporte, on notera celle-ci
simplement F'. Notons que ’on a les relations suivantes :

F(—oc0,y) = F(z,—0) =0, et F(oo,00)=1. (3.2)

Nous appellerons quelquefois « fonction de répartition conjointe » la fonction F'
afin de la distinguer d’éventuelles autres fonctions de répartition.

3.1.2 Probabilité associée a un rectangle.

A Taide de la fonction de répartition, nous pouvons calculer la probabilité
pour que le couple (X,Y) se trouve & l'intérieur du rectangle défini par les
relations 1 < X <z et y1 <Y < yy (voir figure 3.2):

Pri{z: < X <a3,y1 <Y < yo} = F(xa,y2) — F(2x1,y2) — F'(22,y1) + F(21,41) -
(3.3)
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Fia. 3.1: Domaine de définition de la fonction de répartition 2D.

3.1.3 Densité de probabilité.

En posant 1 = z,y1 = y,22 = ¢ + Az et y2 = y + Ay dans ’équation
précédente, il vient au deuxiéme ordre en AzAy:

2

Pr{z < X <az+Az,y<Y <y+ Ay}~ F(z,y)AzAy, (3.4)

0
= Ox0y

et en faisant tendre Az et Ay vers 0 on obtient :

T Pr{iz<X <z+4+Az,y<Y <y+ Ay} 92
im =

ArAy=0 AzAy - axayF(x’y)' (8:5)

La densité de probabilité du couple aléatoire (X,Y’), ou comme il est courant

de le dire, leur densité de probabilité conjointe, est définie (si elle existe ) par:
2

r,y) = ——F(: . 3.6

f(@,y) = 5.5 F (@, y) (3.6)

La fonction de répartition 2D se calcule alors a partir de la densité de probabilité
a l'aide de I’expression suivante :

F(a:,y)://pf(u,v)dudv: / /y F(u, v)dudy . (3.7)

— 00 —00

3.1.4 Lois marginales.

La loi suivie par un des membres du couple (X,Y) est appelée loi marginale
de ce couple et la fonction de répartition du couple nous permet de calculer la
fonction de répartition d’un terme de ce membre, par exemple X . Par définition,
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Y

Y2

1

T P X

Fra. 3.2: Probabilité p associée d un rectangle, p = ffD dF = F(z2,y2) —
F(z1,y2) — F(za, 1) + F(z1, 91)-

la fonction de répartition F'x de X est la probabilité pour que X ne dépasse pas
le seuil z. En d’autres termes c’est la probabilité pour que le couple (X,Y) se
trouve dans le demi-plan D, représenté hachuré sur la figure 3.3. Il vient donc:

Fx(z) = F(z,00). (3.8)
De la méme fagon on trouve la fonction de répartition Fy (y) de Y :
Fy(y) = F(o0,y). (3.9)

Les fonctions Fx () et Fy(y) calculées & partir d’une fonction de répartition
bidimensionnelle F'(z, y) sont appelées fonctions de répartition marginales de .
Les densités de probabilité marginales fx et fy sont par définition les dérivées
des fonctions de répartition marginales:

fx(z) = %Fx(l‘) = %F(m,oo) = i/x du /00 flu,v)dv, (3.10a)

d d
fr(z) = d—yFy(y) = d_F 00, ) / dv/ fu,v) (3.10b)

et donc, sous réserve d’existence de f:

:/_OO Fo,y) dy fy<y):/_°° fewde.  (3.11)

3.1.5 Moments des lois 2D.

On introduit les moments du couple (X,Y):

T /J;my" dFF, mmn>0, (3.12)
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24

N

Fia. 3.3: Domaine de définition de la fonction de répartition marginale Fx .

et les moments centrés :
= x—pux)"(y—py)"dF, mn>0m+n>1;
o = [[(@ = x (0 = ) )
o1 = Hor,  H1o = Hig -

Moyennes et variances. Le couple (p}g, pp;) ou identiquement le couple
(110, Ho1) des moments d’ordre 1 recoit le nom de moyenne de la loi. On note g
le vecteur colonne représentant cette moyenne. Les moments centrés pog et po2
sont les variances de la loi, on les note habituellement o7 et 02, les quantités oy
et o5 sont les écart types.

Covariance et coefficient de corrélation. La quantité nouvelle pi; regoit
le nom de «covariance» de (X,Y) et est notée Cov(X,Y). Il est immédiat
d’établir la relation :

11 = phy — HioHor - (3.14)
Le coefficient de corrélation p est défini par:

p= M1 (3.15)

vV H20H02

Le coefficient de corrélation possede les propriétés suivantes.
1. D’aprés I'inégalité de Cauchy-Schwarz, il est facile de voir que |p| < 1.

2. On montre que si |p| = 1, alors les variables aléatoires X et Y sont liées
(presque sturement ) par une relation affine :

Y_py _ X—px
\/Var(Y) p\/Var(X)

(3.16)
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Le coefficient de corrélation p, peut étre considéré comme la mesure de
la dépendance affine de X et Y, (on dit souvent par abus de langage,
«dépendance linéaire », étant entendu que ’origine des axes a été ramenée
sur la moyenne).

3. Si le coefficient de corrélation de (X,Y) est nul, on dit alors que ces varia-
bles aléatoires sont « non-corrélées».

Matrice des variances-covariances.

On regroupe les moments centrés d’ordre 2 dans une matrice symétrique V-
appelée matrice des variances-covariances. Elle s’écrit de la facon suivante :

V= <”20 ““) (3.17)

Hi1  Ho2

ou avec des notations plus habituelles:

2
V:( 71 P"g‘”) : (3.18)

pPo102 a5

Cette matrice est définie positive si 07 # 0,02 # 0 et |p| # 1, c’est-a-dire si
det V' £ 0.

3.1.6 Moments des lois marginales.

Les moments non-centrés et centrés des lois marginales sont égaux aux mo-
ments de la loi 2D ne faisant intervenir que la variable impliquée dans la loi
marginale. Par exemple les moments centrés d’ordre ¢ de X sont égaux aux p;g
de la loi 2D et ceux de Y aux pg; de cette méme loi. En particulier la loi mar-
ginale de X a pour moyenne ux = p19 et pour variance O'f = pgg et celle de Y
a pour moyenne gy = pio1 et pour variance o2 = pga. Montrons-le pour pyg :

uloI/Qrf(r,y) dzdy Z/_O;wdr/_z flz,y)dy,

la derniére intégrale n’est autre que la loi marginale de X ( voir I’équation (3.11)),
d’oli:

ﬂloz/oo efx(z)de = ux . (3.19)

— 00

3.1.7 Variables aléatoires indépendantes.

Si I'on applique la régle des probabilité composées a 1’événement {X <
z,Y < y}, on obtient par exemple Pr{X < 2,V <y} = Pr{X < 2} Pr{Y <
y|X < z}. Convenons de noter Fy|x<.(y, ) la derniére probabilité introduite
dans I’expression précédente. Celle-ci s’écrit alors F'(x,y) = Fx (z) Fy|x <z (¥, ).
I1 est possible que la fonction Fy|x <, ne dépende pas de la valeur z. Elle repré-
sente alors la fonction de répartition Fy de la variable Y. Cette remarque nous
conduit & introduire la définition suivante.
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Les variables aléatoires X et Y sont dites indépendantes, si leur fonction de
répartition conjointe F' peut étre mise sous la forme du produit cartésien de
leurs fonctions de répartition marginales soit F' = Fx ® Fy, c’est-a-dire si:

F(z,y) = Fx(z)Fy(y) . (3.20)

Si la fonction de répartition 2D admet une densité de probabilité alors, en ap-
pliquant la définition (3.6) & I’équation précédente, on montre que deux varia-
bles aléatoires sont indépendantes si on peut séparer leur densité de probabilité
conjointe en un produit de deux densités, I'une ne dépendant que de x et ’autre
que de y:

fle,y) = Fx () fy (y) - (3.21)

Ceci exprime que la densité 2D f est le produit cartésien des densités 1D, soit

f=Ix®fr.
L’indépendance implique la non corrélation, mais I'inverse n’est pas nécessai-
rement vrai. Démontrons la premiére partie de cette affirmation. On a toujours

pi11 = phy — piohoy - Caleulons p -
Py = // zyf(z,y) dedy = /o:fx(x) dr/yfy(y) dy = phopor,

d’ott 11 = 0 et donc p = 0 si p1p # 0 et por £ 0.

»Exemple 3.1. Loi normale 2D. Supposons que le couple de variables aléatoires
(X,Y) suive une loi de densité de probabilité donnée par ’expression :

1 (=) | (y— )’
2wo102 xp {_ < 202 + 202 ' (3.22)

Cette densité de probabilité peut étre mise sous la forme d’un produit de deux densités

flz,y) =

de probabilité portant séparément sur chacune des variables :

1 (x—ul)z} 1 { (x—uz)z}
ex — - ex —_— . 3.23
V2mo p{ 20% 2wos P 20% ( )

Ceci montre que les variables aléatoires X et Y sont indépendantes. Lorsque cette

flz,y) =

opération est possible, on doit prendre garde a séparer la densité conjointe en un
produit de deux fonctions qui sont bien des densités de probabilité, c’est-a-dire dont
I'intégrale sur R soit égale a 1. C’est ce qui a été fait ici en séparant convenablement
en deux le terme 1/2701 05.

3.1.8 Lois conditionnelles associées a une loi 2D.

La fonction de répartition du couple aléatoire (X,Y) permet de calculer les
probabilités associées a ce couple lorsqu’il est astreint a n’occuper qu’un sous-
ensemble ' du domaine de définition original 2. La fonction de répartition du
couple (X,Y) restreint au domaine Q' est notée Fq: (2, y|Q?'). Elle est égale a la
probabilité conditionnelle Pr{X <z, Y < y|(X,Y) € Q'}. Comme dans le cas
1D, on calcule cette derniére valeur grace a la regle des probabilités composées
Pr{A|B} = Pr{AB} /Pr{B}, ou ici I’événement A est (X,Y) € D et I’événe-
ment B est (X,Y) € Q. On obtient alors:

Pr{X <z Y <y (X,Y)ec
For(z,y|)=Pr{X <z,Y <y|(X,Y) e Q} = { _Pr{’(X,_Yy)’(E f’l’}) € ) )
(3.24)
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Cette quantité se calcule facilement & 1’aide de la fonction de répartition du
couple (X,Y) et 'on obtient :

S pagy 4 (u,v) -
ffﬂ, dF (u,v)

En introduisant la fonction indicatrice 1o qui vaut 1 sur le domaine Q' et 0
ailleurs, on obtient :

Fou(2,y|Q) = (3.25)

ffD 1o (u,v) dF (u,v) .
ffﬂ 1a/(u,v) dF (u,v)

Le point important a retenir dans cette facon de présenter les choses est que

For(z,y|) = (3.26)

les domaines d’intégration ont été ramenés a des domaines connus, a savoir le
domaine D illustré sur la figure 3.1 et le domaine de définition Q. Rappelons
que le domaine D dépend de x et de y, et que c’est par cet intermédiaire que
Fqr dépend de x et de y.

Le cas dégénéré.

Envisageons maintenant le cas ou le support de €' est de mesure nulle dans
R?, par exemple quand Q' dégénére vers une relation quelconque liant X &4 Y.
Soit g cette relation. On a g(X,Y) = 0. La fonction 1q:(z,y)/ [, Lo/ tend vers
la distribution de Dirac d(g(z,y)) et il vient:

Fai(z,y|Q 3.27
w(z 9l ffﬂ(i(g(u dF (u,v) ( )
Si la loi admet une densité on a:
u, v)o dud
Far (o, y1) = oI (0 0)0g(w, ) dude (3.28)

[T F(u, 0)3(g(u, v)) dudv

Aux fonctions de répartition ainsi définies, on peut, sous réserve d’existence,
associer les densités de probabilité :

2

0
Oxdy

far(z,y|Q) = F(z,y|Q) - (3.29)

Si la loi 2D admet une densité de probabilité f, on obtient apres dérivation

de (3.28):

f(l y)d(g( ,Y))

Jo (&, 91€2) ffﬂ u, v) ,v)) dudv .

(3.30)

3.1.9 Lois conditionnelles d’une coupe.

On réserve, souvent, ’appellation de fonction de répartition conditionnelle
ou de densité de probabilité conditionnelle au cas ou le support de g(X,Y) se
réduit a I’équation Y = Cste ou X = Cste, c’est-a-dire au cas ou l’on considére
une coupe paralléle aux axes, faite a travers la densité de probabilité bidimen-
sionnelle. On s’intéresse alors aux lois de Y sachant que X vaut une certaine
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valeur zg, ou bien aux lois de X sachant que Y vaut yo. Etudions ce dernier cas ;
la relation ¢(X,Y) = 0 s’écrit alors Y — yg = 0 et en introduisant cette relation
dans I’équation (3.28) on trouve la fonction de répartition conditionnelle:

ffD v)d(v — yo) dudv
F(: Y = .
(.Ea yl yO ffﬂ (5 U — yo) dudv

(3.31)

Pour le numérateur, I'intégration sur v donne 0 si y est inférieur & yg, et f(u, yo)
dans le cas contraire. Pour le dénominateur, cette intégration donne toujours
f(u, o). Tl vient donc:

/ F(uty o)Ly cor (1, ) du

/_Oof(U,yo)d

La fonction indicatrice du numérateur est la fonction H de Heaviside. Elle ne
dépend pas de u et peut donc étre sortie de I'intégrale, d’ou :

/ f(u,yo)d

(13 y|Y—y0
/ fuyo

La fonction de répartition conditionnelle bidimensionnelle a été mise sous la
forme d’un produit de deux fonctions de répartition a une dimension Fx|y (z]Y =
yo) et Fy(y) = H(y — yo). La premiére est la fonction de répartition condition-
nelle de X, la deuxieme est la fonction de répartition marginale de Y, cette
derniére rendant compte du fait que Y a été fixé a la valeur yy. On a donc:

[Z . Flu,yo) du

F(z,y|Y = wo) (3.32)

H(y—yo). (3.33)

Fxiy(@lY =y) = Fo 5 —— (3.34)
| J72 F(u, o) du
le dénominateur n’est autre que la densité marginale de Y en yg, d’ou:
Fxy (z|Y = yo) (o) / Flu, yo) (3.35)

et la relation similaire pour la densité conditionnelle de la coupe X = zg:

Fy x (y|X = o) ) / f(zo,v)dv. (3.36)

Densité de probabilité conditionnelle d’une coupe.

On obtient les densités de probabilité conditionnelles par dérivation des fonc-
tions de répartition correspondantes. Ainsi:

0 = Fxpy (z|Y = yo) , (3.37)

Ixpy (2]Y = yo) = B

et de la méme facon :

Fyix (Y| X =x0) = j—yFy|X(x|X = z) . (3.38)
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On trouve alors:

f(l‘ yo)

fx|y(l‘|Y = Yo ) - . (339&)
f_ l‘ yo
f(mOa y)
rixWX =20) = = — (3.39b)
| 20 Flzo,y)dy
En termes imagés, la densité conditionnelle (pour la condition ¥ = yg par

exemple ), est une coupe effectuée a travers la densité 2D pour la valeur yg. La
surface sous la coupe n’est en général pas égale a 1, il faut alors normaliser la
coupe en la divisant par cette surface. C’est ce qu’expriment les équations (3.39a)
t (3.39b).

S’il n’y a pas a craindre de confusion, on notera simplement fx|y (z|y) et
fyix (y]z) les densités conditionnelles des coupes ¥ = y et X = z, étant sous-
entendu que les valeurs y et x sont particuliéres. Avec cette notation on a:

fz,y) flz,y)
Ir(y) fx(z)

Ces formules lient entre elles les densités conjointes, marginales et condition-
nelles. Elles montrent en particulier que si les variables aléatoires X et Y sont
indépendantes, alors les densités de probabilité conditionnelles sont égales aux
densités de probabilité marginales. En effet I’indépendance implique f(z,y) =

fx(2)fy (y) et il vient:
fxy (zly) = fx (2),  frix(ylz) = fr(y) - (3.41)

Ainsi, pour des variables aléatoires indépendantes, la connaissance de la valeur
prise par une des variables aléatoires ne modifie pas la répartition de ’autre. Ce
qui correspond bien a la notion intuitive d’indépendance.

Ixiy (zly) = frix(yle) = (3.40)

Théoréme de Bayes et formule des probabilités totales.

En éliminant f(z,y) des équations (3.40) on trouve:

fyix (ylz) fx (2)
Ty (y) ’

ce qui est la traduction de la formule de Bayes, dans le langage des densi-
tés de probabilité. En remplacant ['une ou 'autre des densités marginales par
les expressions (3.11) et en utilisant (3.40), on obtient les formules dites des
« probabilités totales» :

fY|X(y|“) x ()
J25 frix (ylz) fx (z) da’

fxy (zly) = (3.42)

Ixyy (2]y) fr (y)

I Ixpy (2ly) fy () dy
(3.43)

fxy (zly) =

frix (ylz) =

Lois a priori et lois a posterior:.

Lorsqu’une variable aléatoire X suit une loi qui dépend de la détermination
préalable d’une autre variable aléatoire Y, alors on appelle loi a prior: la loi
marginale fx(z) de X et loi a posteriori la loi conditionnelle fx|y (z|y) de X.



40CHAPITRE 3. VARIABLES ALEATOIRES A PLUSIEURS DIMENSIONS.

La formule des probabilités totales dans son expression (3.43) lie entre elles les
densités a priori et a posteriori.

On utilise la formule des probabilités totales dans le cas, tres général, ou la
variable aléatoire Y est une grandeur physique non-directement observable mais
déterminant la loi suivie par une grandeur observable X. La variable aléatoire
Y caractérise en quelque sorte «’état de la nature.» La loi a priori fy (y) est
une mesure de notre connaissance sur Y avant toute observation de X, et la
loi a posteriori fy|x(y|x) rend compte de la connaissance gagnée sur Y apres
I’observation X = . Afin d’accroitre notre connaissance sur Y a partir d’une
observation de X, il faut naturellement connaitre la loi suivie par X quand Y est
connu, c’est-a-dire fx|y (x|y). On peut alors calculer fy|x & l’aide de la formule
des probabilités totales. Cette fonction est une représentation du «crédit » que
I’on peut accorder a I’hypothése suivant laquelle la nature était dans I’état y
préalablement a 1’observation z.

Moyennes conditionnelles et courbes de régression.

On trouve ’expression de la moyenne et de la variance conditionnelle d’une
coupe en appliquant aux lois conditionnelles les équations (2.25) et (2.28) défi-
nissant les moments. Il vient :

Ne = /_OO yfy (ylz) dy, (3.44)
oy = /_Oo (v — 1) fy (ylz) dy, (3.45)

et des expressions analogues pour 7, et o2. Les moyennes conditionnelles 7, et
1y sont des fonctions ¢y (z) et ¢x (y), appelées la premiére « courbe de régression
de Y par rapport a X », et la deuxieme « courbe de régression de X par rapport
ayYo».

3.2 Plusieurs variables aléatoires.

Pour un nombre fini de variables aléatoires, (X1,...,X,), on généralise sans
peine les notions introduites pour un couple de variables aléatoires. Un tel en-
semble de variables aléatoires peut aussi étre considéré comme les n composantes
d’un vecteur aléatoire a n dimensions X € R”™.

3.2.1 Vecteurs aléatoires et notation matricielle.

On notera souvent un ensemble de variables aléatoires (X1,..., X,) par le
meéme symbole en caractére gras privé d’indice, dans notre cas X . Nous dirons
que X est un vecteur aléatoire, étant entendu que X représente les coordonnées
du vecteur mis sous la forme d’une colonne. Le symbole X' désigne le méme
vecteur, mais ses coordonnées étant mises sous forme d’une ligne.

3.2.2 Fonction de répartition.
La fonction de répartition Fix, x,...x, est définie par I’expression :

Fx,x,x, (1, 82,...,25) = Pr{Xy <1, Xo < 29,..., Xy <z}, (3.46)
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et possede les propriétés suivantes (nous la notons simplement F' pour plus de
commodité )

Propriétés de la fonction de répartition.

1. La fonction F' est définie sur R” et envoie R™ sur [0, 1], F' : R" — [0, 1].

2. F(x1,...,2,) est une fonction non-décroissante de chacune des variables.
3. F(x1,...,&,) est continue & droite en chacune des variables.

4. F(z1,...,2,) = 0 si au moins une des variables vaut —oco.

5. F(x1,...,2,) = 1 si toutes les variables valent +oc.

3.2.3 Probabilité d’un hyper-rectangle.

La probabilité pour que les n variables aléatoires X} soient comprises dans
les intervalles Vk;ar < X < by, c’est-a-dire pour que le vecteur aléatoire X
«tombe» dans ’hyper-rectangle Vk; ap < zp < bg, est donnée par la formule:

1 1 1
PriVkiar < Xp <be} =D > Y (~1)EF=%F(cr,..en),  (347)

€1=0¢€5=0 €,=0

ol ¢k = exar + (1 — €x)by. Les ¢ sont les coordonnées des sommets de I’hyper-
rectangle et la somme s’étend sur les 2" sommets de cet hyper-rectangle. En
posant Yk; by = ap + hg, on peut exprimer (3.47) & I’aide de I'opérateur aux
différences finies A’;i portant sur la k€ variable de F' et tel que:

AFF(ooap,. ) =F( . o +h, )= F(. .z, (3.48)
Il vient alors:

Pr{Vk;ar < Xg < ap+he} = A} A} - A} Flay,...,a,) . (3.49)

3.2.4 Densité de probabilité.

Quand elle existe, la densité de probabilité est telle que :

FX1X2~~~X,L(331;€732;~~~;$71) =
/ / / fx,x,x, (U1, ua, .. up) durdug -+ -du, . (3.50)

Ce qui permet de calculer fx, x,..x, connaissant I'x, x,...x, :

an
Ixix, x, (X1, 22, .., 20) 32,90, ... 0z, X1Xa X, (%1, 22 zn) . (3.51)

Ty
La densité de probabilité posséde les propriétés suivantes :
1. fxyx5x, (21, 22,...,2,) > 0 pour presque tous les 1, za,...,Z,.
2. f_oooo f_oooo . ffooo fxixy-x, (1,20, .. 2n) derdes - de, = 1.

Pour plus de commodité nous noterons, la plupart du temps, F' la fonction de
répartition, et f la densité de probabilité.
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3.2.5 Lois marginales.

Les fonctions de répartition marginales d’un ensemble de k& < n variables
aléatoires s’obtiennent par passage a la limite oo des n — k autres variables. Par
exemple la fonction de répartition de la variable aléatoire X; s’obtient comme
fonction de répartition marginale de F' a I’aide de la formule suivante :

Fx,(z) = F(z,00,...,00) . (3.52)

Les densités de probabilité marginales des k variables aléatoires s’expriment a
I’aide de la densité fx, x,..x,, quand elle existe, par intégration sur les n — k
variables aléatoires restantes. Par exemple, pour la variable aléatoire Xy :

ka(l‘)I/ / IxiXo X (X1, o Tho1, &, g, ., Tp)
dey - deg_1daegyy - -de, . (3.53)

3.2.6 Moments.

Les moments non-centrés sont définis par la formule:

o0
! _— n zn .zn , 7 7 . 7 .
Pringm, = / 2t ept fx x,x, (1, 2oy - 2y) derdes - - dey,

” (3.54)

La somme des exposants ) . n; est 'ordre du moment. Dans le cas ol certains
indices n; sont nuls, les moments ainsi calculés sont les moments des variables
aléatoires correspondant aux indices non nuls. Montrons cela pour le moment
Hio...0- D’aprés ce que nous venons de dire, ce doit étre la moyenne p; de la
variable aléatoire X;. En effet :

%)
/
Hio...0 :/ Ile1X2'~Xn(I1;$2a .. ';mn) dm1d$2' . drn 3

— 00

mais I’'intégration sur les variables 2, . . ., z, n’est autre, d’apres ’équation (3.53),
que la densité marginale de f pour la variable aléatoire X;. Il reste donc:

,ullo...o :/ 331fX1 (1‘1) dz; .

— 00

Ce qui montre que p].. o correspond bien & la moyenne px, de X;. On introduit
maintenant les moments centrés qui sont par définition :

[ee]
Bring-n, = / (1 — px,)" (22 — px,)" o (20 — px, )"
—co

fx,x,-x, (21,2, ..., 2p) derdeg - - -dzy . (3.55)

On démontrerait de la méme maniere que, par exemple, le moment centré pisg...q
correspond a la variance de la variable aléatoire X;. La densité de probabilité
de X; étant calculée comme densité marginale de fx, x,..x, -
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3.2.7 Matrice des variances-covariances.

Les moments d’ordre deux sont regroupés dans la matrice des variances-co-
variances V , d’éléments :

vij = L(ll —px;)(x; — px;) f(e, ... x,) dey - - dxy (3.56)

Les éléments diagonaux de cette matrice sont les variances des X; et les éléments
non-diagonaux v;; 4 # j sont les covariances des couples (X;, X;). Toujours
d’aprés I'inégalité de Cauchy-Schwarz on a: 'U?j < v;3v55. Cela montre que la
matrice des variances-covariances est définie non-négative. Les coefficients de
corrélation p;; des couples (X;, X;) sont définis par:

pij = —d_ . (3.57)
On pose habituellement v;; = o2 (; > 0), ce qui fait que la covariance s’écrit
plutét Vij = Pij0i0;.

Les moments des lois marginales de F' étant égaux aux moments de F' dont
les seuls indices non-nuls sont ceux correspondants aux variables aléatoires sur
lesquelles portent les lois marginales, la matrice des variances-covariances de ces
lois marginales est donc une sous-matrice extraite de la matrice des variances-co-
variances de F' en supprimant les lignes et les colonnes ne correspondant pas aux
variables des lois marginales. Si, par exemple, le triplet aléatoire (X7, X3, X3) a
pour matrice des variances-covariances :

2
(2 pP120102 pP130103
_ 2
V = | p120102 o3 p230203 | ,
2
P130103  pP230203 g3

la matrice des variances-covariances du couple (X7, X3) s’obtient en supprimant
la deuxieme ligne et la deuxieéme colonne de V' :

2
Vi — 25} pP130103
13 — 2 .

P130103 o3

Cette remarque s’applique naturellement aussi au vecteur colonne représentant
la moyenne.

3.2.8 Lois conditionnelles.

Le mécanisme qui nous a permis de trouver les lois conditionnelles dans le
cas 2D s’applique également ici, nous ne le répéterons pas. Il en résulte, vis-
a-vis d’une condition €', une formule analogue a I’équation (3.26). Nous ne
considérerons plus en détail ici que le cas dégénéré correspondant a une coupe.

3.2.9 Lois conditionnelles des coupes.

Comme dans le cas 2D, une coupe correspond a la condition ol certaines
variables aléatoires d’'un vecteur (X1, ..., Xin4n) sont fixées, alors que les autres
restent libres. Nous allons supposer, afin d’alléger 1’écriture, que les variables
libres correspondent aux indices les plus faibles de la liste des X;. Le symbole
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X représentera 1’ensemble des m variables aléatoires libres et le symbole X
représentera celui des n variables fixées. Notons de plus y I’ensemble (yi, ..., yn)
des valeurs prises par X et par @ ’ensemble (21, ..., z,,) des valeurs possibles
de Xg. 1l vient:

Fxox, (#,y) = Fx, (y) Fx 1x, (2| X1 = ), (3.58)

ou I'x,x, désigne la loi conjointe des variables X; et I'x, désigne la loi mar-
ginale des variables fixées. Cette formule nous permet de calculer la loi condi-
tionnelle. Si la loi marginale posséde une densité, cette formule s’écrit :

1 "
Fxx,(®|X1=y) = ———Fx,x,(z,y). 3.59
. (2% = ) = = S P e.0) (359
La notation 9"/0"™y désigne la dérivation par rapport & toutes les variables
fixées, c’est-d-dire 0" /Jy1,...,0yn. Si la densité conjointe des variables X;

existe, on trouve, en dérivant (3.59) par rapport aux z;, la formule liant entre
elles les densités conjointes, marginales et conditionnelles :

1

fXD|X1(‘E|X1 =y) = mfxuxl(w’y) . (3.60)

3.2.10 Variables aléatoires indépendantes.

Les variables aléatoires Xi,..., X, seront dites « mutuellement indépen-
dantes» ou <« indépendantes dans leur ensemble» ou plus simplement «indé-
pendantes», si la fonction de répartition conjointe peut étre mise sous la forme
du produit des fonction de répartition marginales:

F(xy,20,...,2n) = Fx, (1) Fx,(22) - Fx, (xn) - (3.61)

— Si les variables aléatoires X, X5,..., X, sont indépendantes, alors elles
sont deux a deux indépendantes, c’est-a-dire:

FXlXj('in; J,]) = FX,(xi)FXj (:L‘j), Vi,j;i ;ﬁj . (362)

Démontrons cette propriété pour ¢ = 1,5 = 2. Par définition des fonctions
de répartition marginales on a:

Fx,x, (21, 22) = F(21,22,00,...,00).
D’aprés (3.61) cette expression est égale a:

Fx, (21) Fx, (22) Fx,(00) -+ - Fx,, (00);
mais Fx,(c0) = 1, d’oti on tire (3.62).

— Si les variables aléatoires Xi,..., X, sont deux a deux indépendantes,
elles ne sont pas nécessairement indépendantes dans leur ensemble. En
revanche, les coefficients de corrélation p;; des couples (X;, X;),¢ # j sont
nuls et la matrice des variances-covariances est diagonale. On dit alors
que les variables aléatoires sont mutuellement non-corrélées. Des variables
aléatoires mutuellement non-corrélées ne sont pas nécessairement deux a
deux indépendantes.
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3.3 Plusieurs vecteurs aléatoires.
Les notions introduites pour les vecteurs aléatoires se généralisant sans peine

a plusieurs vecteurs aléatoires, nous n’introduirons ici que la notion nouvelle de
matrice de covariance.

3.3.1 La matrice de covariance.

Solent deux vecteurs aléatoires X et Y. On définit leur matrice de covariance
Cxvy dont les éléments ¢;; sont donnés par ’expression :

iy = [ (o= px,) o — o) P (3.63)

I'intégrale étant calculée & I’aide de la loi F' du couple (X,Y).
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Chapitre 4

Changement de variable
aléatoire.

4.1 TUne variable et une fonction.

Soit X (w) une variable aléatoire associée a I’événement élémentaire w. A ce
meéme événement élémentaire w, on fait correspondre une autre variable aléa-
toire Y (w) telle que Y = ¢(X). La fonction ¢ ainsi introduite, définit ce que 1’on
appelle un changement de variable aléatoire. Le probléme que nous nous posons
maintenant est de déterminer la fonction de répartition G de Y et éventuellement
sa densité de probabilité g, connaissant la fonction de répartition F' de X.

Par définition la fonction de répartition G(y) de Y est la probabilité pour
que Y ne dépasse pas le seuil y. On a:

Gly) =Pr{Y(w) <y} =Prip(X(w)) <u}, (4.1)

notre probléme sera résolu dés que I’on saura trouver les solutions de 1'inégalité
¢(X(w)) < y. Nous allons donner plusieurs exemples de telles solutions. Afin
d’alléger I’exposé, nous noterons a partir de maintenant simplement X la varia-
ble aléatoire X (w). Dans le méme but, lorsque nous parlerons d’une densité de
probabilité, nous supposerons implicitement qu’elle existe.

4.1.1 Variables aléatoires continues.

Cas ol ¢ est univoque, dérivable et croissante.
Dans ce cas la fonction réciproque ¢~! existe et la solution de I’inégalité

0(X) <yest X < p71(y). 1l vient alors d’aprés (4.1):
Gly) =Pr{X <o ')} = Fle () - (4.2)

On obtient la densité de probabilité en dérivant G par rapport a y, et en
posant = ¢~1(y) la solution unique de I’équation y = p(z), il vient:

_dG  dF dp™!

= — = 4.
dy dr dy (43)

9(y)
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La premiere dérivée est par définition la densité de probabilité f de X et la
seconde I'inverse de la dérivée de ¢ au point z = ¢~1(y), de sorte que 'on
obtient g par la formule:

a(y) = % (4.4)

x| priy)

Cas ou ¢ est univoque, dérivable et décroissante.

Dans ce cas la solution de ¢(X) < y est X > ¢~ 1(y) et il vient:

Gy) =Pr{X>¢7 'y} =1-Pr{X <¢™'(y)}.

L’événement X = ¢~ !(y) étant de mesure nulle on trouve alors ’expression de

la fonction de répartition de Y :
Gly) =1-Pr{X <o ')} =1-Fle'(¥), (4.5)

et de sa densité de probabilité:

9(y) = dp (4.6)

x| oopriy)

Cas général des changements de variable bijectifs.

Dans le cas général des changements de variables effectués a 1’aide d’une
fonction ¢ univoque, on a en rassemblant en une seule les deux formules précé-
dentes :

(4.7)

La table 4.1 résume les principaux résultats de ce paragraphe.

»Exemple 4.1. Changement de variable linéaire Y = aX. Dans ce cas la fonc-
tion ¢ est telle que y = ¢(x) = az d’ott ¢~ '(y) = y/a. En appliquant la formule (4.7)
précédente on obtient alors :

d
ﬁ =a etdonc g(y) = f(x)|cll—| dou g(y) = ﬁf (g) . (4.8)

Cas des fonctions non-univoques.

Si la fonction ¢ n’est pas univoque mais reste dérivable, les valeurs de X
satisfaisant I'inégalité ¢(X) < y se présentent sous la forme d’intervalles dis-
joints [ag, bg], en nombre éventuellement infini mais dénombrable. On a ¢(ax) =
©(br) = y. Le plus petit des a peut étre égal & —co et le plus grand des b & +o0.
La figure 4.1 donne un exemple d’un tel changement de variable.
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fonction de répartition densité de probabilité
X (o) 7@
V=pX);¢'>20  Fz)z=¢""(y) f@)e' (@) e =™ (y)
V=¢X);¢' <0 1-Flhiz=¢"'y) —fl)¢@)] z=¢"")
Y=X-b F(y+b) fly+b)
¥ 1
v=ax {3 22 )

TAB. 4.1: Fonction de répartition et densité de probabilité de la nouvelle variable
aléatoire Y = ¢(X) ou ¢ est une fonction dérivable.

On obtient alors la fonction de répartition GG de la nouvelle variable aléatoire
Y = ¢(X) par la formule:

Gly) =>_F(bs) = Flar); lar) = ¢(bs) =y (4.9)

La densité de probabilité s’obtient par dérivation, ce qui donne la formule:

9(y) = Zf(l’k) olxp) =y. (4.10)

1
dy

=Tk

La sommation s’étend sur tous les zj solutions de ’équation y = ¢(z).

» Exemple 4.2. Densité de probabilité du carré d’une variable aléatoire. On a
y = ¢(z) = 2° et dp/dr = 22. La variable aléatoire Y étant toujours positive, la
densité de probabilité g(y) est nulle en dehors de l'intervalle y > 0. A un y > 0 donné,
correspondent deux valeurs de z, 31 = |/y et 2 = —,/y, la somme (4.10) s’étend sur
ces deux racines x; et z2. Il vient alors:

de

dz

de

e =2y (4.11)

a=—V7

=2y et
z=\/y

et 'on obtient ainsi la densité de probabilité de Y :

FW) + F(=vY) >0
g9(y) = i - (4.12)

0 y <0

. . . . , N 8 2
Si la moyenne et la variance existent, et sont respectivement égales a pu et a o7, la
2

variable Y = X? a pour moyenne p* + 2.
» Exemple 4.3. Densité de probabilité du carré d’une variable aléatoire nor-
male. Soit X une variable aléatoire normale de densité de probabilité donnée par
P’expression :

1 (z — p)?

f(.”[)): omexp_ 252

(4.13)
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Fi1G. 4.1: Ezemple de changement de variable aléatoire Y = p(X) continu mais
non univoque. Le domaine des X satisfaisant 'inégalité Y < y est formé ici des
deux segments disjoints a1, b1] U [az, ba].

D’apres 1’équation (4.12), la densité de probabilité de X2 est égale a:

__ 1 1 y+u’ By
gly) = oy Yy~ 2 exp < 257 ) cosh < p . (4.14)

: . 2 2 : 2 2 4
Cette loi posséde une moyenne p~ + o et une variance 4u“oc* + 20°.

4.1.2 Uniformisation des variables aléatoires continues.

Soit X une variable aléatoire continue de densité de probabilité f(x). Consi-
dérons le changement de variable: Y = F(X) ol F est la fonction de répartition
de X. Par définition de la fonction de répartition, & une valeur x de la varia-
ble aléatoire X correspond une valeur y de la variable aléatoire Y donnée par
I’expression :

y=F(z)= /_ F(t) dt (4.15)

Les valeurs possibles de Y sont comprises entre F/(—oo0) = 0 et F'(oc0) = 1. La
variable aléatoire Y ne pouvant pas prendre de valeurs a I’extérieur de I’'intervalle
[0, 1], posséde donc une densité de probabilité nulle en dehors de cet intervalle.
La variable aléatoire X étant continue, F' est alors strictement croissante et
donc univoque. On a alors pour toutes les valeurs de y comprises entre 0 et 1:

9) = £(@) 77 = f(x)ﬁ _1 (4.16)
rr
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Le changement de variable Y = F'(X) permet donc de transformer une variable

aléatoire continue de densité quelconque, en une variable aléatoire suivant une
loi dite uniforme. Par définition la loi uniforme sur [0, 1] posséde la densité :

0 siz<QOousiz>1

z) = ’ 4.17

/(@) {1 si0<z<l1. ( )

Ce changement de variable est souvent utilisé en traitement d’images, et consti-
tue la méthode dite de l’égalisation d’histogramme. On 'utilise également pour
générer des nombres aléatoires suivant la loi /' quand on a & sa disposition des
nombres suivant la loi uniforme. En effet, si les variables aléatoires U; suivent
la loi uniforme, les variables aléatoires X; = F_l(UZ') suivent la loi F'.

»Exemple 4.4. Simulation de la loi exponentielle. Une variable aléatoire X suit
la loi exponentielle de parametre A > 0 si sa fonction de répartition F' est donnée par:

Flz) = 0 six <O, (4.18)
N 1—exp(—Az) siz>0. ’

D’aprés ce que nous venons de voir la variable aléatoire U = F(X') suit la loi uniforme
sur [0,1[. Réciproquement si I'on dispose d’une variable aléatoire U suivant la loi
uniforme sur [0, 1] alors la variable aléatoire X = F~'(U) suivra la loi exponentielle.
Il vient: U = 1 — exp(—AX), X = —In(1 — U)/X ou, ce qui revient au méme, X =
—In(U)/X si U €]0,1]. On dispose ainsi d'un moyen commode pour générer une varia-
ble aléatoire exponentielle lorsqu’on dispose d’un générateur de nombres aléatoires
suivant la loi uniforme.

4.1.3 Changement de variable et indépendance.

Le théoréme suivant limite la classe des changements de variables qui pré-
servent l'indépendance. Dans la pratique il s’agit d’une limitation trés peu
contraignante.

Théoréme 4.1. (Slutsky. ) Si les variables aléatoires (X1,...,X,) sont indé-
pendantes et si les fonctions gy sont mesurables-Borel, alors les variables aléa-
toires i (Xg) sont aussi indépendantes.

On dit qu’une fonction ¢ est mesurable-Borel si I’ensemble des = défini par
g(x) < ¢ pour tout ¢ € R, est un borélien. Une fonction continue est mesurable-
Borel.

On trouvera la démonstration de ce théoréme au chapitre 4 §5 de 'ouvrage

de Rényi [62].

»Exemple 4.5. Si les variables aléatoires indépendantes (X1i,..., Xy) sont trans-
formées par élévation a la puissance r, alors les variables aléatoires (X7, ..., X,) sont

aussi indépendantes car le changement de variable z — z" est continu.

4.2 Plusieurs fonctions de plusieurs variables.

Au vecteur aléatoire X de composantes (X1, ..., X,), on fait correspondre
un autre vecteur aléatoire Y de composantes (Y7,...,Y,), par I'intermédiaire
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de n fonctions ;, telles que:

Yl :Sol(Xla"';Xn)a
Y2 :SOZ(Xla"':Xn)a

(4.19)

Yn—‘pn(Xla aXn)
Pour un y : (y1,...,¥) donné, on notera z(*) : (.z‘(lk), e a:;k)) les solutions du
systeme y; = goi(r(lk), ey J:;k)) Vi, 1 < ¢ < n. Par un raisonnement analogue

a celui fait sur le changement d’une seule variable aléatoire, on trouverait la
formule générale donnant la densité de probabilité de Y :

-1

(4.20)

oY1, .., Yn
g(yb;yn):Zf(ng):,Iglk)) ‘a((]; l))
- yeey &pn

=z (k)

L’expression O(y1,...,Yn)/0(x1,...,2,), est le jacobien J du changement de
variables.

»Exemple 4.6. Génération de nombres pseudo-aléatoires swiwvant la loi nor-
male réduite. Soient deux variables aléatoires indépendantes U; et U, suivant la loi
uniforme sur ]0,1]x]0, 1]. A partir du couple (U, Us), définissons le nouveau couple
(X 1, Xg) par 'intermédiaire du changement de variables :

z1 = V—2Inu; cos(2ruz),
z2 = V—2Inu; sin(27us).

Ce changement de variables est bijectif. En effet on obtient la fonction inverse en

posant : r = /% 4+ z3 et 2wu = arccos(z1/r), il vient alors:

(4.21)

— 1,2
Uy =e€xp —gr,

u si z2 > 0, (4.22)
Uz = .
1—u s1x2 <O0.

On a r =+/—2Inuy, et le jacobien du changement de variables (4.21) est:

%) o 1 .
gL on —— cos(2muz)  —2mrsin(27us)
ou Ous ur 2w
J = = =

1. t
aﬂ aﬂ — sin(27us) 27r cos(2mus)
Jur  Ous ur

11 vient :
_ 7 1
g(z1,22) = f(ui,uz)|J| 1=i= ﬁexp{—%(xf—l—xg)}. (4.23)

Nous avons donc démontré que le changement de variables (4.21) transforme un couple
de variables aléatoires uniformes indépendantes, en un couple de variables aléatoires
normales réduites. Les variables aléatoires X; et X> sont elles-mémes indépendantes
car leur loi conjointe g(zi,z2) peut étre mise sous la forme du produit de ses lois
marginales :

1 1
g(z1,22) = E exp(—%x?)ﬁ exp(—%x%) .
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4.3 Une fonction de plusieurs variables.

Soient n variables aléatoires (X1, ..., X,) et une seule fonction ¢ définissant
une nouvelle variable aléatoire Y = ¢(Xy,...,X,,). Pour connaitre la densité
de probabilité de Y, on est amené a introduire les variables aléatoires Y; telles
que :

Y1 =Xy,

Y2 = X,

......... (4.24)
Y1 =X5-1,

Yo=Y =¢(X1,...,Xn).
La valeur absolue du jacobien de ce changement de variables est égale & :
dp
Oz,

elle nous permet d’obtenir g, la densité de probabilité conjointe des variables
aléatoires Y1,...,Y,:

|J] = ‘ : (4.25)

Op -1

Oz,

gn(yla:yn—lay)zzf(r(lk)na'r;k))‘ ’ (426)
k

=z (k)

a partir de laquelle on obtient la densité de probabilité de Y comme densité de
probabilité marginale :

9(y) :/ In(Y1, - Yn-1,9) dyr - -dyn_1 . (4.27)

o0

Nous allons appliquer ces formules dans trois cas importants.

4.3.1 Somme et différence de deux variables aléatoires.

Pour la somme on a ¥ = X; + X3. On suppose connue la densité de proba-
bilité conjointe fa(x1,22) du couple aléatoire (X1, X3). On pose donc Y1 = X3
et Yo = X1 4+ X,. Cette transformation a pour jacobien :

Oyi,y2) |1 0
6(I1,I2) o 1 1

En remplagant la valeur du jacobien dans ’équation (4.20), on trouve:

J= ‘ =1. (4.28)

92(y1,92) = f2(y1,92 — w1) -
La densité de probabilité de Y est égale a la densité marginale:

g(y) = /_Co folu,y —u)du. (4.29)

Si les variables aléatoires X, X3 sont indépendantes, la densité du couple est
égale au produit de ses densités marginales, on a fa(z1,22) = fx, (21)fx,(z2)
et la formule précédente s’écrit :

s = [ " () (v — ) du (4.30)
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C’est le produit de convolution de fx, par fx,. Pour la différence Y = X» — X1,
on obtiendrait de la méme facon :

s = [ " () o (v + ) du (4.31)

4.3.2 Produit de deux variables aléatoires.

On a Y = X; X5, et on suppose connue la densité de probabilité conjointe
fa(z1, 22) du couple aléatoire (X1, X3). On pose alors Y1 = X et Y2 = X1 X5.
Cette transformation a pour jacobien :

J- Oy1,y2) _
8($11 IQ)

1 0

9 T

=|z1|. (4.32)

En remplacant la valeur du jacobien dans I’équation (4.20), on trouve:

1
92(y1,y2) = fa(y1, y2/y1)m .

La densité de probabilité de Y est la densité marginale:

9(y) = /_O:O fa (u %) ﬁ du. (4.33)

Si les variables aléatoires X7, X5 sont indépendantes, on a:

9(y) = /_O:O Fx, (u) fx, (%) ﬁdu. (4.34)

»Exemple 4.7. Densité de probabilité du produit de deux variables aléatoires
normales indépendantes. Soient X1, X2 deux variables aléatoires normales de moyen-
nes nulles, de variances o1 = o2 = 1. On trouve la densité de probabilité g(y) de leur
produit Y = X X, en appliquant la formule (4.34). 11 vient :

+o0 2
1 1,29 1 1Y 4 du
= ——exp1—3U f—F—exXpl—55) 77,
9(y) T p{—3 }\/ﬁ p{ 2u2}|u|
1 [1° 12 y? . du
= ;/0 exp{—3lv" + 21 o

2
u- . .
En posant e = — il vient :

ly]

1 too 1 t —t dt 1 tee
a(v) = — exp{—zlyl(c’ +e7)} 5 = — exp{—|y| cosh ¢} dt,
0

— 00

1.
~Ka(lyl),

ou K est la fonction de Bessel modifiée de 2€ espeéce et d’ordre 0. Cette densité possede
une moyenne nulle et un écart type égal a 1, son graphe est présenté sur la figure 4.2.
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F1G. 4.2: Densité de probabilité g(y) du produit de deuzr variables aléatoires
normales réduites Xy et Xo. On a py = ps =0, 00 =03 =1, Y = X3 X, et
g(y) = L Ko(|y|]) ot Ko est la fonction de Bessel modifiée de deuziéme espéce

-

et d’ordre 0.

4.3.3 Quotient de deux variables aléatoires.

On aY = X3/X; et on suppose connue la densité de probabilité conjointe
fa(x1, z2) du couple aléatoire (X1, X2). On pose alors Y1 = X; et Y2 = X5/ X.
Cette transformation a pour jacobien :

1

T

1 0
J:M: 9 1 —

Oz, x2) 2 o

(4.35)

En remplacant la valeur du jacobien dans I’équation (4.20), on trouve:
92(y1,y2) = f2(y1, vay2)|yal

La densité de probabilité de Y est la densité marginale:

gly) = /_00 fa(u,uy)|u| du. (4.36)

Si les variables aléatoires X, X3 sont indépendantes on a:
o) = [ sl ()l du. (4.7

Ces propriétés sont résumées dans le tableau 4.2.

» Exemple 4.8. Densité de probabilité du quotient de deux variables aléatoires
normales. Soient X1, X> deux variables aléatoires normales réduites indépendantes.
En tant que variables réduites on a: 3 = g2 = 0 et 01 = o2 = 1. En application de la
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Variables quelconques. Variables indépendantes.

Yot X mw:/fow¢wmt mm:/ffnwmnwxww

xixXe o) = [ f(wd) e o= [ ints () o

. B ]
- mw:[fﬂmwmwu mwzﬁwﬁmwxwmmm

TAB. 4.2: Densité de probabilité g(y) d’une variable aléatoire n égale a l'une des
quatre opérations sur le couple de variables aléatoires (X1, X2). La fonction f
désigne la densité de probabilité conjointe du couple (X1, X3), les fonctions fx,
et fx,, désignent les densités de X1 et Xa.

formule (4.37), on trouve la densité de probabilité du quotient X /X5 :

L[F% 1z L
= — 2% 3 (uy) d
9(y) ) e e |u|du,
1 T _1,
= — e 2 2(1'|'y2)|u|du,
2 J_ o
+ oo
= l/ e_t(1+y2) dt,
T Jo
11
Torl4y?

La loi suivie par le rapport de deux variables aléatoires normales réduites est une loi
de Cauchy, c’est-a-dire une loi qui ne possé¢de pas de moments (et en particulier pas
de moyenne ).

4.4 Le point de vue des probabilités condition-
nelles.

On aurait également pu développer la théorie du changement de variable
aléatoire dans le cadre plus formel des probabilités conditionnelles. Illustrons
cette démarche dans le cas d’une fonction d’une variable aléatoire. Soit ¥ =
©(X) le changement de variable et f(z) la densité de X. La fonction de répar-
tition G(y) de Y s’obtient en sommant la densité f sur le domaine des z o
p(z) < y; il s’agit donc bien d’une fonction de répartition conditionnelle. Soit
Q' (y) ce domaine. On a alors:

Gly) = / f@)de . (4.38)
' (y)
Introduisons la distribution de Heaviside H(y — ¢(x)) qui vaut 0 si y < ¢(z)

et 1si y > ¢(x). A laide de cette distribution, 1’équation précédente peut se
mettre sous la forme:

Gly) = [ =)y = p(o) . (4.39)
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ol la sommation s’étend maintenant a tout 1’espace 2 de définition de X. La
densité de probabilité y s’obtient par dérivation de G(y), et en notant que la
dérivée de la distribution de Heaviside H est égale a la distribution de Dirac §
de méme argument on a:

ov) = [ )iy~ pla)) da. (4.40)
Q
En sachant que d(h(z)) se calcule & I’aide de la formule:

§(h(z)) = Z m EICEEDE (4.41)

ol la sommation s’étend sur I’ensemble des z; tels que h(z;) = 0. Ici h(z) =
y — ¢(x), et on obtient finalement :

f(z:)
o) = . (4.42)
zi: o' (2)] =,
La sommation s’étend cette fois sur I'ensemble des z; tels que ¢(z;) = y et qui
appartiennent au domaine de définition €2 de la variable aléatoire X. On retrouve
ainsi la formule (4.7). La démarche est identique, pour le cas de plusieurs varia-
bles aléatoires.

4.5 Exemples.

4.5.1 Module et phase d’un couple de variables aléatoires

On considére deux variables aléatoires X et X3, on note x; et x5 les valeurs
prises par ces variables aléatoires et f(z1,22) la densité de probabilité de ce
couple. Le module R et la phase @ sont les coordonnées polaires associées au
couple de coordonnées cartésiennes X; et X3. Le changement de variables est
donc:

ri = rcoso, (4.43)

s = rsin¢.

Ce changement de variable est bijectif (voir exemple 4.6) sauf en r = 0 qui
est un ensemble de mesure nulle. Le jacobien du changement de variables de
(r, @) vers (z1,z2) est égal & r. On trouve alors la densité de probabilité g(r, ¢)
du couple de variables aléatoires (R,®) connaissant la densité de probabilité
f(z1,22) du couple (X1, X3) grace & la formule (4.20). 1l vient :

g(r, @) =rf(x1,22) = rf(rcos¢,rsing). (4.44)

Les densités de la phase et du module sont les densités marginales de la loi du
couple (R, ®). Nous allons appliquer ce calcul au cas de deux variables aléatoires
normales indépendantes.
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4.5.2 Module et phase d’un couple de variables aléatoires
normales indépendantes.

Les deux variables aléatoires indépendantes X et X5 suivent respectivement
une loi normale de parameétres p1, o1 et une loi normale de parameétres ps, o5.
La loi du couple (R, ®) s’obtient par (4.44), il vient:

(r, ) 1 { (rcosqb—,ul)2} 1 { (rsin¢—u2)2}
r,¢) =r———exps — eXpy — )
g V2no, P 202 V2o, P 202
. (reosd— )’ (rsind — m)?
= — . 4.45
2mo109 xp { 20’% + 20’% ( )

Densité de probabilité du module ( loi de Rayleigh-Rice).

Cette densité s’obtient en intégrant la phase ¢ sur tout son domaine de
définition. Supposons pour simplifier que o1 = 02 = o, il vient :

gr(r) = ! /OZW exp {_(TCOSC/’ — p1)* + (rsing _u2)2}d¢,

2mo? 202

r r2 4 2 2m r
= S exp <— — ) / exp { ~5 cos(6 — 60) | do,
0

ol p et ¢g sont les coordonnées polaires du couple (pi, pua), c’est-a-dire: p =

V2 + pd et py = pcos ¢o, pa = psin ¢g. La fonction & intégrer étant périodique
il vient:

% Oi:(p{—z—g COS(¢> —¢o)}d¢: %/og(p (—Z_—/; cosqS) do = Iy (Z__/;) )

Dans cette expression Iy représente la fonction de Bessel modifiée d’ordre 0 ( voir
par exemple la formule 8.431.3 de Gradshteyn et Ryzhik [27]). La densité de
probabilité du module R de deux variables aléatoires normales indépendantes
et de méme écart type o est alors donnée par ’expression :

r r?+p ri
9r(r) = —5 exp <— 552 ) Iy (F) , r>0, (4.46)

ou p est la moyenne quadratique des moyennes p; et po des deux variables.
Cette densité de probabilité porte le nom de densité de Rayleigh-Rice. Si u est
grand devant o, la moyenne ug et la variance 0% de la loi de Rayleigh-Rice sont
données par les formules asymptotiques suivantes :

o2 , , o2
HR R [ 1+ﬁ y OpR~R O 1—m . (447)

L’expression exacte des moments non-centrés uj de R est donnée au chapitre
3.2.2 de 'ouvrage de Lévine [48], elle vaut:

He = (20%) 501+ §) 1 P (=5, 1 —4o), (4.48)

ou I' et 1 Iy représentent respectivement la fonction eulerienne de seconde espéce
et une fonction hypergéométrique dégénérée (voir appendice A.1).
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Densité de probabilité de la phase.

Nous nous placons toujours dans le cas ou les variables aléatoires X; et Xo
possédent le méme écart type o. La loi suivie par la phase s’obtient en intégrant
Pexpression (4.45) sur le domaine r > 0 avec 01 = 03 = 0. Il vient:

93(9) = /OOO {_ (reosg = )" + (rsing — o)’ } o

= 1 exp —i ;Oexp _7’2—27’,ucos(q§—q§0) dr
2mo? 202 ) /g 202 ’

En complétant la forme quadratique apparaissant dans I’argument de la seconde
exponentielle de facon a former un carré parfait on obtient :

exp{—% sin(¢ — éo)} /O;Oexp {— (r = preos(é — 60))* } dr .

ga(9)

= 2no? 202

En posant rg = pcos(¢ — ¢g), il vient :

1 p? —rk & (r—ro)?
ga(9) = 2wo? exp{- 202 }/Orexp 202 dr,

S P -
T+ r9) exp ——= dr
o2 o) eXPp 202

—ro

Y
T 2mo? xp 2

L’intégrale se scinde en deux parties :

o] r2 J o r2 d 7o r? J
/_ (r—}—ro)exp{—ﬁ} r_/l rexp{—ﬁ} r—i—ro/ exp{—ﬁ} r

o rol —0o0
2 5 To
=0 exp{—ﬁ} + \/27r0'r0<1>(;) ,

ol @ est la fonction de répartition de la loi normale réduite ( Fonction de La-
place ). Finalement :

2 2

1 /12 ro ro o=
g¢(¢) = ﬁexp{_ﬁ} + \/ﬁaq)(;)exp{_ 9202 0}:

soit en revenant a la variable ¢ :

1 2
ga(d) = %exp{—;?} +
_ _ 2 Gin2(d
#COS(§FU¢O)¢{NCOS(ﬁ ¢0)}GXP{_W}. (4.49)

La fonction gg est périodique de période 27, cependant on ne doit considérer
qu’une seule période, par exemple : ¢ € [0, 2w ou ¢ — ¢g € [—m, 7[. Sur la période
¢ — ¢o € [—7, [, la fonction gg est symétrique et tous les moments pairs de la
variable aléatoire ® — ¢y sont nuls. Si g = 0 la fonction gg est constante et la
variable aléatoire associée suit alors une loi uniforme sur la période considérée.
Dans ce cas les variables aléatoires R et @ sont indépendantes. Si p est grand
devant o la variable ® — ¢ suit approximativement une loi normale de moyenne
nulle et de variance (o/u)?. On trouvera une étude plus détaillée de cette loi au
Chapitre 3 §2.3 de 'ouvrage de Lévine [48].
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4.6 Aspects numériques.

Le programme RUNIF suivant génére une série de nombre pseudo-aléatoires
suivant la loi uniforme entre [0, I[. L’utilisateur doit fournir au départ trois
entiers: IX, IY et IZ qui doivent étre des nombres premiers assez grands, si
IX est négatif ou nul le programme fournira ces trois nombres. La partie in-
titulée «calcul» est inspirée de Wichmann et Hill (1982) [71]. On consultera
aussi James (1990) [35] pour avoir un apergu sur d’autres méthodes classiques
permettant de générer des nombres pseudo-aléatoires suivant la loi uniforme.

REAL*4 FUNCTION RUNIF(IX,IY,IZ)
INTEGER*4 IX, IY, IZ
INTEGER*4 SEED(3)/15251,25159,14981/

! Initialisation
IF ( IX.LE.O ) THEN
IX = ISEED(1)
IY = ISEED(2)
IZ = ISEED(3)
ENDIF
! Calcul
IX = MOD(IX*171,30269)
IY = MOD(IY*172,30307)
IZ = MOD(IZ*170,30323)

RUNIF = (FLOAT(IX)/30269 + FLOAT(IY)/30307 + FLOAT(IZ)/30323)
RUNIF = RUNIF - JINT(RUNIF)

RETURN

END

Ce programme (ou un programme équivalent ) servira de base pour simuler
d’autres lois a l'aide de la méthode du changement de variable. Par exemple,
si X = —In(runif(ix,iy,iz)) la variable X suivra la loi exponentielle de
parametre A = 1.

4.7 Exercices et problemes.

On trouvera au chapitre 8 la définition des lois non encore introduites a ce
niveau.

Exercice 4.1. Une variable aléatoire © suit une loi de densité de probabilité uni-
forme entre 0 et 27: f(§) = % Trouver ’expression de la densité de probabilité des
variables aléatoires X = cos©®, Y =sin O et de Z = tan O.

S

Exercice 4.2. Projection stéréographique. Soit un cercle
de centre O et un point fixe P du cercle. La projection

stéréographique de P est le point X intersection de la droite

. . . [@] X
PM avec axe perpendiculaire au rayon OP (voir figure).
Montrer que si M est réparti uniformément sur le cercle alors
la variable aléatoire & = OX suit une loi de Cauchy.
P

Exercice 4.3. Soient 2 variables aléatoires indépendantes X; et X5 suivant chacune
la loi normale de moyenne nulle et de variance 2. Trouver la fonction de répartition

et la densité de probabilité des variables : | X1|, | X1| + | X2], | X1]| + X2 et | X1| — | X2].

Exercice 4.4. Densité du produit de deuz variables aléatoires normales dépen-
dantes. Soient X;, X, deux variables aléatoires normales de moyennes nulles, de
variances o1, 02 et de coefficient de corrélation p ( voir la définition (6.11), page 84).



4.7. EXERCICES ET PROBLEMES. 61

Montrer que la densité de probabilité g(y) du produit ¥ = XX, de ces variables est
donnée par I'expression :

9(y) = 71'0'102(11— pQ)% &’0(0102(@— p2)) ¢ (alaz(ply— p2)) ' (4.50)

ou K est la fonction de Bessel modifiée de 2€espece et d’ordre 0.

Exercice 4.5. Trouver la densité de probabilité du produit de 2 variables aléatoires
indépendantes et uniformément réparties sur le segment [a, b] tel que 0 < a < b.

Exercice 4.6. Soient n variables aléatoires indépendantes Uy, ..., U, suivant la loi
uniforme entre —1 et 1. Montrer que la densité de probabilité fs(z) de la loi suivie par
la somme de trois de ces variables est égale a:

0 si |z| >3,
(B—l=)*
falz)={ g~ sil<lel <3, (4.51)
3 — 22 .
8”3 si0<|z[<1.

Montrer par récurrence que la densité de probabilité f,(z) de la loi suivie par la somme
de n variables aléatoires U; mutuellement indépendantes, est donnée par la formule :

13 (n+a)]
S (-)FCEn 4z —2k)"7" iz <n,

Z (4.52)

fn(m): 2"(n—1)!
0 si |z| >n,

ou |z désigne la partie entiére de z ( c’est-a-dire le plus grand entier inférieur ou égal
arx).

Exercice 4.7. Soient Uy, ...,U, des variables aléatoires indépendantes suivant la
loi uniforme entre 0 et 1. Montrer que la variable aléatoire X = —21n(Ul Us - ~~Un)
suit une loi du x? a 2n degrés de liberté.

Exercice 4.8. On désire répartir des points uniformément sur une sphére. Par uni-
forme, on entend que la probabilité d’obtenir un point dans I’angle solide df? est égale
a %. On dispose d’un générateur de nombres aléatoires fournissant une suite (Ut, ... -
Un) de variables aléatoires indépendantes suivant la loi uniforme entre O et 1. Trouver
un changement de variable sur les membres U; de la suite de fagon a obtenir le résultat

souhaité.

Probléme 4.9. Soient 4 variables aléatoires X, Xz, X2, X4 indépendantes et sui-
vant toutes la loi exponentielle de parametre A = 1 ( voir exemple 4.4). On considére
le changement de variables :

Q1 =X1 + X2 + X3 + X4
Q1Q2 =X2 + Xa + X4
Q10Q2Q: =X3 + X,
Q1Q2Q:Q4 =X, .

Calculer la densité de probabilité conjointe suivie par les 4 variables @1, @2, Qs, Q4.
Montrer que les variables aléatoires @1, @2, @s et Q4 sont indépendantes et donner
leur densité de probabilité.

En s’inspirant de 'exemple 4.4 donner les changements de variables permettant
de générer des nombres pseudo-aléatoires suivant les lois de @2, @3 et Q4. Trouver
egalement comment simuler la loi de Q.

Montrer que la densité conditionnelle f(g2,q3,94|@1 = q1) du triplet (Q2, @z, Q4)
sachant que 1 = g1 > 0 est uniforme sur un domaine de définition que I’on précisera.

(4.53)
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Probléme 4.10. Distribution des nombres. En base b, un nombre réel quelconque
X peut toujours étre mis sous la forme d’un produit d’un nombre compris entre 1/b
et 1, par une puissance enticre de b. le premier nombre est appelé la « mantisse » et
le deuxiéme «l’ordre de grandeur ». Par exemple en base 10, b = 10 et le nombre
X =0.00123 a pour mantisse : 0.123 et pour ordre de grandeur: 1072,

Montrer que si la mantisse de X suit la loi réciproque dite «loi de Benford » de
densité de probabilité :

alors la mantisse de Z = XY suit également la loi réciproque, et cela quelle que soit la
loi suivie par Y. Montrer que cette propriété est aussi vraie pour les divisions 7 = X/Y
et Z =Y/X (Hamming, 1970, [28]).
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Chapitre 5

Nombres et fonctions
caractéristiques.

5.1 L’espérance mathématique.

5.1.1 L’espérance mathématique des variables aléatoires
discretes.

L’espérance mathématique d’une variable aléatoire discréte X, c’est-a-dire
d’une variable aléatoire dont les valeurs possibles z; sont dénombrables, est la
moyenne arithmétique de ces valeurs pondérées par leur probabilité. Soient z;,
i € N les valeurs possibles de X et p; = Pr{X = z;} la probabilité avec laquelle
elles apparaissent. L’espérance mathématique E{X} de X est définie par:

E{X}:El‘im. (5.1)

€N

Cette somme peut étre finie ou infinie. Dans le cas ou elle est infinie elle peut
diverger comme le montre le cas ou Pr {X = Qi} = 27" i € N et pour lequel
> xipi = oco. Dans le cas ol la série (5.1) converge, on exige de plus qu’elle
converge quel que soit ’ordre dans lequel on effectue la sommation. L’ordre de
sommation de la série dépend de la fagon dont on « numérote » les issues de X
a l'aide de I’indice 7 et il est alors légitime de vouloir trouver le méme résultat
indépendamment de tel ou tel numérotage particulier. Une condition nécessaire
et suffisante pour qu’une série converge quel que soit 'ordre de ses termes est
qu’elle converge absolument. En conséquence, ’espérance mathématique E{X}
n’est définie par (5.1) que si la série pondérée des |z;| converge, soit :

E{X}:Exipi, si Z|xl|pl<oo (5.2)
1EN €N
Dans la suite de cet exposé, il sera sous-entendu que toute définition impliquant
une série semblable & (5.1) sera subordonnée & la convergence absolue de cette
série.
»Exemple 5.1. Espérance de l'indicatrice d’un événement. L’indicatrice 14 de
I'événement A est égale a 1 si A est réalisé et a 0 dans le cas contraire. Soit p la
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probabilité de A. On calcule alors I’espérance mathématique :

E{1a}=1xp+0x(1—p)=p. (5.3)

Quelques propriétés.

Nous donnons, a titre d’exemple, quelques propriétés concernant la linéarité
de 'espérance mathématique des variables aléatoires discretes.

— Si ¢ est une constante, E{X = ¢} = ¢.

- SiE{X} et E{Y} existent, on a E{cX} = cE{X} et E{X+Y} = E{X} +
E{Y}.
On donnera plus loin, au chapitre 5.1.4, un tableau plus complet de ces

propriétés lorsqu’on aura défini 'espérance mathématique d’un variable aléa-
toire quelconque (discréte ou continue ).

Espérance mathématique conditionnelle.

L’espérance mathématique conditionnelle de la variable aléatoire X vis-a-vis
de I’événement A est définie par:
E{X|A} = & Pr{X = u;|A}, (5.4)

K3

ou la somme s’étend a tous les indices numérotant les valeurs possibles de X.
D’apres cette définition ’espérance mathématique conditionnelle de X n’est
autre que ’espérance mathématique de la loi conditionnelle de X. Cette re-
marque nous permet de généraliser le théoreme des probabilités totales en un
théoréme des espérances mathématiques totales.

Théoréme 5.1. Si {Ax}, k € N désigne un systéme complet d’événements dis-
joints et st X est une variable aléatoire discréte dont l’espérance mathématique
E{X} existe, on a:

E{X} =) E{X|As} Pr{A} (5.5)
k

La démonstration se fait a I’aide du théoreme des probabilités totales. Soient
x; les valeurs prises par X. Il vient:

E{X} =) 2 Pr{X =2} =) ;) Pr{X = |4} Pr{As}. (5.6
i k

Comme E{X} existe, on peut réarranger ’ordre des sommations:
E{X} =) @i Pr{X = 2;|As} Pr{A:}, (5.7)
ki

ce qui, d’aprés (5.4) s’écrit :
E{X} =) EB{X|Ax} Pr{A:}, (5.8)
k

On vérifie facilement que ce théoréme recouvre aussi celui des probabilités to-
tales en prenant pour variable aléatoire I'indicatrice d’un certain événement B
et en sachant que E{1g} = Pr{B} et E{15|Ax} = Pr{B|A}.
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Espérance d’une fonction de la variable aléatoire discrete.

Soit Y une variable aléatoire définie par le changement de variable ¥ =
©(X). Par définition I’espérance mathématique de Y est, si elle existe, égale &
E{Y} = Zj y; Pr{Y = y;}. Si on désigne par ;L‘;»k), k=1,2,... les solutions de
I’équation y; = ¢(z), on a:

E{Y} = Zyj Pr{Y = y;} = Zyj ZPr{X = ;E;k)}

J J k
=2 Pr{X =} = 3 e(af) Pr{x = 2]}
Jk ik

Le changement de variable étant défini pour toutes les valeurs z; de X, la
somme double recouvre tous les z;. De plus ¢ est une fonction et & un 2% ne
correspond qu’un seul y;, la somme double ne « compte» pas deux fois le méme
z;. En conclusion la somme double est identique & une somme sur tous les ;.

Il vient alors:

Zp(rgk)) Pr{X = r‘gk)} = Z o(z;)) Pr{X = u;}.
ik i

On peut alors écrire :
E{Y} = E{¢(X)} pour Y = p(X). (5.9)

Ainsi, pour calculer I’espérance de Y = ¢(X), il n’est pas nécessaire de calculer
la loi suivie par Y (c’est-a-dire Pr{Y = y;}), il suffit de calculer I’espéran-
ce de p(X). Ce résultat trés important se généralise aux variables aléatoires
quelconques.

5.1.2 L’espérance mathématique des variables aléatoires
continues.

La généralisation de la notion d’espérance mathématique aux variables aléa-
toires continues passe par I'intermédiaire de la construction d’une variable aléa-
toire discréte associée, puis par passage a la limite. Ce passage a la limite
conserve pour les variables aléatoires continues les principales propriétés des
variables aléatoires discretes.

Variable aléatoire discréte associée.

Soit X une variable aléatoire de fonction de répartition F' dont les valeurs
possibles appartiennent, par exemple, & tout I’axe réel R. Limitons-nous a une
description plus grossiére des valeurs possibles de X en découpant 1’axe réel en
cellules identiques de dimension A (h > 0). Acceptons ensuite une certaine perte
de précision dans la description des issues de X en attribuant la méme valeur
a deux issues différentes mais appartenant a la méme cellule. Notons cependant
que c’est bien ce a quoi il faut se résoudre au cours d’une expérience physique
réelle. On dit alors que I’on a décrit les issues de X avec la résolution h.

Supposons, pour simplifier;, que nous avons découpé 'axe réel a partir de
l’origine de telle sorte que la cellule numéro k: Ay contienne toutes les issues
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de X comprises entre kh et (k + 1)h. Plus précisément, dans cette cellule Ay
la variable aléatoire X est telle que kh < X < (k + 1)h; nous lui attribuerons
alors la valeur kh. La probabilité py = Pr{X € Ax} pour que X appartienne a
cet intervalle est telle que:

pr = F((k+1)h) — F(kh) + Pr{X = kh} — Pr{X = (k+ 1)h}.  (5.10)

Si, comme nous I’avons supposé, la variable X est continue, alors les deux der-
niéres probabilités sont nulles.

Les issues de X ainsi décrites sont les mémes que celles d’une variable aléa-
toire discrete X, égale au plus grand multiple de A inférieur ou égal & X et
prenant la valeur kh avec la probabilité pg, soit :

Xh =h l%J s PI’{Xh Ikh}:pk. (511)

L’espérance mathématique de Xy est par définition égale a:

E{X,} = +§ khPr{X) = kh} = f khPr{kh < X < (k+1)h}. (5.12)
k=—o0 k=—o0

Nous définirons ’espérance mathématique E{X} d’une variable aléatoire conti-
nue X comme la limite, si elle existe, de E{Xy} quand h — 0, soit :

+oco
E{X} = lim > khPri{kh < X < (k+1)h}. (5.13)
k=—c0

Cette définition coincide avec 'intégrale de Lebesgue de la fonction X (w) pon-
dérée par la mesure Pr. Comme pour les variables aléatoires discretes, il faut
que ’espérance mathématique converge vers une valeur qui soit indépendante
de 'ordre dans lequel on effectue la somme, ce qui impose que 'intégrale soit
absolument convergente. On a alors:

E{X} :/ﬂX(w)dP pour /Q|X(w)|dP< 00 . (5.14)

Dans le cas des variables aléatoires continues 1’équation (5.10) nous montre que
la mesure dP est égale a dF et I'intégrale de Lebesgue se réduit a 'intégrale de
Stieltjes suivante :

E{X} = / zdF pour / |z| dF < oo . (5.15)

— 00 — 00

5.1.3 L’espérance mathématique des variables aléatoires
quelconques.

Si la variable aléatoire X est mixte, c’est-a-dire si sa fonction de répartition
F présente des discontinuités, son espérance mathématique est toujours égale a
I'intégrale de Stieltjes car celle-ci prend en compte les discontinuités de F'. Cette
formulation inclut aussi le cas des variables aléatoires discrétes car dans ce cas
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F est une fonction «en escalier » présentant les sauts p; = F*(2;) — F~ (z;) aux
points de discontinuité z; et 'intégrale de Stieltjes se réduit alors & une somme:

E{X}=> aip;i. (5.16)

K3

Si F admet une densité f, I'intégrale de Stieltjes se réduit a l'intégrale de Rie-
mann classique :

E{X}:/Oo zf(t)dt pour /00 lz|f(t)dt < oo . (5.17)

—00 —

D’un point de vue théorique, I’espérance mathématique est une fonctionnelle,
c’est-a-dire une fonction dont ’argument est une fonction et dont le résultat est
un scalaire. La fonction sur laquelle agit ’espérance mathématique est la varia-
ble aléatoire X = X(w). En physique, I’espérance mathématique est appelée
« moyenne d’ensemble» et est souvent notée < X >.

5.1.4 Propriétés de ’espérance mathématique.

Les propriétés de ’espérance mathématique sont celles qui découlent des
propriétés de l'intégrale de Lebesgue. Nous en donnons ci-dessous un certain
nombre, les plus remarquables concernent la linéarité de I’espérance mathéma-
tique.

1. Si ¢ est une constante, E{X = ¢} = ¢. En particulier E{E{X }} = E{X}.
2. On a E{¢X} = cE{X}.

3. Si E{X} et E{Y'} existent, alors E{X+Y } = E{X }4+E{Y}. En particulier
E{X — E{X}} =0

4. Plus généralement E{X1+Xo+ -+ X, } = E{XG}H+E{X2}+ - -+E{X, }.

5. Plus généralement encore I’espérance mathématique est une fonctionnelle
linéaire. Si les ¢; sont des constantes et si ’espérance des variables aléa-
toires X; existe, alors I’espérance d’une combinaison linéaire de ces varia-
bles aléatoires existe également et on a:

E{ZCX} =Y aB{x). (5.18)

6. L’espérance mathématique du produit de deux variables aléatoires quel-
conques n’est en général pas égale au produit de leur espérance mathéma-
tique (E{XY} # E{X} E{Y}). Mais si E{X?} et E{Y?} existent, on a
I'inégalité de Cauchy-Schwarz :

IE{XY}| < VE{XZJE{Y?2]. (5.19)

7. En revanche, si X et Y sont des variables aléatoires indépendantes alors

E{XY}=E{X}E{Y}.
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8. Si X est une variable aléatoire positive ou nulle alors son espérance est
aussi positive ou nulle. L’espérance n’est nulle que si X est elle-méme une
variable aléatoire identiquement nulle :

X >0 = E{X}>0, (5.20)
X=0 < E{X}=0. (5.21)
5.1.5 Espérance mathématique conditionnelle.

La fonction de répartition conditionnelle permet de calculer des espérances
mathématiques conditionnelles :

E{X|A} :/

[ee]

Espérances mathématiques conditionnelles totales.

Si les A; représentent les événements d’un systéme complet A recouvrant un
sous-ensemble Q', on tire facilement de (2.44):

E{X|Q'} =Y E{X]A}Pr{4Q}, (5.23)

et de (2.45) dans le cas ou Q' est confondu avec ’espace des épreuves Q:
E{X}=> E{X|A}Pr{4}. (5.24)

Ces équations peuvent étre considérées comme les espérances des variables
aléatoires discretes E{X|A;}. Cette remarque nous conduit & réécrire les for-
mules (5.23) et (5.24) sous la forme:

E{X|Q'} =E{E{X|A}|Q}, (5.25)
et si ' est tout ’ensemble Q :
E{X} =E{E{X|A}} . (5.26)

L’analogie mécanique des formules précédentes exprime simplement le fait
que le centre de gravité d’une distribution de masse quelconque peut se calculer
d’abord sur des éléments disjoints de cette distribution, puis comme barycentre
des centres de gravité des éléments, les centres de gravité des éléments disjoints
étant pondérés par la masse de 1’élément correspondant.

» Exemple 5.2. Une variable aléatoire X est la somme de N variables aléatoires
Xn, X = EnNzo X5n. Le nombre N est une variable aléatoire discréte indépendante des
X, et Pr{N = n} = p,n. Les X,, posstdent tous la méme espérance E{X,} = ux et
on a E{N} = yux. On demande I'espérance de X.

Les événements A, = {N = n} formant un systéme complet d’événements indé-
pendants on peut appliquer les formules (5.24) ou (5.26). Il vient :

E{X|N =n} =E{)_ X} => E{X:} = nux,

=0 =0

E{X} = Z”HXPn ZHXann =UXUN .

n=0 1=0
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5.1.6 Espérance d’une fonction de la variable aléatoire.

Comme dans le cas discret, ’espérance mathématique d’une fonction ¥ =
©(X) de la variable aléatoire X est donnée par I’expression :

E{Y} = E{p(xX)}. (5.27)

La non plus il n’est pas nécessaire de calculer la fonction de répartition de Y afin
d’évaluer son espérance. Une égalité du type (5.27) signifie que la fonctionnelle
E{ } peut étre envisagée comme 'espérance de Y pour la loi suivie par ¢(X)
ou comme ’espérance de ¢(X) pour la loi suivie par X. L’identité entre ces
deux interprétations vient de ce que l'on a imposé I'absolue convergence de
I'intégrale définissant ’espérance. Comme nous |’avons vu pour les variables
aléatoires discrétes, c’est a cette condition que I’espérance reste définie quel que
soit l'ordre dans lequel on effectue les sommations.

»Exemple 5.3. Espérance du carré d’une variable aléatoire. Si une variable
aléatoire X posséde une moyenne y et une variance o, d’aprés (2.29) Despérance
mathématique de X? existe et est égale a pu® + 2. On a:

E{X*}=p’+0> avec pu=E{X}, o =E{(X-E{X})?’}. (5.28)
Si X posséde un moment d’ordre 4: pg, X? posséde alors une variance :

Var(XQ) = pa +4psp + 402u2 s (5.29)

5.2 Inégalités impliquant des espérances.

Nous n’établissons ici que les inégalités du type Cauchy-Schwarz, on trouvera
d’autres inégalités dans Loeve [49] chap. [T sec. 7 et dans 'ouvrage “inequalities”
de Hardy, Littlewood et Polya [29].

5.2.1 L’inégalité de Cauchy-Schwarz.

L’inégalité de Cauchy-Schwarz porte sur les valeurs relatives des variances
et de la covariance de deux variables aléatoires (X1, X3), elle fournit en outre
une mesure du degré de dépendance linéaire entre ces deux variables.

Théoréme 5.2. Si X; et Xo sont des variables aléatoires quelconques et si
E{X2} et E{X2} existent, alors E{X1 X2} eriste aussi et on a:

E{X1X;}? <E{XT}E{X3}, (5.30)

légalité n’ayant lieu que si, et seulement si, les variables aléatoires X1 et X»
sont linéairement dépendantes, c’est-a-dire s’il existe deur nombres A1 et As non
tous nuls tels que Ay X7 + A2 Xy = 0, presque partout. Dans ce cas on a:

ME{X?} 4+ XM E{X1X5} =0, sidyg #0 (5.31)
M E{X2}+ M E{X,1 X5} =0, siA\; £0. (5.32)

Démonstration. Considérons la variable aléatoire Y = A; X; + A2 X2, ot Ar, A2 sont
deux nombres quelconques non tous nuls. Introduisons de plus la forme quadratique

Q(A1,x2) = E{(M X1 + )\QXQ)Q} > 0, Iégalité n’ayant lieu que si A1 X1 + A2X2 = 0



70 CHAPITRE 5. NOMBRES ET FONCTIONS CARACTERISTIQUES.

(presque partout ). Nous supposerons que Az est différent de zéro. Si tel n’était pas le
cas nous échangerions les réles joués par A1 et A2 dans la démonstration.

Envisageons tout d’abord le cas Y # 0: en développant E{Y?}, on obtient A3 E{X?}+
221 2 E{X1 X2}+)\§ E{X%} > 0. C’est un trinome du second degré en A1 qui n’est posi-
tif que si son discriminant est négatif, c’est-a-dire si A\3(E{X1X>}? —E{X?} E{X%}) <
0. Comme As # 0, il vient E{X; X2}’ ~E{X{} E{X3} < 0, ce qui démontre la premiére
partie du théoreme.

Il faut maintenant envisager le cas ou les Xi, X sont linéairement dépendants,
c’est-a-dire Y = 0. Comme nous avons supposé Az # 0, on peut écrire X2 = uX,
(= =Ai/A2). Il vient E{X3} = p® B{X{}, E{X1X>} = pE{X7} et E{X1X2}* —
E{X?}E{X3} = 0. Réciproquement si E{X;X5}?> — E{X7}E{X3} = 0, cela veut
dire que la forme @ s’annule pour la racine (double ) A\; = —Xs E{X1X>}/ E{X7} ce
qui n’est possible que si Y = A1 X; + A2 X2 = 0 (presque partout ). Ceci établit la
dépendance linéaire de X et X5 pour ce A;. Dans le cas ou A1 # 0 on trouverait une
condition sur Az qui établirait (5.32). O

Si I'on applique 'inégalité de Cauchy-Schwarz pour les variables centrées
X1 — p1 et Xo— pg (1 = E{X1}, p2 = E{X1}) et & la condition que X7, X3
possédent des variances o2 et 02 on obtient p20?c2 < o202 oti p est le coefficient
de corrélation, p = E{(X1 — p1)(X2 — p2)}/o102. Cela implique que [p| = 1 et

que, d’apres (5.31) ou (5.32), il existe une relation affine entre X; et Xo:

X2 — /,L2 X1 — /Ll
ol =1+ p [

(5.33)

Cela justifie I'utilisation du coefficient de corrélation comme mesure de la dé-
pendance linéaire des variables X1 — py et X5 — po.

5.2.2 Les inégalités de Cauchy-Schwarz d’ordre n.

L’inégalité de Cauchy-Schwarz est sujette a généralisation en considérant la
variable Y = A1 X7 + A2 Xo+ - -+ A, X,,. On dispose alors du théoréme suivant :

Théoréme 5.3. Siles variables aléatoires sont quelconques mais possédent tou-
tes des moments d’ordre 2: E{X;X;} < oo, alors la matrice R des moments
d’ordre 2 est définie non-négative. La matrice R est définie positive si, et seule-
ment si, les X; sont linéairement indépendants.

Avant d’entreprendre la démonstration, donnons un exemple pour trois varia-
bles aléatoires X1, Xs et X3. Leur matrice R est par définition égale a:

E{X?} E{X1X,} E{X;Xs}
R=|E{X.X;} E{X2} E{X,Xs}
E{X3X1} E{X3Xs} E{X3}

Placons-nous dans le cas de I'indépendance linéaire des X7, X5, X3. L’inégalité
de Cauchy-Schwarz d’ordre 3 nous dit que R est définie positive, ce qui implique,
et réciproquement, que ses mineurs principaux sont positifs. Exprimons les. Il
vient :

E{X?} E{XiX»} E{X;X3}

>0, E{XzXl} E{X%} E{Xng} >0.
E{X3X:} E{X3X:} E{X2}

E{X{} E{X1Xs}
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La premiere inégalité est triviale, la deuxieme est 1’'inégalité de Cauchy-Schwarz
classique et la troisieme est 'inégalité de Cauchy-Schwarz d’ordre 3. En intro-
duisant les coefficients de corrélation p;; entre les variables X;, X; on obtient :

1, 1 pi2 pis
12150, lpia 1 pas| >0, (5.34)
p12 1
p13 p23 1

et des inégalités similaires en permutant les indices.

Démonstration. On pose Y = 3 MiXi et Q(Ar,..., A ) = E{Y?} > 0, I’égalité
n’étant assurée que si Y = 0 presque partout. Supposons Y # 0: dans ce cas @, qui est
une forme homogéne de degré deux, est définie positive: @ = > _, M\ E{X: X} >
0. Sa matrice caractéristique dont les termes valent ;82 /OXiOA; est également définie
positive. On a $8°Q/0X;0); = E{X, X}, ce qui établit le théoréme direct.

Réciproquement si la matrice caractéristique est définie positive, @ est positive,

i,7=1

ce qui implique E{(3> XiXi)®*} > 0 ce qui est impossible si les X; sont linéairement
dépendants. Les X; sont donc linéairement indépendants. O

5.3 Nombres caractéristiques.

5.3.1 Les moments.

L’espérance mathématique nous permet de redéfinir les moments des lois de
probabilité. Soient p! et p, les moments respectivement non-centrés et centrés
d’ordre 7. On a:

ph=E{X"} et p =E{(X-E{X})}, r=12... (5.35)

Pour qu’un moment centré ou non-centré d’ordre r existe il faut et il suffit que

E{|X|"} existe, soit :
/ |z|"dF < o0

—0Q
Si1le moment d’ordre r existe alors tous les autres moments d’ordres inférieurs
a r existent aussi.

5.3.2 L’erreur quadratique moyenne.

Cette quantité fait référence a une valeur particuliére a de R. Elle est définie
par ’expression :

d(a) = B{(X - )} . (5.36)

Lorsque le point a est pris égal a la moyenne g = E{X} de la densité, ’erreur
quadratique moyenne de X est égale & la variance de X. L’erreur quadratique
moyenne de X calculée autour d’une valeur a différente de la moyenne de X est
toujours supérieure a la variance de X. En effet :

B{(X - a)?) = E{(X -+ p—a)?)
=E{(X =)’} + 2E{(X — p)(u — a)} + E{(p — a)?}
=E{(X —p)’} +2(u - p)(p — a) + (p — a)?
= Var(X) + (4 — a)*
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La quantité yu — a est appelée le biais. Le carré du biais: (u — a)? est toujours
strictement positif si g # a, il n’est nul que si g = a. L’erreur quadratique
moyenne est donc bien minimum lorsqu’elle est calculée autour de la moyenne
de la variable aléatoire X . Ces propriétés analogues au théoréme de Huygens de
la mécanique sont contenues dans la relation : « Erreur quadratique moyenne =
variance + carré du biais» :

Gela) = E{(X )’} = 0"+ (u—a)’. (5.37)

C’est I’équation d’une parabole dont le minimum est en p. L’expression (5.37),
analogue au théoréme de Pythagore, est illustrée par la figure 5.1.

7 biais a ¢

FiG. 5.1: Relation « de Pythagore» reliant la variance, le biais et ’erreur qua-
dratique moyenne de la variable aléatoire & calculée autour de la valeur a.

5.4 Fonctions caractéristiques

L’espérance mathématique permet de redéfinir la fonction de répartition, la
densité de probabilité et d’introduire deux nouvelles fonctions importantes.

5.4.1 La fonction de répartition.

La fonction de répartition est ’espérance de la fonction indicatrice suivante :
Fa) = BE{1_c0q} :/ dF . (5.38)

5.4.2 La densité de probabilité.

On trouve la densité de probabilité par dérivation et donc comme espérance
des translatées de § :

flz) =E{d;} = /_00 d(u—2)f(u)du . (5.39)

5.4.3 La fonction caractéristique.

La fonction caractéristique Z est définie comme ’espérance des complexes
de module unité :

o0

Z(w) = E{eX¥} :/ e dF (u) . (5.40)

— 00
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Si la densité de probabilité existe, on a:

Z(w) = /_00 e f(u) du . (5.41)

o0

La fonction caractéristique est alors la transformée de Fourier de la densité
de probabilité. Inversement on trouve la densité de probabilité a partir de la
fonction caractéristique grace a la formule réciproque :

1 [ _
)+ fa ) = o [ ez du. (5.42)
La fonction caractéristique posséde les propriétés suivantes :
1. Z(0) =1, |Z(w)| < 1, pour w €] — 00, +00].
d"Z (w)

dwn

= i"E{X"}.

w=0

2. Si le moment d’ordre n existe, on a

3. La fonction caractéristique est hermitienne: Z(—w) = Z(w). C’est-a-dire
que sa partie réelle est symétrique alors que sa partie imaginaire est anti-
symétrique.

4. La fonction caractéristique d’une somme de variables aléatoires indépen-
dantes est égale au produit de leurs fonctions caractéristiques : Zx, +x,(w) =

ZX1 (w)ZX2 (w)

5.4.4 La fonction génératrice des moments.

La fonction génératrice des moments M est définie par la transformée de
Hilbert de la densité de probabilité:

M(z)=E{(1-X2)"'} = /Oo (1—uz)™" f(u) du . (5.43)

— 00

La fonction M tire son nom de la propriété suivante :

M(I):ix’“E{X’“}; |Xz| < 1. (5.44)

5.5 Espérance des variables aléatoires d’un
couple.

L’espérance mathématique de chacune des variables aléatoires X et Y d’un

couple (X,Y) de fonction de répartition F' est par définition calculée a ’aide
des fonctions de répartition marginales de F':

E{X}= /:chX, E{Y}= /dey, (5.45)

ou Fx det Fy désignent respectivement la fonction de répartition de X et la
fonction de répartition de Y. Supposons pour simplifier que la loi ' posséde une
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densité f et ne considérons que la variable X. On a alors par définition des lois
marginales ( voir I’équation (3.11)):

7;5de = 7;1:511‘ 7f(m,y)dy://mf(m,y)d;rdy,
. e b i~

soit :

E{X}://xf(m,y) dzdy E{Y}://yf(m,y) dedy . (5.46)
R2 R2

L’espérance de X peut donc étre calculée soit avec sa propre loi, soit avec la
loi conjointe de X et d’une autre variable aléatoire, ou plus généralement de
plusieurs autres variables aléatoires.

De méme pour une fonction ¢ des variables aléatoires on a:

E{p(X,Y)} = / / ole,y)dF, (5.47)

et si la loi possede une densité :

Ble(x, 1)) = [[ oo f(e.) dedy (5.48)

5.5.1 Espérances conditionnelles des lois 2D.

L’espérance mathématique conditionnelle est définie comme ’espérance des
lois conditionnelles, ainsi:

E{p(X,Y)|Q'} = // o(u,v) f(u,v|Q') dedy . (5.49)

5.5.2 Espérance des lois nD.

Les remarques faites dans le cas 2D se généralisent naturellement au cas
nD; par exemple si la variable aléatoire Y est fonction de plusieurs variables
aléatoires X;, Y = p(X1,...,X,), on peut montrer que :

E{Y}:/~~~/<p(m1,...,mn)f(ml,...,xn)dxl...d;l‘n. (5.50)
]Kn
Soit encore :

5.5.3 Espérance mathématique d’une matrice.

L’espérance mathématique d’une matrice A dont les éléments sont des varia-
bles aléatoires est, par définition, égale & une matrice dont les éléments sont les
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espérances des éléments de A. Avec cette définition la matrice V' des variances-
covariances s’écrit alors:

V:E{(X—E{X})(X—E{X})t} . (5.52)
On établit immédiatement I’'identité:

V =E{XX'} -E{X}E{X} (5.53)

5.6 Caractéristiques numériques des fonctions
de variables aléatoires.

Nous avons vu que la densité de probabilité du quotient de deux variables
aléatoires normales menait, dans ce cas pourtant simple, a une expression déja
relativement compliquée. Dans la pratique, il devient vite impossible de calculer
avec exactitude la densité de probabilité d’une fonction quelconque de variables
aléatoires, et il faut alors se limiter au calcul de certaines de ses caractéristiques
numériques comme sa moyenne et son écart type, s’ils existent. Bien souvent
meme, il faudra se contenter de valeurs approximatives ou asymptotiques.

5.6.1 Quantiles d’une fonction de la variable aléatoire.

On trouve facilement ’expression des quantiles de la loi suivie par Y connais-
sant ceux de la loi F' suivie par X lorsque le changement de variable aléatoire
Y = ¢(X) est bijectif. Soit z, un quantile de la loi F. On a par définition
du quantile F(z,) = 1 — a et par définition de la fonction de répartition
Pr{X < z,} = 1 — a. Supposons que ¢ est une fonction croissante. On a
Pr{X < z,} = Pr{Y < ¢(z4)}, ce qui montre que le quantile d’ordre a de la
loi suivie par Y est égal & ¢(z,). Pour une fonction décroissante et pour des
variables aléatoires strictement continues, on trouve que le quantile d’ordre «
de Y est égal & p(21_4). Le tableau 5.1 résume ces résultats.

Variable aléatoire X  oX),¢ >0 oX), ¢ <0
Quantile d’ordre oz, o(xq) o(1-q)
Médiane o5 o(zo5) w(z0.5)

TAB. 5.1: Quantile de la loi suivie par la variable aléatoire p(X) lorsque X est
une variable aléatoire continue et que le changement de variable ¢ est bijectif.

5.6.2 Moments d’une fonction de la variable aléatoire.

SiY = ¢(X) et si X posséde une densité f alors que la densité de Y n’est
pas calculable, les considérations précédentes sur I’espérance mathématique nous
conduisent, afin d’évaluer les moments de Y, a calculer des expressions du type :

By = [ el se) de, (5.54)

— 00

sous réserve que de telles expressions existent.
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5.6.3 Combinaison linéaire de variables aléatoires.

Soient X7, ..., X, n variables aléatoires quelconques, et Y une variable aléa-
toire telle que:

Y =3 aiX;. (5.55)
i=1

Moyenne : ’espérance mathématique étant une fonctionnelle linéaire, on a:

E{iaX} = iaiE{Xi} (5.56)

Variance : on montre également que:

n n

Var(z a; X;) = Z a? Var(X;) + 2 z": 2”: aia; Cov(X;, X;) (5.57)

i=1 i=1 i=1 j=i+1

et si les X sont deux & deux non corrélés on a pour i # j Cov(X;, X;) =0
et:

n

Var(Z a; X;) = Za? Var(X;) . (5.58)

i=1
Dans le cas particulier ou les a; = 1, cette derniére équation est connue sous le
nom «d’égalité de Bienaymé».

»Exemple 5.4. Gain d’un détecteur parfait. Un détecteur de photons donne en
sortie un nombre x exprimé en unités arbitraires, mais proportionnel au nombre n de
photons détectés. La valeur z est appelée le nombre de « pas-codeurs ». 1l faut plusieurs
impacts de photons pour que le détecteur enregistre un pas-codeur et 'on demande le
nombre de photons détectés par pas-codeur. On suppose que le détecteur n’introduit
aucune source de bruit supplémentaire venant s’ajouter au bruit de photons.

Pour résoudre ce probléme, on enregistre un échantillon de bruit a partir d’une
source stationnaire. Soient T et Az la moyenne et I’écart type de cet échantillon. Si
n est le nombre de photons et a le nombre de photons par pas-codeur n = ax (le
gain g est l'inverse de @) on a: z = E{z} = E{2} = L E{n} et (Az)® = Var(z) =
Var (%) = ;—2 Var(n). L’émission de photons suivant une loi de Poisson, pour laquelle
on a Var(n) = E{n}, il vient alors £ = L E{n}, (Az)* = % E{n}. En éliminant
E{n} on trouve:

z
Le facteur de conversion de pas-codeur en photons est donc égal au rapport de la
moyenne sur la variance d’un échantillon de bruit, mesuré en pas-codeurs, issu d’une
source stationnaire.

5.6.4 Moyenne et variance de la moyenne arithmétique.

Soient (X7,...,Xy), n variables aléatoires suivant la méme loi, de moyenne
E{X;} = p, de variance Var(X;) = o? et de coefficients de corrélation p;;. La
moyenne arithmétique M est une variable aléatoire définie par:

1 n
M=—- X; - .
n; (5.60)
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C’est une expression identique a (5.55) & la condition de poser a; = % L’équa-
tion (5.56) nous permet alors d’obtenir I’espérance de M :

E{M}:%ZH:E{XZ»} soit E{M}=p. (5.61)

Ce qui démontre que ’espérance mathématique de la moyenne arithmétique d’un
échantillon est égale a la moyenne de la loi. Calculons maintenant la variance
de la moyenne arithmétique M a ’aide de (5.57):

Var(M) = E n—zVar(Xi) + 3 Z Z Cov(X;, Xj),
=1 i=1 j=i+1

soit, en posant Cov(X;X;) = pijo?:

02 200N &

i=1 j=i+1
Si les variables aléatoires sont mutuellement non-corrélées (i # j, p;; =0) on a:

Var(M) = %2 . (5.63)

En particulier, si les X; suivent une loi normale N (i, 0%), la moyenne arithméti-
que M suit également une loi normale A (u, 0?/n), de moyenne u et de variance

a?/n.

5.6.5 Changement de variables aléatoires linéaire nD.

Considérons maintenant le changement de variable linéaireY = BX ouY
et X représentent des vecteurs colonnes d’éléments respectivement (Y7, ...,Y,)
et (X1,...,Xn) et B une matrice carrée (n,n). Soient px la moyenne de X et
Vx sa matrice des variances-covariances. En utilisant la linéarité de ’espérance
mathématique le calcul de la moyenne py de Y est immédiat. On a:

py = B{Y} = E{BX} = BE{X)
=Bpx .

Pour la matrice des variances-covariances Vy-, on a:

Vy = B{(Y - B{Y})(Y - E{Y})'} = B{YY"} - B{Y } E{Y}’
=E{BXX'B'} -E{BX}E{BX}' = BE{XX'}|B' - BE{X}E{X"} B’
= B(E{X X'} - E{X} E{X'})B’
= BVxB'.

Le tableau 5.2 résume ces résultats.
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Moyenne Variance
X 7 o?
aX ap a’o?
a1 X1 +as Xy aipr + asps  aiol + a3l + 2a1a2pi0100
X I Vv
BX Bpu BV B!

TAB. 5.2: Moyenne et variance ou matrice des variances-covariances des chan-
gements de variables aléatoires linéaires. La derniére ligne admet naturellement
toutes les autres comme cas particuliers.

5.6.6 Changement quasi-linéaire de variables aléatoires.

Soient les variables aléatoires (X1, ..., X,), de moyennes y; et de variances
o?. On définit une nouvelle variable aléatoire Y par I'intermédiaire du change-
ment de variable Y = ¢(X1,...,X,). On dira que ce changement de variable
est quasi-linéaire, si la fonction ¢ est bien représentée par son approximation
affine dans le domaine couvert en pratique par les variations des X;. Dans ces
conditions, on peut approximer la fonction ¢ par son développement de Taylor
autour d’un point caractéristique de la répartition des X;, par exemple, autour
de la moyenne. On a alors:

) Xi—m) . (5.64)

Ti=p;

i=1 !

A D'aide de cette approximation on peut calculer la moyenne de Y, & condition
naturellement que cette moyenne existe. En prenant la valeur moyenne de part
et d’autre de 'expression (5.64), et en remarquant que E{X; — p;} = 0, on
obtient :

E{Y}~ (1, fin) (5.65)

Dans la mesure ol la variance de Y existe, on a également :

Lo o
Var(p(X1,..., Xa)) & Y <a§-) (an) Cov(Xi, X;),  (5.66)
i,j=1 Vowi=p 1/ wj=p;

et si les variables aléatoires X; sont non-corrélées on obtient la formule appro-
chée :

Var(p(X1,..., Xa) & Y <g£_> Var(X;). (5.67)

i=1 Ti=pi
Cette formule est souvent appelée la « formule de propagation des erreurs».

» Exemple 5.5. Moyenne et variance approchées du module de deux variables
aléatoires. A partir du couple de variables aléatoires (X, X2) on calcule la nouvelle
variable aléatoire Y égale au module du couple, Y = /X% + XZ. Soient p; et pz les
moyennes de X; et X». Supposons que les variations de X; et X2 soient suffisamment
faibles autour de leur moyenne pour nous permettre de représenter la fonction module
par son approximation affine. On trouve en appliquant (5.65):

E{Y} = \/ui + 3. (5.68)
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Pour le calcul des variances, nous supposerons que les variables X; et X2 sont non-
corrélées et de variances a7 et 3. Les dérivées partielles de ¢ valent 9p/0z; = z:(s5 +

x%)_%, et par application de la formule (5.67), on trouve la variance de Y':

2 2 2 2
o H101 +p303

Var (V) = 5.69
¥) u? + p (5.69)

5.7 Exercices et problemes.

Exercice 5.1. Montrer que si X est une variable aléatoire & valeurs entieres positives
(x € NT), alors on a:

E{X} =) Pr{X >n}.
n=1
Exercice 5.2. Montrer que si ’espérance mathématique E{X} d’une loi de fonction
de répartition F(z) existe alors elle est telle que:

E{X}:/OOO(I—F(x))dx—/;O F(z)dz . (5.70)

Montrer qu’alors on peut redéfinir ’espérance mathématique comme la valeur u telle
que:

o0 u
/ (1—-F(z))ds = / F(z)dz . (5.71)
m —co
Exercice 5.3. L’écart absolu moyen de la variable aléatoire X, calculé autour de a,
est défini par E{|X —a|}, si cette valeur existe. Montrer que ’on a toujours E{| X —a|} >
E{|X — zo.5|}, ou zo.5 désigne la médiane de la loi suivie par X. Montrer qu’il n’y a
égalité que lorsque a = z¢5.

Probléme 5.4. Le probléme des partis. Deux joueurs sont convenus de jouer une
partie en n points, c’est-a-dire que le premier qui marque n points remporte une
certaine somme d’argent appelée l’enjeu de la partie. La partie comporte plusieurs
tours, et & chaque tour, il n’y a qu'un et un seul joueur qui marque un point. Le
résultat d’un tour est soumis au hasard et le jeu est équitable.

Supposons que, pour une raison fortuite, les deux joueurs sont obligés de se séparer
alors que la partie n’est pas terminée. Le joueur P a obtenu n — p points et le joueur @
en a obtenu n—g. Comment partager I’enjeu de fagon équitable entre les deux joueurs,
compte tenu des points déja acquis ?

Ce probléme de la partition équitable de I’enjeu est connu sous le nom de « probleme
des partis » et avait été proposé a la réflexion de Pascal par le Chevalier de Méré ( voir
Pascal : le triangle arithmétique [56] ).

— Préciser ce que l'on doit entendre par « partage équitable » de ’enjeu.

— Si P(p, q) désigne la proportion de I’enjeu qui revient au joueur P, montrer que
cette valeur est définie par une suite récursive que ’on précisera.

— Démontrer la formule trouvée par Pascal lui-méme qui est:

—1
1«
Plp,q) = o=y > Crya-
k=0

— Démontrer finalement que cette formule est aussi égale a:
1
1 3z

P9 =550 /0 (1) e,y
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Chapitre 6

Lois normales

La loi normale ou loi de Gauss a été introduite par de Moivre en 1738, elle
n’a été popularisé par Gauss qu’en 1809.

6.1 Lol normale a une dimension.

Une variable aléatoire X admet une loi normale, si elle posséde une densité
de probabilité f(z) donnée par ’expression :

1 b )2
f(;t)za 2 exp—%

(6.1)

C’est une loi a deux parameétres réels: p et o, p est un parameétre de position
et o un parametre d’échelle. Le graphe de la loi normale pour g = 0 et o = 1
est donné par la figure 6.1. On note N(u, 0?) une variable aléatoire qui suit la
loi normale de parametres p et o2.
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FiG. 6.1: Densité de probabilité de la loi normale réduite.
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6.1.1 Fonction de répartition.

La fonction de répartition d’une variable aléatoire normale est donnée par
I’expression :

F(a;):@(’“’_“) o @(x):\/%/;e—%”dt. (6.2)

o

6.1.2 Fonction caractéristique.

La fonction caractéristique Z(w) d’une variable aléatoire quelconque est par
définition égale & E{e’“X}. Il vient pour une variable aléatoire normale :

iwX 1 T e - 3(2zm
E{e“*} = e 2\ ) dy

2no

— 00

+o0
T / giwte=3 (20 gy

270 J_ o

. 1.2 2
TUw — S50 W
eMve2 ,

soit :

Z(w) = exp{ipw — Lo*w?}. (6.3)

6.1.3 Caractéristiques numériques de la loi normale.

Moyenne et variance. Les paramétres p et o2 sont respectivement la moyenne
et la variance de la loi:

E{X}=pu, Var(X)=o". (6.4)

Le parametre o > 0 est ’écart type de la loi normale.

Moments centrés. Les moments centrés pour r > 2 sont donnés par les
expressions suivantes :

(2r)!
27 p!

Par exemple on a puz = 0 et gy = 30

por—1 =0, por = o =1x3x - x(2r—1)o* . (6.5)

Asymétrie et aplatissement. De 'expression des moments centrés, on tire
les coefficients d’asymétrie v, et d’aplatissement s :

Y1 = 0, Y2 = 0. (66)

Le coefficient d’aplatissement, tel qu’il apparait dans I’équation (2.33), a été
défini de facon a étre nul pour la loi normale.

Autres caractéristiques numériques. La largeur & mi-hauteur de la loi
normale est donnée par ’expression :

FWHM = 20v21In2 = 2.35480 . (6.7)

L’écart absolu moyen e est égal a:

e 2
e= / |z — p|dF = \/ja ~ 0.79788¢ . (6.8)
o ™
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F1Gc. 6.2: Fonction d’erreur résiduelle R(k) de la loi normale. Cette fonc-
tion donne la probabilité pour qu’une wvariable aléatoire normale s’écarte de
sa moyenne de plus que k fois son écart type. Par définition on a R(k) =
1—[®(k)—D(—k)], ot ® est la fonction de répartition de la loi normale réduite.

6.1.4 Quelques propriétés de la loi normale.

Loi normale réduite. La variable aléatoire Y = (X — u)/o est une variable
aléatoire normale de moyenne nulle et de variance unité, elle est appelée variable

aléatoire normale réduite et suit une loi normale réduite A'(0,1).

Quantiles et intervalle de confiance de la loi normale. Pour un o donné,

cherchons & résoudre les équations du type:
X —
Pr{MgQg}zl—a
o 2

La quantité ()¢ est un quantile d’ordre a/2 de laloi normale réduite. L’intervalle
[—Q% , Q%] est appelé I'intervalle inter-quantile d’ordre a. On trouve Q2 al’aide
de la fonction de répartition ® de la loi normale réduite :

_ -1 o
Qa =0 (1 - 5) . (6.9)
Parmi les intervalles inter-quantiles on distingue 'intervalle [—Qq.25, Qo 25] ap-
pelé «intervalle inter-quartile ». On préfere parfois poser v = 1 — a et parler de
Uintervalle de confiance au niveau v : [—Q%_%,Q%_%]. La table 6.1 donne les
valeurs de Q%_% pour des valeurs typiques de 7.
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100y 50.0% 68.3% 90.0% 95.0%
Qi_y 0.6745 1 1.6449 1.9600

100y 95.4% 99.0% 99.7%  99.9%
Qr_z 2 2.5758 3 3.2905

TaB. 6.1: Quantiles permettant de calculer un intervalle de confiance au niveau
~ de la loi normale réduite. Par exemple, au niveau de confiance v = 99.7%
est associé Uintervalle [—3, 3]. En d’autres termes, une valeur x issue d’une loi
normale réduite sera dans 99.7% des cas comprise entre —3 et 3.

Somme de variables aléatoires normales. La somme de deux variables
aléatoires normales indépendantes X; et X, de moyennes p1, py et de variances
02,02 est également une variable aléatoire normale, de moyenne u; + po et
de variance o? + 2. La réciproque est également vraie: si la somme de deux
variables aléatoires indépendantes suit une loi normale alors ces deux variables
suivent aussi un loi normale ( voir H. Cramér 1936 [17]). On a:

X1 € N(p1,07), Xo € N(p2,03) <= X1+ Xo € N(u1 + pia, 07 + 03) .
(6.10)

La loi normale est dite « indéfiniment divisible », ce résultat s’étend & un nombre
quelconque de variables aléatoires normales.

6.2 Lol normale a 2 dimensions.

Un vecteur aléatoire X = (X1, X5) admet une loi normale 2D s’il possede
une densité de probabilité donnée par I’expression :

flor,2) : {-a
21, 29) = TeXPY — o5y
1 2 271'0'10'2(1_P2)5 p 2(1—P2)
(21— m)® _ 2p(es = )2 = pia) (32— (6.11)
0-% 0109

C’est une loi & cing parameétres: piq, fi2, 01,02 €t p, (01,02 > 0et =1 < p < 1).

Nous ne considérerons que la loi non-dégénérée pour laquelle oy 02(1 — p*) # 0,
ce qui revient a dire que le coefficient p n’est ni égal a 1, ni égal a —1 et que
01,02 ;é 0.

6.2.1 Fonction caractéristique 2D.

Par définition on a Z(w1,ws) = E{exp ¢(w1 X1 + w2X2)}, il vient:

Z (w1, ws) = exp{— (0‘1(.01 + 2poi09 + 0'2(.02)} exp{i(wip1 +wapa)}. (6.12)

6.2.2 Lois conditionnelles.

Nous n’envisagerons ici que les lois conditionnelles suivant une coupe paral-
lele al’axe #1 ou al’axe 5. On cherche, par exemple, la loi suivie par X; lorsque
X, est connue et vaut z5. D’apres les résultats du paragraphe 3.1.9, la densité
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de cette loi conditionnelle est égale & f(x1,x2) envisagée comme fonction de la
seule variable z; et normalisée par intégration sur z1. Si fx,|x, désigne cette
densité, on a fx,|x,(x1|X2 = x2) x f(x1,z2). 1l vient, en regroupant dans la
constante d’intégration les termes qui ne dépendent pas de z :
! (1 —p1)® (21— p)(z2 — p2)
—2p } }

X = _ [
Txyx, (21| X 1‘2)0<eXP{ 2(1 — p?) o? 0109

1 (21— p1) (22 — p2)1?
o<exp{—2(1_p2)[ Ul’“ —p 02“ } J
aexp{—mul‘l—Ml)—P%(l’?_“z)f}

1

g1 2
X eXp|—=—5—— &1 — —(xg —
p{ 202(1= p?) [21 = (1 +P02( 2= p2))] "},
ce qui montre que la loi conditionnelle fx,|x, est normale, de moyenne p; +
po1(za — pz)/o2 et de variance 0% (1 — p?). Pour une loi normale, la constante de
normalisation est égale & 'inverse de son écart type multiplié par /2. Il vient

alors :

| ey

n|Xy = ay) = =
Fxix. (21| X2 = 22) V2o (1— p?)3 20%(1 — p?)

(6.13)

L’expression de laloi fx,|x, de X3 sachant que X; = z; s’obtient en permutant
les indices 1 et 2 dans ’équation précédente.

6.2.3 Caractéristiques numériques de la loi normale 2D.

Moyenne. C’est un vecteur colonne :

E{X}= <Z;) . (6.14)

Moyennes conditionnelles. D’apreés les calculs précédents nous avons :
o
E{X|X: =21} = ps + pa—z(xl — ), (6.15)
1

(o2
B{Xi[Xs =25} = p1 + ”U—;(@ — p2). (6.16)

Les droites d’équations x1 = uy + @(1‘2 — o) et zo = pa + @(ml — p1) sont
o o

2 1
les droites de régression, de X, par rapport a X1, et de X; par rapport a Xo,
(voir figure 6.4).

Matrice des variances-covariances. C’est une matrice (2,2) dont les va-
leurs sont données par ’expression :

1 —p
2
o? po109 _ 1 71 7102
V= (po v a2 ) V=T - (6.17)
102 2 P —p 1

0109 0'%
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Variances conditionnelles. Ces variances sont indépendantes du niveau ou
I’on effectue la coupe :

Var(X1|Xs = 22) = 0}(1 — p?), Var(X2|X; =z1) =a3(1—p?). (6.18)

Coefficient de corrélation. Le coefficient de corrélation est égal au parame-
tre p de la loi:

corr(X1, Xa2) = p. (6.19)

6.2.4 Forme quadratique associée.

L’argument de I’exponentielle de ’équation (6.11) est une forme quadratique

Q(Ila $2) :

1 (21— m1)*  2p(z1 — p1)(z2 — pa) n (22 — pi2)?
(1 _'p2) U% 0109 Jg

Q('rla IZ) -

(6.20)

Cette forme est homogéne pour les variables (z; — p1) et (22 — po). Définissons
le vecteur (& — p) comme étant un vecteur colonne de composantes (z; — ;).
Soit A la matrice (symétrique) des demi-dérivées secondes de @ :

vq 7o
1 8I% 8m18x2
A=- . (6.21)
| @ 0%Q
Ox20x, Oz’

La théorie des formes quadratiques nous apprend que la forme @) peut étre mise
sous la forme matricielle:

Q(z1,22) = (w — u)tA(:c — ). (6.22)

Dans cette écriture le vecteur (@ — u)t est un vecteur ligne obtenu par transpo-
sition de (# — p). Il est possible de réduire cette forme quadratique & sa forme
canonique, grace a la transformation linéaire U qui diagonalise A. La matrice
U est formée des vecteurs propres de A, écrits sous forme de colonnes et juxta-
posés de facon a obtenir une matrice carrée. La matrice A étant symétrique, elle
est effectivement diagonalisable. De plus ses vecteurs propres sont orthogonaux
et il suffit de les normer afin que la matrice U soit orthonormée de facon a ce
que lon ait U™ = U".

Il est aisé de constater que A = V™. La matrice A en tant qu’inverse de
la matrice définie positive V est elle-méme définie positive. Soient A2 > A2 les
valeurs propres, nécessairement positives, de V. Les valeurs propres de A sont
alors égales & 1/A} et 1/A%. Soit A? la matrice (diagonale) des valeurs propres

de V. On a:
AT2=U'AU et UAU'=A. (6.23)

La matrice U définit un changement de base. Soit y un vecteur colonne re-
présentant les coordonnées d’un vecteur dans cette nouvelle base aprés trans-
lation d’un vecteur p. On a par définition de la matrice de changement de
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base (# — p) = Uy. On obtient alors (& — u)tA(:c — p) = y* A" %y. La forme
quadratique (6.20) s’écrit dans cette nouvelle base :

Vi, Vs

On calcule aisément les valeurs propres A7 et A2 de V :
Mo =401 + 03 £ [(0f — 03)° + 4p0T03]2) . (6.25)

Avec la convention A? > A2, A? correspond au signe + et A2 au signe —. Soit
9(y1,y2) la densité de probabilité de la loi normale exprimée avec les nouvelles
variables y. La condition [ g(y) = 1 permet de calculer la constante de norma-
lisation et ’on obtient :

1 1 yZ y2

Le changement de base correspond au changement de variables aléatoires (X —
p#) = UY . Nous venons donc de montrer que Y posséde la densité (6.26) et que
ses composantes Y7, Y, sont normales, indépendantes, de moyennes nulles et ont
pour variances A? et A3. Calculons maintenant la matrice U qui diagonalise A.
En tant que matrice unitaire dans R2, U est une matrice de rotation d’angle ¢ :
__[cos¢ —sing

U= (sinqb cos qb) ' (6.27)

Calculons les éléments de cette matrice avec la convention que —5 < ¢ < 7, et

que le vecteur propre (cos @,sin @) correspond & la valeur propre A?. On trouve
alors, & une constante multiplicative pres:

(Cf)s ‘/’> x (A% B "5) : (6.28)
sin ¢ po107

D’un point de vue numérique, cette formule est valable dans la plupart des cas,
sauf si A\; & 02 avec p &~ 0. Dans ce cas il vaut mieux employer la formule:

(29)-(%)

On peut également utiliser la formule:

2p010
tan 26 = ﬁ, (6.30)

qui donne deux valeurs de I’angle ¢ différant de 7 et correspondant au grand
axe et au petit axe de ’ellipse, mais cette formule, a elle seule, ne permet pas

de les distinguer.

6.2.5 Ellipses d’égale probabilité.

La réduction de la forme quadratique (& — u)tV_1 (& — p) & sa forme cano-
nique (6.24) a bien mis en évidence que cette forme était définie positive. L’équa-
tion Q(z1,22) = k? est donc ’équation d’une ellipse centrée sur la moyenne p.
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Le nouveau couple de coordonnées (y1,y2), défini par la matrice de changement
de base U, correspond a deux axes passant par le centre de 1’ellipse et confondus
avec le grand axe et le petit axe de D’ellipse. Le long de cette ellipse, la densité
de probabilité de la loi normale 2D est constante et vaut :

fl@) = s—— exp{~ 1k?). (6.31)

2rwo 09

Choisissons la constante k2 = 1. L’ellipse ainsi obtenue est appelée ellipse de
corrélation, voir figure 6.3.

Z2 0

Fia. 6.3: Ellipses de corrélation de la loi normale 2D pour py = py = 0, 01 =
oy = 1 et de coefficient de corrélation prenant successivement les valeurs p =
0.0,0.2,0.5,0.7 et 0.9. Ces ellipses restent inscrites dans le rectangle (ici un
carré ) de dispersion. Les ellipses de corrélation contiennent la probabilité v =
1 — exp{—k?/2}, [voir plus loin l’équation (6.45)]. Ici, avec k> =1, on ay =
39.3%.

Convenons d’appeler rectangle de dispersion, le rectangle de cotés paralléles
aux axes et circonscrit a l’ellipse de corrélation. Nous allons montrer que la
longueur des cotés de ce rectangle est égale a 201 et 2075.

Pour cela, nous devons chercher le lieu des points stationnaires dz; = 0 et
dzy = 0, sur Dellipse Q(21,22) = 1. Pour simplifier on supposera que ’on a
translaté les axes sur le centre de D’ellipse et qu’alors 3 = s = 0 de facon a ce
que la forme @) soit homogéne pour les variables z; et 5. Sur D’ellipse, la forme
@) est constante et donc:

aQ aQ
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Cherchons, par exemple, les points tels que dz; = 0, dzy étant non-nul, la condi-
tion (6.32) impose 0Q/dxs = 0. Remplagons cela dans la forme quadratique qui,
étant homogeéne, peut s’écrire :

1 oQ 662)
=—|lxi—42z9— ) =1. 6.33
Q 2(]3161‘1 +I2a$2 ( )
Il vient %;7:18@/31‘1 = 1. Nous devons a présent résoudre le systéme:
1, 0Q _ = (2 -p22) =1
27 0z, 11— p2 o? p0102 -
0Q 2 z 1‘2) _
dxy  1—p? (_ 0109 +0'§ =0
Ce systéeme a pour solution :
xrp = :l:O'l ; (634)
g2
Ty = p—x1 = *pos. (6.35)

01
De la méme facon on trouverait pour le lieu des points tels que dzy = 0:

oA
r = po_—;;m = Zpoy (6.36)

g = :|:0'2 . (637)

Notons que les équations (6.35) et (6.37) sont identiques aux droites de régres-
sion (6.15) et (6.16). La figure 6.4 présente une interprétation géométrique des
propriétés qui viennent d’étre démontrées.

Contenu en probabilité des ellipses d’égale probabilité.

Cherchons maintenant le contenu en probabilité Py= des ellipses Q(z1, 22) =
k? que nous venons de définir. Il faut pour cela évaluer ’intégrale suivante :

Py2 = Pr{ X1, Xo|Q(X1,X5) <k} = // f(u,v) dudv. (6.38)

Q(u,v)<k?

La quantité P2 étant la probabilité d’un certain événement A, elle ne dépend
pas d’un choix particulier des variables aléatoires choisies pour le représenter
a la condition qu’il y ait bijection entre ces variables aléatoires. Cette derniére
condition est automatiquement remplie lorsque le déterminant de la matrice de
changement de base n’est pas nul.

Effectuons maintenant une translation de vecteur p suivie d’un changement
de base linéaire de matrice U A.. Les nouvelles coordonnées y sont, par définition,
telles que (& — p) = UAy. La forme quadratique devient alors:

(x—p)' V(@ —p) = (UAy) V™ (UAy) (6.39)
=y'AU'VTIU Ay (6.40)
A2

=y'y=yl+y; =k (6.41)
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Ty — fo D,
(o)) PO
/Dl
i P
L1 — M1
a1

Q('rla xQ) =1

Fia. 6.4: Interprétation géométrique du rectangle de dispersion associé a une loi
normale 2D. Ce rectangle est circonscrit a Uellipse de corrélation Q(x1,22) = 1
et a pour cotés 201 et 205. La droite Dy est la droite de régression de &5 par
rapport a &1 et Dy la droite de régression de &1 par rapport a &;. Sur ce graphique
onaocy =3, 00=2¢etp=0.5.

Avec ces nouvelles coordonnées, la densité de probabilité vaut maintenant :

folyr,y2) = %exp{—%(yf +3)}- (6.42)

Il est & présent facile d’évaluer Py :

1
Py = Py // exp{—1(u® + v*)} dudv. (6.43)

u?4v2<k?
Le changement de variable u = rcosp,v = rsing, nous permet finalement
d’écrire :
1 27 k
P2 = —/ dap/ exp{—1r’}rdr, (6.44)
27 0 0

d’ou la probabilité cherchée :
Pra=1—e 2%, (6.45)

Cette quantité ne dépend pas du coefficient de corrélation p ni d’aucun autre
parametre de la loi normale. Un tel comportement était prévisible, car Pyz, en
tant que probabilité, doit étre invariante par translation et changement d’échelle
(qui sont des bijections) ce qui la rend indépendante de p1, 2 et de o1, 09, mais
aussi par rotation (qui est aussi une bijection) ce qui la rend indépendante de
p. Par ailleurs, sous ces transformations linéaires, une forme quadratique reste
une forme quadratique, et on aurait pu se placer dans le cas u; = ps = 0,
o1 =03 =1, p =0, ce qui menait directement & 1’équation (6.43).
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6.2.6 Forme matricielle de la loi normale 2D.

Nous avons vu que l’on pouvait mettre 'argument de I’exponentielle de la
loi normale sous la forme:

e — )V (e — ), (6.46)

ol V est la matrice des variances-covariances du couple de variables aléatoires
X1, X2. Nous avons également vu que le changement de variable (# — p) =
UAy, ou U est la matrice des vecteurs propres de V' et A la matrice diagonale
formée des racines carrées des valeurs propres de V', transformait cet argument
en une simple somme de carrés. Avec ces nouvelles variables y, la loi normale
s’écrit maintenant :

1 1,1t
fy (y1,02) = 56_53" v, (6.47)

Calculons ce que devient la constante de normalisation au cours du changement
de base inverse. La probabilité doit étre conservée, de telle facon que :

fy (y1, y2)dyidys = fx (21, 22)dzdas (6.48)

mais dy;dys = |J|dzi1dzy, ol J est le jacobien du changement de base. Le
changement de base est ici linéaire et le jacobien est alors égal au déterminant
de la matrice de changement de base :

J7t =det(UA) = det A, (6.49)
det A = /det(U'VU) = Vdet V, (6.50)

d’ou la forme matricielle de la lol normale 2D :

flar,a) = — !

@ v)F PlaE - w) Vi@ — )} (6.51)

6.2.7 Lois marginales.

Pour obtenir les densités de probabilité des lois marginales, il faut intégrer
f(u,v) sur les demi-plans Dy, et D, définis respectivement par les équations
u < z1 et v < xo puis dériver par rapport aux variables x1 et xa:

d
fx,(z1) = e // f(u,v) dudv, (6.52)
Doy
d
Ix,(z2) = i // f(u,v) dudv . (6.53)
Day

Il n’est cependant pas nécessaire de calculer ces intégrales; on peut trouver
les densités marginales en utilisant les relations (3.40) qui lient entre elles les
densités 2D, conditionnelles et marginales. Pour fx, par exemple on a:

fr () = — L)

x| Xy = 2) .

(6.54)
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La loi conditionnelle fx, x, est donnée par une expression analogue a I’équa-
tion (6.13) et il vient en réarrangeant un peu les termes de cette expression :

V2roa(1 — p?)3

o) = 2royoa(1 — 2)%
1 (1 —p1)®  2p(er — pa)(ea — pa) | (w2 — pa)?
exp{_Q(l—Pz) [ o} - 0103 * o3 ]}X

1 Ty — r — ?
exp{ i [( 2= ) (o m)] }
2(1 = p?) o9 ol
La plupart des termes des exponentielles disparaissent deux & deux et il reste :
1 1 (xl—,ul)z 2(1‘1—,&1)2]}
1) = ——— expy — — kT ot ]
le( 1) /—271_0_1 p{ 2(1_p2) [ o P o

D’ou I'expression de la loi marginale de X :

\/ﬁal exp{ 71”1)} . (6.55)

De la méme facon on trouverait pour la loi marginale de X5 :

\/ﬂ@ p{ %} (6.56)

ce qui démontre que les lois marginales de la loi normale 2D sont des lois nor-

le(M)

fX2($2)

males 1D de méme moyenne et de méme variance que la loi 2D. Notons que ces
lois ne dépendent pas du coefficient de corrélation p.

6.3 Loi normale a n dimensions.

Un vecteur aléatoire X = (Xy,..., X,,) suit une loi normale & n dimensions
(nD) ¢’il posséde une densité de probabilité donnée par I’expression :

1
z)= ——— _exp{—-Li(z—p)'V ix- , 6.57
flz) @0 E e v p{—5(z —n) (®—p)} (6.57)

ol g désigne un vecteur colonne & n composantes: (p1, .. ., fin) et V une matrice
carrée symétrique définie positive possédant n lignes et n colonnes. C’est une
loi & n(n 4+ 3)/2 paramétres: n paramétres pour g et n(n + 1)/2 pour V.

Puisque V est définie positive on a det V' > 0 et V! existe, I’expression
(6.57) a donc un sens. La matrice V=1 est également définie positive et Iex-
pression Q(x) = (& — u)tV_l(:E — p) représente alors une forme quadratique
définie positive homogene en ® — p. L’équation @(x) = k? est celle d’un ellip-
soide, ellipsoide @ (@) = 1 est dit : ellipsoide de corrélation.

On note N (g, V) un vecteur aléatoire qui suit une loi normale nD de paramé-
tres g et V. On démontrera au paragraphe 6.3.5 que p et V sont respectivement
la moyenne et la matrice des variances-covariances du vecteur X.
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6.3.1 Fonction caractéristique nD.

La fonction caractéristique 7 (w) est ’espérance des variables aléatoires com-
o i
plexes ¢ X 1] vient :

Z(w) = exp{—3w'Vw}exp{iw'n} . (6.58)

6.3.2 Changement de variable linéaire.

Nous allons montrer qu’une combinaison linéaire non-singuliére des variables
aléatoires normales X reste normale. Plus précisément, nous avons le théoréeme
suivant :

Théoréme 6.1. Soit X wune variable aléatoire normale a n dimensions de
moyenne p et de matrice des variances-covariances V. Soit un changement
de variable linéaire: Y = BX, ou B est une matrice carrée réguliére.

Les nouvelles variables aléatoires sont alors normales d n dimensions, de
moyenne Bpu et de matrice des variances-covariances BV Bt. Soit :

[X =N(p,V), det B#0] = [BX = N(Bu, BVB')]. (6.59)

Démonstration. Nous savons, d’apres les résultats établis en 5.6.5 dans le cadre des
changements de variables linéaires, que Y posséde une moyenne BX et une matrice
des variances-covariances BV B*. Le seul élément nouveau est que la variable Y reste
normale.

La matrice B étant réguliere, B™! existe et le changement de variables est bijectif.
On obtient alors la densité fy de Y a partir de celle de X a l’aide de la formule :
fr(y) = fx(®)|J]|™", ot J est le jacobien du changement de variables ( voir équa-
tion (4.20), page 52). Ce changement de variables étant linéaire, on a J = det B. La
forme quadratique (@ — p)'V "' (2 — p) devient (B™'y — p)' V"B~ 'y — p) et en
posant g’ = By il vient (y — ') (B™)'V'B ! (y—p') = (y — u') (BVB") "' (y —
p'). Ce calcul montre que la forme quadratique en ® reste une forme quadratique en

y et qu’ainsi la loi suivie par Y est normale. O

On vérifie que la constante devant la densité de la loi normale suivie par Y est
divisée par |det B| de sorte que sa densité s’écrit bien :

1

W eXP{_%(y - Nl) (8 (y— Hl)} ) (6.60)

fr(y)=

avec ' = Bp et V' = BV B'. La table 6.2 donne les caractéristiques numé-
riques de certains changements de variables linéaires.

»Exemple 6.1. Somme et différence de deux variables aléatoires normales cor-
rélées. Soit X une variable aléatoire suivant la loi normale 2D de moyenne p et de
matrice des variances-covariances V' donnée par ’expression (6.17). On cherche la loi
suivie par la nouvelle variable aléatoire Y = BX, de composantes Y7, Y2 telles que:

1= X1+ X2,
' ' ° On a alors B = (1 1> .
Yo =X — X 1 -1
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Variable X X-p BX Ul(X-p) AU X-p)
Moyenne I 0 Bu 0 0
Variances-Covariances V \ %4 BV B! A2 I

TAB. 6.2: Caractéristiques numériques de certains changements de variable ou
la variable aléatoire X suit une loi normale @ n dimensions (nD ). La matrice
unitaire U est la matrice de changement de base qui diagonalise V', elle est telle
que A> = U'VU. La matrice I est la matrice identité et O la matrice nulle. Les
nouvelles variables aléatoires définies par ces transformations suivent toutes la
loi normale nD.

D’apres les résultats ci-dessus, la nouvelle variable aléatoire Y suit une loi normale
(2D) de moyenne g’ = Bp et de matrice des variances-covariances V' = BV B* (voir
table 6.2). On a pour la moyenne :

(i) ()=t 061

. . . ,
et pour la nouvelle matrice des variances-covariances V' :

V= 1 1 a% pPO102 1 1
T\l =1 po102 crg 1 -1/

2 2 2 2

+ 2poi102 + 05 o] — 05
vi= (% : 6.62
( crf — 05 crf — 2poi02 + ag ( )

Les lois suivies par X1+ X5 et X1 — X5 sont les lois marginales de Y, d’apreés le résultat
du paragraphe 6.2.7 ce sont des lois normales. La table 6.3 donne ’expression de la
moyenne et de la variance de la somme et de la différence de deux variables aléatoires
normales corrélées.

Variable X1 X2 X1 —|—X2 X1 —X2

Moyenne  py o M1+ po 1 — Mo

Variance 0'% 0'5 O'f + 2po109 + Jg O'f — 2po109 + 0'%

TAB. 6.3: Moyenne et variance de la somme et de la différence de deuzx variables
aléatoires normales corrélées. Cette somme et cette différence suivent des lois
normales. On retrouve le résultat classique dans le cas p = 0.

6.3.3 Loi normale nD réduite.

Un vecteur aléatoire X suit la loi normale nD réduite si, dans ’expres-
sion (6.57) précédente, p est nul et V' est la matrice identité. Sa densité de
probabilité s’écrit alors :

f(z) = 1_ exp{—1 Zlf} = H %exp{—%m?} . (6.63)

271-)5 i=1

—_

La derniere égalité montre que les composantes X; du vecteur X suivent la loi
normale réduite et sont mutuellement indépendantes.
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6.3.4 Reéduction des variables normales quelconques.

Il est toujours possible de transformer un vecteur aléatoire normal X quel-
conque en un vecteur Y normal réduit. Il suffit pour cela de réduire la forme
quadratique @ a sa forme diagonale.

Théoréme 6.2. Soit X un vecteur aléatoire normal de paramétres p et V. 1l
existe alors une matrice diagonale A et une matrice unitaire U telles que le
vecteur aléatoire Y défini par le changement de variable :

X — p=UAY, (6.64)

suit la loi normale nD réduite. La matrice A? est la matrice des valeurs propres
de V' et la matrice U est la matrice unitaire de ses vecteurs propres, A et U
satisfont donc les relations :

U-l=U' A'=U'VU. (6.65)

Démonstration. La densité de probabilité du vecteur X — p est symétrique en & — p,
elle est donc de moyenne nulle, soit : E{X — g} = 0. On passe ensuite des variables
X — p aux variables Y par le changement de variable linéaire de matrice: B = A™'U*,
la matrice V' étant définie positive ses valeurs propres sont strictement positives et par
conséquent A7! existe.

D’apres le théoréme 6.1, le vecteur Y suit une loi normale de moyenne: E{Y} =
AT'U'E{X — u} = 0 et de matrice des variances-covariances : A_lUtV(A_lUt)t =
AT'U*VUA™!. Par hypothése on a les expressions (6.65) et la matrice des variances-
-covariances de Y s’écrit AT'A?A~! = I. Ce dernier point démontre que la variable
aléatoire Y suit effectivement une loi normale réduite. O

Le changement de variable s’écrit explicitement :
y=A"U"(x—-p), (6.66)

il exprime que pour obtenir les variables ¢ a partir des variables @, il faut d’abord
procéder a une translation puis & une rotation et enfin & un changement d’échelle.
Au cours de ces transformations I’ellipse de corrélation devient un cercle de rayon
unité centré sur l'origine des axes.

6.3.5 Caractéristiques numériques de la loi normale a plu-
sieurs variables.

Moyenne et matrice des variances-covariances. Le théoréme précédent
permet de trouver la signification des parametres g et V' entrant dans 'expres-
sion de la densité de probabilité du vecteur aléatoire X . Ce sont respectivement
la moyenne et la matrice des variances-covariances de X, on a:

E{X}=p, (6.67)
B{(X - p)(X — )} = V. (6.68)
Démonstration. D’apres le théoréme 6.2 on a E{Y} = 0 et E{Y Y} = I, il vient

pour la moyenne: E{X — pu} = E{UAY} = UAE{Y} = 0 d’ou le premier résul-

tat. Pour la matrice des variances-covariances, par définition elle est égale a: E{(X —
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E{X})(X —E{X})'} =E{(X—n)(X — )"} =E{UAYY'AU'} = UAE{YY'}AU"
d’ott E{(X — E{X})(X —E{X})'} = UA*U’ = V. La matrice V est bien, comme

nous ’avions annoncé, la matrice des variances-covariances du vecteur aléatoire X. [

Ainsi la loi normale a n dimensions est entiérement déterminée par la donnée
de ses moments jusqu’a l’ordre deux. Les éléments p; du vecteur g sont les
moyennes des lois marginales suivie par les variables X;. Les éléments p;;0;0;
de la matrice V' sont les covariances des couples (Xj, X;), les p;; en sont les
coefficients de corrélation et les oy les écarts types. On a:

2

25} P120102 -+ P1p010y
2
P120201 g5 o P 020,
V= . . . : : (6.69)
2 2
plnanal Pan 020y e Un

6.3.6 Lois marginales et conditionnelles.

Les lois marginales et conditionnelles distinguent certaines composantes du
vecteur aléatoire X, en nombre r, dites variables «actives» par rapport aux
n—r restantes dites « inactives ». Rappelons que pour obtenir les lois marginales
on intégre sur les variables inactives alors qu’on les considére constantes pour
obtenir les lois conditionnelles.

Afin de simplifier I’exposé, nous supposons que les variables actives sont les
r premieres composantes du vecteur X. Ce vecteur peut alors étre partitionné
suivant le schéma:

(X1, X, Xogt, -, X)) - (6.70)
X, X,

A cette partition correspond une partition équivalente des valeurs ® prises par
X et de la moyenne p respectivement en (@g,#1) et (pg, p1). La matrice des
variances-covariances et son inverse se partionnent en 4 matrices blocs :

Voo Vou -1 Ao Aor
V= , V7= .
(Vlo Vi Ao An
Les matrices Vg et V11 sont carrées et symétriques respectivement de format
(r,r) et (n —r,n — r). Les matrices Vg1 et Vg sont rectangulaires, de format

r,n—r)et (n—r,r),onaVig= V. Il existe des propriétés analogues pour
01 g
les matrices blocs composant V=1,

Lois marginales.

Moments. Les moments des variables aléatoires X sont les mémes, qu’ils
soient calculés suivant la loi nD ou suivant la loi marginale correspondante, ceci
signifie que la moyenne de X est égale a p; et que sa matrice des variances-
covariances est égale a Vyg. En particulier on a:

E{X;} = p;, Var(X;)= o?

1)

COV(XZ',XJ') = PijoOi0; (671)
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Densité de probabilité. Nous allons maintenant montrer que les lois mar-
ginales suivent aussi une loi normale. Dans ce but considérons la forme qua-
dratique @ = (& — u)tV_l(w — p) entrant dans l'expression de la loi normale.
Eliminons les moyennes a 1’aide du changement de variable bijectif y = @ — p
et développons ) suivant la partition. Il vient :

Q = yi Aoy + 2yh Aoy, + ¥ Ay, (6.72)

Effectuons, afin d’éliminer le terme croisé yb Aoy, un deuxiéme changement
de variable, lui aussi bijectif: z; = y; + a@. Il est immédiat de déterminer que la
constante a qui réalise cette élimination est a = Al_llAloyo. On trouve alors:

Q= yh(Aw — A AT Aro)yy + 20 A1z = Qo+ Q. (6.73)

Nous venons donc de montrer que la loi nD pouvait se mettre sous la forme
du produit de deux lois normales, une 7D par une (n — r)D. On obtient la loi
marginale en intégrant sur les variables y,; ou, ce qui revient au méme, sur les
variables z;. La deuxiéme loi normale donne 1 par intégration, de sorte qu’il ne
reste plus dans I’expression de la loi marginale que le premier terme (g, ce qui
montre que la loi marginale est normale. Par ailleurs nous savons que sa matrice
des variances-covariances est égale a Vg, ce qui implique nécessairement que :

V) = Ao — Aot Al Aro. (6.74)

En revenant aux variables initiales, on trouve la densité de probabilité de la loi
marginale suivie par Xy :
1

xg) = — i
qu( 0) (QW)EdlmXD(det V00)5

exp{—%(mo - Ho)tvgol(mo — o)}, (6.75)
ot dim X est égal & la dimension du vecteur X (ici dim X ¢ = r).

Lois conditionnelles.

Afin de déterminer, par exemple, la densité conditionnelle de X'; connaissant
Xo: fx,)x,, nous allons de nouveau utiliser la relation qui lie la densité de X
avec les densités marginales et conditionnelles. Cette relation s’écrit :

Ixox,(®o,®1) = fx,(x0) fx,1x,(®1] X0 = o) . (6.76)

Dans cette formule, nous avons noté fx x, la densité de probabilité du vecteur
X qui, d’aprés (6.73) et (6.74), peut s’écrire :

1

—— exp{— 9y, Viiy, + 2L A1z ), 6.77
(2m) 5 (det V) £ P{—3¥0" Vo Yo 1A1121} (6.77)

Jxox, (®0, @1) =

avec Yo = To— g, Y, = @1 — i, et 21 = y, + AT A10y,. En divisant la densité
nD (6.77) par la densité marginale (6.75) on obtient la densité conditionnelle
cherchée. Apres simplification des termes de ’exponentielle, il ne reste que la
forme quadratique @ = 2z} Aj1z1, on en déduit expression de la densité condi-
tionnelle :

(det All)%

e exp{—%zﬁAllzl}. (6.78)
(2m) =

Ixqx, (21| X0 =20) =
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En revenant aux variables initiales la forme quadratique @)1 s’écrit :

_ t _
Q1(z1) = (&1 — py + AT Aroy,) Ani (21 — py + AT Aroyo) (6.79)

ce qui montre que la densité conditionnelle fx | x, est celle d’une variable aléa-
toire normale de moyenne p; — Al_llAloyO et de matrice des variances-covari-
ances Al_ll.

En interchangeant les indices 0 et 1 et les symboles A et V dans (6.74) on
trouve que : Al_l1 = V11—V10V501V01. En exprimant que vvi-vilv-rg
avec les blocs, on trouve que Al_llAlo = —Vlngol. Ce qui permet d’exprimer
la moyenne et la matrice des variances-covariances de la loi conditionnelle en
fonction de la moyenne et la matrice des variances-covariances de la loi a n
dimensions. Ces expressions sont données ci-dessous.

Moyenne et variances conditionnelles. Dans le paragraphe précédent,
nous avons obtenu la moyenne et la matrice des variances-covariances de la
loi conditionnelle de X; sachant que Xy = ®g. On a pour la moyenne condi-
tionnelle :

E{X1|Xo =20} = + V1eVig (o — 1) - (6.80)

Soit pq|q cette valeur, 1l vient pour la matrice des variances-covariances condi-
tionnelle :

E{(X1 = p1)0) (X1 — py)p) [ X0 = @0} = Vi = VeV V.- (6.81)

Par permutation des indices 0 et 1, on obtient pour la loi conditionnelle de X
sachant que X1 = @ :

E{Xo|X; =21} = py+ Vo Viy (21 — ), (6.82)
E{(Xo = poj1)(Xo — popy)' | X1 =21} = Voo - Vo Vi Vi . (6.83)

Densité de probabilité conditionelles. Les densités conditionelles étant
normales, elles sont entierement déterminées par la donnée de leurs moyennes
et de leurs matrices des variances-covariances. Ces quantités peuvent étre trou-
vées ci-dessus, il suffit alors de préciser la constante de normalisation que nous
donnons en fonction de la matrice V' et de ces blocs associés. Il vient pour la
densité de X1 connaissant X :

. 1 det Voo %
[Fx,1x,(@1]@0)] : PRI [ — |* (6.84)
et pour celle de X ¢ connaissant X1 :
. 1 det V11 %
[Fxo1x, (ol @1)] : PR { — ] (6.85)

»Exemple 6.2. Une seule variable fizée. Soit X un vecteur aléatoire normal de
moyenne g = 0 et de matrice des variances-covariances V. On demande la moyenne et
la matrice des variances-covariances de la loi conditionnelle de X lorsqu’une variable
est connue.
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Supposons que la variable connue soit la derniére composante de X . Réalisons une
partition de X suivant le schéma (6.70), on a X1 = Xy, et il vient :

)u'0207 iu’1:07

2
01 c pl,n—lo'la'n—l P1n010n
<V00 VOl _
14 14 - 2
10 11 Pn—1,10n_101 . On Pn—1,n0n—10n
2
Pn10n01 c pn,n—lanan—l Opn

En appliquant les résultats (6.82) et (6.83), on trouve la moyenne conditionelle : g’

et la matrice des variances-covariances conditionelle : V' du vecteur X, sachant que

Xi=x,:

Pon—
p=VaVi'e, = On T, (6.86)

On—1
pn—l,n

On
V' =V - VaVi Vi

o (1 - pin) o 010n—1(P1a1 — PinPrn—1) (6.87)

On101(pn-11 — Pn—inpn1) --- Tno1(1— Ph_1,n)

On constate alors que l'effet du conditionnement est de modifier les covariances et les
coefficients de corrélations entre les variables restées actives. En particulier I’écart type
des variables actives est réduit du fait de leur corrélation éventuelle avec la variable
connue (inactive ) Si pl(;l) désigne le coeflicient de corrélation des variables X; et X
connaissant Xy, il vient :
ply) = —LuZpmbm (6.88)
(1—p%]2[1 = p,]2

Si I’on pose z,, = o2 dans I’équation (6.86) on obtient ' = Vo1 ce qui veut dire qu’en
ce point les coordonnées de la moyenne conditionelle ¢’ dans ’espace R™ ou se répartit
X est identique a la n€ colonne de la matrice des variances-covariances V de X.

6.3.7 Ellipsoide d’égale densité.

Rappelons que le lieu des points ot Q(x) = k? est un ellipsoide. Sur cet
ellipsoide la densité de probabilité f(@) de la loi normale nD est constante. Cet
ellipsoide est appelé I’ellipsoide d’égale densité de probabilité ou plus simplement
Uellipsoide d’égale densité. Nous avons déja mentionné que si I’on pose k2 = 1
cet ellipsoide prend alors le nom d’ellipsoide de corrélation.

On peut également montrer que ’hyper-rectangle (de dispersion) paralléle
aux axes x; et circonscrit a l’ellipsoide de corrélation, possede des arétes de
longueurs 20;. Nous énoncons cette propriété sous une forme équivalente dans
le théoréme qui suit.

Théoréme 6.3. Soit X un vecteur aléatoire normal a n dimensions de moyenne
p et de matrice des variances-covariances V. Les valeurs extrémes atteintes par
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les coordonnées ® de Uellipsoide d’égale probabilité d’équation : Q(x) = k? sont
égales a p; &+ ko;. Plus précisément on a:

n;ln{lAQ(w) =k*} = p; — koy H}ﬂ&x{rJQ(m) =k*} = p; + ko; . (6.89)

On notera que ces valeurs extrémes sont indépendantes des coefficients de
corrélations.

Démonstration. Sans nuire A la généralité de la démonstration nous allons supposer
que ¢ = 0 et chercher les extrema de Q(x) sur ’axe z,,. Considérons la densité condi-
tionnelle de X sachant que X, = ko,. Cette densité est celle d’une loi normale de
moyenne, dans 1'espace R”, notée ,,. D’apres le résultat de I’exemple 6.2, p,, a pour
coordonnées :
k
B, = ;VW ’

ou V', désigne le n® colonne de la matrice V. Evaluons la forme quadratique @ au
point f,,, il vient :

k2

o3

k'2

o3

Qi) = iV i, = SViVTIV, = Syt [ g2

1

La densité conditionnelle en tant que densité normale est unimodale et son mode
est égal & sa moyenne. Le point p,, est alors 'unique point ot Q(®|z, = koy,) est égal
a k?, il s’agit du point de tangence du plan z,, = ko, avec Dellipsoide Q(x) = k? et
donc du point extréme de cet ellispoide. En z,, = ko, on obtient le maximum et en
zn, = —ko, le minimum. O

6.3.8 Composantes principales.

Considérons la variable aléatoire Y définie par le changement de variables
aléatoires (X — p) = UY, notons x et y les valeurs prises par les anciennes
(X) et les nouvelles (Y') variables aléatoires. On a (# — p) = Uy. De facon
triviale, la translation de vecteur p ne change que la moyenne de la densité qui
devient nulle. Le changement de base de matrice U suivant la discussion de la
section 6.3.9 est tel que B = U™! = U" avec detU = 1. En appliquant les
résultats résumés dans la table 6.2 on trouve que la matrice des variances-cova-
riances de Y est égale A U'VU. Cette expression est, d’aprés (6.65), identique
4 A% La densité de Y est donc égale a:

n 2
_ _ Y;

fr(y) = exp{-3y'A %y}, YAy =) R (6.90)
=1 "¢

1
(27) % det A

Les composantes Y; de Y suivent bien une loi normale de moyenne nulle et de
variance A?. Elles sont également non-corrélées et donc indépendantes dans le cas
particulier de la loi normale (voir table 6.2). Les vecteurs propres orthonormés
rangés en colonne dans U sont appelés les « composantes principales» de la
loi, ils correspondent aux axes principaux des ellipsoides d’égale probabilité. On
note u; ces composantes principales et on les considére en général comme étant
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rangées dans l'ordre croissant des valeurs propres A;. En écrivant le changement
de variable a 1’aide des w; on obtient :

X-—p=) Yiu,. (6.91)
i=1

L’expression précédente montre que les composantes principales permettent de
décomposer le vecteur aléatoire X sur une base orthonormée non aléatoire for-
mée des vecteurs propres de sa matrice des variances-covariances. Les coefficients
Y; de la décomposition sont des variables aléatoires non-corrélées (et dans le cas
normal ils suivent une loi normale et sont donc indépendants), leur moyenne
est nulle et leur variance est égale a la valeur propre A7 qui correspond i la
composante principale de méme indice.

Cette décomposition en composantes principales ou encore « canonique »
jouit de nombreuses propriétés remarquables. Par exemple, I’hyper-rectangle de
dispersion associé a la base des composantes principales est de volume minimum,
voir figure 6.5. Cette démonstration simple repose sur le fait qu’une matrice dé-
finie positive (comme V') a un déterminant toujours inférieur ou égal au produit
de ses éléments diagonaux (voir Bellman 1970, [6]). Cette décomposition pos-
séde également plusieurs propriétés optimales vis-a-vis de la troncature de la
somme (6.91). Cette décomposition et ses « bonnes» propriétés se généralisent
au cas ou la loi suivie par X n’est pas normale.

6.3.9 Loi du y2.

Un ellipsoide d’égale densité Q(x) = k? étant donné, on souhaite calculer
la probabilité P2 pour qu’un point X, suivant la loi normale nD, se trouve a
I’intérieur de cet ellipsoide . Le point X sera a 'intérieur de I’ellipsoide si :

Y =(X —p)'VHX —p) <k (6.92)

La quantité x° que nous venons d’introduire est une variable aléatoire positive
et on a la relation:

sz = Pr {Xz S /{72} 5 (693)

ce qui exprime que la probabilité cherchée est égale a la fonction de répartition
de cette variable aléatoire x2 pour I’abscisse k2. Afin de trouver la loi suivie par
x?, effectuons le changement de variables aléatoires (X — p) = UAY étudié
plus haut. Il vient:

=Yy =) v (6.94)
i=1

La variable aléatoire x2 est donc la somme des carrés de n variables aléatoires
suivant la loi normale réduite. Afin de trouver l’expression analytique de la
fonction de répartition Fy- de x? il suffit alors de calculer I'intégrale :

Fa(u) =Pr{x* <u}= (2m)~ % // exp{—%ny}dyl cdyy, . (6.95)

x*<u
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Calculons cette intégrale en coordonnées polaires dans R™. Soit r = />, y? le
rayon polaire et Q I’angle solide. L’étude des intégrales multiples nous apprend
d’une part que dy; - - -dy, = r* "1 drdQ, d’ou:

Vi
Fy2(u) = (27r)‘%/d§2/ e 2l gy (6.96)
0

et d’autre part, que:

2 .
/dQ: o (6.97)

Dans cette derniére expression, la fonction I' est la fonction eulérienne de 2€ espece
(voir annexe A, page 309). On obtient alors:

Fy2(u) = kil e 121 gy (6.98)
TRUT(E) o ' '

Posons maintenant ¢ = 2. 1l vient:

Foo(u) = 2r1g) /0 - @) T (6.99)

On trouve la densité de probabilité de la variable aléatoire x* en dérivant =,
soit :

[SIES

Frz(u) = ng_) (%) E exp{—%}, u>0. (6.100)

Une loi possédant cette densité de probabilité est dite loi du x? a n degrés de
liberté.

6.3.10 Contenu en probabilité de 1’ellipsoide d’égale den-
sité.

A partir de la loi du x? on trouve le contenu en probabilité Pz des ellipsoides
d’égale densité Q(z) = k?, par:

Pgz = Pr{X|Q(X) < k*} = F\2(k?), (6.101)
ou F\2 est la fonction de répartition d’une loi du x? dont le nombre de degrés de
liberté n est égal a la dimension de ’espace ol se répartit la variable aléatoire

normale X . Dans le cas particulier de la loi normale 3D, 'expression (6.101)
prend une forme plus simple:

P2 =2®(k) — 1 — ﬁkexp{—%kz}, (6.102)
™

ou ® est la fonction de répartition de la loi normale 1D réduite.
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6.3.11 Introduction au test du yZ.

Dans la pratique on utilise la formule (6.101) en sens inverse, et elle sert
de base a la détection d’un signal noyé dans un bruit connu. On se donne a
priori la probabilité v pour qu’un point tiré au hasard suivant la loi normale
nD, tombe dans l’ellipsoide contenant cette probabilité v. On a alors Pk3 =7
et I'on cherche ensuite la valeur k&, qui correspond & cette probabilité v. On
I’obtient en inversant 1’équation (6.101):

k2 = F2H) (6.103)

Puis, étant donné une observation, on calcule & 'aide de la formule (6.92) la
valeur du x? qui lui correspond, et on déclare avoir détecté un signal si y? > k%
Ce faisant, et si en fait il n’y a pas de signal, on commet une erreur dite de
« fausse-alarme » avec une probabilité a égale a 1 — ~.

Cette facon de procéder est connue sous le nom de «test du x?», et plus
spécifiquement dans le cas 1D et pour v = 0.997, sous le nom de « régle des 3
sigmas, » car dans ce cas k, = 3. La table 6.4 donne des valeurs de k, pour
différentes valeurs de n et de ~.

ky=050 kymo68  Kky=0.00 ky=0.99 kymo0.997 ky=0.999
0.67449 1 1.64485 2.57583 3 3.29053
1.17741  1.51517 2.14597 3.03485 3.43935 3.71692
1.53817 1.87796 2.50028 3.36821 3.76250 4.03314
1.83213 2.17244 2.78916 3.64372 4.03130 4.29730
2.08601 2.42644 3.03914 3.88411 4.26677 4.52935
2.31260 2.65300 3.26261 4.10023 4.47907 4.73896
2.51909 2.85941 3.46656 4.29829 4.67403 4.93172
2.71000 3.05023 3.65535 4.48221 4.85537 5.11121
2.88840 3.22852 3.83193 4.65467 5.02562 5.27988
10 3.05644 3.39647 3.99840 4.81760 5.18663 5.43951
20 4.39743 4.73670 5.33029 6.12913 6.48692 6.73162
30  5.41627 5.75509 6.34476 7.13388 T7.48616 7.72678

O 00 -1 O Ok N3

TAB. 6.4: Table donnant le seuil ky au dela duquel, suivant le test du x?, on
refuse [’hypothése que l'observation est issue d’une lot normale a n dimensions.
Le test suppose n connu et v donné. On donne ici des valeurs de k, pour v =
0.50, 0.68, 0.90, 0.99, 0.997 et 0.999. La probabilité de commettre une errcur de
type fausse-alarme est de 1 — . Quand n — oo, k% — %(;7:1_7 ++/2n —1)%, ou
x1_~ est un quantile de la loi normale réduite.

6.4 Aspects numériques.

6.4.1 Quantiles de la loi normale réduite.

Le quantile ), de la loi normale réduite est défini par 1’équation @, =
®~1(1 — a), ol ® est la fonction de répartition de la loi normale réduite. Par
définition, la quantité a est la probabilité pour qu’une variable aléatoire dépasse
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le seuil @,,. Le quantile d’une loi quelconque, de moyenne p et d’écart type o
est égal & 0@, + p. Ce résultat s’applique en particulier & la loi normale.

Nous prendrons comme approximation de ®~1 une formule donnée par Abra-
mowitz et Stegun (1970) [2]. Cette approximation atteint une précision absolue
de |e(a)] < 4.5 x 107*:

0 _{ t—R(t)+ela), t=+v—2ha 0<a<0.5,
T A+ R +e(a), t=+/-2In(l-0a) 05<a<1.0,

_ co + 1t + cot?

T 14 dyt + dot? + dst3’

co = 2.515517, ¢; = 0.802852, ¢ =0.010328,

d; = 1.432788, d» = 0.189269, ds = 0.001308.

R(?)

—

6.4.2 Génération d’un couple de variables aléatoires sui-
vant la loi normale 2D.

A partir d’un couple de variables aléatoires X, Xy ou chacun des termes
suit la loi normale réduite, nous désirons former un couple Y7, Y, suivant la
loi normale 2D de moyenne p et de matrice des variances-covariances V. En
application directe du changement de variable (6.66) on trouve:

Y1 = Xl)\l COS¢ — Xz)\z Sin¢ + H1
Y2 = Xl)\l Sil’l(f/) + XQ)\Q COS¢ + M2,

olt AZ, A2 sont données par la formule (6.25) et cos @, sin ¢ par la formule (6.28)
ou (6.29). On a simulé, & ’aide de ce changement de variables, les points de la

figure 6.5.

6.4.3 Simulation de vecteurs suivant la loi normale nD.

Le programme RNORMND(X,N,NP, MU,V,SEED, LAMBDA,U,FIRST) retourne
dans X un ensemble de N nombres aléatoires suivant la loi normale de moyenne
MU et de matrice des variances-covariances V. Le programme retourne également
dans LAMBDA les éléments diagonaux de la matrice A, et dans U les vecteurs
propres (composantes principales) de V. Les éléments de LAMBDA sont les valeurs
singuliéres de V, c’est-a-dire les racines carrées des valeurs propres de V. Le para-
metre NP est la taille physique des tableaux LAMBDA(NP) ,V(NP,NP),U(NP,NP).
La variable SEED initialise le tirage aléatoire. Elle doit étre égale soit a un nombre
premier assez grand (>1000), soit & 0 auquel cas la série de nombres aléatoires
sera répétitive. Au premier appel a RNORMND la variable logique FIRST doit étre
égale & .TRUE., on doit ensuite lui donner la valeur .FALSE. tant que la matrice
V reste inchangée. Le programme JACOBI est extrait de “Numerical Recipes,”

Press et al.(1986) [60].

SUBROUTINE RNORMED(X, N,NP, MU,V,SEED, LAMBDA,U,FIRST)
INTEGER*4 N, WP, SEED, I, J, NROT

LOGICAL*4 FIRST

REAL*4  X(1), MU(1), V(NP,NP), Y(1), RNORM

REAL*4  LAMBDA(1), U(NP,NP), SUM

IF (FIRST) THEN ! Diagonalisation
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Y2 0

FiG. 6.5: Sumulation de points suwvant la loi normale 2D de moyenne p =0 de

variances 02 = o2 = 1, et de coefficient de corrélation p = 0.8. On a tracé lel-

lipse de corrélation, le rectangle de dispersion (‘en trait pointillé ) et le rectangle
de dispersion correspondant auz azes principauz (en trait plein ). On a tiré 500
points suivant cette loi. On en attendait 196.7 en moyenne dans Uellipse de
corrélation, ici il y en a 181.

CALL JACOBI(V,N,NP, LAMBDA,U,NROT)
DO I=1,N
LAMBDA(I) = SQRT(LAMBDA(I))
ENDDO
ENDIF
DO I=1,N
Y(I) = LAMBDA(I)*RNORM(SEED)
ENDDO
DO I=1,N
SUM = 0.0
DO J=1,N
SUM = SUM + U(I,J)*Y(J)
ENDDO
X(I) = SUM + MU(I)
ENDDO
RETURN
END

Le programme ci-dessus a été utilisé (voir fig. 6.6) afin de simuler des vecteurs
aléatoires de dimension 150, de moyenne nulle (¢ = 0) et de matrice V' dont
les éléments v;; sont tels que v;; = 0'2,0'2_3'. La matrice V' a donc la structure
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suivante :
o2 o2p oZp 2149
a?p o2  o?p
V=1 522 42 o2 . (6.104)
o2pte o2

AT el Ww\/vv ¥

/\/\ A o /\A/\/\r/\/\/\ " AM
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ILL WW Y vvv\rwwvvv_

10 20 30 40 50 60 <70 80 90 100 110 120 130 140 150

Fia. 6.6: Simulation de vecteurs suwant la loi normale nD pour n = 150. La
moyenne p est nulle et la matrice des variances-covariances V' est donnée par
Uéquation (6.104) pour des valeurs de p = —0.9,—0.5,0,0.5 et 0.9. Quand
p = 0, on a un ensemble de 150 variables aléatoires non-corrélées (et donc
indépendantes dans le cas normal); c’est ce que Uon appelle un «bruit blanc».

6.5 Exercices et problemes.

Exercice 6.1. Montrer que si les composantes d’un vecteur aléatoire X = (X1,... -
Xr) suivant la loi normale & n dimensions sont 2 & 2 indépendantes, alors elles sont
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mutuellement indépendantes.

Exercice 6.2. Si les variables aléatoires X; et X5 sont indépendantes et suivent la
loi normale réduite, montrer que les variables aléatoires Y; et Yz définies par:

Vi = exp{—3 (X7 + X3)},

1 X
Ys = — arctan =%

2w X2

sont indépendantes et suivent la loi uniforme sur [0, 1]. (Box & Muller, 1958, [13])

Exercice 6.3. Rapport de deux variables aléatoires normales. Montrez que le
quotient de deux variables aléatoires normales indépendantes N (1, a7 ) /N (pz, 03 ) suit
une loi dont la densité de probabilité g(y) est donnée par I'expression suivante :

Q(Q):l N [P{——(— “2)}+mz<bo eXp{ 2701—H2y)2}]7

m C’1 +y?o 1+ cr% y?
(6.105)

avec

1 ¢ 2 2
Oo(z) = —/ exp——dt et z=—271 typ102 - .
V2m Jo 2 o102(07 + 02y?)2

Montrez que cette loi ne posséde pas de moyenne et par conséquent pas de variance
non-plus.

(6.106)

Exercice 6.4. Effet de sélection. Une expérience est décrite par un triplet de
variables aléatoires : (X17 Xa, X3) que I'on suppose normal. Les variables X; et X2 sont
indépendantes entre elles mais sont corrélées avec X3. Les coefficients de corrélations
de X1 avec X3 et de X3 avec X3 sont identiques et valent p. Les variances de X, X»
et X3 sont respectivement o2, o3 et o3.

Donner expression de la matrice des variances-covariances du triplet (X1, X2, X3)
et celle de la matrice des variances-covariances du couple (X17 Xz).

Les conditions expérimentales sont telles que les variables X; et X2 ne sont ob-
servables que si X3 vaut une certaine valeur xz;. Que devient alors la matrice des
variances-covariances ( conditionnelle ) du couple (X1, X2)? Montrer, en particulier,
que ces deux variables apparaissent alors anti-corrélées avec —p? comme coefficient de
corrélation.

[ Note: Si ce conditionnement est ignoré de I'expérimentateur, il pourrait déduire
d’observations du couple (X1, X2), que ces variables sont anti-corrélées alors qu’en
réalité elles sont indépendantes. ]

Probléme 6.5. Symétrie circulaire. On dit qu'un couple de variables aléatoires
(X,Y) possede la symétrie circulaire si sa densité de probabilité f ne dépend que de
la distance a l'origine. C’est-a-dire si:

flz,y) =g(r), avec r= \/m

Montrer que si les variables aléatoires X et Y possédent la symétrie circulaire et
qu’elles sont de plus indépendantes, alors elles suivent chacune une loi normale de
moyenne nulle et de méme variance ( Papoulis, p.133, [53]).
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Chapitre 7

Inégalités et convergences.

Ce chapitre traite de séquences de variables aléatoires (X1, ..., X, ) apparte-
nant a un méme espace probabilisé et dont I’indice n est indéfini, c’est-a-dire en
pratique : aussi grand que I’on veut. Nous noterons simplement {X,,} une telle
suite. Nous voulons donner un sens a des expressions telles que: «la variable
aléatoire X,, tend vers la variable aléatoire X », ou encore «la loi suivie par la
variable aléatoire X,, tend vers une loi normale lorsque n — oco.» Pour que ces
expressions (et d’autres similaires) aient un sens, il est nécessaire de préciser
la notion de convergence dite convergence stochastiqgue d’une variable aléatoire
vers une autre.

Pour trouver les liens qui existent entre les différents types de convergences,
nous avons besoin au préalable d’établir certaines inégalités.

7.1 Inégalités.

Nous n’établissons ici que des inégalités relatives a la théorie de la conver-
gence, on trouvera au chapitre 5.2 d’autres inégalités portant sur des espérances
et qui sont elles aussi d’'une grande importance pratique et théorique.

7.1.1 L’inégalité de Markov.

Nous établissons d’abord le théoréme de Markov valable pour des variables
aléatoires positives possédant une moyenne E{X}.

Théoréme 7.1. Soit n une variable aléatoire positive dont la moyenne E{n}
eziste et est non nulle. On a pour tout A > 1:

Pr{n > AE{n}} < (7.1)

> =

Démonstration. Par hypothése la moyenne existe. Soit u cette moyenne. On a:

u:/oooxdF(m);«éO.

On établit ensuite les inégalités suivantes :

uZ/ xdF(x)ZAu/ dF(z) = A Pr{n > \u},
A

Iz Ap
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1/k%
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Loi normale

F1G. 7.1: Graphe de la fonction d’erreur R(k) = Pr{|X — pu|/o > k} : probabilité
résiduelle au-dela du seuil p £ ko, pour des lois possédant une variance o2 et
donc une moyenne p. D’apres 'inégalité de Bienaymé-Tchébychev la fonction
R(k) est bornée supérieurement par 1/k?. On a porté, en ligne brisée, la fonction
R(k) pour la loi de Cauchy qui ne posséde pas de moyenne. Pour cette loi on a
posé pu=0¢eto=1.

ce qui démontre I'inégalité de Markov. O

7.1.2 L’inégalité de Bienaymé-Tchébychev.

Cette inégalité s’applique dés qu’une loi posséde une variance. Si la variable
aléatoire X posséde une variance o2 = Var(X), elle posséde aussi une moyenne
u = E{X} et par définition son écart type est égal & o > 0. Dans ces condi-
tions, I'inégalité de Bienaymé-Tchébychev stipule que la probabilité pour que
X s’écarte de sa moyenne de plus que k fois son écart type est inférieure & 1/k2.
C’est-a-dire :

1

Pr{@ > k} < n=B{X}o= [Var(X)] 2. (7.2)

En posant h = ko dans (7.2) I'inégalité s’exprime alors sous la forme suivante :

2
o
Pr{|X —u| > h} < -5 . (7.3)

On démontre inégalité de Bienaymé-Tchébychev en posant n = (X — u)? et
A = h? dans l'inégalité de Markov.

Si F' désigne la fonction de répartition d’une variable aléatoire X continue de
moyenne p et de variance 0%, on a Pr{|X —u|/oc >k} = 1—[F(u+ko)— F(u—
ko)]. Introduisons la fonction d’erreur R(k) égale & cette derniére expression :
c’est la probabilité résiduelle au dela du seuil p + ko. L’inégalité de Bienaymé-
-Tchébychev nous dit que cette probabilité est majorée par la fonction 1/k2.
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k 1 2 3 4
BT 1/k% 1 0.25 0.1111 0.0625
BT4 3/k* (3) 0.1875 0.0370 0.01172
BT8  105/k® (105) 0.4102 0.0160 0.00160
exact R(k) 0.317 0.0555 0.0027 0.000063

R(k) =1 - [®(k) — ®(-F)]

TAB. 7.1: Bornes supérieures pour l’estimation de la fonction d’erreur R(k) =
Pr{|X — E{X}| > ko} de la loi normale. Les bornes indiquées par BT sont
fournies par linégalité de Bienaymé-Tchébychev aux ordres 2, 4 et 8. Lorsque
la borne est supérieure a 1 (et donc inutilisable ), on a porté le résultat entre
parenthéses. La borne BT d’ordre 2r est donnée par 1 x 3 x ... (2r —1)/k*" pour
la lot normale.

La figure 7.1 illustre cette propriété. Se placer dans le cadre des variables aléa-
toires quelconques (et non plus simplement continues ) ne pose aucune difficulté
de principe mais alourdit considérablement I’écriture a cause de la présence
éventuelle de bornes discontinues pour p + ko.

7.1.3 L’inégalité de Bienaymé-Tchébychev généralisée.

r

Si ’on porte dans I'inégalité de Markov n = [¢(X)]", ol g est une fonction
positive, et A = A", on obtient 'inégalité de Bienaymé-Tchébychev généralisée :

Pr{g(X) > h} < % pour ¢ >0. (7.4)

On retrouve (7.2) en choisissant ¢(X) = [ X —E{X}| et » = 2. Pour r = 4 et pour
des lois possédant un moment p4 on trouve I’inégalité de Bienaymé-Tchébychev

d’ordre 4:

Pr{|X —pul > n} < 22

<H =B - <. (7.5)

Les inégalités de Bienaymé-Tchébychev sont d’une grande importance théo-
rique pour établir la convergence d’une suite de variables aléatoires, mais elles
fournissent des bornes supérieures bien trop grandes pour étre utiles dans la
pratique. Ce défaut est du a leur généralité : elles s’appliquent en effet a toutes
les lois dés qu’elles possédent un moment d’ordre 2.

La table 7.1 donne les bornes trouvées en utilisant ces inégalités pour la loi
normale : on constate que la borne fournie est bien supérieure a la valeur exacte.

7.1.4 L’inégalité de Bernstein.

Bernstein a amélioré la borne fournie par I'inégalité de Bienaymé-Tchéby-
chev dans le cas de variables aléatoires qui sont la somme de variables aléa-
toires bornées. On trouvera la démonstration de cette inégalité au chapitre 7 de
I'ouvrage de Rényi [62].

Théoréme 7.2. Soient n variables aléatoires indépendantes X; de moyenne
wi, de variance 0'2»2 et bornées | X; — p;| < H. Soit X la somme des X;;, X =
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S, X;. En tant que somme cette variable aléatoire X posséde une moyenne
M =37, p; et une variance 2 =Y ¢ o?. Alors pour tout k < X/H :

X-M k?
Pr{|27| > k} < 26Xp{—2

(1+ kH/22)2} (7.6)

St les variables aléatoires indépendantes X; possédent la méme moyenne p et la
méme variance o2, on a M = nu, 2 = no? et il vient pour tout k < \/no/H :

| X — nyl k?
ne 2(1+ kH/2+\/no)?

»Exemple 7.1. Borne sur les fluctuations d’une proportion expérimentale.
Une expérience a la probabilité p de réussir et par conséquent la probabilité g =1 —p
d’échouer. La variable X; indicatrice du succés vaut 1 en cas de succes et O en cas
d’échec. On désigne par P, = Y., Xi/n la proportion des succés en n épreuves. Les
variables aléatoires X;/n sont de moyenne pu = p/n, de variance o° = pg/n® (voir
en 8.1.1) et sont bornées | X,/n — u| < max(p/n,g/n). Nous sommes alors dans les
conditions d’application de la version (7.7) de I'inégalité de Bernstein ol on posera
€ = kv/no. On a alors pour 0 < ¢ < min(p, q) :

Pr > k} < 2exp{— } (7.7)

ne?
2pq(1 + ¢/2 min(p, g))?

Cette formule limite la probabilité pour que la proportion expérimentale s’écarte de
la probabilité théorique. Par exemple si p = ¢ = 0.5 la probabilité pour que le nombre
de succeés moyen s’écarte de 0.5 de plus que € = 0.1 en 300 épreuves est d’apres (7.8)
inférieure & = 0.014, ce qui s’exprime par Pr{|Pso0 — 0.5 > 0.1} < 0.014. L’inégalité
de Bienaymé-Tchébychev nous aurait fourni la borne & 0.083 qui est environ 6 fois

Pr{|Pn — p| > €} < 2exp{-

}. (7.8)

moins bonne.

7.2 La convergence stochastique.

Il existe quatre interprétations classiques de la notion de convergence sto-
chastique : la convergence presque-sire, la convergence en moyenne quadratique,
la convergence en probabilité et la convergence en loi. Les deux premiéres im-
pliquent les deux autres suivant le schéma:

Cv. presque-sure ‘

= ‘ Cv. en probabilité ‘ = | Cv. en loi

(7.9)

Cv. en moyenne quadratique ‘

7.2.1 La convergence en loi.

On dit qu’une variable aléatoire X,, de fonction de répartition F,, converge
en loi vers une variable aléatoire X de fonction de répartition F', si la suite {F),}
converge simplement vers F' en tous les points ou F' est continue. C’est-a-dire :
Vz; F(zt) = F(z™), lim F,(z) = F(=) (7.10)

n—oo

loi . . . .
On notera X,, — X, si la suite X, tend vers X suivant la convergence en loi,
sous-entendu lorsque n — co.
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Cette convergence veut dire que pour tout point & ou F' est continue, il est
possible de rendre erreur entre F,(z) et F(z) aussi petite que 'on veut dés
que n dépasse un certain rang N, soit :

Va,Ve > 0,3IN :[n > N]| = [|Fa(z) — F(z)| < €].

»Exemple 7.2. La suite de variables aléatoires normales X, = N(0, 2—2) converge
en loi vers la variable certaine X = 0. La fonction de répartition de la variable certaine
X est la distribution de Heaviside, elle est continue partout sauf en 0. On a bien
Vr # 0; limp oo Fn(n) = ®(v/nz/o) = H(z) et au point de discontinuité de H on a
Vn, Fn(0) = ®(0) = % alors que H(0) = 1.

Il faut se garder d’interprétations trop optimistes de ce type de convergence.
Par exemple si la variable aléatoire X vers laquelle X, tend en loi posséde des
moments, cela ne veut pas dire qu’a partir d’un certain n on peut approximer les
moments de X, par ceux de X. Une suite de variables aléatoires ne possédant
des moments & aucun ordre peut fort bien converger en loi vers une variable
aléatoire normale qui en posseéde a tous les ordres.

Convergence uniforme de F,, vers F.

La convergence en loi ne suppose que la convergence simple aux points de
continuité de la fonction de répartition limite F', mais si F' est continue, alors
la convergence de F, vers F est uniforme.

Théoréme 7.3. (Pdlya) Sila suite {X, } converge en loi vers X et si la fonc-
tion de répartition F' de X est continue, alors la suite {F,} des fonctions de
répartition de X,, converge uniformément vers I,

Cette convergence signifie que U'erreur entre F, () et F(z) peut étre rendue
aussi petite que 'on veut pour tous les z dés que n dépasse un certain rang N,
soit :

Ve >0,3aN : [n > N] = [V, |Fa(z) — F(z)] < €],
ou de facon équivalente :

Ve >0,AN : [n > N] = [mxax|Fn(;r) —F(z)| < €.

Convergence de la fonction caractéristique.

Il est souvent plus aisé de faire appel a la fonction caractéristique afin d’éta-
blir la convergence en loi. On dispose alors des théorémes suivants, ol ce sont
les théorémes réciproques qui présentent la plus grande utilité pratique.

Théoréme 7.4. (Lévy). Sila suite de variables aléatoires { X, } converge en loi
vers la variable aléatoire X, alors la suite des fonctions caractéristiques {Z,}
converge uniformément vers la fonction caractéristique 7 de X dans tout inter-

valle fini [-U,U].

Nous citons maintenant certains théoréemes réciproques. Dans ceux-ci, nous
supposons que 7, est la fonction caractéristique de la variable aléatoire X,, et
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nous donnons quelques conditions suffisantes de convergence en loi de la suite
{X,} vers une variable aléatoire X.

Théoréme 7.5. (Cramér, 1937). Sila suite {Z,} des fonctions caractéristiques
converge pour tout w vers une fonction Z continue en w = 0, alors Z est une
fonction caractéristique et la suite {X, } converge en loi vers une variable aléa-
toire X possédant Z comme fonction caractéristique.

Théoréme 7.6. (Lévy, 1922). Si la suite {Z,} converge uniformément vers
Z au voisinage de w = 0, alors Z est une fonction caractéristique et la suite
{X,} converge en loi vers une variable aléatoire X possédant Z comme fonction
caractéristique.

Théoréme 7.7. (Glivenko, 1936). Si la suite {Z,} converge vers une fonction
Z qui est une fonction caractéristique, alors la suite {X,} converge en loi vers
une variable aléatoire X de fonction caractéristique 7.

Théoréme 7.8. (Dugué, 1956). Si la suite {Z,} des fonctions caractéristiques
converge pour tout w vers une fonction 7 dont la partie réelle est continue en
w =0, alors Z est une fonction caractéristique et la suite { X, } converge en loi
vers une variable aléatoire X possédant 7 comme fonction caractéristique.

7.2.2 La convergence en probabilité.

On dit que X,, converge vers X en probabilité, si:

lim Pr{|X, — X|>¢€} =0. (7.11)
n—o0

On notera cette convergence : X, P* X, Conformément & la notion de limite,
Pexpression (7.11) veut dire que quel que soient € > 0 et § > 0 (aussi petits
que ’on veut, mais non nuls), il existe un rang N au-dela duquel la probabilité
pour que la variable aléatoire X,, — X s’écarte de 0 a plus de € peut étre rendue
plus petite que §, soit :

Ve > 0,¥0 > 0; 3N tel que [n > N] = [Pr{|X, — X| > ¢} < {].

Si la variable aléatoire X, — X posseéde une densité de probabilité, ce type
de convergence signifie que cette densité se concentre autour de I’origine lorsque
n — oo : elle tend vers une distribution de Dirac.

Conditions suffisantes de convergence en probabilité.

La convergence en probabilité implique la convergence en loi (voir la dé-
monstration dans le cours de G. Calot [14] §14), mais la réciproque n’est pas
nécessairement vraie. L’exemple ci-dessous montre qu’une suite de variables
aléatoires peut converger en loi vers une autre sans pour cela converger en pro-

babilité.

» Exemple 7.3. La convergence en probabilité demande le calcul de la probabilité
de la variable X,, — X, pour ce faire il faut connaitre la loi du couple (X, X). En
revanche, la convergence en loi n’exige pas cette connaissance. La suite {X,} peut
converger en loi vers X sans méme préciser si les variables X, et X sont dépendantes
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ou indépendantes. A partir de cette remarque, il est facile de construire un contre-
exemple.

Considérons une suite {X,} et une variable aléatoire X, supposons que toutes les
variables (X, Xi,...,Xpn,...) suivent la loi normale réduite et sont mutuellement in-
dépendantes. On a alors X, BN (les fonctions de répartition sont les mémes ), mais
Vn; Pr{|X, — X|>e} =2[1 - @(%)] valeur qui ne tend pas vers 0 quand n — oo.
Par conséquent X, ne tend pas vers X en probabilité.

Cependant si la suite { X, } converge vers une variable certaine la convergence
en loi implique celle en probabilité. On a les implications suivantes, ou a désigne
une variable aléatoire certaine (c’est-a-dire de fonction de répartition égale a la
distribution de Heaviside H (x — a) ) :

loi

(X, 25 X] =[X, -2 X],
[Xn 25 a] ©[X 22 q].

Donnons d’autres conditions suffisantes de convergence en probabilité vers une
variable certaine. La variable aléatoire X,, converge en probabilité vers la va-
riable certaine a si:

— Les variables aléatoires X,, possedent une moyenne et une variance, et
cette moyenne tend vers a alors que la variance tend vers 0 :

[E{X,} = a, Var(X,) — 0] = [X, —5 a] .

— Les variables X,, possédent un moment absolu par rapport a a d’ordre
supérieur a 1 et celui-ci tend vers 0 quand n — oo

Vr > 1, E{|X, —a|'} = 0] = [X, —> .
Cette condition suffisante n’est pas nécessaire : une suite {X, } peut fort

bien converger en probabilité vers a alors qu’elle ne posséde aucun mo-
ment.

7.2.3 La convergence presque-sire.

On dit que X,, converge vers X presque-sirement, si:

(o]

Tim Pr{ U 1 X — X > e} =0. (7.12)
m=0

On notera cette convergence : X,, ~=3 X. Cette convergence signifie que quel

que soient € > 0 et § > 0, il existe un N au-dela duquel la probabilité pour qu’au

moins une des variables aléatoires X,, — X s’éloigne de 0 de plus de € peut-étre

rendue inférieure & §. C’est-a-dire :

M
Ve, d > 0,YM > 0; AN tel que [n > N] = [Pr{ U | X tm —X|} < d].
m=0

L’événement {|J -_o|Xn4m — X| > €} est le complémentaire de 1’événement
{No— ol Xm4n — X| < €}; sl au premier est associé une probabilité < 4, il est
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alors associé une probabilité > 1 — § au deuxiéme. On peut donc formuler la
condition de convergence presque-sure de facon équivalente par :

Tim Pr{ fip(n+m —X|< e} =1. (7.13)

Cela signifie que quel que soient € > 0 et § > 0 il existe un N au-dela duquel la
probabilité pour que toutes les variables aléatoires X,, — X s’approchent de 0 a
mieux que € peut étre rendue aussi proche de 1 qu’on le souhaite. C’est-a-dire :

M
Ve, d > 0,YM > 0; 3N tel que [nZN]é[Pr{ﬂ |Xn+m—X|§e}21—(5].

m=0

Alors que la convergence en probabilité est une propriété des lois marginales
de chaque terme de la suite (X, X 41, ...) dés que 'indice n dépasse un certain
N, la convergence presque-sure est une propriété concernant la loi conjointe des
suites (Xp, Xn41,--., Xn+m), pour M > 0 quelconque dés que n dépasse le
rang N.

L’événement {ﬂ%:0|Xn+m — X| < €} est identique a I'événement {max;>g
| Xnti — X| < €} d’oti il ressort que la convergence en probabilité de cette varia-
ble aléatoire implique, et réciproquement, la convergence presque-sure de X,
vers X. Cette propriété s’exprime ainsi :

(X2 22 X] & [max|Xosi — X| 2507 (7.14)

La convergence presque-sure implique trivialement la convergence en proba-
bilité, mais la réciproque n’est généralement pas vraie. Une condition suffisante

p-s. .. .
pour que X,, — X est que la série ci-dessous converge :

[iPr{|Xn—X| > e} < oo] = [X, 225 X];. (7.15)

n=1

7.2.4 La convergence en moyenne quadratique.

On dit que X,, converge vers X en moyenne quadratique, si:

lim E{(X, — X)?} =0 (7.16)

n— o0

On notera cette convergence : X,, —— X . Le fait que la convergence en moyenne
quadratique implique celle en probabilité découle de l'inégalité de Bienaymé-
Tchébychev.

7.2.5 Critére de Cauchy.

Pour tous les types de convergences définis ci-dessus, il existe un critére de
Cauchy correspondant. Ce critére nous permet d’établir la convergence d’une
suite de variables aléatoires sans référence explicite a sa limite: il suffit de mon-
trer qu’a partir d’un certain rang deux termes quelconques de la suite peuvent
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étre rendus aussi proches 'un de "autre qu’on le souhaite. Cette condition suf-
fisante est aussi nécessaire. Exprimons cela pour la convergence en moyenne
quadratique de {X,,} vers X. On a:

[ Jim B{(Xn - X)?} =0] & [Vm > 0, Jim E{(Xnpm — X)) =0]. (7.17)

Avec les notations introduites ci-dessus, on peut exprimer les propriétés (7.9)
sous la forme suivante :

p.s. )
XK > X, B5BX = X, x (7.18)
X, — X

7.3 Lois des grands nombres.

Les lois des grands nombres établissent divers critéres de convergence de la
moyenne arithmétique empirique d’une suite { X, } vers un certain nombre. Plus
précisément, la moyenne arithmétique empirique M, attachée a une suite {X, }
est une variable aléatoire ainsi définie:

1 n
M, ==Y X;. 1
Vn, nz_; (7.19)

On s’intéresse alors a la convergence de {M, } dans quelque sens que ce soit
(convergence en probabilité ou autre) vers une valeur certaine g qui est en
général I’espérance d’une certaine loi.

7.3.1 Loi des grands nombres de Bernoulli.

Cette version de la loi des grands nombre porte sur une suite d’épreuves
de Bernoulli. Une suite d’épreuves {A,} est de Bernoulli si les épreuves sont
identiques et indépendantes (comme au jeu de « pile» ou «face» par exemple ).

Si p est la probabilité de succés en une épreuve, Bernoulli a montré que le
nombre moyen P, de succeés en n épreuves convergeait en probabilité vers p. On
a pu montrer ensuite que la convergence était presque-sure.

Introduisons la variable aléatoire indicatrice 14, qui vaut 1 si ’épreuve A,
est un succes et 0 si c’est un échec. C’est une variable aléatoire dite de Bernoull:
de moyenne p et de variance p(1— p). Le nombre moyen de succés en n épreuves
P, est la moyenne arithmétique des 14, :

1 n
P, = - 14.. 2
n; A, (7.20)

La loi des grands nombres de Bernoulli dit que P, RN p. Ce théoreme est une
simple conséquence de 'inégalité de Bienaymé-Tchébychev. La figure 7.2 illustre
la convergence de P, vers p.

Dans Pexpression (7.20) > &, 14,, le nombre de succés en n épreuves suit

une loi binomiale (voir chapitre 8). Pour les variables binomiales on dispose
plus généralement du théoréme suivant :

Théoréme 7.9. Siles variables aléatoires B(n, p) suivent la loi binomiale, alors
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Fia. 7.2: lllustration de la loi des grands nombres de Bernoulli. On a représenté
l’évolution du nombre moyen de succés en n épreuves. La figure montre deux

sitmulations d’une série d’épreuves identiques et indépendantes ou la probabilité
de succes d’une épreuve est p = 0.5.

la suite {%B(n,p)} converge presque-surement vers p lorsque n croit indéfini-
ment:

[n — co] = [%B(n,p) 225 ). (7.21)

Ce théoréme a pour conséquence que le nombre moyen de succés en n
épreuves de Bernoulli converge presque-surement vers p: la probabilité de succes
i . .. R , 1
en une épreuve. Remarquons aussi que la limite p est I'espérance de - B(n, p).

7.3.2 Lois faibles des grands nombres.

Les lois faibles des grands nombres sont des conditions suffisantes de conver-
gence en probabilité ( convergence faible ) de la moyenne arithmétique empirique
M, vers un nombre certain p lorsque n — oco. Ces lois précisent également la
nature du nombre u. Nous commencgons par une version restrictive.

Théoréme 7.10. Si les variables aléatoires X; sont deuzr a deuz indépendantes
et qu’elles suivent la méme loi de moyenne p et de variance o2, alors leur

moyenne arithmétique tend vers p en probabilité :
1 & P
M, :;;XZ» L. (7.22)
i

Notons que nous n’avons supposé que l'indépendance deux & deux et non
I'indépendance mutuelle. En revanche les X; doivent suivre la méme loi. Il existe
des versions faisant appel & des hypothéses moins fortes.

Théoréme 7.11. (Markov ). Si les variables aléatoires X; sont deur a deux
indépendantes, possédent toutes une moyenne p; et une variance o2 et que de
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plus :

1
i 2= p el
1=

alors M,, converge en probabilité vers p.

Il existe une version encore plus faible ol on n’exige plus I’'indépendance
deux a deux mais seulement la non corrélation positive forte.

Théoréme 7.12. (Bernstein ) Soient des variables aléatoires X; possédant tou-
tes une moyenne pi; et une variance o?. Soit p;; le coefficient de corrélation des
variables X; et X; (celui-ci existe nécessairement ). Si les trois conditions sui-
vantes sont satisfaites :

n

1. lim lzluk:,u;

n—+co n 4
=1

1 :
2. V¥n, — E 07 < K ou K est une constante indépendante de n ;
n
i=1

3. pi; < R(|i — j]), ou R(k) est une fonction non négative telle que R(0) = 1

n—00 7 4

1 n
et telle que lim — ER(]{:) =0;
i=1

alors la moyenne arithmétique empirique M,, converge en probabilité vers .

En revenant a I’hypothése que les variables aléatoires X; sont deux a deux
indépendantes, on peut abandonner la condition d’existence des variances, il
suffit que la moyenne existe.

Théoréme 7.13. (Khintchine ). Siles variables aléatoires X; sont deuz d deuz
indépendantes et suivent la méme loi de moyenne p, alors leur moyenne arith-
métique converge en probabilité vers .

On peut finalement méme abandonner la condition d’existence de la moyenne
p en la remplacant par une condition d’existence de la moyenne en valeur prin-
cipale.

s

Théoréme 7.14. (Kolmogorov ). Si les variables aléatoires X; sont deuzr d
deuz indépendantes, suivent la méme loi et qu’il existe un nombre u tel que:

L
p= lim zdF(z), avec lim z(1—[F(z)—F(-2)])=0,

Loco J_p, T— 00
alors la moyenne arithmétique des X; converge en probabilité vers p.

Ce dernier théoreme veut dire que si la moyenne de la loi suivie par les X;
n’existe qu’en valeur principale et a la condition que D’erreur résiduelle tende
vers 0 plus vite que 1/2 quand z — oo, alors la moyenne arithmétique empirique
tend vers cette valeur principale.
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7.3.3 Lois fortes des grands nombres.

Les lois fortes des grands nombres établissent des conditions suffisantes de
convergence presque-sire de la moyenne arithmétique empirique vers la valeur
certaine pu. Comme dans le cas des lois faibles, ’énoncé précise la nature de
cette valeur qui est en général une moyenne. Nous donnons d’abord la version
restrictive.

Théoréme 7.15. St les variables aléatoires X; sont mutuellement indépen-
dantes et suivent la méme loi de moyenne pu et de variance o2, alors leur

moyenne arithmétique empirique converge presque-surement vers i :
1< p.s.
My =~ Z;X NS (7.23)
i

Si les variables aléatoires X; ne suivent pas la méme loi, on a:

Théoréme 7.16. (Kolmogorov) Si les variables aléatoires X; sont mutuelle-
ment indépendantes et suivent chacune une loi de moyenne p; et de variance
o? et si de plus la série Y, _, o2 /k? converge, alors:

1< 5.
=3 (X — i) £ 0. (7.24)
n

i=1

L’existence de la variance dans la version restrictive n’est en réalité pas
nécessaire car on a:

Théoréme 7.17. (Kolmogorov) Si les variables aléatoires X; sont mutuelle-
ment indépendantes et suivent la méme loi de moyenne u, alors leur moyenne
arithmétique empirique converge presque-surement vers p. Cette condition né-
cessaire est aussi suffisante et on a:

Vi, DX} =) & Mo = 5 30X 25 ] (7.25)

Avant de quitter les lois des grands nombres faisons remarquer que le chan-
gement de variable n = X" permet d’adapter ces théoréemes en des théoremes
sur la convergence des moments empiriques d’ordre r vers une valeur p,.

7.3.4 La loi du logarithme itéré.

Etant assuré que la suite de variables aléatoires { X, } satisfait aux conditions
de la loi forte des grands nombres, interessons-nous aux fluctuations de M,
autour de la valeur u vers laquelle elle converge. Plus précisément, considérons
les fluctuations réduites de M,,, c’est-a-dire la quantité M,, — p divisée par son
écart type. Soit 5, cette variable réduite, si o2 est la variance des X;, 02/n est
la variance de M,, d’ou:

M, —u
pa

ﬂn:\/ﬁ

L’étude de cette variable fait ’objet du chapitre § 7.4.1 suivant mais nous pou-
vons admettre que 7, peut prendre des valeurs arbitrairement grandes, il suffit
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pour cela de choisir n assez grand. Cependant, dans le cas ol les X; sont bornés,
les fluctuations extrémes de 7, sont fortement contraintes par ’existence de la
lot du logarithme itéré, que nous citons ci-dessous sous sa forme la plus forte.

Théoréme 7.18. (Khintchine, 1924 [42]) Si les variables aléatoires X; sont
mutuellement indépendantes, suivent la méme loi de moyenne p et de variance
o? et si, de plus, elles sont bornées, alors les valeurs extrémes des fluctua-

tions réduites de leur moyenne arithmétique convergent presque-sirement vers

+v2Inlnn:
Hlll’l\/_ —H P fonnn , (7.26a)
max\/_ —H Py —S+V2Inlnn. (7.26b)

Dans ces expressions M, désigne, comme d’habitude, la moyenne arithmétique

des X;.

»Exemple 7.4. Variable de Bernoulli. Les issues du lancer d’une piéce de mon-
naie : 0 pour pile et 1 pour face, constituent une suite de variables aléatoires de Ber-
noulli satisfaisant les conditions du théoréme 7.18. Si la probabilité d’obtenir face est
p, le nombre moyen M, de «face» obtenus en n lancers est une variable aléatoire
de moyenne p et de variance p(1 — p)/n. La loi forte des grands nombres nous dit
que: My 225 p et la loi du logarithme itéré que les fluctuations réduites de M,, sont
bornées presque-siirement par £v/2Inln n, c’est-a-dire :

mln\/_ (1_ )p—> —V2Inlnn, max\/_ﬁgvzmlnn. (7.27)

On a effectué ( par simulation numérique ) 10® lancers d’une pitce de monnaie. On
a calculé le nombre moyen de «face » et la suite {1, } des variable réduite de ce nombre
moyen. On a finalement reporté sur la figure 7.3 la suite des valeurs extrémes {nmin,n }
et {Nmax,n} des 1. Bien que la convergence de Nmin,n €t Mmax,» vers leur limite soit
presque-sire, la figure indique qu’elle est extrémement lente.

7.4 Théoréme central limite.

Les lois des grands nombres nous renseignent sur la convergence d’une cer-
taine somme de variables aléatoires vers une valeur limite, mais elle ne nous
disent pas comment on tend vers cette valeur. Il serait souhaitable de connaitre
la loi asymptotique vers laquelle tend cette somme. Les cas ou cette loi est
connue fait ’objet des divers énoncés du théoréme central limite *.

Un théoréme central limite établit les conditions sous lesquelles une somme
de variables aléatoires tend en loi soit vers la loi normale, soit vers la loi de
Poisson, soit vers la loi certaine. Dans I’éventualité ou ’on peut appliquer 'un
de ces théorémes, on peut alors approximer la fonction de répartition de la
somme de ces variables aléatoires par la fonction de répartition d’une certaine
variable aléatoire, par exemple normale. En pratique, on est dans les conditions

1. L’expression « théoréme central limite» est la traduction mot-a-mot de I’expression alle-
mande « Zentralen Grenzwertsatz» qui signifie: théoréme établissant une limite dont I'impor-
tance est centrale ( c’est-a-dire grande) en théorie des probabilités. D’aprés Le Cam (1986)
[47] cette appelation serait due au mathématicien d’origine hongroise G. Pélya (1920) [59].
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Fia. 7.3: Llustration de la loi du logarithme itéré pour une variable aléatoire
de Bernoulli (jeu de « pile» ou « face» ). On a reporté le nombre d’épreuves n
sur laxe horizontal et sur Uaxe vertical les valeurs extrémes atteintes par les
fluctuations réduites du nombre moyen de « face». D’aprés la loi du logarithme
itéré, ces valeurs convergent presque-sirement vers +v2Inlnn. Cette courbe
limite est indiquée en pointillés sur la figure.

d’application du théoréeme central limite si le nombre de variables aléatoires
intervenant dans la somme croit au dela de toute limite et si chaque variable
aléatoire individuelle exerce une influence arbitrairement petite au sein de cette
somme.

Nous ne donnerons ici que des théoréemes limites concernant la convergence
vers la loi normale. Nous noterons @ la fonction de répartition de la loi normale
réduite qui est égale, par définition, a:

B(z) = %/_ exp{— 117} dt (7.28)

Comme la fonction ® est continue, d’apres le théoréme 7.3 de Pdlya, la conver-
gence en loi d’une suite { X, } vers une variable aléatoire normale réduite A'(0, 1),
implique que la convergence de la fonction de répartition F, des X, se fait uni-
formément vers ®.

7.4.1 Théoréme central limite pour une suite de variables
aléatoires indépendantes.

Afin de simplifier 'exposé, nous introduisons la notion de variable aléatoire
réduite et de suite normée.

Variables réduites. Si la variable aléatoire X; posséde une moyenne p; et
une variance o7, on appelle variable aléatoire réduite la variable aléatoire (X; —
1;i)/oi. Cest une variable aléatoire de moyenne nulle et de variance unité.
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Sommes normées. Si toutes les variables X; intervenant dans la suite {X,,}
sont indépendantes, possédent une moyenne p; et une variance o? alors nous
savons que la somme Y " | X; de ces variables aléatoires posséde une moyenne
>oi_| pi, une variance y i, o et un écart type ¥, = >, 0'2-2]%. On fait alors
correspondre & chaque terme de la suite {X,, } une variable aléatoire ng égale a
la somme des X; jusqu’a 'ordre k et subséquemment réduite :

k
Z(Xi — pti), avec Xy =

i=1

1

=5 (7.29)

Nk

Les ng sont les termes d’une suite {n,} appelée suite normée de la suite { X, }.
Les termes d’une suite normée sont de moyenne nulle et de variance unité.

Passons maintenant & ’exposé de quelques théorémes centraux limites. C’est
tout naturellement aux suites d’épreuves de Bernoulli que ’on s’est tout d’abord
intéressé. Nous donnons pour commencer une version du théoréme central limite
les concernant.

Théoréme 7.19. (de Moivre-Laplace ). Si S, désigne le nombre de succés dans
une suite d’épreuves de Bernoulli ( épreuves identiques et indépendantes ) chaque
succés ayant la probabilité p de se réaliser, alors la variable aléatoire réduite

Sn —np

converge en loi vers la loi normale réduite.
np(l —p)

Ce résultat a été établi par de Moivre (1718 ) et retrouvé par Laplace ( 1812),
voir [51] et [46].

En ce qui concerne la fréquence expérimentale P, d’apparition d’un événe-
ment dans une suite d’épreuves de Bernoulli, nous savions d’apres la loi forte des
grands nombres que P,, converge presque-surement vers la probabilité théorique
p. Ce théoreme nous dit maintenant que les écarts de P, par rapport & p peuvent
étre approximés par une loi normale. Plus précisément on a:

s. P, — i

Py 2 et el % v(0, 1) (7.30)
p(1—p)

Ce résultat nous permet d’estimer ’erreur commise en identifiant la probabili-

té p avec la fréquence théorique P,. Cette estimation fait I’objet de I’exemple

suivant.

»Exemple 7.5. Erreur sur une probabilité empirique. Si I'on identifie la proba-
bilité d’apparition d’un événement avec la fréquence expérimentale d’apparition P,
de cet événement dans une suite d’épreuves de Bernoulli, on commet alors une erreur
supérieure a € chaque fois que « par hasard » la suite d’épreuves nous conduit a estimer
p par un nombre P, tel que | P, — p| > €. Pour évaluer la probabilité de cet événement
malheureux il faut calculer : Pr{| P, —p| > €}. L’inégalité de Bienaymé-Tchébychev, ou
mieux celle de Bernstein, nous permet de donner une borne supérieure a cette proba-
bilité, mais le théoréme central limite nous donne une bien meilleure approximation.

Introduisons la notation ¢ = 1 — p, d’aprés (7.30) v/n(Pn — p)//Pq Lol N(0,1). 11
vient alors :

Pr{|Pa—p| > ¢} = Pr{ﬁ% > ﬁ}
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Si la quantité ey/n/pq est fixée et finie, c’est-a-dire si p # 0, p # 1, 'erreur € et le
nombre d’épreuves n sont donnés, alors le théoréme de de Moivre-Laplace nous permet
d’écrire que 'erreur absolue sur une fréquence expérimentale est approximativement
égale a l'erreur résiduelle de la loi normale réduite au dela du seuil ev/n/pg. Cest-a-
dire :

ey/n/pg
n n 1 _1lp
Pr{Pn—p| >} m1—[0(c, /=) —0(—e,/2)]=1 - — 27 dt. (7.31
(Pl 2 w1 (e 2] o [E)—1-——= [ (7.31)
—eqy/n/pg

Ces considérations et d’autres similaires justifient I'introduction de la notion de pro-
babilité dans le domaine expérimental.

Nous donnons a présent une version moins restrictive du théoréme central
limite toujours pour des variables aléatoires identiquement réparties.

Théoréme 7.20. (Lévy-Lindeberg ) Si {X,} est une suite de variables aléa-
toires deux a deux indépendantes, suivant toutes la méme loi de moyenne p et
de variance o2, alors la suite normée converge en loi vers la loi normale réduite.
C’est-a-dire :

Yo Xi—np o
ST SN (0,1), (7.32)

Si les variables aléatoires intervenant dans la somme ne sont pas identique-
ment réparties (c’est-a-dire si elles ne suivent pas la méme loi), il faut alors
disposer d’un critére qui mesure l'influence d’une variable individuelle sur la
somme de toutes les variables. On sera dans les conditions du théoréme central
limite si cette mesure tend vers zéro lorsque le nombre de termes de la somme
tend vers l'infini.

Dans I’état actuel de nos connaissances nous ne disposons pas, dans le cas
général, d’un tel critére qui soit une condition nécessaire et suffisante de conver-
gence vers la loi normale; nous ne disposons que d’une condition nécessaire : la
condition de petitesse uniforme.

Théoréme 7.21. Si la suite {X,,} est formée de variables aléatoires X; indé-

pendantes de moyennes p; et de variances o?, alors une condition nécessaire

pour que la suite normée converge en loi vers la loi normale réduite est que :
T

lim max — = 0. (7.33)

n—o0 1<i<n Xy,
Dans cette expression ¥, est l’écart type de la somme Y o, X;.

La condition (7.33) est la condition de petitesse uniforme. Il existe des condi-
tion suffisantes et méme nécessaires et suffisantes en restreignant le champ d’ap-
plication du théoréme central limite; nous en donnons deux.

Théoréme 7.22. (Liapounov ). Si la suite {X,} est formée de variables aléa-
toires X; deux a deux indépendantes de moyennes u; et de variances o? et s’il
existe un nombre § > 0 tel que :

. R
Jim oy DB — ") =0, (7.34)
n i=1
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alors la suite normée converge en loi vers la loi normale réduite. C’est-a-dire:

M 2% N(0,1). (7.35)
(Z?:l ‘722) ’

La condition (7.34) est la condition de Liapounov. Pour § = 1, par exemple,
la condition de Liapounov s’écrit :

o B{X — l?
hm Zz:l {| 5 | } —
e (Zi:l ‘7?) ’

La condition de petitesse uniforme (7.33) et la condition de Liapounov (7.34)
sont suffisantes pour que ’on puisse approximer les écarts absolus (et donc aussi

0 (7.36)

les moments), jusqu’a l’ordre 2+ 4d, de la suite normée par ceux de la loi normale
réduite. C’est-a-dire:

n—00

lim /|x|2+5dF;(z): /|m|2+<’d<1>(m), (7.37)

ol I est la fonction de répartition du terme d’ordre n de la suite normée.

Théoréme 7.23. (Lindeberg-Feller ). Si la suite {X,} est formée de variables
aléatoires X; deux & deux indépendantes de moyennes p; et de variances o?,
alors la suite normée converge en loi vers la loi normale réduite si, et seulement
s, pour tout € > 0

lim iz / (& — pi)?dF;(z) =0, (7.38)

n—o0 ETQL .
Z_1|:L‘—,u,|>62n

ou F; désigne les fonctions de répartition des variables X;.

La condition suffisante ( «si» ) est due & Lindeberg, la condition (7.38) est
la condition de Lindeberg. La condition nécessaire ( «et seulement si» ) est due
a Feller.

7.4.2 Précision du théoréeme central limite.

Le théoréme central limite nous permet d’établir la convergence uniforme de
la suite {F¥} des fonctions de répartition des variables aléatoires constituant la
suite normée, mais ils ne nous dit rien quant & la qualité de "approximation de
F par @ pour un n fini. Liapounov a examiné la vitesse de convergence de F}
vers @ et ses travaux ont été améliorés par Berry et par Esseen. On dispose des
deux théorémes suivants, ol la convergence vers la loi normale est assurée par
les théorémes précédents.

Théoréme 7.24. (Esseen ). Soit {X,} une suite de variables aléatoires deuz d
deuz indépendantes, ou les X; formant la suite possédent une moyenne p; et une
variance o7. S’il existe une valeur 0 < § < 1 telle que tous les E{|X; — u;|**9}
existent, alors on a l'inégalité :

* 1 -
uplF () = @(2)] € Ay D BAIX: -l ™) (7.39)
€ n i=1
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ou¥, = (>0, 0'2»2)% est l’écart type des termes de la suite normée et A est une
constante.

Pour ¢ = 1 I'inégalité (7.39) est 'inégalité d’Esseen. Si I’on pose § = 1 et si
les variables aléatoires X; sont également réparties, on obtient alors:

Théoréme 7.25. (Berry-Esseen ). Si les variables aléatoires X; d’une suite
{X,,} suivent la méme loi de moyenne u, de variance o? et d’écart absolu d’ordre
trois ez (Vi, e3 = E{|X; — p;|?}), alors:

sup|Fy(z) — ®(z)| < B

€3
= —03\/5’ (7.40)

ou B est une constante.

L’inégalité (7.40) est I'inégalité de Berry-Esseen. D’apres les calculs actuels
on sait seulement que:

1
——(~0.3989) < A < 0.9051 et

(~0.3989) < B<0.82. (7.41)
V2T

1
VT
7.5 Exemples.

7.5.1 Méthode de Monte-Carlo.

Nous allons exposer ci-dessous le principe de I'intégration par la méthode
de Monte-Carlo a I’aide d’un exemple simple. Supposons que ’on désire évaluer
numériquement I’'intégrale suivante :

J= /2 cosudu (7.42)
0

dans ce cas particulier le résultat est trivial on a J = 1, mais le principe de la
méthode s’applique a des calculs d’intégrales bien plus complexes.
En écrivant 1’équation précédente sous la forme:

gJ = g/2 cosudu (7.43)
0

™ ™

on peut interpréter %J comme ’espérance mathématique de la variable aléatoire
X =cos(U) out U est une variable aléatoire uniforme entre O et 7: U =4(0, 7).

Soient (Xi,...,X,) n variables aléatoires calculées, grace au changement
de variable = cos u, & partir d’un ensemble (Uy,...,U,) de n variables aléa-
toires indépendantes suivant la loi uniforme entre 0 et 7. Ces variables X;
sont indépendantes, elles ont toutes la méme moyenne E{X;} = %J et cette
moyenne existe. On définit alors les variables aléatoires J, par l'intermédiaire

de la moyenne arithmétique des Xj :
2 1o
—Jp = — X;. 7.44
2n=213 an

D’aprés la loi forte des grands nombres ces variables convergent presque-sure-
ment vers la moyenne commune des X; lorsque n — co:

2 .. 2
“Jn B E{X) =2, (7.45)
T T
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Ce résultat contient le principe méme des méthodes Monte-Carlo : on approxime
une certaine quantité J (ici une intégrale ) par des variables aléatoires J,, & la
condition que la loi des grands nombres s’applique. Pour quantifier la qualité
de 'approximation pour n fixé ou pour calculer n afin que I’approximation soit
meilleure qu’une certaine tolérance, il faut que les J,, possédent une variance de
facon a pouvoir utiliser le théoréme central limite.

Dans notre cas les X; possedent la méme moyenne mais aussi la méme va-
riance Var(X;) = 02 # 0. On peut alors appliquer la version de Lévy-Lindeberg
du théoréme central limite (théoréme 7.20) qui décrit comment se répartissent
les erreurs J, — J lorsque n — co:

LS Xi—2J  2/m
n 1=1 2 T N
\/ﬁ o _71' o

(Jn — J) -2 N(0,1). (7.46)
Pour un n assez grand on a alors quel que soit n:
2./n
Pr{?un —J|< e} m B - @(—) = 20(e) — 1, (7.47)

ou ® est la fonction de répartition de la loi normale réduite. Reste a calculer o,
c’est-a-dire :

9 [%
o’ = —/ (cosz — %J)de, (7.48)
0

™

qui, dans un cas plus complexe, serait une intégrale aussi difficile & calculer que

I'intégrale originale, on devrait alors se contenter d’une approximation. Ici le
résultat est simple: 2 = % .
s

Si I’on désire une approximation de J meilleure que 5% dans 90% des cas il
faut trouver n tel que: Pr{|J, — J| < 0.05} = 0.9. Cet objectif sera atteint dés
que 'on aura:

Yiyea
g < 005 (7.49)

On a 2®(e) — 1 = 0.9 pour € &~ 1.645, et la condition précédente s’écrit :

.- 1.645 \?
T4y =) ~9230. .
n><2 )<2X0.05> 52.96 , (7.50)

et I’approximation souhaitée sera réalisée avec la probabilité 0.9 dés que n > 252.

S’il avait fallu approximer o on aurait pu le faire a 'aide de «la formule de
propagation des erreurs » ( voir équation (5.67), page 78 ). Cette formule permet
de calculer approximativement la variance de X = ¢(U) connaissant la moyenne
et la variance de U :

Var(X) ~ Var(U) <g—i) . ) (7.51)

Dans I'exemple traité on a X = cosU, ou U est uniforme sur [0, 7], on a

E{U} = % et Var(U) = % (voir équation (8.25), page 134). On en déduit
ol % sin? T, soit o &~ 0.38 alors que la vraie valeur est o ~ 0.31. En utilisant
cette approximation de ¢ on aurait trouvé que n devait étre supérieur a 388.
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7.6 Exercices et problemes.

Exercice T7.1. Soit X une variable aléatoire positive de fonction de répartition F'
strictement croissante. Son 3€ quartile z; /4 est par définition tel que F(z,/4) = 1—-1/4.

Montrer que le 3€ quartile de X ne peut étre supérieur a quatre fois son espérance
mathématique.

Exercice 7.2. Borne de Tchernov. Par un choix approprié de la variable aléatoire
n dans I'inégalité de Markov (7.1), démontrer I'inégalité de Tchernov :

Pr{X > ¢} < Hl>i(I)1 exp[—te + In E{e'*}].
t_

Si X suit une loi normale réduite calculer la borne fournie par cette inégalité lorsque
e vaut 3. [Rep. e™%/?].

Exercice 7.3. Un gouvernement décide de pratiquer le contréle des naissances de
la fagon suivante : chaque couple de parents a le droit d’avoir un enfant jusqu’a la
naissance d’une fille ; la loi leur impose ensuite de ne plus procréer.

Quel est dans ce pays le nombre moyen de garcons et de filles sachant qu’avant ce
contrdle des naissances 50% des nouveau-nés, en moyenne, étaient des gargons.
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Chapitre 8

Lois de probabilité usuelles.

8.1 Lois discréetes.

8.1.1 Loi de Bernoulli.

Une variable aléatoire X est dite de Bernoulli, de parameétre p si:

[Pr{X=1}=p, Pr{Xx=0}=1-p| (8.1)

La loi de Bernoulli sert de modeéle a toute expérience dont les issues aléatoires
appartiennent & deux classes mutuellement exclusives. On notera B(1,p) une
variable aléatoire qui suit la loi de Bernoulli de parameétre p.

Fonction caractéristique.
Z(w) = (1-p) +pe (8-2)

Caractéristiques numériques de la loi de Bernoulli. Les moments non
centrés pj, sont tous égaux a p. On a pour la moyenne et la variance:

E{B(1,p)} =p, Var(B(1,p)) =p(l—p). (8.3)

8.1.2 Loi binomiale.

Une variable aléatoire X est binomiale si1:

Pr{X=k}=Clpf(1—-p)"* k=0,1,2,...,n (8.4)

C’est une loi a deux parametres, un parameétre entier n > 0 et un paramétre
réel 0 < p < 1; CF est le coefficient du binome. Cette loi a été introduite par
Jacques Bernoulli en 1713 dans son traité « Ars Conjectandi» [7].

La loi binomiale est un modeéle de n épreuves indépendantes de Bernoulli,
elle donne la probabilité d’obtenir k succés en n épreuves, quand la probabilité
de succeés pour une épreuve est p. La variable aléatoire X représente le nombre
de succés. On notera B(n, p) une variable aléatoire qui suit la loi binomiale de
parametres n et p.
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Fia. 8.1: Répartition de la loi binomiale pour n = 20 et pour deur valeurs du
parametre p. Ce graphe permet, par exemple, d’évaluer la probabilité d’obtenir k
fois pile en jetant n = 20 piéces de monnaie lorsque la probabilité pour obtenir
pile est p = 0.5 (o) et lorsqu’elle vaut p = 0.25 (o).

Fonction de répartition. Pour tout = tel que 0 <z < n,on a:

[z]
Fla) =Pr{X <a}=> Chp*(1-p)"*, (8.5)
k=0

ol |z] désigne la partie entiére de #, c’est-a-dire le plus grand entier inférieur
ou égal a z. La fonction de répartition de la loi binomiale peut aussi s’exprimer
a l’aide de la fonction béta incompléte normalisée /,, de la fagon suivante:

0 siz<0
Fle)=<1-IL(lz]+1,n—|z]) si0<z<n (8.6)
1 siz>n

Les fonctions eulériennes et les fonctions eulériennes incomplétes sont introduites
dans 'appendice A.1 traitant des fonctions spéciales.

Fonction caractéristique.

Z(w) = ((1—p) +pe“)" . (8.7)
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Caractéristiques numériques de la loi binomiale.

Moments. Les moments centrés s’obtiennent grace a la relation de récur-
rence :

dy,
po =1, p1 =0, irpr :pu—p)(d—‘;mwn . (8.8)

On obtient ainsi:

p2 =np(l—p), ps=np(l—p)(l-2p),
pa = np(1 — p)(1 - 6p(1 — p) + 3np(l — p)).

Moyenne et variance.
E{B(n,p)} = np, Var(B(n,p)) =np(l —p). (8.9)

Asymétrie et aplatissement.

_(I=p)—p _1-6p(l—p)

71_\/np(1—p)’ 7= np(1 — p)

Mode. Le maximum de la loi binomiale a lieu pour la seule valeur r = |p(n+
1) si r # p(n + 1), et pour les deux valeurs r et » — 1 si r = p(n + 1).

(8.10)

Quelques propriétés.

Si les variables aléatoires X; sont des variables aléatoires indépendantes de
Bernoulli de paramétre p, la variable aléatoire X = Y 7 | X; est alors binomiale
de parametres n et p, soit avec notre notation :

ZB(l,p) =B(n,p). (8.11)

8.1.3 Loi de Poisson.

Une variable aléatoire X est dite de Poisson si:

k
Pr{X:k}:%e‘“ k=0,1,2,..., 0 (8.12)

C’est une loi & un seul parametre réel positif g > 0, qui est un parameétre de
forme. La loi de Poisson donne la probabilité de trouver exactement k événe-
ments dans un certain intervalle de temps ou a 'intérieur d’un certain domaine,
quand les événements sont indépendants, arrivent & un taux constant et sont
en nombre non limité. On notera P(p) une variable aléatoire qui suit la loi de
Poisson de paramétre p.

La loi qui porte son nom a été introduite par Poisson (1837) [58], elle a
attendu Bortkiewicz (1898) [12] puis surtout Gosset (1907) [67] pour étre appli-
quée. L’étude de Bortkiewicz portait sur le nombre de déceés annuels par ruade
de cheval dans les corps d’armée de la cavalerie prussienne. En 1910 Rutherford
et Geiger [64] montrent que la désintégration « suit une loi de Poisson.
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Fia. 8.2: Répartition de la loi de Poisson de paramétre p = 5.

Fonction de répartition. Pour tout z tel que 0 < z, on a:

=] k

F(z)=Pr{X <e}=) %e—“, (8.13)
k=0
d’ou:
0 stz <0
F(I):{l_P(LIJ+1;ﬂ) §0<e (8.14)

Dans cette expression P représente la fonction gamma incompléte normalisée.
Pour y trées grand, on a avec une bonne approximation:

F(z) ~ ® (%) , (8.15)

ol ® est la fonction de répartition de la loi normale réduite.

Fonction caractéristique.

Z(w) = exp{u(e™ —1)}. (8.16)

Caractéristiques numériques de la loi de Poisson.

Moments. Les moments centrés sont donnés par la formule de récurrence :

iy
po=1, p1 =0, ptrq1 = #(ﬁ +rpe-1) (8.17)

On trouve ainsi: s = p, p3 = pt, pg = p + 3u?
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Moyenne, variance, asymétrie et aplatissement.

b=

E{P(u)} =n, Var(P(u))=p m=p2, y=p'. (818

Quelques propriétés.

1. Si les variables aléatoires X7 et X5 sont indépendantes et suivent une loi
de Poisson de parameétres respectifs p; et ps, alors la variable aléatoire
X = X + X5 suit une loi de Poisson de parameétre p = p1 + o, soit :

Pp1) +P(pa) = P + p2) - (8.19)

2. Sila moyenne g = np d’une variable aléatoire X suivant une loi binomiale
est trés petite devant le nombre d’épreuves n, alors X suit approximati-
vement une loi de Poisson de parameétre .

8.2 Lois continues.

8.2.1 Loi uniforme.

Une variable aléatoire X suit une loi uniforme, sur 'intervalle [a, b] (a < b)
si elle possede une densité de probabilité f(z) donnée par I’expression :

1

fle)=<b—a
0 sizdla,b|

siz € [a,bf (8.20)

Laloi uniforme est ’analogue continu des lois discrétes décrivant des épreuves
a issues équiprobables. On utilise souvent la loi uniforme avec a = —% et b= %
pour représenter les erreurs d’arrondi dans les calculs numériques. On notera
U(a,b) une variable aléatoire suivant la loi uniforme entre a et b.

Fonction de répartition. La fonction de répartition de la loi uniforme est
donnée par la formule suivante :

0 siz €] — o0, qf
F(z) = ::a si z € [a,b] (8.21)
1 siz € [b,oof.

Fonction caractéristique.

(8.22)
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Caractéristiques numériques de la loi uniforme.

Moments. Les moments non-centrés ! et centrés p, sont donnés par les

formules:
pr = rilwzizm - r—il—l PIELE (8.23)
itj=r
Moyenne et variance.
E {U(a,b)} = b;“, Var(@(a, b)) = & 12“)2 (8.25)

8.2.2 Loi béta

Une variable aléatoire X suit une loi béta, si elle possede une densité de
probabilité f(z) donnée par I’expression :

71 2 11— 2)P 1 sig
fay = Bag 7Y =0
0 siz¢l0,1]

(8.26)

C’est une loi a deux parametres strictement positifs @ > 0,5 > 0. La fonction
B est la fonction eulérienne de premiére espece.

La loi béta sert de modéle aux variables aléatoires dont le domaine de dé-
finition est a support borné. Des variables aléatoires uniformes, indépendantes
et triées par ordre croissant, suivent la loi béta.

Fonction caractéristique.

Z(w) = B(a1+ 5 ;(’:? Bla+k,8). (8.27)

Caractéristiques numériques.
Mode. Sia > 1,5 > 1 laloi béta est unimodale et son mode (unique) vaut:

a—1

ati_2 (8.28)
Moments. Ils sont donnés par ’expression suivante :
B = B(g(:;)ﬁ) " (o ﬁ)?c(va:ﬁlll.). : ~O[~;Lak+_ﬁll o 8
Moyenne et variance. De ’expression des moments on obtient :
E{X}=——  Var(X)= Ll (8.30)

a+p (@+p)2(a+p+1)
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a<1,8=1 a=1,8<1 a<1,8<1
f(z) f(z)
o>1,8>1
0 . z 0 .
0 a) 1 0 b) 1
o>1,8=1 a<l1,8>1 o>1,8<1
f(=z) f(z)
oa=1,8>1
o : ] o :
0 c) 1 0 d) 1

Fia. 8.3: Diwverses formes de la densité de probabilité de la loi béta. Les gra-
phiques correspondent auz paramétres suivants: a) a =05, f=1, a=1, f =
03;b)a=03, =05,a=2,=3;¢c)a=1 =15, a=3, =1;
d)a=05 =15 a=25 F=03; pura=18=1, la loi béta est la loi

uniforme sur [0, 1].
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Quelques propriétés.

1. Si les variables aléatoires indépendantes (X7, ..., X, ) suivent une loi uni-
forme entre [0, 1], et que les variables aléatoires (X (1) < Xg) < -+ < X))
représentent les variables Xy triées par ordre croissant, alors les variables
X(k) suivent une loi béta de paramétres « = k, B =n —k+ 1.

2. Si les variables aléatoires X;,¢e=1,...,m Y;,i = 1,... n, sont indépen-
dantes et suivent une loi normale N (0, 0?), alors la variable A:
moX2
A Zz:l 1 (831)

ISR GED IS

suit une loi béta de parameétres & = m/2, § = n/2.

8.2.3 Loi du Y2

Une variable aléatoire X suit une loi du y?2, si elle posséde une densité de
probabilité f(z) donnée par I’expression :

n|8

1 z\z-1 _ )
f(2) = m (5) e siz >0 (8.32)

0 siz <0

C’est une loi a un seul parametre réel n strictement positif, appelé le degré
de liberté, qui est un parametre de forme (voir figure 8.4). La loi du x? a été
introduite par ’astronome F. R. Helmert (1875 a et b) [30, 31] et le nom de
«loi du x? » lui a été donnée par le statisticien anglais K. Pearson. Dans le cas
oll n = 3 la loi du 2 est identique & la loi de Maxwell de la théorie cinétique
des gaz.

Fonction de répartition. La fonction de répartition de la loi du x? est don-
née par ’expression suivante :

F(z) = {P(%’ 3) sle20 (8.33)

ol P désigne la fonction gamma incompléte normalisée ( voir appendice A.1).

Fonction caractéristique.

Z(Ww) = (1—2iw)"% . (8.34)

Caractéristiques numériques.

Les moments centrés p; de la loi du x? & n degrés de liberté sont donnés par
la formule de récurrence suivante :

po=1, p=n, p; =20 —1)(pj-1 +npj-2), j>2. (8.35)
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A partir des moments centrés on calcule la moyenne, la variance, I’asymétrie et
I’aplatissement :

2 12
E{X} =n, Var(X)=2n, 71:2\/;, V2= —. (8.36)

0.5 I I I I I I I I I

04+ S S : : [ -

f(z)

02/ \ N\ S -

ol / AT -

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

F1G. 8.4: Densité de probabilité de la loi du x? pour n =1,2,3,4 et 5 degrés de
liberté.

Quelques propriétés.

1. Somme des carrés de variables aléatoires normales réduites.
Si les variables aléatoires X; sont indépendantes et suivent la loi normale
réduite, alors la variable aléatoire X2 telle que :

X = ix? :
i=1

suit une loi du x? & n degrés de liberté.

2. Somme de variables aléatoires.
Il découle de la propriété précédente, que si les variables aléatoires indé-
pendantes X2 et X2 suivent des lois du x? & n et m degrés de liberté,
alors la variable aléatoire :
X2

n+m

:XZ"i'XrZw@’

suit une loi du x¥? & n + m degrés de liberté.
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3. Formule asymptotique.
La variable aléatoire 7, = (2X2)'/% — (2n —1)*/? tend rapidement vers la
loi normale réduite quand n tend vers I'infini.

8.2.4 Loit de Student.

Une variable aléatoire X admet une loi de Student, si elle posseéde une densité
de probabilité f(z) donnée par ’expression :

_ntl

fz) = 1+ = (8.37)

ey (%)

C’est une loi a un seul parametre entier n > 0, appelé le degré de liberté, qui
est un parameétre de forme (voir figure 8.5). Cette loi a été introduite par le
statisticien anglais W.S. Gosset en 1908 [68]. “Student” est le pseudonyme sous
lequel son employeur ’avait autorisé a publier ses travaux.

0.5 I I I I I I

f(z)

Fia. 8.5: Densité de probabilité de la loi de Student a n = 1,2 et 5 degrés de
liberté. La courbe en trait interrompu est la lot normale réduite, forme asymp-
totique de la loi de Student pour n = co.

Fonction de répartition. La fonction de répartition de la loi de Student est
donnée par I’expression suivante :

Fle)=1-34 2 (3.4), (8.38)

n I2

ou I désigne la fonction béta incompléte normalisée.
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Caractéristiques numériques de la loi de Student.

Moments. Les moments centrés de la loi de Student sont donnés par 1’ex-
pression suivante :

Hor = ? s Hor41 = 0 2r <n. (839)

Moyenne et variance.

E{X}=0,n>1; Var(X)= —— n>2. (8.40)

Asymétrie et aplatissement.

6
v1=0,n>3; 2= n>4. (8.41)

Quelques propriétés.

Si X suit une loi normale réduite et Y une loi du x? a n degrés de liberté
et si ces variables aléatoires sont indépendantes, alors la variable T'= X/+/Y/n
suit une loi de Student a n degrés de liberté.

8.2.5 Loi F de Fisher.

Une variable aléatoire X admet une loi de Fisher si elle posséde une densité
de probabilité f(z) donnée par ’expression :

1 1
1 v V1 14 ) Vl —5(1’1-}-1’2) ] 0
f@) =1 B(%,%) <1/_2) v < + Z"“) stz >0 (8.42)

0 siz <0

C’est une loi & deux parameétres réels v et vs strictement positifs, appelés degré
de liberté du numérateur et degré de liberté du dénominateur. Ce sont des para-
métres de forme (voir figure 8.6). La loi de Fisher a été introduite par Fisher
en 1925 [23] elle est aussi appelée loi de Snedecor.

Fonction de répartition. La fonction de répartition de la loi de Fisher est
donnée par ’expression suivante :

w202 - (8.43)

ou I désigne la fonction béta incompléte normalisée.

Caractéristiques numériques de la loi de Fisher.
Moments non-centrés. Ils sont donnés par ’expression suivante :

;L <£>r L(3v1+ ) (Gv2 — 1)
Hr= 1\ NEANEOE

ve > 2r . (8.44)
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f(z)

FiG. 8.6: Densité de probabilité de la loi de Fisher pour vi = vs = 1,2,3,10,30
et 100.

Moyenne et variance.

w3 (v +va — 2)
1/1(1/2 — 2)2(1/2 — 4)

E{X}Il;—i?vpz Var(X) = ,va >4, (8.45)

Quelques propriétés.

1. Si les variables aléatoires X7 et X5 sont indépendantes et suivent une loi
du x? respectivement & vy et v, degrés de liberté, la variable aléatoire
Xi/v

¥ = /v
XQ/VQ

suit une loi de Fisher & vy et vy degrés de liberté.

2. Si la variable aléatoire X suit une loi béta de parametres «, 3, alors la

variable aléatoire él suit une loi de Fisher de parametres 2a, 2.

ol —

8.2.6 Loi exponentielle.

Une variable aléatoire X suit une loi exponentielle si elle possede une densité
de probabilité f(z) donnée par I’expression :

f(z) = (8.46)

Ae ™™ giz>0
0 stz <0

C’est une loi & un seul parameétre réel A (A > 0), qui est un parametre d’échelle

(voir figure 8.7).
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Ax
Fia. 8.7: Densité de probabilité de la loi exponentielle.
Fonction de répartition.
1 _ — Az 1 A >
Fz) = ‘ ezl (8.47)
0 siz <0
Fonction caractéristique.
Z(w) = (1 —iw/A)~! (8.48)
Caractéristiques numériques de la loi exponentielle.
Moments non-centrés. Ils sont donnés par la formule suivante :
k!
b= (5.49)
Moyenne et variance.
1 1 _
E {X} = X 5 Var(X) = ﬁ s (800)
Asymétrie et aplatissement.
Nn=2, 7==06. (8.51)

Mode. A proprement parler, la densité de probabilité de la loi exponentielle
n’étant pas définie en 0, elle ne posséde pas de mode. C’est cependant au voisi-

nage de 0 que sa densité est maximum.
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Quelques propriétés.

1. Absence de mémoire de la loi exponentielle.
La loi exponentielle est la seule loi qui n’a pas de mémoire, c’est-a-dire
qu’elle possede la propriété suivante

Pr{X <z}=1-e*] e [Pr{X >z+y/X >y} =Pr{X >z}].
(8.52)

Le terme de droite de cette équivalence est la condition d’absence de mé-
moire. On vérifie facilement que cette condition est nécessaire pour que la
loi soit exponentielle (partie = de ’équivalence). Le fait que c’est aussi
une condition suffisante (partie <=) est plus délicat et sa démonstration
fait I’objet du chapitre 9.1.1.

2. Loi exponentielle et loi de Poisson.
Soit un événement arrivant aléatoirement dans le temps avec un taux
moyen A par unité de temps. On suppose que cet événement suit une loi
de Poisson, c’est-a-dire que dans un temps fini ¢, la probabilité d’obtenir
k occurences de cet événement est donnée par la formule:

Pr {N = k} = pk(t) = %e—)‘t.

La probabilité de ne pas obtenir d’événement pendant le temps ¢ est donc :
Pr{N =0} =po(t) = e~

En prenant comme variable aléatoire le temps d’arrivée de 1’événement
Poissonien, on obtient directement sa fonction de répartition F'():

F(t)=Pr{X <t} =1-Pr{X >1} =1 po(t)

:1_6—)\t

et sa densité de probabilité:

F(t) = = =A™

Le temps d’arrivée d’un événement Poissonien suit donc une loi exponen-
tielle. Nous verrons plus loin (chapitre 9) que la réciproque est également
vraie.

8.2.7 Loi gamma ou loi d’Erlang.

Une variable aléatoire X admet une loi gamma, si elle posséde une densité
de probabilité f(z) donnée par I’expression :

A 1,-X\ :

¥~ te™ stz >0

fe) = { T (8.53)
0 siz <0
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C’est une loi & deux paramétres réels positifs: v et A > 0, v est un paramétre
de forme et A un parameétre d’échelle (voir figure 8.8). Quand v est un entier
la fonction eulérienne T' est égale & (n — 1)!.

Sous des hypothéses assez générales ( voir chapitre 9), le temps T' qu’il faut
attendre avant ’arrivée de v photons, quand on recoit A photons par unité de
temps, suit une loi gamma de parameétres v et A.

77

Hx)/n | - |

06 F\ e —
04 - \ : L . . S . : IS I TR

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Ax

Fia. 8.8: Densité de probabilité de la lot gamma pour le parameétre v =1,2,3,4
et 5. Pour v =1 la loi gamma est identique a la loi exponentielle.

Fonction de répartition. La fonction de répartition de la loi gamma est
donnée par I’expression :

Flz) = {P(”’ Az) siz 20 (8.54)
0 siz <0

ou P désigne la fonction gamma incompléte normalisée.

Fonction caractéristique.

Z(w) = (1 — iw/N)™ (8.55)

Caractéristiques numériques de la loi gamma.

Moments. Les moments non-centrés p!. existent et valent :

i = %% . (8.56)
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Moyenne, variance, asymétrie et aplatissement.
v 2 6
v

E{X} = Var(X) = o o Mn= 7 o = (8.57)

14
A 3

-1
Mode. Le mode de la loi gamma est égal a v siv>letalsi0<v<l.

Quelques propriétés.

1. Si X suit une loi gamma de parameétres v et A, la variable aléatoire Y =
2AX suit une loi du y2 & n = 2v degrés de liberté.

2. Si les variables aléatoires indépendantes X1, ..., X, suivent une loi expo-
nentielle de parameétre A, la variable aléatoire Y = 3" | X; suit alors une
loi gamma de paramétre A et de parameétre v = n.

8.2.8 Loi log-normale.

Une variable aléatoire X admet une loi log-normale (ou logarithmiquement
normale), si elle posséde une densité de probabilité f(z) donnée par I’expression :

2
1 1 <lnx - ,u) e s 0
f(l‘) = 2mox xp { 2 o SE= (858)

0 siz <0

C’est une loi & deux parametres: p et o > 0 (voir figure 8.9).

Fonction de répartition. La fonction de répartition de la loi log-normale
est donnée par I’expression :

Inz —p )
| — z>0;
Flz) = ( - ). siaz0; (8.59)
0 , stz <0;

ou @ désigne la fonction de répartition de la loi normale réduite.

Caractéristiques numériques de la loi log-normale.

Moments. La loi log-normale posséde des moments a tous les ordres. Les
moments non-centrés sont donnés par la formule:

pj, = exp (kp + Lk%0%) . (8.60)

Moyenne et variance. A l’aide de la formule précédente on trouve :

E{X} =exp(p+ %02) , Var(X) = (expo? — 1) exp(2u + %) . (8.61)

Asymétrie et aplatissement.

71 = (expo? — 1)(exp o? + 2)?%,
vo = (expo? — 1)(exp 30 + 3exp20% + 6expo? + 6) .
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0.8 ' | ' | ' | ' | '
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Fia. 8.9: Densité de probabilité de la loi log-normale pour les paramétres p = 0
et oc=1.

Mode. La loi log-normale est unimodale, de mode exp(p — o?).
Médiane. La médiane de la loi est égale a exp p.

Quelques propriétés.

1. D’apres les valeurs précédentes, on trouve dans cet ordre : mode < médiane
< moyenne.

2. Si la variable aléatoire X suit la loi normale réduite, la variable aléa-
toire X :

X =exp(cX + p) (8.62)
suit une loi log-normale de parametres p et o.

3. Siles variables aléatoires X; et X5 sont indépendantes et suivent respecti-
vement une loi log-normale de parameétres p1, 01 et ps, 02, alors le produit
X7 X5 est une variable aléatoire suivant une loi log-normale de paramétres
L1+ o, /0'% + 0'5 et le quotient X5/ X, est une variable aléatoire qui suit

également une loi log-normale de paramétres ps — p1,1/0? + 3.

4. Si la variable aléatoire Y résulte de I’effet multiplicatif de n variables aléa-
toires X; indépendantes strictement positives, de fagon que: Y = []i—; X;,
et si les X; suivent une loi identique, il résulte du théoréme central limite
que Y converge en loi vers une loi log-normale. Si les X; ne sont pas
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identiquement distribués mais s’ils satisfont a la condition de petitesse
uniforme (voir théoréme 7.21), c’est-a-dire si la variation des In X; est
faible devant celle de leur somme, alors Y converge également en loi vers
une loi log-normale.

8.2.9 Loi de Cauchy.

Une variable aléatoire X admet une loi de Cauchy, si elle posséde une densité
de probabilité f(x) donnée par ’expression :

fe) = (8.63)

A2+ (z — a)?

C’est une loi & deux parameétres: a et A (A > 0), ol @ est un parameétre de
position et A un parameétre d’échelle (voir figure 8.10).

0.5 T T T e

0.4 —— e -

f(=z)

Fia. 8.10: Densité de probabilité de la loi de Cauchy réduite, de paramétres
a=0eA=1.

Cette loi qui ne possede aucune bonne propriété est utilisée pour simuler
I’apparition de mesures aberrantes ou pour tester la fiabilité de certains algo-
rithmes.

Fonction de répartition.

F(z) = l arctan (l ; a) + % (8.64)
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Fonction caractéristique.

Z(w) = etowel (8.65)

Caractéristiques numériques de la loi de Cauchy.

Moments. Cette loi ne possede aucun moment et n’a donc ni moyenne ni
variance.

Médiane et mode. La médiane de la loi de Cauchy zg 5 est égale & a. C’est
également la valeur de son mode.

8.3 Lois a plusieurs variables.

8.3.1 Lol multinomiale.

Un vecteur aléatoire X = (X1, Xs,..., Xx) a valeurs entiéres, admet la loi
multinomiale de parameétres n; p1,pa, ..., pg Si:
Pr{X =m}= L mipma | pi (8.66)
- _m1!m2!...mk!p1 P2 Py '

Pr{X =m}=Pr{X; =m;,Xo=ma,..., X =my}

Les parameétres p; sont tels que: 0 < p; < 1 Zle p; = 1. L’ensemble des
valeurs possibles m = (my, ma, ..., my) de la variable aléatoire X, est tel que:
Zf:l mi =1n.

La loi multinomiale est une généralisation de la loi binomiale au cas ou il
y a plus de deux issues & une expérience aléatoire. Cette loi donne la probabi-
lité d’obtenir m; résultats de classe i parmi k classes, au cours de n épreuves
indépendantes, lorsque la probabilité d’obtenir la classe ¢ est p;. Cette loi est, par
exemple, utile dans 1’étude des méthodes de ré-échantillonnage dites méthodes
bootstrap.

Caractéristiques numériques de la loi multinomiale.

Moyenne. C’est un vecteur colonne de format (k,1):

np1

E{X)= n]:gz (8.67)

npk

Matrice des variances-covariances. C’est une matrice (k, k) dont les va-
leurs sont données par ’expression :

np1(l — p1) —np1pP2 e —NP1Pk

—np2p1 npa(l —p2) - —Np2pPk

V= (8.68)

—npEp1 —nprp2 - nprp(l—pr)
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Coefficients de corrélation.

o Dipj
P =\ T (= p) (8.69)

8.4 Bibliographie.

A titre d’exercices, on donne ci-dessous d’autres lois ; certaines sont extraites
du chapitre 6 de I"ouvrage de Koroliouk (1983) [44]. Il existe un catalogue plus
complet que ’on trouvera dans les ouvrages de Johnson et al. [36, 37] et [38].

8.5 Exercices et problemes

Exercice 8.1. Loi triangulaire de Stmpson. Soient X; et X> deux variables aléa-
toires indépendantes suivant la loi uniforme sur Pintervalle [F, g] Montrer que la
variable aléatoire Y = X; + X, posséde une densité de probabilité f(y) donnée par

I’expression :

- L latb-2l, siyelad
— = ———1a — , si a,bl;
fly)=db—a (b—ay vy (8.70)
0, siy & [a,b].
Montrer que les moments de la loi de Y sont donnés par :
4 a4+ b\ k+2
E{Y*} = B2 LR o 8.71
o (b—a)z(k+1)(k+z)[“ + () 1 (8.71)
et que la variance de Y vaut :
(b—a)’
Var(Y) = . 8.72
ar(y) = O (872)

Exercice 8.2. Loi béta de type II. Soit X une variable aléatoire suivant une loi

béta de parametres a et 3. Par définition la variable aléatoire Y = 1 suit une loi

béta dite de type II. Démontrer que la densité de probabilité f(y) de Y vaut:

! y* siy>0;
fly) = Bla,B) (1+y)>Fe’ - (8.73)
0, siy<O0.
Montrer que la moyenne et la variance de Y sont donnés par les expressions :
o ala+8-1)
E{Y}=—, Var(Y) = ————F——— - 8.74
{ } ﬁ—l ( ) (6_1)2(6_2) ( )

Montrer que si la variable aléatoire Y suit une loi béta de type Il de paramétres «, 3,

alors la variable aléatoire EY suit une loi de Fisher de parameétres 2ar, 283.
@

Exercice 8.3. Loi du y. Soit X une variable aléatoire suivant la loi du y? 4 n
degrés de liberté. Montrer que la variable aléatoire Y = /X posséde une densité de
probabilité donnée par I’expression :

1 n—1 1. 2 .
=Y exp{—3y ), sty>0;

fly)=14277'T(3) =) (8.75)
0, siy<O0.
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La loi de Y porte le nom de loi du y, pour n = 2 il s’agit de la loi de Rayleigh et pour
n = 3 de la loi de Maxwell décrivant la vitesse des molécules d’un gaz parfait.
Montrer que les moments de la loi de Y sont égaux a:

£ I(2E5)

E{Y*} =22 (8.76)

et que la variance de Y vaut:

Var(Y) :n—2|:F
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Chapitre 9

Flux d’événements.

Les flux d’événements ou plus simplement, les flux, sont formés d’événe-
ments arrivant les uns apres les autres, séparés par des intervalles de temps
aléatoires T;, et susceptibles d’étre détectés par un dispositif quelconque. La
branche de la théorie des probabilités concernant les flux est la théorie des files
d’attente. Le schéma général comprend un flux d’entrée se présentant pour étre
servi devant n canaux. Les demandeurs servis constituent un flux de sortie et
les demandeurs non-servis constituent un flux de demandes rejetées ou forment
une file d’attente.

Les appels téléphoniques, ’apparition de pannes, les requétes d’écriture ou
de lecture sur un disque magnétique d’ordinateur ou encore les queues devant
les guichets peuvent tous étre traités suivant ce modele. Pour le domaine qui
nous concerne, les événements du flux d’entrée pourront étre des photons se
présentant devant un détecteur et le flux de sortie sera le signal enregistré.
Certains photons peuvent ne pas étre détectés si, par exemple, le détecteur est
saturé.

La figure 9.1 représente schématiquement un flux d’événements. On repére
les événements constituant un flux soit par les temps £, auxquels ils appa-
raissent, soit par les intervalles de temps T,, = £, —&,,_1 entre deux événements
successifs. Tournons-nous a présent vers les caractéristiques probabilistes des
flux.

FiG. 9.1: Représentation schématique d’un flur d’événements. Les temps d’ar-
rivée des événements sont les variables aléatoires &; et les intervalles de temps
séparant les événements sont les variables aléatoires T;. On a 11 = & et pour
122, T =& —&-1-
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9.1 Les flux simples ou de Poisson.

On s’intéresse le plus souvent a des flux possédant les propriétés suivantes.

1. Flux stationnaire. Un flux est stationnaire si la probabilité pour qu’'un
nombre quelconque d’événements apparaisse dans l'intervalle de temps
(t,t 4+ At), ne dépend que de At et non pas du temps ¢. Si N désigne la
variable aléatoire attachée au nombre d’événements susceptibles d’appa-
raitre dans le temps At, on aura:

Pr{N =n} = p,(At), (9.1)

ol p, désigne une quantité qui ne dépend du temps que par l'intermédiaire

de At.

2. Flux ordinaire. Un flux est ordinaire si la probabilité pour qu’il apparaisse
plus d’un événement dans le temps At est beaucoup plus petite que la pro-
babilité pour qu’il apparaisse un seul événement, soit avec les notations
précédentes :

Pr{N >1
fim AN > 1}

a0 Pr{N =1} 0. (9:2)

Cela implique que les événements n’arrivent pas par couples, triplets, ou
suivant tout autre groupement.

3. Flux sans post-action. Un flux est sans post-action si les variables aléa-
toires T; sont indépendantes les unes des autres et si de plus le flux est
sans mémoire. Un flux est sans mémoire si la loi gouvernant les intervalles
de temps entre événements obéit a la relation:

Vi, Pr{T; >s+tT; > s} =Pr{T; >t} . (9.3)

Cela veut dire que, si I’événement ne s’est pas produit pendant le temps
s, la probabilité pour qu’il ne se produise pas pendant un temps ¢ supplé-
mentaire est indépendante du temps précédent s durant lequel il ne s’est
pas produit.

Un flux d’événements possédant ces trois propriétés est appelé flux simple ou
flux de Poisson.

9.1.1 Loi gouvernant les intervalles de temps 7;.

Nous allons montrer que la seule loi remplissant la condition d’absence de
mémoire est la loi exponentielle. La démonstration s’appuie sur celle de Ré-

nyi [62] Chapitre 3 §13.

Démonstration. Démontrons pour commencer que si la condition (9.3) est satisfaite,
alors la loi suivie par 7T; est exponentielle.

Soit F'(t) la fonction de répartition de la loi cherchée et posons G(t) = 1 — F\(t).
On a:

Gty=1-F(t)=1-Pr{T; <t} =Pr{T, >t} . (9.4)
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,

Notons que la variable ¢ désigne maintenant un intervalle de temps entre deux évé-
nements. La probabilité de Iévénement {T; = ¢} étant nulle on a aussi G(t) =
Pr{T; > t}. Considérons la quantité G(s + t) = Pr{T; > s + t}. On a par définition
de la probabilité conditionnelle :

Pr{T; > s+ t} = Pr{Ti > s} Pr {1 > s + |1 > s} . (9.5)
Mais d’apres la propriété (9.3), il vient :
Pr{T: > s+ t} =Pr{T: > s}Pr{T; >t} , (9.6)

ce qui s’écrit & ’aide des fonctions G : G(s+t) = G(s)G(t). Maintenant, en choisissant
s =t puis s = 2¢, on obtient G(2t) = G*(t) et G(3t) = G*(t), et par récurrence pour
tout entier n € N, G(nt) = G"(t). Silon pose s = nt on obtient G(s)l/" =G(s/n)ous
et n sont quelconques. Choisissons s = mt, il vient G(2t) = G’(t)m/n. En posant t =1
et m/n = r € QF dans I’équation précédente, on obtient pour tout rationnel positif
r: G(r) = G(1)". La quantité G(1) désigne la probabilité pour que 1’on n’observe pas
d’événement dans 'unité de temps. Comme G(1) < 1, on peut poser G(1) = e~ et
'on a alors pour tout ¢ rationnel positif G(t) = e™*".

La fonction G étant monotone, ’encadrement des réels par les rationnels sur ’axe
des ¢ se retrouve bijectivement pour G(t) et ’on peut poser par continuité pour ¢t € R:

Fty=1-G(t)=1—e"". (9.7)

Remarquons que seule 'hypothése d’absence de mémoire a été utilisée pour déduire
ce résultat. Afin de trouver le sens qu’il convient de donner a la valeur A, nous allons
maintenant faire appel aux hypothéses 1 et 2. Calculons la probabilité pour qu’il y ait
au moins un événement dans l'intervalle de temps At:

Pr{T; < At} = F(At)

F(At) =1—e " = MAt 4 o((A)?) . (9.8)

D’apres I’hypothése de stationnarité, cette quantité ne dépend que de At. Cela montre
que la quantité A est une constante, indépendante du temps. Par ailleurs quand At —
0, d’apres ’hypothése numéro 2 il n’y a que deux possiblités : soit il n’y a pas d’évé-
nement dans At, soit on n’en observe qu’un. On observe donc en moyenne dans At:

E{N(At)} =0 x (1 — XAt + 1 x At = AA¢,

et dans cette expression N(At) est une variable aléatoire égale au nombre d’événe-
ments dans 'intervalle de temps At. Il vient alors :

N i EAN(AB}

La constante A est donc le nombre moyen d’événements par unité de temps. Nous
avons ainsi démontré que les intervalles de temps séparant les événements constituant
un flux de Poisson suivaient une loi exponentielle, de fonction de répartition et de
densité de probabilité données par :

F()= (1 - HW),  f(t) = () H(E), (9.10)

ou H(t) est la distribution de Heaviside.

Il reste & démontrer la propriété réciproque, c’est-a-dire que la loi exponentielle
répond 4 la condition (9.3). En effet si la loi suivie par T; est exponentielle on a d’apres
la définition des probabilités conditionnelles :

Pr{T: > s+, T; > s}

Pr{T: > s+ ¢t|Ti > s} = Prill > 5]




154 CHAPITRE 9. FLUX D’EVENEMENTS.

Le numérateur de la fraction du second membre se simplifie, car si la condition T; > s+t
est satisfaite, alors la condition T; > s est nécessairement satisfaite. Il vient donc:

Pr{T: > s+ t}
Pr{T; > s}

1— (1 —e e+
1—(1—e?¢)

=e M =Pr{li >t}

Pr{T; > s+ t|T; > s} =

ce qui correspond bien a la définition de la propriété d’absence de mémoire. [l

9.1.2 Lois gouvernant les temps d’arrivée ¢ des événe-
ments.

Il y a identité entre &; et T7. La variable aléatoire £; suit donc elle aussi une
loi exponentielle de paramétre A. Pour calculer la loi suivie par £ remarquons
que c’est la somme de deux variables aléatoires par hypothése indépendantes :

Ea=Tr+ 17 .

La densité de probabilité f, de &5 est alors la convolution de deux densités
exponentielles. Il vient :

fa(t) = /_00 )\e_)‘“H(u))\e_A(t_“)H(t — u) du

o0

¢
I)\26_)\t/ du
0

fa2(t) = Nite™>

Le temps d’arrivée du deuxieme événement suit donc la loi d’Erlang d’ordre 2.
On démontrerait facilement par récurrence que le temps d’arrivée &, du n€évé-
nement suit une loi d’Erlang d’ordre n:

)\n

— = _nTlemAr 11
n—1 ° (9.11)

falt) =

9.1.3 Loi gouvernant le nombre d’événements observés
dans un intervalle de temps donné 7.

Le nombre d’événements observés dans I'intervalle de temps T est une varia-
ble aléatoire que nous noterons N. C’est a priori une fonction de 7', N = N(T)).
Calculons la probabilité pour obtenir exactement n événements dans 7. Pour
cela il faut que &, < T ce qui assure que 1’on observe au moins n événements
dans T, mais il faut aussi que &,41 > T de facon & en observer exactement
n (voir figure 9.2). Par définition &,41 = &, + Tht1, les variables aléatoires
&, et Th4q sont indépendantes, ce que 'on montre facilement par changement
de variable sur I’ensemble des n + 1 variables indépendantes T;. La densité de
probabilité du couple (T 41,&,) vaut donc:

A" el —
Troge.(ti ta) = )‘e_mnit e (9-12)
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Ty T, Thy1

Fia. 9.2: Fluz d’événements correspondant au cas ou l'on a exactement n évé-
nements dans l'intervalle de temps T'.

&n

T

En+Tny1 =T

T Tn+1

Fic. 9.3: Domaine d’intégration D, satisfaisant les conditions &, < T et &, +
T, > T. Ces conditions correspondent auz cas ou l'on observe exactement n
événements dans le temps T.

Le domaine D du plan (T 41,&,) satisfaisant aux conditions &, < T et £p41 =
En + Thg1 > T est illustré par la figure 9.3. Il est maintenant facile de calculer
la probabilité p,, associée a I’événement {N = n}. En effet :

Pn = PI' {N = n} = // an+1En (tl,tg) dtldtz
D

/\n+1 At 1 At
Pn = T e~ MUY T e TN 2 dt dty
(n—1)! //D

)\n+1 T o)
= 7' / tg_le_AM dtz/ 6_)\t1 dtl
(n—1"Jq T—ty

A+l /T V|
=2 | ple M AT t) gy,
W ° A
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d’ou la solution cherchée :

AT)" _ar

pn =Pr{N =n}= € . (9.13)

n!

Le nombre d’événements susceptibles d’apparaitre dans le temps 7" suit une loi
de Poisson de paramétre p = AT, et par conséquent de moyenne E{N} = AT et
de variance Var(N) = AT.

» Exemple 9.1. Bruit de photons. Si le modéle corpusculaire de la lumiére peut
s’appliquer, on peut raisonnablement identifier a un flux de Poisson, le flux de photons
enregistré par un détecteur parfait quelconque. Supposons que la source lumineuse
émette des photons a un taux de A photons par unité de temps. Supposons de plus
que le détecteur soit effectivement parfait, c’est-a-dire qu’il enregistre les impacts des
photons sans pertes ni délais aléatoires et qu’il n’introduit pas d’autres sources de bruit.
Les calculs précédents montrent que les temps T' séparant les impacts des photons
doivent suivre la loi exponentielle de densité: f(t) = Ae™**, de moyenne E{T} = 1/A
et de variance Var(T) = 1/X%. Le nombre N d’impacts susceptibles d’étre enregistrés
dans un intervalle de temps At suit la loi de Poisson de moyenne E{N} = AAt et de
variance Var(N) = AAt.

Si le détecteur compte les photons par tranche de temps At, le signal enregistré
pourra ressembler a celui de la figure 9.4.

[
o

— N W ke Ot O 1 o ©
T
|

0 5 10 15 20
t/At

Fia. 9.4: Exemple du nombre de photons enregistrés par intervalle de temps At,
quand on regoit en moyenne 5 photons dans cet intervalle At.

La moyenne AAt est en fait le signal que 'on cherche a détecter et le bruit parasite
peut étre quantifié par ’écart type vV AA¢, de sorte que le rapport signal sur bruit SN,
qui est un critére de qualité de ’observation, est donné par ’expression :

sN = 24t

== VAL (9.14)

Le rapport signal sur bruit augmente donc comme VAt ou At est le temps d’observa-
tion du signal.
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9.1.4 Propriété réciproque.

Nous allons maintenant établir la propriété réciproque, c’est-a-dire que si
un flux est tel que le nombre N(T) d’événements observé dans un intervalle de
temps T quelconque suit la loi de Poisson, et si les variables aléatoires N(7;)
sont indépendantes pour tous les intervalles T; disjoints, alors le flux est un flux
de Poisson.

Par hypothese, la variable aléatoire N (T) suit la loi de Poisson :

Pr{N(T)=n} = (AT)ne—*T, (9.15)

n!

ol A est une constante dont la signification est le nombre moyen d’événements
par unité de temps. Montrons que ces hypothéses remplissent les conditions
requises par le flux de Poisson.

1. Stationnarité. Par définition la quantité Pr{N(AT) = n} ne dépend pas
du temps si A ne dépend pas lui-méme du temps.

2. Flux ordinaire. On a les limites suivantes :
Al%r_rgo Pr{N(At) =0} =1— AAt?
lim Pr{N(At) = 1} = AAt — \}(At)?
At—0
lim Pr{N(At) > 1} = A*(At)?,

At—0

ce qui montre bien que limas—o Pr{N(A?) > 1} /Pr{N(At) =1} =0, et
que le flux est ordinaire.

3. Flux sans post-action. Montrons tout d’abord que les intervalles de temps
T; entre événements suivent la loi exponentielle. En effet il vient :

Pr{T: > 1} = Pr{N(t) = 0} = XD _ mne

d’ou la fonction de répartition de T; :
F(T)=1-Pr{T; >t} =1—e?, (9.16)

ce qui montre que 7T; suit la loi exponentielle et cette loi est bien sans
mémoire d’aprés la démonstration du chapitre 9.1.1. La propriété d’indé-
pendance des T; découle de celle de I'indépendance des N(7;) ; montrons-le
rapidement pour un couple disjoint 73,7;. On a:

Pr{T; <s,1; <t} =Pr{N(s) > 0,N(t) > 0}
=Pr{N(s) > 0}Pr{N(t) >0}
=Pr{T; < s}Pr{T; <t} .

Ce dernier point achéve la démonstration, et le flux est donc bien un flux de
Poisson.
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9.2 Flux de Poisson non-stationnaire.

Nous allons abandonner, dans cette partie, la propriété d’invariance du flux
par translation de l'origine des temps. Il est donc maintenant nécessaire de s’in-
téresser au nombre d’événements susceptibles de survenir dans l'intervalle de
temps ¢1,%2. Soit N(t1,t2) la variable aléatoire associée & ce nombre. Nous di-
rons qu’'un flux ordinaire est un flux de Poisson « non-stationnaire » s’il possede
d’abord les propriétés suivantes.

1. Indépendance. Sit; < ty < t3 < t4, alors les variables aléatoires N (¢1,%2)
et N (t3,t4) sont indépendantes. C’est la propriété d’indépendance sur des
intervalles de temps disjoints que nous avons déja vue dans le cas station-
naire.

2. Existence d’une densité instantanée. Quel que soit ¢, le nombre moyen
d’événements dans l'intervalle t,t + At divisé par At, tend vers une limite
quand At tend vers zéro. Plus précisément :

MO = tim BN +AO}

At—0 At (9.17)

La quantité A(t) est appelé la « densité instantanée» du flux d’événe-
ments. C’est le taux auquel arrivent les événements constituant le flux.
Un flux de Poisson non-stationnaire est donc un flux a taux variable.

9.2.1 L’horloge stroboscopique.

Il existe un moyen simple de ramener un flux a taux variable a un flux a taux
fixe. Il suffit pour cela de changer I'horloge qui enregistre les dates d’arrivées des
événements et de considérer une nouvelle horloge qui accélére lorsque le taux
A(t) augmente et qui ralentit lorsqu’il diminue. La nouvelle horloge doit étre
réglée de facon telle que le taux d’événements, rapporté a ce nouveau temps,
apparaisse constant. Plus précisément, si on considére le temps © définit ainsi :

0= /t A(u) du, (9.18)

alors les événements arrivent & un taux constant égal a 1'unité.

Démonstration. Si X'(©) désigne le nouveau taux d’arrivée des événements par rap-
port & ©, on a par définition :
E{N(©,0+ A0)}

7 _ .
AO) = Jlim AG '

Si A(t) n’est pas nul (ni infini ) la fonction (9.18) qui fait passer de ¢ & © est inversible
et continue pour tout t. D’apres le théoréme de la fonction inverse, le nombre d’événe-
ments dans lintervalle (©,0 + AO) est égal & celui trouvé dans l'intervalle (¢, ¢+ At),
soit: N(©,0 + AO) = N(t, t+ At). Par ailleurs on a AO® = A(t)At + O(At‘.2)7 il vient
alors :
; . E{N(t,t + At)} At
YO =l A de

=20(2) 7 =xn0e T =1,

Le flux en © est donc constant égal & un événement par unité de ©O. [l
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3. Pour que le flux en © soit de Poisson il faut, de plus, postuler 1’absence
de mémoire, c’est-a-dire :

Pr {61 > s +t|@i > S} = Pr {@Z > t} , (9.19)

ol les ©; désignent les temps d’arrivées des événements suivant [’hor-

loge ©.

Il faut donc rajouter cette condition 3 aux conditions 1 et 2 pour qu’un flux a
A variable soit un flux de Poisson non-stationnaire.

9.2.2 Loi du nombre d’événements dans un intervalle ¢,, ¢,

Dans les conditions précédentes, on trouve facilement que le nombre d’évé-
nements contenus dans l'intervalle #1,t5 suit une loi de Poisson de paramétre
u= fttf A(u) du. En effet, on a:

Pr{N(t1,t2) = n} = Pr {N(01,0,) = n} = wexp{—(% —e)l,
= Mn—rze_“, avec p = /:2 A(t) dt. (9.20)

9.2.3 Loi suivie par ’intervalle de temps séparant deux
événements.

Le temps to étant donné, la loi suivie par le temps ¢ écoulé avant I"apparition
d’un événement est donnée par 1 — e=(®=®0) d’oli on tire immédiatement la
fonction de répartition :

Fo(t) = 1 — e~ Ji ™ A du (9.21)

bl

et la densité de probabilité:
Fra(t) = Alto +t)e= s Mwdu (9.22)

Comme il se doit, on retrouve bien la loi exponentielle dans le cas ot A(t) =

A =Cste.

» Exemple 9.2. Source modulée sinusoidalement. Supposons que I’on observe une
source de lumiere dont la densité instantanée de photons est :

)\(t) = )\0 —|— )\1 Sil’l wt, )\1 S )\0 .

En appliquant la formule (9.22) on trouve:

23

fro(t) = Ao 4+ Misinw(to + )] e 077w

sin w(to+ %) sinw% ) (923)

La figure 9.5 représente cette fonction pour tg = 0, Ag = A1 = 1 et pour w = 27.
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Fic. 9.5: Densité de probabilité fi, d’un flur modulé sinusoidalement, suivant
la densité d’événements A = 1+ sin2wt. On a tracé la densité de probabilité fi,
pour les temps t comptés a partir de 'origine to = 0.

9.3 Superposition de flux.

9.3.1 Définition.

Considérons une série d’événements issus d’un flux Fy apparus aux temps

(z1,23,...) et une autre série d’événements issus d’un flux Fs, apparus aux
temps (27, 23,...), les flux Fy et Fy ayant la méme origine des temps. Reportons

ces temps sur le méme axe et considérons-les comme les temps d’apparition
d’une nouvelle série d’événements. Cette procédure est illustrée par la figu-
re 9.6. Supposons que l’on fasse cette opération pour toutes les apparitions

ol Ll »l ol 1l 2l
0 *T1 %3 L3 Ty Tj g
F | L » *—¢ . *
z z2 z2 z2 z ¢
01 2 3 4 5
F; ——e——9 . . .
: : : t
0

F _ Fl + F2 | | | | | | | | | | |
Y1 Y2 Y3 Y4 Ys Ys Y7 Y8 Yo Y10 yin t

Fia. 9.6: Représentation schématique de la superposition, ou somme de deux

flux.

possibles des événements constituant les flux F; et Fy ; on obtiendra ainsi toutes
les apparitions possibles des événements d’un nouveau flux F' que 'on définira
comme étant la somme des flux Fy et F. Cela étant défini, le probleme a
résoudre maintenant est de connaitre les caractéristiques probabilistes de F',
connailssant celles de Fy et Fy.
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9.3.2 Flux indépendants.

Nous dirons que deux flux F; et F5 sont indépendants, si pour 11 < to7 et
t12 < tgg, les variables aléatoires Ni(t11,%21) et Na(t12,%22) associées respecti-
vement aux flux Fy et Fs, sont indépendantes. On généralise sans peine cette
notion a plusieurs flux, et la condition nécessaire et suffisante pour que n flux
solent indépendants est :

Pr{Ni(t11,t21), Na(t12,t22), .., Nu(trn, t2n)} = [ Pro{Ne(tss, 1)}, (9.24)

i=1

pour tous les t1; < t9;. Rappelons de nouveau que si des flux sont deux & deux
indépendants, ils ne sont pas nécessairement indépendants.

9.3.3 Superposition de flux de Poisson.

La superposition de deux flux de Poisson indépendants, respectivement de
parametres A; et Ag, est un flux de Poisson de parameétre A = Ay + As.

Montrons que le flux F' = F; + F5 est bien de Poisson, c’est-a-dire qu’il est
ordinaire, que le nombre d’événements N dans I'intervalle de temps t; < t5 suit
la loi de Poisson et que pour deux intervalles de temps disjoints 1 < t5 et t3 < 14,
les variables aléatoires associées Ny et Ny correspondant aux nombres d’événe-
ments susceptibles d’y étre observées sont des variables aléatoires indépendantes.

1. Flux ordinaire. La superposition de deux flux ordinaires est ordinaire.

2. Loi de Poisson. La somme de deux variables aléatoires indépendantes sui-
vant la loi de Poisson suit également une loi de Poisson, le parameétre de
la somme étant égal a la somme des paramétres.

3. Indépendance. L’indépendance des variables aléatoires « comptant » le nom-
bre d’événements sur des intervalles de temps disjoints, résulte directement
de cette propriété dont jouissent les flux de Poisson et de I'indépendance
des flux entre eux.

Notons que nous n’avons pas supposé que les flux étaient stationnaires, et donc
la somme de deux flux de Poisson non-stationnaires est un flux de Poisson a
priori non-stationnaire de paramétre A(t) = A1(t) + Aa(?).

9.3.4 Tendance vers le flux de Poisson.

On montre, sous des hypothéses assez générales, que la somme de n flux
indépendants ordinaires et stationnaires, tend vers un flux de Poisson quand
n — oo. Le flux de Poisson joue vis-a-vis de la somme de flux indépendants, le
meéme role que la loi normale joue vis-a-vis de la somme de variables aléatoires
indépendantes et de variances finies. Remarquons que les flux dont on fait la
somme peuvent étre a post-action quelconque, et donc que la somme de flux
indépendants tend a diluer 'effet des post-actions individuelles.

» Exemple 9.3. Source radioactive. Une source radioactive est formée de N noyaux
atomiques susceptibles d’émettre par exemple des particules «. Un noyau individuel
dans un état excité ne peut émettre qu’une seule particule «. Le flux associé a ce
seul noyau est nécessairement ordinaire, il est sans mémoire car la loi qui préside a la
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désintégration nucléaire est la loi exponentielle ; en revanche, il n’est pas stationnaire
car le nombre moyen de désintégration(s) par seconde diminue avec le temps comme
la loi exponentielle. La propriété de post-action n’a pas de sens dans le cas présent.

On montre cependant que I’absence de mémoire compensant la non-stationnarité,
la superposition d’un nombre N — oo de flux associés aux noyaux, tend rapidement
vers un flux de Poisson. Cet exemple ne répond pas précisément aux conditions énon-
cées ci-dessus, mais illustre Deffet attractif de la loi de Poisson.

9.4 Flux tamisés.

On obtient un flux « tamisé » en supprimant certains événements constituant
le flux. Ce « tamisage » peut étre déterministe si par exemple on supprime un
point sur deux, ou aléatoire si un événement est supprimé ou non suivant 1’issue
d’une certaine variable aléatoire. Le nouveau flux ainsi construit est appelé « flur
tamisé».

9.4.1 Flux d’Erlang.

Pour obtenir un flux d’Erlang d’ordre &, on supprime k événements successifs
d’un flux de Poisson et ’on conserve le k 4+ 1-iéme; on ne conserve donc que les
événements dont I’'indice est divisible par k + 1, voir figure 9.7.

06162838 &s &6 €788 & 1o &1
I m M2 73 t

Fia. 9.7: Tamisage déterministe d’un flur de Poisson. On ne conserve qu’un
point sur 3, le flux résultant est un flur d’Erlang d’ordre 2.

D’aprés ce que nous avons vu plus haut, la loi qui décrit les intervalles de
temps 7' d’un flux d’Erlang d’ordre k est la loi d’Erlang (ou loi gamma) dont la
densité de probabilité fi est donnée par:

)\k‘—+—1tk

fr(t) = Te‘” : (9.25)

On peut retrouver tres facilement cette loi en remarquant que pour que la varia-
ble aléatoire T se trouve dans 'intervalle ¢,¢ + dt avec la probabilité fi(t)dt,
il faut avoir k événements dans le temps ¢ (ceux qui on été supprimés), ce qui
arrive avec la probabilité (A)*e~*'/k!, et qu’il faut avoir un événement dans
le temps dt suivant, ce qui arrive avec la probabilité Adt. Compte tenu des
propriétés d’indépendance du flux de Poisson :

(G0
K

d’oti la densité cherchée. Cette loi posséde une moyenne et une variance données
par les expressions :

fu(t)dt = e M Adt, (9.26)

k+1 kE+1

E{T}= N Var(T) = T (9.27)
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Remarquons, pour finir, qu’un flux d’Erlang posséde une post-action car la loi
suivie par les intervalles de temps entre événements n’est pas exponentielle. Ce-
pendant, deux intervalles de temps successifs étant indépendants, le flux d’Er-
lang posséde ce que I’on appelle une post-action «limitée».

» Exemple 9.4. Photométrie du 32-iéme photon. On observe une source en comp-
tant les photons qu’elle émet. Sur une bande magnétique, on enregistre les temps d’ar-
rivée de ces photons. Afin de réduire la masse des données & enregistrer, on décide
de n’enregistrer qu’un point sur 32. Si la densité de photons A peut étre considérée
comme constante entre deux enregistrements, la loi décrivant le temps séparant deux
enregistrements est la loi d’Erlang d’ordre & = 31. Si 'on veut estimer A & partir de
deux enregistrements consécutifs séparés par le temps ¢, on prendra 2= (k+1)/t. 11
est facile de voir d’aprés (9.27) que E{S\} = X et que ’écart type de cette estimation
est o = (k+ 1)%/)\. Si ’on avait conservé tous les k photons séparés par des temps
ti, on aurait probablement estimé A soit comme la moyenne arithmétique des inverses
des t;, soit comme 'inverse de la moyenne arithmétique des ¢;. Nous verrons plus loin
(section 15.1) que la premiére estimation est moins bonne que la seconde et que cette
derniere est en fait la meilleure possible telle que E{S\} = A. Mais alors cette deuxieme
estimation est identique a celle trouvée en ne conservant que le k& + 1-ieme photon et
ainsi on ne perd rien vis-a-vis de I'estimation de A en comprimant 'information de la
fagon qui vient d’étre décrite. Le point essentiel est que A doit pouvoir étre considéré
comme constant entre deux enregistrements consécutifs.

9.4.2 Tamisage aléatoire d’un flux de Poisson.

Dans la pratique, il arrive trés souvent qu’un flux de Poisson soit tamisé
de la facon suivante: on garde un événement avec une probabilité p et on le
rejette avec une probabilité (1 — p). On procéde ainsi pour chaque événement
constituant le flux et cela de facon indépendante des autres événements. Le
tamisage du flux est donc subordonné & une variable aléatoire de Bernoulli.

Si le flux de Poisson était au départ de parametre A, le flux tamisé sera
également un flux de Poisson mais de parameétre pA. C’est en effet un flux
ordinaire, I'indépendance sur des intervalles de temps disjoints n’est pas modi-
fiée par le tamisage qui est lui méme indépendant, et la probabilité p,, d’observer
n événements dans I'intervalle de temps ¢ est donnée par :

e ()F
= 5
k=n

e MCppt (1 —p)Fn

= oy (1 - e B
At M kon (AD)FT7
= (Pn!) e ;(1—]9) ((kin)'
)k

soit finalement :

(9.28)
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ce qui montre bien que le flux ainsi tamisé est un flux de Poisson de paramétre

PA.

» Exemple 9.5. Tamisage d’un flurz de photons par une photocathode. Un flux
de photons se présente comme un flux de Poisson de paramétre A. Les photons sont
transformés en photo-électrons par une photocathode dont le rendement est de 20%.
Le «choix» des photons pouvant étre considéré comme aléatoire, le flux de photo-
électrons sera un flux de Poisson de parameétre 0.2A.

9.5 Flux 2D.

Un flux 2D (&4 deux dimensions) est formé d’événements répartis au hasard
sur le plan R2. On représente souvent un flux 2D comme un ensemble de points
dont les coordonnées cartésiennes sont des variables aléatoires, comme illustré
par la figure 9.8. On peut également repérer le point représentatif d’un événe-

L . T T

0 L [ L 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
x
Fia. 9.8: Portion de flur 2D vu a travers la fenétre [0,1] x [0,1] de R2. Le flux
représenté ict est un flur de densité uniforme de A = 300 points par unité de
surface.

ment par son rayon vecteur r.

9.5.1 Caractéristiques locales d’un flux 2D.

Densité en un point. On caractérise un flux par la densité d’événements
en un point r. Le nombre d’événements N(AS) contenu dans une surface AS
est une variable aléatoire discréte qui possede une moyenne. A 1’aide de cette
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moyenne on introduit la densité du flux en 1 point:

ni(r) = lim w

AS0 AS (9-29)

Densité et fonction de corrélation en deux points. La densité en 2 points
na(ri,r2) est, de facon analogue, égale & la moyenne du nombre de points dans
deux surfaces disjointes AS; et AS;. Plus précisément :

lim E{N|AS:,ASy}
AS;,AS;—0 AS1AS,

na(ry, o) = (9.30)
La « fonction de corrélation en deuz points» &(r1,75) est définie & I'aide de la
densité en 2 points comme suit :

na(ry,r2) = ni(r)ng (ro) (L + &(r1,72)) . (9.31)

Distance aux plus proches voisins. La distance d’un point quelconque du
plan R? au n-iéme plus proche voisin est une variable aléatoire que nous noterons
D,,. Elle posséde une densité de probabilité que nous noterons fp,, .

9.5.2 Propriétés globales d’un flux 2D.

Comme pour les flux 1D (sur R) on s’intéresse plus particulierement & des
flux 2D possédant certaines propriétés globales dont voici les plus usuelles.

1. Flux homogéne. Un flux 2D est homogene si les événements qui le consti-
tuent sont de méme nature, ou, si I’on préfere, s’ils sont indiscernables,
sinon sous tous leurs aspects, du moins au regard des propriétés qui nous
intéressent.

2. Flux ordinaire. Un flux 2D est ordinaire si la probabilité d’observer un
événement dans une petite surface AS est beaucoup plus grande que celle
d’observer plus d’un événement dans cette méme surface. Plus précisément
un flux est ordinaire si:

Pr{N(r|AS) > 1}
AS50 Pr{N(r|AS) =1}

0. (9.32)

3. Flux uniforme. Un flux 2D est uniforme si la densité en un point nq(r)
ne dépend pas de r. Cette propriété est ’analogue 2D de la propriété de
stationnarité d’un flux 1D.

4. Flux isotrope. Un flux 2D est isotrope si la fonction de corrélation en 2
points ne dépend que du module de la distance entre les 2 points.

5. Flux sans action a distance. Un flux 2D posseéde cette propriété si étant
donné deux surfaces disjointes quelconques AS; et ASs, le nombre d’évé-
nements N qu’elles sont susceptibles de contenir sont des variables aléa-
toires indépendantes. Le flux 2D sera donc sans action a distance si:

PI' {N(’F1|A51) =m, N(TQ'ASQ) = mz} =
=Pr {N(’F1|A51) = ml)} Pr {N(TQ'ASQ) = mz} . (933)



166 CHAPITRE 9. FLUX D’EVENEMENTS.

Cela implique la relation suivante entre les densités a 1 point et a 2 points :
na(r1,72) = ny(ri)ny(ra), (9.34)

et sur la fonction de corrélation & 2 points: £(ry,r2) = 0.

9.5.3 Flux de Poisson 2D.

Un flux de Poisson 2D est un flux ordinaire, homogene, uniforme et sans
action a distance. Dans ces conditions la probabilité p, de trouver n événe-
ments dans la surface AS est donnée par la loi de Poisson :

AAS)?
pa(AS) = %f*“ : (9.35)
n!
La constante A est la densité moyenne d’événements, autrement dit le nombre
moyen d’événements par unité de surface.

Densité a n-points.

La densité a 1-point est le nombre moyen d’événements par unité de surface
et donc ny(r) = A et elle ne dépend pas de #. On montrerait de méme que la
densité & n-points est égale & A" en particulier na(r1,72) = A? et la fonction
de corrélation & 2 points £(r1,r2) est donc nulle comme prévu.

Lois de la distance aux plus proches voisins.

Un point P de rayon vecteur r étant choisi, on cherche a connaitre la densité
de probabilité de la variable aléatoire D qui est la distance de M au plus proche
événement voisin. La probabilité pour qu'un disque de rayon d de surface AS
ne contienne pas d’événement est donnée par la loi de Poisson :

0
Pr {d < Dl} - %e—)\AS — e—)\AS ] (936)

Sachant que AS = 7d? on en tire la fonction de répartition :
Fp,(d)=Pr{D; <d}=1—¢e ", (9.37)
et la densité de probabilité:
Fp (d) = 2Amd e A% (9.38)

La figure 9.9 représente le graphe de cette densité.
Pour trouver la fonction de répartition de la distance D, au n-ieme plus
proche voisin, il faut calculer la probabilité pour que le disque de rayon d
contienne au moins n événements :
d 2
(AAS) o~ AAS

Fp,(d)=Pr{D, <d} =) ~“—>

- , AS=nrd*. (9.39)
k=n '

On trouve la densité de probabilité par dérivation par rapport a d, soit :

(/\WdQ)n_le—Amﬂ

o, (d) = 2\nd D)

(9.40)
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FiGg. 9.9: Densité de probabilité de la distance d’un point quelconque au plus
proche événement voisin d’un flux de Poisson 2D de densité A.

Cette loi a pour moyenne et pour variance :

E{Dn}:Lw Var(D,) = — (n—[w] ) (941

Ar (n—1)17 AT (n—1)!
OnaT(n+ %) = %% e %ﬁ, et on trouve en particulier pour la moyenne et

la variance de la distance au plus proche voisin :

14—m

EiDi) = N

Var(D;) = (9.42)

L
2\
9.6 Exercices et problemes.

Exercice 9.1. Lois conditionnelles. Soit un flux de Poisson ot les événements
arrivent avec un taux constant A. On s’intéresse aux cas ou il y a exactement n évé-
nements dans l'intervalle de temps 7.

Montrer que la loi gouvernant les dates d’arrivées ¢ des événements dans cet
intervalle de temps T, se déduit de la loi béta. Plus spécifiquement montrer que :

t/T
Prige AN =m) = ey [ o0 -0

Exercice 9.2. On désire simuler un flux de Poisson de la facon suivante. On tire au
hasard un nombre N suivant la loi de Poisson de moyenne p = AT, on tire ensuite N
nombres indépendants U; au hasard suivant la loi uniforme entre 0 et 7. Les valeurs
A et T sont données.

Si U1y désigne le plus petit des U;, montrer que cette variable aléatoire suit la loi
exponentielle de paramétre A dans lintervalle [0, T7.

Dans I’éventualité ot N = 0, on tire alors un nombre au hasard suivant la loi
exponentielle de paramétre A entre T et I'infini. On pose alors U(;) comme étant égal
a ce nombre. Montrer qu’alors U(y suit la loi exponentielle sur tout RT.
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Exercice 9.3. Cascade radioactive. On considére un échantillon de matiére radio-
active entierement constitué au temps t = 0 d’atomes d’espece A;. Les atomes A; se
désintegrent en atomes d’espéce Az qui, a leur tour, se désintégrent en Az et ainsi de
suite jusqu’a l'espéce An41 qui est stable. On suppose que le temps T; de désintégra-
tion de A; en Aiy1, (1 =0,...,n) suit une loi exponentielle de densité : Ay exp{—Axt}.
Si T désigne le temps au bout duquel un atome A; devient stable, suite a n désin-
tégrations successives indépendantes, montrer que la densité de probabilité f,(t) de
cette variable aléatoire est égale a:

0 sit<O0,

Falt) = (=1)" "M A2 ... An Z eXp{ Ait } sit>0. (9.43)
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Deuxieme partie

Statistique des variables
aléatoires.
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Chapitre 9

Echantillons et statistiques.

Nous abordons maintenant 1’aspect statistique du traitement des données.
Dans la premiére partie nous n’avons envisagé que le point de vue probabiliste :
une loi est donnée et I'on cherche & caractériser une variable aléatoire ou une
fonction de cette variable aléatoire, décrite par cette loi. Nous nous sommes
efforcés, par exemple, de connaitre les caractéristiques numériques d’une varia-
ble aléatoire en fonction des parameétres qui peuvent entrer dans ’expression de
sa fonction de répartition. A présent, nous allons regarder les choses sous un
autre angle ; on constate qu’il est dans la nature des choses que le résultat d’une
expérience soit différent d’une fois a I’autre, et nous allons essayer d’appliquer la
théorie des probabilités afin de rendre compte des fluctuations de ces résultats.
Ce faisant on utilise la théorie des probabilités comme un modele chargé de
quantifier le caractere essentiellement aléatoire de la nature.

Clarifions ces notions en donnant un exemple. Un expérimentateur a observé
une série de résultats (z1, ..., z,) tous issus de la méme expérience. Face & cette
série de mesures, un statisticien pourra postuler que les z; sont n issues indé-
pendantes suivant, par exemple, une loi normale dont les paramétres p et o2
sont inconnus. Il tentera, a partir des x;, d’estimer ces parametres. D’apres la
théorie des probabilités, on sait que les paramétres de la loi normale, o2 et y,
sont en fait une variance et une moyenne. Grace a ’estimation de ces paramétres,
I’expérimentateur aura une idée plus précise de la dispersion de ses données et de
la valeur autour de laquelle elles se répartissent. Il pourrait également voir que,
si ses erreurs de mesures étaient plus faibles ou ses mesures plus nombreuses,
les valeurs z; se concentreraient de plus en plus autour de g. Si les choses se
comportent bien ainsi, on peut raisonnablement dire que p est en fait la valeur
qu’il espérait mesurer et pour laquelle il dispose maintenant de I’estimation que
lui a fournie le statisticien.

9.1 Les échantillons.

Le changement de point de vue que nous venons d’évoquer a pour consé-
quence que le statisticien utilise, pour désigner les mémes objets, un vocabulaire
différent de celui du probabiliste. Pour le statisticien, un ensemble (X1, ..., X,)
de n variables aléatoires est un « échantillon» et n en est sa « taille» ; il dit
alors que c’est un échantillon de taille n ou encore un n-échantillon. Un ensemble
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(21,...,2,) de n nombres issus de ce n-échantillon est appelé une « réalisation »
ou une « observation » de cet échantillon. Les lois de probabilité suivies par les
variables aléatoires X; sont appelées les « populations parentes». Enfin, pour
étayer ses prises de décisions, le statisticien utilise des fonctions g(Xi, ..., X,)
des variables aléatoires X; qu’il appelle des « statistiques ».

»Exemple 9.1. Probléme typique exprimé avec le vocabulaire du statisticien.
Une expérience a conduit a observer n nombres (z1,...,2,), que lon identifie 4 la réa-
lisation d’un n-échantillon (X7,...,X,). On suppose que le n-échantillon est consti-
tué de variables aléatoires indépendantes et issues de la méme population parente de
moyenne p. Afin d’estimer ¢ on propose d’utiliser la statistique :

1 n
g(xl,...,xn):EZXi. (9.1)
=1

Cette statistique, souvent notée X, conduit & estimer la moyenne u par la moyenne
arithmétique des z; :

T =

I |=

Z ;. (9.2)

C’est un choix raisonnable puisque, sous réserve que la loi des grands nombres s’ap-
plique, X converge presque-stirement vers u lorsque la taille de I’échantillon tend vers
I'infini.

Un n-échantillon (X3, ..., X,) n’est donc rien de plus qu’un ensemble de n
variables aléatoires. D’une fagon générale, ces variables peuvent étre indépen-
dantes ou dépendantes, étre issues de la méme population ou de populations
différentes. On peut aussi considérer les X; comme les n composantes d’un
vecteur aléatoire X suivant une loi & n dimensions. Dans ce dernier cas on a
affaire a4 un échantillon de taille 1 issu d’une loi & n dimensions.

9.1.1 Les échantillons i.1.d.

L’échantillon pour lequel on posséde le plus de résultats est I’échantillon « in-
dépendant et identiquement réparti, » ou les X; qui le composent sont des varia-
bles aléatoires indépendantes les unes des autres et issues de la méme population.
On dira de maniére abrégée qu’un tel échantillon est i1.i.d d’aprés ’anglais:
“independent and identically distributed”. On identifiera une série de résultats
(21,...,2&,) obtenus indépendamment les uns des autres, et dans les mémes
conditions expérimentales, avec la réalisation d’un échantillon 1.i.d de taille n.

A partir de maintenant, sauf mention expresse du contraire, il ne sera ques-
tion que d’échantillons i.i.d.

9.2 La fonction de vraisemblance.

En tant qu’ensemble de n variables aléatoires le n-échantillon possede, en
général, une densité de probabilité: f,(z1,...,&n;01,...,0;), ol les valeurs
f1,...,0; désignent les parametres de la loi. D’un point de vue probabiliste,
cette fonction f, nous permet, les #; étant supposés connus, de calculer la den-
sité de probabilité associée au point (21, ...,2,) de R"™. L’approche statistique
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inverse les roles joués par les z; et les 0; elle suppose connues les valeurs (1, . . . -
z,) et considére f, comme fonction des ;. Cette densité, vue sous cet angle,
recoit le nom de « fonction de vraisemblance ». Afin de la distinguer de la den-
sité, on la note L et on écrit L(z1,...,z,]01,...,0k) ouencore L(x|0) en suivant
la convention habituelle qui veut qu’un symbole en caractére gras désigne un
ensemble de valeurs.

La fonction de vraisemblance d’un n-échantillon i.i.d s’exprime simplement
a partir de la densité f(z|0) de la population parente. Les variables aléatoires
X; formant I’échantillon étant par hypothése indépendantes, on a:

Lxy,...,2,]0) = Hf(mi;ﬂ). (9.3)

» Exemple 9.2. Fonction de vraisemblance d’un échantillon de taille 1. L’échan-
tillon se réduit & une seule variable aléatoire X de densité f(z;8). La fonction de
vraisemblance L(z|6) est alors égale a la densité de la population. Soit z; une réalisa-
tion de X ; sa fonction de vraisemblance vaut donc L(z1]|6) = f(z1;6). Si X suit, par
exemple, une loi normale de moyenne pu et de variance unité, on aura:

Liai|n) = —= exp{—L(z1 — w)?}. (0.4)

1
V2T
Le graphe de cette fonction est représenté sur la figure 9.1. 1l faut noter en considérant
cette figure que, pour la fonction de vraisemblance, u est la variable et x1 le paramétre.

L(z1|p)

7

Fia. 9.1: Fonction de vraisemblance d’un échantillon normal de taille 1. Dans
ce cas la fonction de vraisemblance est égale a la densité de probabilité de la
population parente. Sur cette figure la population parente suit la loi normale et
x1 désigne une réalisation de ’échantillon.

» Exemple 9.3. Fonction de vraisemblance d’un échantillon issu de la loi expo-
nentielle. On suppose qu’'un échantillon i.i.d de taille n est issu d’une loi exponentielle
dont la densité de probabilité f(z) dépend d’un parameétre inconnu 6. Plus précisément
on a:

0, siz < 8;
1= {exp{—(ﬂf —0)}, siz>6; (9.5)
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L(=|0)

Lg L3L5 £l E]

0 0

FiG. 9.2: Fonction de vraisemblance d’un échantillon de taille 5 issu d’une loi
exponentielle dont la densité de probabilité est donnée par ’équation (9.5). Le
symbole ® désigne l’ensemble des valeurs (x1,...,xs), le paramétre inconnu de
cette loi: 0 est inférieur ou égal a la plus petite de ces 5 valeurs, soit ici: x4.
Cette simulation a été faite avec § = 0.

soit: f(z|f) = exp(f — £)1p<,. Cette densité de probabilité est bornée a gauche par
#, aucune valeur de I’échantillon ne peut étre inférieure a 8. Calculons la fonction de
vraisemblance, il vient

n

L(zy,...,za|0) = H exp(f — z:)lo<s; ,

i=1
=exp(nf — 31" xi) H lo<o,
i=1

= eXp(n9 - E:l:lxi)lmin(.rl,...,.rn) ’

ou sous forme plus explicite :

0, si @ > min(z1,...,2n).

— 5" 5}, sif <min(z1,...,%n);
mewmmz{ﬂﬁw Yicywid, 0 <minzr, . o) (9.6)

La fonction de vraisemblance L est bornée a droite par la plus petite valeur de I’échan-
tillon. Ce comportement est conforme au fait que le parametre ¢ ne peut pas étre plus
grand que la valeur minimum de Péchantillon: § < min(X7,...,X,). La figure 9.3
représente une réalisation d’un échantillon de taille 5 issu d’une telle loi ainsi que la
fonction de vraisemblance qui en découle.

Pour des raisons pratique on a avantage a considérer le logarithme de la
fonction de vraisemblance plutot que la fonction de vraisemblance elle-méme.
En effet dés que n est assez grand le produit (9.3) des densités de probabilité
peut vite dépasser les possibilités de représentation d’un réel par un ordinateur.
La fonction : In L posséde par ailleurs d’importants propriétés d’ordre théorique
qui seront dégagées plus loin.

En tant que probabilité, la fonction L est positive ou nulle et dans le domaine
ou L est (presque-partout) strictement positive, 'application L — In L est
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définie, continue, bijective et croissante. Considérer L ou In L revient alors au
meéme.

9.3 Les échantillons ordonnés.

On associe & un n-échantillon (X1, ..., X,,) un nouvel n-échantillon ordonné
que I'on note (X(1) < Xy <--- < X(n)) et que l'on fabrique ainsi. On trie par
ordre croissant les valeurs (11, ..., &) des réalisations du n-échantillon. Soit
(;7:(1) <z <0< I(n)) le résultat de ce tri. On considere alors les z(;y comme
les réalisations d’une certaine variable aléatoire X(;).

Il est clair que les variables ordonnées X(;) ne suivent pas nécessairement la
meme loi que les X; et que de plus elles ne sont pas indépendantes, méme si au
départ les X; I’étaient. Précisons maintenant la loi suivie par les X;).

9.3.1 Loi suivie par les extrema d’un échantillon.

Considérons un échantillon i.i.d de taille n: (X1, ..., X,,), dont la population
parente admet F' pour fonction de répartition. Le minimum X1y et le maximum
X(n) de I’échantillon sont définis par:

Xy =min(Xy, ..., Xp), Xy =max(Xy,..., X,). (9.7

Calculons les fonctions de répartition: Fyy) et F,) des variables aléatoires X1,
et X(,). Par définition de la fonction de répartition on a:

F(l)(l‘) = Pr {X(l) < .Z‘} , F(n)(.l) =Pr {X(n) < JJ} . (9.8)

Nous commencons par la fonction F,) qui est plus simple a évaluer. L’événe-
ment {X,) < x}, signifie que la plus grande des deux valeurs ne dépasse pas
le seuil xz. Pour que cette condition soit satisfaite, il faut et il suffit que toutes
les variables X;, ¢ = 1, ..., n ne dépassent pas le seuil z et les deux événements
suivants sont alors équivalents :

n
(X <2} = [{Xi <2} (9.9)
i=1
Leurs probabilités associées sont par conséquent égales et comme par définition
les événements {X; < z} sont indépendants il vient :

z) =[] PriX; <z} = (F(x))". (9.10)
i=1

Pour le calcul de F{y), il faut considérer I’événement { Xy < x}. 1l signifie
que la plus petite des valeurs de I’échantillon ne dépasse pas le seuil z, on
ne sait rien sur les autres valeurs. Mais les deux événements: { Xy < z} et
{X(1) > x} forment un systéme complet d’événements incompatibles. On a alors
Pr {X(l) < J:} + Pr {X(l) > ;7:} = 1 d’oti on tire 1 — Fyy(z) = Pr {X(l) > 1}
Pour que X(;) dépasse le seuil z il faut que toutes les variables X; le dépassent

aussi, 1l vient :

1 - Foy(z) =Pr{Xu >z} = HPr {Xi>z}=(1—-F(2)", (9.11)

i=1
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Finalement les fonctions de répartition du minimum et du maximum de
I’échantillon sont données par les expressions :

—(1— F(2)", (9.12a)

Foy(z) =1
(F(z)™. (9.12Db)

Finy(x)

»Exemple 9.4. Variables aléatoires indépendantes suivant les lois uniforme et
exponentielle. Nlustrons les résultats précédents avec la loi uniforme sur ]0,1] pour
laquelle on a F'(z) = z et donc:

Foy)=1-(1—2)", Fumz)=2z". (9.13)

La figure 9.3 présente I’évolution de ces lois en fonction de la taille de I’échantillon.

1+ Lois du

0.5 T
Lois du
mazrimum
0 ] :
0 1 x

Fia. 9.3: Fonction de répartition de la loi suivie par le minimum et le mazimum
d’un échantillon suivant la loi uniforme sur]0,1]. On a tracé ces fonctions pour
un échantillon de taille 2 et pour un échantillon de taille 5. On a porté la taille
de Uéchantillon auprés de la fonction de répartition correspondante.

Si les variables aléatoires suivent la loi exponentielle de fonction de répartition
F(z)=1— exp(—Az) pour z € [0,00[, on a:

Fuy(z) =1 — [exp(—Az)]",  Fny(z) =[1— exp(—Az)]". (9.14)

9.3.2 Loi suivie par les variables ordonnées.

Posons nous maintenant le probleme de déterminer la loi F(gy suivie par
la ke variable ordonnée X . Nous allons toujours nous placer dans le cas ou
Péchantillon (Xy,...,X,) est ii.d et suit une loi de fonction de répartition
F(z). Pour cela introduisons la variable aléatoire indicatrice 1x,<z qui vaut 1
si X; < zet0siX; >z Cette variable suit une loi de Bernoulli de parameétre
p qui est égal, par définition, a la probabilité de I’événement {X; < z}, soit:



9.3. LES ECHANTILLONS ORDONNES. 177

p=Pr{X; <z} Onadoncp=F(x)et 1x,<. = B(1, F(z)). Introduisons de
plus la variable aléatoire v qui vaut:

I/IZ]_Xle. (915)
i=1

Cette nouvelle variable compte le nombre de variables X; qui n’ont pas dépassé
le seuil z. Les variables 1x,<, sont indépendantes car elle ne sont fonctions que
des variables X; qui sont elles-mémes indépendantes. En tant que somme de n
variables aléatoires de Bernoulli indépendantes et de méme parametre p, v suit
une loi binomiale d’expression :

Pr{v=r}=C.p"(1-p)" " (9.16)

Pour que I'événement {X ;) < z} soit réalisé, il faut que I'on ait au moins k
variables X; qui soient inférieures ou égales & x. En d’autres termes, il faut que
le nombre v de variables qui n’ont pas dépassé x soit supérieur ou égal a k. Cela
correspond & I’événement {v > k}, qui a pour probabilité:

PI’{I/Zk}Izn:PI'{I/IT’} , (9.17)

r=k

ce qui nous permet, & ’aide de I’équation (9.16), de trouver I’expression cher-
chée :

Fy(e) =Y ChF (2)(1 = Fa))" ™" (9.18)

L’étude des fonctions eulériennes nous permet d’écrire ce résultat sous une autre
forme. En effet on y apprend que:

Zcrrlpr(l - P)n_r = W('n—k)' /Op 'uk_l(l — 'u)n_kdu. (9.19)

r=k

Le second membre de cette égalité s’exprime a 1’aide de la fonction béta incom-
pléte normalisée (voir appendice A) qui par définition est égale a:

I(a,b) = ﬁ/jua_l(l —u)?"du. (9.20)

Nous pouvons alors exprimer la fonction de répartition de X () sous la forme:
F(k)(l‘) = IF(x)(k,n—k—}— 1). (9.21)

Comme le montre I"équation (9.18), Fiy) est un polynome en F(z) de degré n.
Pour calculer I’expression de Fig) il suffit d’avoir a sa disposition une table ou
un programme permettant de calculer la fonction béta incompléte normalisée.
La valeur de z étant connue, on calcule u = F(z) et 'on cherche I, dans la
table. La table 9.1 est extraite d’une table de I, (a,b) pour a = 15 et b = 10.

»Exemple 9.5. Variables uniformes ordonnées. Siles variables aléatoires (U, ... -
U, ) suivent la loi uniforme de fonction de répartition F(u) = u sur [0, 1], les variables
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v 1,(15,10) | v 1,(15,10) | u  L.(15,10)
041 0.0275200 | 0.51 0.1782786 | 0.61 0.5294736
0.42 0.0345998 | 0.52 0.2051618 | 0.62 0.5698155
0.43  0.0430593 | 0.53 0.2343327 | 0.63 0.6097143
0.44 0.0530619 | 0.54 0.2657005 | 0.64 0.6487830
0.45 0.0647690 | 0.55 0.2991267 | 0.65 0.686650
0.46 0.0783350 | 0.56 0.3344253 | 0.66 0.722968
0.47 0.0939020 | 0.57 0.3713639 | 0.67 0.757427
048 0.1115943 | 0.58 0.4096672 | 0.68 0.789758
049 0.1315124 | 0.59 0.4490213 | 0.69 0.819743
0.50 0.1537281 | 0.60 0.4890802 | 0.70 0.847218

TAB. 9.1: Extrait d’une table de la fonction béta incompléte I (a,b) pour des
valeurs de u comprises entre 0.41 et 0.70, pour a=15 et b=10. Voir “Tables
of the incomplete beta-function” éditées par K. Pearson [57]. La présente table
pourrait servir a déterminer la loi suivie par la a = 15¢ variable ordonnée §(15)
d’un échantillon de taillen =a+b—1=24.

ordonnées Uy suivent, d’apres (9.21), une loi de fonction de répartition I, (k,n—k+1).
Les variables ordonnées suivent par conséquent une loi béta :

U(k) = ﬁ(k, n—k+ 1) . (9.22)

Si la variable aléatoire X est continue de fonction de répartition F', on peut toujours
lui associer la variable aléatoire uniforme U = F(X). Cette remarque nous permet
d’exprimer les quantiles z, (x) des variables ordonnées X () d’apres les quantiles de la
loi béta correspondante. L’ordre étant conservé par 'application F', on a: F(Xq k) =
Uq,(k), OU Uq, (k) désigne le quantile d’ordre o de la loi B(k,n —k + 1).

Soit, par exemple, un échantillon (X1, ..., X,) de taille n = 24 et de population pa-
rente exponentielle : F'(z) = 1 —exp(—Az). On désire calculer la médiane x5 (15) de la
15€ variable ordonnée. Par interpolation dans la table 9.1 on trouve ug 5 (15) ~ 0.6027,
d’olt Azg 5,15 = —In(1 - u0,57(15)) =~ 0.9231. Il y a donc une chance sur deux pour
que la 15€¢ parmi 24 variables exponentielles dépasse le seuil = 0.9231A7!.

» Exemple 9.6. Apparition de pannes sur des composants fonctionnant en bat-
terie. Une expérience dépend du bon fonctionnement d’un composant électronique
sujet a des pannes. La durée de vie moyenne 7 de ce composant se trouve étre beau-
coup trop courte par rapport au temps que doit durer ’expérience. Afin d’assurer le
bon déroulement de l’expérience, on installe 5 composants identiques, fonctionnant
en parallele. Pour que ’expérience fonctionne sans interruption, on décide qu’au bout
du temps T ou le 4€ composant tombe en panne, on remplace I’ensemble des compo-
sants. On demande la loi suivie par le temps 7' au bout duquel il faut remplacer les
composants.

La loi qui préside a ’apparition des pannes est, sous des hypothéses assez générales,
la loi exponentielle, de fonction de répartition :

F(ty=1—¢. (9.23)

Dans cette expression A~! est la valeur moyenne de la loi, c’est-a-dire la durée de
vie moyenne d’un composant. Il vient donc 7 = A~!. Soit 7} la variable aléatoire
représentant le temps d’apparition d’'une panne sur le composant numéro 1, et T,
les variables aléatoires T; triées par ordre croissant. Avec ces définitions, T, temps de
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remplacement de I’ensemble des composants, est égal a T(4). La loi suivie par T' a donc
pour fonction de répartition Pr{T" <t} = F4)(t) qui est donnée par I'expression :

Flay(t) = Ir(4,2), (9.24)
dont la forme analytique est donnée par 1’équation (9.20) et vaut :
51 1=t
Figy(t) = m/() u” (1 —u)du (9.25)
=5(1—e /) —4(1—et7)® (9.26)
=1—10e727 4 20e7%/" — 15¢ /7 4 4677 (9.27)

Le graphe de cette fonction est donné par la figure 9.4.

1F
F t //""/
(@(t) P
0.75 -
05 |
0.25 |-
0 | | | | |
0 1 2 4 3 4 5

Fia. 9.4: Fonction de répartition de la lot suivie par le temps au bout duquel
il faut remplacer une batterie de 5 composants fonctionnant en paralléle, quand
on décide de les remplacer lorsque le 4€ composant subit une panne. Sur ce gra-
phique, T est la durée de vie moyenne d’un composant.

9.4 La fonction de répartition empirique.

La fonction de répartition empirique F,, est une approximation de la fonc-
tion de répartition F' de la population parente basée sur I’échantillon (X3, ...,
X, ). Nous donnons ci-dessous la définition de cette fonction réservant pour plus
tard (chapitre 16) la question d’apprécier quantitativement la qualité de cette
approximation.

9.4.1 Une définition « naturelley de F,.

Nous avons vu (équation (5.38), page 72) que la fonction de répartition
pouvait s’interpréter comme espérance mathématique de I'indicatrice des varia-
bles aléatoires X;. On a en effet :

T

F(m):E{lXSx}:/ dF . (9.28)

— 00
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Fia. 9.5: Ezemple d’une réalisation de la fonction de répartition empirique
Fp(z) d’un échantillon normal réduit de taille n = 10. Pour plus de clarté
seuls les 6 premiéres valeurs de l’échantillon ont été identifiées sur l'axe des z.

En remplacant 'opérateur espérance mathématique E{} par la moyenne arith-

métique % Z?Il, on obtient une approximation dite « naturelle» de la fonction

de répartition, soit :

T

1 n
Fo(z) = 521&9 :/ dF, . (9.29)
i=1

— 00

La quantité Fy,(z) est la proportion de variables qui ne dépassent pas la valeur
z. On appelle « fonction de répartition empirique» la fonction F), ainsi définie,
on lui donne parfois aussi le nom de « courbe cumulative ». Cette fonction est
la somme de fonctions «en escaliers » présentant un saut d’amplitude % pour
chaque valeur X; de ’échantillon ( voir figure 9.5).

Pour chaque valeur de z fixée, F,(z) est une variable aléatoire que nous
allons maintenant étudier.

9.4.2 Loi suivie par la variable aléatoire F,(z).

La variable aléatoire Fy,(z) est une variable aléatoire discréte, ne pouvant
prendre que les valeurs 0, %, cey %, ..., 1. La variable aléatoire nF,(z) est éga-
lement une variable discréte & valeurs dans {0,1,...,n}, elle est la somme des
n variables 1x,<;. Ces variables aléatoires indicatrices sont par définition des
variables de Bernoulli et nous avons vu plus haut que leur paramétre p était
égal & F'(x). Elles sont de plus i.i.d car les variables X; sont elles-mémes i.i.d.
La variable nF,(z) est alors la somme de n variables indépendantes de Ber-
noulli de méme paramétre p et suit, par conséquent, la loi binomiale (nF, (z)

est identique & la variable v de I’équation (9.15) ci-dessus ) :

nkFy(z) = B(n, F(x)). (9.30)
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D’oti on tire pour la variable Fj(z):

Pr{Fn(x) = %} = CK(F(2))*(1 - F(z))"* . (9.31)

La variable aléatoire Fj(z) = %B(n, F(z)) possede la moyenne F(z) et la va-
riance £ F'(z)(1 — F(z)), en effet :

n

E{F,(2)} = %E {nF,(z)} = %nF(r) =F(z), (9.32)
Var(Fy, (z)) = n_lz Var(nFy(z)) = %nF(J;)(l — F(2)) = %F(r)(l — F(x)).
(9.33)

9.4.3 Convergence de [, vers F.

D’aprés la loi forte des grands nombres (voir théoréme 7.10, page 118),
la variable aléatoire Fj,(x) en tant que somme de n variables aléatoires i.i.d
converge presque-surement vers sa moyenne lorsque n — co. Les calculs pré-
cédents ont montré que cette moyenne existe pour tout z et vaut F(z), on a
donc:

Ve, Fu(z) 225 F(z). (9.34)

La convergence presque-sure de Fj(z) vers F'(z) en tout x n’assure naturel-
lement pas la convergence uniforme (presque-sure ) de la fonction F, vers F
cependant V. 1. Glivenko et F. P. Cantelli ont pu démontrer le théoréeme suivant :

Théoréme 9.1. (Glivenko-Cantelli, 1933. ) La fonction de répartition empi-
rique Fy, issue d’un échantillon i.i.d (X1,...,X, ) de fonction de répartition F,
converge presque-surement vers F' de facon uniforme en z, lorsque n — oo.
C’est-a-dire :

sup |Fo(z) — Fz)] 22 0. (9.35)

On trouvera la démonstration de ce théoréeme au chapitre 7 §8 de 'ouvrage
de Rényi [62].

La version du théoréme central limite concernant la convergence en loi d’une
variable binomiale vers la loi normale (voir théoréme 7.19, page 123) nous
permet de décrire comment F, () tend vers F'(z) lorsque n — co:

v F(z)(1-F(x))

Lo A0, 1) (9.36)

Ce qui signifie que les écarts a la courbe théorique tendent & se comporter comme
des variables aléatoires normales. La figure 9.4.3 représente une réalisation de
I’écart réduit entre Fy,(z) et F'(x) pour un échantillon de taille 100 extrait d’une
population parente uniforme.

9.5 Statistiques associées a un échantillon.

Comme nous 'avons déja mentionné, une statistique est une fonction des
variables aléatoires composant le n-échantillon. Une statistique est donc elle-
meéme une variable aléatoire et obéit a ce titre une certaine loi. Si elle possede
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2 - _ Fp(u) — F(u)
Y=V (= Flu)
1 [
|
0 Ly |

F1G. 9.6: Ecarts réduits entre la fonction de répartition empirique F,(u) et la
fonction de répartition d’un variable aléatoire uniforme F(u) = u. La fonction
de répartition empirique a été calculée a l'aide d’un échantillon de taille 100.
Pour & donné, les écarts réduits tendent en loi vers une loi normale : N'(0,1). La
fonction aléatoire dont une réalisation est représentée ici est ce que ['on apelle
« un pont brownien».

une densité de probabilité cette derniere peut, en principe, étre calculée d’apres
les régles exposées au chapitre concernant le changement de variable aléatoire.

On distingue habituellement deux types de statistiques: 1) celles qui sont
fonction des variables X; de I’échantillon, 2) celles qu’on appelle « statistiques
d’ordre », et qui sont fonction des variables ordonnées X(;). Nous donnons dans
les sections suivantes les statistiques les plus souvent utilisées, mais auparavant
nous voulons dégager le lien profond qui existe entre les statistiques et la fonction
de répartition empirique.

9.5.1 Les statistiques en tant que fonctionnelles.

Une statistique T est une fonction de ’échantillon, nous la notons 7" =
T(X1,...,Xn), et nous n’envisageons, en régle générale, que des statistiques
fonctions d’échantillons i.i.d.

Considérons a titre d’exemple deux statistiques usuelles : « la moyenne empi-
rique» M et la « médiane empirique» @ 5. Ces statistiques sont définies ainsi :

B R T o
i 5 (Xps) + X)), sin=2p.

D’apres la définition de la fonction de répartition empirique F), et les propriétés
de I'intégrale de Stieltjes on peut redéfinir M en tant que fonctionnelle de F,.
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Cette fonctionnelle s’exprime explicitement a ’aide d’une intégrale :
M= / 2dF, . (9.37)

La statistique Q.5 ne s’exprime pas a ’aide d’une intégrale mais elle n’en est
pas moins une fonctionnelle de F,,, on peut écrire en effet :

min{@ | F,(Q) = %—|— %}, sl n est pair;

Qos =4 2(Qat @), (9.38)
Qa:mln{Q|Fn(Q) = %_ %}a
Qp = min{Q | F(Q) = %-1— %}, sl n est impair.

Une fonctionnelle est une application qui & une fonction fait correspondre un
nombre, soit A cette application, A: F +— z € R, ou F appartient & I’ensemble
des fonctions qui sont des fonctions de répartition. Afin de pouvoir employer
les outils de I’analyse il faut définir des distances dans les espaces de départ
et d’arrivée. L’espace de départ est celui des réels et la distance habituelle est
d(z,y) = |z — y|. Dans ’espace des fonctions il existe plusieurs définitions de la
distance, nous considérons ici la distance de Kolmogorov:

dg(F,G) = sgp|F(r) - G(2)]. (9.39)

Les statistiques M et Qg 5 appartiennent, comme I'immense majorité des sta-
tistiques usuelles, a seulement deux classes suivant la nature de la fonctionnelle
qui les définissent.

— Les statistiques de classe 1. Ce sont les statistiques 7' = A(F,) qui
dépendent explicitement d’une intégrale, soit :

T= h(/g(r) an(a:)) ,

ou g est une fonction mesurable-Borel et A une fonction continue au voisi-
nage du nombre [ g(z) dF,(z). Grossiérement une fonction est mesurable-
Borel si elle est intégrable (une fonction continue est mesurable-Borel ).

— Les statistiques de classe II. Ce sont des statistiques définies a 1’aide
d’une fonctionnelle continue au voisinage du «point» F,. Le voisinage
étant défini, pour les fonctions de répartition, au sens de la distance de
Kolmogorov.

9.5.2 Convergence des statistiques.

Il est clair que la moyenne empirique et la médiane empirique ne seront des
statistiques intéressantes, d’un point de vue pratique, que si elles convergent
respectivement vers la moyenne et vers la médiane de la population parente.

Ce fait est établi facilement pour M al’aide d’une version quelconque de la loi
des grands nombres. La moyenne empirique M est en effet une variable aléatoire
somme de n variables aléatoires indépendantes, et si ces derniéres possédent la
meéme moyenne g alors on sait, d’aprés la version forte due a Kolmogorov de la
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loi des grands nombres (théoréme 7.17, page 120), que M converge presque-si-
rement vers .

Pour la médiane empirique la convergence est une simple conséquence du
théoreme de Glivenko-Cantelli lorsque les variables aléatoires de 1’échantillon
sont continues. Ne considérons pour simplifier que des échantillons de taille
paire, si zg 5 désigne la médiane de la population, on a:

sup|Fy(x) — F(2)] > [Fn(Qos) — F(Qo.s)] 220,

Ea(@05) = F(Qus) = 5+ &~ F(@os)| £330,

F(Qos) 22 ., Qus 22y F'(L) =a0s.

Les démonstrations précédentes sont deux cas particuliers d’'un théoréme
plus général :

Théoréme 9.2. Soit une statistique T = T(X1,...,X,) calculée a partir d’un
échantillon i.i.d de taille n et de population parente admettant F' comme fonc-
tion de répartition. St T est une fonctionnelle de la fonction de répartition
empirique: T = A(Fy,), et si cette fonctionnelle appartient ¢ au moins une des
deux classes précédemment définies, alors T converge presque-sirement vers
A(F) (si cette derniére quantité existe ) :

A(F) < 0o = A(F,) 255 A(F). (9.40)

On trouvera la démonstration de ce théoréme au chapitre 1 §3 de I'ouvrage
de A. Borovkov [11]. Nous définissons maintenant les moments empiriques de
I’échantillon.

9.6 Moments de I’échantillon.

On appelle « moments de [’échantillon» ou « moments échantillonnés » ou
encore « moments empiriques », les statistiques M définies comme moyenne
arithmétique des puissances k des X :

1 n
M;:;Exf, k> 1. (9.41)
i=1

On donne au moment M, le nom de moyenne de ’échantillon ( ou de moyenne
empirique ) et on le note M. On introduit également les moments centrés My
de I’échantillon, qui sont des statistiques définies par :

n

1
My = ~ Z(XZ» - M*, kE>2. (9.42)
=1
Parmi les moments centrés, on distingue M5 la variance de I’échantillon que 1’on
note S’2 et qui vaut donc:

S == (X - M), (9.43)
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On introduit, de plus, la variance empirique modifiée S?, qui est d’une plus
grande importance pratique que S'?, et qui a pour expression :

n

1

5? = X; — M)*. 9.44

P BCERY (944

La moyenne M d’un échantillon (X1, ..., X,) est souvent notée X de facon

a pouvoir la distinguer de la moyenne d’un échantillon différent (Y7,...,Y,)

dont la moyenne empirique sera alors notée Y. La taille de I’échantillon est, si
nécessaire, portée en indice de la statistique considérée, par exemple X, pour
la moyenne empirique ou S? pour la variance empirique modifiée. On note les
réalisations d’une statistique, par la lettre minuscule qui lui correspond, ainsi ©
désigne une réalisation de la moyenne X . Soit :

T= lei. (9.45)

Un probléme de notation. En dépit des régles énoncées ci-dessus, il faut
bien reconnaitre qu’il régne, dans la littérature, une certaine confusion d’écri-
ture et de vocabulaire. Bien souvent on note de la méme facon et on parle de
la méme maniére d’une variable aléatoire et de sa réalisation. Ainsi on dit sou-
vent «échantillon» quand il s’agit en fait d’une de ses réalisations, ou encore
on dit « moyenne empirique» a propos du scalaire T alors qu’on devrait dire
«réalisation de la moyenne empirique X ». Une telle précision dans le vocabu-
laire est quelque peu lourde et 1’on est souvent tenté de commettre ce genre
d’abus de langage. Bien que le contexte dissipe, en général, I’équivoque il est
bon de faire clairement la distinction dans son esprit a défaut de toujours la
trouver dans le texte.

9.6.1 Convergence des moments empiriques.

Les moments M, sont de toute évidence des statistiques de classe I, pour
les moments centrés My il suffit de remarquer qu’ils s’écrivent : M* = f(z —

M)t dF,(z) = [ g(z)dF,(z) avec g(z) = (;l‘ — f]:an(;L‘))k On a donc:

M/ P.s. /
koo i (9.46)
Mk — Mk,

E{|X|*} < co = {
lorsque la taille de I’échantillon tend vers Iinfini. En particulier $'2 223 2 ainsi
que S2. Les fonctions des momemts empiriques convergent aussi vers leur équi-
valents de la population (s’ils existent ). On a, par exemple, pour les coefficients
d’asymétrie et d’aplatissement empiriques :

M3 p.s. ]\44
—=5 N,

p.s.
M§/2 -3 —— v, (947)

ol 71 et yo désignent les coefficients d’asymétrie et d’aplatissement de la popu-
lation parente.

Le théoréme central limite s’applique si les variables aléatoires X* possédent
une variance. On a: Var(X*) = E{(X* —E{X*})?} = p), —pu'2, alors la variance
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des X* existe si la population parente posséde des moments jusqu’a l'ordre 2k,
dans ces conditions on a:
My = _ My —

loi
= =5 N(0,1). 9.48
Var(X*)z  Var(M])? A1) (6.48)

{1 X%} < 00 = Vit

On a également :

My, — ol
B{|X|%#} < 0o = —2HE 1oL ar(g 1) (9.49)
Var(My )=

9.6.2 Caractéristiques numériques des moments empiri-
ques.

Espérance et variance de la moyenne empirique. Nous avons déja trouvé

ces quantités a titre d’exemple ( voir page 77 ). Rappelons ici les résultats. L opé-

rateur espérance mathématique étant linéaire on a immédiatement, & condition
que la moyenne p de la population existe :

E{M}=yp. (9.50)

Pour la variance de la moyenne empirique on a (sous réserve d’existence de la
variance o de la population):

Var(M) = ; (9.51)

Espérance et variance de la variance empirique. On démontre que ’es-
. . 2 . ;
pérance et la variance de S’” sont données par les expressions :

B{S) = (1 - ), (9.52)

_ 2 2 -9 2 -3 2
Var(s'?) = HaTH (K4 ! M) | Ha Sus. (9.53)
n n n

Espérance variance et covariance des moments empiriques.

On démontre également les résultats suivants (voir Kendall & Stuart [40]
chap. 10.4 et 10.5). Sous réserve d’existence des moments de la population pa-
rente apparaissant dans les expressions ci-dessous, les espérances, les variances
et les covariances des moments empiriques sont données par les formules:

B{M) = (954
1
Var(M,f) = ;(”/21" - )uer) ) (955)
1
COV(Mé: M;) = ;(:u:]+r - )ulq,ui“) ) (956)
E{M,} = pr + O(n_%) , (9.57)
1
Var(My) = —(par — 7 + r*pspr g = 20pir—1pirn) + O(n77), (9.58)

1
Cov (Mg, My) = —(Hr4q = Hriq +Tqp2ftr—1Hg—1 = THr—1flg+1 = Qr+1Hq-1)
+0(n™?) (9.59)
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Il faut remarquer que les variances de M, et de M/ ne sont finies que lorsque la
loi posséde des moments jusqu’a 'ordre 2r.

9.7 Statistiques d’ordre.

Une statistique d’ordre est une statistique calculée & partir de 1’échantillon
ordonné, c’est donc une fonction des variables X ;). La variable X(;) elle-meéme
est une statistique d’ordre mais il en existe bien d’autres, nous en donnons et
rappelons quelques unes ci-dessous.

Le rang R,, est une statistique d’ordre égale a la place qu’occupe X,,
dans 1’échantillon ordonné. Si, par exemple, on a observé: (z4 < 23 <
s < x1 < z3), le rang de X3 est alors égal & 2 pour cette réalisation

(7’3:2).

La fréquence empirique N, (z) est égale au nombre de variables de
I’échantillon qui sont inférieures ou égales a4 un & donné. D’apres la défini-
tion de la fonction de répartition empirique ce nombre est égal & nF,(z),
c’est une variable binomiale de paramétre p = F(z):

Ny (z) = B(n, F(z)) . (9.60)

Les valeurs extrémes. Les variables aléatoires X(1) et X(,) issues d’un
échantillon de taille n sont des statistiques dites des extrémes. Il s’agit ici
respectivement du minimum et du maximum de 1’échantillon :

Xy =min(Xy,..., Xp), Xy =max(Xy,..., X,). (9.61)

Le point milieu est le point a égale distance des valeurs extrémes :
P = (X + X)) (9.62)

Les étendues F,, de I’échantillon sont des statistiques définies par :
Em = Xtnems1) — X(m) - (9.63)

On réserve quelquefois le nom d’empan a la statistique Eq, c’est-a-dire a
la portion de ’axe des z comprise entre la plus grande et la plus petite
valeur de I’échantillon.

Les écarts et les écarts minimaux. Un écart A;; est une statistique
égale a X(;) — X(;). Un écart minimal d’ordre r est égal a:

Ay = min A;;, r<n-1. (9.64)

|j—il=r

Parmi ceux-ci on distingue A, qui peut servir a approximer le mode de
la population parente.

La médiane est un point g 5 sur I’axe des réalisations (axe des z) ou il
y a autant de valeurs X; qui lui sont strictement inférieures que de valeurs
qui lui sont strictement supérieures. Avec cette définition, la valeur de la
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médiane (Jg 5 dépend de la parité de I’échantillon. Si I’échantillon est de
taille impaire n = 2p + 1 on aura de facon unique Qo5 = X(,41). En
revanche, si I’échantillon est de taille paire n = 2p, la médiane n’est pas
définie de fagon univoque; en effet tout point entre X,y et X(, 1) satisfait
a4 la définition, et, par convention on prendra Qg5 = %(X(pﬂ) + X(p))-
Résumons cette définition par la formule suivante :

Xip+1 sin=2p+1,
Qo.sz{ oy (9.65)

%(X(p-}—l) =+ X(p)) sin= 2p.

— Les quantiles de I’échantillon. Un quantile @, , d’un n-échantillon est
défini par la variable aléatoire X(,_|na)), ol [na| désigne la partie en-
tiere de na. Le quantile @, , est, avec cette définition, la variable ordonnée
X(iy pour laquelle on a au plus 100a% de I’échantillon ayant une valeur
strictement supérieure a X(;. Rappelons que le quantile z, d’une po-
pulation de loi F'(z), est défini par I’équation F(z,) = 1 — . Si F est
continue, ce que nous supposerons, &, est trouvé comme solution unique
de 2o = F71(1 - a).

»Exemple 9.7. Quantile d’un échantillon de petite taille. Soit un échantillon
ordonné de taille 5. L’indice du quantile d’ordre 0.25 est égal a 5 — [0.25 x 5] =4, et
donc Qo255 = X(4). Considérons les 5 nombres issus d’une loi normale réduite :

2y = —0.576, z() = —0.408, (s =0.520, w4 =0.621, z( =0.872.
Avec notre définition on a Qg.25 = 0.621.

Il existe bien d’autres statistiques basées sur les variables ordonnées. Toutes,
comme celles que nous venons de voir, sont d’une extréme importance, en par-
ticulier dans les théories de l’estimation non paramétrique et de ’estimation

fiable.

9.8 Exercices et problemes.

Exercice 9.1. Loi du minimum. Trouver la fonction de répartition du minimum
X(1) d’'un échantillon de taille n, en effectuant d’abord le changement de variable
Yy = —z puis £ = —y.

Exercice 9.2. Fonction de répartition de la plus petite et de la plus grande
variable aléatoire d’un couple. Soit un couple de variables aléatoires (X, Y) de fonc-
tion de répartition F(z,y) et de densité f(z,y). Trouver I'expression de la fonction de
répartition et de la densité de probabilité des variables aléatoires U = min(X,Y") et
V = max(X,Y) dans le cas général ou les variables X et Y sont dépendantes.

Donner ces expressions dans le cas ou X et Y sont indépendantes et dans le cas
ou les lois marginales du couple sont identiques. Vérifier que ce dernier résultat est
compatible avec les formules (9.12a) et (9.12b).

Exercice 9.3. Variables uniformes. Soit (X1,...,X,) un échantillon i.i.d de po-
pulation parente uniforme sur [0, 1]. Montrer que les moyennes des variables ordonnées
partagent lintervalle [0, 1] en n + 1 intervalles égaux, c’est-a-dire que:

k
n4+1"

E{Xum}=
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Soit X(,) la valeur maximum de I’échantillon, montrer que sa variance est égale a:

n

Vo) = G pmr)

Montrer que la variable aléatoire n(X(,) —1) converge en loi, lorsque n — oo, vers une
variable aléatoire Y qui suit une loi de Weibull de fonction de répartition G2 1(y) telle
que:

DXy 1) D5 Y, Pr{Y <y} = Gan(y) = {6 Sy <O
1, siy>0.

Note : Ce résultat est un cas particulier d’un théoréme général qui établit ’existence
de deuxr nombres a, et b, tels que la variable aléatoire an(X(n) — bn) tend en loi vers
une variable aléatoire dont la fonction de répartition appartient ¢ seulement trois types
(voir Fisher & Tippett (1928) [24] et Gnedenko (1943) [26] voir aussi Kendall & Stuart

[40] chap 14.13-14.18).

Exercice 9.4. La courbe de Quetelet. Ramassez, un jour d’automne, une poignée
de feuilles de saule tombées de 'arbre. Rejettez les feuilles « anormales » ( celles qui
sont abimées, tordues...) et triez celles qui restent par ordre de taille croissante en
les disposant les unes a coté des autres. Si toutes les extrémités sont alignées d’un
cOté, que représente la courbe formée par les autres extrémités? (van der Waerden
§15 [69].)

Exercice 9.5. Fonction de vraisemblance d’un échantillon uniforme. La popu-
lation parente d’un échantillon i.i.d de taille n: (Xi,..., X,) est la loi uniforme entre
Oet 6 (Xi=U(0,0)). Le parameétre 8 est inconnu.

Donner I'expression de la fonction de vraisemblance de cet échantillon et tracer
son graphe en fonction de ¢ pour une réalisation de 1’échantillon que ’on simulera a
l’aide d’un programme.

Méme question mais pour des X; suivant la loi de Cauchy.

Probléme 9.6. Détermination de la distance des galaxries en fonction de la
taille apparente des régions HII. On propose d’estimer la distance d’une galaxie en
fonction du diamétre angulaire de la 3€ plus grande région HII visible. Déterminer la
loi de la distance ainsi trouvée, étudier en particulier la sensibilité de la loi au nombre
total de régions HII et aux parametres de la loi donnant la distribution des diamétres
réels. Dire enfin s’il ne vaudrait pas mieux déterminer la distance des galaxies a partir
de la 5¢, de la 2€ | ou de tout autre rang du diametre de la région HII. On consultera
au préalable D’article de Hodge (1983) [32].
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Chapitre 10

Echantillons issus d’une
population normale.

Nous ne considérerons dans ce chapitre que des n-échantillons i.i.d extraits
d’une population parente normale. Le cas normal bénéficie déja d’une position
privilégiée grace au théoréeme central limite, mais en outre, on peut déterminer
les lois exactes suivies par la moyenne empirique X,, la variance empirique
S2 et on peut montrer que ces deux variables aléatoires sont indépendantes.
Ces propriétés, d’une grande importance pratique, constituent le théoréme de
Fisher.

Nous rappelons tout d’abord quelques résultats concernant les caractéris-
tique numériques de la moyenne et de la variance empirique.

Espérance et variance de la moyenne empirique. La moyenne empirique,
X, d’un échantillon extrait d’une population quelconque de moyenne p possede
une espérance égale a cette moyenne:

E{X,}=u. (10.1)

De plus si I’échantillon est i.i.d la loi forte des grands nombres nous dit que X,
converge presque-sirement vers u et si la variance ¢? de la population parente
existe on a:

0.2

Var(X,) = —. (10.2)

Espérance et variance de la variance empirique. Dans le cas ol les X
suivent une loi normale, on a ps = 02, pg = 30 et il vient :

E{S"?} = ¢*(1 - %) , (10.3)

2001 (10.4)

n n

Var(S?) =
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Pour la variance modifiée S? = nS’?/(n — 1) on a:
E{S?} = o2, (10.5)

204

n—1"

Var(S?) = (10.6)

Nous verrons plus loin qu’une des conséquences du théoréeme de Fisher est que:
Cov(X,,S*) =0. (10.7)

En ce qui concerne la convergence en loi de la moyenne et de la variance
empiriques, le théoréme central limite nous fournit un résultat asymptotique
mais celui de Fisher nous donne beaucoup mieux, il nous donne des expressions
exactes pour tout n.

10.1 Le théoréme de Fisher.

Théoréme 10.1. (Fisher. ) Si un n-échantillon i.i.d (X1, ..., X, ) est issu d’une
loi normale de moyenne pu et de variance o2, alors:

1. la moyenne empirique X, suit une loi normale de moyenne p et de va-
riance o /n.

2. la statistique (n — 1)S2%/o? suit une loi du x? @ n— 1 degrés de liberté.

3. la moyenne empirique X, et la variance empirique S2 sont des variables
aléatoires indépendantes.

La démonstration de ce résultat remarquable va occuper les trois prochaines
sections.

10.1.1 Loi suivie par la moyenne X, d’un échantillon nor-
mal.

Nous noterons donc X, la moyenne du n-échantillon i.i.d: (X1,...,Xn) de
population parente normale X; = A(u, 0%). Son expression X, = %Z?zl X;
nous montre que cette variable aléatoire est la somme de n variables aléa-
toires normales, indépendantes. La loi suivie par X, est donc également une
loi normale, de moyenne E{X,} = u et de variance Var(X,) = ¢%/n. On a:

X, = N(p,a%/n), ou encore en réduisant la variable X, :

Xo—p_ N(0,1). (10.8)

o

Vn

Nous savions d’aprés le théoréeme central limite que le membre de gauche de
I’équation précédente devait tendre en loi vers A(0,1) mais ici, dans le cas
particulier d’une population parente normale, il est égal & la loi A'(0,1).
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10.1.2 Loi suivie par la variance modifiée S? d’un échan-
tillon normal.

Nous prendrons S2 comme définition de la variance de 1’échantillon, son
expression est :

S2 = ! Xn:(xi—yn)% (10.9)

n— 14
=1

s nil[;:xf - %(gxﬂ , (10.10)

cette écriture met en évidence que S2 est la somme de variables aléatoires dépen-
dantes. Introduisons les variables réduites X! = (X; — u)/o, elles sont indépen-
dantes et suivent une loi normale réduite : X/ = A(0, 1). Portons ces nouvelles
variables dans I’équation (10.10). Il vient:

s o n n
S2 = n"_ - [;Xf - %(;X’ﬂ . (10.11)

Cherchons a déterminer la fonction de répartition de I’expression entre crochets,

et en anticipant un peu la notation sur le résultat, posons :

XZIXH:XZ{Z—%(XH:X;)ZI(”_U%' (1012)
i=1 i=1

Les variables aléatoires X, étant indépendantes, leur densité de probabilité con-
jointe f, est égale au produit de leurs densités. Il vient :

—_

fn(r'l,,r;):H QTexp(—ir 2),
i=1 !
— ! Ay e
S
i=1

La fonction de répartition F' de la variable aléatoire x?, F(u) = Pr {XZ < u},
u > 0, s’obtient comme fonction de répartition conditionnelle des X :

F(u)://fn(mll,,r;)dr'ld,r; (10.13)
x?<u

La constante de normalisation s’obtient en intégrant f, sur tout R”, elle est
donc égale & 1. Le bord du domaine d’intégration a pour équation x? = wu.
C’est une forme quadratique homogéne d’équation u = ) 1‘;-2 — %(Z zt)?. Cette
forme quadratique est, nous allons le voir, ’équation d’un hyper-cylindre dans

R™. La matrice caractéristique G de la forme quadratique u a pour éléments

gi; = %@Zju = J;; — ujuy, ou J;; est le symbole de Kronecker, et les u; les
1 1 . . ,
composantes du vecteur w = (n~2,...,n~2). Dans R3 la matrice G serait égale

a l’expression suivante :

Il
|
tolbs ol tolms

(10.14)

Wi Wl Wi

Wl Wiy Wl
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Ecrivons G sous forme matricielle. On a G = I —uu’, avec u'u = 1. La matrice

G est un projecteur, qui projette R” sur un sous-espace de dimension n — 1 le
long de la direction indiquée par le vecteur w. En tant que projecteur on a
G? = G et ses valeurs propres sont 0 ou 1. La valeur propre A; = 0 correspond
au vecteur propre u, et la valeur propre 1 correspond & un sous-espace propre,
dont la dimension est donnée par la trace de la matrice qui est ici égale a n— 1.
Effectuons un changement de variables unitaire (une rotation) ot les nouvelles
coordonnées y; sont telles que axe des y; correspond au vecteur . Dans cette
nouvelle base, la matrice G prend sa forme diagonale G = diag(0,1,...,1) il
s’ensuit que la forme quadratique (10.12) et 1’équation du bord du domaine
d’intégration s’écrivent :

X2:zn:)\i}/izzzn:}/i2’ u:Zn:y?. (1015)
i=1 i=2 i=2

La derniére équation est bien celle d’un cylindre de section circulaire et ayant
pour axe: ’axe des y;. La figure 10.1 donne une interprétation géométrique du
calcul du x2.

Evaluons maintenant 'intégrale (10.13), en remplagant f,, par sa valeur ex-
primée avec les nouvelles variables, comme il s’agit d’un changement de variables
unitaire, le jacobien est égal & un. Il vient, en extrayant de f,, la dépendance
par rapport a la premiére variable :

n

F(u) = (271')_%1/~-~/\/12_7rexp(—%yf) exp(—%ny) dyy - - -dy, .

=2

x?<u

Comme d’apres ’équation (10.15) u ne dépend pas de y;, on peut intégrer y;
de —00 a oo, et 1l ne plus reste plus qu’a évaluer :

P = (o2 [ foxp(< Yaf) v

x*<u

Cette derniere équation est la fonction de répartition de la somme des carrés
de n — 1 variables aléatoires normales réduites indépendantes x* = >\, Y;?, ce
qui suffit & montrer, d’aprés les résultats du chapitre 6.3.9 ( page 101), que x?
suit une loi du x? & n — 1 degrés de liberté. On a alors:

F(u) #/0“ e_%<%)n7_l_ldt. (10.16)

- ar(z5t)
La variable aléatoire xy? = (n — 1)52% /o2 admet donc la densité de probabilité:

flu) = me—% (g) =, >0, (10.17)

La loi du x2_, a pour moyenne n — 1 et pour variance 2(n — 1). 1l vient donc:

2

E{(n—l)i—é}:n—l, Var((n—l)s—") =2(n—1), (10.18)

o2
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/M
gl
AN

Fia. 10.1: Domaine d’intégration pour le calcul de la fonction de répartition de
la variance empirique S%, par Uintermédiaire de x*> = (n—1)S?/o?. Le domaine
d’intégration est un cylindre de rayon /u, qui est ici, dans R?, réduit a deux
droites paralléles a la 17¢ bissectrice des axes. On a Pr {x2 < u} = F(u), qui
est une loi du x* @ n — 1 degrés de liberté (ici n = 2). Le point X' représente
une issue quelconque du couple de variables aléatoires indépendantes réduites
et centrées: (X, X4). On montre que la variable x* est égale au carré de la
distance du point X' a l'aze du cylindre. Le segment de droite M H, est égal
a la variable \/n(X, — p)/o qui suit une loi normale réduite. Le produit par

vn — 1 de la cotangente de l’angle X'MT suit la loi de Student. Ce résultat se
généralise a R™.

ce qui nous permet de retrouver 1’espérance et la variance de la variance de

I’échantillon modifiée S2 :

204

n—1

E{S.} =¢® Var(S))= (10.19)

: : : 2 _ 2 /0
A partir de ces expressions on trouve pour la variance S7 = (n — 1)S; /n:

1 | ~1 |
E{S}} = HTU2, Var(S)?) = 2"n—2a4. (10.20)
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10.1.3 Indépendance de X, et SZ.

__ Calculons la fonction de répartition conjointe des deux variables aléatoires
Y, =n(Xn—p)/oet x? = (n—1)52/0% Elle s'obtient comme fonction de
répartition conditionnelle dans R™, calculée a partir de la densité f,, de I’expres-

sion (10.13):

F(u,v)=F(2)],...,2/|x* <u, Y, <v), (10.21)

Fu,v) = //fn(l‘ll,,l‘;)dllldl‘;, (10.22)

X?<u, ¥, <v

avec le méme changement de variable unitaire qu’au paragraphe précédent, ou,
de méme que les produits scalaires, les formes quadratiques x? et u restent
invariantes. La borne d’intégration :

— 1<
b=V ==Y 2l 10.2
v \/ﬁn i_ll“ (10.23)

est le produit scalaire des vecteurs v = (1/y/n,...,1/y/n)-(z},...,2}), qui dans
la transformation deviennent v = (1,0,...,0) - (y1,¥2, ..., Yn) = y1, ot v = y;.
Remplagons ce résultat dans (10.22), il vient:

Fu,v) = (2#)_%/ e 3 dy1/~-~/e_%x2 dys - - - dyy, . (10.24)

x*<u

Cette intégrale se présente bien sous la forme du produit des deux fonctions de
répartition des variables Y, et x2:

F(u,v) = Fy (v)Fyz(u), (10.25)

ce qui démontre que les variables \/n(X, — p)/o et (n — 1)S2/o? sont indé-
pendantes, et que par conséquent X, et S2 le sont également. Cela termine la
démonstration du théoréme de Fisher. Notons que sur la figure 10.1, la variable
Y = /n(X, — p)/o est égale & la longueur du segment de droite M H comptée
sur 1’axe du cylindre.

10.2 La loi de « Student ».

Nous savons maintenant que (n—1)S2 /o2 et X, sont des variables aléatoires
indépendantes suivant respectivement une loi du x2_; a n — 1 degrés de liberté
et une loi normale de moyenne p et de variance o?/n. La loi de S2 dépend du
paramétre o2 que S2 prétend estimer, ce qui n’est pas surprenant, mais la loi
de X, dépend de deux parameétres: u, que X, veut estimer mais aussi de o2, ce
qui est une difficulté. Dans la pratique, on peut tenter d’approximer la variable
réduite \/n(X, — p)/o qui suit la loi normale réduite, par la variable aléatoire
T, ou l'on remplace o par S, = \/ﬁ, soit donc :

X, — 1

T, =+/n g

(10.26)
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Pour résoudre le probléme de I’estimation de g il faut calculer la loi suivie par
Ty, et c’est ce calcul qui constitue le célébre travail de « Student!». Tentons
d’exprimer T}, en fonction de variables obéissant a des lois connues :

X, —
R

X, —
:\/ﬁi'u
o

(v ( s

Avec les notations précédentes on a:

| ¥

T, =+vn—1 (10.27)

La loi de T, apparait alors comme le produit par v/n — 1 du quotient d’une
variable aléatoire suivant la loi normale réduite par la racine carrée d’une varia-
ble aléatoire suivant la loi du X?L 1- On cherche laloide T}, c’est-a-dire Fr,_(t) =
Pr {T,, < t}; les variables Y,, et x? étant indépendantes, cette probabilité est
calculée a partir du produit des densités de Y,, et de x2. Il vient :

1 1,2 1 u nT_l_l _ly

T, <t

C’est cette intégrale qu’il faut calculer afin de résoudre notre probléme. Posons
f =n — 1, I'intégrale s’écrit alors:

2= 1,2 1
Fr (1) = ﬁ // e~ FY yE 1 5u dudy . (10.29)
2

Flu<t

Posons a égal a la constante située hors de l'intégrale, et en remarquant que le
domaine d’intégration est borné par u > 0 et y = ty/u/f, on obtient :

T, —a/ du/ —50yE e du gy (10.30)
Effectuons le changement de variable = y+/f/u. 1l vient:
__u I_1 _ 1y
EX du 7 uz" e 2% dx,
du/ uf—lem3ull+sr - de ,
\F/
@ I 1 =2
=— d:l:/ uz lem 2T ) gy
\/7\/;00 0

1. Voir “On the probable error of mean”, Student (1908) [68].
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Fia. 10.2: Représentation graphique d’un échantillon normal 2D de taille 100.
La population parente normale est de moyenne nulle, 1 = ps = 0, de variances
unité o? = 03 = 1 et de coefficient de corrélation p = 0.5.

On a pu inverser 'ordre des intégrations car l'intégrale double (10.28) existe.
Sachant que fooo u’~le=#% du = u=“T'(v) pour u > 0 et v > 0, il vient:

o= [ a2 ().

On trouve finalement la fonction de répartition de 7;,, en remplagant la constante
« par sa valeur :

\/ﬁ%;(f;)/_oo dz (1+ ?)_T, (10.31)

et sa densité de probabilité :

r(4t 2\~
fr. () = w(—Tuz)O + —) : (10.32)

ce qui montre que la variable aléatoire 7, suit une loi de Student & f = n —1
degrés de liberté.

10.3 Echantillons issus d’une loi normale 2D.

Nous étudions maintenant un n-échantillon ((X1, Y1), ..., (Xn,Y,)) formé de
couples de variables aléatoires (X,Y’) suivant la loi normale 2D. Il est pratique
de représenter, comme sur la figure 10.2, une réalisation de cet échantillon par
des points répartis sur un plan. Nous supposons toujours que les couples (X;,Y;)
sont indépendants (échantillon i.i.d) mais, en revanche, les variables X; et Y;
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ne sont pas nécessairement indépendantes. La densité de la loi normale 2D est
donnée par I’expression :

(a0 1 o
x,y) = 1 €Xp\—
Yy 271-0102(1—[)2)5 p 2(1—p2)
b L 2 M - - - 2
[(@ m)? e m)ly=p) | W) [} (033)
o? 0109 03
de sorte que la densité du n-échantillon pour la réalisation ((z1,41), - - -, (Zn, Yn)),

est donnée par ’expression :

1 1
f(rla Yi, .., Tn, yn) - (271_0_10.2)71(1 _ pQ)% exp{_Q(l _ p2)
) = 2 ) + 5 Y- ]}
o i=1 102 3 i=1

(10.34)

On définit, a I'aide des moments échantillonnés de la loi 2D, les cing statistiques
suivantes :

— 1< — 1<
X_E;Xi, Y_E;YZ», (10.35)
1< — 1< —
2 _ L L 2 12 _ V2 :
S _”izl(XZ X)?, S ng(y Y)?, (10.36)
Ly (X = X)(Yi - Y)
= n L=l ! . 10.:
R 53 (10.37)

La fonction de répartition F5 de ces cinq variables aléatoires X,Y, S}, 54, R est

trouvée par intégration de f, sur le domaine D : {X <Z,Y <73, 5] <s],5, <
! .

525 R S T’} .

F5(f,y,8/1,8"2,7’):// fn(rlaylaaxnayn)drldyldajndyn (1038)
D

L’intégration se conduit de facon analogue a celle exposée dans le théoreme de
Fisher, par diagonalisation des formes quadratiques entrant dans f,. Le méme
Fisher (1915) [22] a donné I’expression de la densité f5 et il a montré qu’elle
pouvait étre séparée en deux expressions indépendantes: dFs = dF,,dF,, avec:

dFy(Z,7) = amoroa(l— p?)3 exp{—m
(@ —m)* QP(E — 1) (¥ — p2) 4 (¥ - 52)2} } dzdy, (10.39a)

2
2 0109 9

n"‘ls’ln_zs’zn_2(1 - rz)%("_‘l)
rol o3 (1 )50 _2)
n 5’12 rs)sh
ol o

dF, (s}, sy, 1) =

+ ﬁ} } dsidshdr. (10.39b)
3
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Cette factorisation montre que le couple (X, Y) d’une part, et le triplet (S, S, R)
d’autre part, sont indépendants. De plus, I’équation (10.39a) nous dit que le
couple XY suit une loi normale 2D de moyenne p, s et de matrice des vari-
ances-covariances :

R T
n n
V= : (10.40)
0109 0'%
p —_=
n n

Le couple X,Y suit donc la méme loi que la population parente : il possede la
méme moyenne, le méme coefficient de corrélation, mais ses variances o2 /n, 02 /n
sont différentes ; elles tendent d’ailleurs vers 0 quand n tend vers 'infini. Les lois
marginales de la loi normale 2D étant normales, X suit donc une loi normale
de moyenne p; et de variance o/n et Y une loi normale de moyenne s et de
variance o2 /n.

Pour obtenir la loi du coefficient de corrélation empirique R, il suffit d’inté-
grer dF, par rapport a s} et s} de zéro a I'infini. Nous reviendrons sur cette loi
au chapitre 17.1.2 page 300.

10.4 Exercices et problemes.

Exercice 10.1. Théoréme de Fisher. Le but de cet exercice est de démontrer
d’une autre fagon la 3¢ partie du théoréme de Fisher établissant I'indépendance de X,
et S2.
Soit un échantillon i.i.d issu de la loi normale N(y, 02), on sait que la moyenne
empirique X, suit une loi A (y, %2)
1. Démontrer que la variable aléatoire X; — X,, suit une loi normale de moyenne
nulle et de variance (n — 1)0?/n, c’est-a-dire que:

Xi—Xn=N(0,2510%).

2. Montrer que Cov(yn,X.' — Yn) = 0 et en déduire que les variables aléatoires
Xy et X; — X, sont indépendantes.

3. Finalement en déduire que X, et S2 sont indépendantes.
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Chapitre 11

L’estimation ponctuelle.

Les statistiques g(X1,..., X,) peuvent servir & approximer les parametres
inconnus des populations parentes. On appellera « estimateur » une statistique
dont I'objectif consiste effectivement a estimer un de ces parametres. Soit 6 un
tel parameétre : on notera 0, un estimateur de @ construit & 1’aide d’un échantil-
lon de taille n, et on appellera « estimation » une réalisation d’un estimateur. Il
est traditionnel de noter avec le méme symbole I’estimateur et ’estimation qui
en résulte. Ainsi, quand on dira ’estimateur én, il faudra entendre la statistique

0,(X1,...,X,), et quand on dira ’estimation 6,, il faudra entendre la réa-
lisation én(ajl, ..., Zy). Un estimateur est une variable aléatoire, alors qu’une
estimation est un nombre. On peut dire aussi, en termes plus imagés, qu’un
estimateur est une «facon de faire», alors qu’une estimation en est le résultat.

Par exemple, la moyenne arithmétique de I’échantillon (X71,...,X,) est un

estimateur de la moyenne p de la population parente :

. 1

fn =M = _EXZ" (11.1)
qui conduit & ’estimation:

fn =m= — z;. (11.2)

Il est pratique d’élargir le cadre de I’estimation de # par 0 A celui de Desti-
mation d’une fonction ¢t = 7(#) par une statistique notée T', ou T}, lorsque la
référence a la taille de 1’échantillon s’avere nécessaire.

Pour étre utiles, ces estimateurs doivent satisfaire un certain nombre de
propriétés que nous allons définir ci-dessous.

11.1 La convergence.

On dit qu’un estimateur est convergent lorsque, la taille de I’échantillon ten-
dant vers l'infini, il converge en probabilité vers la valeur qu’il prétend estimer,
c’est-a~dire quand :

Ve > 0, nler;oPr{|€An—9| 26}:0. (11.3)
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Plus généralement T est un estimateur convergent de 7(f) si:
Ve>0, lim Pr{|T, —7(0)]>¢}=0. (11.4)
n— o0

La propriété de convergence est absolument requise. Il n’est pas d’estimateur
utile qui ne soit convergent.

11.1.1 Convergence de la moyenne et de la variance em-
pirique.

Si une population posséde une moyenne g et une variance o2, alors la
moyenne empirique M et la variance empirique S? d’un échantillon i.i.d issu
de cette population sont des estimateurs convergents de p et o2. Ce résultat est
un des aspects de la loi des grands nombres étudiée au chapitre 7, donnons-en
ici une démonstration pour la moyenne M.

D’aprées I'inégalité de Bienaymé-Tchébychev on a:

M — E{M}
Pr{ Var(M)1/2

1
Zk} <3 (11.5)

Cette inégalité signifie que la variable aléatoire M ne s’écarte de sa moyenne

de plus que k fois son écart type qu’avec une probabilité inférieure & 1/k%. Par

ailleurs, nous avons déja démontré que E{M} = u et que Var(M) = ¢?/n, voir

page 77, d’ott il résulte que ces quantités existent si u et o2 existent, il s’ensuit
M—p

P >k < —
r{ e }—kz
o 1
Pr{|M—,u|Zk—}§ on pose €==kF

—_

BA

/n PEx

o2

Pr{|[M—p|>et < —
ne

Cette derniere quantité tend vers 0 quand n — oo, ce qui montre que M est
bien un estimateur convergent de .

11.2 L’absence de biais.

On définit le biais b d’un estimateur 0, de § comme étant égal a la diffé-
rence entre ’espérance mathématique de 'estimateur et le parametre qu’il veut
estimer, soit :

b(0,,60) =E{0,} —0 (11.6)

Quand la confusion n’est pas possible on notera le biais simplement b, (6). On
dit qu’un estimateur est « non-biaisé» ou « absolument correct» si b,(6) = 0,
c’est-a-dire si:

E{0,} =0 ou E{T,}=r(0). (11.7)

»Exemple 11.1. La moyenne empirique M et la variance modifiée S? sont des
estimateurs non-biaisés de la moyenne u et de la variance 2 de la population parente
(a condition toutefois que ces paramétres existent ).
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Si le biais tend vers 0 quand n tend vers 'infini, ’estimateur 0, est alors dit
« asymptotiquement correct». Un estimateur convergent est toujours asympto-
tiquement correct.

11.2.1 Biais de la variance d’un échantillon 1.i.d.

Si la moyenne de la population est connue, la variance de 1’échantillon est
absolument correcte ; mais si on estime la moyenne de la population par la
moyenne de I’échantillon, la variance de 1’échantillon est seulement asympto-
tiquement correcte. Nous avons déja mentionné ce fait (voir équation (9.52),
page 186), démontrons-le ici de fagon directe. La variance de 1’échantillon est
définie par:

1 n
S? = gZ(XZ-—M)Q, (11.8)
i=1
avec comme d’habitude M = % Z?zl X;. D’apres la définition de la fonction de
répartition empirique Fy,, il vient :

M:/a:an et 5’2:/(:1:—M)2an.

Appliquons le théoréeme de Huygens a la deuxieme intégrale en considérant
I’écart quadratique moyen autour de p, il vient :

5= [(e = dFa— (u— 27",

L’intégrale restante est la variance de I’échantillon par rapport & la moyenne de
la population parente, pour un échantillon i.i.d cet estimateur est non-biaisé.
Calculons & présent ’espérance mathématique de ’expression ci-dessus, en no-
tant que pour un échantillon i.i.d E{M} = p, il vient:

B{5") = E{/@r —W2dE,) — B{(u— M)?},

=o? —E{(M — E{M})*} = ¢? — Var(M),

On a ainsi obtenu ’espérance de la variance S'? de I’échantillon :

2y _ 2 ‘7_2
E{S”“}=¢ . (11.9)
n

Cette derniére équation montre que S’? est un estimateur biaisé de ¢?; son
biais vaut b, (0?) = E{S"?} —¢? = —0?/n. La variance de ’échantillon est donc
systématiquement plus petite que la variance de la population.

Ce résultat était prévisible puisque M est le centre de gravité de 1’échantillon,
et que la variance S’2 de I’échantillon en est le moment d’inertie par rapport & M.
Or on sait, toujours d’apres le théoreme de Huygens,que le moment d’inertie est
minimum lorsqu’il est calculé par rapport au centre de gravité. La vraie variance
o?, qui est le monment d’inertie de I’échantillon par rapport & y, ne peut étre
que plus petite que S’2.
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Convergent non—Biaise. Convergent Biaise.
9 ]
non—Convergent non—Biaise. non—Convergent Biaise.

FiG. 11.1: Hlustration de l'indépendance entre convergence et absence de biais.
On a représenté l'évolution des densités de probabilité de j estimateurs hy-
pothétiques du paramétre 0. Les densités de probabilité ont été normalisées ar-
bitrairement.

11.2.2 Convergence et absence de biais.

Convergence et absence de biais sont des propriétés indépendantes. Ce fait
est mis en évidence par la figure 11.1, oli I’évolution de la densité de probabilité
de quatre estimateurs hypothétiques 0, est représentée en fonction de la taille
de I’échantillon n.

La propriété de convergence est plus importante que celle d’absence de biais ;
il existe d’ailleurs des moyens plus ou moins faciles 4 mettre en ceuvre pour
corriger du biais, ceux-ci vont faire I’objet du chapitre suivant.

11.2.3 Les méthodes permettant de corriger du biais.
Le biais est facilement calculable.

Si ’'on désire estimer de fagon non-biaisée la variance o? d’une population
de moyenne p inconnue, il est facile de voir que I’estimateur S? de o?:

s2= 1 zn:(mi—Mf (11.10)
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n’est pas biaisé. En effet E{S?} = E{H"TlS’Q} = L-(0c? —¢?/n) = ¢%. En
revanche sa variance est plus élevée que celle de I'estimateur biaisé 5% On a

en effet :

(n—1) .

92 4
7 > Var(S'?) = 20*

n— n

Var(S?) = (11.11)

En ce qui concerne 'estimation de 1’écart type o, il y a lieu de faire attention.
En effet, si g est une fonction convexe, on a I’inégalité de Jensen :

E{g(X)} > g(E{X}). (11.12)

En particulier on a: E{S?} > (E{S})?, et on doit alors s’attendre & ce que
estimateur S = v/S? soit un estimateur biaisé de o. Dans le cas d’une variable
aléatoire normale N (u, 0?) par exemple, I'estimateur non-biaisé S* de ’écart
type o est donné par ’expression :

=

S*:kn{niIZ(Xi—Mﬂ ke = (";1) FS?, n>2, (11.13)

(3

ou I est la fonction eulérienne de 2€ espéce. On a la relation de récurrence :

ky = kng2 =21 — = kn . (11.14)

il
2 bl
Donnons quelques valeurs de k, :

ko &~ 1.2533, ks~ 1.1284, k4=~ 1.0853, k5= 1.0640. (11.15)

De facon pratique, on a dés que n est assez grand :

[N

S~ {%150 3 (X - M)2] . (11.16)

)

Le biais n’est pas facilement calculable.
On a alors recours a des méthodes de ré-échantillonnage ou méthodes Boots-

trap.

La méthode de Quenouille. S’il existe un biais de I'ordre de 1/n, cette
méthode permet de le réduire a 1’ordre 1/n%. On suppose qu’il est possible de
développer la valeur moyenne de ’estimateur en série entiére de 1/n. On extrait
la moitié de I’échantillon, aprés avoir éventuellement retiré un point si 1’échan-
tillon était au départ de taille impaire. On a alors:

N 1 1
E{0,} =0+ -0+ 0(=)
n n
; 1 1o
E{Hzn}—g—F %64'0(?) dou.

- 1
E{2020 = 00} = 0+ 0(=) .
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Le biais en 1/n a disparu mais, en général, la variance de ce nouvel estimateur
augmentera d’un facteur de I'ordre de 1/n. Une meilleure méthode consisterait a
diviser au hasard le 2n-échantillon en deux parts égales, évaluer les estimateurs
correspondants 0, et é;, et calculer le nouvel estimateur :

209, — (0, + 01,) (11.17)

La méthode du jackknife. 1l existe une autre méthode qui n’augmente la
variance que d’un terme en 1/n?, la méthode dite du « jackknifel.» Cette mé-
thode demande plus de calculs, mais a I’heure actuelle ot le calcul électronique
devient de plus en plus rapide et de moins en moins cher, le jackknife est pré-
férable a la méthode de Quenouille. Soit donc 0, un estimateur de #, calculé a
partir d’un n-échantillon. Développons de nouveau sa valeur moyenne en série
entiére de 1/n:

E{0,} =0+ i—k (11.18)

On recalcule ensuite les n estimateurs #_; en enlevant chaque fois un point ¢

au n-échantillon. Soit én_l, la moyenne arithmétique de ces estimateurs. On
construit finalement I’estimateur jackknife 8!, suivant ’expression :

0! = by — (n— 1)0p_1 = b + (n — 1)(0 — 0,_1), (11.19)
dont ’espérance vaut :

E{0'} = E{nb, — (n — 1)§n_1}

&
B a - ag
_0+an—1 Z(n—l)
k=1 k=1
> 1 1
:€+Zak{ =1 (n l)k—l}
k=2
_ a2 -3
=0 — ﬁ—kO(n )

Le biais a ’ordre 1/n a disparu. On montre qu’il est également possible de retirer
le biais a I’ordre 1/n? en considérant ’estimateur :

1t n2é;l — (n — 1)2§n_1
O = T (11.20)

Mais la variance de cet estimateur augmente en général d’un terme en 1/n.

1. Pour plus de détails voir “The jackknife—a review”, Miller (1974) [50].



11.3. L’EFFICACITE. 207

11.2.4 Importance des estimateurs non-biaisés.

On peut légitimement se demander pourquoi il semble si important d’obte-
nir des estimateurs non-biaisés, et pourquoi se donner tant de mal pour corriger
d’un biais éventuel alors que des estimateurs biaisés peuvent se révéler meilleurs,
dans le sens d’un moindre écart quadratique moyen, que des estimateurs non-
biaisés 7 Donnons un exemple qui éclairera le lecteur.

Supposons que p laboratoires collaborent, afin de déterminer la masse § d’une
nouvelle particule élémentaire. Chaque laboratoire ¢ fournit son estimation éﬁ“
calculée a partir d’un échantillon de taille n. Supposons de plus que les différents
laboratoires utilisent la méme procédure expérimentale, de facon a ce que la
suite des résultats é}l, .. .,é{’l puisse étre considérée comme la réalisation d’un
p-échantillon 1.i.d de 0,. La population parente de cet échantillon i.i.d est la
densité de probabilité de 0, qui, supposons-le encore, posséde une moyenne p
et une variance o?2.

Afin de prendre en compte tous ces résultats, on attribuera trés probablement
a f, une valeur égale &4 la moyenne arithmétique sur i des é;, et on donnera
une idée de la qualité de cette estimation finale de 8, en calculant 1’écart type
des HA; Préoccupons-nous seulement de cette moyenne arithmétique que nous
notons <é>n,p a la maniére des physiciens. C’est un estimateur non-biaisé de la
moyenne g de la population parente ; I’écart type de cet estimateur est égal a
o/./p- Si I'estimateur 0, est non-biaisé, on aura u = 6 et donc E{(f), ,} = 6.
En revanche s’il est biaisé, on aura p # 6 et donc E{(6),, ,} # 0. Cette situation,
aprés tout, n’est pas catastrophique: il vaut peut-étre mieux avoir affaire a un
estimateur biaisé mais proche de @, plutot qu’a un estimateur non-biaisé mais
de variance tres grande autour de §. Mais examinons de plus prés une situation
extrémement courante.

Supposons qu’il ne soit pas possible d’augmenter la taille n de 1’échantil-
lon qui a servi & déterminer éﬁl, parce que, par exemple, I’expérience durerait
trop longtemps, deviendrait instable, ou qu’elle couterait trop cher. Une facon
habituelle de prétendre améliorer la qualité de I’estimation finale <6A>nyp, est
d’augmenter p, en renouvelant ’expérience. Voyons ce qui arrive alors: <é>n,p
est un estimateur convergent et non-biaisé de p. Ainsi quand p — oo, d’aprés
la loi des grands nombres, il convergera vers u = 6 s’il est non-biaisé, mais
vers pu #£ 0, §'il est biaisé; seul 'estimateur non-biaisé sera un estimateur de
# convergent. Un estimateur de # biaisé peut étre convergent, cela n’empéche
pas la moyenne arithmétique de ses réalisations de converger ailleurs que vers
la valeur qu’il cherche a déterminer.

C’est parce qu’il est habituel de faire la moyenne arithmétique d’un ensemble
de résultats, que I’on donne une si grande place aux estimateurs non-biaisés. Il
faut cependant garder en mémoire que, si c’est la taille du n-échantillon qui peut
augmenter a volonté, alors les estimateurs biaisés peuvent redevenir intéressants.

11.3 L’efficacité.

11.3.1 Ordre entre estimateurs convergents.

Il existe, la plupart du temps, plusieurs estimateurs convergents du méme
parametre 6. Il semble naturel de préférer parmi tous ces estimateurs celui dont
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la densité de probabilité soit la plus rapprochée de # autrement dit, celui dont
I’erreur quadratique moyenne autour de € soit la plus petite possible. Nous
chercherons donc a minimiser la quantité E{(én —0)?}. Cette erreur quadratique
moyenne peut s’exprimer en fonction de la variance de 'estimateur 0,, et de son
biais. En effet

E{(0, — 0)*} = E{(0n — E{0,})*} + (E{0n} — 0)°, (11.21)
= Var(d,) + b2(6) . (11.22)

Cette égalité est la version statistique du théoréme de Huygens que nous avons
évoqué plus haut.

Si P’estimateur est non-biaisé b2 () = 0 et E{(6, — 6)2} = Var(d,), alors
chercher I’estimateur de moindre écart quadratique moyen reviendra a chercher
I’estimateur de moindre variance.

Définition 11.1. Estimateur optimal. Un estimateur non-biaisé 0,, opt Sera

dit optimal si, quel que soit I’estimateur én, on a:

Var(y, opt) < Var(f,) . (11.23)

11.3.2 L’inégalité de Fréchet ou de Rao-Cramér.

Il est légitime de se poser la question suivante: la variance d’un estimateur
peut-elle étre aussi petite que I’on veut 7 Pour tenter de répondre a cette ques-
tion, placons-nous dans le cas plus général ou T estun estimateur absolument
correct (non-biaisé) d’une fonction 7 de 0. Nous verrons plus loin que 'intro-
duction de la fonction 7 permet d’inclure les estimateurs biaisés pour € dans la
discussion.

Un tel estimateur T, non-biaisé, par définition, a pour moyenne E{T} = ()
et pour variance Var(T) = E{(T—7(6))*}. Pour calculer cette variance, on utilise
I’opérateur espérance mathématique qui est un opérateur linéaire et auquel on
peut associer un produit scalaire. Ce produit scalaire, en tant que tel, obéit a
I'inégalité de Cauchy-Schwarz. Soit f une fonction du n-échantillon (noté X)
et du parametre # a estimer. D’aprés Cauchy-Schwarz on a:

E{(T — 7(0))"} BE{f(X;0)"} > [E{(T — 7(0)) £(X;0)}]", (11.24)
d’ou:

2
[E{(T - 7(0)) F(X;0)}]
E{f(X;0)*}
Cette inégalité devient une égalité si, et seulement si, f est proportionnelle a
T — 7(6), c’est-a-dire si:

Var(T) >

(11.25)

F(X:0) = A(0) (T — 7(0)) . (11.26)

Afin de trouver un bon minorant, il faut trouver un cas d’usage courant, ou la
fonction f soit de la forme (11.26) ci-dessus, de telle fagon que la borne soit
nécessairement atteinte. Etudions le cas ou le n-échantillon X provient d’une
loi parente normale de moyenne u et de variance o?. Le parametre & estimer 0
est la moyenne p de cette loi, la variance o? est supposée connue.
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Placons-nous dans le cas ou I’échantillon X est formé a partir de variables
aléatoires indépendantes et identiquement distribuées (i.i.d). On calcule alors
facilement la fonction de vraisemblance d’une réalisation @ de ce n-échantillon :

L(x|0) = ﬁ exp{ %(‘EU_G)Z} (11.27)

z:l

Eliminons le produit [] en prenant le log de I’expression :

InL=—n 1n(a\/ﬁ)—i%<“;9>2. (11.28)

Eliminons la constante et le carré, en dérivant par rapport a . Il vient:
dInL ln L
= 022132 :—( -0). (11.29)

Envisageons maintenant la fonction de vraisemblance, non pas comme une fonc-
tion dépendant d’une issue particuliere ® du n-échantillon, mais comme une
variable aléatoire fonction de toutes les issues possibles. Notons L(X|0) la fonc-
tion de vraisemblance vue sous cet angle. Il vient:
dlnL n

0 = o (M —10). (11.30)
On voit alors que, dans le cas particulier de ’estimation par la moyenne arith-
métique M, de la moyenne p d’une population normale de variance connue, la
fonction d1n L/00 est précisement du type (11.26) qui transforme I'inégalité de
Cauchy-Schwarz en une égalité. Dans ce cas la fonction 7(0) est égale & 6.

Pour une population quelconque, et pour ’estimation d’une fonction d’un
parametre # quelconque par la statistique 7', on est sur que la variance de 1" sera
toujours supérieure ou égale a la limite trouvée en remplacant la fonction f par
Oln L/06 dans I'inégalité de Cauchy-Schwarz. Effectuons donc cette opération
et calculons les différentes espérances entrant dans I’équation (11.25):

E{(T—T(G))ag;L et E{(@(I;;LY}’ (11.31)
c’est-a-dire en développant le premier terme :
E{alnL : {Ta%L et E{(ag;L)z}. (11.32)

Les espérances sont des intégrales et 'intégration doit se faire sur toutes les
réalisations @ de 1’échantillon. Il vient pour le premier terme :

E{@lnL _ 3lnLde:/13_Lde

a6 L o8

Sous réserve que l’on puisse intervertir intégration et dérivation, il en découle
que le premier terme est nul. En effet :

E{alnL O o= [ Law=0. (11.33)

—J a0 50
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Evaluons maintenant le deuxiéme terme:

E{talnL} / (9lnL / ag

ag/tde_ 55 BT

et, puisque ’estimateur T est non-biaisé, E{T'} = 7(f), et il vient:

1 L
E{ 9l —T(0) =7'(0) (11.34)
Terminons le calcul par le troisiéme terme :
{ 8lnL } / 3lnL _ 3lnL8Ld
00 06
0 (9 InL 9%In L
- % g Lhe= | g L

2
el e

soit :

{<8lnL) } { 621nL} (11.35)

On déduit finalement de tous ces calculs 'importante inégalité de Rao-Cramér
dite aussi inégalité de Fréchet :

[7(0)]?
ey

Le choix relativement arbitraire de la fonction f = d1n L/98 implique que cette
borne inférieure n’est pas nécessairement atteinte. Pour qu’elle soit atteinte, il
faut et il suffit que:

Var(T) > (11.36)

% InL = A0) (T —7(0)), (11.37)
ot A(f) est une fonction quelconque du paramétre & estimer 6.

Si la variance d’un estimateur atteint cette borne, il est dit de variance
minimum limite ou MVB. Si la variance d’un estimateur atteint une limite
inférieure, nécessairement plus grande que la borne MVB, il est simplement dit
de variance minimum ou MV, ou encore, comme nous ’avons vu, «optimaly.

Dans les calculs précédents, on a interchangé les opérateurs d’intégration et
de dérivation partielle. Cela est en général possible & condition, par exemple,
que les bornes d’intégration ne dépendent pas du parameétre #. Cette condition
n’est d’ailleurs pas nécessaire, si aux bornes d’intégration la densité de probabi-
lité de la population parente est nulle, et si les dérivées premiéres par rapport a
@ s’annulent également. Alors dans ce cas I'inégalité de Rao-Cramér reste encore
valable.
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11.3.3 Les estimateurs MVB.

Dans le cas ou la borne MVB est atteinte on a donc:

Oln L

T2 A0 (t—r(0)) . (11.38)
06
En remplacant directement cette expression dans ’équation (11.36) on obtient :
() .
Var(T) = A0) (11.39)
et siT(f) =0:
Var(T) = ! (11.40)
ar = 10 .

Ces deux derniéres expressions permettent, dans certains cas, de trouver fa-
cilement la variance d’un estimateur MVB comme le montrent les exemples
suivants.

»Exemple 11.2. Variance de la moyenne arithmétique d’une loi normale. Pour
un n-échantillon issu d’une loi normale de variance connue o2 et pour l’estimation de
la moyenne 6 par la moyenne arithmétique 7' = M, nous avons vu plus haut que ’on
avait :

1o} n
alnL_ 0—2(17\4—9) donc  A(f) = —,

2
g

d’ot  Var(T)=—.
ol ar(T) "
»Exemple 11.3. Variance de la variance échantillonnée d’une loi normale.

Soit une population normale de densité de probabilité :

1 z?
flz)= oz exp(—ﬁ) . (11.41)

La moyenne est connue, on peut la supposer nulle ; mais la variance 6% est inconnue.
On a alors:

Oln L n 1 n 2
e H—S(EZX;‘) —6%) = 6_3(5' —-6%). (11.42)

La forme de la fonction 81ln L/80 nous conduit naturellement & choisir comme estima-
teur 7 de 6%, la statistique :

g7 =1 > X2 (11.43)
n

Cet estimateur sera MVB, a la condition qu’il soit non-biaisé. On s’assure facilement
de cette derniére condition car en effet:

2\ _ 2 _l 2 _l 2 _ p2
E{S}_/sLdm_nZ:/XiLdm_nZ:H =62, (11.44)

La fonction 7(6) = 8% admet donc bien S’? comme estimateur MVB. On peut immé-
diatement calculer sa variance :

') 20  26*
Var(S’Q): = = -

02 02

- (11.45)
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On note habituellement o 1’écart type ici noté ¢, d’ou :

4
Var(s?) = 27_ (11.46)
n

On trouve ainsi directement la variance de la variance échantillonnée d’un échantillon
normal de moyenne connue.

11.3.4 Efficacité et estimateur efficace.

Soit T un estimateur convergent et sans biais pour I’estimation de 7(#). On
mesure son efficacité comme I’'inverse du rapport de sa variance a la variance
limite donnée par la borne MVB :

_ VarMVB (0)

BAf(T) = @) (11.47)

L’estimateur T sera dit efficace si son efficacité est de 1 (ou 100%), ou, en
d’autres termes, s’il atteint sa borne MVB. Comme nous ’avons déja fait remar-
quer, la borne MVB n’étant pas nécessairement atteinte, un estimateur optimal
n’est pas nécessairement efficace.

11.3.5 Cas des estimateurs biaisés.
Soit T" un estimateur biaisé de #. Par définition du biais on a:
E{T} = 0+5b(0). (11.48)
Si ’on choisit la fonction 7(6) = 6 + b(6), on a alors:
E{T} =7(0), (11.49)

ce qui montre que T est un estimateur non-biaisé de 7(0). Appliquons la formule
de Rao-Cramér pour cette fonction 7. On trouve 7/(f) = 1 + b'(0), et on a
également :

Var(T) = E{[t — (0 +b(0))]*} = E{(T —0)*} — b*(9). (11.50)

Le terme E {(T — 9)2} est erreur quadratique moyenne de 7. Nous venons
de voir qu’il est toujours supérieur ou égal a la variance de 7. On peut écrire
finalement :

[1+'(6)]

0%1In L
E{‘ o0° }

S’il est vrai que ’erreur quadratique moyenne d’un estimateur biaisé est toujours

E{(T - 0)%} = Var(T) + b*(0) > +b%(0). (11.51)

plus grande que sa variance, ’exemple 11.4 ci-dessous montre qu’il est possible de
trouver un estimateur biaisé dont ’erreur quadratique moyenne soit plus petite
que la plus petite variance associée a la classe des estimateurs non-biaisés.

»Exemple 11.4. FEstimation du paramétre de la loi exponentielle. Soit un n-
-échantillon i.i.d (Xi,...,X») issu d’une population suivant la loi exponentielle de
moyenne 6 :

flz) = %exp—g o E{X;} =6 et Var(X;)=6". (11.52)
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Choisissons la moyenne arithmétique X comme estimateur de §. Nous savons que c’est
un estimateur non-biaisé de la moyenne de la population, et donc E{X} = . Dans ce
cas son erreur quadratique moyenne par rapport a ¢ est égale a sa variance :

E{(X -6’} =E{(X - (E{X})’} = Var(X). (11.53)

Etablissons maintenant que X est MVB en calculant 81n L/98 :

1 n
InL=-nlnd— 52)(.., (11.54)

i=1

oln L n 1 & n ,— _
=5 __§+07;X'_6_2(X_9)' (11.55)

Ceci montre que X est bien MVB pour l’estimation de 6, d’ot1 on tire immédiatement :

— 9
Var(X) = — . (11.56)
n
En revanche l’estimateur X = nY/(n + 1) est biaisé mais son erreur quadratique

moyenne est plus petite que la borne MVB 62 /n des estimateurs non-biaisés. En effet,
il est bien biaisé :

E{X}=n1197 bn(9)=—nil, (11.57)
mais on a les inégalités suivantes :
A n 2 A 2 92 — 92
Var(X) = m@ < E{(X-6)}= T < Var(X) = s (11.58)

Cet exemple montre qu’il peut étre trop restrictif de se limiter a la recherche
du meilleur estimateur possible dans la classe des estimateurs non-biaisés. Il
peut étre plus fructueux de chercher a4 minimiser ’erreur quadratique moyenne,
c’est-a-dire la dispersion de D'estimateur autour de la valeur a estimer, plutot
que de chercher a minimiser la variance en imposant [’absence de biais. Ce sont
des raisons pratiques, du type de celles évoquées plus haut, qui font que les
estimateurs de moindre erreur quadratique moyenne ne sont pas trés utilisés.
Se limiter & la classe des estimateurs non-biaisés est aussi une simplification du
point de vue mathématique.

11.3.6 L’information de Fisher.

La quantité non négative :

In(ﬂ)EE{(%]nLY}:E{—%InL}, (11.59)

est appelée « information de Fisher» contenue dans le n-échantillon. La variable
aléatoire d1n L/00 étant de moyenne nulle, 'information de Fisher n’est autre
que I'inverse de la variance de cette variable aléatoire.

Pour des échantillons indépendants (i.i.d), cette grandeur ne dépend que
de la taille du n-échantillon et de la densité de probabilité de la population
parente. On montre facilement que I, (6) = nl;(0). Cela signifie que dans le cas
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ol I'inégalité de Rao-Cramér existe, la variance d’un estimateur 7" décroit au
plus vite comme 1/n. L’inégalité s’écrit alors:

Var(T) > Uy (11.60)

Dans I’estimation du point milieu d’une densité de probabilité uniforme sur ]0, ],
I’estimateur %(X(n) + X(1)) de la moyenne #/2 a une variance asymptotique:

. 1
lim Var(%(X(n) + X(l)))

n—o0 T on?’

(11.61)

Cette variance asymptotique décroit plus rapidement que la limite de Rao-
Cramér parce que nous sommes précisément dans un cas ou cette limite ne
s’applique pas. En effet, dans les calculs établissant le résultat de Rao-Cramér,
I’espérance mathématique s’exprime par 'intégrale foe dx. Dans le cas évoqué
ici, le parametre que ’on veut estimer est justement fonction de la borne supé-
rieure de I'intégrale. On ne peut alors pas inverser ’ordre des dérivations et des
intégrations et 'inégalité de Rao-Cramér ne s’applique plus.

Mentionnons pour finir ce paragraphe, que la variable aléatoire d1n L/d8
réduite tend vers une loi normale réduite quand la taille de 1’échantillon tend
vers I'infini. Plus précisément on a:

OlnL
00 loi
—E{<alaI;L)2} —)N(O,l). (11.62)

11.3.7 Les inégalités de Bhattacharyya.

Bhattacharyya (1946) [8, 9, 10] a généralisé I'inégalité de Fréchet Rao-Cramér.
Soit T' un estimateur sans biais pour 7(#) et L la fonction de vraisemblance.
Définissons la matrice J par ses éléments Jg; :

10*L16'L
Juu=E{d ——r—— kl=1,... 11.63
kl {L@H"L@éﬂ} ) 3 ,m, ( )
et le vecteur 7 des m premieres dérivées de 7, d’éléments:
ok ()
= Hk k=1,...,m. (11.64)

L’inégalité d’ordre m de Bhattacharyya est donnée par ’expression suivante :
Var(T) > 7'J 7 'r . (11.65)

Il est clair que si m = 1, on retrouve 'inégalité de Fréchet Rao-Cramér et la
borne MVB.

Dans le cas ou la borne MVB n’est pas atteinte, les nouvelles inégalités
peuvent donner, pour une certaine valeur de m, une borne inférieure plus grande
que la borne MVB. Voici a titre d’exemple la borne de Bhattacharyya pour
m=2:

vy o T (i
= Ju o Ju(Jindee — Ji)

(11.66)
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Le premier terme est la borne MVB (de l'ordre de 1/n), et le deuxiéme terme
est une correction de 1’ordre de 1/n?.

Les bornes déduites des inégalités de Rao-Cramér et de Bhattacharyya sont
adaptées au cas ou les erreurs de mesure sont « petites» autour du parameétre
estimé. On entend par « petites» des erreurs suivant une loi proche de la loi
normale. Lorsque ces erreurs sont grandes, disons proches de la loi de Cauchy, il
existe alors des bornes mieux adaptées, c’est-a-dire plus grandes que les bornes
de type Rao-Cramér ( voir a ce sujet ’article d’Abel, 1993 [1]).

11.4 Les statistiques exhaustives.

Afin de calculer un estimateur 7" de 7(6) il n’est, dans la plupart des cas, pas
nécessaire de connaitre séparément chacun des éléments X; du n-échantillon. Il
suffit de connaitre une ou plusieurs fonctions ¢t = g(X1,...,X,) du n-échantil-
lon. Il est clair que si cela est possible, on aura effectué une importante réduction
des données.

Une condition nécessaire et suffisante pour que la fonction g soit une statis-
tique « ezhaustive» (on dit aussi « suffisante» ), est qu’il soit possible de mettre
la fonction de vraisemblance du n-échantillon sous la forme:

L(|0) = 1(1]0)h (=), (11.67)

pour toutes les réalisations @ et t de ’échantillon et de la statistique 7.

11.4.1 Exhaustivité et information.

L’exhaustivité telle qu’elle a été définie en (11.67) a pour conséquence que
la densité de probabilité conditionnelle de @ (¢ étant donnée ), ne dépend pas

de 8. En effet :

(fﬁ|9) h(fﬂ)
f(z|t) = : (11.68)
ft cste 113|0 ft cste da
Cela montre que la répartition des z; sur I’hyper-surface t = g(1,...,2,) ne

dépend pas de # (ni donc de 7(0) ), et qu’une connaissance détaillée de cette
répartition n’apporterait par conséquent aucune information supplémentaire sur
T(0).

Nous avons employé ci-dessus le terme d’information il convient d’étre plus
précis et d’établir le lien qu’il existe entre exhaustivité et information.

Il est immédiat d’établir que 'information de Fisher calculée a partir de [
est la méme que celle calculée a partir de L. En effet, on a:

{(8lnL) } {(81111) } (11.69)

La réduction des données n’a donc pas fait diminuer I'information de Fisher
contenue dans I’échantillon.

11.4.2 Le théoréme de Fisher-Neyman.

Ce théoreme montre que, réciproquement, si la probabilité conditionnelle
f(®]t) de ® connaissant ¢, ne dépend pas de 6, alors il est possible de mettre la



216 CHAPITRE 11. L’ESTIMATION PONCTUELLE.

fonction de vraisemblance sous la forme (11.67) et que la statistique T est donc
exhaustive. On peut alors choisir, pour définir ’exhaustivité, 1’'une ou 1’autre
de ces propriétés: 1) la factorisation de la fonction de vraisemblance, ou 2)
I’'indépendance, vis-a-vis de @, de la probabilité conditionnnelle.

11.4.3 Statistiques exhaustives et MVB.
On a la relation :

dlnL  0lnl(t|0)
oo a0

(11.70)

qui exprime que d1n L/36 ne dépend que de ¢ et de 8 et donc que les estimateurs
MVB sont a chercher dans la classe des estimateurs exhaustifs. En effet A(0) (¢ —
7(0)) est un cas particulier du membre de droite de ’équation précédente.

On montre également que s’il existe une statistique 7" exhaustive pour 6, et
un estimateur 77 de @, quelconque mais non-biaisé, alors le nouvel estimateur
p(t) calculé comme espérance conditionnelle de T} connaissant ¢ : p(¢) = E{T1[t}
est MV parmi la classe des estimateurs non-biaisés de 6. Si au départ 77 n’était
fonction que de ¢, c’est qu’il était déja MV. Donc s’il existe un estimateur non-
biaisé et MV de 7(6), il est & chercher parmi les fonctions d’une statistique
exhaustive.

Seules les densités de probabilité de la forme:
f(z]0) = exp[A(6)B(x) + C(z) + D(0)], (11.71)

peuvent posséder une statistique exhaustive. C’est le théoréme de Darmois.
Cette forme englobe la plupart des densités de probabilité usuelles.

11.5 Les statistiques fiables.

Comme nous 'avons déja vu, il existe, en général, plusieurs estimateurs du
meéme parameétre . On envisage souvent, entre autres possibilités, la moyenne
arithmétique, la médiane ou le point milieu de I’échantillon afin d’estimer la
moyenne d’une population. Pour la loi normale par exemple, la moyenne arith-
métique de 1’échantillon est non-biaisée et MVB ; c’est donc le meilleur estima-
teur possible et il n’y a pas lieu d’en chercher un autre. Mais lequel choisir dans
le cas ou la population parente est de nature inconnue, ou encore dans le cas ou
elle est connue mais contaminée par des erreurs de mesure de nature inconnue ?
Pour fixer les idées nous allons choisir trois populations parentes tres différentes,
et donner les variances asymptotiques des trois estimateurs précédents. Ces trois
densités étant symétriques, c’est en fait la position de ’axe de symétrie que ’on
cherche a déterminer. Pour simplifier nous prendrons tous les facteurs d’échelle
égaux a 1. On obtient le tableau suivant, ou les valeurs en caractéres gras sont
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les plus petites possibles :

Loi uniforme® Loi normale Loi de Cauchy

1 T 2
Médi — — —
cdrane 4n 2n 4n
1 1
M _— =
oyenne Ton - 00
1 w2
Milh —
et 2n? 241Inn >

21l s’agit ici de la loi uniforme entre 0 et 1.

On voit sur cet exemple que, sil’on n’a aucune idée sur ce qu’est la population
parente sous-jacente, il est plus sur d’utiliser la médiane, afin d’obtenir une
variance finie dans tous les cas. On peut considérer le tableau précédent comme
la matrice des pertes d’'un jeu contre la nature, ot dans ce cas d’ailleurs on ne
peut que perdre. On fera le choix de la médiane conformément a la stratégie
minimax, c’est-a-dire celle qui minimise le maximum des pertes. La médiane est
un estimateur dit fiable (ou robuste ) pour cet ensemble de populations.

Il existe plusieurs autres estimateurs fiables de ’axe de symétrie d’une po-
pulation qui suit une loi symétrique. Ils sont, suivant leur type, adaptés a un
spectre plus ou moins large de populations. Donnons-en quelques uns.

— La moyenne tronquée. Considérons la moyenne tronquée bilatérale symé-
trique. A partir du n-échantillon ordonné (X(;) < Xy < --- < X(y)), on
retire 2¢ points, les ¢ plus petits et les ¢ plus grands de facon a obtenir le
nouvel échantillon (X(g41) < ... < X(n_g)). Le parametre de troncature
est défini ici comme:

q
a== 11.72
n’ (11.72)

et la moyenne arithmétique du (n — 2¢)-échantillon restant sera appelée
moyenne symétriquement tronquée a 100a% et notée T,,. On aura donc:

1 -
To=—v > Xpy. 11.73
(n—20) 2=, (i) ( )

Notons qu’en général on fixe o compris entre 0 et 1, et que ’on calcule
ensuite ¢ = [an|. Dans ce cas, la moyenne est tronquée a au plus 100a%
et au moins 100(a — 1/n)%.

— La moyenne Winsorisée. La procédure est la méme que pour la moyenne
tronquée mais on remplace les g plus petites valeurs par X,11) et les plus
grandes par X(,_g), puis on calcule la moyenne:

1] &= .
W = ;[ > X+ a(X g1y + Xn—g) (11.74)
i=g+1
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— La médiane de Hodges-Lehmann. On fabrique le nouvel échantillon (Y11 ,-
Yia,...,Ynn) & partir de ’échantillon (X1, ..., X,) suivant la formule:

Vi = 5(Xi + X)), (11.75)

et 'on définit la médiane de Hodges-Lehman HL comme la médiane des
Yij.

— Le point milieu. C’est la statistique du point situé a égale distance des
valeurs extrémes, et qui vaut donc:

P = %[X(l)-i-X(n)]. (11.76)

»Exemple 11.5. Variances asymptotiques de divers estimateurs du paramétre
de localisation d’une loi de Cauchy. Soit un n-échantillon i.i.d issu d’une loi de
Cauchy de densité de probabilité :

1

r)= ————. 11.77
Les variances asymptotiques de différents estimateurs de ¢ sont données par le tableau
suivant :
Estimateur Variance asymptotique
. . 2
Maximum de vraisemblance —
n
2.28
Moyenne tronquée a 38% ~
n
2
2.47
Médiane T~ 22
4n n

On voit sur ce tableau que la moyenne tronquée a 38% est & peine moins efficace,
mais elle est plus facile & calculer que I’estimation, dans ce cas optimale, du maximum
de vraisemblance.

Les trois figures suivantes (figures 11.2, 11.3 et 11.4) illustrent graphique-
ment les performances de six estimateurs calculés & partir d’un échantillon de
taille n = 30, pour 200 tirages successifs de celui-ci et cela pour trois lois dif-
férentes, la loi normale, la loi uniforme, et la loi de Cauchy. Sur ces figures, m
et s désignent la moyenne et 1’écart type des 200 valeurs trouvées a partir de
I’estimateur considéré.

11.6 Exercices et probémes.

Exercice 11.1. Biais de S'. Sans faire appel au théoréme de Huygens calculer le
biais de la variance empirique d’un échantillon ( voir équation (11.9)).
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Point milieu

-2

-3

50 100 150
m= -0.034 s= 0.20

Moyenne arithmetique

50 100 150 200
= —0.014 s= 0.28

Moyenne symetriquement tronquee a 38%

-2

-3

50 100 150
= —0.008 s= 0.17

Mediane de Hodges—Lehmann

50 100 150 200
= —0.017 s= 0.21

Moyenne symetriquement Winsorisee a 38%

-2

-3

50 100 150
= —0.005 s= 0.19

50 100 150 200
= —0.010 s= 0.22

FiG. 11.2: Performances de 6 estimateurs de la moyenne d’une loi normale. Le
metlleur estimateur est la moyenne arithmétique.
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Point milieu

m=

150 200
0.14

Moyenne arithmetique

50 100 150
m= —0.002 s= 0.03

Moyenne symetriquement tronquee a 38%
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N

Aapder P a4 Ay
AL L

|
AAAL RS A o M AT MRS A a4

50 100 150
m= 0.021 s= 0.14

Moyenne symetriquement Winsorisee a 38%

Aassscp M

P

Lam s

A
AN

VNPTV

A AN AP A
AMARLEAAE A MR M i ™ i AR A M

50 100 150
m= 0.017 s= 0.14

Fia. 11.3: Performances de 6 estimateurs de la moyenne d’une lot uniforme. Le
meilleur estimateur est le point milieu (la moyenne des valeurs extrémes ).
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Fia. 11.4: Performances de 6 estimateurs de la médiane d’une loi de Cauchy.
Le meilleur estimateur est ici la moyenne tronquée a 38%.
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Chapitre 12

L’estimation d’intervalle.

Jusqu’a présent, a partir d’un n-échantillon, nous nous sommes attachés a
essayer de trouver une estimation ponctuelle ¢ du parameétre inconnu 8, ou d’une
fonction 7(0) de ce paramétre inconnu. L’estimateur ¢ étant une variable aléa-
toire, il est bien clair que pour différentes réalisations du n-échantillon, nous
trouverons différentes valeurs issues de I’estimateur ¢. Si cet estimateur possede
des propriétés optimales, ces valeurs issues de t seront certainement proches du
parametre a estimer #, mais elles ne nous disent pas ou se trouve exactement
#. 11 est naturellement impossible de savoir avec certitude ol se trouve #, mais
nous pouvons tenter de le localiser, a ’aide de £, en délimitant une région de
I’espace du ou des parameétres ou # s’y trouverait avec la probabilité v. Nous
appellerons une telle région «intervalle de confiance», et la probabilité v qui y
est attachée, « confiance» ou « niveau de confiance. »

12.1 Définition de P’intervalle de confiance.

Il est en général possible de connaitre, pour chaque valeur de 8, la densité de
probabilité de ¢, ou du moins sa valeur asymptotique. Soit ¢(¢]0) cette densité
de probabilité.

» Exemple 12.1. Loi suivie par la moyenne arithmétique d’un échantillon issu
d’une population normale. Un n-échantillon (X1, ..., Xy) a pour population parente
la loi normale A/(8, 02) de moyenne inconnue § et de variance connue o2. Nous avons
déja vu que la statistique :

doXi=X, (12.1)
suivait une loi normale de moyenne # et de variance o?/n. On a donc dans ce cas
q(t0) = N(0,0° /n).

Pour un parameétre # et une valeur v € [0, 1] donnés, ¢(¢|f) étant connu, nous
pouvons en principe résoudre une équation du type:

Pr{tins(0) <t <teup(d)} =7 . (12.2)

C’est-a-dire qu’il est en général possible de définir une région bornée par tj,s et
tsup, ol les réalisations ¢ de la variable aléatoire ¢ s’y trouvent avec la proba-
bilité 4. Nous supposerons que l'intervalle #i¢, tsup contient le parametre . 11
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est bien clair que I’équation (12.2) précédente admet une infinité de solutions.
Parmi celles-ci on en distingue habituellement trois.

1. L’intervalle minimal.
Afin de localiser au mieux la région ou peuvent se trouver les réalisations
de f, il faut pour un vy donné, minimiser la quantité ¢s,p — tinr. C'est cet
intervalle que nous appellerons intervalle minimal. 11 est facile de montrer
que dans la limite ot y — 0, on a ¢(tsup|0) = ¢(tint|6), et que cet I'intervalle
tend vers le mode de la densité de probabilité de ¢.

2. L’intervalle bilatéral symétrique.
C’est celui qui, pour un v donné, est tel que:

/m}@mdp:[wqm@dpzigl, (12.3)

—o0 sup
soit, exprimé en fonction des quantiles de ¢(¢|6) :

tinf — t%+% 3 tsup - t%_% (124)
Dans la limite ot v — 0, I'intervalle tend vers la médiane de la densité de
probabilité de t.

3. L’intervalle central symétrique.
On suppose que la moyenne g de la loi existe, et que ’on peut résoudre
les équations:

H tsup
t/qM@ﬁ:/ g(t]0)dt = 1 (12.5)
tinf 14 2

Dans la limite ot v — 0, 'intervalle tend vers la moyenne de la densité de
probabilité de ¢.

Dans la suite de ce chapitre nous considérerons toujours l’intervalle bilatéral
symétrique, car c’est en général celui qui est le plus facile a4 calculer. Nous
sommes donc maintenant capables de résoudre sans ambiguité 1’équation :

Pr{tine(0) <1 <teup()} =7 . (12.6)

Mais il reste que notre probléme est de donner un intervalle qui contienne @ et
non t avec la probabilité v. Supposons qu’il soit possible d’inverser les fonctions
tine (0) et teup(#) pour la valeur ¢. On aurait alors:

Prit;i(f) <0<t j(®)} =, (12.7)

sup

que nous allons écrire pour plus de clarté :
Pr {fine () <0 < Osup(t)} = 7. (12.8)

Mais il faut se garder de mal interpréter cette équation, car pour une réalisation
donnée du n-échantillon :

— soit @ est dans cet intervalle et alors Pr {fin < 6§ < f5yp} = 1,

— soit § n’est pas dans cet intervalle et Pr {finf < 6 < f5yp} = 0.
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Cela semble étre en contradiction avec ’équation (12.8). Mais il faut bien
comprendre que les bornes de l'intervalle @;,¢ (f) et Osup (f) sont des variables
aléatoires et que I’équation (12.8) n’a de sens que dans ce contexte. Cependant,
dans la pratique, il faudra bien calculer des valeurs stres finr (t) et fup (¢) & partir
d’une réalisation ¢ de la variable aléatoire £. Le sens & donner alors & I’intervalle
de confiance (12.8) est que le paramétre @ sera compris dans 'intervalle fin¢ (¢),
fsup (t) avec la probabilité v, a condition de renouveler un trés grand nombre de
fois I'expérience conduisant a une valeur ¢ issue de ¢. C’est dans le cadre d’une
telle expérience de pensée, que nous parlerons d’« intervalle de confiance » d’un
parametre § et du « coefficient de confiance» ~ attaché a cet intervalle.

En d’autres termes, si ’on choisit v = 0.9 par exemple, cela veut dire que
90% du temps, en moyenne, notre parametre inconnu 6 sera bien a l’intérieur
de I'intervalle de confiance @in¢,0sup déduit & partir des réalisations successives
du n-échantillon.

Ilustrons cela graphiquement a 1’aide de 1’exemple précédent. L’estimateur
t = X de la moyenne # d’une loi normale suit également une loi normale
N(0,0?/n). Choisissons v = 0.68, le paramétre ¢ étant donné. On en déduit :

o o
tinf(g) =0 - ﬁ et tsup(g) =40 + ﬁ . (129)
Portons les valeurs tins (6) et tsup(#) dans le plan ¢, 6 et répétons 'opération pour
tous les @ possibles, on obtient ainsi deux droites (voir figure 12.1). Cherchons
maintenant & inverser les fonctions tins et 5y, pour toutes les valeurs de ¢:

o

t= tinf(gsup) = gsup - ﬁ (1210)

R o
t = toup (Ginr) = Oin —, 12.11
p (fin) ¢+ Tn ( )

d’ou ’on déduit I'intervalle de confiance :
. o . o

g =t — — O =t + — - 12.12
f \/ﬁ p + \/ﬁ ( )

La vraie moyenne est égale a 6y, nous I’ignorions, mais comme nous avons
envisagé tous les # possibles, nous avons donc construit au passage l'intervalle
tint (60),tsup (o) qui contient t avec la probabilité 4. Supposons qu’au cours d’une
expérience réelle, nous ayons observé t; qui « par chance» se trouve étre entre
tint (60) et tsup(fo). Construisons l'intervalle de confiance de § déduit & partir
de ce t1. C’est, sur la figure 12.1 D'intervalle vertical passant par la valeur ¢;.
Nous voyons bien que cet intervalle contient la vraie valeur 6y et que cet évé-
nement arrivera chaque fois que ¢ sera dans l'intervalle tint (00), tsup(bo), ce qui
se produit avec la probabilité . En revanche si par « manque de chance » nous
avons observé t, en dehors de I'intervalle tins (60), tsup(f0), ce qui arrive avec la
probabilité 1 —+, I'intervalle de confiance ne contiendra pas #y comme on le voit
sur la figure 12.1, et cet événement se produira avec la probabilité 1 — +. Dans
I’exemple choisi on obtient finalement I’'intervalle de confiance :

~ o ~ (o2
- —< — 7 = 0. .
Pr{t \/ﬁ_0<t—|—\/ﬁ} 0.68 (12.13)

Cette interprétation géométrique est applicable chaque fois que 1’on peut
inverser facilement les fonctions tins (6) et teup(6).
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ting (6) tsup(g)

Fia. 12.1: Construction graphique de l'intervalle de confiance de la moyenne 6
d’une loi normale, connaissant la variance 0. Sur cet exemple, Uintervalle de
confiance est déterminé a partir de l’estimation t1 ou ts issue d’un échantillon
de taille n et pour le niveau de confiance v = 0.638 .
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12.2 Intervalle de confiance pour de grands échan-
tillons.

Nous avons vu au cours de la démonstration de 'inégalité de Rao-Cramer,
que la fonction aléatoire d1n L/960, ot L est la fonction de vraisemblance d’un
n-échantillon, avait les caractéristiques suivantes :

OlnL
00

variance : E{(alaI;L)2} = —E{azalTI;L} .

Les moyennes sont calculées sur ’espace des échantillons. Dans ces conditions,
la variable aléatoire :

=0

moyenne : E{

OlnL
felt) :
= 12.14
BT -
06
tend (en loi) vers la loi normale réduite N (0, 1) lorsque la taille de 1’échantillon
tend vers I'infini. Il est possible de se servir de cette propriété afin de construire

des intervalles de confiance, comme le montre ’exemple suivant emprunté a

Kendall et Stuart (1979).

» Exemple 12.2. Intervalle de confiance du paramétre d’une loi de Poisson.
Soit X une variable aléatoire discréte x € N, suivant une loi de Poisson :

)\I
3y L —A
Cherchons un estimateur de la moyenne A & partir d’un n-échantillon (zi,...,z,).
Pour cela calculons 81n L/3X. On obtient :
OdlnL n,
=—(X-=-2A 12.16

ce qui prouve que la moyenne de 1’échantillon X est MVB pour l’estimation de A,
et donc que X est nécessairement une statistique exhaustive. Calculons maintenant

2
In =E{—881AH2L} , (12.17)

I'information de Fisher :

L nX 8InL n -
oz a2 {_ N2 }:FE{X}'

Lorsque la moyenne de la population existe, la moyenne arithmétique X de 1’échantil-
lon est toujours non-biaisée et donc :
n o n n
L=7B{X}=5a= 1. (12.18)
Nous retrouvons ici le résultat bien connu ou ¢ étant un estimateur MVB de 6, alors
Iinformation de Fisher est donnée par le terme en facteur de (¢ — 6) dans I’expression

de 8In L/96, d’ou ¢ :

b=3(X - <5>% :(X—A)(%)% (12.19)
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D’aprés ce que nous avons vu, cette quantité tend vers la loi normale réduite N(0, 1),
quand n — oco. Choisissons v = 0.95, ce qui correspond a 'intervalle +1.96 pour la loi
normale réduite. Il vient alors, pour une réalisation # de X :

(z — \) (g)% =41.96

(z — \)? (g) =3.84
N — (27 + %)A+f2 =0,
n

d’ou I'intervalle de confiance sur la moyenne A:

1
1.92 3.84 3.69\ 2
Ainf = T+ —— + <—at~ + =5 > (12.20)
n n n
1
1.92 3.84 3.69\ 2
Ajup =T+ — — | —7Z 12.21
pmat B2 (22, 20 (1221)
Lorsque n devient trés grand on néglige les termes en 1/n et il reste:
3.84 \7? 7\ %
A=z+ <—1~> =7+ 1.96 <£)2 (12.22)
n n
Mais Var(z) = A ~ & que l'on notera comme d’habitude o2, et l’on retrouve ainsi
I'intervalle de confiance de la loi normale :
A=z+ 1.96% pour v =0.95 (12.23)

12.3 Le point de vue Bayesien.

Supposons que le parameétre inconnu soit maintenant une variable aléatoire
6, dont la densité de probabilité a priori m() est connue. Nous connaissons
également la densité de probabilité de I’estimateur ¢ pour 6 fixé que nous avions
notée ¢(t|0). En appliquant la formule de Bayes nous pouvons calculer ¢, la den-
sité de probabilité a posterior:i de , connaissant une réalisation ¢t de I’estimateur
t:

m(0)q(t]0)

Y(0lt) = Tr(0)g10) 40 (12.24)

A Taide de cette probabilité a posteriori et v étant donné on peut définir
I’intervalle de confiance Bayesien comme solution de 1’équation :

Osup
Pr {0t < 0 < Oyup} = / V(Olt) db = 5 (12.25)
Oinf

Cette équation a également une infinité de solutions et ’on choisira un des trois
intervalles classiques mentionnés plus haut (voir page 224).

12.3.1 Exemple tiré de la loi normale.

Soit une réalisation (x1,...,#,) d’un n-échantillon issu d’une population
normale de moyenne inconnue g et de variance connue o2 égale a 1. La méthode
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1.15

1 /_

Y

=05
196 0 >/1.96 1 "
vn -
—0.15

FiG. 12.2: Extrapolation de lUintervalle de confiance sans tenir compte de l'in-
formation a priori.

classique donne comme intervalle de confiance pour I’estimateur { = X au niveau
de confiance v = 0.95:

- 1.96 - 196
PrqiX - — X+ —7=095. 12.2
r{ N <p< X+ NG } 0.95 (12.26)

Supposons maintenant que nous sachions parfaitement, pour des raisons phy-
siques par exemple, que p est compris entre 0 et 1, ce qui entraine Pr {0 < p < 1}-
= 1. La moyenne de I’échantillon Z peut prendre toutes les valeurs de —co &
400, mais supposons que nous ayons trouvé z = 0.5, et que la taille de I’échan-
tillon soit égale a n = 9. La méthode classique de construction de l'intervalle de
confiance illustré par la figure 12.2 nous donnera alors :

Pr{—0.15<pu< 115} =0.95. (12.27)

Cela semble étre en contradiction avec les limites connues sur p, puisque cette
probabilité semblerait devoir prendre la valeur 1. En fait I'interprétation clas-
sique est toujours valable: I'intervalle aléatoire que nous construisons & partir
de la variable aléatoire X contiendra bien u dans 95% des cas si nous renouve-
lons indéfiniment ’expérience. Mais notre embarras devant 'interprétation de
I'intervalle de confiance traduit bien le fait que nous avons délibérement ignoré
I'information a priori sur p, & savoir que u est compris entre 0 et 1. Il est
clair sur la figure 12.2 que nous avons abusivement extrapolé notre méthode de
construction de Iintervalle de confiance, au dela de la bande interdite [0, 1].

Prenons maintenant le point de vue Bayesien, en supposant qu’apres tout,
si p est compris entre 0 et 1, il peut avoir une densité de probabilité a prior:
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constante dans cet intervalle, c’est-a-dire :

[0 sing 0,1,
() = {1 sip € [0,1]. (12.28)

D’autre part, t = Z suit une loi normale N(p,1/n), d’ott 'on déduit la densité
de probabilité a posteriori:

0 sip ¢ [0,1],
Yiple) = exp [-5(n—2)°]
Jo exp [~ 5 (1 — )] dp
C’est une loi normale, centrée sur z, tronquée a l'intervalle [0, 1] et normalisée a
1. Dans notre cas cette fonction est symétrique et les trois intervalles de confiance

évoqués plus haut sont identiques. Un calcul simple nous conduit & l'intervalle
de confiance Bayesien :

(12.29)

sip € [0,1].

Pr{0.05 < pu < 0.95} = 0.95. (12.30)

Cela est plus satisfaisant que le résultat donné par la méthode classique. Le
probleme de la validité du choix de la densité de probabilité a priori reste
néanmoins en suspens.

12.4 Intervalle de confiance n-D.

12.4.1 Principe de construction.

Il s’agit maintenant de localiser un ensemble de k parameétres 6q,... 0k
dans l’espace P C R”™ des valeurs possibles de ces parameétres, a 1’aide des
estimateurs ¢1, ... ,t;. Nous désignerons par 8 ’ensemble de ces parametres, et

par 1 ensemble des estimateurs de ces parametres. La démarche conduisant a
définir une région de confiance dans Py est analogue au cas 1D. Il faut d’abord
commencer par calculer la densité de probabilité q(ﬂ@) Cette opération est en
principe possible si ’on suppose connu ’ensemble des 6.

Il faut délimiter ensuite dans I’espace onl se répartissent les #;, une région
contenant £ avec la probabilité v. La aussi, il existe une infinité de fagons de
faire cette opération, mais la facon la plus courante consiste a définir des régions
bornées par une frontiere ou la densité ¢ est constante. La région ainsi définie
est analogue a l'intervalle minimal du cas 1D. Sur cette frontiére, il existe une
relation fonctionnelle entre les f;, que I'on peut en général écrire Q(fl, R
fk) = A, ou A est une certaine constante. Une réalisation située a 'intérieur de

la frontiere sera telle que Q(t1,...,1x) < A (ou @ > A, mais nous supposerons
que c’est le cas < A qui prévaut). On a alors sous cette hypothese :
Pr{Q(t,...,1x]0) < A} = 7. (12.31)

Il reste maintenant & envisager la relation fonctionnelle (), comme fonction de
0, les t étant connus, afin d’obtenir, dans le plan Py des parameétres, la région
de confiance maintenant définie par:

o~

Pr{Q0y,...,0u[t) <A} = 7. (12.32)

Ce processus peut naturellement conduire & des régions de confiance patholo-
giques, non connexes par exemple.
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12.4.2 Le cas de la loi normale 2D.

Soit un n-échantillon i.i.d formé de couples X;,Y; de variables aléatoires
issus d’une loi normale 2D de parametres 1, g2, 01, 02 et p. Supposons que ’'on
connaisse les parametres o1, 02 et p et que 'on cherche une région de confiance
pour le couple 1, pio. Le couple de variables aléatoires X et Y défini par:

X:lZXZ-, Y:lzyi, (12.33)

=
3

suit une loi normale 2D (voir chapitre 10.3) de moyenne gy, s de matrice des
variances-covariances :

ﬁ 0109
n
V= : (12.34)
p0'10'2 2
n n

Il en résulte que la relation d’égale probabilité Q(X,Y |1, ua) = k2 est une
ellipse d’équation :

I [(X —m)? 2p

(Y—/LQ)Z — k2

Q (X = p)(Y — p2) + ——

1= p? ocZ/n  oy09/n oi/n ’
(12.35)
qui contient la probabilité v donnée par :
y=1—e 35 (12.36)

La relation @, envisagée dans le plan pp, s pour une réalisation z,y don-
née, Q(u1, u2|Z,y), est aussi une forme quadratique définissant une ellipse de
confiance associée a la confiance . La figure 12.3 montre de telles régions de
confiance.

12.5 Exemples.

12.5.1 Intervalle de confiance approximatif d’un rapport
de deux variables aléatoires indépendantes et nor-
males.

La variable aléatoire D est égale au rapport de deux variables aléatoires
normales indépendantes, X suivant la loi N'(a, ¢2) et Y suivant la loi NV(83, Jg).
On définit le rapport signal sur bruit SN par la quantité

SN? = (%)2 + <0%)2 , (12.37)

et l'on notera o* = a /o, et §* = §/0p. On démontre que 'intervalle interquan-
tile symétrique [D_,, Dyy], est donné avec une trés bonne approximation par
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FiG. 12.3: Région de confiance pour l’estimation simultanée de la moyenne d’une
loi normale 2D, lorsque les variances et le coefficient de corrélation sont connus.
Ces régions sont des ellipses calculées pour des échantillons dont la taille passe
progressivement de 1 a 5. Le niveau de confiance v est €gal a 68%, et la vraie
valeur de la moyenne est u; = 0, ps = 0. Les valeurs connues sont o1 = 02 = 1
et p=10.38.

la formule suivante

o+ - 6;2 IO
Dy = — @ +6a* - (12.38)
BF nog

(a*E _1_6*2 _ 712)%
L’intervalle [—n, n] est l'intervalle interquantile symétrique de la loi normale
réduite. On a y = ®(n) — ®(—n) = 2&(n) — 1, ou ® est la fonction de réparti-
tion de la loi normale réduite. Le tableau suivant donne le contenu en probabilité
v de Pintervalle [D_,,, Dy,], pour certaines valeurs de n

n 1 1.64 2 2.58 3
100y | 63.8 90.0 954 99.0 99.7

Cette facon de présenter les choses permet de parler de l'intervalle de con-
flance & “n-sigma(s)”, étant entendu qu’il s’agit d’une référence & I’écart type
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de la loi normale. L’approximation sur la valeur d’une borne de cet intervalle
est meilleure que

e=1-®(1-n?/SN?), (12.39)
Posons Dy = «/B, Dy = Dyog/oa et DY, = Dinog/oq. Il vient

Dy E((SV/m)r-1)E
T LF D (SN/m)? - 1)

*

+n

(12.40)

Cette formule ne dépend que de SN/n et, quand cette quantité est donnée,
I’équation précédente est celle d’une hyperbole. On ne peut pas inverser la for-
mule précédente, car SN n’est pas uniquement fonction de Dgy. Cependant, il
arrive souvent que ’on ait une idée assez précise de la valeur de ce rapport signal
sur bruit. Dans ces conditions, on trouve I'intervalle de confiance sur Dy

Pr{Do_, < Do < Dyy,}=2®(n)—1, (12.41)
avec
Ta 2 —1
D+ 22 ((SN/n)? — 1)~
Dozn = % : (12.42)

ou D est le rapport déduit des observations. La figure 12.4, permet de trouver
les intervalles de confiance contenant Dy, pour différentes valeurs de SN/n.

Application numérique. On a mesuré les intensités de deux raies spectrales,
Hy, =914 0.6, Hg = 2.8+ 0.3. Cette mesure correspond & un rapport signal
sur bruit SN = 18, on trouve en appliquant la formule (12.41), et pour le niveau
de confiance v = 0.954 correspondant a n = 2

Pr{2.30 < Dy < 5.28} = 0.954 . (12.43)

12.6 Exercices.

» Exemple 12.3. On procéde & n expériences ot un événement est susceptible de
se produire avec la probabilité inconnue z. S’il se produit, on dira qu’il y a eu succes
de 'expérience, dans le cas contraire, c’est un échec. On a observé p succes et g échecs,

quelle est la probabilité pour que z soit compris entre les valeurs z; et z2 7 ( Bayes
1763 [4])
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FiG. 12.4: Abaque permettant de calculer l'intervalle de confiance d’un rap-
port Dg de deux variables aléatoires normales a partir d’'une mesure D de ce
rapport. La quantité o, est [’écart type du numérateur, et og l’écart type du
dénominateur. Les courbes sont tracées a rapport signal sur bruit SN constant
et la valeur n paramétrise le coefficient de confiance v en unités de « sigmas»
de la loi normale. On a la relation v = 2®(n) — 1, ot ® est la fonction de
répartition de la lot normale réduite.
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Chapitre 13

Comment obtenir des
estimateurs ?

Jusqu’a présent, nous ne nous sommes intéressés qu’aux propriétés des esti-
mateurs, sans nous soucier de la fagon pratique de les obtenir. Il existe, & cette
fin, trois méthodes classiques: la méthode des moments, la méthode du maxi-
mum de vraisemblance et la méthode des moindres carrés. Nous allons exposer
ici les deux premieres méthodes, et consacrer tout un chapitre a la méthode des
moindres carrés.

13.1 La méthode des moments.

Soit une population parente dépendant de s parameétres et ayant pour densité
de probabilité :

f(z501,00,...,0). (13.1)
On rappelle que les moments de la population sont définis par:

w,(01,02,...,0,) =E{z"}; onpose:pu)=p =pu
o (01,0a,...,0,) =E{(z —p)"}; v>2.

Soit une observation (z1,...,%,) d’'un n-échantillon issu de cette population.
Les moments des observations sont définis par :

IO
m., = - E_l z¥; onpose:mi=m; =m (13.2)
1 ¢ .
m, ==Y (z;—m)’; v>2. (13.3)
n
i=1

La méthode des moments consiste a résoudre le systéeme de s équations a s
inconnues obtenu en posant :

o (01,02,...,0)=m.,; v=1,...,s (13.4)



236 CHAPITRE 13. COMMENT OBTENIR DES ESTIMATEURS?

Dans ces égalités, les u!, sont des scalaires alors que les m!, sont des réalisa-
tions des variables aléatoires M. Pour que la méthode conduise & des résultats,
il faut naturellement que les pu! existent. Cela n’est pas toujours le cas: la
loi de Cauchy, par exemple, n’admet aucun moment a aucun ordre. Dans le
cas ou les p!, existent, il est souhaitable que m!, se rapproche de u!,, lorsque
le nombre d’observations n augmente, et ’on demande en fait que la variable
aléatoire M converge en probabilité vers la valeur p,. Ce que nous voudrions
finalement, c’est que cette méthode nous conduise a trouver des estimateurs 6757,1
convergents, non-biaisés et efficaces des ;. Cela n’est pas toujours réalisé dans
la pratique, surtout si v est grand.

D’autre part, pour des raisons de stabilité numérique, il est préférable de
résoudre le systéme concernant les moments centrés suivant :

o (01,02,...,0) =my; v=1,...s. (13.5)

Mais dans ce cas, les estimateurs M, de p, sont biaisés dés que v > 2. Nous
avions déja remarqué ce fait pour la variance. Il vaut alors mieux utiliser les
observations mj%, m3 et m} des estimateurs non-biaisés suivants:

n

Mz == (13.6)

M= o Dm—g ™ (13.7)
. n(n2 _271-1-3) B 371(271—3) ,

My = (n_l)(n_Q)(n_S)Mg (n—l)(n—?)(n—3)M2 . (13.8)

Enfin, pour que les variances des M, existent, il faut que la population parente
possede des moments jusqu’a 'ordre 2v. Dans ce cas on peut appliquer la loi
des grands nombres et I'on démontre que les M} convergent en probabilité vers
les p,. Dans ces conditions, les estimateurs gs,n trouvés par la méthode des
moments sont asymptotiquement corrects, de distribution asymptotiquement
normale et de variance décroissant en 1/n; mais ils sont en général peu effi-
caces. On les utilise habituellement comme point de départ dans la recherche
d’estimateurs plus efficaces.

»Exemple 13.1. FEstimation des paramétres de la loi de Laplace, par la métho-
de des moments. Cherchons & estimer les parametres p et A de la loi exponentielle
double (ou de Laplace) de densité de probabilité :

A
HaipA) = Zexp(=Alz —p]) - (13.9)
Les moments de la loi sont :
2
pi=p =5 (13.10)

Si nous cherchons a estimer y et A par la méthode des moments, a partir d’une obser-
vation (z1,...,2n), cette méthode nous conduit a résoudre le systéme formé des deux
équations suivantes :

pu=m; et —=m;. (13.11)
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Ces équations ont pour solutions :

n
1 . " .
u=— E T la moyenne arithmétique des observations,
n 4
=1

= ()

=1

Mais l’estimateur de g donné par la méthode des moments n’est pas le plus efficace.
La médiane de I’échantillon est un estimateur de p deux fois plus efficace. On montre

d’ailleurs qu’il est MVB.

13.2 La méthode du maximum de vraisemblan-
ce.

13.2.1 Principe de la méthode.

Soit une observation (21, ..., %,) d’un n-échantillon (Xi,..., X,). La fonc-
tion de vraisemblance L(z1,...,2,|0) a été définie comme la densité de proba-
bilité de 'observation, les z; étant fixés et le parametre 0 étant considéré comme
variable. Si le n-échantillon est formé de variables aléatoires indépendantes et
identiquement distribuées (échantillon i.i.d), on aura:

L(xy,20,...,2,|0) = f(21|0) f(22]0) - - f(2n]0) . (13.12)

Le principe du maximum de vraisemblance propose de choisir parmi tous les ¢
possibles, le parameétre # qui rend la fonction de vraisemblance la plus grande
possible. C’est-a-dire :

~

V0, L(x|0) > L(x|0) . (13.13)

En général cette équation peut se résoudre en recherchant la solution du sys-
téme:
oL %L

%—0 et 502 <0. (13.14)
S’il y a plusieurs maxima, on choisira le plus grand. Cependant, résoudre le
systéme (13.14) pour trouver l’estimateur du maximum de vraisemblance ne
conduit pas toujours au maximum de la fonction de vraisemblance. Si, par
exemple, le domaine Q des valeurs possibles de @ est borné, le maximum peut
avoir lieu au bord du domaine €2, ot ’on n’aura pas nécessairement §L/06 = 0.
Il faut donc se livrer & une étude critique des solutions du systéme (13.14),
avant de déclarer que I’on a trouvé I’estimateur du maximum de vraisemblance.
Dans la pratique, on cherche plutot & maximiser le logarithme de la fonction de
vraisemblance, ce qui conduit a résoudre le systeme :

JdlnL 8%In L .
— = t — . 13.1
50 0 e 502 <0 (13.15)
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13.2.2 Propriétés de I’estimateur du maximum de vrai-
semblance.

Donnons maintenant quelques propriétés des estimateurs du maximum de
vraisemblance, que nous noterons estimateur ML. Les propriétés que nous allons
mentionner ne sont valables que dans le cadre des échantillons i.i.d. Dans le cas
ol les populations parentes ne sont pas identiques, et méme si les variables aléa-
toires formant 1’échantillon sont indépendantes, I'utilisation des résultats qui
vont suivre est sujette a caution.

Fonction d’un estimateur ML et biais.

On montre que si 0 est un estimateur ML de 6, T(@A) est également un esti-
mateur ML de 7(), ce que I’on peut exprimer par la formule:

r(6) = 7(0) . (13.16)

Cela implique que I’on doit s’attendre a ce que I’estimateur ML soit biaisé. En
effet, le plus souvent E{r(0)} # 7(E{6}). Par exemple, si 7 est une fonction
convexe, on aura d’apres 'inégalité de Jensen : E{T(g)} > T(E{g}) Si lestima-
teur ML @ était non-biaisé pour ¢ (E{g} = #), on aurait :

E{r(0)} # T(E{0}) (13.17)

# 7(0) (13.18)

et Iestimateur T(g) serait biaisé pour 7(f). En revanche T(@A) serait non-biaisé

pour 7(#) si 7 était une fonction linéaire. La version optimiste de cette propriété

est que, si estimateur ML est biaisé pour 0, il est peut-étre possible de trouver
une fonction 7, pour laquelle 7(f) est un estimateur non-biaisé de 7(8).

Estimateurs ML et statistiques MVB.

S’il existe un estimateur ¢t MVB de 7(0) et si la méthode ML donne une
solution @, alors t = 7(0), et cette solution est unique. En d’autres termes, la
méthode ML fournit ’estimateur MVB si celui-ci existe.

Démonstration. S’il existe un estimateur ¢t MVB de 7(0) on aura d’apres
I’équation (11.38):

OlnL
5 AB)(t —T(0)) . (13.19)

La solution de 1’équation ML doit satisfaire la condition dln L/98 = 0 pour
=@, dou:

OlnL ~ ~
30 |,z =A@B)(t—7(9)=0. (13.20)

~

La fonction A(f) étant en général non nulle, la seule solution de I’équation
précédente, est 7(0) = t. Afin de vérifier que cette solution correspond bien a
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un maximum, il reste & démontrer que:

8%In L
(37 €:§< 0. (1321)
Or:
Tl = 40t~ 7(0) - A0) (0) (13.22)

Mais, 7/(0)/A(0) = Var(t) > 0 et, en remplacant 6 par 0, on obtient :

2 o~ o~ o~
TOLl -~ @)t - r0) - A20) Var(t),
692 9:/9\
d’ou finalement :
8%In L 9,
0 |,_s = —A*(0)Var(t) < 0.

S’il existe donc un estimateur ¢ non-biaisé et MVB pour 7(6), il est trouvé par
la méthode du maximum de vraisemblance.

Estimateurs ML et statistiques exhaustives.

S’il existe une statistique exhaustive ¢ pour 8, I'estimateur ML f sera une
fonction de ¢. En effet si:

L(x|0) = L(t]0)h(z) (13.23)

le parametre @ étant la seule variable, la solution ML gqui maximise L maximise
également [. Alors ’équation:

o~

1(t]0) = max((t]0) (13.24)

définit implicitement 6 comme fonction de .

De plus, si 6 est un estimateur ML de # et si 7(#) est un estimateur non-
biaisé de 6, alors T(HA) est un estimateur MV. Cela vient du fait que 7(0) ne
dépend que de la statistique exhaustive ¢ et est donc MV comme nous 1’avons

vu au cours de ’étude des statistiques exhaustives.

Propriétés asymptotiques.

Dans le cas général ou il n’existe pas de statistique exhaustive, il n’existe
que des propriétés asymptotiques. L’estimateur ML est en général asymptoti-
quement convergent et donc asymptotiquement non-biaisé.

13.2.83 Lol et variance de ’estimateur du maximum de
vraisemblance.

Sous des conditions _assez générales, on montre que l’estimateur du maxi-
mum de vraisemblance 0,, a une densité de probabilité f(f,) asymptotiquement
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normale, de moyenne 0 et de variance I, 1(0), c’est-a-dire :

lim F(0,) = [%} ' /én exp{—h?ﬂ(u - 9)2} du, (13.25)

n—00 —oo
ol F(g?n) est la fonction de répartition de ’estimateur du maximum de vraisem-
blance 6,,. Autrement dit:

T.(0) (6, — 0) 225 N(0,1) . (13.26)

Dans la mesure ou la densité de probabilité de 67,1 possede une moyenne et une
variance, cela veut aussi dire que E{0,} — 0 et Var(8,) — 1/(1,(0)) et donc que
I’estimateur ML est asymptotiquement non-biaisé et asymptotiquement efficace

MVB. On a alors:

~ 82In L(z|0)) "
-1
et s1 I’échantillon est 1.1.d:
Var(0,) ~n~'I71(0) =n'E {—mnaiw} . (13.28)

Pour calculer la variance asymptotique de ’estimateur ML GAn il semble qu’il
soit nécessaire de calculer une moyenne. En fait, ce calcul se simplifie considéra-
blement dans le cas limite ol n — oo et ol les estimateurs # tendent a devenir
MVB. On montre, en effet, qu’il suffit de ne connaitre qu'une valeur de D’ex-
pression dont on fait la moyenne. Etablissons ce fait pour un estimateur MVB
t de 7(f). La variance de cet estimateur ¢ (MVB) est donnée par la formule de
Rao-Cramér appliquée au cas MVB et donnée par 1’équation (11.39):
' (0)

Var(t) = A0) (13.29)

Par ailleurs, on a déja vu en (13.22), que:

8%In L

s = A0 —7(0) = AO)7'(0) (13.30)

On peut remplacer ¢ par 7(67), car si 0 est estimateur fourni par la méthode

~

ML, 7(0) est également, d’aprés (13.16) l’estimateur ML de 7(6). De plus si

~

Pestimateur ¢ est MVB, il est trouvé par la méthode ML et donc ¢t = 7(6). 11
vient donc:

= A 0)(r(0) — (0)) — A(0)7'(0) , (13.31)
et:

= —A(0)7'(0) . (13.32)
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~

Exprimons ce résultat en fonction de la variance de t = 7() donnée en (13.29).
On trouve finalement :

Var(r(0) =~ 0)° (St | ) (13,3

=

Il n’est plus nécessaire de calculer la moyenne de la variable aléatoire —9% In L/ 962,
il suffit simplement de I’évaluer en un point.

Maintenant, si 7(6) n’est pas MVB, mais posséde une variance finie quand
n — oo, alors, d’apreés ce que nous avons vu plus haut, il est asymptotiquement
MVB. On aura donc de facon asymptotique:

Var(r(d)) =~ (0" ( Tm| ) (13.34)

6=

En prenant la fonction particuliére 7(f) = 0 on a aussi:

-~ 2 -1
Var(0) ~ — <aalTr;L . ) : (13.35)
=0

=

Illustrons ce résultat a [’aide d’un exemple emprunté & Kendall et Stuart [41].

»Exemple 13.2. Estimation ML de U’écart type d’une population normale de
moyenne connue. Nous supposerons que la moyenne 4 est nulle. Avec cette convention
la densité de la population est donnée par :

1 z?
r)= —exp| ——= | . 13.36
fa) = o (=2 (1330
Soit un échantillon (z1,...,z,) issu de cette population. Calculons le logarithme ne-

perien et la dérivée de la fonction de vraisemblance de cet échantillon :

n 1 -
In L(x|8) = —Eln(Zﬂ) —nlné — 207 2_1 x5, (13.37)
dnL  n 12" 2_nlz" 2 2

i=1 i=1

On sait que la statistique 9 = (% Emf)% est un estimateur convergent de 6 ( voir
chapitre 9.5.2, page 183 ). L’équation (13.37) montre que 8 est une statistique exhaus-
tive, mais (13.38) montre qu’elle n’est pas MVB. En revanche, en tant que statistique
exhaustive, c’est aussi ’estimateur du maximum de vraisemblance. Calculons sa va-
riance, et pour cela, conformément a I’équation (13.35), calculons la dérivée seconde

deln L:
2WnL n 362
= 1—=1- (13.39)

202~ 82 62

Remplagons maintenant épar 6, comme il est prescrit par ’équation (13.35). Il vient :

Var(f) ~ o (13.40)

~on

L’écart type o, d’une population normale de loi A (y, 02) a donc pour estimateur ML :

5= [l S (i — H)Q] 5 (13.41)
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et sa variance asymptotique vaut :

2

Var(5) = ;—n (13.42)

Donnons maintenant une formule encore plus approxu’natlve mais trés utile
dans la pratique. Posons AD égal a l'écart type de 0. On a alors avec cette
notation Var(@) A§?2. Posons de plus, pour alléger I’écriture, h(6) = In L(x|6),
et effectuons un développement limité de h autour de 0. Tl vient :

h(0 + A8) = h(0) + 1'(0) A0 + Lh"(6)(A0)% + O(A)3. (13.43)

Mais, h’(a) = 0, et d’apres (13.35), h“(HA) ~ —Var(g)_1 = —(A#)=2, d’olt au

deuxieme ordre en 6 :

h(0 + AG) ~ h(d) — 1. (13.44)

On trouve alors ’écart type Af de I'estimation du maximum de vraisem-
blance § comme solution de 1’équation :

In L(z|0 + A0) = In L(x|0) — L. (13.45)

On peut dire aussi, que cet écart type Af est trouvé par 'intersection du graphe
de la fonction de vraisemblance, avec une droite horizontale au niveau de ’or-
donnée du maximum moins %
Pour calculer pratiquement un estimateur ML, on est donc amené a maxi-
miser la fonction In L(0). Les méthodes les plus performantes pour rechercher le
maximum d’une fonction, d’une ou plusieurs variables, sont les méthodes dites
«quasi-Newton.» Ces méthodes reposent sur le calcul de la dérivée seconde de
la fonction dont on cherche le maximum. Si ’on emploie une telle méthode, on
aura automatiquement la valeur de (In Z)” au maximum f. L’inverse de cette
quantité, changé de signe, nous donnera alors une approximation de la variance
asymptotique de I'estimation. Ce faisant, on a remplacé 8 par 0 dans 1’ expres-
sion (13.35), et il s’agit alors d’une approximation de la variance asymptotique.
Dans le cas ou ’on cherche a estimer conjointement plusieurs parameétres
(01,...,05), on doit chercher le maximum de la fonction de vraisemblance
InL(x|01,...,0s). La matrice des variances-covariances de 'estimateur (51 -
. ,55) est donnée asymptotiquement par I’'inverse de la matrice des dérivées
secondes de In L, ou comme on dit du « Hessien» de In L. Cela peut s’exprimer
symboliquement par la relation:

8%In L -t
[Valis = (—amaj H) : (13.46)

On pourra également se contenter d’une expression approchée de V'z en posant

0 = 0 dans I’expression précédente.

13.3 Exemples.
13.3.1 Estimation d’un rapport: le décrément de
Balmer.

Le décrément de Balmer Dy est égal au rapport des intensités des raies
H, et Hg de I’hydrogéne atomique. Afin d’en déterminer la valeur au centre
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d’une galaxie active, on a observé le spectre d’émission de 1’hydrogéne au cours
de 4 observations du centre de cette galaxie, étalées sur environ un an. Les
observations sont données par le tableau 13.1. Les intensités de H, et de Hpg

H, Hpg H,/Hg
4-dec-80 | 2.84+0.3 | 0.8+0.2 3.5
10-jan-81 | 24+ 0.3 | 0.5+ 0.2 4.8
20-sep-81 | 4.24+0.3 | 1.74+0.2 2.5
11-jan-82 | 9.1+ 0.6 | 2.8+ 0.3 3.3

TaAB. 13.1: Quatre observations de 'intensité des raies d’émission H, et Hg de
Uhydrogéne atomique. Le Décrément de Balmer D; est égal au rapport: H,/Hg,
de lintensité de ces raies.

ont varié pendant cette période, mais en supposant que le décrément de Balmer
lui, n’a pas varié, on demande qu’elle est I’estimation du maximum de vraisem-
blance de Dg 7

Introduisons maintenant nos notations. On notera «; et 3; les observations
de I'intensité des raies H, et Hg a I’époque t; ; & ces observations correspond
la valeur D; du décrément de Balmer. Les valeurs moyennes de la loi suivie par
les a; et les ;, seront notées p,, et ug,, et, par hypothese, le décrément de
Balmer cherché Dy = p,,/ps, ne dépend pas de t;. Nous supposerons que les
erreurs de mesure sur les intensités des raies suivent une loi normale, ne sont
pas corrélées, et ont pour écart type 0., et op,. Les écart types sont connus et
leur valeurs sont données par le tableau 13.1. Avec ces notations, les a; et §;
sont des variables aléatoires normales respectivement égales a: N(F‘an"'i,) et
N(,uﬁz ) U%,) :

Les formules (6.105) et (6.106) nous donnent la densité de probabilité f du
rapport D;, en fonction des parametres piq,, fig,, Ugmo-ﬁz?,' De ces quatre para-
metres, seuls 0, et og, sont connus, et on remarquera que la fonction f dépend
de po, et pg, séparément et non par le seul intermédiaire de leur rapport. Cela
nous interdit de considérer f comme la fonction de vraisemblance de D;. En
d’autres termes, DD; n’est pas une statistique exhaustive.

Il est utile, pour saisir toute 1’étendue du probléme, de tracer la densité
de probabilité f en supposant, ce qui est naturellement faux, que po, = «;
et pg, = Bi, et c’est ce qui a été fait sur la figure 13.1. Il est manifeste sur
cette figure que le mode de cette densité est systématiquement plus petit que la
valeur Dy = pia;/pis,, ce qui veut dire que, le plus souvent, le rapport observé
D; = «;/B; sera plus petit que le vrai rapport Dg. On sait par ailleurs que cette
densité ne possede pas de moyenne, et il est donc catastrophique d’estimer un
rapport par la moyenne arithmétique des rapports déduits des observations.

Ces remarques étant faites, revenons a notre probléeme d’estimation. Comme
il n’est pas possible de passer par I'intermédiaire de D;, il faut estimer les g,
et pg, séparément. Dans le cas qui nous intéresse, on a la relation o, = Dopg,,
ce qui fait que l’on doit estimer cing parametres (les po, ou les ug, et Dp), a
I’aide des huit observations données par le tableau 13.1. Les lois suivies par les
a; et par les B; étant normales et indépendantes, on trouve immédiatement le
log de la fonction de vraisemblance des observations, a la constante additive
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20-sep-81 _

1.2

0.8

0.6

0.4

0.2

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Décrément de Balmer: D

Fia. 13.1: Ce graphe représente les densités de probabilité du rapport de l'in-
tensité des raies de ’hydrogéne H,/Hp pour quatre observations indépendantes.
Les densités de probabilité sont identifiées par la date de l’observation corres-
pondante.

- 24 In(2704,0p8,;) prés que 'on peut négliger, soit:

_ 1= pa)® | (B ps)?
InL =7 (Z + g ) (13.47)

2 2
i=1 UO" Uﬁz

les po, et pg,, étant soumis aux quatre contraintes F; suivantes:
Fi(ta;, 1) = pay — Dopg, =0; i=1,...,4. (13.48)

Cherchons le maximum par la méthode des multiplicateurs de Lagrange. Soient
A; les quatre multiplicateurs, correspondant aux quatre contraintes. Les estima-
teurs cherchés sont solutions du systeme :

0 Q — ﬁoc,
0 (InL — \Fy) = ﬁ‘# — XDy =0 (13.49h)
Opp, T8i
a 4 4
ﬁ(h@-ZAJ«}) = Nifig, = 0. (13.49¢)
i=1 i=1

Nous ne donnerons pas la solution compléte du systéme, nous nous contenterons
seulement de 'estimation Dy. 1l vient :

fia, = Dofis, (13.50)
1300/231% + 02 i
o + DSO’%i

ai—ﬁoﬁi
A= ——————, 13.52
UiﬁDgﬁé, (13.52)

(13.51)

fig, =
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ce qui montre que I'estimation des parametres o, et pg,, ne dépend que de
I’estimation de Dy. Remplacons ces valeurs dans ’expression de In L. Il vient:

4
N ! 2/ 2 2 2
In L(Dg|ex, B) = max — ; A (o5, + D7og,) (13.53)
4
1 ((YZ' — Dﬁl)2

La figure 13.2 représente le graphe de cette fonction. L’estimation du maximum
de vraisemblance donne Dy = 3.07. L’erreur sur cette valeur, erreur due a la
présence de bruit dans les observations, et calculée grace & la formule (13.35),
est de 0.38. L’estimateur du maximum de vraisemblance de Dy est donc:

Do =3.07+0.38. (13.55)

Faisons, a propos de cet exemple, plusieurs remarques.

Dy
PRI R SN N PR I S WA B

2.5 3 3.5 4 4.5

Décrément de Balmer: D

Fia. 13.2: Estimation du décrément de Balmer du gaz hydrogéne présent au
centre d’une galaxie active variable. La courbe représente le logarithme de la
fonction de vraisemblance de j observations. Le vrai décrément Dy est inconnu
mais il est supposé étre constant. L’estimation donnée par la méthode du mawi-
mum de vraisemblance Dy vaut 3.07. L’écart type asymptotique de Dy, estimé a
partir de la courbure au sommet de la courbe, op = (=0%log L/OD?)~Y? vaut
0.38. Notre estimation de Dy est donc 3.07 £ 0.38. Le domaine couvert par ces
valeurs est représenté en gras sur l’axe horizontal.

1. La variance de ’estimation du ML est en fait I'inverse de la courbure de
la fonction In L, au maximum de celle-ci. Plus cette fonction est « piquée »
sur ’estimation, plus la variance de l’estimation sera petite, ce qui est
conforme a ’'intuition.

2. On a utilisé une formule asymptotique pour calculer la variance de I’esti-
mation. C’est une approximation dont il faut aussi avoir conscience.
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En fait, dans les conditions physiques normales qu’on peut s’attendre a trou-
ver au centre d’une galaxie, le décrément de Balmer doit avoir une valeur com-
prise entre 2.7 et 2.9 On voit que notre estimation 3.07 & 0.38, n’est pas contra-
dictoire avec ’hypothése que le gaz présent au centre de la galaxie observée
reste toujours dans des conditions normales, méme au cours d’une phase active
ou l'intensité de ’émission de I’hydrogeéne varie. Il faut bien insister sur le peu
de crédit qu’il faut accorder a un rapport de deux mesures, sans une analyse
critique des erreurs. Ayant mesuré des rapports aussi différents que 2.5 et 4.8,
on aurait pu en déduire que le décrément de Balmer avait varié de facon signi-
ficative d’une observation a ’autre. En fait, il n’en était probablement rien, et
le décrément de Balmer avait trés certainement une valeur toujours proche de
2.9. Le probléme de savoir s’il était raisonnable de penser que ce rapport était
constant, aurait pu étre étudié, au préalable, a ’aide d’un test d’hypothese.

13.4 Références.

On trouvera des applications de la méthode du maximum de vraisemblance
en astrophysique dans, par exemple, Cash (1979) [15].

13.5 Exercices et problemes.

Exercice 13.1. On tire au hasard un couple de nombres (X,Y’) suivant la loi nor-
male 2D de parameétres ui, p2, 01,02 et p. On révéle une des deux valeurs du couple,
par exemple X = x, donner ’estimation du maximum de vraisemblance de la valeur
y prise par Y. Dans ce cas particulier la loi (marginale) de Y est connue, donner alors
P’estimation correspondant au maximum de probabilité a posteriori.
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Chapitre 14

La méthode des moindres
carres.

Avec l'exposé de la méthode des moindres carrés il intervient un change-
ment de notations qu’il est bon de préciser dés maintenant. On notait jusqu’ici
(21,...,2y) les n réalisations d’un n-échantillon, mais dans I’exposé de la métho-
de des moindres carrés il est traditionnel de les noter (y1,...,yn), ce qui peut
préter a confusion, d’autant plus que les x; joueront ici le role de constantes et
non plus de variables aléatoires. De plus, dans ce chapitre, la notation (y1, ...,
yn) désigne indifféremment un n-échantillon ou une réalisation de cet échan-
tillon. La confusion n’est, en général, pas possible, et le sens & donner a cette
notation est précisé par le contexte.

14.1 Le principe général.

Supposons que 'on dispose d’un n-échantillon (y1,...,yn), que nous no-
terons comme un vecteur colonne y, en adoptant la notation matricielle. Cet
échantillon est issu d’une population parente a n dimensions que nous ne connais-
sons pas en détail (en particulier pas la loi), mais qui posséde un vecteur
moyenne E{y} et une matrice des variances-covariances V. Supposons égale-
ment que les valeurs y; de 1’échantillon dépendent d’un ensemble de k para-
metres (01,0s,...,0k), noté 8, par I'intermédiaire de n fonctions f;, connues
aux parametres 6 pres:

y1 = f1(6,61),

= f2(8,¢3),
Y2 = f2(6, €2 (14.1)

Yn = fn(ga fn)
Les ¢; sont les composantes d’un vecteur aléatoire e=(ey,...,€,), représentant
un bruit; c’est la présence des ¢; qui rend les y; aléatoires. On admet le plus
souvent que E {e} = 0, c’est-a-dire que le bruit ou les erreurs de mesure ne

présentent pas de biais ou, comme on dit, d’erreur systématique.
Un cas fréquent est le cas additif qui consiste & supposer que les f;(0,¢;)
peuvent s’écrire sous la forme d’une fonction déterministe y;(0) plus un bruit
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¢; de moyenne nulle, soit :
vi = fi(0,€) = pi(6) + € . (14.2)

Les fonctions p; représentent un modéle connu aux k parametres ajustables 6
prés. Comme E{¢;} =0, on a E{y; } = p;(0). Nous appellerons indifféremment
«moyenne» ou «signal» le vecteur p(6) de composantes (p1, ...,y ). L'esti-
mation de 0 revient alors a I’estimation de la moyenne de la population parente,
cette moyenne étant fonction des parametres 6.

Etant donné une réalisation (y1, ..., ys) du n-échantillon constitué de n ob-
servations y;, la méthode des moindres carrés propose de choisir ’estimation (]
du vecteur 6, qui minimise la dispersion des observations autour de leur valeur
moyenne. On forme donc la quantité S(6):

n

S(0) = (v —E{u})?, (14.3)

i=1

puis on cherche son minimum, ce qui définit implicitement la valeur de 8.

L’introduction de la fonction S conduit a trouver une solution acceptable
«au sens des moindres carrés » du systeme incompatible (14.1). La fonction S
est ce que 'on appelle une fonction de régularisation. La quantité Sy, dépend
du n-échantillon (y1,...,ys) et, & ce titre, est une variable aléatoire.

Le vecteur Q ainsi trouvé est appelé estimateur des moindres carrés de 6.
A D’estimateur 8 correspond un estimateur fl défini par fl = fZ(H ¢;). Contrai-
rement a la méthode ML, la méthode des moindres carrés n’exige pas que la
densité de probabilité de la population parente soit connue. Cependant, dans
le cas le plus général, les estimateurs des moindres carrés ainsi obtenus ne pos-
sedent aucune propriété optimale, ils sont, par exemple, souvent biaisés. Il y a
toutefois deux exceptions importantes que nous étudierons : le cas normal et le
cas linéaire. Ces deux cas supposent un modele additif y = p + €, c’est pour-
quoi nous allons maintenant caractériser plus finement la méthode des moindres
carrés sous ’hypothése que ce modele est valide.

Le modeéle additif y = p + €.

Dans le cas de ce modéle, E{y} = p, et I’équation (14.3) définissant les [
s’écrit alors:

S(6) =mins(8); SO) =Y (w—m)’=@w-n'ly-n.  (144)
i=1
Aux estimateurs 6 correspondent une estimation 1 de p: 1 = u(@) et une

estimation € de € appelée résidu. Par définition du résidu € = y — pi.

C’est ce modele y = p + €, qu’il conviendrait d’adopter pour résoudre par
la méthode des moindres carrés le probléeme de la détection d’un signal g noyé
dans un bruit de fond additif €. Nous n’exigeons sur € que la connaissance de sa
moyenne: E {€} = 0 et de sa matrice des variances-covariances: V = E{ee’} =

E{(y — )y —n)'}.
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14.1.1 Géométrisation de la méthode des moindres carrés.

Afin de dégager des relations métriques, il est nécessaire de définir les espaces
dans lesquels nos objets sont définis. Nous avons affaire a trois espaces :

1. L’espace des observations de dimension n que nous noterons O,. C’est
I’espace de toutes les observations possibles y € O,,.

2. L’espace des parametres Py, de dimension k. Un point 8 de cet espace
définit de facon unique un modéle p(6).

3. L’espace dans lequel se répartissent les différents modeles p. C’est un
sous-espace de O, qui est I"image par les fonctions p(6) de 'espace des
parameétres Py. Nous le noterons My, ( My = ima(p(6)) C Oy ).

Ces espaces et sous-espaces définissent le cadre dans lequel nous devons résoudre
notre probleme d’estimation par la méthode des moindres carrés. Selon le prin-
cipe de cette méthode, nous devons minimiser une quantité S(6) qui est une
somme de carrés dans l’espace O,, des observations. Cette remarque nous incite
a munir cet espace d’une structure d’espace euclidien en introduisant un produit
scalaire (x, y) entre deux éléments @, y quelconques de O,, que nous définissons
ainsi:

n
Va,y € On; (x,y) ::I:tyzz;riyi. (14.5)
i=1
Ce produit scalaire induit une norme dite euclidienne sur les observations y €
Oy, notée ||y|| ainsi qu’une distance d et un angle a € [0, 7] entre deux obser-
vations. On a:

Yy € On; [lyll =V (y,y), et (14.6)
(z,y)

Vi, 2)(yy)

Cette norme euclidienne confére a ’espace des observations une structure d’es-
pace euclidien. Dans cet espace, la méthode des moindres carrés devient un
probléme de recherche du minimum de la norme des résidus € = y — p ou de
maniere équivalente du minimum de la distance entre les observations y et une
estimation gt de leur moyenne :

Va,y € Oy; d(®,y) = ||® — yl|, cosa = (14.7)

Shin = mginS(G) & €= mgin||e(9)|| <~ p= mgind(y, n(8)). (14.8)

14.2 Le cas normal.

C’est un cas ot y; = p;(6) +¢€;, et ol les ¢; sont des variables aléatoires nor-
males de moyenne E {€} = 0 et de matrice des variances-covariances E {ee’} =
0?1, I étant la matrice identité de format (n,n). Conformément au principe
de la méthode des moindres carrés, calculons la moyenne des y; afin de former
Pexpression (14.3). On a E{y;} = E{u;(0) + e;} = 1:(0) que nous noterons y;
pour simplifier. En reportant ce résultat dans (14.4) on obtient :

Stmin = min Z(yi — 1i(8))? . (14.9)
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Calculons maintenant le logarithme de la fonction de vraisemblance de y. Pour
cela, nous avons besoin de connaitre la densité de probabilité des y;. Les y;
sont des variables aléatoires normales de moyenne y; et de variance Var(y;) =
Var(e;) = o2, d’ol:

In L(y|6) = —%nln(?ﬂ'az) — % Z(yi — ui(6))%. (14.10)

Cette fonction est maximisée pour 6, précisément lorsque 1’expression suivante
est minimisée:
n

S0) = (i — wi(6))* (14.11)

i=1

Les estimateurs des moindres carrés coincident alors avec ceux du maximum de
vralsemblance.

14.2.1 Moindres carrés pondérés.

A partir de la propriété précédente, on peut généraliser la méthode des moin-
dres carrés au cas ou € est un vecteur aléatoire issu d’une loi normale a n
dimensions telle que :

E{e} =0, E{ee'}=0V. (14.12)

Dans cette expression, o2V est la matrice de variances-covariances de € connue
a un facteur o2 pres, et V' est la matrice des variances-covariances relatives de
€. Les y; sont alors des variables aléatoires normales a n-dimensions, de moyenne
E{y} = p et de matrice des variances-covariances E {(y — p)(y — p)'} =
E {ee'} = 02V . La fonction de vraisemblance s’écrit alors (voir équation (6.57)) :

1 1 tyr—1
L(y|6) = 2% (02 det V)3 exp =55 (y —p(0)) V" (y - n(0)), (14.13)
In L (y]6) = —3 W[(27)" (0 det V)] o (y — (6))'V ™"y — (6))

(14.14)

Le premier terme de cette expression ne dépend pas de 6 et la méthode du
maximum de vraisemblance conduit alors & minimiser la quantité :

S(8) = (y — u(8)' V' (y — u(6)). (14.15)

A titre d’exemple, envisageons le cas ou la matrice des variances-covariances est
diagonale :

1
o 0 U_% 0
FAV=c|: - |, Vi=]|: - | (14.16)
0 ol 1
o
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L’expression (14.15) s’écrit & présent :

S(6) = zn: (v = 1i(8)) (14.17)

i=1 3

Les estimateurs 8 du maximum de vraisemblance sont donc trouvés en minimi-
sant ’expression :

5 N (v pi(9)?
5(8) = mom; g : (14.18)
qui ne fait intervenir que les variances relatives o7 des observations. La mé-
thode qui consiste a trouver des estimateurs en minimisant une expression telle
que (14.17) est appelée méthode des moindres carrés pondérés ou méthode du
moindre y2, car la quantité S(@)/O'2 suit la loi du x2 & n — k degrés de li-
berté lorsque les y; suivent une loi normale. Les quantités 1/o? sont souvent
appelées les poids w; des observations, car plus la précision d’une mesure y; est
grande, moins grande est sa variance, et plus grand doit étre le coefficient qui
rend compte de son influence dans le calcul de S. La matrice V™! intervient
alors comme une matrice de pondération relative qui rend compte de I'inégale
précision des mesures y et de leurs corrélations éventuelles. Dans la pratique,
il arrive souvent que ’on estime les poids w;, et donc la matrice W = V=1 et
que ’on cherche & minimiser ’expression :

S(8) = (y — u(6))' W (y — p(6)) . (14.19)

La solution 0 de cette expression est trouvée par une méthode de minimisation
quelconque du genre quasi-Newton par exemple, ou comme racine du systéme:

(-22) Wi - e =0. (14.20)

Mais il faut bien étre conscient du fait que si € n’est pas une variable aléatoire
normale ou plus généralement si sa densité de probabilité n’est pas du genre
exponentiel :

F(x10) = explA(0) B(x) + C(2) + D(0)] (14.21)

il n’est absolument pas garanti d’obtenir des estimateurs optimaux. Cependant,
si W est définie positive et si la matrice des variances-covariances de y reste
bornée quand n — oo, alors les estimateurs des moindres carrés 8 sont conver-
gents.

14.3 Le cas linéaire.

Dans ce cas, les estimateurs des moindres carrés sont optimaux méme pour
des échantillons de petite taille. Ils sont non-biaisés, obtenus comme combinaison
linéaire des observations, et de variance minimum (MV) dans cette classe. Ces
propriétés constituent le théoreme de Gauss-Markov, que nous démontrerons
plus loin.
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14.3.1 Modeéle linéaire.

Le modeéle linéaire est du type y = p + € ou p s’exprime linéairement en
fonction de k parameétres inconnus 6, c’est-a-dire :

k
pi =Y wil;, i=1,...n. (14.22)
j=1

Il va sans dire que modéle linéaire ne veut pas dire ajustement par une droite
des moindres carrés. L’ajustement d’un nuage de points par une parabole est
un modele linéaire. En effet ’expression : p; = 69+ 6 z; + 92;13? est bien linéaire
par rapport aux f, comme l’exige le modeéle.

Etant linéaire, le systéme d’équations (14.22) peut étre mis sous la forme
matricielle :

pn=X60, (14.23)
et le modeéle linéaire lui-meéme, sous la forme:
y=X60+¢€ (14.24)
Rappelons la signification des termes de ces équations.

— Les vecteurs y et € sont des vecteurs colonne (n, 1), représentant respec-
tivement les données et les composantes aléatoires (le bruit). Ils appar-
tiennent a ’espace O, des observations de dimension n.

— Le vecteur 8 est un vecteur colonne (k, 1), représentant les k parameétres
a estimer et permettant de trouver une estimation de p. Le vecteur 6
appartient a ’espace Py des paramétres.

— Le vecteur p est 'image par X de 6 dans ’espace des observations O,,,
c’est un vecteur colonne (k, 1) qui appartient & ’espace des modeéles My,
sous-espace de dimension k de O,,.

— La matrice X est une matrice rectangulaire (n, k) de coefficients connus
appelée la « matrice modéle» ou encore la « matrice de régression».
Structure de la matrice modéle X.

Les coefficients z;; du systéme (14.22) s’arrangent dans X sous la forme
suivante :

11 T12 L1k
21 L2z o T2k

X=1. . i ] (14.25)
Inl LIn2 Ink

La matrice X est formée de %k colonnes de n scalaires, que nous noterons ;.
. . _ P R e _—k
L’équation g = X @ définissant le modele peut alors s’écrire p = ijl 0;x;, ce
qui exprime que g est une combinaison linéaire des vecteurs ;. On peut alors
considérer ces derniers comme une base sur laquelle on tente de décomposer .
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Y

|
X1 X9 X3 X4 X5 g L7 X8 L9 X10

o AR Lo o
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A
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1

Fia. 14.1: Construction des vecteurs colonnes de la matrice X, dans le modéle
linéaire y; = 01 + 022 + 0322, par échantillonnage des fonctions fi(z) = 1,
fa(z) = z et fo(x) = 22, aur points ot les y; sont observés.

Les x; ne joueront d’ailleurs ce role de base que s’ils sont linéairement indépen-
dants, c’est-a-dire si 1’équation Zle ajx; = 0 implique que les a; sont tous
nuls.

Bien souvent, on obtient les x; par échantillonnage de fonctions continues
fi(@): zij = fj(x;). Cet échantillonnage peut étre irrégulier ou régulier si z; =
2o+ (1—1)Az. Les observations y; sont aussi obtenues par échantillonnage d’une
certaine fonction y(z) pour les mémes z;. Dans cette interprétation, la méthode
ici exposée revient a chercher les coefficients #; de la combinaison linéaire des
fonctions de base x; qui approxime au mieux les données y, au sens des moindres
carrés.

La matrice modeéle X est formée par la juxtaposition des k vecteurs colonnes
x;, version échantillonnée de fonctions de base. La figure 14.1 illustre la fagon
d’envisager les ®; que nous venons de décrire.

14.3.2 Fonctions a estimer.

I1 arrive fréquemment que 1’on désire estimer d’autres parameétres 3; a partir
de I’estimation des ¢;. On suppose connue la dépendance des 3; en fonction des
6;, soit B; = ¢;(0), que nous noterons B = ¢(0). Les ¢; (et plus improprement
les B; ) sont appelées les «fonctions & estimer ».

Les 3; sont en nombre s quelconque et il n’est pas nécessaire que ce nombre
soit égal au nombre de parametres ;. Cependant si les fonctions ¢ sont bijec-
tives, alors on a:

min||y — u(8)]] = Hgnlly—u(cp‘l(ﬁ))ll, (14.26)

o~

ce qui conduit a écrire 8 = cp(g) et Destimation de pi est indépendante de
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la paramétrisation. Si les fonctions ¢ ne sont pas bijectives nous prendrons
B = ¢(0) comme définition des estimateurs de B au sens des moindres carrés.

Un cas important est celui ou les fonctions ¢ sont linéaires, de matrice C
connue, telle que B = CBO. Si C est inversible, on peut réinterpréter le cas
linéaire de matrice modele X en un autre cas linéaire de matrice modeéle X g =
XC™!. Un choix judicieux de C permet souvent de simplifier la recherche de
solutions par la méthode des moindres carrés. Le théoréme de Gauss-Markov
établit I'optimalité des estimateurs 8 dans le cas linéaire, pour 8 = C8 et C
étant (sauf cas singulier ) quelconque.

14.3.3 Modeéle linéaire réduit.

Le modéle linéaire réduit est un modele linéaire pour lequel le bruit € est de
moyenne nulle, de composantes non-corrélées et de variances égales, c’est-a-dire :

E{e} =0, E{ee'} =0T . (14.27)

On peut toujours supposer que la relation E{e} = 0 est satisfaite. Si tel
n’était pas le cas, et s’il existait une erreur systématique p indépendante de i
(Vi, E{e;} = p), on pourrait considérer la constante p comme un parameétre
supplémentaire du genre 8, et ré-écrire le systeme sous la forme:

y=(X1) (2) + €, (14.28)

ot E{€¢'} = 0 et ou le 1 dans la formule précédente représente une colonne de 1
adjointe a la matrice X, tandis que p est une constante insérée sous la colonne
des 6. S’il y avait plusieurs moyennes inconnues p1, . . . , iis, il faudrait adjoindre
a la matrice X autant de colonnes formées de 1 et de 0, et insérer autant de y;
sous la colonne des 6, tout en veillant & ce qu’il n’y ait pas plus d’inconnues que
d’équations, c’est-a-dire que k+s < n. Sous réserve que cette derniere condition
soit remplie, il n’y a pas de restriction a étudier le systéme :

y=X60+e; FEle}=0. (14.29)

On peut également supposer que la matrice des variances-covariances de €
est de la forme:

E{ee'} = 0’1, (14.30)

ol la variance o2 est peut-étre inconnue. C’est ce qui se passe lorsque les mesures
y sont d’égale précision. De nouveau, si cela n’était pas le cas, et si les mesures
y étaient de précision inégale et/ou corrélées, on aurait :

E {eet} =02V ; V étant connue. (14.31)

Nous allons supposer de plus que V est non singuliére, c’est-a-dire inversible
(det V' # 0). Le modéle ot V' est singuliére a été envisagé par Kreijger et
Neudecker (1977) [45]. Afin de se ramener au cas réduit, on peut alors effectuer
le changement de variables y, = N'y, X; = N'X et ¢ = N'¢, out N est
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une matrice non singuliére ayant la propriété NN!=Vv~! Ce changement de
variables est tel que:
E{e}=E{N'€} =N'E{e} =0
E{eel} =E{N'ee’N} = N'E {ee'} N =’ N'VN
NE{eeh} =o?V'VN =0’ N
N7INE {eoeg} =E {6068} =1

Le systéme d’équations devient grace a ce changement de variables:
Yo=Xo0+e€; E{ea} =0 et E{eoeh} = 0’1, (14.32)

et il est donc bien sous forme réduite. Il reste a déterminer la matrice IN?.
Un calcul simple montre que N = A'U*, ot A™? et U sont les matrices
respectivement des valeurs propres et des vecteurs propres de V71 :

V- i=UAU". (14.33)

Lorsque n — oo on ne peut plus supposer que V reste toujours réguliére et qu’un
tel changement de variables est possible; le comportement asymptotique des
estimateurs des moindres carrés pondérés est alors subordonné au comportement
asymptotique de la matrice V.

14.3.4 Les équations normales.

Le changement de variables évoqué plus haut ayant été éventuellement fait,
nous allons maintenant chercher la solution du modéle linéaire réduit. La métho-
de des moindres carrés requiert de minimiser la quantité :

S(0) = (y— X0)'(y— X6). (14.34)

Si 6 est quelconque, une condition nécessaire pour que 8 réalise ce minimum,
est qu’en @ les dérivées de S par rapport aux 6; soient nulles. Notons S’ le
vecteur d’éléments 95/80; et S” 1a matrice d’éléments 925/80;90;. On obtient
facilement :

§' = 2X'(y - X6), §"=2X"'X. (14.35)

La condition §’ = 0 pour 8 = g, impose Xt(y — X@) = 0, ce qui conduit, afin
de trouver 6, a résoudre le systéme linéaire suivant :

X'X0=X'y. (14.36)

Les équations de ce systéme portent le nom d’équations normales. Nous ne nous

préoccupons pas pour le moment de savoir s’il s’agit bien d’un minimum, ce qui
. s t , . . . .y

serait assuré si X X était définie positive.

Structure de la matrice X*X. La matrice X est formée des vecteurs de

base x; rangés sous forme de colonnes, comme discuté précédemment. La ma-
: ¢ ) . C .

trice X°, elle, est formée de ces mémes vecteurs, mais écrits sous forme de lignes.
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Un élément ij de XX est alors le produit du vecteur ligne x! par le vecteur
colonne x;. On a:

wtlwl wtlwz wtlwk
t t t
. ToX1 XToky - TolL
X'x=1 " . ] (14.37)
:BZ:M wiwz wtkwk

La matrice X*X est donc une matrice carrée, symétrique, dont les éléments sont
les produits scalaires des vecteurs de base. A la soustraction de leur moyenne
pres, ces produits scalaires sont les covariances des vecteurs de base, et la matrice
X' X peut étre assimilée & une matrice des variances-covariances des vecteurs
de base.

En algebre linéaire une telle matrice s’appelle la matrice de Gram de la
base des vecteurs colonnes de X, on pourra consulter ’ouvrage de Glazman et
Liubitch [25] chap.IIT §3 pour connaitre les diverses propriétés d’une matrice de
Gram. Donnons a présent quelques propriétés des équations normales.

Les équations normales sont compatibles. Un systéme linéaire (comme
celui associé aux équations normales X'X0 = Xty) est : soit incompatible et
alors il n’y a aucune valeur de ] susceptible d’atteindre le second membre X'y;
soit compatible et il y a au moins une solution 8 qui atteint ce second membre.
Dans cette derniére circonstance, on dit que le second membre est dans I'image
par XX de 8 et on écrit X'y € ima(XtX). Les équations normales ont ceci
de particulier qu’elles sont obligatoirement compatibles.

Pour qu’un systéme linéaire soit compatible, il faut et il suffit qu’il satisfasse
la condition de Fredholm qui exige que toute solution z du systéme homo-
gene adjoint : (XtX)tz = 0, soit orthogonale au second membre, c’est-a-dire
2zt X'y = 0. Dans le cas des équations normales, la matrice X*X est symétrique
et z est aussi solution du systéme homogéne X*Xz = 0, ce qui exprime que
z appartient au noyau de X*X (z € ker(X*X)). Si 2z est réduit au seul élé-
ment nul (ker(X*X) = {0}) la condition de Fredholm est automatiquement
satisfaite, si le noyau n’est pas réduit au seul élément nul il vient :

X'Xz=0= 2'X'Xz=0 = ||Xz]|=0 = X2=0 = X'Xz=0
Xz=0 = (X2)ly=0 = 2'X'y=0. (14.38)

La derniere égalité est la condition de Fredholm et les équations normales sont
bien compatibles. Nous avons comme conséquence directe de (14.38):

Corollaire 14.1. Le noyau de X'X est confondu avec le noyau de X, c’est-
a-dire :

X'Xz=0 < Xz=0 (14.39)

Un élément z du noyau de X exprime la dépendance linéaire des colonnes
de X, c’est-a-dire des fonctions de bases échantillonnées.
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14.3.5 Solution du modéle linéaire.

Nous sommes maintenant en mesure d’énoncer le théoreme concernant 1’es-
timation de 8 par @ au sens des moindres carrés.

Théoréme 14.2. Si 0 est un vecteur de paramétres susceptibles de prendre des
valeurs quelconques, alors le vecteur 0 est un estimateur de @ au sens des moin-
dres carrés si, et seulement si, 8 est solution des équations normales. C’est-a-
dire :

V6; minS(8) = S(6) < X'X6= X'y, (14.40)
0

ot S(0)=(y—X8)'(y—X8).

Démonstration. Nous avons déja montré que si 0 était un estimateur de 6 au sens
des moindres carrés alors il était nécessairement solution des équations normales. Il
reste a démontrer que si 0 est solution des équations normales, alors c’est aussi une
solution de ming S(#). Considérons un autre estimateur quelconque 0 + AB. 11 vient :

5(0+A8) = (y— X(8+ A0)) (y — X (6 + AB)) =
(y — X0)'(y — X0) — 2(A0)' X' (y — X0) + (A0)' X' XAQ =
5(8) — 2(A0) (X'y — X'X0) + (A0) X' XA

Le deuxiéme terme du dernier membre est nul car @ est solution des équations nor-
males ; le troisitme terme n’est pas négatif car c’est un carré. Il vient alors S(8+A8) >

S(a) et 8 est bien solution de ming S(0). O

La condition « 8 quelconque» n’est pas anodine: si @ est restreint a un certain
domaine de I'espace des parameétres, il est possible que la solution des équations
normales soit en dehors de ce domaine et on n’obtient alors pas 'estimateur des
moindres carrés comme solution des équations normales.

On sait que la solution générale d’un systéme linéaire est égale a une solution
particuliere de I’équation avec second membre, plus la solution générale du sys-
téme sans second membre (systéme homogeéne). Toutes ces solutions forment
un espace vectoriel A dont la dimension est égale & la dimension du noyau.
C’est le théoréme bien connu en algebre linéaire sous le nom de théoréme de la
«translation du noyau ». On peut alors écrire toutes les solutions des équations
normales sous la forme:

6=0,+z avec X'X6p=X'y, et X'Xz=0. (14.41)

Il n’y aura de solution unique que si la solution de X*X 2z = 0 est réduite & la
seule solution triviale z = 0. On a vu en (14.38) que la condition X'Xz=0
est équivalente & Xz = 0, cette équation n’admet pour solution que la solution
triviale que si les colonnes de X, qui sont les fonctions de bases, sont linéairement
indépendantes. On a alors:

Théoréme 14.3. Les équations normales possédent une solution unique si, et
seulement si, le systéme Xz = 0 n’admet que la seule solution: z = 0, c’est-a-
-dire si les fonctions de base qui forment les colonnes de la matrice modéle X
sont linéairement indépendantes.
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Cas ou la solution est unique ( cas régulier).

Si les équations normales admettent une solution unique, I'estimateur de 6
au sens des moindres carrés : 8 est donné par ’expression :

6= (X'X)"'X'y. (14.42)

La matrice XX est définie positive et avec elle §”. On retrouve ainsi que
la solution (14.42) correspond bien & un minimum. Dans le cas non réduit o
X doit étre remplacé par N!X et y par N'y il vient, en se rappelant que
NN'=v~1:

8" =2X'VlXx (14.43)
0= inv(X'VIX)X'V 1y (14.44)

ou encore, en posant V™1 = W (la matrice des poids relatifs), on obtient :

S =2X'WX (14.45)
= (X'WX) ' X'Wy. (14.46)

L’estimateur 8 est une combinaison linéaire des observations vy : c’est un es-
timateur linéaire et la méthode des moindres carrés est un cas particulier de
I’estimation linéaire. Cette théorie traite de D’estimation de &k valeurs a partir
d’une combinaison linéaire de n observations. Dans le cas qui nous intéresse ici
on a k < n. C’est ce qu'on appelle une régression ou un lissage.

» Exemple 14.1. FEstimation d’une constante. Prenons le cas le plus simple de
P’estimation d’un seul parametre 8, & partir d’un ensemble de n mesures y;. Le modele
correspondant est donc: Vi 1 = 1...n, y; = 6 4+ ¢;, que 'on notera: y = 16 + €.
Le symbole 1 représente un vecteur colonne (n, 1) formé uniquement de 1. On a donc
X =1, et:

—1

1 n
X'X=11= X'X ==, Xy=1y= i
n, ) n Y Y ;y,

3|

d’ott ’estimation de §: 8 =

Sui=y. (14.47)
i=1

L’estimateur des moindres carrés 6 : n’est autre que la moyenne arithmétique des y;.

»Exemple 14.2. Mesures d’inégale précision. Supposons que les mesures soient
d’inégale précision, affectées d’un poids relatif w; = 1/0? si les 07 sont connus, ou de
tout autre poids w; jugé raisonnable par I’expérimentateur. En conservant le modele
y = 16 + € de ’exemple précédent, on aura:

(1w = (i w)

i=1

—1

, ltW’y = zn:wzyZ
i=1

Do, WiYi

Doy Wi

dou 6= (14.48)

La valeur éreprésente le centre de gravité des y; affectés des poids w;.
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Bases orthonormées. Le calcul des solutions (14.42) serait grandement sim-
plifié si les vecteurs colonnes de X étaient orthonormés. Dans cette éventualité,
on aurait X*X = I, et il n’y aurait pas d’inverse a calculer: 8 serait égal a
X'y et o1 & X X'y. On peut atteindre cet objectif avec une autre paramétri-
sation de g ou les nouveaux paramétres B sont tels que la matrice du modele
correspondant X 5 soit orthonormée. Si ’on a pas connaissance a priori d’une
base orthonormée, il est toujours possible d’en obtenir une a partir d’une base
quelconque a l’aide, par exemple, du processus d’orthogonalisation de Gram-
Schmidt (voir annexe B.3.5, page 323).

Ce travail étant fait, et si c’est seulement l’estimation p du signal p qui
importe (et non pas celle des parameétres ), on l'obtiendra par p = Xg3; 8 =
X%y Si néanmoins on désire aussi une estimation des @ on l’obtiendra par

GZAB.

» Exemple 14.3. Base orthogonale pour un échantillonnage régulier. Si X dé-
signe un ensemble de 2n points espacés réguliérement:

.
X =A{=zi|=zi = = —n+1,...,-1,0,1,2,...,n},
alors les fonctions trigonométriques échantillonnées sur X sont orthogonales :

Z sinjrsinkz =0, j#k;

zeX

E sin jrcoskx = 0;

zeEX

E cosjrcoskz =0, j#Kk.
zeX

Cas ou il y a plusieurs solutions ( cas singulier).

Avant d’exposer la méthode qui permet de traiter un probléme singulier de
ce type, il importe de comprendre pourquoi on peut se retrouver dans une telle
situation. D’apres le théoréme 14.3 il y a plusieurs solutions si, et seulement si,
les colonnes de X ne sont pas linéairement indépendantes, ce qui peut arriver
a la suite des circonstances suivantes.

— Il y a plus de fonctions de base que de points expérimentaux : les colonnes
de X sont alors nécessairement linéairement dépendantes.

— Les fonctions de bases n’ont pas été choisies avec soin et il se trouve qu’au
moins 'une d’elles est linéairement dépendante des autres. Supposons,
par exemple, que I’on ait choisi de représenter un signal périodique y(?)
de période T & ’aide du modéle p(t) :

u(t) = 0o + 01 cos(Q%t) + 6 cos <4%t) + 05 cos? (2%15) .

Les fonctions de base sont: 1, cos(2nt/T), cos(4nt/T) et cos?(2nwt/T).
Puisque 2 cos?(27t/T) = 1 + cos(2mt/T), on est assuré, avant méme tout
échantillonnage du signal et des fonctions de base qui nous délivreraient
respectivement le vecteur y et la matrice modele X, que la quatriéme co-
lonne de X sera linéairement dépendante de la premiere et de la troisieme.
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— Les fonctions de base sont linéairement indépendantes, mais ’échantillon-
nage n’est pas assez serré ou est incapable de les distinguer comme telles.
Les fonctions de base deviennent linéairement dépendantes vis-a-vis de
I’échantillonnage. Si, dans I'exemple précédent, on choisit de représenter
le signal périodique y(t) par le modéle suivant :

T
t),

tout échantillonnage régulier dont le pas At sera un multiple de T/2N

Nm

wu(t) = 6o + 01 cos<2 t) —|—92sin<2N

donnera des valeurs nulles pour le sinus et égales & un ou moins un pour
le cosinus, et la matrice X sera singuliére. Le pas d’échantillonnage cri-
tique At, = T'/2N pour N fixé s’appelle le pas de Shannon. La fréquence
d’échantillonnage 1/At doit étre supérieure a deux fois la fréquence maxi-
male N/T présente dans le modéle?.

— Enfin il est possible que les fonctions de base soient en théorie linéai-
rement indépendantes vis-a-vis de 1’échantillonnage, mais qu’en pratique
(numériquement) elles ne le soient pas. Ce cas est trés répandu lorsque
le nombre de fonctions de base et par conséquent le format de la matrice
X'X deviennent trés grands et que le rapport entre la plus petite et la
plus grande valeur propre de XX dépasse les capacités de la machine.

Il reste maintenant a caractériser les solutions des équations normales qui,
rappelons-le, ne sont connues qu’a une solution du systéeme homogene pres. La
solution générale du systéme homogene n’est autre qu’'une combinaison linéaire
quelconque d’une base du noyau. Il existe plusieurs solutions techniques pour
obtenir une base du noyau, I’'une des plus courantes est d’avoir recours a la
«décomposition en valeurs singuliéres» de X*X (voir par exemple Press et al.
[60] chap.2.9).

Pour la solution particuliere de 1’équation avec second membre, on choisit
parmi toutes les solutions possibles la solution 81 dont la norme euclidienne est
la plus petite. Cette solution s’appelle la pseudo-solution normale du systeme
(en général incompatible) y = X 8. Par définition de la norme euclidienne, 6,
est solution de:

||§1||:glt51:mjn§t§; avec X'X6=X'y. (14.49)
0]

Le théoréeme suivant caractérise la pseudo-solution normale.

Théoréme 14.4. La pseudo-solution normale d’un systeme linéaire y = X0
est lunique solution des équations normales assocides X' X0 = X'y qui posséde
l’une quelconque des propriétés suivantes :

0. C’est par définition la solution des équations normales qui possede la plus
petite norme euclidienne.

1. C’est U'unique solution des équations normales qui soit de la forme X'b
ou b est un vecteur quelconque de ’espace O,, des observations.

1. On montre ( théoréme de Shannon) que pour garder toute l'information contenue dans les
données, il faut échantillonnerréguliérement & une fréquence supérieure a deux fois la fréquence
maximum contenue dans les données et non pas seulement dans le modéle ( Whittaker 1945
[70], Shannon 1949 [66] ).
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2. Elle est la projection orthogonale des solutions des équations normales sur
Uespace « semblable au second membrey» des vecteurs de la forme X'b.

Démonstration. Soit N l’espace des solutions des équations normales. Puisque ces
équations sont compatibles on a d’aprés (14.38) 2" X’y = 0, ce qui exprime que le
vecteur X'y et (comme y est quelconque ) tous les vecteurs de la forme X*b sont
orthogonaux au noyau de X*X. Soit Z I’espace des vecteurs de la forme X'b ou b est
un vecteur quelconque de O,,. La compatibilité des équations normales s’exprime par
7 Lker(X*X).

D’apres les résultats élémentaires d’algebre linéaire, on sait que tout vecteur est la
somme unique d’un vecteur d’un certain sous-espace et d’un vecteur du sous-espace
qui lui est orthogonal. Appliquons ce résultat aux solutions des équations normales :
] e N se decompose de fagon umque en 0 = 01 + 2z ou 01 clet z c ker(X X) Pour
une autre solution 0 € N,ona 9 = (9 .y +z)+ 01. Mais 0 Sy +z€eker XX
car 0 et 0 sont des solutions des équations normales, z € ker X' X et par conséquent
0 est la projection d’une solution quelconque des équations normales sur 'espace Z
des vecteurs de la forme X‘b.

Nous voulons & présent montrer que ||81|| < [|8]|. On a ||8]| = ||61 + z|| = ||61]| +
||z]] car 81 L z. Par définition une norme est positive ou nulle, en particulier [|z]| >0
et donc ||8:]] < ||8][, Iégalité n’ayant lieu que si 6 = 6. O

» Exemple 14.4. Soit le systéme d’une équation a deux inconnues 6; + 62 = 2. La
matrice du modéle est X = (1, 1) et les équations normales associées sont :

G) S <§;) = G) 2 (14.50)

La solution générale de ce systéme est

<z;> - <§> ta (;D ’ (14.51)

ol « est un nombre quelconque. La pseudo-solution normale est d’aprés 14.4 la seule
solution de (14.51) qui soit semblable au second membre de (14.50). Cette solution est
obtenue pour o = 1 et la pseudo-solution normale de 61 + 82 = 2 est alors 8, = 1 et
0> = 1.

Matrice pseudo-inverse. Il est commode d’exprimer les solutions d’un sys-
téme singulier en termes de matrice pseudo-inverse. Une matrice pseudo-inverse
ou inverse de Moore-Penrose d’une matrice A est 'inverse de A dans le sous-
espace ou elle est inversible. Pratiquement, si I’on veut une solution du systéme
Ax = bou A est singuliére de rang r # 0, on projette orthogonalement b sur
le sous-espace de dimension r des vecteurs propres de A, on résout le systéme
dans ce sous-espace, et on étend la solution a I’espace originel en complétant
avec des zéros. (voir par exemple Glazman et Liubitch [25] chap.IX §3). Pour
notre part nous adopterons la définition suivante.

Définition 14.1. La matrice pseudo-inverse d’une matrice A de format (n, k)
est une matrice notée A" de format (k, n), dont les colonnes @; sont les pseudo-
solutions normales des k équations linéaires & n inconnues de la forme:

Ami:ei: i:l,...,k, (1452)

ou les e; sont les colonnes de la matrice unité d’ordre k. Les pseudo-solutions
normales étant uniques, la matrice pseudo-inverse est également unique.
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Propriétés. Nous donnons sans démonstration quelques propriétés des ma-
trices pseudo-inverses, on se reportera par exemple a Beklémichev [5] chap.14
ou a l'ouvrage d’Albert [3]. Pour les propriétés des projecteurs on consultera

Glazman & Liubitch [25] chap.II §8.

1. La matrice pseudo-inverse A" est une inverse généralisée, c’est-a-dire
qu’elle possede la propriété :

AATVA= A, (14.53)

2. La matrice pseudo-inverse est la seule inverse généralisée qui posséde aussi
les propriétés suivantes :

ACDAACD = ACD, (14.54)
(AAY) = AACY, (A“Y4) = AvA. (14.55)

3. La matrice Q = A A est un projecteur, c’est-a-dire Q> = Q. D’aprés
(14.55), c’est aussi une matrice symétrique.

4. La matrice P supplémentaire de Q = A" A, définie par:
P=1I,—A"YA, (14.56)

ou I est 'identité dans ’espace des parametres Py, est une matrice sy-
métrique et est un projecteur sur le noyau de A. Les projecteurs P et Q
sont, (comme tout projecteurs supplémentaires ), orthogonaux entre eux,
c’est-a~dire que PQ = QP = 0.

5. On a la relation duale:
(A = (AhH)Y, (14.57)

avec des propriétés équivalentes aux relations 3 et 4 pour les projecteurs
associés.

Les propriétés qui vont suivre se rapportent a la résolution d’un systéme
linéaire Ax = b de n équations a k inconnues. A ce systéme est associé le systéme
normal A*Az = A'b qui, on le sait, est compatible. On note K le noyau de A,
c’est-a-dire ’ensemble des solutions du systéme homogene Az = 0, cet espace
est identique au noyau de A*A. On note Z I’ensemble des vecteurs semblables
au second membre des équations normales, c’est-a-dire de la forme A’b, ot b
est quelconque. Nous supposons de plus que tous les espaces de vecteurs sont
munis du produit scalaire (z,y) = z'y.

La propriété de compatibilité des équations normales nous dit que les espaces
T et K sont orthogonaux (pour le produit scalaire défini plus haut) et que par
conséquent un vecteur & quelconque se décompose de facon unique en une somme
x =x +axgonx; €T et wg € K avec (#1,29) = 0.

6. La matrice @ est un projecteur orthogonal de @ sur ’espace Z. Nous
savions déja que c’est un projecteur il est de plus orthogonal sur Z c’est-
-a-dire que si ® € T et z est tel que Qz = 0, alors (z,2) = 0. Cela
est conforme a la définition d’un projecteur orthogonal qui exige que son
noyau soit orthogonal a son image.



14.3. LE CAS LINEAIRE. 263

7. Le projecteur P projette également ® orthogonalement sur K.

8. Le vecteur , = A" b est la pseudo-solution normale du systéme Az = b.
Si ce systéme est compatible sa solution générale est alors:

x =AYb+ (I, — A“VA)h, heR"*, (14.58)

9. Si le systéme est incompatible ses solutions au sens des moindres carrés
sont données par (14.58), mais on a aussi:

@ =(A'"A)""b+ (I — ATV A)h, heRF. (14.59)

Construction. Nous donnons maintenant, toujours sans démonstration, diffé-
rentes méthodes permettant de calculer une matrice pseudo-inverse. On consul-
tera Beklémichev [5] chap.XIV §3, pour obtenir les démonstrations des proprié-
tés que nous allons donner.

1. Si les colonnes de la matrice A sont linéairement indépendantes, alors:
ACY = (A'A)TM A (14.60)

2. Si les lignes de la matrice A sont linéairement indépendantes, alors:

ACY = At(AAY)T

(14.61)

3. 1l est toujours possible de décomposer une matrice A de format (n, k) et
de rang r < min(k, n) en un produit de deux matrices de rang r BC, o
B est de format (n,r) et C de format (r, k). Une telle décomposition est
appelée décomposition squelettique. Si A = BC' est une décomposition
squelettique de A, alors:

ACY = c-vB-Y = ¢t(ccty  (B'B) ' B (14.62)

4. 1Tl est aussi possible de décomposer la matrice A en un produit de trois ma-
trices A = UDV" on D est une matrice carrée diagonale de format(k, k)
dont les éléments diagonaux sont les valeurs singuliéres de la matrice A.
Si A est de rang r, il y a r valeurs singuliéres non nulles. La matrice U
est de format (n, k) et ses colonnes de méme indice que les valeurs sin-
guliéres non nulles sont les vecteurs propres (orthonormés) de la matrice
AA". Alors que la matrice V' est une matrice carré de format (k, k) dont
les colonnes de méme indice que les valeurs singuliéres non nulles sont les
vecteurs propres orthonormés de A*A. On a U'U = Iy et V'V = I.
Cette décomposition s’appelle décomposition en valeurs singuliéres.

On montre facilement que la pseudo-inverse de D est une matrice carré
diagonale D"" dont les éléments diagonaux sont les inverses des valeurs
singuliéres non nulles alors que les valeurs singuliéres nulles sont laissées
nulles. On obtient alors A" de la fagon suivante :

ATV = VDYU' pour A=UDV®. (14.63)
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5. Si A est une matrice carré et si P est une matrice projective orthogonale
sur le sous-espace ker A, c’est-a-dire si P posséde les propriétés suivantes
P?=P PA=A'"P =0, alors on a la relation :

AV =(A+P)'—P. (14.64)

6. Si A est carrée et symétrique elle est alors diagonalisable. Soit A = U* AU
sa forme diagonale. La matrice pseudo-inverse de A est donnée par:

ATV =UA+I)” Ut —UnuU?, (14.65)

ou IT est la forme diagonale de la matrice projective P. C’est elle-méme
une matrice projective dont la diagonale est nécessairement formée de 0 et
de 1. Les 0 correspondent aux valeurs propres de A qui ne sont pas nulles
et les 1 aux valeurs propres de A qui sont nulles.

Application a4 la méthode des moindres carrés.

Les concepts introduits ci-dessus s’appliquent parfaitement a notre probléme
d’estimation. L’espace K est, d’apres le corollaire 14.1, le noyau de X ou de
X'X . L’espace T est celui des vecteurs de la forme X'y ol y est quelconque,
en d’autres termes c’est I'image de ’espace des observations par ’application
duale de matrice X*. L’espace des paramétres est décomposé par X en une
somme de deux sous-spaces orthogonaux P, =7 & K, en ce sens qu’un vecteur
quelconque de Py peut étre décomposé de fagon unique en une somme d’un
vecteur de Z et d’un vecteur de K. R

La matrice pseudo-inverse permet d’écrire les solutions 8 des équations nor-
males dans le cas singulier (ce qui inclu aussi le cas régulier ), sous les deux
formes équivalentes suivantes :

=(x'X)""X'y + P8, (14.66)
=Xy + PO (14.67)

ol @ est un vecteur quelconque de 'espace des paramétres et P est un projecteur
orthogonal, de format (k,k), sur le noyau de X'X ou de X. En pratique,
(X'X)" est plus facile a calculer que X", La matrice pseudo-inverse de
X'X s’exprime & l’aide de la matrice P :

-1

(x'x)"" =(X'X+P) - P, (14.68)
et réciproquement on trouve les projecteurs grace aux matrices pseudo-inverses :
P = Ik - Q:

Q=(X'X)""X!'X = XVX. (14.69)
Les solutions, telles qu’elles sont exprimées par les équations (14.66) et (14.67),
nous disent que P'estimation de gAau sens des moindres carrés peut étre mise
sous la forme d’une somme 6 = 61 + 6o, ou 6p est un vecteur quelconque de
I’espace K et d’un vecteur particulier 81 qui, d’apres le théoréme 14.4, appartient
a l’espace 7 semblable au second membre des équations normales. Nous avons
vu que la compatibilité des équations normales voulait dire que Z 1 K.
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Fonctions 4 estimer. Si 3 sont les fonctions & estimer, elles ne seront définies
de facon unique, dans le cas singulier et pour des fonctions linéaires: 8 = C8,
que si CP = (. Dans ce cas on a:

B=Ch=C(X'X+P) X'y, (14.70)

Nous souhaitons caractériser toutes les combinaisons linéaires, 8 = C8 des 0;
qui sont des fonctions a estimer. Nous disposons pour cela du théoréme suivant :

Théoréme 14.5. Le paramétre 3 = c'@ est estimée de facon unique par la
méthode des moindres carrés si, et seulement si, c € T.

Démonstration. Si ¢ € Z on a par définition Qe = ¢ et ¢' = ¢'Q car Q est symé-
trique. Posons C = ¢, d’'ott CP = CQP = 0 car QP = 0. La matrice C (formée
d’une seule ligne ) répond bien & la condition CP = 0 et c' est une fonction a estimer.

Réciproquement si CP = ¢! P = 0 alors, puisque P est symétrique Pc' = 0. Mais
par définition Iy = P+ Q et (P+Q)c=c=Qcet cel. O

Nous savons maintenant a quoi correspond le sous-espace Z, c’est I’ensemble des
combinaisons linéaires des 6; qui peuvent étre estimées sans ambiguité par la
méthode des moindres carrés.

L’espace Z est de dimension r = rg X, il s’ensuit qu’au plus r combinaisons
B; = c§»0 linéairement indépendantes peuvent étre estimées de fagon unique.
Par conséquent, la matrice C' comporte au plus r lignes. De plus les vecteurs
¢ € T sont, par définition, de la forme ¢ = X'g, ol g est un vecteur quelconque
de O,. Si on choisit un vecteur de la base canonique, ¢! est alors égal & une ligne
de X et une condition suffisante pour que r combinaisons 3; soient r fonctions
a estimer linéairement indépendantes est que:

k
Bi = wjibi, F=jv,... e, (14.71)
iz

ou les j correspondent aux indices de r lignes linéairement indépendantes de
X . Les combinaisons linéaires de ces r lignes engendrent toutes les fonctions a
estimer de type 8 = C6.

» Exemple 14.5. Nous traitons ici, a’aide de la matrice pseudo-inverse, d’un exemple
proposé par Kendall & Stuart [41] ch.19.4. Supposons que nous cherchions & estimer
k = 3 parametres 8 a partir de n = 4 observations suivant un modele linéaire ou:

11 0 )
1 0 1 !
X=11 1 o] 9= 22
1 0 1 g

Le modeéle est visiblement singulier de rang r = 2, par conséquent la matrice X ‘X est
aussi de rang 2 et son noyau est de dimension 1. Il se trouve que:

4 2 2 2 0
X X=1[2 2 o]=1(1 1 <§ }_1)
2 0 2 1 —
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A partir de cette décomposition squelettique de X*X on obtient :

xtx)Y = f (1) s ) (s 0y(2 11 =L i ;—}1
1 1 )
0o L/\o0 iJ\o 1-1 18
1 -1 2 2 1-4 5

et d’apres (14.69) on trouve le projecteur P qui exprime la dépendance linéaire des
colonnes de X :
1 1-1-1 1
P=c(-1 1 1]=2]-1 (1-1-1)=22", z€kerX,
-1 1 1 —1

d’otu la solution générale 0= (XtX)(_l)Xty + Ph:

6, L[ 111 1 WA

b | =g 2-1 21 Yz g |-t 1 1) (R,

g, —1 2-1 2 ZS —1 1 1) \he
4

ou hy, hs et hs sont des nombres quelconques. Pour les fonctions a estimer (ou plutot :
qu’il est possible d’estimer ), les deux premiéres lignes de X sont linéairement indé-
pendantes, ce qui donne une premiere estimation possible :

~ 8, ~

Bl _ <1 1 0> 51 _ (O +6:2) _ 1 <y1 + y3>

B2 101 52 01 + 05 2\y2+ys)’
3

Mais toute combinaison linéaire des lignes de C est aussi une fonction a estimer, par
exemple :

N 8, .
By _ (2 1 0\ [g ) o (20048 _ 1 (vt st
Bo 0 1-1 52 6> — 05 2\ —y2+ys—ya)
3
En revanche, il n’est pas possible d’estimer (de fagon linéaire et non ambigué ) un
parametre unique quelconque §;, car Is P = P et aucune ligne de ce projecteur n’est

nulle. Donnons pour terminer la matrice des variances-covariances de 3 qui, nous le
montrerons, s’obtient par (14.93) c’est-a-dire par V;= 02C(XtX)(_1)Ct:

1

= 0 .

VB =02 <(2) 1) pour les premiéres,
2

VE =0’ ((1) (1)> pour les secondes.

14.3.6 Reparamétrisation du modele.

Nous avons déja évoqué la reparamétrisation du modeéle dans le cas régulier
lorsque nous avons cherché des bases orthogonales. Nous n’envisagerons donc
ici que le cas singulier.

Nous savons qu’une condition nécessaire et suffisante pour que le modele soit
singulier est que les colonnes de la matrice X soient linéairement dépendantes.
Cette circonstance nous indique que le modéle choisi, et par conséquent sa pa-
ramétrisation en 8, n’est pas adaptée. Nous voulons maintenant montrer qu’il
est toujours possible de choisir une autre paramétrisation 3 = C'8 ou la matrice
modele X 5 qui en découle n’est pas singuliere.
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Remarquons qu’une décomposition squelettique quelconque de X réalise une
nouvelle paramétrisation réguliere en 3. En effet on a X = X3C, ol X et
C sont de rang r, et p = X6 = X3C6O = X 3. Les matrices CC" et X%X@
sont inversibles et il est facile de montrer & partir de la relation (14.62) que
Q=ci(cc’)'Cc,P=1,—Qetdelaque CP=0.

Il reste & trouver, C étant donnée, comment calculer le modéle X g cor-
respondant. Il faut résoudre X = XgC qui représente n systémes linéaires
de k équations & r < k inconnues (les r éléments des n lignes de X .) Ces
équations sont compatibles, en effet la condition de Fredholm est satisfaite si
Cz =0= Xz =0. Les lignes de C forment une base de Z z appartient donc
au sous-espace orthogonal & 7 c’est-a-dire & K qui est ker X par définition, on
a donc Xz =0.

On peut alors résoudre le systéme en supprimant k — r équations, mais on
peut aussi donner la solution en termes de pseudo-inverse, il vient

Xz =XC) = Xcl(cch) . (14.72)
De X = X3C on tire rig X < 1rg Xy et de (14.72) on tire rg Xy < rg X, d’on
rg Xg =g X = r. La matrice X%X@ est alors réguliere et les r parameétres 3
sont estimés de facon unique par:

o~ -1
B=(X;X3) Xpy. (14.73)

Cette reparamétrisation peut toujours étre faite. On postule d’habitude
qu’elle a bien été faite et on écrit alors le modéle linéaire sous la forme y =
X 33 + €. Cette procédure est justifiée tant que c’est le signal g qui est la quan-
tité dont I’estimation importe et que les paramétres (6 ou B) ne servent que
d’intermédiaires pour atteindre ce but. Cependant il peut exister des cas ot I’es-
timation de @ est aussi requise, la reparamétrisation en 3 nous donne alors une
base de I’espace des seules combinaisons linéaires de 8 qui peuvent étre estimées
de facon unique par la méthode des moindres carrés.

» Exemple 14.6. En reprenant I’exemple précédent on trouve pour la premiére série
de paramétres, soit par calcul direct soit en utilisant (14.72):

0
1 1 10

0]’ C_<1 0 1)’ Xp =
1

alors que 'on trouve pour la seconde :

Il
— =
O = O =
O - O =
- O~ O

11
2 1 1 111
C‘(o 1—1)’ Xe=311 1
1-1

14.3.7 Interprétation géométrique de la méthode des moin-
dres carrés, dans ’espace des observations.

Rappelons tout d’abord les données du probléme. Le vecteur y des observa-
tions est formé de n valeurs connues y; observées aux points z;. Ces valeurs sont
entachées d’une erreur ¢; de valeur inconnue telle que y; = p; + €;, les €; sont
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les composantes d’un vecteur de bruit €. L’observation y et le bruit € sont des
vecteurs colonnes susceptibles d’appartenir & tout 1’espace arithmétique: O,
dit «espace des observations». Sous hypothése qu’il est possible de réduire les
variables aléatoires ¢; on a E{e;} = 0 et E{¢;¢;} = 024;;. Les valeurs moyennes
des observations forment ce qu’on nomme un signal g qu’il est, par hypotheése,
possible de représenter linéairement a I’aide des k parametres ¢;, suivant le mo-
dele p = X 0. Le vecteur des parametres 8 est susceptible d’appartenir a tout
I’espace arithmétique Pj. La matrice du modeéle: X est derangrg X = r < k et
on suppose qu’une reparamétrisation quelconque p = X3 a été faite de fagon
a ce que la matrice X g soit de rang r. Cette matrice définit un sous-espace de
dimension r: M, C O, ou se trouve p.

Afin d’alléger la notation nous supprimons l'indice 3 de la matrice X 5. Nous
notons B une estimation quelconque de 3 et les estimateurs des moindres carrés
sont notés B et pr. Cherchons & présent & dégager les relations métriques qui
existent entre toutes les quantités que nous avons introduites. On pourra s’aider
de la figure 14.2 pour visualiser les résultats.

Relations entre ’observation y et ’estimation i de la moyenne.

Nous avons introduit une estimation de g obtenue par I’équation 1 = XB
Remplacons 3 par sa valeur, il vient gt = X(XtX)_lXty. L’estimation fi est
trouvée comme combinaison linéaire de 'observation y. Soit H la matrice de
cette combinaison linéaire, on a alors:

H=X(Xx'x)"

Xt n=Hy. (14.74)
On appelle parfois H la matrice « chapeau», car son role est de construire une
estimation, de « mettre un chapeau» en quelque sorte. Etablissons maintenant
quelques propriétés de H.

1. H est une matrice (n,n) symétrique: H = H' ce fait est établi facile-
ment. En tant que matrice symétrique, H est diagonalisable.

2. H est un projecteur, c¢’est-a-dire que H? = H. En effet, H? = X(Xt)()_1

XtX(XtX)_lXt = X(XtX)_lXt = H. En tant que projecteur H a
pour valeurs propres 0 ou 1, et son rang est égal a sa trace. Son rang est
égal a la dimension du sous-espace image sur lequel il projette ; c’est-a-dire
qu’il est égal a la multiplicité de la valeur propre 1. Il suffit de considérer
la forme diagonale de H pour s’en convaincre.

3. Latrace de H est égale ar = rg X . Ce fait est trivial puisque d’aprés (14.74)
H projette y sur un sous-espace de dimension k. Donnons-en, cependant,

une démonstration directe. On a, trace(H) = trace(X(XtX)_lXt) =

trace(XtX(XtX)_l) = trace(I,) = r, ot la matrice I, désigne la matrice
identité de format (r, r). Dans les manipulations sous ’opérateur trace, on
peut changer ’ordre des multiplications matricielles tout en prenant garde
a ce qu’elles restent cohérentes car X est une matrice rectangulaire.

4. On a les relations Hp = p et Hu = p. Ces relations sont également
évidentes car, par définition, zt et p appartient & I’espace image de H.
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1

»
P

ﬁEMr n e M,

Fic. 14.2: Interprétation géométrique de la méthode des moindres carrés, et
mise en évidence de la relation d’orthogonalité. Les opérateurs H et B sont
des projecteurs. Les vecteurs p et pi, ici colinéaires, appartiennent au méme
sous-espace M, , de dimension égale au rang de la matrice du modéle r = rg X .
Naturellement si 7 > 1, ces vecteurs ne sont pas nécessairement colinéaires.

Relations entre 1’observation y et le résidu €.

On a par définition, € = y — p, soit € = y — Hy = (I — H)y. Le résidu €
est également trouvé comme combinaison linéaire de ’observation y. Soit B la
matrice de la combinaison linéaire correspondante. On a B = I — H, et donc:

¢=By. (14.75)

Tournons-nous a présent vers les propriétés de B et donnons, en complément,
certaines relations concernant H et B.

1. B est symétrique: ce fait découle de la propriété correspondante de H.
Comme H, B est alors diagonalisable.

2. B est un projecteur: B> = B. En effet, B> = (I - H)(I - H) = I —
2H+H*=1-H =B.

3. La trace de B est égale & n — r. En effet, trace(B) = trace(I — H) =
trace(I) — trace(H) =n—r, r =g X.

4. Les projecteurs H et B, sont orthogonaux. Pour cela il faut vérifier que
HB = BH =0, ce que 'on démontre facilement: HB = H(I — H) =
H — H =0, et de méme pour BH.

5. On a les relations Be = € et Be = €. La premiere relation est triviale car,
par définition, € appartient & I'espace image de B. Pour la deuxieme, on
aBe=B(y—pu)=€e—Bu=€¢— BHpu=cF¢.

6. Finalement on a, Bu = Bu = 0 et He = 0, ce que 'on démontre
facilement a 1’aide de la relation HB = BH = 0.
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Relation d’orthogonalité.

Etablissons maintenant que le vecteur € est orthogonal & g. Il vient :
(1,e) = i'e = ' Be = (Bii)'e = 0, (14.76)

et ces deux vecteurs sont bien orthogonaux. Cette propriété correspond au prin-
cipe d’orthogonalité de la théorie de I’estimation linéaire que nous avons trouvée
ici comme conséquence de la méthode des moindres carrés. Si p est un vecteur
quelconque du sous-espace image de H, y € ima(H) = M,, on a de la méme
facon (fi,€) = fi'e = i H'é = pi' He = 0, soit donc:

(7, =0, RBeM,. (14.77)

Le résidu € est donc orthogonal au sous-espace M, auquel appartiennent, en
particulier, g, 1,8 et 8. On peut dire alors que ’estimation fi est la projection
orthogonale de ’observation y sur le sous-espace de tous les modeéles possibles
1. Ces propriétés sont également illustrées par la figure 14.2.

Moindres carrés pondérés.

Dans le cas oit I’on introduit la matrice de pondération relative V=1, le chan-
gement de base de matrice (Nt)_1 nous a montré que I’on pouvait se ramener
au cas précédent, a la condition naturellement que IN soit non-singuliere. Les
projecteurs prennent alors la forme suivante :

H=XX'Vv'X)"'x'v', B=I-H, (14.78)
et le produit scalaire devient :

(y1,92) =¥V 'y, (14.79)

14.3.8 Le théoréme de Gauss-Markov dans le cas linéaire
de la méthode des moindres carrés.

Le théoréeme de Gauss-Markov établit les propriétés optimales de ’estimation
d’une combinaison linéaire C'@ des parametres, calculée a partir de ’estimateur
0. Faisons trois remarques préliminaires a propos de la matrice C.

— Cette matrice est supposée connue, mais elle n’est pas nécessairement de
rang k. Elle peut étre de rang r < k si nous ne nous intéressons qu’a un

nombre restreint r de combinaisons linéaires des 6;.

— Dans le cas régulier, C peut étre quelconque, mais dans le cas singulier
il faut que CP = 0, ou P est un projecteur orthogonal sur le noyau de
X"'X donné par I’équation (14.69).

— Les résultats du théoréeme de Gauss-Markov s’appliquent naturellement
dans le cas régulier a ’estimateur des moindres carrés 8 pour la valeur
particuliere de C égale a I'identité.
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Ces remarques étant faites, passons maintenant a 1’énoncé du théoreme.

Théoréme 14.6. (Gauss-Markov.) Dans le modéle linéaire y = X8 + €, ou le
bruit € suit une loi quelconque de_moyenne nulle et de matrice des variances-
-covariances finte, ’estimateur C8, ou 0 est l’estimateur des moindres carrés
de 0, posséde les propriétés suivantes :

1. L’estimateur E = C0 est non-biaisé pour l’estimation de B8 = C8.

2. Il a la plus petite variance dans la classe des estimateurs de C8 non-biaisés
et obtenus comme combinaison linéaire de ['observation y.

3. Les vecteurs aléatoires, CO et € = y — X6 sont non-corrélés.

Démonstration. 1) Soit t un estimateur linéaire quelconque de C@. On définit T
comme étant la matrice permettant de calculer ’estimateur & partir des observations.
On at = Ty, soit t = TX6O + Te. La condition pour que % soit non-biaisé est
E{t} = CO, cest-a-dire: E{t} = E{Ty} = E{T (X0 + €)} = TX#0. Pour que t soit

non-biaisé, il faut que E{t} = C@ et donc que la matrice T satisfasse 1’équation :
TX =C . (14.80)

Dorénavant, nous ne nous intéresserons qu’a des transformations T possédant cette
propriété. Considérons 1’estimateur 1= Ca, ot 0 est l'estimateur des moindres car-
rés donné par I’équation (14.66). Soit Ty la matrice de la combinaison linéaire de y
correspondant a cet estimateur. On a, a la condition que CP =0:

T, =C(X'X)"Vx*t. (14.81)
Calculons ToX. Il vient en utilisant (14.54):
ToX =C(X'X)""X!'X =C(I,-P)=C. (14.82)

L’estimateur % répond a la condition (14.80) et il est donc non-biaisé.

2) Vérifions maintenant que £ est MV, c’est-a-dire que les éléments diagonaux de
sa matrice des variances-covariances sont plus petits que les éléments correspondants
de la matrice des variances-covariances de tout autre estimateur . Pour mener a bien
ce calcul, évaluons au préalable la covariance de deux estimateurs linéaires non-biaisés
quelconques #; et t; de matrice Ty et T2. On a, Cov(t1, t2) = E{(t, — CO)(t —C’B)t}7
mais t = Ty = TX0 + Te et d’aprés la condition (14.80), il vient ¢ = C8 + Te, d’ou
t — C8 = Te, soit :

E{(ti — CO)(t: — CO)'} = E{T1e€'T5} = 0" T T (14.83)
On a donc finalement :
Cov(ti,t2) = o’ T1T5. (14.84)

Calculons & présent la variance de ¢ en fonction de la variance de £. En posant ¢ =
(t—t)+¢, il vient:

V(t)=V(t—1)+V(t)+ Cov(t —t,t) + Cov(t,t — 7). (14.85)

Mais Cov(t —%,ﬂ = Cov(t,ﬂ — V@)7 évaluons ces termes grace & 1’équation (14.84).
On trouve alors :

Cov(t,t) = V() = o’ TT — " ToTy = 0°(T — To)T}
=} (T - To)X(X'X) V!
=} (TX - ToX)(X'X)"VC' =0.
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Cette derniére équation est nulle car les estimateurs t et 1 étant non-biaisés, leur
matrice T obéit alors a la relation (14.80), et on a donc TX = T¢X = C. Ainsi
Cov(t —t,t) = 0 et de méme pour Cov(t,t —t) =0, et il reste dans (14.85):

Vi) =V(iEt-1)+V({). (14.86)

Les éléments diagonaux d’une matrice des variances-covariances ne sont pas négatifs
car ce sont des variances. On a donc I'inégalité suivante sur les variances [V ()]i; des
estimateurs ¢;, éléments du vecteur colonne % :

[V(#®)]i > [V ()]s (14.87)

Donc les éléments de £ = CO sont MV dans la classe des estimateurs linéaires non-
biaisés de C8. On dit que £ est luiméme MV si tous ses éléments sont MV. Nous
prouvons ainsi par la méme occasion que, dans le cas régulier ou C = I, I'estima-
teur O est également MV parmi tous les estimateurs linéaires de 6. Au cours de cette
démonstration, nous avons calculé la matrice des variances-covariances V(%) de Desti-

mateur £ = Ca, on a V(%) =o?TT  mais T = C’()(t)()(_l))(t7 d’ott d’apres (14.54):
V() =cx'x)Vct. (14.88)

3) Par définition C0 et € ne sont pas corrélés si COV(C9 €) = 0. L’estimateur Cco

est non-biaisé et E{CG} = C#. L'estimateur 8 est également non-biaisé et le résidu €
est alors de moyenne nulle E{€} = 0. Il vient :

Cov(CH,€) = B{(CH — Ch)e"}
= E{CH¢'} — COE{e')}
=0.

Le premier terme est nul parce que COc Py et que € est orthogonal & Py, et le second
est également nul parce que € est de moyenne nulle.

Cela termine la démonstration du théoréme de Gauss-Markov dans le cas des
estimateurs linéaires non-biaisés d’un modéle linéaire. O

14.3.9 Moyenne et variance des estimateurs des moindres
carrés.

La démonstration du théoréeme de Gauss-Markov nous a fourni la moyenne et
la matrice des variances-covariances de la loi suivie par les estimateurs des moin-
dres carrés. Explicitons ce résultat en distinguant une fois de plus I’estimation
de 8 dans le cas régulier et 'estimation de C'8 dans le cas général.

Moyenne. Comme les estimateurs des 8 et E = C8 sont non-biaisé, on a:
E{6} =6, E{C8}=CS#. (14.89)

A ces estimations non-biaisées correspond une estimation également non-biaisée

de p: E{p} = E{XCH} = XE{CO} =XC6=p.
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Variance des paramétres estimés dans le cas régulier. La matrice des
variances-covariances Vj des estimateurs 8, (a ne pas confondre avec la matrice
V des variances-covariances du bruit €), est donnée par I’équation (14.88). On
a dans le cas réduit :

V, =’ (X'X)™, (14.90)
et plus généralement, dans le cas non-réduit :
V,=s}(X'VIX)"t. (14.91)

Notons que d’aprés (14.43) ces expressions peuvent également s’écrire :

V; = 2078771 (14.92)

Variance des fonctions & estimer 8 = C60. Ceci englobe le cas régu-

lier pour C quelconque et le cas singulier pour CP = 0. On a, toujours
d’aprés (14.88):

vV, =to(xtx) et (14.93)

14.3.10 Estimation de la variance o?.

Nous avons supposé que seule la matrice V' des variances-covariances re-
latives de I'observation y était connue. Mais il réapparait alors dans le calcul
des variances-covariances des estimateurs 8 le facteur o? fixant ’échelle absolue
des variances-covariances de y. La méthode des moindres carrés nous fournit
un résidu €, qui est une estimation du bruit €; grace a ce résidu, nous pouvons
estimer o2. Considérons donc le résidu € de ’estimation de p par 1 = X3

e=y— X6. (14.94)
Nous avons vu que € = By = Be = €. La somme des carrés des résidus,
qui est la quantité Spin que nous avons minimisée, est égale & Spin = (y —

XE)t(y — XB) — ¢'e = € B'Be = €' Be, ce qui peut encore s’écrire € Be =
trace(e' Be). Comme la matrice B est symétrique (B® = B), elle définit une
forme quadratique, et on peut écrire : Spin = trace(e’Be) = trace(Bee') soit,
en prenant la valeur moyenne:
E {Smin } = E{trace(Bee')} = trace(B E{ee'})
= 0% trace(B)

=d*(n—r),

d’oti finalement : E {Siin} = 0%(n —r). On peut tirer de cette expression ’esti-
2

mateur s? non-biaisé de o2 :

Smin .

s? = dans le cas régulier,
n — R

(14.95)
2 Smin .

s° = —— dans le cas général,

n—r

ol n est le nombre de valeurs observées, k le nombre de parametres ajustables
et 7 est le rang de la matrice du modeéle (X ou Xpz).
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Cette formule s’applique également dans le cas ou les erreurs sont corrélées
(E{e€'} = 0?V) et par conséquent Spin = (y — XH)tW(y XH) avec W' =
w=v"'

»Exemple 14.7. Cas de l'ajustement d’une droite de moindres carrés. Le mo-
dele adopté est: y; = 0o + 617 +¢;, E{€e} = 0 ( pas d’erreurs systématiques ), E{e€'} =
V = oI ( mesures d’égale précision ). Dans ce cas la matrice modéle X vaut :

1 Tr1

1 xTro ) )
X = L il vient XX = n 2313‘)7 Xt :<Zye)7
Lo (E >t Yo\

1 zn

(xtx)"! ! o _E““').

Tyl - (L) <—Ea:z- n

Dot la solution 6 = (XtX)_lXty:

ao I Zx?zyi—Zminyi
<§1> - TLZ-’E?—(ZCL‘ZF <_Eyizxi+n2$¢y¢ )7 (14.96)

soit, en posant: Z = LYz et y= L 3y

DI Cl k) (T ') B Y (14.97)

2o (zi —x)?

La derniére égalité montre que la droite des moindres carrés passe par le centre de

)

gravité du nuage de points de coordonnées (z;,y;). Dans Pexpression de la pente de
cette droite, il faut noter la dissymétrie des roles joués par les z; et les y;. Cela ne
doit pas surprendre puisque les y; sont des variables aléatoires alors que les z; sont
des valeurs stres.

Calculons maintenant la matrice des variances-covariances de I’estimateur 8. Nous
avons ici V; = o° (XtX)_l. L’expression (X‘X)™! ayant déja été trouvée quand on

a calculé I'estimateur 6, le résultat est immédiat :

Vs = L (%Zx? ﬂi) : (14.98)

- 1

En appliquant le résultat (14.95) précédent a 'ajustement du nuage de points (z;, yi)
par la droite des moindres carrés on obtient I’estimation non-biaisée de o2

n

1

s = > (i — o — 612:)° (14.99)

n—2*4
=1

14.3.11 Loi suivie par les estimateurs des moindres carrés.

Nous venons d’établir que, quelle que soit la taille n de I’échantillon, le
vecteur aléatoire 8 est de moyenne 6 et de matrice des variances-covariances
V; De méme pour les fonctions a estimer, le vecteur aléatoire C9 est de moyenne
CH et de matrice des variances-covariances V. 1l reste a déterminer la loi
asymptotique suivie par ces estimateurs.

Remarquons que 8 est obtenu comme combinaison linéaire des n variables
réduites non-corrélées y et que par conséquent on doit s’attendre a ce que 6
tende assez vite vers la loi normale.
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Cas régulier. Dans ce cas la matrice X*X est non-singuliere et, si cette
matrice reste non-singuliere quand n — oo, on pourra appliquer la loi des grands
nombres et montrer que 8 est un estimateur convergent de 8. Sous les mémes
hypotheéses, le théoréme central limite nous donne la loi asymptotique suivie
par 8 : il nous dit que \/ﬁ(@n -6 Lo, N(0,0°E7 1) ot B = limy, 00 %XtX,
si cette limite existe. En d’autres termes, pour n assez grand, la loi suivie par
0 est approximativement normale a k dimensions, de moyenne 8 et de matrice
des variances-covariances 0'2(XtX)_1. On ne peut pas étendre cette propriété
pour n — oo car les termes de X*X peuvent devenir infinis.

Pour les fonctions & estimer. Sous réserve que la matrice V; reste non-

singuliére quand n — oo on montrerait de méme que C8 est un estimateur
v loi

convergent de C0 et que \/ﬁ(an —C6) — N(0, 02251) ot si cette limite
existe, o = lim, o0 %X%Xﬁ

Cas normal. Si’observation y suit une loi normale, alors les mémes résultats
s’appliquent mais la loi suivie par les estimateurs 8 et C0 est normale pour n
fini et non plus seulement asymptotiquement normale pour n — co.

Ces résultats sont valables pour le cas réduit, pour le cas non-réduit ( métho-
de des moindres carrés pondérés) il faudrait s’assurer que le changement de
variables qui permet de se ramener au cas réduit soit toujours possible par
passage a la limite infinie.

14.3.12 Région de confiance dans I’espace des parametres.

La méthode des moindres carrés fournit un estimateur 8 du parametre in-
connu 8, cet estimateur dépend de 1’échantillon et est, comme il se doit, une
variable aléatoire. Il se pose alors le probleme de I’estimation de la région ou se
répartit la variable aléatoire € lorsque I’échantillon (yi,...,y,) varie. Ce pro-
bleme est celui de ’estimation d’intervalle qui a été traitée au chapitre 12 et
plus particuliérement, dans le cas multidimensionnel, au paragraphe 12.4.

Par définition la zone de confiance Q7(0|§) est une portion de l’espace des
parametres Py, solution de I’équation :

Pr{8€Q,(66)}=v, Q,C P, (14.100)

ou 7 est une probabilité donnée a ’avance. En réegle générale on choisit v as-
sez grand, par exemple v = 0.90 et on parle d’intervalle & 90% de confiance.
Il existe une infinité d’intervalles de confiance satisfaisant ’équation (14.100),
parmi ceux-ci on choisit celui de plus petite surface c’est-a-dire celui dont la
frontiére est une courbe d’iso-densité de probabilité.

Pour résoudre entiéerement le probleme de la détermination de I'intervalle
de confiance, il faut donc connaitre la loi suivie par ’estimateur 6. Cette loi
n’est connue que dans certains cas particuliers (dont le plus important est le
cas linéaire et normal ), en dehors de ces cas les résultats que nous allons établir
ci-dessous ne seront qu’approximatifs.
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Valeur de S au voisinage de 6.

Lestimateur des moindres carrés 6 est trouvé en minimisant la fonction
S(0). Développons S(8) en série de Taylor au voisinage du minimum 6 pour
lequel on a S’(6) = 0. On obtient, de facon exacte dans le cas linéaire:

~t ~ ~

S(8) = S(6) + (6 —6) §'(8) + %(9 —9)'s"(8)6-9),
5(6) = S(0) + 5(6 - 8)'s"(B)(6—6).

oll 8§’ est le vecteur gradient de S par rapport aux f; et S le hessien de S
(matrice des dérivées secondes de S'). Il existe, dans le cas linéaire, une relation
entre la matrice des variances-covariances V; de @ et la valeur du hessien de S

T
,d’ou:

o~ —

en 6. Cette relation est donnée par Iéquation (14.92): V; = 2028"(6)
S(6) = S(B)+ 06 —6)'V," (8- 6). (14.101)

Posons A8 = 6 — [ égal a l’accroissement des parametres autour de Bet AS =
S(0) — S(0) égal a 'accroissement correspondant de la fonction S. Il vient :

AS =o%(A8)'V;71AS . (14.102)

La matrice V; étant définie positive I’équation (14.102) précédente est une forme
quadratique définie positive.

Intervalle de confiance dans le cas linéaire et normal.

Dans le cas linéaire et normal, la variable aléatoire A6 est normale de
moyenne nulle et de matrice des variances-covariances Vj;. La quantité AS/o?
suit alors une loi du x? & k degrés de liberté (voir chapitre 6.3.9, page 101).
La zone de confiance est alors entiérement déterminée par 1’équation : Q(0|§) =
S/o? = ]{73, ou k, est une constante qui ne dépend que de la confiance v et du
nombre de parametres k. On trouve k% en inversant la fonction de répartition
de la loi du y? & k degrés de liberté:

k3= Fot(y) . (14.103)
La table 6.4 page 103, donne la valeur de k, pour certaines valeurs usuelles de
~ et pour quelques valeurs du nombre de degrés de liberté qui ici est égal a k
(le nombre de paramétres ).

Interprétation géométrique de I’écart type o,,,, des estimateurs Orn-

Supposons que la matrice Vj; des variances-covariances de 6 est diagonale.
2

Les éléments diagonaux de Vj sont les variances des ¢; que nous noterons o;;.

A partir du minimum 6, déplacons-nous le long de I’axe 8,,, c’est-a-dire faisons

varier 0, en gardant les autres 0;2,, constants. Dans ce cas, A@ est un vecteur

colonne partout nul sauf & la ligne ¢ = m ou il vaut Af,,, d’aprés (14.102) il

vient :

5 AGZ AS  AGZ
ou — = .

o2

AS=o

(14.104)

2 2
Omm Omm
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La forme de cette équation suggere une méthode pratique pour calculer les écart
types oy; des 8;. Quand on a trouvé le point 8 ot S(0) est minimum, on forme
la quantité X?%(8) = S(6)/c?, et 'on se déplace A partir de 9 successivement le
long de chaque axe #,, d’une quantité A#,,, jusqu’au point P ol X2(§+ AB) =
Xz(g) + 1. En ce point, d’aprés (14.104), la valeur absolue de Af,, est égale a
I’écart type opmm de gm

Ce que nous avons montré, est que la forme quadratique définie positive :
X?(A8) = 1 atteint ses extrema, suivant chaque axe, pour la valeur o;;, c’est-
a-dire :

max{Aa | (AB)'V;71A0 =1} = 044, (14.105a)

mm{A9|(A0) STIAG =1} = —oys, (14.105b)

oll oy est le i€ élément diagonal de la matrice V;. Cette propriété reste valable
méme si V n’est pas diagonale mais est une matrice définie positive (théore-
me B.8, page 324). Les équations (14.105a) et (14.105b) ne dépendent donc
pas des corrélations entre les variables 6; (ce fait est illustré sur la figure 6.3
page 88).

Ces considérations conduisent finalement a I'interprétation géométrique sui-
vante. Afin de trouver I’écart type o, de Pestimateur 6,,, dans le cas linéaire, il
suffit de construire I’hyper-parallélépipéde rectangle d’arétes paralléles aux axes
0; et circonscrit & 'hyper-ellipsoide X2(0) = X2. + 1. Les arétes de cet hyper-
parallélépipede sont alors de longueur 20,,,. Cette construction est illustrée par
la figure 14.3, dans un cas a k = 2 dimensions.

02

022 ~

J11

0 01

Fia. 14.3: Construction géométrique des écart types o11, 022 des estimateurs
des moindres carrés 0, et 92, a partir de Uellipse d’équation S(01,0,)/0? =

Il’lll’l/o- + 1.
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Dans le cas linéaire et normal, la confiance v qu’il faut accorder a la zone de
confiance déterminée par I’hyper-ellipsoide est donnée par: y = Fy2(1). Comme
le montre la table 14.1 cette confiance diminue rapidement avec le nombre de
parameétres k (le nombre de degrés de liberté ).

k 1 2 3 4 5 10
100y 68.269 39.345 19.875 9.020 3.743 0.017

TaB. 14.1: Confiance 7 associée a [hyper-ellipsoide d’équation S/o? =
Smin/0? + 1, en fonction du nombre k de paramétres a ajuster.

14.4 Résumé des propriétés du modele linéaire.
Dans le modeéle linéaire réduit et régulier ou:
y=X0+e, E{e}=0, E{lee'} =0T, detX'X #£0, (14.106)

les estimateurs des moindres carrés @ sont linéaires et posseédent les propriétés
suivantes :

1. Les estimateurs des moindres carrés sont convergents si la matrice %XtX
est réguliére lorsque la taille de I’échantillon augmente indéfiniment, c’est-
a-dire :

[ lim det(%XtX) 4£0] = [6250]. (14.107)

n—o0

Le vecteur \/ﬁ(g — 0) est alors asymptotiquement normal :

o~

(o)} — . 1
Vi@ —6) =% N(0,0°S7), on = lim —X'X. (14.108)

n—oo N

2. Les estimateurs 6 sont non-biaisés : E{g} =86.

3. L’estimateur s? = ﬁSmin de o? est non- biaisé.

. . . ~ -1
4. La matrice des variances-covariances de 6 est V; = 02(XtX) .

5. D’apres le théoreme de Gauss-Markov, ’estimateur 9 possede la plus petite
variance dans la classe des estimateurs linéaires et sans bials de 6.

Si les erreurs € sont normales, I’estimateur 8 est un estimateur du maximum de
vraisemblance et posséde de plus les propriétés suivantes :

6. 6 posséde la plus petite variance dans la classe des estimateurs sans biais

de 6.

7. @ suit un loi normale de moyenne @ et de matrice des variances-covariances

0'2()('tX)_1 c’est-a-dire : (@—0):/\/'(0, 02(XtX)_1) )
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8. La variable aléatoire O%EEt, oll € = y — X8, suit une loi du x2 a n — k
degrés de liberté.

. -~ ~nt .
9. Les estimateurs 6 et s? = ﬁee = ﬁSmin sont exhaustifs pour 6 et
2

o°.
10. @ et s sont indépendants.
11. La région de confiance autour de 8 o1 se trouve le vrai parametre avec la
-t ~
probabilité v est un hyper-ellipsoide d’équation o%(@ -0) X'X(6-6) =
k2, ol k2 est trouvé en inversant la fonction de répartition de la loi du y?

a k degrés de liberté: k2 = F~1(y).

Les principaux résultats sont aussi indiqués dans les tables 14.2 et 14.3 ou
I’on envisage également le cas singulier:

— La table 14.2 donne la solution du modéle linéaire y = X8 + € par la
méthode des moindres carrés.

— La table 14.3 donne la matrice des variances-covariances Vj; des estima-

teurs @

— Une estimation non-biaisée de o? est donnée par:

2o Smin ey (14.109)
n—r

ou n est le nombre de valeurs observées et r le rang de la matrice X du
modele.

o1 XA

-1

6 (X'X)'X'y (XI'VTIX)X'Vly

co c(x'x) " V'xty cxvix)TUxtv-ly

TaB. 14.2: Solutions du modéle linéaire par la méthode des moindres carrés.
La notation =V désigne la matrice pseudo-inverse et les fonctions d estimer
B = C8 ne sont définies que si CP = 0, ou P est un projecteur orthogonal sur
le noyau de XtX(ou de maniére équivalente sur le noyau de X ). Une condi-
tion nécessaire et suffisante pour que la pseudo-inverse soit égale a ['inverse
classique est que les colonnes de X soient linéairement indépendantes : dans ce
cas C peut étre quelconque.
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oI v

1 1

\Z cA(X'X) A(X'VTIX)T

V., occ(x'x)ct scxtvoix)TVct

TAB. 14.3: Matrice des variances-covariances des paramétres estimés par la
méthode des moindres carrés. L’introduction de matrices pseudo-inverses ap-
pelle les mémes remarques que pour la table 14.2

14.5 Exercices et problemes.

Exercice 14.1. Trouver les pseudo-solutions normales des systémes singuliers sui-
vants: 1) 0z =0;2) z =a,z=b;3) s +y =a.

Exercice 14.2. Montrer que les estimateurs fi = XY X6 sont non-biaisés pour
Pestimation de 8 = X9 X 6.

Exercice 14.3. Démontrer que la somme des carrés des éléments des lignes (ou des
colonnes ) de la matrice H est égale a I'élément diagonal correspondant, c’est-a-dire

S kY = hi

Exercice 14.4. Sans faire appel au théoréeme de Gauss-Markov, démontrer que les
estimateurs CO de C@ sont non-biaisés. Toujours sans faire appel a ce théoréme,
calculer I'expression de la matrice des variances-covariances de ces estimateurs.

Exercice 14.5. Ajustement par une fonction quelconque. Généraliser les résul-
tats obtenus dans ’exemple 14.7 aux modeles du type yi = 0o + 61 f(z:) + €, (par
exemple y; = 8o + 61 In(z;) + €; ). Montrer que Pestimation des §; est donnée par:

5 _ Tloa =)= 9)
JCEEN

Dans ces formules les indices de sommation sont omis, et les expressions du type Y z2

g:§0+§1f‘2.

représentent la somme de tous les éléments de la deuxiéme colonne de la matrice X,
tandis que Tz représente la moyenne des éléments de cette deuxiéme colonne. Avec
ces conventions, trouver que la matrice des variances-covariances des estimateurs est
donnée par:

V. — o’ (%Zx% —532>
= —=—"—"3 -

—XT2 1
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Chapitre 15

Estimation des parametres
de certaines lois.

15.1 Une loi a un parametre: la loi exponen-
tielle.

Cherchons, & l’aide d’une réalisation (z1,...,2,) d’un n-échantillon formé
de valeurs indépendantes de la variable aléatoire X, a estimer le parameétre 6 de
la loi parente supposée étre exponentielle :

flz;0) = ; el (15.1)

C’est une loi de moyenne et de variance:

E{X} =0, Var(X)=206". (15.2)

15.1.1 Estimation ponctuelle.

Calculons la fonction de vraisemblance :

n

L($1,,In|6) _eXP _Zrz (153)
i=1

—_

0

La statistique ) X; est exhaustive, puisque la fonction de vraisemblance du
n-échantillon ne dépend des X; que par l'intermédiaire de cette statistique.

Calculons dIn L /90 :

InL =-nlnf — _ZX“

OlnL n 1
5=t L= (%)

Ce résultat montre de plus que la statistique non-biaisée % 3 X; = X est efficace
MVB pour 'estimation de 8. C’est également, comme on devait s’y attendre, la
solution donnée par la méthode du maximum de vraisemblance :

Oln L 8%InL n
=0 et, — =——=<0 (15.4)

ag =1 , 892 0=z £2
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L’information de Fisher contenue dans le n-échantillon est égale a:
_n

=

La moyenne de I’échantillon étant toujours non-biaisée, quand la moyenne de la
population existe, on a alors:

I(0) (15.5)

E{X}=0. (15.6)

On obtient la variance de X, dans le cas MVB, par Iinverse de I'information de
Fisher :

Var(X) = ﬁ. (15.7)

n

Nous prendrons donc comme estimation ponctuelle de @ :

0== . (15.8)

15.1.2 Estimation d’intervalle.

Montrons que la variable aléatoire Y = 25" | X;/# suit une loi du x? & 2n
degrés de liberté. On sait par ailleurs, équation (9.11), que la variable aléatoire
t =737 | X; suit une loi gamma, de densité de probabilité:

0-
f(t;0) = mtn_le_t/e H(t) ou H est lafonction de Heaviside.  (15.9)
n
Effectuons le changement de variable Y = 2t/6. La densité de probabilité g(z)
de Y, est telle que f(t)dt = g(x)dx. Il vient:

% = g et donc
9(z) = glf(_:)tn_le_t/g H(t); mais H(t) = H(x)
“ar (5) e scomme =
910) = eI HE).

On reconnait 1a une loi du x? & 2n degrés de liberté. L’intervalle bilatéral sy-
métrique de la variable aléatoire Y au niveau v est donné par I’équation :

Pr{xi+l SY<xi_l}:7, (15.10)

2

mais, = —t,
0

L’équation devient :
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d’ot1 'on déduit I'intervalle de confiance sur @ calculé & partir de ’estimation f:

9 9
Pr{a T oco<i2 }:7. (15.11)
X

P P
X1 1
53 3t3

Les valeurs telles que y% . sont les quantiles de la loi du x? & 2n degrés de
2 2

liberté. On rappelle que les quantiles z, d’une loi de densité de probabilité f(z)
sont définis par 1’équation :

a:/oo f(u)du. (15.12)

15.2 Une loi a deux parametres: la loi normale.

Soit une réalisation (z1,...,2,) de n valeurs indépendantes de la variable
aléatoire X, suivant la loi normale de densité de probabilité :

» — )2
f(w;u,tf):\/;—mexp—(l%f) : (15.13)

C’est une loi a deux parameétres p et 0. Il y a donc lieu d’envisager 5 cas possibles.

15.2.1 Estimation de la moyenne p connaissant o.

La statistique X = %Z?zl X; est un estimateur convergent, non-biaisé et
efficace (MVB) du parameétre y. On a:

E{X}=p, Var(X)= % : (15.14)

La variable aléatoire:

X - X -
Sl o (15.15)

V= .
Von

est une variable aléatoire normale réduite A'(0,1). On en déduit, la probabilité
~ étant donnée, I'intervalle de variation bilatéral symétrique de cette variable
aléatoire :

X

Pr{y%+%<\/ﬁ —H §y%_%}:’y. (15.16)

o

Les quantités telles que y1, » sont trouvées dans une table des quantiles de la

M=

_2x
2

loi normale réduite, d’ou I'intervalle de confiance sur p:
- o
<pu< X -— }:'y. (15.17)

- o
Pr<{ X — Yipa
{7 Vs

Comme la loi normale est paire, Yi_x = —Yrya. On obtient alors pour une

observation z de X :

pu==z+ avec la confiance 7 . (15.18)
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Application numérique Supposons que nous disposions d’un échantillon de
taille 10 issu d’une loi normale:

z1 =0.621 2z =0544 z3=1252 =z4=-1470 z5=-1.131
s = —0.830 z7=2.036 zg=—-0.135 =z9=2.041 =z;0=0.840,

et que nous sachions par ailleurs que o = 1. On calcule z = 0.3768 et on obtient,
pour deux valeurs de v, le tableau suivant :

ol 0.98 0.5
Yi_z | Yo.or =2.32635 yo.25 =0.67449
Hinf —0.359 0.164
Hsup 1.113 0.590

15.2.2 Estimation de y ne connaissant pas o.

La statistique X est encore un estimateur convergent, sans biais et efficace
MVB de p. On a:

E{X}=p, Var(X)= %2 . (15.19)

Comme maintenant nous ne connaissons pas o2, il faut donc ’estimer. La sta-
tistique :

sr= 1 > (@i - X), (15.20)

n—174
=1

est un estimateur convergent, sans biais et asymptotiquement efficace de o2. On
a:

2 2 2 20*
E{S } =0, Var(S%) = 1 (15.21)
n—
La variable aléatoire :
XS—u _X-u

= Vi

y = \/? S bl
n

suit une loi de Student & (n — 1) degrés de liberté, d’ott I’on déduit I'intervalle
de confiance sur p:

- S - S
Pr{X—ﬁt%_%§u<X—%t%+%}:7 (15.22)
Les valeurs telles que t%_% sont les quantiles de la loi de Student & (n — 1)
degrés de liberté et, puisque la loi de Student est paire: tipy = —t1 5. Il en
résulte, & partir d’une observation z et s2:
p=z+ ° ¢ avec la confiance (15.23)

\/ﬁ -3
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Application numérique. On calcule avec les valeurs précédentes £ = 0.3768,
s? = 1.5548, s = 1.2469 et I’on obtient le tableau suivant:

Y 0.98 05
ti 2(F=9) |toor =2.821 to25 =0.703
fin —0.736 0.100
fisup 1.489 0.654

15.2.3 Estimation de o connaissant .
La statistique :

5% = %zn:(xi — u)? (15.24)

i=1

est un estimateur convergent, sans biais et efficace MVB de ¢2. On a:

12 2 12 20-4 =
E{S7 ¢t =0% Var(S)=— (15.25)
n
La variable aléatoire:
S’
= n—y, (15.26)
suit une loi du x? & n degrés de liberté. On en déduit I'intervalle de confiance
sur o2 :
s’ S’
Pr{t2 —<o?< 2 1=y, (15.27)
X3-3 Xi+3

Les valeurs telles que x2
2
liberté.

, sont les quantiles de la loi du x? & n degrés de
2

Application numérique. On sait par ailleurs que g = 0. On calcule alors
avec les valeurs précédentes s = 1.54128, ns'> = 15.4128 et l'on obtient le
tableau suivant :

~ 0.98 05

2 (f=10) | X801 =23.209 X3 55 =12.549
ey (F=10) | oo =258 X3 75 =6.737
ol 0.664 1.228

o? 6.025 2.288
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15.2.4 Estimation de ¢ ne connaissant pas p.

Le parametre u étant inconnu, il faut estimer. La statistique X est encore
un estimateur convergent, sans biais et efficace MVB de p. La statistique :

S .
52 = — > (X - X)?, (15.28)
i=1

est un estimateur convergent, sans biais et asymptotiquement efficace de ¢2. On
a:

204

n—1

E{S*} =0* Var(s?) = (15.29)

La variable aléatoire :

X’ =(n- 1)i (15.30)

o2’

suit une loi du x? & (n — 1) degrés de liberté, d’out 'on déduit l'intervalle de
confiance sur o2 :

Pr{M <o’ < M} =7. (15.31)

Les valeurs telles que x2
2
de liberté.

, sont les quantiles de la loi du x? & (n — 1) degrés

Application numérique. On calcule avec les valeurs précédentes Z = 0.3768,
5?2 = 1.5548, (n — 1)s? = 13.9931 et 1’on obtient le tableau suivant :

~ 0.98 05

2(f=9) | X801 =21.666 X355 =11.389

Wipa(F=9) | XBoo=2.088  xfz5 =6.899

o2 0.646 1.229
o2 6.702 2.028

15.2.5 Estimation simultanée de u et o2

Le couple aléatoire (X, S?), défini par:

X =

S|

n 1 B
X, S?= X; — X)? 15.32
Sx. oY (15.32)
i=1 i=1

est dans ce cas formé de variables aléatoires indépendantes. C’est un estimateur

convergent, sans biais, asymptotiquement efficace, du couple (u, o?); il posséde
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un vecteur moyenne p et une matrice des variances-covariances V', donnés par
les expressions :

u — 0
u=<02), V= g 954 |- (15.33)

n—1

La densité de probabilité du couple: (X, (n—1)S?/a?) est donc le produit d’une
loi normale N (u, ?/n) par une loi du x? & (n— 1) degrés de liberté. Dans le cas
ou n est petit, il est délicat de trouver analytiquement la région de confiance
dans le plan u, 0% ; mais pour n assez grand, cette densité de probabilité tend
rapidement vers le produit de deux lois normales:

N(p,0*/n) @ N(n—1,2(n—1)), (15.34)
ce qui donne en se ramenant & (X, S?) par changement de variables:

N(u,0%/n) @ N(o?,20%/(n — 1)) . (15.35)
C’est une loi normale &4 deux dimensions de forme quadratique associée :

Q@ 5% p,0%) = 2 S Gl Ciluli) ol (15.36)

o2 204

Les courbes telles que @ = A? sont des ellipses contenant la probabilité:
P(A\) =1 —exp(=)?/2) . (15.37)

Au niveau de confiance 7, la région du plan z,s? délimitée par 1’équation
Q(z,5%|p, 0?) < A? est le domaine de variation du couple aléatoire (z, s?), alors
que la région du plan u,o? délimitée par 1’équation Q(u, 02|z, s?) < A% est la
région de confiance du point (u, 0%). Pour que la région de confiance soit fermée,
il faut remplir la condition :

(n—1)>2\ =4In(l —)~" . (15.38)

Application numérique. On calcule, toujours avec les 10 valeurs précéden-
tes = 0.3768, s = 1.5548, (n—1)s? = 13.9931 . Au niveau v = 0.98, A2 = 7.82
et la courbe n’est pas fermée; en revanche au niveau v = 0.5, A? = 1.386, la
courbe est fermée. Cette courbe est donnée par la figure 15.1. Notons qu’il faut
un échantillon de taille supérieure ou égale a 17 pour que la région de confiance
soit fermée au niveau de confiance v = 0.98. Les courbes délimitant les régions
de confiance sont loin d’etre des ellipses, ce qui est normal pour un échantillon
de si petite taille.



288 CHAPITRE 15. ESTIMATION DE PARAMETRES.

al

-1 o] 1
M

Fia. 15.1: Région de confiance au niveau v = 0.5 de l'estimation simultanée de
la moyenne et de la variance d’une population normale, calculée a partir d’un
échantillon de taille 10, Le point e indique la position de l'estimateur ponctuel
(z,5%), et la croiz x indique les vraies valeurs du couple (p, 0?).
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Chapitre 16

Estimation de la loi.

Nous nous intéressons dans ce chapitre a ’estimation de la loi suivie par les
variables aléatoires X; d’un échantillon i.i.d (Xi,...,X,), lorsque 'on dispose
d’une réalisation (z1,...,z,) de cet échantillon.

16.1 Estimation de la fonction de répartition.

Soit F(x) la fonction de répartition inconnue de la population parente d’ot
est issu (X1,..., Xn).

16.1.1 L’estimateur « naturel » F,.

Nous avons défini au chapitre 9.4 la fonction de répartition empirique Fj,,
calculée & partir d’un échantillon i.i.d (Xi,...,X,), comme étant pour tout x
le nombre de variables X; n’ayant pas dépassé le seuil z. Soit :

Fp(z) = 221]_00@]()(2-). (16.1)

Rappelons brievement les résultats exposés dans ce chapitre.

1. La variable aléatoire F,(z) est une variable aléatoire discrétre a valeurs

dans {0, +,2 ... 1}.

snin?
2. Lavariable aléatoire nF, (z) suit une loi binomiale de paramétre p = F(z):

nkFy(z) = B(n, F(x)). (16.2)

3. Les variables aléatoires nF, (z) et F,,(z) possédent des moments a tous
les ordres. En particulier Fy,(x) posséde pour tout # une moyenne et une
variance :

E{F,(z)} = F(z), Var(Fu(z)) = %F(r)(l — F(z)). (16.3)

L’estimateur F, () est donc non-biaisé pour 'estimation de F ().
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4. La variable aléatoire F,(z) converge presque-sirement vers F'(z) lorsque
n — oo et cette convergence est uniforme en z (théoréme 9.1 de Glivenko-

Cantelli) :
sup|Fy(z) — F(z)] 225 0. (16.4)

L’estimateur F,(z) est donc convergent pour F'(z). Il suffisait d’ailleurs
que Fy, (z) converge seulement en probabilité vers F'(x) pour étre convergent.

5. La variable aléatoire Fy, (z) converge en loi vers une loi normale:
Fo(2) <5 N(F(z), LF(2)(1 - F(a))). (16.5)

L’estimateur F,(z) est donc asymptotiquement efficace.

Bien que l'estimateur F,, (z) présente toutes les caractéristiques d’un bon es-
timateur, la derniére propriété est asymptotique et nous ne savons pas comment,
pour n fini, F,(z) converge vers F'(z). L’équation (16.5) nous dit que, pour n
assez grand, erreur entre F, et F' peut étre rendue aussi petite que 1’on veut
avec une probabilité elle aussi arbitrairement petite ; c’est-a-dire :

Ve, d >0, AN > 0, tel que Pr{m>a]€f< sup|Fp(z) — F(z)] < e} >1-4, (16.6)

mais elle ne nous renseigne pas sur la facon dont N dépend de ¢ et §. En
particulier nous ne savons pas quelle taille N doit avoir ’échantillon afin que
’on soit sur, avec une probabilité § de se tromper, que 1’écart maximum entre F),
et F' ne soit pas supérieur a €. Ce probleme a été abordé par A. N. Kolmogorov
et fait I’objet du chapitre suivant.

16.1.2 La statistique de Kolmogorov.

La statistique sup,, | Fy, () — F/(z)| introduite ci-dessus mesure la « distance »
entre les fonctions empirique F, et théorique F. Cette distance découle de la
norme de la convergence uniforme bien connue en analyse. En tant que variable
aléatoire nous nommerons cette quantité «statistique de Kolmogorov» et nous
la noterons D, :

D, = sup |Fp(2) — F(z)]. (16.7)

Cette statistique a été utilisée par Smirnov afin de juger de 'adéquation de F),
avec F' dans ce que I’on appelle le « test de Kolmogorov-Smirnov». Pour trouver
D,,, il n’est pas nécessaire de chercher le maximum sur tous les z, il suffit de le
chercher aux valeurs de 1’échantillon. En effet :

D = max (|Fa(X() = F(X@)|. [Fa(X5) = F(X(0))

1<i<n
= max (1~ F(Xg)l, |~ F(X0)))
T i<ign''n @Iy @
ou encore, en considérant le point milieu:
2i—1 1
D, = — F(X — . 16.8
max (1=, = = F(Xo)) + 3 (16.8)

Kolmogorov a montré que la variable aléatoire Z = \/nD,, suivait une loi in-
dépendante de F' quand n — oo. Plus précisément, on dispose du théoréme
suivant :
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Théoréme de Kolmogorov. Si F est une fonction de répartition continue,
alors :

n— o0

lim Pr {\/ﬁsgp |Fo(z) — F(2)| < z} = K(z), (16.9)

ott K(z) est une fonction indépendante de I appelée fonction de répartition de
Kolmogorov. Elle a pour expression :

400

K(z)= Y (~1)fe 27 (16.10)

k=—o0
On a aussi pour n fini:
2k?z 4 (1
0
3vn

Le graphe de la fonction K (z) est représenté sur la figure 16.1.

Pr{vnD, <z} = K(z)(1 - )) . (16.11)

n

1 =

0.8

0.6
K(z) -

04

0.2

T
1
1
|
1
0 e S SN A SR g

0 0.5 1 1.5 2
z =+/nD,

F1G. 16.1: Fonction de répartition de Kolmogorov K (z). La statistique D,, est
la statistique de Kolmogorov et n est la taille de ’échantillon.

16.2 Estimation d’une loi en présence de
données censurées.

Il arrive souvent, dans la pratique, que I’échantillon (X3,...,X,) & partir
duquel on tente d’estimer la loi F', soit composé de données hétérogenes : 1) des
valeurs qui sont de véritables observations de la variable aléatoire X ; 2) des
valeurs qui ne sont que des bornes supérieures (ou inférieures). On peut étre
tenté de ne garder que les observations au sens strict et d’estimer F,, par (16.1)
par exemple. Cette facon de faire présente l'inconvénient de réduire la taille
de I’échantillon et on se prive par ailleurs d’une information qui est en fait
exploitable.
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16.2.1 Modele de censure.

Supposons que 1’on cherche la loi suivie par le temps Y au bout duquel
apparait un certain événement B aprés un certain autre A. Le phénomeéne A, qui
fixe ’origine des temps, peut étre I’explosion d’une super-nova et B ’apparition
d’un pulsar. On a observé un échantillon de n étoiles ou restes de super-nove,
et pour chaque observation i, : = 1,...,n il peut se présenter trois types de
situations :

1. On a effectivement observé A et B, et donc on peut en déduire une véri-
table observation Y; de Y.

2. On a observé A, mais au moment ou ’on considére 1’échantillon, B n’a
pas encore été observé pour certains éléments du n-échantillon. Tout ce
que 'on sait est que Y; > C}, ou C; représente le moment de 1’observation
compté a partir de A. On est en présence d’une « censure droite».

3. L’événement A a aussi été précédement observé, mais au moment ou 1’on
considéere 1’échantillon, B a eu lieu sans qu’il soit lui-méme observé. On
est cette fois en présence d’une « censure gauche ». Tout ce que 'on sait
est que Y; < Cj.

Il existe d’autres types de censures, dues, par exemple, a la non-observation de
A, ou encore des censures droites et gauches simultanées.

Nous allons maintenant préciser ce que 1’on entend par censure, ne serait-
ce que pour simuler le phénomeéne & 1’aide d’'un programme numérique. Nous
n’envisagerons ici que la censure aléatoire a droite: c’est dire que nous nous
placons dans le cas de « censure droite» précédent, ou les C; sont des variables
aléatoires indépendantes des Y.

A partir de certaines observations, on a construit un n-échantillon (77, ...,
T,), composé de données censurées et non-censurées. S’il n’y avait pas de cen-
sure, on observerait un autre n-échantillon (Y1,...,Y,) issu de la population
suivant la loi ' que I’on cherche a estimer. L’individu 7 a été observé au temps
C;, qui est aussi une variable aléatoire, mais qui suit la loi G. En effet il n’y
a aucune raison pour que la loi suivie par le phénomene et celle qui dicte nos
moments d’observations soient identiques. En cas de censure aléatoire a droite,
seuls deux cas sont possibles: ou bien on a observé avant 'apparition de B, au-
quel cas I’observation est censurée a droite, ou bien on a effectivement observé
B. On a alors:

T; = min(Y;, Cy) . (16.12)

Il est pratique d’introduire I'indicatrice D; qui dit si I’observation est censurée
ou non:

D =1y.<c, . (16.13)

16.2.2 L’estimateur de Kaplan-Meier.

Nous allons employer une terminologie classique issue de 1’étude des durées
de vie. Suivant cette étude, on cherche & estimer la fonction de survie S(t) =
1—F(t) = Pr{T > t}. L’événement A est ’entrée d’un individu dans un flux
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d’événements possédant la propriété étudiée, I’événement B est la sortie de
I’individu de ce flux. Le temps que l'individu passe dans le flux est sa « durée
de viey». A chaque instant £, on a affaire a deux sortes d’individus:

1. Les individus qui sortent au temps ¢ : ils sont en nombre M (t). Ce nombre
n’est différent de zéro qu’aux instants de sorties observées.

2. Les individus «restants » encore appelés individus « a risque », sont ceux
qui au temps ¢ ne sont ni sortis ni censurés avant le temps ¢ : ils sont en
nombre R(t). Ce sont les sortants potentiels, les autres sont soit sortis,
soit perdus de vue.

En utilisant la variable aléatoire D; définie plus haut et qui vaut donc 0 si
I’observation est censurée et 1 si elle ne I’est pas, on a:

M(t) =Y Dilr=, (16.14)
R(t) =Y 1r>¢. (16.15)

Avec cette notation, I'estimateur de Kaplan-Meier pour S(¢) est donné par la

formule (Kaplan, Meier, (1958) [39]) :

St = TT (1- Jpy) - (16.16)

Ti<t

Donnons quelques propriétés de cet estimateur. Pour une discussion plus com-
pléte se reporter & Droesbeke et al., (1989) [19].

— Sous des hypothéses assez générales, Sxn converge presque-surement uni-
formément vers S. C’est I’équivalent du théoréme de Glivenko-Cantelli en
présence de censure.

— La fonction Sgnm ne présente de points de discontinuité qu’aux instants de
sorties observées. Entre ces instants, cette fonction reste constante.

— La discontinuité tient compte des individus censurés, mais au point de
discontinuité suivant ou ils sont considérés comme étant sortis, ils ne font
plus partie du contingent a risque. La fonction Sk est alors multipliée
par un facteur qui est égal & la proportion des individus a risque qui ne
sont pas sortis pendant 'intervalle précédent (1—la proportion de ceux qui
sortent maintenant).

Pour des applications de I’estimateur de Kaplan-Meier au domaine de I’as-
tronomie voir, par exemple, Feigelson et Nelson (1985) [20] ou Schmitt (1985)
[65].

16.3 Densité de probabilité empirique.

Si l’on calcule la dérivée (au sens des distributions) de F,, on obtient une
somme de fonctions de Dirac:

d R
T Fa(x) = ;;5(;1;—)(2»). (16.17)
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Cette densité de probabilité peut étre considérée comme un estimateur de la
densité f = dF/dz, quand elle existe. Cette estimation contient le principe
sous-jacent menant aux méthodes « bootstrap». Cependant la fonction ainsi
calculée ne posseéde généralement pas les propriétés connues de la densité f. Il
est possible, par exemple, que I’on sache que f est continue et il serait alors
souhaitable de I'estimer par une fonction elle aussi continue, ce qui n’est pas le
cas de lestimateur (16.17) ci-dessus.

16.3.1 Estimateurs subordonnés a un noyau.

Pour résoudre ce probléme, on a pensé (Rosenblatt (1956) [63], Parzen (1962)
[55]) & convoluer les fonctions § par un noyau K (z) afin d’obtenir les estima-
teurs:

Fren(@) = nhl(n) ;K <rh_(n))() . (16.18)

Le parameétre h controle le degré de «lissage» appliqué aux fonctions J: on
I’appelle souvent la « fenétre de lissage». On a démontré que si le noyau K (z)
et le paramétre h possédent les propriétés suivantes :

| llim |z| K (z) = 0, / K(z)de =1, (16.19)
z|—o00 o
. . 1
Jim h(n) =0, lim s =0, (16.20)

alors I’estimateur fAKﬂ est convergent et asymptotiquement non-biaisé. On im-
pose en général la condition 0 < K (z) < oo, mais elle n’est pas nécessaire. On
peut étre guidé dans le choix de K par des considérations sur le comportement
a I'infini des «ailes» de la densité f. Un noyau classique est :

1 z?
——exp——,
V2r P75
qui, pour h(n) = o/+/n, conduit & 'estimateur:

A_ 1 (;l‘—XZ')2

Pour une application de ces estimateurs dans le domaine de 1’astronomie voir

de Jager et al. (1986) [34].

K(z) = (16.21)

16.4 Caractéristiques numériques de la loi em-
pirique.

La loi empirique admettant F, pour fonction de répartition posséde des
caractéristiques numériques que l’on calcule comme espérance mathématique
d’une fonction de la variable aléatoire X. Ainsi, pour les moments, on a:

E{X*} = /@k dF, . (16.23)
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Il est facile de montrer que les moments E{X*} sont égaux aux moments em-
piriques M{. On a en effet :

E{X*} = %ZX = M. (16.24)
i=1

Les caractéristiques numériques ainsi obtenues peuvent servir d’estimateurs des
caractéristiques numériques de la loi F.

16.5 Histogrammes.

On a encore I’habitude de regouper les variables aléatoires X(;), dans des cel-
lules de méme largeur h = Az et d’en compter le nombre de facon a obtenir une
courbe discontinue en «escalier» appelée « histogramme». Plus précisément,
on choisit un intervalle entre deux valeurs extrémes #min €t @max, que 'on dé-
coupe en k cellules de largeur Az = (Zmax — €min)/k. A partir du n-échantillon
(X1,...,Xpn), on fabrique les k + 2 variables aléatoires P; telles que:

Z; = Zmin + (1 — 1) Az, (16.25)
x,-l-Axl n
P = — (e —Xipn)de, i=1,...,k, 16.2
/x, 2 20 Xip)de, (16.26)
:L‘m;nl n
0 /_Oo n; (x — X¢jy) de, (16.27)
(0] 1 7
Pk+1 = E (5(I—X(j))d1‘. (16.28)
Tmax j=1

Ces variables aléatoires P; représentent le nombre de X; qui se trouvent dans
la i-éme cellule de I’histogramme, divisé par la taille n de 1’échantillon. L’his-
togramme de (X1,...,X,,) contient moins d’information que la fonction de ré-
partition empirique F),, car on perd 'ordre des X(;) dans une cellule.

16.5.1 Loi suivie par le nombre de points dans une cellule.

Le nombre N; de variables aléatoires telles que X; ou, plus rapidement, le
nombre de points dans la cellule i, est par définition égal & nP;. Ce nombre est
également une variable aléatoire dont la loi dépend du fait que le nombre total
de points n est ou non une variable aléatoire.

Cas ou n n’est pas une variable aléatoire.

Le nombre de points a répartir dans les k + 2 cellules est connu a ’avance.
La probabilité pour qu’un point tombe dans la cellule numéro ¢ est donnée par :

zi+Ax

pi=Pr{e; < X; <a;+ Az} = / f(z) de, (16.29)
pourz=1,...,k et, pour i =0,k + 1, par:
pg = / f(z)dz, pgy1= f(z)dx . (16.30)
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La répartion des points sur ’axe des z s’effectuant de facon indépendante, on
obtient finalement une loi binomiale:

Pr{N;=n;} =C}'pl(1 —p;)" 7" . (16.31)

La moyenne et la variance du nombre de point N; dans la cellule ¢ d’un histo-
gramme valent donc :

E{N;} =np;, Var(N;) = npi(1 —p;) . (16.32)

L’ensemble des points de I’histogramme suit alors une loi multinomiale d’ex-
pression :

n!

Pr{Ny =ng,N1 =nq,... , N =n = _plopMt | ppEt?
{No =no, N1 =ny,...,Ngy1 = ngga} motmiT . mpa1P0 PL P
(16.33)

En particulier, les variables aléatoires N; et N;, ¢ # j sont corrélées, avec pour

coeflicient de corrélation :
DiPj
= — [ — 16.34
o5 = T =) 16:34)

Le coefficient de corrélation p;; étant négatif, ces variables aléatoires sont en fait
anti-corrélées, ce qui indique que, par exemple, N; tend a diminuer lorsque N;
augmente. Ce comportement est naturel puisque le nombre de points a répartir
est fixé.

Cas ou n est une variable aléatoire.

Si le nombre de points observés n n’est pas déterminé & 1’avance, mais est
une variable aléatoire N, on trouvera la loi suivie par la variable aléatoire N;
comme somme des probabilités conditionnelles suivantes :

Pr{Ni=ni}= io: Pr{Ni = n1|N =k} Pr{N =k} . (16.35)

k=n,

En particulier si le nombre de points a distribuer dans les cellules de I’histo-
gramme suit une loi de Poisson de paramétre p tel que E{N} = pu, on aura:

o 2
n; N —n,/J —
Pr{N;=ni} = > Cripli(l—p)* e (16.36)
k=n;
Un calcul simple montre que finalement :
Pr (N = ni} = P e (16.37)

ou p est le nombre moyen de points dans I’histogramme et p; la probabilité
pour qu’un point « tombe» dans la i-éme cellule. Le nombre de points N; dans
la cellule numéro i est donc, dans ce cas, une variable aléatoire de Poisson ayant
pour moyenne et pour variance :

E{NZ} = E{N}pi, Var(Ni) = E{N}pz . (1638)

Les variables aléatoires IV; et N;, 4 # j sont indépendantes.
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16.5.2 Le y? de Pearson.

Pearson a montré que la statistique X2 définie par I’expression ci-dessous :

k+1 2
Ni — Np;
x2=3 :% (16.39)
i=0 ¢

est une variable aléatoire tendant vers une loi du y? & k + 1 degrés de liberté
quand N = n est connu a ’avance et tend vers l'infini, et & k + 2 degrés de
liberté quand N est une variable aléatoire dont la moyenne tend vers 'infini.
Rappelons que k£ + 2 est le nombre de cellules de I'histogramme. La statistique
X? est utilisée dans le test du x? qui vise & décider de la conformité de 1’échan-
tillon (X1,...,Xp) qui a servi & construire I’histogramme vis-a-vis de la loi F'
qui a permis de calculer les p;.

16.5.83 Taille des cellules.

La raison qui pousse a construire des histogrammes correspond & un souci de
réduction des données. La taille Az ou le nombre de cellules k42 est fixé a partir
d’un compromis entre les deux objectifs contradictoires suivants: cette taille ne
doit pas étre trop grande afin de ne pas trop perdre l'information sur ’ordre
des points, elle ne doit pas étre trop petite non plus, auquel cas les cellules sont
presque toutes vides. Concrétement, le meilleur Az sera celui qui minimisera
une erreur commise lorsque 1’on approxime la densité f par ’histogramme fa.
La taille des cellules peut donc étre implicitement définie par :

Az

min/xmx Fae(z) — F(z)|2 dz . (16.40)

Un bon choix de Az est alors:

Az* = [6/ ((n — nou) /m I ()2 dm)] ’ (16.41)

min

oll Nyt est le nombre de points en dehors de Vintervalle [Zmin, Zmax]-
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Chapitre 17

Etude de la dépendance.

On présente souvent les résultats d’une expérience comportant plusieurs ob-
servations par un ensemble de points dispersés sur un plan rapporté a un repere
orthonormé zOy. Chaque observation i fournit deux nombres X; et Y;, que I’'on
considéere alors comme les coordonnées d’un point P; dans ce repére zQOy. En
général, les points se répartissent dans ce plan sous la forme d’un « nuage » et ne
se regroupent pas sur une courbe telle que ¢(z,y) = 0. On interpréte ce phéno-
méne comme du au fait qu’une au moins des coordonnées X; et/ou Y;, est une
variable aléatoire. Chaque mesure, en outre, est susceptible d’étre entachée d’er-
reur. On envisage alors, selon qu’une ou les deux coordonnées sont aléatoires,
ou selon qu’il y a présence de bruit ou non, diverses méthodes d’analyse des
données. On distingue couramment 1’étude de la corrélation, de la régression, et
la recherche de dépendance fonctionnelle.

17.1 Etude de la corrélation.

Suivant ce modele, on considére les n observations comme le résultat d’un
échantillonnage dans une population décrite par une loi F' & deux dimensions
qui est indépendante de I'indice 7 du «tirage ». Les variables aléatoires X; et Y;
suivent alors quel que soit ¢ les mémes lois, qui sont les lois marginales de F'. Ces
variables aléatoires peuvent étre indépendantes ou dépendantes. Une mesure de
la dépendance affine est le coefficient de corrélation p, défini par:

Cov(X,Y)
Var(X) Var(Y)

p(X,Y) = (17.1)

Lorsque p — %1, les points (X;,Y;) tendent a se regrouper de fagon & satisfaire
la relation affine:

Y—E{Y}IPX—E{X} . (17.9)

Var(Y) v/ Var(X)

L’étude de la corrélation vise a estimer le coefficient de corrélation p a partir
d’un échantillon de taille n, issu de la population 2D, puis a conclure a une plus
ou moins grande dépendance affine entre les variables aléatoires X et Y, suivant
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que |p| est proche de 1 ou de 0. Avant de poursuivre, il faut bien prendre garde
aux points suivants :

— Si l'on conclut que p = 0, cela signifie que les X; et Y; sont non-corrélés,
mais cela ne signifie surtout pas que ces variables aléatoires sont indépen-
dantes. En revanche, des variables aléatoires normales non-corrélées sont
indépendantes.

— S’il ressort de ’analyse de la corrélation que |p| est proche de 1, cela
indique une forte tendance affine entre X; et Y;. Par exemple si p est
proche de 1, X; et Y; auront tendance a augmenter ou diminuer en méme
temps, et en sens contraire si p est proche de —1. Mais cela n’implique
pas nécessairement qu’il existe une relation de cause a effet entre les deux
variables.

17.1.1 Coefficient de corrélation en présence d’erreurs de
mesure.

Les variables aléatoires X et Y peuvent étre sujettes a des erreurs de mesures,
et ces erreurs ont pour effet de modifier le coefficient de corrélation p du couple
(X,Y). Si, par exemple, viennent s’ajouter & X et & Y des erreurs U et V de
moyenne nulle, de variances ¢, non corrélées entre elles et non corrélées
avec les XY alors le coefficient de corrélation des mesures p* est le coefficient
de corrélation du couple (X + U, Y 4+ V) qui est donné par I’expression :

o2 o2 -3
* = 1+ L) (1+ X . 17.
o]+ %) (14 5)] (7

L’effet des erreurs de mesures non-corrélées est de diminuer la valeur du coeffi-
cient de corrélation.

17.1.2 L’estimateur « naturel» de p.

En remplacant les moments de la population par les moments de 1’échantillon
dans (17.1), on obtient un estimateur R de p dit « estimateur naturel » :

7 et (Xi = X)(Y; —Y)

R= —
VAT (X — )2 S (v - V)?

(17.4)

Comme p, R est compris entre —1 et 1. Nous appellerons R, le « coefficient de
corrélation empiriquey, de 1’échantillon. C’est une variable aléatoire que nous
allons maintenant étudier.
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17.1.3 Le cas normal.
Si la loi parente 2D est normale, sa densité est alors donnée par ’expression :

1 1
—expy —
2noxoy (1l —p?)2 p{ 2(1 — p?)

(52 - (e52) (52)+ 052} oo

ol px,py sont les moyennes de X et Y, ox,0y leurs écart types et p leur
coefficient de corrélation.

La densité de probabilité d’un n-échantillon (X1, ..., X,) indépendant (i.i.d)
est donnée par le produit des densités simples:

[z, y) =

n

Fa(@r,vn, o an,yn) = [ i, w) - (17.6)

i=1

La fonction de répartition de la loi suivie par R est trouvée en intégrant dans
I’espace de définition du n-échantillon sur tout le domaine ou R est inférieur a
un certain seuil 7 :

FR(T|P):/"' e fn(rl,y1,~~,Jin,yn)dﬁdyr“drnd@/n. (177)

La densité de probabilité fr de R est, par définition, la dérivée de Fg. On a:

" d
Falrl) = [ fa(ulp)du,  falrl) = 5oFel). (78)
-1
Fisher (1915) [21] a donné ’expression de cette densité:
(1— p2)nT_1 n=s d"~% arccos(—rp)

fr(rlp) =

(17.9)

R I LV ey

Une forme numériquement plus maniable est due & Hotelling (1953) [33]:

n—2 . . ,
fr(rlp) = (1= p2)¥n=D(1 = y2)30=4)(] _ pp)3-n
V2(n—1)B(3,n—1)
x F(3,Ln—11(14rp).

(17.10)

Dans cette derniére expression, B est la fonction eulérienne de premieére espece,
et I est la fonction hypergéométrique.
La loi suivie par R possede une moyenne et une variance données par :
2y2

E{R|p} = p [1 - (1% + O(n_2)] , (17.11)

Var(R|p) = % <1 + %) +0(n7%) . (17.12)
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Les coefficients d’asymétrie et d’aplatissement sont donnés par :

6 1 6(12p% — 1
v = _\/_% —+ O('I’LE), Y2 = 7( pn ) + O(’I’l,_l) . (1713)
L’expression (17.11) montre que R est un estimateur légérement biaisé de p;
Olkin et Pratt (1958) [52] ont trouvé 'estimateur, par ailleurs unique, Ry non-
biaisé de p:

Ro=F(:,3,3(n-2),(1- R*)R. (17.14)

De fagon pratique, le biais en 1/n est retiré lorsque l’on utilise la formule ap-
prochée :

1- R?
Ry~ |1+ — | R - 17.15
o~ (143525 )
L’expression (17.12) montre que R est un estimateur convergent de p, et par
conséquent Ry est également convergent. Dans le cas particulier ol p = 0, la
densité de probabilité de R devient :

fa(rlp=0) = M(l —p2)bnnd), (17.16)

Dans ce cas on a:

1
E{R|p=0}=0, Var(Rlp=0)= — (17.17)

et Pestimateur R est alors non-biaisé. Comme le montre la figure 17.1, les den-
sités de probabilité fr tendent tres lentement vers la loi normale. Notons que
pour un échantillon de taille 4 issu d’une population ot p = 0, R est distribué
uniformément entre —1 et 1.

17.1.4 Estimation d’intervalle.

Les expressions de fr permettent de calculer des abaques donnant 1’estima-
tion d’intervalle suivant la méthode exposée au chapitre « Estimation d’inter-
valle». Ces abaques servent a trouver un intervalle ]pmin, pmax] qui, pour un
coefficient de confiance v donné, satisfait 1’équation :

Pr {pmin (R) < p < prnan(R)} = 7. (17.18)
Les valeurs pmin €t pmax, pour v = 1 — 2 donné, sont solutions de:

1 —a=Fr(r|pmin), o= Fr(r|pmax)- (17.19)

Dans ce cas, il s’agit l'intervalle bilatéral symétrique.

17.2 La régression.

L’échantillon sur lequel va porter ’étude de la régression est toujours un
échantillon indépendant et identiquement distribué (i.i.d), issu d’une loi & deux
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1.5

fr(r)

0.5

FiG. 17.1: Ezemples de densités de lois suivies par le coefficient de corrélation
empirique R quand la population est non-corrélée (p = 0) et pour des
échantillons de tailles 3,4,5,10 et 30. Il faut remarquer que lorsque la taille
de l’échantillon est €gale a 4, on trouve R avec une densité uniforme entre —1
et 1.

dimensions. On s’intéresse maintenant aux lois conditionnelles et plus spéciale-
ment aux lois suivies par une variable, sachant que I'autre est connue. Ces lois
possédent, le plus souvent, des moyennes conditionnelles i ainsi définies :

mvix = E{Y|X =2}, nxpy =E{X|Y =y} . (17.20)

La moyenne des Y, sachant que X = z, ny|x, est en général une fonction de
z que D’on appelle « courbe de régression de Y par rapport a X », et de facon
similaire, la moyenne des X sachant que Y = y est appelée « courbe de régression
de X par rapport a 'Y ».

17.2.1 La régression linéaire.

Certaines lois possédent des courbes de régression a dépendance affine que,
par abus de langage, on appelle «linéaire» . Pour ces lois, les parameétres de la
régression aq, as et B1, 2 sont par définition :

E{Y|X =2} =as+ ez, E{X|Y =y}=a1+ /y. (17.21)

C’est, par exemple, le cas de la loi normale 2D de parameétres pq, ps, 01,07 et
p. Cherchons maintenant les relations pouvant exister entre les coefficients «, 8
de la régression et les caractéristiques numériques de la loi parente, quand elles
existent. Montrons tout d’abord que les droites de régression se coupent au
point de coordonnées (i, pa), correspondant & la moyenne de la loi. En effet,
si 'on pose # = 3 dans (17.21), on aura E{Y|X = p1} = az + B2p1, mais
E{Y|X = p1} = po. En posant de méme y = ps pour la droite de régression
suivant X on trouverait finalement :

Mo = ag + fBopr, p1 =+ Prus . (17.22)
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De fagon imagée, cela exprime que les droites de régression se coupent au centre
de gravité de la loi parente. On aurait trouvé le méme résultat en raisonnant
de la fagon suivante: si z est une variable aléatoire suivant la loi marginale en
z du couple (X,Y), on a:

po = E{Y} = E{E{Y[z = X}} = E{as + f2X} = as + Bapn,

et un résultat similaire pour ’autre droite de régression. En suivant un raison-
nement analogue, on démontre alors a I’aide de la covariance 17 :

pi1 = E{(X = p1)(Y = p2)} = E{E{(X — pa) (Y — po)|e = X}},
= E{(X =) E{(Y — po)|x = X}} .

Evaluons ’espérance la plus interne en utilisant (17.21) et (17.22). Il vient :

E{(Y —po)le = X} = E{Y]a = X} — s,

=ay+ (2 X — pa,
=as+ GX —az— fap1,
= 62 (X - )ul) ;
soit finalement :
p11 = E{Bo(X — 1)’} = Booi. (17.23)
De facon analogue on montrerait que :
p11 = E{Bi(Y — p2)?} = Bro3, (17.24)
d’ott p11 = ﬁlo'g = ﬁza% En introduisant le coefficient de corrélation p =
p11/(o102), il vient :
pl =010 . (17.25)

Cette derniére propriété, en conjonction avec (17.23) et (17.24), montre que les
droites de régression sont confondues si et seulement si |p| = 1 et qu’elles sont
orthogonales et paralléles aux axes si et seulement si les variables aléatoires X
et Y sont non-corrélées, cela dans le cadre des lois non-dégénérées ol 01,09 # 0.

Finalement on tire de (17.22), (17.23) et (17.24) I’expression des coefficients
de la régression :

o o
@y = py — p—p1, fPo=p—, (17.26)
g1 g1
o o
a1 = p1 — p—pz, Pi=p—, (17.27)
(o) (o)
soit, en remplagant dans la définition (17.21) des droites de régression :
o
B{YIX =2} = o+ 02— ), (17.28)
1

22
E{X]Y =y} =u1+p0—;(y—uz)- (17.29)
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17.2.2 Droites de régression empiriques.

A partir d’'un n-échantillon i.1.d, on peut calculer les droites de régression
empiriques en remplagant les moments de la loi dans les expressions (17.26)
et (17.27), par les moments empiriques, ce qui conduit aux estimateurs :

By = n&i=1tt _ Y = as + 32X 17.30
2 _711 E 7 1(XZ — X)2 ’ ? 2 ( a)

~ I (X —X)(Y;-Y v _ o~ A
f= i i(jn (Y _)(Y)2 ) X-a A, (17.30b)
i=1\"1

Ces expressions sont identiques a celles que ’on aurait trouvées si ’on avait
calculé les coefficients des droites de moindres carrés, respectivement suivant
le modéle y = @y + Faz et suivant le modéle © = a; + Sy, (voir les formu-

les (14.97) ).

3|=[s

17.3 Recherche de dépendances fonctionnelles.

On suppose maintenant que le nuage de points (X;, Y;) est di au déplacement
aléatoire (AX;, AY;) de ces points & partir du point (&;,g;), voir figure 17.2. La

Yy
p(z,y) =0
Xit1,Yit1
Tit1, Yit1
Zi, Yi
AY;
X, Y
x

FiG. 17.2: Schéma de principe de la recherche d’une dépendance fonctionnelle.

cause de ce déplacement aléatoire est la présence de bruit dans les mesures
visant & déterminer (Z;,¥;). Supposons en outre que ’on ait de bonnes raisons
de croire que les points (#;, 3;) obéissent & la relation fonctionnelle p(z,y) = 0,
ou la fonction ¢ est connue & un certain nombre de parameétres 65 prés. Une
autre facon de présenter les choses est de dire que si les erreurs de mesures
tendaient vers 0, alors les points expérimentaux se regrouperaient le long de la
courbe ¢(z,y) = 0.

Si la loi qui préside a ’apparition des erreurs de mesures posseéde une moyenne,
il est naturel d’identifier le point (Z;, ¥;) & cette moyenne. Le probleme qui se
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pose alors est de trouver des estimateurs gk des @, a partir d’un échantillon de
taille n (X;,Y;),i = 1,...,n. Le logarithme de la fonction de vraisemblance de
I’échantillon est donnée par 1’expression :

L(gla cee :gk) == lnfech(xlayla e ,xn,yn|91, s aak): (1731)

ol fech est la densité de la loi suivie par 1’échantillon. Le calcul est simplifié si
les erreurs de mesures sont indépendantes entre elles. On a alors:

L= "Infi(w: w0y, ..., 0), (17.32)

i=1

ol f; est la densité de la loi suivie par le point (X, Y;). Calculons cette expression
dans le cas ou les erreurs de mesures AX; et AY; suivent une lol normale 2D de
moyenne (Z;,y;), de variance (o4, 0y;) et de coefficient de corrélation p = 0. Il
vient, & une constante additive pres:

- (@i—#)® | (i —%)°

L=—— . 17.
2; ozt 2 (17.33)
Dans cette expression les couples (z;, y;) représentent une réalisation des (X;,Y;).
Les valeurs (2;, 9;) que ’on cherche sont soumises & la contrainte ¢(2;, 9;]01, . . . -
0x) = 0. Le principe du maximum de vraisemblance nous prescrit de choi-
sir, en tant qu’estimation des (#;,y;), les valeurs (Z;, %) qui rendent I’expres-
sion (17.33) maximum. Finalement le probleme & résoudre est de trouver les

(Zi,01),i=1,... ,netles @,j: 1,...,k, tels que:
PN PN L (2 — %)% (i — 5i)?
L(: e Epn,Tn) = — 17.34
(Ilay17 Jrniyn) ]g}%)f 9 ; Ug‘i + 0-52' ’ ( )
sujets aux n contraintes :
©i(Zi, Gil01, ... . 0k) =0, i=1,...,n. (17.35)

La méthode classique pour résoudre ce type de probleme est la méthode des
multiplicateurs de Lagrange. Nous allons illustrer son fonctionnement dans le
cas oll ¢ est affine ( voir également York (1966) [72]):

(z,y) =y—ax—b=0. (17.36)
o(@i, ) =i —azi—b=0 i=1,...,n. (17.37)

S

Ce modeéle correspond au cas ou 'on veut ajuster une droite dans un nuage de
points, en tenant compte de I’existence d’erreurs suivant ’axe des = et suivant
I’axe des y. Il vient :

oL ) 6302» oL 3902»

— — A= =0, — A= =0, i=1,..., 17.38
al‘i (9.7:2 8yi 3yi ! " ( )

oL Z" dp; oL Z" Opi
a~ )\z IO, - — )\Z—AIO 1739
3(1 im1 8b = 8[) ( )

da



17.3. RECHERCHE DE DEPENDANCES FONCTIONNELLES. 307

Les A; sont les n multiplicateurs de Lagrange correspondant aux n contraintes.
Ces équations expriment le fait que lorsque L est extremum, le gradient de L
est une combinaison linéaire du gradient des ¢;. On a:

6L Ty — il 8L Y — @ 8[/ 6L

—— = , - , —=0, —=0. 17.40
0z; o2 0y oy da ab ( )
81‘2' 8yi da ob

En remplagant ces expressions dans (17.38), il vient :

~

Xy — &

. © — \i(=a) =0, (17.42)
Yi— U _

- Xi(+1) =0, (17.43)

Gi—az; —b=0. (17.44)

Supposons maintenant que les coefficients @ et b soient connus. Le systéme a
résoudre devient alors linéaire :

i
o2,
0 o7 @ Ui '
o 0 —1) &)= “l. (17.45)
1 —a 0 i in
b
et il a pour solution :
. adtolyi+ aU ;T + ba
U = , 17.46
Y 0' ; T+ a20'2 ( )
acly; + U i — abo2,
o — ye 17.47
z 0— + a20.2 ’ ( )
A =L — s —b (17.48)
T 0' ,+a2o?,’ ’

Il est facile de montrer que z; et ¥; sont les coordonnées du point de contact
avec la droite cherchée, d’une ellipse centrée en x;, y; et dont les axes sont dans
le rapport og;/0y;. La fonction de vraisemblance prend une forme plus simple
si ’on introduit les poids w; et les résidus z; suivants :

1
0' ; +acl)’

wi(a) = zi =y — (ax; +b) . (17.49)

On a alors:

L(1,91, - @n, Ynla, b) = Z = +a20) = wiz . (17.50)
i=1 i=1
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On a donc transformé un probléeme de minimisation avec contraintes, en un pro-
bléeme de minimisation pure. Il est possible d’aller plus loin en utilisant mainte-
nant les équations (17.39). Il vient :

zn:Ai =0, Xn:Az = 0. (17.51)
i=1 i=1

On a ) A = w;z;, d’olt on tire Iexpression de b

= TR~

s , (17.52)
ol w; = w;(a). Cette derniére équation peut également s’écrire :
b=y—az (17.53)
avec :
iy o Wi (17.54)

Y Ez w; Zz w;
ce qui montre que la droite cherchée passe par le centre de gravité du nuage de
points, chaque point étant affecté du poids @; & déterminer.

L’expression (17.49) définissant les poids montre qu’ils sont toujours positifs
et que par conséquent le centre de gravité est dans ’enveloppe convexe du nuage
de points. Il reste & évaluer @ que I’on tire de Y A;Z; = 0, et qui montre que @
est solution du pseudo-polynéme @(a) suivant :

n
Qa) = a®)_ofywia}
i=1

+a’ (-2 02wl (yi — b))
=t (17.55)

n

+ a[i o2w?(yi — 0)? =) wiz?]
=1

i=1
n
+ g w;zi(yi — b),
i=1
et en posant u; = x; — %, et v; = y; — y, il vient :
n
Qa) = oY oFiwiu}
i=1
n
2 2,92
— 2a g 0 W; Ui V;
i=1

n

n
2 929 9
—i—a[E 02 Wi V; —E w;u; |
i=1 i=1
n
+ E W; U; V5 .
i=1

On obtient aisément la solution @Q(@) = 0 par itération.
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Annexe A

Fonctions spéciales.

A.1 Fonctions eulériennes.

Le domaine que nous étudions fait souvent appel & deux fonctions continu-
ment et indéfiniment différentiables sur leurs domaines de définition respectifs :
ce sont les fonctions eulériennes B et I'. Nous ne considérerons ici que les fonc-
tions eulériennes définies sur R¥; dans le cas général, on les définit sur le plan
complexe, les poles —1,—2 —3 .- - exceptés.

A.1.1 Fonction eulérienne de premieére espece.

On appelle fonction eulérienne de premiére espéce la fonction B, définie pour
tout couple z,y de Q =]0, co[x]0, co[ par :

1
B(z,y) :/ "1 -ttt (A1)
0
On appelle plus couramment « fonction béta » la fonction B.

Propriétés de la fonction béta.

La fonction B est symétrique B(z,y) = B(y, z).

A.1.2 Fonction eulérienne de deuxieéme espece.

On appelle fonction eulérienne de deuxiéme espéce la fonction I', définie sur
Q =]0, co[ par:

I'(z)= /000 et dt . (A.2)

On appelle plus couramment «fonction gamma» la fonction I'. La figure A.1
représente le logarithme de la fonction I' pour 0 < z <5.
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InT(x)

Fic. A.1: Logarithme de la fonction T'.

Propriétés de la fonction gamma.

Formule des compléments. Pour tout réel 0 <z < 1, on a:

T

I'(l —x)I'(x) = I<exl1 A3
(l-2)l@)= ——, 0<z<l, (A.3a)
I(1l—2)T(1+2) = —— 0<z<l1 (A.3b)
-z r)= T . .
sinmz’

Ces relations permettent de connaitre la fonction I' sur 0 < # < 0.5 quand on
la connait sur 0.5 < z < 1, et sur 0 < & < 1 quand on la connait sur 1 < z < 2.

Formule de récurrence. Pour tout x réel positif, on a:
I(z+1)=al(z), z>0. (A.4)

Entiers et demi-entiers. Pour tout entier n > 0, on a:

(Qn)!\/_ 13 2n —1
==

'n+1)=n!, T(n+ %) =

T 22npl

VT (A.5)
En particulier pour n = 0: T(1) = 1, et F(%) = /7.

Limites. Pour z — co on a:

lim TE ) NZ (A.6)

e T(2)

Relation entre la fonction béta et la fonction gamma.

Pour tout couple de réels positifs x > 0,y > 0, on a:

L(z)l(y)

Ble.y) = [(z+y)

(A7)
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A.2 Fonctions eulériennes incompletes.

A.2.1 Fonction béta incompleéte.

On appelle fonction béta incompléte, la fonction B, définie pour 0 < z <1
et a,beRT:

By (a,b) = /Oxta—l(l — 1) dt, (A.8)

et fonction béta incomplete normalisée, la fonction I :

Ip(a,b) = %((Z’bb)) (A.9)
Propriétés de la fonction béta incompléte.
In(a,b) =0, Ii(a,b)=1. (A.10)
Symétrie.
Io(a,b) =1—=11_4(b,a) . (A.11)
Récurrence. On a la relation de récurrence suivante :
Io(a,b) =2zl (a— 1,b)+ (1 — 2) Iy (a,b—1) . (A.12)
Relation avec la loi binomiale. On a les relations suivantes:
E Er (1 —p) =1 - L(r4+1,n—7), (A.13)
ZC,’jpk 1l—p)"F =L(rn—r+1). (A.14)

Ces relations permettent de calculer la fonction de répartition de la loi binomiale.

A.2.2 Fonction gamma incomplete.

On appelle fonction gamma incompléte, la fonction v, définie pour a, z € Rt :

'y(a,x):/ te et dt, (A.15)
0

et fonction gamma incompléte normalisée, la fonction P:

(A.16)
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Propriétés de la fonction gamma incompléte.

Relation avec la loi de Poisson. On a la relation suivante:

oy

kle‘“:l—P(r—}—l,ﬂ) . (A.1T7)

k=0

Cette relation permet de calculer la fonction de répartition de la loi de Poisson.

A.3 Fonction hypergéométrique.

La fonction hypergéométrique F' (e, 3,7; z) est définie par la série suivante :

af z a(a—i—l)ﬁ(ﬁ—l—l)i

R e T T VT
a(a+1)...(a—|—j—1)5(ﬁ+1)...(5+]’_1)z_j
’ Yo+ (+i-1) T (A1)

ou «, 3,7 € C, sauf un certain domaine précisé ci-dessous.

A.3.1 Domaine de définition.

— Si a et 3 ne sont pas des entiers négatifs ou nuls, mais si v est un entier
négatif ou nul, alors F' n’est pas définie.

- Siaouf =-m, ety =—n (mn € N), alors F n’est pas définie si
—m < —n. Si a et § sont des entiers négatifs ou nuls, on doit considérer
—m comme étant égal au plus grand des deux.

Convergence.

Dans le domaine des «, 3,y ot F est définie, la série (A.18) converge dans
le disque ouvert |z| < 1. Sur le cercle unité |z| = 1, on a les 3 cas suivants:

1. R(a+ 5 —7) < 0: la série converge absolument sur tout le cercle unité.
2. 0 < R(a+5—7) < 1:lasérie converge sur le cercle unité sauf pour z = 1.
3. 1 < R(a+ B —7): lasérie diverge sur tout le cercle unité.

Dans le domaine des «, 3,y ou F est définie et si @ ou # sont des entiers négatifs

ou nuls, la série (A.18) est finie et F' est un polynéome en z défini sur tout le
plan complexe.

A.3.2 Propriétés de la fonction hypergéométrique.

Pour & = 3 =y =1 la série (A.18) devient une progression géométrique de
raison z.
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Valeurs particuliéres.

F(1,1,3,1) = g (A.19)
Fla,B,7,1) = ?E?E('y);(: — g; , Rla+8-7)<0. (A.20)

Equation différentielle. La fonction hypergéométrique F(a, 3,7, z) est une
solution u; de 1’équation différentielle suivante :
d?u

z(l—z)ﬁ+('y—(a+ﬁ+l)z)%—aﬁu:0; (A.21)

I’autre solution uy s’exprime, en général, aussi a ’aide d’une fonction hypergéo-
métrique.

A.3.3 Fonction hypergéométrique généralisée.

L’expression de la fonction hypergéométrique généralisée . F est donnée par
la série suivante :

rFs(ala"'aar:71:"'a75;$):

T(vi)...T(y) =T . "
() (vs) 3 (a1 +n) (ar +n) 2" (A.22)
I(ay)...T(ar) — T(y+n)...T(ys +n) n!
Pour r = 2 et s = 1 on obtient la fonction hypergéométrique introduite ci-
dessus :
2Fi(on, 00,73 2) = Fog, 02,75 7) (A.23)

A.3.4 Fonction hypergéométrique confluente.

Pour les valeurs r = s = 1 de . F; on obtient la fonction hypergéométrique
confluente (ou dégénérée ) | F :

ar ala+1)z?
Filo,y;2) =14 —— 4+ — L 4 ...
(e y;52) Y1 Ty +1) 2
1)... j— 1) @i
alatl).(adizDal 0y
Yoy +1) ... (v+5-1) J!

Les valeurs positives et négatives de cette fonction sont reliées entre-elles par la
formule:

1Fi(a,y;2) = €51 Fi(y —a,y; — ). (A.25)

Pour les grandes valeurs négatives de z on a le dévelppement asymptotique
suivant :

I'(y) 1 ala—v+1)
I'(y —a) x> T
N a(a—’y—i—iiﬁa—’y-{-?)

1Fra,y; —x) ~ +

+-|. (A.26)
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Si les parametres a et 3 sont entiers ou demi-entiers alors 1 F peut s’exprimer
a l’aide de fonctions usuelles. Ainsi, par exemple :

V(A1 —w) = e I (La), (A.27)
1Fi(=% 1 127 = e300y x\/g[m(m) —1], (A.28)

ou Iy est la fonction de Bessel modifiée d’ordre 0 et @ est la fonction de Laplace
(fonction de répartition d’une variable aléatoire normale réduite ).

A.4 Aspects numériques.

Les programmes cités ci-dessous peuvent étre trouvés dans 'ouvrage “Nu-
merical Recipes,” de Press et al. (1986) [60]. On y trouvera également les détails
des méthodes numériques utilisées.

A.4.1 Fonction gamma.

La fonction I' devient trés vite plus grande que le plus grand réel représen-
table par un ordinateur, aussi préfére-t-on calculer le logarithme de cette fonc-
tion. Dans la pratique, la fonction I' apparait dans des rapports de grands
nombres et ce rapport est souvent de ’ordre de 'unité. C’est donc bien la fonc-
tion InI' qui est vraiment utile.

Le programme GAMMLN(X) calcule la fonction InT'(2). Sa précision est de
lordre de ¢ = 2 x 1071°, Elle est meilleure pour > 1 que pour 0 < z < 1.
Dans ce dernier domaine on s’aidera de la formule (A.3b) et on calculera:

(1l —z)

sinm(l — z)

InT(z) =In —InT(2—2).

A.4.2 TFonction béta.

On calcule facilement la fonction B a 1’aide du programme précédent et de
la formule (A.7). Le programme BETA(X,Y) calcule cette fonction béta: B(z, y).

A.4.3 Fonction gamma incomplete.

Le programme GAMMP (A, X) calcule la fonction gamma incompléte normalisée
P(a,z).
A.4.4 Fonction béta incompleéte.

Le programme BETAI(4,B,X) calcule la fonction béta incompléte normalisée

I:(a,b).
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Annexe B

Outils mathématiques.

B.1 Matrices.

Afin d’alléger ’exposé nous ne considérons que les matrices & éléments réels.
Une matrice A a n lignes et m colonnes est un élément de R™™. On note & un
vecteur colonne et ®' un vecteur ligne. Un vecteur unitaire w est un vecteur tel

que ulu = 1.

B.1.1 Matrices définies positives.

Définition B.1. Une matrice carrée M € R™" est dite définie positive si, et
seulement si, V& # 0 € R", la forme quadratique ' M@ est positive. On note
M > 0 pour indiquer que M est définie positive, on a alors:

n
M>0 < Ve eR", z'Mz= Z Mijzix; > 0.
i,j=1

Dans cette définition, la seule restriction sur M est qu’elle soit carrée. Il est
cependant possible de ne considérer que les matrices symétriques car ’expression
' Mz est invariante si ’on ajoute & M une matrice antisymétrique. En effet,
si B = —-Bona: !Bz = (thw)t = z'B'z = —x!Bz = 0. On donne ci-
dessous un ensemble de conditions nécessaires et suffisantes pour qu’une matrice
symétrique soit définie positive.

Théoréme B.1. Pour qu’une matrice A réelle et symétrique soit définie posi-
tive, il faut et il suffit qu’une des conditions suivantes soit satisfaite.

0. Ve 20 R" z'Az > 0.
1. A posséde des valeurs propres positives: Ay > Ag -+ > Ap, > 0.

2. Les éléments diagonauzx a;; de A sont positifs et les éléments en dehors de
la diagonale a;x; satisfont ['inégalité : a?j < a0 ;.
3. Les déterminants principaur de A sont positifs. C’est-a-dire:

a1 G122 a3

ay] > 0, > 0, as1 Q29  A23| > 0, .. detA>0.
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Définition B.2. Une matrice carrée M est dite semi-définie positive (ou défi-
nie non-négative ) si, et seulement si, Y& la forme quadratique #* M @ est positive
ou nulle et il existe au moins un vecteur z # 0 tel que z'Mz = 0. On note
M > 0 une matrice semi-définie positive.

De la méme fagon que pour les matrices définies positives on peut, pour les
matrices semi-définies positives, ne s’intéresser qu’a la classe des matrices sy-
métriques. Il existe de trées nombreux théoréemes concernant les matrices symé-
triques définies positives et semi-définies positives (on consultera, par exemple,
I’appendice A de Rao & Toutenburg [61]).

B.1.2 Matrices projectives.

Définition B.3. Une matrice carrée A est dite matrice projective si elle est

idempotente, c’est-a-dire si: A2 “44=A4.

Une matrice projective symétrique est apellée projecteur orthogonal, dans
tous les autres cas c’est un projecteur oblique.

Théoréme B.2. Soit A € R™"” une matrice projective de rang rg A = r < n.
Ona:

0. A> = A,

1. Les valeurs propres de A valent 0 ou 1,

2. La trace de A est égale a son rang, trace A =g A,
3. Si A est de rang n, alors A =1,

4. B=1I— A est aussi une matrice projective, on a AB = BA = 0.
La matrice I —uu’, oll w est un vecteur unitaire, est un projecteur orthogonal

(dans la direction du vecteur u ).

B.1.3 Inverses généralisées.

Définition B.4. Soit une matrice rectangulaire A € R™™. On appelle inverse
généralisée la matrice rectangulaire A~ € R™™ telle que:

AATA=A.

Une matrice A quelconque admet toujours une inverse généralisée, mais elle
n’est pas nécessairement unique.

En multipliant ’expression précédente a gauche et a droite par A™, on
montre que les matrices carrées A~ A et AA™ sont des matrices projectives.

Théoréme B.3. (Moore-Penrose ) Etant donné une matrice A quelcongue, il
existe une et une seule matrice A", appelée matrice pseudo-inverse de A,
vérifiant les conditions suivantes:

AACYA=A ACYAACY = ACY
(ATVA) = AV A (AACY) = AAY
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B.2 Eléments de topologie.

B.2.1 [Espaces topologiques.

On dit qu’un ensemble E est un espace topologique si on a pu y définir la
notion de partie ouverte. Une partie ouverte, ou plus simplement un ouvert, est
un élément d’une famille O de parties de E possédant les propriétés suivantes:

O1. E€0,2 €0, (FE etlevide sont ouverts),
02. 4; € 0= (N_, Ai € O, (une intersection finie d’ouverts est ouverte),
03. A, € 0=, Ax € O, (une réunion quelconque d’ouverts est ouverte).

Par « réunion quelconque» on entend toute réunion finie ou infinie dénombrable
ou non. On appelle topologie une famille d’ouverts, et partie fermée (ou fermé)
toute partie de F dont le complémentaire est ouvert. Il résulte de cette définition
que F et @ sont a la fois ouverts et fermés.

B.2.2 Espaces métriques.

Un espace métrique est un ensemble quelconque E muni d’une distance entre
un couple (z,y) de ses éléments. Une distance est une application d de F x E
dans R qui est d’abord un écart, c’est-a-dire Vz,y,2z € E:

1. d(z,y) = d(y, ) (symétrie),
2. d(z,y) < d(z,z) +d(z,y) (inégalité triangulaire, )
3. d(z,y) > 0 (non négativité).

Un écart peut étre nul méme si & # y. Pour que d soit une distance la
condition 3 précédente doit étre remplacée par:

3. d(z,y) = 0 = z = y (non dégénérescence).

La non négativité devient alors une conséquence de la définition.

On appelle boule ouverte de centre O € E et de rayon r > 0, la partie de
E suivante: Bo(r) = {2|d(O,z) < r}. Une boule ouverte est un ouvert, tout
espace métrique est donc un espace topologique.

B.3 Structures algébriques.

B.3.1 Espaces vectoriels.

Un espace vectoriel E sur un corps K (K =R ou K = C) est un ensemble
pour lequel existe une addition entre éléments de E et une mutiplication d’un
élément du corps par un élément de E. Ces opérations doivent satisfaires les
axiomes suivants :

1. 11 faut qu’elles soient stables, c’est-a-dire, V¥, € E,Va € K :

F+§eEFE et afX€c€kE.
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2. L’ensemble E doit étre un groupe abélien pour 1’addition. C’est-a-dire
VZ,§,7€ E:

FHi=E (FHD)+7=EH ),

et il doit exister un élément neutre § et un inverse ' appartenant a F,
tels que:

i+0=0 z+&=0.

3. La multiplication par un élément du corps doit posséder les propriétés
suivantes, Vo, 8 € K, VZ,§ € I

(a+ B)E = aZf + B2, o(f+7) = al+ ay,
a(BZ) = (af)2, 1E=1Z.

Les éléments d’un espace vectoriel s’appellent des wvecteurs, on les note ha-
bituellement par des lettres minuscules de D'alphabet latin: Z,y,--- € E. Les
éléments du corps sont des nombres, on les note habituellement par des lettres
minuscules de ’alphabet grec: «, 3, - - - € K. Le corps lui-méme est appelé espace
numérique.

Enveloppe linéaire. Soit M un sous-ensemble non vide de £ (M C E). On
appelle enveloppe linéaire de M ’ensemble, span(M ), de toutes les combinaisons
linéaires finies des vecteurs de M :

Va; € K, span(M) def Zaifi ou Viz;e M.
i

On pose span(@) = @&. L’ensemble M est un sous-espace vectoriel si, et seule-
ment si, span(M) = M et M # @.

Indépendance linéaire. Les vecteurs Zq,...,Z, d’un espace vectoriels sont
dits linéairement indépendants si, et seulement si, :

Va; € K, a1Z1+ - +apf, =0 = Vi, a; =0.

Ainsi il n’est pas possible d’exprimer linéairement le vecteur #; a D'aide des
autres vecteurs &;z;.

La dimension de E, dim(E), est le nombre maximum ( s’il existe ) de vecteurs
de FE linéairement indépendants. Si ce nombre existe E est dit de dimension finie,
E est dit de dimension infinie si Vn € N il existe n vecteurs de E linéairement
indépendants. Par définition, la dimension du sous-espace vectoriel réduit au
seul élément nul est nulle (dim({0}) =0).

Bases d’un espace vectoriel. Si E est de dimension finie (dimFE = n),
on appelle base de F un ensemble de n vecteurs de E linéairement indépen-
dants. Les vecteurs de E peuvent se décomposer de facon unique sur une base

{€1,...,€x} de E:
VfEE, I=aier+ -+ a,e,.

Les nombres ay, ..., a, sont appelés les composantes du vecteur Z par rapport
a la base {é1,...,¢en}.
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Changement de base. Soit une base A = {€1,...,é,} d’un espace vectoriel
de dimension n, supposons que ’on trouve une nouvelle base A’ = {&},...,¢€,}
par 'intermédiaire des n combinaisons linéaires suivantes :

n

- j—;' Lo
€; = E a;e; 4,j=1,...,n.

j=1

Si les ' désignent les composantes d’un vecteur Z sur la base A et les 2" sur
la base A’, il vient :

n
Pt E (7]
z = Cle s
j=1

On range les a; dans une matrice carrée A de la fagon suivante :

1 1 1

a% ag g

al a2 an

A= . .
n n n

al az an

Avec cette convention, la colonne numéro 7 de A est formée des composantes du
nouveau vecteur € suivant I’ancienne base A. Cette matrice, dite de changement
de base permet de calculer les anciennes composantes de ¥ en fonction des
nouvelles alors qu’elle est définie comme permettant de calculer la nouvelle base
a partir de ’ancienne. Pour cette raison les composantes d’un vecteur définies
par ’enveloppe linéaire de la base, sont dites contravariantes.

Pour connaitre les nouvelles composantes en fonction des anciennes il faut
que la matrice inverse de A existe, c’est-a-dire: det A # 0, alors les vecteurs €}

forment effectivement une base de I’espace vectoriel. Si B = A~ on a:
n
1 i 7 . . .. 7
" = E biz’, soit, en notation matricielle =’ = Bz .
Jj=1

Suivant la convention tensorielle, on note des composantes contravariantes
avec un indice supérieur. Cette convention n’est malheureusement pas respectée
en statistique ou ’on utilise plutot la notation matricielle.

B.3.2 L’espace dual.

Formes linéaires. Une forme (ou fonctionnelle) f est une application d’un
espace vectoriel ¥ dans I’espace numérique C (ouR). On note f(Z) le résultat de
cette application. Dans le cas particulier des formes linéaires, définies ci-dessous,
ce nombre est noté (f, Z). Une forme f est une forme linéaire si:

LA{f2+9) =8+ {9,

2. (f,AF) = \(J, &),

L’addition entre formes linéaires et la multiplication par un nombre sont
définies de la fagon suivante: (f +g¢,%) = (f, &) + (g,9), (A, &) = A, ).

Les formes linéaires munies de ces deux opérations, forment un espace vectoriel
appelé espace dual de E, on le note E*.
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Bases de l’espace dual. Si E est un espace vectoriel de dimension finie,
I’espace dual E* posséde alors la méme dimension que E: dim £* = dim E. Si
A = {é1,...,&,} est une base de E, ’ensemble A* = {e},...,el}, ol ef =
(er,€;) = di; est une base de E*.

Toutes les formes linéaires f sur F s’exprime alors linéairement en fonction
de la base, on a:

VIEE", f=) fie] avec fi={(f&).
i=1

La suite ordonnée (f1,..., f,) des composantes de f par rapport a la base A*
est un vecteur noté f.

Changement de base. Soit A la matrice de changement de base qui fait
passer de l’ancienne base A a la nouvelle base A’. On trouve les nouvelles
composantes f/ de f en fonction des anciennes f;, de la fagon suivante :

n
f=3"dlf, soit f=fA.
j=1
Les composantes de f varient en fonction de la matrice de changement de base,
comme la base elle-meéme, pour cette raison elles sont dites covariantes. Suivant

la convention tensorielle on note des composantes covariantes avec un indice
inférieur.

B.3.3 Espace vectoriels normés.

Un espace vectoriel E sur K est dit normé s’il possede une norme. Une norme
est une application v de E dans R, notée |||| qui posséde d’abord les propriétés
d’une semi-norme, c’est-a-dire VA € K, VZ € F:

1. [|AZ]| = |A] - [IZ]] (homogénéité absolue),
2. 12+ gl < |2l + 119]] (inégalité de converité).

Il découle immédiatement de ces premiéres propriétés: ||Z]| > 0, ||0]] = 0,
|1=21] = 12| et | 112l — 1311 ] < 117 + 71| < |1Z]| + 1711

La semi-norme d’un vecteur peut étre nulle sans que ce vecteur soit nul.
Pour étre une norme v doit en outre posséder la propriété suivante :

3. ||Z]|=0 = =0 (non dégénérescence).

Un espace normé est un espace métrique, en effet d(Z, §) = ||Z — ¢|| est une
distance dans E. La réciproque n’est en général pas vraie. Pour qu’une distance
d entre deux éléments d’un espace vectoriel soit engendrée par une norme il faut
et il suffit qu’elle remplisse les deux conditions supplémentaires suivantes :

1. d(Z+ 2, §+ 2) = d(&,§) (invariance par translation),
2. d(AZ,AY) = |\ d(Z, §) (homogénéité absolue).

Dans ces conditions, il existe alors une et une seule norme telle que d(Z,y) =
12— .
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B.3.4 Formes hermitiennes et produit scalaire.

Forme antilinéaire Une forme antilinéaire (& symétrie hermitienne ) sur un
espace vectoriel I construit sur un corps K est une application qui & un couple
(Z,9) de vecteurs de F fait correspondre un élément de K (un réel ou plus
généralement un complexe). C’est une application de £ x E vers K qui doit
satisfaire les axiomes suivants, VA € K et V¥, ¢, 27 € E:

1. (#)y) = W ( symétrie hermitienne),
2. (Z|AY) = A(&]9) (homogénéité),
3. (Zly+ 2) = (Z|Y) + (#]2) (linéarité a droite).
La notation z désigne le complexe conjugé de z. Il vient des axiomes que (Z|¥)

est anti-linéaire & gauche : (A\Z|§) = A(F|7), (F+ 7]2) = (F]2) + (7]2).

Forme hermitienne. On appelle forme hermitienne la quantité (#|Z) déduite
de la forme antilinéaire. L’égalité :

?

- L e o e s O S
(#l9) = 7[(E+ 912 +9) = (Z —gl& = 9]+ ; [(F+iylZ +ig) — (7 — ig|& —ig)]

montre qu’il y a équivalence entre I’existence d’une forme antilinéaire a symétrie

hermitienne et d’une forme hermitienne. On a: (0/0) = 0, mais la réciproque
n’est pas nécessairement vraie.

Forme définie. Pour étre une forme définie (Z|#) doit en outre satisfaire
I’axiome:

4. &4 0= (Z|2) # 0, (forme définie),
On a alors ’équivalence suivante: (Z]7) =0 < & =0.

Théoréme B.4. ( Cauchy-Schwarz. ) Soient & et i deux vecteurs appartenant
a un espace vectoriel E et (Z|§) une forme définie. Alors:

(E9)1* < (£12)(719) . (B.1)
Uégalité n’ayant lieu que si, et seulement si, T et § sont linéairement dépendants.

Par conséquent : (Z|Z)(7]§) > 0, ce qui implique qu’une forme définie est :
soit définie positive, soit définie négative.

Produit scalaire. Un produit scalaire est une forme définie positive.

5. Vi€ B (|F) > 0.
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Matrice de Gram. Soit I' = {#1,..., %} un ensemble de k vecteur de FE.
On appele «matrice de Gram» de I' la matrice G dont les élements g;; sont
égaux aux produits scalaires des vecteurs de I'. On a:

(mllfl) (fl|fk)

(ZelZ1) ... (Fk|Zk)
La matrice G est définie non-négative, on a det G > 0 et de plus:

Théoréme B.5. Pour qu’un ensemble de vecteurs soit composé de vecteurs
linéairement indépendants, il faut et il suffit que sa matrice de Gram ne soit pas
singuliére.

k
[ i =0=Vi,a; =0] < detG#0.

i=1

Si ’ensemble est réduit a seulement deux vecteurs & et g, le théoréme pré-
cédent exprime l'inégalité de Cauchy-Schwarz.

B.3.5 Espaces préhilbertien.

L’existence d’un produit scalaire confére a un espace vectoriel de dimension
finie ou infinie une structure d’espace préhilbertien (un espace hibertien est un
espace préhilbertien complet ). Un espace préhilbertien est normé par I'intermé-
diaire de la norme:

- oy L
7]l = @12)F . (B.2)
La réciproque n’est, en général, pas vraie. On a cependant le théoréme suivant :

Théoréme B.6. Un espace vectoriel normé E est un espace préhilbertien si, et
seulement si, la norme satisfait ’égalité du parallélogramme :

12 + 91 + 112 = g11* = 2(112]1* + [191]) - (B.3)

Orthogonalité. Par définition deux vecteurs Z,y € E sont dit orthogonaux
(Z L §) si, et seulement si, leur produit scalaire est nul: (Z|§) =0 <— £ L §.
Le seul vecteur orthogonal & tous les vecteurs de E est le vecteur nul: Vy €
E, (§1)=0 < Z=0.

Théoréme B.7. (Pythagore.) Soit E un espace vectoriel muni d’un produit
scalaire, on a:

VEgeE, (#ly)=0 = |lZ+g1” = |Z|" + 11,

ot ||-|| est la norme induite par le produit scalaire. La réciproque n’est vraie que
dans les espaces réels ot : (Z|y) € R.
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Systémes orthonormés. Un ensemble U fini ou infini de vecteurs d’un es-
pace préhilbertien F s’appelle un systéme orthonormé si:

Vﬂi, ’Jj e U, (ﬂ”ﬁj) = (5ij ,

ol d;; est le symbole de Kronecker (Vi,j € N, §; = 1,8;2; =0).

On démontre grace au processus d’orthogonalisation de Gram-Schmidt que
dans un espace préhilbertien F il existe toujours un systéme orthonormé ayant
une infinité dénombrable d’éléments. Dans le cas des espaces de dimension n
finie, un systéme orthonormé de n éléments constitue une base.

Soient {#1,...,¥,} n vecteurs linéairement indépendants de E, on trouve le
premier vecteur u; par :

. U1
REIET
le deuxiéme est trouvé par:
i
W= B = (@), i =

On répete le processus pour tous les ¢ < n en appliquant la formule:

i-1 2
J; =1 — Z(JJWZ)JJJ Ui = ||1—;|| :
j=1 g

B.3.6 Espaces unitaires.

On réserve le nom d’espace unitaire aux espaces préhilbertiens de dimension
finie. Dans un espace unitaire £, 1l est possible d’exprimer la forme générale
)
prise par les formes antilinéaires par I'intermédiaire du tenseur métrique.

Tenseur métrique. Soit A = {&,...,&,} une base de E et ¥, € E. On
- n - - n - . . - n — - =

A F = S, mf 7= S0 et il vient, (F7) = 37—, Fiy,(61). On

pose gi; = (€i|€;), les g;; sont les éléments du tenseur métrique. La symétrie

hermitienne impose: g;; = g;;-

Réciproquement, si I’on se donne n® nombres g;; tels que g;; = g;;, la forme
(Z|y) = Zij gijTiy;, olt les z; et les y; sont les composantes de Z et §f par rapport
a une certaine base, est une forme antilinéaire.

Le théoréme B.1 donne une série de conditions nécessaires et suffisantes pour
que des g;;, définissant une forme antilinéaire, définissent de plus un produit

. . 9
scalaire. Une de ces conditions est que |g;;|° < giig;;-

2

Norme induite. Dans le cas d’une base orthonormée on a g;; = d;;, le produit
scalaire s’écrit alors (Z|§) = Tiy1 + - - - + Tnyn et la norme induite :
Sy def oL 2 2 %
12| = (Z2)2 = [|zaf* + -+ za]*] .
On peut considérer ’ensemble des composantes de ¥ par rapport a une base
comme étant un vecteur. La formule ci-dessus montre que la norme induite par le

produit scalaire est identique a la norme euclidienne du vecteur des composantes
de ¥ par rapport a une base orthonormée.
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B.3.7 Espaces vectoriels arithmétiques.

On appelle espace vectoriel arithmétique, un espace vectoriel dont les vecteurs
sont des suites ordonnées de n nombres. Cet espace est noté R” ou C* suivant
que ces nombres sont des nombres réels ou des nombres complexes.

Par exemple, dans un espace vectoriel de dimension finie n, les composantes
d’un vecteur par rapport a une base forment une suite ordonnée de n nombres
et constituent un vecteur d’un espace arithmétique.

Normes. Dans un espace arithmétique toutes les quantités suivantes sont des
normes:

L def o
VY e NV, [lza[" 4+ -+ |za|”] ™ = [|&]]n,

def || o
supla| = |[&]]eo -
i

Produit scalaire subordonné. Une matrice symétrique définie positive A
définit un produit scalaire (-|-) 4 appelé produit scalaire subordonné a la matrice

A.On a:

(f|g)A = Zaijxiyj = :BtAy.

ij

L’inégalité de Cauchy-Schwarz s’applique a ce produit scalaire, nous en donnons
plusieurs formes équivalentes dans le théoréme suivant.

Théoréme B.8. Si ® et y sont des vecteurs d’un espace vectoriel arithméti-
que R™ et si A € R™" est une matrice symétrique définie positive, alors on a
les propriétés suivantes :

0. (2'y)? < (='z)(y'y),
1. (2'Ay)? < (z'Az)(y' Ay),
2. (x'y)? < (:EtAw)(yA_ly);

(z'y)” t 4—1
3. —— =y'A
23513 oAz 7 v

4. sup (z'y)?=y'A"ly.
xtAx=1

B.4 Applications linéaires.

Une application A : X — Y, d’un espace vectoriel X dans un autre es-
pace vectoriel Y, est une application linéaire si, et seulement si, elle posséde les
propriétés suivantes :

1. A(Z + ) = AZ + A7,

2. A(MF) = AAZ.
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Continuité. L’application A est continue en z¢ si ||AZ — AZy|| < € dés que
[|Z — Zo|| < n(e, &o). Si p ne dépend pas de &g, la continuité est uniforme.

Théoréme B.9. Soit A : X — Y une application linéaire, alors les proposi-
tions suivantes sont équivalentes :

1. A est continue a l'origine,
2. Am; ||AZ]| < ml|Z||, (application bornée ),
3. A est continue uniformément.

Définition B.5. Noyau. L’ensemble des solutions de I’équationAZ = { consti-
tue un sous-espace vectoriel, on ’appelle noyau de ’application A et on le note

ker A.

ker A £ (7] A7 = 0} .
Définition B.6. Image. L’ensemble des vecteurs Z de la forme ¢ = AZ est un
sous-espace vectoriel, on le note ima A. C’est ’ensemble de tous les vecteurs de
Y qui peuvent étre «atteints» par A.

JEImMaA < AT €Y; AZ =§.

Définition B.7. Rang. On appelle rang de ’application linéaire A la dimen-
sion de ima A, (si celle est finie ). On note rg A le rang de A: rg A 4 dimima A.

Théoréme B.10. Fredholm. Pour que l'équation AZ = b admette une solution
unique pour tout b de E, il faut et il suffit que I’équation homogéne : AZ = 0,
n’admette que la solution triviale 7 = 0.

B.4.1 Application adjointe.

Pour toute application linéaire continue, A : X +— Y| il existe une application
linéaire continue A* telle que:

(f,Az) =(A"f,z), VIEY ,zeX.

L’application A* est appelée application adjointe de A. On a (AA)* = AA*,
(A+ B)* = A* + B*, (AB)* = B*A*.

B.4.2 Espaces de dimensions finies.

Forme matricielle. Il est possible de représenter, a l’aide d’une matrice,
toutes les applications linéaires d’un espace de dimension finie dans un autre
espace de dimension finie.

Soit A : X,, — Y}, une application linéaire d’un espace vectoriel de dimension
n dans un espace vectoriel de dimension m. Soient (z!,...,2™) les composantes
d’un vecteur ¥ de X,, suivant une base Ax et (y',...,y™) les composantes du
vecteur §j = AZ suivant une base Ay de Y,,. Il vient, d’apres la linéarité de A:

n

i _ J o0 s

y = g ajx’, j=1,...,m.
i=1
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On range les a! sous forme d’une matrice rectangulaire & m lignes et n colonnes,
de la fagon suivante :

1 1

a; ... a,
A=|.............
m m

ay an

La colonne numéro i de A est égale aux composantes du vecteur Aé; sur la base
AY de Ym.

En notant @ et y les vecteurs colonnes des composantes de ¥ suivant Ax et
de ¥ suivant Ay, on peut écrire I’équation § = AZ de facon équivalente, sous
la forme: y = Ax. Ainsi une application linéaire quelconque est entierement
caratérisée par son effet sur une base de I’espace de départ.

La représentation matricielle de A dépend des bases choisies pour X, et Y,,.
Si § et P désignent les matrices de changement de base respectivement dans
X, et Y,,, on trouve la nouvelle représentation A’ de A suivant les nouvelles
bases, grace a la formule suivante:

A'=P'AS, ou z=Sz, y=Py.
Pour une application A : X,, — Y},, on a les Propriétés suivantes:

1. Le rang de application est égal au rang de la matrice qui la représente :

rgA=rgA.

2. La dimension de 'espace de départ est égale a la somme de la dimension
de I’espace image ( ¢’est-a-dire du rang de A ) et de la dimension du noyau :

dimima A + dimker A =dim X, .
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Annexe C

Eléments biographiques.

BAYES Thomas (Londres 27.12.1702 - Turnbridge Wells 17.04.1761), mathé-

maticien britannique.
BERNOULLI Jakob I (Bale 27.12.1654 - Bale 16.08.1705), mathématicien suisse

d’origine néerlandaise.

BERNSTEIN Serguei Natanovitch ( Odessa, Russie 05.03.1880 - Moscou URSS

26.10.1968), mathématicien et statisticien soviétique.

BESSEL Friedrich Wilhelm (Minden, auj. en Allemagne 22.07.1784 - Konig-
sberg, auj. Kaliningrad en Russie 17.03.1846), astronome allemand.
BIENAYME Irénée Jules (Paris 28.08.1796 - Paris 19.10.1878), statisticien
francais.

BORTKIEWICZ Ladislaus Josephowitch, von (St-Pétersbourg, Russie 07.08.-
1868 - Berlin 15.07.1931), statisticien allemand d’origine polonaise.

CANTELLI Francesco Paolo (Palerme 20.12.1875 - Rome 21.07.1966), mathé-

maticien 1talien.

CAUCHY Augustin Louis, Baron (Paris 21.08.1789 - Sceaux 23.05.1857), ma-

thématicien et physicien francais.

CRAMER Carl Harald (Stockholm 25.09.1893 - 1985 ), mathématicien suédois.
DARMOIS Georges (Eply 20.06.1888 - Paris 03.01.1960), mathématicien et
physicien francais.

DIRAC Paul Adrien Maurice (Bristol, Angleterre 08.08.1902 - Thallahasee,
Floride 20.10.1984), physicien et mathématicien britannique.

ERLANG Agner Krarup (1878 - 1929), ingénieur suédois.

EUCLIDE ( Alexandrie ? ¢a330 - ¢a260 ), mathématicien grec.

EULER Leonhard (Bale 15.04.1707 - St-Pétersbourg 18.09.1783), mathémati-

clen suisse.

FELLER William ( Zagreb 07.14.1906 - New-York 14.01.1970), mathématicien

américain d’origine croate.

FISHER Ronald Aylmer, Sir (Londres 17.02.1890 - Adelaide, Australie 29.07.-

1962) statisticien et généticien britannique.

FOURIER ( Jean-Baptiste ) Joseph, Baron (Auxerre 21.03.1768 - Paris 16.05.-

1830), mathématicien et physicien francais.
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FRECHET ( René ) Maurice (Maligny, Yonne 02.09.1878 - Paris 1973 ), mathé-

maticien francgais.

FREDHOLM Erik Ivar ( Stockholm 07.04.1866 - Morby 17.08.1927), mathéma-
ticien suédois.

GAUSS Karl Friedrich (Brunswick 30.04.1777 - Gottingen 23.02.1855), astro-
nome, mathématicien et physicien allemand.

GOSSET William Sealy dit “Student” ( Canterbury 13.06.1876 - Beaconsfield,
Angleterre 16.10.1937), statisticien britannique.

GRAM Jorgen Pedersen (Nastrup, auj. Haderslev, Danemark 27.06.1850 - Co-
penhague 29.04.1916 ), mathématicien danois.

HEAVISIDE Oliver (Londres 18.05.1850 - Paignton, Devon 03.02.1925), ingé-

nieur électronicien, mathématicien et physicien britannique.

HELMERT Friedrich Robert ( Freiberg, Saxe 31.07.1843 - Potsdam, Allemagne
15.06.1917), géodésien et astronome allemand.

HESSE Ludwig Otto ( Konigsberg auj. Kaliningrad, Russie 22.04.1811 - Munich
4.08.1874), mathématicien allemand.

HILBERT David (Konigsberg auj. Kaliningrad, Russie 23.01.1862 - Gottingen
14.02.1943), mathématicien allemand.

HUYGENS Christiaan (La Haye 14.04.1629 - La Haye 08.07.1695), physicien,

mathématicien et astronome néerlandais.

JACOBI Karl Gustav Jacob, von (Postdam 10.12.1804 - Berlin 18.02.1851),

mathématicien allemand.

JENSEN Johan Ludwig William Voldemar (Nakskov, Danemark 08.05.1859 -
Copenhague 05.03.1925), mathématicien danois.

KHINCHINE Aleksandr Yakovlevitch ( Kondrovo, Kaluzhskaya Guberniya, Rus-
sie 19.07.1894 - Moscou 18.11.1959), mathématicien soviétique.
KOLMOGOROYV Andrei Nikolaievitch ( Tambov, Russie 25.04.1903 - Moscou
20.10.1987), mathématicien soviétique.

KRONECKER Leopold (Liegnitz, auj. Legnica, Pologne 07.12.1823 - Berlin
29.12.1891), mathématicien allemand.

LAGRANGE Joseph Louis, comte de (Turin 25.01.1736 - Paris 10.04.1813),

mathématicien et physicien théoricien francais.

LAPLACE Pierre Simon, marquis de (Beaumont-en-Auge 23.03.1749 - Paris
05.03.1827), mathématicien, physicien et astronome francais.

LEBESGUE Henri Léon (Beauvais 28.06.1875 - Paris 26.07.1941), mathémati-
cien francgais.

LEVY Paul Pierre (Paris 15.09.1886 - Paris 15.12.1971), mathématicien fran-
cais.

LIAPOUNOV Alexandre Mikhailovitch ( Yaroslav, Russie 06.06.1857 - Odessa,
URSS 03.11.1918), mathématicien et mécanicien russe.

LINDEBERG Jarl Waldemar (Helsinki 04.09.1876 - Helsinki 24.12.1932), ma-

thématicien finlandais.

MARKOV Andrei Andreievitch ( Rjasan, Russie 14.06.1856 - Pétrograd auj. St
Pétersbourg 20.07.1922), mathématicien russe.
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MAXWELL James Clerk (Edimbourg 13.06.1831 - Cambridge, Angleterre 05.-
11.1879), physicien britannique.

MERE Antoine GOMBA UD, chevalier de (en Poitou cal607 - Baussay, Poitou
cal685), Ecrivain francais.

MOIVRE Abraham de ( Vitry le frangois 26.05.1667 - Londres 27.11.1754), ma-
thématicien britannique d’origine francaise.

MOORE Eliakim Hastings ( Marietta, Ohio 26.01.1862 - Chicago, Illinois 30.12.-
1932), mathématicien américain.

NEWTON Isaac, Sir ( Woolsthorpe, Lincolnshire, 25.12.1642 - Londres 20.03.-
1727), Physicien, mathématicien et astronome anglais.

NEYMAN Jerzy (Bendery 16.04.1894 - Berkeley 5.08.1981), statisticien améri-
cain d’origine roumaine.

PEARSON Karl (Londres 27.03.1857 - Coldharbour, Angleterre 27.04.1936),
biométricien britannique.

POISSON Siméon Denis (Pithiviers 21.06.1781 - Sceaux 25.04.1840), mathé-
maticien et physicien francais.

POLYA George (Budapest 13.12.1887 - Palo-Alto, Californie 07.09.1985), ma-
thématicien américain d’origine hongroise.

PYTHAGORE (Samos ca.580 - Megapontum ca.500 ), philosophe et mathéma-
ticien grec.

QUETELET Lambert Adolphe Jacques (Gand 22.02.1796 - Bruxelles 1874),
astronome et statisticien belge.

SCHWARZ (Karl) Hermann Amandus (Hermsdorf, Silésie 25.01.1843 - Berlin
30.11.1921), mathématicien allemand.

STIELTJES Thomas Jan ( Zwolle, Overijssel, Pays-Bas 29.12.1856 - Toulouse
31.12.1894), mathématicien hollandais, naturalisé francais.

STUDENT pseudonyme de GOSSET W. S.
TAYLOR Brook ( Edmonton 18.08.1685 - Londres 29.12.1731), mathématicien

britannique.

TCHEBYCHEV Pafnouti Lvovich ( Okatovo, Kalonga 16.05.1821 - St-Péters-

bourg 8.12.1894), mathématicien russe.
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