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Avant-propos

La géométrie symplectique a été découverte par Joseph Louis Lagrange (1736-1813) vers
1780, lorsqu’il a eu I’idée de considérer les éléments orbitaux des planetes du systeme solaire
non plus comme des constantes, mais comme des variables, et qu’il a défini le crochet de deux
éléments orbitaux. Son développement a été, pendant pres de deux siecles, étroitement lié a
ceux de la Mécanique analytique et de la Mécanique céleste, avec des contributions majeures
de William Rowan Hamilton (1805-1865), Siméon Denis Poisson (1781-1840), Carl Jacobi
(1804-1851), Gaston Darboux (1842-1917), Sophus Lie (1842-1899), Henri Poincaré (1854-
1912), Elie Cartan (1869-1951), Constantin Carathéodory (1873-1950), Carl Ludwig Siegel
(1896-1912), Andrei Kolmogorov (1903-1987), André Lichnerowicz (1915-1998), ...(*). Le
présent document, basé sur un cours enseigné pendant plusieurs années a 1’'Université Pierre
et Marie Curie, est une introduction a cette théorie. Le lecteur soucieux d’en approfondir
I’étude pourra consulter les ouvrages suivants.

R. Abraham et J. Marsden, Foundations of mechanics, second edition, Benjamin, 1978.

V.I. Arnol’d, Méthodes mathématiques de la mécanique classique, éditions Mir, Moscou,
1976.

V.I. Arnol’d et A.B. Givental, Symplectic geometry, dans Dynamical systems IV, V.I.
Arnol’d and S.P. Novikov, eds., Springer, 1990.

A. Cannas da Silva et A. Weinstein, Geometric models for noncommutative algebras,
American mathematical Society, 1999.

V. Guillemin et S. Sternberg, Symplectic techniques in Physics, Cambridge University
press, 1984.

P. Libermann et C.-M. Marle, Symplectic geometry and analytical mechanics, D. Reidel,
Dordrecht, 1987.

J.-M. Souriau, Structure des systéemes dynamiques, Dunod, 1970.

S. Sternberg, Celestial mechanics, volumes I et II, W.A. Benjamin, New York, 1969.

I. Vaisman, Lectures on the geometry of Poisson manifolds, Birkh&user, 1994.

Le lecteur désirant avoir rapidement un apercu d’ensemble de la géométrie symplectique
pourra se reporter aux articles de Michele Audin et Patrick Iglesias: Lagéométrie symplec-
tique, La Recherche, 271, décembre 1994, p. 1246-1252, et Optique géométrique et topologie
symplectique, Images des mathématiques, supplément au Courrier du CNRS, 1994.

Enfin pour se détendre sans quitter le domaine, tout en stimulant son intellect, le lecteur
pourra savourer I'ouvrage d’Ivar Ekeland Le meilleur des mondes possibles, Seuil, 2000.

(*) Nous avons choisi de ne citer que les mathématiciens aujourd’hui décédés.
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Chapitre I

Espaces vectoriels symplectiques

1. Forme bilinéaire antisymétrique sur un espace vectoriel

1.1. Généralités et notations. Soit V' un espace vectoriel réel de dimension finie
et Q: V xV — R une forme bilinéaire antisymétrique sur V. On note * : V — V*
I’application linéaire de V' dans son dual définie par

c’est-a-dire
(Q(z),y) = —Q(x,y), zetyeV.

On appelle rang de Q la dimension de I'image de ©, et noyau de €, noté ker €, le noyau
de Q.

Puisque Q est antisymétrique, Papplication transposée de Q° est —Q°. Comme, d’une
maniere générale, ’annulateur du noyau d’une application linéaire est I'image de ’applica-
tion transposée, on voit que

Q(V) = (kerQ)° = {aecV” } (a, z) = 0 pour tout x € ker 2 } .
dim ker Q + dim Q°(V) = dim V.

1.2. Proposition. Le rang de Q) est un entier pair 2p. Si p # 0 (c’est-a-dire si §2 n’est
pas identiquement nulle) il existe 2p éléments f',..., f? de Q°(V), qui forment une base
de ce sous-espace de V*, tels que

Q:fl/\f2+"'+f2p_1/\f2p~

Démonstration. Si € = 0, son rang est nul, donc pair, et il n’y a rien de plus a
démontrer. Faisons I'hypothese de récurrence suivante: toute forme bilinéaire B de rang
< 2k est de rang pair 2p (avec p < k), et il existe 2p éléments de B*(V), notés o', ..., a?P,
formant une base de B”(V), tels que

B=a'ANa?+ - +a® P AP,

Géométrie symplectique Cours de C.-M. Marle



2 Ch. I. Espaces vectoriels symplectiques

Supposons €2 de rang 2k + 1 ou 2k + 2, donc non nulle. Il existe alors z1 € V tel que
fl=0Q"(x1)#0. Ona
(ff21) = —Q(z1,31) = 0.

Comme f1 # 0, il existe x5 € V tel que (f!,25) = —1. Posons Q"(x3) = f2. On a
(%, 22) = =Q(22,22) =0,

et
—1={(f' 20) = —Qz1,22) = Qao,x1) = — (%, 21). (%)

Posons alors
QO =0—f'Af2.

Le noyau de ' contient celui de €2, et contient aussi x1 et x9, qui n’appartiennent pas au
noyau de ) et sont linéairement indépendants. Donc le rang de € est inférieur ou égal
a 2k, puisque celui de  est inférieur ou égal & 2k + 2. On applique & Q' ’hypothese de
récurrence: son rang est pair, égal & 2¢ (¢ < k), et il existe 2¢ éléments de (Q)"(V), notés
f3,f4, ..., f29tt £2942 qui forment une base de (Q)°(V), tels que

Q/:fg/\f4+"'+f2q+1/\f2q+2-
On a alors
Q:flAf2+f3/\f4+"'+f2q+1/\f2q+2- (**)

D’apreés les relations () ci-dessus, f! et f? n’appartiennent pas & I'annulateur du noyau de
Q. qui est égal & I'image de (©)°. Donc f1, f2, f3, f4,..., f29+1, f24+2 sont linéairement
indépendants. L’expression (+#) montre qu’ils engendrent I'image de Q°, donc ils en forment
une base. [

1.3. Définition. Une forme bilinéaire antisymétrique €2 sur ’espace vectoriel réel V', de
dimension finie, est dite symplectique si son rang est égal a la dimension de V. Un espace
vectoriel V', muni d’une forme symplectique €2, est appelé espace vectoriel symplectique et
noté (V, Q).

1.4. Propriétés élémentaires.

Soit (V, ) un espace vectoriel symplectique.

1. D’apres 1.2, le rang de €2 est pair. Comme on le suppose égal a la dimension de V,
celle-ci est paire; on la notera 2n.

2. Dans le cas présent, 0’ est un isomorphisme de V sur son dual V*. On notera Qf
son inverse.

3. En ordonnant différemment les éléments de la base de Q° (V') = V* construite lors de la
démonstration de 1.2, on voit qu’il existe une base (pas nécessairement unique) (!, ..., €2")

de V* telle que
Q= Z TN €.
i=1
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Soit (eq,...,e2,) la base de V duale de la base (e!,...,€2") de V*. On a pour tous
i,7€41,...,n}:

Q(ei, 6j) = O, Q(en+i, en—l—j) = 0, Q(enﬂ-, €j) = 5ij .

Une base (e, ...,e2,) de l'espace vectoriel symplectique (V,Q) vérifiant ces relations est
dite canonique. On a donc montré que tout espace vectoriel symplectique admet une
base canonique. Par suite, deux espaces vectoriels symplectiques de méme dimension sont
isomorphes, par un isomorphisme qui échange leurs formes symplectiques. On remarquera
que de ce point de vue, la situation est plus simple que dans le cas des espaces vectoriels
euclidiens ou pseudo-euclidiens munis d’une forme bilinéaire symétrique non dégénérée,
puisque pour une dimension fixée de ’espace, la signature de cette forme peut prendre
diverses valeurs.

4. On définit sur R?™ une structure symplectique en posant, pour z = (x!,...,22") et

y=(yl,...,y?") € R™,
n
Qz,y) =Y _(a" Ty —aly™T).

=1

Pour cette structure, dite standard, la base usuelle de R?" est une base canonique, au sens
indiqué ci-dessus.

5. Soit (eq, ..., ea,) une base canonique de 1’espace vectoriel symplectique (V, §2). Posons
Qij = Q(ei,ej) .
La matrice J = (€2;;) a pour expression
Ql 1 - Q]_ 2n 0 I
. . . o —dn
J = . . - <In 0 ) ’
Q2n 1 s QQn 2n

ou I,, désigne la matrice n X n unité.

En convenant d’identifier les éléments x et y de V avec les éléments de R?" qui les
représentent dans la base considérée, on peut écrire, en utilisant les notations matricielles
usuelles (*z désignant le vecteur-ligne transposé du vecteur-colonne x & 2n composantes):

Uz, y) ="z Jy.
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2. Orthogonalité symplectique

2.1. Définition. Soit (V,€Q) un espace vectoriel symplectique et W un sous-espace
vectoriel de V. On appelle orthogonal symplectique (ou, lorsqu’il n’y a pas de risque de
confusion, orthogonal) de W, le sous-espace vectoriel de V:

orthW ={z €V | Q(z,y) =0 pour tout y € W } .

2.2. Propriétés élémentaires.  Soit (V) un espace vectoriel symplectique, W, W7,
W5 des sous-espaces vectoriels de V. Le lecteur établira aisément les propriétés suivantes.

1. On a orth(orthW) = W.
2. OnadimW +dimorthW =dimV.
3. Ona

Q(orth W) =W ={nev*

(n,z) = 0 pour tout x € W}

4. On a Wy C Wy si et seulement si orth Wi D orth W,

5 On a
orth(Wy N Ws) = orth Wy + orth Wa |

orth(Wy + Ws) = orth W7 North W .

2.3. Définitions. Soit (V,€2) un espace vectoriel symplectique. Un sous-espace vectoriel
W de V est dit

— isotrope si W C orth W,

— coisotrope si orthW C W,

— lagrangien si orthW =W,

— symplectique si W North W = {0}.

2.4. Exemples.

1. Tout sous-espace de dimension 1 est isotrope; tout sous-espace de codimension 1 est
coisotrope.

2. Un sous-espace W de (V, ) est isotrope si et seulement si orth W est coisotrope.

3. Soit (V,€Q) un espace vectoriel symplectique, (e, ...,€2,) une base canonique. Les
sous-espaces engendrés par (e1,...,€,) et (ép11,...,e2,) sont lagrangiens, supplémentaires
I'un de l'autre. Plus généralement, soit I une partie de {1,2,...,n}, et J son complémen-
taire. Le sous-espace engendré par les e;, @ € I, et les e, j, 7 € J, est lagrangien, ainsi que
celui engendré par les e,44, © € I, et les e;, j € J, et ces deux sous-espaces lagrangiens sont
supplémentaires. Le sous-espace engendré par les e; et les e, 1, @ € I, est symplectique.
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2.5. Proposition. Soit (V,§) un espace vectoriel symplectique et I un sous-espace
vectoriel isotrope de V. Il existe un sous-espace lagrangien L tel que I C L C orth [.

Démonstration. On a I C orthl. Si I = orth, I est lagrangien et on peut prendre
L = I. Dans le cas contraire, il existe un élément x; de orth I qui n’est pas élément de
I. Soit I = I + (1) (en notant (z;) le sous-espace vectoriel de dimension 1 engendré
par z1). On vérifie aisément que I; est isotrope et que I C I; C orthl; C orthl. Si
I, = orth I, on peut prendre L = I; dans le cas contraire, on répete la méme construction
en remplacant [ par I;. Apreés un nombre fini de constructions de ce type, on aboutit
nécessairement (puisque a chaque opération, la codimension de ’espace isotrope considéré
dans son orthogonal décroit de deux unités) a un sous-espace I, égal & son orthogonal, donc
lagrangien, contenant I et contenu dans orth /. [

2.6. Proposition. Soit (V,Q) un espace vectoriel symplectique et W un sous-espace
vectoriel de V. Le noyau de la forme bilinéaire Qyy induite par Q sur W (c’est-a-dire
restriction de Q a W x W) est

ker Qu = W North W.
La démonstration, facile, est laissée au lecteur.

2.7. Conséquences.

1. Les formes bilinéaires Qyy et Qqren w induites par €2 sur W et sur son orthogonal ont
méme noyau. On en déduit:

rang(Qyw ) — rang(Qorehw) = 2dim W — dim V' .

2. Un sous-espace vectoriel W de V est isotrope si et seulement si rang(Qy ) = 0,
coisotrope si et seulement si rang(Qy ) = 2dim W — dim V', symplectique si et seulement si
rang(Qy ) = dim W. On voit donc qu’un sous-espace vectoriel symplectique W au sens de

la définition 2.3 est bien un sous-espace sur lequel la forme €2 induit une forme symplectique
Qw .

2.8. Proposition. Soit (V,€2) un espace vectoriel symplectique, L un sous-espace
lagrangien, (eq,...,e,) une base de L. Il existe n autres éléments €, 11,...,€2, de V tels
que (eq,...,e2,) Soit une base canonique.

Démonstration. L’annulateur LY de L (sous-espace du dual V* de V constitué par les
formes linéaires nulles sur L) s’identifie au dual (V/L)* de I'espace quotient V/L, et on
sait que (Q"(el), ey Qb(en)) en est une base. Soit (f1,..., f.) la base duale de V/L. Pour

chaque 7, 1 <7 < n, on choisit un représentant f; de f, Par construction:

e, ;) = —(L(es), fi) = =i -
Posons

enti = fi +1/2)_ Qfi, fi)er -
k=1
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On vérifie aisément que (eq,...,€e2,) est une base canonique. [

2.9. Corollaire. Tout sous-espace lagrangien d’un espace vectoriel symplectique
possede un supplémentaire lagrangien.

Démonstration. 11 suffit en effet de choisir une base (eq,...,e,) du sous-espace la-
grangien donné L, de compléter cette base en une base canonique (e; ..., es,) de V, et de
considérer le sous-espace engendré par (€,41,...,€2,). U

2.10. Proposition. Soient Ly et Lo deux sous-espaces vectoriels lagrangiens supplé-
mentaires de ’espace vectoriel symplectique (V,Q)). L’application de Lo dans le dual L de
Ll.'
b
Yy -0 (y) ‘Ll

est un isomorphisme. Si on I'utilise pour identifier V' a Ly x Lj, I'expression de ) devient

Q((wl,al), (1'2,042)) = <(1/1,IE2> — <042,331>.

Si (e1,...,e,) est une base de Ly et (€n41,...,¢€2,) la base duale de Lj, (eq,...,ea,) est
une base canonique de V' (identifié a Ly x L7 ).

La démonstration ne présente pas de difficulté.

3. Réduction d’un espace vectoriel symplectique

3.1. Proposition. Soit (V,Q) un espace vectoriel symplectique et W un sous-espace
vectoriel de V. On considére le quotient

W =W/(W NnorthW),
et on note p: W — W la projection canonique.

1. La forme Qyy induite par  sur W est projetable par p sur W, et sa projection Q est
une forme symplectique sur W.

2. Si I un sous-espace isotrope de V, I = p(I N W) est un sous-espace isotrope de
(W,Q). SiI est lagrangien et si, de plus, W est coisotrope, I est lagrangien.

Démonstration.

1. L’espace W est précisément le quotient de W par le noyau de Q. On voit alors
aisément qu’il existe une forme bilinéaire unique {2 sur W dont I'image réciproque par p est
Qw, et que €2 est symplectique.

2. Si [ est isotrope, la forme induite par {2 sur W N I est nulle. On en déduit aisément
que I est isotrope. Si I est lagrangien et I coisotrope, on sait déja que I est isotrope, il
suffit donc de montrer qu’il est coisotrope. Soit & € orthI, et x € W un représentant
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de . Pour tout y € INW, on a Q(z,y) = 0, donc x € W North(I N W). Mais
orth(INW) = orthI 4+ orthW = I 4+ orth W puisque I est lagrangien. Donc = = 1 + 22,
avec r1 € I et x5 € orthW. Mais puisque W est coisotrope, orthW C W, donc x5 € W.
Comme z € W, x1 = z — z2 est aussi ¢élément de W, tandis que z3 appartient au noyau

de p. Par suite, 21 est un autre représentant de . Comme 1 € I, & € I; on a prouvé que
orthl CI. [

On verra plus tard que la proposition précédente se généralise, et permet de définir la
réduction d’une sous-variété d’une variété symplectique. Cette notion a de tres importantes
applications.

4. Permutations canoniques

Soit (V,€)) un espace vectoriel symplectique et (eq,...,es,) une base canonique de V.
Il est utile, dans certains cas, de modifier I’ordre des vecteurs éléments de cette base, tout
en faisant en sorte que la base reste canonique. Cela permettra par exemple de mettre
en évidence un sous-espace vectoriel lagrangien (engendré par les vecteurs de la base qui
occupent, pour le nouvel ordre, les n premieres places) adapté au probléme qu’on a a traiter.
Le lemme suivant (du a Arnol’d) donne un exemple de construction de ce type.

4.1. Lemme. Soit (V,€Q) un espace vectoriel symplectique, (e1,...,e2,) une base
canonique et X un sous-espace lagrangien de V. Il existe une partie I de {1,...,n} telle
que, si on note J son complémentaire, le sous-espace engendré par les e; et les e, ;, avec
1 €1 et j € J, soit lagrangien et supplémentaire de X.

Démonstration.  Soit L’ le sous-espace engendré par ei,...,e, et L"” le sous-espace
engendré par €,1,...,e,. Soit k = dim(L' N X).

Si k =n, I =0 répond & la question. De méme, si k =0, I = {1,...,n} répond & la
question.

Supposons donc 1 < k < n. L' N X étant un sous-espace vectoriel de dimension k
de L', et (e1,...,e,) étant une base de L', il existe une famille (e;,,...,e; ) de n —k
vecteurs pris dans cette base qui engendre un supplémentaire Y de L’ N X dans L’. Posons
I = {i1,...,in—k}, et notons J son complémentaire. Soit Y le sous-espace vectoriel
engendré par les e, , j € J. On sait (exemple 2.4.3) que Y =Y’ @ Y" est lagrangien. Il
reste a prouver qu’il est supplémentaire de X. On a

LI'=(L'nX)pY', I'NnXcCcX, Y=L'nycCy,
donc L' € X +Y. Comme L', X et Y sont lagrangiens, on a
L' =orthLl Dorth(X +Y)=orthX NorthY =XNY,

donc
XNY=XnYNL =L'nX)n(L'nY) = {0},

car L'NX et L' NY sont supplémentaires dans L’. Donc X et Y sont supplémentaires dans
V. [
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4.2. Corollaire. Dans les hypothéses du lemme précédent, il existe une per-
mutation o de {1,...,2n} et une application ¢ de {1,...,2n} dans {—1,1} telle que
(e(l)eg(l), . ,e(2n)ea(2n)) soit une base canonique de V et que le sous-espace lagrangien

engendré par les n premiers vecteurs de cette base soit supplémentaire de X.

Démonstration. 1l suffit de ranger les éléments de la base canonique donnée dans ’ordre
suivant: d’abord les e;, puis les e, ;, puis les e,;, et enfin les e; (avec i € I et j € J).
On remplacera ensuite les e; par leurs opposés, afin de respecter les conventions de signes
figurant dans la définition d'une base canonique. [

5. Le groupe symplectique

5.1. Définition. Soient (V;Q) et (V’',Q) deux espaces vectoriels symplectiques, et
f:V — V' une application linéaire. On dit que f est symplectique si

0 =Q.

Lorsque V et V’/ sont de méme dimension, une application symplectique f : V — V' est
appelée isomorphisme symplectique.

5.2. Quelques propriétés.
1. On remarque qu'un isomorphisme symplectique f : V' — V'’ est un isomorphisme

d’espaces vectoriels, car si on désigne par 2n la dimension de V (et de V'), Q™ et (/)™ sont
des formes éléments de volume sur V' et sur V', respectivement; on a

f* ((Q/)n) — Qn ,
ce qui prouve que f est bien un isomorphisme.

2. La composée de deux applications symplectiques est une application symplectique.
L’inverse d’un isomorphisme symplectique est un isomorphisme symplectique.

5.3. Définition. Soit (V) un espace vectoriel symplectique. On appelle groupe
symplectique de (V,Q), et on note Sp(V, ) I'ensemble des isomorphismes symplectiques de
V' sur lui-méme.

5.4. Quelques propriétés.

1. D’apres les propriétés 5.2.2, Sp(V, 2) est un sous-groupe du groupe linéaire GL(V).
C’est un sous-groupe fermé puisqu’il est défini par

Sp(V,Q)={geGL(V) | g 2=Q}.

D’apres un théoreme de Cartan, Sp(V, Q) est un sous-groupe de Lie de GL(V).
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2. Le déterminant det g de tout élément g de Sp(V, ) est égal & 1. En effet, Q™ est
une forme élément de volume sur V' et on a, par définition du déterminant:

g (Q") =detgQ™, et g"(Q")=Q"

3. Une application linéaire de I’espace vectoriel symplectique (V, Q) dans lui-méme est
élément du groupe symplectique si et seulement si elle transforme une base canonique de
V' en une autre base canonique de V.

4. Une application élément de Sp(V,(2) transforme tout sous-espace vectoriel isotrope
(resp., colsotrope, resp., lagrangien) de V en un autre sous-espace isotrope (resp., coiso-
trope, resp., lagrangien).

5. Le groupe symplectique agit transitivement sur V\{0}, sur I'ensemble des bases
canoniques de (V,(2), sur ’ensemble des sous-espaces lagrangiens, sur I’ensemble des cou-
ples de sous-espaces lagrangiens transverses, sur l’ensemble des couples de sous-espaces
lagrangiens dont l'intersection est de dimension donnée.

5.5. Matrices symplectiques. Apres avoir choisi une base canonique de l’espace
vectoriel symplectique (V, ), on peut identifier celui-ci & R?". Ainsi qu’on I'a vu au
paragraphe 1.4.5, on peut écrire, en utilisant les notations matricielles,

0 -1,

Qz,y) ="'zJy, avec J= (I 0

), z ety e R,

Une application linéaire de V' dans V est élément du groupe symplectique si et seulement
si la matrice 2n x 2n A qui la représente vérifie

txtAJAy =tzJy pour tous z et y € R?™,

c’est-a-dire si et seulement si

PAJA=J.

Les matrices vérifiant cette propriété sont appelées matrices symplectiques. Elles forment un
groupe, isomorphe au groupe symplectique de (V, ), appelé groupe symplectique linéaire,
noté Sp(2n,R).

On remarque que si A est une matrice symplectique, son déterminant est égal a 1, et sa
transposée A est symplectique.

6. L’algebre de Lie du groupe symplectique. Soit (V, ) un espace vectoriel
symplectique de dimension 2n. Puisque Sp(V, ) est un sous-groupe de Lie du groupe
linéaire GL(V'), son algebre de Lie, notée sp(V, 2), est une sous-algebre de Lie de ’algebre
de Lie du groupe linéaire. On sait que celle-ci est I'espace des endomorphismes linéaires de
V', avec pour crochet le commutateur. Soit donc X € L£(V, V') une application linéaire de
V' dans lui-méme. Cherchons & quelle condition X est élément de sp(V, ). Pour tout réel
t € R, posons

g(t) = exp(tX).
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On rappelle que g(t) est la solution maximale de 1’équation différentielle

< 9(t) = Xo(1 (*

qui vérifie la donnée de Cauchy
g(0) =idy .

Remarquons d’ailleurs que g(t) commute avec X et qu’on pourrait écrire g(¢)X au lieu de
Xg(t) au second membre de 1’équation différentielle utilisée pour définir g(t) = exp(tX).

D’apres les propriétés connues de l'application exponentielle, I’endomorphisme X est
élément de l'algebre de Lie du groupe symplectique si et seulement si, pour tout ¢t € R,
g(t) = exp(tX) est élément du groupe symplectique, c’est-a-dire vérifie, pour tous x et
yeV,

Q(g(t)z, 9(t)y) = Az, y) .

En dérivant ceci par rapport a ¢ puis en faisant ¢ = 0, on voit, compte tenu de (*), qu’une
condition nécessaire que doit vérifier X pour appartenir a sp(V, ) est

QA Xz,y) + Uz, Xy) =0 pourtouszxetyecV.

En utilisant encore (*), on voit aisément que cette condition est aussi suffisante.

Moyennant le choix d’une base canonique, on se ramene, comme dans le paragraphe
précédent, au cas ou V = R?". Une matrice 2n x 2n A est élément de l'algebre de Lie
sp(2n, R) si et seulement si, pour tous = et y € R?*",

txtAJy + e JAy =0,

c’est-a-dire si et seulement si

AT+ JA=0.

A
A= 1 A2 7
Az Ay
ou Ay, Ao, Az et A4 sont des matrices n X n, et en portant cette expression dans la condition
ci-dessus, on voit que A est élément de sp(2n,R) si et seulement si

En écrivant A sous la forme

tAl - _A4 ) tA2 - A2 9 tA3 - A3 9

c’est-a-dire si et seulement si A est de la forme

A, A
A:(A; —2311)’ avec tAy = Ay, tA;5= As.

Il est facile d’en déduire la dimension de sp(2n,R) (qui est aussi celle de Sp(2n, R):

dimsp(2n,R) = 2n% + n.
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6. Structures complexes adaptées

6.1 Quelques rappels sur les structures complexes. Soit V' un espace vectoriel
réel de dimension finie. On appelle structure complezxe, ou opérateur complexe sur V, toute
application linéaire Z de V dans lui-méme vérifiant 72 = — idy .

On remarque que s’il existe sur V' une structure complexe 7, celle-ci vérifie
(det7)? = det(—idy) = (—1)4mV

Ceci n’est possible que si dim V' est paire. Réciproquement, sur un espace vectoriel V' de
dimension paire 2n, il existe une structure complexe: il suffit en effet, pour en définir une,
de prendre une base (e, ...,ea,) de V et de poser:

I(ei) = envi, Zlents) =—ei, (1<i<n).

La donnée d’une structure complexe Z sur un espace vectoriel réel V' permet de munir V'
d’une structure d’espace vectoriel complexe, en posant, pour tout x € V et tout a +ib € C
(aetbeR,i=+-1):

(a+ib)x = ax + bI(x).

On notera V¢ 'espace vectoriel V muni de cette structure d’espace vectoriel complexe. On
remarquera que la dimension (complexe) de Vi est égale a la moitié de la dimension (réelle)
de V.

Réciproquement, soit Vo un espace vectoriel complexe de dimension finie. Notons V' le
méme espace, muni de la structure d’espace vectoriel réel sous-jacente. Posons pour tout
rxeV:

I(x) =ix,

en convenant de considérer x, figurant au second membre, comme élément de Vi, ce qui
permet de le multiplier par i = /—1. On voit immédiatement que Z est une structure
complexe sur V', et que la structure d’espace vectoriel complexe qui lui correspond est celle
initialement donnée.

Une forme réelle d'un espace vectoriel réel V' muni d’une structure complexe 7 est un
sous-espace vectoriel réel W de V, tel que

V=WaeIW).
Pour trouver une forme réelle de V', il suffit de prendre une base (eq,...,e,) de Vi, et de
définir W comme le sous-espace vectoriel réel engendré par (eq,...,e,).

Soit Vi un espace vectoriel complexe, et 1 : Vo X Vo — C une forme sesquilinéaire sur
Vo, c’est-a-dire une application linéaire par rapport a sa premiere variable, antilinéaire par
rapport a la seconde, vérifiant pour tous z et y € V:

n(y, ) =n(x,y).

On dit que 7 est une forme pseudohermitienne si elle est non dégénérée, c’est-a-dire si pour
tout = € Vg, x # 0, il existe y € Vi tel que n(x,y) # 0. On dit que n est hermitienne si
pour tout z € Vo, z # 0, on a n(x,z) > 0.
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Soit Ve un espace vectoriel complexe de dimension finie et 1 une forme pseudohermi-
tienne (ou hermitienne) sur cet espace. Pour tous x et y € Vi, notons G(z,y) et Q(z,y) la
partie réelle et la partie imaginaire de n(z,y):

n(x,y) = G(x,y) +iQ(x,y).

On vérifie alors que G est un produit scalaire pseudo-euclidien (c’est-a-dire une forme
bilinéaire symétrique non dégénérée) et 2 une forme symplectique sur I'espace vectoriel
réel V. La forme n sur V¢ est hermitienne si et seulement si G est un produit scalaire
euclidien sur V', c’est-a-dire une forme bilinéaire symétrique définie positive.

Dans la définition suivante, on considere la construction inverse de celle décrite ci-dessus:
une structure symplectique étant donnée sur un espace vectoriel réel, on veut munir cet
espace d’'une structure complexe et d’une forme pseudo-hermitienne (ou hermitienne) ayant
pour partie imaginaire la forme symplectique donnée.

6.2. Définition. Soit (V,€2) un espace vectoriel symplectique. Une structure complexe
7 sur V est dite adaptée a € s’il existe sur Vo une forme pseudohermitienne n ayant pour
partie imaginaire 2. On dira que Z est strictement adaptée a € si elle est adaptée et si la
forme 7 est hermitienne.

6.3. Remarque. 1l est facile de voir que sur tout espace vectoriel symplectique (V, ) il
existe une structure complexe adaptée (non unique en général). En effet, soit (eq,...,ea,)
une base canonique de (V, ). On définit Z en posant

Z(e;) =enti, ZL(en+i) = —ei, (1<i<n).
On voit alors que (e1, ..., e,) est une base de V. Soient z et 2’ deux éléments de Vi, ayant
pour composantes dans cette base (z1,...,2,) et (2] ..., 2,), respectivement. On définit la

forme hermitienne 7 en posant
n

W) = 3 AT

k=1

On voit aisément que sa partie imaginaire est ).

6.4. Proposition. Soit (V,£) un espace vectoriel symplectique et Z : V. — V une
application linéaire. Les propriétés suivantes sont équivalentes.

1. 7 est un opérateur complexe adapté a ).

2. Q et I vérifient, pour tous x et y € V,
Uz,y) = Q(Tw, Ty),
et la forme bilinéaire G définie par
G(z,y) = UZx,y),

est symétrique.
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Lorsque ces propriétés équivalentes sont satisfaites, la forme pseudo-hermitienne 1 dont
Q) est la partie imaginaire est donnée par

n(x,y) = G(z,y) +iQ(x,y) = ATz, y) +iQz,y) .

La forme n est hermitienne si et seulement si G est définie positive.

Démonstration.  Supposons que Z soit une structure complexe adaptée, et soit 7 la
forme pseudohermitienne ayant €2 pour partie imaginaire. On a

n(Zx,Ty) = —i*n(z,y) = n(z,y),
d’ol1, en distinguant les parties réelle et imaginaire,
QZx,Zy) = Qx,y), GZz,Zy)=G(z,y).
D’autre part
n(Zz,y) = in(z,y) = i(G(z,y) +iQ(z,y)) = G(Zz,y) + iQTz,y),

d’ou
G(z,y) = QZx,y),

ce qui prouve que G, définie par la formule indiquée dans 1’énoncé, est la partie réelle de 7,
donc est symétrique.

Réciproquement, supposons les propriétés 2 vérifiées. On a alors
UT%x,y) = G(Tx,y) = Gy, Ix) = ULy, Ix) = — Uz, y) .

Q) étant non dégénérée, cela prouve que Z?2 = —idy, c’est-a-dire que Z est une structure
complexe. Il est alors facile de vérifier que n = G + €2 est une forme pseudohermitienne
(hermitienne si et seulement si G est définie positive). 0O

6.5. Remarque. SiZ est une structure complexe adaptée a €2, il vérifie, pour tous x et
yeV:
Iz, Zy) = Uz,y), G(Iz,Iy) = Glz,y), n(lz,Zy)=n(z,y).

6.6. Proposition. Soit (V,Q) un espace vectoriel symplectique et 7 une structure
complexe strictement adaptée a ). Alors tout sous-espace vectoriel complexe de Vg est
un sous-espace symplectique de (V,€)); tout sous-espace lagrangien de (V,(2) est une forme
réelle de V.

Démonstration.  Convenons de noter orthg l'orthogonalité euclidienne (relativement
au produit scalaire euclidien G), et orthg l'orthogonalité symplectique. Compte tenu de
G(x,y) = Q(Zz,y) et de I? = —idy, on voit que, pour tout sous-espace vectoriel réel W
de V

orthg W = orthq(ZW), orthg(ZW) = orthg W.
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Or W est un sous-espace vectoriel complexe de Vg si et seulement si W = ZW, c’est-
a-dire si et seulement si ortho W = orthg W. Mais 'orthogonal euclidien de W étant
supplémentaire de W, cela implique que W est symplectique.

De méme, W est lagrangien si et seulement si orthg W = W, c’est-a-dire si et seulement
si orthg(ZW) = W. Mais l'orthogonal euclidien de ZW étant supplémentaire de ZW, cela
implique que W est une forme réelle de V. [

6.7. Exercice. Soit (V,{2) un espace vectoriel symplectique et Z un opérateur complexe
strictement adapté a €. Soit g € GL(V). On considére les trois propriétés:

1. g est un isomorphisme symplectique;
2. g est un isomorphisme orthogonal de (V| G);

3. g est un isomorphisme complexe de V.

Montrer que lorsque g vérifie deux des propriétés ci-dessus, il vérifie aussi la troisieme,
et que c’est un isomorphisme unitaire de (V, 7). En déduire que

U(Ve,n) = Sp(V,Q) N O(V,G)
— Sp(V,Q) N GL(Ve)
— O(V,G)NGL(Ve).
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Chapitre 11
Variétés symplectiques

Dans tout ce chapitre, les variétés, applications, formes différentielles considérées seront
supposées différentiables de classe C'°.

1. Variétés symplectiques

1.1. Définition. Une forme symplectique sur une variété différentiable M est une
2-forme différentielle Q0 fermée (c’est-a-dire vérifiant dQ2 = 0) et partout non dégénérée
(c’est-a-dire partout de rang égal a la dimension de M). Une variété M munie d’une forme
symplectique 2 est appelée variété symplectique et notée (M, ().

1.2. Propriétés élémentaires.

1. Soit (M, ) une variété symplectique. Pour tout point x de M, lespace vectoriel
tangent en x, T, M, muni de la forme bilinéaire {)(z), est un espace vectoriel symplectique.
Par suite, d’apres 1.4.1, la dimension de M est paire.

1 Zn)

2. L’espace R?" (coordonnées z!,...,2?"), muni de la 2-forme

0= 2": dz" A dat

i=1
est une variété symplectique.

3. Plus généralement, un espace vectoriel symplectique (V, 2) peut étre considéré comme
une variété symplectique, €2 étant considérée comme une 2-forme différentielle sur V. En
effet, a toute base de V' correspond une carte, dans laquelle 2 a des composantes constantes,
ce qui prouve que df) = 0.

4. Soit (M, ) une variété symplectique de dimension 2n. La 2n-forme Q" est une forme
¢élément de volume sur M. Par suite, M est orientable.

5. Sur une variété différentiable de dimension 2, toute 2-forme différentielle est automa-
tiquement fermée. Par suite, toute variété différentiable de dimension 2 orientable peut
étre munie d’une structure symplectique.

6. Soient (M7, ) et (Ma, 23) deux variétés symplectiques. On note p; : My x My — M,
et po : My x My — My les projections de My x My sur ses deux facteurs. Les 2-formes

Géométrie symplectique Cours de C.-M. Marle
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piQ + p5Qa et P — p5Qs sur la variété produit M; x Ms, sont toutes deux des formes
symplectiques, qu’on notera simplement 21 + €5 et 1 — €25, pour alléger ’écriture.

2. La forme de Liouville sur un fibré cotangent

On va voir que le fibré cotangent a une variété différentiable possede une structure
symplectique naturelle.

2.1. Quelques notations. Soit N une variété différentiable, et T N son fibré cotangent.
On note g : T*N — N la projection canonique, T'q : T(T*N) — T'N le prolongement de ¢
aux vecteurs, py : TN — N et pp«n : T(T*N) — T*N les projections canoniques des fibrés
tangents, respectivement a N et a T* N, sur leurs bases. On a le diagramme commutatif

T(T*N) 1% TN

JPT*N lpl\’ (1)

T™*N -4, N

2.2. Définition.  Avec les notations précisées ci-dessus, on appelle forme de Liouville
sur le fibré cotangent T*N la 1-forme « sur T* N définie par la formule, dans laquelle z est
un point de T* N et v un vecteur tangent en z a T*N:

(a,v) = (pr+n(v), Tq(v)) = (2, Tq(v)) .

2.3. Commentaire.

1. La formule ci-dessus définit bien une 1-forme différentielle sur 7" N, car d’apres la
commutativité du diagramme (1), z = pp«n(v) et T'q(v) sont éléments, respectivement, de
lespace TN, cotangent en z = ¢q(z) a N, et T, N, tangent en x a IV; or ces deux espaces
vectoriels sont en dualité. On voit ainsi que (a,v) est bien défini, et que sur chaque fibre
T.(T*N), v — (a,v) est linéaire.

2. Considérons une carte de N dont les coordonnées locales sont notées z',...,2";
notons z',...,z", p1,...,pn les coordonnées locales dans la carte associée de T*N. La
forme de Liouville a a pour expression dans cette carte

n
o= g p; dx’ .
i=1
2.4. Proposition. La différentielle extérieure da de la forme de Liouville o est une

forme symplectique sur T* N, dite forme symplectique canonique.

Démonstration. On a évidemment

d(da) =
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puisque d o d = 0. De plus, da est non dégénérée. Son expression locale, dans la carte
considérée en 2.3.2, est en effet

do = dei Adzt. O
i=1

2.5. Proposition. Soit B une 1-forme différentielle sur la variété N. Puisque 3 est
une application différentiable de N dans son fibré cotangent T* N, qui vérifie go f = idy
(q : T*N — N désignant la projection canonique), on peut considérer I'image réciproque
B*a de la forme de Liouville o sur T*N. On a:

Bra=p.

Démonstration. Soit x € N et v € T, N. On a par définition d’une forme image
réciproque et d’apres la définition de a:

car go 8 =idy, donc T'(q o #) = idrn. On a donc bien

Sfa=06. O

3. Sous-variétés remarquables d’une variété symplectique

3.1. Définitions. Soit (M, €2) une variété symplectique et N une sous-variété de
M. On dit que N est une sous-variété isotrope (resp., coisotrope, resp., lagrangienne,
resp., symplectique) si pour tout z € N, T, N est un sous-espace vectoriel isotrope (resp.,
coisotrope, resp., lagrangien, resp., symplectique) de (T, M, Q(x)).

3.2. Quelques exemples.

Soit NV une variété différentiable, et T* N son fibré cotangent, muni de la forme symplec-
tique = da, différentielle extérieure de sa forme de Liouville «.

1. Pour tout x € N, la fibre 7)) N est une sous-variété lagrangienne de 7*N. Cela résulte
en effet immédiatement de I'expression locale de €2, dans la carte de T* N, de coordonnées

locales z',...,2",p1,...,pn, associée & une carte de N de coordonnées locales z?,. .., 2"

Q:Zn:dpi/\dwi.

=1
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2. La section nulle de T*N (image de la forme nulle) est une sous-variété lagrangienne
de T*N. Cela résulte aussi de ’expression locale de €2 indiquée ci-dessus.

3. Plus généralement, soit S une sous-variété de N. On note TGN la restriction a S du
fibré cotangent a N, c’est-a-dire le fibré de base S dont la fibre, en chaque point x de .S, est
I'espace cotangent T N. On appelle fibré conormal a S et on note (T'S)° le sous-fibré de
TSN dont la fibre, en chaque point x de S, est 'annulateur de ’espace TS tangent en x a S,
c’est-a-dire ’ensemble des n € TN telles que (n,v) = 0 pour tout v € T,.S. On montrera,
a titre d’exercice, que (T'9)Y est une sous-variété lagrangienne de T*N. [Indications: On
pourra, au voisinage de chaque point de S, choisir une carte de N, de domaine U, adaptée
a la sous-variété S, c’est-a-dire une carte dont les coordonnées locales z!,. .., z" sont telles
que SNU soit I’ensemble des points dont les coordonnées vérifient z° = 0 pour s+1 < i < n,
ou s désigne la dimension de S. On considerera alors la carte de T* N associée a une telle
carte de N, et on cherchera comment sont caractérisés, au moyen de leurs coordonnées
locales, les points de (T'S)Y contenus dans le domaine de cette carte.] On remarquera que
lorsque S est réduite a un point x de NN, on retrouve le cas 1, et que lorsque S = N, on
retrouve le cas 2.

La proposition ci-dessous donne un autre exemple important de sous-variété lagran-
gienne.

3.3. Proposition. Soit N une variété diftérentiable, T* N son fibré cotangent, muni de
sa 2-forme symplectique canonique §2 = da. Soit 3 une forme différentielle sur N. L’image

de [ est une sous-variété lagrangienne de T*N si et seulement si [ est fermée, c’est-a-dire
vérifie d3 = 0.

Démonstration.  Soit n la dimension de N. Le fibré cotangent T*N est donc de
dimension 2n. L’image B(N) de [ est une sous-variété de T*N de dimension n. Elle
est donc lagrangienne si et seulement si elle est isotrope, c¢’est-a-dire si et seulement si la
2-forme induite par €2 sur G(N) est nulle. Comme 3 est un difféomorphisme de N sur (),
dont I'inverse est la restriction & 3(IN) de la projection canonique ¢ : T*N — N, la 2-forme
induite par Q sur S(N) est nulle si et seulement si son image réciproque par [ est nulle.
Or celle-ci n’est autre que

p*(Q) = p*(de) = d(B*a) = df,

compte tenu de la proposition 2.5, et du fait que la différentiation extérieure d commute
avec la prise d’image réciproque. [

4. Symplectomorphismes

4.1. Définition.  Soient (M1,$1) et (M2, $2) deux variétés symplectiques de méme
dimension, et ¢ : M; — M une application différentiable.

1. On dit que ¢ est un symplectomorphisme local si

QO*QQ = Ql .
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2. On dit que ¢ est un symplectomorphisme si c’est a la fois un symplectomorphisme
local et un difféomorphisme.

4.2. Remarques.

1. Un symplectomorphisme local est un difféomorphisme local. En effet, si ¢ : M7 — M,
est un symplectomorphisme local, on a

© Qe = Oy, donc aussi ¢*(Q5) =QF.

Comme Q27 et QF sont des formes éléments de volume, respectivement sur My et M, cela
prouve que @ est de rang 2n en tout point de M;, donc est un difféomorphisme local.

2. Si: M; — My est un symplectomorphisme, son inverse =1 : My — M, est aussi
un symplectomorphisme.

4.3. Proposition. Soient Ny et Ny deux variétés de méme dimension n, et ¢ : Ny — Ny
un difféomorphisme. On note § : T*N; — T* N le relévement de ¢ aux fibrés cotangents,
ainsi défini: pour tout x € Nj, la restriction de $ a la fibre T,) Ny est la transposée de

Tg,(x)(gp_l) : Ty(zyN2 — T N1. En désignant par ay et oz les formes de Liouville de T* Ny

et T* Ny, on a
@*QQ =, 8/5* (da2) - dOél )

donc @ est un symplectomorphisme de (T*Ny,day) sur (T* Ny, das).
Démonstration. On a, pour tout z € T*Nj et tout v € T,(T*Ny):
<Q/5*Ck2 (Z), U> = <O_/2 ((1/5(’2)) ) T@(U)>
= (P(2), Tqn, o TH(v))
= <z, T(p~')oTqy, o T@(v)> .
Mais gn, 0o p = p oqn,, donc T'qn, o Tp = T'p o Tqn,, ce qui permet d’écrire
(Praa(2),v) = (2, T(p™") o Tp 0 Tqn, (v))
= <Zu TQNl (U)>
= <a1(z), v> )

On a donc bien g*as = a;. Comme la différentiation extérieure commute avec la prise
d’images réciproques, on en déduit

9/5* (dOéQ) = dOél N

ce qui prouve que @ est un symplectomorphisme local. Comme c’est un difféomorphisme,
c’est en fait un symplectomorphisme. [

4.4. Proposition. Soient (My,€1) et (Ms, ) deux variétés symplectiques de méme
dimension. Une application diftérentiable ¢ : My — My est un symplectomorphisme local
si et seulement si son graphe

Gr(p) ={(z,y) € M1 X My | y = p(x) }
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est une sous-variété lagrangienne de (M x My, Q1 — Qo) (avec les notations de 1.2.5).

Démonstration.  On laisse cette démonstration a faire comme exercice, en donnant
seulement quelques indications. Remarquer que le graphe de ¢ est une sous-variété de
dimension 2n de M; x M, de dimension 4n, et que l'application z (:Jc,go(m)) est un
difféomorphisme de M; sur le graphe de . Par suite, le graphe de ¢ est une sous-variété
lagrangienne de (M7 x Ms,Q — s) si et seulement si 'image réciproque de ©; — Q9 par
application z — (2, ¢(x)) est la forme identiquement nulle sur M;. [

4.5. Remarque.  Soient (Mp,$) et (Ms,€Qs) deux variétés symplectiques, pas né-
cessairement de méme dimension. La proposition précédente suggere de considérer les
sous-variétés lagrangiennes du produit M; x Ms, muni de la forme symplectique 21 — €25.
W. M. Tulczyjew et S. Benenti ont développé 1’étude de ces sous-variétés, qu’ils ont appelé
relations symplectiques, et ont montré qu’elles jouent un réle important dans de nombreux
problemes de géométrie symplectique et de mécanique.

5. Champs de vecteurs hamiltoniens

5.1. Rappel. Soit X un champ de vecteurs différentiable sur une variété différentiable
M. On appelle flot réduit de X I'application ®, définie sur un ouvert de R x M contenant
{0} x M, a valeurs dans M, telle que pour tout x € M fixé, t — ¢(t) = ®(¢,z) soit la
courbe intégrale maximale de ’équation différentielle

dp(t)
— = X (ot
b7 (1))
vérifiant la donnée de Cauchy
p(0) ==
5.2. Proposition. Soit (M, €2) une variété symplectique, X un champ de vecteurs

différentiable sur M, et ® son flot réduit. Les trois propriétés suivantes sont équivalentes.

1. Pour toutt € R, ®; : © +— ®y(x) = ®(t,x) est un symplectomorphisme de 'ouvert
de (M, Q) sur lequel il est défini, sur son image.

2. Le champ de vecteurs X vérifie

ou L(X) désigne la dérivée de Lie selon X.

3. La 1-forme différentielle i(X)SY, produit intérieur de ) par X, est fermée:

di(X)Q=0.
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Démonstration. Le lecteur pourra se reporter, si nécessaire, a ’excellent livre de Claude
Godbillon “Géométrie et mécanique” pour approfondir ses connaissance sur la dérivée de
Lie. On rappelle la formule

LX)=i(X)d+di(X),

qui nous donne ici

L(X)Q =i(X)dQ + di(X)Q = di(X)Q

puisque df2 = 0. Par suite, 2 et 3 sont équivalentes.
D’autre part, on rappelle la formule, valable pour toute forme différentielle 7,

5 @), = ¥ (£(Xm) .

Supposons la propriété 1 vérifiée. Puisque pour tout 0 € R, ®;Q = Q, la formule ci-dessus

montre que £(X)Q = 0. Réciproquement, si L(X)Q = 0, cette méme formule montre que la

dérivée de ®;(2 par rapport a 0 en 6 = t est nulle, quel que soit ¢. Par suite, ®;2 ne dépend

pas de t, et comme P2 = (2, on en déduit que tous les ¢, sont des symplectomorphismes.
0

5.3. Définitions. Soit (M,€) une variété symplectique. Un champ de vecteurs
différentiable X sur M est dit

— localement hamiltonien s’il vérifie les trois propriétés équivalentes de la proposition 5.2,

— globalement hamiltonien, ou s’il n’y a pas de risque de confusion, hamiltonien, s’il existe
une fonction différentiable f telle que

i(X)Q = —df .
La fonction f est alors appelée un hamiltonien associé au champ de vecteurs X.

5.4. Remarques.

1. Un champ de vecteurs hamiltonien est automatiquement localement hamiltonien,

puisque (X )Q = —df implique di(X)Q = —d(df) = 0.

2. Réciproquement, sur une variété simplement connexe, ou plus généralement sur
une variété M telle que H'(M) = 0, tout champ de vecteurs localement hamiltonien est
hamiltonien; en effet, si la 1-forme différentielle i(X ) est fermée et si H' (M) = 0, il existe
une fonction différentiable f telle que i(X)Q = —df.

5.5. Expression locale.  Soit N une variété différentiable de dimension n, T*N son
fibré cotangent, muni de sa forme symplectique canonique 2 = da, a étant sa 1-forme de
Liouville. Soit H : T*N — R une fonction différentiable, et Xy le champ de vecteurs
hamiltonien associé, défini par

iW(Xp)Q=—dH .

On consideére une carte de N, dont les coordonnées locales sont notées z!,..., 2", et la

carte associée de T*N, dont on note les coordonnées locales z!,..., 2", p1,...,pn. On
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rappelle que dans ces coordonnées, la forme de Liouville et sa différentielle extérieure ont
pour expressions locales

a:ipidmi, Q:da:idpi/\dmi.
i=1

=1

La différentielle de H ayant pour expression locale

“(0H ., OH
dH = Z (W, da’ + o dpi) ,

=1

on en déduit, par identification, I’expression locale de X g:

" (OH 0 OH 0
Xy = - — — — | .
" ; (api or O api) )
L’équation différentielle
dp(t)
— =X t
i H(SD( ))
s’écrit donc, en coordonnées,
dx’ _OH
dpi o _8H
dt — Oxt’

Ces équations sont appelées équations de Hamilton.

Ces expressions locales ne sont pas particulieres au cas ou la variété symplectique
considérée est un fibré cotangent.On verra en effet plus loin que toute variété symplectique
de dimension 2n possede un atlas de cartes, dites cartes canoniques, dans lesquelles la
forme symplectique €2 a pour expression locale, au moyen des coordonnées locales, notées
.I‘l, s 7xn7p17 <y Pn,

"
Q=Y dp; Nda'.
i=1

Dans une telle carte, le champ de vecteurs hamiltonien Xy associé a une fonction diffé-
rentiable H a pour expression locale (x), et I’équation différentielle de Hamilton a pour
expression (k).

5.6. Proposition. Soient X et Y deux champs de vecteurs localement hamiltoniens
sur une variété symplectique (M,Y). Leur crochet [X,Y] est globalement hamiltonien, et
a pour hamiltonien i(Y)i(X)Q = Q(X,Y).

Démonstration. Rappelons une formule tres utile. Soit 7 une forme différentielle de
degré quelconque p, X et Y deux champs de vecteurs, tous définis sur une variété M. On a

LX)i(Y)n=4([X,Y])n+i(Y)L(X)n.
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Appliquons cette formule dans le cas présent, avec n = €2. On obtient
i([X,Y])Q = L(X)i(Y)Q
car L(X)Q =0, le champ X étant localement hamiltonien. D’autre part
LX)i(Y)Q = (i(X)d + di(X))i(Y)Q = di(X)i(Y)Q = —d(Q(X,Y)),
car di(Y)Q2=0. [
5.7. Exercice.  Soit (M,Q) une variété symplectique. On note Q° : TM — T*M

I’application
v = —i(v)Q

et Qf : T*M — TM Vinverse de Q°. On munit TM de la 2-forme
Qrar = ()" (da),
image réciproque par €° de la forme do sur T*M (a étant la forme de Liouville).

1. Montrer que (T'M, Q7)) est une variété symplectique. Donner I'expression locale

de Q7pr, dans une carte de T'M associée a une carte canonique de M, c’est-a-dire dans

1 2n)

laquelle © a pour expression (les coordonnées locales sur M étant notées x*, ..., "),

0= zn: dz" TN dat .
=1

2. Soit X un champ de vecteurs différentiable sur M. Montrer que X est localement
hamiltonien si et seulement si son image X (M) est une sous-variété lagrangienne de
(T'M,Qrar). Ce résultat est da a W. M. Tulczyjew.

6. Le crochet de Poisson

6.1. Définition. Soit (M, ) une variété symplectique. A tout couple de fonctions
différentiables (f, g) sur M, on associe la fonction

{f,9} =i(Xy)dyg,

ol Xy est le champ de vecteurs hamiltonien associé a f, défini par i(X;)Q = —df. On dit
que {f, g} est le crochet de Poisson des fonctions f et g.

6.2. Proposition. Le crochet de Poisson a les propriétés suivantes.

1. On a, pour tout couple de fonctions différentiables (f, g) sur M, en notant X et X,
les champs de vecteurs hamiltoniens associés,

{f,97 = i(Xy)dg = —i(Xg)df =i(X)i(X5)2 =Xy, Xg).
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2. Le crochet de Poisson est une application bilinéaire de C*°(M,R) x C*°(M,R) dans
C>*(M,R).

3. Le crochet de Poisson est antisymétrique,

4. Le crochet de Poisson vérifie la formule de Leibniz:
{fon92} ={f.01}oe + n{f. 92}, [, 91, 92 € C*(M,R).

5. Le champ hamiltonien Xy 44 ayant pour hamiltonien le crochet de Poisson {f,g}
de deux fonctions f et g, est le crochet des champs hamiltoniens Xy et X, associés a ces
fonctions:

Xirgy = X5, Xl

6. Le crochet de Poisson vérifie 'identité de Jacobi
{{f.9}, 1} + {{g,h}, f}+{{h, f}.9} =0, f, g, he C*(M,R).

Démonstration. Les propriétés 1, 2, 3 et 4 sont des conséquences immeédiates de la
définition. La propriété 5 est conséquence de la proposition 5.6. Montrons 6. On a, compte
tenu de la propriété 5 (en notant Z.h = i(Z)dh = (dh, Z) la dérivée d’une fonction h dans
la direction d’un champ de vecteurs Z):

{{f,9},h} = [Xy, Xg]h,
{{ga h}vf} = _{f7 {gvh}} = _Xf'(Xg'h)7
{{ha f}vg} = {97 {f> h}} = Xg'(Xf'h) .

En ajoutant, on obtient

{r.9rh}+{{g.h}, f} +{{h. f}.9} =0,

en vertu de la formule bien connue applicable a tout couple de champs de vecteurs (Y, Z)
et a toute fonction différentiable h:

Y, Zl.h=Y.(Z.h) — Z.(Y.h). O

6.3. Expression locale du crochet de Poisson en coordonnées canoniques. Soit
(M, Q) une variété symplectique. Ainsi qu'on I’a déja annoncé, il existe un atlas de M
formé de cartes canoniques, c’est-a-dire telles que la 2-forme €2 ait pour expression locale,
au moyen des coordonnées locales z1, ..., 22",

2n

Q=>"da"" Nda'

i=1

Dans une telle carte, le crochet de Poisson de deux fonctions différentiables a pour expression

locale
([ Of 99 Of 9y
{f, g} = ; (8xn+i ort  Ort axn—l—i) :
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7. Réduction d’une variété symplectique

7.1. Quelques rappels sur les feuilletages.  Soit N une variété différentiable de
dimension n, et k un entier vérifiant 1 < k < n.

On appelle champ de k-directions (ou parfois aussi distribution de rang k) sur N un
sous-ensemble F du fibré tangent T'N tel que, pour tout point x € N, F NT,N soit un
sous-espace vectoriel de dimension k de T, N. Ce sous-espace F NT,N est noté F,, et
appelé fibre de F au point z.

Un champ de k-directions F est dit différentiable (sous-entendu: de classe C'*°) si tout
point x de N possede un voisinage U sur lequel existent k champs de vecteurs différentiables
(de classe C*°) X;, 1 < i < k, dont les valeurs, en tout point y € U, forment une base de
la fibre F,.

On appelle intégrale d’un champ de k-directions différentiable F, sur la variété différen-
tiable N, une immersion f : S — N d’une variété différentiable connexe S dans la variété
N telle que, pour tout point = € S, T, f(T,S5) soit un sous-espace vectoriel de la fibre
Fr(a)- Lorsque c’est le cas, la dimension de S est nécessairement inférieure ou égale a k,
car f étant une immersion, T, f est injective. On appelle sous-variété intégrale de F une
sous-variété de IV dont 'injection canonique dans N est une intégrale de F. Bien souvent,
on n’exige pas que S soit une sous-variété de N au sens strict, c’est-a-dire une sous-variété
plongée (dont la topologie en tant que variété est identique a la topologie induite par celle
de N). On demande seulement que S soit une “sous-variété immergée” de N, c’est-a-dire un
sous-ensemble de N possédant une structure de variété différentiable telle que son injection
canonique dans N soit une immersion. Une sous-variété intégrale de F est dite maximale
si toute sous-variété intégrale de F qui la contient lui est égale.

Un champ de k directions différentiable F sur la variété N est dit complétement intégrable
si, pour tout point x de N, il existe une sous-variété intégrale de F de dimension k
passant par le point x. Lorsque c’est le cas, on montre que par tout point de N passe
une unique sous-variété intégrale maximale de F. On dit alors que F définit un feuilletage
de N. Les sous-variétés intégrales maximales de F sont appelées feuilles de ce feuilletage.
L’appartenance a une méme feuille est une relation d’équivalence sur N, dont les classes
sont précisément les feuilles. Celles-ci forment donc une partition de N. De plus, une
intégrale quelconque f : S — N de F (la dimension de S pouvant étre inférieure a k)
a nécessairement son image f(S5) entierement contenue dans une feuille, et f, considérée
comme application de S dans cette feuille, est une immersion (dans le cas ou la dimension
de S est k, c’est un difféomorphisme local).

La structure locale d’une variété feuilletée (c’est-a-dire d’une variété différentiable N
munie d’un champ de k-directions différentiable et complétement intégrable) est tres simple:
tout point de N possede un voisinage U qui est le domaine d’une carte dont les coordonnées
locales z', ..., 2" sont telles que F soit localement engendré, au dessus de 'ouvert U, par

0

les k champs de vecteurs - Les composantes connexes des intersections de U

_1, ceey
avec les feuilles du feuilletage défini par F sont les sous-variétés définies par des équations

de la forme z¥+1 = ck+1 | 2™ =" ou Ft1, ..., " sont des constantes.

Un théoreme diu a Frobenius donne des conditions nécessaires et suffisantes pour qu’un
champ de k-directions différentiable F soit completement intégrable. Une des formes les
plus souvent utilisées de ces conditions est la suivante: F est completement intégrable si
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et seulement si, pour tout couple (X,Y") de sections locales différentiables de F, le crochet
[X, Y] est une section locale de F. On rappelle qu'une section locale différentiable de F est
un champ de vecteurs différentiable X, défini sur un ouvert U de N, et tel que, pour tout
x € U, X(x) soit élément de la fibre F,. Pour plus de détails sur les diverses formes du
théoreme de Frobenius, le lecteur pourra consulter le livre de Claude Godbillon déja cité.

Les notions de complete intégrabilité et de feuilletage s’étendent aux champs de directions
différentiables dont le rang k n’est pas nécessairement constant. Il existe des généralisations
du théoreme de Frobenius (théoremes de Stefan et Sussmann) adaptées a ce cas, qui se
réveleront utiles dans la suite du cours (notamment lors de I’étude des variétés de Poisson).
Mais pour le moment nous n’avons a considérer que des feuilletages au sens usuel, dont
toutes les feuilles sont de méme dimension.

7.2. Proposition. Soit (M,€Q) une variété symplectique et N une sous-variété de
M telle que la forme Qn = i3, induite par 2 sur N, soit de rang constant. Alors
TN North(T'N) est un sous-fibré vectoriel complétement intégrable de T'N.

Démonstration. Pour tout point x € N, on a
ker Qn(z) =T, N North(T,N).

La dimension de T,,N N orth(7,,N) ne dépend donc pas du choix du point  de N. Par
suite, kerQny = TN North(T'N) est un sous-fibré vectoriel de T'N. Pour montrer qu’il
est completement intégrable il suffit, d’apres le théoreme de Frobenius, de montrer que si
X et Y sont deux sections différentiables de TN North(T'N), c’est-a-dire deux champs de
vecteurs différentiables sur N tels que, pour tout x € N, X (z) et Y (z) soient éléments de
T.N North(T,N), alors [X, Y] est aussi une section de TN North(7T'N). On a

(X, Y]) = LX)i(Y)Q — i(Y) LX)
—i(V)L(X)Qy
(V) (i(X)dQy + di( X))

=—1

=)

Y

compte tenu de dQQx = 0, i(Y)Qn = 0, i(X)Qn = 0. Ceci montre que [X,Y] est une
section de ker Qny = TN North(T'N). 0O

7.3. Théoreme. On fait les mémes hypothéses que dans la proposition 7.2. On
suppose de plus que le feuilletage de N défini par le sous-fibré complétement intégrable
TNnNorth(T'N) de TN est simple, c’est-a-dire que I'ensemble P des feuilles de ce feuilletage
est une variété différentiable et que la projection canonique m : N — P est une submersion.
Alors il existe sur P une 2-forme symplectique 2p unique telle que

F*QP == ’L?VQ == QN.
Démonstration. Notons F le feuilletage de N défini par T'N North(T'N). S’il existe

une 2-forme Qp sur P telle que 7*Qp = Qpy, on doit nécessairement avoir, pour tout point
T € P et tout couple de vecteurs v et w éléments de T, P,

Qp()(0,w) = Qn(2)(v,w),
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olt z est un point quelconque de 7~ 1(#), v et w deux vecteurs éléments de T, N tels que
Tr(v) =0, Tr(w)=1w.

Cela montre que si elle existe, la 2-forme 2p est unique. Pour prouver son existence, il
suffit de vérifier que Qn(x)(v,w) ne dépend pas du choix de x dans 7=1(&), ni des choix
de v et w dans (T, m)"1(¥) et (Tp7)~ (1), respectivement.

Si v et v appartiennent tous deux & (T,m)~!(?), v — v’ est élément de T, (7~ (&)) =
ker Qn (), donc Qn(x)(v,w) = Qn(z)(v',w). Le méme raisonnement vaut aussi pour w.

Soient z et 2’ deux éléments de m—1(i). Chaque feuille du feuilletage F étant connexe,
il existe un champ de vecteurs Z, défini sur un ouvert de N contenant x et x’, & valeurs
dans TN North(T'N), tel que x et 2’ soient sur la méme courbe intégrale de Z. Notons @
le flot de Z. La courbe intégrale de Z passant par x pour t = 0 est t — ®y(z) = ®(¢, x).
Puisque z’ est sur cette courbe intégrale, il existe un réel 7 tel que ®,(z) = 2’. Soient v et
w deux vecteurs éléments de T, N, vérifiant

Tr(v)=v, Tr(w)=w.

Posons
vV =T®,(v), w =To (w).

Puisque Z est une section de TN N orth(T'N), chaque courbe intégrale de ce champ de
vecteurs est entierement contenue dans une feuille du feuilletage F. Par suite, 1o &, = 7,

donc
Tr(v)=TroT®,.(v)=Tn(v) =10,

Tr(w')=TroT®,(w) =Tr(w) =1w.
On a
Qn (@) (v, w') = Qn (@T(x)) (T@T(v), T@T(w)) = ((IDj(QN))(:E)(U,w) )

Mais d’apres une formule bien connue concernant la dérivée de Lie,

%(Q)?QN) =/ (L(Z)Qn) =0,

car

L(Z)Qn =i(Z2)dQUy + di(Z2)Q2n =0,
puisque dQ2y =0 et i(Z)Qxy = 0. On a donc

QT—QN = QN7

et par suite
Qn () (', w') = Qn(x)(v,w) .

On a donc prouvé l'existence et 'unicité de Qp.

L’espace vectoriel T; P s’identifie au quotient de T, N par son sous-espace T,N N
orth(7,N). On reconnait, dans la définition de Qp(z), la construction de la structure
d’espace vectoriel symplectique réduit sur ce quotient, étudiée au chapitre I. Ceci prouve
que 2p est partout de rang égal a la dimension de P.
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Enfin on a
ﬂ*(dﬂp) = d(ﬂ'*QP) = dQN == 0,

ce qui implique d2p = 0 car 7w étant une submersion, 7* est injective. [

7.4. Théoreme. Dans les hypotheses du théoréme 7.3, soit H une fonction diffé-
rentiable définie sur M, telle que le champ de vecteurs hamiltonien correspondant X g
soit tangent a la sous-variété N (en chacun de ses points). Il existe alors une fonction
différentiable unique H définie sur P telle que

De plus, soit Xz le champ de vecteurs hamiltonien sur P associé a la fonction H (relative-
ment & la structure symplectique Qp). La restriction & N du champ de vecteurs Xy est
projetable par m sur P, et a pour projection Xﬁ.

Démonstration. Onnote ! : T*M — TM le morphisme de fibrés vectoriels inverse de ° :
TM — T*M, v = —i(v)Q. Par hypothese, pour tout point = de N, Xy (z) = *(dH (z)) est
élément de T, N; par suite, dH (z) est élément de 'annulateur (orth 7, N ))0 de l'orthogonal
de T;N. Par suite, H est constante sur chaque feuille du feuilletage F, puisque celui-ci est
défini par le sous-fibré T'N North(T'N). 1l existe donc bien une fonction H : P — R unique
telle que H|,, = Hom. La fonction H est différentiable car la structure de variété de P est
la structure quotient de celle de N. On a

Qn =7"Qp, H‘N —7*H, donc d(H‘N) = 7*(dH),

d’ou 'on déduit
7'('* <Z(T7T(XH|N))QP> = —Z'(XH{N)QN
=—d(H|,)
= —n*(dH)
= 71'>l< (Z(Xﬁ)Qp) .

Mais 7 étant une submersion, et {)p étant non dégénérée, on en déduit que pour tout point
xr € N:
Tn(Xpu(z)) = X5 (m(z)). O

7.5. Remarques.

1. Le théoreme 7.4 facilite la recherche des courbes intégrales du champ de vecteurs X g
contenues dans NV, car on peut chercher d’abord leurs projections sur P, qui sont les courbes
intégrales de X 7;- Mais dans certaines applications, la construction est utilisée dans 'autre
sens: un systéme hamiltonien sur une variété symplectique (P, 2p) étant donné, on cherche
a déterminer un autre systéeme hamiltonien, sur une variété symplectique de dimension
plus grande (M, (), dont le systéme donné se déduit par réduction. Il arrive en effet que
le systeme sur (M, ) soit plus simple que le systéme initialement donné, par exemple en
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raison de symétries plus visibles, bien que la dimension de la variété sur laquelle il est
défini soit plus grande. Cette méthode a été utilisée, notamment par Kazhdan, Kostant
et Sternberg (Comm. Pure and Appl. Math., 31, 1978, 481-508) et par J. P. Francoise et
O. Ragnisco (Ann. Inst. Henri Poincaré, Physique théorique, 49, 3, 1989, 369-375), pour
prouver la complete intégrabilité de certains systémes hamiltoniens.

2. Le théoreme 7.4 a été généralisé par A. Lichnerowicz (Journal of Differential Ge-
ometry, 12, 1977, 253-300) au cas ou le champ de vecteurs hamiltonien Xy n’est pas
nécessairement tangent a N en chacun de ces points, mais ou la restriction de ce champ de
vecteurs a N est une section du fibré vectoriel TN + orth(T'N).

7.6. Exemples de réduction.

1. Réduction d’une variété de niveau du hamiltonien. Soit (M, €2) une variété
symplectique et H : M — R une fonction différentiable. Soit h € R une valeur réguliere
de H, c’est-a-dire une valeur telle que dH (x) # 0 pour tout z € H~1(h). On sait alors que
N = H~1(h) est une sous-variété de M, de codimension 1. Puisque H garde une valeur
constante le long de chaque courbe intégrale de X7, ce champ de vecteurs est tangent a NV
en chacun de ses points. De plus, Xz ne s’annule en aucun point de N, car dH ne s’annule
pas sur N. Pour tout point = de N, l'orthogonal de T, N est le sous-espace vectoriel de
dimension 1 de T, M engendré par Xpg(z). Il est contenu dans T,,N. Le feuilletage F est
donc, dans le cas présent, le feuilletage dont les feuilles sont les trajectoires de Xy contenues
dans N. Si ce feuilletage est simple, on voit que ’ensemble P de ces trajectoires est une
variété munie d’une 2-forme symplectique Qp, telle que 7°Qp = Q. Le hamiltonien réduit
H : P — R est constant, égal a h, et le champ hamiltonien réduit X 7 est identiquement
nul.

2. L’oscillateur harmonique. On prend pour variété symplectique R?"* (coordonnées

zt oo 2™yl . o y™), muni de la forme symplectique
Q=>"dy* ndaz".
k=1

On prend pour hamiltonien

H=

N | =

> (@) + 7).

k=1
Le champ hamiltonien correspondant est
n
0 0
Xy = AL,
=3 (- o)
k=1
Les équations de Hamilton s’écrivent donc
k
A
dt

At
dt '
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On peut écrire ce qui précede en utilisant des coordonnées complexes 2% = 2% +iy*. On
P qul p p )

note z = (2%,...,2") € C™, et on munit C" de la norme

n 1/2
Izl = (Z |Z’“|2> :
k=1

Le hamiltonien du systeme s’écrit alors

1
H= |z
5 =17

et les équations de Hamilton ont pour expression
dz .
— = —iz.
dt

Leur solution, prenant la valeur zy € C™ pour ¢t = 0, est

z(t) = zp exp(it) .

Prenons par exemple h = 1/2. C’est une valeur réguliere de H, et N = H~1(1/2) est
la sphere S?"~1 de C", centrée a 'origine, de rayon 1. Sa dimension (réelle) est 2n — 1.
Les courbes intégrales de X situées sur cette sphere sont des grands cercles, orbites de
'action de S! (cercle trigonométrique) sur S?7~1:

(exp(icr), z) — exp(ia)z .

La variété symplectique réduite s’identifie a I’espace projectif complexe CP" !, quotient
de C™\{0} par la relation d’équivalence: z équivalent a 2’ s’il existe A € C, X\ # 0, tel que
2’ = Az. La projection 7 : $2"~1 — CP" ! est appelée fibration de Hopf.

7.7. Exercice. Dans l'exemple ci-dessus, déterminer ’expression de la forme sym-
plectique de la variété symplectique réduite CP™ ™!, dans la carte ayant pour domaine la
projection de I'ouvert de C™\{0} constitué par les z = (z!,...,2") tels que z! # 0.
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Chapitre 111

Variétés de Poisson

1. Variétés de Poisson; propriétés élémentaires

1.1. Définition. Une structure de Poisson sur une variété différentiable M est définie
par la donnée d’une application de C*°(M,R) x C>°(M,R) dans C*>°(M,R), notée (f,g) —
{f, g}, vérifiant les propriétés suivantes:

(i) L’espace vectoriel C*°(M,R) muni de cette application comme loi de composition
est une algebre de Lie. Autrement dit, cette application est bilinéaire, antisymétrique

{g7f}:_{f7g}7

et vérifie 'identité de Jacobi

{f.A{g,n}} + {9, {0, f}} + {h{f.9}} =0, f, gethe C*(MR).

(ii) Elle vérifie la formule de Leibniz:

{fa 9192} = {f7 91}92 +gl{f7 92}7
{fif2, 9} = {f1, 9} f2 + filfe, 9} -

Munie d’une telle structure, M est appelée variété de Poisson, et 1’algebre de Lie C*° (M, R)
est appelée algebre de Poisson de M.

1.2. Exemples.

1. Soit (M,€) une variété symplectique. On a défini une loi de composition appelée
crochet de Poisson sur sur C*°(M,R) en posant, pour tous f et g € C°(M,R),

{f,9} = Xpg=—-X,.f = QXy, Xy),

ou Xy et X, désignent les champs de vecteurs hamiltoniens associés, respectivement a f
et a g. On a prouvé que cette loi de composition faisait de C°°(M, R) une algebre de Lie,
et qu’elle vérifiait la formule de Leibniz. On voit donc que M possede une structure de
Poisson, naturellement associée a sa structure symplectique.

Géométrie symplectique Cours de C.-M. Marle
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2. Soit G une algebre de Lie réelle de dimension finie, et G* ’espace dual. Pour tout
couple (f,g) d’éléments de C*°(G*,R) et tout point = € G*, posons

{f,9}(=z) = (@, [df (), dg()])

Le crochet [, ] figurant au second membre désigne la loi de composition de 1’algebre de Lie
G. On a identifié G a son bidual, ce qui a permis de considérer df (z) et dg(x), qui sont des
formes linéaires sur G*, comme des éléments de G.

La loi de composition ainsi définie sur C*°(G*,R) est évidemment bilinéaire et anti-
symétrique. On vérifie aisément qu’elle satisfait la formule de Leibniz: il suffit de remarquer
que la différentielle d’un produit vérifie cette méme formule,

d(fif2)(z) = fi(z) dfz(z) + fa() df1(z).

Montrons que cette loi de composition vérifie I'identité de Jacobi. Introduisons d’abord
quelques notations. Pour tout élément X de G, on notera adyx : G — G 'application

adXY = [X,Y]

On notera ad : G* — G* Papplication transposée de (— adx); on a donc, pour tout z € G*
et tous X et Y € G:
(adx z,Y) = (z,—adx Y) = (z,[Y, X]).

Soient f, g et h trois éléments de C*°(G*,R), x un point de G*. On a

{f,9}(=) = (@, [df (), dg(2)]) ,

donc, si y est un autre élément de G*,

d{f, g}(@)(y) = (y. [df (x),dg(z)])
+(z, [D* f(2)(y), dg()])
+ (@, [df (x), D?g(2)(y)])
= (y, [df (z), dg(2)])
+ (adjy(p) =, D* f(2)(y))
— (adj(,) =, D?g(x)(y))
= (. [df (x), dg(x)])
+ (y, D* f(z)(ad () 7))
— (y, D?g(z)(adjy(p) ) -
On anoté D? f(z) et D?g(x) les différentielles secondes de f et de g en z, et tenu compte de

leur symétrie; on a aussi utilisé I'identification habituelle de I’espace des formes bilinéaires
sur G* avec l'espace des applications linéaires de G* dans L(G*,R) = G. En posant

df () =X, dg(x)=Y, dh(z)=27,
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on peut donc écrire

d{f,g}(z) = [X,Y] + D*f(z)(ady z) — D*g(z)(adX z) .
On en déduit
{{f.g},h} () = (x, [[X,Y], Z])
+ (z, [D*f(z)(adjy () ©), dh(z)])
— (z, [D?g(x)(adys(y @), dh(x)]) .

En faisant la somme des termes obtenus par permutation circulaire de f, g et h, on obtient

{{f.g4.h} (@) + {{g.h}, f}(@) + {{h. f}.g}(x) = 0.

En effet, la somme des termes faisant intervenir [[X YT, Z} et les termes qui s’en déduisent
par permutation circulaire de X, Y et Z est nulle, car le crochet dans l'algebre de Lie G
vérifie I'identité de Jacobi. Quant aux termes faisant intervenir D? f(x), ils s’écrivent

(2, [D*f(2)(ady @), Z]) — (=, [D* f(2)(ad} 2),Y])
= (ady z, D*f(z)(ady z)) — (ad} 2, D* f(z)(ad} z))
= D*f(z)(ad} z,ady ) — D*f(z)(ady z,ady )
en raison de la symétrie de D?f(z). De méme, la somme des termes faisant intervenir

D?%g(z), et celle des termes faisant intervenir D?h(x), sont nulles. La loi de composition
qu’on a définie sur C*°(G*, R) vérifie donc bien 'identité de Jacobi.

L’espace vectoriel G*, dual de I’algebre de Lie G, possede donc une structure de Poisson
naturelle, appelée structure de Lie-Poisson.

3. Comme ci-dessus, soit G une algebre de Lie réelle de dimension finie, et G* 'espace
dual. Soit © : G x G — R une forme bilinéaire sur G, vérifiant les deux propriétés suivantes:

(i) © est antisymétrique,
OX,Y)+0(Y,X)=0, XetYeg.
(ii) Pour tous X, Y et Z € G,

o([X,Y],2) +O([Y,Z2],X) +6([2,X],Y) =0.

Une forme bilinéaire sur G vérifiant ces deux propriétés est appelée un 2-cocycle sym-
plectique de ’algebre de Lie G.

Pour tout couple (f, g) d’éléments de C*°(G*,R) et tout point x € G*, posons

{f,9}e(x) = (z,[df (z),dg(2)]) — ©(df (x),dg(x)) .

On vérifie, comme ci-dessus, que la loi de composition ainsi définie sur C*°(G*, R) définit
sur G* une structure de Poisson, appelée structure de Lie-Poisson modifiée associée au
cocycle ©.
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1.3. Propriétés élémentaires.

1. Soit M une variété de Poisson. Pour toute fonction f € C*°(M,R), 'application de
C>°(M,R) dans lui-méme
g1/ g}

est une dérivation, puisque

{fro192} ={f,91}92 + g1 {f, 92}

Il existe donc un champ de vecteurs C>° unique Xf tel que, pour toute fonction g €
C>*(M,R),
{f.9} = X5.9=i(Xy)dg.

Le champ de vecteurs X est appelé champ hamiltonien, et on dit que la fonction f est le
hamailtonien auquel ce champ est associé. Dans le cas ou M est une variété symplectique,
la notion de champ hamiltonien définie ici coincide avec celle précédemment définie.

L’identité de Jacobi peut s’écrire

{{fag}vh} = {fv {gvh}} - {97 {f7 h}}

Ceci étant vrai pour tout h € C°°(M,R), on en déduit, en notant Xy, X, et Xy 4y les
champs de vecteurs hamiltoniens ayant respectivement pour hamiltonien f, g et {f,g}:

Xirgy = [ X5, Xl

2. La formule
{f.g} =i(Xy)dg = —i(Xg)df

montre que la valeur en un point x € M du crochet de Poisson de deux fonctions f et g ne
dépend que des valeurs en ce point, df (z) et dg(x), des différentielles de ces deux fonctions.
De plus, cette dépendance est bilinéaire et antisymétrique. Pour tout point x de M, il
existe donc une forme bilinéaire antisymétrique A(z) sur l’espace cotangent T M telle que,
pour tous f et g € C°(M,R),

{f,9}(z) = A@)(df (x), dg(x)) .

De plus, 'application x — A(x) est différentiable C'°°, car dans une carte ou les coordonnées
locales sont notées z, ..., 2", les composantes de A(x) sont

A (@) = {a",27 }(z).

Ce sont donc des fonctions de classe C°°. On dit que A est un champ de tenseurs deux fois
contravariants antisymétriques sur la variété M. On dit aussi, par abus de langage, que A
est un tenseur, que l'on appelle tenseur de Poisson de la variété de Poisson M. On notera
celle-ci désormais (M, A), car la donnée de A détermine la structure de Poisson de M, au
méme titre que la donnée de la structure d’algebre de Lie de C*° (M, R).
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On notera Af : T*M — TM le morphisme de fibrés vectoriels ainsi défini: pour tout
r € Metac T M, A¥z)(a) est I'unique vecteur élément de T, M tel que, pour tout
BeTrM,
(8, M (z)(@)) = Az)(a, B).

Avec cette notation, le champ de vecteurs hamiltonien ayant pour hamiltonien une
fonction f peut étre noté

X = A*(df).

1.4. Remarque. La donnée d’un champ de tenseurs deux fois contravariants anti-
symétriques A, de classe C'*°, sur une variété M, permet de définir une loi de composition
bilinéaire antisymétrique sur C*° (M, R), en posant:

{f, 9} = Adf,dg) .

Cette loi de composition vérifie la formule de Leibniz

{frq92} ={f.01}92 + g1{f, 92},

mais, en général, ne vérifie pas I'identité de Jacobi. Lichnerowicz a montré que cette loi de
composition vérifie I'identité de Jacobi si et seulement si le champ de tenseurs A vérifie

[A,A] =0,
le crochet figurant au membre de droite de 1’égalité ci-dessus étant le crochet de Schouten.

1.5. Définition.  Soit (M, A) une variété de Poisson. On appelle champ caractéristique
de cette variété 1'image C' = A¥(T*M) du morphisme de fibrés vectoriels A*. Pour tout
point z € M, on appelle espace caractéristique en z la fibre C, = A*(TM) du champ
caractéristique au point x.

1.6. Quelques propriétés du champ caractéristique.

1. Pour tout point x € M, l'espace caractéristique C). est un sous-espace vectoriel
de dimension paire de 'espace tangent T, M. Ce résultat n’est autre, en effet, que celui,
établi au chapitre I, selon lequel le rang d’une forme bilinéaire antisymétrique sur un espace
vectoriel de dimension finie est toujours pair.

2. Le champ caractéristique C' d’une variété de Poisson n’est en général pas un sous-
fibré vectoriel du fibré tangent, car la dimension de chaque fibre C, peut dépendre du
point x. Cependant, le champ caractéristique est différentiable, dans le sens suivant: tout
point possede un voisinage U sur lequel existe une famille finie de champs de vecteurs de
classe C*°, (Xy,..., X)), telle que, pour tout y € U, Cy soit le sous-espace vectoriel de
T, M engendré par les vecteurs X1(y), ..., Xx(y). Il suffit en effet de remarquer que dans
le domaine d’une carte dont les coordonnées locales sont notées z', ..., 2", les champs de
vecteurs X; = Af(dz?) ont précisément cette propriété.
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3. Pour tout point x € M, on peut définir sur ’espace caractéristique C, une forme
bilinéaire antisymétrique Q¢ (z) de la maniére suivante. Soient u et v deux éléments de C,,.
Par définition de C5, il existe a et 3 € T M tels que

Aa)=u, A(B)=v.
On pose alors, pour définir Q¢ (z),

Qo (x)(u,v) = Ao, B) = (B,u) = —(a,v) .

On vérifie aisément que Q¢ (u, v) ne dépend pas des choix de a dans (A*)~!(u) et de 3 dans
(A®)~1(v). On vérifie aussi que Q¢ () est une forme symplectique sur I’espace vectoriel C,.

1.7. Variétés de Poisson transitives. Une variété de Poisson (M, A) est dite transitive
si son champ caractéristique C' est égal au fibré tangent entier T'M. Dans ce cas, pour tout
x € M, la 2-forme Q¢ () définie en 1.6.3, qu’on notera €(x), est une forme symplectique sur
I’espace tangent T, M. On vérifie aisément qu’elle dépend différentiablement, de maniere
C*°, du point z. On a donc sur M une 2-forme différentielle €2, partout non dégénérée.
Montrons qu’elle est fermée. Pour tout point x € M et tout triplet (u,v,w) de vecteurs
tangents en xz a M, il existe trois fonctions différentiables f, g, h, définies sur un voisinage
de x, telles que

u=A(df(z)), v=A(dg(z)), w=A*(dh(z)).

Posons pour alléger

X = Adf), Y =A(dg), Z=A*dh).

dUX,Y,Z) = X.(QY,2)) +Y.(2Z, X)) + Z.(UX,Y))
-Q([X,Y],2) - [V, 2], X) - Q([Z, X],Y).
Mais
Q(Y7 Z) = A(dgadh) = {gvh}7 X(Q(Y7 Z)) = {fv {97}1’}},
et de méme

[X,Y] = [A*(df), A*(dg)] = A*(d{f,g}) .

donc

Q(X,Y],2) = {{f.g}.h}.

n rem n rm r leurs expression insi qu ux qui s’en déduisen r
En remplacant ces termes par leurs expressions, ains e ce s’en déduisent pa
permutation circulaire, et en utilisant 'identité de Jacobi, on trouve

dUX,Y,Z) =0,

donc en particulier

dQ(z)(u, v,w) =0.
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On voit donc que (M,€Q) est une variété symplectique, et que le crochet de Poisson de
deux fonctions associé a la structure symplectique définie par €2 coincide avec le crochet de
Poisson défini au moyen du tenseur de Poisson A. Les variétés de Poisson transitives sont
donc tout simplement des variétés symplectiques.

On montrera plus loin que le champ caractéristique d’une variété de Poisson générale
(M, A) est completement intégrable et définit un feuilletage (en un sens généralisé, car
les feuilles ne sont pas toutes de méme dimension) dont les feuilles sont des variétés
symplectiques.

2. Applications de Poisson

2.1. Définition. Soient (My, A1) et (M, As) deux variétés de Poisson. Une application
différentiable ¢ : My — My est dite application de Poisson ou morphisme de Poisson si,
pour tout couple de fonctions f et g € C*° (M2, R),

{e*f, 0" g m, = ™ {f, 9} s -
On anoté *f = foyp, p'g=gop, o{f,9}m = {f, 9}, 0.

2.2. Proposition. Soient (M7, A1) et (Ms, Ay) deux variétés de Poisson et ¢ : My —
M, une application différentiable. Les quatre propriétés suivantes sont équivalentes.

1. L’application ¢ est de Poisson.

2. Pour toute fonction f € C*°(My,R), les champs de vecteurs hamiltoniens Ag(df) sur
M; et Aji (d(f o gp)) sur My sont compatibles par ¢, ce qui signifie que, pour tout x € My,

Too (AL (d(f 0 0)(@))) = 85 (dF ((2)))

3. Les champs de tenseurs Ay sur My et Ao sur My sont compatibles par ¢, ce qui
signifie que, pour tout x € M,

wa(Al(a:)) = A (90(37)) .

4. On a, pour tout x € My,
Typo A?L (x) © t(Tx(P) = Ajj2 (‘P(x)) )

ol on a noté t(Txgo) Papplication transposée de T, .

La démonstration de cette proposition est un simple exercice d’algebre linéaire.

2.3. Proposition. Soient (M, A1), (Ma,A2) et (Ms, As) trois variétés de Poisson,
w: My — Ms et : My — Mj des applications différentiables.

1. Si ¢ et v sont de Poisson, I'application composée 1) o ¢ est de Poisson.
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2. Si g et ¥ o sont de Poisson et si de plus ¢ est surjective, alors 1) est de Poisson.
En particulier, si ¢ : My — M est un difféfomorphisme et une application de Poisson,
o~ 1 My — M, est de Poisson; on dit alors que ¢ est un difféomorphisme de Poisson.

La démonstration de cette proposition ne présente pas de difficulté.

3. Quotient d’une variété symplectique ou de Poisson

On va étudier dans ce paragraphe certains feuilletages d’une variété de Poisson, tels que
I’ensemble des feuilles possede un structure de Poisson, la projection canonique étant une
application de Poisson. On s’intéressera particulierement au cas ou la variété de Poisson
de départ est en fait une variété symplectique. Mais établissons d’abord quelques résultats
préliminaires d’algebre linéaire.

3.1. Proposition. Soit (C, Q) un espace vectoriel symplectique. On note Qf : C* — C
Iisomorphisme inverse de Q° : C — C*, lui-méme défini par Q°(v) = —i(v)Q. Pour tout
sous-espace vectoriel W de C, la restriction de QF a I'annulateur W° de W (sous-espace
vectoriel du dual C* de C constitué par les formes linéaires sur C' dont la restriction a W
est nulle) est un isomorphisme de W° sur I'orthogonal symplectique orth W de W.

Cette propriété a été établie au chapitre I.

3.2. Proposition. Soit V' un espace vectoriel de dimension finie, V* son dual, et A une
forme bilinéaire antisymétrique sur V*. On note A* : V* — V ’application linéaire définie
par

(B, A () = Mo, B), aetBeV™.
Soit C' = A*(V*) I'image de A*, et Q¢ la forme bilinéaire antisymétrique définie sur C' par

Qc(u,v) = Ma, §)

oti u et v sont deux éléments de C, a et (3 deux éléments de V* tels que A*(a) = wu,
A¥(B) = v. Alors (C,Q¢) est un espace vectoriel symplectique. De plus, pour tout sous-
espace vectoriel W de V, d’annulateur W°, on a

A (W) = orthg,. (W NCO).

Démonstration. Le fait que (C, Q¢ ) est un espace vectoriel symplectique, déja annoncé
en 1.6.3, résulte de lantisymétrie de A: en effet, annulateur de I'image C' de A! est le
noyau de Iapplication transposée de Af, qui n’est autre que —AF; cet annulateur est donc
ker A*. On en déduit aisément que la définition de Q¢ (u,v) ne dépend pas des choix de «
et 3, et que Q¢ est non dégénérée.

Soient v et 5 € V*. On a

A, ) = Qc(Aa, AB) = (B, Afa) = —(a, A*).
Donc pour tout o € V* et tout v € C', on a

Qc(Ma,v) = —(a,v).
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Siaec W' etwv e WnNC, on a donc Qc(Afa,v) = 0, ce qui prouve que A*(W?) C
orthg,, (W N C). Réciproquement, si Q¢ (Afa, v) = 0 pour tout v € WNC, (a,v) = 0 pour
tout v € WNC,donca € (WNC)P =W+ C% =W +ker A%, On a donc o = ay + g,
avec oy € W0 et ay € ker Af. Par suite, Afa = Afa; donc AF(W0) D orthg (W NC). [

3.3. Proposition.  Les hypothéses et notations étant les mémes que dans la proposition
3.2, soit V. = V/W Tespace vectoriel quotient de V par le sous-espace W. On note
T:V = Via projection canonique, et ' : V* — V* sa transposée. L’application
est injective et a pour image 'annulateur WO° de W. On définit une forme bilinéaire

antisymétrique A sur V* en posant
A(a,ﬂ) =A'ma,'78), aetpc V.
Alors e noyau de A¥ est

ker Af = (Afotr) ™" (W N C N (orthg, (W N C))) :

Démonstration. Puisque 7 est surjective et a pour noyau W, sa transposée ‘m est

injective et a pour image ’annulateur WO de W: ce sont des résultats bien connus d’algebre
linéaire. On a pour tous a et 3 € V*:

(8, Afa)
(7B, Af otra)
= </8,7TOAﬁ Ot7'('()4>,

A, B)

d’ou
AP =moAfolr,

ce qui montre que a € ker Af si et seulement si o Af o tr(a) = 0; c’est-a-dire, comme le
noyau de 7 est W, si et seulement si A* o ‘w(a) est élément de W. Mais *7(a) est élément
de WO, donc Af o tr(a) est élément de A*(W°), qui d’apres la proposition 3.2 n’est autre
que orthg. (W N C). D’autre part A* o 7(a) est toujours élément de C. On a donc bien

ker Af = (Af o)™ (W N C N (orthg, (W N C))) .0

3.4. Corollaire.  Dans les hypotheses de la proposition 3.3, la projection m applique
orthg, (W N C) sur A¥(V*), et le rang de A est

rang A = dim C' — dim(W N C) — dim(W N C Northg, (W N C)) .

Démonstration. On a vu lors de la démonstration de 3.3 que

At =gmoAfoln.
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Comme 'image de '7 est W0 et que A*(W?) = orthg. (WNC), 7 applique bien orthg, (WN
C) sur I'image de Af. Le noyau de la restriction de 7 & orthg,. (WNC') est WNorthg,, (WNC),
qu’on peut aussi écrire puisque C' D orthg . (W NC), WNCNorthg, (W NC). Le rang de
A, c’est-a-dire la dimension de I'image de Af, est donc

dim orthg (W N C) — dim(W N C Northg, (W NC)),

ou encore

dim C' — dim(W N C) — dim(W N C Northe, (W NC)). O

3.5. Remarque. Dans le cas particulier ou (V,Q) est un espace vectoriel symplectique,
ona C=V,Qc=. Le rang de A est

dimV — dim W — dim(W North W) .

3.6. Proposition. Soit (M, A) une variété de Poisson et ® : M — N une submersion
surjective de M sur une autre variété N. Les deux propriétés suivantes sont équivalentes:

1. Pour tout couple (f,g) de fonctions différentiables sur N, et tout point x € N, Ila
restriction a ®~1(x) de {f o ®,g o ®} est constante.

2. |1l existe sur N une structure de Poisson pour laquelle ® est une application de
Poisson.

Lorsque ces deux propriétés équivalentes sont vérifiées, la structure de Poisson sur N
pour laquelle ® est une application de Poisson est unique.

D’autre part, ces deux propriétés sont notamment vérifiées lorsque pour tout x € N,
®~1(z) est connexe et que ker(T®) est localement engendré, au voisinage de chaque point
de M, par des champs de vecteurs hamiltoniens.

Démonstration. Puisque ® est une submersion surjective, 'application f +— f o ® est
un isomorphisme de I’espace des fonctions différentiables sur N sur ’espace des fonctions
différentiables sur M dont la restriction a chaque fibre ®~!(x) est constante. La propriété
2 implique donc la propriété 1. Réciproquement, si la propriété 1 est satisfaite, la structure
de Poisson sur N pour laquelle ® est une application de Poisson, si elle existe, est
nécessairement obtenue en définissant, pour tout couple (f,g) de fonctions différentiables
sur N, le crochet {f, g} comme étant 'unique fonction différentiable sur N qui vérifie

{f’g}0®:{f0®7go(p}.

On peut donc déja affirmer 'unicité de cette structure de Poisson sur N. Quant a I'existence,
on vérifie aisément que le crochet ainsi défini a bien toutes les propriétés de la loi de
composition sur une variété de Poisson.

Supposons les fibres ®71(x) (z € N) toutes connexes, et ker(T'®) localement engendré
par des champs de vecteurs hamiltoniens. Cela signifie que tout point de M possede un
voisinage U sur lequel on a des fonctions différentiables f;, i € I, ensemble d’indices pas
nécessairement fini, tel que pour tout x € U, ker(T,®) soit ’espace vectoriel engendré par
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les vecteurs A*(df;)(x). Soient g et h deux fonctions différentiables sur N. On a, pour tout
iel,

Z'(Aﬁ(dfi))d({go ®,ho®}) ={f;,{go® ho®}}
= {{fi,goq)},ho(f[)} + {goﬂ?,{fi,ho@}}
= {i(Aﬁ(dfi))d(g o®), ho CIJ} + {g o @,i(Aﬁ(dfi))d(ho CIJ)}
—0,

car go ® et h o ® étant constantes sur chaque fibre ®~1(z), on a
i(AB(df;))d(go ®) =0, i(A*(dfi))d(ho®)=0.

Ceci prouve que {go ®, ho ®} est localement constante sur chaque fibre ®~!(z). Mais ces
fibres étant connexes, {go ®,ho ®} est constante sur chaque fibre. La propriété 1 est donc
vérifiée. [

3.7. Remarque. Dans les hypotheses de la proposition 3.6, le rang de la structure de
Poisson de M en un point = et celui de la structure de Poisson de N au point ®(z) sont
liés par la formule

rang A(@(x)) = rang A(z) — dim(C(z) N ker(T,®))
— dim (C(m) Nker(T,®) Northg, (C(z) N ker(TxQJ))> :

La proposition 3.6 prend une forme particulierement intéressante lorsque la variété M
est symplectique. Elle conduit alors au résultat suivant (Voir P. Libermann, Sous-variétés
et feuilletages symplectiquement réguliers, dans “Symplectic geometry”, A. Crumeyrolle et
J. Grifone, ed., 81-106, Pitman, London 1983).

3.8. Proposition (P. Libermann). Soit (M, Q) une variété symplectique, et F un sous-
fibré complétement intégrable de T M. Les deux propriétés suivantes sont équivalentes:

1. Pour tout couple (f,g) d’intégrales premiéres de F, c’est-a-dire de fonctions diffé-
rentiables, définies sur un ouvert de M, dont les différentielles sont nulles sur F, le crochet
de Poisson {f, g} est une intégrale premiére de F.

2. L’orthogonal symplectique orth F de F est un sous-fibré completement intégrable de
TM.

Lorsque ces deux propriétés équivalentes sont vérifiées, les sous-fibrés complétement
intégrables F et orth F de T'M sont dits symplectiquement complets.

Lorsque le feuilletage de M défini par F est simple, c¢’est-a-dire lorsque I’ensemble N des
feuilles de F posséde une structure de variété différentiable telle que la projection canonique
® : M — N soit une submersion, F est symplectiquement complet si et seulement s’il existe
sur N une structure de Poisson telle que ® soit une application de Poisson. Lorsque c’est
le cas, la structure de Poisson sur N telle que ® soit une application de Poisson est unique.
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Démonstration. On sait que orth F est localement engendré par les champs de vecteurs
hamiltoniens X dont les hamiltonients f sont des intégrales premieres de F. D’apres
le théoreme de Frobenius, orth F est completement intégrable si et seulement si, pour
tout couple (f,g) d’intégrales premieres de F, le crochet Xy, X ] des champs de vecteurs
hamiltoniens associés Xy et X, est une section de orth 7. Mais [X, X ] = X¢ 4}, champ
hamiltonien associé au crochet de Poisson {f,g}. Celui-ci est une section de orth F si et
seulement si {f, g} est une intégrale premiere de F.

Supposons le feuilletage engendré par F simple, soit N la variété des feuilles de ce
feuilletage et ® : M — N la projection canonique. Les intégrales premieres de F sont alors
les fonctions de la forme f o ®, ou f est une fonction différentiable sur N. La derniere
assertion de ’énoncé résulte donc immédiatement de la proposition 3.6. [

3.9. Remarque. On se place dans les hypotheses de la proposition 3.8: les sous-fibrés F
et orth 7 de T'M sont supposés tous deux completement intégrables, donc symplectiquement
complets. On suppose de plus que les feuilletages qu’ils définissent sont simples. On note N
et P les variétés des feuilles, respectivement de F et deorth F, ® : M — Net ¥ : M — P les
projections canoniques. La proposition 3.8 montre que chacune des variétés N et P possede
une structure de Poisson unique telle que ® et ¥ soient des applications de Poisson. On
notera ces structures Ay et Ap, respectivement. A. Weinstein (dans “The local structure
of Poisson manifolds”, J. Differential Geometry, 18, 1983, 523-557) a étudié les propriétés
du couple de variétés de Poisson (N,Ay) et (P,Ap), qu'il appelle paire en dualité. 11 a
montré notamment que les structures transverses de ces deux variétés (cette notion étant
définie en 4.5.2 ci-apres), en deux points ®(x) et ¥(x), images d’un méme point = de M,
sont opposées I'une de 'autre. On verra un exemple de cette situation lors de ’étude des
actions d’un groupe de Lie, a droite et a gauche, sur son fibré cotangent. Les propriétés
du couple de variétés de Poisson (N,Ayn) , (P,Ap) avaient été auparavant étudiées par
C. Carathéodory (dans “Calculus of variations and partial differential equations of the first
order”, vol. T and II, Holden Day, San Francisco, 1967, réimpression d’un ouvrage publié
originellement en allemand par Teubner, Berlin, 1935), sous le nom de groupes de fonctions,
polaires l'un de l’autre.

4. Structure locale d’une variété de Poisson

L’étude de la structure locale d’une variété de Poisson repose sur les deux lemmes qui
suivent.

4.1. Lemme. Soit (M,A) une variété de Poisson, et a € M un point tel que
rang A(a) = 2p > 0. Il existe des fonctions différentiables f et g, définies sur un voisinage
ouvert U de a, vérifiant

{f,g}=1.

De plus, si I'on connait déja | fonctions différentiables f,..., f;, définies sur un voisinage
de a, telles que les champs de vecteurs hamiltoniens associés A*(df;) soient linéairement
indépendants au point a, et vérifiant

{fz7fj}:07 1§Za]§la
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avec | < p, on peut prendre f = f; et imposer a g de vérifier

{fi,9} =1, {fi,g} =0 pour 2<i<I.

Enfin, les champs de vecteurs A*(df;), 1 <i <1, et A*(dg), sont linéairement indépendants
au point a.

Démonstration.  Considérons d’abord le cas ou [ = 0 (aucune fonction n’est donnée
d’avance). Puisque A(a) # 0, il existe une fonction différentiable f, définie sur un voisinage
de a, telle que Af(df)(a) # 0. D’apres le théoréme bien connu de redressement d’un champ
de vecteurs au voisinage d’'un point ou il est non nul, il existe une carte de M, dont le
domaine contient le point a, et dont les coordonnées locales sont notées x!,...,z", telle
que, dans le domaine de cette carte,

A = 0

Posons alors

g==x'.

On a 5

ce qui implique que A*(df) et Af(dg) sont linéairement indépendants au point a.
Supposons maintenant [ = 1 (une fonction fi, telle que A*(df1)(a) # 0, est donnée). Le
méme raisonnement que ci-dessus s’applique, avec la seule différence qu’au lieu de choisir
une fonction f quelconque parmi celles qui sont telles que A#(df)(a) # 0, on prend la
fonction f; déja donnée.
Supposons maintenant [ > 1. Les [ — 1 champs de vecteurs X; = A¥(df;), 2 < i < I,
définissent un feuilletage local d’un voisinage du point a, car ils vérifient

X3, X;] = A¥(d{fi, f;}) = 0.

En restreignant éventuellement le voisinage V' de a considéré, on peut supposer ce feuilletage
simple. Soit alors N la variété des feuilles, et ® : V' — N la projection canonique. D’apres
la proposition 3.6, il existe sur N une structure de Poisson unique Ay telle que ® soit une
application de Poisson. D’apres 3.7, le rang de cette structure de Poisson au point ®(a) est
2(p—1+1) > 0; en effet, A(a) est de rang 2p, ker T,,® est isotrope, contenu dans C'(a) et
de dimension [ —1, il est donc égal a son intersection avec son orthogonal symplectique. La
fonction f; étant constante sur chaque feuille de ce feuilletage, est de la forme f; = f; o @,
ou fi est une fonction définie sur N. On a

A (dfr)(9(a)) = T,®(A*(df1)(a)) #0,

car les champs de vecteurs A(df;) étant linéairement indépendants au point a, A*(dfy)(a)
n’est pas dans le noyau de T,®. On peut alors appliquer a la variété de Poisson N le
résultat établi ci-dessus dans le cas [ = 1: il existe une fonction différentiable g, définie sur
un voisinage de ®(a) dans N, telle que

{f1.5} =1.
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Posons g = g o ®. Puisque ® est une application de Poisson, on a

{flag}zlv {f’ug}zo pour 2<1<n.

Enfin les vecteurs A*(df;)(a), 1 < i <1, et A*(dg)(a) sont linéairement indépendants, car les

deux vecteurs A#(df)(a) et A*(dg)(a) sont indépendants et tous deux non contenus dans le

noyau de T, ®, tandis que les vecteurs A*(df;)(a), 2 < i < [, forment une base de ce noyau.
0

4.2. Lemme. Soit (M,A) une variété de Poisson, et a € M un point tel que
rang A(a) = 2p > 0. Soient f1,..., fx, g1, .., g1 k+I fonctions différentiables, 0 < | < k < p,
définies sur un voisinage de a, telles que les champs de vecteurs hamiltoniens associés A*(df;)
et A*(dg,) soient linéairement indépendants au point a, et vérifiant, pour 1 < i,7 < k,
1<r s <,

{fi7fj}zo7 {grags}zoa {fi»gr}zéir- (*)

Alors il existe 2p — k — | autres fonctions différentiables fii1,..., fp, Gi+1,--.,9p, définies
sur un voisinage de a, telles que les identités (x) ci-dessus soient vérifiées pour tous
1 < i,j,r,s < p. De plus, les champs de vecteurs A*(df;), A*(dg;), 1 < i,j < p, sont
linéairement indépendants au point a.

Démonstration. Montrons que si [ < k, on peut trouver les fonctions ¢;y1,..., gk, €t
ainsi se ramener au cas ot | = k. Les champs de vecteurs A*(df;) et A*(dg;), 1 <i,5 <1, sont
linéairement indépendants en a, donc aussi au voisinage de a, et définissent un feuilletage
local d’un voisinage V' de ce point, car leurs crochets deux a deux sont nuls. En restreignant
si nécessaire V', on peut supposer ce feuilletage simple. Soit 7 : V — @ la projection
canonique. D’apres la proposition 3.6, il existe sur ) une structure de Poisson Ag unique
telle que 7 soit une application de Poisson. En utilisant 3.7, on voit que le rang de cette
structure au point 7(a) est 2(p — ). De plus, les fonctions f;, pour I +1 < i < k, sont
constantes sur chaque feuille de ce feuilletage, donc sont de la forme ﬁ o, ol les ﬁ sont
des fonctions différentiables définies sur (). L’indépendance linéaire des champs de vecteurs
A*(df;) et A*(dg,) au point a (1 <4 <k, 1 <r <) implique I'indépendance linéaire des
champs de vecteurs A%V(dfj), l+1<j <k, au point w(a). En appliquant le lemme 4.1 & la
variété de Poisson (@, Ag), on voit qu’il existe une fonction différentiable g;;1, définie sur
un voisinage de m(a) dans @, telle que

{ﬁ+17§l+1} =1, {fi@lﬂ} =0 pourl+2<i<k.

Posons g;11 = gi+1 o . On voit que les identités (x) sont vérifiées pour 1 < 7,5 < k,
1 <r,s <l+1. En répétant la méme construction k — [ fois, on obtient de méme les
fonctions g;y2, ..., gr cherchées.

On peut donc maintenant supposer que £ = [. Si k < p, on construit comme ci-dessus
la variété de Poisson (@, Ag), et on voit que le rang de Ag au point 7(a) est 2(p — k) > 0.
Le lemme 4.1 montre qu’il existe deux fonctions différentiables fkﬂ et grr1, définies sur
un voisinage de 7(a) dans @, vérifiant

{fr+1, 0011} = 1.
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Posons fr11 = ka O, gk+1 = Grk+1 © ™. On voit que les identités (x) sont vérifiées pour
1<4,7<k+1,1<rs<k+1. En répétant la méme construction p — k fois, on obtient
de méme les fonctions cherchées f; et g; pour k+2 <i,5 < p.

Montrons que les champs de vecteurs X; = A*(df;), Y; = A¥(dg;), 1 < 4,5 < p, sont
linéairement indépendants au point a. Soient \; et p;, 1 < i < p, des scalaires tels que le

champ de vecteurs
P

Z = (NXi + wYi)
=1

soit nul au point a. Posons
p

h = Z()‘igi — Wi fi) -

=1

p

1=1

Cette fonction (qui est constante) s’annule au point a (ou le champ de vecteurs Z est nul).
Elle est donc identiquement nulle, ce qui prouve que les scalaires \; et p; sont tous nuls,
donc que les champs de vecteurs X;, Y;, 1 < i < p, sont linéairement indépendants au point
a (et, de méme, en tout point de 'ouvert de M sur lequel ils sont tous définis). 0O

4.3. Théoreme. Soit (M, A) une variété de Poisson de dimension n, a un point de M,
et 2p (p > 0) le rang de A(a). Il existe une carte de M, dont le domaine contient a, et dont
les coordonnées locales, notées x;, y;, zr, avec 1 <1,j <p, 1 <r <n — 2p, vérifient

{ziz;} =0, vy} =0, {ziy} =085, {wi2}={vi,z}=0. (*)

De plus, les crochets de Poisson {z.,zs}, 1 < r;s < n — 2p, ne sont fonctions que des
coordonnées locales z1, ..., zp—2p, et sont nuls au point a.

Démonstration. D’apres le lemme 4.2, il existe 2p fonctions différentiables f; et g;,
1 <4,j < p, définies sur un voisinage de a, vérifiant

On sait de plus que les champs de vecteurs X; = A*(df;) et Y; = Af(dg;) sont linéairement
indépendants au point a, donc aussi sur un voisinage de a. Leurs crochets deux a deux
étant nuls, ces champs de vecteurs définissent un feuilletage d’un voisinage V' de a. En
restreignant éventuellement V| on peut supposer ce feuilletage simple. On note @) la variété
des feuilles et 7 : V' — @ la projection. La proposition 3.6 montre qu’il existe sur ) une
structure de Poisson unique Ag telle que 7 soit une application de Poisson, et la remarque
3.7 montre que Ag s’annule au point a. Toute fonction sur V' de la forme h = ho T, ol h
est une fonction différentiable sur @), vérifie

{fi,h} ={g;,h} =0, 1<i<p.
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Considérons donc une carte de @ dont le domaine contient 7(a), et dont les coordonnées
locales sont notées 21, . .., Z,_2,. Posons

xvi=Ffi, vi=¢i, zZr=zr0om, 1<i,j<p, 1<r<n-—2p.

On voit que les crochets de ces fonctions, prises deux & deux, vérifient les identités (x) de
I’énoncé. De plus, on a, pour tous r et s, 1 <r,s <n — 2p,

{Zrazs} = {/Z\ra/Z\s} om,

ce qui prouve que {z,zs} peut s’exprimer en fonction de z1,...,2,-2,. On voit aussi
que les crochets de Poisson {z,,zs} s’annulent au point a, puisque Ag (71'(0,)) = 0. On
remarque enfin que les différentielles des fonctions x;, y;, 2r, 1 < 4,5 < p, 1 <r < n —2p,
sont linéairement indépendantes au point a. D’apres le théoreme d’inversion locale, ce
sont donc des coordonnées locales associées a une carte de M ayant toutes les propriétés
indiquées dans ’énoncé. [

4.4. Corollaire. Soit (M, A) une variété de Poisson de dimension n, a un point de M,
et 2p (p > 0) le rang de A(a). Il existe un voisinage U de a dans M qui s’identifie, par un
difféomorphisme de Poisson, au produit S x () d’une variété symplectique S de dimension
2p et d’une variété de Poisson () de dimension n — 2p. La variété symplectique S est munie
de la structure de Poisson associée a sa structure symplectique, et le produit S x @ est
muni de la structure de Poisson produit des structures de Poisson de S et de (). De plus,
dans cette identification, la structure de Poisson de () est de rang nul au point projection
de a.

Démonstration. Indiquons tout d’abord ce qu’on entend par structure de Poisson
produit. Soient (P, A1) et (P2, Ay) deux variétés de Poisson. On note P = P; X P,
m : P — Py et my: P — P les deux projections. Il existe sur P une structure de Poisson
unique A telle que 7 et 72 soient des applications de Poisson, et que, pour tout couple de
fonctions différentiables f; : P — R et fo: P, — R,

{.]?107717.]?2071-2}:0'

Cette structure de Poisson sur P est dite produit des structures de Poisson de P; et de Ps.

La carte de M obtenue dans le théoreme 4.3 nous donne immédiatement la décomposition
cherchée: son domaine s’identifie au produit d'un ouvert S de R?*" (coordonnées x’ et 37,
1 <1i,j <p), et de la variété de Poisson (@), Ag). L’expression des crochets de Poisson des
fonctions coordonnées montre que ce produit est muni de la structure de Poisson produit
de la structure de Poisson de S associée a la forme symplectique

p
=1

et de la structure de Poisson de ). Ainsi qu’on I’a déja mentionné, celle-ci est de rang nul
au point projection de a. [
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4.5. Remarques.

1. Le théoréme précédent nous montre que le champ caractéristique C de la variété de
Poisson (M, A) est completement intégrable. En utilisant I'identification du voisinage U de
a avec le produit S x @, et en notant as la projection de a sur le facteur @), on voit que
I'espace tangent, en chacun de ses points (x1,a2) (avec z1 € S) a la sous-variété S x {as},
est 'espace caractéristique C'(x1,a2). Nous reviendrons sur cette propriété lors de 1’étude
du feuilletage symplectique d’une variété de Poisson.

2. La structure de Poisson de () au voisinage du point ag, projection de a, est appelée
structure de Poisson transverse a la feuille symplectique de M qui passe par a. A. Weinstein
a montré (dans “The local structure of Poisson manifolds”, déja cité) que cette structure
ne dépend que de la feuille symplectique de M considérée, non du choix du point a dans
cette feuille, ni de la maniere dont un voisinage de a est décomposé en produit.

5. Structure locale d’une variété symplectique

Le théoreme 4.3 et son corollaire 4.4 s’appliquent, en particulier, au cas ou la variété
de Poisson considérée est en fait une variété symplectique. On obtient ainsi les théoremes
classiques de Darboux, Jacobi-Lie-Carathéodory et Cartan, énoncés ci-dessous.

5.1. Théoréme de Darboux. Soit (M, Y) une variété symplectique de dimension 2n.
Tout point de M posséde un voisinage qui est le domaine d’une carte canonique, c’est-a-
dire d’une carte telle que, si I'on note x', ..., x*" les coordonnées locales associées, la forme
symplectique ait pour expression locale

n
Q=> da"" Nda'.
i=1
Démonstration. D’apres le théoreme 4.3, tout point de M possede un voisinage qui

est le domaine d’une carte telle que les coordonnées locales associées x*, ¥/, 1 < 1,7 < n,
vérifient

{xi’xj}:{yivyj}zov {xi7yj}:5ij'
En procédant par identification, on voit que la forme symplectique €2 a pour expression
n
Q=> da' ndy'.
i=1

Il suffit donc de poser z"t? = —y*.

5.2. Théoremes de Jacobi-Lie-Carathéodory et de Cartan. Soit (M,$) une
variété symplectique de dimension 2n.

1. (Théoreme de Jacobi-Lie-Carathéodory). Soient fi,...,fr (0 < k < n) des fonc-
tions différentiables définies sur un ouvert U de M, dont les différentielles sont partout
linéairement indépendantes, deux a deux en involution, c¢’est-a-dire vérifiant

{fi.f;}=0, 1<4,j<k.
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Tout point de U posséde un voisinage sur lequel existent 2n — k fonctions différentiables
fr+1s--oy fn, 915+, gn, telles que la forme symplectique ) ait pour expression

i=1

2. (Théoreme de Cartan). Soient fi,..., fx, g1,-..,q91 (0 < 1 < k < n) des fonc-
tions différentiables définies sur un ouvert U de M, dont les différentielles sont partout
linéairement indépendantes, qui vérifient, pour tous i, j, r, s, (1<i,j <k, 1 <r,s<l)

{fi>fj}:07 {grags}:07 {fivgr}:(sir-

Tout point de U posséde un voisinage sur lequel existent 2n — k — | fonctions différentiables
fre+1s--oy fn, G141, - -+ gn, telles que la forme symplectique ) ait pour expression

=1

Démonstration.  On voit que le théoreme de Jacobi-Lie-Carathéodory est un cas par-

ticulier du théoreme de Cartan. Celui-ci est une conséquence immédiate du lemme 4.2.
0

6. Feuilletage symplectique d’une variété de Poisson

6.1. Notions sur les feuilletages de Stefan. Soit M une variété différentiable.
Un champ de directions sur M est une partie F de TM telle que, pour tout x € M,
Fr = FNT,.M soit un sous-espace vectoriel de T, M. Un champ de directions F est dit
différentiable si tout point de M possede un voisinage U sur lequel existent des champs de
vecteurs différentiables X;, 1 < ¢ < k, tels que pour tout x € U, F, soit le sous-espace
vectoriel de T, M engendré par les vecteurs X;(z), 1 <i < k.

Soit F un champ de directions différentiable sur la variété M. Une variété intégrale de
F est une sous-variété (en général immergée, pas nécessairement plongée) connexe S de
M telle que, pour tout x € S, TS C F,. Cette variété intégrale est dite de dimension
mazimale si pour tout x € S, on a 1,5 = F,. Une variété intégrale de F est dite mazximale
si toute variété intégrale qui la contient lui est égale.

Un champ de directions différentiable F est dit complétement intégrable si, pour tout
point a € M, il existe une sous-variété S de M qui contient a et qui est une variété intégrale
de F de dimension maximale.

Lorsque le champ de directions F considéré est différentiable et de rang constant, c’est-
a-dire lorsque toutes les fibres F, de F sont de méme dimension, le théoreme de Frobenius
bien connu donne une condition nécessaire et suffisante de complete intégrabilité: F est
completement intégrable si et seulement si le crochet de deux sections différentiables locales
de F (c’est-a-dire de deux champs de vecteurs différentiables, définis sur un ouvert de M et
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a valeurs dans F) est une section de F (c’est-a-dire prend ses valeurs dans F). H. Sussmann
(dans “Orbits of families of vector fields and integrability of distributions”, Trans. Amer.
Math. Soc., 180, 1973, 171-188) et P. Stefan (dans “Accessible sets, orbits and foliations
with singularities”, Proc. London Math. Soc., 29, 1974, 699-713) ont, indépendamment,
établi une généralisation de ce théoreme applicable lorsque F est différentiable, mais pas
nécessairement de rang constant: F est completement intégrable si et seulement si, pour
tout couple (X,Y") de sections différentiables locales de F, et pour tout t € R, ($¢).Y est
une section de F (on a noté ® le flot de X). Le lecteur trouvera la démonstration de ce
résultat dans les publications de Sussmann et Stefan citées ci-dessus.

Lorsqu’un champ de directions différentiable F sur une variété M est completement
intégrable, on montre que M est réunion disjointe de variétés intégrales de F, toutes ma-
ximales et de dimension maximale. Cette partition de M en variétés intégrales maximales
et de dimension maximale est appelée feuilletage de Stefan de la variété M, et les variétés
intégrales maximales et de dimension maximale sont appelées feuilles de ce feuiletage. On
montre aussi que toute variété intégrale de F, pas nécessairement maximale ni de dimension
maximale, est contenue dans une feuille du feuilletage de Stefan défini par F; si elle est de
dimension maximale, ¢’est un ouvert de cette feuille. La démonstration de ces propriétés
dans le cas général ou F n’est pas de rang constant est la méme que celle, classique, valable
dans le cas ou F est de rang constant (dans ce cas toutes les feuilles sont de méme dimension,
et le feuilletage de Stefan est un feuilletage au sens usuel). Le lecteur pourra ’étudier par
exemple dans le livre de C. Chevalley, “Theory of Lie groups”, Princeton University Press,
Princeton, 1946. Elle consiste a définir une relation sur M, deux points étant dits liés par
cette relation s’il existe une variété intégrale de dimension maximale de F qui les contient
tous les deux. On montre alors que cette relation est une relation d’équivalence, et que les
classes d’équivalence sont des variétés intégrales de F, maximales et de dimension maximale.

6.2. Théoreme. Soit (M, A) une variété de Poisson. Son champ caractéristique C
est complétement intégrable, et définit un feuilletage de Stefan de M (les feuilles n’étant
pas nécessairement toutes de méme dimension). Chaque feuille de ce feuilletage posséde
une structure symplectique unique telle que son immersion canonique dans M soit une
application de Poisson.

Démonstration.  On pourrait prouver la complete intégrabilité de C' en appliquant le
théoreme de Sussmann et Stefan mentionné dans le paragraphe précédent. Mais ce n’est
pas indispensable, car ainsi qu’on I’a remarqué en 4.5, le théoreme de structure locale 4.3
prouve la complete intégrabilité de C'. Ce théoreme prouve aussi que sur chaque variété
intégrale de dimension maximale S de C' il existe, au voisinage de chaque point, une forme
symplectique telle que 'injection canonique de ce voisinage dans M soit une application de
Poisson. On obtient donc un recouvrement ouvert (U;), i € I, de S, et sur chaque U;, une
forme symplectique €2; telle que l'injection de U; dans M soit une application de Poisson.
On voit alors que cette propriété implique 'unicité: les formes symplectiques €2; et 2; sont
égales sur U; NUj, ce qui prouve l'existence globale, sur S, d'une forme symplectique unique
telle que l'injection de S dans M soit une application de Poisson. Ce résultat s’applique
en particulier aux feuilles du feuilletage de Stefan défini par C, c’est-a-dire aux variétés
intégrales maximales et de dimension maximale de C'. [

6.3. Remarque. Le théoréme qui précede est di a A. Kirillov (voir “Local Lie algebras”,
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Russian Math. Surveys 31, 1976, 55-75), qui a établi aussi un résultat analogue applicable
aux variétés de Jacobi (qui généralisent les variétés de Poisson). Certains résultats relatifs
aux feuilletages généralisés et a leur utilisation en géométrie symplectique avaient été
antérieurement obtenus par R. Hermann (notamment “On the accessibility problem in
control theory”, International symposium on nonlinear differential equations and nonlinear
mechanics, 1961, J. P. LaSalle and S. Lefschetz, eds, 325-332, Academic Press, New York,
1963).
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Chapitre IV

Les théoremes de Darboux-Weinstein

1. Le lemme d’homotopie

1.1. Lemme d’homotopie. Soient M et N deux variétés différentiables, {2 un ouvert
de R x M contenant [0,1] x M et ¢ : Q@ — N une application différentiable. Pour tout
t € [0,1], on note ¥, : M — N lapplication définie par {,(x) = 1(t,x). Pour toute forme
différentielle n de degré k sur N, on définit une forme différentielle Hn de degré k — 1 sur
M en posant, x étant un point de M, vy,...,vr_1 des vecteurs tangents en x a M,

Hn(z)(vi,y...,v5-1) :/0 n(Ye(x)) (%w(ﬁ,xﬂezt,T@Dt(vl),...,T@Dt(vk_l)) dt .

L’opérateur H, appelé opérateur d’homotopie, applique I’algébre A(N) des formes différen-
tielles sur N dans ’algébre A(M) des formes différentielles sur M, et vérifie

Y] —vYg=Hod+doH.

Démonstration. On définit une application
P RxXxRXM-—-RxM

en posant
O(t,s,x) = Py(s,x) = (t+s,2).

L’application ® est le flot du champ de vecteurs complet X sur R x M dont la projection

sur le premier facteur est le champ constant 95 et dont la projection sur le second facteur
s
est nulle. Soit j : M — R x M Dapplication

j(x) = (0,2).

Pour tout ¢t € [0, 1], on a
Yr=1o®ioj.

Si 1 est une k-forme différentielle sur NV, on peut donc écrire
bin =" (®; (v™n)) .

Géométrie symplectique Cours de C.-M. Marle
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On a donc

Lrd
wi‘n—wé‘nz/o (@(wén)\g_t) dt

- [ (S, ) .

Mais puisque @ est le flot du champ de vecteurs X:

2 (@500 )], = 0L ).

Mais la dérivée de Lie £(X) vérifie
L(X)=1i(X)d+ di(X).

En utilisant le fait que la différentielle extérieure d commute avec les images réciproques,
et en posant

o= [ 5 (@6 wm) ) ar, )

on obtient
vin—yYgn=Hodn+doHn.

On vérifie enfin que P'expression (x) de H donnée ci-dessus est bien équivalente a celle de
I’énoncé. [

Le lemme d’homotopie va nous permettre d’établir une généralisation du lemme de
Poincaré, qui sera utile pour la suite.

1.2. Proposition (Généralisation du lemme de Poincaré). Soit (E,m,B) un fibré
vectoriel. On note sg : B — E la section nulle, et By = so(B) son image. Pour toutt € R,
on note \; : E — FE la multiplication par t dans chaque fibre. Soit U un ouvert de E
contenant By tel que, pour tout t € [0,1], \,(U) C U.

1. Soit n une forme différentielle de degré k sur U, fermée et induisant sur By la forme
nulle, c’est-a-dire vérifiant
dn=0, syn=0.

Alors il existe une (k — 1)-forme différentielle § sur U, nulle sur By, telle que

n=dg.

Si de plus n est nulle sur By, on peut choisir 3 de maniére telle que dans toute carte de U,
les dérivées partielles premiéres de ses composantes par rapport aux coordonnées locales
soient nulles sur By.

2. Soit T l'idéal de A(U) (algebre des formes différentielles sur U) engendré par les
1-formes basiques, c’est-a-dire qui sont les images réciproques par w de 1-formes sur la base
B. Soit n une forme différentielle sur U, telle que dn € Z. Alors n est somme d’une forme



§ 2. Théoremes de Weinstein 53

exacte (c’est-a-dire différentielle extérieure d’une autre forme) et d’une forme élément de
7.

Démonstration.  Soit 1 I'application, définie sur un ouvert 2 de R x U contenant
[0,1] x U, et a valeurs dans U,

U(t, @) = Yu(z) = Ay (2) -
On a

wo :idU, ¢1 =SpoTm.
Soit H l'opérateur d’homotopie associé a . D’apres le lemme d’homotopie 1.1, toute
k-forme différentielle n sur U vérifie

(soom)*n—n=Hodn+doHn,
d’ou
n=m"(son) — H(dn) — d(Hn). (*)
L’application 9 est le flot réduit d’un champ de vecteurs dépendant du temps (¢, x) — (;(x),
tangent aux fibres de F, donné par ’expression

Gi(r) = —)\1/(1—15)33-

Cela permet d’écrire l'opérateur d’homotopie H, appliqué a une forme différentielle
quelconque, sous la forme

1
1y = [0 (G)n) de. (4
0
Cette expression est parfaitement définie, bien que (; ne soit pas défini pour ¢t = 1.

1. Supposons 7 fermée et induisant sur By une forme nulle. L’expression (x) devient
n=—d(Hn)=dp, avec [=—Hn.

La formule (%) montre que (3 est nulle sur By. Si de plus 7 est nulle sur By, les composantes
de n et de (;, dans toute carte de U, et pour tout ¢ €]0,1[, s’annulent sur By. Donc les
composantes de i({;)n sont des sommes de produits de deux fonctions qui s’annulent sur By.
Leurs dérivées partielles premieres par rapport aux coordonnées locales s’annulent donc sur
Bg. On en déduit qu’il en est de méme des dérivées partielles premieres des composantes
de Hn.

2. Supposons dn € Z. On voit aisément qu'une forme différentielle de degré r est
élément de 7 si et seulement si elle prend la valeur nulle lorsqu’on ’applique a r vecteurs
tous éléments du noyau de Tw. Mais (;(x) est élément de ce noyau, et T applique ce
noyau dans lui-méme. La formule (#*) montre alors que si v € Z, H~ est aussi élément de
Z. L’expression (x) donne alors le résultat annoncé, car 7*(sgn) et H(dn) sont éléments de
7, tandis que d(Hn) est exacte. [

1.3. Remarque. Lelemme de Poincaré généralisé 1.2 peut étre combiné avec le théoreme
d’existence des voisinages tubulaires, afin de donner un énoncé applicable a un voisinage
d’une sous-variété N d’une variété M.
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2. Théorémes de Weinstein

A. Weinstein (dans “Symplectic manifolds and their Lagrangian submanifolds”, Ad-
vances in Math., 6, 1971, 329-346) a établi plusieurs théorémes qui, en un certain sens,
généralisent le théoreme de Darboux étudié dans le chapitre précédent. Alors que le
théoreme de Darboux est purement local (il concerne un voisinage d’un point) les théorémes
de Weinstein sont semi-globaux: ils concernent le voisinage d’une sous-variété. La méthode
employée pour démontrer le premier de ces théoremes est basée sur une idée de J. Moser
(voir “On the volume element on a manifold”, Trans. Amer. Math. Soc., 120, 1965, 286—
294). J. Martinet (dans sa these de doctorat “Sur les singularités des formes différentielles”,
Ann. Institut Fourier, Grenoble, 20, 1970, 95-178) avait, indépendamment de Weinstein,
remarqué que cette méthode permettait de prouver le théoreme de Darboux.

2.1. Théoreme (A. Weinstein). Soit M une variété différentiable sur laquelle sont
définies deux formes symplectiques )y et 21, et N une sous-variété de M On suppose que

QO|N291|N'

Alors il existe un difféomorphisme ¢ d’un voisinage Uy de N dans M sur un autre voisinage
Uy de N dans M, tel que
oy =idn, ¢ Q1 =Q.

On peut de plus imposer a ¢ de vérifier

T,p=1idp, s pour tout =z € N.

Démonstration. Pour tout ¢t € R, on pose
Q= Qo+ t(Q1 — Qo).

La 2-forme €2y — €y est nulle sur N. En considérant un voisinage tubulaire V' de N dans
M et en appliquant le lemme de Poincaré généralisé 1.2, on voit qu’il existe une 1-forme (3,
définie sur V, nulle sur N, telle que

O —Q =dB.

Pour tout ¢t € R, et tout point x de N, Q;(z) = Qo(z), donc est de rang maximum.
L’ensemble des (t,x) € R x V tels que €;(x) soit de rang maximum est donc un ouvert Wy
de R x V contenant R x N. On définit sur W7 le champ de vecteurs dépendant du temps

€ (t,x) — & (x) vérifiant
i(&(2)) (Qu(2)) = —B(x).

Soit ® : (t,x) — P¢(x) le flot réduit du champ de vecteurs dépendant du temps &, et Wy
I'ouvert de R x V sur lequel ® est défini. Le champ & étant nul sur R x N, W5 contient
R x N. En utilisant la compacité de [0, 1], on voit que tout point z € N possede un
voisinage ouvert U, C V tel que [0, 1] x U, soit contenu dans Ws. Soit Uy la réunion des
U, lorsque x parcourt N; c’est un voisinage ouvert de N dans M, contenu dans V', tel que
[0,1] x Uy C Ws. On a, pour tout ¢ € [0, 1],

d d
o ((@390))],_, = @ (ﬁ(gtmt - Q) |
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Mais on a
L&) =i(&)dQYy + di(&)$ = —df3,

et d’autre part

%Qtzﬁl—ﬂozdﬁ.
Par suite,

d%((@;‘Qg)) ‘Q:t =0,
donc

rO0 = B30 = Ny,

car ®9 = id. Puisque pour tout ¢ € R, & est nul sur N, on a ®,|,, = idy. D’autre part,
Q1 — Qg étant nulle sur N, on peut imposer a  d’avoir, dans toute carte, ses composantes
et leurs dérivées partielles premieres par rapport aux coordonnées locales qui s’annulent sur
N. Le champ de vecteurs & a alors les mémes propriétés. En dérivant, par rapport aux
coordonnées locales, 1’égalité, vérifiée pour tout ¢ € [0, 1] et tout x € Uy,

d

@(@(0,1‘)) ‘Q:t = §(t, q)(t,m)) ,

on obtient, pour tout ¢t € [0, 1] et tout = € N,
T,®, = ide, s -

On voit que ¢ = ®; possede toutes les propriétés indiquées dans I’énoncé. [

2.2. Théoréeme (A. Weinstein). Soit (M, Q) une variété symplectique et L une sous-
variété lagrangienne de M. On note T* L le fibré cotangent a L, sy sa section nulle et v sa
1-forme de Liouville. 1l existe un difféomorphisme 1 d’un ouvert V de M contenant L sur
un ouvert (V') de T*L contenant L' = so(L), vérifiant les propriétés:

w’L:S()a T/J*(da):Q

Si de plus un sous-fibré vectoriel lagrangien E de T, M, supplémentaire de T'L, est donné,
on peut choisir 1) de maniére telle que pour tout x € L, T,1(FE,) soit le sous-espace vectoriel
de Ty () (T* L) tangent & la fibre T;; L en son origine ¢ (x) = so(z).

Démonstration. S’il n’est pas déja donné, on choisit un sous-fibré vectoriel lagrangien F
de T M, supplémentaire de T'L. On admet pour le moment ’existence d’un tel sous-fibré;
elle sera prouvée plus loin. Pour tout point x de L et tout vecteur v € E,, on désigne par
j(v) Pélément de T, L qui vérifie, pour tout w € T, L C T, M:

<j(v),w> = Q(z)(v,w).

D’apres la proposition 2.10 du chapitre I, j est un isomorphisme de fibrés vectoriels de
FE sur T*L. Le théoreme d’existence des voisinages tubulaires montre qu’il existe un
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difféomorphisme ® d'un ouvert U de M contenant L sur un ouvert ®(U) de T*L, tel
que ¢)|L soit égal a la section nulle sg de T* L et que, pour tout x € L,

T,

B, = idg, .
Dans cette égalité, on a convenu d’identifier le sous-espace vectoriel F, de T, M avec son
espace tangent a l’origine.

L’application j o ® est donc un difféomorphisme de U sur un ouvert j o ®(U) de T*L,
qui vérifie j o (I>| 1 = So, tel que, pour tout z € L, T;, (j o @) applique les deux sous-espaces
lagrangiens supplémentaires T, L et E, de T,M, respectivement sur T, L' et T,/ (TxL).
On a noté L' = so(L) 'image de la section nulle, 2’ = sg(z). On remarque que T, L’ et
T, (TxL) sont deux sous-espaces supplémentaires de T,/ (7" L), lagrangiens relativement a
da(x’). Silon identifie L et L’ au moyen de sg, T, L’ s’identifie & T, L, la restriction de
T.(jo®) a T, L s’exprime comme l'identité, et sa restriction & E, s’exprime comme j (car
j est linéaire sur chaque fibre, et on sait que la différentielle d’une application linéaire, en
un point quelconque, coincide avec cette application linéaire).

D’autre part, on vérifie aisément (par exemple en utilisant des coordonnées locales
canoniques) que si 2’ est un point de L' = so(L), v' € T,/ (T} L), que l'on peut identifier a
TXL, et w' € T, L', que on peut identifier a T, L, on a

da(x") (v, w') = (v w') .

Dans le cas présent, on part de v € E,, w € T,L, et on pose v = T,(j o ®)(v),
w' =T,(jo®)(w). On a donc

da(a)(v',w') = (T (j 0 ®)(v), Tu(j 0 @) (w))
= <j(v)7w>
= Q(z)(v,w).

On en déduit que 2 et (j o ®)*(da) coincident sur L. Le théoreme 2.1 montre qu’il existe
un difféomorphisme x d’un ouvert V' de M contenant L, sur un autre ouvert x(V) de M
contenant L (en restreignant si nécessaire V' on peut faire en sorte que x (V) C U), tel que
X‘L =idy, vérifiant

X (50 @)"(da)) = Q,

et, pour tout « € L, T, x = idr, ps. Posons
Y=jodox.

On voit alors que 1 a toutes les propriétés indiquées dans I’énoncé. [

2.3. Commentaire. Dans le cas ou aucun sous-fibré lagrangien F de T, M supplémen-
taire de T'L n’est donné d’avance, on doit, pour compléter la démonstration du théoreme
2.2, prouver l'existence d’un tel sous-fibré. On doit pour cela établir certaines propriétés
algébriques relatives a la décomposition polaire d’un isomorphisme.
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2.4. Théoreme. Soit V' un espace vectoriel réel de dimension finie, et G une forme
bilinéaire symétrique définie positive sur V.

1. Tout isomorphisme A de V se décompose, de maniére unique, en
A=DBI,

ot B est autoadjoint défini positif et I orthogonal (relativement a G). Cette décomposition
est appelée décomposition polaire de A relativement a G.

2. On suppose de plus V muni d’une forme symplectique 2. Soit A I'isomorphisme de
V' défini par
G(Az,y) =Qy,z), xetyeV.

Alors A est anti-autoadjoint. Soit

A= BI

sa décomposition polaire. Alors I est un opérateur complexe adapté a (2, et les opérateurs
I et B commutent,
IB = BI.

Démonstration.

1. Rappelons que l'adjoint B* d’un opérateur B € L(V, V), relativement a GG, est défini
par
G(B*z,y) =G(z,By), zetyeV.

L’opérateur B est dit autoadjoint si B = B*, anti-autoadjoint si B = —B*, orthogonal si
BB* = B*B =idy.
Si la décomposition polaire A = BI existe, on a

AA* = BII*B* = B?
car I* = I~! et B* = B. On est donc conduit & poser
B =VAA*,

ce qui a un sens car AA* est autoadjoint défini positif, et on sait qu’un opérateur autoadjoint
défini positif possede une racine carrée bien définie, qui est aussi un opérateur autoadjoint
défini positif. Le lecteur pourra se convaincre de cette propriété en choisissant une base de
V' dans laquelle la matrice de cet opérateur est diagonale.

Il suffit alors de poser
I=B'A.

On a bien
II* = B~ 'AA*(B*)"' =B 'B*B~! =idy .

2. Soit 2 une 2-forme symplectique sur V', et A 'opérateur défini par

G(Az,y) = Qy, z) .
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On a
G(x,Ay) = G(Ay,:l?) = Q(‘T?y) = _Q(va) = —G(A.T,y) )

ce qui prouve que A est anti-autoadjoint.

Définissons B = v/ AA* comme précédemment, puis I = B~ 1A.

En procédant exactement comme dans la partie 1, on montre que tout isomorphisme A
de V se décompose, de maniere unique, sous la forme

A=TRB,
avec B' = B'*, I'* = I'"". Afin de voir quelle relation existe entre les deux décompositions
A= BI =1'"B’, on écrit
A=BI=1I(I"'BI),

et on remarque que
(I7'BN)*=1"B*(I Y =1"'BI.

En raison de 'unicité, on a donc
I'=I, B =I'BI.
Dans le cas présent, puisque A* = —A, on a

A=BI, A*=I'B*=1"'B

Y

donc
A=-1"'B.

En raison de 'unicité de la seconde décomposition A = I’ B’, on en déduit

I'=I=-I"', B =I"'BI=B,

ce qui montre que I est un opérateur complexe (I? = —idy) qui commute avec B
(IB = BI). Par suite, I et B commutent aussi avec Bl = A.

On a alors
O(Iz, Iy) = G(Aly, Iz) = G(I Ay, Iz) = G(Ay, ) = Qz,y) .
Posons
Gi(z,y) = QIz,y) = G(Ay, Iz) = G(IBy, Iz) = G(By,z) = G(Bz,y).

La forme bilinéaire GG est symétrique définie positive. D’apres la proposition 6.4 du chapitre
I, I est un opérateur complexe adapté a 2. [

2.5. Proposition. Soit (F,m,N) un fibré vectoriel symplectique, et (Ly,m, N) un
sous-fibré lagrangien. Il existe un autre sous-fibré lagrangien (Lo, m, N') supplémentaire du
précédent.
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Démonstration. Rappelons les quelques notions sur les fibrés vectoriels utilisées ici. F
et N sont des variétés différentiables et 7 : F' — N est une submersion surjective. On dit
que (F, 7, N) est un fibré vectoriel si les deux propriétés suivantes sont vérifiées:

1. Pour tout point z € N, la fibre F,, = 771 (z) posséde une structure d’espace vectoriel
réel, de dimension finie.

2. Il existe un espace vectoriel de dimension finie V', appelé fibre-type, un recouvrement
ouvert (U;), i € I, de N et pour tout i € I, un difféomorphisme ¢; : 7=H(U;) — U; x V, tel
que pour tout point x € U, la restriction de ; a la fibre F, = 7~ !(z) soit un isomorphisme
de cette fibre sur {z} x V.

Les variétés F' et N sont alors appelées espace total et base, et I’application m projection
canonique du fibré vectoriel (F,m, N). Le recouvrement ouvert de N et la famille de
difféomorphismes (U;, ;) est appelé atlas de ce fibré vectoriel.

Un fibré vectoriel symplectique est un fibré vectoriel (F, 7, N) tel que chaque fibre F,
possede une structure d’espace vectoriel symplectique (F,€,), la 2-forme €, dépendant
différentiablement de x € N. Un sous-fibré lagrangien du fibré vectoriel symplectique
(F,m,N) consiste en la donnée, pour tout x € N, d’un sous-espace vectoriel lagrangien
Ly, de (F,,;), cette donnée dépendant différentiablement de x € N. Un tel sous-
fibré lagrangien sera noté (Li,m,N). Un autre sous-fibré lagrangien (Lg, 7w, N) est dit
supplémentaire du précédent si pour tout x € N, les fibres L1, et Lo, sont deux sous-
espaces lagrangiens supplémentaires de (Fy,2,).

Soit donc (F, 7, N) un fibré vectoriel symplectique et (L1, 7, N) un sous-fibré lagrangien.
On peut munir la fibre-type V' d’une forme bilinéaire symétrique définie positive Gy. Soit
(Ui, i), i € I, un atlas du fibré vectoriel (F, 7, N), et (h;), i € I, une partition de I'unité
subordonnée au recouvrement ouvert (U;) de N. Pour tout couple (v, w) d’éléments d’un
méme fibre F, de F', on pose

= hi(@)Go(#i(v), pi(w)) -

el

On obtient ainsi une structure riemannienne G sur le fibré vectoriel (F, 7, N), c’est-a-dire,
pour chaque x € N, une forme bilinéaire symétrique définie positive sur F}, cette donnée
dépendant différentiablement de .

Pour tout z € N, on a donc sur la fibre F, une forme symplectique €2, et une forme
bilinéaire symétrique définie positive G,. On définit 'opérateur linéaire A, € L(F,, F,) en
posant

G (Azv,w) = Qp(w,v).

D’apres le théoreme 2.4, la décomposition polaire de A, détermine un opérateur complexe
I, adapté a ,. On pose alors
LZ:U = Ix(Llaz) .

D’apres la proposition 6.6 du chapitre I, Ly, est un sous-espace lagrangien de (Fj, ;)
supplémentaire de Lq,. De plus, toutes les constructions effectuées dépendent différen-
tiablement du point € N. On obtient donc ainsi un sous-fibré lagrangien (L, m, N)
supplémentaire de (Ly, 7, N). 0O
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La proposition 2.5 donne donc le résultat qui manquait pour compléter la démonstration
du théoreme 2.2.

2.6. Proposition. Soient (My,€Q1) et (M, Qs) deux variétés symplectiques de méme
dimension, L1 et Lo des sous-variétés lagrangiennnes, respectivement de M, et de My. On
suppose qu’il existe un difféomorphisme ® : Ly — L. Il existe alors un difféomorphisme ¥
d’un ouvert Uy de M, contenant L, sur un ouvert Us de My contenant Lo tel que

\I/leq) et \I}*QQZQl.

Démonstration. C’est une conséquence facile du théoreme 2.2. [

Citons enfin un autre théoreme, également di a A. Weinstein. Le lecteur en trouvera
la démonstration dans l'article de cet auteur “Symplectic manifolds and their Lagrangian
submanifolds” déja cité.

2.7. Théoréme (A. Weinstein). Dans les hypothéses du théoréme 2.2, on suppose de
plus la variété M munie d’un sous-fibré lagrangien complétement intégrable F transverse
a L, c’est-a-dire tel que, pour tout x € L, T, L et F, soient deux sous-espaces lagrangiens
supplémentaires de (TmM , Q(:I;)) On peut alors choisir le difftomorphisme 1) de telle sorte
qu’il applique chaque feuille du feuilletage de V défini par F dans une fibre de T™* L.

Le résultat qui suit, di a V. Guillemin et S. Sternberg, peut étre obtenu tres simplement
comme un corollaire du théoreme précédent. Le lecteur en trouvera une autre démonstration
dans le livre de Guillemin et Sternberg, “Geometric asymptotics”, Mathematics Surveys
number 14, American Mathematical Society, Providence, 1977.

2.8. Corollaire (V. Guillemin et S. Sternberg). Soit (M, Q) une variété symplectique,
L une sous-variété lagrangienne et F un sous-fibré lagrangien complétement intégrable
transverse a L. 1l existe, sur un ouvert V de M contenant L, une 1-forme w unique
vérifiant

dw =8, FCkerw, w’L:(J. (%)

La 1-forme w est dite associée a L et F.

Démonstration. Appliquons le théoreme 2.7, et posons w = 1¥*«a. On voit que w vérifie
les propriétés (x). Soit wy une autre 1-forme vérifiant aussi ces propriétés. On a

dw—w)=0, (w—uwy)|, =0.

D’apres le lemme de Poincaré généralisé 1.2, il existe une fonction différentiable f, définie
sur un voisinage de L, nulle sur L, telle que df = w —w;. Mais w — w; est nulle sur F, donc
f est constante sur chaque feuille du feuilletage de son domaine de définition défini par F.
En restreignant éventuellement celui-ci, on peut faire en sorte que chacune de ces feuilles
rencontre L. Par suite, f est identiquement nulle, donc wy =w. [

B. Kostant, V. Guillemin et S. Sternberg ont établi une réciproque du résultat précédent,
que nous indiquons ci-dessous. Le lecteur en trouvera la démonstration dans le livre
“GGeometric asymptotics” déja cité.
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2.9. Théoréme (B. Kostant, V. Guillemin et S. Sternberg). Soit (M, ) une variété
symplectique de dimension 2n, et w une l-forme telle que dw = (). On suppose que
L = w™1(0) est une sous-variété de M de dimension n. Alors L est une sous-variété
lagrangienne de (M,()), et il existe, sur un ouvert de M contenant L, un sous-fibré
lagrangien complétement intégrable F du fibré tangent, transverse a L, tel que w soit
la 1-forme associée a L et a F au sens du corollaire précédent.
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Chapitre V

Action d’un groupe de Lie sur une variété symplectique

1. Rappels sur les groupes de Lie

1.1. Définition. Un groupe de Lie est une variété différentiable G, de classe C°°, munie
d’une structure de groupe, telle que les opérations du groupe

— multiplication (g1, g2) — 192,

— inversion g — ¢!,

soient différentiables de classe C°°.

1.2. Conséquences et commentaires.

1. Un célebre théoreme de Gleason montre que tout groupe de Lie possede en fait une
structure de variété analytique, telle que les opérations du groupe soient des applications
analytiques.

2. Soit G un groupe de Lie. Pour tout élément g de G fixé, les applications de G dans
lui-méme

Ly:hw— gh, Ry :hw— hg,

sont des difféomorphismes, appelés respectivement translations a gauche et a droite par g.
On remarquera que pour tous g et h € G, L, et Rj, commutent.

3. Un champ de vecteurs X sur le groupe de Lie G est dit invariant a gauche si, pour
tout g € G, (Ly)+X = X. Un champ invariant a gauche est déterminé par sa valeur a
I’élément neutre e car, d’apres la définition,

X(g)=TL, (X(e)) .
L’ensemble des champs de vecteurs invariants a gauche sur GG est un espace vectoriel,
isomorphe a l'espace T.G tangent a G en e, donc de méme dimension que G. De plus, le

crochet de deux champs de vecteurs invariants a gauche est invariant a gauche. L’ensemble
des champs de vecteurs invariants a gauche est donc une algebre de Lie.

1.3. Définition. On appelle algebre de Lie d’un groupe de Lie G ’algebre de Lie G des
champs de vecteurs invariants a gauche sur G.

Géométrie symplectique Cours de C.-M. Marle
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1.4. Remarques.

1. L’ensemble Gr des champs de vecteurs invariants a droite sur le groupe de Lie G
est aussi une algebre de Lie. Soit j : G — G l'inversion, j(g) = ¢g~'. L’application qui,
a tout champ de vecteurs invariant a gauche X, associe son image directe 7, X par j, est
un isomorphisme d’algebres de Lie, de G sur Gg. On aurait donc pu tout aussi bien définir
I’algebre de Lie du groupe GG comme étant ’algebre de Lie des champs de vecteurs invariants
a droite. C’est d’ailleurs ce que font certains auteurs. On remarquera que les champs de
vecteurs X et j, X prennent, en I’élément neutre e, des valeurs opposées. Lorsqu’on identifie
lespace T.G tangent & G en e avec I'algebre de Lie du groupe (en associant & un champ de
vecteurs sa valeur en e), on est conduit, selon la convention qui est faite pour définir 1’algebre
de Lie du groupe G (c’est-a-dire selon que 1’on choisit les champs invariants & gauche ou
invariants a droite), & munir 7.G de 'une ou 'autre de deux structures d’algebres de Lie,
opposées I'une de 'autre, mais isomorphes par la symétrie par rapport a ’origine X — —X.

2. On définit de méme les espaces des formes différentielles invariantes a gauche (ou a
droite) sur le groupe de Lie G. Une forme différentielle invariante a gauche (ou a droite)
est déterminée par sa valeur en 1’élément neutre e. L’espace G* des 1-formes invariantes a
gauche sur G s’identifie au dual de ’algebre de Lie G.

1.5. Proposition. Soit G un groupe de Lie. Tout champ de vecteurs invariant a
gauche X € G sur G est complet. Son flot réduit ®x vérifie, pour tous g € G, t € R,

Soit A € R, et ®,x le flot réduit de AX. On a

(I)Ax(t, 6) = @X(At,e).

1.6. Définition. Soit G un groupe de Lie, G son algebre de Lie. On appelle application
exponentielle ’application de G dans G,

X —exp(X)=ox(l,e).

1.7. Quelques propriétés.

1. L’application linéaire tangente a l’application exponentielle a l'origine de G est
I'identité (si I'on identifie G & son espace tangent a l'origine et aussi & l'espace tangent
a G en e). Par suite, d’apres le théoréme d’inversion locale, la restriction de 'application
exponentielle & un voisinage convenable de I'origine est un difféomorphisme de ce voisinage
sur un voisinage de 1’élément neutre e du groupe G.

2. Le flot réduit ®x du champ de vecteurs invariant a gauche X € G est

Px(t,9) = gexp(tX).
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Soit d’autre part Xg le champ de vecteurs invariant a droite qui prend en e la méme
valeur que X. Son flot réduit ¥y, a pour expression

Uxn(t,g) =exp(tX)g.

On voit en particulier que les courbes intégrales de X et de Xy qui passent par 1’élément
neutre e pour t = 0 sont confondues.

1.8. Définition. Soit G un groupe de Lie, G son algebre de Lie. On appelle
représentation adjointe de G I'application qui associe, a chaque élément g € GG, la transfor-
mation linéaire de G:

X—Ad; X =(R;-1).X.

g

1.9. Quelques propriétés.

1. D’apres la définition de I'image directe d’'un champ de vecteurs, on a pour tous g et
heG, X €@,
Ady X (h) = TR, (X(Ryh)) = TR,-1 (X (hg)) .

2. Pour mettre en évidence les relations qui lient représentation adjointe et automor-
phismes intérieurs, considérons, pour g € GG fixé, 'automorphisme du groupe G

h— ag(h)=Lyo Ry~1h = ghg™".
Pour tout élément X de G, on a
Adg X = (ag)« X,
(image directe de X par ay). En effet
()X = (Lg)s ((Rg-1):X) = (Rg-1)+ ((Lg)X) = (Rg-1): X,
parce que Ly et Rg-1 commutent et que X est invariant a gauche.

3. La représentation adjointe est une représentation linéaire de G dans G, c’est-a-dire
un homomorphisme de G dans le groupe linéaire GL(G).

4. On a, pour tous g € G, X € G, t € R,
exp(tAd, X) = gexp(tX)g™',

d’ou, en dérivant par rapport a t,

d _
Ady X = 7 (gexp(tX)g 1)‘15:0'

1.10. Définition. Soit G un groupe de Lie, G son algebre de Lie, G* le dual de
G. On appelle représentation coadjointe de G la représentation linéaire de G dans G*
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contragrédiente de la représentation adjointe, c’est-a-dire ’application qui associe, a tout
élément g € G, la transformation linéaire Ad; de G* définie par

(AdZ€, X) = (€, Ad,, X).

1.11. Différentielle d’une représentation. Soient G et H deux groupes de Lie, G
et H leurs algebres de Lie. A tout homomorphisme de groupes de Lie ® : G — H on
peut, de maniere naturelle, associer un homomorphisme d’algebres de Lie ¢ : G — H. Cet
homomorphisme associe, a chaque élément X de G, le champ de vecteurs invariant a gauche
¢(X) sur H qui prend, en I’élément neutre e, la valeur T.® (X (e)). On a utilisé la méme
notation e pour désigner les éléments neutres de G et de H. On vérifie que les champs de
vecteurs X sur G et ¢(X) sur H sont compatibles par ®, c’est-a-dire que, pour tout g € G,

(X)(®(g)) = T,®(X(g)) -

Par suite, ¢ est un homomorphisme d’algebres de Lie, c’est-a-dire vérifie, pour tous X et
Y eg,

o([X,Y]) = [e(X),0(Y)].

On dit que ¢ est la différentielle de I'homomorphisme de groupes .

Ainsi par exemple, soit g € G fixé, et considérons I'automorphisme de G: h — a4(h) =
ghg™!. On vérifiera que sa différentielle est Ad,.

Dans le cas ot H = GL(V) est le groupe linéaire d’un espace vectoriel V' (de dimension
finie), on dit que ® est une représentation linéaire de G dans V. Sa différentielle ¢ est alors
une représentation linéaire de I'algebre de Lie G dans l'algebre de Lie de GL(V), c’est-a-
dire un homomorphisme de ’algebre de Lie G dans ’algebre de Lie des endomorphismes
linéaires de V', avec pour crochet le commutateur.

En appliquant cette notion a la représentation adjointe, on est conduit a la définition
suivante.

1.12. Définition. Soit G un groupe de Lie, G son algebre de Lie. On appelle
représentation adjointe de I'algebre de Lie G, et on note X — adx, X € G, la différentielle
de la représentation adjointe de G.

1.13. Proposition. Dans les hypotheéses de la définition précédente, on a, pour tous
XetY €eqg,
ady Y = [X,Y].

1.14. Remarques.

1. La proposition précédente montre qu’on peut définir la représentation adjointe d’une
algebre de Lie G sans avoir a utiliser le groupe de Lie correspondant GG. L’identité de Jacobi

[X.Y],Z] + [[Y,Z2],X] + [[2,X],Y] =0
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exprime que ad est une représentation d’algebres de Lie, puisqu’elle peut s’écrire

ad[ny] = adx Oady — ady Oadx .

2. Ona,pourtous X et Y € G, t € R,

d

@ (Adexp(GX) Y) |9:t = Adexp(tX) ([Xa Y]) >

donc en particulier, pour ¢t = 0,

d
= (Adexpox) Y) |y = adx Y = [X,Y].

1.15. Définition. On appelle représentation coadjointe de 1’algebre de Lie G la
représentation contragrédiente de la représentation adjointe, c’est-a-dire ’application qui
associe, a tout élément X € G, 'endomorphisme ad’ du dual G* de G défini par la formule
(dans laquelle X et Y sont éléments de G et £ élément de G*):

(adx £, Y) = (¢, —adx V) = (¢, [V, X]).

2. Action d’un groupe de Lie sur une variété

2.1. Définition. Une action a gauche d’un groupe de Lie G sur une variété différentiable
M est une application différentiable ® : G x M — M vérifiant, pour tous ¢g; et go € G,
r e M,

@(gl,i)(gg,:c)) =®(g192,2), P(e,x)=1.

Une action a droite de G sur M est une application différentiable ¥ : M x G — M vérifiant,
pour tous g1 et go € G, x € M,

\I/(\Il(:v,gl),gg) =V(x,9192), Y(zr,e)==x.

2.2. Commentaires.

1. Soit ® une action a gauche de G sur M. Pour tout g € G, on note ®, I’application de
M dans M: z — ®4(z) = ®(g,x). On voit que ®, est un difféomorphisme de M, d’'inverse
® -, et que, pour tous g; et g2 € G,

(I)gl © q)g2 = (I)gng .

Par suite, g — ®, est un homomorphisme du groupe G dans le groupe des difféomorphismes
de M.
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De méme, soit ¥ une action a droite de G sur M. Pour tout g € G, on note V¥,
I'application de M dans M: z — V¥, (z) = ¥(z,g). On voit que ¥, est un difféomorphisme
de M, d’'inverse W -1, et que, pour tous g; et g2 € G,

\1’91 © \1192 = \119291 .

Par suite, g — ¥, est un anti-homomorphisme du groupe G dans le groupe des difféomor-
phismes de M. Afin de toujours raisonner sur des actions a gauche et des homomorphismes
de groupes, plutot que sur des anti-homomorphismes, on peut associer a l'action a droite
1 Papplication ® : G x M — M définie par

D(g,x) = W(z,97").

On vérifie que ® est une action a gauche de G sur M.

Dans la suite, on conviendra d’appeler action d’un groupe sur une variété, une action a
gauche.

2. Soit p une représentation linéaire d’'un groupe de Lie G’ dans un espace vectoriel (de
dimension finie) V/, c¢’est-a-dire un homomorphisme g — p, de G dans le groupe linéaire
GL(V). On peut lui associer, de maniére naturelle, une action de G sur V', également notée
p, en posant

p(g,v) =p,(v), g€G, veEV.

En particulier, lorsque p est la représentation adjointe (resp., coadjointe), on parlera de
laction adjointe de G sur son algebre de Lie G (resp., de l'action coadjointe de G sur G*).

2.3. Définition. Soit ® : G x M — M une action d’un groupe de Lie G sur une variété
différentiable M. On appelle champ fondamental associé a un élément X de 'algebre de
Lie G du groupe G le champ de vecteurs X,; sur M défini par

Xy(z) = 4 P (exp(—tX), x)

dt ‘tzO ’

2.4. Quelques propriétés.
1. La courbe intégrale du champ fondamental Xj; qui passe par le point x € M pour

t =0 est
t— (ID(exp(—tX),a:) )

On a en effet, pour set t € R,

@(exp(—(s + t)X),:r;) = (b(exp(—sX), q)(exp(—tX),.r)) )

d’olt en dérivant par rapport a § = s+t puis en faisant § = t, c’est-a-dire s = 0,

0 <I>(eXp(—9X), x) ‘9:15 =Xy (‘I)(eXp(—tX),x)> '
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Par suite, tout champ fondamental sur M est complet.

2. Soit xg un point fixé de M, et x : G — M D'application

x(g9) = ®(g, o)

L’image de cette application est appelée orbite du point zy sous 'action . C’est une sous-
variété immergée (mais pas nécessairement plongée) de M. Pour tout X € G, le champ
fondamental X, est tangent a I'orbite de zy en chacun de ses points. Plus précisément, en
dérivant par rapport a t I'expression

x(exp(—tX)g) = @ (exp(—tX),x(9)),

on obtient

Tx(~TR, (X () = Xa (x(9))

ce qui exprime que les champs de vecteurs — X sur G' (champ invariant & droite qui prend
en e la valeur —X (e)), et X sur M, sont compatibles par x.

3. L’application X — X); qui associe, a chaque élément X de G, le champ de vecteurs
fondamental correspondant Xj;, est un homomorphisme d’algebres de Lie. En d’autres
termes, pour tout couple (X,Y’) d’éléments de G, on a

[(Xnr, Y] =[X, Y]

Si l'on a mis, dans la définition du champ fondamental, exp(—tX) plutdt que exp(tX),
c’est précisément pour avoir un homomorphisme d’algebres de Lie (avec exp(¢.X), on aurait
obtenu un anti-homomorphisme d’algebres de Lie).

4. Soit g € G, X € G. Considérons I'image directe (®,).(Xr) par le difféomorphisme
®, du champ fondamental X ;. On vérifie aisément que c’est le champ fondamental associé
a I’élément Ad, X de G:

((I)g)*(XM) = (Adg X)M-

5. L’application X +— X, est 'analogue, pour une action d’un groupe de Lie sur une
variété, de la différentielle d’'un homomorphisme de groupes de Lie (paragraphe 1.11).
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3. Actions symplectiques et actions hamiltoniennes

3.1. Définition. Une action & d’'un groupe de Lie G sur une variété symplectique
(M, ) est dit symplectique si pour tout g € G, &, : M — M est un symplectomorphisme.

3.2. Quelques conséquences. Soit ¢ une action symplectique d’un groupe de Lie G
sur une variété symplectique (M, Q).

1. Pour tout X € G, le champ fondamental X, est localement hamiltonien. Réciproque-
ment d’ailleurs, si une action ® d’un groupe de Lie connexe G sur une variété symplectique
(M, Q) est telle que tous les champs fondamentaux sont localement hamiltoniens, cette
action est symplectique. Ces propriétés résultent de la proposition 5.2 du chapitre II,
et du fait que tout élément d’un groupe de Lie connexe est le produit d’'un nombre fini
d’exponentielles.

2. Soient f et h deux fonctions, définies sur un ouvert de M, invariantes par 1’action
®, c’est-a-dire constantes sur chaque orbite de cette action. Leur crochet de Poisson {f, g}
est aussi invariant par ’action .

3. L’ensemble F des valeurs des champs fondamentaux est un champ de directions
différentiable et completement intégrable sur M. Ses variétés intégrales sont les com-
posantes connexes des orbites de I'action ®. Le champ de directions F est de rang constant
si et seulement si toutes les orbites de 'action ® sont de méme dimension. Lorsque c’est
le cas, l'orthogonal symplectique orth 7 de F est un sous-fibré completement intégrable de
TM. Cela résulte en effet de la propriété précédente et de la proposition 3.8 du chapitre
III. Si de plus ’action ® est simple, c’est-a-dire si I’ensemble P des orbites de cette action
possede une structure de variété telle que la projection canonique w : M — P soit une
submersion, il existe sur P une structure de Poisson unique telle que 7 soit une application
de Poisson (voir encore la proposition 3.8 du chapitre III).

4. La forme induite par 2 sur chaque orbite de 'action ® est de rang constant.

3.3. Définition. Une action ® d’un groupe de Lie G sur une variété symplectique
(M, Q) est dite hamiltonienne si elle est symplectique et si, pour tout X € G, le champ
fondamental correspondant Xj; est globalement hamiltonien.

3.4. Proposition. Soit ® une action hamiltonienne du groupe de Lie G sur la variété
symplectique (M, ).

1. II existe une application linéaire X — Jx de l’algébre de Lie G de G dans I’espace
C>°(M,R) des fonctions différentiables sur M, telle que pour tout X € G, Jx soit un
hamiltonien pour le champ fondamental X ;. Une telle application est appelée hamiltonien
généralisé de ’action .

2. Au hamiltonien généralisé X — Jx, on peut associer une application différentiable
J : M — G*, appelée moment de 'action ®, définie par Jx = X o J (en convenant de
considérer X € G comme une forme linéaire sur G*), c’est-a-dire par

Ix(z)=(J(z),X), XeG, weM.
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Démonstration. Pour définir X — Jx, on choisit d’abord un hamiltonien Jx, pour
le champ fondamental (X;)s associé a chaque élément X; d’une base de G. On prolonge
ensuite par linéarité. [

3.5. Exemple. Soit H un hamiltonien sur une variété symplectique (M, ), et ¥ le flot
réduit du champ hamiltonien Xgz. On suppose Xy complet. Le flot ¥ est alors une action
du groupe additif R sur la variété symplectique (M,€2). Afin d’assurer la cohérence avec
les conventions de signe faites lors de la définition des champs fondamentaux, on pose

O(t,z) =¥(—-t,x), teR, zeM.

On voit alors que ® est aussi une action de R sur M, et que le champ fondamental associé
a I’élément 1 de R est Xpz. On remarquera que R coincide avec son algebre de Lie,
et que l'application exponentielle est 'application identique de R. L’action ® est donc
hamiltonienne, et admet H pour hamiltonien généralisé. Si I’on identifie R avec son dual,
le couplage par dualité étant le produit ordinaire, on voit que le moment J de 'action ®
coincide aussi avec H.

3.6. Remarques.

1. Toute action symplectique sur une variété symplectique (M, ) telle que H*(M,R) =
0 est hamiltonienne. En effet, sur une telle variété, tout champ de vecteurs localement
hamiltonien est globalement hamiltonien.

2. Une action symplectique d’'un groupe de Lie G dont ’algebre de Lie est égale a son
idéal dérivé [G, G| (sous-espace engendré par les éléments de la forme [X,Y], X et Y € G),
est automatiquement hamiltonienne. Cela résulte en effet de la proposition 5.6 du chapitre

I1.

3. Le hamiltonien généralisé d’une action hamiltonienne ® n’est pas unique: on peut
lui ajouter une application linéaire quelconque de G dans I’espace des fonctions localement
constantes sur M (c’est-a-dire constantes sur chaque composante connexe de M). De méme,
le moment correspondant J : M — G* n’est pas unique, on peut lui ajouter une application
localement constante quelconque de M dans G*.

4. Soit X — Jx un hamiltonien généralisé pour une action hamiltonienne ® de G sur
(M, Q). Soient X et Y deux éléments de G. D’apres la définition, les champs fondamentaux
correspondants X, et Yy, admettent pour hamiltoniens les fonctions Jx et Jy. D’apres
la propriété 2.4.3, [ X, Yas] est le champ fondamental associé a I’élément [X,Y] de G. 11
admet donc pour hamiltonien Jixyj. Mais d’apres la propriété 6.2.5 du chapitre II, ce
champ admet également pour hamiltonien le crochet de Poisson {Jx, Jy }. La différence

O(X,Y) =Jixy) — {Jx,Jv} (%)
est donc une fonction localement constante sur M. Pour simplifier, supposons M con-

nexe. L’expression (x) est alors constante sur M. Mais elle dépend évidemment, de
maniere bilinéaire, du couple (X,Y). L’expression (x) définit donc une forme bilinéaire
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antisymétrique © sur G. On remarque que le hamiltonien généralisé X — Jx est un homo-
morphisme d’algebres de Lie si et seulement si © est identiquement nulle. On est conduit
a la définition suivante.

3.7. Définition. Une action ® d’un groupe de Lie G sur une variété symplectique (M, 2)
est dite fortement hamiltonienne si elle est hamiltonienne et si elle admet un hamiltonien
généralisé X — Jx qui est un homomorphisme d’algebres de Lie, c¢’est-a-dire qui vérifie,
pour tout couple (X,Y) d’éléments de G,

Jixy1 =1Ix,Jv}.

Lorsque c’est le cas, ce hamiltonien généralisé, et le moment J correspondant, sont dits
forts.

3.8. Remarques.

1. Ainsi qu’on le verra plus loin, la forme bilinéaire antisymétrique © associée, comme
indiqué en 3.6.4, a un moment J d’une action hamiltonienne ® de G sur une variété
symplectique connexe (M, Q) vérifie, pour tous X, Y et Z € G,

O([X,Y],2)+O([Y, 2], X) +O6([Z,X],Y) = 0.

On dit que c’est un cocycle symplectique de I’algebre de Lie G.

2. Soit J' = J + pu, avec u € G* constante, un autre moment de l'action ®. Le cocycle
symplectique O’ qui lui est associé est

O'(X,Y)=0(X,Y) + <u, (X, Y]> )
La différence ® — O est la forme bilinéaire sur G, souvent notée dpu,
(X, Y) = (1, [X,Y]).

On l'appelle cobord de I’algebre de Lie G associé a I’élément u de G*.

L’action ® est fortement hamiltonienne si et seulement s’il existe un élément u de G* tel
que ©' = O+ 9Jdu = 0, c’est-a-dire si et seulement si le cocycle symplectique 6 est un cobord
(associé a ’élément —u de G*).

Si action @ est fortement hamiltonienne et si le moment J est fort, J' = J + p est aussi

un moment fort si et seulement si p € G* appartient a Pannulateur de 1'idéal dérivé [G, G]
(défini en 3.6 ci-dessus).

3. Si lalgebre de Lie G est semi-simple, on montre (lemme de Whitehead) que tout
cocycle symplectique de G est un cobord. Toute action hamiltonienne ® est alors fortement
hamiltonienne. De plus, on montre aussi que dans ce cas G est égale a son idéal dérivé .
Par suite, le moment fort de ® est unique, car I'annulateur de I’idéal dérivé de G est réduit

A {0}
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3.9. Proposition. Soit (M, ) une variété symplectique exacte, c’est-a-dire telle qu’il
existe une 1-forme (3 sur M vérifiant Q) = d3. Soit ® une action d’un groupe de Lie G sur
M conservant 3, c’est-a-dire vérifiant, pour tout g € G,

o=

Alors I'action ® est fortement hamiltonienne et admet pour moment fort 'application J,
définie par
(J(z),X) = (B(z), Xm(z)), zeM, Xeg.

Démonstration. Puisque 'action ® conserve (8 on a, pour tout X € G,
L(Xwm)B=1(Xn)dB + di(Xn)B=0,

ce qui prouve que i(Xps)3 est un hamiltonien pour X, donc que J, défini par la formule
indiquée dans I’énoncé , est un moment. D’autre part on a, pour tous X et Y € G,

{Ix,Jy} = L(Xn)Jy = L(Xn)i(Yar)f
=i([Xn, Yu])B = Jixv)

car L(Xp)B=0. O

3.10. Exemple: relevement au fibré cotangent. Soit ® : G x N — N une action
d’un groupe de Lie G sur une variété différentiable N. Pour tout g € G on désigne par @,
I’isomorphisme du fibré cotangent T* N sur lui-méme

O, =HTd, 1).

D’apres la proposition 4.3 du chapitre II, pour tout g € G, EI;g, ainsi défini, est un
symplectomorphisme de (7T*N,da), qui conserve la forme de Liouville a de T*N. On
vérifie d’autre part que, pour tous g; et go € G,

(I)gl
Donc @ : G x T*N — T*N est une action hamiltonienne de G sur (T*N,da), appelée

relevement canonique au fibré cotangent de 'action ®. D’apres la proposition précédente,
cette action est fortement hamiltonienne et admet pour moment fort

<J(£)7X> = <O‘(€)7XT*N(£)>
= <§7XN(Q(5))>~

On a noté q : T*N — N la projection canonique. La seconde expression ci-dessus de
J résulte en effet de la définition de la forme de Liouville o, et du fait que le champ
fondamental X« sur T* N, pour 'action ®, est projetable par ¢ sur N et a pour projection
le champ fondamental X (pour l'action ¢ de G sur N).



§ 4. Propriétés élémentaires du moment 73

4. Propriétés élémentaires du moment

4.1. Proposition.  Soit ® une action hamiltonienne d’un groupe de Lie G sur une variété
symplectique (M, 2), admettant un moment J. Pour tout point x € M, la transposée de
lapplication linéaire T,,J : T, M — G* est 'application de G dans T M: X — —i(Xn)Q2(x).

Démonstration. D’apres la définition du moment, pour tout X € G, le champ fonda-
mental X,; a pour hamiltonien X o J. On a donc

i(Xp)Q=—d(X oJ),
donc, pour tout z € M et tout v e T, M,
(((Xa)Qz),v) = (T, J(v), X)),

ce qui exprime la propriété indiquée. [

4.2. Conséquences.

1. Pour tout x € M, I'image de T,.J est I'annulateur gg de I’algebre d’isotropie G, du
point x, qui par définition est

G.={X€G|Xu(x)=0}.

L’image de T, J est en effet 'annulateur du noyau de ’application transposée.

De méme, le noyau de T,.J est 'orthogonal symplectique orth (Tm ((I>(G , ac))) de I'espace

tangent en x a l'orbite ®(G, x) passant par ce point. C’est en effet 'annulateur de 'image
de l'application transposée.

2. Pour tout point x € M, le rang de 'application linéaire T,.J est égal a la dimension
de l'orbite ®(G, z). Ce rang est en effet

dim M — dim(ker T;,.J) = dim (orth(ker T}, J)) = dim(Tx (®(G, x))) .

En particulier, J est une submersion au point z si et seulement si 'orbite ®(G, z) est de
méme dimension que G, c’est-a-dire si et seulement si le groupe d’isotropie de x:

G, ={geCG|®gx)=x}

est de dimension nulle, c’est-a-dire discret.

De méme, T,J est nulle si et seulement si I’action @, restreinte a la composante neutre
de G (composante connexe contenant I’élément neutre), laisse le point x fixe.

3. Si toutes les orbites de ® sont de méme dimension, le rang de 7T'J est constant sur
M. Les sous-fibrés vectoriels F, tangent aux orbites de 'action ® (engendré par les valeurs
des champs de vecteurs fondamentaux) et ker(7'.J), sont orthogonaux symplectiques I'un de
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I’autre, et tous deux completement intégrables. On a dans ce cas un exemple de la situation
étudiée au paragraphe 3.8 du chapitre III.

4.3. Théoreme de Noether. Soit ® une action hamiltonienne d’un groupe de Lie
G sur une variété symplectique (M,€)) admettant un moment J. Soit H une fonction
différentiable sur M, invariante par 'action ®, c’est-a-dire vérifiant, pour tous g € G,
x e M,

H(®(g,z)) = H(z).

Alors le moment J est constant sur chaque courbe intégrale du champ de vecteurs hamil-
tonien Xpg.

Démonstration. Soit X € G, et t — x(t) une courbe intégrale de Xp. On a

d
= (@®),X) = (T (Xa (2()). X)
== Z(XH)dJX (x(t))
= —Q(Xn, Xg) (2(1))
= —i(Xar)dH (x(t))
pu— 0 5
car H est invariante par ’action ®. [
4.4. GGénéralisation du théoreme de Noether. Soient ®, et P, deux actions hamil-

toniennes de deux groupes de Lie connexes GG1 et G5 sur une méme variété symplectique
(M, ), admettant des moments Jy : M — G et Jo : M — G3. Le moment J; est constant
sur chaque orbite de I'action ®5 si et seulement si le moment Jo est constant sur chaque
orbite de I'action ®1. Lorsque c’est le cas, les actions ®, et ®5 commutent, c’est-a-dire
vérifient, pour tous x € M, g1 € G1, g2 € Go,

®1 (g1, P2(g2, 7)) = P2(g2, P1(g1, 7)) -

Démonstration. Soient X; € G1 et X5 € Go. On montre comme ci-dessus que
(X1 m)d(Xo0J2) = QUX v, Xom) ={X10J1, X0 o} = —i(Xop)d(Xy 0 7).

On voit donc que X; o J; est constant sur chaque courbe intégrale de X5 s si et seule-
ment si Xy o Jo est constant sur chaque courbe intégrale de X; ;. Lorsque c’est le cas,
[ X1 m, X2 ar] =0, donc les flots de ces deux champs de vecteurs commutent. Lorsque c’est
le cas pour tous X7 € G1, Xo € Go, les actions &1 et &5 commutent. [

4.5. Remarques.

1. Le lecteur pourra prouver, a titre d’exercice, que si G5 est connexe (G ne I'étant pas
nécessairement) et si Jo est constant sur chaque orbite de I'action @1, alors J; est constant
sur chaque orbite de I'action P, et les deux actions ¢, et &5 commutent.
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2. Placons-nous dans les hypotheses de 4.4, le moment de chaque action étant constant
sur chaque orbite de 'autre action. Si I'une des deux actions, par exemple ®1, est simple,
c’est-a~dire si ’ensemble P; de ses orbites possede une structure de variété telle que la
projection m; : M — Py soit une submersion, I'action ® passe au quotient en une action
®, de G5 sur P;. De plus, il existe une application J5 : P» — G5 unique telle que

J2:j20771.

On sait que P; possede une structure de Poisson unique telle que 71 soit une application de
Poisson. On vérifie alors que I'action @5 est hamiltonienne pour cette structure de Poisson
et admet pour moment Jo. (On n’a pas énoncé formellement la définition d’une action
hamiltonienne d’un groupe de Lie sur une variété de Poisson, ni celle du moment d’une
telle action, mais ces définitions sont pratiquement les mémes que dans le cas d’une variété
symplectique).

5. Equivariance du moment

5.1. Lemme. Soit A une représentation linéaire d’un groupe de Lie G dans un espace
vectoriel de dimension finie V', et 8 : G — V une application différentiable. On pose, pour
tousge GetveV,

a(g,v) = Ag(v) +6(g) -

L’application a : G x V. — V ainsi définie est une action de G sur V si et seulement si
Papplication 6 vérifie, pour tous g et g € G,

0(9192) = Ag, (0(g2)) +6(g1) - (%)

Lorsque cette condition est satisfaite, on dit que 6 est un 1-cocycle de G a valeurs dans V,
associé a la représentation A, et que a est une action affine de G sur V ayant pour partie
linéaire la représentation A.

Démonstration. Exprimons que a est une action, en écrivant que pour tous g; et g2 € G,
et tout v eV,

a(g192,v) = a(g1,a(gz,v)) -

En tenant compte de 'expression de a, on vérifie que cette condition est satisfaite si et
seulement si 0 vérifie (x), pour tous g1 et go € G. [0

5.2. Théoreme. Soit ® une action hamiltonienne d’un groupe de Lie G sur une variété
symplectique connexe (M, 2), admettant un moment J. Il existe une action affine unique
a: G x G* — G*, ayant pour partie linéaire I’action coadjointe, c¢’est-a-dire de la forme

a(g,§) = Ad, €+ 0(g) ()

qui rend le moment J équivariant, c’est-a-dire qui vérifie, pour tous g € G, x € M,

J(®(g,2)) = a(g,J(x)) = Ad; (J(x)) +0(g) -
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Le cocycle 0 : G — G* est dit associé au moment J.

Démonstration. Soit X € G. Le champ fondamental associé Xj; est hamiltonien,
et admet pour hamiltonien Jx = (J,X). Soit ¢ € G. L’image directe (®,-1).Xps
de Xjs par le symplectomorphisme ®,-1 est un champ hamiltonien, qui admet pour
hamiltonien Jx o (®,-1)"! = (J o @4, X). Mais d’apres la propriété 2.4.4, (®,-1). X est
le champ fondamental associé a I’élément Ad,—1 X de G*. Il admet donc pour hamiltonien
(J;Adg-1 X) = (AdjoJ, X). La différence de ces deux hamiltoniens est une fonction
localement constante (donc constante, puisqu’on a supposé M connexe) sur la variété M.
Ceci étant vrai pour tout X € G, on voit que

6(g) = J o @, — Ad’ o]

est constante sur M (mais dépend évidemment de I’élément g de G considéré). L’application
0 : G — G* ainsi définie est évidemment différentiable.

Soient g; et go deux éléments de G. On a
0(g192) = J(®(g192,2)) — Ad} . J(x)
J<<I> g1, ®(go, 7 )) — A, 0 AdZ, J(x)

0gn) + Ady, (J(@(g2,2)) — Ady, J())
0(g1) + Adg, 0(g2) -

L’application 6 est donc un 1-cocycle de G a valeurs dans G*, pour la représentation
coadjointe. D’apres le lemme 5.1, I'application a : G x G* — G* définie par I'expression
(#x) est une action affine de G sur G*, qui par construction rend J équivariant. [

5.3. Proposition. La différentielle a I’élément neutre T.0 du 1-cocycle 6 associé au
moment J vérifie, pour tous X et Y € G,

<T69(X),Y> =0(X)Y) =Jxy) —{Jx, Iy},

ol © est le cocycle de I'algébre de Lie G défini en 3.6.4.

Démonstration. Pour tout couple (X,Y) d’éléments de G, et tout = € M, on a

{Jx, Iy Hx) = QU Xn, Yar) (2)
= i(Xar)d((J,Y)) ()

= % <J(q)exp(—tX) (x))’Y>‘t=0
c(iit <Ad*xp( ix) J () + 9(exp(_tX))’Y> t=0
= (J(x), [X,Y]) = (TLO(X),Y),

d’ou le résultat indiqué. 0O
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5.4. Quelques propriétés des cocycles 0 et O.

1. On a vu (paragraphe 3.8.2) que si 'on remplace le moment J par J' = J + pu, avec
i € G* constante, le cocycle © de G est remplacé par ©’, défini par

O'(X,Y)=0(X,Y)+ {u[X,Y]).
On voit de méme que le cocycle 6 de G est remplacé par ', défini par
0'(9) = 0(9) + 1 — Adgp.
L’application g +— pu — Ad; i est appelée un cobord du groupe G a valeurs dans G*.
2. Dans l'identité, vérifiée par 0,

0(g192) = Ady, 0(g2) +0(g1) ,

faisons g1 = g2 = e. On obtient 6(e) = 26(e), donc
O(e) =0.
Faisons maintenant g; = ¢~ !, go = ¢g. On obtient

0(g7") = — Ad;-. 0(g) -
En calculant 6(g1g297 '), on obtient

0(g19297 ) = —Ad’ 1 60(g1) + Ady, 0(g2) +0(g1) -

91929,

Soient Y et Z deux éléments de G. Faisons dans 'expression ci-dessus go = exp(tY),
et couplons avec Z. Puis dérivons par rapport a t, et faisons ¢ = 0. Compte tenu de
grexp(tY) gyt = exp(t Ad,, Y), on obtient
d
(6(Ady, V), Z) = —{0(q1), E(Adgl exp(—t7)gr ! Z)|,_,) +(0r), Ad Z)
= <9(g1), [Ad, Y, Z]> + <@(Y), Adg;l Z> .

Soit maintenant X un troisieme élément de G. Faisons dans ’expression ci-dessus g; =
exp(sX), dérivons par rapport a s et faisons s = 0. On obtient

(O([X,Y]), Z) = (6(X),[Y, Z]) + (0(e), [[X, Y], Z]) + (O(Y), - [X, Z]),
ou, compte tenu de 6(e) = 0 et de 'antisymétrie de O,
O([X,Y],Z)+6([Y,Z2],X) +6([Z,X],Y) =0.

Cette formule avait été annoncée paragraphe 3.8.1. On verra plus loin (paragraphes 5.5 a
5.7) qu’elle a une interprétation simple, en termes d’actions affines de I’algebre de Lie G sur
son dual G*.
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3. Le cocycle © de 'algebre de Lie G peut étre interprété de plusieurs manieres:

— Considéré comme une application linéaire de G dans son dual G*, © est un 1-cocycle
de G, a valeurs dans G*, pour la représentation coadjointe (voir la définition de cette notion
paragraphe 5.6). En raison de son antisymétrie

(O(X),Y) +(B(Y), X) =0,
on dit que c’est un 1-cocycle symplectique.

— Considéré comme une forme bilinéaire antisymétrique sur G, © est un 2-cocycle de G
a valeurs réelles, pour la représentation triviale. Pour la définition de cette notion (qui ne
sera pas utilisée dans ce cours), voir tout ouvrage traitant de la cohomologie des groupes et
des algebres de Lie, par exemple P. J. Hilton et U. Stammbach, “A course in homological
algebra”, Springer Verlag, New York, 1970.

— Enfin © peut étre considéré comme une 2-forme différentielle invariante a gauche sur
le groupe de Lie GG. On va voir que cette forme est fermée. D’apres une formule bien
connue exprimant la différentielle extérieure d’une forme, on a pour tout triplet (X,Y, 7)
de champs de vecteurs sur G,

dO(X,Y,Z) = X.0(Y,Z) +Y.0(Z,X) + ZO(X,Y)
~-0(1X,Y),2) - 0(lv, 2], X) — 0([Z,X],Y)..

Mais on peut supposer les champs X, Y et Z invariants a gauche. Dans ce cas, les trois
premiers termes sont nuls car O(Y, Z), ©(Z, X) et O(X,Y) sont des constantes. La somme
des trois derniers termes est nulle d’apres l'identité démontrée en 5.4.2. Pour tout point
g € G et tout triplet de vecteurs (u,v,w) tangents & G en ce point, on peut trouver
trois champs de vecteurs invariants a gauche X, Y, Z prenant en g les valeurs u, v, w,
respectivement. On voit donc que dO(g) = 0. Mais g € G étant quelconque, on a bien
prouvé que dO® = (0. De ce point de vue, © est un 2-cocycle pour la cohomologie de
De Rham sur G (cohomologie définie au moyen des formes différentielles). Comme de
plus © est invariante a gauche, c’est en fait un 2-cocycle de la cohomologie de De Rham
invariante a gauche sur G.

4. L’application linéaire T},6 tangente a ¢ en un point quelconque g de G peut s’exprimer
au moyen de © = T.60. Soit X € G, et g € G. Dans 'identité

0(g9192) = Ady, 0(g2) +0(g1),
faisons g1 = g, g2 = exp(tX), puis dérivons par rapport a ¢, et faisons t = 0. On obtient
Te0(TLyX) = Ad;(@(X)) ,

d’ou 'on déduit
T,0 = Ad; 0@ oTLy-1.

5. Le moment J est équivariant pour 'action coadjointe de G sur G* si et seulement si
le cocycle 0 est identiquement nul. Lorsque c’est le cas, © est nul aussi (puisque © = T.0)
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donc, d’apres 3.6.4, 'action ® est fortement hamiltonienne, et le moment J est fort. De
méme, en remplagant le moment J par J' = J 4+ pu, ou 1 € G* est une constante, on obtient
un moment J’ équivariant pour l'action coadjointe si et seulement si 6 est un cobord de
G (voir 5.4.1). Lorsque c’est le cas, © est un cobord de G, et I'action ® est fortement
hamiltonienne.

Réciproquement, supposons I'action ® fortement hamiltonienne et le moment J fort (on
sait que c’est le cas si et seulement si © est nul). L’expression de 7,60 obtenue en 5.4.4
montre alors que T,6 est nul pour tout point g € G. Par suite, 6 est constant sur chaque
composante connexe de G. Si de plus G est connexe, 6 est identiquement nul (puisque
6(e) = 0), et le moment J est équivariant pour l'action coadjointe.

5.5 Actions affines d’une algebre de Lie.  Afin d’établir 'analogue infinitésimal du
lemme 5.1, on va introduire quelques notions relatives aux représentations linéaires et aux
actions affines d’algebres de Lie. Une représentation linéaire d’une algebre de Lie G (de
dimension finie) dans un espace vectoriel V' (de dimension finie) est un homomorphisme H
de G dans 'algebre de Lie L(V, V') des endomorphismes linéaires de V', la loi de composition
étant le commutateur

i, fol=fiofa—fao fi, fiet foe L(V,V).
On a donc, pour tous X et Y € G,
H((X,Y]) = [H(X), H(Y)] = H(X) o H(Y) = H(Y) o H(X).

La loi de composition (commutateur) de l’algebre de Lie £(V, V) peut étre interprétée
de maniere géométrique. Toute application différentiable de V' dans V', en particulier toute
application linéaire, peut étre considérée comme un champ de vecteurs sur V. Soient f et fo
deux applications linéaires de V dans V. On vérifie aisément que leur crochet, lorsqu’on les
considére comme des champs de vecteurs sur V', est le champ de vecteurs —(f10 fo— foo f1).
Le commutateur (f1, fo) — f1 0 fo — fo o f1 définit donc sur £(V, V) la structure d’algebre
de Lie opposée de celle définie par le crochet des champs de vecteurs.

Soit A(V, V') lespace vectoriel des applications affines de V' dans V', de la forme
flv)=a(w)+b, veV,

oua € L(V,V),be V. Il existe sur cet espace une structure naturelle d’algebre de Lie, qui
prolonge celle de £(V, V). La loi de composition de cette algebre est la suivante. Si f; et
f2 sont deux éléments de A(V, V'), ayant pour expressions

fiw) =a1(v) +b1, fo(v) =az(v) + b2,
avec aj et ag € L(V, V), by et by € V, on définit [f1, f2] en posant
[f1, f2](v) = (a1 0 a2 —az 0 a1)(v) + a1(b2) — az(b1).

On vérifie aisément que cette loi de composition est opposée de celle donnée par le crochet
des champs de vecteurs, lorsqu’on considere f; et fo comme des champs de vecteurs sur V.
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Une action affine (ou représentation affine) de lalgébre de Lie G sur I'espace vectoriel
V est alors un homomorphisme de G dans 'algebre de Lie A(V, V') des applications affines
de V dans V, la loi de composition de cette algebre étant celle précisée ci-dessus.

Nous pouvons maintenant énoncer 1’équivalent du lemme 5.1 pour les actions affines
d’algebres de Lie.

5.6. Lemme. Soit G une algebre de Lie et V' un espace vectoriel, tous deux de dimension
finie. Une application h : G — A(V, V') est une action affine de G sur V si et seulement si

elle est de la forme
h(X)(v) = H(X)(v) + O(X), (*)

ou H: G — L(V,V) est une représentation linéaire de G dans V, et © : G — V une
application linéaire qui vérifie, pour tous X et Y € G,

O([X,Y]) = H(X)(8(Y)) — H(Y)(8(X)). (%)

Une application linéaire © : G — V qui vérifie cette identité est appelée un 1-cocycle de G
a valeurs dans V', pour la représentation linéaire H .

Démonstration. Toute application linéaire h de G dans A(V, V') est nécessairement de la
forme (%), H étant une application linéaire de G dans L(V, V), et © une application linéaire
de G dans V. L’application linéaire h est une action affine de G sur V si et seulement si,
pour tous X et Y € G, h([X,Y]) est égal & [h(X),h(Y)]. Compte tenu de I'expression du
crochet dans A(V, V), on voit que c’est le cas si et seulement si H et © vérifient, pour tous
XetY eqg,

H([X,Y]) = H(X)o H(Y) - H(Y) o H(X),

ce qui exprime que H est une représentation linéaire, et
O([X,Y]) = H(X)(6(Y)) - H(Y)(6(X)),

ce qui exprime que © est un l-cocycle. [

5.7. Remarques.

1. Le lemme 5.1 nous donne une interprétation simple des cobords. Considérons en
effet deux actions affines a; et as du groupe de Lie G sur ’espace vectoriel V', ayant méme
partie linéaire A. Elles sont donc de la forme

a1(g,v) = Ag(v) +01(9),  a2(g,v) = Ag(v) + b2(g) ,

ou 61 et 0y sont deux cocycles de GG. Ces deux actions sont dites conjuguées par une
translation s’il existe un élément p de V, tel que l'on ait, pour tous g € G, v € V,

ai(g,v+ p) = az(g,v) +pu.

On voit aisément que c’est le cas si et seulement si #; — 05 vérifie, pour tout g € G,

(01 —02)(g) = — Ag(n)
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c’est-a-dire si et seulement si 1 — 65 est un cobord (I’élément 1 auquel est associé ce cobord
donnant la translation de V' qui conjugue a; et as).

En partant du lemme 5.6, on obtient une interprétation tout a fait analogue des 1-
cocycles de I'algebre de Lie G: les actions affines hy et ho de G sur V, associées a une méme
représentation linéaire H, sont dites conjuguées par une translation s’il existe un élément
1 de V tel que, pour tous X € G, v eV,

hi(X)(v) = ha(X) (v +p) -

On vérifie aisément que c’est le cas si et seulement si les cocycles ©; et ©,, associés
respectivement a hq et ho, vérifient, pour tout X € G,

(©1—62)(X) = H(X)(n) -

Cette identité exprime que ©7 — G4 est un cobord de 'algebre de Lie G. On verra ci-dessous
que dans le cas ou V = G* et ou H est la représentation coadjointe, on retrouve l'identité
obtenue au paragraphe 3.8.2.

2. Soit a une action affine (au sens de 5.1) d’un groupe de Lie G sur un espace vectoriel
V', ayant pour partie linéaire une représentation linéaire A de G dans V', de cocycle associé
6. On peut lui associer, de maniere naturelle, une action affine h de 1’algebre de Lie G de
G dans V, en posant, pour tout X € G,

On a noté Xy le champ fondamental associé a X pour 'action affine a. Le champ Xy est
en effet un champ affine sur V; il peut donc étre considéré comme une application affine de
V dans lui-méme. On sait que X — Xy est un homomorphisme d’algebres de Lie lorsque
le crochet sur I’espace des champs de vecteurs sur V' est le crochet usuel des champs de
vecteurs. Mais on a vu en 5.5 que A(V,V) est en fait muni de la structure d’algebre de
Lie opposée, le crochet étant construit au moyen du commutateur. Pour cettte structure
d’algebre de Lie, sur A(V,V), X — h(X) = —Xy est un homomorphisme d’algebres de
Lie.

On vérifie alors que le cocycle © de 'algebre de Lie G correspondant a ’action affine h,
n’est autre que

0 =T,

application linéaire tangente au cocycle 6 en 1’élément neutre. On voit ainsi que la
correspondance f — © mise en évidence dans la proposition 5.3, dans le cas particulier
de l'action affine de G sur G* qui rend le moment J équivariant, est en fait une propriété
générale.

3. Considérons maintenant le cas ou V est le dual G* de l'algebre de Lie G, et ou la
représentation linéaire A est la représentation coadjointe ad™. L’identité (x*) du lemme 5.6,
qui exprime que O est un cocycle, s’écrit maintenant

O([X,Y]) =adx (O(Y)) —ady (O(X)), XetY eg,
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ou encore, si Z est un troisieme élément de G,

Si, de plus, on identifie ’application linéaire © de G dans son dual a une forme bilinéaire
sur G, et si on la suppose antisymétrique, I'identité ci-dessus devient

o([X,Y],2) +0([Y,Z2],X) +0([Z,X],Y) =0.

C’est 'identité obtenue au paragraphe 5.4.2.

6. Action d’un groupe de Lie sur son fibré cotangent

6.1. Trivialisation du fibré cotangent a un groupe de Lie. Soit G un groupe de
Lie, G son algebre de Lie, T*G son fibré cotangent, et ¢ : T*G — G la projection canonique.
On identifie le dual G* de G a la fibre 17 G. Pour tout élément g de G, on note L, et R, les
relevements canoniques a T*G des translations a gauche L, et a droite R, (voir proposition
4.3 du chapitre IT). On définit une application 7 : T*G — G* en posant, pour tout z € T*G,

7T(Z) = Eq(z)fl(z) .

L’application (¢,7) : T*G — G x G* est un isomorphisme de T*G sur le fibré trivial
G x G*, appelé trivialisation de T*G par translation a gauche. On définirait de méme une
trivialisation de T*G par translation a droite.

6.2. Lemme. Soit « la 1-forme de Liouville de T*G, et da sa différentielle extérieure.
Soit z € T*G, x = q(z) € G, £ =m(z) € G*. Soit Z; € T.(T*G), i = 1 ou 2. On pose

Y; = TL:r—l © TQ(ZZ) S ga i = TW(Zl) S g* .
On a alors

(a(z), Zi) = (£,Y5).
do(2) (21, Z2) = (1, Ya) — (2, Y1) — (&, [Y1,Y2]) .

Démonstration. D’apres la définition de la forme de Liouville, on a

(a(z2), Z;) = (z,Tq(Z;))
= <Zq(z)*1 (Z),TLq(z)f1 @) Tq(ZZ)>
=(.Y5).

Pour calculer da(Z1, Zs), on peut supposer que les vecteurs Z7 et Zs sont les valeurs en z de
deux champs de vecteurs, également notés Z; et Z5. On peut supposer ces champs choisis
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de telle maniere que Y; et n;, © = 1 ou 2, soient des éléments constants, respectivement de
G et de G*. On a alors

da(Zl, ZQ) = Zl(a(ZQ)) — ZQ(CY(Zl)) — Oé([Zl, ZQ]) .
Mais a(Z2) = (£,Y3), donc puisque Ys est constant

Z1.(a(Z3)) = (m, Ya) .

De méme,

Zs.(a(Z1)) = (n2, V1) .

Enfin, les champs de vecteurs Z; et Z; sur T*G sont projetables par ¢ sur G, et ont pour
projection les champs de vecteurs invariants a gauche Y7 et Y5. Le crochet [Z1, Zs] est donc
aussi projetable et a pour projection [Y7,Ys] On a donc

(a(2), (21, Z5)(2)) = (&, [Y1,Y2])

La formule indiquée s’en déduit. U

6.3. Structure symplectique sur T*G. Soit § : G — G* un 1-cocycle symplectique du
groupe de Lie G, et © = T,0 le cocycle correspondant de G. Ainsi qu’on I’a vu au paragraphe
5.4.3, on peut considérer © comme une 2-forme différentielle invariante a gauche et fermée
sur G. On munit 7*G de la forme symplectique

Q=da+q"0.

Un exercice de la feuille d’exercices 1 consiste précisément a prouver que cette forme est
partout de rang maximum, donc symplectique.

En faisant 8§ = 0 on pourra obtenir, en particulier, le cas ou T*G est muni de sa forme
symplectique canonique da.

6.4. Deux actions de G sur T*G. On va définir deux actions, notées @, et Pr, de G sur
son fibré cotangent T*G. On montrera qu’elles commutent, qu’elles sont hamiltoniennes et
que les espaces tangents en un méme point aux orbites de ces deux actions sont orthogonaux
symplectiques I'un de 'autre.

Par définition, ’action &, est le relevement canonique a T*G de 'action de G sur lui-
méme par translation & gauche (voir paragraphe 3.10). On a donc, pour tous g € G,
z e T*G, R

®1(9,2) = Ly(2).

La définition de I'action ®r est un peu plus compliquée: c’est une modification, incor-
porant le cocycle 8, du relevement canonique a T*G de l'action de G sur lui-méme par
translation a droite. Elle est donnée par ’expression

(I)R(g, Z) = §9*1 (Z> + Eq(z)g*1 (e(g)) .
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Vérifions que cette formule définit bien une action. Soient g; et go deux éléments de G.

On a
®r(g1, Prg2, 2))
- égfl (ﬁggl (2) + Zq(Z)g;1 (9(92))) + Eq(z)gglgfl (9(91))
= Rig,g2)-1(2) + Lo(z)(g1g2)-1 (Adj, 0(92) +6(g1))
= ‘I)R(91927Z)~

Vérifions que les actions ®;, et Pr commutent:
Pr(g1,Pr(g2,2)) = ﬁgl—l o Egz (z) + 392q(z)gl_1 (6(g1))

= Loa (R () + Ly (009)))
= @1 (g2, Pr(91,2)) -

Les actions ®; et ®r ont pour expression, lorsqu’on trivialise 7*G par translation a
gauche au moyen de (g, 7) (comme indiqué en 6.1):

(¢;m) 0 (Pr)go (¢,m) (2, &) = (9,€),
(¢;m) 0 (Pr)g o (q,m) (&) = (zg~ ', Ad € +6(g)) .

6.5. Proposition. Lorsqu’on munit T*G de la forme symplectique
Q=da+q*0,

les deux actions ®, et ®r définies ci-dessus sont symplectiques.

Démonstration. D’apres 3.10, 'action @, conserve da, car c¢’est le relevement canonique
de 'action de G sur lui-méme par translation a gauche. Elle conserve aussi ¢*©, car © est
invariante a gauche. Elle est donc symplectique.

Le fait que ®y est aussi symplectique est moins évident, et peut étre vérifié par calcul.
Nous en laissons le soin au lecteur. Nous montrerons plus loin que ® est hamiltonienne
(ce qui implique symplectique, du moins si G est connexe). 0

6.6. Théoreme. L’espace T*G étant muni de la forme symplectique
Q=da+q"0,

les actions @, et ®r sont hamiltoniennes, et admettent pour moment, respectivement, Jy,
et Jr, donnés par les expressions

Jo(2) = =Ry(y-1(2) = 0(q(2)) = — Adj,) w(2) — 0(q(2))
Jr(2) = Lysy-1(2) = 7(2).

De plus, les orbites @1, (G, z) et Pr(G, z) d’'un point z € T*G sous chacune de ces actions
sont données par

(G, 2) = J5' (Jr(2), ®r(G,2)=J;"(JL(z)).
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Les espaces tangents en z a ces deux orbites sont orthogonaux symplectiques I'un de I'autre.
Le moment Jy, est constant sur chaque orbite de ’action ®r, et le moment Jg est constant
sur chaque orbite de Py,.

Démonstration. Soit X un élément de G. On note Z, et Zg les champs fondamentaux
sur T*G associés a X, respectivement pour les actions ®; et ®r. Soit z € T*G,
r = q(z) € G, {£ = 7w(z) € G*. D’apres l'expression de &, dans la trivialisation (g, )
donnée en 6.4, on a

Tq(Zr(2)) =
Tr(ZL(2))

d
pr (exp(—tX)z)|,_, = —TRy(X) = =TLy(Ady-1 X);
0.

De méme,

Tq(Zr(2)) = % (z exp(tX))|t:0 =TL,X;

d

Tr(Zn(2)) = 5 (Adbpox) € +0(exp(—tX)) )| = —ady ¢~ O(X).

Soit Z5 un vecteur tangent a T*G au point z. On pose
Tq(Z2) =TLyY>, Tn(Z2)=12.

D’apres 'expression de da dans la trivialisation de T*G par translation a gauche donnée
en 6.2, et compte tenu de ’expression de €2, on a

Q(2)(Z1(2), Z2) = (N2, Ad,—1 X) + (€, [ad,—1 X, Y5]) — O(Ad, -1 X, Y5).
De méme,

Q(2)(Zr(2), Z2) = —(adk £+ O(X),Y2) — (2, X) — (£, [X, Ya]) + O(X,Y?)
= —(n2, X) .

D’autre part, en utilisant les expressions de Jy, et de Jg données dans 1’énoncé, on obtient

22T, X)) = = (AQE o €+ 5m2) + B(wexp(s12), X )|

= (2, Ad,—1 X) — (&, [Ad,1 X, Y3)) — (TL0(TL,Ys), X ).

Mais d’apres la formule exprimant 7,6, pour tout x € GG, établie au paragraphe 5.4.4,
(T,0(TL,Y2), X ) = (Ad; O(Y2),X) = —O(Ad,-1 X, Y3).

On en déduit
Q(2)(Z1(2), Z2) = —i(Z2)d((Jr, X)) (2),

ce qui prouve que 'action ®; est hamiltonienne et admet J; pour moment.
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De méme

L e+ s X)) | = (12 X)),

()T X)) (=) =

et par suite

(=) (Zn(2), Z2) = —iZa)d((Jr, X)) (2),

ce qui prouve que 'action @i est hamiltonienne et admet Jz pour moment.
Calculons maintenant J5' (Jg(z)):

Jp (Jr(2)) ={y e TG | n(y) = n(2) }

= {y €eT*G } y= q(y)q(Z)‘l(Z) }
= CI)L(G, Z) .

De méme, en utilisant les propriétés de ¢, on peut calculer J, 1 (J L(z)):

It (Je(z) ={yeT" Gqu<y> W+ 0(q(y) = Ryy—r2 +0(q(2)) }
={yeT"Gly= q(z) ta? + Rog (0(q ( )) 0(qa(y))) }

={y € T"G | y = Rygy-190)% + Loy 0(a(y) a(2)) }
:CI)R(G,Z).

Par suite, Jr est constant sur chaque orbite de l'action ®, et Jr est constant sur
chaque orbite de 'action ® . D’apres les propriétés du moment établies aux paragraphes
4.1 et 4.2, il en résulte que les espaces tangents en z aux orbites @1 (G, z) et Pr(G, 2z) sont
orthogonaux symplectiques I'un de ’autre. [

6.7. Commentaires.

1. Lemoment Jy : T*G — G* est équivariant pour I'action @1 de G sur TG et I'action
®; de G sur G*: B

De méme, le moment Jg : T*G — G* est équivariant pour I'action @ de G sur TG et
I'action @i de G sur G*:

(9,€) — Pr(g.€) = Ad} € +0(g) .-

On voit donc que les cocycles —0 et 6 associés, respectivement, aux moments J, et Jg,
sont opposés I'un de 'autre.

2. Les deux actions de G sur G* qui rendent équivariant, I’'une J;, et 'autre Jg, ont
une interprétation géométrique tres simple. Considérons par exemple le moment J;, (le
raisonnement serait le méme pour Jg). L’action ®; étant libre, J; est une submersion
(paragraphe 4.2.2). D’autre part, le théoréeme 6.6 montre que 1'image réciproque par Jy,
d’un point de G* est une orbite de ’action ®z. On voit donc que ’action de &z sur T*G est
simple, que ’ensemble des orbites de cette action s’identifie & G*, la projection canonique,
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associant a chaque point de T*G son orbite sous 'action ®g, étant Jy. Mais d’autre part,
on a une autre action hamiltonienne ®; de G sur T*G, qui commute avec 'action ®g, et
qui applique chaque orbite de ® g sur une autre orbite. Elle passe donc au quotient, en une
action ®;, de G sur G*, qui rend Jy, équivariant. Cette action ®,, quotient de ®; par ®p,
est celle dont nous avons donné ’expression ci-dessus:

(9,€) — ®1(9,€) = Ad} € — 0(g) .

3. Si le groupe G est connexe, la situation étudiée ici est exactement celle de la
proposition 3.8 du chapitre III. Les sous-fibrés F et orth F de T* M tangents aux orbites,
respectivement, des actions ®;, et ®, sont symplectiquement orthogonaux 1'un de 'autre,
complétement intégrables (leurs variétés intégrales sont les orbites des actions P et
® R, respectivement), et symplectiquement complets. L’ensemble des feuilles de F, ainsi
d’ailleurs que I’ensemble des feuilles de orth F, s’identifie a G*. La projection canonique
qui associe a chaque point de T*G la feuille de F (resp. la feuille de orth F) qui passe
par ce point est Jg (resp. Jr). On a donc une paire duale, au sens d’A. Weinstein. Par
suite, on a sur G deux structures de Poisson, 'une (quotient de la structure de Poisson de
T*G par le feuilletage engendré par F) pour laquelle Ji est une application de Poisson, et
lautre (quotient de la structure de Poisson de T*G par le feuilletage engendré par orth F)
pour laquelle J;, est une application de Poisson.

Si le groupe G n’est pas nécessairement connexe, tout ce qui est énoncé ci-dessus reste
vrai, a condition de remplacer les feuilles de F (resp. de orth F) par les orbites de I'action
&y, (resp. de l'action ®r), chaque orbite étant la réunion de plusieurs feuilles, une feuille
pour chaque composante connexe de G.

On va donner I’expression du crochet de Poisson de deux fonctions sur G*, pour chacune
des deux structures de Poisson mises en évidence ci-dessus.

6.8. Théoreme. II existe sur G* deux structures de Poisson, définies par les formules
suivantes, dans lesquelles f et h sont deux fonctions différentiables sur G*,

{£.hbo = (€ [df (), dn(©)] ) — O(df (). dh(©))

(%)

{£h}=0 = (& [dF(£). dh(©)] ) + O (df(€), dh())
L’application Jg (resp. Jp) est de Poisson lorsqu’on munit G* de la structure de Poisson
de crochet { , }g (resp. de crochet { , }_g).

De plus, Paction Dp (resp. 5,;) définie en 6.7.1 est hamiltonienne lorsqu’on munit G* de
la structure de Poisson de crochet { , }g (resp. de crochet { , }_gy), et admet pour moment
lapplication identique de G*. Les feuilles symplectiques de la variété de Poisson (G*,{ , }s)
(resp. (G*,{ , }_g)) sont les orbites de I'action ®p (resp. ) restreinte & la composante
neutre de G.

Démonstration.  L’existence et les propriétés de ces deux structures de Poisson ont
été établies dans les raisonnements géométriques présentés dans le paragraphe précédent.
L’expression du crochet de Poisson { , }g (resp. {, }_g) s’obtient aisément en calculant le
crochet de Poisson de deux fonctions sur 7*G invariantes par 'action @, (resp. par I'action
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®p), c’est-a-dire composées de Jg (resp. de Jr) et de fonctions différentiables définies sur
G*. Mais la valeur, en un point d’une variété de Poisson, du crochet de Poisson de deux
fonctions, ne dépend que des valeurs des différentielles de ces deux fonctions en ce point.
On peut donc se ramener au cas ou les deux fonctions considérées sur G* sont des formes
linéaires, c’est-a-dire des éléments X et Y de G. Mais d’apres la proposition 5.3, on a
puisque le moment Jg est équivariant pour 'action ® g, de cocycle associé 6,

{{Jr, X), (JR, Y)} = (JR, [X,Y]) — O(X,Y).

La premiere formule (%) s’en déduit. La seconde s’obtient de méme, en remplacant Jg, d R
et 6, respectivement par J, d; et —0.

Les valeurs des champs fondamentaux relatifs a l’action dp en un point ¢ de G*
engendrent ’espace caractéristique en ce point, pour la structure de Poisson ayant pour
crochet { , }g. Par suite, les feuilles symplectiques de cette structure de Poisson sur G*
sont les composantes connexes des orbites de l’action ® R, C’est-a-dire les orbites de la
restriction de cette action a la composante neutre de G. Le méme raisonnement s’applique
aux champs fondamentaux relatifs a 'action ®;. [

6.9. Corollaire. On fait § = 0. Les deux structures de Poisson définies sur G par
le théoréme précédent coincident avec la structure de Lie-Poisson de G*, introduite au
paragraphe 1.2.2 du chapitre I11. Les feuilles symplectiques de cette structure de Poisson
sont les orbites de la représentation coadjointe, réduite a la composante neutre de G.

Démonstration. Lorsque # = 0, I’expression du crochet de Poisson de deux fonctions
sur G* devient

(.1} = (€. [dF (), dn(&)] )

C’est bien la structure de Lie-Poisson définie au paragraphe 1.2.2 du chapitre III. Les actions
hamiltoniennes ®; et ®r coincident avec l’action coadjointe, qui a donc pour moment
I’application identique de G*. Les valeurs des champs fondamentaux en un point £ de
G* engendrent l’espace caractéristique en ce point. Par suite, les feuilles symplectiques
de la structure de Lie-Poisson de G* sont les composantes connexes des orbites de la
représentation coadjointe, c’est-a-dire les orbites de la restriction de 'action coadjointe
a la composante neutre de G. [

7. Moment d’une action hamiltonienne et application de Poisson

Revenons au cas ou un groupe de Lie G agit, par une action hamiltonienne ®, sur
une variété symplectique connexe (M,€2). Soit J un moment de cette action. D’apres le
théoreme 5.2, il existe une action affine a de G sur G*, ayant pour expression

(9,€) = alg,€) = Adg(§) +0(g) ,

pour laquelle le moment J est équivariant.

Mais d’autre part, d’apres le théoreme 6.8, il existe sur G* une structure de Poisson,
pour laquelle le crochet de Poisson a pour expression

{£.030(€) = (& [d£(€). dh(©)] ) — ©(df (€), dh(©))
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pour laquelle I'action a (qui était noté dp dans 6.8) est hamiltonienne, et admet pour
moment ’application identique de G*.

On peut maintenant énoncer:

7.1. Théoréme. Dans les hypothéses précisées ci-dessus, le moment J : M — G* est
une application de Poisson (lorsqu’on munit M de la structure de Poisson associée a sa
structure symplectique et G* de la structure de Poisson ayant pour crochet { , }g).

Démonstration. 11 suffit de vérifier que pour tout couple de fonctions différentiables
(f,h) sur G*, on a
{fOJ7hOJ}:{f7h}90J' (*)

Mais la valeur, en un point d’une variété de Poisson, du crochet de Poisson de deux fonctions,
ne dépend que des valeurs des différentielles de ces deux fonctions en ce point. On peut
donc se contenter de vérifier la formule () ci-dessus dans le cas particulier ou f et h sont
des formes linéaires sur G*, c’est-a-dire des éléments X et Y de G. Mais dans ce cas, la
formule devient

{<']7X>7 <J7Y>} = {X7Y}9 oJ = <J7 [XaY]> - @(va)a

formule qui est bien vérifiée d’apres la définition méme de ©. [

7.2. Corollaire. Soit X € G. Les champs de vecteurs fondamentaux X s et Xg+ qui
lui correspondent, respectivement sur M et sur G*, sont hamiltoniens et compatibles par
J. Soit x un point de M, £ = J(z) le point correspondant de G*, O l'orbite de &, pour
P’action affine a de G sur G*, de cocycle associé 6. On note )p la forme symplectique de
cette orbite (dont chaque composante connexe est une feuille symplectique de (G*,{ , }g¢)).
On a, pour tout couple (X,Y) d’éléments de G,

QXnr, Yur)(2) = Qo(Xgr, Yg-)(€) = (6, [X, Y]) - O(X,Y).

7.3. Corollaire (Kostant, Souriau). Si I'action hamiltonienne ® de G sur la variété
symplectique connexe (M, Q) est transitive, J(M) est une orbite de I'action affine a, et le
moment J est un symplectomorphisme local, et une application de revétement, de M sur
cette orbite (munie de sa structure symplectique de feuille symplectique de (G*,{ , }g)).

On notera que ce dernier corollaire montre que tout espace homogene symplectique
hamiltonien connexe d’un groupe de Lie G (c’est-a-dire toute variété symplectique connexe
sur laquelle G agit par une action hamiltonienne transitive) s’identifie, par un symplec-
tomorphisme, a un revétement d’une orbite d’une action affine de G sur G* ayant pour
partie linéaire 1’action coadjointe, dont le cocycle associé est symplectique. La structure
symplectique dont est munie cette orbite est celle qu’elle a en tant que feuille symplectique
de G* muni de la structure de Lie-Poisson modifiée au moyen du cocycle 8. Ce résultat a
été obtenu indépendamment par B. Kostant et J.-M. Souriau.
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8. Réduction de variétés de niveau du moment

On considere dans ce paragraphe une action hamiltonienne ® d’un groupe de Lie G sur
une variété symplectique connexe (M, €2). On note J un moment de cette action, et

a:(g,&) v a(g,§) = Ady £ +0(g)

I’action affine de G sur G* pour laquelle J est équivariant. On a noté 6 le cocycle
symplectique associé a J.

On rappelle qu’un élément £ de G* est dit valeur réguliere de J si T, J est surjective en
tout point x de J~1(£). Lorsque c’est le cas, J~1(£) est une sous-variété de M, et I'espace
tangent en un point x a cette sous-variété est ker(7,.J).

Plus généralement, on dit que & € G* est une valeur faiblement réguliére de J si J~1(€)
est une sous-variété et si, pour tout point x de J~1(§), Pespace tangent en x & cette sous-
variété est ker(7,¢).

Une valeur faiblement réguliere ¢ de G* étant donnée, on notera Mg = J (), et

Ge={geG|alg,§) =¢}

le sous-groupe d’isotropie de &, pour l'action a de G sur G*. On rappelle que G¢ est un
sous-groupe fermé de GG, donc ( théoreme de Cartan) un sous-groupe de Lie, ayant pour
algebre de Lie

Ge={XeG|Xg-(£)=0}.

De méme, pour tout point x de M, on note
Go={geG|®g,z)=z}

le sous-groupe d’isotropie de x pour 'action ®. C’est un sous-groupe fermé de GG, donc un
sous-groupe de Lie, ayant pour algebre de Lie

G, ={XeG|Xnu(x)=0}.

8.1. Lemme. Soit € une valeur faiblement réguliere de J, My = J~*(§) et G¢ le sous-
groupe d’isotropie de { pour I’action affine a. La restriction de I'action ® a G¢ x M¢ est une
action de G¢ sur M¢. Pour tout point x de Mg, la dimension du sous-groupe d’isotropie
G, est

dim G, = dim G — dim M + dim M ;

elle ne dépend pas du choix du point x dans M. Le rang de la forme )y, induite par €2
sur Mg est
rang {1y, = 2dim Mg + dim O¢ — dim M,

ot O¢ désigne l'orbite du point £ sous I'action affine a.

Démonstration. En raison de I'équivariance de J, ®(G¢, M) C My, donc la restriction
de ® & G¢ x M est une action de G¢ sur M.
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Par hypothese, M, est une sous-variété de M et pour tout x € M, T, M = ker(T,J).
Par suite, la dimension de ker(7,J) ne dépend pas du choix du point = dans M. On sait
d’autre part (voir paragraphes 4.1 et 4.2) que I'image de T,J est 'annulateur de 'algebre
d’isotropie G, du point z. La dimension de G, (égale a celle de G,.) ne dépend donc pas du
choix du point x dans M. La dimension de I'image de T, J est

dim M — dim ker(7,J) = dim M — dim M¢,
donc la dimension de G, est
dimG, =dimG — (dim M — dim M¢) = dim G — dim M + dim M, .
On sait d’autre part que pour tout x € M,
ker Qg (2) = Ty Me N (orth(T, M) = ker(T,J) N Ty (P(G, x)) .

Mais I’espace tangent en x a 'orbite de ce point, T, (CID(G,x))7 est 'ensemble des valeurs
en x des champs fondamentaux X,;, avec X € G. D’apres 7.2, chaque champ fondamental
X sur M seprojette par J sur G*, et a pour projection le champ fondamental Xg-. Par
suite, X/ (z) appartient & ker(T}.J) si et seulement si Xg-(J(z)) est nul, c’est-a-dire si et
seulement si X appartient a G¢. On a donc

ker Q]w€ (.I') = ker(TxJ) N Ta: (@(G,.’E)) = Til? ((I)<G§’ l‘)) ’

espace tangent en x a l'orbite de ce point sous la restriction de 'action ® au sous-groupe
G¢. La dimension du noyau de {2y, est donc égale a la codimension de G, dans G¢, donc
a
dimG¢ —dim G, = dim G — dim O¢ —dim G, = dim M — dim M¢ — dim O¢ .
Son rang est
rang {1y, = 2dim Mg + dim O¢ — dim M .

On voit qu’il est constant sur Mg. [

8.2. Remarque. Lorsque £ est une valeur réguliere de J, l'action de G sur M est
localement libre au voisinage de M (les orbites des points de Mg sont de méme dimension
que G); cela résulte en effet des propriétés établies en 4.2.2. Le sous-groupe G, est discret
(de dimension nulle). Par suite on a

dim M¢ = dim M — dim G,

donc
rang 2y, = dim M — 2dim G + dim Ok .

Théoréme (J. Marsden et A. Weinstein, K. Meyer). Soit £ une valeur faiblement
réguliere de J, et Mg = J~*(£). La forme Q. induite par € sur M est de rang constant.
Son noyau est un sous-fibré complétement intégrable de T'M¢. Les feuilles du feuilletage
de M, qu’il définit sont les composantes connexes des orbites de I'action ® restreinte a
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G¢ x M. Si ce feuilletage est simple, il existe sur la variété () des feuilles une structure
symplectique unique )¢ telle que

W*QQ = QM&’

m : Mg — @ désignant la projection canonique. Si d’autre part H : M — R est une
fonction différentiable invariante par I'action ®, c’est-a-dire constante sur chaque orbite de
cette action, il existe sur () une fonction différentiable unique H : () — R telle que

H‘Mgzgfom'.

Le champ de vecteurs hamiltonien Xy sur M est tangent a Mg, sa restriction a Mg est

projetable par m sur () et a pour projection le champ hamiltonien X, ayant H pour
hamiltonien.

Démonstration. Le lemme précédent montre que 2y, est de rang constant sur M. On
peut alors appliquer les théoremes 7.2 et 7.3 du chapitre II, qui donnent tous les résultats
indiqués. 0
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Chapitre VI

Crochet de Schouten-Nijenhuis et variétés de Poisson

1. Notions générales sur les algebres Z-graduées et leurs endomorphismes

1.1. Définitions.

1. Une algebre est un espace vectoriel A sur le corps K = R ou C, muni d’une loi
de composition bilinéaire, c¢’est-a-dire d’une application bilinéaire de A x A dans A, notée

(z,y) — xy.

2. Une algebre A est dite associative si sa loi de composition est associative, c’est-a-dire
si pour tous z, y et z € A,

z(yz) = (zy)z.

3. Un espace vectoriel E, sur le corps K = R ou C, est dit Z-gradué si I’on a défini une
famille EP (p € Z) de sous-espaces vectoriels de FE, telle que

E:@EP.

Pour tout p € Z, on dit que EP est le sous-espace des éléments de E homogeénes de degré p.

4. Soient E = @,z EP et F' = P,z FP deux espaces vectoriels Z-gradués. On dit
qu'une application linéaire f : E — F est homogéne de degré d (avec d € Z) si pour tout
p € Z, f(EP) C Frtd,

5. Une algebre A est dite Z-graduée si A = @pez
si, pour tous p et ¢ € Z et tous x € AP, y € A9, on a xy € APTY,

AP est un espace vectoriel gradué et

6. Une algebre Z-graduée A = P
g€ Zettousx e AP, y € A on a

veZ AP est dite Zs-commutative si, pour tous p et

ry = (-1)Myz.

Géométrie symplectique Cours de C.-M. Marle
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L’algebre A est dite Zs-anticommutative si, pour tous p et ¢ € Z et tous x € AP, y € A,
on a
zy = —(=1)"yx.

1.2. Propriétés et exemples.

1. Soit E un espace vectoriel, et L(FE, E) I'ensemble des endomorphismes linéaires de
E. La composition usuelle des applications (f,g) — f o g fait de L(E, E) une algebre
associative.

2. On suppose maintenant ’espace vectoriel F Z-gradué et, pour chaque p € Z, on
note EP le sous-espace des éléments homogenes de degré p. Pour tout d € Z, on note A?
I’espace vectoriel des endomorphismes linéaires homogenes de degré d de E, c’est-a-dire le
sous-espace vectoriel de L(E, E) formé par les applications linéaires f : E — E qui vérifient,
pour tout p € Z, f(EP) C EPT?. Soit A = @pez la somme directe des AP. La composition
usuelle des applications, (f,g) — f o g, fait de A une algebre associative Z-graduée.

3. Soient E, F' et GG trois espaces vectoriels Z-gradués, f : £ — Fetg: F — G
deux applications linéaires homogenes, de degrés respectifs d; et dy. Leur composée
gof : E — G est une application linéaire homogene de degré dy + dy. Dans le cas
particulier ou £ = F = G, on appelle crochet des applications linéaires homogenes f et
g, de degrés respectifs d; et da, et on note [f, g|, 'application linéaire homogene, de degré
dy + da,

[f,9]=fog—(=1)""gof.

1.3. Définitions.  Soit A une algebre et w : A — A un automorphisme involutif de A,
c’est-a-dire une application linéaire bijective de A dans elle-méme telle que, pour tous x et
yeA,

w(zy) = w(@)w(y),
et que

Ww=wow=1idy .

1. Une dérivation de A (relativement & w) est une application linéaire 6 : A — A telle
que
fow=wob

et que, pour tous x et y € A,

0(zy) = (0(x))y +z(0(y)) -

2. Une antidérivation de A (relativement a w) est une application linéaire A : A — A
telle que
Aow+woA=0

et que, pour tous x et y € A,

Azy) = (M2))y + (w(2)) (M) -
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1.4. Quelques propriétés. Avec les hypotheses et notations de 1.3, soient 6, 6, et 65
des dérivations, \, A1 et Ay des antidérivations de A. On vérifie aisément que

(i) O100s —03001, A1 o)Xy + Aa0); et A2 = )Xo\ sont des dérivations,

(ii) oA — X o6 est une antidérivation.

1.5. Proposition. Soit A = @pez AP une algébre Z-graduée. Posons, pour tout p € Z
et tout x € AP,
w(z) =(-1)Px.

L’application w ainsi définie sur chaque sous-espace vectoriel AP de A se prolonge, de
maniére unique, en un automorphisme involutif w de A.

La vérification de cette propriété est immédiate.

1.6. Remarque. Les dérivations et antidérivations d’une algebre Z-graduée A =
@pEZ AP que 'on considere en général sont homogenes, au sens de la définition 1.1.4,
et sont relatives a 'automorphisme involutif w de la proposition 1.5. En tenant compte de
la définition de w, on vérifie aisément qu’un endomorphisme 6 : A — A, homogene de degré
d (d € Z), vérifie

fow=wof sietseulement si d est pair,

et vérifie
Qow+wol =0 sietseulement si d est impair.

C’est pourquoi, lorsque toutes les dérivations et antidérivations que 1’on considere sont
homogenes et relatives a I’automorphisme involutif w de 1.5, on utilise souvent, par abus de
langage, le mot “dérivation” pour désigner aussi bien les antidérivations que les dérivations.
Cela ne risque pas de causer de confusion, car selon que le degré de I’endomorphisme
homogene considéré est pair ou impair, on saura si le mot “dérivation” signifie effectivement
“dérivation” ou “antidérivation”. Avec cette convention de langage, on peut énoncer:

1.7. Définition. Soit A = ®pEZ AP une algebre Z-graduée et § : A — A un
endomorphisme linéaire homogene de degré d. On dit que 6 est une dérivation de A si,
pour tous p € Z, x € AP, y € A,

0(zy) = (0(z))y + (—1)"z(6(y)) .

1.8. Exemples. Comme dans la définition ci-dessus, A = @, _, AP est une algebre

Z-graduée.

pEZ

1. On pose, pour tout p € Z et tout = € AP,

u(x) = pz.

L’application ainsi définie pour les éléments homogenes de A se prolonge par linéarité, de
maniere unique, en un endomorphisme linéaire de A, encore noté u. On vérifie aisément
que u est une dérivation de degré 0.
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2. Soient #; et 0y deux dérivations de A, de degrés respectifs d; et dy. On vérifie
aisément que leur crochet,

[‘91, 92] = 91 0602 — (—1)d1d292 o 91 y

déja défini en 1.2.3, est une dérivation de degré dy + ds.

1.9. Définitions.

1. Une algébre de Lie est une algebre A, au sens de la définition 1.1.1, dont la loi de
composition, traditionnellement notée (x,y) — [x,y], vérifie les deux propriétés suivantes.

— Antisymétrie: pour tous x et y € A,
[27, y] = _[y’ $] :
— Identité de Jacobi: pour tous z,y et z € A,

[z,[y,2]] + [y, [z, 2] + [7, [z, y]] =0.

2. Une algébre de Lie Z-graduée est une algebre Z-graduée A = @pez AP au sens de la
définition 1.1.5, dont la loi de composition, notée (x,y) — [z, y], vérifie les deux propriétés
suivantes.

— Zo-anticommutativité: pour tous p et ¢ € Z, P € AP et Q € AY,
[P, Q] = —(=1)"[Q, P].
— Identité de Jacobi graduée: pour tous p, get r € Z, P € AP, Q € Aet Re A",

(_1)pr [Pa [Qa RH + (_1>qp [Qa [R7 PH + (_1)“] [Ra [Pa QH =0.

1.10. Exemples et commentaires.

1. Soit A une algebre associative, dont la loi de composition est notée (x,y) — xy. On
définit sur A une autre loi de composition en posant, pour tous x et y € A,

[z,y] = 2y —yx.
On vérifie aisément que A muni de cette loi de composition est une algebre de Lie.

2. La construction ci-dessus s’applique, en particulier, au cas ou l'algebre A est ’espace
L(E, E) des endomorphismes linéaires d’un espace vectoriel E (exemple 1.2.1).

3. On considere maintenant le cas d’'une algebre associative Z-graduée A = @pez AP,
dont la loi de composition est notée (x,y) — xy. Pour tous pet g € Z, x € AP, y € A7, on
pose

[2,y] = zy — (=1)Pyx.
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L’application ainsi définie lorsque = et y sont des éléments homogenes, se prolonge par
bilinéarité, de maniere unique, en une loi de composition sur A, encore notée (z,y) — [z, y].
On vérifie aisément que A, muni de cette loi de composition, est une algebre de Lie graduée.

4. La construction ci-dessus s’applique, en particulier, au cas ou, pour tout p € Z,
AP est I'espace des endomorphismes linéaires homogenes de degré p d’un espace vectoriel
gradué E (exemple 1.2.2).

5. Soit A = @pez AP une algebre Z-graduée associative. Pour tout p € Z, soit DP
I’espace vectoriel des dérivations homogenes de degré p de A (au sens de la définition 1.7),
et soit D = @pez DP la somme directe des DP. On a vu en 1.8.2 que pour tous p et q € Z,
x € DP,y € D9, le crochet

[2,y] = vy — (—1)Plyx

est élément de DP14. L’application crochet ainsi définie lorsque x et y sont des dérivations
homogenes se prolonge par bilinéarité, de maniere unique, en une loi de composition sur D,
encore appelée crochet et notée (x,y) — [z,y]. On vérifie aisément que D, muni de cette
loi de composition, est une algebre de Lie Z-graduée.

6. Soit A une algebre de Lie. L’identité de Jacobi indiquée dans les définitions 1.9 peut
se mettre sous d’autres formes équivalentes qui mettent mieux en évidence sa signification.
Posons, pour tout couple (x,y) d’éléments de A,

ad, y = [z,y].

Pour un élément z fixé de A, I'application ad, est un endomorphisme linéaire de A. Il est
facile de voir que compte tenu de 'antisymétrie, 'identité de Jacobi peut se mettre sous les
deux formes équivalentes suivantes:

— Pour tous z, y et z éléments de A,
ad, ([y, 2]) = [ads v, 2] + [y, ad 2] .

En d’autres termes, pour tout x € A, ad, est une dérivation de I’algebre de Lie A (au sens
de la dfinition 1.3.1, relativement ’application identique, prise comme automorphisme
involutif).

— Pour tous z, y et z éléments de A,

ad[yy) 2 = ad, oady z — ady oad, z = [ad,, ady]2.

En d’autres termes, pour tous = et y € A, 'endomorphisme ad|, ,) est égal au crochet
lads,ad,| des endomorphismes ad, et ad,. Ou encore, I'application x +— ad, est un
homomorphisme de I'algebre de Lie A dans ’algebre de Lie des endomorphismes linéaires
de A, munie du commutateur comme loi de composition.

7. De méme, soit A = @,czAP une algebre de Lie Z-graduée. L’identité de Jacobi
graduée indiquée dans les définitions 1.9 peut se mettre sous d’autres formes équivalentes
qui mettent mieux en évidence sa signification. Posons, pour tout couple (P, Q) d’éléments
de A,

adPQ:[P7Q]
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Pour un élément homogene P fixé de A, de degré p, ’application adp est un endomorphisme
linéaire homogene de degré p de A. 1l est facile de voir que compte tenu de la Zo-
anticommutativité de A, I'identité de Jacobi graduée peut se mettre sous les deux formes
équivalentes suivantes:

— Pour tous P, @ et R éléments homogenes de A, de degrés respectifs p, q et r,
adp ([Q, R)) = [adp Q, R] + (—1)"[Q, adp R] .

En d’autres termes, pour tout P € AP, adp est une dérivation de degré p de 'algebre de
Lie graduée A.

— Pour tous P, @ et R éléments homogenes de A, de degrés respectifs p, q et r,
ad;pg) R =adpoadg R — (—1)P?adgoadp R = [adp,adq]R.

En d’autres termes, pour tous P € AP et Q) € A9, I'endomorphisme ad(p, g}, homogene de
degré p + g, est égal au crochet [adp,adg| des endomorphismes homogenes adp et adg,
de degrés respectifs p et g. Ou encore, 'application P — adp est un homomorphisme de
I’algebre de Lie graduée A dans l'algebre de Lie graduée des endomorphismes linéaires
homogenes de A, munie du commutateur comme loi de composition.

2. Algebres extérieures sur une variété différentiable

Dans tout ce qui suit, M est une variété différentiable de classe C'*°, de dimension n.

2.1. Les algebres extérieures des formes et des multivecteurs. Pour tout
entier p > 1, on note AP(M) l'espace des champs de tenseurs contravariants de degré
p, antisymétriques, de classe C°, et QP (M) l'espace des formes différentielles extérieures
de degré p, de classe C'*°, sur la variété M.

On rappelle qu'un élément P de AP(M) est une section C* du fibré AP(T'M); pour
tout point * € M, P(x) est un élément de 1'espace AP(T, M) des formes p-multilinéaires
alternées sur l'espace cotangent T*M. L’espace A'(M) est l'ensemble des champs de
vecteurs différentiables, de classe C'°°, sur la variété M. Pour p > 1, les éléments de
AP (M) sont parfois appelés p-multivecteurs.

De méme, un élément n de Q9(M) est une section C* du fibré A?(T*M); pour tout
r € M, n(x) est un élément de I'espace A\?(TFM) des formes g-multilinéaires alternées
sur 'espace tangent T, M. Les éléments de Q'(M) sont appelés 1-formes différentielles ou
formes de Pfaff sur la variété M.

Par convention, on pose
A°(M) = Q°(M) = C=(M,R),
AP(M) = QP(M) = {0} sip<0.
AM) =P AarM), Q) =PHaor).

PEZ pEZ

On sait d’ailleurs qu’en raison de ’antisymétrie, on a

AP(M) =QP(M) = {0} sip>n.
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On peut donc écrire
AM) =P AarM), QM) =PHor).

On sait qu’il existe sur (M) une loi de composition appelée produit extérieur, notée
(n,¢) — n A (, qui en fait une algebre associative graduée Zg-commutative. Si n € QP (M)
et ¢ € Q4(M) sont deux formes différentielles sur M, de degrés respectifs p et ¢, n A ( €
QPTI(M) est la forme différentielle, de degré p + ¢, dont la valeur en chaque point x de M
est donnée par la formule

NAC(@) (v, .- Vptg) = Z e(@)n(@)(Vo(1), - - - Vo))(@) Wo(pt1), - - > Vo(ptg)) - (%)

o€S(p,q)
Dans cette expression, vy, ..., Uy, sont des éléments de l'espace tangent T, M, S(p,q)
désigne I’ensemble des permutations o de {1,...,p+ ¢} qui respectent 'ordre relatif des p

premiers et des ¢ derniers éléments, c’est-a-dire qui vérifient
o(l)<o(2)<---<a(p), cp+l)<op+2)<---<alp+q).

On a noté €(o) la signature de la permutation o (elle vaut 1 si o est paire, —1 si o est
impaire).

On définit de méme une loi de composition sur A(M), appelée produit extérieur, et notée
(P,Q) — P A Q. Le produit extérieur d'un élément P de AP(M) et d'un élément @) de
A9(M) est un élément P A Q de APTI(M), dont I'expression est donnée par une formule
de méme forme que (*) ci-dessus (en remplacant bien entendu dans () n par P, ( par @,
et les vecteurs vy, ..., Upyq par des covecteurs au, ..., Qpiq, €léments de T M). Avec cette
loi de composition, A(M) est une algebre Z-graduée Zs-commutative.

2.2. Le couplage de Q(M) et A(M). Pour toute forme de Pfaff o € Q' (M) et tout
champ de vecteurs X € A'(M), désignons par (a, X) la fonction, élément de C*° (M, R),

(o, X)(z) = (a(x), X(2)) = () (X (2)) -
On a ainsi défini un couplage de Q! (M) avec A'(M), qui se prolonge, de manieére naturelle,

en un couplage de Q(M) avec A(M), c’est-a-dire en une application C°°(M, R)-bilinéaire
de Q(M) x A(M) dans C*°(M,R), notée

(n, P) — (n, P).
On a déja défini cette application dans le cas ott € Q}(M) est une 1-forme et P € A (M)

un champ de vecteurs. On considére maintenant le cas ou n € Q4(M) et P € AP(M) sont
des éléments homogenes, de degrés respectifs g et p, décomposables, c’est-a-dire de la forme

n=ar N Nag, P=XN---NX,,
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ou a1, ...,qq sont des 1-formes, X,..., X, des champs de vecteurs. On pose alors

0 sip # 4,
for Ao N X155 = { Gt ) s p
On remarque que la valeur de (1, P) en un point ne dépend que des valeurs de P et de
7 en ce point. On sait d’autre part que localement, au voisinage de chaque point, tout
p-multivecteur et toute g-forme s’expriment comme des sommes de p-multivecteurs et de g-
formes décomposables. On peut donc, de maniere unique, étendre par bilinéarité le couplage
ci-dessus défini au cas d’éléments quelconques P de A(M) et n de (M), pas nécessairement
homogenes ni décomposables.

2.3. Remarques.

1. Les deux termes P € A(M) et n € Q(M) jouant des roles semblables, leur couplage
peut étre noté indifféremment (P, n) ou (n, P).

2. Soit n € QP(M). Pour tout point x € M, n(z) est une forme p-multilinéaire alternée
sur I'espace tangent T, M. Par suite, si X1, ..., X, sont p champs de vecteurs sur M, on peut
considérer la fonction C*> sur M, notée n(X1,...,X,), qui a chaque point x de M associe
la valeur prise par la p-forme n(z) lorsqu’on l'applique aux p vecteurs Xi(z),...,Xp(z),
rangés dans cet ordre. Avec la définition du couplage donnée ci-dessus, on a

XN ANXp)=n(X1,...,Xp).

2.4. Le produit intérieur par un champ de vecteurs. Soit X € A'(M) un champ
de vecteurs. Rappelons que pour toute forme différentielle n € QP (M), de degré p > 1, on
appelle produit intérieur de n par X, et on note i(X)n, la forme extérieure de degré p — 1
telle que, pour tout Yi,...,Y,_; € AY(M),

Z(X)T]()/l, e 7}/;)—1) = T](X,Yl, e ,)/p_l) .
Lorsque la forme 7 est de degré p < 0, on a bien sur
i(X)n=0.

L’application 1 +— ¢(X)n ainsi définie pour les formes homogenes se prolonge de maniere
unique par linéarité en un endomorphisme de (M), homogene de degré —1, encore noté
n — i(X)n. On vérifie aisément que pour toute forme n € QP(M) et toute forme ¢ € Q(M),

i(X)(n A Q) = (i(X)n) AC+ (=) A (i(X)C)

ce qui exprime que i(X) est une dérivation de degré —1 de 'algebre extérieure Q(M).

2.5. Le produit intérieur par un élément de A(M). Convenons d’abord de poser,
sife A M) =C>®(M,R) et neQM),

i(f)n=fn.
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Le produit intérieur par un élément de A(M) a donc été défini, au paragraphe 2.4 lorsque
cet élément est homogene de degré 1, et ci-dessus lorsque cet élément est homogene de
degré 0. On vérifie aisément qu’on peut, de maniere unique, définir le produit intérieur
i(P) par un élément P de A(M) de degré quelconque (ou méme éventuellement un élément
pas nécessairement homogene), de maniere telle que les trois propriétés suivantes soient
vérifiées:

— lapplication P +— i(P) est une application C*°(M )-linéaire de A(M) dans l'espace
des endomorphismes du C*° (M, R)-module Q(M),

— lorsque P est homogene de degré 0 ou 1, c’est-a-dire lorsque P est une fonction ou
un champ de vecteurs, i(P) coincide avec ’endomorphisme de Q(M) déja défini,

— pour tout X € A} (M), tout P € A(M) et tout n € Q(M),

i(X A P)n=i(X)(i(P)n) .

2.6. Quelques propriétés et du produit intérieur. Il est facile d’établir les propriétés
suivantes.

1. Si P € AP(M) est homogene de degré p, i(P) est un endomorphisme de Q(M)
homogene de degré —p. Mais attention! ce n’est en général pas une dérivation.

2. Pour tous P et Q € A(M) et tout n € Q(M), on a

i(PAQ)n=i(P)(i(Q)n) .

3. Soient Xy, X, ..., X, € A'(M) des champs de vecteurs, n € Q(M) une forme; on
(X1 AXo A A Xp)n =14(X1)i(X2) ... i(Xp)n.
En particulier, si n € QP(M) est homogene de degré p,

(X AXg A AXn=0(Xp, .o, Xo, X1) = (=1D)PVP20(X) Xy, ., X))

4. Relation entre produit intérieur et couplage. Soient P € AP(M), Q € AY(M) et
n € QPTI(M). On a
(i(P)n, Q) = (~=1)=YP2(n, P A Q).

Cette formule montre qu’au signe pres, le produit intérieur est transposé du produit
extérieur.

En particulier, si P € AP(M) et n € QP(M),

i(P)yn = (—1)P=VP/2(y P).
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3. Quelques dérivations bien connues

Les hypotheses et notations étant celles du paragraphe précédent, on rappelle ci-dessous
les définitions de quelques dérivations bien connues de Q(M) et de A(M)

3.1. Différentielle extérieure. On sait qu'il existe une dérivation de degré 1 de Q(M),
appelée différentielle extérieure, notée d. C’est 'unique dérivation qui, pour les éléments
de Q°(M) (c’est-a-dire les fonctions) coincide avec la différentielle usuelle, et qui vérifie

d?>=dod=0.

3.2. Produit intérieur par un champ de vecteurs. Soit X € A'(M) un champ de
vecteurs. Ainsi qu’on I’a rappelé en 2.4, le produit intérieur par X, n +— i(X)n, est une
dérivation de degré —1 de Q(M).

3.3. Dérivée de Lie relativement & un champ de vecteurs. Soit X € A}(M) un
champ de vecteurs.

1. Cas des formes différentielles. Le produit intérieur par X, i(X), et la différentielle
extérieure, d, sont deux dérivations de (M), de degrés respectifs —1 et 1. D’apres 1.8.2,
le crochet [i(X),d] est une dérivation de degré 0 de Q(M), appelée dérivée de Lie selon X,
et notée L(X). On a donc (formule de Cartan)

L(X)=[i(X),d] =i(X)d+di(X).

La dérivée de Lie selon X peut également étre définie au moyen du flot & du champ de
vecteurs X. On a, pour toute forme n € Q(M) et tout ¢y € R,

d

@) |, = @, (LX)

et en particulier, pour tg = 0,

d
(@) |,_o= L(X)n.

On sait que la différentielle extérieure commute avec ’application image réciproque par
un difféomorphisme. En particulier, d o ®; = &} o d. En dérivant par rapport a ¢ puis en
faisant ¢ = 0, on en déduit que la dérivée de Lie selon le champ de vecteurs X commute
avec la différentielle extérieure:

L(X)od=doL(X).

D’autre part, pour tout ¢t € R, ®; est un difféomorphisme d’un ouvert D, sur un autre ou-
vert D_,; de M; par suite, 'image réciproque ®; est un isomorphisme de 1’algebre extérieure
des formes différentielles sur D_;, sur I'algebre extérieure des formes différentielles sur Dy.
Autrement dit, si 7 et ¢ sont des formes différentielles sur Dy,

@y (n A Q) = (@ym) A (2;C) .-
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On en déduit immédiatement, par dérivation par rapport a t,

LX) nAC) = (LX)n) AC+n A (LX)) .

En d’autres termes, la dérivée de Lie selon X, £(X), est une dérivation de degré 0 de
lalgebre extérieure Q(M).

2. Cas des champs de tenseurs. La formule, indiquée ci-dessus, qui a permis de
définir la dérivée de Lie d'une forme différentielle relativement a un champ de vecteurs
au moyen du flot de ce champ de vecteurs, reste applicable lorsqu’on remplace la forme
différentielle n par un champ de tenseurs de type quelconque sur M. On sait en effet que
pour tout t € R, ®; est un difféfomorphisme d’un ouvert de M sur un autre ouvert de M;
il est donc légitime de considérer I'image réciproque par ®; d’un champ de tenseurs ) de
type quelconque. On définit alors la dérivée de Lie de Q) selon X en posant

d

= (®Q) |,_y= £()Q.

En utilisant les regles de composition du flot on montre aisément que, pour tout t; € R,

d * *
% (q)t Q) |t=t0: q)to (‘C<X)Q> .
D’autre part, comme ci-dessus pour les formes, pour tout t € R, ®} est un isomorphisme
de l'algebre des champs de tenseurs (de tous types) sur D_;, sur l'algebre des champs de
tenseurs sur D;. On en déduit immédiatement que la dérivée de Lie selon X, L(X), est
une dérivation de degré 0 de ’algebre des champs de tenseurs sur M.

Par restriction aux champs de multivecteurs (qui sont des champs de tenseurs contravari-
ants antisymétriques), on voit que la dérivée de Lie selon X, £(X), est une dérivation de
degré 0 de l'algebre extérieure A(M).

3. Cas des champs de vecteurs. En particulier, la dérivée de Lie d’'un champ de
vecteurs Y relativement au champ de vecteurs X est un champ de vecteurs £(X)Y, qu’on
note aussi [X, Y] et qu’on appelle crochet de X et de Y.

3.4. Quelques propriétés.

1. Algebre de Lie des champs de vecteurs. Sur I'espace A'(M) des champs de
vecteurs, la loi de composition (X,Y) — [X,Y] = L(X)Y est antisymétrique, et vérifie
I'identité de Jacobi. Muni de cette loi de composition, A*(M) est une algebre de Lie.

2. Commutateur de deux dérivées de Lie. Soient X et Y deux champs de vecteurs.
On a
E([X, Y]) =L(X)oL(Y)—-L(Y)oL(X)= [[,(X),K(Y)} .

Cette formule est applicable que 1’on fasse opérer les dérivées de Lie sur I’espace des formes
différentielles (M) ou sur I'espace des champs de tenseurs contravariants antisymétriques
A(M), ou méme sur lespace des champs de tenseurs d'un type quelconque. On peut
exprimer ce résultat en disant que 'application X — L(X) est un homomorphisme de
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'algebre de Lie A'(M) (munie du crochet de champs de vecteurs comme loi de composition)
dans 'algebre de Lie des endomorphismes de degré 0 de Q(M) (ou de A(M), ou méme de
I'espace des tenseurs du type considéré, selon les cas), muni du crochet (défini en 1.2.3)
comme loi de composition.

3. Dérivée de Lie et produit intérieur. Soit X € A'(M) un champ de vecteurs,
P e AP(M), et n € Q(M). Soit ® le flot de X. On vérifie aisément que pour tout t € R,

@ (i(P)) = {RLP)(@im).
En dérivant par rapport a t, puis en faisant ¢ = 0, on en déduit
L(X)(i(P)n) = i(L(X)P)n+i(P)(L(X)n)

ou encore

i(L(X)P) = L(X)0i(P) —i(P)o L(X) = [L(X),i(P)] .

4. Le crochet de Schouten-Nijenhuis

Comme dans les deux paragraphes précédents, M est une variété différentiable de classe
Ce°.

Le crochet de Schouten-Nijenhuis est un prolongement naturel de la dérivée de Lie
relativement & un champ de vecteurs, opérant sur A(M). Il posséde les propriétés suivantes,
qui peuvent servir a le définir.

4.1. Proposition. Soit M une variété différentiable de classe C*> et A(M) I’algébre
extérieure des champs de tenseurs contravariants antisymétriques sur M 1l existe une
unique application R-bilinéaire de A(M) x A(M) dans A(M), appelée crochet de Schouten-
Nijenhuis et notée (P, Q) — [P, Q], qui vérifie les propriétés:

Propriété 1. Pour f et g € A°(M) = C(M,R), [f,g] = 0.

Propriété 2. Pour un champ de vecteurs X € A'(M) et un champ de tenseurs Q € A(M),
[X, Q] est la dérivée de Lie L(X)Q de Q relativement a X.

Propriété 3. Pour P € AP(M) et Q € AY(M),

[P,Q] = —(—1)P~D=D[Q, P].

Propriété 4. Pour P € AP(M), Q € AY(M) et R € A(M),
[P,QAR] =[P,QI AR+ (=1)*"1Q A [P, R].
Démonstration. On en donnera seulement les grandes lignes. En utilisant la propriété

4, on montre aisément que le crochet de Schouten-Nijenhuis [P, Q)] est local: ses valeurs, sur
un ouvert de M, dépendent seulement des valeurs de P et de (Q sur cet ouvert. On peut donc
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travailler dans le domaine d’une carte, dans lequel P et () sont des sommes finies de produits
extérieurs de champs de vecteurs (ou, éventuellement, des fonctions, si leur degré est 0). Les
propriétés 1 a 4 permettent alors d’eprimer [P, ], dans le domaine de la carte considérée,
comme une somme finie de produits extérieurs faisant intervenir des foncctions, des champs
de vecteurs et des dérivées de Lie de fonctions ou de champs de vecteurs relativement a
un autre champ de vecteurs. Cela prouve 'unicité. Pour prouver ’existence, il suffit alors
de vérifier que si on calcule le crochet de Schouten-Nijenhuis [P, @], dans le domaine d’une
carte, par application des propriétés 1 a 4, de deux manieres différentes, le résultat obtenu
est le méme. [

4.2 Remarques. En utilisant les propriétés 1 a 4, on voit aisément que le crochet de
Schouten-Nijenhuis vérifie aussi la propriété:

Propriété 5. Pour P € AP(M) et Q € AY(M), on a [P,Q] € APT4=1(M).

Les propriétés 4 et 5 montrent que pour P € AP(M) donné, I'application @) — [P, Q)] est
une dérivation de degré p — 1 de 'algebre extérieure A(M).

En utilisant les propriétés 3, 4 et 5, on voit que le crochet de Schouten-Nijenhuis satisfait
aussi la propriété:

Propriété 6. Pour P € A(M), Q € A1(M) et R € A"(M),

[PAR,Q=PAIR,Ql+ (-1 YU"[P,QIAR.

Les propriétés 5 et 6 montrent que, pour @@ € A?(M) donné, I'application P — [P, Q)]
est une “dérivation a droite” de l’algebre extérieure A(M).

La proposition suivante est une généralisation naturelle de la propriété bien connue selon
laquelle A*(M), avec le crochet pour loi de composition, est une algebre de Lie.

4.3. Proposition. Soient P € AP(M), Q € AY(M) et R € A"(M) trois champs de
tenseurs contravariants antisymétriques sur la variété M, de degrés p, q et r, respectivement.
Le crochet de Schouten-Nijenhuis vérifie I'identité de Jacobi graduée

(_1)(p—1)(r—1) [p7 [Q>RH + (_1)(q—1)(p—1) [Q7 R, pH + (_1)(T—1)(q—1) [R, P, QH —0.

Démonstration. Nous n’en donnerons que le principe. On observe d’abord que la
formule est vraie lorsque les degrés p, ¢ et r sont égaux a 0 ou 1. Le résultat général
s’obtient par récurrence sur le degré, en utilisant les propriétés 3 et 4 pour remplacer, par
exemple, P par PA X, oun X € A} (M), doncpparp+1. [

4.4. Remarque. La proposition 4.3, jointe aux propriétés 3 et 5, exprime que l’espace
vectoriel gradué A(M), avec le crochet de Schouten-Nijenhuis comme loi de composition,
est une algebre de Lie graduée. Mais attention! afin d’avoir une regle assez simple et
conforme a la définition des algebres de Lie graduées pour la composition des degrés, on
doit convenir que le “degré de Lie” d’un champ de tenseurs P € AP(M) (c’est-a-dire son
degré relativement au crochet de Schouten, considéré comme loi de composition dans A(M),
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est p—1. Il ne faut pas le confondre avec le degré usuel (qu’on pourrait aussi appeler “degré
extérieur” car il est relatif au produit extérieur comme loi de composition), qui est p. On
voit alors que le degré de Lie de [P, Q] est la somme des degrés de Lie de P et de Q). L’espace
AL(M) des champs de vecteurs, qui est une algébre de Lie au sens usuel, est le sous-espace
de A(M) des éléments homogenes de degré de Lie 0.

La proposition précédente indique une importante relation qui lie le crochet de Schouten-
Nijenhuis, la différentielle extérieure et le produit intérieur.

4.5. Proposition. Soient P et () deux champs de tenseurs contravariants an-
tisymétriques sur la variété M, et [P,Q| leur crochet de Schouten-Nijenhuis. Le pro-
duit intérieur i([P,Q)]) s’exprime, au moyen de la différentielle etérieure d et de produits
intérieurs i(P) et i(Q), par la formule

i([P.Ql) = [[i(P),d],i(Q)] ,

ol les crochets qui figurent dans le membre de droite sont des crochets d’endomorphismes
homogénes de Q(M).

Démonstration. On indique seulement ses grandes lignes. On remarque d’abord que la
formule indiquée dans I’énoncé est vérifiée lorsque P et () sont homogenes de degré 0 ou 1.
Puis, en utilisant les propriétés du crochet de Schouten et en remplagant P par PA X, ou X
est un champ de vecteurs, donc en remplacant p par p+ 1, on montre, par récurrence sur les
degrés, que cette formule est vérifiée lorsque P et () sont homogenes de degrés quelconques.
Enfin le cas général, dans lequel P et () ne sont pas nécessairement homogenes, résulte de
la bilinéarité. [

4.6. Corollaire. Soient P € AP(M), avec p > 1, et f € A°(M). Pour toute forme
ne QP Y M), on a
(n, [P, f]) = (n N df, P).

Démonstration. On a

(~1)E=2e=D23) [P, f]) = Z([P,f]) [[ (P),dl,i(f)]n
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(=)D (df A, P)
( 1)(p—1)+(p—1)p/2<n A df, p>,

ou on a tenu compte de i(P)n = 0 et du fait que (p —2)(p—1)/2 et (p—1)+ (p— 1)p/2
sont de méme parité. [

4.7. Corollaire. Soit P € AP(M), avec p > 1, et f1, fa, ..., [, des éléments de A°(M).
On a

(dfy Ndfs A+ Adf,, P) = [ [[P,fp],fpfl},...,fl}.
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Démonstration. Appliquons le corollaire précédent avec f = f, et n = dfi A--- Adfp—1.
Nous obtenons

(dfiy N+ Ndfyp, P) = <df1 A ANdfp—1, [P,fp]>.

En répétant cette opération, nous obtenons le résultat indiqué. [

5. Application aux variétés de Poisson
5.1. Notations.  Soit M une variété différentiable, et A un élément de A?(M). Posons,
pour tous f et g € C°(M,R),
{f.g} = Adf,dg) = (df Ndg,A).
Compte tenu de 4.7 et de 'antisymétrie de A, nous avons

{fag} = [[Aug]af} = _“Aaf]vg}'

Pour toute fonction f € C°(M,R), nous désignons par A#(df) le champ de vecteurs tel
que, pour toute autre fonction g € C*°(M,R),

(dg, A*(df)) = A(df,dg) = —[[A, f), g] -

Nous avons donc

Aﬂ(df) = _[Aaf] = _[va]

Lemme (A. Lichnerowicz). Les hypotheses et notations étant celles de 5.1, soient f,
g et h trois fonctions éléments de C*°(M,R). On a

{F A9, n}} + {9, {h, F}} +{n{f.9}} = [A AJ(df,dg, dh).
Démonstration. Posons, pour alléger 'écriture,

[A7g]:Y7 [A7h]:Z

Nous avons

{F Ao m}} = [[A T }f]
[

- [A[Yh ]

l_|
I—]
~~
| I

Mais d’apres 'identité de Jacobi graduée
[A7 [Y7 hH - [Y7 [hv AH + [h, [A7 YH
= [V [A )] + [n, [A, Y]]
=[Y,Z]+ [h,[A Y]]
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D’autre part, toujours d’apres 'identité de Jacobi graduée,
[A,Y] = [Aa [A,QH = - [A, [ga AH - [97 [Aa A” )
d’ou
2(A, Y] =2[A, [A, g]] = —[g.[A,A]] = [[A, AL g] .-

Nous avons donc

{£omyy = -2 ) - 5 [[[I8 AL o] ] f]
Nous obtenons de méme

{o.{h. 1 =[V212. 0], {hAf.g}}=—{hAg.f}} =-[Z. V. 1]

Par suite,

{f A9, h}} + {9, {h, f}} +{hAf.9}}
= (L0Ne(2) - £2)e(v) - (1. 2))) f

—% H[[A,A]vg},h} ]——<dedhAdg,[A A>——<df/\dg/\dh [AAD). D

5.3. Corollaire (A. Lichnerowicz). Dans les hypothéses et avec les notations de la
proposition précédente, la loi de composition (f,g) — {f, g}, définie sur C>°(M,R), vérifie
I'identité de Jacobi si et seulement si [A, A] = 0.

Démonstration. Cela résulte immédiatement du lemme 5.2, et du fait que [A, A] est nul
si et seulement si, pour tout triplet (f, g, h) d’éléments de C*°(M,R), <df Adg A dh, [A, A]>
est nul. 0

Le corollaire 5.3 permet de retrouver aisément, grace aux propriétés du crochet de
Schouten-Nijenhuis, certains résultats concernant les variétés de Poisson, déja établis par
d’autres moyens. Il en est ainsi, par exemple, du résultat suivant.

5.4. Proposition. Soit (M, A) une variété de Poisson. L’application de C*°(M,R),
muni du crochet de Poisson, dans A'(M), muni du crochet usuel des champs de vecteurs,

f = N(df) = —[A ],
est un homomorphisme d’algébres de Lie.

Démonstration. Nous devons prouver que pour tous f et g € C°(M,R),

[—[A, f1, =[A, gl] = —[A{f,9}] -

Or, d’apres l'identité de Jacobi graduée,
[~ (A, £1. =, gl] = [[A, £1. 1A, g]]
= — A g, 1A, £1]] + | [1A £1,A]

=~ (A U0 + [o [0 71A)].
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Mais d’autre part, toujours d’apres 'identité de Jacobi graduée,

_I:[A7f]’A:| - [[faA]vA] - “AvA]vf] =0,
d’ou, puisque [A,A] =0,
A, f],A] = —% [[A, A], f] = 0.

Nous avons donc bien

[_[AafL_[AagH :_[A7{fag}] a
5.5. Théoréme (A. Lichnerowicz). Soit (M, A) une variété de Poisson. Pour tout
P € A(M), posons
OzP = —[A, P].

L’opérateur 0p ainsi défini est une dérivation homogene de degré 1 de l’algébre extérieure
A(M), de carré nul:
Opro0p =0.

Démonstration.  On vérifie immédiatement que 0p est homogene de degré 1, et on
sait, d’apres les propriétés du crochet de Schouten-Nijenhuis, que c¢’est une dérivation de
l'algebre extérieure A(M). Il reste a vérifier que Op est de carré nul. Soit P € AP(M).
D’apres 'identité de Jacobi graduée,

(=P A A, P]] = [A [P A]] + ()PP [AA]] =0,
d’ott puisque [P, A] = (—1)P71[A, P] et que [A,A] =0,
(_1);0—1 [Av [A7 PH =0,

ou encore

8A08AP:0. O

5.6. Application: la cohomologie de Poisson-Lichnerowicz. Soit (M, A) une
variété de Poisson. Considérons le complexe

0-25 A0 (M) 22 A (M) 22 A2 (M) -2 28 Ar ()2

Sa cohomologie est appelée cohomologie de Poisson-Lichnerowicz de la variété de Poisson
(M, A). Rappelons que le p-ieéme espace de cohomologie de ce complexe est, par définition,
le quotient du noyau de la restriction de 95 & AP(M), par son sous-espace 0 (AP~(M)).
On le note HY (M).

On voit en particulier que HY (M) est I'espace des fonctions f € C°°(M,R) qui vérifient
[A, f] = 0. Ces fonctions forment le centre de l'algebre de Lie C°°(M,R) (la loi de
composition étant le crochet de Poisson); en d’autres termes, ce sont les fonctions f €
C>®(M,R) qui vérifient, pour toute autre fonction g € C*°(M,R), {f,g} = 0; on les
appelle souvent fonctions de Casimir de la variété de Poisson (M, A).

Quant & Hj (M), c’est le quotient de 'espace des champs de vecteurs X qui vérifient
[A, X] =0, c’est-a-dire L(X)A = 0, par 'espace des champs de vecteurs de la forme [A, f],
c’est-a-dire 1'espace des champs de vecteurs hamiltoniens sur la variété de Poisson (M, A).
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Exercices

1. Soit N une variété différentiable, T* N son fibré cotangent, g : T*N — N la projection
canonique, et « la 1-forme de Liouville sur 7% N. Montrer que pour toute 2-forme fermée
B sur N, da + q* 3 est une forme symplectique sur T*N.

2. Soit N une variété différentiable, Diff(N) le groupe des difféomorphismes de N,
D(N) l'espace des fonctions différentiables réelles sur N. Pour tout ¢ € Diff(/V), on note
©:T*N — T*N le relevement canonique de ¢ au fibré cotangent. A tout couple (¢, f),
avec € Diff (), f € D(N), on associe le difféomorphisme de T*N:

Do) (&) =P(E+df 0q(§)), E€T*N.

On a noté ¢ : T*N — N la projection canonique.

Montrer que chaque ®(,, ) est un symplectomorphisme de (T* N, da), a étant la 1-forme
de Liouville. Montrer que

(I)(%,fl) © (I)(<P2,f2) = (I)(@10¢27f10<ﬂ2+f2) .

3.  Soient (Mi,Q1) et (Ms,Q2) deux variétés symplectiques, qu’on munit des structures
de Poisson associées a leurs structures symplectiques.

Soit ¢ : My — M une application de Poisson, c’est-a-dire telle que pour tout couple
(f,g) de fonctions différentiables sur Ms, on ait

{fow,gopt={f,gtop.

Montrer que ¢ est une submersion, et que l'orthogonal de ker(T'p) est un sous-fibré vectoriel
completement intégrable de T'M;. Montrer aussi que ker(T'¢) et orth(ker(Tgo)) sont deux
sous-fibrés vectoriels symplectiques de T'M7, supplémentaires I'un de l'autre.

Réciproquement, soit ¢ : M7 — M5 une submersion. On suppose que orth(ker(Tgp)) est
un sous-fibré vectoriel symplectique completement intégrable de T'M;, et que la restriction
de ¢ a chaque feuille du feuilletage de M; défini par ce sous-fibré est un symplectomorphisme
local de cette feuille sur Ms. Montrer que ¢ est une application de Poisson.

4.  On munit R?>" (coordonnées z!,... 2™yl ... y") de la forme symplectique €y =

" dy' Adx'. Montrer que I'action sur R?" du groupe symplectique linéaire Sp(R>2", Qg
=1
laisse invariante, non seulement la 2-forme €2y, mais aussi la 1-forme

1 n

=1

Géométrie symplectique Cours de C.-M. Marle
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En déduire que cette action est hamiltonienne et donner ’expression du moment, nul a
lorigine, de cette action. [Indications: on pourra remarquer que cette action laisse invariant

le champ de Liouville
B P oz Y oy’

et comparer wg avec i(Z){.]

5. Soit ® une action symplectique d'un groupe de Lie connexe G sur une variété
symplectique (M, ).

1. On suppose 'action ® hamiltonienne. Montrer que ses orbites sont toutes des sous-
variétés immergées isotropes de (M, €2) si et seulement si son moment J est constant sur
chaque orbite. Montrer que lorsque cette condition est satisfaite, I’action ® est abélienne.

2. On suppose que toutes les orbites de 'action ® (qui est supposée symplectique, mais
pas nécessairement hamiltonienne) sont des sous-variétés immergées isotropes de (M, ).
Montrer que 'action ® est abélienne.

6. Soit G un groupe de Lie connexe et simplement connexe, G son algebre de Lie, et
O : G — G* un 1l-cocycle symplectique de G. Pour tout X € G, on définit une 1-forme
différentielle n* sur G en posant, pour tout g € G et tout v € T, .G,

(1% (g),v) = (0 0 TL,—1 (v), Ady—r X).

1. Montrer que pour tout X € G, la 1-forme différentielle nX est fermée. En déduire
I’existence d’une application différentiable 6 : G — G* unique vérifiant

0(e) =0, d{0,X)=n" pourtout X €G.

2. Montrer que 0 est un 1-cocycle symplectique de G admettant © pour 1-cocycle de G
associé (c’est-a-dire tel que 7.0 = O).

7. Soit E le plan euclidien (coordonnées (z,y) relativement a un repere orthonormé).
On note 2 = dx A dy la forme élément d’aire usuelle. Soit G le groupe des déplacements
euclidiens de E (groupe engendré par les translations et les rotations autour de l'origine).

1. Vérifier que G s’identifie au groupe des matrices de la forme

cosp —singy a
g= | sinp cosp b |,
0 0 1

Paction ¢ : (g, (z,y)) — (¢’,y’) s'obtenant en faisant le produit matriciel
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2. Choisir une base de l'algebre de Lie G de G. Déterminer les champs de vecteurs
fondamentaux associés aux éléments de cette base.

3. Montrer que l'action de G sur (F, ) est hamiltonienne et en déterminer un moment
J. Quelle est 'expression du cocycle 6 associé au moment J? L’action ® est-elle fortement
hamiltonienne?

8. Soit N une variété différentiable de dimension n, F' un sous-fibré vectoriel de rang k
de TM (k < n), FO 'annulateur de F (sous-fibré de T* N dont la fibre, en chaque point, est
I'annulateur de la fibre correspondante de F) et P = T*N/FY le fibré quotient. Montrer
que les deux propriétés suivantes sont équivalentes:

(i) le sous-fibré F' de T'N est complétement intégrable,

(ii) il existe une structure de Poisson surP telle que la projection canonique 7 : T*N — P
soit une application de Poisson (T*N étant muni de la structure de Poisson associée a
sa structure symplectique canonique).

[On pourra remarquer que P est le quotient de T*N par un feuilletage dont les feuilles
sont des sous-espaces affines de ses fibres.]

Montrer que lorsque ces deux propriétés équivalentes sont vérifiées, le rang de la structure
de Poisson de P est constant, égal a 2k et que les feuilles symplectiques de P s’identifient
aux fibrés cotangents aux feuilles du feuilletage de N défini par F'.

9. Soit (M, ) une variété symplectique de dimension 2n, et w un potentiel symplectique
de Q, c’est-a-dire une 1-forme telle que dw = €2. On suppose que L = {x € M|w(x) =0}
est une sous-variété de M de dimension n. Montrer que M est lagrangienne.

10.  Soit (M,Q) une variété symplectique de dimension 2n, F' et F’ deux sous-fibrés
vectoriels lagrangiens de TM, supplémentaires et compleétement intégrables, f',..., f" n
intégrales premieres de F' (fonctions différentiables dont la restriction & chaque feuille du
feuilletage défini par F' est constante), dont les différentielles sont partout linéairement
indépendantes, ¢!, ..., ¢" n intégrales premieres de F’ dont les différentielles sont partout
linéairement indépendantes. Montrer que tout point de M possede un voisinage sur lequel
(fY ..., f" g% ..., g™ est un systétme de coordonnées locales et sur lequel il existe une
fonction différentiable S telle que () ait pour expression

28 .
Q= N

11. Soit N une variété différnetiable, T* N son fibré cotangent, g : T*N — N la projection
canonique, « la 1-forme de Liouville sur 7*N. On munit 7" N de la structure symplectique
définie par da. A tout champ de vecteurs X sur NV, on associe la fonction différentiable fx
sur T* N définie par

fx©=(X(®)), €E€T'N.

1. Montrer que pour tout couple (X,Y’) de champs de vecteurs sur IV, on a

{fx, fr} = fixy)-
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En déduire que X — fx est un homomorphisme d’algebres de Lie.

2. Soit X un champ de vecteurs sur N, ® son flot, #dfx le champ hamiltonien sur
T*N de hamiltonien fx, et ¥ le flot de *dfx. Montrer que le champ de vecteurs *dfx est
projetable par g sur N et a pour projection X. Montrer que pour tout ¢t € R, le relevement
canonique de ®; au fibré cotangent est W;.



Université Pierre et Marie Curie Année universitaire 1998-1999

Solutions

1. Soit N une variété différentiable, 7" N son fibré cotangent, ¢ : N — T*N la projection
canonique, # une 2-forme fermée sur N, « la 1-forme de Liouville sur T*N. La 2-forme
da + q* (3 est fermée car

d(da +q"0) = d(do) + d(q"f3) = q"(df) = 0,

puisque d commute avec les images réciproques et que d3 = 0. Montrons qu’elle est non

dégénérée. Prenons un systeme de coordonnées locales z!, ..., 2" sur N, et les coordonnées

locales correspondantes x', ..., 2", p1,...,p, sur T*N. L’expression locale de da + ¢*3 est
2 ) ) 9 )

da+q* B=> dpind'+ Y Bijda’ Adal,

i=1 1<i<j<n

ou les 3;; sont fonctions seulement des coordonnées b, ™

Soit v un vecteur tangent a T*N en un point du domaine de la carte considérée, de
coordonnées locales z!,..., 2", p1,...,pn. On note ce vecteur

v = " v 0 —|—w-i
N — Ox’ “Op; )

Supposons v non nul; alors 'une au moins de ses composantes (v
non nulle. Si par exemple v! # 0, prenons

1
yee o, U WY, . Wy) est

.9

v= —.
Op1

On a alors
(da+ ¢*B)(0,0') = —v' 0.

Si tous les v* sont nuls (1 <4 < n), alors I'un des w; est non nul; supposons par exemple
que ce soit wy. Prenons alors

L0
oxl’

On a alors
(da+q*B)(v,v") = w1 #0.

La 2-forme doa + ¢* 3 est donc non dégénérée.

Géométrie symplectique Cours de C.-M. Marle
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2. Soit f € D(N) une fonction différentiable sur la variété N. On lui associe I’application
Z¢ :T*N — T*N définie par
Z(€) = €+ df (q(€)) -

Z¢ est un difféomorphisme d’inverse Z_;. Montrons que c’est un symplectomorphisme.
Soit «v la 1-forme de Liouville sur 7*N. On rappelle que si v € T¢(T*N), on a

a(v) = (€, Tq(v)) .

On a
Zio(v) = a(TZg(v)) .

Mais si v est tangent & T*N en &, TZ;(v) est tangent & T*N en Z;(£) = £+ df (¢(€)). On

a donc
Zia(v) = (& + df (4(6)), Ta o TZ4(v)
= a(v) + (¢"df)(v),

d’ou
Zia=a+d(q'f), Zj(da)=da,

puisque d commute avec les images réciproques et que d o d = 0. On voit ainsi que Zy est
un symplectomorphisme de (T*N, da).

Soit ¢ un difféfomorphisme de N sur elle-méme et @ son relevement & T*N. On sait,
d’apres le cours, que @ est un symplectomorphisme de (T*N, da).

Considérons maintenant ®(, r) : T*N — T*N défini par

Do (&) = B(6+df () ) = B0 Z4(&).

C’est un symplectomorphisme, puisque composé de deux symplectomorphismes.

Soient maintenant @1 et ¢o deux difféomorphismes de N, fi; et f, deux fonctions
différentiables sur N. On a

P(p1,11) © P, f2) (&) = Py, 1) © P2 (5 + dfz(Q(é“)))

= 51(2:(6) + B2 (df2(a(9))) + dfi (g0 22(9)) )
car (s est linéaire sur chaque fibre de T*N, et car
1(2:06) + 32(d12(a())) ) = a(32(6))
puisque $a(€) et Ga(dfa(g(€))) appariennent & la méme fibre de T*N. On a donc

Dp1,11) © P, f2)(§) = P10 P2 <§ +df2(q(€)) + 5 ' odfi(qo @ﬂf))) :

Mais
@y odfi(qo 2(8)) = d(f10v2)(q(€)),
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d’ot1, compte tenu de @1 o P = @1 © g, la formule

(I)(<P1,f1) © (I)(<P2,f2) = (I)(<P1°<P27f1°¢2+f2) .

Cette formule exprime que ® est une action sur 7*N du produit semi-direct de Diff (V) et
de D(N).

3. Soient (Mi,Qq) et (M3, Qs) deux variétés symplectiques et ¢ : M; — My une
application différentiable

Supposons que ¢ soit une application de Poisson. Alors pour tout couple (fi, f2) de
fonctions différentiables sur Ms, on a

{ficp,foovtn, = {f fotrm, 0@,

qu’on peut écrire, en notant *d(f; o ¢) le champ hamiltonien sur M; de hamiltonien f; o ¢,
et fdf; le champ hamiltonien sur M> de hamiltonien fi,

i(*d(f109))d(f2 0 9) = (i(*df1)df2) o .

Mais, pour tout point x de M,

i(fd(f10@))d(f2 0 @) (@) = i Tup (d(f1 0 9)(@)) ) dfa (2(a))

On a donc

i(Tep(d(fi 0 9)(x)) = Hdfi (p(x)) ) dfa (p(x)) = 0.

Ceci étant vrai pour toute fonction fo, on en déduit

Top(*d(f1 0 9)(x)) = tdf1 (o(x)) -

Mais lorsque f; parcourt I'ensemble des fonctions différentiables sur Ms, #df; (go(:z:)) par-
court Ty, () My entier. Par suite, T, est surjective. Ceci étant vrai pour tout point x de
M, ¢ est une submersion. Pour tout z € M;, ker T,.¢ est de dimension dim M; — dim My,
ne dépendant pas du point x choisi. En d’autres termes, ker T'v est un sous-fibré vectoriel
de T'M;. Son orthogonal symplectique orth(ker T'p) est donc lui aussi de rang constant,
égal a dim M; — (dim My — dim Ms) = dim Ms. C’est aussi un sous-fibré vectoriel de T'M;.
Il est engendré par les champs de vecteurs de la forme #d(f o @), ot f est une fonction
différentiable sur My. Mais

[Fd(f109),bd(fa00)] = d({fiop, faop}) = d({f1, fa} o).

Le théoréme de Frobenius montre alors que orth(ker T'p) est complétement intégrable.

Soit S une feuille du feuilletage de M; déterminé par le sous-fibré completement
intégrable orth(ker T'y). Les dimensions de S et de My sont égales. L’expression obtenue
ci-dessus, valable pour tout point x de S et toute fonction différentiable f sur Ms,

Top(*d(f o ) (x)) = *Fdf (p(x))
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montre que la restriction de T, a T, S est surjective, donc (puisque T3S et Ti,(,) My sont
de méme dimension) que c’est un isomorphisme de T3S sur T,,,)M>. La restriction de ¢
a S est donc un difféomorphisme local de S sur My. Par suite, ker T, et orth(ker T,¢),
sous-espaces vectoriels de (T w M, Ql(ac)) supplémentaires et orthogonaux I'un de l'autre,
sont tous deux symplectiques. La forme induite par €2; sur S est donc symplectique. La
formule

{fiop, faoptn, ={f1,falm, 00

montre alors que la restriction de ¢ & S (munie de la 2-forme induite sur S par ;) est un
symplectomorphisme local de S sur M.

On remarque que les sous-fibrés ker T'p et orth(ker T'p) sont tous deux complétement
intégrables, et définissent deux feuilletages symplectiques transverses de M; (on veut dire
par la qu’en tout point x € M, les espaces tangents en x aux feuilles de ces deux feuilletages
qui passent par x sont deux sous-espaces vectoriels symplectiques supplémentaires de
(To M, Q(z)).

Réciproquement, supposons que ¢ soit une submersion et que orth(ker T'p) soit comple-
tement intégrable. Ces deux conditions ne suffisent pas pour affirmer que ¢ est une
application de Poisson. Supposons de plus que les feuilles du feuilletage de M; déterminé
par orth(ker T'¢) soient des sous-variétés symplectiques de M et que la restriction de ¢ a
chacune de ces feuilles soit un symplectomorphisme local de cette feuille sur M5. On voit
alors que ker T'p et orth(ker T'y) sont supplémentaires. En exprimant que la restriction de
¢ a une feuille du feuilletage de M; défini par orth(ker T'p) est un symplectomorphisme
local, on voit que pour tout couple de fonctions différentiables (f1, f2) sur Ms, on a

{f1090af2090}M1 = {f,fQ}Mz @,

ce qui exprime que ¢ est une application de Poisson.

4. Soit g € Sp(R?™,Qq). Par définition, g est une application linéaire inversible de R?"
dans lui-méme telle que g*(2y = €)y. Considérons d’autre part le champ de vecteurs

sur R?" (coordonnées zt, ... 2" 4!, ..., y™). Sonflot ® : RxR?" — R?" a pour expression
O(t, (2,y)) = (e'z,e'y),
oll, pour alléger, on a posé x = (z!,...,2"), y = (y',...,y"). On a

O(t,g(x,y)) = g<<1>(t, (, y))) :
car g est linéaire. En dérivant par rapport a ¢, puis en faisant ¢t = 0, on obtient
g4 = Z .

Mais d’apres une formule générale

g (i(Q*Z)Qo) =i(Z) (Q*Qo) )
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d’ou, puisque g.Z = Z,
g (i(Z2)Q) = i(Z2)Q .

Mais .
i(Z2)Q = Z(yida:i — z'dy") = 2wy .
i=1
On a donc bien
g wo = wp .

D’apres le cours, on sait qu’une action conservant une 1-forme wq telle que dwy = Qg est
hamiltonienne et admet pour moment 'application J définie par

(J,X) = i(Xn)wo

On explicitera ’expression de J en choisissant une base de 1’algebre de Lie du groupe sym-
plectique, en déterminant les champs de vecteurs fondamentaux associés aux éléments de
cette base et en faisant le produit intérieur de wg avec chacun de ces champs fondamentaux.

5. Soit ® une action symplectique d’'un groupe de Lie connexe G sur une variété
symplectique (M, €2). On note G l'algebre de Lie de G.

1. On suppose ¢ hamiltonienne. Son moment J est constant sur chaque orbite de
Paction ® si et seulement si, pour tout point x € M et tout couple (X,Y) d’éléments de G,

(i(Xar)d(J,Y))(x) = 0.
Mais d(J,y) = —i(Yar)?, donc I'égalité ci-dessus s’écrit
Qz) (X (z), Yar(z)) =0.

Or l'espace tangent en z a lorbite ®(G,z) est engendré par les X,/(x), avec X € G.
L’égalité ci-dessus exprime donc que cette orbite est une sous-variété (en général seulement
immergée, non plongée) isotrope de M.

Lorsque J est constant sur chaque orbite, ou, ce qui est équivalent, lorsque toutes les
orbites sont isotropes, on a pour tout couple (X,Y") d’éléments de G:

L(Xar)i(Yr

(X ) (Yar)Q2
(Q(Xn,Yu))

d
d
car i(Yp )2 = —d(J,Y), donc di(Yy)2 = 0. Donc, d’apres ce qui précede,

L(Xa)i(Yar) = 0.

Mais
L(Xn)i(Yar)Q =i([Xnr, Yar])Q + i(Yar) L(Xar)Q = i ([Xar, Yar])Q,
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car L(Xp)Q2 = 0. Par suite, [Xps, Yas] = 0, puisque € est non dégénérée. Le groupe G
étant connexe, I'action ® est engendrée par les flots des champs de vecteurs fondamentaux.
Les champs de vecteurs X s et Yy, étant complets, la nullité du crochet [X s, Yas| implique
que les flots de ces deux champs de vecteurs commutent. L’action ® est donc abélienne.

2. On suppose l'action & symplectique et toutes ses orbites isotropes. On a comme
ci-dessus, pour tout couple (X,Y") d’éléments de G,

L(Xa)i(Ya)Q2 = d(Q(Yar, Xur)) =0,

le calcul étant le méme que dans la question précédente, la seule différence étant que i(Y;s)$2
est maintenant fermée, pas nécessairement exacte. On en déduit, comme dans la question
précédente, z([X M,YM])Q = 0, donc [Xp,Ynm] = 0, et on conclut, toujours comme ci-
dessus, que 'action ® est abélienne.

6. Soit G un groupe de Lie connexe et simplement connexe, G son algebre de Lie,
© : G — G* un 1-cocycle symplectique de G. On a par définition

<@(X)7 Y> = _<@(Y)7 X> )
(O(X,Y]), 2) +(6([Y, 2]), X) + (6([2,X]),Y) = 0.
Pour tout X € G, on définit une 1-forme différentielle nX sur G en posant

(1% (9),v) = (@0 TLy1(v), Addg1 X).

1. Soient X, Y et Z trois champs de vecteurs invariants a gauche sur G, c’est-a-dire
trois éléments de 1'algebre de Lie G. On se propose de calculer la valeur de dn* (Y, Z) en
un point g de G. On utilise pour cela la formule classique

(X (Y, 2))(9) =Y. (0", 2) — Z.(n".Y) — (0", [V, Z]) .

donc
24P Y) = GOMAL X)),
= L {O(¥), Adu iy Adys X g
= (6(Y), ~[Z,Ad,-1 X]) .
On en déduit
(@7 (Y. 2)) () = (B(2), [Ady 1 X, Y1) — (V). [Ady + X, Z]) — (B(1Y. Z]). Ad, + X).
ou encore, en raison des propriétés de © rappelées ci-dessus,

(@™ (.2)) (g) = ~(O([Ad, + X.Y)), Z) — (O([Y. Z]), Ad, -+ X) — (O((Z. Ad, + X]), )
=0.
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L’espace tangent en g a GG étant engendré par les valeurs en ce point des champs de vecteurs
invariants & gauche, le résultat ci-dessus montre que dn* est nulle. Comme G a été supposé
connexe et simplement connexe, il existe une fonction différentiable unique #%, définie sur
G, vérifiant

do* =n* et 0%()=0.

En utilisant I'unicité de 8%, on voit aisément que X — 6% est linéaire. En posant
X
(0(9), X) = 0% (g9),

on définit donc une application 6§ : G — G*, vérifiant 0(e) = 0 et, pour tout X € G,
d(f, X) = n*.

2. On doit montrer que pour tout couple (ga, g2) d’éléments de G, 0(g1g2) = Ady, 0(g2)+
0(g1) et que T.0 = ©. On a pour X et Y € G,

i(Y)d(0, X)(e) = (TeO(Y), X) =™ (Y)(e) = (O(Y), X),

ce qui prouve que 1.0 = ©.
D’autre part, soit g € G, X et Y € G, t € R. Posons

w(t) = <9(g exp(tY)) — Ad, 0 (exp(tY)) — 0(g), X> .

On a pour tout ty € R:

dw(t)

Tdt ‘tzto - <@(Y)’ Adexp(—toy) Adg—1 X> - <@<Y)’ Adexp(—tyy)g— X> =0.

Comme w(0) = 0, ceci montre qu'on a w(t) = 0 pour tout ¢t € R, c’est-a-dire que
0(gexp(tY)) — Ad} 0 (exp(tY)) — 6(g) = 0.

La formule 0(g192) = Ady, 6(g2) + 0(g1) est donc vérifiée pour tout g1 = g € G et tout go
de la forme g = exp(tY), avec Y € G. Mais tout élément de G étant produit d’un nombre
fini d’exponentielles, on en déduit aisément que cette formule est vérifiée pour tous g; et
g2 € G.

7. Soit G le groupe des déplacements euclidiens du plan.

1. 1l est bien connu que G s’identifie au groupe des matrices

cosp —sing a
g= | sinp cosp b |,
0 0 1

'action de I’élément g de G sur 1'élément (x,y) de R? étant donnée par le produit matriciel

cosp —sing a x rcosp —ysinp +a
singp cose b y | =\ zsinp+ycosp+b | . ()
0 0 1 1 1
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2. Les trois matrices X7, X5, X3 obtenues en dérivant la matrice g, respectivement par
rapport a ¢, a et b, puis en faisant ¢ = 0, a = 0, b = 0, forment une base de I'algebre de
Lie G de G. Elles ont pour expressions:

0 -1 0 00 1 00 0
Xi=|1 0 0], Xo=[000], X3=(0 0 1
0 0 0 000 000

Le champ fondamental associé a X; s’obtient en dérivant I’expression (x) ci-dessus par
rapport a ¢, puis en faisant ¢ = 0, a = 0, b = 0, et en changeant de signe (a cause de la
convention de signe faite dans le cours). On obtient

0 0
Xim = _Ia_y—ky%'

On obtient de méme X5 p; et X3, en dérivant (x) respectivement par rapport a a et par
rapport a b, en faisant ¢ =0, a = 0, b = 0 et en changeant de signe. On obtient

0 0
= —— = ——.
Xom 5 Xsm 9y
3. On a
z? + o2

i(XlM)Q:ydy—l—xda::d( ), i(Xom)Q=—dy, i(Xsy)Q=dz.

On voit que laction de G sur R? est hamiltonienne et admet un moment J ayant pour

expression
2 4 g2

2

Xz

J(z,y) = — m+ymn —xns,

ou (n1,12,m3) est la base duale de (X7, X5, X3).
Calculons J(g.(w, y)) On obtient

(xcosp —ysing + a)? + (zsinp + ycosp + b)?
J(g-(z.y)) =~ 5 m

+ (xsinp + ycosp + b)ne
— (xcosp —ysinp + a)ns .

Pour déterminer le cocycle 6, on calcule J (g.(:l:, y)) —Ad, J(z,y). Cherchons donc d’abord
I’expression de la représentation adjointe. On a:

cosp —sing a cosp sing —acose —bsingp
g=|sing cosg b |, gl=| —sing cosg asing—bcosy
0 0 1 0 0 1
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On obtient Ad, X;, pour i =1, 2, 3 grace a la formule Ad, X; = gX;g7 !, les produits inter-
venant dans cette expression étant des produits matriciels. On obtient comme expression
de la matrice de Ad, dans la base (X, X2, X3),

1 0 0
Adj=1| b cosp —singp
—a sing  cosp

La matrice de Ady dans la base (11,72,73), duale de (X1, X2, X3), est la transposée de la
matrice de Adg-1. C’est donc

1 asing —bcosy acosy+ bsiny
Ady;= 1[0 Ccos —sing
0 sin ¢ cos ¢

On peut maintenant calculer

. a® + b?

On vérifie qu’il n’est pas possible d’éliminer # en ajoutant a J un élément constant de G*.
Le cocycle 8 n’est donc pas un cobord, et I'action étudiée n’est pas fortement hamiltonienne.

8.  Supposons F' completement intégrable. Tout point de N possede alors un voisinage
U qui est le domaine d’une carte dont les coordonnées locales, notées z', ..., z", sont telles

que F’ soit localement engendré, sur 'ouvert U, par les k champs de vecteurs EISERREE %
Chaque feuille du feuilletage défini par F' sur N est localement définie, dans U, par des
équations de la forme zF1 = cF+1 .. 2™ = ¢, ot ¢*T1, ..., ¢ sont des constantes. Notons
q: T*N — N la projection canonique, z',...,2",p1,...,pn les coordonnées locales dans
la carte de T*N, de domaine ¢~ *(U), associée & la carte considérée de N. Un point de
q 1(U), de coordonnées x!,... 2" p1,...,pn, appartient & F si et seulement si p; = 0
pour 1 < i < k. Par suite, deux points de cet ouvert, de coordonnées z',..., 2", p1,...,pn

1 n ~ . . P . . .
et 2’7 ..., 2", pl,...,p),, ont méme projection sur le fibré quotient P si et seulement si

et =2t e =" p =, e = pj- Ceci montre que ker(7'm) est localement

0 0
Opry1’ Opn
Le sous-fibré ker(T'w) de T'(T*N) définit sur T*N un feuilletage dont les feuilles sont des
sous-espaces affines de ses fibres (pour chaque point z de N, les feuilles contenues dans
la fibre T N sont les sous-espaces affines de cette fibre d’epace vectoriel associé FY), et le
fibré quotient P s’identifie a ’ensemble des feuilles de ce feuilletage. La forme symplectique
canonique de T* N ayant pour expression locale

engendré, sur 'ouvert ¢~ *(U) de T*N, par les n — k champs de vecteurs

doz:idpi/\d:z;i7
=1

I'orthogonal symplectique de ker T'm est localement engendré, sur 'ouvert ¢=1(U), par les

%,...,%, (%1, ce % Ce sous-fibré de T'(T*N) est complete-

ment intégrable, puisqu’il détermine un feuilletage dont les feuilles sont localement définies

champs de vecteurs
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par des équations de la forme zF 1 = cF+1 2" =" ot cFtL, ..., ™ sont des constantes.
On voit que ces feuilles sont les sous-variétés (immergées) de T*N de la forme TGN
(restriction de T* N a une sous-variété immergée S de N), ou S est une feuille du feuilletage
défini par F' sur N. D’apres un théoreme vu dans le cours, le sous-fibré orth(ker 7'r) étant
completement intégrable, il existe sur P une structure de Poisson unique pour laquelle 7
est une application de Poisson. On sait de plus que les feuilles symplectiques de P sont les
images, par la projection 7, des feuilles du feuilletage défini par orth(ker T'm) sur T*N. Ce
sont donc les projections des TGN, ou S est une feuille du feuilletage défini par I’ sur V.
On reconnait la construction étudiée dans le cours sous le nom de réduction symplectique:
TEN est une sous-variété (immergée) coisotrope de T* N, et la restriction de 7 & cette sous-
variété est la projection de TGN sur la variété symplectique réduite qui lui est associée.
Cette derniere est de dimension 2k (ce qui prouve que le rang de la structure de Poisson
de P est constant, égal a 2k), et les expressions en coordonnées locales données ci-dessus
montrent qu’elle s’identifie naturellement a T7*S.

k+1

n

Réciproquement, supposons qu’il existe sur P une structure de Poisson telle que 7 :
T*N — N soit une application de Poisson. D’apres un théoreme vu dans le cours,
orth(ker T'm) est un sous-fibré complétement intégrable de T(T*N). Puisque ker T'm, de
rang n — k, contient le sous-fibré vertical (tangent aux fibres de T*N), son orthogonal
orth(ker T't), de rang 2n — (n — k) = n + k, contient 'orthogonal du fibré vertical, c’est-a-
dire le fibré vertical (car celui-ci est lagrangien donc égal a son orthogonal). La restriction
de la projection m a chaque feuille du feuilletage défini par orth(ker 7'w) est de rang k,
donc chaque feuille de ce feuilletage se projette sur P en une sous-variété (immergée) S,
de dimension k. Mais alors la feuille dont S est la projection n’est autre que T¢N, et les
expressions en coordonnées locales données dans la premiere partie de la sdémonstration
sont applicables et montrent que 1’espace tangent a S en chacun de ses points est la fibre
de F en ce point. Ceci prouve la complete intégrabilité de F.

9. Soit if, : L — M l'injection canonique. On a ijw = 0, donc i} Q = i} (dw) = d(ijw) =
0, ce qui prouve que L est isotrope. Si de plus on suppose L de dimension n, elle est
lagrangienne.

Commentaire. On a prouvé un résultat un peu plus fort que celui demandé dans
I’énoncé: on a montré que si L est une sous-variété sur laquelle w induit une forme nulle
(ce qui est moins restrictif que d’imposer a L d’étre I’ensemble des zéros de w, et d’imposer
a cet ensemble d’étre une sous-variété), L est isotrope. On n’a pas eu a utiliser le lemme
d’homotopie, contrairement a une indication donnée dans la premiere version de 1’énoncé.

D’autre part, il est facile de donner des exemples de variétés symplectiques de dimension
2n admettant un potentiel symplectique dont I’ensemble de zéros est une sous-variété
de dimension strictement inférieure & n. Ainsi sur R*, muni de la forme symplectique
dz® A dxt + dz* A dx?, la forme

1

5(1'3 det + 2 do? — 2t da® — 2% da?)

est un potentiel symplectique qui ne s’annule qu’en un seul point, I'origine.

Placons-nous dans les hypotheses de 1’énoncé: M est de dimension 2n, et w est un
potentiel symplectique dont ’ensemble des zéros est une sous-variété L de M de dimension
n. On peut alors montrer (mais c’est un excercice nettement plus difficile que celui-ci!)
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qu’il existe un ouvert U de M contenant L et un difféomorphisme ¢ de U sur un ouvert
o(U) de T* L, tels que g0|L soit la section nulle de T*L et que ¢*a = w, «a étant la 1-forme
de Liouville de T* L. De plus, en restreignant éventuellement U, on peut faire en sorte que
( soit unique.

10.  En tout point x de M, (df'(z),...,df"(z)) est une base de I'annulateur Fy de
Fy, (dg*(z),...,dg™(z)) une base de 'annulateur F'° de F!. Puisque F, et F’ sont
supplémentaires dans T, M, FC et F’ 2 sont supplémentaires dans T M, donc df!(x),...,
df"(x),dg'(z),...,dg"(x) sont linéairement indépendantes. Le théoréme d’inversion locale
montre alors que (f%,...,f" g%, ...,g") est un systétme de coordonnées locales sur un
voisinage du point z.

La forme symplectique €2 est fermée, donc localement exacte. Par suite il esiste, au
voisinage de x, une 1-forme w telle que dw = (). L’expression de w en coordonnées locales

est
n

w = Z(aidfi +b;dg")

i=1
ol les a; et b; sont des fonctions des coordonnées locales f1,..., f" g%, ..., g".

Les feuilles du feuilletage défini par F sont les sous-variétés d’équations f' =ct,..., f* =
c”, ot ¢!, ..., c" sont des constantes. On doit exprimer que ces feuilles sont lagrangiennes,
c’est-a-dire que w induit sur chacune de ces feuilles une forme fermée. On obtient ainsi

ob;  0b; 0
dg;  0g;

En restreignant éventuellement le voisinage U de x considéré, on peut supposer qu’il
est contractile et que son intersection avec chaque feuille du feuilletage défini par F' est
contractile. Sur chaque sous-variété de U d’équations f' =c',..., f* = ¢, il existe alors
une fonction B.i . des coordonnées locales g',...,g", définie & une constante additive

pres, telle que pour tout i (1 <i < n),

_ 8Bcl,..l,c" (glv ) ,gn)

g’ ‘
En choisissant convenablement la constante arbitraire qu’on peut ajouter a chaque Bei . cn,
on peut faire en sorte que la fonction

B : (fl,...,fn,gl,...,g”) — Bf17.“7fn(g1,...,gn)

soit différentiable par rapport a I’ensemble des variables dont elle dépend. On a donc prouvé
I’existence d’une fonction différentiable B telle que

. 7 - an17"'vfn>gla"'7gn 7
> bidg' = ( 57 )dg.
i=1 =1

bi(fl:cl,...,f":c”,gl,...,g")

De méme, en échangeant les roles de F' et de F’, on montre qu'’il existe une fonction
différentiable A telle que

APV TE T < N
Sadf =3 (f gfig g)df.
=1 =1
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" (OA . OB
=3 (g + gpe)

j=1

Par suite on a

d’ou compte tenu de la symétrie des dérivées partielles secondes

0*’B 0%A , ,
Q=dw= —— — ——— | df* ANdg’ .
: (2;) (91“093 8f’(3?gj) yind
Il suffit donc de poser S = B — A.

Remarque. Le raisonnement fait ci-dessus pour prouver ’existence et la différentiabilité
de la fonction B est en fait une démonstration élémentaire du lemme de Poincaré généralisé,
qu’on déduit du lemme d’homotopie.

11.

1. Le probleme étant local, on peut raisonner dans le domaine d’une carte de N et de
la carte associée de T*N, et utiliser des coordonnées locales z',... z" sur N, z',... 2",
D1y, Pp sur T*N. On a alors

a:ipid:ci, da:idpi/\dxi.
i=1

=1

Soient X et Y deux champs de vecteurs sur N, fx et fy les fonctions correspondantes sur
T*N. Leurs expressions locales sont:

n 18 n Za
X:Z;X&vi’ Y:;Y&Ei’

n

o X’ et Y sont des fonctoions de z!,...,z", et

fX(xlw"?'rn;plv“'?pn) = ZpiXi(xlw"vxn);

fy(@t, . . z" p1,. . pn) = ZpiYi(arl, o).
i=1

Les formules bien connues qui donnent les expressions en coordonnées locales de [X, Y] et

de {fx, fy } sont
8Y 0X 0
X, Y] = ZZ( X! kaﬁ) oz’

=1 k=1

o=y (3fX ofy  Ofx 3fy) .
k=1

Opr, OxF  OxzF Opy

Compte tenu de
Ofx _ ofy

; =Y*
Opk Opi,

Y
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on vérifie aisément que {fx, fy} = fix,v]-

(2. Le champ de vecteurs *dfx a pour expression locale

~(0fx 0 Ofx O
# — _
Y ;(api o7 oo ap)’

ou, compte tenu de ’expression locale de fx,

n n 6X7‘
tidfx=23< I Zpk Dk 8p>

=1

On voit que sa projection sur N est bien le champ de vecteurs X.

Pour tout difféomorphisme ¢ de N sur N (ou d’un ouvert de N sur un autre ouvert de
N), on note @ le relevement canonique de ¢ au fibré cotangent. On rappelle que pour tout
élément = du domaine de définition de ¢, @ applique la fibre T} N sur la fibre T;(x)N , et
que pour tous £ € TN, v € Ty, N,

(B(&),v) = (&, Ty (v))

On rappelle que si ¢ et ¢y sont deux difféomorphismes, p1 0 ps = @1 0 Po.

Soit maintenant ® le flot d'un champ de vecteurs X sur N. Pour tout ¢t € R, ®; est
un difféfomorphisme d’un ouvert de N sur un autre ouvert de N et, si t; et to sont deux
éléments de R, on a @4, o &y, = &y, 14, et en partlcuher <I>t od_; = <I>0 = 1dN On en
déduit que les relevements a T* N des ®, vérifient (IDtl o<I>t2 = <I>t1+t2, <I>to<1> ;= <I>0 = 1dT* .

La famille a un parametre <I>t de transformations de T*N est donc un groupe local de
difféomorphismes d’ouverts de T*N sur d’autres ouverts de 7*N. D’apres une propriété
classique de géométrie différentielle, cela entraine que ® est le flot d'un champ de vecteurs
sur T*N. Nous allons vérifier que ce champ de vecteurs est bien dfx. Il suffit pour cela
de montrer que pour tous x € N £ € TN,

o A
S =Hd)(©).
Notons !, 2" les coordonnées du point z € N, z',...,2",p1,...,pn celles du point

¢ € TxN. Pour |t| assez petit, y = ®;(x) est dans le domaine de la carte considérée. Ses
coordonnées seront notées

y' = goi(t,xl,...,x”).

Puisque ® est le flot du champ de vecteurs X, on a

D’autre part, puisque <I>t_1 =®_,;,ona
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Soit v un vecteur tangent en y & N. On note ses coordonnées y',...,y", v, ..., v"
note z', ..., 2" w', ... w" les coordonnées de T®_;(v). On a
n
O (=t y")
k ) ) ) 4
w" = . v,
Z 61.1
=1
Soient y',...,y"™, m,..., T, les coordonnées de </I\>t(§'). D’apres la définition de C/f't, on a
n
(®(8),v) = va’
i=1
= <€7T¢)—t(v)>
n
=2 _pew’
k=1
- o agok(_tay17 ’yn) %
SR
1=1 k=1
d’ou

Le champ de vecteurs dont d est le flot a pour expression locale

n 8y2
> (%

=1

o om0
t=0 Oxt Ot =0 Q9p,; )’

c’est-a-dire, compte tenu des expressions locales des y* et m; données ci-dessus,

n

. 0~ OXF(',....z") 2
i1 n — : :

=1 k=1

On a tenu compte de

(97'(' i
ot

n n

6290k t7y17"'7yn 8Xk
= - § Pk ( i ) ‘ - z :pk i

t=0 P ot Ox t=0 — ox

On reconnait I'expression locale du champ de vecteurs fdfx.



