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LES SYMETRIES EN MECANIQUE QUANTIQUE

NOTES DE COURS DE DEA

(DEA de Physique Quantique)

Ces notes de cours ont été rédigées au début des années 80, de fagon assez
informelle : le but poursuivi n’était pas de fournir un texte élaboré, mais plus
modestement d’éviter aux étudiants d’avoir a prendre des notes et recopier des
équations pendant les exposés. Il est clair que bien des points de leur rédaction
mériteraient d’étre repris. Cependant I’expérience a monté que, méme bien
imparfaites, ces notes pouvaient rendre des services; les étudiants de DEA en
redemandant chaque année des tirages, elles ont donc été reproduites ici telles
quelles, sans tentative de les corriger ou de les améliorer.

Le sujet des symétries, trés large en mécanique quantique, n’est traité€ ici
que de fagon trés partielle. L’éclairage est plutdt mis sur les groupes continus
(groupes de Lie) et, par exemple, la théorie des représentations des groupes finis
(théorie des caractéres) n’est pas abordée, malgré son importance en physique
du solide en particulier. On pourra se reporter aux références données a la fin de
ce polycopié pour trouver des cours plus complets.

Le niveau initial de connaissances supposé du lecteur est celui du tome I
de ’ouvrage de mécanique quantique écrit avec C. Cohen-Tannoudji et B. Diu,
donc un niveau de second cycle. Les tirets dans la marge indiquent des passages
qui peuvent étre sautés en premiere lecture.

Une seconde partie contient un certain nombre de compléments, mais
commence par un « chapitre zéro » qui reprend un certain nombre d’éléments
des chapitres VI et VII sur le groupe des rotations ; a I’expérience en effet, il
s’est avéré qu’il valait mieux commencer le cours par cet exemple concret, que
de fagon trop générale. La lecture de ce chapitre zéro est donc recommandée
comme préliminaire a celle des autres chapitres.

F laloe
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Considérons un systéme physique quelconque qui, a 1'instant to’
se trouve dans 1'état S(to). Pour un systéme classique constitué par
exemple de N particules, S(to) désignera les 2N valeursa 1'instant t, des
positions et vitesses des particules. Aprés évolution, le systéme se trouve
a 1'instant t dans 1'état S(t).

Introduisons maintenant une transformation G qui, au systéme
dans un état S quelconque, fasse correspondre un autre systéme dans un
état S' (figure I-1 ). Les types de transformations € que 1'on peut
imaginer sont évidemment multiples : dilatation dans un facteur 2 des distan-
ces entre particules, rotation des positions et des vitesses d‘un angle
donné (fixe ou dépendant du temps), changement de signe des charges électri-
ques, etc..

L'application de la transformation a une suite quelconque d'états
S(t), décrivant un mouvement possible du systéme, donne une autre suite
d'états S'(t). Par définition, nous dirons que G est une transformation
de symétrie si la suite des états S'(t) décrit aussi un mouvement possible
du systéme, c'est-a-dire un systéme régi par les mémes lois d'évolution
que le systéme initial ; cette condition doit étre satisfaite quel que
soit 1'état initial S(to) choisi.

En d'autres termes, les transformés par G de tous les mouvements

possibles sont également des mouvements possibles.

Une autre fagon de présenter les choses est de dire que, sur la

. 6 oot {nstant © B . .

figure I-1, on peuty 'refermer le carré" par une transformation €, et ceci
quel que soit le mouvement considéré.

La définition d'une transformation de symétrie € ne concerne donc
pas seulement un &tat instantané S(t) du systéme a un instant donné (comme
par exemple lorsque 1'on dit que telle figure géométrique est symétrique
ou pas) mais 1'ensemble des états par lesquels le systéme passe successivement
lorsque le temps s'‘@coule. On peut d'ailleurs considérer des transformations
équi ne soient pas elles-mémes instantanées (translations ou dilatations
de 1'échelle des temps, etc)

Reprenons les quelques exemples de transformations cités plus

s . %'ﬁ\;ggce . o
haut. L'opération de dilatationvdans un facteur 2 n'est pas en général une

transformation de symétrie de la mécanique classique, pas plus que celle
associée a une rotation du systéme d'un angle proportionnel au temps
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(passage dans un référentiel non galiléen ou les effets d'inertie se mani-
festent différemment), Par contre, et nous y reviendrons en détail,
1'opération de translation ou de rotation d'une quantité fixe d'un
systéme physique isolé est une opération de symétrie (homogénéité et
isotropie de 1'espace).

Citons un certain nombre de symétries, dites fondamentales :

- les translations dans 1'espace

- les rotations dans 1'espace

- les translations dans le temps

.

P (parité, c'est-a-dire symétriéfpar rapporta l'origine),

- les transformations "re]ativéstes'ede Lorentz (ou de Galilée)
lo]

C (conjugaison de charge) et T (renversement du temps)

- 1'échange entre particules identiques.

Parmi ces transformations, toutes sont actuellement considérées
comme transformations de symétrie pour 1‘ensemble des lois physiques
régissant les systémes isolés, sauf P, C et T () (?). Ces derniéres ne
sont transformations de symétrie que si les interactions considérées dans
le systéme sont d'origine électromagnétique (ou forte), mais pas si les
interactions faibles jouent un rdle.

(') Bien shr, i1 faut aussi exclure les transformations de Galilée, puis-
qu'elles ne sont transformations de symétrie que dans la mesure ou elles
constituent des approximations des transformations de Lorentz, c'est-a-dire
a la limite dite "non relativiste" (toutes les vitesses considérées <<
vitesse de la Tumiére c, toutes les distances considérées Ax << ¢ x At).

() Si les translations dans le temps n'étaient pas, au moins de fagon
approchée, transformations de symétrie par les systémes isolés, les
fondements de 1a physique ou méme de la méthode scientifique elle-méme
seraient bouleversés : la méme expérience faite aujourd'hui ou demain
donnerait des résultats complétement différents.

I1 existe cependant certaines théories cosmologiques ou des
constantes physiques "fondamentales" changent (Dirac) au fur et a mesure
de la dilatation de 1'univers (cf par ex. La Recherche, p. 166, février 77)
ce qui change le groupe de transformations laissant invariantes |
les lois physiques.

On peut remarquer de méme que 1'invariance par transiation de
1'évolution d'un systéme isolé serait une notion difficile & abandonner
complétement (elle constitue presque la définition de ce que 1'on entend
par Jf“systéme physique iso]é).



Dans la mesure ou, & 1'heure actuelle, ces symétries sont
considérées comme devant étre satisfaites par toutes les lois physiques
quelles qu'elles soient, connues ou a découvrir, on peut dire qu'elles
fournissent des "superlois" (Wigner) de caractére particuliérement fonda-
mental. On comprend donc 1'importance qui s'attache a leur étude.

Remarques :

- (i) Si deux transformations G et ©' sont de symétrie, leur
produit 6’6 a la méme propriété : on s'attend & voir apparaitre 1a
structure de groupe pour les ensembles de transformations de symétrie.

(i1) Dans le cas de la symétrie T (renversement du temps), il
faut en réalité changer sur la figure I-1 S'(t) en S'(-t) et renverser
le sens de la fléche ondulée de droite qui symbolise 1'évolution du
systéme. Nous y reviendrons au chapitre IX.

(iii) Nous avons dit que 1'ensemble des translations et rotations
était constitué de transformations de symétrie pour un systéme physique
isolé. Pour un systéme physique soumis & 1'action d'un potentiel extérieur,
(donc non isolé), certaines de ces transformations peuvent éventuellement
étre encore de symétrie. C'est par exemple le cas des rotations autour de
1'origine 0 pour un systéme soumis & 1'action d'un potentiel central
autour de O.

En mécanique classique, nous allons voir que les symétries
imposent certaines formes aux lois physiques et, de plus, donnent des
constantes du mouvement. Commencons par un exemple particuliérement
simple, traité dans le cadre des équations de Newton (? = m?).

1 - Equationsde Newton

Considérons deux particules de masses m, et m,, de positions ?1
et ¥, interagissant avec un potentiel U (?1, ¥a3 t). Les équations du
mouvement soqp :

m l:“ =%, (F1, To5 t) = - 6‘;1 U (Fr, Fo3 t)

5 {mz?-’; =%, (F1, o3 t) = - ‘v’-r»z U (F1, 23 t) (1-1)

(ol ) désigne la dérivée seconde de r, et 3; le gradient par rapport
1

I

— -»>
aux coordonnées r;).



= Invariance par translation toute

--------------------------

Soit a un vecteur constanta-Si, dans“\r transformation :
PN IO+ qElibagse
{?2 =, ¥, + 3 (1-2)
(qui ne change pas les accélérations), on obtient a partir d'un mouvement
possible un autre mouvement possible (avec le méme potentiel U), c'est que:
Fo(FL+3, P +ast)=" (F,7r;t)
{¥2 (?1 +3, ?2 +3 ; t) =?2 (—‘;la _‘:2 3 t) (I-3)
On voit facilement que U est alors nécessairement une fonction
de ?1—?2 seulement
U(F +3, Fa +a 3 t) =U (¥, rp 5E) (1-4)
Ceci nous impose donc une limitation sur les potentiels possibles
(forme des lois physiques) :

UsU(r -T2 3 t) (1-5)
De plus, on vérifie immédiatement que f, = -, ce qui entraine :
_dg? m rp + mp _Fz] =0 (I-6)

Donc, 1'impulsion totale est une constante du mouvement si les
translations sont transformations de symétrie.

= Invariance par rotation

Si;.aé'ﬁi&é;.iéé.éééééééﬁs autour d'un point fixe 0 sont des
transformations de symétrie, i1 apparait d'autres propriétés. On voit sans
difficultés que le champ de forces f, (ou ?2), considéré comme fonction
de ¥ = ¥; - rp, est invariant dans toute rotation de ¥ autour de 0. C'est
donc un champ central : f, est paralléle a Y1 - rp et ne dépend que de r.
Par suite :

Uszu (|r] ;t) A (1-7)
et . .

d Enl ?1 X ?1 + my ?2 X ?2]

at

_;1 X ?1 + ?2 X ?2
(?1 - _Ytz)x ?F 0 (1-8)
La conservation dans le temps du moment cinétique total par rapport

a un point 0 découle donc de 1'invariance de 1'ensemble des mouvements
possibles par rotation autour de 0.
= Translation dans le temps

-------------------------

La correspondance entre les mouvements est alors donnée par :

F(t) = 1 (t-b)
¥, (t) = ¥2 (t - b) (1I-9)



ot b est une constante. On aura ainsi une transformation de symétrie si :
fo(f, s t - b) = f, (F1,723 t)
{?2 (?1, ?‘2 ; t-b) = ?2 (?1,?‘2§ t) Vb (I-10)
Par suite :
U (1, P2 5 t=b) = U (Fy, ¥2 5 t) + G (t, b) (1-11)
Pour éliminer la fonction G, sans signification physique, prenons
comme énergie potentielle :
W1, o) = U (Fr, 2 5t =0) (1-12)
Les forces ?1 et ?2 dérivent du potentiel W aussi bien que de
U, puisque ?1 et ?2 sont indépendantes du temps. Donc, les mouvements
possibles peuvent étre décrits par un potentiel indépendant du temps :

2 [ W (s rz)] = 0 (1-13)

Calculons alors : .

d l:ml ?12 + m, —YEZJ 2 (?1 .?1 + _Ytz. —'Fz)

d (1-14)

‘Zﬂd? W (_Ytl ,?‘2)

Compte tenu de (I-13), on a :

Tdt‘ [E‘ZI-FIZ + D22 +w] =0 (I-15)
L'énergie totale (cinétique et potentielle) est donc une constante
du mouvement.

Nous n'irons pas plus loin dans 1'étude des symétries du point
de vue des équations de Newton. En effet, ces derniéres ne peuvent pas
étre utilisées pour quantifier un systéme physique et il faut utiliser
soit le formalisme lagrangien, soit le formalisme hamiltonien.

2 - Equations de Lagrange

a) Formalisme général (3)

..................

Le systéme est décrit par un ensemble de coordonnées généralisées

q; (i =1, 2,... N) ; i1 dépend éventuellement d'un certain nombre de

paramétres Aa (masses des particules, charges, etc). On suppose qu'il lui

est associeeune fonction L, dite fonction de Lagrange, ou encore lagrangien :
L=L (q'i’ El.i'"a ts Aa) (I-16)

telle que les équations du mouvement soient données par les équations de

Lagrange :
d oL oL . ) _
- (55?) = 53? E =1, 2, N (1-17)

(*) note : voir page suivante.



Dans ces équations, les éi désignent les dérivées par rapport au
temps des q;- Rappelons que la dérivée totale par rapport au temps d'une
fonction K (q;, di ; t) est par définition :

d = .4y o oK - 3K -+ 3K _
—ciTK(qi’qi’t)‘T‘f}%:qiﬁq‘;*;qié'ﬁ (1-18)

Comme les équations de Newton, les équations de Lagrange sont donc
du second ordre par rapport au temps.

On sait qu'elles sont équivalentes & un principe de moindre
action qui donne, d'un point de vue global (et non local dans le temps),
les mouvements possibles du systéme physique considéré. Ce principe
indique que, parmi tous les mouvements a priori possibles du systéme qui
le conduisent & 1'instant t, de 1'état S, (symbolisant 1'ensemble des qi)
vers 1'état S, & 1'instant t, , le mouvement effectivement réalisé
(satisfaisant aux équations du mouvement) est celui qui rend stationnaire
1'action : £

= J dt L E]i(t), a;(t) s t] (1-19)

Sur la figure I-2, ol 1'ensemble des coordonnées qi'est symbolisé
par 1'axe des ordonnées, on a représenté plusieurs chemins & priori possibles
en tiretés et, en traits pleins, le chemin effectivement suivi par le
systéme qui minimised%.

Les avantages du point de vue lagrangien tiennent principalement
a& sa trés grande généralité, les équations d'évolution de beaucoup de sys-
témes physiques pouvant prendre la forme (I-17) avec un choix convenable
de la fonction L. De plus,quellesque soient les variables qi\choisies
pour décrire 1'état du systéme (par exemple, coordonnées sphériques au
lieu de cartésiennes, etc) les équations d'évolution gardent toujours la
méme forme (I-17),ce qui n'‘est pas le cas des équations de Newton.

Pour un systéme de particules interagissant avec un potentiel
) (?n ; t), on peut prendre le lagrangien :

L=T (?n) - (?n 5 t) (1-20)
[(———— Ici, les 3 composantes des vecteurs position ?n des particules
(de masse mn) jouint le réle des 5o et T est 1'énergie cinétique :

T = 5 ;;»mn re (I-21)

() Pour un exposé plus détaillé, voir par 1'exemple 1'appendice III de
la référence 13, ou un livre de mécanique analytique classique.



Dans ce cas, les forces dérivent d'un potentiel mais le formalisme
lagrangien s'applique de fagon plus générale. On peut par exemple calculer
1'évolution d'un systéme constitué de particules interagissant avec un
champ électromagnétique donné, décrit par des potentiels scalaire V et
vecteur R. On vérifie alors qu'un lagrangien possible est :

L = Z;_{—;«mn v24q R (F).F-q V (Fn)} (1-22)

(qn dééigne ici 1a charge électrique de la niéme particule).

Comme il a été rappelé plus haut, bien d'autres équations du mouvement (les
équations de Maxwell par exemple) peuvent étre obtenues a partir d'équations
de Lagrange et d'un principe variationnel.

Remarque :

IT ne faut pas croire qu'un lagrangien unique correspond aux
équations du mouvement. d'un systéme. physique donné. I1 existe en réalité
‘de nombreux. lagrangiens "équivalents". Par exemple, si K est une fonction
quelconque K (q%, t), on peut & partir du lagrangien L constituer un
autre lagrangien L'

1 b hd d
L (qis q; 5 t) =L (qia 95 > t) + dt K (qi ; t) (I-23)

[bn notera que K ne doit pas dépendre des éi sinon, dans L', s'introduiraient
des dérivées secondes des q;, ce qui n'est pas possible pour un 1agrangien).
1En effet, la variation 6L du lagrangien s'écrit :

— . oK z ° akK _

SL = L L = 3%t 3 q; E (I-24)
et
d d . d 3K 3%K T . 32K
dat (aq'].GL) dt 3q; 3q.at 59 39,99,
2 . 2 -

TP S o S (1-25)
9q; 3qiat J 3qi3Qj

de sorte que les contributions de 8L aux deux membres de (I-17) sont
égales. Une autre facon de vérifier que L et L' sont équivalents est
de remarquer que la variation correspondante d'action s'écrit :

5 o =f2dt K =k fagle) st - K oyt 5t (1-26)

§ 76 ne dépend pas du chemin suivi par le systéme entre S; et S,
mais uniquement de S;, S, et t,, t,. Par suite, vb et JO + § SV seront
toujours stationnaires pour les mémes chemins (*).

(*) note : voir page suivante.
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.............................................

a - Quelques cas simples :
Les propriétés d'invariance de L peuvent se traduire par 1'exis-
tence de constantes du mouvement. Par exemple, si le lagrangien (I-20)
est invariant parﬁg}f translation de 1'ensemble des particules d'une méme
cea > <> <>
quantiteé a [%n = + %] , alors :

S % L = 0 (1-27)
n "n

entraine d'aprés (I-17)
4 5 v = 0 (1-28)

oY
=
—~
ot
N
n
<N
¥
—
]
3
=S+
~~
‘—'-
S
~~
—t
1
N
[¥-]
g

e e - - - T - - —— A = A = T A S = —— A . = Y= = e T e e = e = e - o S g S WE e S S e e S e Y m W AR M s = e e e e e e e

(4) On laisse parfois entendre que, réciproquement, deux lagrangiens
équivalents différent nécessairement par une dérivée totale par rapport
au temps. Une telle affirmation n'est pas exacte.

Un premier contre-exemple évident est donné par la possibilité
de multiplier le lagrangien par une constante quelconque. Mais 1'ensemble
des lagrangiens équivalents est en général bien plus vaste.

Par exemple, pour une particule libre, on peut aussi bien
prendre L ou L' donnés par :

L = x2 + y? + z?

L' = ax? + By? + vz2
ol a, B et ysont des constantes quelconques.
I1 serait intéressant de trouver une procédure générale pour

générer tous les lagrangiens équivalents a un lagrangien donné.
/ Ceci permettrait d'obtenir des conditions nécessaires et suf-
ficantes pour qu'une transformation <G donnée soit transformation de
symétrie.

De plus, il serait possible d'examiner si les quantifications
a partir de ces lagrangiens conduisent aux mémes résultats physiques.

Ce probléme ne semble pas actuellement avoir été résolu.



_JZ_

La conservation de 1'impulsion totale est donc une conséquence
de 1'invariance du lagrangien par translation dans 1'espace (°). De méme
si L est invariant par translation dans le temps :

oL

3t = 0 (1-30)
alors, en définissant la fonction H par :
R S ) +;J )
H(t) — ¥ ()5 (t) L [Fa(t) Folt) (1-31)

on vérifie facilement d'aprés (I-17) et (I-29) que, Tors de 1'évolution
du systéme, H reste constant :

d .—;—r 5 —; =
H(t = = r.. + r_. L - r .V L
(t) =47, P V..

n n 'y n
- rn.pé}- = 0 (I-32)

L'invariance par translation dans le temps entraine donc que 1'énergie
est une constante du mouvement.

Mais 1'invariance des équations du mouvement dans une transfor-
mation ¥ n'entraine pas nécessairement que L doit &tre invariant dans
cette transformation. Une autre possibilité (cf note (*)) est que 1'effet
de G soit d'ajouter & L une dérivée totale par rapport au temps. Nous
allons voir que, dans ce cas également, 1'invariance de la transformation G
se traduit par 1'existence d'une constante du mouvement.

B - Démonstration générale :

Considérons donc, de fagon générale, une transformation ¥B
définie par son action sur des coordonnées généralisées q; d'un systéme
quelconque :

9; = q; + qu (I-33)
Nous supposerons que la transformation <-est infinitésimale

et que :

(®) La conservation de 1'impulsion totale résulte de 1'invariance de L si
toutes les particules sont translatées d‘une méme quantité. Cette invariance
est alors valable quelles que soient les interactions entre particules.

Une invariance de L par translation d'une des particules entrainerait
la conservation de son impulsion particuliére (particule sans interaction).
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ol 8¢ est une quantité infiniment petite. Les variations Gdi des dérivées

temporelles des q; sont données par :

Par définition de &q; :

d . .

-t (93 + 893) = q; + 8q; (1-35)
de sorte que :
_d _ ofy Y o of -« of _
917 wr fi = 3¢ 5 (ysq; * 959q;) (1-36)
|&———— (On notera la dépendance possible de g, en h}, contrairement a

f;). Dans la transformation <, la variation infinitésimale 8L du
lagrangien s'écrit :

2, 8L aL .-
sb = 73 (*ﬁ; 89y + gq‘: 8a5)
S8 T (5, 2 oL) (1-37)

eyt S

g%t
Si maintenant la transformation ©GYchoisie de facon que 8L soit
proportionnel a la dérivée totale par rapport au temps d'une fonction A¢

d

L = Segg A (1-38)
€e theoreme de Noether dit que la fonction
oL
F o= = f, Y (1-39)
i i 55?

est une constante du mouvement [?F/dt est nul le long de toutes les
trajectoires possibles du systéme considéré] . En effet, 1a dérivée totale
par rapport au temps de}§:fi aL/Béi est :

d . o] . oL d oL
& B 55;] = Foia *fioa )

oL oL
79 55 * fiaq)

gg—-——————(ﬂa seconde égalité, obtenue grace aux équations du mouvement,
étant vérifiée le long des trajectoires possibles du systéme). Donc,
d‘aprés (I-37) :

L '
@ |7 e T e (1-41)

et, compte tenu de (I-38), on obtient immédiatement dF/dt = 0.

n

+ f (I-40)
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Remarques :

(i) Si on peut directement (sans utiliser les équations du
mouvement) mettre 1'expression (I-37) de 6L sous l1a forme d'une dérivée
totale par rapport au temps d'une fonction A (q; 5 t), les lagrangiens
L et L + 6L sont équivalents. -3 est alors transformation de symétrie au
sens défini plus haut. Rappelons (cf note (")) que, réciproquement, )
peut étre transformation de symétrie sans que nécessairement 6L = d A(qg,t)/dt

Notons cependant que, si les fonctions f; choisies dépendent
des éj, il n'est jamais possible de mettre directement 8L sous la forme
dA (g; s;t)dt. En effet, on voit sur (I-36) que &L dépendait des Gj, ce

qui ne peut étre le cas de da (q; st)/dt.

(i1) I1 peut aussi arriver que 1'on ait & utiliser les équations
de Lagrange pour passer de (I-37) a (I-38). Par exemple, on peut s'en
servir pour exprimer les h} qui apparaissent en général dans (I-37), en

i fonction des q; et éi ; on peut alors chercher une fonction A (qi, t)

indépendante des éi {dont 1a dérivée totale par rapport au temps ne
contient pas les q;).
Rien n'emp&he non plus de considérer des fonctions A qui dépendent
des éi_(voir en particulier le premier exemple donné ci-dessous). On
notera cependant que, dans ce cas, la fonction L + € 3A/3t ne peut plus
étre considérée comme un lagrangien.
(iii) Le théoréme de Noether n'a bien sur d'intérét que si la

! constante du mouvement F n'est pas triviale, identiquement nulle par

exemple !

Si on se place dans le cas envisagé dans la remarque (i) ci-
dessus ol on a réussi & écrire 6L sous la forme (I-38) avec A = A (g5 5 t)
(indépendant des di)’ la constante du mouvement F est en général intéres-
sante car elle dépénd des éi par 1'intermédiaire des aL/aéi et éventuel-
Tement des fj,

Par contre, si on accepte les fonctions A (qj, di’ t), le risque

| est plus grand de n'obtenir aucune information. Un cas évident est celui

ot on prend des fonctions f; absolument quelconques, et on écrit 6L sous

la forme (I-38) en choisissant la fonction A =§%:fi aL/adi (c'est toujours
possible puisque (I-41) exprime simplement que le long des trajectoires,

SL est toujours proportionnel a la dérivée totale de cette fonction A).

Le résultat obtenu est alors F = 0.
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v - Exemples

Donnons quelques exemples simples d'application du théoréme de
Noether. Considérons tout d'abord un systéme quelconque dont le lagrangien
L ne dépend pas explicitement du temps. Comme loi de transformation,
choisissons :

q;(t) =2 q. (t+ st) (1-42)

ol &t est une constante (qui joue le rdle des e introduits plus haut).
L'opération © décale dans le temps 1'évolution du systéme (le décalage
étant - 8t) ; c'est donc une translation dans le temps. Comme &t est
infinitésimal, on peut écrire :

6qi(t) = q;ét
de sorte que
{fi -4
Par ailleurs
_ . 2L - dL )
oL = st fy o O 3"41] - sl (1-44)
(puisque 3L/3t = O par hypothese). Donc, ici la fonction A n'est autre

que le lagrangien Tui-méme. D'aprés (I-39), la constante du mouvement est
ici

[

Foo- iq]-%'? - L (1-45)
qui est simplement la définition de 1'hamiltonien H (énergie).

Reprenons également 1'exemple déja abordé au § 2-b précédent
et examinons quelles constantes du mouvement découlent de 1'invariance
par translation dans 1'espace ou par changement de repére galiléen. Le
lagrangien considéré est :

m. e
L= 222 ¥ -V (P, ) (1-46)

k?——————— Tout d'abord, 1'invariance de L dans la transformation

rn = rn + &a redonne immédiatement la conservation de 1' impulsion

totale. Les 3 composantes du vecteur infinitésimal sa jouent ici le role

de 3 infiniment petitsde ; les égalités f.=1,9, =0, 8L = 0 donnent

pour constantes du mouvement les 3 composantes du vecteur :
Poo= Zn“%?n L o= 25, (1-47)

Introduisons maintenant un changement de repére galiléen pur par:

>

-> -+
ro = rot tév (1-48)
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Les 3 composantes du vecteur &V jouent ici le role dek et :

cs?n = tov (1-49)
Dans ce cas, 6L s'écrit :

&L = 53.[%(% [N “v};n \!)] (1-50)
Si V est invariant par translation comme en (I-27), alors :

_ > d -

L= &V . g G (1-51)
ol

G(t) = >—m 7o (t) (1-52)

G est la position du centre de masse de 1'ensemble des particules.
Remplacons A par G dans (I-39), on trouve la constante vectorielle du
mouvement :

5
§ = t Z%j mn r

0

- ?n: moFo= Pt - G(t) (I-53)

n n

donc :
G(t) = Bt + Go (I1-54)

et nous retrouvons le déplacement uniforme du centre de masse des
particules.

Supposons enfin que V ne soit pas nécessairement invariant par
translation mais que la somme des forces (extérieures) s'exercant sur les
particules soit un vecteur constant F. Alors, on vérifie facilement que
1'on peut écrire :

d
SL = - &V . EK (1-55)
ol
Mo = &) - g2 F (1-56)
La constante du mouvement est donc dans ce cas :
1
G, = Pt - G(t) - 5F ¢

et on retrouve de cette facon que le centre de masse a un mouvement
uniformément accéléré.
Exercice :

On considére une particule de masse m,de position v, d'impulsion
3 et de moment angu]aire.z = F x 3. Cette particule est soumise & 1'action
d'un potentiel central V = - o/r" (n est un entier positif). Introduire
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la transformation
sr = &exZ (1-57)

et montrer que :

n 5 5
ooconty e hag e h) o
Dans le cas d'un potentiel coulombien (n = 1), montrer que :
. d vy ?] _
L= o [—maﬁe.? (1-59)
En déduire que le vecteur M (vecteur de Runge-Lentz) :
=5 1 > r
Ho= o P x(FxP)-ag (1-60)

est, dans ce cas, une constante. Interprétation physique : les points de
la trajectoire (plane) de la particule ol la vitesse est perpendiculaire
ar sont fixes (1a trajectoire, au lieu d'étre une "rosette", est une
courbe fermée ; en fait, c'est une ellipse dont le grand axe est paral-
lele a M et 1'excentricité vaut |M| ).

Remarque :

En (I-34), nous avons supposé que la transformation ne concernait
que les q; (et les éi), mais pas le temps. On peut s'affranchir de cette
restriction en supposant qu'en plus des variations qu et Gdi écrites en
(I-34), il existe une variation du temps :

st = &¢ h(a;» aj ; t) (I1-61)
la relation (I-36) n'est plus valable dans ce cas. En écrivant que :
(G + 835 d (t+6t) = d[a; + oq] (1-62)
on obtient immédiatement, au premier ordre en e :
gidt + qidh = dfi (I-63)
c'est-a-dire :
df.
_ i _ - dh
9% T dq T 4 &« (1-64)
On a de plus :
- S oL oL oL

Si 6L s'écrit :
d dh rre
sL = Ge[;?ﬁ;—J\ + L 3 (I-66-a)

alors on montre que la fonction

- oL - he - -66-
A_§ —a-d;—[fi hasl - A +hL (1-66-b)
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est une constante du mouvement. En effet : (I-67)

df .
dA _ 3y dL e oL i . dh .-
T =T [fi hqi] *oag; [_dt_ 9% 9t hqi]

i

dh 5L ool o, .. al] _ el 9k
*Laf*“at*zmqiiq;“qi‘a‘d;} =

qui donne zéro d'aprés (1-64) et (I-65).

Exercice : En posant fi =9; = 0, h =1, retrouver comme en (1-45) que
H est une constante du mouvement si 3L/t = 0.

Avant de quitter la mécanique classique, nous allons donner
quelques rappels concernant le formalisme hémi]tonien, qui est trés souvent
celui utilisé pour “"quantifier" un systéme physique. I1 existe en fait une
procédure de quantification apartir du formalisme lagrangien (®) [?ostu]ats
de Feynmaﬁ], mais elle est moins généralement utilisée.

.................. .

A toute coordonnée généralisée q; du systéme, associons 1'impulsion

conjuguée :

oL
Py = e (1-68)

Nous allons supposer qu'on peut exprimer tous les éi en fonction
des P; et q; de sorte que 1'état dynamique du systéme est donné aussi bien
par 1'ensemble des q; et q; que par 1'ensemble des q; et P;- Dans le point
de vue de Hamiiton, ce sont les q; et P; qui sont considérés comme variables
indépendantes. On introduit 1'hamiltonien :

5~ . . ﬁ1—69)
H (’Di’ qi) = 5 Py 9 (q]-, pi) - L [qi’ a5 (qi’ p]')
et les équations du mouvement découlent immédiatement de (I-17) et (I-68) :
. oH
p, = - -
1 qu
SRR ;]
9% 7 3p (1-70)

Au lieu de N équations différentielles du second ordre par rapport
au temps entre N variables (point de vue lagrangien), on a 2N équations entre

(°) Voir R.P. FEYNMAN et HIBBS, "Quantum Mechanic and Path Integrals”,
Mac Graw Hill - New-York - (1965).
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2N variables, mais du premier ordre seulement.
b) Crochets de Poiss9g

Soient A (q., p;) et B (pi, qi) deux grandeurs physiques définies
1 . ' . .
dans le point de vue de Hamilton. On appelle crochet de Poisson 1‘'expression :

_ (9A 3B _ 3B 3A (1-71)

th. B} = 5 (3a; 3p; 3q; 3p;

On vérifie immédiatement que :
{q'i’ pJ} = 61-J- )

= . . = 0 (1-72

{q;, qj} {p;s pJ}

et les relations :
{A, A} = 0 (I-73a)
{A, B} = - {B’ A} (I‘73b)
{A, BC} = {A, BYC + B {A, C} (I-73c)

(mémes régles que pour les commutateurs).

D'aprés (I-70), 1'évolution dans le temps d'une grandeur physique

quelconque K (qi, P; 3 t) est donnée par :

dF_oF . OF s 3F
T - 3t * :%:(qi 39 5 Py api)
%% + (F, H} (1-74)

Les crochets de Poisson nous donnent donc directement 1‘évolution dans le
temps d'une fonction queiconque F. Ils peuvent également, dans certains
cas, fournir de nouvelles constantes du mouvement : en utilisant (I-73c)

et (I-74), on montre en effet que si F et G sont deux constantes du
mouvement ,le crochet de Poisson est également une constante du mouvement
(théoréme de Poisson) (7).
Exercice : Montrer que 1'expression {A,{B,C}}+ {B,{C,A}}+ {C {A,B}}
est identiquemeht nulle (identité de Jacobi )En déduire le théoréme de
Poisson.

Les crochets de Poisson peuvent également donner les transformés
par une opération infinitésimale %€ d'un mouvement du systéme. Vérifions-le

sur un exemple concret, celui d'une particule de masse m dont le mouvement
est donné en fonction d'un paramétre u :

(7) Bien str , il peut se faire que ce crochet de Poisson soit simplement
nul ou égal a une constante indépendante des q et des p, ou encore par
exemple proportionnel 3 F ou G ; dans un tel cas, le théoréme de Poisson
n'apporte aucune information nouvelle.
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x = fi(u) y = fa(u) z = fy(u) t = f,(u)
. (1-75)
= Translation dans 1'espace d'un vecteur infinitésimal d&a. La définition

de Ta translation est :

X' = X+ Gax y

=y + z' = zZ + 8a t' = t
5 YTy ? (1-76)
ol 8a est un vecteur infinitésimal constant. Or :

{py> x} = -1 {py, x} = {p,, x} =0 (1-77)
et par suite :

{63.p, x} = - sa, (1-78)
On vérifie donc que :

>
r‘l

¥ - {8a.p, v}

p' = p - {83.p, 1} (1-79)

. . > > .
ce qui nous montre que les crochets de Poisson de da.p avec les variables

dynamiques donnent les translations infinitésimales.
= Rotations dans 1'espace autour d'un vecteur infinitésimal sa (indépendant
du temps).

sa = esd (1-80)
ol @ est le vecteur unitaire de 1'axe de rotation et 8¢ 1'angle de rotation.
On a :

&F = F-F = saAxTr

& = P'-p = &@xp (1-81)
Par ailleurs, introduisons le vecteur (moment angulaire)

£ = ¥xp (1-82)
On obtient :

{x, 6a.%} = sa,z - sa y

{p,, 6a.%} = sap, - Sap, (1-83)
et, par suite :

[ ¢ ) |

p' = P - {63.7, p} (1-84)

. -+ . . - . . ~
Le moment angulaire £ joue donc, vis a vis des rotations, le role de ﬁ

~

vis a vis des translations.
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= Translation dans le temps.
Cette translation est définie par :

r' = r t" = t+ é8b (1-85)
ol 8b est une constante. Si on trace les deux mouvements horaires ¥(t)
et ?‘(t') en fonction d'un méme temps 6 (figure I-3), on aura :

v (6) = ¥(6 - 8b)

= ¥(8) - &b %(e) (1-86)

et :

p'(6) = B(6) - b p(e) (1-87)
Par suite : d'aprés (I-74) :

o= ¥ + {sb H,

B' = P + {dbH,p} (1-88)

H est donc associé aux translations dans le temps.
®= Transformation de Galilée pure.

Considérons deux repéres galiléens S et S', d'axes pnaralléles,
tels que le vecteur 00" qui joint leurs origines soit égal a-tsv @V est
un vecteur infinitésimal constanﬁ}.

Si, dans S, Ta particule considérée est repérée par un vecteur

?(t) = Bﬁ(t), elle est repérée dans S' par un vecteur ?'(t) = ﬁTﬁ(t)
donné par :

o= ¥+ tev (1-89)
De méme :

' = P+ msv (1-90)

Introduisons le vecteur :

Eo(t) = —mr + tp (1-91)
IT vient :

{x, 60.67} = tév

{py» G -6V} = mév (1-92)
et donc :

A RIS

PYo= P+ (&v.8., P (1-93)
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Le vecteur Eo engendre donc par crochets de Poisson des transformations
de Galilée infinitésimales. Pour un ensemble de plusieurs particules

(exemple déja vu plius haut), G correspondraigdhxcentre de masse du
systéme. ala posiHOv\

Comme nous allons le voir dans la suite, en mécanique quantique,
le rdle joué par les transformations de symétrie est au moins aussi impor-

tant qu'en mécanique classique.

1 - Quantification

L'ensemble des 9; et des P; sont remplacés, en mécanique quantique,
par un vecteur (“ket") |y> appartenant & 1'espace des états & du systéme.
Pour une particule sans spin, deux "bases" possibles sont, soit la base
{|?>} des vecteurs propres de 1'opérateur position R, soit la base {|B>}
des vecteurs propres de 1'impulsion P. A ces deux bases correspondent
les fonctions :

<rly> (1-94a)

<
—~
'
~
I

<Pl (1-94b)

<
—
©
~
il

dites fonctions d‘onde en représentation T et p respectivement.
Les grandeurs c]assiquescfb(qi, pi) deviennent maintenant des
opérateurs linéaires agissant dans &

\J‘b(q-i’ pi) = A (1_95)

En général, tout ket |y> peut étre décomposé sur des vecteurs propres

de A ; A es%“ergppe]é une "observable". Aux crochets de Poisson classiques
correspondent des commutateurs entre observables. Les relations (I-72)
deviennent :

R ,p] - ih s, (1-96)
[ X3 xj iJ

(ol xj et xJ. désignent x, y ou 3).

L'équation d*évolution de |y> est 1'équation de Schrddinger :

g Wt = H(E) [u(1)> (1-97)

dans laquelle 1'hamiltonien H(t) désigne 1‘observable quantique associé a
la fonction de Hamilton classique.



- 923 -

Cette équation est équivalente a :
lo(t)> = U(t.t)  lw(t,)> (1-98)

Dans cette derniére relation,|y(t)> désigne le vecteur d'état & 1'instant t,
lw(t0)> sa valeur a 1'instant initial to’ et U(t,to) est - lopérateur
unitaire satisfaisant :

.. d N _

ih - U(t, ) = H(t) U(t, t) (1-99a)
avec :

Uty t)) = 1 (1-99b)

Lorsque H est indépendant du temps, on a simplement :

U(t, t) = exp (- TH(t=t ) (1-100)

2 - Transformations de symétrie
Considérons une transformation <G du systéme physique. Avant

transformation, ce dernier sera décrit par un ket |y(t)> a 1'instant t,
aprés transformation par un ket |¢'(t)>. On définit un opérateur T
(agissant dans 1'espace des états &) qui fait passer de |y> & |y'> :

lp'(t)> = T(t)|w(t)> (1-101)

(dans de nombreux cas, T(t) sera un opérateur linéaire et unitairé).Le
schéma de la figure I-1 devient alors celui de 1a figure I-5. La trans-
formation considérée sera de symétrie si :

e = ucee)f T(e) v (to);] (1-102)
c'est-a-dire (|¢(t0)> étant quelconque) :

U(t, tg) T(t,) = T(t) u(t, t,) (1-103)

Si cette condition est réalisée, alors :
+ = -
u(t, to) T(t) U(t, to) = T(to) (I-104)

Cette égalité exprime que, dans le point de vue de Heisenberg, 1'opérateur
T(t) correspond a un opérateur TH indépendant du temps. T est donc une
constante du mouvement.

Si T est indépendant du temps, (I-103) devient :

l [T.utet)] = o (1-105)
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[ $(EY> m> | (Eo) > = T (ko) |P(Ed>

v T®? ©
p &> = U(E B [ty m=—=> U(E,Eo) [T (ko) [P(E)]

Fig. I-5

et implique donc la commutation de T avec 1'opérateur d'évolution U
a tout instant. Si, de plus, H est également indépendant du temps
(systémes conservatifs) cas ol U est donné par (I-100),alors (I-105)
peut s'écrire :

[T ) QJ = 0 (1-106)
On retrouve que T est une constante du mouvement.
Remarque :

On sait que deux kets différant entre eux par un facteur de
phase global correspondent & des états physiques identiques. On peut
donc remplacer (I-103) par 1'égalité plus générale :

U(ts ) T(eg) Tu(t)> = e 1eey uce , ) u(t,)s
V|¢(to)> (I-107-a)

ol a(t) est une fonction du temps qui, 3 priori, peut &galement dépendre de
|¢(t0)> ; c'est la raison pour laquelle nous avons fait figurer ce ket dans
(I-107). En fait, cette dépendance ne peut exister car, en posant

T(t) U(t, to) ] w(to)> = |x> , (I-107-a) peut s'écrire (1'opération T est
inversible) :

U(t, t)) T(t,) U(t,, t) TI(t) |x = elo(t) s (1-107-b)

0 0

Ta(t) apparait alors comme

00 o est éventuellement fonction de |x> ; mais e
un opérateur linéaire dont tout ket |x> est vecteur propre, ce qui signifie
que toutes ses valeurs propres sont égales (matrice diagonale) et donc que

a est indépendant du ket.



En conséquence, nous avons :

U(t, ty) T(t

0) - eiu(t, tO) T(t) U(t, to) (1-107-C)

ol a(t) est une fonction réelle du temps, nulle pour t = tO . Mais alors
en posant :

T'(t) = eia(t’ tO) T(t) (1-108)

on retombe pour T' sur une égalité du type (I-103). Nous supposerons donc
ici que T' est défini de fagon que a(t) = 0 (®).

3 - Conséquences générales
Les relations (I-103), (I-105) ou (I-106) impliquent que, si G
est transformation de symétrie, les opérateurs U et H ne peuvent pas

avoir n'importe quelle forme.

Par exemple, nous verrons qu'un hamiltonien en L.R est interdit
si 1'opération géométrique de parité est transformation de symétrie (on
définit T = R x 3). De méme, une symétrie par renversement du temps
interdit un hamiltonien en R.P, etc.

Nous avons déja remarqué que (I-104) ou (I-106) impliquent
1'existence de constantes du mouvement. Par exemple, (I-106) entraine

que T, T2, Ti etc, sont constants en valeur moyenne. Tous les opérateurs
T que 1'on peut trouver, leurs produits,... donnent des constantes du
mouvement.

Pour les systémes conservatifs, 1'existence de telles constantes

simplifie la recherche des états stationnaires (kets propres de H) : on

cherche une base de kets propres commursd H et T.

= e e A = - " = —_—— - — - = = o= - e = = T = M W = e = = P 4 R e e o Gm A T em e 0n e e e o

(®) Nous considérons ici le cas d'une seule transformation®. Le cas ol 1'on
veut éliminer les facteurs de phase pour tout un groupe de transformation est

plus délicat, et nous aurons 1'occasion d'y revenir.
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On sait que la commutation de H et T entraine :

<t1|Hlt2>=0 si ot # ot (I-109)

[ Jtl> et ]tz > sont des vecteurs propres de T, de valeurs pronres t, et t, ].

lakH )
Ce type de = ®“donne des “régles de sélection" pour H ; ces régles sont

en fait valables pour toutes les observables invariantes par T.

Des informations concernant la dégénérescence peuvent écalement
étre obtenues. Soit , en effet , |EO> un ket propre de H, de valeur propre E;.

L'égalité (I-106) entraine que , si
| €, > = TIE, > (1-110)

alors IEé > est un ket propre de H de méme valeur propre EO . En effet :

HOJE > = HT [E) >

0

TH |E, >

EO T IEO > =E lEa > (I-111)

0

Si IE0 > et IEé > ne sont pas proportionnels, la valeur pronre E; est au
moins deux fois déagénérée.

Remarquons enfin que, si T; et T, satisfont (I-104), leur produit
a la méme propriété . Les opérateurs T associés aux transformations de symétrie
forment donc un groupe. Les T ne commutent pas nécessairement entre eux (qroupe
non commutatif ) et nous verrons 1'importance des relations de commutation entre

ces opérateurs.
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Nous avons déja entrevu au chapitre précédent 1'importance de 1la
notion de groupe dans les problémes de symétrie. Dans ce chapitre, nous
allons exposer quelques notions de théorie des groupes.

IT n'est pas question ici de donner un cours général de cette
théorie. Nous chercherons plutdt a donner un premier contact avec les
notions importantes, et & introduire le vocabulaire utile & la lecture
des ouvrages consacrés a 1'étude des symétries en physique. Le lecteur
désirant en savoir plus pourra se reporter & la bibliographie donnée a
la fin de 1'introduction.

A - PROPRIETES GENERALES DES GROUPES

1 - Définitions ; exemples

Un groupe G est un ensemble d'éléments, notés g, 92, 9s3,... 9;
gj,... entre lesquels on a défini une loi de composition interne (multi-
plication) :

9;> gj => produit, noté g].gj (I1-1)
telle que :

= Ja loi est associative :

95 (gj gk) = (g'i gj) 9y Vj, j, k (I1-2)
m i] existe un élément neutre, noté e, tel que :

eg = ge = ¢ | Vg (I1-3)
= tout élément g posséde un inverse, noté g—‘, le méme "& droite" et
"a gauche" :

g9-' = g-'g = e (1I-4)

La 1oi de multiplication n'est pas nécessairement commutative,

et on peut avoir :
93 gj # gj 95 (II-5)

Si elle 1'est, [gi gj = gj 9is \di, j] , le groupe est dit
commutatif ou abélien.

Un groupe fini contient un nombre fini N d'éléments ; N est
appelé ordre du groupe. Un groupe infini en contient un nombre infini
(qui peut étre dénombrable ou avoir la puissance du continu).
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L'inverse de g; g, est g,-" g;-" :
(91 92) -1 = g-" g17 (11-6)

(démonstration immédiate).
On appelle "commutateur" de 95 et gj 1'élément du groupe (!) :

9; 95 957" 95 (11-7)

Ce commutateur est évidemment e si g; et 95 commutent (gi 95 = 95 gi),
et réciproquement. satisPait

Un groupe fini V' . le "lemme de réarrangement", souvent

utile : si on choisit un élément quelconque 9 de G, en mu]tip]ingﬁg
gauche (ou a droite) 1'ensemble des éléments de G, on obtient & nouveau
une fois et une seule tous les éléments de G, mais dans un ordre différent
(sig, # e).

Exemples de groupes

= | 'ensemble des 2 nombres + 1 et - 1 muni de 1a loi de multi-
plication habituelle, forme un groupe particuliérement simple (commutatif
d'ordre 2).

= De méme, 1'ensemble des nombres complexes eZi“p/N(N fixeé,
p=0,1..., N- 1) forme un groupe abélien, d'ordre N, représenté par des
points réguliérement espacés sur un cercle dans le plan complexe.

- —_——— - s s = - — = = = e = = e = = PR e T g A= e e e g g S = P S S G e G e A 4 S A s - ————

(!) Ne pas confondre cette définition du commutateur entre &léments d'un
groupe (ol une loi d'addition - soustraction n'a pas été nécessairement
définie) avec celle, compliétement différente, du commutateur entre

opérateurs.
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= Le groupe des entiers positifs ou négatifs, additif (muni de
la loi de composition de 1'addition habituelle), est noté Z .

Donnons quelques exemples de groupes non abéliens.

= Le groupe SN des permutations (*) de N objets, d'ordre N !

Ce groupe est non abélien si N > 3.

Prenons S, par exemple, et notons P;3, la permutation
qui transforme 1'objet noté 1 en 1'objet 2, 1'objet 2 en 1'objet 3, et
1'objet 3 en 1'objet 1.

On vérifie aisément que 1‘'action successive de P;3, puis de Py
sur les objets 123, dans cet ordre, donne 132. Par contre, si 1'on applique
les mémes permutations & 123 mais en commencant par P,13 », on obtient 321.
Par suite :

P213 P231 7{ P231 P213

et S; n'est pas commutatif.

= Le groupe des opérations géométriques laissant invariante une
figure donnée. Le produit de 2 &léments du groupe étant défini par 1'appli-
cation successive des deux opérations, on vérifie trés facilement que 1'on
a bien un groupe.

Exemple : ensemble des transformations planes qui conservent les
distances et un triangle équilatéral. Ce groupe comprend :
- les rotations autour du centre O du triangle, d'angles 0, %;-et %? H
ces opérations sont notées I, C;, Cs”.
- les symétries par rapport @ trois droites passant par 0 et les sommets
du triangle, notées V, V', et V",

On peut vérifier que VC; = V' et que
C,V = V" : le groupe n'est pas
commutatif.

(2) Suivant 1'usage en physique, nous appelons ici permutation de N objets
ay, dz5... 3y une opération ol 1'on remplace chacun des a,, az,... par
un de ces mémes N objets. En mathématiques, on désigne parfois une telle
application biunivoque d'un ensemble sur lui-méme par “substitution",
reservant le mot de permutation au rangement des objets dans un ordre
donné.

L'opération que nous appelons permutation porte donc sur des
des objets (elle transforme a, en a';, a, en a',...) et ne concerne par
leur ordre.
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= Le groupe des translations T(p) dans un espace a n dimensions,
ou des rotations R(n) autour d'un point donnévaans cet espace. On peut
aussi introduire le groupe des déplacements, dont les &léments sont le
produit d'un &lément de R(n) par un autre de T(n).

Nous avons ici des exemples de groupes infinis continus, sur
lesquels nous reviendrons au chapitre suivant.

= Groupes de matrices, munis de 1a loi habituelle de multipli-
cation des matrices. Ces groupes sont importants en physique mais leur
nomenclature varie un peu d'un ouvrage a 1'autre ; donnons cependant
la terminologie la plus usuelle :

GL(n, C) groupe (linéaire) des matrices n x n réguliéres (déterminant
non nul, donc inversibles), complexes

- GL(n, R) comme précédemment, mais en se limitant aux matrices réelles

- SL(n, C) et SL(n, R) désignent les groupes ayant les propriétés

précédentes mais ol de plus on impose aux matrices

d'étre unimodulaires [déterminant égal & 1]. S

signifie dans ce cas "spécial", par opposition au

G de "“général"

U(n) matrices n x n unitaires (conservent la norme et le produit
scalaire) (3)
SU(n) matrices n x n unitaires unimodulaires. Ces groupes jouent un

role important en physique des particules élémentaires

0(n) matrices n x n orthogonales (unitaires et réelles)

SO(n) matrices n x n orthogonales unimodulaires. Par exemple, SO(3)
désigne 1'ensemble des matrices de rotation autour d'un point
dans 1'espace habituel a 3 dimensions (1'unimodularité éliminant
les symétries par rapport & un point ou un plan). SO(3) et R(3)
(groupes de rotations dans 1'espace habituel & 3 dimensions)
sont donc pratiquement deux désignations différentes d'un méme
groupe.

(3) Les matrices hermitiques ne forment pas un groupe puisque, si M, et M,

sont hermitiques, le produit M;M, ne 1'est pas nécessairement (sauf si

MM, = M,M,). '
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2 - Table de multiplication - Groupes isomorphes

Pour définir 1a loi de multiplication dans un groupe G, on peut
donner un tableau a double entrée (table de multiplication) od, a 1'inter-

section de la iéme ligne et de la jéme colonne, figure le produit gigj :
g g, . . . . . gj ..... . . gN
91 g1? 9192 . . . . . 9195- - . - - . 910y
gz 9291 922 .. ... 9295- - - - - . 929y
91' 91'91 gigz . e e e . gigj ------ 'g'igN
2
gN gNgl gNgZ Y . ¢« o gNgj ..... - .gN

Ce tableau spécifie la structure du groupe. Il n'est pas quel-
conque : par exemple, chaque élément g apparait une fois et une seule
dans chaque ligne et dans chaque colonne.

Si G est commutatif, le tableau est symétrique (par rapport a
la diagonale principale).

Exercice : Ecrire la table de multiplication du groupe C3v'

I1 se peut qu'il existe un sous ensemble d'&lément 9y’ gB... gY
de G, tel que tous les éléments g € G puissent étre obtenus par produit
des éléments de ce sous-ensemble. Les 9> gB... gY sont alors appelés
“générateurs” du groupe.
Exemples : ]
(1) ZN : un seul générateur, 821"/N
(i) SN : le sous-ensemble des transpositions
(i11) C3v : C; etV
On peut se définir le groupe G par un certain nombre de relations
entre les générateurs, sans se donner toute la table de multiplication :
Exemple :

Ca, = (C3)% = 1 ;CsVC3 =V ; C; et V différents de I

v
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Homomorphisme : G = G'
On dit qu'il existe un homomorphisme du groupe G dans le groupe
si, a tout &lément g € G, on fait correspondre un élément

g'* = f(g) €@
de facon que la loi de composition interne des groupes soit respectée :
g'yg'2 = f(91) f(g2) = F(9:192) (I1-8)

{le produit des transformés g'; et g', est égal au transformé du produit
g192] .
Isomorphisme : G <= G

Lorsque la correspondance ci-dessus est biunivoque (application

bijective), c'est-a-dire lorsque :

g1 # g2 = g'1 # g
et que tout élément g' de G' correspond & un élément g de G,
on dit qu'on a isomorphisme.

Les deux groupes G et G' o%%&%gme table de multiplication. Ils
ne différent en fait que par la dénomination des &léments. On a donc
tendance & identifier deux groupes isomorphes et a les considérer comme
deux réalisations de ce que 1'on appelle un groupe abstrait.

Exemples :
(i) SO(3) et R(s)
(ii) le groupe des transformations dans 1'espace & 3 dimensions
constitué de : ‘
= 3 rotations, d'angles O, ZTT/3, ““/3 autour d'un axe 0z.
= 3 symétries par rapport & des plans a 120 degrés contenant 0z.

Ce groupe est isomorphe

a Cav

des sommets d'un triangle équilatéral].

Une facon de vérifier 1'isomorphisme entre deux groupes est de
s'assurerqu'ils ont des nombres égaux de générateurs avec les mémes
relations de définition de la table de multiplication.

3 - Sous-groupes - Centre

Soit H un sous-ensemble de G. Si H constitue Tui-méme un groupe
(avec la méme loi de multiplication que G), on dit que H est un sous-
groupe de G.

(iii) les 2 groupes précédents sont isomorphes & S; [permutations
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Un sous-ensemble K quelconque de G ne constitue pas un sous-
groupe : il faut que ce sous-ensemble soit fermé pour la loi de multipli-
cation (c'est-a-dire que le produit de deux éléments de K appartienne a
K) et que K contienne 1'inverse de chacun de ses éléments.

Exemples :

(i) I, Cs, C3* forment un sous-groupe de C3v (isomorphe & Z,),
mais pas I et C; seulement.

(i) R(s) est un sous-groupe de 1'ensemble des déplacements
dans 1'espace a 3 dimensions.

(iii) R(2) est un sous-groupe de R(s)-

Théoréme de Cayley :

Tout groupe fini d'ordre N est jsomorphe 3 un sous-groupe de
SN (groupe des permutations de N objets).

Cette propriété peut étre comprise en regardant la table de
multiplication du groupe : a tout élément du gagxg&.S§tﬂgisg§1ée ggs ligne
sur laquelle figure une permutation des N éléments du groupée??fAn‘est pas
difficile de vérifier qu'on a effectivement isomorphisme en appliquant
les lois de multiplication dans le groupe initial et celui des permutations.
Sous-groupe invariant :

Un sous-groupe H de G est dit invariant si

g Hg-" CH Vgea (I11-9a)
c'est-a-dire si,quels que soient g appartenant a G et h a H, 1'élément :

h* = g hg" (11-9b)
appartient aussi a H (*).

I1 revient au méme de dire que, quels que soient g€ G et h € H
il existe h' € H tel que :

gh = h'g (11-10)

[ou 1'inverse, en changeant les réles de h et h'].

(3) Si G est un groupe fini, 1'égalité (11-9a) est équivalente & g H g-" = H
(1a démonstration est élémentaire et utilise le fait que, si h; # hy

ghy g # ghgt)
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L'ensemble des &léments ¢ de G qui commutent avec tous les
é1éments de G constitue évidemment un sous-groupe invariant abélien,
appelié centre C du groupe G.

IT se peut que C = G (si G est abélien) ou, a 1'opposé, que
C soit limité a 1'élément identité (exemple : Cgv).

4 - Classes de conjugaison
Considérons deux éléments g et g' de G. On dit que g est conjugué

de g' (par 1'élément f € G) si :
¢ = flg'f (11-11)

On voit que :

w g est conjugué de Tui-méme (f = e)

= g' est conjugué de g (par f-'). On peut donc dire que g et g'
sont conjugués 1'un de 1'autre.

= si g, est conjugué de g, et g, de g3, g, est conjugué de g;.
En effet :

g = f-lg,f = (f-'t-1) gy(tf) (11-12)

La conjugaison est une relation d'équivalence entre éléments de G.

La classe de 1'élément g est 1'ensemble des éléments qui lui
sont conjugués. Tous les éléments d'une classe sont donc conjugués deux
a deux.

On vérifie facilement que deux classes sont, soit disjointes
(pas d'élément commun), soit confondues. En d'autres termes, les classes
forment une partition de G, qui apparait comme la réunion de classes
disjointes.

Remarques :

(i) 1'élément neutre est toujours seul dans sa classe. Cette
classe est 1a seule qui soit un sous-groupe de G.

(ii) dans un groupe commutatif, les classes sont les &léments
eux-mémes (elles ne contiennent qu'un él1ément unique).

(iii) 1'égalité (II-10) exprime que h' et h sont conjugués.
Donc, un sous-groupe invariant peut étre défini comme un sous-groupe qui
contient ses éléments en classes complétes.

Exercices :

(i) Montrer que les inverses des éléments d'une classe forment

une classe,non nécessairement confondue avec la premiére.
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(ii) Soit g un élément d'une classe d'un groupe G fini d'ordre N,
et soit p le nombre d'éléments de G qui commutent avec g. Montrer que g est
conjuguéde chaque élément de sa classe (en particulier de Tui-méme)
exactement p fois (c'est-a-dire par p éléments différents de G). En déduire
que N = pn, ol n est le nombre d'éléments de la classe de g : 1'ordre d‘une
classe divise celui du groupe.

(iii) Si C et C' sont deux classes de G, on appelle produit des
deux classes 1'ensemble des &léments de G qui peuvent s'écrire gg' avec g € C,
g' € C'. Montrer que ce produit est la réunion d'un certain nombre de
classes de G.

Cas de transformations géométriques

Supposons que les éléments de G soient des transformations géomé-
triques inversibles A, B,... agissant sur des vecteurs X, y, ... Par
exemple, G = C3v ou G = R(a) . Alors, la notion de classe s'inter-
préte géométriquement de facon simple. En effet, si } est le transformé de
X dans 1'opération A :

y = AX (11-13)
et si on pose :
X Ccx'
y cy' (11-14)

> s >

alors 1'opération qui permet de passer de x' a y

1

est la conjuguée de A
par 1'élément C :

Vo= AX (11-15)
ol
A = CTAC (11-16)

Or, on peut considérer que les formules (II-14) sont celles d'un
changement d'axes : les composantes de X et X' (ou de y et ?‘) sont celles
d'un méme vecteur, relatives a des systémes d'axes différents [dans les
colonnes de 1a matrice C on a alors les composantes des nouveaux vecteurs
de base sur les anciens]. Dans ce point de vue, A et son conjugué désignent
la méme opération géométrique, mais dans des axes différents.

Par exemple, si G = C3v, on a :

C;7've, = (I11-17)




- 37 -

Le transposé de V par C,; est la symétrie par rapport a un axe dont la
direction a subi la rotation C;-! par rapport 3 sa direction initiale.

De fagon analogue :
[C52170 V[Cs1% = V! (11-18)

De méme, si G = R(s) 1'ensemble des éléments d'une classe comprend les
rotations d'un méme angle, autour d'un axe quelconque.

5 - Groupe produit tensoriel (ou produit direct)
On considére deux groupes différents G et G', d'éléments 9; et

g'k. Par définition, les &léments du produit tensoriel G & G' sont les
paires (gi, g‘k). La Toi de composition :

(91" g‘k) (gjs g'e) = (gigj’ glkg'e) (I1-19)
donne, on le vérifie aisément, une structure de groupe au produit G ®G'.
Remarque :

Si H est un sous-groupe invariant de G, on peut définir la notion
de groupe quotient G/H qui est, dans certains cas, la notion inverse du
produit [voir complément II-A].

Exemples :

(i) Si G et G' sont respectivement des groupes de matrices N x N

et N' x N', d'éléments Mi et M'k, 1'ensemble des matrices produit tensoriel

Moy, = My @M

dont, par définition, les éléments sont :

<n,p|a(ﬁk |n',p'> = <n{Mi[n'> x <p[ML[p‘> (11-20)
peut étre considéré comme le produit direct de G par G'.

= Si G =T(3) et G' = R(3) , on peut obtenir par produit direct
1'ensemble des déplacements [groupe euclidien &(3)].

Considérons en effet un solide, avec un point origine de référence
A, et des axes AXYZ. Aprés déplacement, ce triédre devient A'X'Y'Z'. Un
tel déplacement peut &tre associé & un couple comprenant une rotation
autour de A (celle qui améne les axes AXYZ, paralléles a leur direction
finale A'X'Y'Z') et d'une translation (définie par le vecteur KK'). Le
déplacement peut d'ailleurs &tre obtenu en appliquant successivement ces
deux opérations au triédre AXYZ ' .. Pour le produit de deux

déplacements, i1 peut étre défini conformément & la loi (II-19), c'est-a-
dire en considérant une rotation (et une translation) produit des rotations
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(translations) individuelles [avec cette définition, la seconde rotation se
fait par rapport a un axe passant par A', obtenu a partir de A aprés la
premiére translation : le point autour duquel se fait la rotation est
mobile avec le solide].

B - REPRESENTATIONS_LINEAIRES D'UN_GROUPE

1 - Définition

On considére un groupe G, d'é&léments notés g. Par ailleurs, on
suppose qu'on connait un ensemble de matrices carrées P x P, réguliéres M
(det M # 0 ; M™! existe), ensemble qui sera noté @h :

m e (Pl (11-21)

Une représentation linéaire de G dans @h est définie si on se
donne une correspondance entre chaque élément g et une matrice M, quv
sera notée M(g), de fagon que :

M(gg') = M(g) x M(g') (11-22)

[la matrice associée au produit est le produit des matrices]. En d'autres
termes, la loi de composition interne &tant respectée, on peut définir
une représentation linéaire comme un homomorphisme de G dans Ph.

P est appelé "dimension" de la représentation (ou quelquefois
"degré").

Remarques :

(i) Se donner une matrice carrée réguliére P x P revient a se
donner un opérateur linéaire 40, inversible, agissant dans un espace
vectoriel & a P dimensions.On peut donc ainsi définir une représentation
comme un homomorphisme entre G et un ensemble d'opérateurs linéaires
inversibles agissant dans &p.

(i) Les matrices M sont supposées inversibles, ce qui exclut
des correspondances comme celle qui associe a tout &lément g la méme
matrice :

Ng) = (579) (11-23)

bien que cette correspondance respecte 1a loi de composition interne  [on
vérifie facilement que N est un projecteur (non orthogonal),c'est-a-dire
que N = N2 = N? =... (matrice idempotente).

(i1i) S1 G lui-méme est défini comme un groupe de matrices
inversibles [SO(n) par exemple], on a immédiatement une représentation
de G qui est donnée par ces matrices elles-mémes. I1 ne faut cependant pas
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croire que ce soit 1a seule représentation possible. Par exemple, on
peut associer d tout élément du groupe la (méme) matrice unité P x P,
ce qui donne unereprésentation dite triviale.

(iv) Nous désignerons en fait soit la correspondance G ===>(P)R,
soit 1'ensemble Ph des matrices par le méme mot "représentation®.
Propriétés simples :

Si e désigne 1'@lément neutre de G, et g~! 1'inverse de g,
on a :

M(ge) = M(g) = M(g) M(e) (I1-24)

d'aprés (II-22) et donc :

Me) = M7i(g) M(g) = (T) (I1-25)

(matrice unité)
puisque les M sont inversibles . De méme :

M(gg™') = M(e) = M(g) M(g™) (I1-26)
et donc, d'aprés (II-25) :

M(g™') = M7H(qg)

La matrice associée a e est donc toujours la matrice unité P x P ; deux
matrices inverses sont associées d deux éléments inverses.
Représentation fidéle :

Si, lorsque g, et g, sont différents, M(g,) et M(g,) sont
également toujours différents, l1a représentation est dite “fidéle" :

g1 # Q2 = M(g:) # M(92) (11-27)

la correspondance G = @k est dans ce cas biunivoque (isomorphisme).
Représentations projectives :

Du fait qu'en mécanique quantique, la multiplication du vecteur
d'état |y> par un facteur de phase globale ne modifie pas 1'é@tat physique,
on introduit souvent en physique la notion de "représentation projective"

ot (II-22) est remplacé par :
Mag') = e ® (99 mg) mg) (11-28)

[¢ (g9, g') est une fonction réelliede g et g']. Cette derniére égalité est
moins contraignante que (II-22) et les représentations projectives ne sont
pas des représentations au sens strict.
Exemples :

(i) On peut dire que R(3) est représenté par S0(3) Nous verrons
plus loin qu'il existe bien d'autres représentations de R(g)[Cf chapitre VI]
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(i1) Groupe des translations T(3) dans 1'espace a 3 dimensions.
Ces translations dépendent de 3 paramétres, qui sont les composantes
ays ay, a, du vecteur de translation a. Les transformations correspondantes
des coordonnées s'écrivent :

X' = x4+ a, y' = y+ ay z' = z+ a, (11-29)

Contrairement au cas de 1'exemple précedent, on n'a pas ici une transfor-
mation linéaire. On peut cependant écrire :

X' X
y' - Wy (Y -
> = M(a) > (I1-30)
1 1
avec :
/1 0 o ay
R o 1 o ay
M(a) = o o 1 a (I1-31)
z
o o o 1
On vérifie aisément que :
M@ +B) = M(@) M) (11-32)

de sorte que les M fournissent une représentation de dimension 4 de T(;) .

(ii1) Le groupe SN peut par exemple étre représenté de la fagon
simple suivante :

permutation paire == matrice (1)

permutation impaire == matrice (-1) (II-33)
C'est une représentation de dimension 1, la plus simple aprés la représen-
tation triviale. Elle joue un role fondamental en mécanique quantique pour
le systéme de N fermions identiques (postulat d'antisymétrisation), alors
que c'est la représentation triviale pour les systémes de bosons identiques
(postulat de symétrisation). I1 existe cependant des représentations de SN
de dimension plus élevée, non commutatives [M(g) M(g') # M(g') M(q9)].
Considérons N objets a;, az,... ays rangés dans un ordre de référence, qui
deviennent a';, a's,... a'N sous 1'effet d'une permutation P,. A P, nous
pouvons associer la matrice M(R), carrée N x N, définie par :

J (a'y a's..... a'N) = (Q1.e.-. aN) (M(Pa)> (II-34)

M(R) est une matrice qui, dans chacune de ses lignes ou de ses colonnes,
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n'‘a qu'un seul élément non-nul, qui vaut 1 (*)]. Par exemple, dans S,

0] o 1
M(Py31) = 1 o o (II-35)
0 1 0

On peut alors vérifier que le produit de deux matrices M est bien la
matrice associée au produit. On a donc ainsi une représentation de SN.

Plutdt que de se limiter pour le postulat de symétrisation aux
représentations de SN de dimension 1, il a été envisagé de postuler que,
pour certains types de particules identiques, il faut en mécanique
quantique introduire des représentations de dimension plus élevée (para-
statistiques). Cependant, 1'existence de particules &lémentaires nécessitant
effectivement cette généralisation des postulats n'a pas été prouvée.

(iv) IT1 est clair que, si 1'on a une représentation d'un groupe
quelconque, on a également une représentation de tout sous-groupe. Or, nous
avons vu plus haut que tout groupe fini d'ordre N est isomorphe a un sous-
groupe de SN' Par suite, en utilisant la représentation (II-34), on peut
obtenir une représentation de tout groupe fini, appelée "représentation

réguliére". A chaque élément g du groupe (dans lequel on a défini un

ordre de référence g, 9s,... gN), on associe la matrice carrée N x N
M(g) telle que :
(I1-36)
(9915 9925 9935----- g9y) = (915 g25..... ay) 64(9))

Exercice : Construire la représentation réguliére de C3V.

2 - Représentations équivalentes ; caractéres

Soient M;(g) et M,(g) deux représentations de méme dimension P
du groupe G. S'il existe une matrice S inversible telle que :
M(g) = ST M(g) s Vg (11-37)

les deux représentations sont dites équivalentes.

Remarques :

(i) On peut considérer que M;(g) et M,(g) sont les matrices
associées, dans deux bases différentes d'un espace &P a P dimensions, a
un méme opérateur (g) ; S est alors la matrice de changement de base.

4

Si 1'objet ay devient a, sous 1'effet de la permutation B, le i

¢ o
ment de la k*M€

My -~
—t
MDY ~—

ligne de M (R) vaut 1, les autres 0.
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En termes d'opérateurs, deux représentations équivalentes sont en fait la
méme représentation.

(ii) On montre [cf. Tivre de Wigner cité dans 1'introduction,p. 74
que toute représentation matricielle d'un groupe fini est équivalente a
une représentation formée de matrices unitaires.

On appelle caractéres d'une représentation 1'ensemble des

nombres :
x (g) = Tr {M(g9)} (11-38)

Remarques :
(i) Pour une représentation donnée, les caractéres de tous les

éléments d'une méme classe sont €gaux :
Tr (INTIM N} = Tr {NNTM} = Tr {M} (11-39)

(ii) De méme, on voit immédiatement que deux représentations
équivalentes ont mémes caractéres x(g) pour tous les éléments g € G.

(i1i) I1 existe un théoréme important qui dit que toute repré-
[sentation est déterminée de fagon unique (bien sir & une équivalence prés)
par 1'ensemble de ses caractéres (c'est-a-dire ceux des différentes classes

de G). On trouvera par exemple la démonstration dans le livre de J.P. SERRE
(référence (14) de 1'introduction), chapitre I . Les caractéres sont
particuliérement importants dans 1'étude des représentations irréductibles,
que nous allons introduire plus bas.

3 - Somme et produit de deux représentations

= la somme (directe) de deux représentations M;(g) et M,(g) d'un
méme groupe G, de dimensions respectives p, et p,, est donnée par les
matrices P x P (avec P = p; + p2) :

M, (g) l 0

M(g) = (I1-40)

0 | M2 (g)

On vérifie facilement que les M(g) donnent une autre représentation de
G. Si M;(g) et My(g) sont des matrices associées a des opérateurs 01 (9g)
etcﬂéz(g) agissant respectivement dans des espaces vectoriels & et & |,

P1 P2
M(g) peut étre associée a un opérateur agissant dans 1'espace somme directe :

& = & & -
p o, © &, (11-41)
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L'opération somme permet donc, & partir de deux représentations
(ou d'une seule si M; = M,), d'en construire une autre, de dimension plus
grande, dont les caractéres sont les sommes :

x(9) = xa(9) + x2(9) (11-42)

w |e produit (tensoriel) des représentations M, et M, [d'@léments
de matrice <n,|M;|n*,> et<n,|Mz|n',>] est défini par les matrices produits

tensoriels :

Mig) = M(g9) & M(9) (11-43)
c'est-a-dire :

<np, N |M(g)|n'y, n'y> = <n1|M$g)|n‘l> <n2|Még)|n‘2>(II-44)

Les matrices M(g) peuvent maintenant étre associées a des
opérateurs agissant dans un espace produit tensoriel 8p ® &pz 3 leur

1

dimension est P = p; x p,, et les caractéres valent

x(9) = x(9) x  x(9)

Remarque :

Le produit de deux représentations peut étre effectué pour deux
groupes différents G, et G,. On obtient alors une représentation du
produit (tensoriel) G; ® G,.

4 - Représentations réductibles ou irréductibles

Une représentation est dite "réductible" si elle est équivalente
d une représentation qui est une somme directe de représentations du méme
groupe. I1 faut donc que 1'on puisse trouver une matrice S telle que :

Mi(g) 0
M(g) = STM(g)S =
\()_/l Mz(g)_
b e (11-45)

ou la dimension p, et p, des deux blocs est 1a méme quel que soit g [avec
bien sir p; + p, = P].

Lorsqu'on a trouvé une matrice S qui réalise 1‘'égalité (II-45),
on dit qu'on a décomposé la représentation initiale en deux représentations
de dimensions plus faibles p, et p,. Le probléme est de trouver une méme

matrice S qui convienne pour toutes les matrices M(g) [Il1 ne suffirait
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pas, par exemple, de diagonaliser chaque matrice M(g), chacune dans sa base
propre, pour décomposer complétement la représentation, sauf s'il se trouvait
que toutes les bases propres soient les mémes] .

Si la représentation est telle qu'aucune matrice S inversible ne
permette d'obtenir 1'égalité (I1I-45) pour tous les M(g), elle est appelée
"irréductible".

Remarques :
(i) La notion de réductibilité se définit de méme pour tout
ensemble de matrices, sans référence & la représentation d'un groupe G.
(ii) Dire que Ta représentation est réductible est équivalent
a dire qu'il existe dans 1'espace & ou agissent les opérateurs cA(g)
deux sous-espaces & et & , dont & est la somme directe, chacun d'entre
eux étant (g1oba1eme%t) invariant sewvs1'action de tous lesd(g).
(iii) On définit parfois la réductibilité d'un ensemble de
matrices de facon moins contraignante, en imposant seulement 1'invariance

globale d'un sous-espace &_ sous 1'action des A(g). 11 faut alors

P1
remplacer (II-45) par :

Mi(9) lMa(g)
M'(g) = S7'M(g) S =

0 M2(9) (IT-46)

qui est évidemment une condition plus faible. Dans ce point de vue, on dit
que, si (I1-45) est réalisée, la représentation est “complétement réduc-
tible". Cette distinction n'a d'ailleurs d'intérét que pour les ensembles
infinis de matrices car on démontre que, si un ensemble fini de matrices
est réductible, i1 est complétement réductible.

Nous prendrons ici toujours le mot “réductible" dans son sens
fort (II-45) ; si on le désire, on peut considérer que le mot “complétement”
est sous-entendu partout.

Un probléme important est la décomposition d'une représentation
donnée d'un groupe en représentations irréductibles, c'est-a-dire la mise
de l1a représentation sous 1a forme d'une somme de blocs irréductibles
grace a une matrice S' convenable :

/Bfl(g) (I1-47)
M'2(9)

M'(g) = S'"' M(g) S's

0 M*.(9)
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Donnons sans démonstration un certain nombre de résultats :

= Les représentations irréductibles obtenues par décomposition
d'une représentation donnée ne dépendent pas (3 une équivalence prés) de
la facon dont est effectuée la décomposition (théoréme d'unicite).

» Les représentations irréductibles d'un groupe abélien sont
toutes de dimension 1. Par contre, tout groupe non commutatif posséde au
moins une représentation irréductible de dimension supérieure ou égale
a deux.

» Le nombre de représentations irréductibles non équivalentes
d'un groupe fini est égal au nombre de ses classes.

La théorie des caractéres est utile pour la recherche des
représentations irréductibles d'un groupe fini. En particulier, elle
fournit un critére d'irréductibilité d'une représentation.

De nombreuses applications physiques existent de Ta théorie des
groupes finis et utilisent la théorie des caractéres : citons par exemple
les groupes ponctuels cristallographiques, les groupes de vibration des
molécules. Malgré leur utilité , nous ne les &tudierons pas ici. En
effet, les groupes infinis sont également d'une trés grande importance
et ce sont eux que nous allons maintenant aborder.
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Ce chapitre est consacré a 1'exposé de quelques notions sur les
groupes infinis (groupes contenant un nombre infini d'éléments) et tout
particuliérement les groupes ayant la puissance du continu (ensembles
non dénombrables (')).

Exemples :

(i) Le groupe des translations le long d'un axe donné gx (vecteur
unitaire Ex) d'une quantité péx, o p est un entier positif ou négatif.
Ce groupe est infini, mais dénombrable (p varie de facon discréte).

(i1) Le groupe T(l) des translations d'une quantiteé aEX, ol
a est un nombre réel quelconque. Ce groupe infini n'est pas dénombrable.

Nous commencerons (§ A) par donner un certain nombre de notions
générales concernant les groupes continus et quelques éléments de topologie.
Puis nous étudierons quelques exemples simples (§ B). Enfin, nous considé-
rerons deux cas particuliers importants : groupe de Galilée et groupe de
Poincaré (§ C).

A - PROPRIETES GENERALES

1 - Les groupes continus

a) Définitions
Nous allons considérer un groupe-G dont les éléments - gont
repérés par un nombre fini n de paramétres réels a;, as,... a. Ces derniers
- - - >
peuvent étre notés de fagcon plus condensée par un vecteur a € Rn, de
composantes a;, as,... a,
>
g = g (a1, az,... an) = g ()

aeRr"” (I1I-1)

Les paramétres seront supposés essentiels : le groupe ne peut
pas étre décrit par un nombre moindre de paramétres.

e - A a0 o e e G S - - W = S G G P = T T P e A . B = = . = e S= Ty e - S — e g - T - Tt m ———— —— -

biunivoque entre ses éléments et les entiers naturels 1, 2, 3,... Sinon,
on dit que 1'ensemble a la puissance du continu.

Exemple : 1'ensemble des rationnels (fractions) est dénombrable, mais
celui des nombres réels (rationnels et irrationnels) de 1'intervalle [0,1]
a la puissance du continu.
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Exemple :

Pour le groupe T(l) des translations dans un espace a 1 dimension,
le paramétre unique a est essentiel. Mais si on avait introduit deux para-
métres a; et a, pour définir une translation d'un vecteur (a, + az)gx,
on n'aurait évidemment pas des paramétres essentiels.

Pour décrire tout le groupe, 2 doit varier dans un certain
domaine D de R" , fini ou infini. Nous supposerons que D est tel qu'il
existe une correspondance biunivoque entre les éléments de G et ceux de
D [dans D, il n'y a pas deux points a, et a, qui correpondent au méme
élément g de G].

Se donner un vecteur 3 de composantes a,, a,... a_ Ou un

n
élément g € G revient alors au méme. Cependant, il sera souventv%é‘raisonner
> - ' - - - .
sur les vecteurs a au lieu des g. L'entier n est appelé dimension du
groupe.
Produit :
o > > e - A > >

Si g(a) et g(b) sont deux éléments de G, le produit g(a) g(b)
appartient également 3 Get peut par suite étre décrit par une valeur ¢
du paramétre dans D :

g(¢) = g(3) g9(b) (111-2)
La valeur de ¢ est une fonction de a et de b :
¢ = 3%, (3, b) (I11-3)

La fonction &, donne donc, dans D, le reflet de 1a loi de composition
interne dans G. Elle n'est d'ailleurs pas quelconque. De 1'associativité
de l1a loi de multiplication dans G découle que :

3. 3. % (8, 8) = % (6 (3. 8), 9 (111-4)
Inverse :

L'élément g“(g) est décrit par une valeur a' du paramétre de D :

g7'(@) = 9(@) (I11-5)
avec :

' = % @) (111-6)
Exemple : |

Pour le groupe T(,), ou plus généralement pour un groupe de
translations repérées par leur vecteur 2
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¢, 3) = -a (I11-7)

Dans R" on définit facilement une topologie, par exemple &

partir de la distance § entre deux points 2eth:

> B n 2y
s(a, b) = {_Z:1 (a; - by)?} "2 (I11-8)
] =

On peut par suite introduire la notion de voisinage d'un point a (ensemble
ouvert), ensemble de tous les points b tel que :

§(a, B) < € (111-9)

parlier de points a' tendant vers un point 3, de limite, de continuité, etc.
Dans le groupe G lui-méme, nous allons supposer qu'une topologie
en pawlie
a également été introduite, ce qui est€le cas dés qu'on a défini une
"distance" entre deux de ses é&léments 9(3) et g(E).
Exemples :

(i) Dans Te groupe T(3) des translations, on peut définir la
distance entre deux translations par le module de la différence de leur
vecteur £. C'est simplement la distance [au sens habituel dans 1'espace
ordinaire R®] entre les images d'un méme point par les deux opérations.

(i1) Dans le groupe R(3), on peut définir la distance entre deux
rotations R et Q" comme la valeur supérieure, lorsque la direction d'un
vecteur unitaire & varie, du module du vecteur &" - e = e -8

Pour deux rotations de méme axe [dans SO(2) par exemple], la
distance est alors le module du sinus de la différence des angles.

On peut alors définir, comme en (III-9), le voisinage de chaque
élément g. Le groupe G est alors un "groupe topologique" (?).

(2) Ayant défini une topologie dans le domaine D ol varie le paramétre 3,
on peut essayer d'induire par la correspondance 2 ===>g(3) une topologie
dans G. Si g(3) et g(E) sont deux éléments du groupe, on peut leur associer
le module |¢| du vecteur ¢ de 1'opération g(3) g~ (b) :

n 1
->
Bl e = T G R B)
1 =
[ce nombre peut ~&ventuellement é€tre symétrisé pour que aeth y Jjouent

le méme rdle] . Des expressions de ce type peuvent servir & introduire
une distance et donc une topologie dans G.
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Nous appelerons "gnoupe continu" un tel groupe oG le produit gg‘|
ainsi que 1'inverse g_l, sont des fonctions continues de g et g'. De plus,
nous supposerons que & varie “de facon continue" dans D et que les fonc-
tions $1 et 32 sont des fonctions continues de leurs variables (sauf éven-
tuellement sur la frontiére du domaine D).

En topologie, une notion importante est celle d'homéomorphie :
c'est une correspondance biunivoque et bicontinue entre deux ensembles
topologiques D; et D,. Lorsqu'une telle correspondance existe, D, et D,

sont dits homéomorphes.
Exemples :
(i) ensembles homéomorphes :

i
dl

—L Ry B~

(ii) non homéomorphes :

vf

Fg D2
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Si le volume de D est fini, nous dirons que le groupe est
“compact" (*).

Si ce volume est fait "d'un seul morceau"”, D et par suite le
groupe G seront dits “connexes" (“).
Exemple :

Domaine non-connexe (en deux morceaux) :

Fg Ir-3

Une notion utile est celle de "chemins homotopes" (ou, plus
simplement "équivalents"). Un chemin dans D sera défini comme une trajec-
toire d'un point M de D dont 1a position dépend de fagon continue d'un
paramétre (qui peut par exemple étre interprété comme le temps) variant
dans un intervalle fini. De fagon plus précise, un chemin est 1'image
dans D par une correspondance continue f d'un intervalle fermé [to, t,]
de la droite réelle (axe des temps par exemple) ; les points M du chemin
sont donc donnés par M = f(t) avec toststy (si to < t;). On peut
convenir de prendre ure fois pour toutes to =0et t, =1.

T T T T T  espace. mékvique)
(3) De fagon générale, on dit en mathématiques qu'un ensembleYest compact

si, de toute suite infinie de ses éléments, on peut extraire une suite
convergente. Si on se limite & 1'@tude des groupes de Lie, on peut se

contenter de cette définition plus simple.

(*) La véritable définition d'un ensemble topologique connexe est qu'il
n‘est pas 1a réunion de deux ouverts non vides sans points communs.
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Les pointsM0 = f(to) et M, = f(t,) sont les extrémités du chemin [cf

figure III-4]. Si MO et M, sont confondus [le chemin se referme sur lui-

méme] , on dit que le chemin est un "lacet" ou encore un “chemin ferme".
Supposons que,dans un ensemble,deux points que]coggﬂng

toujours 1es extrémité d'un ou plusieurs chemins: ( on peut passer contindment

d'un point a 1'autre.); 1'ensemhle est alors connexe.

' Deux chemins de mémes extrémités MO et M; sont dits "homotopes" si

1'on peut déformer le premier de fagon continue pour obtenir le second

(ou inversement). Partant du premier chemin M(t) allant de MO a My, on

doit donc pouvoir définir & chaque instant une transformation continue des

points M(t) qui les améne sur les points correspondants au second chemin

[cf. Figure III-5]

M M,
(4]
M0

Figure III-5

Cette notion de chemins homotopes s'applique en particulier aux chemins
fermés. Si un chemin fermé peut étre de facon continue déformé en un
“chemin nul", ot les points M(t) sont confondus avec M0 pour tout t [le
point M reste immobile] , on dit que ce chemin est "homotope & zéro".
Exemples :

(i) L'ensemble des points intérieurs & un cercle du plan est un

ensemble o0 tous les chemén§,§ont homotopes a zéro [cf figure III-6]
eamés

Figure III-6

I1 en est de méme de 1'ensemble des points de la surface d'une sphéré

(dans 1'espace & 3 dimensions).
(ii) Par contre, si on exclut de 1'ensemble précédent les points

intérieurs a un petit cercle concentrique au premier (ou simplement le
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centre du cercle lui-méme), on ne peut pas passer continiment d'un cheminFuwmé
qui fait q tours de 1'origine a un autre qui en fait q' (si q' #q). Il
existe donc dans un tel ensemble des chemins non homotopes et des lacets

-

non homotopes a zéro.

(ii1) Considérons 1'ensemble des points intérieurs & une sphére
traversée par un fil électrique, suivant un de ses diamétres, ce fil étant
parcouru par un courant i. Le théoréme d'Ampére indique que les circulations
du champ magnétique B le long des chemins homotopes sont égales, nulles
pour les chemins homotopes @ zéro.

(iv) Dans le plan complexe, 1'intégrale d'une fonction complexe
le long d'un chemin fermé est nulle si ce chemin est tracé dans le domaine A
ou la fonction est dérivable (conditions de Cauchy), et s'il est homotope
d zéro dans A. formés

Si tous les chemins/de 1'ensemble topologique sont homotopes.a zéro,
1'ensemble est dit “simplement connexe" (°) ; dans le cas contraire,
“non-simplement connexe".

Exemple :

Un ensemble qui comporte des "trous", méme s'il est "en un seul
morceau" (connexe), n'est pas simplement connexe. C'est le cas de 1'exemple
(ii) précédent ou d'un ensemble comme celui schématisé sur la figure III-7 :

F-“g»,m—?-

Considérons enfin 1‘'ensemble des chemins fermés d'origine M0
donnée. Cet ensemble peut étre divisé en un certain nombre de classes
d'équivalence, comprenant tous les chemins fermés homotopes entre eux.
Nous appelerons H‘(Mo) 1'ensemble de ces classes. D'autre part, on peut
(°) Nous appelerons p-connexe un ensemble ol il existe un nombre maximum
de p chemins fermés non homotopes. Pour un ensemble comportant des "frous"
comme celui de la figure III-7, p est infini. Dans le cas du groupe des
rotations R(s)» nous verrons au chapitre V que p = 2.
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définir le produit de deux chemins fermés d'origine MO [de facon intuitive,
si le point mobile M(t) décrit le premier chemin de M0 a Mo’ puis le second,
| on obtient un autre chemin fermé qu'on appelle produit] . On vérifie que
le produit permet de définir une loi de composition dans Hl(Mo), que
chaque classe a un inverse (chemins parcourus en sens opposés), que
1'&18ment neutre existe (chemin homotope a zéro). L'ensemble Hl(Mo) est
donc un groupe, que 1'on appelle "groupe d'homotopie". Pour un groupe
connexe, on démontre que la structure du groupe II, est Ta méme quel que
soit le point MO.

Exemples :

(i) Pour un groupe simplement connexe, II; est le groupe Z; a
un &lément. Si le groupe est p-connexe, II;, a p €léments distincts.

(i1) Dans les cas envisagés plus haut ol 1'ensemble est 1'intérieur
d'un cercle moins son centre, ou d'une sphére moins son diamétre, II;
est isomorphe au groupe commutatif Z_.

(iii) Un tore, dans 1'espace a 3 dimensions, a pour groupe II,
un groupe isomorphe a Zd°® Zd)

(iv) Pour un ensemble comportant r “trous", le groupe II, est
engendré par r éléments (associés respectivement 3 un chemin entourant
chacun des trous), et a un nombre infini d'éléments. I, n'est pas commutatif
dans ce cas (si r > 1) : il ne revient pas au méme de faire q fois le tour
d'un trou et q' fois le tour d'un autre, ou d'inverser ces opérations.

2 - Groupes de Lie

a) Définitions
Aux conditions énoncées plus haut pour que le groupe G soit
continu, nous ajouterons celle que 51 et §, sont analytiques (développables

en série entiére). Le groupe est alors un groupe de Lie.

Dans la pratique, la plupart des groupes de Lie que 1'on consi-
dére en physique sont des groupes de matrices M(g), réguliéres, N x N (°).
Nous allons donc nous limiter a ce cas. De plus, par commodité, nous sup-
poserons que la matrice unité N x N est décrite par le paramétre 2a=70

Mio) = 41 (111-10)

Si ce n'était pas le cas, une simple translation du domaine D dans R" nous
y raménerait.
Donnons tout de suite quelques exemples simples de tels groupes.

------------------------ T o o e e e o G € T TS S T O S o e 08 G o e T P = T O G B O O R OV S8 TS =Y G = v e e = e o o

(®) Ne pas confondre N avec la dimension n du groupe (voir exemples suivants).
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Exemples :

(1) Groupe des homothéties a une dimension, définies par x' = ax
(a > 0), c'est-a-dire par des matrices 1 x 1. C'est un groupe de dimension
1, abélien, non compact puisque le domaine accessible @ a est tout un demi-
axe positif.

(i1) Groupe GL(2, c) des matrices réguliéres complexes 2 x 2 :

N 1+ a, a3
M@B) = avec a; + a, + (212, - aja,) -1
au 1+ 2 ~ (I11-11)

On a :

N N (1 +a,)(1 +by) +asby, (1 +a)by +as(l+by)
M(a) M(b) = 111-12)
a,(1 + by) + (1 +az)by, awbs + (1 + a,)(1 + by)
qui donne la fonction &,. Ce groupe est non abélien, de dimension n = 8
(puisque la donnée d'un nombre complexe équivaut & celle de deux réels),
alors que N = 2. de retahon
(ii1) Groupe R(2), ou S0(2), des matricesVautour d'un axe fixe.
Nous appelerons ici ¢ le paramétre unique (n = 1) :

cos ¢ - sin ¢
M(¢) = '
sin ¢ cos ¢ 0 < ¢ <2 (IT1I-13)
On a simplement ici:
¢ (a=¢) = -¢
¢, (a=¢, b=2¢') = ¢+ ¢ (111-14)

C'est un groupe abélien, dont le domaine D peut étre représenté dans le
plan par une circonférence [figure 111-8]

Fiaure III-8

[IT vaut mieux prendre le domaine D sous la forme d'un cercle que d'un
segment de droite de longueur 211 , dont les deux extrémités correspondraient
d des rotations infiniment voisines; on respecte ainsi la topologie du
groupe] . C'est un groupe compact, connexe, mais non simplement connexe
[groupe ; = Z_]. i1 est homéomorphe au croupe des nombres comnlexes de
module 1.
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(iv) Groupe 0(2) [matrices associées aux rotations dans le plan
autour d'un point fixe 0, ou & leur produit par une symétrie par rapport
a un axe passant par 0]

€ COs ¢ - sin ¢
M(¢) =
€ sin¢ cos ¢ 0 < ¢ <2 ; €= +1 (III-15a)

On a :

det M(¢) e (I1I-15b)

Le domaine D associé & ce groupe comprend ici deux morceaux (deux “nappes ")
associés respectivement aux matrices de déterminants + 1 et - 1 (on ne peut
pas passer continument de + 1 & - 1).

I1 se représente donc par deux cercles [figure III-9].. Ce groupe
n'est pas connexe, mais il est compact.

Figure III-9

b) Opérateurs infinitésimaux

du paramétre (vectoriel) a. Nous supposons que les M(E) forment un groupe
de Lie et que leurs éléments de matrice sont des fonctions continues et
dérivables des composantes de a. Rappelons que, par hypothése :

Mlo) = (1) (111-16)

Nous allons nous intéresser a des transformations, proches de
1'identité, pour lesquelles le paramétre a prend une valeur infinitésimale.
Un développement de Taylor au premier ordre de M(83) donne :

n -
Ms3) = (M) + > saix, + ... (111-17)
i=1
ol Xi est une matrice N x N :
- 3 e
Xi = 53 M(a)lg -0 (I11-18)

Mous utiliserons fréquemment & partir de maintenant un indice en position
->
de 3a

haute (indice contravariant) pour désigner les composantes 2a’

(ou a' de a).
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I1 n'y a aucune raison 3 priori pour que les Xi appartiennent
au groupe G et, dans les exemples qui vont suivre, ce ne sera effectivement
pas le cas.

Nous supposerons que les matrices Xi sont non-nulles et indépen-
dantes (1'une d'entre elles n'est pas combinaison linéaire des autres).
La formule (III-17) exprime que, pour toute matrice M(Gg) ol le paramétre
est infinitésimal, la différence avec la matrice unité est une combinaison
Tinéaire des Xi (c'est-a-dire appartient & un espace vectoriel dont les
Xi forment une base).

Prenons maintenant deux opérateurs infinitésimaux M(53) et M(sB)
et considérons leur "commutateur". Ce dernier appartient au groupe G et
peut s'écrire M(s¢) avec :

>

M(6C) = M(s3) M(sb) M-1(s3) M-1(sB) (111-19)

Nous allons calculer cette matrice jusqu'au deuxiéme ordre inclus
> >, o . _les termesy  _ e i
en 8a et &b, c'est-a-dire en incluantvdu deuxiéme ordre, soit “carrés" en

6a Gaj ou 6bi ij, soit “rectangles” en Gai 5bj (i, 3 =1, 2,... n). Le
calcul est en fait simplifié par le fait que tous les termes carrés sont
nuls. En effet, si éb = 0, M(GE) est 1a matrice unité et 1'expression
(III-19) montre qu'il en est de méme pour M(GE). Cette matrice est donc
“indépendante de 8a et tous les termes de son développement (sauf celui
d'ordre 0) sont nuls. De méme, si 8a = 0, on a aussi M(GE) = (1) ce qui
entraine la nullité des termes carrés en &b. Nous savons donc dés le
départ que nous pouvons ignorer tous les termes du second ordre qui ne
sont pas croisés en 6a.8b, les autres devant de toute facon s'annuler

a la fin du calcul. Ceci nous permet par exemple d'utiliser telle quelle
la formule (III-17), sans pousser plus loin le développement. De méme,
nous avons le droit d'écrire :

M-1(s3) = (1) - i sal Xi + oo (I111-20)
i=1

en ignorant les termes suivants [en multipliant les deuxiémes membres de

(II1-19) et (III-20) entre eux, on vérifie qu‘on obtient bien (1) a des

termes du second ordre prés]. '

Dans ces conditions, le calcul donne :

M(83) M(sB) = (1) + Zn_'_' sal X: + i sbf X, + > saispd x. X,
i=1 - J=1 R ' -2
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Multiplions & droite cette égalité par (1 - 2:6ai X;). I vient :

M(83) M(6B) M1(sa) = (M) + > - sal X; + ZJ abixj
1 =

i 12h]
+§6a6b~1x X Z:aa X, %Gasbl Xj X;
(I11-22)
égalité ou les termes en 8a Xi se retranchent et disparaissent. On voit
alors apparaitre le commutateur :

Kis X1 = X X = X X, (I111-23)

des deux matrices X et X.. Il ne nous reste plus qu'a multiplier & droite
par (1 - E:sbJ X ) ce qui, dans le cadre de notre approximation, conduit
s1mp]ement retrancherlE:GbJ XJ du second membre de (III 22). Donc :

1

M(63) M(6B) M~1(sa) M"1(sB) = M(8C) = 2 Ga abJ (X; X] ...

=1 (111-22)

(les termes négligés étant du 3éme ordre ou plus).

Examinons maintenant ce que donnent ces opérations en termes de
paramétres du groupe. I1 faut pour cela utiliser les fonctions &, et 3,;

on a :

M(83) M(8B) <= & = $,(83, 6b)

M(83) M(8B) M™1(83) <« 6&C, = $,(6¢1, 31(83)) (111-25)
et enfin : ‘

M(8C) <= &C = &,(8C2, $,(8D)) (111-26)

Nous avons déja vu que, dans notre approximation, M(Gg) et M(-Gg) peuvent
étre considérées comme inverses 1'une de 1'autre. Donc :
$, (83) = -63 + ... (111-27)

Pour obtenir 62, nous allons faire un calcul
simplement calqué sur celui effectué précédemment. Si 63 est nul, 631 vaut
sb. De méme, si &b est nul, 631 = 63. Par suite :

8¢, = &,(63, sb) = 83 + &b + 2 salsbd ? .. (I11-28)

1,J=1
(comme plus haut, nous ignorons les termes carrés du second ordre) avec :
Fij = PO I ab3$2(a’ B)3-3-0 (111-29)
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. >
Evaluons ensuite &c,

6¢, = 8,(6C,, - 63) = 6a + 6b + %% salsbl F.. - 83 + &

i iv(_cad
ij G (6a’ +8b1)( daJ\?ij +..

(II1-30)
ol les termes en 83 se compensent, et les termes en Gaidaj peuvent étre
ignorés. Enfin : '

> > _ > - > Z i J _ _ > i i :
8¢ = $,(8¢,, -6b) = &b + Z s ab,(?].j 59) - 6B+ & ab;,abl_;?‘ij + ...
(ITI-31)
qui nous donne simplement, en ignorant le terme en ébiabj :
2 - Z salsbd - -
Si 1'on appelle fk la k'€™€ composante de F:
n
_ k = -
?].j = Ek — fis & (111-33)
[les Ek sont les vecteurs unitaires de la base de Rn] on a aussi :
) n s .
sk = sa sbd (£,.K - £..5 (111-34)
i.i=1 1J J1

L'égalité (III-20) nous permet d'@valuer toute matrice voisine
de T'unité dont le paramétre est infinitésimal. Appliquée a 5¢, elle

(n) + i:_—l satabd (f;,F - £, % (111-35)
1,J,K=

donne :

M(8¢)

=

Si nous comparons a 1'égalité (III-24), et compte tenu du fait que les Xk
sont des matrices linéairement indépendantes, nous obtenons par identifi-

cation :
_ il'_‘ k -
[Xi’ Xj] = Z— Cij Xk (Il 36)_
avec :
k _ k _ k _
Cij = fij fji (I11-37)

Donc, quels que soient Xi et Xj’ leur commutateur est encore une combinaison
linéaire de n matrices X.

c) Constantes de structures ; algébre de Lie

----------------------------------------

Les nombres Cijk’ qui sont reliés d'aprés (III-37) aux dérivées
secondes a 1'origine de 1a fonction %z, sont appelés "“constantes de
structures" du groupe. La relation d'antisymétrie :

Kk _ . k i
Cij = Cs; (111-38)
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permet de voir qu'il y a en fait n*(n - 1)/2 constantes de structure pour un
groupe de dimension n.

Les constantes ont été introduites a partir de considérations
portant uniquement sur des matrices M(ég) infiniment proches de 1a matrice
unité (0L ). On pourrait donc croire que les Cl.jk traduisent uniquement
des propriétés du groupe au voisinage de 1'élément identité. En fait, ce
n‘est pas le cas ; en effectuant le produit :

M(Eg) M(83) (111-39)

on peut obtenir des matrices variant de fagon infinitésimale autour d'un
élément quelconque donné M(E;) du groupe. Les opérateurs Xi’ les constantes
de structure, etc, traduisent donc des propriétés du groupe valables au
voisinage de tout élément.

Les constantes Cijk jouent un réle trés important dans 1'étude
des groupes de Lie. E1les donnent les propriétés locales de la loi de

composition du groupe, indiquent si cette loi est commutative (7), etc.

Pour un groupe continu, les constantes de structure jouent donc,
en quelque sorte, le role de 1a table de multiplication pour un groupe
fini.

Elles ne suffisent cependant pas a déterminer entiérement le
groupe, c'est-a-dire sa loi de multiplication [la fonction $,]1. On montre
(nous 1'admettons ici sans démonstration) que deux groupes de Lie de
méme dimension n, ayant les mémes constantes de structure, sont localement
isomorphes, mais pas nécessairement globalement (®).[on montre que
ces deux groupes sont homomorphes & un méme groupe (°)].

Au voisinage d'un élément M(Eg) donné,les égalités (III-17) et
(IIT-39) nous montrent que les variations infinitésimales de toute matrice
M sont données par une combinaison linéaire des Xi

X = 1 Al X; (I11-40)

(7) Un groupe abélien se reconnaitra a Ta nullité de toutes les
constantes de structure.

(®) Un exemple sur lequel nous reviendrons est donné par SO(3) et SU(2) qui
ont mémes constantes de structure et ne sont que localement isomorphes.

(?) Si 1'on se donne une algébre de Lie, on peut donc lui faire correspondre
plusieurs groupes G, G',... qui ne sont pas nécessairement simplement
connexes, Cependant, parmi eux, il en existe un Gu qui est simplement connexe
et appelé “groupe de recouvrement universel" des G. Un homomorphisme (de
noyau discret, isomorphe au groupe d'homotopie II; de G] permet de passer
de Gu a G.
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L'ensemble 35 des opérateurs X ainsi définis (o0 les A ont des valeurs
réelles quelconques) constitue un espace vectoriel appelé “algébre de Lie"

du groupe. Par définition, les Xi forment donc une base de &. Comme nous
1'avons déja noté, les éléments de cette algébre n'appartiennent en général
pas a G.

Rappelons que, de facon générale, une algébre est un espace
vectoriel muni d'une loi de composition interne supplémentaire (produit)
bilinéaire, distributive par rapport d 1'addition. En tout, 3 lois de
composition (dont deux internes) sont donc définies dans une algébre :

multiplication par un scalaireA, addition interne, multiplication interne.
Dans le cas d'une algébre de Lie, 1a deuxiéme loi est simplement la somme
X + X' des deux opérateurs, et la troisiéme fait correspondre 3 X et X'
leur commutateur :

X, X* = [X, X"] (ITI-41)

Cette derniére loi n'est en général pas associative (on dit que 1'algébre
n‘est pas associative) puisqu'on a 1'égalité de Jacobi :

X, X', X971 + X', X", X11 + X*, X, X'11 = 0 (III-42)

Cette égalité permet d'ailleurs d'obtenir certaines contraintes
satisfaites par les constantes de structure. En effet, si 1'on reporte
(I11-36) dans (III-42), on obtient, compte tenu de 1'indépendance linéaire
des Xi :

> {c].j“ C + cjkg Ci™ *+ Cpsi” Gyt = 0

Vn ; Yi, i, k. (111-43)

[les indices i, j, k subissent dans le premier membre de cette égalité
une permutation circulaire, alors que m ne bouge pas] .
Inversement, on montre que, si 1'on se donne desconstantes de

structure quelconques, antisymétriques [Ci k. k] satisfaisant a

la relation de Jacobi (III-43), on peut dé%inir (aﬂ1moins) une loi de
composition 32(3, E) et donc un groupe de Lie G correspondant.

Un probléme intéressant en mathématiques est 1'utilisation des
relations (III-38) et (III-42) pouﬁ?n%truyr%es algébres de Lie possibles
pour chaque dimension n donnée. Nous ne 1'aborderons pas dans ce cours.

Nous appellerons opérateur de Lie toute matrice de&fé, c'est-a-
dire toute matrice X de la forme de (III-40) ; nous réserverons le nom de
“générateurs infinitésimaux" aux mémes opérateurs multipliés par la constante
imaginaire i, dont 1'avantage sera d'étre hermitiques (et nons antihermitiques)
dans plusieurs cas physiques intéressants.




Remarque :

L'égalité (III-43) est 1iée a 1'associativité de la loi de compo-
sition interne dans le groupe G, associativité qui se traduit par la rela-
tion (III-4) pour la fonction $,. Considérons en effet le produit M(sh) =
M(§3) M(sb) M(6¢) de 3 matrices du groupe. On a :

sh = 3,(8.(63, 6B), 661 = &,[63, 3,(8B, 6¢)] (111-44)

Calculons les termes en Sasbsc qui apparaissent dans sh. D'aprés (II1I-29)

$,(sa, 6b) sa + &b +§:? saisbi + ...

$,(66, 68) = &b+ &8 +§.E?jk 5b3§ck + ... (111-45)
En utilisant une seconde fois (III-29), on trouve que les termes cherchés
sont :

2 i k _ k i
% Fax ( (F ;5 sbd) sc* = Fig 3 ka sbdsc 82" (111-26)
i Par identification des termes correspondants, il vient

= L = L )

T T4 F)Jzk %:fjk ?1’2 (III-47a)
ou encore :

Z % m = L m. -

T Tii Tk T 56 Tig (111-47b)

. mmee [quels que soient

< T i b s S e s et arg s o

Faie

i, j, k et m. D'autre paft, d'aprés la définition de Cijk’ le premier
membre de (I1II-43) vaut :
L L m _ m L 2y (5 25
S5 - fy) (Fl = fig ) + 3 (7 = fig) (Fpy = fyy
L ) m_ . m

+ 3 (- Fi) (Fgg = i)
quantité dont on montre en utilisant 6 fois 1‘égalité (I1I-47b) [et en
changeant les noms des indices] qu'elle est nulle, ce qui redémontre donc

(I111-43)

%)
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1 - Groupe SO(2)

Ses matrices sont données en (III-13). On a :

1 - do
M(d¢) =( > (111-48)
do 1

0o -1
X = = - o (111-49)
1 0 y

ol . est la seconde matrice de Pauli :

y
(o - i)
c, = (111-50)
Y i 0

L'algébre de Lie est ici de dimension 1, et 1'unique générateur infinitésimal

et donc :

associé est ay- On n'a pas de constante de structure (groupe abélien).

Examinons comment remonter du générateur infinitésimal aux trans-

formations finies. On peut écrire :

M(o + d¢) = M(¢) M(do)
= M(¢) (1 - id¢ o] (I11-51)
et :
dM(6) = - 1 M(e) o do (I111-52)

Comme on a ici en fait un seul opérateur (qui commute évidemment avec
lui-méme), on peut intégrer 1'équation différentielle

%ﬂ - - M9 o, (111-53)
comme une équation différentielle ordinaire, de sorte que :
M) = e ®9% (111-54)
D'ailleurs, comme(3y2= 1, on a : |
R £ 2 (i9)2 + ...
= cos¢p - 1 sing oy (I1I-55)

qui nous redonne immédiatement (III-13), compte tenu de (III-50).
Ici, les matrices du groupe sont toutes les exponentielles de
celles de 1'algébre de Lie (groupe exponentiel). Nous rencontrerons

fréquemment ce cas. On a :

M) = Tim (1 + ¢ %)P (111-56a)
p—m
Inversement, X est le logarithme des M :
X = %Hm p (MP - 1) (I11-56b)

peo
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2 - Transformation de Galilée & une dimension

Les transformations des coordonnées correspondantes sont :

il

]
+ t +x
X X vo o

t o= t+t (111-57)

> =
et le vecteur a est un vecteur a 3 composantes :

v
o

3 dx, (I11-58)

%

On peut écrire :

X
t'f = M@A)|t (I1I-59a)
1
avec :
N V0 x0
M(3) = 1t (I11-59b)
0 1

En multipliant deux matrices M(g) et M(3'), on trouve immédiatement pour
la 1oi de composition dans le groupe [fonction ¢,]:

vllo vo + Vlo
M(@") = M3A) ME') = X" = xg b XAVt (111-60)
t" =t o+t
[0} 0 0

Ce groupe est non abélien. Par exemple :

M(o, o, t'o) M(vo, 0, 0) - M(vo, 0, 0) M(o, o, t'o) = M(o, -V, t'o, o)
(1I1-61)
[Dans une gare, on saute dans un train en marche de vitesse Vo> et on
attend un temps t0 ; ou bien, on attend to’ et on saute ensuite dans le
train ; on n'arrive pas ainsi au méme endroit du train (translation)l
Construisons par dérivation 1'algébre de Lie :
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Nous avons appelé XK 1'opérateur associé aux transformations de
Galilée pures ; XP celui des translations d'espace ; XH celui des trans-
lations dans le temps (la raison de ces dénominations apparaitra dans les
chapitres ultérieurs). On calcule aisément :

(s X! 0
[XK’ XP] = 0
Ko X = X (111-63)

Le groupe est donc "presque" abélien : la seule constante de
structure non-nulle est Ci3°.

Remontons des X aux transformations finies. On vérifie facilement
que (X1,2,3)% = 0 (matrices nilpotentes). Par suite :

aX. _ a%, - -
e’y = 1+ aXi + z-xi + ... = 1+ aXi (I11-64)
Donc :
1 Vo 0 1 0 Xy 1 0 O
eVoXk =[o0 1 0 eXo*P -fo0 1 0 efoX -0 1t
0 0 0 0 1 0 0 1
(I11-65)
et il vient :
M(vys Xgo t) = etoXH  oXoXp  gVoXK

Rappelons que c'est le groupe des matrices complexes 2 x 2,
unimodulaires [det M = 1] et unitaires (MM = mut = ).

Toute matrice unitaire est diagonalisable dans une base orthonormée
[les vecteurs propres associés a des valeurs propres différentes étant
orthogonaux] . Dans cette base, M devient M' qui dépend de deux quantités

i
y it (111-66)

< | >
0 ¢2

e [}
on obtient immédiatement M' = e‘N . En revenant ensuite a la base initiale,

¢ et ¢, réelles :

M

Si 1'on pose :

Nl

N' devient N, et on a :

M = e N (111-68)
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ou N est une matrice hermitique [d'aprés (III-67), elle est symétrique
et réelle dans une base orthonormée} . Comme le déterminant ne dépend pas de

la base :

det M = det M = e (01 *¢2) e 1TrIN'Y  (111-69)
Donc (la trace ne dépend pas de la base) :

TriN'} = TriN} = 0 (I11-70)

Cette égalité implique que, si gy oy, et o, désignent les matrices de
Pauli :

01 0 -i 1 0
o, = Lo oy = C o a, o - (I1I-71)

On peut écrire :

- az ds _
N = 5 o t5 o 5 0, (I11-72)

(Ta condition (III-70) excluant une composante de N sur la matrice unité
2 x 2]. Pour finir :

M3) = o~ 1[a10x + a0y + a30z]/2
i o
- e-1a.o/2
- e iaoy/2 (111-73)
ol
a = va;© + a,”® + aiz‘
> > . . - ->
u = a/a (vecteur unitaire paralléle au vecteur a)
> >

o, = o.u = [aloX + azcy + ach]/a (I11-74)

[ou est la composante de o sur 1'axe paralléle au vecteur al.

& q

-—
a
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La formule, généralisation de (III-55) :

e 13002 cos-% - i sin-% a, (111-75)
donne alors :
a . . a . .. a
N cos » - 1 u, sin (- iu, - uy) sin »
M(a) = (III-76)
. . a a | . . a
(- u, + uy) sin = cos » + iu, sin 5

[oU uX,uy et u, sont les 3 composantes a,/a, a,/a et aj;/a du vecteur ﬁ].

Le produit de deux matrices unitaires unimodulaires a la méme
propriété. Nous n'écrirons pas la loi de groupe pour les paramétres a;, a,
et a3, dont nous n'aurons pas besoin par la suite.

Le groupe SU(2) est de dimension n = 3. Par dérivation de (III-73)
ou (III-76), on obtient les trois opérateurs qui engendrent 1'algébre de Lie :

_ 3 - _ s
X1 = —aa—l M(a) 'a* =0 = 1 ox/2
_ 3 -> _ o
Xz = —a-a—z- M(a) 3 =0 = 1 Oy/Z
d .
Xs = a7 ME) |z oo = - 0,/2 (111-77)
Or, on sait que :
[ox, oy] = 210z [oy, oZ] = 210x [oz, ox] = 210y
(III-78)
IT vient donc :
Xy, X21 = X3 X2, X3] =Xy X3, X11 = X (ITI-79)

Ces relations nous donnent immédiatement les 9 constantes de
structure Cijk [dont & sont nulles, celles pour lesquellies k = 1 ou j].
Nous aurons 1'occasions de revenir sur 1'algébre de Lie ainsi définie, et
nous verrons que c'est également celle de SO(3).

Examinons enfin quel est 1e domaine D de variation de 2 dans
1'espace réel a 3 dimensions. Si 1'on choisit la base ou 9, est diagonale :
e-ia/Z 0

e a2 (111-80)

0

Donc, le long de 1‘'axe portant le vecteur ﬁ, a doit varier entre
- 21 et + 2Il pour que 1'on puisse obtenir une matrice unitaire diagonale
(de déterminant 1) quelconque. Le Tong de cet axe, deux vecteurs a dont
les extrémités sont éloignées de 21 correspondent a des matrices opposées
[figure III-11].



Fig TI-

Lorsque le vecteur unitaire U prend une direction quelconque,
on voit que le domaine accessible au paramétre 2 est 1'intérieur d'une
sphére de diamétre 41 . L'origine de la sphére correspond 3 la matrice
identité. Les points sur la surface correspondent tous & la méme matrice,
qui est 1'opposée de la matrice identité.

Nous identifierons donc tous ces points entre eux, en imaginant

. ien SO~ (uapOtcitla dows (o mﬁe{g
une sorte de "“repliement" de 1'espace sur lui-méme¥ol tous les points de
la surface de la sphére viennent se con¥%%%g%€?gg facon analogue a ce
que nous avons fait pour SO(2), du §A-2 ; ou encore a 1'opération qui
consiste & faire un tore & partir d'un cylindre en le repliant et en
amenant en contact ses extrémités] . De cette fagon, un chemin comme celui
représenté sur la figure III-12 est ferme.

oints sur la sorface
—— P ?G

' LT
p)‘gx E‘/IZ.

Une autre facon de représenter ce groupe, od les matrices (1)
et - (L) jouent un rdole plus symétrique, serait de le représenter par
2 sphéres de diamétre 2I chacune, la premiére centrée en 0 [matrice unité],
la seconde en 0' [matrice opposée 3 la matrice identité], et en identifiant
les points A et A' de leurs surfaces si 0A = O'K‘[figure I11-13] . De fagon
plus précise, les points a de 1a sphére initiale de diamétre 41 correspondent,
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soit d un point de la sphére de gauche, soit a un point de celle de droite.
Si 0 < acg I ["ceur" de la sphére initiale], c'est simplement le point
de la sphére de gauche tel que OA = 3. Si par contre Il < a < 20 [couronne
extérieure de la sphére initiale], on prend le point A' tel que :

>
0k = F-aard =a (111-81)
(glest simplement la valeur du paramétre de la matrice opposée}.
On vérifie bien que :
FA—> B sia > 21
(I11-82)

| SU(2
Ce point de vue conduit & décomposer &n)deux sous-ensembles,
SU(2)+
figure III-13, et donc & des matrices opposées. Pour les caractériser, on

et SU(2)_, associés respectivement a chacune des deux sphéres de la

peut remarquer que, d'aprés 1'égalité (III-76), la trace de chaque matrice
de SU(2) est donnée par :

Tr (M)} = 2 cos-% (111-83)

les matrices de SU(Z)+ sont donc celles de traces positives, celles de
SU(2)_ celles de traces négatives. Ni 1'ensemble SU(2)+, ni 1'ensemble
SU(2)_ ne sont des sous-groupes de SU(2) : ces sous-ensembles ne sont pas
fermés sous 1'effet de la Toi de multiplication entre matrices [ce point
est facilement visible sur 1'égalité (III-80) ; nous y reviendrons en
détail au § A-5-b du chapitre VI]

A I1 ne faut pas se laisser abuser par la figure III-13 et croire
que SU(2) n'est pas connexe [rappelons qu‘il y a identification entre
points correspondants des surfaces des deux sphéres]. Le fait que SU(2)
est connexe est d'ailleurs évident sur la figure III-12. Sur les deux
figures, on peut voir que tout chemin fermé peut étre contracté en un chemin
arbitrairement petit : SU(2) est donc simplement connexe[nous verrons au

§ A-d du chapitre V que ce n'est pas le cas pour SO(3), bien que ce groupe
ait méme algebre de Lie que SU(2)].

YncdeiLo
oppoxks

matvices idev\t’\'qugs_
(3 su~lo suorface de

lo. spline
SU) SU@). FigTm-43
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C - GROUPES DE_GALILEE ET_DE_POINCARE

Ce sont des groupes qui jouent un rdle particuliérement fonda-
mental en physique. I1s traduisent nos conceptions essentielles concernant
1'espace et le temps, et fournissent par 1a-méme un cadre dans lequel
doivent entrer toutes les lois physiques ("superlois").

Historiquement, les physiciens ont commencé par raisonner en
admettant (plus ou moins explicitement) un premier type de relativité,
celui de Galilée (!°). Les lois de transformations d'espace temps sont
dans ce cas simples et intuitives et nous allons commencer par elles. Ceci
nous permettra ensuite de pouvoir clairement dégager les modifications qui
apparaissent en relativité d'Einstein (transformations de Lorentz, groupe
de Poincaré).

1 - Groupe de Galilée

Ce groupe est constitué par un exemple de transformations tradui-
dant la facgon dont chaque événement est décrit par des coordonnées spatio-
temporelles r, t différentes dans deux repéres galiléens différents. I1
existe plusieurs sous-groupes du groupe de Galilée :

= Le groupe des rotations R(;) autour d'un point fixe 0. A chaque
rotation est associée une matrice 3 x 3, orthogonale et de déterminant + 1
[groupe SO(3)]. Par exemple, pour une rotation d'angle ¢ autour de 1'axe
Oz’ la matrice est :

cos¢ - sing 0
ez(¢) = | sing cos¢ 0
0 0 1 (IT1-84)

A chaque rotation, on associe un vecteur rotation a paralléle a 1'axe de
rotation et de longueur ¢ [la direction de 2 donne 1'axe orienté autour

(1°) On parle souvent de loi physique "non relativiste" pour désigner une loi
qui est invariante par transformation de Galilée. Cette désignation n'est pas
trés heureuse : en théorie, les transformations de Galilée ne sont en rien
“moins relativistes" que celles de Lorentz. Bien siir, on sait maintenant

en physique que ce sont les lois d'invariance relativiste d'Einstein et

non celles de Galilée qui sont effectivement respectées par la nature. Ceci
limite évidemment beaucoup 1'intérét fondamental des transformations de
Galilée ; cependant, dans de nombreux cas physiques intéressants, elles
fournissent de bonnes approximations aux transfomations de Lorentz (cf.

note (1) du chapitre I).




duquel ¢ doit étre compté de fagon positive] . La matrice (R devient alors
une fonction de 3 paramétres réels :

®GE) = &, a,» a,) (I11-85)

L'étude plus détaillée de ces matrices de rotation sera faite au chapitre
ici_que)

V. Nous n'aurons besoi “v es matrices de rotations infinitésimales. A partir

de (I11-84), on obtient [avec a, = d¢]

0 -1 0
®>(0, 0, da,) = (M) +da, (1 0O O
0 0 O
= (D) +dan, (I111-86)
avec @
0 -1 0
m, ={1 0 o0
0 0 0 (I111-87)

Par permutation circulaire des axes Ox, Oy et 0z, on trouve :

®>(da, 0,0) = () + daxmx
023(day, 0,0) = (1) + daymy (I111-88)
avec :
0 0 0
»1x = {0 -1 1p¥y =10
1 0 -1 0 O (II1-89)
On obtient facilement :
0 0 O 0 0
7n.£ﬂ& ={1 0 O fnzyM& ={0 0
0 0 O 0 0 (II1-90)
et donc :
MMy = mn, (I111-91)

[ainsi que les deux autres relations obtenues par permutation circulaire de
X, y et z]. ‘

« Le groupe T(s) des translations. I1 sera étudié au chapitre V
(§2--1) Nous verrons que ses opérateurs infinitésimaux sont également au
nombre de 3, mais commutent entre eux, contrairement & ceux des rotations.
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= Translations dans le temps.
= Transformations de Galilée pures. Les transformations des
coordonnées sont :

) - o
X = X + Vv x t
| = + vo t
y y y
z = zZ+ vV . t
t! = t (ITI-92)

s Nous pourrions ajouter la symétrie d'espace :

>, >
r = -r

tt =t (IIT-93a)
ou de temps :
-
r = r
tt o= -t _ (III-93b)

mais ce ne sont pas des transformations dépendant d'un paramétre continu,
de sorte que nous n'en parlerons pas ici.

En combinant ces ensembles, on peut obtenir d'autres sous-groupes
du groupe de Galilée. Par exemple, rotations et translations (i.e. les
opérations géométriques continues) donnent le groupe des déplacements
(groupe euclidien) & (). Pour caractériser le groupe de Galilée tout
entier, on peut dire que c'est 1'ensemble des transformations 1linéaires
d'espace-temps qui, pour deux événements quelconques, conserve 1'intervalle
de temps t, - t;, ainsi que la distance |?2 - ?ll de tous les événements
simultanés.

A chaque transformation du groupe est associée une matrice 5 x 5

telle que :
! X
y' y
z' = M|z
t' t
1 1 (I11-94)
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ou
0
v X XO
-> Ve y
®>(3a) y Jo
0
M = v z Zo

(o]
o
o

I1I-95
| chaque transformatioq/ '( )

Le nombre de paramétrescontinus dont dépendYest:3 (rotations) +

3 (translations) + 3 (transformations de Galilée pure) + 1 (translation
dans le temps) = 10.
Nous écrirons :

_ > > > _
M = M(a, o> Voo to) (II1-96)
A chacun des paramétres correspond un opérateur infinitésimal
a:a,a,a => X
x> Ty’ "z Jx, Jy’ Jz
T o:x, Y.,z => X
0 0 0} 0 sz Pya PZ
> 0 0 o -
Vo PV g0 v y? v, = XKx’ Ky’ Kz (I11-97)
(1a raison des notations employées apparaitra dans la suite). On calcule :
ZQx, Yy, Z 0
X =
J
Xs ¥> 2 0 I 0
01
0 {00
XP = 00
X —————————e.
0 0
00
0 |01
XP = 00
y —— e
0 0
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(e N e Ne)
-0 O

OO
OO

\l"_‘f}\_/

OO
[ R e N ]

-
s
L
-
5

0 (111-98)

On obtient alors, en notant X; 1'un des 3 indices et e]Jk une
quantité qui vaut 0 si deux des indices i, j, k sont égaux, + 1 si i, j, k
*
sont une permutation paire de xyz, - 1 s'ils sont une permutation impaire )

i J k
i J Xy

[XJX ’ XKX ] = Eijk XKx (111'99C)
i J k

X, , X X

[ in W= o (vi) - ou [Xg, Xl =0 (111-99d)

[xPx , xPx 1 = 0(Vi,j) ou [Xz, Xgl =0 (I11-99e)
i J

(*) Dans les éqgalités (III-99) et suivantes, on suppose implicitement une
sommation sur 1'indice répété k. Cette sommation ne comprend qu'‘un seul

terme non-nul (si i # j), voire aucun (si i = j).
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[xpx , xKx ] = 0 (¥i,]) ou Xz, Xgl =0 (111-99¢)
i J

[XPx X o= 0 (¥i) ou [Xg, X =0 (111-99g)
i

Xe s X 1 = 0 (Vij) ou [Xg, Xgl =0 (111-99h)
X . X .
1 J

[XKX , XH] = XPX (Vi) ou [XK, XH] = X3 (III-997)
i i '

Ces relations nous donnent les constantes de structure du groupe
de Galilée ., dont beaucoup sont nulles. Elles s'interprétent de la facgon
suivante :

(II1I-99a) : propriétés de non commutation entre rotations infinitésimales
(cf chapitre V)
(I1I-99b) : non commutation des rotations dans 1‘espace et des translations
(III-99¢c) : non commutation des rotations et de changement de repére
galiléen.
. On notera 1'analogie entre les relations (III-99a, b, c). Elles
expriment que J, P et K sont des quantités vectorielles (cf chapitre VII).

Les re;g$1ons (ITI-99e) a (III-99h) expriment la commutation
entre opérationspurement spatiales (translations), soit dépendant du temps :
(I11-99g) par exemple exprime la commutation des translations d'espace et
de temps.

En ce qui concerne la derniére relation (III-99i), elle a dé&ja été
discutée plus haut (§ B-2) dans un cas a@ une dimension.

On remarquera que, jusqu'ici, nous n'avons utilisé aucun des
postulats de la mécanique quantique (régles de quantification, etc).
Cependant, nous voyons déja apparaitre des relations de commutation qui
nous rappellent par exemple celles du moment cirétique : [JX, Jy] = ih JZ,
etc, ou encore celle de 1'hamiltonien H d'une particule libre avec son
impulsion : P, H = 0, (1a définition des opérateurs quantiques associés
aux X sera donnée dans les chapitres ultérieurs). Cela permet de comprendre
le caractére trés fondamental de ces relations de commutation, qui sont
l1iées plus 3@ 1a structure méme de 1'espace-temps plutdt qu'au type de
théorie quantique utilisée ou @ la nature du systéme étudié (les relations
de commutation seront par exemple les mémes pour un champ que pour un
systéme de particules).
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Remarque : (f pon ex. drop- I, $ B-2-b-g)

Nous avons déja vu a plusieurs repriségrﬁe lien entre les transfor-
mations de Galilée pure et la position du centre de masse du systéme. On

=

s'attend alors & une relation du type :

—v.

K = xk/u
(ol p est Ta masse du systéme, une particule isolée par exemple), et effec-
' tivement, cette relation existe. L'égalité (III-99i) correspond alors
simplement au fait que les variations dans le temps de la position d'un

systéme physique sont proportionnelles a ses impulsions (%% = B).

H
Mais alors, comment comprendre (III-99f), puisque on sait bien

que position et impulsion ne commutent pas en mécanique quantique ?

La solution & cette difficulté réside dans la nécessité, dans
le cas du groupe de Galilée, d'utiliser des représentations projectives dont
i]es facteurs de phase modifient 1a loi de commutation (III-99f) [cf cha-
tpitre IV, § D-4]. Lorsque ces facteurs de phase sont correctement pris
en compte, on retrouve de fagon trés naturelle toutes les relations
| habituelles de la mécanique quantique, y compris d'ailleurs celles qui
‘concernent le spin de la particule).

2 - Groupe de Poincaré

Le groupe de Poincaré donne les transformations d'espace-temps,
dans le cadre de la relativité d'Einstein. Citons quelques types de telles
transformations :

a - Rotations (déja vues au paragraphe précédent)

B - Translations d'espace et de temps (également déja vues)

vy - Transformations de Lorentz spéciales (ou pures). Ces trans-
formations dépendent d'un paramétre vectoriel Vv (c'est-a-dire de 3
paramétres, comme celles de Galilée pures). Posons :

-1/2

B = v/c y = (1 -82) (II1-100)
Ces transformations s'écrivent, lorsque V est paralléle a Ox :
xt = XAVt y(x + vt)
/I -82
ytoo= oy
z' = z
proo= Lrwwer g, BX (111-101)
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On écrit ainsi des transformations homogénes entre les 4 coordonnées
spatio-temporelles, & laquelle sont associées des matrices A(V). Lorsque V
est paralléle & Ox (!!'), il découle de (III-101) que :

% 0 0 Yv
Av.0,0 =9 2 973 (111-102)

4v/c2 0 0 ¥

On notera que ces matrices, cowmme - les transformations de Lorentz
pures,ne forment pas un groupe. Nous y reviendrons.
§ - Réflexions d'espace (symétrie par rapport & un point fixe 0)
¢ - Réflexions de temps
En combinant entre elles ces transformations, on peut obtenir
divers groupes :
wm g et y : 1'ensemble des produits de ces deux types d'opérations donne
le "groupe de Lorentz propre”. I1 lui correspond un ensemble
de matrices 4 x 4 de déterminant positif, décrivant des trans-
formations homogénes des coordonnées spatio-temporelles, toutes
engendrées a partir de transformations infinitésimales.
= a, y et § : on obtient ainsi le “groupe de Lorentz orthochrone". (Le
sens du temps n'est pas renversé : si deux &vénements sont
séparés par un intervalle d'univers du type temps, 1'antério-
rité est conservée dans tous les repéres considérés).
» ajoutons e aux opérations précédentes, on obtient alors le "groupe de
Lorentz complet" (transformations homogénes associées a des matrices
4 x 4).
Jusqu'ici nous avons laissé de c6té les transformations g8, car
elles ne sont pas homogénes.
Si 1'on prend 1'ensemble de toutes les transformations, y
compris celles engendrées & partir de A et e, on obtient le "groupe de
Lorentz inhomogéne" au "groupe de Poincaré". C'est 1'ensemble des

transformations linéaires d'espace-temps qui conservent lintervalle
d'univers :

Cz(tz - tl)z - (Y‘l - rz)z (III-103)

e " - o St - S S € e g - g Gy = S = - R TR S S T B WP Sw = S Gm e = S ma A = = S - - - - o= -

(') Voir par exemple 1'ouvrage de Jackson "Classical Electrodynamics",
p.p. 517 et 541 de 1a nouvelle édition, pour une expression de A(V) dans
le cas général.
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entre deux événements quelconques. Comme au paragraphe précédent, on peut,
en ajoutant une 5e coordonnée 1 aux événements,décrire les transformations
par des matrices 5 x 5.

Comme dans le cas du groupe de Galilée, nous allons nous limiter
a considérer ici le groupe des transformations( obtenuxa partir de a, B et y)
qui peuvent &tre engendrées & partir de transformations infinitésimales.

Nous écrivons :

X X
y' y
"1 = M(g T,v,t ) 4
z > %02 Vo2 Yo (I111-104)
t! t
1 1

et en déduisons les relations de commutation entre opérateurs infinitésimaux.
En fait, i1 n'est pas nécessaire de reprendre complétement les calculs

du § 1 précédent. Des différences apparaissent, car le groupe de Lorentz
mélange bien plus intimement espace et temps que ne le fait celui de

Galilée. Cependant, pour toutes les transformations d'espace pures, ou le
temps n'intervient pas, on a exactement les mémes lois de transformations

et les mémes matrices M. Par suite, on a encore :

[Xdi’ XJx.] = fiik XJk (ITI-105a)
J

[XJi, XPx.] = &ijk ka (ITI-105b)
J

X » Xg] = 0 (III-105c)

De méme, XH a la méme forme que celle écrite en (III-98). Donc, ici aussi :
[Xj, XH] = 0 (I1I-105d)
Xg> Xy = 0 (I11-105e)

Les changements apparaissent dés qu'intervient Xﬁj En effet, par exemple,
on voit sur (III-101) que :

(111-106)

>

n

(=
[oNeNoNo o]
[oNoNoNo N
QOO0 -
OO0
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Comparant avec (III-98), on voit apparaitre ici un nouvel élément, en
1/c? (qui tend donc vers 0 si ¢ + «). On peut dire que c'est cet élément
qui introduit tous les effets relativistes.

Un calcul élémentaire donne alors :

By X 1= ®igk X (I11-107a)

i J k
1
ey Yo & 845 Xy (111-107b)
-1 i

g > X = @250 X (111-107c)
i Ny K

Xe > X = % (111-107d)
X. X .

1 1

Si la premiére et la quatriéme de ces relations sont les mémes que plus
haut, la seconde et la troisiéme sont nouvelles. La seconde est Tiée & la
fagon dont est modifiée 1'impulsion dans une transformation de Lorentz
pure : les composantes normales ne sont pas modifiées (d‘'ou le dij)’ mais
la composante paralléle 1'est. La troisiéme relation de commutation nous
montre @ nouveau que les transformations de Lorentz pures ne forment pas
un groupe : il apparait par produit de transformations pures successives
(commutateur) une rotation. Cette remarque permet de comprendre 1'origine

de la précession de Thomas.
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CHAPITRE IV
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Dans ce chapitre. nous allons utiliser dans le cadre de la mécanique
quantique, les notions introduites précédemment (groupes discrets ou continus
de transformations, représentations au sens strict ou projectives, etc.).
Nous commencerons, au § A, par étudier quels types d'opérateurs T agissant
dans 1'espace des états d'un systéme physique quelconque peuvent corres-
pondre aux transformations <5 introduites au chapitre I (translations,
rotations, changement de repére galiléen, etc). Au § B, nous en déduirons
que ces opérateurs T ne peuvent étre qu'unitaires ou antiunitaires. Ceci
nous permettra ensuite, au § C, de considérer la fagon dont se trans-
forment les observables du systédme. Enfin, dans le § D, nous nous intéres-
Serons au cas, extrémggt important, ol 1'on considére 1'action non pas
d'une, mais d'un ensemble de transformations <% formant un groupe (continu
ou discret).

Dans le cas d'un groupe continu, le résultat de cette étude sera
d'aboutir & un certain nombre de relations de commutation que doivent
satisfaire les opérateurs G associés aux transformations infinitésimales
du groupe (générateurs infinitésimaux). C'est un pas important dans la
voie que nous allons suivre & partir du chapitre suivant ; partant de
considérations générales sur les transformations que 1'on peut faire
subir 3 un systéme physique, nous verrons comment on peut construire les
espaces des états possibles pour un systéme physique.

Avant d'aborder ce chapitre, rappelons quelques notations et
résultats. Nous avons dé&ja discuté, a la fin du chapitre I (§ C-2),
1'effet sur le vecteur d'état |y> d'un systéme physique d'une opération @

Commencons par raisonner sur un exemple, celui ol G est une
opération de translation d'un vecteur %. Soit donc un systéme physique
quelconque décrit, dans un référentiel Oxyz, par un ket |y(t)> € &.
Introduisons un second référentiel 0'x'y'z' [fig IV-1] obtenu par action
d'une translation de vecteur - £ sur Oxyz. Dans le point de vue du second
référentiel, le méme systéme physique apparait comme ayant toutes les

2

9 Y :F‘\g, V-1
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mémes propriétés que dans le point de vue du premier, si ce n'est sa position
absolue dans 1'espace ; cette position a subi une transiation de + 7. Si
maéqﬁ%nagtva‘&E)> est le ket de & qui décrit le systéme physique considéré
dans TeVréferentiel 0'x'y'z', le probléme est alors de connaitre |y'(t)>

en fonction de |p(t)>. Nous allons appeler F la transformation qui fait
passer de |y(t)>a |y'(t)> :

lo' (t)> = F (Jw(t)>) (Iv-1)
[nous utilisons ce type de notation pour insister sur le fait qu'a ce
stade rien n'assure que la transformation F soit linéaire ; nous reviendrons
ensuite & la notation T des chapitres précédents].

Ces considérations peuvent facilement &tre généralisées a
d'autres opérations G . rotations, symétrie par rapport a un point,
changement de référentiel d'inertie (transformation de Galilée ou de
Lorentz pures) etc. Une &égalité du type (IV-1) nous servira dans tous les
cas 3 écrire la transformation correspondante du vecteur d'état [y(t)> € &
La question qui se pose alors est : que faut-il imposer a la transformation
F sur des critéres physiques ? Nous allons discuter Te point au § A.
Remarque :

Nous avons considéré ici un systéme physique unique, mais décrit
dans les axes de référentiels différents ; c'est ce que 1'on appelle parfois
le “point de vue passif". Par opposition, le "point de vue actif" consiste-
rait d garder un seul systéme d'axes, et a introduire un second systéme
physique obtenu (dans 1'exemple précédent) par une translation de + %
c'est le systéme qui ‘bouge", pas les axes.

Dans la mesure ot la définition méme d'une translation, rotation,
etc. est basée sur un changement des coordonnées d'espace (ou de temps)
du systéme physique, seules interviennent les positions relatives de
S et du systéme de référence, et il est clair que points de vue actif et
passif sont strictement équivalents.

En réalité, la distinction entre ces deux points de vue ne prend
vraiment son sens que si 1'un des référentiels est privilégié par rapport a
1'autre. C'est par exemple le cas si 1'on a supposé (comme on le fait
souvent implicitement) 1'existence d'un troisiéme référentiel, indépendant
a la fois de Oxyz et du systéme étudié, par exemple le référentiel du
laboratoire (Oxyz peut alors étre un référentiel 1ié a des
instruments de mesure qui, comme le systéme €tudié, sont mobiles par
rapport au laboratoire). La différence entre les deux points de vue est
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alors claire : on "bouge", soit le systéme, soit les appareils de mesure.
Un autre cas ol points de vue actif et passif différent est celui ol Oxyz
est un référentiel d'inertie mais ol la transformation 96 considérée dépend
du temps de telle sorte que ce ne soit plus le cas de 0'x'y'z' (par exemple
Gest une rotation de vitesse angulaire constante). Dans un cas de cette
sorte, le point de vue passif est beaucoup plus simple en mécanique
quantique (}). C'est donc celui que nous prendrons dans tout ce qui va
suivre.

A - CONDITIONS IMPOSEES AUX TRANSFORMATIONS DANS L'ESPACE DES_ETATS

En premier lieu, il est clair que, si la transformation F existe,
i1 faut qu'on puisse effectuer la transformation inverse : dans 1'exemple
de la translation, on peut évidemment revenir du référentiel 0'x'y'z'

d Oxyz. On aura donc :

lp(t)> = F (' (t)>) (1v-2)

ol la fonction F~! est définie quel que soit |y'> [dans le cas contraire,
nous aurions introduit une dissymétrie fondamentale entre les systémes
décrits par les |y> et ceux décrits par les |y¢'>].

IT faut ensuite que les postulats de 1a mécanique quantique
concernant la mesure ne nous conduisent pas & des résultats incohérents.
Supposons en effet que B soit une observable du systéme (opérateur
hermitique a spectre complet dans &) et ibi> un ket propre de B de
valeur propre bi :

Blb.> =  b.|bo> (IV-3)

(nous supposons pour simplifier le spectre de B discret et non dégénéré).
Si le systéme physique est dans 1'état |bi> on est sidr, lors de la mesure,
de trouver le résultat bi’

Soit maintenant :

(}) Un exemple simple permet de comprendre les difficultés du point de vue
actif dans ce cas. On sait que la circulation de la "vitesse" (courant de
probabilité) d'un électron dans un potentiel central est quantifiée. Une
augmentation de sa vitesse angulaire d'une quantité quelconque n'est donc
pas possible en mécanique quantique.
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le ket décrivant le systéme aprés action de la transformation <<3 Nous
allons appeler B' 1'opérateur qui admet les kets |b'i> avec les mémes

valeurs propres bi :
B' = b |b'1.> Vlbi> (IV-5)

Quel sens physique donner & B' ? I1 revient au méme de dire qu'avant une
mesure, le systéme est décrit dans le référentiel initial par |bi> ou, apres
action de 45, par lb'i> . Or, & ces kets correspondent des résultats
certains (bi) pour les mesures associées & B et B' respectivement. B'
décrit donc la méme mesure que B (1'interaction du systéme avec les mémes
instruments de mesure), mais dans le point de vue associé au nouveau
référentiel d'espace. Pour revenir @ 1'exemple déja cité d'une translation
d'un vecteur £, B'décrira des mesures effectuées par un méme dispositif,
mais repéré dans des axes 0'x'y'z' au lieu de Oxyz pour B. [I1 est donc
équivalent de dire que le changement de B en B' correspond & une translation
de + T des appareils de mesure ; de fagon générale, le passage de B a B'
revient & effectuer, sur ces appareils, la méme opération 45qui change 1le
ket du systéme physique de |y> en |yp'>].

Si maintenant le systéme est dans un état quelconque |y> (superpo-
sition linéaire des Ibi>)’ la probabilité de trouver b, dans le résultat de
1a mesure vaut, calculée dans le premier référentiel :

Rb;) = I<byly>|? (1v-6)
et, dans le second :

(b)) = b fut>]? (1v-7)
On doit bien siir avoir 1'égalité de ces deux expressions, c'est-3-dire :

|<b1-|w>| = |<b'1‘|¢‘>‘ (1v-8)

Cette égalité peut étre généralisée car, si |¢> est un ket
quelconque de &, il peut étre considéré comme ket propre associé a une
fou plusieurs (2)] observables By, B,,... avec une (ou plusieurs) valeurs

propres bi , b . Le méme raisonnement impose alors que :
1

iz,..

[<o'[o'>] = [<o]y>| (Iv-9)

La transformation F doit donc conserver le module du produit

scalaire. Si c'est le cas, on dit souvent que F “conserve les propriétés

o - = - - - - - e . - G " W. S - e S8 = - - . - . . - - G " - - " " - v = " = = o - - -

(2) Par exemple un E.C.0.C. (Ensemble Complet d'Observables qui Commutent).
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physiques" du systéme. Un théoréme important permet alors de restreindre
considérablement 1'ensemble des transformations F acceptables.

B - THEOREME DE WIGNER

Nous allons montrer que le fait que la transformation F soit
biunivoque et conserve le module des produits scalaires entraine que F
est équivalente, soit a une opération linéaire et unitaire, soit a une
opération antilinéaire et unitaire (c'est-a-dire “antiunitaire").

Soit {|u1>} une base orthonormée de &(i = 1, 2,... N). L'ensemble
des :

luty> = F (fup>) (1v-10)

constitue une autre base orthonormée de &. En effet :
- 1'ensemble des |u'i> est orthonormé puisque F conserve le
module du produit scalaire :

)
[og}

j>| = |<ui|uj>] (Iv-11)

ij
et donc :

<u';|u I 6ij (Iv-12)

(puisque <ui|ui> est réel).

- c'est une base. Dans le cas contraire, il existerait un ket
|p'> non-nul orthogonal & tous les |u‘i>, et [y> = F7I(|yp'>) serait
orthogonal & tous les |ui>, ce qui est impossible si les {|ui>} forment une
base orthonormée.

Considérons maintenant les kets :

|¢i> = |up> + |ui> i=1,2,... N

lo'> = F (Jup> + lup) (IV-13)

Le produit scalaire de |¢'i> par |u'k> doit valoir 1 en module si kK = 1 ou
i, zéro sinon. Par suite :

lo's> = e’ Ju'y> 4 e'Bi fu' ;>
Introduisons une nouvelle base de kets |v'i>, proportionnels
aux |u'.> :
[viy> = Ju'y>
Ivi> = ei(Bi - aj) IU'1> i=2,...N (IV-15)
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On a alors simplement :

F(lu>+ Jup) = e1a1{|v§> + [Vl (IV-16)
Soit |x> le ket défini par :

x> = AE;_ X; |ug> (1v-17)

ol A est un nombre complexe quelconque, et les X; sont réels [nous dirons
que |x> est “proportionnel & un ket réel" ()] . Nous supposons :

x, # O (IV-18)
On peut toujours écrire :
x> = Fle) = A2 g5 vy (1v-19)
i
avec :
4 ) 4 4
|g1.|=m[<v 1.|X.>|=K'|<u1.|)(>| = |Xi| = £ X, (1v-20)

Effectuons le produit scalaire de |x> par le ket |¢i> défini plus haut :

[<o;be>l = I Ixa + %yl
= |<¢'1IX.>] = Al fg #+ gil (Iv-21)

Donc :

b+l = e+ gl (1v-22)
Comme par ailleurs |x.| = |g;|, cette &galité entraine que g./g; est réel :

94 X5

= - 4 (IV-23)

%a

o Dx() 11» :F\g [\{ 21
- 7 ? '34

(3) I1 faut bien voir que cette notion de "ket réel" n'a rien d'absolu,
mais dépend de la base a& laquelle on se référe.
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kg—-——-—-En effet, si dans le plan complexe les vecteurs représentant
gl et g, n'étaient pas paralléles (ou antiparalléles) comme ceux repré-
sentant x; et x,, on ne pourrait pas satisfaire 1'égalité (IV-21) cf.

fig (IV-2) . Ceci entraine que :

' i
I\'> = Ae 312 X, Vs> (IV-24)
ol
iB = & = & = -
e =X %y ce (IV-25)
Remarque :

Nous avons utilisé pour arriver a (IV-24) le fait que |x> a été
choisi avec x; # 0. Que se passe-t-il si, par exemple, on prend un ket
|e> tel que : N

le> = ;EE 5 ¥; |ui> (Iv-26a)
1 =

oll y est complexe et les Y; réels ? Alors :

le'> = wu _i% hy [v'> (IV-26b)

i=2
avec, pour les mémes raisons que pius haut :
il =yl = 2y (1v-27)

Si |x> est alors le ket dé&ja introduit (avec x, # 0), on a :

| ] Iﬁ:ﬁ > i ¥l
bl -l 12 el (1ve28)
i=2

o les valeurs
[d'aprés (IV-24)]. Choisissons pour [}SVX; = X
nuls. Alors :

| <6]x>|

X3 = 1, les autres X;

ly: + yas| = |92 + g3} (Iv-29)

et le méme raisonnement que plus haut donne :
. N
1 1 ]
le'> = u e 12= . y;lv's> (Iv-30)

La restriction x; # 0 n'est donc pas essentielle, les kets |8'> ayant des
propriétés analogues a celles des |x'>.

Pour résumer, avec les bases {|ui>} et {|v'i>} que nous avons
choisies, le transformé de tout ket proportionnel & un ket "réel" a la
méme propriéteé.
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La derniére étape du raisonnement consiste maintenant a prendre

un ket |y> quelconque (“complexe") :

> = Z C1.|u1->
i
lv'> = > dilv'y> (Iv-31)
:
oli, nécessairement :

Idi| = lc,

;| (IV-32)

Effectuons le produit scalaire par un quelconque des kets |y>
considérés plus haut :

|<xlv>] = I;?f X3 4l
-l = Ikl (1v-33)
Choisissons en premier x; = 1, X, =1, X3 =Xy = ... = 0. On
a alors :
|dy +d| = ey + ¢y (IV-34)

Dans le plan complexe, on peut représenter c, et la somme ¢, + ¢,
par les points M; et M, ; c', et ¢', + c', par les points M'; et M',. Les
relations écrites plus haut entrainent |[M;M,| = |M';M',| et on voit alors
[figure IV-3] que deux cas sont possibles :

-%% - & (1V-35a)
(figures obtenues par rotation dans le plan complexe)
.g% - (& | (IV-35b)

(rotation plus symétrie par rapport & 1'axe portant d,).
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Un autre choix possible des X3 est x; = x2 = 1, (les autres X5
nuls), ou x; = x3 = 1 (les autres nuls), ou encore x; = X = X3 = 1, (les
autres nuls). Il vient alors :

|d, + ds| = |c2 + c3

ldy + dy + ds| = ey + ¢ + 3 (Iv-36)

Si M; est le point représentant la somme c; + c, + c3, M';
celui représentant d, + d, + d;, ce dernier point sera & des distances de

1'origine de M', et M', &gales & celles de M; aux points correspondants.
Dans 1'hypothése (IV-35a), on aura donc :

d3 Cs3

'a: = 'E; (IV—37a)
et, dans 1'hypothése (IV-35b) :

d; _ C3\* -

. - &) (1V-37b)

le raisonnement continue de méme pour d,, ds, ... et 1'on voit que :
. ou les M';, se déduisent des M par une rotation autour de
1'origine dans le plan complexe ;
. ou ils s'en déduisent par une rotation suivie d'une symétrie
par rapport @ un axe du plan.
Ceci entraine que :
soit ' = c.lv'.>
i it
!> =
soit e'® X cX|v'> (1V-38)
ol & est une phase réelle dépendant de |y>.
Appelons T la transformation telle que :

Tles = e Oy'> (1V-39)

T est physiquement équivalente a la transformation F initiale , dont elle
ne différe que par un facteur de phase globale. Les relations (IV-38)
indiquent alors que T est, soit une transformation linéaire :

Tl = 2 cglvy (Iv-40a)

:
soit antilinéaire (*) :

Tly> = Z-c.*|v.> (1V-40b)
(*) Rappelons qu'une transformation T est antilinéaire si, quels que soient
|¢l> et |¢2> :

T(AM 61> + ul¢2>) = NTler> + 1w T[>
Nous reviendrons au chapitre VII sur les propriétés de telles transformations.
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Rappelons d'autre part que les |vi> sont, par construction, une
base orthonormée. Si 1'on compare (IV-40) et (IV-31), on voit que, dans
les deux cas, 1'opérateur T conserve la norme et le produit scalaire des
kets, ce qui implique qu'il est unitaire (T =T').

Réciproquement, i1 est facile de vérifier que des transformations
linéaires ou antilinéaires unitaires conservent le module du produit
scalaire.

Le théoréme est donc établi wn espace de damention N ‘ﬁxuue
rous lodwmeHvone pw- ua egpaw csa geu.h e diwev\:mm O (Ruse).

C - TRANSFORMATIONS DES OBSERVABLES

Supposons que 1'on connaisse 1'opérateur T linéaire (ou anti-
linéaire) qui, a partir de chaque ket |y> du systéme physique considére,
donne le ket |¢'> du systéme aprés transformation 6.

lp'(t)> = T(t) ly(t)> (1Iv-41)

On peut se demander ensuite comment se transforment les observa-
bles du systéme dans cette transformation. Si B est 1'opérateur (hermitique)
décrivant une mesure réalisée par un dispositif expérimental donné (par
exemple, aimant de Stern et Gerlach) quel est 1'opérateur B' qui décrit
1a mesure que donne le dispositif expérimental Torsqu'il a subi 1'opération
dg(aimant de Stern et Gerlach ayant subi une rotation par exemple) ?

Nous avons en fait déja discuté cette question au § A, en intro-
duisant les kets propres bi d'une observable B :

B|bi> = bilbi> (I1V-42)

et les kets :

1]

|b'i> T‘bi> (Iv-43)
Nous avons alors vu que :

B‘lb'i> = bilbli> (IV-44)
(ol la valeur propre bi est inchangée). Par suite (°) :

B'T|b:> = b, Tlby> = TBlby> (1V-45)

et :

(®) Comme bi est réel, T commute avec la multiplication par bi’ méme si
T est antilinéaire [cf note (*)].
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Les {Ibi>} formant une base, on a :
B = T"'B' T (Iv-47a)

et, inversement :

B* = TBT! (IV-47b)
Si T est unitaire (ou antiunitaire), T-! = Tt, et ces égalités peuvent
s'écrire :

B = TtB'T

B = TBTt (IV-48)

Nous avons donc obtenu les relations cherchées qui lient B et B'. La
démonstration se généralise aisément au cas ol le spectre de B est
dégénéré et continu et conduit au méme résultat.
Remarque :

Si B commute avec T :

B, ] = 0 (IV-49)

alors on voit immédiatement que B' = B. L'observable correspondante est
alors dite invariante dans 1'opération<6. [Par exemple, 1'observable
SZ, composante du spin d'une particule sur un axe 0z, est invariante
dans toute rotation autour de 0z] .

D - REPRESENTATIONS LINEAIRES DANS L'ESPACE DES_ETATS

1 - Action d'un groupe de transformations

Considérons un ensemble de transformations <6 formant un groupe
A chacune d'entre elles, nous associerons un opérateur unitaire T, liné-
aire ou antilinéaire d'aprés le théoréme de Wigner, agissant dans 1‘'espace
des états :

= T v
ly> = TH6) |y'> (IV-50)

Nous allons en fait nous restreindre ici au cas ol T est linéaire
[nous verrons par la suite que, dans de nombreux cas, on n'a pas besoin
d'introduire d'opérateurs antilinéaires en mécanique quantique ; jusqu'au
chapitre VIII, nous ne les considérerons donc pas (°)].

Effectuons maintenant deux opérations successives G, et 1%,
dans cet ordre. Le vecteur d'état devient :

lv'> = T(G)y'> = TG) T&) v (IV-51)

(®) Voir note page suivante.
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Mais nous pouvons également directement effectuer la transforma-

tion produit :

6 = G G | (1V-52)
et obtenir le vecteur d'état :
P> = TG) v (IV-53)

Les kets |y> et |P"> décrivent en réalité le méme état physique du systéme
(dans le méme systéme de coordonnées). Nous allons donc imposer que |y¢">
et |§"> ne différent que par un facteur de phase globale (7) :

“Dll>
ol £ est une fonction réelle qui dépend de 6, et céi. D'aprés (IV-51) et
(IV-53) on doit donc avoir [le ket |y> étant quelconque]

16) T6) = e EGT) 1@ (1V-55)

Les T donnent donc en général une représentation projective (cf

682> G1) |y, (1V-54)

chapitre II §B-1) du groupe G. ‘Aux opérateurs T, on peut associer des
matrices (finies ou infinies suivant la dimension de 1'espace des états)
d'éléments :

TU(‘G) = <U1IT(6HUJ’> (Iv-56)

ol les {|ui>} sont une base quelconque de &. Lorsque cette base est ortho-
normée, 1'unitarité des T entraine celle des matrices de la représentation.
(®) Dans le cas d'un groupe continu de transformations <, 1'opérateur T est
nécessairement unitaire (et non.antiunitaire))du moins lorsque €6 est proche
de 1a transformation identité. Pour le voir on peut (comme dans le § 2 qui
suit) introduire un paramétre a pour décrire les transformations 95, donc

les T, et développer T(dg) au premier ordre en sa [egalités (IV-57) & (IV-59))
On obtient alors T(Gg) = T(63/2) T(GK/Z), égalité qui est incompatible avec
1'antiunitarité des opérateurs T (le produit de deux opérateurs antiunitaires
est unitaire ; cf chapitre VIII § B-1). L'unitarité des opérateurs T n'est
d'ailleurs pas limitée au voisinage de 1'unité mais peut étre étendue a

toute Ta "nappe" (Cowposowte connexe) ou se trouve cet élément unité.

(7) Nous admettons ici que la structure de 1'espace des états du systéme
étudié est telle que, si deux kets |y> et |¢'> ne sont pas proportionnels,
ils ne sont pas physiquement équivalents (i1 existe au moins une mesure
physique qui permet de les distinguer).
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Supposons, sans justification pour le moment, qu‘on puisse annuler
la fonction & quels que soient<f; et ,. On aura alors une représentation
(au sens strict) du groupe égdans 1'espace des états & du systéme consi-
déré, de dimensions N (dimensions de &). Un probléme important que nous
allons étudier dans les chapitres ultérieurs sera la réductibilité de
ces représentations.

2 - Cas d'un groupe continu
Lorsque le groupe % est continu, on peut repérer ses éléments

par le paramétre a (& n composantes réelles) :
G = 6(3) (IV-57a)

1'opérateur unitaire T agissant dans & est alors également une fonction
de 3 :
T = T@Q) (IV-57b)

Comme au chapitre III, dont nous utiliserons les notations, nous
allons raisonner sur les 3'p1ut6t que sur les éléments <5ck:§3eux-mémes.
> -+ = ¢ - . . s =
Nous supposerons que a = 0 correspond & 1'opération-5identité et que, par
suite :

T(3) = 1 (1V-58)

(opérateur identité agissant dans &). Si les opérateurs T sont des fonctions
continues, dérivables, etc..des 3, on peut écrire, lorsque 82 est infini-
tésimal :

h
ol les Gj (résumés dans la notation Y qui symbolise un vecteur @ n
dimensions dont les composantes sont des :opérateurs agissant dans &)

T(68) = 1-4 zJjaaj 6+ L-f 88+ ... (1V-59)

seront appelés "générateurs infinitésimaux". Le facteur h a été introduit

par raison de commodité (nous verrons pourquoi par la suite), et le i
dans le second membre de (IV-56) assure que les Gi sont des opérateurs
hermitiques. En effet :

T™Hed) = 144 X sa Gj“ P (1V-60)
et T'unitarité de T entraine :

THeE) T(68) = 1- 1 2 ead (6; - 6 + ... (1V-61)
J
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c'est-a-dire (les sad étant quelconques) :

6, = ij (IV-62)

Cette égalité est essentielle pour pouvoir associer des observables physiques
aux opérateurs G (elle assure la réalité de leurs valeurs propres).

Nous avons vu au chapitre III 1'importance des constantes de
structure d'un groupe de Lie. Ces constantes qui sont 1iées aux dérivées
secondes de la fonction &,, qui exprime la loi de groupe dans %, par :

k k k

Cij fij - fji (IV-63)
ol les fijk sont les composantes des rf vecteurs :
2
B.o= 2 %3 B
1 9a'abJ 3=b=0 (IV-64)

Nous allons calquer ici le raisonnement du § 2-b du chapitre III
pour trouver 1'image,dans 1'espace des états, de la transformation QS(GE)
(commutateur dans(%) définie par :

G(6¢) = b(83) G sb)h(s3) G (sb) (IV-65)
Rappelons [égalité (III-34) du chapitre III] que la k1éme composante
de 6¢ vaut :

sk = c..X sal sbd (1V-66)
, ij

D'autre part, & la transformation (IV-65) correspond dans 1'espace
des états & 1'opérateur [nous supposons toujours 1'absence de facteur de

phase dans (IV-55)]
T(83) T(sb) TH(s3) TH(B) = T(&C) (1V-67)

Dans (IV-59), reportons cette écalité [et une relation identique ol

8B remplace &3} - tious limitons le calcul au second ordre inclus en sa et sb en
effectuant un R . . . .
/raisonnement analogue a celui du §A-2-b du chapitre III [en particulier

on voit sur (IV-67) que T(83) vaut identiquement 1 si soit 8a soit &b est

nul, ce qui permet d'éliminer les termes "carrés" en 6a et b, et justifie

T'utilisation de 1'égalité (IV-59) limitée au premier ordre] - 11 vient :

{1 + 1 (65.8) + (B.8) - ﬁl-z(aé.é)(as.ii% {1 (63 + (8.8~ o(ed D)
(GE.E{} ...
=1 +%{(63.§) + (8b.8))12 - é;(ég_ﬁ)(5§.§)+".= 1 - %m (68.8)* -+ (1V-68)
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ou encore ( en ignorant les termes carrés en éa et éb) :
(63.G, 6b.G] = ih &C.G (IV-69)
Si maintenant 1'on tient compte de (IV-66) et 1'on identifie les termes
en 6ai ij (63 et &b peuvent &tre choisis de fagon -guelconcue),on aboutit
a la relation importante :
- k -
[6;, 651 = ih > Ci5 6 (IV-70)

k
De facon extrémement générale, nous obtenons donc des relations

de commutation satisfaites par les observables Gk. Remarquons qu'aucune
hypothése n'est intervenue dans le raisonnement sur la nature du systéme
physique étudié et donc la structure précise de son espace des états :
seules interviennent dans le résultat les propriétés du groupe é%par
1'intermédiaire de ses constantes de structure.

Revenons maintenant sur la question délicate des facteurs de
phase, question que nous avons éludée jusqu'ici, et examinons ce qui doit
étre modifié dans les résultats précédents.

En fonction des paramétres 3 et B associés é‘ii et<fi, la relation
(IV-55) devient alors :
e'ig (g’ —5)

HORIOE T5(3, B)] (IV-71)

. > o
1€ (35 B) gans 1e
cas le plus simple, celui ot la dimension N de 1'espace des états est

Commengons par étudier 1'effet du facteur e

finie.
3 - Les facteurs de phase (représentations finies) (®)

Pour un espace de dimension finie, les matrices de la représen-
tation, dont les éléments sont donnés en (IV-56), sont des matrices carrées
N x N finies.

Dans ce cas, les facteurs de phase peuvent facilement étre
éliminés. Appelons en effet A le déterminant des matrices :

T (3) T12(3) ...
A(B) = det | T2 (3) (IV-72)

TNi(a)

(®) Nous pouvons également supposer, sans nécessairement que N soit fini,
que la représentation du groupe {Gpar les T a été décomposée en plusieurs
représentations dont une au moins est finie (les T laissent globalement
invariant un sous-espace &' de &, de dimension finie). C'est alors cette
représentation finie (si elle existe) qui est étudiée au § 3.
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L'unitarité des T entraine :
la@)| = 1 (IV-73)

La relation (IV-70) donne alors (le déterminant d'un produit est le

produit des déterminants) :
> >

a3y a®) = e 1NE (35 D) 47 (1V-74)
ou d est le paramétre associé au produit T(K) T(E) :
d = 3,3, bB) (IV-75)

I1 est clair sur (IV-74) que, si les déterminants A de toutes les matrices

valent 1, les facteurs de phase‘g ne peuvent prendre que les valeurs 0, 2m/N,
4n/N, ..., (N-1)2 /N. Or, i1 suffit pour cela de remplacer les opérateurs T
par les T' définis par :

@ = 7@/ wEn

(1V-76)

de chacu
Un simple changement de phaseéVdes opérateurs T suffit donc & ramener
3 un nombre fini les valeurs possibles des facteurs de phase. Dans le
complément IV-C, on montre que, si le groupe est simplement connexe, tous les
¥ se raménent & 0, de sorte que la représentation projective devient repré-
sentation au sens strict.

Cette opération n'est cependant élus pdésib]e dans un espace de
dimension infinie, et nous ne pouvons pas ignorer cette possibilité : on
sait bien en mécanique que, méme dans un cas simple comme celui d'un
systéme constitué d'une particule unique sans spin, 1'espace des états n'est pa:
de dimension finie. pas

4 - Les facteurs de phase (représentations infinies)

Reprenons donc la discussion précédente dans le cas général ou
N étant infini, on ne peut pas définir le déterminant A(E).
a) Propriétés générales des facteurs de phase

Si on fait 3 = 0 ou b = 0 dans (IV-71), on obtient :
£2,0) = eB,8 = o Vi B (1V-77)

de sorte qu'au voisinage de 1'origine, le développement de £ au second
ordre compris ne comprend que des termes "croisés" :

£(63, 86) = = vy eal ob” 4 ... (Iv-78)
i

Tautre part, la fonction £ n'est pas complétement arbitraire.
Considérons en effet trois opération5'1?successives de paramétres a, b, ¢C.
Les paramétres associés aux produits<6(3)<6('i5) et ‘6(3)46(2) sont :

o= & )
d, $,(b, ¢) ‘ (I1V-79)

> >
bl

oV o
04+ oo

1]

’
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et celui associé au produit d¥a)<G(b)<6G(¢) :
d = 3, ,8) = 3,(E, dy) (1V-80)

[associativité du produit dansd% ; cf. relation (III-44) du chapitre III].
On a :

TRy 1) - e 8 B B)

I®) 1R = e & (B0 1, (1V-81)
et donc :

@) 1B 1@ = et @B it @G gy

o iE (&, &) it (B, ) gy

Donc, 1'associativité du produit entraine que :
[ G B) +g@, 8 = &@E &) +e@, 9 (1v-83)

[avec (IV-78)]. Cette relation nous sera utile dans la suite.

b) Extension de 1'algébre de Lie

.............................

Reprenons maintenant le raisonnement du paragraphe 1 précédent,
compte tenu de la présence des facteurs de phase. I1 faut alors remplacer
(Iv-67) par (®) :

T(s3) T(sB) TH(s3) TH(sB) = e 198 1(60) (1V-84)
Un raisonnement analogue a celui qui nous a conduit & (IV-82) donne :

s8¢ = £(63, 6B) + £(8d,, 63') + £(8ds, 6B') + ... (IV-85)
avec :

§a' = $,(83)

s = $,(sb) (1V-86)
et :

6d, = $,(sa, sb)

§d; =  $,(8dy, 63') (1V-87)

(®) L'équation (IV-84) suppose implicitement que deux opérateurs inverses G
etdy? correspondent & des opérateurs inverses T et T} = Tt. Le cas plus
général ol cette hypothése n'est pas réalisée sera traité dans ce qui suit,
et les résultats essentiels seront les mémes.
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Nous nous limiterons ici encore aux termes du deuxiéme ordre en Sa et &b.
En utilisant la formule (IV-78), on voit qu'on peut se limiter dans le
calcul de 6a', b', 8d, et &d, aux termes du premier ordre :

§&8' = -3+ .

§b* = -¢8b+ ...

631 = 63 +6b+ ...

6d;, = &6d, +63 = 8B+ ... ‘ (I1V-88)
et que, par suite :
8¢ = ZE;yij &a%bJ + (cSa1 + Gbl)(- daJ) + 6b1)(— GbJﬂ + ...

1

= STy.. (sa'shd - sb'sal) - = vy.. (sa'sal + sb'sbd) (1V-89)

Remplagons e_165 par 1-18¢ au second membre de (IV-84), ce qui est possible
puisqu'on fait ainsi une erreur du 3éme ordre au moins. I1 vient alors :
1- L, (8.8, 688 = 1-1 oCG- s (1V-90)
qui remplace (IV-68). L'identification des dévelbppements au second ordre
des deux membres de cette &galité donne alors, compte tenu de (IV-89) :

- k s 2 - -
[6;, 61 = ”‘%Cﬁ G + 02 (vi5 - v4q) ] (1V-91)

et :

Vi3 + Yy = 0 (IV-92)

La seconde de ces égalités montre que la matrice I' des dérivées
secondes 3 1'origine de la fonction £ est antisymétrique. La premiére nous
indique comment, dans le cas d'une représentation projective, il faut
modifier les relations de commutation entre générateurs infinitésimaux :
aux termes donnés par les constantes de structure du groupe, Cijk.il
suffit d'ajouter des constantes antisymétriques (proportionnelles a
1'opérateur unité) :

B]-J- = .Yij - Yj'i (Iv-93)

L'opérateur qui consiste a modifier 1'algébre de Lie de cette

facon en lui adjoignant 1'opérateur unité porte le nom d'extension de
1'algébre de Lie. '

Remarque :
Pour écrire (IV-84) nous avons supposé que deux opérateurs
inverses T(dg) et T*(Gs) correspondent aux deux opérations inverses
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A(63) et £51(83). C'est en fait 1'origine des relations (IV-92) ('°).
Rien n'empéche de généraliser ce que nous avons fait et de
simplement supposer, comme 1'impose (IV-71), que :

B3 = G(A) (1V-94)
entraine que :
1@y = e X)) 13 (1V-95)

La fonction y, comme £, ne peut varier qu'au second ordre au voisinage de

- . . > e e tas s > >
1'origine : on sait que si a a la valeur infinitésimale éa, a vaut - 6a
au premier ordre prés [cf équation (III-27) du chapitre III] et on
vérifie sur (IV-58) que T(- sa) = T-1(sa) + 0(sa?). Donc :

x(83) = > % sa' sa’ (1V-96)
ij
avecC :

eij = eji

L'introduction de cette fonction x revient & multiplier le premier
membre de (IV-84) par e1[X(6a) * X(Gb)] et donc 3 y ajouter des termes du
second ordre en §a2 et b2 (mais pas de termes croisés). Par suite, (IV-91)

reste toujours valable, mais (IV-92) devient : L

..........................................................

.........

I1 ne faut pas croire que la fonction g, et par suite les Bij
qui sont reliés a ses dérivées secondes, sont quelconques. Nous avons
déja écrit en (IV-83) une relation nécessairement satisfaite par &.
Examinons ce qu'elle implique conernant les constantes B . d'extension
de 1'algébre de Lie.

Pour ce]a,rémp]agonsg'par sa, b par sb et € par 8¢ et écrivons
1'égalité des développements des deux membres de (IV-83), en nous limitant
au terme croisé du 3éme ordre du type 8asbsc. On a [cf chapitre III,
relation (III—28)]

(1%) On peut directement démontrer que vy. =Y en considérant 1'opération

1] -ig(8a, 6a")_

inverse de T(5a), notée T(Ga"), en écrivant d'aprés (IV-70) que e
et en développant au second ordre en §a.
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531 = Zf2(53, 53) sa + &b +Z? ai 5bj + ..

sb + &¢ +Z? sbd sck + ... (Iv-98)

§d, = $,(8b, 8¢)
Si 1'on ne garde de (IV-83) que :
£(6d1, €) = E(83, 8dy) + ... (IV-99)

>

fpuisque g(ég, §B) et g(sb, §¢) n'ont pas de termes en sasbsc] il vient
compte tenu de (IV-78) :

L i 5?.
Yo (S fy5 8a! sbd )6 Zym sa (Z f sbd sck) (1v-100)

Par identification :

%ylk fij" - Zlym fjkz Vi, i, k (IV-101)
Un calcul du méme type que celui du chapitre III, qui nous a permis de

passer de (IM-47b) & la relation générale (II-43) permet alors de montrer
que [on utilise en fait 6 fois (IV-101) avec des dénominations différentes

des indices et on effectue une somme]

' 9 L 2 _ -
%;{Bzi Cjk + sz Cki + sz Cij } = 0 (Iv-102)

[dans cetfe égalite, i, j et k sont quelconques et subissent une permuta-

tion circulaire] .
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Ce chapitre est consacré a 1'étude des opérateurs associés a 1'en-
semble des transformations <G qui sont des déplacements dans 1'espace.

Nous commencerons par rappeler la définition du groupe &(;) des
déplacements et, au § A, rappellerons un certain nombre de propriétés qui
nous seront utiles pour la suite. Dans le § B, nous étudierons les relations
de commutation entre opérateurs infinitésimaux P et J associés aux dépla-
cements (compte tenu de la possibilité de représentations projectives

du groupe des déplacements dans 1'espace des états). Nous démontrerons

la propriété d'additivité des impulsions et des moments cinétiques, et discu-
terons de facon générale 1'invariance par translation et rotation. Nous commen-
cerons ensuite a appliquer le programme défini dans le chapitre précédent :
sachant que, dans 1'espace des états Zi d'un systéme physique quelconque, les
opérateurs T'associés aux dénlacements donnent nécessairement des représenta-
tions du groupe euclidien 75(3), on peut envisager de construire les divers
espaces'f,a priori possibles. Au § C, nous chercherons & obtenir le plus
simple de ces espaces , compte tenu d'hypothéses trés générales sur le systéme
physique envisagé (existence d'un opérateur de position & spectre complet).

Le systéme physique ainsi obtenu sera simplement le systéme "&lémentaire"
constitué par une particule unique sans spin. [Le probléme de la construction
d'expaces‘f plus complexes sera repris au chapitre VI aprés une é&tude plus

détaillée des représentations du sous groupe R(3) des rotationé].

Dans 1'espace ponctuel euclidien réel, a trois dimensions,
faisons correspondre & tout point M un point M' (image de M) de fagon que :

. les longueurs des vecteurs soient conservées ; si M'; et M',
sont les images de M, et M,, on doit toujours avoir :

MM = (MW (v-1)

. les produits scalaires, donc les angles (non orientés), soient
conservés ; si M'; et M', sont les images de M; et M, :

W, MW, = WW . LW (V-2)
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On obtient ainsi un ensemble de transformations comprenant les
rotations, translations et réflexions d'espace (symétrie par rapport a un
point quelconque) et les produits de ces opérations (!). Cet ensemble
constitue un groupeQ%.

Plusieurs sous-groupes de‘@%peuvent étre construits. Par exemple :
o . Groupe T(3) des translations (dimension 3)

B . Groupe R(a) des rotations autour d'un point arbitraire donné (dimension 3)
vy . Symétrie par rapport a un point arbitraire donné (parité) et opération
identité.

On peut aussi combiner g et y, ce qui donne le groupe 0(3)5 ou
encore o et B, ce qui donne le groupe euclidien &(;) des déplacements.
D'autres sous-groupes sont les groupes "ponctuels" de symétrie cristallo-
graphiques, dont nous ne parlerons pas ici.

Ces transformations se présentent exactement de 1a méme fagon
dans le cadre de la relativité de Galilée ou de Lorentz. IT1 est donc
particuliérement intéressant de les &tudier.

De fait, ce chapitre sera consacré aw déplacements (c'est-a-dire
aux translations et rotations), mais on trouvera dans le compiément V-A
une étude succinctede 1'opérateur parité et de ses propriétés.

1 - Les translations

Au point M, repéré par rapport a un référentiel donné par un
vecteur position ¥, on fait correspondre un point M' de vecteur position
¥ tel que : '

o= r+1 (V-3)

Les trans]ations<i§sont repérées par les 3 composantes du
vecteur % (qui joue le rdole du vecteur noté 2 dans les chapitres précédents)

HAHFr = rF+1 (V-4)
(!) Si la transformation considérée laisse un point 0 invariant, il est
facile de voir que c'est une transformation linéaire, da laquelle on associe
une matrice 3 x 3. Si le déterminant de cette matrice vaut + 1, la trans-
formation est une rotation ; s'il vaut - 1, le produit d'une rotation et
d'une symétrie par rapport au point 0. Pour une transformation quelconque,
ot 0' est 1'image de 0, on se raméne au cas précédent en appliquant une
translation de vecteur 070.
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{les translations seront écrites, soit sous la forme<€KE), soit<63(2), ou
U est le vecteur unitaire paralléle & % . La loi de groupe est :

GGl = G+ 1) (V-5)

égalité qui montre que le groupe des translations est abélien. C'est un
. . ~ 7 e e s
groupe non compact (le domaine accessible & £ a un volume infini).
Les coordonnées x', y' et z' de ¥' sont données en fonction de

celles, x, y et z, de v, par :

x' X
y' L |y
o] = @ |, (V-6)
1 1
avec :
1 0 0 &
X
0 1 0 ¢
M(E) = y (V-7)
0 0 1 L,
0O 0 0 1
On voit sur cette expression que 1'opération infinitésimale M(dl)
stécrit :
M) = (1) +de T+ dg, I, + de, I,
= (1) + di.0 (V-8)
ot les trois composantes du vecteur T sont les matrices :
0 0 0 1
_ {0 0 0 O
L =lo o o0 o (V-9a)
0 0 0 O
0O 0 0 ©0
_ {0 0 0 1
Hy =lo o 0 o (V-9b)
0 0 0 O
0 0 0 O
_ {0 0 0 O
M, =lo o o 1 (V-9¢c)
0O 0 0 O
On vérifie facilement que :
n, o = 0 \Ji, J (V-10)
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Par suite, les matrices I commutent toutes entre elles :

v

[HX-’ HX-] = 0 i, j (V-lla)
1 J

ou encore :

m,M = o (V-11b)
Nous retrouvons un résultat déja établi au § C du chapitre III : les
constantes de structure du groupe des translations sont toutes nulles
(groupe abélien).

D'autre part, la relation (V-10) entraine également que :

N R B ) +o (B2 + ..
1+ %.0 (V-12a)

qui nous redonne immédiatement 1a matrice (V-7). Donc :
ng = o1 (V-12b)

Cette relation permet donc d'exprimer toute matrice de transliation en
fonction des matrices composantes de i.

2 - Les rotations

Une rotation peut étre définie comme une transformation 0L

biunivoque entre les points de 1'espace réel a 3 dimensions et lui-méme,
transformation qui conserve un point de 1'espace (choisi comme origine 0),
les distances (aonc les angles) et le sens des triédres (ce qui élimine
les symétries par rapport a@ 0 ou un plan contenant 0).

a) Paramétres du groupe

....................

Les rotations @ dépendent de 3 paramétres (groupe de dimension
n = 3). Nous avons déja introduit au chapitre III paramétrisation du
groupe des rotations, par un vecteur :

a = U (V-13)

ol U est le vecteur unitaire de 1'axe de rotation autour duquel 1'angle
de rotation ¢ est compté de fagon positive.

Une autre fagon d'associer 3 paramétres & chaque rotation est de
la caractériser par ses trois "angles d'Euler'a, B et y . Ces angles sont
représentés sur la figure V-1. Soit Oxyz le triédre de référence. Sous
1'effet de la rotation®, les points qui coincident avec les axes Oxyz
viennent coincider avec ceux d'un nouveau triédre 0XYZ ; o et B sont par
définition les angles polaires de 0OZ par rapport au triédre initial Oxyz.
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‘Zc‘é

B

fﬁg V-1

Soit Ov la projection orthogonale de 1'axe 0Z dans le plan Oy,
Ou 1'axe de ce plan perpendiculaire a Ov. Pour amener Oxyz sur OXYZ, on
peut successivement :
. effectuer une rotation autour de 0z d'angle o (cette rotation améne les
points de Oy sur Ou).
. effectuer une rotation autour de Ou, d'angle B (on améne par la suite
de ces deux opérations 0z sur 0Z, tandis que Oy reste confondu avec Ou).
. effectuer enfin une rotation autour de 0Z, d'angle y (y est donc par
définition 1'angle entre Ou et OY' compté positivement autour de 0Z').
‘Les 3 angles a, B, y sont comptés algébriquement [sur la figure
V-1, o est négatif] . Pour finir, on a :

Qs 8s ) = B ()8, (8) @2, (x) (V-14)

Dans cette expression interviennent des rotations autour de 0Z et de Ou,
qui sont des axes dépendant de la rotation considérée. Il est cependant

possible de la modifier pour que n'apparaissent que des rotations autour
des axes des coordonnées. En effet, on a :

QR(8) = 02,(c) 83, (8) 80, (-) (V-15)

Pour comprendre cette égalité considérons un objet (ensemble de points)

sur lequel est appliqué la suite des 3 rotations écrites au second

membre. On commence par amener 1'axe de 1'objet qui coincide avec Ou sur
Oy, on effectue ensuite autour de Oy une rotation d'angle B, puis on raméne
1'axe de 1'objet sur Ou. Il est clair que cet axe reste invariant dans
1'opération globale envisagée (ce qui rend plausible que cette derniére
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soit une rotation autour de Ou).

De fait, la formule (V-15), écrite sous forme matricielle, peut
étre considérée comme une formule de changement d'axes de coordonnées pour
les matrices associées a un méme opérateur : dans un changement d'axes
repéré par une matrice S (dont les colonnes contiennent les composantes
| des nouveaux vecteurs de base sur les anciens) on sait que la matrice M

fqui représente un opérateur linéaire quelconque devient M' = S™! M S,
De ce point de vue, le second membre de (V-15) s'interpréte comme
1'opération qui, dans des axes tournés de - a autour de 0z, décrit une
rotation de B autour de Oy. La méme matrice, dans les axes Oxyz, décrira
| donc une rotation d'un angle B8 autour de 1'axe du plan xOy obtenu a
partir de Oy par rotation de + o autour de 0z, c'est-a-dire autour de
j Ou : c'est biendbﬁ(e).

De méme, on verrait que :

By (y) = Bo(8)Q,(Y)R(- B) (V-16)
Reportons (V-15) et (V-16) dans (V-14). Il vient :

R, 8, Y) = 02,() R (8)80, (- @) R, (VIR (- 8) R (8) R ()
(V-17)

c'est-a-dire [toutes les rotations autour de 0z commutent entre elles]
Qs 8, v) = B () (8)B0, () (V-18)

b) Matrices de rotation

N -> -> > . . . o
Soient e,, e, et e; les vecteurs unitaires des trois axes de

coordonnées et :
ey = & i=1,2,3 (V-19)

leurs transformés par®. Par définition, la matrice @), d'é]émentsOlﬁi
est telle que :

o, &, &,
(—é"u _é'z, _é'a) = (319 32, -éa) Ob21 &32 &23 (V'ZO)
0031 0%2 62)33

Dans les colonnes de la matrice (@) se trouvent les coordonnées des
- -
transformés e', des vecteurs de base. On a :

_e).'-{- = Z &2- -é. 1., j = ls 2: 3 (V'Zl)
j J1 J
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Si OM s'écrit :
3
oM = >_ «x, e, (V-22)

: i
i=1 !

le transformé M' de M par la rotation est donné par :

W o= S ox.e. = = x & 2. (V-23)
- i i P 131 )
i ij
c'est-a-dire :
- = ®
5T 25
ou encore :
x' X
y'l = (0 [y (V-24)
z' z

Les matrices () sont les matrices 3 x 3 orthogonales (réelles
et unitaires) unimodulaires (de déterminant unité), c'est-da-dire celles
du groupe SO(3). On a :

@) = (@)
det@) = 1
Tr(@R) = 1+ 2 cosé (V-25)

ol (Gl»t désigne la matrice transposée de ().
Que 1'on prenne les paramétres 2 ou o, B, v, 1'égalité (V-18)
peut étre utilisée pour donner 1'expression explicite de &RJ). Par exemple :

CR)(a,_B,_Y) =
co$y cosB cosa -siny sina -siny cosf coso -coSsy Sina sinB cosa
COSY COSB sina #siny coso -siny cosB sina +COSYy cosa sinB sina
cosy sing siny sinB cosB

(V-26)
La rotation identité n'est obtenue que pour la valeur nulle du
paramétre a, alors qu'elle est associée & une infinité de valeur des
paramétres a, B et y [toutes les valeurs telle que 8 = 0, oo + y = 0], ce
qui est un inconvénient des angles d'Euler. |
c) Rotations infinitésimales

-------------------------

Dans une rotation infinitésimale de vecteur :

8 = U &b (V-27)



- 111 -

le transformé M' de M (figure V-2) est tel que, au premier ordre en &§¢ :

MM = Sp u x OM + ... (v-28)
M* ¢
/ Ro. V-2
rﬁ, \O 52
donc :
oM = OM+ 8¢ U x OM+ ...
=OM+ 63 x OM + ... - (V-29)
et on peut écrire :
Go(Gse) = 1+8pUx + ... (V-30)

Par suite, 1a matrice associée a Ao est :

(Ro(Usg)) = 1+ 86M + ... (V-31)
ouﬁhh est donné en fonction des composantes Uy, uy et u, de U par :
m, = ulk + u;nk + ufll (V-32)
et :
0 0 O 0 0 1 0 -1 0
m ={o o - m, =0 0 0 M, ={1 0o o
- 0 1 o0 -1 0 O 0 0 O
(V-33)

lesqx& (xi = X, ¥y ou z) engendrent 1'algébre de Lie du groupe des matrices
i

(@®)-

On obtient immédiatement [cf chapitre III § C-1]

.M = n, (V-34a)
et, par permutation circulaire de x, y et z :
M = My (V-34b)
1 J

[Ta définition de €13k a été donnée au chapitre III § C-1]. Ces relations
montrent que R(s) n'est pas un groupe abélien et nous donnent les
constantes de structure :

C..k = €.

i3 ik (V-35)
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Calculons, au deuxiéme ordre en 8¢ et 8¢', 1a rotation produit
[commutateur de @ﬁ(6¢) et de®;(8¢")]

B3 (50) R (86" )Rox(- 60)Bo3(~ 60") (V-36)

Le raisonnement général du § 2-b du chapitre III s'applique ici ; les termes
carrés en 862 ou 8¢'2 sont nuls (la rotation produit étant 1'identité si
8¢ ou 6¢' est nul ), ce qui permet facilement d'inverser (V-30), et :

' ->
¥ %(-ch')? =P - SOV XA ...

_Fz = 613—*("(5(1))?‘1 = ?‘1 - 6(1)_6 X ?‘1 + ...
i > > > > > > >
=r - 8&'Vvxr-§&ux[r-38'vxr + ...
-S>
[ %(M')Y‘z =T, + 80'V x T
>
r

- 6¢ﬁ X [? - 6¢'V X ?ﬁ - 6¢6¢'V x [ﬁ X ?] + ...

I

?u = %"*((Sd))?gy ?3 + Gd)—l: X —;3

u > - > o> > > >

r+ 8¢8¢" [Ux (vxr)-vx(uxr))

¥+ 8484 (ﬁ x V) x ¥ (v-37)

Pour finir, au second ordre en &¢ et &¢'

By (50)005 (80" WRog(-80)05(-6") = B (8080") + . (V-38-a)

Donc, avec les notations de la relation (III-19) :

Sc = [ixv] 5:{ i¢’ (V-32-b)

d) Topologie du groupe des rotations

.................................

Le domaine D accessible au vecteur a (qui a 3 composantes) est
T'intérieur d'une sphére de diamétre 2w [figure V-3]. Deux rotations sont
toujours différentes si les vecteurs a sont différents, sauf si leurs
extrémités se trouvent sur la surface de la sphére (deux rotations de
méme axe et d'angles + m et - v donnent le méme résultat). On voit de

> - > -
plus que deux vecteurs a opposés tels que [a| = 27 - ¢, ol € » O,
correspondent 3 des rotations infiniment voisines.

I
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Pour préserver la topologie du groupe des rotations, il faut
donc identifier deux a deux tous les points diamétralement opposés de la
surface de la sphére [on notera ici une différence importante avec SU(2),
ot i1 fallait identifier entre eux tous les points de la sphére frontiére ;
cf chapitre III § B-3].

Le groupe des rotations est compact, i1 est connexe. Par contre,
il n'est pas simplement connexe, mais 2-connexe [son groupe II; d'homotopie
est homomorphe au groupe cyclique abélien Z,]. En effet, un chemin comme
celui de la figure V-4, aboutissant & deux points diamétralement opposés
A et A' de la surface de la sphére, doit étre considéré comme fermé [A et A'
correspondent au méme élément de R(3)]. I1 est clair qu'il n'est pas possible
de déformer continiment ce chemin en un chemin infinitésimal puisque A et
A' sont toujours astreints & rester diamétralement opposés.

'59\5) V-4

Par contre, si le chemin considéré passe par deux couples de
points diamétralement opposés, A et A', B et B', on peut [cf figure V-5]
le déformer continiment en un chemin nul. De fagon générale, si le chemin
passe un nombre pair de fois par une rotation d'angle w, c'est-a-dire
coupe la surface de la sphére en un nombre pair de couples de points, il
est homotope a zéro. Si ce nombre est impair, i1 est homotope a celui de
la figure V-4.

Si 1'on considére seulement des rotations autour d'un axe donné,
un chemin ou 1'objet fera un tour (rotation de 2I) sera non homotope a

zérgg deux tours (4I1) homotope a zéro, etc.
dans R(3)




Légende de 1a Figure V-5

On considére dans R(3) un chemin fermé dont 1'image est représentée
sur la figure a : le chemin coupe 1a surface de la sphére en deux couples de
points diamétralement opposés , A et A' d'une part, B et B' de 1'autre.

I1 est possible de déformer un tel chemin de fagon continue en
un chemin nul (c'est donc un chemin homotope & zérg. En effet, sans déplacer A et
A' on peut incliner 1'axe BB' de fagon que B' se rapproche de A et B et A'
(figure b) . Lorsque ces points sont confondus le chemin initial est formé de deux
lacets fermés passant 1'un par A 1'autre par B : un mobile qui suit le chemin
fermé décrit successivement un lacet partant et aboutissant & A, puis un autre partant
et aboutissant a B. On peut alors contracter 1e deuxiéme de ces lacets en un point
(chemin nul), le point B. Dans ces conditions , ]e( 02319 , aprés avoir décrit
le premier lacet non nul, reste ensuite immobile en é?:l] revient au méme de dire
qu'il reste immobile en A ce qui permet de complétement ignorer le second lacet.
I1 est alors visible que 1e chemin qui reste est homotope & zéro.

De fagon générale, on voit que 1'on peut, par ce procédé, supprimer
par paires les couples de points od le chemin perce la surface de la sphére, mais
pas un couple isolé. Les chemins fermés ayant un nombre pair de ces couples sont

donc homotopes a zéro, ceux en avant un nombre impair homotopes au lacet de la figure
V-4.
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I1 apparait ici une propriété trés importante de R(3)[ou 50(3)]
qui posséde une structure topologique plus compliquée que celle d'un
groupe simplement connexe. Comparons par exemple R(s) a SU(2), groupe
dont 1a dimension est également n = 3 [cf chapitre III § B-3] et dont les
constantes de structure sont les mémes que celles de R(3) [cf égalités
(III-79) du chapitre III]. R(3) et SU(2) sont donc localement isomorphes
mais ne le sont pas globalement. On peut en fait définir un homomorphisme
entre SU(2) et R(3) [cf complément VI-A] ; cet homomorphisme fait corres-

pondre a toute matrice de SU(2), repérée par le paramétre 3 comme au § B-3
du chapitre III, 1a rotation Rassociée 3 1a méme valeur du paramétre si |a|<m ;

sinon, on prend la valeur de 3 définissant la matrice opposée de SU(2) Cre]ation
(VIII-81)]. De cette fagon, deux matrices opposées de SU(Z)Lfig.III—lihDrrespadent

a la méme rotation®. Le fait que SU(2) apparait alors comme "deux fois plus
~grand" que R(3) se voit également si 1'on compare les figures III-12 et
V-3 (?). ‘

. Contrairement & R(3), le groupe SU(2) est d'ailleurs simplement
connexe comme nous 1'avons vu au § B-3 du chapitre III. Le groupe SU(2)
est donc le "groupe de revétement universel" de R(3) [cf note (®) du
chapitre III}. v

La propriété générale de 1'espace qui veut que le groupe des
rotations est 2-connexe a d'importantes conséquences : c'est elle qui
entraine en mécanique quantique la possibilité d'existence de particules
de spin demi-entier. Nous reviendrons sur ce point au chapitre VI.

3 - Déplacement quelconque

Un déplacement quelconque peut &tre obtenu par 1‘'application
successive d'une rotation de vecteur a et d'une translation de vecteur z,
dans cet ordre (mais on pourrait avoir choisi 1'ordre inverse). Les
coordonnées xyz d'un point se transforment suivant :

XI

yl
o = DED) (V-39a)
1

- N < X

ouD est -
une matrice 4 x 4 qui s'écrit en fonction des composantes as ay, a, de

(?) Le centre de SU(2) [sous-groupe invariant commutant avec tous les &léments
de SU(2)] est constitué de la matrice identité 2 x 2 et de son opposée ; c'est

un groupe a 2 éléments isomorphes a Z,. Le groupe des rotations est isomorphe
au groupe quotient SU(2) / Z, [cf complément II-A] .
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> ->
a et zx, zy, 22 de £ sous la forme :
2

(V-39b)

X
Yy
DE, §) = 2
1

Dans cette expression 6&43) est une des matrices 3 x 3 de
rotations écrites au paragraphe 2 précédent. Les &galités (V-39) sont
équivalentes 3 :

o= ®@E) T ) (V-40a)
ou, inversement :
ro= @@ -8 (V-40b)

Par dérivation de (V-39b), on obtient les matrices de 1'algébre de Lie.
On trouve ainsi les trois matrices s Hy, I, écrites en (V-9), auxquelles
s'ajoutent 3 matrices obtenues en adjoignant une ligne et une colonne
de zéro aux WM données en (V-33). Nous ne redonnons pas ici le calcul des
relations de commutation entre ces 6 matrices, qui a en fait déja éteé
effectué au § C du chapitre V (dans le cas de matrices 5 x 5, mais le
résultat est le méme). On retrouverait ainsi les relations (V-11) et (V-34).
Effectuons plutdt un calcul &lémentaire d'analyse vectorielle,
ce qui nous permettra en plus d'obtenir les relations de commutation entre
opérateurs infinitésimaux de translation et de rotation. L'opération de
déplacement infinitésimal 1a plus générale transforme T en v' donné par
[cf (V-4) et (V-29))

Foo= 1+(s3 x F)+ of (V-41)
Calculons au second ordre en §¢ et 8¢ 1'effet du commutateur :
®(56) Gy (s2)W5(- 60)B(- 62) (V-42)
I1 vient, par le méme raisonnement qu'au paragraphe 2-c :
Fi o= by(-62)F = T - V&L
Ty = &Ja(-a¢)?1 = T - 80U X Py + ...
= T - VR - 86U x [F - V&g

—;3 = <6+(6,Q,)_F2 = —Fz + -\762
v > >
= r - §¢u x r + 562U x VvV +
[ @)’J(G‘b)}ta = ¥y + 86U x ¥y +
= V4 580 X V + ... (V-43)
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Donc, au second ordre en &¢ et 84&:
By (50) B (80)R5(- 66)B3(- 88) = Dy 3(6069) (v-44)

relation qui nous montre que le commutateur infinitésimal est une translation
> -
de vecteur §¢82(u x v).
Adoptons la correspondance suivante :

i = 1 2 3 4 5 6

JX Jy JZ PX Py PZ (v-45)

Alors, si 1'on convient de choisir i, j, k € 3 :

cijk - it = o (V-46a)
[non-commutation des rotations entre el]e{]

C1'+3,j+3k+3 =0

Ci+3, 5+ ;=0 (V-46b)
[les translations cosmutent entre elles]et :

i, 5+ 3 =0

G, 5+ 3k f3o- &'ijk (V-46c)

[ non-commutation des translations et des rotations, écrite en (V-44)].
Ces égalités sont équivalentes aux relations (III-99a), (III-99b) et
(II1-99e) du chapitre III.

B - OPERATEURS_ASSOCIES_DANS L'ESPACE DES ETATS

Suivant le schéma du § D du chapitre IV, nous allons maintenant
chercher 1'image, dans 1'espace des états & du systéme étudié, du groupe
&(3) des déplacements.

1 - Générateurs infinitésimaux. Relations de commutation

Soit |¢> le vecteur d'état du systéme initial, |¢'> celui du
systéme aprés un déplacement de paramétres 3 et{. L'opérateur unitaire
T permet de passer de |y> & [¢'> : ‘

lv'> = T@E, §) v (V-47)

- e e 1. =
Lorsque a et % sont infinitésimaux, on a :

T8, sf) = 1-1 (68T +ebB) + ... (V-48)
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Cette &galité doit étre considérée comme la définition des opérateurs J
(c'est-a-dire des 3 composantes Jx’ Jy et JZ qui sont chacune un opérateur)
et de ?'(qui)de méme symbolise 3 opérateurs Px’ P ., PZ). Si maintenant

nous écrivons comme en (IV-60) et (IV-61) que TH = 1 (T est unitaire), nous
obtenons : '

Jooo= 3.t " " (V-49)

Les opérateurs P et J sont donc hermitiques. Le premier d'entre eux sera,
par définition, 1'impulsion totale du systéme physique étudié ; Te second
sera son moment cin&ique total.

I1 nous reste maintenant & appliquer le raisonnement général du
§ D-2 du chapitre IV pour trouver les relations de commutation entre
composantes de P etd. Commengons par imposer que les T donnent une
représentation (au sens strict) du groupe des déplacements ; nous verrons
ensuite si 1'hypothése plus faible ot la représentation n'est que
projective change les résultats obtenus.

On a la correspondance suivante entre opérateurs, T et
agissant dans 1'espace ordinaire R(3) et Petd agissant dans & :

> i
Il <« 'g
Mo -¢9 (V-50)

Si maintenant nous écrivons des relations du type (IV-70) avec
les constantes Cijk données en (V-46), il vient :

P, ,P, 1 = 0
X; Xj

., J. 1 = ih eg.. J
X; xj ijk Xy

b, » P, 1 = ih e;,. P (V-51a)
X; Xj ijk Xy

La premiére de ces relations est 1'image de la relation (V-11), la seconde
correspond & (V-34) ou, si 1'on préfere (V-38). La troisiéme est conséquence
de (V-44). Insistons ici une fois de plus sur le fait que 1'origine pro-
fonde de (V-51a)est purement géométrique, et ne dépend en aucune facon du
systéme physique étudié.

Examinons maintenant ce que deviennent les relations (V51a) dans
le cas des représentations projectives. L'égalité (IV-91) du chapitre IV
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nous dit ce qui doit a priori étre modifié ; i1 faut ajouter des termes
au second membre de (V-49a) qui devient :

P, , P 1] = ih? B..
X; Xj iJ
Jd. 5 d. 1 = ih e, J. + ihZ B'..
X; Xj ijk Xy ij
- : 2 2 oM -
[in, ij] = ih €13k ka + ih? B i (V-51b)

Nous allons voir qu'en fait tous les termes B du second membre peuvent
étre supprimés. Tout d'abord, une redéfinition des composantes de j, de
la forme :

J = J_ - hg'

X X yz
Jy = Jy - ng'
I, = e (V-52)

nous permet d'éliminer les B' sans rien modifier des autres relations de
commutation.

Nous avons vu en (IV-102)que les constantes B sont reliées aux
constantes de structure. Ecrivons donc cette relation en choisissant :

‘i = 1 4 J
X
- = P
j=4 = «
k=6 « P (V-53)

zg L 243
Bl C + Bu c
g =1, 2,3 { 21 46 21 746
" L 243
gLV Cer * By Car
" L 243 _ _
- 8", Ct * B Cpg } -0 (V-54)
Dans cette égalité, beaucoup de constantes de structure C sont nulles :
L 243 . % 2+3
C46 et C46 (les translations commutent entre elles), C14 et C14

(une rotation commute avec une translation lelong du méme axe), C612‘(1e
commutateur de translations et de rotations donne une translation, pas une
rotation), D'autre part, la constante C61£+3
et vaut 1. Pour finir, il reste :

n'est non-nulle que si =2

B2x = 0 (V-55)
ce qui indique que :

Py» Pyl

I

0 (V-56a)
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Par permutation circulaire des composantes x, y et z, on voit que tous les
commutateurs entre composantes de P sont nuls :

.7 = o0 (V-56b)

I1 ne nous reste plus maintenant & éliminer que les coefficients
g". Comme pour les B, ce résultat peut étre obtenu par une redéfinition

< *)
des opérateurs P

Py = P -hB,

X X
Py = Py -h B 7%
P, = P -nB, (V-57)

Pour finir, nous sommes simplement ramenés aux équations (V-5la) qui
sont donc valables méme si la représentation est projective (moyennant
éventuellement une redéfinition des opérateurs P et 3).

Remarque :

Pour éliminer les constantes B, il a fallu utiliser les propriétés
du groupe &(s) des déplacements dans son ensemble. Nous n'aurions pas pu
arriver d ce résultat en considérant séparément le groupe T(;) des
translations ou R(3) des rotations.

2 - Opérateurs de déplacement fini

a) Translations

oooooooooooo

Commengons par calculer 1'opérateur T(O, %) associé a une
translation pure (sans rotation). Considérons pour commencer 1'opérateur
infinitésimal T(0, £6x) od 6x + 0. D'aprés (V-48)

T(0, §6x) = 1 - %-ax TP+ ...
.i
1 - 7 6x zPu + ... (V-58)
ol
P U - L (V-59)
u ->

2]
est le vecteur unitaire porté par %. Calculons ensuite 1'opérateur

T(0, Ix) associé a une translation finie fx. Cet opérateur doit satisfaire
a 1'équation :
T(0, T(x + 6x)) = e &% 8X) 1o Fex) T(0, Tx)  (V-60)

qui exprime qu'une translation de I(x + 8x) est le produit d'une transiation
de x par une autre de f6x [cette égalité est la relation (IV-22) dans un
cas particulier]. Le facteur de phase e1£(x, 8x) doit a priori étre

(*) une démonstration plus détaillée de ce point est donnée dans le § 1-b du
comnlément IV-B.
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introduit car, si nous avons montré que par un choix convenable des opérateurs
P et J son effét peut &tre &liminé des opérateurs infinitésimaux, i1 n'est pas
évident que la méme élimination soit possible pour les opérateurs finis.

Commencons cependant par supposer que £ est nul et cherchons quel
opérateur T nous obtenons dans ce cas. Les équations (V-58) et (V-60) donnent
alors :

(0 T(x+ 5x))- T(0, £x)

- [ ;iéx RPU] T(0, %) (V-61)
ou encore :
& T(0,2x) = %- P, 1(0, £x) (V-62)

Cette équation différentielle du premier ordre doit &tre résolue, compte tenu
de la condition initiale :

T(0, x=0) =1 (V-63)

On a donc :

T(0, LX) = exp {(- L 4x Pu} (V-64)

[par dérivation de cette égalité, qui ne présente aucune difficulté puisqu'un
seul opérateur (Pu) y apparait, on obtient immédiatement (V-62)]. Si mainte-
nant nous posons x=1, il vient :

T(O,:E) = exp (L—%\ _;LP}

(V-65)

Cette expression sera prise comme définition des opérateurs de translation.

Les opérateurs T donnent une représentation du groupe des trans-

lations ol tous les facteurs de phase ont été éliminés. En effet, toutes le
composantes de P commutant entre elles, on voit sur (V-65) que :

T(0, ) T(0,1) = T(0, £+3") (V-66)

(1'opérateur produit correspond bien au produit des translations). Nous verrons
Ggue la situation n'est pas toujours aussi simple dans le cas du groupe des
ratations.
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Remarque : Si nous avions gardé dans (V-60) les facteurs de phase E;, nous
aurions obtenu pour représenter les translations des opérateurs K différant
des T, mais physiquement équivalents. En effet, on a :

E(x, bx=0) = O VY x (V-67)
de sorte que, au premier ordre en 8x

S5 8x) g g Tix) + ... 1V-68)
oGAEKx) est la dérivée de §(x, Sx) par rappoft i §x, priseen $x =0
(comme nous 1'avons toujours fait jusqu'ici, nous supposons la continuité

de toutes les fonctions et opérateurs, ainsi que celle de leurs dérivées).

On voit alors facilement,que (V-62) doit étre remplacé par :
daprés (v-60)

d i . .

5 T0,x) = [- AR C(x)] T(0, 2x) (V-6S)
Soit K(x) la solution de cette équation satisfaisant a :

K(x=0) = 1 (V-70)

On voit aisément que :

K(x) = exp {L- —:;‘Q,x Pu™ i’9(x)} | (V-71-a)
oll :
X
O (x) =j dx' g(x') (V-71-b)
0

Les opérateurs K(x) ne sont donc autres que les T(0,£x), multipliés par un

'f?(x)_s

i < .
facteur de phase e ans conséquence physique.

b) Rotations

Nous allons faire pour les rotations un raisonnement du méme type
que pour les translations. Une rotation infinitésimale de vecteur asx
correspond d'aprés (V-48) & 1'opérateur :
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T(asx, 0) = 1 - %-Gx a.d+
- 1 -
= 1 h 8x a Ju + ... (vV-72)
ou
> '5 -
u = T Ju = uJd (V-73)

Toutes les équations (V-58) & (V-69) peuvent alors étre récrites
en remplagant T(O, Ex) par T(gx, 0) et Pu par Ju. IT vient ainsi

T(3, 0) = exp {- & a.J} (V-74)

‘expression que nous conviendrons d'adopter pour celle d'un opérateur de
rotation.

Une différence importante avec les translations apparait cependant
a ce stade : les composantes de J ne commutent pas entre elles et il n'est
pas possible a priori d'é&crire une relation du type (V-E€). Nous ne pouvons
donc pas affirmer que nous aurons toujours une représentation au sens
strict du groupe des rotations dans 1'espace des états. Dans la suite, nous
verrons que, suivant la structure de 1'espace des états & du systéme
étudié, la représentation est, soit une vraie représentation, soit une
représentation projective telle que(*)

T(,) T(®,) = +T®,&) (V-75)

Nous verrons également le lien qui existe entre les représenta-
tions bivaluées et la structure 2-connexe du groupe des rotations.
c) Déplacement quelconque

----------------------

Pour un déplacement repéré comme en (V-39) ou (V-45) par les
paramétres aetl 1'opérateur T associé agissant dans 1'espace des
états & sera par définition :

T(a, %) = T(O, %) 1(@E, 0)
exp {- %-1.3} exp {- %-3.3} (v-76)

Comme dans le cas des rotations, il n'est pas évident a priori que la
représentation du groupe des déplacements &(3) ainsi obtenue dans 1'espace
des états soit vraie (non-projective), et ce n'est effectivement pas
toujours le cas.

Cette relation peut-étre établied partir des résultats du complément IV-C
(1e groupe des rotations étant 2-connexe).
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3 - Ensemble de deux sous-systémes

Considérons maintenant un systéme physique obtenu par la réunion
de deux, ou d'un nombre plus élevé, de sous-systémes. I1 peut s'agir par
exemple d'un systéme constitué de plusieurs particules, de particules et
de champs; etc.. Raisonnons pour simplifier dans le cas ol le nombre de
sous-systémes est deux. L'espace des états E; du systéme physique global
est le produit tensoriel :

¢- 20 &, (V-77)

des espaces des états \24 et kez associés respectivement awx sous-systémes
(1) et (2).

Dans chacun de ces espaces, on peut définir des opérateurs impul-
sion’E et'ﬁ_ ainsi que des opérateurs de moment cinétique—j1 etji_ . De
méme, dans ‘€, comme dans €, , nous pouvons introduire des opérateurs T
de déplacement. Par exemple, pour une translation de vecteur A :

T7,(0, %)
T.(0, )

On sait qu'a tout opérateur A, agissant dans &, on peut associer un

exp {- %- $.7.)
exp (- 2 L.7,) (V- 7¢)

opérateur (opérateur "prolongé") agissant dans & = & ® &,. Par définition,
on pose, si |¢,> est un ket de &; et |¢,> un ket de &, :

A (61> ® [92>) = (A1]91>) @|d2> (V-7¢%)

Bien sir, il en est de méme pour un opérateur agissant initialement dans
&,..0n vérifie facilement que tout opérateur affecté d'un indice 1
commute avec tout opérateur ayant un indice 2. Par exemple :

[jl Ed jz] = 0
[Ji, ﬁz] = 0
(MTis T2 = O etc... (v-8r)

Considérons un état du systéme total de la forme :
o> = [60>® 62> (v- 81)

I1 est clair que, pour effectuer une translation sur ce systéme, il faut
effectuer une translation de chacune des deux particules. L'état lw'>
ainsi obtenu est :
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lo'> = [o'1> @ |o'2> ’ ' (V- 82)
avec :

T.(0, 2) 41>

[¢* 1>
l¢' 2>

Par suite, |y'> s'obtient & partir de |y> par la relation :

Tz(ﬁ, I) |¢2> (V' 83)

ly'> = T.(0, %) T.(0, %) |v> (V- 84)

Si maintenant |y> est un ket quelconque de & (pas nécessaiement un produit
tensoriel), i1 peut &tre décomposé linéairement en une somme de produits
tensoriels de la forme |¢,> @ |¢,>, et on voit facilement que 1a formule
(V-84 ) reste encore valable. Ceci nous montre donc que les opérateurs de
translation (ou plus généralement, de déplacement) sont simplement obtenus
par produits des opérateurs traduisant le méme déplacement dans chacun

des espaces des états individuels &, et &, . La généralisation a un

nombre plus grand de sous-systémes est évidente.
De cette propriété découle que 1'impulsion totale P du systéme
et son moment cinétique total J sont simplement les sommes :

P = P +P,
J Jy + 3, (V- 85)

Considérons en effet une translation de vecteur infinitésimal df. On a :

7(0, df) T:(0, df) T,(0, df)

)

(1 -r‘l;dl.ifl +..0 0 —-f‘;—di.ﬁz + ..

I

1-Ldl.(By+By) + ... (V-86)

La premiére des égalités (V- 85) découle donc simplement de
la définition de 1'impulsion totale du systéme (opérateur hermitique
engendrant les translations infinitésimales). Pour les rotations, le
raisonnement est identique & celui des translations. Les égalités (V-8%)
sont donc démontrées et nous voyons que 1'impulsion totale et le moment
cinétique total du systéme sont simplement obtenus par addition des
impulsions et moments cinétiques des sous-systémes.

D'autre part, les relations de commutation entre composantes de
P ou de J sont les mémes pour le systéme total que pour chacun des sous-
systémes ; ceci découle immédiatement de (V-80) et (V-85).
Remarques :

(i) Les égalités (V-85 ) restent valables dans tous les cas,

que les sous-systémes interagissent ou non.
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(i) Les espaces ﬁf1 et \fz peuvent étre relativs a des
variables différentes d'un méme systéme (variables orbitales et de spin
d'une méme particule par exemple).

(iii) Si le systéme (1) est une particule, (2) un champ, les
structures des espaces des &tats &, et €, sont trés différentes. Un
champ a un nombre infini de degrés de 1iberté et un espace des états est
"bien plus grand" que celui d'une particule unique. Les égalités (V-85)
sont cependant toujours va]idés dans ce cas.

4 - Invariance par translation ou rotation

->
Dans une translation de vecteur Q , une observable B devient
(cf. chap. 1V, § C) :

B = T(0, %) B T1H(0, %)
=exp { - %- $.P} B exp { %vf.ﬁ} (V- 87)
et dans une rotation de vecteur 2 :
B* = T(3, 0) B TT(3, 0)
= exp { --;;- 3.0} B exp {hi 3.3} (V-"28)

Une observable B est dite invariante par translation si B' = B,
invariante par rotation si B" = B.
L'égalité B' = B est équivalente 3 :

B, (0, §)] = o0 | (V- £9)
ou encore :

B,P] = o0 (V-.9C)

Cette derniére égalité peut donc étre prise comme définition : une
observable invariante par translation est une observable qui commute avec
1'impulsion totale P du systéme.

Exemple :

Dans le chapitre I, nous avons vu que, pour un systéme d'hamil-
tonien H indépendant du temps (systéme conservatif), les opérations de
translation sont transformation de symétrie du mouvement, a condition
que :
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M, 76, 2 = o Vi (V- 01)
c'est-a-dire :
H, Pl = 0 (V- 92)

L'hamiltonien est donc invariant par translation. —. o .
Cela revient donc @ dire que 1'impulsion P est constante du mouvement.

Remarque : Pour un systéme composé de plusieurs sous-systémes interagissant,
i1 faut bien distinguer les relations de commutation avec les impulsions
individuelles 31, 32, ... des sous-systémes et celles avec 1'impulsion

totale : _
P = > P, (V-'03)
1

Si le systéme global est libre (pas de potentiel extérieur), alors son

hamiltonien H commute nécessairement avec B
M, P = 0 (V-94)

mais les commutateurs [H, Pi] ne sont pas nécessairement nuls (bien que

Teur somme le soit).

Tout ce qui précéde se transpose immédiatement,et sans changement
autre que de remplacer P par J, a 1'invariance par rotation. L'observable
B est invariante par rotation si :

B,J] = 0O (V-95)

Pour un systéme d'hamiltonien H indépendant du temps, une rotation
quelconque autour d'un point donné 0 est une opération de symétrie si le
moment cinétique J autour de ce point est une constante du mouvement :

H,J] = o0 (V-96)
Exemple :

Considérons une particule (ou un systéme physique) libre dans
1'espace. Le moment cinétique J de ce systéme par rapport a un point
quelconque est une constante du mouvement.
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Mous allons maintenant appliquer les résultats généraux obtenus
dans les deux paragraphes précédents a un cas particulier. A ce stade, il
devient utile de préciser la structure de 1‘'espace des états Ei.de fagon
a donner explicitement 1'action des opérateurs’3 et J dans cet espace.
Nous allons chercher a obtenir un espace “f: dont la structure soit la
plus simple possible et nous verrons cue le systéme physique correspondant
est une particule unique sans spin.

1 - Opérateur position

Nous a]]bns donc construire un espace des états E o 1'on puisse
définir 1'action d'opérateurs'ﬁ»et'ﬁ>satisfaisant aux relations de commuta-
tion fondamentales (V-5la). Pour pouvoir parler comme nous 1'avons fait de
déplacement du systéme physique, nous nous attendons a ce qu'on puisse
définir un opérateur position'ﬁ'du systéme (c'est-a-dire 3 opérateurs
hermitiques X, Y et Z). Pour construire 1'espace des états E "mininum",
nous admettons que X, Y et Z forment un E.C.0.C. (Ensemble Complet d'Obser-
vables qui Commutent), c'est-a-dire qu'il existe une base orthonormée de
dont chaque vecteur est ket propre commun & X, Y et Z et peut &tre spécifie

(& une phase prés) par la donnée des valeurs propres correspondantes
x, y et z. On comprend en effet que si X, Y et Z ne formaient pas un

E.C.0.C., i1 faudrait adjoindre des nombres quantiques supplémentaires
i x, y, z pour définir une base de & et que cet espace deviendrait par
1a-méme "plus grand". Nous nous en tiendrons donc dans ce paragraphe a
cette "hypothése minimum", et nous appellerons le systéme physique
correspondant une particule sans spin.

A tout &tat |y> de la particule correspond la fonction d'onde :

W) = <Fly> (V-97)
ol ¥ est une rotation condensée pour les 3 nombres x, y et z :
> = |x, v, 2z (v-98)

I1 revient au méme de se donner |y> appartenant a & ol une fonction d‘onde
complexe w(?) de carré sommable. Le probléme est alors de donner 1'effet
-> . .
sur y(r) d'un opérateur T.
L'action de T sur un ket propre |F> est en fait trés simple : si
le systéme physique est localisé par rapport au référentiel Oxyz au point
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v, dans le référentiel 0'x'y'z' obtenu par translation de - 1 a partir

de Oxyz [cf figure IV-1] i1 est nécessairement localisé en ¥+ 1% . De
méme dans une rotation ou un déplacement quelconque obtenu par action
successive de @(3) et () , le systéme est nécessairement localisé en :

o= @) F+ T (V-92a)

Rappelons que cette égalité est une fagon condensée d'écrire la relation
entre composantes x'i de ¥' et X5 de ¥ :

' = 3 = -ac

X' E% Gb(a)ij X + Qxi X X5 = %5 ¥ ou z (V-9%b)
Par suite, on doit avoir :

TG, ) > = e (V-100)

ot e'® est un facteur de phase. Si 1'on applique aux deux membres de cette
égalité 1'un quelconque des trois opérateurs X, Y, Z, on voit que :

RT3, %) > = e“R[r>
= T e
= T TE D | (V-101)
Multiplions cette égalité par Tf(g, E), il vient :

G D RTIE D> = F|e (v-1C2)
Considérons alors 1'opérateur vectoriel :
o= Q@) k+1 (v-103-2)

dont, par définition, les composantes Ri s‘expriment en fonction de
celles Xi de R par la méme relation que (V-79b) (nous verrons dans la
remarque qui suit pourquoi R ne doit pas étre noté ﬁ') :

Fz]. = zj(oz,(ﬁ))ij X; + 2 (V-103-b)

IT est clair que :

T > >

R.|r> = {XP;(a))ij X5 * i3> (V-1C4-3)
c'est-a-dire :

RIr> = ¥ (V-104-b)

Si nous reportons cette égalité au second membre de (V-1(2),et tenons
compte du fait que les {|?>} forment une base, nous pouvons écrire :

TEHRIE D = R (V-105-a)
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ou encore :

TE DRI D - Q@R+ | (1-105-0)

Cette relation nous sera utile par la suite.
Remarque :

L'opérateur ﬁ', transformé de R dans le déplacement considéreé,
stécrit [chap. IV § (]

+,> >

R* = T@E, 1) RT(E, ?) (V-10¢2)

Multiplions (V-85b) & droite par TT, a gauche par T. Il vient :

R = ®3) 0@ HR1E, In +1
= Q@) R +1 (V-107-a)
Inversement, on obtient :
R = @Q'3) R-17 (V-107-b)

Ces résultats correspondént bien & ce que 1'on attend du résultat de
1'opérateur de déplacement sur 1'observable R. Par exemple, si 1'on
translate d'une quantité + % cette observable (c'est-a-dire les appareils
de mesure correspondants), on obtient une nouvelle observable qui est R-%

(position par rapport & un référentiel qui a subi la translation + E).
Ce sont donc effectivement des opérations inverses qui permettent de passer
de ¥ at etdeRaR' [cf (V-99 et (V-107].

Quant & 1'opérateur R introduit plus haut, i1 donne simpiement
1'opérateur R aprés un déplacement inverse de celui associé a T(g, I).

2 - Relations de commutation

De 1'égalité (V-105) [ou de (V-1z3)] découlent les relations de
commutation entre R et P d'une part, R et J de 1'autre.

Considérons par exemple le cas ou le déplacement est une
translation infinitésimale :

T(0, df) = 1- % dE.F+ ... (V-108)
Alors, au premier ordre en d2, (V-1C5)s'écrit :

R+ & (dl.?, R+ di (V-109)

Donc :

K, d€.P] = in df (V-11C)
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Prenons df = zx de (ou Ix est Te vecteur unitaire de 0x). I1 vient :
R, PI = ih [N (V-111a)

c'est-a-dire :

[X9 PX] = ih
Y, Pl = 0
Z,P) = 0 (V-111b)

Par permutation circulaire de x, y et z, on obtient la relation générale :

L[Xi’Px-] = ih 8y (V-112)
1

qui sont les relations fondamentales de commutation de la position et de

1'impulision d‘une particule en mécanique quantique. Ici, au lieu de les
introduire a partir de régles de quantification, nous les avons obtenues
de fagon "géométrique".

Appliquons le méme raisonnement a une rotation infinitésimale.
I1 faut alors remplacer (V-108) par :

T(dd, 0) = 1-ld+.. (V-113)
et (V-109)par [cf (V-30)]
R+t (@3, 0 = R+dixR (v-114)

L'équivalent de (V-11) est alors :

R, dd.J] = in dd xR (v-115)
c'est-a-dire si a = ﬁd¢, et si v est un vecteur quelconque :
W.R, Ud1 = in V(U x R) (v-116)

. . . > -> . . .
Si 1'on choisit pour u et v successivement les vecteurs unitaires des

trois axes Ox, Oy, 0z, on obtient :

[R“, Jx_] = ih €4k RX (V-117)
J k

On constate par comparaisonavec (V-5la) que R et P ont avec J les mémes

relations de commutation : R et P sont deux opérateurs vectoriels [cf

chapitre VII].

3-Action de P et J en représentation {lf>}

a) Translations
"""" Nous ‘pouvons définir la phase relative des vecteurs de la base

{|?>} par [cf (V-1C0]
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> = T(O0,%L=7) |r=0 (V-118)
Alors, d'aprés (V-66) :
¥> = T@O,L=7%) |F=0>
= 10, E=% TG, T=F) [P
= 7O, L=7r-7) |r> (v-119)

-+ - -~ e e e s
de sorte que la valeur r = 0 ne joue aucun rdle privilégié dans la
P - - .
définition des kets |r>. Pour les opérateurs de translation, nous

pouvons ainsi complétement supprimer les facteurs de phase e'® de (v-100)

Alors, si :
lv'> = T(0, ) |p> (v-12¢)
la fonction d'onde w'(?) associée au ket |y'> est donnée par :
v'(r) = <-F|w'> = <?|T(3, _Rt)|(p>
3
= <r|y> (V-121)
ol

-~
\"
1

Tf(ﬁ, _!Z) |_F>

T(0, - %) I—rt>

¥ - > (V-122)

On a donc tout simplement :
v (F) = w(F-1) (v-123)

la fonction d'onde subit 1a méme translation que la particule.
Remarque :

IT ne faut pas s'étonner de trouver - ¥ dans (V-123) pour une
translation de + 2. A une dimension par exemple, on voit bien qu'une
fonction réelle f(x) devient f(x - xo) par translation de + X, tcf figure

-6] . 4\
‘% Jé(a;) ’é(?c'a:o>

Xo

0] x 7 ?‘,Q\(’é
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Si maintenant £ est infinitésimal, (V-100) devient, aprés
multiplication par le bra <

o (F) = (-5 APy (V- 124)
c'est-a-dire : nuisque (r) = (r-d ) :
AR P = ) - - d)
- %rdi’.?/’w(?) + oL (V-125)
Donc :
A PBly> = %-gw(?) (V-126)

et 1'action de P en représentation ¥ est donnée par :

P oo T3 (V-127a)

I1 est bien connu d'autre part que les opérations de dérivation par rapport
a X, y ou z commutent entre elles. La premiére des relations de commutation
(V-51a) est donc effectivement vérifiée. Comme d'autre part :

>

R e 7 (V-127b)

on vérifie immédiatement en utilisant (V-127a) que les relations de commu-
tation (V-112) entre R et P sont bien vérifiees.

On peut introduire la base {|p>} des kets propres communs aux

3 composantes Px’ Py, P. de P, qui commutent entre elles (les valeurs

propres correspondanteszétant les composantes du vecteur E). Nous allons
vérifier immédiatement que ces trois opérateurs forment un E.C.0.C., ce
qui justifie la rotation utilisée pour les kets |3> (pas d'indice
supplémentaire). En effet, la fonction d'onde <?|B> = f(?) devra, d'aprés

(V-127a), satisfaire :

LVET) = B (V-1282)
ce qui nous donne :
> iD ?‘/h
£(F) = <F|p> =e'P (V-128b)

On a bien une solution unique a un facteur multiplicatif prés. Ce dernier
est choisi de fagon a orthonormer (au sens large, puisque P est une
valeur propre continue) la base, et on pose :

. _ 3 it <
<flp> = (2mh) o giP-r/h (V-129)

[voir par exemple référence (%), chapitre II § A-3-a et § E].
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b) Rotations

£xaminons maintenant 1'action des opérateurs de rotation et celle
des composantes de J. Pqur les translations, nous avons éliminé dans (V-100)
les facteurs de phase e'® par un choix convenable des phases relatives des
kets |?>. I1 n'est pas évident a priori que cette élimination soit également
valable pour les rotations. Dans un premier temps, nous 1'admettons pour
simplifier ; nous démontrerons ensuite que les résultats demeurent inchangés
si 1'on tient compte de 1'existence possible de ces facteurs de phase.

En 1'absence de facteurs de phase, on a :

TG, 0) |&»> = |®3E) ™ (V-130)
et un raisonnement identique a celui qui nous a conduit a (V-123) montre ici
que, si :

W' (F) = <F|T(E, O)|w (v-131a)

la fonction d'onde y'(¥) est donnée par :
v - @) (v-131)
le fait que la rotation ®O implique une opération inverse sur la variable

¥ s'explique comme dans le cas des translations.
Pour une rotation infinitésimale, 1'analogue de (V-125) est ici :

@Iy = P - e - dxF o+
= D@ W
= %‘dz (¥ x V) + (v-132)
Donc :
Ay = L FxU (v-133)
de sorte que 1'action de J en représentation ¥ est donnée par :
J A~ %-? x V (V-134)
Nous sommes ainsi conduits & poser, compte tenu de (V-102) :
J = T = R®x? (V-135)

et nous retrouvons ainsi 1'expression bien connue du moment cinétique orbital
d'une particule. Sous cette forme, et compte tenu des relations de commu-
tation de R et P déja obtenues, on vérifie aisément que toutes les

relations de commutation (V-5la) sont satisfaites. Par exemple :

[Jx, Px] = [Y PZ A Py’ P

d =0 (V-136a)
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(d'aprés les relations de commutation entre R et P qui ont déja eté
vérifiées) et :

W, P

YP,-ZP ,P
[Y p, v Pyl

Y, PJP, = inP, (V-136b)

relations qui correspondent bien a la deuxiéme égalité (V-5la).

On peut remarquer que les résultats quantiques obtenus ici
rappellent de trés prés les résultats classiques du chapitre I § 3-b, ol
les crochets de Poisson jouaient le rdle des commutateurs rencontrés ici.

Si maintenant nous tenons compte de 1'existence éventuelle de

facteurs de phase e'® dans (V-100, nous allons remplacer (v-131) par :
. >

w(H = e (@) (v-137)
ot Te facteur de phase a(g 3 ?) est identiquement nul si a = 0. Lorsque a
est infinitésimal, i1 faut alors ajouter au second membre de (V-132) 1'ex-
pression :

LA Eo)
ou X(?) est le gradient par rapport a a de a, pris en a = 0. La corres-
pondance (V-134) est alors modifiée, 1'action de J en représentation
{|*>} s'écrivant :

h > > >, >
+ rx Vo x(r)
et le deuxiéme membre de (V-135) devenant :

Rx P+ xR

(3) Calculons en effet les relations de commutation de 1'opérateur J" =
RxP+ ;(ﬁ) =J + ;(ﬁ) avec les trois composantes de P. Un calcul
semblable & celui de (V-116a) donne maintenant :

0" s PI = 05 P+ I (R), P = in 2 x (R)
De méme, (V-136b) devient :

@y PJ = i 3—‘; X (R) + in P
et de méme pour [J“x, P,J . Si nous voulons préserver la troisiéme des
relations de commutation (V-5la), Xy est nécessairement une constante
indépendante de x, y et z (par symétrie, la méme conclusion est valable
pour les 3 composantes de ;, qui sont donc des constantes). Mais alors, on
aurait par exemple :

[J"x, J"y] = i J"Z - Xy
et, pour préserver la deuxiéme des relations de commutation (V-5la), nous
ne pouvons que faire y = 0.
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" Or nous avons déja montré qu'elles peuvent toujours 1'étre, moyennant
éventuellement une redéfinition des opérateurs infinitésimaux (qui revient
d'ailleurs a supprimer x des expressions précédentes). Nous considérerons
donc comme valables toutes les égalités écrites de (V-119) a (V-135).

Dans le cas simple ol nous nous sommes placés, nous avons donc
obtenu des représentations au sens strict du groupe des rotations et
de celui des translations. Ce résultat est directement évident sur
(V-131) et (V-123) puisqu'il suffit d'effectuer sur la variable * de 1a
fonction d'onde 1'opération géométrique inverse de celle que subit le

systéme physique. Par exemple :

SH = v @ER) (v-138)
alors :

NG w(@o“(ﬁ‘)%'l(i?)?)

= w@"‘(é)ﬁ) (V~139)

avec :

&) = OEB)OA) (V-140)
On a donc :

T(¢, 0) = T(B, 8) 13, 3) (V-141)

et aucun facteur de phase n'apparait.

( i) Les formules (V-123) et (V-131b) montrent que, pour
effectuer un déplacement donné de la particule considérée, il suffit
d'appliquer ce déplacement au “nuage de probabilité" w(?) lui-méme
(fonction complexe de la coordonnée ?). Dans la mesure ot la seule donnée
de w(?) permet de calculer toutes les propriétés physiques de la particule
(valeurs moyennes des diverses observables), on est effectivement sir de
faire subir au systéme le déplacement désiré (nous avons construit, a
partir de conditions qu'ils satisfont nécessairement, les opérateurs T ;
on vérifie ensuite qu'ils conduisent bien au résultat désiré). Ce résultat
est si simple qu'il peut paraitre évident ; on peut méme si on le désire
en faire un postulat. Cependant, il faut prendre garde & deux difficultés.
En premier lieu, i1 convient de définir convenablement la phase relative
des vecteurs |?> si 1'on veut arriver & un simple déplacement du nuage
de probabilité [cf (V-118)]. Ensuite, il existe un cag important ol les
propriétés physiques de la particule ne se déduisent\de w(?) seulement :
celui ol la particule est chargée et est soumise & 1'action d'un potentiel
vecteur A(?). Ce point plus délicat sera discuté au § d suivant (nous
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verrons que, par conditions nécessaires, nous pouvons aboutir & des

opérateurs T qui, physiquement, ne sont pas satisfaisants).
4 - Densité et courant de orobabilité

A la fonction d'onde y(r) normée (Id3r|\p(?)|2 = 1) on associe

une densité de probabilité p(?) et un courant de probabi]itééﬁ(?) données
par (*) :

o(F) = Jw(r)|> >0 (V-142a)
F(F) = aer HT) W(F) - c.c.) (V-142b)

(ol c.c. signifie "complexe conjugué"). Le fait que w(?) soit normée
entraine que :

sdir o(r) = 1 (V-143)
Ecrivons ¢ sous la forme :
o= Je(ry ') (v-144)

en introduisant la phase e(?) de la fonction d'onde. Alors (V-1 2b)
s'écrit :
(V-145)

-5 >

J&H = T e e

Sous cette forme i1 est évident que :

[
Vv x Bi(;ﬁ = 0 (V-146)

Inversement, si 1'on se donne une densité de probabilité p(?) quelconque
positive satisfaisant (V-143), et un courantff(;) satisfaisant (V-146), on
peut utiliser (V-144) pour construire la fonction d'onde y(¥) correspondante
[définie & une phase globale prés, puisque seul le gradient de ¢ est
imposé] .

On peut utiliser les expressiors de S etd pour retrouver
1'expression des opérateurs T en représentation {|?>}, calculée au
paragraphe précédent. Prenons par exemple le cas d'une translation de
vecteur §. I1 est clair que, si y(¥) désigne 1a fonction d'onde initiale
de 1a particule, y'(¥) la fonction d'onde aprés translation, on doit

avoir :
o' (F) = B(F-1)
Jm® = JFE-1 (V-147)

[ou 3'(?) et.3'(?) sont les densité et courant de probabilité associés

a ¢']. Il existe une solution évidente w'(?) qui donne ces égalités :
v'i(r) = w(F - 1) (V-148)

(*) Nous supposons pour le moment que la particule étudiée n'est pas une

particule chargée plongée dans un potentiel vecteur (voir remarque & la

fin du paragraphe).
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et cette solution est la seule (a@ un facteur de phase globale preés).

Le méme raisonnement est valable pour une rotation, ou un
déplacement quelconque. On aura [cf (V-40b)]

v = e ¢ - 1) (v-147)
(3 et ¥ sont comme plus haut les paramétres associés au déplacement).
Remarques :

(i) Le raisonnement de ce paragraphe d peut sembler beaucoup
plus élégant et rapide que celui des paragraphes précédents. I1 faut
cependant voir qu'il est beaucoup moins général et qu'il contient sous
forme d'hypothése les résultats auxquels nous avons abouti. En effet,
admettre les égalités (V-142) revient 3 admettre la forme de 1'opérateur
P en représentation {|?>} et donc considérer comme acquises les relations
de commutations de R et P.

(ii) Le cas o0 la particule posséde une charge q et se trouve
soumise & 1'action d'un :potentiel vecteur K(?) [et éventuellement
un potentiel scalaire U(?)] mérite quelques commentaires. Les formules
(V-142a) et (V-145) ne sont plus valables dans ce cas, et il faut les
remplacer par :

J(F)

o= WP GV - k() w(P) + c.c)
2 5(F) 1 Ve(¥) - ah(¥)] (V-150)

L'origine de cette modification tient au fait qu'en présence d'un potentiel
vecteur, il faut distinguer entre impulsion de la particule [au sens de la
définition (I-68) du chap. 1I] et quantité de mouvement ([produit de la
masse par la vitesse] . Pour une discussion plus détaillée de ce point, nous
renvoyons au complément H-III de la référence (!3) o

Discutons ici encore en termes de translation d‘une longueur j3
(rien n'est & changer dans le cas d'un déplacement quelconque). Il est
clair que 1'opérateur translation dont 1'action a été donnée en (V-123)
et qui translate la fonction d'onde elle-méme de + I, ne conduit a :

-5

J@ = JF-1 (V-151)
qu'd condition de transliater également le potentiel vecteur :

By = Rr-7%) (V-152)
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C'est d'ailleurs bien ce & quoi conduit naturellement le point de vue que
nous avons adopté (changement de référentiel pour décrire un méme systéme
physique). Donc aucune difficulté ne se présente si 1'on prend la précaution
de toujours déplacer de 1a méme fagon w(?) et les potentiels. Mais, dans ce
point de vue, i1 faut bien garder & 1'esprit que 1'action des opérateurs
T(g, I) ne suffit pas, a elle seule, & donner un systéme dont les
propriétés physiques ont été déplaceées. ‘

En fait, tant que le seul potentiel qui agit sur la particule
est scalaire, cette distinction est relativement mineure, et il est
parfaitement possible de se contenter de modifier seulement le vecteur
d'état. Ceci tient a ce que les propriétés instantanées de la particule

sont décrites par |y>, et que U n'intervient que dans 1'évolution dans

le temps de la particule (donc de |¢>). Or, un déplacement est une
opération instantanée (le temps n'intervient pas). On peut donc consi-
dérer que tout ce qui précéde (définition de 1'impulsion & partir de
déplacements infinitésimaux) s'applique sans changement au cas ol 1'on
déplace les états d'une particule chargée dans un potentiel scalaire,

sans changer le potentiel.

On peut cependant se poser le probléme de fagon plus générale : étant
donné  un champ électromagnétique décrit par des potentiels scalaires

U(?, t) et K(?, t) [non nul], COmmeé%€E§§§%%£$%espace des états & le ket
quantique de la particule ayant subi un déplacement donné, sans modifier

ni U ni A. Posé sous cette forme le probléme n‘a en général pas de solution.

Ceci tient au fait que 1la modification de 1'espace induite par K(? 3 t)
est telle qu'elle modifie les états quantiques accessibles a la particule.
Cette propriété est purement quantique : en mécanique classique, rien
n'empéche de déplacer a loisir position et vitesse d'une particule chargée
dans un potentiel vecteur [on peut d'ailleurs rapprocher cette propriété
et le fait que le diamagnétisme d'un ensemble de particules chargées est
inexpliquable classiquement et doit étre interprété en termes de modifi-
cations des orbites quantiques des particules].

I1 est facile de vérifier dans le cas d'une translation par
exemple, qu'il n'existe en général pas de fonction d'onde w'(?) telle que
les égalités (V-147) soient vérifiées, tout en gardant K'(?) = K(?). En
effet, si 6' est 1a phase de y¢', la relation (V-150), reportée dans
(V-147), donne :

hve' (¥) - qA(r) = nve(r - %) - qA(¥ - 1) (V-153)
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Cette équation, qui donne le gradient de 8', n'a de solution que si son
rotationnel est nul, c'est-a-dire si :
Vx (A(r) - A(F-%n = 0 (V-154a)
En termes du champ magnétique ﬁ(?) =V x K(?), cette équation s'écrit :
BY) = B(F-1) > (V-15 4b)

Le probléme n'a donc de solution que si la translation £ est transformation

de symétri pour le champ B lui-méme.
§£1airque ,si cette condition est vérifiée, non seulement pour le champ

magnétique B, mais également pour le champ électrique E, on peut obtenir
une translation des propriétés physiques de la particule en deux temps :
on translate d'abord la fonction d'onde et les potentiels de F puis,

pour revenir aux potentiels initiaux, on effectue un changement de jauge

(ce qui est possible puisque t et B eux-mémes sont invariants).

Exemple :
On prend un champ B uniforme. Voir référence ('*), exercie9
du complément L-III et remarque p. 770 du complément E-VI.
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Dans ce chapitre, nous allons utiliser les propriétés du groupe
R(3) des rotation autour d'un point, ou plutdt celles de ses générateurs
infinitésimaux (relations de commutation) pour étudier et construire les
opérateurs de rotation, infinitésimaux ou finis, agissant dans 1'espace
des états d'un systéme quelconque. Nous commengerons, au paragraphe A,
par une étude générale des représentations irréductibles unitaires de
R(g) ce qui nous conduira a écrire de fagon explicite les matrices
correspondantes. Munis de ces résultats, nous pourrons compléter au § B
les résultats du § C du chapitre V : nous construirons des espaces des
états ol des représentations un peu plus complexes du groupe des
déplacements sont obtenues. Ces espaces sont associés a des particules de
spin non nul ; nous discuterons & cette occasion quelques propriétés des
spineurs a deux composantes. Puis, au § C, nous aborderons le probléme de
la composition des moments cinétiques, c'est-a-dire de la décomposition en
représentations irréductibles d'une représentation du groupe R(3) obtenue
par produit tensoriel de représentations individuellement irréductibles.

Bien que présentés de facon l1égérement différente, un certain
nombre des calculs que nous aurons & effectuer au paragraphe A font
partie du programme de la maitrise (certificat C 3) et nous ne les
redonnons pas ici explicitement. Le lecteur peu familier avec la théorie
élémentaire du moment cinétique pourra consulter le chapitre correspondant
de 1'un des ouvrages cités dans 1'introduction, par exemple le chapitre
VI de la référence ('3) (nous utilisons d'ailleurs systématiquement les
notations de cette référence).

A - REPRESENTATIONS UNITAIRES IRREDUCTIBLES DU_GROUPE DES_ROTATIONS

Rappelons les relations de commutations, [obtenues en (V-51a)]
entre opérateurs JX qui correspondent, dans 1'espace des états d'un
systéme physique ! quelconque, aux rotations infinitésimales :

] = ihe,., J
X; xj ijk Xy

Oou encore :

(VI-1a)

Uy ) = i, (VI-1b)

(ainsi que les relations obtenues par permutation circulaire des indices
x, y et z). Introduisons 1'opérateur :
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2 - 2 2 2 _
o= 32 J2+ 9, (VI-2)
On montre facilement que J2 commute avec toute composante de J () :
@2, 9,1 = 0 (VI-3)

i
Le probléme est maintenant le suivant : & partir des relations

de commutation qui viennent d'étre écrites (c'est-a-dire des constantes de
strucutre du groupe des rotations), construire les matrices qui donnent
de fagon explicite 1'action des opérateurs JX, Jy et JZ dans 1'espace des
états (2) & d'un systéme quelconque ; en déduire celle des opérateurs de
rotations. Comme nous 1'avons dit dans 1'introduction, ce probléme est
largement abordé dans le plupart des ouvrages de mécanique quantique
élémentaire (méme si la discussion n'est pas effectuée en termes de
représentation) et nous nous contenterons ici d'énoncer sans démonstration
un certain nombre de résultats classiques.

1 - Quelques propriétés utiles

Introduisons les deux opérateurs J, et J_ définis par :

by = dxidy (VI-4)
On a :

[JZ, Ji] = +h Ji (VI-5a)

J,9. = JF-32+n9, (VI-5b)

J_J, = F-3¥-ny, (VI-5¢)

Jz = %— (J, 9_ + J_3,) +9.2 (VI-5d)

Les propriétés suivantes peuvent alors étre établies :
(i) Les valeurs propres de J2 sont réelles, positives ou nulles.
Elles seront notées :

(3 + 1) n?

(') Ce résultat est prévisible a partir des résultats du complément III-A :
J2 n'est autre (a un facteur - 1/2 prés) que 1'opérateur de Casimir
construit au § 2 de ce complément.

(2) Les raisonnements que nous allons faire ne sont bien sir pas limités

d la mécanique quantique, et 1'espace & peut étre un espace de représenta-
tion geulconque (espace ou agissent les opérateurs associés aux matrices

de la représentation). Par exemple, & peut parfaitement étre 1'espace
habituel & 3 dimensions (cf § 5-a).
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(i1) Dans 1'espace des états, on peut prendre une base ortho-
normée de vecteurs propres communs a J2 et JZ. Ces vecteurs seront notés
|k, j, m>, o0 1'indice k sert & distinguer entre eux les kets propres
relatifs a deux mémes valeurs de j et de m (k est utile si J? et J, ne
forment pas un E.C.0.C. @ eux seuls).

(iii) On a :

-j<m<+ ] (Vi-6a)

Cette égalité peut étre montrée & partir du fait que le carré de la
norme des kets J _ |k, j, m> est positif ou nul.

(iv) J-Tk, j» m> est un ket propre (non-nul) commun & J2, avec
la valeur propre j(j + 1)h? (inchangée), et & JZ, avec la valeur propre
(m - 1)h (diminuée de h), sauf sim= - j (le ket est alors nul).

(v) On a la propriété symétrique pour J, ol 1'on doit remplacer
les - par des + :

J+|k, j, m> est un ket propre (non-nul) commun & J2, avec la
valeur propre j(j + 1)a? (inchangée) et a Jz, avec la valeur propre
(m + 1)h (augmentée de h), sauf si m =+ j (le ket est alors nul).

(vi) L'action répétée de 1'opérateur J_ sur un ket |k, j, my doit
toujours, au bout d'un nombre fini d'opérations, donner un ket nul [sinon,
1'inégalité (VI-63) serait violée] . D'aprés (v), on en déduit que

j - m est entier.

Le méme raisonnement avec J_ montre que

j +m est entier.

(vii) Donc les nombres 2j et Zm sont entiers. Ou bien :

. j est entier, ainsi que m

. j est "demi-entier" (fraction du type P/2, o p est impair),
ainsi que m.

(viii) A tout ket |k, j, m>, 1'action répétée des opérateurs J,
et J_ permet d'associer une famille de (Zj+l) kets orthogonaux, associés & la
méme valeur de j et aux (2Zj+l) valeurs de m :

m=j, j-1, j-2, ... - j+l, -j (VI-6b)
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L'action de J_, J, ou J_sur 1'un de ces kets réclame un autre ket de la

méme famille, & un coeff-icient de proportionnalité prés (qui peut s'annuler
pour J si m=0, J si m=j, J_ si m=-j). Le sous-espace engendré par cette fa-

mille de (23+1) kets est stable sous 1‘action de toute composante J de 1'opé-
rateur 3

2 - Représentations irréductibles

Dans 1'espace des &tats &, les opérateurs de rotation sont
[cf (V-74)]

RU(¢) = exp {- i¢ Ju/h} (VI-7)

Ju = Uy, J + uy Jy +u, J (VI-8)

Nous reprenons ici les notations du chapitre précédent, & une exception
prés : les opérateurs de rotation seront notés pour simplifier R(E) ou
Rﬁ(¢) avec a = ﬁ¢, au lieu de T(g, 5) [notation utilisé dans 1'étude

du groupe des déplacements & 6 paramétres] . A chacun de ces opérateurs,
on associé une matrice donnant son action dans une base orthonormée

{Iup>} de & :
e 1Ry < le—i¢du/h|uN>
<U2|e-1¢JU/hIU1>
(Ra((b)) =
<u4|e 1¢Ju/h]u > <uNle—1d>Ju/fl|uN> (VI—Q)

Si 1a dimension N de 1'espace & est finie, cette matrice est N x N ; en

fait, N est en général infini et il en est de méme de la matrice
associée a Ru(¢).

Nous supposons que 1'ensemble des matrices (VI-9) donne une re-
présentation)éventuel]ement projective, du groupe des rotations. Nous avons
vu en effet qu'‘une telle représentation existe dans 1'espace des états du sys-
téme, et que les relations (VI-1) et (VI-7) sont nécessairement vérifiées. In-
versement, nous ne savons pas d ce stade si tout ensemble de matrices (VI-9)
donne automatiquement une représentation projective du groupe des rotations
pourvu que'j satisfasse aux relations de commutation (VI-1) (conditions néces-
saires mais éventuellement non suffisantes). Si, comme nous le ferons aux
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§4, 1'on part de (VI-1) et (VI-9) pour construire toutes les mat{1ces de rota-
(4721397
tions a priori possibles, il est ensuite important de ver1f1eF¢L1 elles four-

nissent effectivement une représentation.

Les opérateurs Ra(¢) étant unitaires, et la base {|uk>} orthonormée, ces
matrices sont unitaires et on dit que la représentation est unitaire. Nous
allons chercher a réduire cette représentation en somme de représentations
de dimensions inférieures & N. Ceci revient & chercher une nouvelle base,
{|u'k>}, ol les opérateurs Rﬁ(¢) soient représentés par des matrices
diagonales par blocs :

‘]¢Ju/hlu|l> ...... <ul1Ie_

<U'1|<? [u*y>
(R;w))' - -
<U'N|e-1¢JU/th| >, <u| |e 1¢Ju/h|u‘ S
1111111111,
1111111717 n
1111111117 . 1
111111111/
TI7TTT777
- /111111111 i
/11111111 .
777777777
0 /11111111
/11111111
/1111111
e i)

Remarque :

Nous 1'avons déja noté au chapitre II, le probléme n'est pas de
diagonaliser une matrice donnée, ce qui est toujours possible pour une
matrice unitaire, mais toutes les matrices du groupe en utilisant une base
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unique {|u'k>} ; c'est pourquoi une diagonalisation compléte n'est pas
en général possible, et i1 faut s'arréter a une diagonalisation par

blocs.

Dans la matrice du second membre de (VI-10), appelons n; le
nombre de lignes et de colonnes du premier bloc, n, celui du second, etc,
Nous désignerons par aTl le sous-espace de & engendré par les n; premiers
vecteurs de base, par 8T2 celui engendré par les n, suivants, et ainsi de
suite. Dire que la matrice est diagonale par bloc revient a dire que
chacun des sous-espaces 8Ti est globalement invariant (3) sous 1'action de

1'ensemble des opérateurs de rotation.

Le probléme de trouver les sous-espaces &T invariants se raméne
d celui de la recherche des sous-espaces invariants sous 1'action de toutes
les composantes Ju de J ; ceci revient a chercher tous espaces invariants
el .
y et JZ, soit de J, J._ et JZ. En effet, un
sous-espace &T satisfait nécessairement cette condition puisqu'il est

sous l'action soit de Jx’ J

invariant sous 1'action des opérateurs de rotation infinitésimale :
Ra(6¢) = 1-169¢ Ju/h (VI-11)

s J
y’ 'z
entraine celle d'invariance sous 1'action d'une composante quelconque
y et JZ), et

donc sous 1'action de 1'opérateur de rotation finie Rﬁ(¢) puisque :

Inversement, la condition d'invariance de &T sous l'action de Jx’ J

Ju de J (1'opérateur Ju est une combinaison linéaire de Jx’ J

R>(¢) exp { - i ¢ J /n}

Z 51,. (-1 ¢ d,/m1 (VI-12)
Q= :

(si 8T est invariant sous 1‘action de Ju’ il 1'est évidemment sous celle

d'une puissance quelconque de Ju).

Ayant décomposé les matrices de rotations en blocs diagonaux
comme en (VI-10), on peut tenter d'appliquer & nouveau 1a méme procédure a
chaque bloc, c'est-a-dire de le décomposer en blocs plus petits: . Cette
opération pourra étre effectuée jusqu'a ce que 1'on arrive a des représen-
tations irréductibles du groupe des rotations (chapitre II, § B-4), pour

(%) Un sous-espace &T est globalement invariant sous 1'action d'un opérateur
Rsi |y>€ &T entraine que R|y> € &T, quel que soit |y> (ici, les &T sont
globalement invariants sous 1'action d'unensemble d'opérateurs). Ceci
n'entraine pas nécessairement une invariance point par point : chaque ket
|y> de &T, séparément, n'est pas nécessairement invariant, sous 1'action de
R [on n'a pas R|y> « |y>].




- 148 .

lesquelles par définition aucune décomposition ultérieure en somme directe
n'‘est plus possible (toujours, bien sdr, si 1'on considére 1'ensemble des

matrices de rotations). A ce stade, chacun des sous-espaces &T ol agissent
les blocs ne peut plus contenir de sous-espaces globalement invariants sous
1'action des R3(¢) : les 8T sont alors appelés sous-espaces irréductibles.

Nous n'avons pas précisé plus haut si la nouvelle base {|u'k>},qui
permet de diagonaliser les matrices par blocs et de faire apparaitre les
sous-espaces invariants est nécessairement orthonormée. Cependant, en
imposant cette condition, on ne restreint en rien la recherche de sous-espaces
invariants. Supposons en effet qu'on ait trouvé, par un changement de base
quelconque, un sous-espace 8T, qui soit globalement invariant sous 1'action
des Rﬁ(¢). Dans ce sous-espace, on peut choisir une base orthonormée, puis
compléter cette base par une base orthonormée dans 1'espace total. Si n,
est 1a dimension de & les n, premiers vecteurs de cette base engendrent
8T » les suivants le ssus—espace orthogonal a & _ Ce dernier sous-espace
est d'ailleurs également invariant sous 1‘'action des composantes J de J et
donc des R+(¢) : ceci découle immédiatement de 1'hermiticité de Ju [si
| 6> appartient a T et si |¢,> appartient au sous-espace orthogonal,
<¢‘|Ju|¢> =0 entra1ne <¢IJ |¢,> = O] . Dans la suite, nous nous limiterons
a des changements de base orthonormee (*).

Dans ces conditions, comme les matrices initiales (VI-9),les
matrices aprés changement de base écrites en (VI-10) sont unitaires. Nous
allons donc dans ce chapitre rechercher les représentations unitaires

irréductibles au groupe de rotations autour d'un point. La discussion que

nous avons effectuée montre en effet que toute représentation unitaire

peut étre obtenue par somme directe de représentations irréductibles

(avec, éventuellement, application ultérieure d'un changement de base qui
rend la réductibilité de la somme moins évidente). Le probléme essentiel
est donc de trouver les représentations irréductibles.

(*) Au § B-4 du chapitre II, nous avions distingué entre deux notions, celle
de réduction totale d'une représentation [qui conduit a la forme (VI-10)]
ou celle, moins contraignante, de réduction simple [dans (VI-10), seuls Tles
éléments en dessous des blocs de la diagonale doivent étre annulés]. Le
raisonnement qui vient d'étre fait montre que, dans le cas qui nous occupe
[opérateurs Rﬁ(¢) unitaires] , la réduction simple entraine, si 1'on prend
une base orthonormée, la réduction totale de la représentation.



- 149 -

Remarque :

On peut se demander dans quelle mesure les sous-espaces &T
et les représentations trouvées par décomposition dépendent de 1a fagon
dont la décomposition est effectuée. Ce point sera discuté plus loin
[remarque (ii) & la fin du § 3 suivant].

3 - Base standard

Le sous-espace irréductible aT étant invariant sous 1'action de
Ju’ il 1'est également sous celle de J2. ceci signifie que 1'on peut
diagonaliser 1'opérateur J2 3 1'intérieur de chaque espace &T et obtenir un
certain nombre de valeurs propres j(j + 1)h? o0 j = ji, Jj2,... etc.
Montrons que cette valeur propre est en réalité unique. En effet, si 1'on
avait deux valeurs j, et j, différentes de j, &T serait la somme directe de
plusieurs sous-espaces orthogonaux associés & des valeurs propres distinctes
de 1'opérateur J2. Comme J? commute avec toute composante de J, ni Ju ni
aucune fonction de J n'aurait d&léments de matrice non nul entre ces sous-
espaces orthogonaux. Ce serait donc le cas des opérateurs Rﬁ(¢), et la
représentation serait réductible.

Donc j a une valeur unique dans &T. A partir de maintenant, ce
sous-espace sera noté &(t, Jj).

Soit |1, j, m> un ket de &(t, j), obtenu par diagonalisation de
JZ dans le sous-espace invariant, et relatif a la valeur propre mh (on peut
par exemple choisir 1a valeur maximale possible, m = j). A ce ket, on
peut associer [cf § A-1, propriété (vi)] une famille de (2j + 1) kets
orthogonaux obtenus par action de J, et J._ (J_ seulement si on a choisi
m = j), qui sont vecteurs propres de JZ avec les valeurs propres mh
(m=3,3-1,3-2,... - Jj). Ces kets appartiennent a &(t, j) [invariant
sous 1'action de J+] et engendrent un sous-espace de &(t, j) qui n'est
autre que &(t, j) lui-méme. En effet, ce sous-espace est invariant par
construction sous 1'action de Jz’ Jy et J_, donc de tout opérateur Ra(¢)
C'est donc un sous-espace invariant de &(t, j) et, ce dernier étant
irréductible, ce ne peut étre que &(t, j) lui-méme.

Montrons maintenant que, si |t, j, m> est normé, les kets
|t, j, m £ 1> associés aux valeurs voisines de m le sont également lorsqu'ils
sont définis par :

J, ludm = wWIEFD -amEI) [, §, mx 1>(VI-13)
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Calculons pour cela la norme des deux membres de cette égalité. Il vient
(puisque J._ est 1'adjoint de Jy) :

<t J» m|J; J+|tim> =

R2[§(3 + 1) - m(m + 1)] <t, jom+ 1|, j, m¢ 1> (VI-14)

Or, d'aprés (VI-5b) et (VI-5¢c), le premier membre de cette égalité vaut :
[3(3 + Lh? - m*n? ; m?] <7, §, m|t, j, m>

= h2[§(J + 1) - m(m £ 1)) (VI-15)

(puisque |1, j, m> est normé par hypothése). Aprés simplification par
h2[j(j +1) - m(m £ 1)], on voit donc que |1, j, m + 1> est également
normé. Partant d'un ket |t, j, m> quelconque, les relations (VI-13) peuvent
donc nous fournir une base orthonormée de &(t, j). Alors, les relations
(VI-13) nous permettent de passer d'un ket |t, j, m> quelconque de cette
base aux kets de valeurs voisines de m (°).

En résumé, les propriétés des kets |t, j, m> que nous avons
définis sont : '

J2 |1, §, m i(j + Ln? |1, j, m>

JZ |T’ j, m> [nh IT, j’ m>

Jt |1, j, m> h V3G F1) -mm £ I) |1, j, mz 1>{(VI-16)

On a, de plus, la relation d'orthogonalité :

<T, Js mlTls jl’ m'> = S« 6. (VI"17)

' " jj' émm'

e GTT. résulte de ce que les espaces &(t, j) sont par construction
orthogonaux entre eux ; les 6mm' et ij' résultent de 1'orthogonalité de
vecteur propres d'opérateurs hermitiques lorsqu'ils sont associés a des
valeurs propres différentes] et celle de fermeture :

~ |1, j,m> <, j,ml = 1 (VI-18)

T,J,M

[cette relation exprime que la somme des projecteurs sur les espaces

&(t, j) est 1'opérateur identité].

(%) R 1 faut vérifier que si la rela-
tion (VI-13) a été prise pour définir, par action de J; le ket |ty 3o m+ 1>
a partir de |t, j, m>, elle permet également de revenir de |t, j, m + 1>

& |t, j, m> par action de J_ (ou inversement, en renversant les rdles de J,
et J_). Cette propriété s'établit facilement en utilisant & nouveau (VI-5b)
ou (VI-5¢c).
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L'ensemble des |t, j, m> constitue ce que 1'on appelle une "base
standard" dans 1'espace des états du systéeme.

Ce type de base est particuliérement bien adapté a 1'étude des
propriétés du moment cinétique d'un systéme physique quelconque. En effet,
résumons les résultats obtenus :

. les éléments de matrice de Jx’ Jy et JZ sont immédiatement
donnés par (VI-16), compte tenu de l1a définition (VI-4) de J; et J_.

. les espaces &(t, j) sont obtenus en regroupant entre eux les
(2§ + 1) kets associés aux mémes valeurs de T, et de j, et en prenant le
sous-espace qu'ils engendrent. Quelle que soit la nature du systéme physique
considéré, ces espaces &(t, j) ont toujours les mémes dimensions 2j + 1
[od j =0, 1/2, 1, 3/2, ... etc] et les mémes propriétés vis a vis du
moment cinétique total J : i1s sont globalement invariants et les formules
(VI-16) donnent les éléments de matrice de toute composante Ju de J,
éléments qui ne dépendent que de j et m. Par suite, la seule donnée de
la valeur de j détermine complétement la représentation obtenue du groupe
des rotations. '

. une fonction F(j) quelconque du moment cinétique laisse &(t, Jj)
invariant et est représentée dans chaque &(t, j) par des matrices qui ne
dépendent que de F et non du systéme physique étudié.

La discussion qui suit s'applique donc dans tous les cas od 1'on
étudie un systéme physique par la mécanique quantique.

Remarques :

(i) Une autre fagon de construire une base standard.

Supposons que 1'on dispose d'un ensemble d‘observables K;, K,, ...
Ki’ formant avec J2 et JZ un E.C.0.C. Nous ferons 1'hypothése supplémen-
taire que les opérateurs Ki commutent, non seulement entre eux et avec JZ,
mais avec les deux autres composantes Jx et Jy (les Ki commutent avec ‘
toute composante Ju de J : ce sont des opérateurs “"scalaires"). Dans ce
cas, les kets propres communs :

Ikla kz: LR ] k.i, cee 3 j3 m>

a Ky, Kyy oot Ki’ J2 et JZ forment une base standard, & condition de fixer
leurs phases relatives par :

Jflkl’ Kys «ens ki’ cee 3 dm> = JIEHT) - m(m I) [k, kas .-n, ki’ e 3 3, m>

(VI-19)
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On notera que, pour pouvoir écrire cette égalité, il ne
suffit pas que [JZ, Ki] = 0, mais il faut également que [Ji, Ki] = 0. L'o-
pérateur K sera par exemple 1'hamiltonien d'un systéme invariant par
rotation.

(i1) Revenons sur le probléme de 1'influence de la fagon dont
est effectude la décomposition de la représentation initiale en représen-
tations irréductibles.

Dans chaque &(t, j), la valeur propre j(j + 1)h? de J2 est
dégénérée (2j + 1) fois. Un cas particuliérement simple est celui ou,
dans 1'espace de représentation total, la dégénérescence de chaque valeur

 propre de J2 n'est pas supérieure a (2j + 1). Dans ce cas [oU J2 et JZ
. forment un E.C.0.C. et 1'indice T est inutilel, &(t, j) ne peut étre que

le sous-espace propre correspondant de J2 et chaque valeur propre j(j + 1)h?
fait apparaitre une fois et une seule la représentation irréductible
correspondante. La facon dont la décomposition est effectuée n'a donc dans

‘ce cas aucune influence, ni sur les espaces &(t, j) trouvés, ni sur les

représentations irréductibles trouvées.

Dans le cas aénéral, les valeurs propres de J2 peuvent avoir une
égénérescence plus &élevée. Si une décomposition a donné q(Jj) espaces

orthogonaux ¢(1j) associés & la méme valeur de j, la valeur propre j(j+1)4,2
est (2j+1) x q(j) fois dégénérée. Ce degré de dégénerescence ne dépendant pas

e la facon dont la décomposition a été effectuée, il est clair que g(j) n'en

dépend pas non plus. Cependant, les sous-espaces &(T ,j) peuvent, eux,

dépendre de cette décomposition. Prenons par exemple deux d'entre eux,
&(ty,J) et &(t2,J), et deux de leurs kets respectifs |1,, j, m> et

"]tz » 3, m>. Au lieu de ces deux kets, on peut prendre un ensemble de

deux de leurs combinaisons linéaires, également orthonormées (par exemple
la somme et la différence, multipliées par 2"'1/2 ). Par action successive
de J, et J_ sur ces deux nouveaux kets on voit facilement qu'on engendre
deux familles de (2j + 1) kets, combinaisons linéaires (avec les mémes
coefficients) de celles qui engendraient &(t,, j) et &(tz, j) ; ces deux
nouvelles familles engendrent deux sous-espaces &(t';, j) et &(t',, Jj)
qui ont des propriétés identiques aux précédents. Lorsque J2 et Jz ne
forment pas un E.C.0.C., les sous-espaces de représentations elles-mémes,
peuvent dépendre de la fagon dont est effectuée la décomposition de la
représentation.
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4 - Construction explicite des matrices de rotation

Construisons explicitement les ensembles irréductibles de matrices de
rotation associées aux sous-espaces &(t, j), c'est-a-dire les matrices
a (2j + 1) lignes et (2j + 1) colonnes, qui, dans ces sous-espaces, sont as-
sociées aux opérateurs Rﬁ(¢). Pour cela, il suffit de choisir une
valeur de j, entiére ou demi-entiére, et d'utiliser les relations (VI-13)
et (VI-14) pour construire les matrices (2j + 1) x (2j + 1) associées a
Jys Jy
des précédentes. Puis, par exponentiation [formule (VI-7)], on obtiendra

et Jz. On en .déduit facilement cel]edechr combinaison linéaire

les matrices associ&es aux opérateurs R3(¢). Ces matrices seront notées
Q? 3] 3 (d>)), et Teurs éléments dans une base standard R L] T () o'

nous simplifierons souvent ces notations en <F [J]) et (R [J]> mm' )
lorsque la dépendance en U et ¢ ne sera pas essentielle :

(R ar . (¢)) - (R m) - matrice de Ry(¢) dans &(t, §)  (VI-20a)

(R Ul) = <t 3, mlexp { - i¢d/m) |1, 4, m'> (VI-20b)

Dans ce qui suit, le nombre quantique t ne joue auncun rdle et peut étre
omis sans inconvénient.

a) j = 0 (moment cinétique nul)
Cette valeur &é'j.ﬁét..ﬁéﬁé.ééﬁAGéi.é&;é.la représentation triviale de
dimension 1. En effet, m ne peut étre que nul [cf (VI-6)] et les formules

(VI-13) et (VI-14) donnent :

(J) = (0) (VI-21)
Pour les opérateurs de rotation, on vérifie immédiatement que :

@9 z0) - (v1-22)
quels que soient U et ¢ :

b) j = 1/2

.......

(®) Par convention, et quelle que soit 1a valeur de j, nous rangeons toujours
les vecteurs de base par ordre de m décroissant :

IT: j’ j>’ |T’ j, j"1>’ IT’ j, j'2>a ceoy ITa j3 -j>
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0 1 0 0
J, = n( > J. = h( > (VI-24)
0 0 1 0

Donc, d'aprés la définition de J,

h 0 1 h 0 -i
(4,) = 3 ) = (VI-25)
X Z\1 o y 2 \i o

Nous retrouvons donc les trois matrices de Pauli (& un facteur h/2 prés).
Quant & 1'opérateur 32, il est associé a la matrice unité 2 x 2, multipliée
par 3h%/4.

Passons maintenant aux opérateurs de rotation finie. Par exemple,
par exponentation de (VI-23), on trouve sans difficultés :

Tie/2

< ¢)> i/2 (VI-26)
e
De méme, pour une rotation autour de Ou, ol 1'opérateur infinitésimal est :
Ju = Uy J + uy Jy tu, J (VI-27)

On peut utiliser les propriétés des matrices de Pauli [ou2 =13 cf
chapitre III, § B-3] pour obtenir :

(R[I/d-a(d;)) = (e'i‘b‘]u/h) = cos —% - % sm% u.J

$ - 0 & -3
cos 5 - i u, sin=% (=i u

<" uy) sin

(VI-28)

nNole- Nojle-

(-1 u, + uy) sin %— cos.% + 1 u, sin
Nous retrouvons donc les matrices de SU(2) déja introduites au chapitre II,
paramétrées de la méme facon [il suffit de remplacer dans (VI-28) ¢ par a
pour obtenir exactement 1a matrice écrite en (III-76)]. Nous discuterons
au paragraphe 5 suivant dans quelle mesure ces matrices donnent une
représentation du groupe des rotations.
Remarque :

En (V-18), nous avons obtenu une relation qui permet d'exprimer

une rotation G&Ka, B, v), définie par ses angles d'Euler a, B et vy, en
fonction de rotatlons autour des axes Oy et 0z. Cette relation permet

d'exprimer <? [/3) en fonction des angles d'Euler sous la forme :
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( 3 (4,8, Y) ( 13 e (a)) (R A U (8)> <R A U (Y)>
Yz y z

e o+ )2 (s a2 (Y = /2 gin g2
ef@ - /2 gingrp 1Y T V2 o5 g2 (V1-29)

{dans 1a resure ol les R fournissent une représentation du croupe des

‘rotations : cf. complément VI—A]

La dimension de la représentation est 1 dans ce cas et [cf note
(®) pour 1'ordre des vecteurs de base]

I 0 0 b 1 o _ 100
J =nfo 0 o0 g =2l o 1 J =1 o
Zz X /2‘ y /2'
0 0 -1 0 1 0 0 1 0
(VI-30)

Par un raisonnement analogue & celui qui vient d'étre fait dans le cas ol
= 1/2, on trouve :

56 0 0
<%[1]a (¢i> 2o 1o
z 0 0e ' (VI-31)
et, par exemple :
(1 + cos ¢)/2 -sing/v2 (1 - cos ¢)/2
<?ﬁ (¢i> = | sing /VZ Cos ¢ -sing/vZ
y (1 - cos ¢)/2 sing/vZ (1 + cos ¢)/2 (VI-32)

Comme en (VI-24), on peut obtenir :

(Mo 6 v) - (U (@) @Yy (ei) & (vi}

e-1(a +v) 1+ cos B _e-1a sin B 1(y -a)l-cosB
T 7z S
= [Ty SInE cos B 'Y SN B
V2 V2
i(a - y) 1 -cos B i sin B i(y +a) 1 + cos B
c 2 S — € -2
V2
(VI-33)

Au paragraphe 5 suivant, nous verrons que les matrices 3 x 3
ainsi obtenues sont simplement, dans une base différente (représentations
équivalentes), les matrices de rotation habituelles.
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Nous ne donnerons pas plus de détails concernant les diverses
propriétés des matrices de rotation <?[J]3 (¢i). On trouvera un certain
nombre d'entre elles dans 1'appendice C-IV du tome II du livre de
mécanique quantique de A. Messiah.

5 - Représentations au sens strict et représentations bivaluées

Nous allons maintenant discuter les résultats précédents. En

particulier, nous allons examiner une question laissée ouverte au § B2 du
chapitre V : les opérateurs de rotation agissant dans 1'espace des états

& fournissentils une représentation au sens strict (sans facteur de phase)
du groupe des rotations R(3)> ou une représentation projective ?

La réponse a cette question n'est pas évidente, nous 1'avons déja
remarqué au chapitre précédent. La structure du groupe des rotations nous
a permis d'éliminer localement 1les facteurs de phase, mais rien ne prouve
que globalement, sur 1'ensemble du groupe des rotations, il en soit de méme.
Dans ce qui précéde, nous avons procédé par conditions nécessaires : a
partir des relations de commutation entre générateurs infinitésimaux, nous
avons calculé des re]ations)comme (VI-16),qui doivent nécessairement &tre
satisfaites dans tout espace associé @ une représentation irréductible de
R(3)» avec un choix convenable de la base dans cet espace. A aucun moment,
nous n'avons vérifié si ces relations sont suffisantes et en toute rigueur,
il n'est en rien évident que, pour toute valeur de j entiére ou demi-
entiére, les relations (VI-16) nous conduisent & des représentations de
R(g), projectives ou non; nous verrons d'ailleurs qu'il faut distinguer les
deux cas (valeur de j entiére ou demi-entiére). I1 nous reste donc & nous
en assurer. Nous allons donc reprendre les matrices que nous avons calculées et
vérifier si elles fournissent effectivement des représentations du groupe
R(3).

Mis & part le cas j = 0 (qui donne effectivement une représentation,
la représentation triviale de dimension 1), le premier cas qui s'est
présenté a nous est celui ou j = 1/2 (représentation de dimension 2). On
remarque tout de suite, sur (VI-28) ou (VI-29) par exemple, que dans les
expressions obtenues pour les matrices Uﬂyg) figurent des fonctions
trigonométriques des angles moitié ¢/2, o/2, etc. Ceci entraine qu'a une
rotation @ peuvent a priori correspondre (au moins) deux matrices distinctes
(R [yd) : en remplagant ¢ par ¢ + 2w, on ne change rien a@ la rotation
{comme on le verifie évidemment sur 1‘'expression (V-26) des matrices (R9)]
mais, dans (VI-28), on obtient la matrice opposée. Nous pressentons donc une
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difficulté et, avant de la discuter en détail, nous allons traiter le cas
j =1, qui va s'avérer plus simple.
a) Cas ot j =1

............

Nous 1'avons déja dit, les matrices Rlllque nous avons obtenues
ne sont autres que les matrices «Q)) introduites au § A-2-b au chapitre V
mais aprés un changement de base. Cette affirmation n'est pas difficile &’
démontrer 3 ce stade du raisonnement. I1 ne peut en effet étre autrement :
nous avons recherche systématiquement toutes les représentations irréducti-
bles du groupe des rotations, et, pour chaque dimension (2j + 1), n'en avons
trouvé qu'une possible [d@ un changement de base prés dans chaque espace de
représentation &(t, Jj), c'est-a-dire a une équivalence prés entre
représentations] . Or les matrices de rotations elles-mémes fournissent une
représentation irréductible (7) de dimension 3. Les deux représentations
sont donc nécessairement équivalentes.

On peut bien siir montrer explicitement qu'un changement de base
permet de passer des matrices () de rotation dans 1'espace habituel aux

=1]

matrices R,[J . Nous allons effectuer le calcul, a titre de vérifi-

cation, et surtout parce qu'il nous conduira @ introduire une base de vecteurs
|3;1> , |36> et|3_1> dont nous aurons besoin au chapitre suivant. Nous
allons donc appliquer dans 1'espace habituel 1a méme procédure que celle
qui nous a conduit aux expressions (VI-30) a (VI-33) dans un espace
&(t, j = 1). Pour prendre des notations habituelles & celles d'un espace
des états, appelons |3*>, |3y>, |32> les vecteurs de base portés par un
triédre orthonormé Oxyz dans 1'espace habituel.
Nous avons déja obtenu au § A-2-c du chapitre V 1'expression

des rotations infinitésimales, et en particulier :

@, (59) = 1+ 6 (VI-34)
ol ’
0 -1 O
w, =1 o
0 0 0 (VI-35)

(7) Si 1a représentation était réductible, elle serait décomposable en une
somme, soit de deux représentations (de dimensions respectives 1 et 2), soit
de trois (de dimension un). Dans les deux cas, il existerait une direction
de 1'espace (sous-espace de R*® de dimension 1) invariante sous 1‘'action de
toutes les rotations. Or on sait bien que ce n'est pas le cas : il suffit

de considérer une rotation d'axe non confondu avec la direction en question
et d'angle non nul.
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Comme dans un espace &(t, j), diagonalisons 1'opérateur de rotation
infinitésimale autour de 0z. I1 est facile de diagonaliser (VI-35) et on
obtient la base (de vecteur définis a un facteur de phase prés) :

&> = 1 [13 >+ i|e E’
+ b2 X y
8> = |é>
0 z
&> = iﬂz > - ilé >] (VI-36)
ZL X y

I1 nous reste, comme en (VI-13), & définir la phase relative des
vecteurs de base. L'opérateur qui correspond ici a J+ est ici :

M = i R+ i’my) (VI-37)

ol q&x et 7ﬂy sont les matrices écrites en (V-33), et le ih s'introduit
conformément & (V-50). On obtient dans la base initiale |3X>, |3&>, |EZ> :

0 0 -1

inM, = nfo o -i (VI-38)
1 1 O

Par suite :

. > _ h > _12 _

1h’"\+|e+> = le,> ]eza = 0

. -

1h'YYL‘_|eZ> = hj-le,> - 1|ey>] = -h V2]e>

. -> h > - >

in M\ e > = > le,> + IeZ{] =h /Ze > (VI-39)

Pour obtenir exactement les relations (VI-13), nous sommes conduits a
prendre la base :

-> > 1 > L >
le,;> = ~-lep> = - — le > + 1|ey>
6> = ey
-+ > 1 > L
> = > = = > - ile > VI-40
3, 3 - Dex ley] (VI-40)

(c'est T1a méme que la précédente, a un changement prés de signe du premier
vecteur).

Compte tenu de 1'expression (V-33), des matrices’n\ dans la base
initiale |3x>, |3y>, |32>, on calcule aisément leur action dans la nouvelle
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base |3+1>, e >, |3_1> . 'Par exemple :

0

2 Log figs s 18] - - s - -
me|e+1> = - :/—? mx[lex> + 1|ey>} = JZ[ez> T |e0>

-»> -> i > -
Mle> = mxl_éz> = -|ey> = - _,/E[e*f + |e_1>]

-+ i > > a __i_ -+
Mle> = 7 m[l‘? - 1|ey>} = e leg> (VI-41)

0 1 O
~ i
= -— |1 0 1 (Vi-42)
M vz 0 1 ©

Cette expression, multiplié par ih, redonne bien la matrice de JX écrite
en (VI-30). Un calcul tout & fait analogue permettrait de vérifier la méme
propriété pour qﬁy et Jy. Pour finir, par exponentiation, on passe des
rotations infinitésimales aux rotations finies et on vérifie ainsi que,
dans la base |3;1>, |EO>, |3_1>, les matrices de rotation (Rx(¢))
deviennent identiques aux matrices R [J=1] a-(¢).

Dans le cas oli j = 1, notre construction générale des représenta-
tions irréductibles nous a donc fait retrouver tout simplement les matrices
de rotation elles-mémes [groupe SO(3)]. I1 est alors clair que la
représentation est fidéle (biunivocité de la correspondance) et qu'elle
1'est au sens propre (non projective) :on produit des matrices (623
correspond automatiquement le produit des matrices R[J=1]. On a donc
effectivement dans ce cas une représentation, d'od tous les facteurs de
phase ont été éliminés.

b) Cas ot j = 1/2

..............

D'emblée, nous avons vu plus haut que ce cas est plus délicat.
Les matrices obtenues pour la représentation sont écrites en (VI-28). Ce
sont des matrices du groupe SU(2), comme le montre immédiatement la
comparaison-entre (I1I-76) et (VI-28),0u ¢ joue Te rdle du paramétre a. Comme
le paramétre a d'une rotation est effectivement égal a ﬁ¢, nous sommes
conduits & associer & chaque rotation la matrice de SU(2) associée a la
méme valeur du paramétre a tel qu'il a été introduit au §B-3 du chapitre III
pour obtenir (III-76). La difficulté qui se présente tient au fait que,

pour obtenir le groupe SU(2), a doit varier pour chaque direction U dans
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un intervalle de longueur 41 [cf figure III-11] ; par contre, dans le
groupe R(3) des rotations un intervalle de longueur 2Il est suffisant
pour le paramétre ¢ [toute rotation d'angle 211 est 1a rotation identité].
Le fait que SU(2) est “"deux fois plus grand" que R(s) est d'ailleurs
directement visible par comparaison des figures V-3 et III-13. Dans ces
conditions, quelle sera de fagon précise la correspondance entre é&léments
de R(3) et de SU(2) ?

*(a) Un premier point de vue est de contraindre dans (VI-28) ¢ &
rester dans un intervalle de longueur 21 (%) :

- < ¢ < +IT (VI-43)

On représente alors 1'ensemble des rotations par la moitié de SU(2): celle
qui, sur la figure III-13, correspond & la sphére de gauche, centrée
autour de la matrice unité. Ce sous-ensemble de SU(2) est celui que nous
avons noté SU(2)+ dans le §B-3 du chapitre III. I1 est alors impossible
d'avoir de cette facon une représentation du groupe R(s)» puisque au

sens strict , les matrices de représentation ne forment pas un groupe
(ensemble non fermé sous 1'effet de la multiplication). Prenons par
exemple des rotations autour de 0z :

G (41) < gy <
Q?a-,z (¢2) W< ¢y < (VI-44)
Elles correspondent respectivement d'aprés (VI-21) a :
e—i¢1/2 0
YA 3 _ac:
R (¢1)) = _ (VI-45a)
0 e1¢1/2
et :
-1¢2/2 0
(VI-45b)

DN
i~y
-
-
N
N
"
-
-
N
~
N

(8) Méme en restreignahtde cette fagon le domaine accessible a ¢, chaque

rotation peut &tre décrite de deux fagons : on change ¢ et U ou leurs
opposés. Ceci est sans conséquence puisque la matrice (VI-28) reste 1la
méme dans cette opération.
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On a donc :

e“i(¢1 + ¢2)/2

0
<R (A (¢1)> <R & (¢2)> _ |
0 e1(¢1 + ¢2)/2 (VI"46)

Si |¢1+ ¢2| < 2, on obtient simplement de cette fagon la matrice associée
a la rotation produit d'angle ¢+ ¢». Par contre, si [¢1+ ¢»| > 2[ce qui
est parfaitement possible sans violer les inégalités (VI-44)], ce produit
n'appartient pas & 1'ensemble des matrices choisies. I1 n'est donc pas
pOf;;ble que la rotation produit soit associ@& au produit des matrices

R

un angle ¢; + ¢ - I ; elle correspond donc & la matrice opposée a (VI-46)

. En fait la rotation produit a, compte tenu de la convention (VI-37),

[matrice de SU(2)] . Ce résultat se généralise facilement au cas de deux
rotations autour d'un méme axe quelconque.

La méme situation de présente si 1'on compose deux rotations
dont les axes sont différents. Lorsque 1'on effectue le produit des
matrices R[yg correspondantes, on peut, soit obtenir une matrice associée
a un point de la sphére de gauche de 1a figure III-13, c'est-a-dire une
matrice de 1'ensemble SU(Z)+ de représentation, soit une matrice de la
sphére de droite appartenant a SU(2)_ [rappelons que cette sphére de
droite est centrée autour du point associé & la matrice opposée de la
matrice unité 2 x 2 ; de fagon générale, les matrices de SU(2)+ sont les
opposées en signe celles de SU(2)_1. Alors on montre (voir le complément
R ('3
est celle associée & la rotation produit ; dans le second, c'est son
opposée (°).

de ce chapitre) que, dans le premier cas, la matrice ainsi obtenue

Dans ce premier point de vue, on peut consjdérer qu'on a une
représentation projective ol les facteurs de phase e1£ ne peuvent prendre
que les deux valeurs discrétes + 1. I1 existe un isomorphisme local entre
les rotations et les matrices R V2 : tant que 1'une au moins des rotations
est d'angle assez petite pour que le produit reste dans 1'ensemble de
représentation (trace positive), le produit des matrices correspond bien
au produit des rotations. Mais, si 1'on prend le groupe des
rotations dans son ensemble, i1 est possible que ce soit 1'opposé du
(®) Rappelons que les matrices de SU(Z)+ sont celles de traces positives,
celles de SU(2)_ [sphére de droite de la figure III-13] celles de traces
négatives.
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produit des matrices qui corresponde au produit des rotations.
Remarque :

La situation particuliére que nous obtenons n'est pas étonnante
si 1'on considére le raisonnement effectué dans les § 1 & 4. Nous n'avons
utilisé que les propriétés de 1'algébre de Lie du groupe R(3) au voisi-
nage d'une rotation donnée. Effectivement, nous aboutirons ainsi a un
isomorphisme local entre matrices de représentation et rotations. Par
contre, nous avons complétement perdu une propriété globale de R(3), a
savoir que deux rotations de méme vecteur U et d'angles ¢ qui tendent vers
+II et -1l tendent vers la méme rotation (si 1'on préfére, on a perdu le
fait qu'une rotation d'angle 2l est 1a rotation identité).

*(B) Un second point de vue est d'associer a chaque rotation de
R(3) non pas une, mais deux matrices de SU(2) : celle du point de vue
précédent [matrice de SU(2)+] et la matrice opposée [matrice de SU(2) }.
Ces deux matrices sont obtenues si 1'on prend dans (VI-23), 1'angle ¢
et 1'angle ¢ + 2II. Ce second point de vue est schématisé sur la figure
VI-1, oli 1'on voit qu'un point A (dont 1a position donne le paramétre a
associé a une rotation) est associé a deux points A' et A" (de positions
respectives a et a + 21 g/a). On a alors une correspondance bivaluée
entre éléments de R(;) et de SU(2) [inversement, cette correspondance
définit une “surjection" de SU(2) dans R(s)]- De cette facon, 1'ensemble
de représentation est 1a totalité du groupe SU(2). De plus, au produit
6b26b1 de deux rotations correspond toujours le couple des deux matrices
+ U, U, obtenues en multipliant les matrices unitaires + U; et + U,
associées respectivement a Gkh et dbz. Ce deuxiéme point de vue est plus
commode et c'est celui qui est généralement pris en mécanique quantique (!°).

La possibiiité d'une correspondance bivaluée entre les rotations

et les matrices du SU(2), tout en préservant localement un homomorphisme
local entre les deux groupes, est 1iée & la topologie plus complexe de
R(3) qui est 2-connexe alors que SU(2) est simplement connexe (voir
discussion du §A-2-c du chapitre V). Considérons en effet un chemin fermé
homotope & zéro (cf chapitre III § A-1b) dans R(3), partant du point A
(1°) On n'a alors plus de représentation (méme projective) de R(a) au sens
envisagé jusqu'ici mais on peut, bien sidr, généraliser l1a notion de
représentation a des matrices qui sont des fonctions multivaluées des
éléments du groupe.
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(cf figure VI-2). Choisissons A' par exemple comme image de A et, par
continuité, 1'image M' de M . i e }. Lorsque

le chemin se referme, et que M tend vers A, M' tend nécessairement vers

A' (et non A") : par continuité, on revient sur la méme matrice de SU(2)
tant que le chemin suivi est homotope a zéro. En effet, un tel chemin peut
étre continiment déformé vers le chemin nul (point M restant constamment
en A) et la continuité interdit a la matrice associée d la rotation
d'effectuer un saut de la valeur initiale 3 la valeur opposée.

De fagcon générale, si 1'on prend deux chemins fermés partant et
aboutissant a Ayet si ces chemins sont homotopes entre eux, on aboutit
nécessairement par continuité & la méme image de A (soit A', soit A").

On comprend alors bien comment aboutir en A" au lieu de A' : il faut
prendre, comme sur la figure VI-3, un chemin fermé non homotope & zéro
(mais & un ensembie de rotations autour d'un axe oi 1'angle varie de 2II).
L'image du chemin fermé dans R(;) est alors un chemin ouvert dans SU(2).
On comprend également que la structure 2-connexe de R(3) nous interdisait
a priori des représentations 3, 4, ... -valuées.

Sur la figure VI-4, on montre comment 1'image continue d'un
chemin dans R(3) homotope a zéro mais plus complexe (passant 4 fois par
des rotations d'angle II) est un chemin fermé dans SU(2) [et donc un
chemin homotope a zéro, puisque SU(2) est simplement connexe] .

Physiquement, pouvons-nous accepter ces représentations bivaluées
en mécanique quantique ? Un facteur de phase globale du vecteur d'état ne
modifiant pas les propriétés physiques du vecteur d'état, il n'est pas
génant d'associer deux opérateurs opposés a la méme opération géométrique
Compte tenu de la discussion topologique précédente, on peut aller un peu
plus loin et préciser dans quel cas on prendra comme matrice de rotation
la matrice U appartenant a SU(2)+ [angle ¢ compris entre -N et +II dans
(VI-28)], dans quel cas la matrice - U de SU(2). On raisonne par continuite
et on part du fait que U est la matrice identité 2 x 2 si aucune opération
n'est effectuée sur le systéme. Partant d'une position initiale donnée, le
systéme est progressivement tourné pour aboutir a& une position finale ;

4 ce processus est associé un chemin dans R(3), chemin qui dépend, non
seulement des positions initiale et finale, mais aussi des positions
intermédiaires (& chaque point du chemin est associé une rotation différente).
Supposons pour commencer que le chemin est fermé (le systéme physique

revient & sa position initiale). Si le chemin est homotope & zéro (il est
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contintment déformable en un chemin nul) on associe la matrice identité

au passage du ket du systéme dans la position initiale & celui dans sa
position finale. Au contraire, si le chemin n'est pas homotope a zéro

(par exemple : suite de rotations autour d'un axe dont 1'angle croit de

0 & 2I), on associe 1'opposée de la matrice identité. De fagon générale,
on associera une matrice U obtenue en faisant - I < ¢ < + I dans (VI-28)
[matrice de SU(2)+] a tous les processus ol le systéme passe d'une position
initiale & une position finale par une suite de rotations dont aucune n'‘a
un vecteur a de longueur 1 ; la méme matrice sera également prise pour
tous les processus associés a des chemins dans Rj) équivalents aux
premiers (percant la sphére de rayon I qui Timite le domaine de 3 un
nombre pair de couples de points diamétralement opposés). Par contre,

pour les processus associés a 1'autre classe de chemin de mémes extrémités
(pergcant la sphére en un nombre impair de coupTes), on prendra la matrice
opposés [matrice de SU(2)].

Pour bien illustrer que le vecteur d'état dépend alors, non
seulement des positions initiale et finale du systéme physique, mais
aussi de la fagon dont il y est arrivé, prenons le cas trés simple d'une
rotation autour d'un axe donné. Si 1'angle ¢ croit de 0 a 2II, la phase
du vecteur d'état est multipliée par - 1 ; s'il croit de 0 & 41, par
+ 1 ; s'il croit de 0 & 6II, par - 1, etc. Un facteur de phase globale
du vecteur d'état ne changeant pas les propriétés physiques du systéme,
1'effet qui vient d'étre décrit ne joue aucun rdle dans la plupart des
expériences. Cependant, il peut parfaitement apparaitre dans certaines
expériences d'interférences, comme nous allons le voir (§ B-4).

Aucun principe physique fondamental n'est donc violé si 1'on
accepte les représentations bivaluées obtenues pour j = 1/2 et, en particu-
lier, la structure 2-connexe de R(s) fait que |y> ne subit bien que
des variations continues si 1'on fait tourner le systéme physique. Il
se trouve qu'effectivement cette possibilité mathématique du formalisme de
la mécanique quantique est utilisée par la Nature. En fait, de nombreuses
particules ont un spin 1/2 : électron, proton, neutron, par exemple (!!).
(') Historiquement, cette possibilité de moments cinétiques demi-entiers a
donné lieu a des controverses amusantes durant les débuts de la mécanique
quantique. Lorsque Uhlenbeck et Goudsmit ont avancé 1'hypothése du spin de
1'électron pour expliquer certaines particularités du spectre de 1'hydrogéne,
(suite de la remarque page suivante)



c) Cas ol j est quelcongue

.......................

Les résultats que nous avons obtenus en a) et b) se généralisent :
les valeurs entiéres de j conduisent a des "vraies" représentations du
groupe des rotations, les valeurs demi-entiéres a des représentations
bivaluées.

En ce qui concerne les valeurs entiéres de j, on peut s'appuyer
sur les propriétés des harmoniques sphériques pour vérifier ce résultat.
Dans ce but, on peut revenir a la formule (V-115) qui donne 1'expression
du moment cinétique d'une particule sans spin et utiliser, au lieu des

1

P > - P
composantes cartésiennes x, y, z de r, des coordonées sphériques. On

obtient alors :
L, - L3 (VI-47)

z i 3¢
et, de 1a méme fagon, on voit que les opératedrs Lx et Ly (ou L . = LX + 9 Ly)
ont des expressions ol interviennent les angles 6 et ¢, mais pas r. Lorsqu'on
recherche alors les fonctions propres communes a L2 et LZ, on obtient alors
les fonctions du type f(r) Yg (6, ¢), od f(r) est quelconque et Yz (6, ¢)
désigne 1'harmonique sphérique %, m, associée aux valeurs propres £(% + 1)h?
de U2 et mh de LZ [voir par exemple le § D du chapitre VI et le complé-
ment A-VI de la référence (13) - : - pour une démons-
tration des propriétés que nous allons énoncéeé]. Les (22 + 1) harmoniques
sphériques associées & une méme valeur de £ et aux valeurs m = 2, 2 - 1,

£ -2,..., - &, se transforment les unes dans les autres par rotation et
fournissent donc la base d'une représentation du groupe des rotations.

Vil et vl
respectivement, cette représentation est irréductible. Par suite, les

Comme les opérateurs L+ et L_ permettent de passer de YE a

représentations associées a des valeurs entiéres de j sont nécessairement
ces creprésentations irréductibles, et ce sont donc des vraies représenta-
tions de R(s3) (ce sont d'ailleurs les seules, comme nous allons le voir).
(suite de la remarque de la page précédente) :

de trés vives réticences ont été exprimées. En effet, la quantification des
variables orbitales, toute récente, avait conduit au fait qu'un moment ciné-
tique était nécessairement un multiple entier de h. Si maintenant on ajoutait
la valeur 1/2 on ouvrait la voie aux valeurs h/3, h/4, ..., h/n, ce qui
revenait a4 faire tendre h vers zéro et renoncer a toute quantification ! On
sait aujourd'hui que la structure 2-connexe de R(3) n'autorise pas des
fractions de h inférieures a 1/2.
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Pour les représentations associées a des valeurs demi-entiéres de
J, 11 est facile de vérifier qu'elles ne peuvent étre que projectives (ou
bivaluées suivant le point de vue adopté). Raisonnons en effet comme nous
1'avons fait au début du § b précédent et considérons les rotations d'angle
¢ autour de 0z. I1 est facile de voir qu'il leur correspond des matrices

diagonales [dans la base {|j, m>}] ol les &léments valent e 1M

avec m
demi-entier. Si ¢ est astreint & étre compris entre - Il et + I, on obtient
donc des matrices de représentation qui ne forment pas un groupe, et tous
les raisonnements faits pour j = 1/2 se transposent au cas ou j est demi-
entier quelconque. I1 faudrait bien sdr reprendre ces raisonnements en
détail, en particulier pour examiner ce qui se produit pour des rotations
d'axes différents, mais nous ne donnerons pas ici la démonstration. En
effet, dans la théorie générale du couplage des moments cinétiques, au

§ C, nous verrons qu'un moment cinétique demi-entier j peut étre obtenu
par couplage d'un moment 1/2 et d'un autre j - 1/2, entier (c'est-a-dire
par produit tensoriel d'une vraie représentation et d'une représentation
bivaluée). La propriété annoncée découle alors simp]ement de celles
démontrée au § b précédent.

o - o - - - ———— - s = (= " - - —————-—

Comme nous 1'avons dit dans 1'introduction de ce chapitre, nous
allons dans ce paragraphe prolonger les résultats obtenus au § ¢ du
chapitre V : partant de considérations générales sur les transformations
géométriques que peut subir un systéme physique, nous allons construire
un espace des états & ol le groupe de ces transformations peut étre
représenté linéairement. Toutefois, au lieu de choisir la possibilité
la plus simple possible comme au chapitre V, nous allons envisager
le cas qui suit immédiatement dans 1'ordre de complexité croissante. Nous
obtiendrons ainsi 1'espace des états d'une particule de spin 1/2.

1 - Construction de 1'espace des états

Comme au chapitre V, nous supposerons qu'il existe un opérateur
U - . . . ‘o
position R du systéme ; R symbolise trois opérateurs hermitiques X, Y et Z.
Cependant, ici, nous ne nous limiterons pas au cas ou X, Y, Z forment un

E.C.0.C. Une base orthonormé& de vecteurs propres a ces trois opérateurs
sera la base des vecteurs :
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Ix, Y, Z, u> = i-‘:a u> (VI-48)

ol p est un indice qui permet de distinguer entre eux les divers vecteurs
propres associés aux mémes valeurs propres x, y, z. Pour le moment, les
valeurs que peut prendre le nombre quantique u ne sont pas précisées (elles
peuvent a priori étre discrétes ou continues).

En (V-98) nous avons défini la phase relative des kets [?> a
partir de 1'action des opérateurs de translation T(ﬁ, E). Nous allons
procéder ici de la méme fagon et définir le ket |?, u> par :

F, > = T, T =7|r=0, w (VI-49a)

qui est la généralisation la plus simple de (V-98). Cette égalité definit,
a partir des divers kets |?, P> associés a ¥ = 3, les kets I?, u> en tout
point ; en particulier, elle implique ('2) que le nombre de valeurs acces-
sibles @ u et les valeurs elles-mémes sont indépendantes du point ¥
considéré (homogénéité de 1'espace). De fagon analogue a (V-99), on
obtient facilement :

o> = T@O@,2=7-7)F, w (VI-49b)

de sorte que 1'origine ¥ = 0 ne joue aucun rdle privilégié dans la défini-
. ->
tion de la base {|r, w}.
On peut alors considérer que 1'espace des états & engendré par
cette base est le produit tensoriel d'un espace &, engendré par les kets
> r
{|r>}, et d'un espace engendré par les {|u>} que nous noterons &,

-> -

[rs v = |r e |w

-

|r> € &> |u> € &,

& = &rog, (VI-50)

La relation (VI-49b) implique que 1'indice u est invariant sous 1'action
de tout opérateur de translation, c'est-a-dire de toute composante de P.
Donc, par définition, P est un opérateur qui n'agit pas dans ai’ mais
seulement dans &?. En d'autres termes, nous avons postulé que, dans &i’

on a une représentation du groupe destmpslations qui est la représentation

_______________________________________ Yoo ooeeeooosoooeseooeoes
N 4 = - a o -

(*?) L'unitarité des opérateurs T entraine que, si les kets |r =0, w

associés aux diverses valeurs de p sont orthogonaux, il en est de méme

des kets l?, u>.
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triviale (matrice identiteé ng xn, oi n. est la dimension de &j). Les
observables agissant dans &j seulement sont toutes invariantes par
translation, et p apparait comme un indice relatif a des variables
internes du systéme.

Si nous voulons que les variables internes du systéme ne soient
pas invariantes dans tout déplacement, nous devons prendre pour le groupe
R(3) une représentation non triviale. Une représentation quelconque étant
décomposable en somme directe de représentations irréductibles nous allons
imposer, toujours guidés par un critére de simplicité maximale, a la
représentation du groupe R(;) dans &; d'étre irréductible. Nous savons
alors qu'elle a nécessairement une dimension (2j + 1) ol j est entier ou
demi-entier (si 1'on accepte les représentations bivaluées comme nous
avons été conduits & le faire au § A précédent). L'indice u peut alors
prendre 2j + 1 valeurs discrétes ; nous supposerons que ce sont celles :

W= §yd-1l, .- (VI-51)

qui correspondent aux valeurs de m pour une base standard (un simple
changement de base permet toujours de se ramener & ce cas). Si

1Topérateur qui engendre les rotations infinitésimales dans &, est noté S
(nous réservons J pour 1'opérateur qui engendre ces rotations dans 1'espace
total &), on aura donc dans 1'espace &, des variables internes :

ph [p>
h SSFI) - u(u £ I)|p + 1> (VI-52a)

S, |w>

Si|u>

X
quantique j a &té remplacé par S, de fagon & réserver la notation j(j + 1)a?

ol Sx’ Sy et SZ sont les composantes de 3 et Sg =S, ¢ Sy [1e nombre

aux valeurs propres de 32]. Dans 1'espace total &, les relations
deviennent :

uh I—Fs u>

N SER R TERIERTER (VI-52b)

Szl?, u>

Str{" u>

puisque, par hypothése, g n‘agit pas dans 1'espace &¢.

A partir de maintenant, nous appellerons variables orbitales (ou
externes) du systéme celles qui agissent dans &;; et variables de spin (ou
internes) celles qui agissent dans &i’ La dénomination “spin" (de 1‘'anglais,
tourner sur soi-méme) provient de ce que 1'opérateur 3, que nous appellerons
d'ailleurs spin du systéme, est un opérateur de rotation des variables
internes du systéme. Ce dernier rappelie donc la rotation d'une toupie sur
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elle-méme dont le spin serait le moment angulaire interne. Cette analogie
classique doit cependant étre maniée avec prudence, car le spin est
de nature quantique (cf.§ 4 3 la fin de ce § B).

2 - Vecteur d'état de la particule

Soit |y> le vecteur d'état du systéme. Il revient au méme de se
donner |y> € & ou ses composantes dans la base {|?, uw} o

o, () = < ulw (VI-53)

L'état du systéme est défini, non par la donnée d'une fonction d'onde
W(?), mais par celle de (2s + 1) fonctions wu(?) [odp=S,S-1, ... - 9].
Nous allons raisonner dans la suite en prenant le cas oi S = 1/2
(le cas S = 0 se raméne immédiatement & celui d'une particule sans spin,
déja étudié). La généralisation & des valeurs plus élevées de S se fait
sans difficultés. Le systéme est alors appelé "particule de spin 1/2" et
nous noterons simplement + ou - les valeurs u = + 1/2 et - 1/2 respecti-
vement. On regroupe souvent les deux fonctions d'ordre wt(F) dans une

matrice colonne :

-
v, (r)
v_(7)

Un tel objet mathématique est appelé "spineur". En tout point de 1'espace
-> . PN =
r, un spineur est donc défini par la donnée de deux composantes y, et y_.

[w(F)] (VI-54)

Ceci est trés analogue a la donnée d'un champ de vecteurs V(?) dans

. - > .
1'espace, a ceci prés qu'un vecteur V a trois composantes et non deux
(voir exercice ci-dessous). Le spineur adjoint sera la matrice ligne :

wirnt = (m?') w.*(?b (VI-55)
Le produit de matrices ligne et colonne :
PN T = (P2 + e (F)]? (VI-56)

donne la densité de probabilité de trouver la particule au point v, quel
que soit son état de spin.
La base {I?, u>} étant orthonormé ,on a :

O, urF, uts = 8(r - ?')5uu. (VI-57)

La relation de fermeture sur cette base s'écrit :

ﬁ%« E ¥, w <F,ul = 1 (VI-58)
U=+’-



- 172 -

De cette derniére égalité on déduit immédiatement que :

> = ﬁ3r jj_ Ir, w <r, uly>
H=T,=
= fer w,(RIF e s @IF - (VI-59)

De méme, si 1'on considére deux kets |¢> et |y>, on obtient facilement :
Jor b a B, @) + o x B ()
Sorr et w(dn (VI-60)

3 - Opérateurs

<¢|p>

1

Dans &;, tous les résultats que nous avons obtenus au § C-1 du
chapitre V restent valables : 1'opérateur P agit comme (h/i)%, 1'opérateur
moment cinétique dans &? est :

I = RxP (VI-61)

etc. Nous pouvons également appliquer les résultats du § C-2 du méme
chapitre, résultats obtenus en supposant que 1'espace des états & a

une structure de produit tensoriel & = &, ® &, [cf (V-135)]. Nous avions
alors vu que 1'impulsion totale et le moment cinétique total du systéme
sont la somme des opérateurs correspondants dans les espaces &, et &,.
Ici &; joue le role de &, et &i celui de &, ; de plus, nous avons déja
remarqué que les translations sont sans effet dans &1 ce qui revient &
considérer que 1'opérateur impulsion est nul dans &i' L'impulsion totale
sera donc égale a 1'opérateur P défini dans 8;, tandis que le moment
cinétique total J vaudra :

J = U+53
= RxP+3 (VI-62)
L'opérateur de rotation Ra(¢) s'écrit :
Ra(0) = o~ 16 Ju/h
e—i¢ (Ly + Sy)/n
.16 Lu/h o1 Sy/h (VI-63)
Or :
e 10 Lu/h IF> = |r'>  avec r' =Gba(¢)? (VI-64a)
et :
o~ 10 Sy/h > = :Ei <u.le-i¢ Su/h'u> [u'>

(VI-64b)

|
-
Jr—
—
N
=
—_
©-
=~
j =4
=
=
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1
ot les R (73 0 ont été définis en (VI-20b) et (VI-28). En combinant ces
égalités, on obtient :

Ra(0) [Fs w> = @[’/” ;(q»))u.uﬁ', u'> (VI-65)

La notation [w(?)]unous a permis de condenser une matrice
colonne d deux composantes (spineur) représentant un ket ; de méme, Ta
notation [A] désignera une matrice 2 x 2 agissant sur les matrices
colonne associées aux spineurs. Prenons par exemple le cas ol A n'agit
que dans &1. On a alors :

Aly> = ,/;3r {¢+(?)A|?>|+> + y_(F)A[F>]->)
NG (WS W B BRG] (TR
(VI-66)
et, par suite, si w'+(?) et w'_(?) sont les composantes du spineur associé
a |y'> = Alp> :
v, (7 Ace A\ [P

v'_(F) A, A__ v_(F) (VI-67)

"

=

x>

=
"

(VI-68)

Le fait que A n'agisse que dans 81 se traduit par le fait que les éléments
de [A] n'agissent pas sur la variable ¥. Par contre, si on avait pris un
opérateur qui agit dans &? seulement, comme Px’ on aurait obtenu :

< e————— . -

3/ 3x 0

p =

h
X 1

(VI-69)
0 a/ax

H
iqui est le produit d'un opérateur agissant sur v par la matrice identité

t2 x 2. On peut aussi considérer des opérateurs mixtes agissant a la fois
dans 8; et 81 ; les opérateurs de rotations Ra(¢) en font partie comme
le montre (VI-63). On a :

flw'> - m@le - fer ST od Rl e (v1-70)
U=+,'
c'est-a-dire d'aprés (VI-65) :
o> = fdarZ v @ By s (VI-71a)
™y U H U
avec :
roo= Qi) ¥ (VI-71b)
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s = N - . . - .
Pour finir, on obtient, en prenant r' comme variable d'intégration et

remplacant r par ({5 !v'
NG (RUA ), R\ [o, @&

> = [l/ﬂ [1/2] > (VI-72)
v'_(r) (R )_+ (R ). \v_ (@ (¥)

La formule que nous obtenons rappelle celle qui donne la rotation d'un
champ de vecteurs : pour tourner le spineur, il faut considérer ses

. -1 . . . . s
composantes au point &y !r, puis effectuer des combinaisons linéaires

de ces composantes.

Exercices :

(i) Ecrire les formules de transformation par rotation des
composantes d'un champ de vecteur dans 1'espace a 3 dimensions. En
considérant des rotations infinitésimales, définir des opérateurs Tets
de moment cindtique orbital et de spin. Ecrire explicitement les matrices
de Sy Sy et S et calculer $2 = sz + Sy2 + Szz. Est-on ainsi conduit a
une représentation irréductible du groupe des rotations ? Laquelle ?
Montrer que 1'analogie est parfaite avec une particule de spin S = 1.

[Voir Messiah, référence (2) de 1'introduction, § 21 du
chapitre XIII]. '

(i1) Pour une particule de spin 1/2, de charge q, soumise a
1'action de potentiels vecteur R et scalaire U, 1'hamiltonien H (hamil-
tonien de Pauli) s'écrit :

H = zi [?‘ - qA(R ; tﬂz + qU(R, t) - %§.§(§, t) (v1-73)

m
Ecrire la matrice [H] 2 x 2 donnant 1'action de H sur un spineur.
Montrer que :

H = 2%{3[3 - qA(R ; tzﬁz + qU(R,t) (VI-74)

ol 0 = 2 $/h (matrices de Pauli).

4 - Mise en évidence des propriétés particuliéres & un spin

demi-entier

Au paragraphe A-5, nous avons remarqué et discuté une particu-
larité importante des représentations associées a des moments j demi-
entiers : les représentations obtenues sont bivaluées et, suivant la fagon
dont le systéme physique est tourné pour atteindre sa position finale, deux
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vecteurs d'états différents * |y> peuvent étre obtenus. En particulier,
une rotation de 2I conduit & changer le signe de |y>. Physiquement, deux
kets + |y> conduisent a des résultats de mesure identiques (ils ne
différent que par un facteur de phase global) et un examen superficiel
pourrait faire croire que cette curiosité mathématique est sans conséquence
physique. Ce n'est pas exact, et, pour le comprendre, prenons une analogie
avec 1'Optique. On sait qu'un détecteur lumineux n'est pas sensible 3 la
phase d'une onde optique : si on 1'utilise pour mesurer 1'intensité d'une
onde qui a traversé un objet de phase d'indice inconnu, on ne peut pas
savoir de quelle quantité la phase de 1'onde optique a été modifiée par
1'objet. On sait également comment on peut tourner cette difficulté,
grace aux expériences d'interférences : on superpose au champ de 1‘'onde qui
a traversé 1'objet & étudier une onde de référence connue dont les phases
relatives en divers points de 1'espace sont connues. La figure d'interférence
obtenue renseigne alors sur les variations de la phase de 1'onde inconnue.
En mécanique quantique, des expériences d'interférences sont
également possibles ; elles sont méme & la base de cette discipline
(principe de superposition linéaire, notion d'amplitude de probabilité,
etc). L'idée de 1'expérience est donc simple : on construit un interféromére
pour des particules de spin 1/2 (électrons, protons, neutrons par exemple)
et, sur un des bras de 1'interférométre, on impose une rotation des
variables internes (spin) de 2nIl ; aprés recombinaison des deux ondes, on
examine la figure d'interférence en fonction de 1a valeur de n ('3). Si
la particule a un spin demi-entier et si n = 1 (ou, de fagcon générale, si
n est impair), la phase de 1'une des ondes qui interférent est changée

de 1T (puisque e’n

= - 1) et la figure d'interférence est modifiée en
conséquence. Par contre, si n=2, 4, 6, ..., on obtient 1a méme figure
que si n = 0 (pas de rotation).

L'expérience a été effectuée avec des neutrons, dont la charge
est nulle (pas de force de Lorentz, donc pas de déviation magnétique des
trajectoires), mais dont le moment magnétique de spin non nul subit la
précession de Larmor dans un champ magnétique B. Effectivement, i1 a été
(!3) Si 1'on envisage 1'opération imposée au spin de la particule d'un
point de vue global (modification du spineur en chaque point ?), on voit
-i¢ Su/h. £

effet, c'est une opération de rotation qui dépend de [ (position de 1la

qu'elle est plus complexe que celle que donne un opérateur e n

particule) et agit donc de fagon corrélée sur les variables orbitales
et de spin.
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vérifié qu'une rotation de 2l change la figure d'interférence comme prévu.

Cette spectaculaire expérience démontre qu'‘en physique, 1a rotation d'un

objet de 21 peut modifier certaines de ses propriétés.

Fig VI-S

CiACLFJbvzlsyﬂNgv (2C11J}/\
153pr\dBUAA c)nCUNﬂ3
7 umpot Vs WIEEE"
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i
i
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Remarques :

(i) Toute la théorie qui a été construite ne 1'a été qu'en
faisant intervenir les propriétés du groupe des déplacements géométriques,
c'est-d-dire les relations de commutation entre 6 générateurs infinité-
simaux. Une théorie plus compléte devrait inclure les transformations
dépendant du temps : changement de référentiel d'inertie, translation dans
le temps. On aurait alors 10 générateurs infinitésimaux et il faudrait
faire un choix entre les groupes de Galilée et de Poincaré (cf § C
du chapitre III).

On verrait alors que la théorie que nous avons développée [uti-
Tisation des spineurs & 2 composantes de 1'hamiltonien (VI-73)], que
1'on désigne souvent par “théorie de Pauli" d'une particule de spin 1/2,
ne satisfait pas & la symétrie d'invariance par transformation de Lorentz.
Ce ne peut donc étre qu'une théorie approchée, valable dans certaines
limites. I1 existe des fagons plus élaborées de tenir compte de 1'existence
du spin d'une particule en écrivant des équations d'onde pour des spineurs
a plusieurs composantes. L'équation de Dirac, ol le nombre de composantes
est 4, en est un exemple. Cependant, elle décrit & la fois 1'électron et
son antiparticu]e,(]e positron)et conduit & d'importantes difficultés si
on veut 1'interpréter comme une équation qui décrit 1'évolution d'un
nombre fini de particules. Nous n'aborderons pas ces problémes ici.

(ii) I1 est clair que, pour construire comme nous 1'avons fait
1'espace des états &, nous avons fait un certain nombre de choix arbi-
traires qui peuvent &tre remis en cause.

Par exemple, nous avons imposé que, dans &i’ le groupe des
rotations avait une représentation irréductible non triviale. On peut
trés bien en décider autrement et décider que les u repérent les valeurs
propres d'un opérateur Hi scalaire (invarfiant par rotation). L'observable
Hi sera alors interprété comme 1'énergie interne scalaire de la parti-
cule, énergie qui peut prendre autant de valeurs que u a de valeurs diffé-
rentes (cette fois également, i1 serait bon d'éxaminer cette construction
dans le cadre, plus large, du groupe de Galilée ou de Lorentz).

On peut aussi prendre un espace &i de dimension infinie , par
exemple isomorphe a &; (dans ce cas, dans &i’ on peut avoir toutes les
représentations de valeurs j entiéres, comme dans &;). L'espace &i pourra
alors &tre interprété comme celui de la coordonnée relative de deux
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particules sans spin, 8; étant celui du centre de masse. Le systéme étudié
apparait alors comme composé de deux particules (atome d'hydrogéne ol on
ignore le spin de 1'@lectron et celui du proton). Toutes ces possibilités
peuvent &tre combinées & 1'infini pour construire des systéme aussi
complexes qu'on peut le désirer.

Dans le paragraphe B, précédent nous avons déja rencontré le cas
ol 1'espace des états du systéme &tudié est le produit tensoriel de deux
espaces ol existent des représentations du groupe des rotations. Ce cas est
trés fréquent : si par exemple, nous considérons un systéme constitué de
deux particules sans spin, d'espaces des états respectifs &, et &,
1'espace des états du systéme total est :

& = & 08, (VI-75)

Dans &, et &,, on peut définir des sous-espaces qui engendrent des repré-
sentations irréductibles du groupe des rotations R(3)- Par produit, on
obtient dans & des représentations de R(3) qui sont des produits tenso-
riels des représentations individuelles. On peut se demander quelles
sont les caractéristiques de ces nouvelles représentations ?

1 - Position du probléme

Considérons donc deux systémes physiques 31 et &, (ou encore
deux types différents de variables F, et S, d'un méme systéme physique,
comme par exemple variables orbitales et variables de spin). Les espaces
des états &, et &, correspondants peuvent étre décomposés en somme
directe d'espace irréductibles :
g = 3= &1, i) 8, = = &(t2, Ja) (VI-76)

TiJa T2J2

les bases standard correspondantes sont notées {|t;, ji, m>} et {2, J2, m2>}
L'espace total &, obtenu en (VI-75) par produit tensoriel, s'écrit :

8 = g &(ti, T2 5 1s d2) (VI-77a)
T1T2J1J2
ou
&(11T2 3 J1j2) = &(Tt1, J1) ® &(T2, J2) (VI-77b)

Ce sous-espace &(T,T2 ; jij2) de & est engendré‘par les kets :
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]Tsz 3 Jidz mymy> = |11j1m1> G’|T2j2m2> (VI-77c)

ol Ty, Tz, J1» Jo sont fixés tandis que chacun des indices m; et m, a
(23,+ 1) et (2j,+ 1) valeurs possibles. &(t11, 5 Ji1j2) est invariant
sous 1'action de toute fonction de J, et J,, en particulier sous celle
du moment cinétique total J = 31 + 32.

L'opérateur associé a 1a rotation du systéme 1 d'un angle ¢,
autour de U, et a celle du systéme 2 d'un angle ¢, autour de U, s'écrit :

Rix(¢1)  R%(¢2) = ‘exp{ - o0 3000 exp (-1 62 2T} (VI-782)

L‘ensemble des opérateurs de ce type constitue un groupe, produit tensoriel
de celui des rotations du systéme 1 autour de O par celui des rotations du
systéme 2 autour du méme point [les éléments de R(g) (] R(3) dépendent de

6 paramétres continus]. Dans le sous-espace &(t1, T2 3 J1» J2), Ce€S
opérateurs sont représentés par les matrices d'éléments :

=i ¢y J1.Uy/h o1 02 J, .0,/m

<Ty, J1s M1 5 T2, J2s mzle |T1j1m'1 3 Tajom'z>

- [31] [32] -
= é Y (d’l»mlm'; é 14 (Cbz»mzm-z (VI-78b)

On obtient les matrices produits tensoriels des (R [J‘]) et (R [jZ]) pour
représenter le groupe produit.

Cette représentation est irréductible.
‘ En effet, un sous-espace &(t,, T2 3 J1s J2) qui serait globalement
invariant sous 1'action de tous les opérateurs du groupe produit serait en
‘particu]ier invariant sous 1'influence des opérateurs infinitésimaux
(associés a 8¢, et 8¢, quelconques), donc de toute composante de j, ou 32.
Par suite » un tel sous-espace serait invariant sous 1'action de J, .
et de J, , Or, tout ket de la base [t,T,5 jij.mm,> qui engendre
&(T1T2 3 Ji1Ja2) peut &tre obtenu & partir d'un autre ket quelconque de la
méme base par actions répétées de J, , et de J, ,. De fagon générale, tout
iket |¢T1T2j1j2> de &(t,T2 3 Jj1j2) peut donner |t,7,; Jji1j2j:j.> par action
des opérateurs J, . et J, + a une certaine puissance, puis par action
‘répétée de J, _ et J, _ un ket quelconque de base. Donc, &(T;7T2 3 Jjid2)
n‘a pas de sous-espace invariant sous 1'action du groupe produit tensoriel
Pont les é&léments sont donnés en (VI-78).

Mais le probléme qui nous intéresse ici est, non la rotation des
deux sous-systémes J et de fagon totalement indépendante, mais celle
du systéme global constitué de etd’z. Nous ne considérons donc que les



- 180 -

opérateurs (VI-78) ou :

¥
4
=24

u; = Uz = et o] = $2 = ¢ (VI-79)

ce qui donne les opérateurs :

Rﬁ(¢) = exp { - %‘¢ J, .0} exp { - %-¢ J,.u}
= exp { -z ¢ J.0) (VI-80)
ou
J = 3, +73, (VI-81)

Nous obtenons ainsi un sous-groupe du groupe produit tensoriel considéré
précédemment. I1 est clair que les matrices (VI-78a) donnent, lorsqu' on
y porte les égalités (VI-79), unereprésentation du groupe d‘opérateurs
(VI-80). On a donc directement, dans 1'espace &; ® &,, de nouvelles
représentations du groupe R(;), de dimension (2j, + 1) (2j2 + 1) :

Rﬁ(¢)|T1Tz 3 Jijamme> =

Zu '.l é L] a (d)))m'lml G w2l ﬁ (q))\)m'zmz lTsz 3 Judomtam’o>
m m 5

(VI-82)
Les &léments de matrice de ces représentations sont données par :

La question qui se pose alors est : cette représentation est-elle
irréductible ? La réponse n'est pas évidente car, cette fois, le probléme
n'‘est plus de diagonaliser simultanément par blocs tous les opérateurs
(VI-78a) [nous avons vu que c'est impossible} mais seulement ceux qui
satisfont la relation (VI-79). Si on peut réduire cette représentation,
c'est qu'il existe une autre base de &(t;T, ; Jji1j2) OU :

/111] :
11111 .
\ i
(R (@) - i (V1-84)
o
77777
V////
&(t,Jd)
avec :
&(Ty1t2 5 Jid2) = Z@ &(t, J) (VI-85)
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[nous simplifions la notation &(t,7, 5 T J), qui serait plus compléte, en
&(t, J)].

Nous allons voir qu'une telle décomposition est effectivement
possible. Le probléme sera alors de déterminer quelles sont les repré-
sentations qui apparaissent (caractérisées par les valeurs de J), de
savoir combien de fois chaque valeur de J apparait, comment faire le
changement de base, etc.

2 - Réduction de la représentation produit

Comme nous 1'avons déja fait a plusieurs reprises, nous passerons
rapidement sur les démonstrations de ce paragraphe, qui figurent dans les
cours de mécanique quantique élémentaire {[voir par exemple la référence
(13) citée dans 1'introduction, chapitre X, § C].

a) Valeurs propres de J2 et kets |J, M>

IT apparait dés 1'abord que la représentation produit est en
général réductible. En effet, si elle ne 1'était pas, on aurait une
seule valeur de J possible telle que 20 + 1 = (2j, + 1) (2j, + 1) et
chaque valeur propre Ma de 1'opérateur :

I, = i+, (VI-86a)

serait réalisée une fois et une seule (entre +J et -J). Or,(sauf si ou
J; ou J, est nul} on peut trouver des combinaisons différentes de m,
et m, conduisant & 1a méme somme

M = m+m (VI-86b)

Le méme raisonnement donne facilement les valeurs de J possibles.
A toute représentation irréductible dans &(t, J) est associée une fois et
une seule toute valeur de M égale a J, J -1,J - 2, ..., =J. Par exemple,
cette remarque entraine que la valeur J = j, + j, est réalisée, et une
seule fois : ceci provient de 1'existence d'un ket et d'un seul tel que
M=m +my, = j, + jo. Pour Ta valeur M = j; + j, - 1, elle est dégénérée
Ji -1, my = J, oum = jy, m = Jj, - 1] . La valeur

deux fois [m
maximale de J = j, + J, donnant lieu @ un ket o0 M = j, + j, - 1,
il existe nécessairement la valeur J = j, + j, - 1. Le raisonnement se
poursuit de méme et on obtient le résultat bien connu. Les valeurs
possibles pour J sont :
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(VI-87)

Chaque valeur de J n'étant réalisée qu'une seule fois, 1'indice T est
en fait inutile (!*). On vérifie que la somme des dimensions des espaces
&(J) est bien égale a celle de 1'espace de départ :

|3, + hPY

(20 +1) = (2§, + 1) (23, + 1) (VI-88)

J=|j1 = jzl

Nous voyons donc que 32 et JZ forment un E.C.0.C. dans &(1,t, 5 Ji1J2)
Nous avions déja 1'ensemble des deux opérateurs'JlZ et Jzz. Comment passer
de la base |tit2 3 Jijomm,> associée au second E.C.0.C. (a partir de
‘maintenant, nous noterons les kets |j;j.mm,>, ignorant des indices
qui sont devenus inutiles) a celle |J, M> associée au premier ?

Le raisonnement effectué plus haut montre qu'on peut poser :

[d =3y +d2s M=my +m> = [d1, J2, m = J1, M2 = 2> (VI-89)
Par action de :

J: = Jl_ + Jz_ (VI"‘QO)

on construit ensuite tous les autres kets :
|0 = J1 + J2, W

de 1a méme "famille" repérée par la valeur j, + j, de J. On obtient
ainsi les 2j, + 2j, + 1 premiers kets de la nouvelle base qui donne
&(J = jr + J2)-

On raisonne ensuite dans le supplémentaire de ce sous-espace,
ol la valeur propre M = j, + j, - 1 est réalisée une seule fois (non
dégénérée), au lieu de deux fois dans 1'espace initial. Le raisonnement
est alors exactement le méme, le seul prob]éme qui se pose étant éelui
(**) I1 se trouve que, dans le cas du groupe des rotations, la décompo-
sition d'une représentation produit tensoriel de représentation irréductible
ne fait jamais apparaitre plus d'une fois chaque représentation irréductible.
Ce n'est pas toujours le cas pour un groupe quelconque.
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du choix de la phase d'un des kets de base (1'action de J, fixant ensuite
celle des autres). Par convention, on pose :

<j1d2d1 J - 1] 3 J > reel >0 (VI-91)

IT est clair que le raisonnement est récurrent ; de cette facon, on obtient
tous les kets |J, M>.
Pour résumer les résultats obtenus, nous avons obtenu la

décomposition (VI-85) du sous-espace &(t,T, 3 Jji1jz) sous la forme :

. dLtJe
&(1y12 3 J1d2) = = &(J) (VI-92a)

J = |3 - 32|

Chaque &(J) est engendré par les 2J + 1 kets |J, M> de la base standard
associés a Ta valeur correspondante de J et aM=J,J-1,Jd -2, ... -J.
Le fait que 1'indice T de (VI-85) est inutile tient au fait que, dans la
décomposition de la représentation produit tensoriel (VI-83), il se
trouve que chaque valeur de J permise apparait une seule fois. De facon
symbolique, on peut écrire : ) )
(31 [32] L J2 9]
(RWHM)y ® (RY2) = e — (RYY) (VI-92b)

J = 1j1 -J i

b) Coefficients de Clebsch-Gordan

..............................

Les coefficients de Clebsch-Gordan sont, par définition, les
produits scalaires :

<j1jzm1mz|d M>

Ce sont les [(2j, + 1) (2j, + 1)]12 coefficients d'une matrice unitaire

de changement de base (la matrice est en fait réelle et donc orthogonale).
(1) Par construction, ces coefficients sont totalement indépen-

dants de la nature du systéme physique considéré, ainsi que de 7, et 1, :

ils traduisent des propriétés du groupe R(3) des rotations.
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(ii) I1s sont réels :
<Griemma [IM> = <3 M|jiJomamy> (VI-93)

(cette propriété vient de ce que les coefficients qui apparaissent par
action de J,, JZ sont réels).

(ii11) Regles de sélection :
<j1j2m1m2|JM> ne peut étre non-nul que si :

.M=m +m
. 131 + 321 » 3 2 131 - J2l(régle du triangle cf figure VI-6)

. J est entier si j, et j, sont tous deux, soit entiers,soit
demi-entiers.
. J est demi-entier si un des deux nombres quantiques (seulement)

est demi-entier.

,"'/ i [~
- I o vl
) Ny
7, -
.“\“)
-
Jy

(iv) Relations d'orthogonalité :
Le fait que les deux bases {|J, M>} et {|j.jomm,>} de &(t 12 5 J1d2)
soient orthonormées entraine que :

E . <J M|j1j2m1m2> <j1jzm1m2|J' M'> = 6JJ' SMM' (VI—94a)

m,+m2=M

et :

<j1j2m1m2|J M> <J M|j1j2m!1m'2> S ) ' (VI'94b)
M ="m;, + m, mm-,; mxm 2

(v) Lien avec les matrices de rotation. On a :

(R [jZ] ) =

mzmI 2 -

mlm'l

J =3, +3J,

ZEE%; <Grdamme |9 M> <jiom'im'a|d M (R E1 )
. - M, M'
J = |dr - 3zl (VI-95a)
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et, inversement :

= jE; :S <j1j2m1m2]J M> <j1j2m'1m'2|d M'>

mm'; mom',

(R L)

MM
(VI-95b)
mzm' 2

(311 [32]
(R By e (RFE
Exercices :

(i) Calculer 1'élément de matrice :
-i¢ J.U/h

<j1j2mlm2|e Ijljzmllm.2>

en introduisant des matrices de rotation et utilisant le fait que J = 31 + 32.
Développer d'autre part les kets |j,j.mm,> et|j,j,m';m',> sur la base
|J, M> et démontrer la formule (VI-94a).

Pour démontrer la formule (VI-94b), partir de :

-i¢ J.U/h

<J, M|e |3, M'>

et développer les kets |J, M> sur la base|j,j,mmy>.
(i1) Calculer explicitement les coefficients de Clebsch-Gordan

<j1 =1, jo, =1 m1m2|J M>

Remarque :
On montre [voir par exemple référence (13), complément B,1 que :

<jr1d2dW0 - 3lJ, 9> reel > 0

<1323 - 3) 9, M réel > 0

<J2jimomy|J, M> = ("1)‘].1 *J2 - J<j1j2m1m2|d M>
<Grie-miema]d,M> = (<13 T2 T s nim,d M (VI-96)

et les relations de récurrence :

AW+ I = MMz 1) <jrjommg|d, M £ 1> =

VItGr # 1) - mi( my 7 1) <jidofm & 1)mpfd M>
+V32(32 * 1) —mp(my; £ 1) <dy 2 my(my £ DI M> (VI-97)

De ces relations, on déduit que :
<G jm-mlo, 0o = (-1)9 " MyEI (VI-98)

Cette derniére égalité, qui donne les coefficients correspondants & un
moment cinétique J = 0 (avec j, = j, = j), nous sera utile au paragraphe
suivant.
Exercice :

Démontrer les relations (VI-97) et (VI-98).
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3 - Composition de plus de deux moments cinétiques

a) Moment cinétique total nul ; coefficients 3j

............................................

Considérons un systéme J, de moment cinétique 31 et appelons &,
1'espace (irréductible) engendré par les (2j, + 1) kets propres de JZ
qui seront notés |1 : m;>. Pour un second systéme«ﬁz, de moment cinétique
J,, & sera engendré par les (2j, + 1) kets |1 : m,>. Dans 1'espace & ® &,
de dimension (2j, + 1) (2j, + 1), 1a valeur minimale du nombre quantique J
du moment cinétique total est |j, - jo| 3 elle n'est nulle que si j; = j, = J
(figure VI-7).

p—

Iy

Fig. VI-7
-
J2
L‘'état de moment cinétique nul est alors, d"aprés (Vi-97) :
+ j .
(137" .
I¢O> = m |1 . m>® l2 T = m> (VI'gg)
m=Jj
Que se passe-t-il maintenant pour un ensemble de trois systémes
tfl, tyz ettﬁ.de moments cinétiques 31, 32 et 33 ? Si 1'on commence par
composer J, et J, pour obtenir g

Jy+3, = T (VI-100)

puis si on compose ensuite J* avec J, pour obtenir le moment cinétique
total J :

g+ 33 = J

on est conduit au tableau suivant :
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Jr1 + J2 + J3
gy + Jo +Js -1

v

Ijl + jzl

‘jl + 3, - jal
|3, + 3o - 1| ——>

Ijl + J2 - Js - 11

ljl - jzl + Js

131 - 32| >
31 - d2| - 33

I1 est clair qu'en général, chaque valeur de J est réalisée plusieurs
fois : J2 et JZ ne forment pas E.C.0.C. I1 faut en plus spécifier la
valeur de J' (donc J2, J, et J'2 forment un E.C.0.C.). I1 existe cependant
des valeurs de J réalisées une seule fois, par exemple la valeur maximale
J =3y +j, + 3. On ne peut pas affirmer a priori que la valeur minimale
n‘est réalisée qu'une seule fois (!%). Examinons dans quels cas cette
valeur minimale est nulle.

Si 1'on veut que J = 0, i1 faut que J' = j; et donc (régle du
tirangle) que :

(J1 + 32) > 33 > |3y - 32
Ji +J2 + Js entier (vi-101)

On a alors un seul ket possible associé a la valeur J = 0 (défini & une
phase prés s'il est normé). La situation est schématisé sur la figure VI-8.

J

Fig. VI-8

. . = > e o - - - ————— ———— - - - —— - - - = = - ——— - = == e Gm %P - > W= - - - . -

(%) Pour 3 spins 1/2, la valeur minimale est J = 1/2, et elle est réalisée
deux fois (par 1'intermédiaire de J' = 0 et J' = 1).
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Construisons ce ket |w0>. Pour cela, commengons par supposer que (VI-101)
est réalisée et couplons j; et 32 pour obtenir les kets :

I\]l = J3, M'> = E <j1jzm1m2‘j3M'> Il : m1>® |2 : me> (VI'IOZ)
my, M2

le ket |w0>vaudra alors :
> = (DI T3 =T gm0 0 30 = s, WS B [ ¢
° M' +m; =0
3 (VI- 103)
[ou Te facteur (-1)9r ~ J2 = I3 o5t introduit par pure commod1t§] de sorte
que, compte tenu de (VI-98) et (VI-102), on obtient :

_1)\]'} - J2 - m3 o .
v > = ::::=' ( <jriamma[js - ms>
(o} M MaMs /233 + 1
(my + my + m3 = 0) [1:m>@12 :m>® |3 : my>

(Vi-104)

Si donc nous définissons les "coefficients 3j" par :

_ Ji1 - J2 - mg o .
(k) - S s - n o105

nous aurons simplement :

|q;0> = > (%1312%3 [1:m>@ |2 : m>@ |3 : my>

mymam; _
(m1 + mé + m3 = 0) (VI 106)

Le choix de phase de |¢o> que nous avons fait donne aux coef-
ficients 3j des propriétés de symétrie commode. Un coefficient 3j est
en effet : |

. invariant par permutation circulaire des colonnes :

J1J23s\ - [J2d3d1) _ (J3drd: -

<m1m2m3> - (mzmam) B (mamlmz) (VI-107a)

. multiplié par (-1)9! ¥ 32 ¥ J3 5§ 1'on intervertit deux
colonnes :

J2d1Js\ _ Ji1 + Jz2 + J3 (313235 _
<m2m1m3) = (-1) (mlmzm) (VI-107b)

En effet, considérons le ket :

|lb'o> Z (3‘2#,3#‘1)]1 tm>®@ |2 mp> @3 : my>
mlmzm3 PALLKALLD ]

(_l)jz -Js - m o .
V2, + 1 <jzismems|jy - mp> [limp> @ [2:my> @ |3:my>

(VI-108)

It

mymafis
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|w‘o> correspond au couplage de J, ® J; en Jn
J, +3d; = 3Jv (VI-109)

puis de J* avec J, pour former J. Comme 1a valeur propre J = 0 est non-
dégénérée, on a nécessairement :

' > = v (VI-110)

De plus, le fait que les deux kets soient par construction normés entraine
que |A] = 1, celui que leurs coefficients sur les kets de 1a base initiale

sont réels (produits et somme de coefficients de Clebsch-Gordan) que
A=+ 1.

Le seul probléme qui se pose pour comparer |¢O> et Iw'o> est donc un
probléme de signe. Considérons par exemple les coefficients de ces deux

st s ..

kets sur le vecteur de base :
1 :§i>@®|2: 3 -3Ji>® |3 : s>

Pour |y >, 1'égalité (VI-103) indique que ce coefficient a le signe de
. (_) . + .
(-1)3* 7 J2 ¥ I3 grapres la convention (VI-91). Pour Iw‘o>, le signe est :

(-1)92 792 7 I signe {<j2ds(ds - d1) - daldy - div)
Or, les relations (VI-95) permettent de voir facilement que le signe du
coefficient de Clebsch-Gordan qui apparait est positif. Pour finir :

lv,> = [v'> (VI-111)
et la relation (VI-107a) est démontrée.

Examinons maintenant ce qui se produit par changement de
1'ordre de j; et j, (permutation de 1 et 2). On est alors conduit au ket :

1)

" ? J23133 . . .
Vo 1> Mz, My <"‘2m1"‘3> 1:m>@ [z m> @132 m>
(_1)jg - J1 - m o .

VAT <J2iamomy [Js - my>

my, Mz, M3

]

|1 :m>® (2 : mpy> @[3 : my> (VI-112)

Comme plus haut, on sait a priori que Iw“o> = % |w0>. Mais le coefficient
, de |1p“0> sur le ket |1 : j;>@ |2 : j; - j1»> @ |3 : - j3> a pour signe :

(-1)72 791 T30 signe (<jady da < 0y dildaded)
= (_1)J2 - jl + J3 (_1)\]1 + jz - j3 = (_1)232
(VI-113)
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[cf référence (13), complément Bx, formule (23)}. On a donc :
jor > = (DI TR T gy s (VI-114)

ce qui établit 1'égalité (VI-107b).

Ces relations de symétrie permettent de permuter, soit j, et my,
soit j, et my,, avec J et M dans un coefficient de Clebsch-Gordan. On
obtient, en utilisant (VI-107a), (VI-107b) et la définition (VI-105) :

<jrjommy|d, M> = ("1)']1 md mz-‘/zl'l—':—[ <Jj.M - m2|j1m1>
- (¥t m * i,d - mM|j VI-11
(-1) 75, + 1 <Ji my |32m2> ( 5)

Les relations d'orthogonalité (VI-93) deviennent pour les coefficients 3j :

. J1d2ds\ [d13233 -
;ms (235 + 1) <m1m2m3)(m' 1m'zm'3> 6!‘-11“1'1 (szm'z

jlj2j3 j1~j2jl3 - 1 6- . (S
Z mymamy {mymom' s 233 + 1 "jsj's mam's (VI-116)

mymy

b) Coefficients 6j de Wigner

-------------------------

Pour trois mements cinétiques 31, 32 et 33, considérons les
deux modes de composition :

jl +jz § 324'33
J 3, + G

]
ot

I
i}

G +J,

Ces deux modes sont schématisés sur la figure VI-9.

s
. : A Fig. VI-9
()‘ 9 y j‘ 3,
= ™,

I1 leur correspond deux bases de kets notés respectivement :

(VI-117)

[
w

[(31s 32) 95 33 5 I M> = |¢9JM>

l31s (G2ds) @' 5 9 M> = |69 jo (VI-118)



- 191 -

Les kets |¢9JM> et |wglJ.M.> sont nécessairement orthogonaux, sauf si

J =J' et M =M (des vecteurs propres de J2 et Jz de valeurs propres
différentes sont orthogonaux). Montrons que leur produit scalaire dépend
de J, g et g', mais pas de M. En effet, si 1'on introduit entre le bra
<¢9JM| et le ket |¢9|JM> la relation (VI-5¢c) :

= 2 _ 2 _
9J, = J2-072-ny,
et si 1'on utilise le fait que, par construction :
3 o9y, = AT FI) - MMz I) |¢9JM . P
B2 -32- J1l¢9,.> = h2[J(J +1) - M2 - M|¢9,> (VI-119)
z z JM JM

(et une relation du méme type pour les kets Iwg JM>). On obtient :

o9y W0 g = <%y 0 gy (VI-120)

Par définition du coefficient 6j :

Ja J2 g
Js J g'

On pose alors :

<¢gJM |¢g M c SJJ. 6MM' /(29 + 1) (2g" + 1)
r i i+ Gl
(_1)31 J2 + J3 {g: 32 g' (VI-121)

[les (-1)jl tJ2 33+ ot racines carrées sont,ici aussi,introduits
pour donner une plus grande symétrie aux coefficient 6j].

Les propriétés des coefficients 6j sont les suivantes :

(i) ils sont réels

(ii) i1s sont invariants dans une permutation quelconque des
colonnes entre elles .

(i1i) ils sont invariants si 1'on remplace deux éléments de 1la
premiére ligne par les é&léments correspondants de la seconde (et vice-versa)

(iv) on peut associer & chacun d'entre eux un tétraddre dans
1'espace (figure VI-10). Le coefficient 6j ne dépend que des moments ciné-
tiques et de leur position sur le tétraédre.
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Fig. VI-10

(v) i1s sont nuls sauf si, pour chaque face du tétraédre :
. la somme des moments cinétiques est entiére
. les égalités du triangle sont vérifiées.
Pour démontrer les relations, on développe sur la base
|1 : m>@ |2 : my>@® |3 : my> les deux vecteurs (VI-118). Par exemple :

|¢gJM> - (_1)j1 - J2 - Js +m, + g+ M
mymsyms
m;z
g+ ¥ J1329 g Jjsd '
myMma-my o/ { My oM3-M
|1 P> & |2 tm> @ |3 D m3> (VI-122)

Ensuite, par produit scalaire, on obtient, d'aprés la définition (VI-121) :

1 .1j2j3 - _ Ji +Jdy +Jd3 + M + My + M,
6.']33”3 Gmam'a 2j; + 1 gn]zda} Z (-1)
M;M,M;
myms

J1J2j3 J2J3jl J3J1j2 jlj2j‘3 )
(Ml‘MzMa) (MZ-M3m1>(M3-M1m> (mlmzm' 3> (VI 123)

Cette égalité conduit aux relations de symétrie énoncées plus haut.

En utilisant les diverses propriétés des coefficients 3j et 6j,
on peut démontrer un grand nombre de relations utiles, que nous ne donnerons
pas. On pourra se reporter & 1'appendice C du tome II du livre de A.
Messiah [référence (2)], ou encore au livre de A.R. Edmonds, “Angular
momentum in quantum mechanics" (Princeton University Press). Signalons
qu'il existe des tables numériques des coefficients 3j et 6j [M. Rotenberg,
R. Bivins, N. Metropolis et J.K. Wooten, “The 3j and 6j symbols", M.I.T.
Technology Press ; Crosby Lockwood and Sons, London].

Remarque :

La procédure utilisée peut se généraliser. On est ainsi conduit

a des coefficients 9j, 12j, etc.
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CHAPITRE VII
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a) Opérateurs scalaires
b) Opérateurs vectoriels
c) Opérateurs tensoriels K = 2
d) Décomposition de la matrice densité sur les T(K)
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Nous avons, dans le chapitre précédent, étudié diverses
propriétés des opérateurs Ra(¢) qui traduisent 1'effet d'une opération
de rotation sur le vecteur d'état d'un systéme physique quelconque.
Mais nous avons déja remarqué (chapitre IV, § C) que les mémes opérateurs
Rﬁ(¢) permettent de calculer 1'effet des rotations, non seulement sur le
systéme physique lui-méme, mais également sur les appareils de mesure
associés aux diverses observables A du systéme (opérateurs hermitiques
a spectre complet). En effet, 1'opérateur A' associé aux instruments de
mesure ayant subi une rotation d'un angle ¢ autour du vecteur unitaire
U est :
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A' = Ry(e) A RT3(4) » (VII-1)

ol, rappelons-le :

;
Rﬁ(¢) =exp { - V—¢ Jy } . (VII-2)
‘K En particulier, si la rotation est infinitésimale (angle &) :
A' = A---;‘-&b[Ju, Al . (VII-3)

C'est donc le commutateur de A avec les diverses composantes J du moment
cinétique total J qui traduit 1'effet d'une rotation 1nf1n1tes1ma1e sur
chaque observable.

Dans ce chapitre, nous allons donc étudier la rotation des

observables et non celle des vecteurs d'état comme dans le chapitre précédent.
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La principale différence est que, pour effectuer des transformations sur
les observables, nous remplacerons les formules du type :

[ > = Ra(9)[v > (VII-4)

par la relation (VII-1), ol R§(¢) apparait deux fois au lieu d'une seule.
De facon analogue, pour les rotations infinitésimales, au lieu de faire
simplement agir J, sur ¢ >, nous introduirons le commutateur (VII-3).

Pour le reste, nous ne ferons qu'utiliser 3 nouveau les raisonnements (ainsi
que les notations) du chapitre VI.

Ce chapitre VII doit donc étre considéré, non comme un exposé
ol des idées importantes et nouvelles sont introduites, mais plutét comme
un chapitre d'applications ol des techniques de calcul sont présentées.
Cette &tude nous permettra en particulier de dégager la notion d'opérateur
vectoriel (§ A) ou tensoriel (voir le complément VII-A pour un rappel élé-
mentaire concernant les tenseurs classiques); elle nous conduira a introduire
(§ B) la définition des "opérateurs tensoriels irréductibles" . Ces derniers
permettent, en mécanique quantique, de simplifier considérablement de nombreux

calculs ol 1'algébre angulaire et 1'invariance par rotation jouent un rdle.
La simplification introduite provient principalement du théoréme de Wigner-Eckart
que nous démontrerons et commenterons ensuite (§ C). Une application importante

des méthodes de calcul exposée est donnée par les opérateurs multipolaires
électriques ou magnétiques d'un systéme de charges (voir complément VII-B).

Remarque : I1 est important de garder & 1'esprit le sens
physique de la formule (VII-1) [ ou de sa forme infinitésimale (VII-3) ]. En
effet, si 1'on confond les opérations de rotation d'un systéme physique ou
de ses observables, on s'expose d des erreurs de calcul (en particulier des
fautes de signe, comme nous allons le voir dans cette remarque) .

La figure ‘VII.1, symbolise la fagon dont nous avons obtenu
(VII-1) [ cf. raisonnement des §§ A et C du chapitre IV ]. Nous avons cons-
truit 1'observable A', transformée de A par rotation, de fagon qu'aucun
résultat de mesure physique ne soit changé si 1'on tourne a la fois le
systéme physique et les instruments de mesure (les résultats possibles de
cette derniére ainsi que leurs probabilités ne dépendent que des positions
relatives des appareils de mesure et du systéme mesuré).
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Pour prendre un exemple concret, considérons une expérience
du type Stern et Gerlach. La quantité mesurée est alors la composante du
spin d'une particule le long d'une direction v donnée, et 1'observable A
s'écrit S.v (le vecteur V est supposé unitaire). Supposons qu'initialement,
Te spin soit 1'état propre |+ >y de cette observable (valeur propre + # /2);
le résultat de la mesure est alors certain : c'est + B/ 2. Si 1'on fait
subir au systéme une rotation Ra(¢), son état devient |+ >»,, &tat ou le

v
. . . . > -
spin pointe dans la direction v donnée par :

V= Re(e) V (VII-5)
Le ket |+ >y est ket propre de la composante de S sur v (valeur propre

+ K/ 2), composante qui est précisément 1'observable A' transformée de A
par rotation des instruments de mesure :

S0 = B.v)' = Re(e) SV Ry (4) (VII-6)

Bien sr, si 1'on tourne a la fois le systéme physique (spin) et les instru-
ments de mesure (aimants de Stern et Gerlach), rien n'est changé : le résul-
tat de mesure est toujours certainet vaut + J / 2.

Dans cet exemple, on voit bien 1'analogie profonde entre une
rotation des appareils de mesure et une rotation des axes en géométrie : on
mesure la composante de S sur 1'axe V, puis sur 1'axe V'. En d'autres termes,
les appareils de mesure définissent les axes d'espace par rapport auxquels
les propriétés physiques du systéme sont examinées.

Le risque d'erreur signalé plus haut tient seulement au fait,
bien connu en géométrie ordinaire, qu'il n'est pas équivalent d'effectuer
une rotation R sur chaque point v de 1'espace ou d'effectuer une rotation
des axes. Dans le premier cas, on écrit :

I (VII-7)
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et la matrice (R) donne directement la modification des composantes du
point par rotation. Par contre, dans le second cas, on écrit que les
vecteurs unitaires & des axes de coordonnées se transforment suivant :

’é'i =R e, (VII-8)
et que :

> > - . _ _

r = ? X; €; ? x'y el X; = X5 ¥, Z (VII-9)

(le vecteur ¥ est le méme, quelle que soit la base & laquelle on le rapporte).
On obtient alors :

X X
y = (R) y' (VII-10)
z z'

[ on passe maintenant par 1a matrice (R) des nouvelles coordonnées aux
anciennes ] , ou encore :

x! X
'l o= @7 y (VII-11)
z! z

=

Tourner les axes revient donc & effectuer sur les coordonnées 1'opération
exactement inverse de celle oi 1'on tourne les vecteurs r eux-mémes. Evidem-
ment, si 1'on tourne & la fois les vecteurs ¥ et les axes, rien n'est
changé en ce qui concerne les coordonnées x, y et z.

En mécanique quantique, effectuer 1'opération |¢' > =R |y >
est donc 1'analogue d'effectuer une rotation sur les vecteurs ¥, alors que
transformer les observables suivant (VII-1) est 1'analogue d'un changement
des axes de coordonnées. Si 1'on ne distingue pas soigneusement les deux cas,
on risque donc de confondre deux opérations inverses. Si 1'on préfére, on
peut assimiler la rotation du vecteur d'état & une “rotation active", celle
des observables a une "rotation passive" (voir discussion de la remarque
dans 1'introduction du chapitre IV).
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1. DEFINITION

Un ensemble Vx’ v

Y VZ de trois opérateurs constitue les

trois composantes d'un opérateur vectoriel si, par rotation, ces opéra-

teurs se transforment comme les composantes d'un vecteur dans 1'espace

d trois dimensions. Les formules (VII-11) de transformation des compo-

santes d'un vecteur deviennent donc dans ce cas :

Vi -\ Yy
"y - €%3(¢) v, (VII-12)
v Z VZ
avec :
! = R» ++ -
v Xi = Ru(d)) in R u(d)) (VII-13)

Dans la suite, il nous sera plus commode de faire apparaitre
les matrices (R) que leurs inverses. En effet, si 1'on utilisait directement
(VII-12), on devrait par exemple, pour appliquer successivement deux rotations

R et R', renverser 1'ordre des matrices puisque :

®RR) = ®)TR)T!

(VII-14)

Pour éviter cet inconvénient, nous tirerons parti du fait que les matrices

(R) sont orthogonales (leur inverse est égale a leur transposée)
écrire (VII-12) sous la forme équivalente :

(V'X V'y V'Z) = (Vx Vy VZ) (J{ﬁ(qs)) (_VII-15)
Si 1'on explicite cette relation, on obtient :
T = = -
R in R ?. CR)i,i inl Xis X350 % X, ¥, Z (VII-16)

qui constitue une premiére définition d'un opérateur vectoriel.
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On peut condenser les trois opérateurs V,, v

y et VZ dans la
notation vectorielle

V=V e +V e +V e (VII-17)

ce qui conduit & écrire (VII-12) sous la forme :

>

-1 >
VI = R 3(¢) ) (VII-18)
En particulier, pour une rotation infinitésimale d'angle &¢, V' devient
[ cf (V-30) 1:

> >

> > > - >
VI =V 4+48V=V-6puxV (VII-19)

Comme par ailleurs la formule générale (VII-3) devient ici :

&V = -%&p [d,V ] (VII-20.a)

u’
s vl . - . - .
la condition pour que V soit un opérateur vectoriel peut s'écrire :

[ 3 V1 =-ihuxV (VII-20.b)

Par linéarité, on peut encore obtenir 1a définition équivalente :

>

[ (J.0), (VW) 1 = iff (uxw).V (VII-20.c)

->
Une derniére fagon de définir un opérateur vectoriel V est

d'expliciter les composantes de (VII-21), ce qui donne :

[ Jyo VX ] = 9
{ Jx, Vy ] = 1% VZ
[ dys Yy 1 = -ilt vy (VII-20.d)

(& ces trois relations, on ajoute les 6 autres obtenues par permutation
circulaire des indices x, y et z).




- 201 -

2. LES OBSERVABLES FONDAMENTALES SONT VECTORIELLES

Nous appellerons observables fondamentales d'une particule
ses opérateurs position ﬁ, impulsion P et spin 3. A partir de ces obser-
vables, on peut construire toutes les autres : le moment angulaire orbital
t, oud = f+§, ou encore 1'hamiltonien H, etc... I1 est donc important de
déterminer comment ces observables fondamentales sont modifiées par rotation.
En mécanique classique, on sait que la position ¥ d'une parti-
cule, son impulsion E, ou méme son moment angulaire T =7rx E sont des gran-
deurs vectorielles. Nous allons voir qu'il en est de méme en mécanique
quantique.

Nous avons déja vu [cf. chap. V, § B-1] que :

[ JX s PX ] =ik eijk P (VII-21.a)

i % Xk
ou encore :
[@G), WB)] =ik GxV). P (VII-21.b)

Ces relations traduisent les relations de commutation entre
rotations et translations, aussi bien dans le cadre du groupe de Galilée
que celui de Lorentz. L'opérateur P est donc vectoriel.

L'opérateur position R n'est pas le générateur infinitésimal
associé a des transformations appartenant au groupe de Lorentz ou de Galilée,
bien qu'il soit relié a XK [ cf. chap. I, formule (I-54) et la remarque a la
fin du § C-1 du chapitre III ] . I1 nous faut donc examiner ces transformations
de plus prés.

Remarquons tout d'abord que :
(R, J1 =1 R T+3%) =R, T (VII-22)

Cette égalité nous permet de nous contenter de calculer les 9 commutateurs
des composantes de R avec celles de L. Nous ignorerons donc les variables
de spin, et raisonnerons dans 1'espace des états &;. On a alors :
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R = J dBry |r><r (VII-23)
et, comme
Ra(¢) |[F > = |7 > (VII-24.a)
ol
= Rx(¢) ¥ (VII-24.b)
il vient :
R' = Ra(9) R R'2(6)
= | &3 Fr' > <P
= |d3rt [RTI(4) F 1 [F' > <7
=.‘R_1-J(d>) f d3r' 7! I—F' > < —ry"l
=R7'5(0) R (VII-25)

-5
L'opérateur R est donc vectoriel.

. ->
c) Spin_S

L'opérateur spin $ commute avec tous les opérateurs agissant
dans &;, de sorte que :

[ Jo» S, =

x? Jy

| !
— —
—
+
wn
[%2]
— X
I wn
e
x St
wn

(VII-26)

On voit donc facilement que S est vectoriel.

Remarque : Les opérateurs T et J sont éga]ément vectoriels.

3. COMPOSANTES STANDARD

Au § 5.a du chapitre VI, nous avons vu que les matrices de

rotation (R [J=1]) ne sont autres que les matrices habituelles de rotation

. . -> > -> -
®), mais dans une autre base. Partant en fait de la base e, ey et e, od
agissent les matrices (R), nous avons introduit les trois vecteurs [ cf. (VI-36) ]
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-+ _ 1 -+ .

ley> = - = [ le, >+ ile >

e >

|eo > = Iez >

3> = -/—17_ (18, > -3, > (VII-27.a)

qui donnent la base od les (R) s'identifient aux (R[J=1]). Si 1'on introduit
la matrice S de changement de base (=) :

S S 1
v 2 ey
(S) = L e T (VII-27.b)
vy 2 v 2
L 0 1 o
On a donc :
()7 (Ra(0)) (5) = (RYFH(e) ) (V11-28)

quelles que soient les valeurs des paramétres U et ¢ qui définissent la
-1

rotation. Comme la matrice (S) est unitaire, on a (S) = (S)+ de sorte que

1 A 0
v 2 V2
()7 = 0 0 1 (VII-29)
5 oE
v 2

Si 1'on multiplie (VII-28) & droite par (S)-1 et & gauche par (S), on obtient
1'égalité inverse :

Rappelons que, par convention, la matrice changement de base est celle
qut, dans ses colonnes, contient les composantes des nouveaux vecteurs
de base sur les anciens.



(Ra(¢) ) = (5) (RUEY (4)) (5)7 - (vI1-30)

que 1'on peut reporter dans (VII-15). I1 vient :

(v v, V)= v V) (9) (REE ) ) (o) (VI1-31)
ou encore :
(Vv V) (8) = (U V) () x (RS (e)) (V11-32)

11 apparait donc 1a matrice :

(Vy Yy Vp) (S) = (V43 Vg V_p) (VII-33)

o, d'aprés (VII-27.b) :

1 .
V+1 = - E (VX + TVy)
Vo = VZ
-1 _ i _
o (¥, - 1V,) (VII-34)

L'égalité (VII-32) s'écrit alors simplement :
(Vo Vv ) = (v v vy (REEY () (VII-35)
+1 "o " -1 +1 0o -1 u

~ 1 1 t A< = 2 1
ol V' 4, Vi et Vi, désignent les opérateurs transformés de V_,, v, et Vi
par rotation :

V'S R(8) Yy R1a(6)
m=+l, 0, -1 (VII-36)

Les opérateurs Vm définis en (VII-34) sont appelés "composantes
standard" de 1'opérateur vectoriel V. La relation (VII-35) exprime que ces
composantes standard se transforment par rotation comme des kets d'une base
standard de moment cinétique j = 1. En effet, si 1'on explicite cette relation,
on obtient :

_ [j=11 B}
RV R = g' (R )i Vi (VII-37.a)

-
(nous sous-entendrons & partir de maintenant les paramétres u et ¢),
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qui est 1'analogue de :
R |d=1, m> =z (RUE=Y | j5=1, mt > (VII-37.b)
ml
i sas (3=1 .
Rappelons la définition (VI-20.b) des (R )m'm :

(R[j])m'm =< j, m'|exp { - %-Ju } (3, m>

On congoit donc 1'intérét d'introduire des composantes standard Vm : elles
nous permettent d'appliquer sans changement la théorie du moment cinétique
et de la base standard du chapitre précédent. Le passage des composantes

cartésiennes VX. (Xi = X, y ou z) aux composantes standard Vm. (mj =1, 0
ou -1) est donné par la formule : J

V =Z (S);; V

ms oy T x5

m = 1; m, = 0; my = -1 (VII-38.a)

[ relation équivalente a (VII-33) ] et, inversement :

Vo =z Sh.v =3 () v VII-38.b)

X.i - jl )jli mJ-l - J'i ( )ij‘ mj' ( :

[ car S est unitaire].

Remarque : On peut noter 1'analogie entre la. formule (VII-27.a)
de définition d'une nouvelle base (complexe) dans 1'espace habituel et la
définition (VII-34) des composantes standard. I1 faut cependant prendre

garde au fait que :

> > > -
V = VX e, t Vy ey + VZ e,
=V_p etV 8+ Ve (VII-39)

c . o= > ~ >
(V,, est associe a e_;, V_; & e,1)-
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1. DEFINITION

Nous avons trouvé un certain nombre d'observables, comme E,
3, t, etc..., qui sont vectorielles. I1 existe cependant des opérateurs
dont les Tois de transformation par rotation ne sont pas celles de vecteurs.
Par exemple, on vérifie aisément que :

ﬁZ > >
H= =, G=L.S (VII-40)

sont des opérateurs qui commutent avec 3'et, par suite, sont invariantes
par rotation (nous les appellerons "observables scalaires"). D'autres
opérateurs comme :

T = XP, +P.X (VII-41)

ont des Tois de transformations plus compliquées.
Une observable A quelconque sera obtenue comme une fonction F
des observables fondamentales

A=FR, P, %) (VII-42)

Par exemple, si 1'on applique les régles de quantification canoniquesd une

(ou un ensemble de) particules sans spin, on obtient 1'observable quantique
par substitution dans la fonétion classique de T en ﬁ, 3 en P, et éventuelle-
ment par une symétrisation convenable (pour tenir compte de 1a non-commutation
entre opérateurs). Quoi qu'il en soit, la fonction F peut étre développée en
série de Taylor, ce qui fait apparaitre des termes du type :

CxV, W ... Z (VII-43)
Xi Xj XQ

Dans cette expression, C est une constante (proportionnelle & une dérivée a
1'origine d'ordre n de la fonction F) et Vx s wx s e Zx sont les composan-

- - A L
tes cartésiennes de n opérateurs vectoriels (xi,J X - Xp =X, you z).

J' .
Les opérateurs V, W...7 représentent chacun 1'un des trois opérateurs R,
P ou 3, mais tout ce qui va étre dit par la suite reste &galement valable
si ce sont des opérateurs vectoriels différents des observables fondamentales

(f =Rx?P par exemple).
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Considérons alors tous les termes du type (VII-43) ol 1'on a
effectué un choix donné pour les n opérateurs vectoriels (on spécifie par
exemple le nombre de fois ol apparait chaque opérateur E, P ou [ et dans
quel ordre). Ces termes ne différent que par le choix des composantes X5
X5 +or X et sont donc au nombre de 3". On regroupe ces 3" termes dans
un tableau d'opérateurs (en faisant C = 1 pour abandonner cette constante)
que 1'on appelle opérateur tensoriel T(n) d'ordre n. Les composantes de

cet opérateur sont :

T(n) Xi coo Xp =X, yOUZ (VII-44)

Xis X5 -0 Xg i % T Xy i 7

et on note :
™ _Vele...o7 (VII-45)
Par exemple, si n =1, on retombe sur le cas déja étudié d'un opérateur

vectoriel, représenté par une matrice ligne @ 3 éléments. Si n = 2, le tableau
est une matrice 3 x 3 comme :

2
_ Jy Jy Jy Jy J,
2)
T( = J 2 J
Jy X Jy Jy z
2 -
J, Jy J, Jy J, (VII-46)

(on é pris le cas ol V=W-= 3). De 1a méme fagon, si n = 3, on est conduit
a un tableau cubique 3 x 3 x 3 (ensemble de 3 matrices 3 x 3), etc... Il est
clair que toutes les fonctions F peuvent, par développement de Taylor, s'ex-
primer comme combinaisons linéaires des composantes de tels tenseurs.

La question qui se pose alors est de déterminer comment se trans-
forment les composantes des opérateurs tensoriels T(n) par rotation. On a :

(n)
+ + + + )
RT R" =RV, RRRW R" ...RZ R (VII=47)
X; xj..x2 X; xj X
Or, comme V, W, cee 7 sont vectoriels, on peut utiliser la formule (VII-15)

de transformation des composantes cartésiennes de ces opérateurs, de sorte que

le second membre de (VII-47) s'écrit :
z CRJi.i (R):vs oo (:R,)z.2 Vx W R4

it... s 3 it Xy
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Pour finir, (VII-47) devient :

R (M P = 3 R)jrg ®gusees Ry T (VII-48)
1

X: Xsee X X

i%j L it jt... X5

FURRRESY
De fagon plus générale, nous appellerons opérateur tensoriel
T(n) tout ensemble de 3" composantes (opérateurs) se transformant par rotation
suivant la loi (VII-48). I1 est clair que,non seulement les opérateurs produits
tensoriels (VII-47), mais toutes leurs combinaisons linéaires (pour une méme
valeur de n) donnent des opérateurs T(n). L'ensemble des T(n) pour n fixé
constitue un espace vectoriel de dimension infinie (ﬁ).
Nous avons donc obtenu des lois de transformation linéaire
(VII-48) pour les composantes des opérateurs tensoriels. A ces lois de trans-
formation correspond une représzntation 1inéaire du groupe des rotations. En
effet, si 1'on applique successivement deux rotations R1 et R2 dans cet ordre,
il faut écrire :

Te(n) - g, TN R,
X XjeooXg 1 x5 XjeoeeXg 1 ‘
_ 5 Re)ses Ra)ivsens Ry)org T (VII-49)
TTY :Ri it jQ‘l J'j 1/2'2 X5 Xj"' Xg 1
et :
re(n) -, T:(M) R,
X; xj.. Xy 2 X; xj...x2 2
ST R R)sisees R)gey BT Rt
TN 31 i'i 1/3'3 1/2'% ™ Xi Xj"‘ Xgr 2
S phe s B Radgrgee Redprg > @Rpdguge (Redguge- (Rl
7(n)
X'i" Xju--- XZ"
= (n) -
i"g".. y (RoRy)jug (RgRy)juge (RoRp)guy Txi" K- Xy (VII 50)

> > . = —————— " - - - . = - P R . T . T S+ = = G . = ——— " - " A -

Le nombre d'opérateurs scalaires (ou vectoriels) linéairement indépen—
dants agissant dans un espace des états & de dimension infinte est, en
général, infini (on peut définir de fagon indépendante des éléments de
matrice réduits dans tous les &(t, jl; ef. § C-2).

N.B. : ne pas confondre espace des opérateurs et espace des états &
(ou agissent les éléments du premier espace).
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g———— Cette formule est bien celle que 1'on obtient en remplacant, dans
la définition (VII-48), R par 9L23E1 et R par R,R;

I1 est alors naturel de se demander si cette représentation est
réductible ou non. Dans le cas n = 1 (opérateurs vectoriels), la représen-
tation est évidemment irréductible, car nous avons vu qu'un changement de
base nous a permis d'introduire les composantes standard qui se transforment
directement avec les matrices ( rl3=H ). Dans le cas ol n > 2, ce n'est pas
évident a priori. Cette fois encore, nous allons définirde nouvelles composantes

de fagon a pouvoir directement utiliser les résultats du chapitre VI concernant
les représentations irréductibles du groupe des rotations.

2. COMPOSANTES SPHERIQUES

Nous allons introduire ici les “"composantes sphériques" (ou, de fagon
plus explicite, les "composantes sphériques découplées“) d'un tenseur T(n).
Pour un opérateur vectoriel V, ce sont les composantes Vm définies en (VII-38.a)
que nous avons alors appelées composantes standard (si n = 1, les composantes
standard et les composantes sphériques découplées se confondent, mais ce n'est
plus le cas dés que n > 2, comme nous allons le voir). La matrice (S) de chan-
gement de base qui apparait dans+(VII-38.a) est donnée en (VII-27.b).

> >
Pour un tenseur V(n) =VeWe ... 8 Z, les composantes sphériques

découplées sont les T(n) définis par le produit :
m.i mj ..mR,

1(n) =V W Z (VII-51)

mymso..om mg oMy my

On a donc
7{n) - (S)svs (S)ivsens (S)oer Vo M z
mymg ..My it i'i Ji'J L8 X Xjeeee X

- 3 (S)svs (S)avseen ()0, TS
.iljl...zl 11 J J 2°2 X.i|Xj|..X2|

mss mj.. m, = +1, sii,J, ..£=1;0si1,J ... 2=2; -15si1i, j...2 =3

=xsii, =1 ysii,j..=2;25sii,j...%=3

(VII-52.a)
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Inversement, la matrice (S) étant unitaire, on a :

T(n) = 3 (S50 (S)5usenn (e, TAM (VII-52.b)
x-is j--- 2 i'j'..JL' ii! J'J 2°2 m,i|mj|...m£|

I1 est clair que ces deux égalités, introduites a partir dun tenseur de la forme

V ] W 8 ... 8 7, sont valables pour un tenseur quelconque (elles sont linéaires
en T).

Comment les composantes sphériques se transforment-elles par rotation ?
La formule (VII-37.a) permet de calculer 1'effet d'une rotation sur chaque com-

posante Vm s Vm s ee Zm de (VII-51) et on obtient (en intercalant autant de
i J 2

fois que nécessaire RTR = 1 entre les opérateurs Vm., wm cel)
i J
1 (1] (1]
R T{N) Rf = 3 (R o rty Ry
My MMy, it My My MM o™
V., W, ... Z, (VII-53.a)
my Tml m'
ou encore :
r T(N) R - ¢ (Rlll) ' (R[II) ' (R[]‘]] '
My My it M5 My ™3 Mo Mg
(n) .
T 0/ o ' (VII-53.b)
migms...ml

Cette fois encore, on peut &tendre par linéarité la validité de cette formule,
->
du cas ol T(n) est un produit tensoriel V o We ... f,au cas général.

Considérons maintenant n systémes physiques, de moments cinétiques
j =1 [ la valeur propre du carré de leur moment cinétique est 22 ] : le
systéme tfl , d'espace des é&tats &, (& 3 dimensions) engendré par les kets
[1: m > (m; =+1, 0 ou -1); le systéme :f;, d'espace des états &,, engendré
par les 3 kets |2: my > (m = +1, 0 ou -1), etc... Pour le systéme S total
obtenu par la réunion de Jpl, JF;, cee \7P , une base de 1'espace des états

n
(base "découplée") est donnée par 1'ensemble des kets :

|1: m; >& [2: my, >® ... |n: m. >

ol tous les m valent +1, 0 ou -1. Par rotation de 1'ensemble du systéme Y,
ces kets se transforment selon :
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Rr(¢) [ [1:m > ® |2: my >e ... 8 [n:m >]
~i9d, /K -i9dy/H -igd [
= [e [1: m; >1 8 [e [2: m;, >1...8 [e In: m_ > ]
(1] 1] Y
= I R . R ' ... [ R !
mymy ... m ( )mlml( )m2m2 ( )mnmn
n
|1: my > |2: my > 8 ... B |n: m. > (VII-54)

[ dans cette égalité, 31, 32, ... désignent les opérateurs de moment cinétique

associés respectivement a JFI, 592 s ... 1. Nous obtenons donc, pour les
kets de la base découplée, exactement la méme loi de transformation qu'en
(VII-53.b) pour les composantes sphériques découplées. En d'autres termes,

n . . .
les Tm )m m. Se transforment suivant des matrices obtenues par produit

T L. (1]
tensoriel de matrices (R*"" ).

C'est cette propriété qui va maintenant nous permettre d'appliquer la
théorie générale du couplage des moments cinétiques (passage des composantes
sphériques découplées aux composantes couplées, ou composantes standard). En
composant n fois des matrices de rotations R[J]
valeurs de J obtenues sont :

ol j = 1, nous savons que les

Valeurs de J

n=1 @

h=2 @ /]f—\ /@\

n=3 1 0 1 4 1 2 ©)
VYRS /1 \\ VA RN VAR U\ At

n=4 612 1 012 123 012 123 23@

etc...

Nous voyons apparaitre des représentations irréductibles du groupe
des rotations allant jusqu'd la valeur maximale J = n (valeurs entourées sur
le tableau (ﬁ)). On remarque que cette valeur maximale n'est obtenue qu'une
seule fois (un seul schéma de couplage), contrairement aux autres valeurs.
Les opérateurs obtenus aprés cette opération de couplage des moments cinétiques
pour obtenir des représentations irréductibles sont appelés “opérateurs tenso-
riels irréductibles". Le paragraphe 3 suivant est consacré a leur définition
précise et & 1'étude de certaines de leurs propriétés.

- . - - " . ——— " - R G . - - - = D " T OO e S -GS M S W = S T A e G - . 0 . - -

*

(=) La valeur J = 0 est également entourée pour n = 2 car c'est la premiére
fois qu'elle est obtenue. Elle correspond d un opérateur scalaire (inva-—
riant par rotation).
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3. OPERATEURS TENSORIELS IRREDUCTIBLES

Avant d'aborder le cas général, nous allons étudier en détail le
cas od n = 2, qui est la valeur la plus faible de n pour laquelle on n'est
pas ramené aux opérateurs vectoriels initiaux (n = 1). Ceci nous permettra
d'introduire pratiquement toutes les idées et les notations qui apparaissent
dans le cas général ol n est quelconque.

a. Décomposition_d'un_tenseur n_=_2

a) Définition des tenseurs T

Dans le cas od n = 2, le tenseur T(z) [ également noté:7 1 posséde

9 composantes cartésiennes T et 9 composantes sphériques (découplées)

X: X
Tm.m . Ces derniéres se transforment par rotation comme les 9 kets :
i
|11 m, my > = |1: ms > @ |2: my > (VII-55)

associés a deux systémes de moment cinétique 1. Par couplage de ces états,
on obtient les kets |J, M > dont 1'expression explicite est [ cf. exercice
(ii) du § C-2.b du chapitre VI ]

(|2, 2> = 1111>
2,1>= ——[|1110>+- |1101>
/2 V2
< |2, 0> = J_1:|111-1>+_/%|1100>+71__ 11-11>
5 6
|2,-1>=71_—|110-1>+L|11-10>
2 vV 2
|2, -2 > = [11-1-1> (VII-56.a)
. 1 1
|l1,1>= — [1110>-— [1101>
V2 V2
1,0>= 1 [111-1>--L j11-11>
V2 2
11, -1>=% |11o-1>-% I11-10> (VII-56.b)
1 1

|o,0>=—|111-1>-E|1100>+/___ [11-11> (VII-56.c)
3
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Les fractions qui apparaissént dans ces égalités sont les divers coefficients de

Clebsch-Gordan < 1 1 my mp, |J M >. De T1a méme fagcon que ces coefficients permettent

de construire les états |J, M > de la base couplée a partir des états

|1 1 m;y my >, nous pouvons construire les “composantes standard" (ou compo-

santes sphériques couplées) T(g) de 1'opérateur tensoriel T par :

T(g) = I <11m m|KQ> ?; n (VII-57.a)
my mp 1 M2

Dans cette formule, K remplace 1'indice J du moment cinétique total et vaut

2, 1 ou 0; 1'indice Q qui remplace M varie par valeurs entiéres entre +K et

-K. Inversement, on a :

T - (K) -
oy m = 2 11mm [KQ> T4 (VII-57.b)
Alors, de méme que :
Ry, M>=z (R o, s (VII-58.a)
M !
on a :
K) ot (K] (K)
R T - -58.
MRS (R T (VII-58.b)

Le résultat découle immédiatement de 1'identité des formules de transformation

des T . etde celle des kets |1 1 my mp >, et du fait que les T(g) sont défi-
1M2 <

nis a partir des 7& m exactement de la méme fagon que les |J, M > & partir des
1m2 i
{1 1m my >. Le calcul qui conduit a (VII-58.a) pour des kets donnera automati-

quement (VII-58.b) pour des opérateurs [ comme nous 1'avons dit dans 1'introduction

de ce chapitre, i1 suffit de remplacer 1'action de R sur un ket par le commuta-

teur pour un opérateur ] .

Vérifions-le cependant de fagon explicite. Pour cela, é&crivons que :

[J, M>= % <j; jpm

m. m,
1J

i |9, M > [3; Jp my m; > (VII-59)

(dans ce calcul, seules les valeurs j; = jo» = 1 nous intéressent; cependant,
le calcul est le méme lorsque j, et j, sont quelconques et son résultat nous
sera utile dans la suite). On a donc :
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. J
< OMRIILM > = 5,5 (RETY

= mzm m.zml < jljzmimjld M >< jljzmim;jl\]lM' > < jljzmimleljljzm;m\'j >
i i g
(VII-60)
avec :
< jljzmimj|R|j1j2mimj > =< gam |Ry[dymy >< 52m3 |R2lj2mj >
= ( rlJ1] )m'.m. ( pliz2] )m'.m. (VII-61)
1 J J
I1 vient donc :
[J] 4 -3 5 3 1 4 t 1
8590 (R Iy = 2 o< Jlszimjld M >< §ygpm'; m', gt M' >
m.,m, m%m'.
LN 17
( R[jll ) . ( R[jZ] ) . (VII-GZ)
m'; m, m'sm,
Considérons alors 1'expression :
K) ot = +
RTK RM - 5 <1im o m|KkQ>RT _ R
Q Y i mm;
J
- (1] (1] T
B Zm m'zm' <llmy ijK Q> (R )m} m, (R D )mem. T e,
MM MMy JJ
- (1] (1]
= mzm m'zml <11lm, mj|K Q> (R )m% m, (R ).
ity i I
[}
x £ <1lmt m'[K' Q' > T(g.) (VII-63)
KIQI J

{ On a utilisé les deux relations (VII-57) 1. Compte tenu de (VII-62), ol
1'on fait j)

jo = 1, on peut effectuer la sommation sur les 4 indices ms,

mj, m} s ms en faisant apparaitre GKK' qui supprime également 1a sommation

sur K'. Pour finir, il reste 1'égalité (VII-58.b).

5 Les T(K) sont appelés “opérateurs tensoriels irréductibles"; chacun

d'entre eux a 2K+l composantes standard T(gy. La formule (VII-57.b) permet

d'obtenir les 9 composantes sphériques découplées associées d chaque T(K

[ dans cette formule, on effectue la somme sur Q, mais par sur K, de fagon
d obtenir les Tm my associés & chaque valeur de K séparément ] . L'égalité
(VII-52.b) donne ensuite les composantes cartésiennes correspondantes (le

calcul explicite sera effectué au § B de ce paragraphe).



Le tenseur de départ T apparait comme la somme de 3 contributions
venant des valeurs K =0, 1, 2 [ somme sur K dans (VII-57.b) 1

F(n) | g(k=2) , F(K=1) , 5(K=0) (VII-64)

(voir Te § B suivant ou cette décomposition est effectuée).
Pour une rotation infinitésimale, on sait que :

Ry(60) = 1 - 1 %Q-Ju (VII-65)

de sorte que (VII-58.b) devient, au premier ordre en &8¢ :

[ Jdys T(g)] =¥ < J=K, M=Q'|Ju|J=K, M=Q > T(g) (VII-66)

En prenant U paralléle a 0x, Oy, 0z successivement, et en combinant
linéairement les deux premiéres inégalités obtenues pour faire apparaitre
J, = JX * 1Jy, on obtient :

(K) ;1 . (K)
(9, T®) 1 = an 7§
(J,, T(g) ] = # /RGT) = QGET) T(gil (VII-67)

Ces relations peuvent constituer une autre définition d'un opérateur tensoriel
irréductible T(g) [ par intégration, i1 est possible de remonter des égalités
(VII-67) qui concernent les transformations des opérateurs dans une rotation
infinitésimale & celles qui donnent les transformations dans des rotations
finies; on obtient alors (VII-58.b) ]

Remarque : Pour Te moment, nous n'avons démontré les égalités (VII-67)
ou les précédentes que dans les cas oa K = 2, 1 ou 0. Nous verrons
cependant qu'elles restent valables lorsque K prend une valeur posi-

tive entiére quelconque.

B) Calculs explicites

En principe, les formules que nous avons écrites contiennent tous
les résultats. Nous allons cependant utiliser les égalités (VII-56) pour les
expliciter, de fagon & rendre plus évidente la nature des tenseurs obtenus.
Nous allons en fait effectuer deux calculs : tout d‘abord, nous prendrons

le cas simple od T = V ® W et donnerons les expressions des T(g); puis,
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pour un tenseur T quelconque, nous écrirons les matrices associées a la
décomposition (VII-64), ce qui fera apparaitre la fagon dont se répartissent
les divers &léments de matrice associés & chaque valeur de K.

Supposons donc que :

-> >
T=VelW (VII-68)

et commengons par calculer le tenseur T(K) associé a la valeur minimale de K.

() k=0

La formule (VII-56.a) donne :

(k=0) _ 1 _
T(Q=0) - 73 (Vi w-1 Vo wo * V-1 Wyl
o1
= -;g[ Vo W+ Vy wy +V, W, ]
1’*—,? .
= - — V.W (VII-69)
/3

L'opérateur scalaire (invariant par rotation) que nous obtenons est donc
> >
simplement proportionnel au produit scalaire V.W.

ii) K=1
(K=1) _ 1 i} _ 1 ) . )
™ = (VyrWoVoHyg) = = 5 [V M=V i (V M-V ) ]
(k=1) _ 1 ) o )
T o = = (V+1w_1 v_1w+1) = :;%E [ vywx way |
(K=1) _ 1 ) 21 ) . ) i
T = o (VHLVogg) = g DV R M (V- M) ) (VII-70)
On reconnait alors les composantes de 1'opérateur :
-+ -> >
K=VxW (VII-71)

et on voit que :

(K=1) _ i
T 1 - /—2 K+1
(K=1) _ i
R |
(k1) _ (VII-72)
= _ 1
NS A
En d'autres termes :
r(K=1) =—/"_—2k =—/"_—Z“\7 X W (VII-73)
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Lesrelations de commutation de cet opérateur avec le moment cinétique total J
sont celles d'un opérateur vectoriel.

@D K- 2

(2) .
T 2 V+1 w+1
(2) . 1
e ";:% (V+1 wo * yo Wyp)
(2) _ 1
(2) _ 1
T_1 = ;:% (VO w_1 + V_1 wo)
TEZ) = VW4 (VII-74)
L'expression de T(S) peut étre mise sous la forme :
8 o L sy, w, - Vi (VII-75)
vy 6

Ce tenseur ne peut pas étre ramené & un tenseur n < 2, au contraire des deux

précédents. En composantes cartésiennes, .il faut donc le.décrire par une matrice 3x:

contenant 9 opérateurs. Nous verrons que cette matrice est symétrique et & trace
nulle.

Remarque : On réserve parfois le nom d'opérateur tensoriel irréducti-

ble aux opérateurs T(K) qui, comme celui-ci, ne peuvent étre réduits

a des tenseurs d'ordre n inférieur (la valeur de K et la valeur ma-
ximale permise K = n).

Prenons maintenant un tenseur quelconque [ qui n'est pas nécessaire-

ment de la forme (VII-68) ] et calculons ses composantes cartésiennes Tx.x.

= 1%
en fonction des T » puis des T(K). Pour T par exemple, on obtient :
mym; Q XX
= * *
T = L (S);eq (S)suq T
XX iljl i'l J 1 m_ilmj.
1 _ _ o
=7 0T+ T - T - Ty ! (VII-76)

puis, en utilisant les coefficients de Clebsch-Gordan donnés par (VII-56) :




= 1 2 2) 1 (2 1 (1 1

T, =t ”(2) + TSZ) - ( 5 T(o) +_ET(°) +_3T(g) )
1 (2) _ 1 (1), 1 (o)

(=T =7 =T ]

(J_s o Tg 0 Ty )
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1 4(2) , 1(2) 1 1(2) 0 _1_ +(o)
=5 [ TS+ TV - — T\ - =7 (VII-77)
2 2 -2 JE 0 J3 O
De méme
= 1 _ -
Ty 7 0T Ty v T - Togp
3 12 O 4(2) 0 3 (1) -
Des calculs du méme type peuvent étre effectués pour les 7 composantes
restantes et permettent d'obtenir la contribution de T(O), T(l) et T(Z)
aux composantes cartésiennes de T. Celle de T(o) est :
10 0
)
-1 0 1(0) 0
/3 °
(0)
0 0 T o
C'est un tenseur scalaire d'ordre n = 2. Les composantes non nulles sont
placées sur la diagonale principale, elles sont égales et invariantes dans
toute rotation. La contribution de T(l) s'écrit :
(0 -7(h) 1E USRS
Lo : Lo,
2 . 2
NS (A S S (O S 0
. /2 2
0 RECD IS
) z Y
. (1) 0 (D)
/2 z X |
_p(1) (1) -
T y T « 0 (VII-79.3)
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On a posé, comme pour toutopérateur vectoriel :

(1) o L (1) ()

X V2
T(;) - 71_2_ [T(%) + Tf}) ]
1 1
T(z) - T(o) (VII-79.b)

Le tenseur obtenu a une trace nulle et est totalement antisymétrique. I1

peut s'écrire :

H)

Sl

Vel

-]
n

ou encore, si
- (i

Enfin, la contribution de T(K=2) est :

L@ - e o), S 1 @@ )
i 2) (2 1 (2).-(2 1 (2 i (2).(2
21 (2)_1(2) i (2),7(2) 2 +(2)
7 [T-T0) 7 [T = o J

Nous obtenons, comme annoncé plus haut, une matrice symétrique & trace nulle.

(i) Seul T(O) contribue & la trace de T.
(i1) On dit qu'un tenseur T(K) est hermitique si ses composantes
cartésiennes le sont [ la matrice (S) étant complexe, ceci n'entraine pas

1'hermiticité des composantes sphériques | . Sur la matrice d'opérateur
que nous venons d'écrire, on voit que 1'hermiticité est réalisée pour T(K=2)

et T(K=o) si :

[ T(g) 1Fo= ) T(K) (VII-80)

Pour T( , cette définition assure que les trois opérateurs T(l)

T(;) et T(l) définis en (VII-79.b) sont hermlthues au sens habituel (en tant

que composantes d'un opérateur vectoriel T) Cependant, pour la contribution

K=1)

a un tenseur d‘ordre 2, on voit que les opérateurs qui apparaissent sont anti-
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hermitiques [ & cause du i//2 en facteur dans (VII-79.a) 1 : 1‘'hermitique
conjugué de chaque opérateur est celui qui est symétrique par rapport a la
diagonale principale (ﬁ).

Partant de la base découplée écrite plus haut :

|1: my >0 |[2:my>9 ... & |n:m >

oli chacun des kets est associé a la méme valeur j = 1, on peut passer a une
nouvelle base couplée de vecteurs propres communs 3132 et J, [ 1'opérateur J
désigne le moment cinétique total j + j + ...+ 3 . Par exemple, on
ch01s1t de coupler Jl et J2 pour obten1r un nombre quant1que J;, (on pose

J12 = J1 + Jz) pu1s 1eur somme 3 J3 ce qui donne le nombre quantique Ji23
(on pose J123 = le + J3), etc... On obtient Tes états :

I'JIZS ‘]123’ o3 d, M> = X Cm m [le, \]123...,JM]
mi+...+m2=M it

|1: m,

;> 8 |2: my > ...® [n: m, > (VII-81)

L

Dans cette égalité, les coefficients C sont des constantes obtenues par pro-
duits de coefficients de Clebsch-Gordan. Lorsque, dans (VII-81), M varie de
+J & -J (les autres nombres quantiques Jy2, Jy23, ... restant constants), on
obtient 2J+1 kets qui engendrentunsous-espace irréductible & 2J+1 dimensions (
Ces sous-espaces sont spécifiés, non seulement par la valeur de J, mais aussi

ﬁﬁ);

par celle de Ji2, J123, etc... (& la différence de ce qui se produisait dans
le cas n = 2).

On définit donc les "composantes standard“ par :

’ n
T(Q) [J125 Jy23s --- 1 = I Com, . omy (9125 J123---5 KQ ]Té % Mg
Mmoot me=Q TN T
(V1I-82)

( ) doa dwm}'
De fagon analogue, le complexe conjugué &Xd"'une matrice hermitique est
L'élément symétrique dans la matrice.
(%%)
Les sous-espaces irréductibles obtenus, ainsi que la base standard que
L'on peut construire, ne sont évidemment pas les mémes si l'on change
le schéma de couplage des moments cinétiques.
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Ces opérateurs se transforment par rotation suivant 1'égalité :

R 7K 12y J123s ---1 R =2 rE=KTY 1) (015, d123s w01 (VII-83)
Q Q" Q'Q Q
en tous points analogue a (VII-58.b).
Réciproquement, les coefficients C définissent une matrice réelle
orthogonale 3" « 3" ; on peut donc écrire, grace aux mémes coefficients, les com-

posantes sphériques découplées Tm- en fonction des composantes ten-

1mJ-... m
sorielles irréductibles.

i. Pour exprimer la propriété caractéristique (VII-83) des opérateurs
tensoriels irréductibles, on dit parfois que des opérateurs T(g) se transfor-
ment par rotation comme les harmoniques sphériques d'ordre £ = K.

ii. Le nombre K est entier, jamais demi-entier, comme on le voit par
exemple sur le tableau qui figure & la fin du § B-2 précédent. Pour les opéra-
teurs, contrairement @ ce qui se produit pour les vecteurs d'état, seules peu-
vent intervenir les "vraies" représentations de R(3), pas les représentations
“bivaluées" (chap. VI, § 5-b). On peut d'ailleurs remarquer qu'un opérateur
d'ordre demi-entier se changerait en son opposé sous 1'effet d'une rotation
de 21 : ceci entrainerait qu'une rotation globale de 1'ensemble des appareils
de mesure correspondant changerait tous les résultats possibles en leurs
opposés (le changement de signe d'une observable a des conséquences physiques
immédiates, ce qui n'est pas le cas pour un vecteur d'état).

jii. La valeur maximale K=n est réalisée une seule fois [ J;o = 2,
Jjp3 = 3, etc... ] . On réserve parfois le nom d'opérateur tensoriel irréduc-
tible aux opérateurs T(K) ol K=n [ ils correspondent aux valeurs entourées
d'un cercle a droite du tableau donné & la fin du § B-2 ]. On les note alors
simplement T(K) puisque les valeurs de J;5, Jyp3, ... n'ont plus @ étre précisées.

iv. On prendra garde & ne pas confondre les trois types de composantes
tensorielles '

—_—

| cartésiennes | +—

—_—

sphériques
«— | standard |

découplées

qui sont toutes différentes sauf si n = 1 (opérateur vectoriel). Beaucoup
d'auteurs appellent "sphériques" (sans préciser “"couplées") les composantes
standard.
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4. PROPRIETES DES OPERATEURS TENSORIELS TRREDUCTIBLES

. ->
a. Relations de commutation avec J

O o s o - - — .~ - ————— - ——— - —— " - -——

Les relations de commutation d'un opérateur tensoriel irréductible
T(g) avec le moment cinétique total J du systéme considéré peuvent étre
obtenues de la méme facon qu'au paragraphe 3.a précédent [égalités (VII-65),
(VII-66) et (VII-67) 1 . En considérant une rotation infinitésimale d'opéra-
teur 1 - i8¢ JU/M, et en identifiant les termes en 8¢, on obtient
les relations :

K) . (K
(9, T —wa T
[, r(g)] -} VKDY ~Q(ED) Téﬁ (VII-84)

qui sont donc démontrées dans le.cas général.

Ces formules donnent une condition nécessaire et suffisante pour que
2K+1 opérateurs T(g) puissent étre considérés comme les composantes d'un opéra-
teur tensoriel irréductible d'ordre K; elles expriment que les T(g) se transfor-
ment par rotation comme des ketg_JJ =K, M=0Q>3i1

RN (elles bedVéﬁt'5éf§{;’ag'définition pour les opéra-
teurs tensoriels irréductibles.

Dans tout ce paragraphe b, nous supposerons que K a sa valeur maximale :
K=n (VII-85)

Alors, si 1'on revient aux composantes cartésiennes de T(K), on constate que
ce tenseur est symétrique et de trace nulle.

Commencons par établir la symétrie du tenseur et, pour cela, commengons

par montrer que les composantes sphériques découplées Tm-m m sont invarian-
My e My
tes par permutation de deux indices, m. et mj par exemple.

Cette propriété est évidemment vérifiée si tous les indices m valent
+1. En effet, comme :

[J=K, M=K > = |[l: m=1>® |[2: m=1>8 ... ® |[n:m=1> (VII-86.a)

on a simplement lorsque K = n :

T(()El)< - Tm,l..i (VII-86.b)
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Appliquons J_ a 1'égalité (VII-86.a) :

J_=dq  tdy e+ (VII-87)
I1 vient :
-y,
|J=K, M=K-1 > = [ K(K+1)-K(K-1) 1 2 /2
x { [1: m=0 > & |2: m=1 > % ... ® |n: m=1 >
+|1: m=1>w® [2: m=0 > & ... ® |n: m=1 >
} + ...+ ]l:m=l>8 |2: m=1>9» ... & |n: m=0 > } (VII-88)
Donc, si K =n :
| 1(K) L [ (n) (n) (n)
WIS £ T b 4T ] (VII-89.3)
Q=K-1 SR 011...1 101...1 1 } 1...0
(K) , .- (n)
et TQ=K—1 est encore une fonction symétrique des Tmimj---mg
Pour obtenir les composantes sphériques T{n) , 11 faut ensuite
M. . .mg

inverser les formules précédentes ‘Con inverse les égalités (VII-82) en sup-
1
posant que, de tous les tenseurs T(K ) qui y apparaissent, seul celui pour

lequel K=n est non nul}.De fait, la matrice des coefficients Cn - m étant
iR

, orthogonale, aucun calcul n'est nécessaire, et (VII-89.a) donne simplement :

n n

n K
% 1...17 - 7 Tg % 1...0 © Té=&_1 (VII-89.b)

]

{
%Té % 1...1° Tg

~~

3
3 ~—

n
My

qui montre qu'effectivement les composantes T sont invariantes par

{ permutation de deux de leurs indices (*).

Passons maintenant aux coordonnées cartésiennes. Pour cela, on utilise
la formule (VII-52.b), et on constate que la méme propriété de symétrie est
vérifiée par les composantes cartésiennes [ c'est 1a méme matrice (S) qui in-

i tervient pour changer chaque indice sphérique en indice cartésien ] . La pro-
}priété de symétrie annoncée est donc vérifiée.

(%) Si la somme @ des indices m vaut K, ou K-1, on voit méme que toutes les
composantes associées d la méme valeur de cette somme sont égales. Cette
propriété n'est cependant pas générale quel que soit Q [ cf. formules
(VII-56.a) 1, mais reste en fait limitée @ Q@ = +K, Q = *K-1 (toujours si
K=n).
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Dans le cas ol K = 2, on peut effectivement constater la symétrie
du tenseur écrit au § B-3.8. Dans le cas ol K = 3 par exemple, on aura :

7(K=3) o q(K=3) _
XXy XYyX

relation qui n'est évidemment pas vérifiée pour un opérateur tensoriel
quelconque (réductible).

Montrons maintenant que T(K) est un tenseur a trace nulle :

§ Tx. . X.o.. x. 0 (VII-90)
X=X, 52 i1 7] L

(On a choisi ici de contracter  les premiers indices, c'est-a-dire de les

prendre égaux et de sommer sur leurs 3 valeurs possibles; on pourrait évidemment

faire de méme pour deux indices quelconques, consécutifs ou non, et la suite

du raisonnement serait pratiquement Ta méme).

La propriété annoncée découle du fait que, si 1'on commence par
coupler les deux premiers moments cinétiques 31 et 32 pour former Jjp = 0,
et si 1'on fait ensuite le produit du ket obtenu par des kets absolument
quelconque pour les systémes 3, 4, ..., K, on ne peut obtenir que des états

orthogonaux a |J = K, M >. Ce résultat provient simplement du fait que, si
H >
iJdio = 0, la valeur maximale de J est n-2 (des kets propres de J2 de valeurs

propres différentes sont orthogonaux). Le ket associé 3 ce couplage de 31 et
J, s'acrit [ formule (VII-56.c) |

[d1, = 0> = L { |1:m =1> |2: m, = -1>

/3
(VII-91)
Le fait que :
; |91 =0>8 [3:m3 >0 [4:m >0 ... [n:m >
soit orthogonal & |J = K, M > entraine alors que :
¢1-1 mam, ... m.  Coo MaMy... m, * 1 MaMy... m, 0 (VII-92.a)

L L L

l[ o les C ont été définis en (VII-81) ] . Cette &galité a pour conséquence que :




NG
\V]
[oN]

)

K K

(K) -
T1—1 MaMy ... M T

L

(K) + 7(K) =0 (VII-92.b)
0O 0 M3My... mg +11 MaMy ... mg

I1 ne nous reste plus qu'a passer aux composantes cartésiennes en utilisant
autant de fois que nécessaire la matrice (S) de changement de base [ formules

(VII-52) 1. Si 1'on commence par transformer les deux premiers indices en

indices cartésiens, il vient :

T(K) + T(K) + 1(K) = 0 (VI1-93)
XX M3My ... mz Yy mzmy... ml ZZ m3My... mz

[ nous retrouvons le résultat du § B-3.a.8 : la trace d'un tenseur sur deux
indices n'apparait que dans le tenseur ol les moments cinétiques correspon-

dants sont couplés pour donner un moment nul ] . On peut, si on le désire,
changer également les autres indices sphériques en cartésiens, et 1'on
Fbtient 1'égalité (VII-90).

Nous avons déja dit qu‘'un opérateur tensoriel T est considéré
comme hermitique si ses composantes cartésiennes sont des opérateurs hermitiques.
La condition nécessaire et suffisante pour qu'il en soit ainsi est que :

.i.
crR T o @ (KD (V1I-94)
Q -Q
Par exemple, si v est hermitique (VX = VX+, ...), 0n a
+ 1 o _

[V, 1 =~ ;;%;(vx V) ==V
ova™ o=y

(v 1t =L (v, +iv) = v (VII-95)

\

et on vérifie bien (VII-94) [ voir également la remarque (ii) @ la fin du

§ B-3.a.B précédent ] . Ce résultat se généralise grdce & la formule (VII-52.a)
et aux propriétés de 1a matrice (S) donnée en (VII-27.b) : si 1'on prend le
complexe conjugué d'un &lément (S)i'i , on obtient 1'élément de la méme ligne,

symétrique par rapport a la deuxiéme colonne [ c'est-a-dire Sivg ] multiplié

-1
par -1 si i = 1 ou 3, sans changement si i = 2. Comme i = 1, 2 et 3 correspondent

respectivement @ m = +1, 0 et -1, on obtient, si ?(n) est hermitique :
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rrin) pte -y I 21 (VII-96)
Myeeemy fmyee

Pour finir, la formule (VII-82), ol 1a somme des coefficients m vaut Q,

donne :
¢ 1K) ]Jr - (-1)? = c Tin)
Q myHDL+. L HTL MiMy-- Mg ~My=My..."My
(nous ignorons les indices Jy,, J123, etc... qui valent automatiquement 2, 3,
etc... puisque K = n). En utilisant la derniére des formules (VI-97) ou 1'on
porte J = j, + j, (valeur maximale du moment cinétique), on montre facilement

par récurrence que :

(qp)
|

=C
mimj...m2 m-m....-Mmy

et 1'on obtient le résultat (VII-94).
}
i

Considérons deux opérateurs tensoriels irréductibles, 1'opérateur T(Kl)
d'ordre K; et 1'opérateur N(KZ) d'ordre K,. Nous allons nous intéresser aux
produits de leurs composantes (=) :

T(Kl) w(KZ)

0 Q2 Ky

K

0 <K
Q, < K, (VII-97)

N IN

2

On obtient ainsi un ensemble de (2K,;+1) (2K,+1) opérateurs se transformant
linéairement les uns dans les autres par rotation. En d'autres termes, on a
un espace vectoriel d'opérateurs, de dimension (2K;+1)(2K,+1), invariant par
rotation. Nous allons voir que cet espace n'est en général pas irréductible
et peut &tre décomposé en sous-espaces invariants de dimension inférieure.
En effet :

On peut par exe%ple constdérer le tenseur T(Kl) Q W(Kz), obtenu par produit
tensoriel de T(K1) et W(K2). Si ny et ny sont les ordres de T et W (ny 3z Kj,
ny > Ky), c'est un tenseur d'ordre ni+ny dont les composantes cartésiennes
sont simplement les produits de celles de T par cellis de W; les n) premiers
indices cartésiens sont ceux qui proviennent de 7(n1) | les n, sutvants ceux
qui proviennent de w(n2/
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R T(Kl) w(KZ) R+ = R T(Kl) R-i- RW(KZ) R"'

Q Q. Q Q2

= (K1 (K] Ky )y (K2) -
) Q'1ZQ'2 (e )Qll Q (R )Q'zQzT(Q}lw Q%z (VII-98)

Les opérateurs écrits en (VII-97) se transforment donc par rotation comme des
produits tensoriels de kets |J=K;, M=Q; > ® |J=K,, M=Q, > . Nous sommes donc
ramenés une fois de plus au probléme de la composition des moments cinétiaues
En conséquence, nous pouvons affirmer que les opérateurs Z(g) définis par () :

(K) _ (Ky) (K2)
A Q Q§+Q2 I <Kg Ky Q Q]KQ>T W W Q%
K=Ky + Ky, K1+K2-1, cees |K1-K2|
Q=K K1, ... .. e =0 (VII-99)

se transforment par rotation de facon plus simple, comme les kets de la base
couplée |J=K, M=Q >. On a donc :
K) ot (K1 (K)
r z(K) pT _ ALY VII-100
q 2 (R g T ( )
et les 2K+1 opérateurs Z(g) associés a une méme valeur de K donnent un opérateur
tensoriel irréductible.

Inversement, les produits (VII-97) s'expriment en fonction des nouveaux
opérateurs sous la forme :

T(gl)w(gz) = 3 <K K0 0, |KQ> 2(K) (VII-101)
1 2 K, Q Q
On voit donc apparaitre une somme d'opérateurs tensoriels irréductibles dont
1'ordre va de |Ky-Ko| & Ky + Ky.

Nous avons déja vu plus haut (§ B-3.a) comment, en composant des
opérateurs vectoriels (K; = K, = 1), on obtient des opérateurs K = 0, 1, 2.
Les égalités (VII-99) et (VII-101) permettent de généraliser ces calculs au cas
ol K; et K, sont quelconques. En particulier, on voit que, pour obtenir par
produit un opérateur scalaire, il faut toujours partir de deux opérateurs ten-

(K)

() Le tenseur Z est la partie tensorielle irréductible extraite du produtt

tensoriel T(K1) o w(K2) | ef. note précédente | . On pourra noter :

() _ Ky o yKg) | (K)

Z 0 0
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soriels irréductibles du méme ordre. On utilise alors (VI -99) pour écrire le
produit scalaire de deux opérateurs T(K) et Z(K) :

1K) (K 6 (-1)2 T(lé) “'591) (VII-102)

e
[ La suppression du (-1)K (2K+1) ' de (VI-99) assure que, si K =1,
on retrouve le produit scalaire ordinaire de deux vecteurs; cf. (VII-69) 1]

Exercice : On considére deux tenseurs T(K=2) et Z(K=2). Ecrire leurs

composantes cartésiennes:Tg « et7X «.- Calculer le “produit
i%j i%j
contracté" I T z et vérifier que 1'on retrouve le
54% X%

i
produit scalaire 7(K=2) | 7(K=2)

~

K2 est utile chaque fois que 1'on a @ construire des

]

La régle K1
opérateurs scalaires a partir d'opérateurs tensoriels. C'est le cas par
exemple si 1'on construit 1'hamiltonien d'un systéme isolé (invariant
par rotation) & partir de poduits d'opérateurs agissant dans 1'espace
des états du systéme.
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. . . _ > > > > >
(i.) Pour une particule libre, des opérateurs comme P2, R.L, P.S.

sont, a priori (+) de bons candidats pour 1'hamiltonien H [ qui doit commuter
avec J =L + 3 ] . Pour une particule dans un potentiel central, on peut

>

prendre £(r) E.S.

(ii.) On considére un ensemble de deux systémes Cfl et :fz en
interaction, mais isolés dans leur ensemble (pas de potentiel extérieur ).
L*hamiltonien d'interaction W est donc invariant par rotation simultanée de
301 et “.702, mais pas nécessairement de \701 ou l:702 séparément[alors que les
hamiltoniens H; et H, associés a Cfa et tf; lorsqu'ils sont isolés sont
toujéurs invariant%} Par suite, dagg gr ﬁgxgnt appgraitre des termes gui*
seraient impossibles dans H, eé_ﬁ;(?gféFﬁEE_én 31.J2 par exemple, en J;.S,
(couplage spin-autre orbite entre les deux électrons de 1'atome d'Hélium),
en §(r) 31.§2 [}i 31 =T, spin nuc]éaiie, et si §2 est le spin d'un électron,
on a aingiméedgermetde contact &§(r) 1.5 de 1'hamiltonien de structure hyperfin%].
Un autreYes amiltonien wdd de couplage magnétique dipdle-dipble entre
deux systémes (&lectrons par exemple) de positions ﬁl et ﬁz, et de spins §1
et $,; cet hamiltonien s'écrit : ‘

W

3. R)(5,.R
oA .3 -3 (S1-R)(S2 )']

> > ->
olt X est une constante et R = R; - R,.

Exercice
Vérifier que wdd est invariant par rotation. Introduire, dans 1'espace

des états S&(1) 8 S
spin ST K=2) tensoriel irréductible et donner ses composantes. De méme, dans

&(2), associé aux spins des deux particules, un opérateur de

1'espace orbital O&(1) 8 0&(2), construire,d partir de 1'opérateur position
-5
angulaire relative R/R (qui est vectoriel), un opérateur tensoriel irréductible
0T(K=2); montrer que OT(O) est proportionnel 3 3 cos?6-1 (ou & est 1'angle de
)
S7(K=2) ot ge Or(K=2)

un opérateur scalaire et vérifier qu'on retrouve ainsi Wad (@ un coefficient prés).

> > . . 5
ry-r, avec un axe 0z fixe). Par produit de , construire

- - - - - - —— - " - - - N - S - EF G - - —————— - - - - " - — - " - o s S - m e - - " - W "= - - - -

-+ >

On notera cependant que P.S n'est pas invariant par parité (il se change
en son opposé par symétrie par rapport d un point) et que R.L n'est pas
invariant par renversement du temps (cf. chapitre VIII).
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C. THEOREME DE WIGNER-ECKART

Le théoréme de Wigner-Eckart donne une relation trés utile
concernant 1'élément de matrice :

< T, d, M IT(S)I ', Jd', M' >

d'un opérateur tensoriel irréductible T(g) dans une base standard. Nous
allons voir que cet é&lément de matrice est proportionnel au coefficient
de Clebsch-Gordan

<IM[I'KNQ >

avec un coefficient de proportionnalitéindpendant de M, M' et Q. Dans

les calculs de mécanique quantique ol 1'on utilise une base
standard (ce qui est fréquemment le cas), ceci entraine une notable sim-
plification : on peut dire de facon résumée que, quand on connait un élé-
ment de matrice, on en connait, grace au théoréme de Wigner-Eckart, un
grand nombre d'autres. La présence du coefficient de Clebsch-Gordan donné
plus haut entraine 1'existence de régles de sélection : par exemple, on
doit avoir M = Q + M' pour que ce coefficient soit non nul; la nullité

de tous les éléments de matrice ne satisfaisant pas cette égalité en
découle immédiatement, sans aucun calcul.

Avant de donner une démonstration précise du théoréme, donnons-en
la Tigne générale. Nous commencerons par remarquer que, lors d'une rotation,
le ket :

T(S)IT',\P, M' >
devient :
RT(S)R+ R [t', d', M' >

Dans cette expression, R T(K) R+ est connu (transformation d'un opé-
rateur tensoriel irréductible), ainsi que R |t', J', M' > (transformation
des kets d'une base standard). Par suite, par un raisonnement analogue a celui
que nous avons déja effectué a plusieurs reprises, on voit que la transforma-
tion des kets T(g)lr', J', M' > se fait comme celle de produits tensoriels
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>, >

Q>® |J', M' > . Ceci nous conduira & coupler J et K pour
-> >

J' + K, et faire apparaitre des états |k, J = J", M" > grace

[J = K, M
->
former J"

aux coefficients de Clebsch-Gordan < J' K M' Q |J" M" >. I1 ne nous restera
alors plus qu'a effectuer un produit scalaire par < T, J, M| . On s'attend
3 ce qu'il soit nul (comme pour une base standard) sauf si J = J", M = M";
ces égalités, reportées dans le coefficient < J' K M' Q |J" M" >, donnent
bien le coefficient annoncé.

1. Démonstration

Précisons maintenant le raisonnement qui vient d'é@tre ébauché.
Nous allons procéder en deux étapes. En premier lieu, nous &tablirons un
lemme concernant le produit scalaire < t, J, M|k, J", M" > ; puis nous
démontrerons le théoréme lui-méme.

Considérons deux ensembles, de 2J+1 et 2J+1 vecteurs :

T, J, M > M=J,J-1, ... -J
Ik, Jll’ Mu > Mll = Jll, J""l, e _Jll

Par hypothése, ces kets satisfont aux propriétés d'une base standard‘(*) :
1'action de Jos J_, J,, et donc de toute composante Ju de 3, est donnée
par les relations (VI-16). Dans ces conditions, nous allons montrer que le
produit scalaire < 1, J, M|k, J", M" >

e est nul sauf si J=J"etM=M"

e« est indépendant de M (et M")

La démonstration de ce lemme est trés simple :
. deux kets propres denjz, ou de JZ (qui sont des opérateurs hermi-
tiques) sont orthogonaux s'ils sont associés a des valeurs propres différentes.
. Insérons 1'opérateur
J_=32-02 + 4, (VII-103)
[déja donnéeen (VI-5.b)] entre <t J M et |kJdM> . IT vient :

———— e = T — = — " " W T - - - (o - = = S - D AP G - A - S T P S = T S i - - AN W G e G

(*) Les notations différentes |t, J, M > et |k, J", M" > sont utilisées pour
insister sur le fait que ces kets n'appartiennent pas nécessairement d une
méme base standard (la décomposition de |k, J", M" > sur les |1, J, M >
peut faire intervenir plusieurs valeurs de T).
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<T, d, M|, 9 [k, I, M >

(<t da M]3, ) (3 |k, J, M>)

K2 [ J(J+1) - M(M-1)]1 < T, J, M-1 |k, J, M-1 > (VII-104)

puisque les |t, J, M > et les |k, J, M > satisfont aux relations d'une base
standard. D'autre part, 1'égalité (VII-103) donne, puisque |k, J, M > est
vecteur propre de J2et J, :

<T, d, M|, d [k, I, M>
= <T,d, M|k, J, M> J2 [ J(J+1) - M2 ¥ M ] (VII-105)
La comparaison de (VII—104) et (VII-105) montre que

<T,d, M|k, J, M>= <1,J, M-1 [k, J, M-1 > (VII-106)

et le lemme est démontré.

Remargue : Une autre fagon d'établir cette propriété est d'utiliser
le "Temme de Schur" [hue nous énongons ici sans démonstration; voir réf. (%)
chap. 9, théorémes 2 et 3; ou réf. (1%), chap. 2, § 2-2; ou encore réf. (%),
chap. 3, § 3-1{) :

Soient M;(g) et My(g) deux ensembles de matrices qui donnent deux
représentations irréductibles, de dimensions respectives p; et p,, d'un

méme groupe G (d'éléments notés g). S'il existe une matrice F & p; colonnes
et p, lignes telle que

FM(g) =M(q) F (VII-107)
on peut affirmer que :

(%) Soit &) un espace vectoriel, de dimension p,, ou agissent des opérateurs
Mo, (g) dont l'action est donnée par les matrices M,(g) [ dans une certaine
base de &, ] : &, est l'espace de représentation associé d la représenta-
tion My. On introduit de méme des opérateurs Jﬂbz(g) agissant dans un es-—
pace de représentation &, de dimension p,.

La matrice F définit une application lindaire H de &, dans &, et la rela-
tion (VII-107) s'éerit alors sous forme d'une égalité entre deux autres ap-
plications linéaires de &, dans &, :

F Moy(g) = Hyig) F
Le lemme de Schur indique que l'application % est identiquement nulle
st les deux représentations ne sont pas équivalentes.



T 230

. ou bien Tes représentations M;(g) et My(g) sont équivalentes
(ce qui n'est évidemment possible que si p; = pz2), ou bien F est nulle.

. si les représentations sont, non seulement équivalentes, mais
identiques [ M;(g) = My(g) pour tout g e G ], F est nécessairement une
matrice scalaire (c'est-a-dire multiple de la matrice unité).

Pour appliquer ce lemme, considérons les deux espaces 8J (de dimen-
sion 2J+1) engendré par les |[t, J, M >, et &J" (de dimension 2J"+1) engendré
par les |k, J“, M" > [ ce sont les espaces &; et & de la note précédente ].
Tous deux sont globalement invariants sous 1'action de 1'ensemble des opéra-
teurs de rotation et on peut écrire : '

<t, d, M |R| k, J", M" >
I <7t,d, M[R|T, J, M' > <1, J, M'|k, J", M" >
Ml
[J]
. (R e CF Dy
£ o<, d, Mk, J", M™ >< k, J, M*|R|k, J", M" >
Mlll

L L (VI1-108)

n

-~

ou ( F Jume €t défini par :

(Fyyn = < 1> 5 Mk, 9", M" > (VII-109)
La matrice (F) est associée a une application linéaire de & yu dans &, telle que :

Flk, J“’ M"> =13 (F)MM" |T, J, M> (VII-IlO)
M

D'autre part, les égalités (VII-108) donnent

(RETY 7y = () (RU'D) (VII-111)

et, si (F) n'est pas identiquement nul, le lemme de Schur impose que (F)
est proportionnel 3 1a matrice unité.
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Démontrons maintenant le théoréme de Wigner-Eckart lui-méme. Pour
cela, écrivons les lois de transformation des kets T(g)lr', J', M' > ; on
obtient [ cf. (VII-83) ]

K

R T(Q) [ty ', M' > =

R T(g) RN R |, 9t M s

= 8[ '{_‘i" ( R[K] )qu ( R[J']) MM '[‘(5? lTl’ JI’ M" > (VII-112)

ce qui montre que les kets considérés se transforment de la méme fagon que
des produits tensoriels

| =K,M=Q>8 |[d', M'> (VIT-113)

Par suite, on peut utiliser la théorie générale de la composition des moments

cinétiques et introduire les kets |k, J“, M" > donnés par :

lky, 3", M' > = % < Jd' KM Q" M > T(g)lrﬁ J', MM > (VII-114)
QM

ol < J' K M" Q}J" M" > est un coefficient de Clebsch-Gordan. Ces kets se

transforment simplement comme ceux d'une base standard, c'est-d-dire suivant

la relation :

le, J", M" > = % ( R[J'l] )
M

mo o 1Ks J%, MM> (VII-115)

La démonstration est la méme que celle de la formule (VII-58.b) & partir de
la définition (VII-57.a).
Explicitons cette démonstration & titre d'exercice. On peut é&crire,

d'aprés la définition (VII-114) de |k, J", M" > :

le’ J", Mu > = I < Jl K Mul QI‘,]“ Mu >
Q MIII (K)
R T |<', J', M™ > (VII-116)

c'est-a-dire, compte tenu de (VII-112), et de la relation inverse de (VII-114)
[ voir relation (VII-118) ci-dessous ]

le’ J", Mu> =3 X <Jl KMnl Q 'J“ Mu>
QQI Mle

(K1 (J'1]
( R )Q'Q ( R )Mle ﬁ

<J' KM Q' |d" M >| k, d", M> (VII-117)




La formule (VII-62) [ ot 1'on effectue la substitution j; = J', j2 = K;
Jd, d' = J"; M= M", M' = M; m, = M, m} = M*, mj =Q, m', = Q' ] permet
alors d'effectuer la sommation sur Q, Q', M', M, et il vient :

le, J“’ M* > = T ( R[J"] )
M

qui est bien équivalent & (VII-115).

Si 1'on inverse 1'égalité (VII-114), on obtient (en tirant parti
du fait que les coefficients < J' KM"™ Q |J" M" > définissent un changement
de base orthogonal)

T(g) |t', J', M' > = £ < J' KM QJJ"M > |k, J", M" > (VII-118)
JllMll

Le fait que les |k, J", M" > se transforment comme les kets d'une base standard
permet d'appliquer le lemme établi plus haut :

< T, d, Mk, J", M" > = Sy Symn X [ facteur indépendant de M ]

On pose :

<o, T2, 9r s (VII-119)

< T, J, Mlk, J", M" > = (SJJ" (SMM"
+

ou le (2J+1)_y2 est introduit par pure convention et la quantité

<T, JIIT(K)IIT', J' > ne dépend que des nombres quantiques qui y apparaissent
(elle ne dépend ni de M, ni de M', ni de Q). Alors, en multipliant 1'expression
(VII-118) par le bra < 1, J, M| , i1 vient :

< T, Jd, MIT(S)I ', J', M' >
<, TR e, 00 s
v 2J+]
(-1)9M [ J K J ] <o, TRz, 0t s (VII-120)

<J M[J* KM Q>

-M Q M'

Cette égalité constitue le théoréme de Wigner-Eckart. Le nombre

< TJllT(K)IIT' J' > s'appelle "élément de matrice réduit" de T(K) entre Tes
sous-espaces &(t,J) et &(t', J'); il ne dépend que de ces sous-espaces et de
1'opérateur T(K) envisagé. La donnée de cet él&ment de matrice réduit détermine,
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grace a4 1'égalité (VII-120), celle des (2J+1)(2J'+1)(2K+1) valeurs des
é1éments de matrices des opérateurs T Q° associés aux valeurs possibles
pour J, M' et Q.

Remarques :

(i.) La relation T(K) = [T(K) ]T , qui assure 1'hermiticité de
T(K), est équivalente & (=) :

<o, TR e, 0t s = 10 <o, 3Ty, 0t (VII-121)
En effet, si T(g)+ - (-1)¢ ng) [ cf (VII-94)1 , alors :

< T, J, MIT(S)*IT.’ J', M' >

- (-1 L

<3, Mt kM - > < TN e a0 s (VII-122)
v 2J+1

Par ailleurs, cet élément de matrice vaut (définition d'un opérateur adjoint) :

<1ty dr, M'[T(g)l T, J, M

-l g, M kMg <t 3 TR g (VII-123)
Y 20'+1
et, conme [ cf. chap. VI, relations (VI-116) ]
_1
ca wakmg> = ()TN A gt kwe g > (VII-124)

on obtient bien (VII-121).

(ii.) Le théoréme de Wigner-Eckart n'est pas limité au groupe des
rotations R 3} Ce dernier cependant posséde une propriété qui n'est pas
générale : dans la décomposition d'un produit tensoriel de représentations
( R[jll ) e ( rli2 ] ) enrerésentations irréductibles, chaque représentation
( rLY ]) n'apparait qu'une seule fois (au plus). Ceci entraine 1'existence d'un
seul é&lément de matrice réduit. Si 1'on écrit le théoréme de Wigner-Eckart pour
d'autres groupes que R(3) [ groupes de symétrie dans les cristaux par exemple ] ,
i1 faut introduire dans le second membre de 1'é&galité correspondant a (VII-20)
une somme incluant plusieurs éléments de matrice réduits.

(=) La simplicité de la relation (VII-121) justifie l'introduction arbitraire
du coefficient v 2J+1 dans (VII-119); on peut aussi évoquer Ze fait que,
dans la deuxiéme égalité (VII-120) ., ce
coefficient disparaft.



2. Applications et exemples

a) Opérateurs_scalaires
Lorsque K = 0, on dit que 1'opérateur T(K) est scalaire. Les formules
( VII-83 ) ou (VII-84) indiquent que c'est un opérateur invariant par rota-
tion qui commute avec toutes les composantes du moment cinétique total J. Le
coefficient de Clebsch-Gordan qui apparait dans 1'expression (VII-120) du

théoréme de Wigner-Eckart s'écrit ici :
<JMJ|J"OM 0> = GJJ. 6MM' (VII-125)

Donc, les seuls &léments de matrice non-nuls d'un opérateur scalaire sont ceux
associés a des mémes valeurs des nombres J, et des mémes valeurs de M pour le
bra et le ket. En particulier, & 1'intérieur d'un sous-espace & (1, J), ce
sont les éléments diagonaux. Cette propriété peut d'ailleurs étre démontrée
directement et de facon &lémentaire en utilisant la commutation de T(K=O)
avec JZ et Ji , sans faire intervenir le théoréme de Wigner-Eckart.

Comment é&crire la matrice qui représente un opérateur T(K=0) dans une
base standard ? Nous avons déja remarqué que, dans chaque &(t, J), T(O)
donne une matrice diagonale dont tous les &léments sont égaux (matrice scalaire) :
ce résultat découle du fait que toute la dépendance en M (et M') d'un é&lément
de matrice d'un opérateur T(O) est contenue dans le coefficient (VII-125).
IT n'est pas impossible que T(o) ait également des éléments non-diagonaux
différents de zéro, mais toujours entre bras et kets associés & la méme valeur
de J et de M (seule la valeur de t est différente). En d'autres termes, entre
deux espaces &(t, J) et &(t', J) différents on a, comme & 1'intérieur de ces
sous-espaces, des matrices carrées scalaires :




e

(o)

8(T1, J)

.......

\/ | |
! |
I
X T T P
% \e A3
. C) .
\ ” N
\ N
L \)}‘5 R | A ’\hs
(VII-126)
Considérons maintenant deux opérateurs scalaires Tgo) et Téo) .
A 1'intérieur de chaque (t, J), ils sont représentés par des matrices
scalaires Aa(r) x (1) et Ab(r) x (1), de sorte que, si 1'on pose :
Cab(r) = Aa(T) / Ab(r) (VII-127)
il vient :
(o) _ (o) -
T = c (1) Ty (VII-128.a)

Donc, Tgo) et Téo) sont proportionnels [ tous leurs &léments de matrice
dans &(t, J) sont dans un méme rapport cab(r) ] ; quel que soit 1'état |¢T >
du systéme physique appartenant a &(t, J), on a :
< Tgo) > =<y | Téo) | v, >
(o) -
cab(r) < Tb > (VII-128.b)



I1 faut cependant prendre garde & ne pas mal utiliser les égalités qui
viennent d'étre écrites : si 1'on oublie qu'elles sont uniquement valides

a 1'intérieur d'un sous-espace &(t, J) donné, on s'expose 3 des erreurs

[ cf. remarque (i) ci-dessous ] . I1 est en général inexact de dire que
Tgo) et Téo) sont proportionnels dans 1'espace des états & total [ somme
directe de tous les &(t, J) ] ; d'ailleurs, le coefficient de proportionna-

lité xa(r) / Ap(t) dépend du sous-espace &(t, J) considéré.

(i) Une fagon d'éviter tout risque d'erreur est de ne jamais écrire
de relation du type (VII-128.a) et de Ta remplacer par :

pr, 9) T8O p(z, 9) = c_ (1) P(x, 9) TEO) Pz, J) (VII-128.c)
a ab b p
ot P(t, J) est le projecteur orthogonal sur le sous-espace &(t, J). Cette
facon d'écrire a 1'avantage d'étre plus correcte; elle est cependant plus
lourde.

(i1) Donnons un exemple d'une erreur possible si 1'on oublie que,
dans 1'espace total, deux opérateurs scalaires ne sont pas nécessairement
proportionnels. Supposons que 1'on connaisse le coefficient de proportionna-

lité cab(T) et que 1'on s'intéresse & 1'opérateur produit :
1(0) 1(0)
a b

I1 est facile de vérifier que cet opérateur est aussi scalaire. On peut étre
tenté d'écrire que, dans &(t, J), cet opérateur est proportionnel a :

c,p() (1872

Cette 8galité semblerait découler directement de (VII-128a); elle est cepen-
dant fausse. En réalité, il faut écrire :

<t,Jd, M |T§°) {0, 9, 1>
cx o<, M T e, 0, M, 9, M T e, 0, M (vIT-129)
Tl
[ dans la relation de fermeture que 1'on a insérée, le caractére scalaire des
opérateurs permet d'éliminer les sommations sur J et M ]. On voit alors
clairement que les éléments de matrice de Tgo) et Téo) entre espaces &(t, J) diffe-
rents interviennent explicitement [ sauf s'il se trouve que la somme sur '
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< cy = . P 0 >
se réduit a t' = t; c'est le cas par exemple si 1'on a choisi Tg K ]

(iii1) Les éléments de matrice de deux opérateurs scalaires Tgo)
et Téo) entre deux sous-espaces &(t, J) et &(t', J) différents sont égale-
ment proportionnels. Ces coefficients de proportionnalité dépendent alors
de T, 7' et J.

Méme si 1'on reporte ces coefficients de proportionnalité dans le
second membre de (VII-129), leur dépendance en t' empéche en général de
faire apparaitre une relation de fermeture sur la base { |t', J, M >}
et par suite 1'opérateur Téo)Z

Un opérateur vectoriel est associé & la valeur K = 1 et aux trois
valeurs possibles de Q qui sont +1, 0 et -1. On peut, grice aux formules
(VII- 79.b ), revenir aux composantes cartésiennes T(Ezl), T(K=1) ot T(Ezl)
de 1'opérateur. Quoi qu'il en soit, les trois valeurs de Q et de 1'indice
cartésien x. correspondent & trois matrices, dont les éléments obé&issent aux

i
régles de sélection du coefficient de Clebsch-Gordan :

<J'1NM Q|IM> .
On a donc, pour les &léments de matrice < T, J, M|T(g=1)| T, d', M' >,
les régles de sélection suivantes :

M' =M+ Q (VII-130.a)
J' = 41, J, J-1 (VII-130.b)

(si ces deux &galités ne sont pas vérifiées simultanément, 1'élément de matrice

est nul). Pour 1'élément de matrice < T, J, M |T§K=1)| ', J', M' >, il obéit
i
encore d 1a régle de sélection(VII-130.b); la régle (VII-130.a) doit étre

remplacée par :

M'"=M=z1 si X;

- .
M' =M si X;

X ou y (i =1, 2)
z (i = 3) (VII-130.c)

A 1'intérieur d'un sous-espace &(t, J) donné, tous les &léments de
= -
matrice de 1'opérateur T(K 1), que nous noterons plus commodément V, dépendent
d'un seul paramétre : 1'élément de matrice réduit

-5
<t, J||V]|t, J >

+
C'est un nombre réel si V est hermitique [cf. § B-4.b ].
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Les régles de sélection (VII-130.c) montrent que la matrice re-
présentant Vz dans &(t, J) est toujours diagonale; ses éléments sont pro-
portionnels & la valeur de M (valeur propre de JZ) apparaissant dans le bra
et le ket (on peut vérifier cette propriété, soit directement sur le coeffi-
cient <J1MO IJ M >, soit en utilisant le théoréme de projection démontré
ci-dessous). Quant aux éléments de matrice de V,,, ils seront situés directe-
ment au-dessus de la diagonale principale (ﬁ), ceux de V_; directement au-
dessous. Pour ceux de V, et Vy, les deux types d'éléments précédents sont
possibles; si V est hermitique, les &léments de V, sont réels, ceux de Vy
imaginaires purs.

Considérons maintenant deux opérateurs vectoriels Va et Vb; le
rapport entre les divers éléments de matrice & 1'intérieur de chaque &(t, J)
est, pour chacune de leurs composantes (cartésiennes ou standard), toujours
égal au rapport de Teurs éléments de matrices réduits. Si 1'on pose :

-5
< T, IV |, 9>

o p(T) = (VII-131)
ab < T, J||Vb||1, J >
on peut écrire, & 1'intérieur de &(t, J) :
> >
vy = aab(r) Vy (VII~11§.a)

Cette &galité est a prendre avec les mémes précautions que (VII-128.a) : elle ne
> -

concerne que 1'action de Va et Vb restreinte & un sous-espace &(t, J) et il est

plus correct d'écrire :

P(t, 3) V, P(t, J) = a (1) P(t, 3) Vy P(t, J) (VII-132.b)
b

[ rappelons que P(t, J) désigne le projecteur orthogonal sur &(t, J) ].

>
On peut choisir pour Vb 1'opérateur moment cinétique total j lTui-méme,
qui commute avec P(t, J). La relation (VII-132.b) devient alors pour un opéra-
-
teur vectoriel V quelconque :

P(r, 3) V P(t, J) = ay(t) P(t, J) J (VII-132.c)

- o - - - ——— - — G & T S GE Sm = G WS e = - G P W S W TS = e = D WS T G R R G AT e e — - - -

#
(*) On suppose les vecteurs de la base standard rangés par valeurs décroissantes
de M.




Pour calculer la constante av(r), on peut multiplier scalairement cette
-
égalité en utilisant @ nouveau la commutation de P(t, J) et de J :

P(t, ) 3.V P(t, J) = ay(t) P(r, J) J2 (VII-133)

Dans cette équation, les deux membres sont des opérateurs scalaires (obtenus
par produit de deux opérateurs vectoriels). Le second s'écrit simplement :

oy (1) J(+1) W2 P(t, J)

>
puisque &(t, J) est un sous-espace propre de J de valeur propre J(J+1) KZ;
nous noterons le premier :

> >
<IN > P(r, )

¥

ou la constante < 3.V >0 désigne la valeur commune de tous les éléments dia-
Ed > >

gonaux dans &(t, J) de 1'opérateur J.V [en d'autres termes, quel que soit le
ket normé |¢ > appartenant &(t,J), la valeur moyenne < w]j V[w > est égale
d la constante < J V > ] Pour .finir, 1'égalité (VII-133) donne :

> >

<Jd.V > J
ay(T) = ————=2= (VII-134)
J(J+1) K2

-+ >
Le coefficient de proportionnalité entre J et V est donc donné par le rapport
-> -> e ->
entre le produit scalaire de J et VetVcarré du module de J. Ce résultat est
souvent désigné sous le nom de "théoréme de projection". On peut 1'interpréter

classiquement en remarquant que, lors de la précession d'un vecteur quelconque v
>

autour du moment cinétique total j (constant) d'un systéme physique, seule

subsiste en valeur moyenne dans le temps la projection :

>+ v3
V=3 £ (VII-135)
J
- 1 . e -
de v sur 3 [ cf. fig. VII.2 ] ; la projection Vl_ de v sur le plan per-

pendiculaire a 3 est en effet moyennée 3 zéro au bout d'un grand nombre de pré-
cessions du systéme autour de 3 (ﬁ).

(=) Il ne faut pas prendre trop au pied de la lettre cette analogie classique du
théoréme de projection en mécanique quantzque Ce théoréme donne une proprtété
znstantanée des opérateurs et le temps n'y joue aucun réle, alors que D ne se
moyenne d v// qu'au bout d'un temps suffisamment long.
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Cette fois encore, il faut se garder d'utiliser le résultat obtenu
hors de ses limites de validité; 1'égalité (VII-134) ne permet par exemple
pas d' obten1r le coeff1c1ent de proportionnalité a b(r) entre deux opérateurs
vectoriels V et Vb quelconques sous la forme :

> >

< Va.Vb >T,J

>
2
< Vb >T,J
En effet, dans la démonstration de (VII-134), nous avons commuté P(t, J) et
+
J, et a b(r) n'est en général pas égal a 1'expression ci-dessus [ sauf bien
.8
sir si Vb commute avec P(t, J) ]

Entre deux sous-espaces &(t, J) différents, le théoréme de Wigner-
Eckart permet également, par 1'intermédiaire des relations (VII-130), de
réduire considérablement les éléments de matrice non nuls possibles pour un
opérateur vectoriel V. Prenors par exemple la composante Vz de cet opérateur;
la matrice qui le représente a une allure.rappelant celle écrite en (VII-126),
mais avec en plus des éléments de matrice non-nuls entre sous-espaces &(t, J)
et &(t, Jxl); les régles de sélection sont un peu moins strictes pour un
opérateur vectoriel que scalaire.

suivant : un atome se trouve, & 1'instant initial t = 0, dans 1'un des sous-
niveaux Zeeman [ états lJe, Me > ] d'un niveau atomique excité de moment
cinétique Je; par émission spontanée d'un photon de polarisation EA , i1 peut
tomber dans 1'un des sous-niveaux Zeeman [ états |Jf, Mg > 1 de son niveau
fondamental. Comment é&valuer la probabilité des différents processus et
1'intensité des raies émises en fonction du sous-niveau Me de départ ou
Me d'arrivée, et de la polarisation considérée EA ?

Nous allons supposer que 1'atome n'est soumis a 1'action d'aucun
champ magnétique extérieur, ou que ce champ est suffisamment faible pour
étre négligé (ﬁ). Tous les sous-niveaux IJe, Me >, ainsi que tous les sous-
niveaux |Jf, Mf >, ont alors la méme énergie. On les représente souvent, comme

i — - - " . " - - " ———— - - ——— " W . = — - S S = = " " - - . . B - -0 - - - ——— -

En pratique, il faut des champs magnétiques de l'ordre de 0,1 Tesla
(1000 Gauss) pour modifier notablement les caractéristiques des raies
Zeeman émises par les atomes d'une vapeur.
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sur la figure VII-3, par un diagramme o@l 1'on range par ordre croissant

les valeurs de M, et ol 1'on représente par des segments de droite verticaux
ou obliques les transitions atomiques entre sous-niveaux excités et fondamen-
taux. Le probléme est alors d'évaluer les probabilités relatives des processus

associés a toutes les fagons de joindre un sous-niveau M a un sous-niveau Mf,
et de comprendre comment intervient la polarisation ek

Pour cela, on peut utiliser la régle d'or de Ferm1 (ou la théorie de
Wigner-Weisskopf de 1'émission spontanee) qui dit que la probabi]ité pardgp1tetﬂthu
d'émission d'un photon d'impulsion Mk de polarisation ek, par passage du sous-
niveau Me au sous-niveau Mf est :
r(k, e, 2 |< JgaMy 300 H, [JpuMesk e, > (2 o(Ey) (VII-136)

M - Mf f’ f?
Dans cette expression, |Je, Me; 0 > désigne 1'état du systéme global (atome +
rayonnement) od 1'atome est dans 1'état |Je, Me > et le rayonnement dans son
état fondamental (vide de photons); |Jf, Mf; k, A > 1'état du systéme global
ol 1'atome se trouve décrit par IJf, Me > tandis que, pour le rayonnement,
le mode K, gx est dans 1'état d'excitation n = 1 (un photon). La densité
d'états finals est notée p(Ef); la conservation de 1'énergie impose que hick =
Ee - Eg¢. Enfin, Hy désigne 1'hamiltonien d'interaction :
> > >
Hy = ¢ g Pq. A(Rq) (VII-137)
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1EME a1ectron
de 1'atome, et A est le potent1e1 vecteur du champ électromagnétique. Ce dernier

S expr1me en fonction des opérateurs ag A de destruction d'un quantum dans le

od c est une constante ﬁ et ﬁ sont 1'impulsion et la position du q

mﬁek,exsom la forme :

> > ik.r . o
A(r) = LI ay 4 & e + hermitique conjugué (VII-138)
koad 2

Nous allons faire 1'approximation dipolaire électrique qui consiste & négliger

les dimensions de 1'atome, dont 1'ordre de grandeur est le rayon de Bohr a,»

devant la longueur d'onde A = 2n/k des photons émis; cette approximation est
bien fondée dans le domaine optique (ao/x < 10-3). Si le noyau de 1'atome est

situé a 1'origine,des axes, on peut alors, dans (VII-138), remplacer les

i

exponentielles e T par un et il vient :

> >
Hy = c kzk 7 &P (VII-139)

ol P est 1'impulsion totale :
> >
P=2 Pq (VII-140)

de tous les électrons. Dans (VII-139), on peut aussi bien remplacer [} par ﬁ,
opérateur position du centre de masse des électrons. En effet, dans 1'égalité
(VII-136), nous ne ferons intervenir que 1'élément de matrice entre des états
atomiques |Je, M, > et [9¢5 M, >, états appartenant & une base standard; le
théoréme de Wigner-Eckart permet alors d'affirmer que tous les éléments de
matrice de P sont proportionnels a ceux de R. Pour finir, compte tenu de
(VII-136) et (VII-139), on est conduit & écrire :

3 Rl J

Me | A

s
- 2 -
r(k, e*)Me NS < dgs Y (VII-141)

ol a est une constante indépendante de Me’ Mf et EA‘

\ = €, » on obtient le calcul de la probabilite

d'émission d'un photon polarisé linéairement le long de 0z (ce cas correspond a

Si 1'on choisit e

ce que 1'on appelle “polarisation n"); c'est 1'élément de matrice de la compo-
sante Q = 0 de 1'opérateur vectoriel qui intervient :

EA = Eo = EZ (polarisationm) < Q=0 (VII-142.a)
a
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Si, maintenant, on prend EA = -(Ex + i@&)//?, on obtient une pola-

risation circulaire, dite 0+4 et la composante Q =1
N R e, t 1ey

(polarisation 0+) @ 0 =+1 (VII-142.b)

e, =e
A +1 /—2

Lorsque Ex = (gx - 13&) / Y2, on obtient une polarisation circulaire de sens
opposé, appelée ¢, et la composante Q=-1:

> e, - ie _
e, = 6. = ————5 (polarisation ¢”) » Q = -1 (VII-142.c)
vy 2
Enfin, par une polarisation EA quelconque, on décompose Ei sur 3+1, Eo et 3_1

et on obtient une combinaison linéaire des 3 composantes standard Q@ = +1, 0 et
-1 de R. Nous nous contenterons donc de raisonner dans les trois cas simples
ou la polarisation est o+, o ou m. Le théoréme de Wigner-Eckart dit alors que
la proabilité de transition est proportionnelle a :

[< 9 My [3p 1M Q>|2

e

Le carré d'un coefficient de Clebsch-Gordan permet donc d'évaluer les intensités
relatives de toutes les transitions verticales de la figure VII.2. Les régles
de sélection suivantes sont obtenues :

|Je - Jf| <1
|Mf - Mfl <1 (régles dipolaires) (VII-143.a)
et
Me = Mf polarisation
Me = Mf +1 polarisation o+
Me = Mf -1 polarisation o
(conservation du moment cinétique) (VII-143.b)

On reporte souvent sur les figures du type (VII.3) les valeurs des coefficients
de Clebsch-Gordan < Jas Me |Jf 1 Mf Q > [ Tleur valeur absolue suffit pour
évaluer la probabilité de transition si EA = 3+1, 30 ou 3_1 mais, pour une
polarisation EA quelconque qui est combinaison linéaire de ces vecteurs, il

est également utile d'avoir leur signe].Les figures VII.4 donnent quelques
exemples des schémas ainsi obtenus : dans tous les cas, une polarisation w
correspond & une transition verticale, ot & une transition inclinée vers la
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droite, o & une transition inclinée vers la gauche. Ces diagrammes sont
quelquefois appelés "diagrammes de polarisation".

-
® Le fait que R n'agisse que sur les variables orbitales des
électrons donne les régles de sélection suivantes pour un atome en couplage

LS (on pose J=T+3oulets sont les moments orbitaux de 1'ensemble des
électrons) :

AL = 0, #1

AS = 0

Ad = 0, #1 (VII-144)
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ol AL, AS et AJ désignent les différences entre les nombres quantiques associés

au niveau excité et au niveau fondamental. De méme, si 1'on considére un atome
> >

de spin nucléaire non-nul I, et si 1'on pose F = I + J, on obtient :

AF = 0, *1 (VII-145)

Pour des opérateurs tensoriels d'ordre K = 2 (ou plus), on peut faire
le méme type de raisonnement qu'aux paragraphes a et b précédents. Par exemple,
dans un sous-espace &(t, J) donné, tous les opérateurs tensoriels irréductibles
d'ordre K donné sont proportionnels entre eux.

A partir de 1'opérateur vectoriel 3, on peut construire, grace aux
coefficients de Clebsch-Gordan (VII- 56 ) [ ou les formules (VII- 74 ]
1'opérateur hermitique ﬁ=(K=2) de composantes standard :

T8 - %= (9272

= (2
‘Jil)

i

1 -
E(Jil J0+J0 Jil) =+(Ji JZ+JZ Ji) / V2

] gz) - —/1% (0,0 9.1 + 23,2 +9.1 9,0 = 33,2 -3%)/ /8 (viI-146)
Tous les tenseurs T(K=2) seront proportionnels a ce tenseur j:(K=2), dans

&(t, J). La valeur moyenne < 312) > de ce tenseur [ c'est-d-dire les 5 valeurs
moyennes des composantes ﬁis)] sera appe]ée "alignement" du systéme physique
(paﬁ opposition & "orientatimn" qui désiane la valeur moyenne de j). Le coeffi-
cient de Clebsch-Gordan < J 2 M'Q |J M > qui apparait grdce au théoréme de
Wigner-Eckart montre que 1'alignement ne peut é&tre non nul que dans un espace
&(t, J) ot J = 1 (régle du triangle).

Un exemple important d‘opérateur 7(K=1)

est 1'opérateur quadrupolaire
électrique associé en mécanique quantique a un ensemble de charges [ complément

VIIB ]
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n=2) x2)

(i) Un tenseur T ( n'est pas nécessairement proportionnel ézj(K
dans &(t, J). Ce n'est en effet exact que pour sa partie irréductible K = 2
c'est-a-dire la partie symétrique & trace nulle. La partie antisymétrique
est proportionnelle & 1'opérateur j x, c'est-a-dire un opérateur K = 1 (avec
un coefficient totalement indépendant en général de celui pour K = 2).

Quant 3 la trace, elle est proportionnelle (avec un troisiéme coefficient in-
dépendant) & J2, c'est-a-dire a (1).

>
KT e (VII—138) en puissance

de ao/k, on fait apparaitre, & la suite des transitions dipolaires électriques,

(i1) En développant 1'exponentielle e

des transitions multipolaires d'ordre plus élevé (ﬁ). Des opérateurs tensoriels
irréductibles d'ordre K = 2, ou plus, peuvent entrer en ligne de compte, ce qui
modifie le coefficient de Clebsch-Gordan écrit plus haut et, en conséquence,
les régles de sélection que nous avons écrites.

Un exemple bien connu est la raie quadrupolaire verte de 1'oxygéne
atomique (A = 5.577 R, durée de vie correspondante T = 1 s), correspondant
a la transition :

2s2 2p* 1So + 2s2 2p* 1D,

IT est clair qu'une telle transition ol AJ = 2 (et, de plus, AL vaut également
2) est interdite par les régles de sélection dipolaires; c'est ce qui explique
la nécessité d'émettre lors de la désexcitation un photon quadrupolaire (le
fait que 1'effet soit d'un ordre supérieur en aO/A explique la longue durée

de vie correspondante; le niveau est métastable).

Nous allons étudier dans ce paragraphe un systéme physique de moment
cinétique J donné { on considére que 1'espace des états est restreint & un
espace irréductible &(t, J) donné ] ; les 2J+1 kets |J, M > associés aux
valeurs M = J, J-1, J-2, ... -J+1, -J, forment alors une base de 1'espace
des états &.

- = ——————" - % T A" s ————— = - - —— - —————— " 0 % = - - —— - - ——— - = -

*
) Voir par exemple la réf. (1}3) citée dans 1'introduction, complément Avrrr
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a. Espace de Liouville
Soit maintenant & 1'ensemble des opérateurs agissant dans &; dans
une base donnée de &, ces opérateurs sont représentés par des matrices
(2J41) x (2J+1). On se convainc facilement que 1'ensemble & est un espace

vectoriel, de dimension (2J+1)2, défini sur le corps des complexes (*).ch est dit
"espace de Liouville". Une base possible pour>if est 1'ensemble des
opérateurs |J, M >< J, M'| (opérateurs "dyadiques"), od M et M' prennent

chacun (2J+1) valeurs; lorsque ces opérateurs seront considérés comme des
vecteurs de 1'espace de Liouville. Nous les noterons :

M, M' >> o [J, M>< J, M| | (VII-147)

De méme, d tout opérateur A nous ferons correspondre 1'élément de of noté
|A>>. On peut introduire un produit scalaire dans 1'espace de Liouville
entre deux &léments |A >> et |B >> quelconques par :

<< B[A>>=Tr{ BT A} (VII-148)

(o la trace du second membre est prise comme habituellement dans 1'espace
des états &). On vérifie facilement (invariance de la trace par permutation
circulaire) que :

<< BJA >> = << A[B >>* (VII-149.3a)

et que (=) .

< AlJA> 30 (VII-149.b)

[ la nullité n'étant réalisée que si A est identiquement nul ]. Les propriétés
de définition d'une norme (définie positive) et d'un produit scalaire sont donc
bien satisfaites.

ce serait le corps des réels si l'on se restreignait aux opérateurs hermitiques.

)« A|A >> est réel puisque Tr {C-r} = {c} ]* et que (A+A).!. = a%4. Drautre

part, tout opérateur A peut s'éerire A = Ap + iAr, on Ap et Ay sont les deux
opérateurs hermitiques (donc diagonalisables) :

_ 1 t =L s-
Ap =5 (A+47) Ay = 5= (A=A

T

On a alors :

- t t : t, gt
<< Ala > = Tr { Ap Ap } +Tr (A AL} + 7 Tr { A’ Ap - A

Ap '}
- 2 2
=Tr {42 } + I { A2}
S5t << A|A >> est nul, la somme des carrés des valeurs propres de Ap (et de

AI) est nulle; AR et Ap, et par sutte A, sont donc nuls.
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Comme

"

<< M, M'|M", M™>> = Tr { 13, M'>< 3, M [d, M* >< J, M| }

= 6M,Mn GMM"' (VII-ISO)
la base |M, M' >> est orthonormée. On peut donc décomposer tout opérateur A
sous la forme :

+J
A= % << M, M'|A >> |[M, M' >>
M,M'=-J
=3 Tr { [J, M'>< J, M |A.} [ J, M>< g, M'| (VII-151)
M’MI .
Comme +J
' 1} 1
Trf 19, W<, M (A} = = < g, Mg, M>< g, M [AL, B>
MY=-
=< J, M |A]d, M'> (VII-152)

on vérifie facilement que la décomposition (VII-151) est simplement équivalente
a 1'introduction de deux relations de fermeture sur la base { |J, M > }. On
peut, en particulier, décomposer la matrice densité p du systéme sous la forme :

+J
p= I Oum . ms |15 MY >>
=g MM
=L oy 195 M>< 3, MY (VII-153.a)
MM
ou
Pyye = < J» M [o]d, M'> (VII-153.b)

L'hermiticité de p entraine que :
*
pMIM = (DMMa) (VII‘153.C)

B. Transformation par rotation

On peut se demander comment se transforment par rotation les é&léments
|A >> de 1'espace de Liouville. L'opérateur A devenant RAR.lL lors d'une rotation,
il est naturel de poser :

|At >> = [RART >> (VII-154.a)

A" >> <SR |A >> (VII-154.b)

est le transformé de |A >> par rotation, efi%l.]'opérateur qui décrit cette
rotation dans 1'espace de Liouville.
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Examinons en particulier comment se transforme la base M, M' >>

introduite plus haut. On a :

+J

Ji '
R]J, M>= X ( R ) " ]J, M" >
M“="J M M
et donc :
+J
< J, Mll R+ = T ( R[J] );li < J, Mm'
M" =-J

Par suite :

R|J, M >< J, M'| R =

r ¢ (RUD)

M oM™ ( R[J] ):4'"Ml IJ’ M" >< J, Mml

M"M

ou encore

IJLIM, M!' >> = I ( R[J] )

J] ¥ |
( R[ )M“' M' IM“’ M® s>
MM

M"M

(VII-155.a)

(VII-155.b)

(VII-156.a)

(VII-156.b)

Les transformations par rotation des |M, M' >> ne se font donc pas de fagon

particuliérement simple (deux matrices de rotation interviennent)

Y. Base des opérateurs Téil

Dans 1'espace des états & de départ, on connait 1'action d'un opérateur

vectoriel, le moment cinétique J lui-méme. A cet opérateur T(K=1)

3 &léments notés |[K, Q> (K=1,Q=1, 0, -1) de & .

correspondent

Par produit tensoriel de ] par lui-méme, on peut construire, comme

nous 1'avogs fait au § B-3-a, deux opérateurs K = 0 (opérateur scalaire propor-
tionnel & J’) et K=2 [ alignement; cf. (VII-146) ] ; nous ne gardons pas

1 A _ ' . 1 . - ' -
1'opérateur K = 1C.est en fait 1'6béﬁaterEfﬂu il est propor51?nne1 add apreés

x dqui est nul

le théoréme de Wigner-EckartY Nous avons ainsi introduit un nouvel élément
|[K =0, Q=0 >, et 5 éléments de AZTIK =2, Q0 > oi Q varie entre +2 et -2.
On peut continuer de la méme fagon et multiplier tensoriellement 1'opérateur

- - -
T(K_z) par J pour obtenir T(K—3), etc... I1 est clair que cette procédure ne
peut se répéter indéfiniment : dés que K > 2J+1, les opérateurs obtenus sont
nuls [ puisque < J KM Q |[J M' > est nul d'aprés la régle de sélection du

triangle ] .

En tout, nous avons ainsi défini 2J+1 opérateurs tensoriels K = 0, 1,

2, ..., 2J, ayant chacun 2K+1 composantes. Comme :
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: (2k+1) = 2 U2 4 9541 < (2041)2 (VII-157)
K=0

le nombre de ces opérateurs est exactement égal a celui de la dimension de
1'espace de Liouville izi . A priori, les ]K, Q >> peuvent donc former une

base; il nous faut cependant vérifier qu'ils sont indénendants.

Pour cela, commengons par calculer la trace de chaque opérateur TéK)
que nous avons introduit. Si K = Q = 0, on peut, par multiplication par un
facteur convenable, convenir de poser :

(K=0) _ 1 -
T = 4 (VII-158)

de sorte que :

Tr{ r(¥=0) } -1 (VII-159)

Pour les traces de tous les autres opérateurs TéK), elles sont nécessairement
nulles. En effet, la premiére des relations (VII-84) donne :

‘ " Tr{ T‘(QK) } S { [‘]z’ Tf(}K)} } =0 (VII-160)

(1a trace d'un commutateur est nulle). Donc, si Q # 0, la trace de TéK) est
nulle. Si Q n'est pas nul, on utilise 1a deuxiéme des égalités (VII—84) pour
écrire :

r { T((JQ } = { [ % T(()K)]} =0 (VII-161)

oi le coefficient de proportionnalité n'est nul que si K = 0. Pour finir :

Tr‘{ TéK) } =8¢0 S0 (VII-162)

Calculons maintenant le produit scalaire de deux &léments |K, Q >> de &f :
+ '
<< K, Q |K', Q' >> = Tr{ TéK) T('é,) } (VII-163.a)

Grace a une multiplication par une constante convenable, on peut rendre chaque
T(K) hermitique. Alors [ cf. (VII.94) |}

<< K, Q |K', Q' >> = (-1)1 Tr{ ng) T(()l.(‘) } (VII-163.b)
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Pour évaluer cette trace, décomposons c?mme au § B-4-c le produit T(g) Té$')
K“ ) . -

en opérateur tensoriels irréductibles Z Q"

1K) oK) oy ckk g (ke Qs 2K (VII-164)
Q Q KuQn Q

Chaque opérateur Zéf ) est proportionnel & 1'opérateur Téf ) de méme ordre;
d'aprés (VII-162), i1 a donc une trace nulle sauf si K" = Q" = 0. Par suite :

<«< K, Q [K', Q' >> = (-1)Q <KK' -QQ' |00>x8 (VII-165)

ol B est une constante. D'aprés les régles de sélection sur les coefficients
de Clebsch-Gordan, cette expression est nulle sauf si K =K', Q = Q'; elle est
alors indépendante de Q [ cf. égalité (VI-49) ] . Les |K, Q >> sont donc or-
thogonaux entre eux; la multiplication de chaque T(K par une constante réelle
suffit alors pour obtenir une base orthonormée. Pour finir :

P
Tr { 1§ i }
Sk 80" (VII-166)

<«< K, Q |K', Q' >

H

Nous avons ainsi construit une nouvelle base orthonormée dans 1'espace de
Liouville. Par rotation, les vecteurs de cette base se transforment de fagon
simple puisque 1'égalité (VII-83) entraine que :

LR 1K, Q >> = : (R Jgug IKs Q> (VII-167)

qui est plus pratique @ manier que (VII-156.b)
Tout opérateur A, c'est-a-dire tout é&lément |A >> de JZ? , peut étre
décomposé sur cette nouvelle base. En particulier, pour la matrice densité p,

il vient :
2J +K (K)
lo>> =1 z °Q |K, Q >> (VII-168.a)
K=0 Q=-K a
ou encore : :
o = I péK) TéK) (VII-168.b)
K Q b
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<< K’ le >> = Tr

o
=t
©
L~
=
~
1]

A~

(-1)Q Tr { ng) P (VII-169)
Cette décomposition de p sur ses "composantes tensorielles" s'avére trés souvent
commode. La quantité p(g) est une constante, la trace de p (on 1'appelle parfois
la "population totale" des niveaux, lorsqu'on n'impose pas a cette trace de
valoir 1). Les trois composantes p(é) donnent 1'orientation du niveau, les cinq
de p(é) son alignement, etc...

Si J = 1/2, 1a donnée des 3 composantes de 1'orientation (et éventuellement
de la population totale) suffit entiérement & déterminer p, et donc 1'état du
systéme; d'aprés le théoréme de Wigner-Eckart, tous les moments d'ordre 2, 3, ...
sont toujours strictement nuls.

Si J =1, il faut ajouter la donnée des cing p(g) (alignement) aux p(é)
pour complétement déterminer 1'état du systéme. Le raisonnement se pro]onée
de 1a méme fagon et, plus le moment cinétique d'un systéme est élevé, plus
il faut donner de p(g) pour spécifier sa matrice densité.

§. Invariance par rotation dans 1'évolution d'un systéme physique
L'évolution dans le temps de la matrice densité p(t) peut dans de

nombreux cas étre écrite sous la forme :
ih e Io(t) > = TAL) | o(t) > (V11-170)

ot € (t) est un opérateur linéaire agissant dans Z que nous appellerons
"Tiouvillien". Si le systéme considéré est isolé, son hamiltonien H est indé-
pendant du temps, et on a simplement (&quation de Schrodinger) :

C (t)] o(t) > = | [H,p] > (VII-171)

Cependant, 1'équation (VII-170), que nous appellerons "équation pilote", est
bien plus générale; elle inclut par exemple la possibilité d'interaction du
systéme avec 1'extérieur (compte tenu d'hypothéses souvent réalisées dans des
cas physiques intéressants), de caractére aléatoire pour 1'hamiltonien (théorie
de 1a relaxation), etc... C'est donc sur elle que nous raisonnerons.



L'analogie de (VII-170) avec 1'équation de Schrddinger est frappante.
On peut, dans ce cas également, introduire 1'opérateur d'évolution WU (t, to)
qui permet d'écrire la solution de (VII-170) sous la forme :

lo(t) >> = (¢, t)) lp(to) >> (VII-172)

Cet opérateur doit satisfaire a :

ihde wit,t) = B () «lt, t) (VII-173.3)
et
e (tgs t,) =1. (VII-173.b)

Si, par exemple, il existe un opérateur U (t, to) agissant dans
1'espace des états qui donne 1'é@volution de p sous la forme :

p(t) = U(t, t) o(ty) UT (L, t)) (V11-174)
on a :

AL (t, t,) Jp>> = | Up ut 5> (VII-175)

mais, cette fois encore, 1a forme(VII-172) est plus générale.

Supposons maintenant qu'une opération de rotation quelconque soit
transformation de symétrie pour 1'évolution du systéme physique considéré (on
étudie par exemple un atome subissant de la part de ses voisins des collisions
dans toutes les directions de 1'espace avec la méme probabilité). Si 1'on re-
vient au schéma général de la figure I-5, on est conduit a écrire, de fagon
tout 3 fait analogue a (I-103) :

‘fGL W(t, t ) = U (t, toﬁ (VII-176.a)

c'est-d-dire :

F‘R, U (t, to)] - 0 (VII-176.b)

(ot i1 faut comprendre que le commutateur est calculé dans 1'espace de Liouville
<zo). Les opérateurs U (t, to) et ﬁgz(t) sont donc des opérateurs scalaires

en tant qu'opérateursagissant dans & . D'autre part, il est clair sur (VII-167)
que les |K, Q >> satisfont, dans cet espace, aux relations de définition d'une
base standard. Par suite, le théoréme de Wigner-Eckart (appliqué cette fois
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danSch et non dans & , mais le raisonnement reste le méme) entraine pour TL

et,?? des propriétés analogues a celles qu'entraine la présence du coefficient
de Clebsch-Gordan (VII-125) pour un opérateur T(O). On a donc :

1 ] - -
<K, QAL (t, t) [K', Q' >> = 8y S Ck(ts to) (VII-177)
ol C est un nombre indépendant de Q et Q'. Par suite, la relation (VII-171)
donne :
(K) - o(K) -
pQ (t) = pQ (to) X CK(t, to) (VII-178)

Nous obtenons donc le résultat important suivant, exact chaque fois que 1'inva-

riance par rotation est préservée dans 1'évolution du systéme physique considéré:

Les différentes composantes tensorielles p(K) de la matrice densité évoluent de

fagon totalement indépendante; €a facon dont elles &voluent dépend de K, mais

pas de Q. On congoit 1'importance pratique que peut prendre cette propriété

dans beaucoup de problémes physiques ou 1'invariance par rotation joue un réle.
Exemple : On rencontre souvent le cas ol :

Cy(t, t,) = e (t7t0)/Tk (VII-179)

ou Ty est une constante positive, le temps de relaxation des observables
tensorielies d'ordre K.

(i) Si 1'on est dans le cas ol la relation (VII-171) donne 1'évolution
de p, 1'invariance par rotation impose donc & 1'hamiltonien H d'étre scalaire.
L'opérateur H est donc proportionnel a 1'opérateur T(§=0) écrit en (VII-158),
qui commute avec tout opérateur dans & [ rappelons que & a été restreint a
un seul sous-espace &(t, J) ] . En d'autres termes, le systéme physique
n'évolue pas, et les égalités (VII-178) en découlent de facon triviale.

(i1) Dans l'espace de Liquville & , on définit facilement 1'action
d'un opérateur moment cinétique E§L . IT suffit pour cela de considérer une rota-
tion infinitésimale de vecteur éa =-Iidq> et de poser :

£ o=
R=1-is¢ .Y (VII-180)

Compte tenu de (VII-154), on yoit que ceci revient a définir 1'action de la com-

posante :fu =4_:<:.g de g par :
2L4 A>> = | (J, ,A] > (VII-181)
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I1 est clair, sur la définition méme des opérateurs tensoriels irré-
ductibles,que :

3, 1K Q> = QK [K, Q> (VII-182.a)
et

{éi K, @ >> = ff V K{K+T) - Q(0I) [K, Q + 1 > (VII-182.b)
[ ou f}-+ = i;x + ii§y ]. Les |K, Q >> satisfont donc exactement aux

relations d'une base standard dans Et: . L'espace de Liouville peut donc étre

décomposé comme la somme directe de 2J+1 sous-espaces invariants irréductibles

sous 1'action de 1'ensemble des opérateurs de rotation : 1'espace (de dimension 1)

engendré par |K=0, Q=0 >>, celui (de dimension 2) engendré par les kets |K=1, Q >>,
celui (de dimension 5) engendré par les |K=2, Q >>, etc... [rappe]ons

que K ¢ 2J.] . Chacun de ‘ces sous-espaces est sous-espace propre de 1'opérateur :

72?2 - gxz + Jyz + ﬁzz
PR T B B SR I (VII-183)

avec la valeur propre K(K+l) A2

75’2 IK, Q > = K(K+1) #2 |K, Q > (VII-184)

Dans 1'espace de Liouville &f , un opérateur scalaire (invariant par
rotation) sera un opérateur qui commute avec tout opérateur de rotation?
c'est-a-dire avec toute composante de 7} . L'@galité (VII-175) indique que
4L,££, to) est scalaire. Le fait que <& (t, to) commute avec les opérateurs 2}2
et 172 implique alors que ses éléments de matrice entre vecteurs propres de
valeurs propres différentes sont toujours nuls; la relation (VII-171) en découle
alors immédiatement (sans faire intervenir le théoréme de Wigner-Eckart dans
1'espace de Liouville).

Si maintenant 1'évolution du systéme physique étudié n'est invariante
que par rotation autour de 1'axg_gz, 1'opérateur 4Qﬂ.commute toujours avec ;?%
mais plus nécessairement avec 17 2, Dans ces conditions, les évolutions des
péK) associées a des valeurs de Q différentes sont toujours découplées, mais par

celles entre valeurs différentes de K pour la méme valeur de Q [ couplage entre
composantes Q = 0 de 1'orientation, 1'alignement, etc... ]




- 257 -
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Dans ce chapitre VIII, nous allons envisager une opération de
symétrie nouvelle : le renversement du temps. I1 s'agit 13 d'une opération
discréte, qui forme avec 1'identité un groupe & deux éléments (de fagon
analogue & la parité d'espace); il n'existe donc ni groupe de Lie
ni générateur infinitésimal associé . . Nous allons
voir que, si 1'on cherche & construire en mécanique quantique un opérateur
Tinéaire correspondant au renversement du temps, on aboutit & des contra-
dictions; i1 faut en fait prendre un opérateur antilinéaire. C'est pourquoi,
aprés un examen rapide de la fagon dont se présente le renversement du temps
en mécanique classique (§ A), nous rappellerons un certain nombre de proprié-
tés des opérateurs antilinéaires (§ B). Nous construirons ensuite explicite-
ment 1'opérateur quantique de renversement du temps (§ C). Enfin, nous discu-
terons certaines applications, comme le théoréme de Kramers et le théoréme
de Van Vleck (§ D).

A. RENVERSEMENT DU TEMPS EN MECANIQUE CLASSIQUE

Qu'appelle-t-on renversement du temps en mécanique classique ? C'est
1'opération & qui, & tout mouvement d'un systéme physique décrit par les
fonctions qi(t), associe un autre mouvement, décrit par les fonctions qi(~t).
En d'autres termes, a tout instant t, les valeurs des coordonnées généralisées
aprés opération de renversement du temps sont celles qu'avaient les mémes
coordonnées a 1'instant -t pour le mouvement initial :

e Y2l
qilt) = £ U:) = q;(b) = Li(-8) (VIII-1)

IT est clair que les dérivées ai se transforment suivant :

q;(t) = é%iﬁe(t) -ii> qit) = “c%t“ Pi(-t) (VIII-2)
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Pour définir le renversement du temps de fagon imagée , on dit parfois
qu'on filme le mouvement initial, et que 1'on projette ensuite le film

d 1'envers (en commengant par la fin du film); on obtient ainsi une image
du mouvement aprés action de i; (fig. VIII.1).

mouvement initial mouvement ayant subi le renversement
(la particule ralentit) du temps (la particule accélére)

Fig. VIII.1

Suivant la définition :générale donnée au chapitre I, 1'opération 2;
sera dite opération de symétrie si, & un mouvement possible quelconque, cor-
respond aprés action de f; un autre mouvement possible (avec les mémes lois
d'évolution pour le systéme). Le schéma correspondant i 1la fig. I.1 est donc
ici celui de la figure VIII.2.

4= ’ . s > . = .
Exemple : Considérons_une particule de position r, soumise a 1'action

-
d'une force F qui dépend de ?, r (vitesse) et du temps t. L'équation du mouve-

ment initial est :

5° > o> 3
mr =F (r, r; t) (VIII-3)

(ol m est la masse de la particule). Dans 1'opération de renversement du
temps, chaque mouvement décrit par une fonction ?(t) devient :
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1—h

12(-8)

Fig. VIII.2
V¢
F(t r(-t
o % A
r(t) F(-t) (VIII-4)
Donc 1'opération 2; sera opération de symétrie si :
m '?.(-t) = (v, -;r;' -t) (VIII-5)
c'est-a-dire :
F(r, -%; -t) = F(r, ?«“ t) (VIII-6)

quels que soient ?, v et t. En particulier, si F dérive d'un potentiel V(?)

ne dépendant que de ¥, il est clair que & est toujours opération de symétrie.
C'est le cas par exemple pour une particule chargée soumise a 1'action d'un
potentiel é&lectrostatique (&lectron tournant autour d'un proton immobile,
satellite tournant autour de la terre, etc...; cf. fig. VIII-3).
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Fig. VIII.3

En revanche,'si des forces magnétiques sont présentes, et si F
s'écrit (force de Lorentz) :

F=q [E(r) +7xB(F)] (VIII-7)
on voit facilement que la présence du terme en T implique que la condition
(VIII-6) n'est pas satisfaite. On peut par exemple s'en convaincre en sup-
posant que £ est nu] et B uniforme; si 1'on prend alors une particule de
vitesse initiale v perpendiculaire a § la trajectoire est un cercle, et
ce cercle n'est pas le méme si 1'on renverse la vitesse initiale v (fig. VIIIL.4).
I1 est d'ailleurs élémentaire de vérifier que le mouvement obtenu par action
de & obéit aux équations du mouvement dans un champ B opposé au champ

initial.

)

Fig. VIII.4
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=~

Ce résultat se généralise & un ensemble de particules chargées :
le renversement du temps est opération de symétrie lorsque ces particules
sont soumises & 1'action d'un potentiel scalaire appliqué de 1'extérieur
(champ électrostatique), mais ce n'est plus le cas si des champs magnétiques
sont appliqués de 1'extérieur.

(i) Si le systéme physique considéré est isolé (aucun champ appliqué
de 1'extérieur), le renversement du temps est toujours opération de symétrie
lorsque les interactions entre particules sont de nature é]ectromagnétique)
méme si ces interactions font intervenir les champs T et B : les lois de
1'électromagnétisme sont invariantes par renversement du temps. Cependant,

il faut noter que la transformation (VIII-4) conduit a changer le signe des
champs B créés par les particules (sans modifier celui de E)

E(r; t) % E(r; -t)
B(rs t) — B(r; -t) (VIII-8)

[ €a 1oi de Coulomb ne fait intervenir que la position des particules, alors
que celle de Biot et Savart fait explicitement intervenir la vitesse, qui
change de signe sous ] action de & ]

Si le champ B est appliqué de 1' exter1eur le renversement du temps
redevient une opération de symetr1e si1' on conv1ent de changer B en -B. Cette
opération est naturelle puisque B devient -B si 1'on inverse les vitesses des
particules créant [ (par exemple le courant parcourant le solénoide qui est
a 1'origine de §)

(ii) I1 est clair que 1' operat1on de renversement du temps que nous
avons définie dépend de 1'origine des temps choisis. On pourrait aussi bien
définir un ensemble d'opérations ?:;o par :

Gty o,
a;(t) =" (1) = q (2t - 1) (VIII-9)

(on vérifie que 1'opération est bien 1'identité si t = to). On voit cependant
que ‘Z; est 1'opération °C;t'=0 (c'est-a-dire G ), suivie d'une translation
de temps d une quantité 2t % 5i tes symétries du mouvement par translation
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dans le temps sont connues, 1'étude de la seule opération Z;' suffit pour

caractériser 1'effet de toutes les opérations Z;t .
0

"Donc si 1'on considére un systéme dont les lois d'évolution sont
invariantes par translation de temps, et si G est opération de
symétrie, il en est de méme de toute opération Z;to centrée a une origine
des temps t0 quelconque.

(ii1) Dans le point de vue de Lagrange des équations du mouvement, on
utilise souvent un Lagrangien &L qui est Ta somme d'une fonction quadratique
des &i (sans terme linéaire) et d'une fonction qui ne dépend que des q; et du

temps. Par exemple :

L = T(a;) - V(ag t) (VIII-10)

o T(éi) est 1'énergie cinétique, quadratique par rapport aux hi. L'opération
(> sera alors opération de symétrie si :

V(a3 t) = V(ay3 -t) (VIII-11)

(de fagon générale, G t, Sera opération de symétrie quel que soit t0 siV
est indépendant du temps). On aura alors :

& (a5, 453 t) = & (3, 453 t) (VIII-12)

i
La fonction cZ? étant par hypothése quadratique par rapport aux ai (sans
terme linéaire), 1'impulsion p; *
oL
pizf
aqi
sera changée en son opposée sous 1'action de TZ? . Par suite :

(3> 955 t) (VIII-13)

x=3p;q -& (VIII-14)
1

.sera invariant dans 1'opération i; . On vérifie alors facilement que les
équations de Hamilton :

. X
9 = p;
b = - g (VIII-15)
i
sont invariantes par la transformation :
;5 & 9
i 2 i

P; -p; (VIII-16)



Si, cependant, le Lagrangien n'a pas une dépendance quadratique
pure par rapport aux &i, la situation est plus compliquée. Par exemple, si :

ZE? = %-m %2 + q%. K(r,t) -q U(¥; t) (VIII-17)

(particule de charge q dans des champs E et E), le mouvement n'est plus
jnvariant par renversement du temps, et cette opération ne se traduit plus
par un changement de signe de B, mais par :

> (Zg -+

p = p' (VIII-18)

avec (renversement de la vitesse) :

P -qhA(r; -ty =- [ p-qh(r; t)] (VIII-19.a)

"c'est-a-dire :
p'=-p+q [A(F; t) +A(F; -t) ] (VIII-19.b
l

B. RENVERSEMENT DU TEMPS EN MECANIQUE QUANTIQUE

Comme annoncé dans 1‘'introduction, nous allons commencer par un
rappel concernant quelques propriétés mathématiques des opérateurs anti-
linéaires, propriétés qui nous seront utiles dans la suite.

1. OPERATEURS ANTILINEAIRES

Un opérateur A est dit antilinéaire si, quels que soient les kets
|¢; > et |9, > de 1'espace & dans Tequel il agit, et quelles que soient les
constantes (complexes) A et u, on a :

A6 > +uloy > 1 = X" Al¢r > +u" Aoy > (VIII-20)

En particulier, i1 découle de cette définition que :

M 6, > = A" A g > (VIII-21)
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c'est-a-dire que le commutateur [A, A ] n'est pas nul, sauf si A est réel.

Exemple : Si A est antilinéaire et si { |u >} est une base de

1'espace des états, on a :

Alo >=A Lz u ><ulé>]
n

*
ﬁ <u | ¢> Alu > = i <¢ Ju >Aju > (VIII-22)

On définit, comme pour des opérateurs linéaires, la somme A1 + A2
et le produit A1A2 de deux opérateurs linéaires ou antilinéaires, par :

(A1 + Az)[¢ > = A1|¢ > + A2[¢ >
(A1A2)l¢ > = Al(A2|¢ >) (VIII-23)
(associativité). Si A1 et A2 sont antilinéaires, le produit A1A2 est lTinéaire

(démonstration immédiate); si par contre, un seul des deux opérateurs Ay et A,
est antilinéaire, 1'autre étant linéaire, le produit AlA2 est antilinéaire.

A et B sont par définition inverses 1'un de 1'autre si :
AB = BA =1 (VITI-24)

(opérateur identité). Montrons que, si A est antilinéaire, il en est de méme
de B. En effet, si 1'on pose :

v > = Bl¢ >
l¢ > = Alp > (VIII-25)
on peut écrire :
ABfp> = Ay > =BAX| ¢ >
=B [ A" Alp > ] (VIII-26.b)
c'est-a-dire :
ABl¢ > =B [ A\ [¢ >] (VIII-26.b)

Exercice : Montrer que si 1'on multiplie A par une constante A

complexe, il faut diviser 1'inverse B de A par Yl
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Si A est un opérateur antilinéaire, le produit scalaire du ket
Al¢ > par le bra |y > :
< x| (Alo >)

est une fonctionnelle antilindaire de |¢ > ( cf. (VIII-20) ). Donc, le
nombre complexe conjugué :

[<xae ]

est une fonctionnelle linéaire de |¢ >, quel que soit |¢ >; nous pourrons
donc 1'écrire :
<x'l¢ >

o0 < x'| est un bra (espace dual de 1'espace &). Nous introduisons alors
la notation :

<x'l =  <x|A (VIII-27)

qui est la définition de 1'actionde A sur un bra; de facon plus explicite,
on peut écrire :

<x'l = (< x|A) (VIII-28)

pour insister sur le fait que A agit sur le bra qui le précéde. Nous avons
donc posé :

cximle> = [ <xdale ] (VI11-29)

Nous voyons donc que, pour des opérateurs antilinéaires, il est

indispensable de préciser (par des parenthéses par exemple) si leur action
s'exerce sur le ket qui les suit ou le bra qui les précéde; les expressions
obtenues dans les deux cas sont en effet complexes conjuguées.
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Exemple : si A; et A, sont anti]inéaires, leur produit A;A, est

linéaire et :

< x| (A1A2]e >) = <X|(AA2) ] >

*

- [exiaale ) | = < xlamy)le > (VI11-30)

La définition de 1'opérateur adjoint Af d'un opérateur antilinéaire A

est Ta méme que pour un opérateur linéaire :

<x'l = <x]A = x'>=ATx>
V]x > (VIII-31)
On a donc :
<x'le > =(<x|A)]¢ > .
=< olx' T = [< o] (AT|x >):] (VIII-32)

c'est-a-dire :

< x| (Al¢ >) = <o](AT|%>)

(VIII-33)

Cette égalité peut servir de définition de 1'opérateur adjoint d'un opérateur

antilinéaire, méme si 1'on n'a pas introduit son action sur un bra.

(i) Pour un opérateur linéaire A, les deux membres de (VIII-33)
seraient complexes conjugués.
(ii) Si A est antilinéaire, A+ 1'est également, comme on peut voir
directement sur (VIII-33).
(ii11) Remplagons A par AT dans (VIII-33); i1 vient :

< x| (AT]o >) = < 6] (ATT|x >) (VIII-34)




- 268 -

Comme
< x| (AT o >) = < o] (A]x >) (VIII-35)

on voit que

= A (VIII-36)

(iv) Si A est antilinéaire et B lindaire :

Ayt = gTAl (VIII-37)

En effet, si 1'on pose :

l¢* > = B¢ > (VIII-38)

<x | [ relo >]
= <x| E\ltb' >:|
- <ol AT
|:< ¢|B*] Aty {l
< ¢I[B+A+Ix >:|

Exercice : Montrer de méme que :

8A)" = afgt (VIII-39)

on peut écrire :

< ¢|[:(AB)+I>< >]

Vérifier que (VIII-37) et (VIII-39) restent encore valables si A et B sont tous
deux antilinéaires.

Par définition, un opérateur antiunitaire est un opérateur antilinéaire
tel que :
+ -1
A" = A (VIII-40.a)
c'est-a-dire :
amt = aTa =1 (VIII-40.b)



A tout opérateur A de ce type, on peut associer une transformation
antiunitaire qui change tout ket |¢ > en [¢ > , bra < ¢| en < @] , opé-
rateur B en B tel que :

]?5 > = Al¢ >+
< $—| = < d)lA
B=ABA' (VIII-41)

Le tableau suivant résume les effets d'une telle transformation :
A - X =AxAT =

(constante) (complexe conjuguée)

< olx > = <Flx > = (<olAT) (Alx >)

[<oltmix > [

< olx "

(complexe conjugué)

(produit scalaire)

B = B=ABA
(opérateur linéaire) (également lingaire)
< ¢[B[x > , = < |B[x >

n

(< ¢|ATy A B ATAly >
< ol(AABlx )V

(élément de matrice)

= < ¢|B|yx >*

(complexe conjugué)

Blo > = Alo > - Bs > = ABATA[¢ >
(vecteur propre) = A\ >
=5 >

(méme vecteur propre, valeur propre
complexe conjuguée)

Si B est une observable (valeurs propres réelles), son spectre est inchangé
dans la transformation antiunitaire

BC - BC=ABCA
(produit d'opérateurs) =ABAACA
BC

[x, P] =ik > r_Y P = -in

[0, 9,1 =ik, ~ [, 9,1 = -ik 9,
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Soit { ]un > } un ensemble de vecteurs orthonormés constituant une
base de 1'espace des &tats & . Tout ket |¢ > veut étre décomposé sur les { Iun >}

[q) > =3 cn ]un > (VIII-42)
n

On peut définir 1'action de 1'opérateur K{u} par :

— *

¢ > = K{u}|¢ > = ﬁ <, |un > (VIII-43)
En développant |¢; > et |¢o > sur la base { |un >-}, on vérifie facilement
que K{u} satisfait & (VIII-20), ce qui indique que c'est un opérateur antiuni-
taire. Nous 1'appellerons "opérateur de conjugaison complexe en base { |un > .

Calculons 1'adjoint de K{u}; d'aprés la définition (VIII-33), il vient :
.i.
< ”nI(K{u}lup > ) = Spp =< upl (Keyy Tug >) (VIII-44)
Comme an = 6pn , on a simplement :
- t -
K{u} = K{u} (VIII-45)

D'autre part, on vérifie immédiatement en utilisant (VIII-43) que :
(Kyy P = 1 (VIII-46)

On a donc :

- -1 _ t -
K{u} = K = K (VIII-47)

et K{u} est un opérateur antiunitaire. Sous 1'action de K{u}’ les composantes
(ou 1a fonction d'onde) de tout ket |¢ > sont changées en leurs complexes
conjuguées. Qu'en est-il des éléments de matrice ? Nous avons vu plus haut que

<U [Blu . >= <u|[Blu_ > (VIII-48)

> , on a simplement :

o
|
A

=
W
[
\4
It
A
==
@
[ =4
\

=B ’ (VIII-49)
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(i) Dans une base autre que { ]uh >} , 1'action de K{u} peut étre
plus compliquée qu‘une simple conjugaison complexe des composantes. En effet,
si { ]vp >} désigne une autre base, on a :

Kiup T Yp |vp >=Keyy T Yp < unlvp > Ju >
P pn
* *
= gn Yp < un]vp > | u, > (VITI-50)

S'il se trouve que < unlvp > est réel, quels que soient n et p (changement de
base réel), il apparait dans le second membre de cette &galité une relation de

fermeture :
z *|u><u|v>
Y
on P n n'"p
Ty v > (VIII-51)
p p p

et K{u} est simplement 1'opérateur de conjugaison complexe en base |vp > .
Cependant, en général, < unlvp > n'est pas réel et cette simplification ne se
produit pas.

(i1) Tout opérateur antilinéaire A peut s'écrire :

A=AKyy® = (AKyy DA

Tout opérateur antilinéaire (antiunitaire) peut donc étre mis sous la forme
d'un produit d'un opérateur de conjugaison complexe par un opérateur linéaire
(unitaire) : on vérifie aisément que, si A est unitaire, le produit AK{U}l'est

aussi.
Exemple : Opérateur de conjugaison complexe K{;} en représentation
{ I? >} et K{B} en représentation { |p > } (cas d'une particule unique
sans spin) .
e Posons :
b > = Ky lv > (VIII-53)
alors :

V() =<Fp > = vt (F) (VIII-54)
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D'autre part :

Ro= Ky RKey = v
P = Kez) [ Ky = -P (VIII-55)

-
(les &léments de matrice de R en représentation {|¥ >} sont réels; ceux

> —
de P, qui agit dans cette représentation comme4% V , sont imaginaires purs).

De méme :

[

=Ky LKy = Ky RXP) Ky
=T (VIII-56)

On voit facilement que :
_}
LR Ky d =0
-> ->
[_P, K{?} :]+ = [[L, K{-;}:L =0 (VIII-57)

od [B, C], désigne 1'anticommutateur BC + CB.
e Si maintenant

¥ > = K{E}Iw > (VIII-58)
on a :
Qip(?;) = <Pl > = w’; ©) (VIII-59)

Comme d'autre part : .
p(r) = (2nh)'% J d3p e“";/’i wp(B) (VIII-60)
on voit que : _
¥Ry = () (VITI-61)

qui différe donc de (VIII-54) (c'était prévisible puisque le changement de
base { |Fr>} = { |p>1} n'est pas réel). On montre aisément que :

[ R, Kepyds = LLs Kppy 1y = O (VIII-62)
et :

Ce, K{p}] = 0 (VIII-63)
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2. CONDITIONS IMPOSEES A L'OPERATEUR RENVERSEMENT DU TEMPS
Jusqu'ici, aux transformations considérées (translations, rotations,

parité, changement de repére galiléen), nous avons associé des opérateurs uni-
taires agissant dans 1'espace des états & du systéme physique étudié. Les rela-
tions de commutation entre ces opérateurs unitaires que nous avons imposées ont
été obtenues a partir de relations de commutation entre transformations linéaires
agissant sur des coordonnées d'espace temps x, y, z, t (éventuellement, augmentées
d'une coordonnée homogéne u = 1). Pour le renversement du temps, nous allons
tenter de procéder de la méme facon; cependant, nous aboutirons & des difficultés
qui nous conduiront & renoncer 3 imposer 1‘'unitarité de 1'opérateur renversement
du temps. Nous verrons par contre qu'un opérateur antiunitaire peut parfaitement
convenir dans ce cas. ’

Supposons donc pour commencer que nous cherchions un opérateur unitaire
T dont 1'action dans 1'espace des états produise en mécanique quantique 1'opéra-
teur ‘Z? schématisé sur la fig. VIII.2 (renversement des vitesses sans modifi-
cation des positions des particules). Quelles sont les relations de commutation
entre T et les opérateurs de translation et de rotation agissant dans 1'espace
des états ? On s'attend a ce que T, qui concerne le sens dans lequel s'écoule
Te temps, commute avec toutes les transformations d'espace pur.

On peut utiliser un raisonnement du méme type que celui du § C-1 du
chapitre III pour le montrer de fagon précise. Pour cela, on décrit une parti-
cule par ses 4 coordonnées d'espace-temps (x, y, z et t), les 3 composantes de
la vitesse (i, y et i) et une coordonnée homogéne u =1 (*). Les diverses opéra-
tions de translation, rotation, changement de repére galiléen, etc... sont alors
décrites par des matrices 8 x 8 (et non 5 x 5 comme au chapitre I). Par exemple,
Ta matrice associée 3 une rotation comprendra deux blocs identiques 3 x 3 (ma-
trices de rotation ordinaire) assurant respectivement la rotation des positions
et des vitesses, plus deux éléments diagonaux &gaux & un (ni t ni u ne changent).

La donnée du vecteur d'état quantique |Y > d'un systéme correspond, en
mécanique classique, a celle des positions q; et de leurs moments conjugués
pz (qui sont liés aux vitesses qi). Il n'est done pas étonnant que, dans
l'étude des opérateurs agissant sur |Y > associds d certaines transformations
comme le renversement du temps, il faille tenir compte de la modification
correspondante des vitesses classiques x, y et 2.
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Pour le renversement du temps, la matrice sera diagonale; les 4 éléments dia-
gonaux associés & x, y, z et u vaudront +1, ceux associés a i, &, zett
vaudront -1. I1 est alors clair que les matrices 8 x 8 de rotation commutent
toutes avec celle associée au renversement du temps. Le résultat sera le méme
si 1'on prend une translation au lieu d'une rotation : la matrice correspondante
couple x, y, zetu [ cf. (III-98) ] , mais celle associée a 25 est 1'iden-
tité dans 1'espace correspondant.

La situation sera cependant moins simple si 1'on considére un changemen
" de repére galiléen, qui "mélange" entre elles les variables x, y, z et t d'espace
et de temps associées d des signes différents des &léments diagonaux de la ma-
trice de ¢ . La commutation des matrices 8 x 8 n'est pas évidente et, en fait,
un calcul explicite montre qu'elles ne commutent pas, mais anticommutent. De

méme, une translation dans le temps (qui "mélange" t et u) conduit & une matrice
qui ne commute pas, mais anticommute avec celle de i;'. On péut retrouver ce
dernier résultat de facon trés simple en rémarquant qu'une translation infinité-
simale de temps est associée a 1'opérateur différentiel a/at. Comme :

of

t

‘gT Cf-t)] = - = (-t) (VIII-64.a)
on a :
—%f_' x (inversion du temps)
+ (inversion du temps) x _%f_ =0 (VIII-64.b)

Exercice : Généraliser les calculs du § C-1 du chapitre III en é&crivant
des matrices 8 x 8 pour tenir compte des modifications de ?, V et t dans les
transformations considérées. Donner les matrices associées aux générateurs infi-
nitésimaux de translation de temps et d'espace, de rotation et de changement de
repére galiléen. Vérifier que les relations de commutation obtenues- au chapitre
III entre ces générateurs infinitésimaux sont toujours valables. Calculer les
relations de commutation de la matrice 8 x 8 associée au renversement du temps
(on vérifiera qu'elle commute avec rotation et translation d'espace, mais anti-
commute avec les générateurs de translation dans le temps ou de changement de

repére galiléen).




Pour une particule sans spin, la commutation de 1'opération de
renversement du temps avec les rotations et translations d'espace conduit
donc a annuler (toujours en supposant T unitaire) les commutateurs :

T 0]
[T, P] (VIII-65)

(alors que pour H et E, le raisonnement précédent conduirait plutdét a annuler
anticommutateurs). Mais si 1'on admet la nullité de ces commutateurs, on voit
facilement qu'aucun opérateur T satisfaisant physiquement n'existe. En effet,

si T commute avec P, Py, Pz’ et si |E > désigne un vecteur propré commun de
ces trois opérateurs de valeurs propres Py> py, P, (composantes de E), 1a
nullité du commutateur [:T P:] et 1'unitarité de T entraineraient que T|p >
serait égal a e o‘lp >. Cette égalite est cependant inacceptable physiquement :
elle exprimerait que 1'impulsion d'une particule libre n'est pas changée par
renversement du temps (alors qu'elle doit évidemment atre changée en son opposée).

Pour une particu]e de spin non nul, la méme difficulté se présente. Si
1'on considére la base {| p, u >} des kets propres communs a P et S , l1a
nullité des commutateurs de T avec Jet P entrainerait que T serait d1agona1
dans cette base. Or, nous désirons un opérateur T qui renverse le signe de p

" et p simultanément. ‘

Un opérateur linéaire est donc & éliminer pour T. Cherchons donc si un
opérateur antilinéaire, autorisé a priori par le théoréme de Wigner (chap. IV
§ B) peut convenir. Comment se traduisent,dans 1'espacé des états, les relations
de commutation entre opérations de symétrie dans 1'espace habituel, lorsque ?E?
est associé & un opérateur T antilinéaire ? Nous voulons exprimer qu'il revient
au méme d'effectuer une opération de translation (par exemple) aprés celle
de renversement du témps, ou les deux mémes opérations dans 1'ordre inverse.

Nous poserons donc :
.—>’l; .+3
T e 1P/ TaP/H g (VIII-66)

L > . > s s taz._ -+ -
(ol a est un vecteur quelconque). Si a est un vecteur infinitésimal Sa, 1'éga-
1ité précédente donne, au premier ordre en 6a :

T(1-163. P/H)=(1-i6a.B/H)T (VIII-67)
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ou encore, puisque T est antilinéaire (et Sa réel) :

> -+
i 8a. (TP) = -i &a. PT (VIII-68)

Comme 8a est quelconque, nous devons donc avoir :
-5
CT,p],=0 (VIII-69)

od [[A, B], désigne 1'anticommutateur :

[CA, BJ, = AB + BA (VIII-70)

La condition (VIII-69) peut étre écrite sous la forme :

> >

TP = -PT (VIII-71)
(i1 faut introduire un signe moins chaque fois que 1'on commute T et 3), ou

encore (ﬁ) :
[1,iP] =0 (VIII-72)

Ces diverses formes de (VIII-69) sont donc vérifiées si la relation de commuta-
tion (VIII-66) est satisfaite pour toute valeur de a. Réciproquement, elles en-
trainent (VIII-66), comme on peut facilement le vérifier en développant 1'expo-
nentielle :
e d
L E W7/ S

n

%T( -ia.p yn (VIII-73)

. . ->
Donc, grice d la présence du i dans (VIII-66), c'est 1'anticommutateur de P
avec T (et non son commutateur) qui doit étre nul, si T est antiunitaire. Il
—->
est clair que le méme raisonnement s'applique a J et conduit a :

LT, 31, =0 (VIII-74)

(j peut étre remplacé par [ lorsque le systéme étudié est constitué d'une parti-
cule sans spin). Nous allons voir dans le paragraphe C suivant qu'il est effec-
tivement possible de trouver un opérateur T’satisfaisant physiquement,qui Véri-

%
(*) L'égalité (VIII-71) et la relation (VIII-21) valable pour un opérateur anti-
lindaire entratnent :

2 . > s
T(ZP) = -1TP = +iLPT
et done (VIII-72).
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fie les relations d'anticommutation obtenues.

Remarque : nous avons noté plus haut que les opérations de renversement

du temps et de translation dans le temps (ou de changement de repére galiléen)

anticommutent. Nous nous attendons donc & ce que :

[T,H] =0 (VIII-75)

puisque 1'antiunitarité de T renverse les rdles des commutateurs et anticommuta-
teurs. Nous verrons effectivement que, pour un systéme conservatif dont 1'évo-
lution est invariante par renversement du temps, cette relation est vérifiée.

C. FORME EXPLICITE DE L'OPERATEUR RENVERSEMENT DU TEMPS

1. PARTICULE SANS SPIN
Nous avons déja vu en (VIII-55) et (VIII-56) que K{?}, opérateur de

. . > . . o
conjugaison complexe dans la base { | r > }, satisfait exactement aux relations
de commutation requises. Nous poserons donc, dans ce cas :

T = K{?} (VIII-76)
Par suite, si |y > est le vecteur d'état de la particule, w(?) sa fonction
d'onde :
W(F) = < ¥y > (VIII-77)
on obtient aisément la fonction d'onde associée & 1'état ayant subi le renverse-

ment du temps :

<FTIw> = v () (VIII-78)

. . - . >
En ce qui concerne la fonction d'onde en représentation p :

v,(P) = < Bly > (VIII-79)
elle devient :
<BlThv > = v (D) (VI11-80)

Remarque : nous avons supposé implicitement que la particule considérée
n'est pas soumise a 1'action d'un potentiel vecteur (puisque nous avons admis
que vitesse et impulsion de la particule sont proportionnelles). On pourrait
reprendre ici une discussion analogue a celle du § C.d du chapitre V. 11

n'existe pas en général d'opérateur agissant dans 1‘espace des états qui, a lui
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-
seul (sans modifier le potentiel vecteur appliqué A) traduise 1'opération
de renversement du temps. Par contre, si 1'on applique simultanément K{;}
et une transformation

(¥ t) » -A(r; -t) (VIII-81)
on obtient effectivement un renversement du temps [ cf. égalités (VIII-19-a)

et (VIII-19.b)]. Dans le cas par exemple ol R est indépendant du temps, ceci
correspond bien au changement de B en -B discuté dans la remarque (ii) du § A.

2. PARTICULE DE SPIN 1/2
Aux relations de commutation avec T de ﬁ, Petl pour la particule

1ibre, nous devons maintenant ajouter pour 1'opérateur de spin 3

TST=-5 (VIII-82)
->
Cette égalité assure que §, comme L, change de signe dans 1'opération de ren-
versement du temps; surtout, compte tenu de 1'anticommutation de T et L elle
entraine que 1'égalité fondamentale (VIII-74) est bien satisfaite.
Posons alors :

T =8 K (VIII-83)

> ul}

ol B est un opérateur (unitaire) & déterminer et K{ ul 1'opérateur (anti-
unitaire) de conjugaison complexe dans la base { Ir u > } des kets propres
communs 3 R et Sz' Pour les mémes raisons que plus haut (réalité des éléments

de matrice de R dans la base considérée, caractére imaginaire pur de ceux de 3) :

Kt RK@, = R
KeE, ) [2 K.y =P (VIII-84.a)
et donc :
K, w LR, N
= Kt ) (R x P) K,y =L (VIII-84.b)

L'opérateur T doit anticommuter avec P de sorte que :

B Kz 1y PR gt = - (VIII-85)



c'est-a-dire, compte tenu de (VIII-84) :
> -
BPB =P (VITI-86.a)

IT en découle que :

[(B,P1] =0 (VIII-86.b)

On verrait de méme que B commute avec f'(et ﬁ). Le fait que K = 1}
ait déja les relations de commutation requises avec les divers opérateur;
orbitaux nous pousse donc d& prendre pour B un opérateur sans action dans
1'espace des états orbital, c'est-d-dire un opérateur de spin pur.

Les éléments de matrice de o, et o, sont réels dans la base { l?, u >}

z
en revanche, ceux de oy sont imaginaires purs [ cf. expressions (III-71)

des matrices de Pauli I. Donc :

S CIRTID S CRTS S

Kk, wr Sz K, =52 (VIII-87.a)
tandis que :

‘o K Ty (VIII-87.b)

Comme nous voulons que 1'opérateur T renverse le signe des trois composantes
de S, il faut que 1'opérateur de spin B assure le changement de signe de SX et
SZ sans affecter Sy. En d'autres termes, B doit commuter avec oy, anticommuter
avec o, et o,- I1 est bien connu que la matrice cy elle-méme satisfait a ces

conditions et on peut prendre pour B 1'opérateur o = 2 Sy/M. On préfére ce-

y
pendant souvent prendre la matrice -ioy
0o -1
- ig = (VIII-88)
Y 1 0

qui a 1'avantage d'étre réelle; c'est une matrice unitaire (comme oy), et
1'on peut donc poser :

T = (VIII-89)

1oy Kt
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Exercice :

v_(r) (VIII-90.)

le spineur attaché a la particule. Montrer qu'aprés renversement du temps,

ce spineur devient :

3" (%)
v, () (VIII-90.b)

3. PARTICULE DE SPIN QUELCONQUE
Le raisonnement est le méme que dans le paragraphe précédent pour

une particule de spin quelconque (on écrit les matrices donnant 1'action de
S,
matrices réelles, Sy imaginaire pure).

S+ et S_ en base { | 7, >}, et on vérifie que Sx et Sz ont les

Pour 1'opérateur de spin B, i1 faut prendre un opérateur unitaire qui,
par transformation, change le signe de Sy et SZ sans affecter celui de Sy. Il
est clair que ceci correspond exactement & 1'effet d'une rotation de m autour

de 1'axe Oy. On pose donc :

_ -inSy/H )
T=e Kz 1) (VIII-91)

Exercice :

S
v>=2 w )% wu> (VIII-92.a)
H=-
montrer que :
+S _
o> =z (™ o A ¥ > (VIII-92.b)

pu=-S H

On pourra commencer par montrer que :

ISy L s S )SY us (VIII-93)
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et, pour cela, considérer que le spin S est obtenu par couplage de 2S spins 1/2.
Dans 1'espace des états de chacun de ces spins, on a [ cf. relation (III-75) ] :

e imSy/M | -io,, (VIII-94)
et donc :
MY s 2 e s
ISy s (VIII-95)
Remarques

(1) La relation (VIII-94) montre que la formule générale est bien
équivalente & (VIII-89) pour un spin 1/2.
(ii) Calculons le carré T2 de 1'opérateur de renversement du temps. Nous

obtenons :

12 = ey Mg e s (VITI-96)

{r, ul

Comme 1'opérateur antilinéaire K{? u} anticommute avec S, [ égalité
]

(VITI-87.b)],i1 commute avec -iSy et donc avec 1'opérateur de rotation e-i"Sy/".
Par suite :
o _ =imSy/R _-inS,/H 2
™=e _ YT e TV L Ker, W ]
- o 2imSy/Hh (VII1-97)

Nous avons dé&ja discuté au chapitre VI  la valeur d'un opérateur de rotation
d'angle 2m (représentations vraies ou bivaluées ) suivant que Te spin

est entier ou demi-entier). Donc :
1 si S est entier

-1 si S est demi-entier (VIII-98.a)

Remargue : ces égalités sont équivalentes a :

T si S est entier

-T si S est demi-entier (VITI-98.b)
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puisque T est unitaire, comme on peut le voir facilement en multipliant
les égalités précédentes par T+. Dans tous les cas, les transformés d'une

observable par T)(T B Tf.))et par T+)(T1-B T ))sont donc égaux.

4. SYSTEME DE PLUSIEURS PARTICULES
L'opérateur de renversement du temps T associé & un systéme de
plusieurs particules numérotées 1, 2, ... N, est le produit des opérateurs T

associés séparément a chaque particule :
=11 (@ {G) (V) (VITI-99)

Pour un ensemble comprenant N fermions (de spin demi-entier) :
T2 = 1 si N est pair

T2

-1 si N est impair (VIII-100)

D. APPLICATIONS

1. INVARIANCE PAR RENVERSEMENT DU SENS DU TEMPS DE L'EVOLUTION DU SYSTEME

Reprenons le schéma de la figure VIII.2 qui symbolise la condition que
doivent satisfaire les équations du mouvement pour que le renversement du temps
soit opération de symétrie. En mécanique quantique, ce schéma peut étre repré-
senté comme sur la figure VIII.5 ol apparaissent explicitement deux opérateurs
d'évolution U. Rappelons que ce dernier est défini en fonction de 1'hamiltonien
H(t) du systéme par :

iM-%EU(t,tO)==H(t)U(t,to)

U(t,, t,) = 1 (VIII-101)
et que : u e, t1) = ute, t) = Ut t) (VIII-102)
T
>

u(t, 0) u(o, -t) i

Fig. VIII.5
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On pose :

lw(0) > = T{w(0) >
[b(t) > = Tlo(t) > (VIII-103)
Le renversement du temps est opérateur de symétrie si |@(t) > peut étre

considéré comme le vecteur d'état a |'instant -t d'un systéme physique évoluant

suivant les mémes lois que le systéme initial. En. termes d'opérateurs, cette
condition s'écrit (*) :

U@, -t) T U(i, 0) |¥(0)> = T [y(0)> (VIII-104)

I

ou encore, puisque |¢(0)> est quelconque :

T U(t, 0) = U(-t, 0) T (VIII-105-a)

Nous pouvons transformer cette égalité pour la rendre plus symétrique ;

multiplions 1a & gauche, ou @ droite, par Tt
U(t, 0) =TT U(-t, 0) T (VIII-105-b)
U(-t, 0) = T U(t, 0) T' (VIII-105-c)
Ecrivons la relation inverse (ou hermitique conjuguée) de (VIII-105-b) :
U0, t) = TH u(-t, 0) T (VIII-105-d)

ou encore, en multipliant & gauche et & droite par T 7T et ut111sant le fait
oue T2 = T2 = 41 [ relation (VITI-100)] :

U0, t) =T U(-t, 0) TF (VIII-105-¢)

(*) On peut examiner ce qui se produit si la condition (VIII-104) est
remplacée par la condition moins forte :

U, -t)T U(t, 0) |v(0)> = T |y(o)>

Un raisonnement semblable 4 celui fait dans la remarque du § C.2 du chp. I
permet de voir que a(t) ne peut dépendre de |¢(0)> . On a donc :

ruct, 0) = &% yi-t, 0) T
Mais 11 faut prendre garde au fait que eta(t) ne commute pas avec T ; les
égalités (VIII-105-b et c) deviennent done :

uee, 0) = & ot yeet, o) ?

ctelt) U(—t, 0) =T U(t, 0) T'

ia(t)

Par conjugaison hermitique, la premiére de ces relations devient :
v, t) = e vy, o) 1t
et la généralisation de (VIII-105-e) est :

veo, t) = ot yet, 0) T
Done : U-t, 0) U0, t) = ¢ to(t) T uct, 0) T
'Lu(t)

7t u(-t, 0) T
ce qui permet de retrouver la relation générale (VIII-106).
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Multipliant membre & membre (VIII-1G5-c) par (VIII-105-e), nous obtenons :
U(-t, 0) U(D, t) = T U(t, 0) T" T u(-t, 0) T'

c'est-a-dire (*x) :

U(-t, t) = T U(t, -t) T" (VITI-106)

Un cas particulier important est celui d'un systéme physique
conservatif (H ne dépend pas du temps t). Alors :
U(t, 0) = exp { - iHt/K } = £ - ( - lgi )" (VIII-107)
n n!

Comme U(t, t') ne dépend que de la différence (t-t'), (VIII-106) devient :

TUt, 0) =ut (¢, 0) T (VIII-108.a)

Cette égalité s'écrit aussi :

L

1
n! nt

T{z L=y (VIII-108.b)
: .

()" ={z
i n
Au premier ordre en t, elle implique :

T )=(-75T (VIII-108.c)
c'est-a-dire, puisque T est antilinéaire :
( - %E ) TH=(- %E ) H T (VIII-109)
et donc :
[T.H]l=0 (VIII-110)

Réciproquement, cette égalité entraine bien (VIII-107), puisque :

T (iH) = (-iH) T (VIII-111)

(**) Autrement dit, si |Y(t) > est solution de l'équation de Schrédinger :

i%%; lW(t) > = H(E)|o(t) > , le ket |o(t) > = |p(-t) >

= 7lp(-t) >
est solution de Lla méme écuation (autre mouvement possible avec le méme
hamiltonien, dépendant éventuellement du temps).
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La condition (VIII-110) est donc celle qui assure 1'invariance par renversement
du sens du temps pour un systéme conservatif (systéme isolé par exemple). La
comparaison avec (VIII-64) montre que, cette fois encore, le fait de prendre

pour T un opérateur antilinéaire a interverti le rdle des commutateurs et anti-
commutateurs.

Pour un systéme conservatif, 1'équation de Schrodinger est :

i 9o Ju(t) > = H ju(t) > (VIII-112)

Si nous multiplions les deux membres par 1'opérateur antiiinéaire T,
i1 vient (puisque T ne dépend pas explicitement du temps) :

.o d
"1“ ET |l})(t) >
TH |u(t) > (VIII-113)

T ip %f-]w(t) >

c'est-a-dire, compte tenu de (VIII-110) :

4M%E[leu)>j SHTT Ju(t) > ] (VITI-114)

Cette équation aurait d'ailleurs pu étre obtenue directement & partir du
schéma de la figure VIII.5 [ cf. note page 26 ]

Exemples : Particule sans spin. Pour une particule sans spin,

T = K{;}, et 1'hamiltonien s'écrit, en présence d'un potentiel scalaire V(?)
indépendant du temps

H = + V(R) (VIII-115)

S

Les relations (VIII-55) entrainent que :

>

P27 = -p.T +T P2
V(R) T = T V(R) (VIII-116)

(

¥ —

et donc :

1}
o

[T, w1

(VIII-117)
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Soit y(r; t) la fonction d'onde de la particule (ﬁ). Elle obéit
a 1'équation de Schrodinger :

-+ 2 - ->
i %T w(rs t) = [ - gﬁ A+ V(r)] w(r; t) | (VIII-118)
La fonction d'onde @(?; t) associée a |$(t) > =T |p(t) > vaut :

p(r; t) =y (r; t) (VIII-119)

et 1'équation (VIII-114) s'écrit :

-if gp v (F

2 - ->
2 st =[-LasviH] @y (VIII-120.a)

qui est équivalente a

. - 2 >, - >
i g_f (F; -t) = [ - g—mA +V(E ] W (s -t (VIII-120.b)

On vérifie effectivement que ces deux équations découlent immédiatement de
(VITI-118) (plus précisément de 1'équation obtenue par conjugaison complexe).

=~

Si maintenant la particule est chargée et soumise a 1'action d'un
potentiel vecteur K(r), 1'hamiltonien devient :

- %ﬁ [P-A R)]% +v(@®) (VIII-121)

et on voit facilement que le commutateur de H et T n'est plus nul & cause des
-

termes linéaires en P.

Un cas particuliérement simple est celui ou :

W?; t) = &b -rwt 3 w = Hk2/2m

qut correspond d une particule libre d'impulsion #k parfattement définie
(nous ne nous préoccupons pas ici du fait qu'une telle onde plane n'est pas
normalisable). Le ket |Y(t) > est donné par :

lpct) > = g Wt P = #k >

Tlyct) > = 7 [ Btk > ] = & T |p=pk >
ewtl'[;:_}{]; >
Donc : ~ . 7

VE; L) = et [wt Zr:]
(onde plane se propageant dans le méme sens). Le mouvement obtenu par renver-
sement du temps est celut qui, d l'instant t, a la fonction d'onde Y(r; —t);
sa fonction d'onde est dgne :

e—i [zr + mt:]

qut se propage bien dans la direction —}iz.

et

1
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L

b) Postulat de microréversibilite

- - —— - - - - - ———

On parle souvent de “postulat de microréversibilité en mécanique
quantique" pour indiquer que, pour tout systéme physique isolé (donc conserva-
tif), 1'hamiltonien H doit commuter avec 1'opérateur T de renversement du
temps. En fait, i1 ne s'agit pas vraiment d'un postulat que 1'on admet de
fagcon générale en physique : si les interactions électromagnétiques et fortes
sont invariantes par renversement du temps, on sait maintenant que ce n'est
pas le cas pour les interactions faibles. Cependant, dans beaucoup de cas
intéressants, on peut totalement négliqer le rdle des interactions faibles et
le "postulat” de microréversibilité peut étre appliqué. Examinons alors une
conséquence de 1'équation (VIII-106). Celle-ci entraine que, si |¢ > et |x >
sont des kets quelconques :

<x|U(t,0)[6 > =  <x| {LTEUT(t,0) T} |o>
- {Cd™ vt 0 (1o ¥
=( < o[Th)yu, 0) (T [|x>) (VIII-122)
Donc, si 1'on pose :
I$ > = T|¢ >
X > = T|x > (VIII-123)
on obtient :
< xJu(t, 0)]e > = < o|uU(t, 0)|X > (VIII-124)

Considérons un systéme qui, & 1'instant initial, est dans 1'état
|¢ >, et évolue librement jusqu'ad 1'instant t; le membre de gauche de (VIII-124)
donne 1'amplitude (complexe) de probabilité de le trouver dans 1'état |x >
si une mesure est effectuée a cet instant. Quant au membre de droite, il concerne
un systéme, initialement dans 1'état |§ > qui évolue (avec les mémes lois dynami-
ques) jusqu'ad 1'instant t. L'égalité (VIII-124) exprime que 1'amplitude de
probabilité de le trouver a 1'instant t dans 1'état [$ > est égale a 1'amplitude
de probabilité précédente (& condition que 1'@volution du systéme soit invariante

par renversement du sens du temps).



\C . fc
o &?e; é Bl oK _ kK, - 288 -
' kk ' o -tk
&1/12: \','; -kka ® Fig. VIIL.6

Al {

Prenons par exemple (cf fig. VIII.6) une collision entre deux
particules A et B d'impulsions initiales ”KA et MEB, et de spins pointant
tous deux dans la direction 0z. On peut chercher 1'amplitude de probabilité
de trouver, aprés collision, une particule d'impulsion MKC et de spin de di-
rection opposée a 0z, et une autre d'impulsion hED et de spin paralléle a 0z (ﬁ).
Si les Tlois qui gouvernent la collision entre les particules sont invariantes
par renversement du sens du temps, nous pouvons directement affirmer 1'égalité
de cette amplitude comme celle d'un autre processus (partie de droite de la
figure VIII.6) : celui ol les particules entrant dans la collision ont des
impulsions —MKC (et 1e spin vers le haut) et -MED (et le spin vers le bas)
les particules sortantes des impulsions 'KA (et le spin vers le bas) et 'KB
(et le spin également vers le bas).

(i) Ne pas oublier que le renversement du sens du temps inverse la
direction des spins. Sinon, on s‘expose & des erreurs (@ moins que H et donc U
n‘agissent pas dans 1'espace des états des spins, cas ol ces derniers ne jouent
pas de rdle dans la collision). '

(ii) Dans un systéme physique macroscopique, 1'invariance par renver-
sement du sens du temps de tous les processus microscopiques n'exclut pas,
a 1'échelle macroscopique, une irréversibilité apparente (augméntation de
1'entropie en mécanique statistique).

Nous avons déja noté une‘certaine analogie entre 1'opérateur S0 de
parité d'espace et celui de renversement du temps (parité de temps). Si
1'hamiltonien H d'un systéme physique est invariant par parité :

[So-H 1 =0 (VIII-125)

La nature (et le nombre) des particules initiales et finales peut étre
différente (nous aurions pu prendre 3 particules finales par exemple) :
collistons de réarrangement en physique atomique, collisions ionisantes,
fusion ou fission en physique nucléaire, création de particules en
physique des hautes énergies, ete...
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et si |¢ > est un ket propre de H :
Hl¢ > = E[¢ > (VIII-126)
alors, deux possibilités existent :
. ou bien |¢ > est vecteur propre de S, pair ( SO|¢ > =|¢ >) ou
impair ( S l6 > = -[¢ >).
. ou bien So|¢ > est un autre vecteur propre de H de méme valeur propre E;

cette derniére est donc dégénérée.

Que deviennent ces propriétés si 1'on remplace So par T ? Si

CT,H] =0
et si :
Hlo > = E|¢ >
alors :
HTj¢ >=TH|p > =ET|¢> (VIII-127)
(puisque E est réel). Donc :
16> =Tlo > (VIII-128)

est vecteur propre de H avec 1a méme valeur propre (comme pour la parité
d'espace). Le probléme est donc de savoir si |$ > est, ou non, colinéaire a
|¢ >3 s'il ne 1'est pas, la valeur propre E est nécessairement dégénérée.

Nous allons voir que si T2 = -1 [ nombre impair de fermions; cf.
(VIII-100) ] , le produit scalaire < ¢|$ > est nul; par suite, |¢ > et [ >
ne sont pas proportionnels et E est dégénérée. En effet, 1'égalite

T2 = -1 (VIII-129)
entraine, puisque T est antiunitaire (TTT =1) :
Tt-Th2=(11)T (VIII-130)
et donc :
T=-T (VIII-131)

Par suite :
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<ol8>=<dlo>* = T( <olT )e> "
=<0l (T o > )
=-<o | (Tle> )
= -<olo> (VIII-132)

qui entraine que :

Vv
i
o

< |6 (VIII-133)

Théoréme de Kramers : Les niveaux d'énergie d'un systéme invariant

par renversement du sens du temps sont tous dégénérés si le systéme
comprend un nombre impair de spins demi-entiers.

(i) atome d'hydrogéne (on ignore le spin du proton) : les valeurs du
moment cinétique J de 1'électron unique sont demi-entiéres (J = 2 + 1/2) et
la dégénérescence 2J+1 est paire. Aucun niveau n'est non-dégénéré. Par contre,
1'application d'un champ magnétique (]é systéme n'est plus invariant par ren-
versement du sens du temps et le théoréme de Kramers ne s'applique plus) léve
cette dégénérescence par effet Zeeman.

(ii) Si 1'on tient compte du spin du proton, on a un systéme contenant
deux particules de spin 1/2; effectivement, un niveau comme le sous-niveau
hyperfin F = 0 du niveau fondamental est non-dégénéré.

On peut citer &galement le niveau fondamental 1S; de “He comme
exemple d'un systéme non-dégénéré contenant un nombre pair de fermions.

(ii1) Evidemment, les cas intéressants d'application du théoréme de
Kramers sont ceux ot 1'invariance par rotation ne permet pas de prévoir a
priori la dégénérescence, comme c'était le cas dans les exemples précédents.
Un exemple en est les ions dans les cristaux (centres colorés) qui sont
soumis de la part de leur environnement & un potentiel électrostatique qui
peut étre de basse symétrie, et ol le couplage spin-orbite peut jouer un
role. On appelle ions Kramers ceux qui comprennent un nombre impair d'élec-
trons; le théoréme de Kramers indique que , si basse que soit la symétrie
spatiale de 1'environnement de ces ions, tous leurs niveaux restent au
moins deux fois dégénérés.
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Remarque : Si T2 = +1 (nombre pair de fermions), le théoréme de
Kramers ne s'applique pas. Cependant, comme dans le cas de la parité d'espace,
on peut tirer de 1'invariance de H certaines conclusions : .

e Si |$ > est proportionnel & |¢ > , 1'état stationnaire considéré est
invariant par renversement du sens du temps (les vitesses des particules sont
nulles en valeur moyenne en tout point, etc...). Exemple : état fondamental 1S,
de “He.

e Si |$ > et |¢ > ne sont pas colinéaires, ils engendrent un sous-espace

propre de H de dimension deux; 1'énergie E est dégénérée. On remarque que :

1 A 1 L
T[2(1¢>+|¢>)]- (1o >+ 165

i N —_L >-A> _
T[~< 16> - 16> )] - (le> - 18> (VIII-134)

Les deux états propres de H, —l—-( o > + |$ > ) et —_ (le>-1¢>),
/2 V2

sont donc tous deux invariants par renversement du temps.

Donc, dans tous les cas, on peut rechercher les états propres de H
parmi des états invariants par renversement du sens du temps (états qui sont
leurs propres "conjugués de Kramers").

Par exemple, si 1'on étudie les états propres d'un ensemble de deux
électrons placés dans un potentiel électrostatique réel, on peut se limiter a
prendre des fonctions d'ondes réelles.

2. OBSERVABLES PAIRES ET IMPAIRES PAR RENVERSEMENT DU TEMPS

La définition d'une observable paire ou impaire par renversement du
temps est analogue & celle que 1'on donne pour une observable paire ou impaire
par parité (d'espace). Si G est une observable quelconque, sa transformée par
renversement du temps est :

+

G=TGT (VIII-135)
Si G=€c6 (VIII-136)
et si € = +1, 1'observable G est dite paire; par contre, si € = -1, elle est

dite impaire.
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Compte tenu de 1'unitarité de T, (VIII-136) est équivalente & :
TG=eGT (VIII-137)

Une observable paire est donc une observable qui commute avec T, une observable
impaire une observable qui anticommute avec T. Par exemple, 1'hamiltonien d'un
systéme conservatif invariant par renversement du temps est une observable
paire d'aprés (VIII-110).

Soit |¢g > un vecteur propré, de valeur propre (réelle) ag, de 1'obser-
vable G, dont la parité est ¢ :

G |¢g > = a4 |¢g > (VIII-138)

Alors, le ket |$g >=T |¢g > est vecteur propre de G avec la valeur propre eag.
En effet :

G |¢g >=G6T |¢g >
=e TG
€ log >
= T
e 3g T log >
= 6 > VIII-139
€ ag l¢g ( )
(puisque ag est réelle).
Remargue : Si G n'est pas hermitique, on peut toujours poser :
G=G, +1Gy (VIII-140)
ou Gy = %—(G + GT)
6 = 37 (6 - G) (VIII-141)

sont deux opérateurs hermitiques. Si chacun d'eux a la parité € par renverse-
ment du temps, on aura :

8 +

T (6, +1i6Gy) T
TG T -iT6 T
€G, -6, =€ G (VIII-142)

i
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Donc, pour un opérateur G non hermitique, on dira qu'il est pair par
renversement du temps si

~

S-T1eTt=cqf

(VIII-143)

avec € = +1, impair si e = -1.
> . e ->
Par exemple, R est un opérateur pair, P, L et J sont des opérateurs

impairs; 1'opérateur J est impair; Jf est pair, mais JX Jy n'a pas de
parité ¢ déterminée. De méme, si H est invariant par renversement du temps,

1'opérateur d'évolution :

U(t, 0) = e /A
est pair puisque [ cf. (VIII-108) ]

.i.

a(t, 0) = U (t, 0) (VI1I-144)

o e L e o e - - ———— - — - - - - ——— v - " e e ae e e e e e s e

a. premiére propriété (éléments diagonaux)

Si G est une observable paire (e = +1) ou impaire (e = -1), on a :

< ¢lGlo > =€ < $|G|o > (VIII-145.a)
et, de facon plus générale :

l <ol6lx>=e<d|G|xX> (VIII-145.b)

En effet (la démonstration est analogue a celle qui a été faite au
§ B.1.f pour calculer 1'effet d'une transformation antiunitaire sur un &lément
de matrice) :

G

(<ol yT6T T[x >
(<o (TT6T T x>V
< olGlx > (VIII-146)

< $lGlx >

relation qui, combinée avec (VIII-136), redonne bien (VIII-145).



B. deuxiéme propriété (éléments de matrice entre deux états conjugués de Kramers)
Si G est un opérateur pair et si T2 = -1, ou
si G est un opérateur impair et si T2 = +1, alors :

<¢lGl¢ > =0 (VIII-147)

En effet, si T2 = £ (avec £ = + 1), on peut écrire :
< ¢|G(T|¢ >)

+y oF *
{ (<¢|T"Y G |¢ >}
<ol (TT 6" >) (VIII-148)

il

IR

1]

Come T' = ET  [cf. (VIII-98.b)l, i1 vient, compte tenu de (VIII-141) :
£ <ol(T6" TN T]¢ >)

e & < ¢|(GT|o >)
e £ < ¢|G|$ > (VIII-149)

ft

< ¢|6]$ >

qui permet de démontrer la nullité de < ¢]G|$ > si le produit €& vaut -1.

Considérons un niveau non-dégénéré d'un systéme dont 1'hamiltonien
est invariant par renversement du sens du temps. Le théoréme de Van Vleck
indique que la valeur moyenne dans ce niveau de tout opérateur G impair par
renversement du temps est nulle.

En effet, le niveau ri'étant pas dégénéré, le ket |¢ > correspondant

vérifie : .
6>=Tlo>=2e"% ¢ > (VIII-150)
Comme d'autre part G est impair :
< $]6]¢ > = - < ¢|TTGTT|¢ >
~ ~ *
= - < 3l6"|$ >
= - < ¢|G|¢ >
- _e1C e‘TC < ¢|Gl¢ N
= - < ¢|G|¢ > (VIII-151)

Donc :
< ¢|G|¢ > =0 (VITI-152)



Le théoréme de Van Vleck désigne souvent le résultat précédent
appliqué au cas particulier ol 1'hamiltonien H d'un ensemble n‘agit que
sur ses variables orbitales (par exemple, on étudie un ion placé dans un
cristal et on néglige les effets relativistes qui donnent Tieu & 1'hamil-
tonien de structure fine). Alors, si H est invariant par renversement du
sens du temps, la valeur moyenne du moment angulaire orbital total U est
nulle. Ce résultat est une conséquence directe de (VIII-152) puisque L est
un opérateur impair. On peut aussi le démontrer en remarguant que, puisque
H est invariant par renversement du sens du temps, on peut obtenir des fonc-
tions d'onde réelles pour les états stationnaires. Comme d'autre part U est
un opérateur imaginaire pur en représentation { ¥ >} (pour une particule
unique par exemple, T correspond & -ifi T x % ), sa valeur moyenne est
également imaginaire pure. Elle doit par ailleurs étre réelle (t est hermi-
tique), ce qui entraine qu'dle ne péut étre que nulle.

Reprenons & titre d'exemple 1'ion placé dans un cristal dont nous
avons parlé plus haut . Supposons que 1'ion soit paramagnétique lorsqu'il
est libre (L # 0) mais que, dans le cristal la symétrie de 1'hamiltonien
orbital de 1'ion soit basse, de sorte que la dégénéréscence orbitale soit
complétement levée (ceci ne contredit pas le théoréme de Kramers puisque,
dans 1'espace des états des variables orbitales, le carré de 1'opérateur de
renversement du temps vaut +1). Alors le moment orbital est nul dans 1'état
fondamental

-
<l>=0 (VIII-153)

Ceci entraine également que la valeur moyenne du moment magnétique orbital
de 1'ion dans la matrice cristalline est nulle; on dit que le magnétisme
orbital est "bloqué" par 1'environnement (pour 1'ion libre, dont 1'état
fondamental est dégénéré, le magnétisme orbital est non nul puisque L # 0).

+ -
Physiquement, on peut interpréter cette nullité de < L > en disant que, du fait

de la grande complication de son mouvement dii au potentiel exercé par le

. e . . . .
cristal, < L > pointe successivement dans toutes les directions de 1'espace
et s'annule en valeur moyenne dans le temps.
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-

Remarque : Si maintenant on ajoute & 1'hamiltonien de 1'ion un couplage de
structure fine du type T.3, on voit facilement que son effet au premier ordre
est nul. Le nouvel hamiltonien ne lévera donc pas @ cet ordre une dégénérescence

éventuelle de spin.

Considérons un systéme conservatif dont 1'hamiltonien est invariant a
la fois par rotation et par inversion du sens du temps.

[H,3] = [H, 7] =0 (VIII-154)

Soit Eo une énergie propre de H, dégénérée (2J+1) fois, correspondant & un saus-
espace 8O(J) engendré par les kets orthonormés :

[Egs 35 My > = M

J g = J, J-1, ... =J (VITI-155)

(Nous supposons ici que le nombre quantique MJ suffit & distinguer entre eux
les divers états de méme énergie EJ (pas de dégénérescence accidentelle);
c'est toujours le cas si H{jz et J, forment un E.C.0.C.

Considérons alors le két :

TEy, J, My >

: ~
C'est un ket normé (T est antiunitaire), vecteur propre de H et J2 (opérateur
pair) avec les mémes valeurs propres E0 et J(J+1) K2 , et de JZ avec la valeur

propre -M# (JZ est impair par renversement du temps). Donc :

i
TIEg, 3, My > = e'®[E), 3, M, > (VIII-156)

o0 ¢ est un facteur de phase réel.
->
Soit D 1'opérateur dipdle électrique, qui est vectoriel et pair par
renversement du temps :

p=TDT =7"D 1 (VIII-157)
Nous allons montrer que tous les éléments de matrice de D sont nuls
a 1'intérieur de &O(J). Dans ce sous-espace, le théoréme de Wigner-Eckart permet
d'affirmer que :
> >
D=oald (VIII-158)
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et le probléme est donc de montrer que o est nul. Prenons par exemple la
composante D, qui n'a que des &léments diagonaux du type :

<E,Jd,M|D | E,J,M>
0 z [0}

D'aprés (VIII-156) et (VIII-157) :

<E, JdyM|D, | E,dM>

o
= < Eo’ J, -M | DZ | Eo’ Jd, -M> (VIII-159)

c'est-da-dire :
oM=-0M

Le coefficient a est donc nul [é'est bien compréhensible puisque (VIII-158)
le fait apparaitre comme un coefficient de proportionnalité entre deux opéra-
teurs de parités temporelles-et d'ailleurs également spatia]es-opposéeé}.

Application : le neutron est une particule de spin 1/2. Si 1'on peut
mettre en évidence un dipdle électrique de cette particule (colingaire

i son spin d'aprés 1'invariance par rotation), on démontre que les lois
physiques qui sont & 1'origine de 1'existence du neutron ne sont pas inva-

riantes par renversement du temps (et par parité d'espace).
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INTRODUCTION

Nous allons dans ce chapitre classer les niveaux d'énergie de sys-
témes physiques constitués par des particules de plusieurs espéces différentes,
mais jouant toutes un rdle symétrique dans 1'hamiltonien du systéme. Le but
est d'obtenir un classement général de ces niveaux, indépendant du nombre de
particules de chaque type qui sont présentes dans chaque systéme. Le raison-
nement s'applique quelle que soit la nature des particules d'une espéce donnée,
qui peuvent étre soit toutes des fermions, soit toutes des bosons, soit encore
considérées comme discernables comme nous le verrons dans un premier temps.

Les résultats que nous allons obtenir peuvent étre utilisés dans de
nombreux domaines d'application de la mécaniqué quantique (classification des
niveaux en physique atomique ou moléculaire par exemple). Mais ils sont surtout
essentiels en physique nucléaire et physique des particules élémentaires. His-
toriquement, c'est Heisenbérg qui, le premier, a introduit la notion d'isospin
pour ciasser les niveaux d‘énergié des noyaux (*). Depuis, les symétries “par
substitution de particules &quivalentes appartenant & n espéces différentes”
[symétrie SU(nﬂ ont joué un rdle d'importance croissante,non seulement en
spectroscopie nucléaire,mais dans toute la physique des particules élémentaires.
On comprend le role essentiel de telles symétries chaque fois qu'il s'agit
d'examiner si des objets physiques peuvent &tre considérés comme 1'assemblage
de particules plus &lémentaires. Une application trés importante est 1'étude
des régularités dans les interactions fortes grace a la symétrie SU(3); qui
apparait trés simplement si 1'on admet que mesons et baryons sont constitués
de "quarks" &lémentaires appartenant & trois espéces distinctes,caractérisées
par un nombre quantique de “saveur" qui peut prendre trois valeurs distinctes
[on pense actuellement que ce nombre est plus élevé, mais 1'@tude des symétries
SU(3) n'‘en perd pas pour autant son intérét ! ].

(*) Au lieu d'isospin, on parle quelquefois de “spin isotopique”. Ceci n'est
pas trés heureux puisque la symétrie d'isospin regroupe en fait des
noyaux ayant le méme nombre de nucléons (donc des masses voisines) et non
pas le méme nombre de protons (ce serait le cas pour des isotopes diffé-
rents d'un méme élément o seul le nombre de neutrons varie). la dénomina-
tion “spin isobarique", également utilisée, serait -plus adéquate.




- 300 -

Un autre but de la discussion qui suit est de donner 1'occasion
au lecteur de se familiariser avec 1'utilisation des diagrammes des racines
et diagrammes des poids associés a une algébre de Lie, dans des cas simples.
L'intérét du groupe SU(3) est quesson algébre de Lie étant de rang deux, les
représentations planes des diagrammes symbolisant les représentations irré-
ductibles sont particuliérement bien adaptées.

Dans ce chapitre, on peut distinguer deux étapes dans le raison-
nement. La premiére consiste a introduire des opérateurs de symétrie K, a
montrer qu'ils commutent avec 1'hamiltonien H, et a calculer les relations
de commutation entre les K (qui sont celles d'une algébre de Lie). Dans cette
premiére étape, on montre aussi la profonde analogie qui existe en mécanique
quantique entre la nature d'une particule (proton, neutron, etc.) et un nom-
bre quantique qui serait associé a une variable interne de la particule. Tout
ceci conduit a des raisonnements divers sur les différentes symétries que peut
avoir le vecteur d'état, les produits d'opérateur de symétrisation ou d'anti-
symétrisation, etc. ; cette partie peut étre sautée en premiére lecture. La
seconde étape consiste a partir des relations de commutation des opérateurs
K et & construire les réprésentations irréductibles associées [multiplets
d'isospin et supermultiplets,de SU(3)]. Le lecteur intéressé par cette partie
seulement pourra sauter le § A.

1 - Hypothéses générales

Considérons donc un ensemble de N particules dont n, appartiennent
a une premiére espéce a (ce sont par exemple des protons), N a une seconde
espéce g (neutrons par exemple). Pour simplifier, nous nous limitons au cas
ol le nombre d'espéces est deux,mais il est possible de généraliser le rai-
sonnement a 3,_4, ..., espéces différentes. Considérons un opérateur H, qui
en pratique sera généralement 1'hamiltonien du systéme,et supposons que touts
les particules (de méme espéce ou non) jouent un rdle symétrique dans H. Pré-
cisons d'emblée sur quelques cas particuliers le sens de cette hypothése. Con-

sidérons par exemple 1'opérateur d'énergie cinétique

nu. _|5-2 nB ﬁ\]z
T = 20 -2—1 + 2 (IX-1)
=1 Ta =1
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(ot P désigne 1'impulsion des particules, m, et Mg la masse de chacune
des particules d'espéce o et B respectivement). Lorsque

m, =m, =m (IX-2)
nous dirons que toutes les particules jouent ie méme rdle dans T. Dans
ce cas, on peut écrire :

1

1 N
T = ;E% p.2 (IX-3)
i=

expressions ol il est.évident que les particules interviennent de la méme
facan, bhien que certaines d'entre elles soient de natures différentes.
L'expressian mathemat1que de 1 opérateur T ne change pas si 1'on trans-
forme une (ou p]us1eurs) part1cu]es o en particules 8 (ou inversement),
bien que 1'interprétation physique de T devienne différente (T concerne
en fait un autre systéme physique).

Si maintenant H inclut des termes d'énergie potentielle a deux

particules _
= T + :E: v, (ﬁi, ﬁj) (IX-4)
i<j

(les R sont les opérateurs de position des particules), notre hypothése
implique que Vij ne dépende ni de i, ni de j. On suppose donc égaux trois
potentiels : celui decrivant les interactions mutuelles entre particules
de 1'espéce o , celui décrivant les mémes interactions entre particules
B, et celui décrivant les interactions "croisées" entre particules oets.

De facon générale, quel que soit 1'opérateur H (incluant par
exemple des interactions a trois corps, des couplages spin-spin, etc.) et
le nombre d'espéces a, B, Y..nous supposerons toujours que H garde la mé€me
expression mathématique si 1'on change la nature d'un nombre quelconque
de particules.

Ceci n'exclut pas bien sdr que les particules d'espéces o ou B
soient fondamentalement discernables : dans ce cas, on peut également in-
troduire d'autres opérateurs qui correspondent a des grandeurs physiques
et ot les particules des deux espéces jouent un rdle différent (un opéra-
teur de ce type est par exemple N » Opérateur nombre de particules d'es-
péce o). En d'autres termes, méme si les particules a et 8 sont, en prin-
cipe, dlscernables nous supposons qu' ‘elles ne sont' pas discernses’ par les
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opérateurs H que nous allons considérer dans la suite (x).

» Exemple : L'hamiltonien H d'un noyau si 1'on ignore les inter-
actions électromagnétiques . On suppose de facon générale que les inter-
actions qui assurent la cohésion des nucléons (interactions fortes) font
Jouer exactement le méme rdle au proton et au neutron (indépendance de
charge). Les raisannements que nous allons effectuer permettent donc de
classer les niveaux d'énergie des noyaux (sx).

2. Opérateurs commutant avec H

Le but de ce § 2 est d'introduire un certain nombre d'opérateurs,
notés N et M, qui commutent avec H et dont une caractéristiquevessentie]]e
est de changer les nombres n, et ng de particules o et B (tout en con-
servant leur somme). Dans un premier temps, nous allons considérer les
particules ) ainsi que les particules B comme des ensembles de parti-
cules d1scernab1es ce qui nous permettra d introduire des notations utiles
pour la suite. Puis nous examinerons le cas ol toutes les particules @
d'une part, toutes les particules B de 1' ‘autre, sont identiques (fermions
au basans).

a) Particules discernab]es

e 1

Lorsque toutes les particules sont discernables, 1'espace des
états d'un systéme constitué de ny particules @ et ng particules B est
le produ1t tensoriel :

gna’ n, = g;(l) ® éZ(Z)... ® é;(na) ® éz(naﬂ) ®....0® %B(n)

(IX-5-a)
avec :

n=n, +ng (IX-5-b)

Dans (IX-5-a) é§(1) désigne 1'espace des états de la particule numérotée
(1) si elle est d'espéce a et.é?(J) celui de la particule (j) d'espéce B.

Les deux espéces Jouant un role symétrique dans le probléme, nous suppo-

serons que éi et 8; sont isomorphes:

(*) I1 n'est pas suffisant que les espéces @ et B jouent un réle symétrique
dans H pour que toutes les particules,quelle que soit leur nature,
jouent un rdole symétrique dans H. Par exemple, 1'opérateur N Ngposséde
la premiére propriété mais pas la seconde.

(*#*) Dans un deuxiéme temps, i1 est possible de raffiner la théorie et
d'y inclure la répulsion é]ectromagnéthue entre protons (levée de
dégénerescence provenant d'une brisure de symétrie).
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ég = é? (IX-5-c)

o B

ce qui nous permettra dans la suite d'abandonner 1'indice o ou g dans
la notation des espaces des états d'une seule particule. Cet espace

peut étre décomposé sur une base orthonormée d'états individuels {|¢k>},
T'indice k variant de 1 a cf°(dimensions de &, éventuellement infinie).

L'espace &

no.n posséde alors une base orthonormée donnée par les kets:
s .
a

B

na nB
/X—M—__\/'W
L:ky 52k s oo s n, : kn » Ny ¥ b kna 417 e 3 kn ” (IX-6)

a

= |¢k1(1)> X |¢k2(2)> ®...0 |¢kn (n)>

I1 est trés simple d'exprimer mathématiquement que toutes les
particules, quelle que soit leur nature, jouent un rdle symétrique dans
H. IT1 suffit d'écrire la nuliité des commutateur :

[H, Pij] = 0 (IX-7)

ol Pij est un opérateur de permutation particulier, celui qui effectue
une transposition entre les deux particules (i) et (j) (). La relation
(IX-7) doit étre vérifiée quels que soient i et j, que la nature des par-

ticules soit la méme ou non.

L'opérateur P. ij ne change, ni le nombre n, de particules a«, ni
celui ng de particules 8 ; agissant sur un ket de 1a forme (IX-6), il
échange deux états individuels |¢k . L'espace 7§n n est donc stable
sous 1'action de Pije B

Nous a]]ons maintenant introduire des opérateurs Psaa et Pa+6
qui changent n, et nB . Pour cela considérons 1'espace somme directe :
j?‘ C‘gn g @ -n-l,n8=1 s...00 - (1X-8)

na=0,n8-n

Dans 1'espace des états plus large J%, les nombres n, et nB n‘ont pas

(*) La commutation de H avec toutes les transpos1t1ons P.. entraine
que H commute avec 1'ensemble des n! opérateurs de péﬂmutat1on
Py des n particules.
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de valeur fixée (mais leur somme 1'est) (x). Une base orthonormée de }z:
est constituée par les kets écrits en (IX-6), pris pour les diverses va-

leurs de n, et ng = n- n,» lorsque n, va de 0 & n (par convention, nous

cons1derons comme orthogonaux dans fF'deux kets issus de deux espaces

¥3n ng distincts). I1 nous faut aussi définir 1'action de 1'opérateur H
b

dans ‘3? (**) de fagon que H devienne 1'hamiltonien de n particules équiva-
lentes, sans préciser leur nature (o ou g). I1 suffit en fait pour cela

de considérer 1'opérateur qui a la méme expression mathématique dans tous
les espaces isomorphes 75 Ne® la seule différence étant que chaque par-
ticule numérotée (i) peut su1vant les cas étre interprétée physiquement
comme d'espéce aou B. En d'autres termes, 1'action de H dans‘Jﬂ est obte-
nue en ajoutant celles des hamiltoniens, associés a des systémes physiques

différents (na et n_ varient), qui sont initialement définis dans chacun

B
des espaces En e
a’''B

Posons alors :

B
M . /_.\\/.\/._\
. FEISTRPPEF T R kna+1, e ko>
n 21 n_-1 (1X-9-a)
a B
/_\J\__/_’——\ /—.\_,/.vj—————.ﬁ
= |1:ky 5 ... 5 n 4L : kno‘+1 ;N +2 knm+2 3o s n ko>

L'action de PB+ définie sur les kets de base (IX-6), ne laisse invariant aucun

sous- espace\gn N agissant sur un ket quelconque de ce sous-espace, P
* '8

donne un ket de e +1, ng-1 , 00 la seule différence est que la (n +1)
particule est cons1deree comme une particule d'espécea au lieu de g.
Quant & 1'action de P sur ces kets de & , elle peut étre

B‘*O. na-“-n, n =0
définie comme donnant un ket nul : P

a8
ieme

Poye 0> = 0 si |we& o (1X-9-b)
o 7B

(*) L'espaceja comprend donc des états qui sont des superpositions cohé-
rentes d‘états ou n, et ng ont des valeurs différentes. Méme si de
tels états n'ont pas nécessairement de sens physique (superposition
cohérente d'un proton et d'up neutron par exemple), il est commode
pour Ta suite d'introduire Jh

(**) Pour simplifier, nous prenons la méme notation pour H en tant

qu'opérateur agissant, soit dans ‘¢ soit dans J .
Ny sNg n
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De fagon symétrique, on peut définir un opérateur &%p qui change la
particule « numérotée n, en particu]e,g , et dont T'action dans

ne=0, Ng=n donne zéro.
y) Commutation_avec H
Soit |u> un ket propre de H, appartenant a?ﬁn n et de va-
a’> B

leur propre E :

H ‘w> = E |w>
{Iw égh ] (1X-10)
a’ B
Alors, le ket :

lp'> =P v & é;a+1, n -1

. (1X-11)

est vecteur propre de H avec la méme valeur propre E
Hoju'> = E|y'> (IX-12)

(|¥'> est orthogonal a [¢> ). Cette propriété provient du fait que les
particules o et B8 jouent un rdle équivalent dans H. Prenons par exemple
le cas ol H est donné par 1'expression (IX-4). Si les particules considé-
rées n'ont pas de spin, il est clair que 1'équation aux états station-
naires :
_hzi Zv.. > > > e
o L= byt 2 (i,3) { w(ry... rn) = E ¢(ry... rn)
i=1 i<j
(IX-13)

sera satisfaite de la méme fagon que les coordonnées de la (n +1)iéme par-
ticule soient interprétées comme appartenant a une particule d'espéce a

ou B. Si les particules ont un spins, 1'équation (IX-13) est remplacée
par (25+1)n équations associées aux diverses composantes d'un spineur,
mais la conclusion reste la méme . De facon générale, les opérateurs PB+a
et Pa+8 donnent une correspondance biunivoque entre les espaces isomorphes
Eﬁn N et\@n +1,n,-1 ; les éléments de matrice de H entre états correspon-
dant sgnt tous égaux.

Les relations (IX-10) et (IX-12) impliquent que 1‘opérateur P
n‘a d'éléments de matrice non-nuls qu‘entre kets propres de H de méme va-
leur propre ; par suite :

N ] IX-14
(P Hl = [P, . H] =0 (IX-14)
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Définissons les opérateurs Na et NB )nombre de particules de
chaque espéce, comme des opérateurs (hermitiques) agissant dans-j; dont
tous les kets de chaque sous-espace E%V n sont kets propres avec les va-

leurs propres n, et n On voit facilement que :

. -
[N, . H] - [Nﬁ, H =0 (IX-15-a)
[Ny o NJ=0 (IX-15-b)

Exercice :
. Etablir les relations de commutation suivantes :

Poe o N | = Pay (IX-16-a)
Py o N ] - P e (IX-16-b)
:Pa+6 VN : = P (IX-16-c)
:Pa+s N : =P g (IX-16-d)

.. Evaluer 1'effet dans j% du commutateur entre P84a g

et P
- o>
(ne pas oublier de prendre en compte les kets de ?§“a=0’ ng=n et Yina=n,

ng=0 ; les deux opérateurs ne sont,ni unitaires ni inverses 1'un de 1'autre).

IT est plus commode d'introduire les opérateurs :

Toa = M, Poe Mg (IX-17)
Te= N P g A

Montrer que leur commutateur est donné par :
[fsa , TGB.] =N, - N (IX-18)
TTe

et que LTBa_j =T, (IX-19)

Etablir les égalités :

[T, - N, 1-- [Tga , st]= - T, (1X-20-2)

[T n ]=- [TGB N 1= T (IX-20-b)

En déduire que les quatre opérateurs N , N , T et T constituent une al-
o o’ aB Ba

gébre de Lie (dont 1'opérateur N = Na + NB est le centre).
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Résumons cette étude préliminaire sur des particules discernables
L'espace des états J;estla somme directe de sous-espaces g;a’ns,isomorphes
entre eux, et ol les éléments de matrice de H se calculent mathématiquement
de fagon identique. Par suite, le spectre de H (et les degrés de dégénéres-
cence associés) sont les mémes dans tous les sous-espaces éia’ns. Les opé-
rateurs Pg, et P, o(ou Tg, et T o ) établissent la correspondance entre

les états propres comme schématisé sur la figure 1.

Supposons maintenant que les particules o d'une part, les parti-
cules g d‘autre part, soient des particules identiques. Qu'elles soient
des fermions ou des bosons, il nous faut modifier le raisonnement précé-
dent car 1'espace des états ﬁi doit étre restreint & sa partie, soit to-
talement symétrique jis, soit totalement antisymétrique UﬂA s
par rapport aux deux ensembles de particules a« et 8 . Si les opérateurs
H, Ny et Ng ne posent pas de problémes particuliers (ils laissent inva-
riants les sous-espaces totalement symétrique ou antisymétrique ), il n'en
est pas de méme de PB+a et Pa+B : changer l1a nature d‘'une particule ne
peut se faire sans modification de la fagon dont le ket est symétrisé (ou
antisymétrisé). Une telle opération n'est évidemment pas inclue dans la
définition (IX-9-a) de PB+u » Qui chénge simplement une particule B et q.
IT nous faudra donc adapter le raisonnement du §a précédent. Ceci nous con-
duira a introduire des opérateurs M, et MBa)similaires arp

et Pa+ , mais

B

B-+a 8
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qui laissent stable la partie T%S OUrjiﬁ-de 3ﬁ (c'est-a-direr 1a partie qui
garde un sens physique pour des particules identiques).

Nous pouvons d‘emblée examiner comment le schéma de la figure 11
sera modifié. L'espace des états physiques devient la somme directe des

parties totalement symetmquetnS sp OU ant1symetr1ques?§ 'n de chacun

des sous-espaces & : o B "o 8
n sNg

5,0 ©S,A A S,A
F . & o & e (IX-21)

n,=0, ng=n na=1,ns=n—1 na=n,ns=0

Chacun de ces sous-espaces est globalement invariant sous 1'effet de H (qui
ne change pas le nombre de particules de chaque espéce). Tout ket propre
de H dans 2% n est automatiquement ket propre de H dans 1'espace plus
grandfzn ,’m§1s 1'inverse n‘est pas nécessairement vrai. I1 faut donc
supprimef s&r la figure 1 un certain nombre de niveaux d'énergie, ce qui

conduit 3 un schéma du type de celui de la figure 2.

l ————

BV NCL S NN IR RIPOND WP
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o) Opérateurs Ma et M

Les opérateurs Ma et MBa que nous désirons introduire doivent

B
avoir deux effets : changer la symétrisation ou 1'antisymétrisation du ket
sur lequel ils agissent, et modifier la nature d'une particule. Nous poserons

donc :

MaB = Mg PB+a QS,A (na > na+1 . nB > nB-l;

M

(na > na-l . N, > n8+1) (1X-22)

Ba Hoa Posp QS,A g

8 et qu

opérateurs Q (n »n £1,n, >n, =1) désignent des opérateurs changeant
S,A ‘Va o B g +

la symétrie des kets par permutation (*). Ce sont donc des combinaisons

ol u, sont des coefficients réels a déterminer par la suite, et les

linéaires d'opérateurs de permutation entre particules et,dans le complément
IX-A, on montre qu'ils s'expriment en fait & partir de transpositions Pi' de

J
la particule (i) et de 1a particule (Jj) :

QS,A (na > na+1 R nB +n_-1)

a

o~ S™

1
TIII' [1 + ¢ Pj, na+1;:l (IX'23'a)

J=1

QS A (n +n-1,n_-+n+1)

o a B B
1 n
= 7ﬂ§FT [1 +e ) Py , j] (IX-23-b)
j=n #1 ¢
a
ot
S e = +1 pour des bosons
(IX-24)
2 e = =1 pour des fermions

Peu nous importe cependant ici la forme exacte des opérateurs Q ; le fait
méme qu'ils s'expriment en fonction d'opérateursde permutation, qui commutent
tous avec 1'opérateur H, entraine leur commutation avec H. Comme nous avons

- - o o v o - — - - - o = ———— . " D G - " = b G G - —— ———— " S -y =" ———— - - ——

(x) Par convention de notation Mae fait intervenir P8+a et Mea 1'opérateur
PwB (changement de 1'ordre de o et B) ; ce qui sera plus commode pour

la suite.
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vu que c'est également le cas de Pd# et de P8+a, nous avons en conséquence :

B8

[H, M 1= [H, M 1 = 0 (I1X-25)

oB Ba

Les expressions que nous avons écrites jusqu'ici pour les opérateurs
M ne sont cependant pas trés maniables; aussi allons-nous en écrire de diffée-
rentes dans le paragraphe qui suit.

I1 est commode, dans de nombreux problémes ol interviennent des
particules identiques, d'utiliser les opérateurs de création et d'annihi-
lation agissant dans 1'espace de Fock du systéme (espace ol le nombre de
particules peut varier). Dans le cas qui nous intéresse, deux types d'opé-
rateurs de création et d'annihilation interviennent, associés respectivement
aux particules d'espéce o et B. Ces opérateurs seront notés ay et ak+
(annihilation et création d'une particule o dans 1'état [¢k>), bk et bk+
(opérateurs correspondants pour les particules 8). Aucun de ces opérateurs

ne laisse invariante la partie symétrique 5“'3] ou antisymétrique fﬁ de j“n

ils transforment tout ket deffa’A en un ket deﬁtﬁlﬁ . Par contre, les
produits :
+ +
I bk bk
+ +
ay bk bk ay (IX-26)

ne changent pas le nombre total de particules n = n, * Ng et laissent

donc:ﬁi’A globalement invariant. Parmi ces quatre opérateurs, les deux
premiers ne changent pas la nature des particules et permettent de définir

les opérateurs Na et N, nombre de particules o« et g , par (x) :

B
N o= Yata (IX-27-a)
a " k "k
+
NB = E bk bk (IX-27-b)
IT est clair que
[ H, Na 1 = [ H, NB ] = 0 (1X-28)

(*) 1?i’A est un sous-espace du produit tensoriel de 1'espace de Fock des
particules o par 1'espace de Fock des particules 8 (Te sous-espace
propre de 1'opérateur N = Na + NB , de valeur propre n).
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Les deux derniers opérateurs (IX-26) changent la nature d'une des
particules du systéme, et rappelient donc les opérateurs MaB et Msa . En fait,
dans le complément IX-A, on montre que 1'on a simplement (*) :

Mg = (e) E a,’ b, (1X-29-a)
Moy = E b’ (e)No (1X-29-b)

3 condition de poser dans (X-22) :

Mg = ng na+1 (IX-30-a)

Mgy = € n, nB+1 (1X-30-b)
La définition de ¢ est celle de (IX-24) (*x). Nous avons ainsi introduit
quatre opérateurs Na s N, ., M

(IV-25) et (IV-28) 1.

et MBa qui commutent avec H [ relations

B aB

@ o= = - . -~ = S S B = G " T - . Y T a8 = T G o = S D MR T A GRS S G S A A S e R e e el S =

(*) 11 n'est pas difficile de vérifier sur (IX-27) et (IX-29) que les opérateurs
N et M sont invariants si 1'on change la base {|¢k>} des états individuels.

(**) Pour des bosons, les facteurs (e)Na et (e)Nf"+1 disparaissent de (IX-29).
Pour des fermions, ils introduisent une certaine dissymétrie entre les

espéces o et B , qui ne serait pas apparue si nous avions posé :
. _ +
M aB E 3 bk
M Bo. = E bk ax

Cette définition, plus simple, convient également pour la plupart des
raisonnements que nous allons faire (par exemple, les relations de

commutation des M' entre-eux ou avec les opérateurs N sont exactement
les mémes que celles des M). Les facteurs (e)NG et (e)N"‘+1
cependant utiles pour &tablir la similarité entre spin et isospin (§ B-2)

et les régles de commutation entre générateurs du groupe SU (3) (§ C-1).

nous serons
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Rappelons les relations bien connues de commutation des opérateurs
de création et d'annihilation. Le commutateur de tous les opérateurs a (ou a')
avec tous les opérateurs b (ou b+) est nul. Si les particules sont des bosons
on a : '

[ ak’ akl ] - [ ak H akl ] = 0

+
[ ak, ak| ] = Gkkn (IX‘31)

(et des relations semblables pour les opérateurs b). Si les particules sont
des fermions, les relations (IX-a) doivent étre remplacées par :

+ +
[ a 2 a { ] = [ a b ] a 1 ] = 0
S S k k +

+ e
[ 3, ., ]+ = Sy (IX-32)

oi[ A, B 1, désigne 1'anticommutateur AB + BA.

Dans tous les cas, on a donc :

ak ak. = € ak. ak
+ + + _ +
ak ak. = € akl ak
+ + :
Qo A T B Qe e F Sy (1X-33)

des égalités du méme type pour les b et b+, tous les commutateurs entre un
opérateur a (ou a+) et b (ou b+) étant nuls (*). En conséquence, toujours
pour des fermions comme pour des bosons :

[oags a3l = 3 3 e = e 3 3y

= € ak. ak ak. - € ak' ak ak'

(*) Si 1'on a & faire passer un opérateur ay avant un opérateur ak.+, ne pas
oublier le ¢ devant Syt puisque :

+ _ +
ak' ak = € (ak akl Gkkg)




et, de méme :

+

+ +
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[a > Qe A ] = 0 (IX-34-b)
mais :
[ ay > ak.+ e ] = ak ak.+ Ao - ak.+ a3y
= € ak.+ QA F A — € ak.+ a A,
= S 3y (IX-35)
et, de méme :
A (1X-36)
Ces deux derniéres relations entrainent que :
[ ay Na 1 = ay
[a N1 = -3 (IX-37)

+
L'opérateur Q. diminue d'une unité la valeur propre de Na > 3y 1'augmente
d'une unité. Par suite :

(E)Na ak = ak (S)Na+1 = -Wak (Q)Na

+1

(Meat = at (@t - -at (gl (1X-38)

(ces relations se vérifient immédiatement par action sur un vecteur propre
quelconque de Na). Nous pouvons donc réécrire les relations (IX-29) sous

la forme :
+ No+1
MaB = E ay bk (e)™@ (IX-39-a)
_ Not+1 +
MBa = (e) @ E bk a, (IX-39-b)
Sur ces relations comme sur (IX-29), on voit que :
MY =M (1X-40)

af Ba
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Les opérateurs MaB et MBa sont hermitiques conjugués 1'un de 1'autre.

Calculons les relations de commutation entre les quatre opérateurs

Na s NB s MBa et MaB qui tous commutent avec H. La commutation entre opérateurs
a et b entraine que :
[ NO. ) NB] = 0 (IX-41)

relation déja écrite en (IX-15-b). Calculons ensuite les commutateurs :

[ (eaa b, 2" 2,

N + + + +
= ¢g¢ (ak bk Qo A T A 3 3 bk) (IX-42-3)

(puisque Na commute avec ak.+ ak.) et :

[ (e a,* b, b by ]
= (e (3" b b by - b bt by (IX-42-b)
Or :
L3y’ by s 3" 3y ]
= e ae - ae T a0 ) by
= (e s ak+ Qe T € A ak+ A = Sy ak.+) bk
- B A By (1X-42-c)
De méme :
Lol b Db 1= G g by (1x-42-d)
Par sommation de (IX-42-a) sur k et k', on obtient :
[ M N1 = -M (IX-43-a)

a8’ o afB
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De méme, par sommation de (IX-42-b), il vient :

(M, N

a8 ] = M (1X-43-b)

B8 ofB

Un raisonnement analogue donne (%) :

[ M. ,N 1 =M (IX-43-c)

Ba o Ba.
et :

[ M, , N

g s Mgl = - M (IX-43-d)

Ba

Nous avons ainsi calculé tous les commutateurs ol interviennent les opérateurs

N. I1 ne nous resteplus qu'a évaluer celui de Mae et Msa . Or :
(e a b, (Vb e
Ng+Ngt+2 + + +

+
(E) (ak bk bkl akl - bk' akl ak bk)

+ ., 0+ +
(e " by by ape + 8,03 3.

+ o+ +
- € bka ak aku bk - Gkk‘ bku bk)

+

: +
Par sommation sur k et k', il vient :
[ MaB . Msa ] = Na - NB (1X-45)

Les relations (IX-41), (IX-43) et (IX-45) nous donnent ainsi les
8o et MaB , et
nous montrent qu'ils constituent une algébre de Lie, L, , de dimension 4.

relations de commutation des quatre opérateurs Na s NB s M

I1 est commode de remplacer Na et NB par les deux combinaisons linéaires :

N = Na + NB (IX-46-a)
1
A= o5 (Na - NB) (IX-46-b)

(*) Si 1'on préfére, on peut démontrer les relations (IX-43) sans calcul de
commutateurs, en remarquant sur 1'expression de Mas et Msa qu'ils trans-

forment tout vecteur propre del{!de valeur propre n, enun autre vecteur
propre de valeur propre natl [ ce qui est évident sur (IX-22) ou (IX-29) ].
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car on voit immédiatement que N commute avec tous les opérateurs de £,
(N constitue Te "centre" de cet algére de Lie). Avec cette nouvelle base
d'opérateurs, les relations de commutation s'écrivent :

[Mg.81 = =M, (IX-47-2)
[ Mgy » 81 = M (IX-47-b)
[ Mg oM 1 = 208 (IX-47-¢)

(tous les commutateurs ol apparait N étant nuls). Ces relations sont le
point de départ de tous les raisonnements qui seront effectués dans les
paragraphes B et C suivants.
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3. La nature d'une particule peut étre considérée commeun nombre

quantique interne

Avant d'aller plus loin, il est utile pour la suite d'étudier la
question suivante : le systéme physique étudié posséde des propriétés d'in-
variance par échange entre particules quelle que soit leur nature ; ne
peut-on alors les considérer toutes comme des particules identiques, dont
1'etat interne serait caractérisé par deux valeurs différentes d'un cer-
tain nombre quantique, 1'hamiltonien n'agissant pas sur les variables in-
ternes en question ? Invérsement, supposons que 1'hamiltonien d'un sys-
téme donné de particules identiques n'agisse pas sur un certain type de
variables internes (le spin par exemple) ; ne peut-on considérer que tout
se passe corme si le systémeétaitconstitué de particules d'espéces diffe-
rentes, le nombre d'espéces étant simplement le nombre de valeurs distinc-
tes accessibles au nombre quantique qui spécifie 1'état des variables in-
ternes 7'Prenons par exemple un atome dans 1'approximation non-relativiste
oii 1'hamiltonien n'agit pas sur le spin des élecirons. La question est
alors de savoir si 1'on peut obtenir ses niveaux d'énergie ainsi que leur
degré de dégénerescehce, en considérant qué le systéme est constitué de
"deux sortes d'électrons", cewdont 1a composante du spin sur un axe don-
né yaut + #/2 et ceux dont la méme composante vaut - %/2.

Nous allons voir que la réponse aux question précédentes est oui,
bien que les postulats de la mécanique quantique conduisent dans les deux
cas a dacrire le systéme par des kets mathématiques différents : dans un
cas, il faut symétriser (ou antisymétriser) séparément le vecteur d'état
par rapport 3 autant de groupes de particules qu'il existe d'espéces dis-
tinctes, alors que dans le second la symétrisation doit &tre faite par
rapport & 1'ensemble de toutes les particules identiques.

Le raisonnement qui suit est présenté pour des fermions, mais il
peut aisément étre étendu au cas des bosons.

Considérons un ensembie de n, particules % et Ng particules p .
|Les antisymétriseurs qui permettent 1'obtention du vecteur d'état sont :

i A(1, 2, ... na)

i
3
o~

€y Px (1,2, ... na)

| A(n+l, ...n) = 1 ) e, Py (n+1 ... n) (IX-48-a)
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1tantisymétriseur a appliquer est :
1 :
A(1,2,...n) = T § € Px(1,2, ...Nn) (IX-48-b)

Comment exprimer cet opérateur en fonction des antisymétriseurs partiels
A écrits en (IX-48-a)?Nous allons montrer (*) que :

ntn!
= > B - §Na g0
A(1,2, ...n) _& {1 §1 %naﬂ P
n n
+' zla . zf.‘a“ Pil iy Piz,j2 E
1<l 3,<d,
¢ ()9 e TP P Pl 4l
o 1, Nyl i,:3; 1,53, 1q,Jq 2
11<12<...<1q JI<]2<;;.<jq S
« A(L,...n) A(n+l,...n) (1X-49)

(q est égal au plus petit des nombres n et ng ), ol Pij désigne 1'opérateur
de transposition des particules i et j. Pour &tablir (IX-49) , supposons
pour fixer les idées que n, < ng. Remarquons en premier lieu que toutes
permutations des n particules peut &tre caractérisée par :

. la donnée des numéros de q particules parmi celles numérotées
de 1 a n, (q<n,) qui passent sous 1'effet de la permutation
dans les ng derniéres. On précise de cette fagon quelles sont
les particules de deux "boites", celle de rang 1 a n,, et celle
des rangs n +1 a n ;

. les deux permutations des particules a 1'intérieur de chacune
des deux "boites".

A toute permutation des n particules peut étre associée une autre permuta-
tion intermédiaire, oii 1'on a remis les q particules qui ont changé de

boite dans leur boite de référence. Cette opération est effectuée de fagon
unique en transposant la particule de numéro il (1« i1< na\ avec celle de
numéro J, (nd+1<,j1<r0, i et jq étant les numéros les plus bas & permuter dans
les.daux groupes de particules ; puis, on continue de méme avec les particules

de numéros les plus bas iz et j2 restant 3 transposer, etc., etc. (on ef-
fectue ainsi q transpositions successives). La permutation intermédiaire

ainsi obtenue est nécessairement le produit de permutations bien définies

des particules 1 @ n, etn +idn respectivement. On passe finalement de

la permutation intermédiaire & la permutation finale par les q transposi-
tions que nous venons de définir.

(*) La formule (IX-49) généralise la deuxiéme égalité (9) du complément (IX-A).
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I1 est aussi possible de vérifier que chaque permutation des n
particules apparait une fois et une seule dans le second membre de (IX-49).
Le signe (-1)9 correspond au changement de parité imposé par les q permu-
tations, et le facteur n,ing!/n! aux factorielles qui figurent dans la dé-
finition des antisymétriseurs A.

Considérons maintenant deux systémes physiques distincts :

. un systéme 5 de ny particules identiques &, et np particules
identiques g . L'espace des &tats de chaque particule est noté
’5, et 1'hamiltonien du systéme est H ;

. un systémelf’de n=ny+ng particules, toutes identiques entre
elles, 1'espace des états a une particule étant maintenant

Dans ce produit tensorie],'éi est appelé "espace d'isospin", espace des
états associé a une variable interne (dite d'isospin) de chaque particule ;
cet espace a deux dimensions et posséde une base orthonormée de kets notés
la> et B> (Eiaurait évidemment n dimensions si nous avions supposé
1'existence de n espéces différentes a,8,y,... de particules dans ¥).

Si aucune variable de spin n'est déja inclue dans l‘espace(g, il
est possible d'assimiler spin et isospin en considérant |a> et |8> comme
les deux états“propres [+> et |-> orthonormés d‘une composante de spin,
de valeurs propres respectives +¢?2 et -F/2. Sinon, la variable interne en
question est en quelque sorte un “spin supplémentaire".

Désignons par H' 1'hamiltonien de:f'; nous supposons que H' n'a-
git pas dans 1'espace7§i des variables internes d'isospin de chaque par-
ticule.

'
Dans 1'espace des états total }Tn du systéme:f, nous ne considé-

rerons pour le moment que le sous-espace Q?‘n n. » invariant sous 1'ac-
. N . . PN . :
tion de H', ol ny particules sont dans 1'état individuel interne qu Np,

dans 1'état individuel interne |B> .

Montrons que, dans ces conditions, il existe une correspondance
biunivoque entre les états de J et ceux de F* et que les éléments de ma-
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trice de H ou H' entre états correspondants sont &gaux. Un état de ol
toutes les particules sont dans des états individuels est défini ——
par la donnée de N, étatslwz pour les particules a,
ainsi que ng états|¢w>pour les particules g. La correspondance biunivo-
que tient simplement au fait que, pour le systeme %', les n, premiers

états peuvent &tre attribués a 1'état interne|a> , les ng autres a 1'e-

tat interne |g>. Elle s'écrit donc :

o h
‘y) { 1 ( \
: ST sk 3 Bk s k>
o o
/. . . . . . .
DA (R ; kna, a 3 kq;d,e, oo s kB>

(IX-51)

[ 1'expression détaillée du ket de ', en fonction d'états od les particules
sont numérotées, est donnée ci-dessous en (IX-52-a)j].

IT ne nous reste donc qu'a établir 1'égalité des éléments de ma-
trice de H entre kets de 9:n avec ceux de H' entre kets de‘]:'n associés

par la correspondance (IX-51).

Les kets de base du systémef' ol les particules sont dans des
états individuels s'écrivent :

lklsa; kz,(! 3 eeee 3 knaaa 3 knu+1"B 3 eees 3 IS]:B >
= /nl A(l, ...,n)
[1: kl,a 3 2:ky0 5 L. N :kna,a ; kai’B"' n: kn,s > (IX-52-a)

L'élément de matrice de H' entre de tels kets antisymétrisés apparaitra

comme celui, entre kets a particules numérotées, de 1'opérateur :

n! A(1, ... ,n) H' A(1, ... ,n)
= n! H' A(1l, ... ,n) (IX-52-b)
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IT revient donc au'méme;d‘Uh point de vue physique, de parler

de particules de natures différentes ou de particules dont les é&tats
quantigues interres sont orthogonaux, du moins tant que 1'on ne s‘intéresse
qu'ad des opérateurs n'agissant pas sur cet état interne. Certes, la struc-
ture mathématique des kets de 1'espace des états est différente dans les
deux cas (dans le premier, 1'antisymétrisation n'est a effectuer que par
rapport a deux sous-ensembles de particules, alors que dans le second elle
est totale). Il existe cependant une correspondance biunivoque entre les
vecteurs d'état des deux systémes, correspondance qui préserve les valeurs
de nombreuses grandeurs physiques (celles qui ne changent pas la nature
des particules dans le premier cas, leur état interne d'isospin dans le se-
cond).

Bien sQr, si 1'on considére par exemple un état ol une particule
est décrite par une supérposition linéaire d'états internes (d'isospin)
différentes, comme il est parfaitement naturel pour toute variable interne,
on lui associe dans le premier point de vue un ket & une particule ol la
nature de cette dernidre est mal définie. I1 n'est pas indispensable d'at-

tribuer un sens physique & un ket de ce type mais il peut parfaitement se
révéler un intermédiaire de calcul utile.

B - GROUPE SU(2) ET_SYHMETRIE D'ISOSPIN

- - o o e o e . = - = .= — =

Considérons donc un systéme constitué :

. soit de deux types de particules o et g en nombres n, et N varia-
bles, les particules (comme les particules g) &tant identiques entre
elles ;

. soit d'un nombre quelconque n = n, * N, de particules identiques pou-
vant se trouver dans 1'état interne |s> ou |g> (juxtaposé a 1'état de

spin si les particules considérées en possédent un).

Nous avons vu que, dans de nombreux cas, de tels systémes sont
quasi équivalents.
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(nous avons utilisé le fait que H commute avec toute permutation des n
particules et la relation A2=A). Remplacons 1'antisymétriseur A(l,...n)
par son expression (IX-49) : il apparait un certain nombre de termes com-
prenant q permutations Pi,jf mais tous sont nuls, sauf Te terme q=0}:tout
Pi,j change en effet ]fétat interne dfune des particules, et comme H' ne
modifie pas cet état, on a le produit scalaire de deux kets orthogonaux].
Donc, dans (IX-9), seul le terme 1 dans 1'accolade donne une contribu-
tion non-nulle. On remarque de méme que 1'&1ément de matrice cherché ne
peut &tre non-nul que s'il y a exactement le méme nombre de particules
dans 1'état interne |as dans le bra et le ket (et de méme pour 1'état
interne |8>. Ceci nous rapproche donc d'un &lément de matrice, entre états
de 5’, d'un opérateur ne changeant pasAla nature des particules. En fait,
c'est exactement le résultat que nous obtenons : le coefficient n! de
(IX- 49) se compense avec celui de (IX-52-b), et les coefficients n,! et
nB! sont précisément ceux nécessaires d la normalisation des é&tats de .

Remarques

(1) Nous avons raisonné en supposant que n, particules de 5” ont tou-
jours 1'état interne |a>, ng toujours 1:état interne [8>. Si 1'on
considére maintenant que n, et ng  peuvent varier, 1'espace des
états de J devient.ﬁh. , qui est donc isomorphe a l‘espace.fh du systéme
de particules de nature différentes, introduit au § 2-a). L'assimila-
tion de la nature des particules-@ou Ba un nombre quantique interne
est alors plus parfaite ; on voit qu'un opérateur de jﬂ n‘agissant
pas sur les spins correspondra & un bpérateur de F ot toutes Tes par-
ticules jouent un rdle symétrique, quelle que soit leur nature.

(i1) Pour le systémeff, les opérateurs ay et ak+ commutert toujours avec
les bk' et bk.+ : ce sont en effet des opérateurs agissant sur des
variables différentes (1'espace des é&tats de-ﬂa est le produit ten-
soriel de 1'espace des dtats des particules -a par celui des parti-
cules B). Pour le systéme:f', ces opérateurs deviennent I aza,
g et aEB et, si les particules sont des bosons, les deux premiers
commutent encore avec les deux derniers. Cependant, si ce sont des
fermions, la situation change puisqu'on a des relations du type :

Uy g = " g o
Des opérateurs de g qui commutent peuvent donc correspondre & des
opérateurs de f?'qui anticommutent.
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1 - Algébre d'opérateurs de symétrie
Les relations de commutation (IX-47) sont du méme type que celles
>

des composantes J,, J, et J_ d'un moment cinétique J :

- . IX-53-a
[9,,9,] = -4 3, ( )
[o.-9,] = & J_ (IX-53-b)
[J,-9.] = 24 4, (IX-53-c)

La correspondance suivante s'impose donc :

Juas «  h 9, (IX-54-a)
Mgy < A 4 (IX-54-b)
A ~ fJ, (IX-54-c)

I1 est donc naturel d'introduire un opérateur K aont les compo-
santes Kx’ Ky, Kz sont définies par (x) :

r 1

Ke = 5 (Mg + M) (IX-55-a)

- L - IX-55-b

{ K, = v (Mg M) ( )

K = @ (IX-55-c)
L A

Grace a (IX-39-c), on vérifie facilement que ces trois opérateurs
sont hermitiques, et les relations (IX-47) donnent :

[ K, » Ky] = i K
4 EKy s KZ] = KX
[k K] = 1K (1X-56)

qui sont les relations de commutation d‘un moment cinétique (a un facteur
h prés) apparaissant dans 1'étude du groupe R(g) des rotations.

e T i e EE T L L L T T

(*) La notation K est simplement une écriture commode pour symboliser 1'en-
semble Kx, Ky’ K, 3 |
avec un opérateur vectoriel, satistaisant a des relations de commuta-

. e . e F P . .
nous évitons d'écrire K pour éviter la confusion

&
tion avec J bien définies.
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Nous connaissons un ensemble trés simple de matrices 2x2 satis-
faisant ces relations de commutation : les matrices de Pauli ¥ 25 cy/é
et Gi/@* Nous avons vu, [ cf. chap. III, § B-3 ],qu'e11es constituent
1'algébre de Lie du groupe SU(2), dont elles engendrent tous les &léments
JMi?) par exponentiation :

Mgy - o 3.0/2 e Su(2) (IX-57-a)

ol a désigne un ensemble de 3 paramétres réels (le module a de 3 est com-
pris entre 0 et 2T).

Les 3 opérateurs Kx’ Ky, kZ engendrent donc une algébre de Lie
ggy dite algébre d'isospin, qui est isomorphe a celle de SU(2). Par expo-

nentiation, on obtient les opérateurs unitaires d'isospin :

Z(—a*) - e"'i [aXR-X + ay Ky + az KZ] (IX“57"b)

qui constituent un groupe d'isospin %? dont les éléments dépen-

isospin’®

dant de 3 paramétres réels (ays 3, et a,).

y

IT n'est donc pas nécessaire de construire de nouveaux raisonne-
ments dans notre étude de la symétrie d'isospin : ceux qui ont été faits
pour le groupe des rotations R(3), ou le groupe SU(2) s'appliquent sans
aucun cnangement.

Remarques

(i) L*action d'un opérateur de rotation d'isospin 2(53 sur un ket
0l Ny particuTes sont de nature « et npde nature p donne en général (si
a, et ay ne sont pas nuls) une superposition linéaire de kets o n, et
N, owdtvarié. Si 1'on préfére éviter la manipulation de tels kets, on peut
pérfaitement, dans toute la suite, ignorer les opérateurs 53(3) et le
groupe d'isospin, le seul point essentiel d'un point de vue physique &tant
T'existence de 1'algébre de Lie définie par (IX-47) ou la relation équiva-
lente (IX-56),

(ii) L"isomorphisme des algébres de Lie SU(2) et gisospin en-
traine qu'il existe un homomorphisme qui fait passer du premier groupe au
second. Si g?isospin est simplement connexe, comme SU(2), cet homomorphis-
me devient un isomorphisme (cas ol le nombre n = Ny + n/3 particules est
impair).
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2. Similarité entre spin et isospin

D'aprés (IX-54) et (IX-55), on a la correspondance :

K, = Ko+ 1K > ho,
Ko = K - 1K > ha
K, = & - h J,

(IX-58)

Montrons que cette correspondance préserve bien celle écrite en (IX-51)
entre états des systémesjj etff‘lorsque 1'on interpréte J comme le “mo-
ment angulaire total d'isospin" des particules de 3". Pour ce dernier sys-
téme, introduisons les opérateurs d'isospin'f a une particule par :

IZ |a> = 'é‘ IOL> 12IB> = -E |B>
9 T;|a> = 0 I, |8> = h e
I |a> = |B> I [B>= 0

L - - (1X-59:a)

ce qui reyient a assimiler |q> et |g> aux deux états propres |+> et |->
de la composante SZ d'un spin 1/2 :

la> «—  |+>

lg> <~ |-> (IX-59 -b)

Nous posons ensuite :
J =11 (IX-59-c)

ol la somme porte sur toutes les particules constituantjpi
_ v et (IX-29)
Si 1'on se reporte aux définitions (IX-277’aes opérateurs N et M,
on vérifie aussitdt que 1'état de  &crit en (IX-51) est ket propre de

n - nB), celui de‘ﬁﬂ étant ket propre de JZ

: A
K, avec la valeur propre EZ( y

‘E_:(na - nB).

2

- Pour 1'opérateur K, = MaB , son effet est donné par 1'équation (20)
Hu complément IX-A, ol les radicaux valent un puisque nous étudions ici des

fermions. Le ket correspondant pour J' sera donc :

|
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{lk _H,on 3 1,(1 3 Kosa 5 L0 3 kna,a 5 kna+2,8 3 e 3 kn,6>

_k=%+2|k sa 3Ky, s ..l kn 203 knaﬁ‘Z’B ;kna.H,B 3 e ;kn,B >} (IX-60)

o
Or, en termes d'opérateurs de création a't et d'annihilation a' des parti-
cules de tP', J+ s'écrit |

3, = h ] a'(ke) a(ke) (IX-61)
K

dont 1'action sur le ket de ¥ &crit en (IX-51) est facilement calculable :

Torsque k=k 41 0 On fa1t venir le nombre quantique k en téte, ce qui

n +1
introduit un signe (- 1) a , et 1'on obtient le prem1er terme de (IX-60)

; lorsque k = k k on commence par permu-

n +2"“’
ter les états k et k, o+ (d ou un changément supp1ementa1re de signe), puis
on fait la méme operat1on que précédemment. Au total, le ket obtenu est

donc exactement( ) celui écrit en (IX-60).

En ce qui concerne les opérateurs MB et J., il n'est pas néces-
saire de reprendre le raisonnement puisqu'ils sont respect1vement hermi-
tiques conjugués de M o8 et J, (1'ega11te des éléments de matrice pour un
couple d' operateurs entraine automatxquement par conjugaison,complexe

et ochange du bra et du ket, 1'égalité pour 1'autre couple) (*x).

3. Multiplets d'isospin

Dans 1'espace§F;, construisons une “base standard d'isospin“,
exactement comiae nous avons précédemment construit (au chapitre VI) une
base standard adaptée a 1'étude du moment cinétique. L'opérateur,[iflzest
aéfini par : V

(*) L introduction des coefficients ( ) Ny dans les définitions de M s et
B [ relations (IX-29) ] évite & ce stade 1'apparition d'un facteur
de phase variable (e) ® dans le cas des fermions.

(*#*) En faisant agir 1'opérateur E a+(k 8) a(k,a) sur le ket de ¥' écrit
en (IX-51), on voit apparait e un facteur (- 1) ol . (- 1)"0‘+1 ui
\ correspond bien au facteur (e) otl ge (IX-39-b).

|
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K12 = (K )2+ (K)? + (K))?

e lomomoem M) (1X-62)
B’ o' ~aB Ba  Ba OB

et ses valeurs propres sont de la forme

1
= — (N - N
7 Ny

K(K + 1)
ol K est entier ou demi entier.

Le fait que H commute avec K, et [E]z permet de construire une
base standard séparément & 1'intérieur de chaque sous-espace propre de H,
de valeur propre E. On obtient ainsi des kets :

Io,E,K,MKB
ol £, K, et MZ spécifient les valeurs propres respectives de H, [E]:%t KZ;1a
réunﬁn1deCesiketsoour toutes les valeurs possibles de ces trois nombres
fournit une base standard dans 1'espace total. L'indice ¢ sert a distin-
guer les kets orthogonaux associés aux mémes valeurs de E, Ket “K 3 i1
n'est donc pas nécessaire si H, K et K. forment un E.C.0.C. (c'est-a~

dire si, du point de vue de la symétrie d isospin seule, aucune deneneres—
cence ne se produit). Comme pour toute base standard, on a :

K, lo s E, K, M>

M
Klo,E,K,MK>

[K]2 {0, E, K, M>

v
1]

K(K+ 1)|o , E, K, M (IX)63-a)

avec

MK =K, K-1, K-2,... , - K (IX-65-b)

(K et Mk sont tous deux, soit entiers, soit demi entiers). De plus :

Kt o, E,K, M > = VR(K+1) - (M E1) [0, E, K, M 1 >  (IX-64)

K~ K

Enfin, pour la base standard choisie, on peut écrire :

Hlo s, E, K, M> = Efo, E, K, M > (IX-65)
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Rappelons que KZ est associé a la différence n, - ng :

1 f
MK A (nu - nB) (IX-66)

et que K, et K_ changent & la fois n, et ng , tout en conservant leur
somme [l o,E,K,M¢> et |o,E,K,M 1> décrivent donc des syste-
mes physiques constitués de particules de natures différentes].

Regroupons ensemble les (2k+1)états associés a des valeurs iden-
tiques de o, E et K ; ils forment un ensemble d'états dégénérés que 1‘on
appelle “multiplet d'isospin". Le sous-espace correspondant notécjt(E,0 » K)»
est stable sous 1'action de toutes les composantes de K ; ses composantes
y sont représentéés par des matrices hermitiques (2K+1) x (2K+1) dont Tes
commutateurs satisfont les relations (IX-56). On dit que ces matrices four-
nissent une representatwn de 1'algébre de Lie éﬁs(* . L'espace CS:(E g, K)
n‘étant pas la somme directe de deux sous- espaces stables sous 1'action de

tous les opérateurs de éﬁ (espace irréductible), la representat1on est dite
"irréductible" (w*).

Sur la figure 2, les états propres de H associés a un méme
1
| multiplet d4isospin sont représentés par (2K+1) segments sur une méme
ligne horizontale (ils ont méme énergie), chacun tombant dans un sous-

espace &A’S avec :
n,n

B

n o= ntK o _ n-K Mo o= K
a 2 8 2

0 _ n+ K-1 . n _ n- K+1 MK - K-1
a 2 B 2

n _ n- K . n _ h+ K MK - - K
o 2 B 2

-y g . g e o g — T = 20 P O S0 s oy B P e g P S = Gy ) A S e et S e - = = g S S = A = o v S = ot - - -

(x) Rappelons que Te produit (opération interne) dans 1'algébre de Lie est
défini par le commutateur des opérateurs (cf. Chap. III, § A-2-c). Cette

noticn de représentation d‘une algébre est donc Ta méme que pour un
groupe.

(**) Les mémes notions s'appliquent évidemment au groupe 2% (isospin) :
dans F(E, o, K), ses éléments Z (3) définis en (IX-57-b) sont repré-
sentés de facon irréductible par un ensemble de matrices unitaires
(2K+1)x(2K+1).
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Partant d'un &tat stationnaire d'énergie quelconque donnée, assoCié & un
systéme de n, particules a et ng particules 8 , 1'action des opérateurs
K =M ou K =M o8 permet toujours de construire d'autres kets propres

aB
de H qui soient non-nuls, sauf éventuellement si Ny = Ng » cas auquel
1'état choisi constitue un singulet d' 1sosp1n (de méme, pour un

opérateur de moment cinétique, Jy |t, J, M> ne peut étre un ket nul
que si M =J, J_ |t, J, M> un ket nul que si M = - J).

Remarques

(i) 11 existe en général d'autres bases standard que celle des
vecteurs propres de H que nous avons introduits (c'est 1e cas si 1'indice
o prend plusieurs valeurs distinctes). Dans une telle base standard quel-
conque (|€,K,Mg >) on peut utiliser le théoréme de Wigner-Eckart pour
calculer les &léments de matrice de H (qui est un “scalaire d'isospin"
puisqu'il commute avec toute composante de K) :

<g, K, |H|€‘ K', M >
= Syan, Sk <€ KlMEe K> (1X-67)
Le M biv, traduit simplement le fait que H ne change pas la nature des
particuTes.
On a :
lo, E,K,M > = g C,(E,K,M )[e,K,M > (1X-68)

(1e changement de base standard ne “mélange" pas les différentes valeurs
de K et MK).

De fagcon générale, le théoréme de Wigner-Eckart montre que tout
opérateur scalaire [ par exemple 1'opérateur K2 défini en (IX-62))1 n'a
a'élements de matrice qu'entre kets ot My a la méme valeur ; ceci implique
qu'un tel opérateur ne change pas la nature des particules s'il commute
avec M = N, + Ng . 4
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(ii) Soit |E, Mk» un vecteur propre commun 3 H et R%. L'action
de K+ sur ce ket donne un ket orthogonal, non-nul, de méme valeur propre E,
sauf My est positif (ou nul) et si lE, M> est ket propre de [Rjzde valeur
propre MKCMK+1);Deméme 1'action de E;ne peut donner un ket nul que si My
est négatif ou nul et si |E, Mg>est vecteur propre de [Ej’%vec la valeur
propre M (M + 1)

(iii) La relation (IX-56) nous permet immédiatement de prévoir
les valeurs de K accessibles a un systéme de n particules. On a en effet :

(IX-69)

Le nombre quantique K a donc la méme parité que n et sa valeur maximale
a priori possible est précisément n.

(iv) Enpasant de (IX-46) & (IX-47), nous avons abandonné 1‘opé-
rateur N car il commute, non seulement avec H, mais avec tous Tles opéra«
teurs de 333 (c'est un opérateur central). Comme H, 1'opérateur N est un
scalaire d'isosp%n, et ses &léments de matrice satisfont aux méme régles
de sélection:dans tout ?}7( o, E, K),il est représenté par une matrice
scalaire (éléments diagonaux tous égaux, é1éments non-diagonaux nuls).

Sans utiliser le théoréme de Wigner-Eckart, on peut d'ailleurs
retrouver immédiatement ce résultat : si la matrice représentant N dans
Qf(o, £, K) admettait deux valeurs propres différentes, chacune d'elles
définirait un sous-espace propre deCS:{a, E, K) qui serait invariant sous
léaction de K (puisque ses trois composantes commutent avec N) ; or, c'est
impossibie puisque%fo;E, K) est irréductible.

On peut, bien sir, inclure 1'opérateur N dans 1'algébre de Lie
considérée (qui devientéi;‘) ; le groupe %2ﬁ correspondant dépend alors
de quatre paramétres, et ses opérateurs s'écrivent :

oy

W(a,B) = e 10N=3 (1X-70)

+
ot "Z(0) est défini par (IX)57-b). Dans chaque QFKG, K), la contribution
de e-]N est un facteur de phase e"b". On dit parfois que E?“ est le
produit (tensoriel) du groupe d'isospin par un "groupe de phase".
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4. txemples d'appliCation

Prenons un atome dans 1'approximation ol toutes les interactions
dependant des spins électroniqueé sont ignorées. Les considérations pré-
cédentes montrent que ses niveaux d'énergie se regroupent en multiplets
de (2K+l)niveaux, K étant pair ou impair suivant que le nombre d'électrons
est pair ou impair. Dans cet exemple, cette classification n'apporte rien
de trés nouveau : K et MK s'identifient ici simplement aux nombres quan-
tiques S et MS associés au spin total de 1'ensemble des &lectrons.

Un exemple d'application plus intéressant est la symétrie d'iso-
spin en physique nucléaire : si 1'on ignore dans un noyau les interactions
électromagnétiques entre nucléons, moins importantes que les interactions
fortes, 1'indépendance de charge de ces derniéres fait que proton et neu-
tron jouent un rdéle symétrique. Dans un tel schéma, tous les niveaux d'é-
nergie des noyaux sont regroupés en multiplets d'isospin de (2K+1) niveaux
dégénérés. On peut remarquer que le nombre MK prend ici une signification
physique simple, directement reliée a la charge électrique Q systéme con-
sidéré, puisque :

1
Q= aQ Ny = qp(KZ + ?N) (IX-71)
On trouvera dans le complément IX-B 1'étude d'un cas simple,
celui ol le nombre de nucléons (protons ou neutrons) est n=2 ; nous renvoyons

d un traité de physique nucléaire pour la discussion d'exemples plus
complexes.
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Nous allons maintenant généraliser ce qui précéde au cas ol le
nombre d'espéces de particules est trois, a«, B et y. Nous noterons res-
pectivemént as bk’ Cy les opérateurs de destruction d'une particule
dans 1fétat individuel lwk> ak+, bk+ et Ck+ les opérateurs de création
correspondants. Leurs relations de commutation sont du méme type que
celles écrites en (IX—BQ}L_GénéralisantA(IX—27), nous introduisons les

opérateurs : et (IX-33)
N = ZZ ak+ ay
* k
_ +
N, = %; b, b,
&, (IX-72)
No= 2. S
k
ainsi que (%) :
_ N + B + N
Mg T () )3 by Moo = LBk 3 (e
N + + N
= 8 = 8
MBY (e) E bk Ck MYB E Cy bk (e)
N + + N
Mo = (€ T ¢ ay Moy = L3 S ()Y
k (IX-73)
On a :
+ —
(MaB) B MBa
+ _ -
{ (MBY) = M
+
M) = Mg (IX-74)

Lorsque toutes les particules, quelle que soit leur espéce, jouent le
méme rdle dans 1'opérateur H, on a, comme plus haut :

- T o - o ———— - - " " " SO B = - - G - S G —— - - - G . ———— - ————

(*) Comme dans le § B précédent, les espéces a, B et y ne jouent pas
exactement le méme réle, du fait des (e)NasB;Y dans les définitions
(IX-73). Ces derniéres respectent cependant une symétrie par permu-
tation circulaire des trois espéces de particules.




et :
[ H, M1 = O

[ ol M symbolise 1'un quelconque des six opérateurs définis
Des calculs similaires & ceux du § B donnent :

[ Na, NB ] = 0
[ M g’ Na ] = [ MaB, NB 1] = - Mas
{ MaB, Mea ] = Na - NB

avec, bien sir
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(1X-76)

en (IX-73) 1.

(IX-77-a)

(IX-77-b)

A ces relations i1 faut ajouter celles obtenues par permutation circulaire

de o, B et y . Posons :

(1X-79)

On définit ainsi un opérateur qui commute avec tous les autres :

$ N, Na,B,Y I = 0

2 [ N,M]T = O

(IX-79-a)

(IX-79-b)

Les relations précédentes ne nous donnent pas tous les commutateurs entre

opérateurs M et N ; i1 nous faut encore calculer les commutateurs entre

opérateurs M faisant intervenir les trois espéces a, 8 et v

[ My » M1 ou DM, M

Or :
(e at b, at e ()]

N

+ + + +
= (E) a [ ak bk akl Ckl <~ E aku Ck| ak bk ] € Y

, tels que :

N

(1X-80)

[ Te e supplémentaire du second terme provient de ce que nous avons changé

1'ordre de (e)N“ et ak.+ ; cf. relations (IX-38) ]. Comme :

+ + + +
b, a

. b ag ce - e o a b

k

_ + o+ + o+ _
= (ak . €a, 3 )b ¢ = 0

(IX-81)
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une sommation sur k et k' donne (x) :

(M _,M 1=20 LM _,M

aB ay ay aBl = 0 (IX-82-a)

et, par permutation circulaire, on montre la nullité de tous les commutateurs
entre opérateurs M oi le premier indice «, B ou vy est répété. Prenant ensuite
les relations hermitiques conjuguées et utilisant (IX-74), on montre ensuite
que les commutateurs ol c'est le second indice qui est répété. Il ne reste
donc plus a calculer que les commutateurs du type { MmB s MBY ] ou

[ M ,M_1. Comme :

Y8 N N
+
[ (e) @ ak bk ,» (€) 8 bk. k' ]

- ( )N +NB+1 (

Ba

b, b

+ +
a, by b’ G - e bt gl b

K

Na+NB+1 +

= (e) ak+ ¢ (b b
N +NB

-eb

¢ By

Skt A Gk (&)

on obtient, par sommation sur k et k' :

1= (e M (1X-82-b)

(M By ay

aB’M

Par conjugaison hermitique, i1 vient enfin :

B N
el = (e)” M, (1X-82-c)

_—_--__—__—_-—--—_-—_-—_....-_——__—--——--.—-——-———_——--—-.—.-_.-—-.-—-.-—-—-—..——-——-———

Sans les facteurs (e)N ' 3,Y dans les définitions (IX-73) des opérateurs M,

nous n'aurions pas pu obtenir 1' ega]1te (IX- 82ﬂgpour des fermions. En effet,

il serait apparu dans (IX-81) 1 expression ak ak. k'+ ak+ qui vaut

2 ak+ .
produite (le commutateur de Mas avec MmY ne s'exprime plus en fonction des M
et des N).

Un autre point de vue, prolongeant celui du § A-3, est de considérer un

+ .o A .
pour des fermions, de sorte qu'aucune simplification ne se serait

systéme constitué, non de particules de natures différentes (o,B8,v), mais

par un ensemble de particules toutes identiques pour lesquelles 3 états

internes |a>, [B> et |y> sont accessibles ; la variable interne correspondante
est appelée "hyperspin" [ nous réservons le nom d'isospin pour la symétrie SU(2)
3 deux états internes ]. Tous les opérateurs de création et d'annihilation
satisfont alors & des relations d'anticommutation (pour des fermions) de

sorte que :

b

+ + + + +
[ 3 by »ape Gl =3 bape o= € gy

+ .+, + _+
a3 by e v b ¢y =0

L'introduction des facteurs (e)NG,BsY dans la définition des opérateurs M
devient alors inutile.
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1 - Opérateur de symétrie

Poursuivant toujours 1'analogie avec le § B, posons cf. (IX-55)

B % (N - N,)
g K 2 )
i K& - % (N - ) | (1X-83-a)
K % (Mog * Mao)
NG % (M, + M)
k& = L .m0 (IX-83-b)
X 2 Yo ay
T4 = 210 ™ M)
) KJ(/Z) ) %i(Mey Y
) Kglﬂ = %i(lww - M) (IX-83-c)

L'opérateur KM n'est autre que 1'opérateur d'isospin K déja in-
troduit, les opérateurs K@ et K3 jouent’des roles analogues pour les
autres espéces de particq]es (*). Si les six composantes Kit??”des K sont
des combinaisons linéaires indépendantes des M, ce n'est pas le cas des

trois composantés KZ puisque :
K® & k@ 4 k3@ = 9 (IX-83-d)
z z z

Trois opérateurs indépendants seraient obtenus en prenant N et deux quel-
- . 2 (1,2,3)
conques parmi les trois opérateurs KZ

Les relations de commutation entre diverses composantes d'un méme
opérateur k(1) ont déja été calculées au § B :

- —— " - Gy o - P} " - —— - T " - - P 00 = W = = - - W = . . A W -~ - = o 0w G ——

(%) L'indice (1) est associé au couple @8 1'indice (2) au couple Ba et
1'indice (3) au couple va,
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(ainsi que les deux autres relations obtenues par permutation circulaire des
indices x; y; z). I1 est facile d'écrire, & partir des définitions (IX-83)
et des équations (IX-77) et suivantes, les relations de commutation entre
composantes d'opérateurs R‘i) différentss. Nous ne le ferons pas car il

est plus commode de poser :

AREEEE N O K, ) (1X-84)
(par exemple, Kil) = MaB s KSI) = MBa , etc). On obtient alors les relations
de commutation :
kL k) ekl
okl a2 kD) (1X-85-a)
(kDL kg -0 (IX-85-b)

ainsi que [ cf. relations (IX-77-a) ]

RO TR RS (1X-85-c)

Les relations de commutation précédentes sont le point de départ
des raisonnements qui vont suivre. Bien que nous n'en ayons pas besoin pour
la suite, nous pouvons compléter la Tiste de ces relations de commutation
en écrivant [ cf. relations (IX-82-a) ].

p k)l o sii#j (1X-85-d)
et, enfin, (lorsque i # j # &) [ cf. relations (IX-82) ]

(ot K3y = ey (N M)

L R B RUNG (1X-85-¢)

Tous les opérateurs K qui ont &té introduits commutent avec H
lorsque les différentes particules jouent un rdle symétrique dans H, quelle
que soit leur nature. Nous avons défini neuf opérateurs K, mais la relation
(IX-83-d) entraine que seulement huit d'entre-eux sont indépendants. Les
opérateurs engendrent une algébre de Lie g£g de dimensions 8 (*), associée
(*) égg est 1'espace engendré par 1es'combinaisons linéaires réelles des
composantes x, y, z des opérateurs K(1) .

Le facteur (e)N qui apparait dans (IX-82-b et c) ou (IX-85-e) n'est pas
génant ; on peut par exemple, considérer que le nombre total n de particules
est fixé)et ce facteur perd son caractére d'opérateur.
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au groupe @?(hyperspin) d'opérateurs de symétrie

W@E,B,8) = e l2" (1X-86)

ol la notation afih‘ symbolise 1'expression :

@)

F -?&ﬂ = a, K(il + a K(i) 7

X y'y
[ﬁes opérateurs W dépendent en fait de huit paramétres puisque la somme

+ K
a;

a, + bZ +c, disparait de (IX-86)]. Les mémes remarques peuvent étre
faites concernant le sens physique des opérateurs W que pour les opéra-

. -
teurs d'isospin Z(a).

Tous les sous-espaces propres de H sont stables sous 1'action
de 1'ensemble des éléments, soit de éz.soit de Q%}(hyperspin). Dans
ces sous-espaces propres, on peut faire apparaitre des représentations
irréductibles de 1'algébre é@} d'opérateurs K, tout-a-fait analogues aux
représentations irréductibles derl'algébre d'isospin éf;, introduites au
§ B. I1 est donc important de connéitre et de classer les représentations
irréductibles de 353 et %’(hyperspin),ce qui nous permettra de connaitre
le type de dégénérescence imposée par la commutation de H avec tous les
K. I1 est clair sur (IX-85) que]ésre]ations de commutation ne sont pas
simplement la juxtaposition de celles de trois opérateurs K d'isospin :
la structure de éé} produit en quelque sorte une'ﬁmbrication"des trois
symétries d'isospin les unes dans les autres.

Remarque : Nous avons délibérement ignoré 1'opérateur N, qui pourtant lui
aussi commute avec H. La raison en est que,'comme dans le cas étudié au
§ B, 1'adjonction deNirevient a celle d'un “"groupe de phase", sans consé-
quenceé physiques. -

2. Algébre de Lie du groupe SU(3)

a) Calcul des matrices

I1 est commode, pour fixer les idées, d'associer desmatrices
aux opérateurs K. Une fagon simple de le faire est de prendre un sous-
espace stable sous 1'action des K, le sous-espace a une particule unique
engendrée par les kets:
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lu;> = |¢k>®la>
4 |u > = |y > |8 >

2 k (1X-87)
L|u3> = |1pk>®|-y>

(seul 1'&tat d'hyperspin varie). Il est alors trés simple d'obtenir les
matrices associées aux opérateurs de symétrie dans le sous-espace :
1'ordre des kets de base &tant celui de (IX-87)

| 0o 0
(Kéﬂ) = %- o -1 0
0o 0 0
0o 0 0
(kK= 2[o 1 o0
0o 0 -1
-1 0 ©
k%)= (o o o
o o0 1
0o 1 0 0o 0 0
k"= o o o kK =={1 0 o0
0o 0 0 0O 0 0
0o 0 0 0 0 ©
(k&) = 0o o0 1 «==lo o o
o 0 O0 o 1 0
0o 0 0 0o 0 1
(k&) = o 0 o0 k¥ =={0o 0o o0
1 0 0 O 0 0
Oou encore :
0o 1 0 0 -i 0
9y, _ 1 A _ 1]
(V=5 (1 0 0 (k") =5(i 0 0
0 0 0 00 0 0
o 0 0 b o0 o
@y . 1 2y _ 1 . .
(kKM =% {0 0o 1 (g)_? 0o 0 -i
o 1 0 o i 0
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0 0 0 i

(k¥)=lo 0o o0 (K(;’))- 0O 0 0

1 0 i 0 0
(IX-88-b)

Si 1'on &limine 1'un des K() »,1 = 3 par exemple, on obtient ainsi un
ensemble de huit matrices 11nea1rement indépendantes, de trace nulle, cet
ensemble de matrices est par construction isomorphe a éf; dont i1 fournit
une “représentation" (nous allons montrer qu'elle est irréductible).

On voit facilement sur (IX-88) que, par combinaisons 1linéaires
avec des coefficients réels, les huit matrices en guestion engendrent
1'ensemble des matrices hermitiques 3x3 de trace nulle. En d'autres termes,
elles engendrent 1'algébre de Lie du groupe SU(3), groupe des matrices
3x3 unitaires, de déterminant égal @ 1(X). Ceci justifie la dénomination
“symétrie SU(3)" qui est employée pour le type de symétrie qui nous inté-
resse ici.

L'irréductibilité de la représentation peut &tre démontrée trés
rapidement : si elle était réductible, i1 existerait un vecteur de 1'es-
pace 3 trois dimensions qui serait invariant (en direction) sous 1'effet
de tout operateur herm1t1que ; or i1 est facile de construire un operateur

herm1t1que qui change une d1rect1on quelconque de 1' ‘espace. a trois d1men-\_

i

sions. ‘ T \
|
“Remarque :7Si nous avions conservé T'opérateir N parmi les K, nous aurions
obtenu une matrice de trace non-bulle ; 1'algébre de Lie serait alors celle
du groupe U(3) [_p]us de restriction sur le déterminant des matrices uni-

taires ], de dimension 9 .

b) Sous-groupes
I1 n'est possible de voir directement, par exemple sur les ma-
trices (IX-88) que éf% peut étre décomposé de plusieurs fagons en sous-

algebres engendrant chacune des sous-groupes de %EZ(hyperspin). Par exemple,

T S G P G S G S G G " - - - - —— - % & . - . > . 5 = - =

(X) Pour le voir, on peut utiliser le méme raisonnement que celui effectué
pour SU(2) au § B-3 du chapitre III.
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les trois composantes de Ec%ﬁgendrent éﬁs et le groupe d'isospin discuté
au § B [on fait b=c=0 dans les opérateurs W définis en (iX—86), et 1'on
obtient Z(a)] . Deux autres sous-algébres éfz et éﬁ; sont engendrées de
facon analogue par K@ et E(b) respectivement.

Le fait que ces trois algébres soient celles du moment cinétique
[ c'est-a-dire celles de SU(2) ] sera constamment utilisé dans les rai-
sonnements qui suivent.

Un autre sous-groupe de SU(3) est celui des matrices unitaires
réelles (orthogonales) 3x3 de déterminant 1, généralement noté SO(3) ; ce
sont en fait simplement des matrices de rotation dans 1'espace habituel.
Les matrices de 1'algébre de Lie correspondantes ont déjé été écrites au
chap. V (3 un facteur prés) :

= il = @)
(R) 0 0 -i 2 (k57)
0 i 0
0 0 i
= 0 = G
(Ry) . 0 o0 2 (Ky))
-1 0
0 -
i 1
R) =i 0o of-= 2(K;))
0 o
(IX-89-a)
Posons donc :
Ry = 2 K,
R =2 Ey (1X-89-b)
L_..Rz =2 K
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Compte-tenu des relations de commutation (IX-85), il vient :

S

[RX’P‘y] =

S SN S I SN

1 ,,@_ v@ 1 &)
— (KM= K , — (KY - K

- -3 @ _ . (3)
K+ K7 = 21 Ky

(IX-89-c)

On obtient de méme les relations ou x, y, z sont permutés circulairement
et 1'on vérifie que Rx, Ry, R, engendrent un sous-groupe de 5? (hyperspin)
qui a les constantes de structure de SO(3).

Remarque : Nous savons grdace d la théorie du moment cinétique que les
matrices (IX-89-a) donnent une représentation irréductible [jJ=1] de SO(3).
A plus forte raison, les matrices (IX-88) donnent donc une représentation
irréductible de SU(3) ; nous retrouvons ainsi un résultat déja obtenu preé-
cédemment.

3. Rang ; diagramme des racines et des poids

Par définition, le rang d'une algébre de Lie est Te nombre
maximum d'opérateurs de cette a]gebre, Tinéairement indépendants, qui
commutent entre eux. Pour 1' a]gebre de Lie éE; du moment cinétique, ce
rang est évidemment un (u JetV. J ne commutent pas si T n'est pas paral-
léle a v ), ceci explique la structure “"linéaire" des mu1t1p1ets de moment
cinétique (fig. 3)

~J  JH -t J
+ fd > ™

4
Al L]

+
o

-~

Fig. 3

Pour SU(3), nous allons voir que le rang est deux, ce qui nous conduira &
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des structures planes pour représenter les “supermultiplets" associés
aux représentations irréductibles.

I1 est clair que le rang de §% est au moins deux puisque Kg'
commute avec Kéz) . Inversement, il ne peut pas &tre supérieur : sinon,
on pourrait diagonaliser simultanément les matrices correspondantes et il
est facile de voir que trois matrices 3x3 diagonales de trace nuile ne
peuvent &tre linéairement indépendantes (la nullité de la trace raméne a
deux le nombre de paramétres dont elles dépendent) (%).

Dans le cas de SU(3), il y a donc deux opérateurs qui jouent le
role de Jz pour SO(3) [ ou o, pour SU(2)] . Lorsque ces deux opérateurs
sont simultanément diagonalisés, chaque vecteur de base posséde deux
nombres quantiques donnant chacun des valeurs propres. Ceci conduit natu-
rellement & construire des diagrammes dans le plan,ol les deux valeurs '
propres sont portées sur deux axes indépendants. Tout vecteur de base

-

sera alors associé & un point bien déterminé du plan (de méme, sur la

figure 3, tout vecteur de base est associé & un point sur 1'axe linéaire
des M).

Si 1:on choisit Kgﬂ et KéZ)comme opérateurs simultanément dia-
gonalisés, il est commode de porter les valeurs propres M£ et Mé cor-
respondantes sur deux axes & 60 degrés 1'un de 1'autre, sur lesquels on
effectue projection orthogonale. La raison en est que le 3% axe a 60

degrés donnera alors automatiquement par projection (cf. fig. 4) :
1 2 -
- My (IX-90)

qui est précisément la valeur propre de K, [ cf. relation (I1X-83-d)].0n
préserve ainsi la symétrie du role joué par K , K et'XK® . Dans ces
conditions, il n'est pas étonnant que les diagrammes que nous allons obte-
nir aient une certaine symétrie ternaire, mais il ne faut pas s'y tromper :
1'algébre éf; est de rang deux.,et 1'opérateur K§3 est en fait

superflu.

“\

e e o S e e o e e B o et e o e o T o O O O o O O o o

(X) La généra]isation_gs§“§vidente“; le rang de 1'algébre de Lie ngU(n¥
| estw(n¥1). |
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(2)
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A toute représentation irréductible de SUéZ) setg associé un
ensemble de points P, Pf, P*, ... de coordonnées MK’ et MK . Chaque
point est affecté d'un certain poids : le nombre de vecteurs de base qui
lui sont associés [ppur S0(3), les poids sont toujours égaux & 1, mais
ce n'est pas une régle générale pour tous les groupes ]. L'ensemble est
appelé “diagramme des poids" de la représentation irréductible.

Soit maintenant |g ; MK s Mé‘>‘ un vecteur de base associé
i 1'un des points du diagramme ; ¢ peut prendre un nombre de valeurs
distinctes égal au poids associé. Appliquant la théorie générale du mo-
ment cinétique, nous savons que M;;etMé'sonqSoit entiers, soit demi-
entiers ; de plus, nous déduirons des relations de commutation (1X-85-a)
que
Kf_j' le s MKl , M':' >
est . soit un ket nul,

. soit un autre ket propre de K§1) de valeur propre Mé *1, apparte-

nant au méme sous-espace irréductible.

. S
En particulier, si MK > 0, le ket ne devient jamais nul par action
de K'Y ; si M£< 0 il n'est jamais nul par action de Kf) 3 si Mt=0 il peut
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atre nul ou non suivant les cas (X).

Les relations (IX-85-d) permettent également de savoir comment
1'action de Ké“ change 1a valeur propre de Kgq [ ou de K%Q] :-on voit
que, en sens inverse de celle de Kz’ les valeurs propres de Kf) et Ké3)
sont diminuées de 1/2 par action de K{*?, et augmentées de 1/2 par action
de K

Pour finir, 1'action de Kﬁ‘) conduit sur la figure 4 & un dé-
placement de + 1 paral]é]ement a 1'axe MK alors que celle de Kf” conduit
a un déplacement de -1 parallélement au méme axe. Les mémes raisonnements
conduisent & des résultats analogues pour Ké” et Qf). On symbolise 1'ef-

fet des six opérateurs KSJ par un diagramme du type de celui de la figure
5, dit "diagramme des racines".

2
M.

oy
-4 ’?;i 4
‘._: N “®.
et
A Fig. 5

(%) Cette propriété s'établit facilement en décomposant |&; N;,
“base standard" associée a'K“‘; J_|t,d,M> n'est jamais nul si

M>0.

MK2> sur une
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Remarques

(i) La forme du diagramme des racines laisse prévoir une symé-
trie de type hexagonal pour les diagrammes des poids.

Le fait que les kets de base puissent &tre regroupés comme ceux
d'une base standard associée a KM , oo M varie entre +J et -J permet
également de prévoir une symétrie par rapport a 1faxe Yl’ perpendiculaire
a celui de MK , et passant par 1'origine .0. De méme, on prévoit des
symétries par rapport aux axes Y2 et Y3 de la figure 5.

(ii) Le diagramme des poids ne change pas si 1'on fait un chan-
gement de base quelconque dans le sous-espace de la représentation consi-
dérée : les valeurs propres d'un opérateur sont invariantes dans un chan-
gement de base, ainsi que les_degrés de dégénerescence associés. Deux dia-
grammes des poids distincts correspondent donc nécessairement @ des repré-
sentations différentes (non équivalentes).

(ii1) Nous avons fait jouer dans notre analyse un rdle privilé-
gié aux composantes KS‘ , en dépit dfune certaine symétrie entre les

roles joués par les composantes x, y ou z. La raison en est double. En
premier 1ieu, la relation de dépendance linéaire (IX-83-d) porte exclu-
sivement sur les composantes Kg) , les autres restant indépendantes. En-
suite, les opérateurs H qui nous intéressent ne changent pas le nombre de
particules n ,nBou nY; comme KS) les vecteurs de base des représentations
sont donc, lorsque les K() sont diagonaux, automatiquement des vecteurs
propres "physiques” de H (appartenant & un sous- espaceg% n_n. donng) et
non des superpositions cohérentes d'états ol la nature d@% particules

varie.

4. Construction des représentations irréductibles

Examinons les dispositions possibles des points P qui consti-
tuent un diagramme des poids de SU(3). Nous en dé&duirons ensuite quelles
sont les premiéres représentations irréductibles de SU(3) [ celles de di-
mensions les plus basses J.

a) Remarques générales

Considérons un point P quelconque du diagramme des poids, et
supposons qu'il soit distinct de 1'origine 0. Il ne peut alors étre & la
fois sur plus d'un seul parmi les trois axes Yl’ Yz, Y3 de la figure 5.
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Appelons Y(i) 1'un des deux axes ol il ne se trouve pas.

Si le point P a une projection orthogonale positive (k) sur cet
axe MK1 , 1'action de K£1) sur un ket de base‘quelconque associé a P donne
un autre ket non-nul, la valeur propre des Ki' ayant diminué d'une unité.
Par récurrence, a tout point N est associé une série de points P', P“,...
L'existence du point initial P de coordonée My impose que 1'espéc§ de re-
présentation contient ou moins une fois une valeur propre K(i)'[KJ +’1] de
[k i]2avec K1 MK? . L'action de Kfi) donne donc au moins 2 ﬂlhl
points qui existent nécessairement dans le diagramme des poids [ voir fi-
gure 6, ol 1'on a supposé que i=1 ]. Le dernier de ces points est symé-
trique du premier par rapport a 1'axe Y(i) de la figure 5.

Remarquons au passage que, dans un tel déplacement, les valeurs
de My varient par sauts entiers, mais celles des autres composantes par
sauts demi-entiers (cf. fig. 5). I1 en découle que, en général, un diagramme
des poids regroupe des multiplets d'isospin pour lesquels K;, K, et K3 sont
entiers et demi-entiers.

o<

e € ke ) Kty K e

Fig. 6

Si donc 1'on:part d'un.point P1 qui n'est sur aucun axes Y L Y2,
YS,MQE;§aiF"SE'i1“3¥j§tgﬂnéces§airement cing autres points P,,..., P du
diagramme, symétriques du premier par rapport a ces axes (cf. fig. 7) ; le

() Si elle est négative, un raisonnement symétrique utilisant K, peut
évidemment étre mené.
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produit de deux symétries par rapport a deux Yivdistincts donne une ro-
tation de t 120 degrés, de sorte que les six points forment les sommets
de deux triangles équilatéraux &gaux. Si maintenant P1 est sur 1fun des
axes Yl’ Y2 ou Y3, les points se regroupent deux par deux et les deux
triangles équilatéraux se confondent en un seul.(par exemple, P1 et P6’
P2 et Ps, P4 et P; se confondent sur la figure 7). Deux situations sont
donc possibles pour les points distincts de 1'originre 0 : ou bien ils se
regroupent par ensemble de six points, ou bien par ensemble de trois

points qui sont sur les axes de symétrie Yl’ Y2 et Y3.

M

Fig. 7

Partant dfun des six points Pl"“’ P6’ on peut en obtenir
d'autres par action des opérateurs symbolisés sur le diagramme des racines
de la figure 5 : tout déplacement de ¥ 1, perpendiculairement a 1'axe Yi’
est autorisé lorsque le point obtenu n'est pas plus éloigné de 1‘axe (il
existe au moins un ket non-nul associé au nouveau point obtenu). On peut
ainsi remplir le périmétre PIPZ"‘ P6 de 1a figure 7 de triangles iso-
céles de coté 1 et de cOtés perpendiculaires aux axes Yl’ Y2 et Y3
(fig. 8).
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Fig. 8

b) Diagrammes a un point : représentation. {1}

oooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooo

La situation 1a plus simple est évidemment celle ol le dia-
gramme des poids comprend un seul point P, qui est alors nécessairement
situé a ]forigine 0. Les seules valeurs propres possibles de Kéi) sont
alors toutes nulles. I1 en est aussi de méme de celles de [K(I]? et
1fon en déduit que toutes les matrices associées aux Kx,y,z sont nulles.
La seule représentation irréductible dans ces conditions est celle de
dimensions 1 (le poids de 0 est 1) ; on la dénote par {1} . Le groupe

(isospin) est alors uniquement représneté par les matrices (1), ce

qui donne la représentation dite "triviale".

c) Diagrammes & trois poids : représentations {3} et {37%}

----------------------------------------------------------

Le nombre minimum de points distincts de 1'origine est trois.
D'aprés 1'étude du § a précédent, deux dispositions sont possibles ; elles
sont données sur les figures 9-a et 9-b (triangles isocéles & pointe
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vers le bas ou vers le haut).

De tels diagrammes permettent de construire trés directement
les matrices de représentation. Commengons par supposer que le poids de
chaque point P est un : nous cherchons alors des représentations de di-
mension 3.

Pour le diagramme de la figure 9-a, appelons |ul> s |u2:» et |u3>
les vecteurs de base orthonormés associés respectivement a Pl’ P, et P3.

z
H; HK_’P%

(a) (b) Fig. 9

. . i
On 1it directement sur la figure les valeurs propres des opérateurs K;)

qui sont associées & |u; >, |u,> et [u;> : par exemple, lup > est
vecteur propre de Kg”avec la valeur propre +1/2, de Kf)avec la valeur
propre 0, de K?) avec la valeur propre -1/2. Le méme raisonnement étant

fait pour |u,>et |uy> on obtient :

1 0 0

Wy, _ 1 i
(k") = 5 [0 -1 o0
0 0 0

et des expressions similaires pour Kg)et Kgf . Ces expressions ne sont en
fait autres que celles déja écrites en (IX-99-a).

Le diagramme des racines montre que lfopérateur Ki“ fait passer
de |u,> & |uy; > ; une définition adéquate de la phase relative de ces
vecteurs de base redonne 1'expression donnée en (IX-88-a). La matrice de
Kfﬂ hermitique conjuguée, a alors &galement 1'expression de (IX-88-a).
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La définition de la phase relative de |u, > et |u;> permet ensuite de
retrouver également les expressions de (K()) Les relations de (IX =85-e) peuvent
alors &tre utilisées et entrainent que les matrices (K(5ne peuvent étre

que celles déja écrites en (IX-88-a).

Pour finir, nous obtenons une représentation unique associée au
diagrarme 9-a ; celle qui est donnée directement par les matrices de SU(3).
Nous la symboliserons par la notation {31}.

Examinons maintenant le diagramme de la figure 9-b. Il est dif-
férent du précédent ; donc s'il donne une représentation, elle ne sera pas
équivalente a la précédente. I1 existe une méthode immédiate pour attribuer

une représentation irréductible & ce diagramme puisqu'il est obtenu a par-
tir de celui de la figure 9-a par simple transpositioh du rdole joué par
K{z\ et E{3) : on échange dans (IX-88-a) toutes les matrices d'indice
i=2, avec celles d'indice i=3. Les représentations correspondantes existe

donc, et elle sera notée {3%) .

_Par cette représentation ; il est commode de numéroter autrement les
vecteurs de base |u; >, [uy,> et |usz> ; cette opération est un changement de base et
donne dorc une représentation équivalente.La numérotation adoptée est celle des paints
P'1 s P'2 et Pé de 1a figure 9-b ; elle se déduit de cellechoisie par la figure 9-a par
une symétri'e par rapport a 1'origine 0.Comparons alors dans les représentations {3}
et {3*}:Dans 1a symétrie en question, les valeurs propres des operateurs changent
de signe et les matrices associées sont donclas opposaes de celles de 1a re-
présentation {3} . On voit de 1a méme fagon que les matrices associées
aux opérateurs Kg) s'interchangent avec celles des ﬂ?‘ . I1 faut cepen-

dant prendre garde d correctement définir les phases relatives des vec-
teurs de base car, dans les relations de commutation (IX-85), les opéra-
teurs K, et K Jouent un role antisymétrique. Le raisonnement qui a été
fait pour la representat1on { 3} ne s'applique donc que si 1'on prend le
soin de définir les phases relatives des lup> de fagon que !41’ soit
associé a 1'opposé de la matrice précédemment associée a K(n [:on véri-
fie que toutes les relations de commutation (IX-85) sont 1nvar1antes si

1'on change de signe K(1) ainsi que ﬁﬁl et intervertit ensuite él)avec

K(ﬂ] Dans cette operat1on, les opérateurs hermitiques K X, 2 sub1ssent
les transformations :
(1) ()
K,z Koz

N B (| (1X-91)
Y y
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Pour finir, les matrices de la représentation {3¥} peuvent étre obtenues
a partir des équations (IX-88-b) par un changement de signe.suivi d'une
conjugaison complexe. En ce qui concerne les matrices associées auxuopéra-
teurs unitaires de & (hyperspin), 1'égalité (IX-86) montre que le pas-
sage de {3} a %*3} se traduit par une simple conjugaison complexe :
ceci explique 1'origine de la notation {3%}.

Remarques
(1) I1 est clair que si un ensemble de matrices fournit une re-

présentation d'un groupe ¢, 1'ensemble des matrices complexes conjugués

en donnera égaTement une reprééentation (Te produit de matrices complexe
conjuguées est la matrice conjuguée du produit). Ici, nous avons des re-
présentations conjuguées qui donnent des diagrammes des poids différents,
et ne sont donc pas équivalentes. Pour le groupe SU(2), il existe également
des représentations complexes , ne flt-ce que les matrices de SU(2) elles-
mémes . Mais nous avons vu, au chapitre VI, que les représentations irré-
ductibles de SU(2) sont entiérement caractérisées par le nombre J, c'est-
a-dire la dimension 2J+1 de 1'espace. Pour SU(2), contrairement a SU(B),
ceux représentations conjuguéés sont donc .toujours équivalentes.

(ii) Les représentations {3 } et {3%fournissent automati-
quement des représentations du sous-groupe S0(3) dont les générateurs ont
été écrits en (IX-89). En fait, on obtient deux fois la méme représentation
(J=1), puisque les matrices (K§”) restent invariantes par conjugaison
complexe suivie d'un changement de signe.

(ii1) I1 n'existe pas de représentation irréductible de SU(3),
autre que {31} et (3 *},qui soit associée a des diagrammes & trois
points.

Nous avons construit toutes celles pour lesquelles chaque point
P a un poids unité, c'est-a-dire celles de dimension 3. Supposons donc
que P1 ait un poids ééa] a deux :‘1a valeur propre Mk = 1/2 étant alors
réalisée deux fois, il existe nécessairement deux kets distincts |t,K , M

— K
= +-l > dans une base standard associée a K . I y a donc également
deux kets |t,K , MK = -.% > orthogonaux et le poids de P2 est aussi

deux. Un raisonnement analoqgue montre que le poids de P3 doit, encore,
valoir deux. La représentation considérée est donc de dimension 6.

Considérons 1'opérateur (unitaire) KJIIx KJZ) x KJ3) ; partant
d'un ket quelconque associé au point P, il redonne un autre ket associé au
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méme point (le point “revient sur place" aprés un "tour" sur un triangle
équilatéral). Dans le sous-espace de dimensions 2 associé a Pl’ diagona-
lisons cet opérateur. On obtient ainsi deux kets orthogonaux :

_ 1

lTl s MK = +§>
1

|T2 > MK = +§'>

Partant du premier par exemple, on engendre un espace %i de dimension 3
seulement par actions successives des opérateurs Kﬂ) . Les relations

(i) M _ (2 _ (elily2 (i _
SUNN (kM2 - (k)2e K (IX-92)
permettent de montrer qu'il est stable sous 1'action de tout opérateur

Kt et en conséquence que Eg est stable sous 1'action de éﬁ}. Pour

finir, la représentation considérée est nécessairement réductible et &gale
a une somme directe :

{3} ® ({3}

d) D1agramme a plus de 3 po1nts

ooooooooooooooooooooooooo

Essayons d'ajouter 1'origine aux diagrammes des figures 9-a et
9-b. Le point 0 ne peut alors &tre connecté par le diagramme des racines

\

a aucun autre point (Pl’ P2 et P3, ne son pas a une distance unité de 1'o-
rigine). Les représentations correspondantes sont donc réductibles : le
poids du point O donne le nombre de fois qu‘'elles contiennent la repré-

sentation {1} en sus de Ifune des représéntations {3} ou { 3*} .

Si 1'on cherche les diagrammes a plus de trois points, deux si-
tuations doivent étre envisagées :

. si 0 est un point du diagramme (et si ce n'est pas le seul)
on voit facilement que la disposition la plus simple possible des points
ast celle de la figure 10-a qui a sept points ;

. s1 0 in'est pas un point du diagramme, i1 faut ajouter au mi-
nimum trois points aux figures 9-a ou 9-b, et 1'on aboutit aux schémas de
la figure 10-b et 10-c.

Nous allons voir que tous ces schémas sont effectivement asso-
ciés a une représentation irréductible. Pour cela, nous allons considérer
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les représentations de SU(3) obtenues par produit tensoriel des deux

représentations & trois dimensions, que nous noterons :

(9) = 3} ® {31
(9)' = 3} ® 3%
(9) = (3% ® (3% (IX-93)
T *
Mk Mk
®
® ©
® [
°4x‘ 'S -
® L
®
r4x?
(a) (b) (c)
Fig. 10

(nous prenons une notation différente car nous verrons qu'elles sont ré-
ductibles). Ces représentations sont de dimensions 9 et elles peuvent
8tre calculées dans une base de kets obtenus par produit tensoriel des
kets initiaux. Si 1'on associe deux kets qui sont vecteurs propres d'un
méme opérateur de %}4hyperspin), avec des valeurs propres )N et A, s le
ket produit tensoriel est encore let propre avec une valeur propre

A ox Ay Pour les kets propres dfopérateur de 1'algébre de Lie §35 la
situation est semblable mais i1 faut ajouter les valeurs propres (tout
se passe comme lors de la composition de deux moments cinétiques).

Le diagramme des poids de la représentation produit s'obtient
donc de fagon trés simple. On associe deux & deux les points P1 et P2
de la représentation initiale, et on porte le point P défini par

s -+ -+
OP = OP1 + OP2

I1 est bien siir possible d'obtenir le méme point P & partir de couples

Pl’ P2 différents ; on en tient compte lors du calcul des poids.

Les figures 11-a, 11-b et 11l-c donnent le résultat de cette
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opération pour les représentations produit (9), (9)f et (9)" ; les
points doubles ou triples indiquent des poids égaux & 2 ou 3.

Les représentations (9) et (9)" sont en fait celles associées
au changement de base unitaire pour des tenseurs d'ordre deux, lorsque
la dimension de 1'espace est 3 et que les deux combosantes p et ﬁ‘sont
toutes deux soit covariantes, soit contravariantes (voir rappels du
complément VII-A). Or, nous connaissons deux ensembles de tenseurs qui
sont invariantes dans une telle opération, les tenseurs A complétement

_symétriques [ Au . = Au'u ] et Tes tenseurs complétement antisymétriques

u

[ A = = Au' y ]. Ces deux ensembles constituent des espaces de dimensions

pou'
6 et 3 respectivement. Les représentations (9) et (9)" se décomposent donc

en deux représentations ayant ces dimensions.

En conséquence, il faut séparer dans les diagrammes des figures
11-a et 11-c deux groupes de 3 et 6 points. La seule fagon de le faire
qui soit compatible avec les régles énoncées plus haut conduit & retrou-
ver les diagrammes des figures 9-a et 9-b ainsi que deux autres repré-
sentés sur les figures 12-a et 12-b. On vérifie sans difficulté qu'il
n‘est plus possible de décomposer plus loin ces diagrammes en ensemble
de points qui aient les propriétés acceptables pour un diagramme de poids
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(6} (6%
z
Mw My
®
° [ 4
o o |
T Mt ” M
(] o
o ® ©
A ® ©
3 2 .
Muw M Fig. 12
(a) (b)

[cf. fig. & ] . Les représentations sont donc irréductibles et nous les

noterons {6} et { 6*}. La décomposition peut étre symbolisée par les
équations :

31®{3} = (3%} ® {6}

3re 31 = 31 e 6% (IX-94)

Reste maintenant & examiner la représentation (9)'. Elle donne
la transformation d'un tenseur a deux indices dont 1'un est covariant,
1'autre contravariant. On sait que la trace

L A

" u
est invariante dans tout changement de base (unitaire ou non). Ceci nous
permet de retirer de (9)f une représentation qui ne peut étre que -{1}-.
IT reste alors le diagrarme de la figure 13, qu'il n'est pas possible de
décomposer en deux sous-ensembles de points qui"donnént des diagrammes

acceptables. La représentation qui reste, de dimensions 8, sera notée
{8}, et nous écrirons :

3re (3% = (1} @ (8) (1X-95)

On remarque que { 8} est la premiére représentation irréductible que nous
ayons trouvé dont tous les poids ne valent pas 1 (le poids de 1'origine
est deux).
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M,
®
e o r1é
[
M

Fig. 13

Remarque : Effectuons le produit tensoriel

(27) = {3} ® {3} ® (3}

Le diagramme correspondant, obtenu comme plus haut, est représenté sur
la figure 14 ; i1 comprend 10 points distincts dont certains (ceux des
“coins") ne figurent dans aucun des diagrammes déja obtenus. La repré-
sentation (27) comprend donc une représentation irréductible nouvelle,
de dimension 10 (si tous ses poids valent 1) ou plus.

En termes de tenseurs, la représentation (27) est celle qui
apparait si 1'on considére 1'effet de changement de base unitaires sur
d'un tenseur du

les composantes 3 fois covariantes u , p' et
troisiéme ordre. Or nous saons qu'un tenseur B totalemert symétrique :

K M
- ’ ® ®
oe e Fig. 14
©
‘:; //;i;:r b > M
®

0?' &
»'o oo
/ B u=B| u'Bua‘

J Y H "W UM U HU
)

M ®

garde cette propriété par changement de base. Il existe donc un sous-
espace invariant dans 1'espace de représentation. Un tenseur totalement
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symétrique dépend de 10 paramétres (¥). I1 est d'autre part clair que

cet espace comprend les vecteurs associés aux "coins" de la figure 14 :
ils correspondent en effet a w=u'=u". Le diagramme de cette représen-
tation est donc celui de la figure 15 ; tous les poids valent 1, de sorte
qu'il est totalement impossible de retrancher 1'une des représentations
irréductibles obtenues plus haut. La représentation en question, de dimen-
sjons 10, est donc irréductible ; elle est notée {10}.

D'autre part, utilisant (IX-94) et (IX-95), nous obtenons::
B3} @ 3} @ 3} = [} @ (6)] @ (3}

= {1} & {8} ®<{6} ® {3:5 (IX-95)

La représentation { 10} ne peut &tre que contenue dans {6} ® {3} ; un
raisonnement simple montre alors que la représentation restante, de dimen-
sion 8, ne peut eétre que { 8}

{3} ® {6} = {8} @® {10} (IX-96)

Pour finir, 1'équation (IX-95) devient :

‘I ]
© © e ®

{10 * ®

o
{3} ® 3} ® {31 = {1} & {8} & {8} & {10} (IX-97)

(*) Les composantes By u' W dépendent du choix de x, y ou z pour les indices
u,u' et u'" mais pas de leur ordre. Le nombre de composantes indépendantes
est donc égal au nombre de fagons différentes dont on peut choisir x,y,z
(avec des répétitions éventuelles). Ce nombre est 1a somme de :

(3 indices différents)
3x2=6 (un indice est pris deux fois, puis associé a 1'un quel-
conque des deux autres)
3 (3 indices égaux).
IT vaut donc 10.
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e) Applications

Une.ébéi%éééiéﬁ trés importante de ce qui précéde est le modéle
des quarks (&) : on considére que les hadrons (particules sensibles aux
interactions fortes : baryons, mésons, ...) peuvent étre construits a
partir de constituants plus élémentaires, les quarks. Ces derniers sont
supposés jouer le méme rdle dans 1'hamiltonien des interactions fortes.
Lorsque le nombre de quarks distincts est trois (quarks u, d, s, de
"saveurs" différentes), la symétrie SU(3) est satisfaite par tous les édi-

fices qu'ils permettent de construire.

Le cas le plus simple est celui ol le nombre total n de parti-
cules est n =1 . On a alors trois états possibles du systéme

lu~> |d > s >

qui engendrent une représentation irréductible de SU(3) [ groupe qui joue
ici le rdle d'un "groupe de saveur" ] - On suppose que c'est 1a représen-
tation {3} de la figure 9-a.

Aux trois quarks sont associés trois “"antiquarks" de nombres
quantiques opposés ; les états correspondant sont notés

et ils doivent également engendrer une représentation irréductible de
SU(3). Si 1'on change de signe les nombres quantiques My, on passe de {3}
a {3%} ; les antiquarks seront donc associés a la représentation {3%.

- ——— e o o = G T G S R S . S S > PO T = — G - = S M= e e G G S S W D D WD S e - -

(#) On peut concevoir des applications de la symétrie SU(3) dans des do-
maines autres que la physique des particules. Par exemple, cette
symétrie apparait dans la classification des niveaux d'énergie des
molécules polyatomiques, constituées par un nombre quelcongue d'a-
tomes de spin nucléaire I = 1 (trois états m; de spin nucléaires
sont alors accessibles). On peut également sapposer que les molé-
cules polyatomiques sont constituées par des isotopes différents
de masses trés proches (et de méme spin nucléaire, I = O par exemple).
La symétrie SU(3) est obtenue dans les spectres de vibration-rotation
longue 1'on néglige les différences de masse entre les noyaux. Dans
un deuxidme temps, on peut introduire ces différences de masse qui
correspondent & une brisure de symétrie (levée de certaines dégéné-
rescences).
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On voit ici un avantage du groupé SU(3) sur SU(2) : il posséde des repré-
sentations irréductibles de méme dimension non équivalentes, ce qui per-
met 1'introduction des antiparticules.

Quarks et antiquarks sont des particules de spin 1/2 donc des
fermions obéissant au principe d'exclusion de Pauli (les quarks sont en
cela analogues aux leptons : electrons et positrons, muons pt , etc.)

Examinons quelles sont les symétries possibles de divers assem-
blages de quarks et antiquarks. La formule (IX-95) montre quels sont les
supermultiplets obtenus en combinant un quark et un antiquark : un octet
de représentation {8} et un singulet {1} . L'octet est celui des
mésons pseudoscalaires [ de spin nul (x) et de parité négative ] repré-
senté sur le figure 16. Signalons qu'il existe é&galement un octet de
mésons pseudovecteurs [:de spin 1 etrparité négative ].

Si maintenant nous associons trois quarks, 1a formule (IX-97)
montre que 1'on obtient un singulet, deux octets et un décuplet. Le sin-
gulet est associé au baryon Y*(spin 1/2, parité négative). Un octet de
baryons de spin 1/2 et de parité positive est représenté sur la figure 17.
On y reconnait en haut le doublet d'isospin du proton et du neutron. De
facon générale, sur ce schéma comme ceux des autres figures, les parti-
cules appartenant & un méme multiplet d'isospin sont rangées sur des
mémes segments horizontaux ; par dép]acément d'une unité horizontale
vers la droite, on obtient une particule dont la charge est augmentée
du quantum de charge qp. La deuxiéme ligne du schéma de la figure 17
donne donc un triplet et un singulet d'isospin. Le décuplet des baryons
de spin 3/2 et de parité positive, associé a la représentation 10 est
représenté sur la figure 18.

(*) Comme H, le moment cinétique total des quarks est un opérateur
qui commute avec tous les opérateurs K de 1'algébre £, c'est
un scalaire de SU(3)]; i1 posséde donc une valeur unique dans
chaque supermultiplet.
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Remarques :
(i) Si 1'on ajoute aux trois quarks [u> , |d> , |s> un

"quark charmé" |c> , la symétrie SU(3) de saveur devient SU(4) et les
supermultiplets sont commodément représentés par des diagrammes tri-
dimensionnels, dont ceux de SU(3) fournissent des sections planes (*).
On tend en fait actuellement, a introduire cing, six... , quarks de
saveurs distinctes ; la symétrie devient alors SU(5), SU(6)... ().

IT faut cependant garder @ 1'esprit que les symétries en ques-
tion ne sont qu'approchées : seule "la partie la plus forte" des inter-
actions fortes est invariante par permutation des quarks de saveur diffé-
rente, de sorte que la symétrie SU(3) n'est qu'une premiére approximation (%)
Pans une théorie plus raffinée, on introduit une correction, brisant la
symétrie SU(3) qui peut étre traitée par une théorie des perturbations
au premier ordre. C'est de cette fagcon qu'est obtenue la formule de masse
de Gell-Mann et Okubo, qui est vérifiée pér les résultats expérimentaux
avec une précision surprenante

(ii) Nous avons vu que, dans (IX-97), la représentation {10}
provient de combinaisons complétement symétriques des indices associés
a chacune des représentations initiales, c'est-a-dire des états des
quarks. Elle correspond donc & des vecteurs d'état totalement symétriques
par échange des particules. Comme 1'état de sbin est S = 3/2, c'est-a-
dire symétrique, le principe de Pauli impose alors a 1'état orbital des
trois quarks identiques d'étre totalement antisymétriqde. Or ceci est
peu plausible pour un ensemble de particules dans Teur état fondamental
une fonction d'onde totalement antisymétrique posséde plusieurs "noeuds"
(plus précisément des hypersurfaces ol elle s'annule), ce qui implique
une énergie cinétique élevée -des particules. Cette difficulté a conduit
d introduire un nombre quantique supplémentaire pour les quarks, nombre
qui prend trois valeurs distinctes et définir leur "“couleur" (cette
opération multiplie par 3 le nombre total de quarks distincts).

- ——— - o > T = D VD I A D G G e G S G G S WP = S — > SR % S S - = W T e n G G W e G S G S e S G MR e e e e

(*) De méme, des segments horizontaux des diagrammes de SU(3) donnent
des diagrammes de SU(2).

(*#*4) Par contre, la symétrie d'isospin est considérée comme exacte
pour les interactions fortes.

(¥} La symétrie SU(n) entre n quarks équivalents n'épuise pas les
invariances de la théorie. On a,par exemple, une invariance par
rotation qui conduit & une symétrie du type SU(2). Le groupe
de symétrie est alors le produit tensoriel :

SU(2) & SU(n)
[ SU(2) a SU(n) n'est qu'un sous-groupe de SU(n+2) ].
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Les différentes couleurs jouent des rdles équivalents dans la
théorie des interactions fortes appelée "chromodynamique quantique".
On est alors conduit & introduire un groupe "“SU(3) de couleur", qu'il
ne faut bien sir pas confondre avec le groupe "SU(3) de saveur" dont
nous avons parlé jusqu'ici. Les 3 vecteurs de base de la représentation
{3} de ce groupe de couleur sont associés a 3 quarks de couleurs diffée-
rentes (mais de méme saveur), les 3 vecteurs de base de {37" aux anti-
quarks correspondants. La chromodynamique quantique est une "théorie
de jauge" présentant quelques analogies avec 1'électrodynamique quantique.
Dans ce dernier cas cependant, le groupe de jauge est U(l), c'est-a-dire
un groupe trés simple a un seul générateur, donc commutatif ; le champ
de jauge correspondant est le champ &lectromagnétique, quantifié en
photons. Dans le cas de la chromodynamique quantique, le groupe SU(3)
de couleur posséde 8 générateurs ne commutant pas tous entre-eux ;
c'est une théorie de jauge non-abélienne. On est ainsi conduit a
introduire 8 champs distincts par 1'intermédiaire desquels interagissent
les quarks de couleurs différentes (ces interactions assurent, par
exemple, la liaison de 3 quarks dans un proton). A ces 8 champs sont
associées 8 particules, appelées “gluons”.

Exercices

(i) Un sous-groupe R(3) de SU(3) a été introduit grace aux
formules (IX-89). Calculer les valeurs de J associée aux représentations
irréductibles {6} , {8} et {10}; sont-elles irréductibles vis-a-

vis de R(3) ?

(i1) Reprendre les calculs du § B-4 (symétrie d'isospin) dans
le cas de trois particules et de la symétrie SU(3). On supposera que les
trois particules ont un spin 1/2. Examiner le cas ol leur état orbital
est décrit par une fonction d'onde totalement symétrique par échange ;
obtient-on alors la représentation {10} ?
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