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Chapitre 1

Introduction g¶en¶erale

Le programme du module L3 du Magistµere Interuniversitaire de Physique couvre essentiellement
l'¶electromagn¶etisme avanc¶e et la relativit¶e restreinte.

Il n'est peut être pas utile de justi¯er longuement, µa ce niveau, l'int¶erêt d'un cours d'¶electroma-
gn¶etisme. Il s'agit d'une des quatre interactions fondamentales dont nous pensons qu'elles su±sent µa
expliquer l'ensemble des interactions observ¶ees µa toutes les ¶echelles, depuis les structures du proton
ou du neutron, jusqu'µa celles des amas de galaxies. Parmi ces quatre interactions, l'¶electromagn¶etisme
jouit d'un statut remarquable. Il est d'abord responsable de la stabilit¶e de l'¶edi¯ce atomique, de toutes
les r¶eactions chimiques. C'est aussi souvent par l'interm¶ediaire d'interactions ¶electromagn¶etiques que
nous pouvons acqu¶erir des informations sur le monde qui nous entoure. C'est essentiellement un
problµeme d'¶electromagn¶etisme que d'explorer la structure du proton par des ¶electrons de haute ¶energie.
C'est aussi dans le domaine de l'optique, visible, infrarouge ou micro-onde, que nous pouvons explorer
la structure de l'univers et remonter aux premiers stades de sa formation. En¯n, l'¶electromagn¶etisme,
dans sa forme la plus achev¶ee, l'¶electrodynamique quantique, est sans doute la th¶eorie physique la
mieux v¶eri¯¶ee et la plus sûre aujourd'hui. Les techniques modernes de th¶eorie des champs appliqu¶ees
µa l'¶electromagn¶etisme permettent en e®et de pr¶edire des quantit¶es physiquement mesurables, telles
que le c¶elµebre facteur gyromagn¶etique anormal de l'¶electron (plus connu sous le nom de g ¡ 2) ou les
d¶eplacements de Lamb de l'atome d'hydrogµene avec des pr¶ecisions pouvant atteindre 10¡11, limit¶ees
essentiellement µa ce niveau par notre connaissance imparfaite de la structure des hadrons (protons et
autres nucl¶eons).

Il faut voir aussi, d'un point de vue plus historique, que l'¶electromagn¶etisme a jou¶e un rôle essentiel,
au d¶ebut de ce siµecle, dans le d¶eveloppement de la physique moderne. C'est en fait par ses incompati-
bilit¶es avec les th¶eories ant¶erieures que l'¶electromagn¶etisme a contribu¶e µa renouveler totalement notre
vision du monde. La premiµere de ces incompatibilit¶es est celle de l'¶electromagn¶etisme avec la ther-
modynamique classique. Quand on a essay¶e, µa la ¯n du siµecle dernier, de calculer µa partir de la toute
nouvelle th¶eorie de Maxwell (1865) le spectre du rayonnement d'un corps noir (totalement absorbant)
en ¶equilibre thermodynamique, on s'est heurt¶e µa une di±cult¶e en apparence insurmontable. Les lois
classiques (loi de Rayleigh{Jeans par exemple), ¶etablies simplement µa partir des ¶equations de Maxwell
et de consid¶erations ¶energ¶etiques, pr¶evoient en e®et un rayonnement de puissance in¯nie, avec un
spectre divergeant aux hautes fr¶equences, ce qui n'est (heureusement) pas v¶eri¯¶e exp¶erimentalement.
Ce n'est qu'en 1900 que Planck r¶esolut le problµeme en quanti¯ant (sans vraiment croire µa une authen-
tique nature quantique de la matiµere ou du rayonnement) les ¶echanges d'¶energie matiµere{rayonnement.
En fait, la nature corpusculaire du rayonnement ne sera ¶etablie sur des arguments convaincants que
par Einstein, qui analyse en 1905 les °uctuations d'un rayonnement en ¶equilibre thermodynamique
et identi¯e un terme similaire µa celui qu'on obtient pour un gaz de particules. Il d¶ecouvre ainsi le
photon (le nom n'apparâ³tra que bien plus tard) et interprµete en ces termes les propri¶et¶es de l'e®et
photo¶electrique. Cette id¶ee de quanti¯er les grandeurs classiques devait, bien sûr, conduire ensuite µa
la formulation moderne de la physique quantique.

9
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L'incompatibilit¶e de l'¶electromagn¶etisme de Maxwell avec la cin¶ematique classique a jou¶e, elle
aussi, un rôle essentiel qui sera largement illustr¶e dans ce cours. Les ¶equations de Maxwell pr¶edisent,
comme chacun sait, une propagation d'ondes ¶electromagn¶etiques avec une vitesse universelle, c. La
cin¶ematique classique impliquant la loi standard de composition des vitesses, l'opinion commun¶ement
r¶epandue µa la ¯n du siµecle dernier ¶etait que cette vitesse ¶etait relative µa un milieu immat¶eriel remplis-
sant tout l'espace, l'¶ether. Ce milieu n'a pas tard¶e µa poser quelques problµemes. Il fallait d'abord qu'il
soit pratiquement immat¶eriel, pour se laisser traverser sans friction apparente par les planµetes. Il fal-
lait en même temps qu'il soit extrêmement rigide pour transmettre des vibrations transverses µa grande
vitesse. Plus encore, cet ¶ether posait des problµemes d'ordre plus philosophique, en r¶eintroduisant un
r¶ef¶erentiel absolu. En¯n, l'hypothµese de l'¶ether s'e®ondra tout µa fait quand les exp¶eriences de Michel-
son, justement c¶elµebres, montrµerent que l'¶ether semblait immobile par rapport µa la terre. A moins
d'en revenir µa un anthropocentrisme intol¶erable ou d'inventer des modi¯cations ad hoc complµetement
arti¯cielles de la th¶eorie (entrâ³nement de l'¶ether par les masses en mouvement, par exemple), il n'y
avait plus comme issue que d'inventer la relativit¶e restreinte (en 1905) en renouvelant complµetement
les bases de la cin¶ematique et de la dynamique, avec des cons¶equences philosophiques importantes
(abandon de l'universalit¶e du temps), puis la relativit¶e g¶en¶erale, qui donne de la gravitation une
interpr¶etation complµetement g¶eom¶etrique. Il est assez remarquable, d'ailleurs, que les deux incom-
patibilit¶es que nous venons de discuter aient conduit µa deux th¶eories (relativit¶e g¶en¶erale et m¶ecanique
quantique) parfaitement v¶eri¯¶ees dans la limite des exp¶eriences actuelles mais encore incompatibles,
en d¶epit des e®orts de g¶en¶erations de physiciens.

La dernier rôle historiquement important de l'¶electromagn¶etisme est plus r¶ecent. Dµes la formulation
de la m¶ecanique quantique moderne, au d¶ebut des ann¶ees 30, on a tent¶e de quanti¯er le champ
¶electromagn¶etique et de retrouver ainsi rigoureusement la quanti¯cation heuristique de Planck. Si
tout se passe bien avec les proc¶ed¶es de quanti¯cation standard (le terme ad¶equat est \canonique")
quand on ne considµere qu'un mode du rayonnement (une seule onde plane, par exemple), les choses se
gâtent quand on veut tenir compte de toutes les fr¶equences et de toutes les directions de propagation.
Il apparâ³t alors des in¯nis dans le calcul de toute quantit¶e physique. Ce n'est que relativement
r¶ecemment (1947 environ) qu'on a pu se d¶ebarrasser syst¶ematiquement de ces in¯nis. Ces techniques,
en particulier la renormalisation, mises au point pour l'¶electromagn¶etisme, ont depuis jou¶e un rôle
essentiel dans la th¶eorie des champs, puisqu'on ne sait pratiquement, encore aujourd'hui, traiter que
les th¶eories renormalisables.

Il n'est bien entendu pas possible d'aborder ces problµemes dans un cours de licence. Nous nous
contenterons d'¶etudier certaines propri¶et¶es de l'¶electromagn¶etisme classique (de Maxwell) qui ne sont
que trµes partiellement abord¶ees dans les classes \¶el¶ementaires" et de discuter des liens profonds entre
¶electromagn¶etisme et relativit¶e restreinte. A ce programme relativement ambitieux, il a ¶et¶e d¶ecid¶e
r¶ecemment d'ajouter un bref chapitre de m¶ecanique analytique. Il s'agit en e®et d'une formulation
¶el¶egante et puissante de la dynamique newtonienne classique, qui nous sera fort utile, dans le cours de
relativit¶e restreinte, pour montrer que l'¶electromagn¶etisme de Maxwell est en fait une des dynamiques
relativistes les plus simples que l'on puisse construire avec une interaction champ{matiµere non triviale.
Cette introduction sera ¶egalement utile pour ¶eclairer le cours de physique statistique classique, dans
laquelle la fonction de Hamilton de la m¶ecanique classique joue un rôle essentiel. En¯n les formula-
tions lagrangiennes et hamiltoniennes de la m¶ecanique classique jouent un rôle essentiel en m¶ecanique
quantique, en fournissant les techniques n¶ecessaires pour un passage rigoureux d'une th¶eorie classique
µa la th¶eorie quantique correspondante (la fameuse quanti¯cation canonique ¶evoqu¶ee plus haut). Cer-
tains des objets du formalisme de la m¶ecanique quantique correspondent d'ailleurs de trµes prµes µa des
analogues en m¶ecanique analytique. Les commutateurs ne sont que la version matricielle des crochets
de Poisson que nous introduirons dans cette premiµere partie sur la m¶ecanique analytique. Nous con-
clurons cette partie par un appendice sur le modµele de Bohr de la structure atomique. Il s'agit en
e®et d'un modµele, fond¶e sur des concepts de m¶ecanique analytique, qui nous sera fort utile pour des
discussions qualitatives dans la suite du cours.
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La deuxiµeme partie du cours sera consacr¶ee µa la relativit¶e restreinte. Nous essaierons de mon-
trer pourquoi l'¶electromagn¶etisme de Maxwell est incompatible avec la cin¶ematique de Galil¶ee ou de
Newton. Nous construirons alors, en nous fondant sur des hypothµeses trµes simples et naturelles, une
nouvelle cin¶ematique. Nous devrons donc reconstruire aussi la dynamique des particules mat¶erielles.
Nous chercherons alors µa construire une th¶eorie d¶ecrivant l'interaction de particules mat¶erielles par
l'interm¶ediaire d'un champ. Nous prendrons la forme la plus simple possible pour les fonctions de La-
grange d¶ecrivant ce champ et son interaction avec la matiµere. En utilisant les r¶esultats de m¶ecanique
analytique, nous montrerons alors que la th¶eorie ainsi construite n'est autre que l'¶electromagn¶etisme
de Maxwell! Nous aurons ainsi boucl¶e la boucle mais montr¶e surtout que la formulation de Maxwell,
arriv¶ee 40 ans avant la relativit¶e, est naturellement relativiste. Nous obtiendrons en¯n, en utilisant
cette approche relativiste, un certain nombre de r¶esultats de pur ¶electromagn¶etisme, en particulier sur
les bilans d'¶energie{impulsion du champ, particuliµerement p¶enibles µa obtenir par d'autre m¶ethodes.

La troisiµeme partie du cours sera consacr¶ee aux ph¶enomµenes de propagation et de di®raction des
champs ¶electromagn¶etiques. Nous donnerons en particulier explicitement la solution des ¶equations de
Maxwell en termes de potentiels retard¶es. Cette d¶emonstration, outre son importance, fait intervenir
la technique trµes puissante des fonctions de Green, qui sont d'un usage courant dans de nombreux
domaines de la physique et qui jouent un rôle essentiel dans l'¶etablissement de la th¶eorie rigoureuse de
la di®raction. Le deuxiµeme chapitre de cette partie sera donc consacr¶e µa une discussion d¶etaill¶ee de la
th¶eorie rigoureuse de la di®raction. Nous montrerons quelle est la d¶emarche pour passer des ¶equations
de Maxwell µa l'approximation de Fraunhofer de la di®raction paraxiale, telle qu'elle est enseign¶ee dans
les classes ¶el¶ementaires. Le troisiµeme chapitre de cette partie sera consacr¶ee µa une discussion rapide
et trµes qualitative de quelques applications de la di®raction dans le domaine de traitement optique du
signal. Ce chapitre sera suivi de quatre appendices qui pourront être ignor¶es en premiµere lecture. Le
premier traitera les problµemes de choix de jauge. Si la relativit¶e impose une jauge, il en est d'autres qui
peuvent être utiles pour des problµemes oµu l'invariance relativiste peut être temporairement masqu¶ee.
Dans le second, nous explorerons l'analogie formelle entre le rayonnement et l'oscillateur harmonique,
en introduisant les variables normales du champ. C'est lµa un ¶etape essentielle vers la quanti¯cation du
rayonnement, que nous ¶evoquerons trµes briµevement et qualitativement. Le troisiµeme, en application
directe des principes de la di®raction, traitera des faisceaux gaussiens, essentiels en optique laser.
En¯n, le quatriµeme montrera comment l'optique g¶eom¶etrique peut être d¶eduite de l'¶electromagn¶etisme
quand on ne s'int¶eresse qu'µa des champs variant lentement µa l'¶echelle de la longueur d'onde.

Nous nous pencherons ensuite, dans la quatriµeme partie, sur le problµeme du calcul des champs
rayonn¶es par divers types de sources. Si la solution en termes de potentiels retard¶es est parfaitement
explicite, elle n'est guµere manipulable dans la plupart des cas. Nous nous occuperons essentiellement
dans ce chapitre de trois types de sources. Nous commencerons par examiner le rayonnement produit
par une charge en mouvement (¶eventuellement relativiste) impos¶e. Nous pourrons ainsi nous pencher
sur le problµeme du rayonnement de freinage et de la r¶eaction de rayonnement essentiels dans la descrip-
tion des acc¶el¶erateurs de particules et dans celle de l'interaction de particules charg¶ees ¶energ¶etiques
avec la matiµere. Nous pourrons aussi traiter le rayonnement du dipôle ¶electromagn¶etique, constitu¶e
d'une simple charge oscillant de fa»con sinusoÄ³dale au voisinage de l'origine. En raison de l'importance
de ce cas, nous expliciterons le calcul du champ µa des distances arbitraires. Nous examinerons, dans le
deuxiµeme chapitre, des r¶epartitions de courants classiques oscillants (des antennes) que nous traiterons
par la technique des d¶eveloppements multipolaires, en ¶etudiant en d¶etail les dipôles et quadripôles
¶electriques ainsi que les dipôles magn¶etiques, qui joueront un rôle essentiel dans la partie suivante.
Nous nous pencherons en¯n, dans le dernier chapitre, sur le rayonnement de sources atomiques et
nous ¶etudierons en particulier la di®usion de la lumiµere par un atome unique. Nous montrerons, en les
comparant explicitement, qu'un modµele classique trµes simple donne des r¶esultats qualitativement trµes
comparables µa celui d'un modµele quantique beaucoup plus rigoureux. Nous montrerons n¶eanmoins oµu
sont les limites de ce traitement ignorant le caractµere quantique du champ, en discutant en particulier
d'exp¶eriences r¶ecentes.
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La cinquiµeme partie sera consacr¶ee aux champs ¶electromagn¶etiques dans la matiµere. Nous mon-
trerons d'abord comment on peut se d¶ebarrasser, par des proc¶edures de moyennage appropri¶ees et
l'introduction de nouveaux champs, de la formidable complexit¶e des r¶epartitions de charges dans
la matiµere dense. Nous verrons comment la th¶eorie de la r¶eponse lin¶eaire permet d'¶eliminer de ces
champs suppl¶ementaires. Nous l'aborderons ici pour la premiµere fois les m¶ethodes de r¶eponse lin¶eaires
applicables, sous des formes diverses, µa des domaines trµes vari¶es, de la m¶ecanique quantique au traite-
ment du signal. Nous nous pencherons alors sur la notion de susceptibilit¶e, qui d¶ecrit tout autant les
ph¶enomµenes dispersifs dans le milieux transparents (l'indice de r¶efraction), que les ¶echanges d'¶energie.
Nous montrerons comment la causalit¶e introduit des relations trµes belles et trµes fondamentales entre
dispersion et absorption. Lµa encore, ces relations sont d'un champ d'application beaucoup plus large
que l'¶electromagn¶etisme qui nous fournira une premiµere occasion de les aborder.

Nous supposerons connues dans ce polycopi¶e et dans le cours, un certain nombre de notions.

² M¶ecanique du point: notion de vitesse, acc¶el¶eration, r¶ef¶erentiel, changement de r¶ef¶erentiel
galil¶een, principe fondamental, ¶energies cin¶etiques et potentielles, moment cin¶etique.

² Electrostatique: champ, potentiel, th¶eorµeme de Gauss, utilisation des propri¶et¶es de sym¶etrie,
¶energie ¶electrostatique. Notions d'¶electrostatique des conducteurs.

² Magn¶etostatique: champ, potentiel vecteur, th¶eorµeme d'Ampµere, utilisation des propri¶et¶es de
sym¶etrie, ¶energie magn¶etostatique.

² Electrodynamique: ¶equations de Maxwell, conditions de Jauge, propagation, notion d'onde
plane, polarisation, potentiels retard¶es, ¶energ¶etique des champs ¶electromagn¶etiques dans le vide
(densit¶e d'¶energie et vecteur de Poynting). Quelques notions sur l'¶electrodynamique des milieux
mat¶eriels

² Optique: quelques notions ¶el¶ementaires d'optique g¶eom¶etrique, interf¶erences et di®raction dans
la limite de Fraunhofer.

² Math¶ematiques: calcul vectoriel, analyse vectorielle (gradient, divergence, rotationnel...).
int¶egration, di®¶erents systµemes de coordonn¶ees (cart¶esien, cylindrique, sph¶erique), bases d'algµe-
bre lin¶eaire, ¶equations di®¶erentielles ¶el¶ementaires. S¶eries de Fourier et transform¶ees de Fourier

Ce polycopi¶e est en fait relativement plus complet que le cours lui même, dont la dur¶ee limit¶ee
ne permet pas de traiter en d¶etails tous les sujets ¶enum¶er¶es ici. Pour approfondir encore d'avantage
le sujet, on pourra recourir µa de nombreux manuels. Pour ce qui est de la m¶ecanique analytique,
nous recommandons le Landau (M¶ecanique), trµes sec mais trµes complet, et le Goldstein (M¶ecanique
classique) que l'on peut trouver en versions anglaise et traduite. C'est un livre trµes (trop?) complet.
Il est de loin pr¶ef¶erable de lire une ¶edition r¶ecente, les anciennes ¶etant un peu poussi¶ereuses. Pour
la relativit¶e, il existe une in¯nit¶e de manuels. On pourra se r¶ef¶erer, lµa encore au Landau (th¶eorie
des champs) si on n'est pas rebut¶e par le style de cet ouvrage et les notations, un peu anciennes. Il
n'est pas inutile non plus de regarder les articles originaux d'Einstein. Un article de revue de 1907, en
particulier, que l'on trouvera traduit dans la r¶ecente ¶edition d'une s¶election d'articles (¶edition Einstein,
Relativit¶es I, Seuil CNRS), est un modµele de p¶edagogie et ferait un excellent manuel.

Pour tout ce qui concerne les problµemes d'¶electromagn¶etisme et aussi pour la relativit¶e il est
indispensable d'avoir au moins parcouru le Jackson (Classical Electrodynamics). Ce trµes beau et
trµes gros livre est la bible du domaine. Il est extrêmement exhaustif et d'une lecture su±samment
facile (surtout les ¶editions r¶ecentes). En fait, il pourrait µa lui seul remplacer 80% de ce polycopi¶e, dont
certains chapitre sont fortement inspir¶es. Son seul d¶efaut est l'utilisation exclusive du systµeme d'unit¶es
CGS/UES, ce qui fait que les ¶equations ne sont que di±cilement reconnaissables pour des europ¶eens
habitu¶es au systµeme dit international. Fort heureusement, Jackson fournit, dans un appendice trµes
intelligemment con»cu, les rµegles de transformation qui sont ¯nalement assez simples. Pour l'optique
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(di®raction, aspects ondulatoires, problµemes de coh¶erence, de polarisation) on pourra consulter avec
pro¯t le Born et Wolf, vieux manuel ennuyeux mais extraordinairement exhaustif.
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Introduction

La m¶ecanique analytique n'apporte rien de conceptuellement nouveau par rapport aux formulations
standard de la dynamique newtonienne (principe fondamental, th¶eorµeme de l'¶energie cin¶etique et autres
points marquants de l'enseignement ¶el¶ementaire de la m¶ecanique), mais en constitue une formulation
trµes ¶el¶egante. Parfaitement adapt¶ee µa la description de systµemes oµu les mouvements sont sujets µa
des contraintes (un cauchemar avec les formulations \standard"), µa l'utilisation de techniques de
perturbations, ce qui explique son succµes toujours certain auprµes des astronomes, elle est souvent d'un
usage in¯niment plus pratique que les formulations plus ¶el¶ementaires.

Il s'agit aussi d'un cas particulier d'une approche trµes fructueuse dans des domaines vari¶es de la
physique: une m¶ethode variationnelle. En m¶ecanique analytique, nous ne pr¶eciserons pas les ¶equations
locales que doit v¶eri¯er µa chaque instant le mouvement de la particule. Nous donnerons en fait une
condition prescrivant µa une int¶egrale portant sur l'ensemble du mouvement d'être extr¶emale. Parmi
toute les trajectoires permises par la cin¶ematique, mais parfois absurdes pour la dynamique, il nous
faudra choisir la bonne en respectant cette rµegle. En fait, la description du mouvement en m¶ecanique
analytique est trµes semblable µa la description des rayons lumineux avec le principe de Fermat. Lµa
aussi, on doit choisir parmi tous les trajets possibles celui qui rend extr¶emale une int¶egrale qui n'est
autre que la dur¶ee du trajet.

Surtout, et bien qu'il s'agisse d'un formalisme datant, avec Lagrange et Hamilton, de la ¯n du
XVIIIµeme ou du XIXµeme siµecle, elle est parfaitement adapt¶ee aux approches modernes de la physique.
Elle joue ainsi un rôle essentiel en m¶ecanique statistique, elle est µa l'origine de la quanti¯cation
des dynamiques classiques, elle est fortement apparent¶ee aux formulations modernes de la m¶ecanique
quantique en termes d'int¶egrales de chemin. Elle nous sera en¯n d'une grande utilit¶e pour reconstruire
l'¶electromagn¶etisme µa partir de la relativit¶e.

Cette partie se compose de deux chapitres principaux. Dans le premier, qui sera le plus ¶eto®¶e, nous
donnons la formulation lagrangienne de la m¶ecanique analytique, qui est celle que nous utiliserons dans
la partie de relativit¶e. Nous insisterons sur la notion de coordonn¶ee g¶en¶eralis¶ee, qui permet de traiter
de fa»con naturelle les contraintes et nous examinerons comment on peut incorporer dans le formalisme
un certain nombre d'interactions. Un point important dans ce domaine sera l'¶etablissement de la
fonction de Lagrange pour des particules charg¶ees en interaction avec un champ, dont nous montrerons
qu'elle redonne bien le force de Lorentz. En¯n, nous d¶eduirons d'un certain nombre de sym¶etries
fondamentales de la nature (invariance dans le temps, dans l'espace, invariance par rotation) les lois
de conservation essentielles (¶energie, impulsion, moment cin¶etique). Cette approche qui lie les lois de
conservation aux propri¶et¶es de sym¶etrie est en fait trµes g¶en¶erale et trµes puissante.

Le deuxiµeme chapitre sera consacr¶e µa une brµeve revue du formalisme hamiltonien. Brµeve parce
que le sujet est extrêmement vaste, en particulier en ce qui concerne les transformations canoniques et
les liens avec la m¶ecanique quantique, brµeve aussi parce que le formalisme hamiltonien ne sera guµere
utilis¶e en grand d¶etail dans les cours de premiµere ann¶ee.
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Chapitre 1

Formulation lagrangienne

1.1 Description du systµeme: coordonn¶ees g¶en¶eralis¶ees

Nous consid¶ererons donc un systµeme compos¶e de N particules mat¶erielles rep¶er¶ees par un indice grec ®,
variant de 1 µa N . Une telle description peut convenir µa tout systµeme discret de particules ponctuelles
mais aussi µa la description du mouvement d'un solide, aprµes une discr¶etisation convenable en ¶el¶ements
in¯nit¶esimaux. Les masses, charges ¶electriques, positions, vitesses et acc¶el¶erations des particules seront
d¶enot¶ees respectivement m®, q®, r®, v® = _r®, a® = _v® = Är® (nous d¶esignerons souvent dans la suite
les d¶eriv¶ees temporelles par des symboles point¶es. Les caractµeres gras repr¶esentent des quantit¶es
vectorielles).

L'approche standard de la m¶ecanique newtonienne est alors d'¶ecrire le principe fondamental de la
dynamique, reliant les acc¶el¶erations des diverses particules constituant le systµeme aux forces s'exer»cant
sur elles. L'expression de ces forces est donn¶ee, en fonction de la con¯guration du systµeme, soit par
des lois fondamentales (force de Lorentz, par exemple), soit par des lois ph¶enom¶enologiques (forces de
frottement...). Par exemple, dans le cas de particules en interaction ¶electromagn¶etique, on ¶ecrirait:

m®a® = f® = q®(E(r®) + v® £B(r®)) ; (1.1)

oµu E et B sont les champs ¶electrique et magn¶etique d¶etermin¶es, en fonction des positions de particules,
par la solution des ¶equations de Maxwell.

Si l'¶ecriture de toutes les ¶equations dynamiques du systµeme permet en principe, en y ajoutant les
conditions initiales convenables, de d¶eterminer complµetement le mouvement, cette r¶esolution peut être
trµes d¶elicate. C'est en particulier le cas quand il existe des contraintes: les positions (ou les vitesses)
des particules doivent constamment ob¶eir µa un certain nombre de relations. Imaginons, par exemple,
le cas de deux pendules accroch¶es l'un µa l'extr¶emit¶e de l'autre et contraints µa se d¶eplacer dans un
plan (voir ¯gure 1.1). Dans les formulations classiques, on doit associer µa ces di®¶erentes liaisons des
forces (force de tension des ¯ls constituant les pendules, force de r¶eaction du support commun...). Ces
forces sont de nouvelles inconnues dans le problµeme qui doivent être d¶etermin¶ees en même temps que
les variables dynamiques int¶eressantes. Bien entendu, elles compliquent beaucoup la r¶esolution du
problµeme.

L'id¶ee de la m¶ecanique analytique est de se d¶ebarrasser de ces forces inconnues en n'employant
que des coordonn¶ees ind¶ependantes qui ne seront soumises µa aucune contrainte. Nous les appellerons
\coordonn¶ees g¶en¶eralis¶ees". Ces coordonn¶ees sont de nature arbitraire (des positions, des angles...)
mais doivent d¶eterminer de fa»con univoque l'¶etat m¶ecanique du systµeme si on prend en compte les
contraintes. On pourra d¶eterminer le mouvement en ¶ecrivant une ¶equation di®¶erentielle pour chacune
de ces coordonn¶ees. Consid¶erons, pour ¯xer les id¶ees, le cas du double pendule. Il y a a priori six
paramµetres pour d¶ecrire le systµeme (les positions des deux masses). En fait, les contraintes diminuent
consid¶erablement la dimensionnalit¶e du problµeme. D'abord, les ¯ls sont de longueur constante, soit
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Figure 1.1: Un problµeme classique de m¶ecanique: deux pendules li¶es, asservis µa se d¶eplacer dans un plan. Les angles

µ1 et µ2 su±sent µa d¶ecrire complµetement l'¶etat m¶ecanique du systµeme

deux relations. Ensuite, le mouvement s'e®ectue dans un plan, ce qui fournit encore deux relations
(par exemple en ¶ecrivant que le produit scalaire de la position avec la normale au plan est nul). Il
n'y a donc en fait que deux variables ind¶ependantes qui d¶ecrivent le mouvement. Un choix tout µa fait
naturel de coordonn¶ees g¶en¶eralis¶ees dans ce cas est de prendre les deux angles µ1 et µ2 des pendules
avec la verticale.

Plus g¶en¶eralement, nous supposerons que les liaisons entre les simples coordonn¶ees cart¶esiennes
des particules sont holonomes: il existe 3N ¡ n relations du type fj(r®) = 0. De telles relations
d¶ecrivent convenablement toutes les contraintes directes entre coordonn¶ees, µa condition qu'elles soient
ind¶ependantes du temps (comme celles que nous venons de voir, si la longueur des ¯ls des pendules
est invariable)1. Elles ne d¶ecrivent pas les contraintes entre vitesses (par exemple le roulement sans
glissement) mais nous verrons plus loin comment on peut en tenir compte. Il ne reste alors que n
coordonn¶ees g¶en¶eralis¶ees ind¶ependantes que nous noterons qi; i = 1:::n. Soulignons une fois de plus
que ces coordonn¶ees ne sont pas n¶ecessairement cart¶esiennes et n'ont même pas forc¶ement la dimension
d'une longueur. Avec des relations holonomes, les positions r® ne d¶ependent que des n coordonn¶ees
g¶en¶eralis¶ees et ne d¶ependent ni des vitesses ni du temps explicitement. Il nous faut maintenant donner
les lois permettant d'¶etablir les n ¶equations di®¶erentielles d¶eterminant la dynamique des qi.

1En fait, la plupart des r¶esultats que nous ¶etablirons dans ce chapitre seraient ¶egalement valables si les relations
faisaient intervenir une d¶ependance explicite en temps, sous la forme fj(r®; t) = 0. Les positions d¶ependraient alors des
coordonn¶ees g¶en¶eralis¶ees, mais pr¶esenteraient aussi une d¶ependance explicite en temps. L'¶energie cin¶etique, par exemple,
qui est une forme quadratique des d¶eriv¶ees des coordonn¶ees g¶en¶eralis¶ees dans le cas habituel, ferait intervenir des termes
lin¶eaires dans ces d¶eriv¶ees, ou même des termes n'en d¶ependant pas. Nous pr¶eciserons, si n¶ecessaire, quels sont les
r¶esultats qui d¶ependent de fa»con critique de cette hypothµese.
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1.2 Principe de moindre action

1.2.1 Enonc¶e

On postule qu'il existe une fonction L(qi; _qi; t), dite fonction de Lagrange ou lagrangien, homogµene µa
une ¶energie2, qui est telle que l'action

S =

Z t2

t1
L(qi; _qi; t) dt ; (1.2)

soit extr¶emale pour la trajectoire e®ectivement suivie par le systµeme de t1 µa t2 entre qi(1) et qi(2),
valeurs initiales et ¯nales des coordonn¶ees g¶en¶eralis¶ees.

Ce que nous postulons ainsi n'est pas directement un ensemble d'¶equations di®¶erentielles pour les
variables dynamiques (que nous pourrons d¶eduire et dont nous montrerons qu'elles sont ¶equivalentes
aux formulations standard de la m¶ecanique). Nous nous donnons plutôt un principe variationnel qui
postule le caractµere extr¶emal d'une certaine int¶egrale calcul¶ee sur la trajectoire en fonction de celle-
ci. Il y a de nombreux autres exemples de principes variationnels en physique. Les lois de l'optique
g¶eom¶etrique, par exemple, peuvent se d¶eduire du principe de Fermat qui postule que le rayon lumineux
e®ectivement suivi r¶ealise un extremum (en g¶en¶eral un minimum) du temps de parcours.

Le fait que nous prenions une fonction de Lagrange ne d¶ependant que des positions et des vitesses
(mais pas de d¶eriv¶ees d'ordre sup¶erieur) exprime, comme nous le verrons, que les ¶equations fonda-
mentales de la dynamique sont d'ordre deux par rapport au temps. D'autre part, nous sp¶eci¯ons les
deux conditions \initiales" n¶ecessaires pour chaque coordonn¶ee en donnant les positions initiales et
¯nales et non les positions et vitesses initiales. Si ces deux formulations sont bien sûr ¶equivalentes,
la premiµere est plus avantageuse pour varier l'action sur toutes les trajectoires possibles entre deux
points.

Bien sûr, un principe variationnel est d'emploi moins commode en pratique qu'un ensemble d'¶e-
quations di®¶erentielles. Il faut, en principe, imaginer toutes les trajectoires possibles (continues et
d¶erivables) entre les conditions initiales et ¯nales, d¶eterminer l'action sur chacune et d¶eterminer celles
qui rendent l'action extr¶emale. Nous verrons, dans le prochain paragraphe, comment en d¶eduire un
systµeme d'¶equations di®¶erentielles beaucoup plus commodes.

1.2.2 Equations de Lagrange

Nous consid¶erons donc deux trajectoires possibles entre q(1) et q(2). L'une, que nous noterons simple-
ment qi(t), est la trajectoire e®ectivement suivie. L'autre que nous appellerons \trajectoire vari¶ee",
in¯niment proche, correspond µa chaque instant aux positions qi(t) + ±qi(t), oµu ±qi(t) est un accroisse-
ment in¯nit¶esimal de la position (voir ¯gure 1.2). Ces deux trajectoires doivent ob¶eir aux mêmes
conditions initiales et ¯nales. On a donc ±q(1) = ±q(2) = 0. Nous supposerons que les qi et ±qi
sont deux fois di®¶erentiables. Le fait que les qi donnent la trajectoire e®ectivement suivie a pour
cons¶equence que l'action S est extr¶emale sur cette trajectoire et ne varie donc pas au premier ordre
dans les ±qi quand on passe µa la trajectoire vari¶ee. Or la variation de l'action s'¶ecrit simplement:

±S =

Z t2

t1
(L(qi + ±qi; _qi + _±qi; t)¡ L(qi; _qi; t)) dt: (1.3)

En d¶eveloppant L au premier ordre dans les ±qi, on a:

±S =
X
i

Z t2

t1

@L

@qi
±qi dt +

X
i

Z t2

t1

@L

@ _qi

d±qi
dt

dt : (1.4)

2et que l'on saura ¶ecrire si on connâ³t la nature des forces qui s'exercent sur le systµeme
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Figure 1.2: Trajectoire e®ectivement suivie (ligne continue) et trajectoire vari¶ee (pointill¶ee). La trajectoire vari¶ee

s'¶ecarte in¯nit¶esimalement de la trajectoire e®ectivement suivie et coÄ³ncide avec celle-ci aux extr¶emit¶es.

Pour ¯xer la trajectoire, nous recherchons une condition sur les ±qi. Pour ¶eliminer leurs d¶eriv¶ees
temporelles dans l'expression pr¶ec¶edente nous int¶egrons les termes de la seconde somme par parties.
On obtient alors:

±S =
X
i

Z t2

t1

∙
@L

@qi
¡ d
dt

@L

@ _qi

¸
±qi dt +

∙
@L

@ _qi
±qi

¸t2
t1

: (1.5)

Les accroissements in¯nit¶esimaux ±qi s'annulant aux extr¶emit¶es de la trajectoire, le terme tout int¶egr¶e
est identiquement nul. La somme, elle, ne peut s'annuler pour des ±qi arbitraires (et ind¶ependants)
que si les n ¶equations di®¶erentielles:

@L

@qi
¡ d
dt

@L

@ _qi
= 0 (1 ∙ i ∙ n) (1.6)

sont simultan¶ement v¶eri¯¶ees. Ce systµeme di®¶erentiel avec les conditions aux limites (fournissant 2n
conditions ind¶ependantes) d¶etermine complµetement les n coordonn¶ees g¶en¶eralis¶ees ind¶ependantes. Ces
¶equations di®¶erentielles sont du second ordre par rapport au temps puisque L d¶epend a priori des _qi.
Quelques remarques s'imposent µa ce point.

² Les ¶equations du mouvement ne changent pas quand L est multipli¶ee par une constante. Cette
libert¶e correspond seulement µa un choix d'unit¶es (L a, rappelons{le, la dimension d'une ¶energie).

² La structure de L doit ob¶eir aux sym¶etries du systµeme physique (invariance par translation dans
le temps, dans l'espace..). Nous verrons, dans les prochains paragraphes, que cela conduit µa des
cons¶equences importantes en termes de lois de conservation.

² Les ¶equations du mouvement sont inchang¶ees si on ajoute µa L la d¶eriv¶ee totale par rapport au
temps d'une fonction des coordonn¶ees et du temps. Posons en e®et L0 = L + df(qi; t)=dt (la
fonction f que nous d¶erivons ne doit d¶ependre que des qi pour que le lagrangien modi¯¶e ne
d¶epende que des qi et _qi). L'action S

0, calcul¶ee avec la nouvelle fonction de Lagrange, ne di®µere
de S que par un terme de la forme [f ]t2t1 , qui ne d¶epend manifestement pas de la trajectoire
suivie entre 1 et 2. On pourra v¶eri¯er par simple substitution que les ¶equations de Lagrange ne



1.3. EXPRESSIONS DE LA FONCTION DE LAGRANGE 23

changent pas quand on e®ectue cette modi¯cation du lagrangien. Cette libert¶e (qui n'est pas
sans ¶evoquer la libert¶e de jauge en ¶electromagn¶etisme) est parfois fort utile pour simpli¯er la
forme du lagrangien.

² La fonction de Lagrange est additive. Consid¶erons en e®et deux systµemes physiques ind¶ependants
et n'interagissant pas, d¶ecrits par les coordonn¶ees g¶en¶eralis¶ees q1 et q2 et par les fonctions
de Lagrange L1 et L2. Le systµeme global est d¶e¯ni par la r¶eunion des deux ensembles de
coordonn¶ees g¶en¶eralis¶ees et il est ¶evident que la fonction de Lagrange associ¶ee au systµeme complet
est L = L1 + L2.

² Notons en¯n que, dans le cas trµes simple oµu les coordonn¶ees g¶en¶eralis¶ees coÄ³ncident avec les
coordonn¶ees cart¶esiennes des particules individuelles (ce qui est par exemple le cas quand il n'y
a aucune contrainte sur le mouvement), les ¶equations de Lagrange peuvent s'¶ecrire:

rr®L =
drv®L

dt
; (1.7)

en faisant intervenir les op¶erateurs gradient par rapport aux positions et vitesses de chaque
particule.

Il nous reste maintenant, pour que ce formalisme ait un sens, µa donner la forme de la fonction de
Lagrange en fonction des interactions que subissent les particules.

1.3 Expressions de la fonction de Lagrange

Cette section est essentielle dans ce chapitre, puisqu'elle nous permettra de traiter e®ectivement des
problµemes de m¶ecanique par le formalisme lagrangien. Nous nous pencherons d'abord sur le cas de
la particule libre, puis sur le cas de particules interagissant par des forces conservatives (d¶erivant
d'un potentiel), sur le cas de particules soumises µa des forces ext¶erieures au systµeme (avec quelques
applications au cas important du mouvement dans le champ de pesanteur) et en¯n sur le cas de
particules en interaction avec un champ ¶electromagn¶etique.

1.3.1 Particule unique libre

Ce cas ¶el¶ementaire n'a de m¶erite que p¶edagogique. Il est en e®et ¶evident dµes l'abord que toute
fonction de Lagrange conduisant µa des ¶equations s'¶ecrivant _v = 0 conviendra. Une simple fonction
proportionnelle µa v2 v¶eri¯e (entre autres) cette propri¶et¶e. La fonction de Lagrange d'une particule
libre unique est donc, µa un choix d'unit¶es prµes, identique µa l'¶energie cin¶etique. Nous allons toutefois
montrer comment on peut arriver µa ce r¶esultat en utilisant les propri¶et¶es d'invariance et de sym¶etrie.

Les coordonn¶ees g¶en¶eralis¶ees coÄ³ncident dans ce cas avec les coordonn¶ees cart¶esiennes standard. La
particule ¶etant libre, L ne peut explicitement d¶ependre du temps (invariance par translation dans le
temps), ni de la position r de la particule (invariance par translation spatiale), ni en¯n de la direction
de sa vitesse v (invariance par rotation). L doit donc être une fonction du carr¶e du module de la
vitesse: L = f(v2).

Les ¶equations de Lagrange se r¶esument alors µa:

rrL = 0 =
d

dt

∙
df

dv2
rvv

2
¸
; (1.8)

qui conduisent bien ¶evidemment, µa moins que f ne soit une constante, µa _v = 0 et donc µa un mouvement
rectiligne uniforme.

Pour pr¶eciser davantage la forme de L et de f , il nous faut ajouter une condition suppl¶ementaire:
le r¶esultat pr¶ec¶edent doit être invariant dans un changement de r¶ef¶erentiel galil¶een. Consid¶erons pour
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cela un r¶ef¶erentiel R, dans lequel la fonction de Lagrange est L = f(v2) et un r¶ef¶erentiel R0 en
translation uniforme par rapport µa R avec une vitesse in¯nit¶esimale ". La fonction de Lagrange L0

dans R0 doit s'¶ecrire L0 = f(v02) = f((v + ")2) (la fonction f devant manifestement être la même
pour tous les r¶ef¶erentiels). En d¶eveloppant au premier ordre en ", on a: L0 = L+ (df=dv2)2v ¢ ". Les
¶equations du mouvement dans R et R0 coÄ³ncideront si L et L0 ne di®¶erent que par une d¶eriv¶ee totale
par rapport au temps. Le cas le plus simple oµu cela se v¶eri¯e est quand df=dv2 est ind¶ependant de v
(la d¶eriv¶ee par rapport au temps ¶etant alors simplement d(2(df=dv2)r ¢ ")=dt. Le choix le plus simple
est donc que f soit simplement proportionnelle µa v2. Nous poserons donc:

L =
1

2
mv2 (1.9)

et appellerons ¶evidemment \masse de la particule" le coe±cient m. Ce coe±cient doit être positif.
En e®et, l'extremum de l'action correspondant µa la propagation en ligne droite µa vitesse constante est
alors un minimum.

Bien sûr, ce raisonnement n'est pas d'une grande rigueur et repose largement sur le critµere de
simplicit¶e pour identi¯er complµetement la forme du lagrangien. Il illustre en revanche le genre de
d¶emarche qu'on doit e®ectuer pour d¶eterminer la forme du lagrangien correspondant µa un nouvelle
interaction: respecter d'abord les grandes propri¶et¶es de sym¶etrie, respecter les rµegles de la relativit¶e
galil¶eenne et en¯n chercher la forme la plus simple en cas d'ambiguÄ³t¶e. C'est, avec quelques adap-
tations, la d¶emarche que nous utiliserons plus tard pour d¶eterminer, en relativit¶e, les lagrangiens
correspondant µa l'interaction ¶electromagn¶etique.

1.3.2 Systµeme de particules interagissant par des forces d¶erivant d'un potentiel

Nous supposerons d'abord, pour ¯xer les id¶ees, que les coordonn¶ees g¶en¶eralis¶ees coÄ³ncident avec les
coordonn¶ees cart¶esiennes. Nous supposerons que la force s'exer»cant sur la particule ® peut s'¶ecrire
F® = ¡rr®U(r1; :::; rn; t), oµu la fonction U est une ¶energie potentielle d¶ependant a priori de la position
de toutes les particules dans le systµeme. Pour ne pas restreindre la g¶en¶eralit¶e, nous permettrons au
potentiel de d¶ependre explicitement du temps. Nous pourrons ainsi traiter, par exemple, le mouvement
dans des champs ext¶erieurs variables. Nous chercherons simplement la forme de la fonction de Lagrange
qui redonne les ¶equations dynamiques habituelles.

Si U est identiquement nulle, la fonction L se r¶esume µa l'¶energie cin¶etique totale: L = T avec
T =

P
®(1=2)m®v

2
® (ce qui se d¶eduit ¶evidemment du paragraphe pr¶ec¶edent et de l'additivit¶e de la

fonction de Lagrange pour des systµemes sans interaction mutuelle). Nous v¶eri¯erons maintenant que
le choix L = T ¡ U donne, pour les ¶equations de Lagrange, les ¶equations standard. En e®et, les
¶equations de Lagrange s'¶ecrivent:

rr®L =
drv®L

dt
; (1.10)

et on a

rr®L = ¡rr®U = F® ; (1.11)

et
drv®L

dt
=
dm®v®
dt

= m®a® = F® : (1.12)

Cette forme du lagrangien redonne donc bien le principe fondamental de la dynamique tel que nous
le connaissions.

Consid¶erons maintenant le cas oµu le systµeme doit être d¶ecrit par des coordonn¶ees g¶en¶eralis¶ees qui
ne coÄ³ncident pas avec les coordonn¶ees cart¶esiennes. La fonction de Lagrange elle-même ne doit pas
d¶ependre du choix particulier du systµeme de coordonn¶ees g¶en¶eralis¶ees. Elle doit toujours coÄ³ncider avec
la di®¶erence T¡U des ¶energies cin¶etiques et potentielles. Pour pouvoir ¶ecrire les ¶equations de Lagrange,
il faut exprimer ces quantit¶es en fonction des coordonn¶ees g¶en¶eralis¶ees qi et de leurs d¶eriv¶ees. C'est
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toujours possible, puisque les qi doivent d¶eterminer de fa»con univoque l'¶etat m¶ecanique du systµeme
{ quand on prend en compte les contraintes. En inversant ces relations et en les reportant dans
les expressions de T et U en fonction des coordonn¶ees cart¶esiennes on obtient facilement le r¶esultat
cherch¶e.

Nous avons suppos¶e que les positions r® ne d¶ependent que des qi, mais pas de leurs d¶eriv¶ees ni du
temps (ce ne serait pas le cas si les liaisons faisaient intervenir une d¶ependance explicite en temps).
On peut donc ¶ecire: v® =

P
i _qi@r®=@qi. En substituant dans T =

P
®m®v

2
®=2, on trouve en g¶en¶eral

T comme une forme quadratique d¶e¯nie positive des _qi, dont les coe±cients peuvent d¶ependre des qi:
T =

P
i;j Ai;j(qk) _qi _qj. Par exemple, on a une expression de ce genre quand on utilise les coordonn¶ees

cylindriques pour d¶ecrire le mouvement d'une particule unique T = m( _r2+r2 _µ2+ _z2)=2. Notons en¯n
que, dans les mêmes conditions, U s'exprime simplement comme une fonction des qi.

1.3.3 Systµeme de particules soumises µa des forces ext¶erieures

C'est un cas particuliµerement important en m¶ecanique, puisqu'il permet, entre autres, de traiter de
mouvements dans le champ de gravitation terrestre. Nous consid¶erons donc un systµeme S dont la
dynamique est d¶ecrite par n coordonn¶ees g¶en¶eralis¶ees qi et dont nous cherchons le mouvement. Les
particules de S interagissent entre elles par des forces d¶erivant d'une ¶energie potentielle et interagissent
avec les particules d'un systµeme ext¶erieur S, d¶ecrit par N coordonn¶ees g¶en¶eralis¶ees Qj . Nous sup-
poserons que les coordonn¶ees g¶en¶eralis¶ees sont bien s¶epar¶ees: l'¶etat de S est complµetement d¶etermin¶e
par les qi seuls. Nous supposerons le systµeme S su±samment \gros" pour que l'interaction avec S
ait une in°uence n¶egligeable sur sa dynamique (c'est bien sûr le cas pour tout mouvement r¶ealiste
dans le champ de pesanteur terrestre). Nous pouvons alors consid¶erer les Qj comme des donn¶ees du
problµeme.

La fonction de Lagrange du systµeme S + S s'¶ecrit L = TS + TS ¡ U(qi;Qi), oµu U est l'¶energie
potentielle dont d¶erivent toutes les forces du problµeme (y compris l'interaction entre S et S), TS et
TS les ¶energies cin¶etiques des deux systµemes. Comme nous avons suppos¶e que les deux ensembles
de coordonn¶ees g¶en¶eralis¶ees sont bien s¶epar¶es, TS n'est fonction que des qi et de leurs d¶eriv¶ees et TS
n'est fonction que des seuls Qj et de leurs d¶eriv¶ees. TS peut donc être consid¶er¶ee comme une fonction
donn¶ee du temps. Une telle fonction ¶etant aussi une d¶eriv¶ee totale par rapport au temps, elle ne joue
aucun rôle dans les ¶equations de Lagrange et peut être supprim¶ee. De la même maniµere, U peut être
¶ecrite comme une fonction des qi seuls et du temps (la d¶ependance en temps re°¶etant la dynamique
des Qj). On a ¯nalement: L = TS(qi; _qi)¡ U(qi; t), lagrangien d¶ecrivant la dynamique du systµeme S
seul.

Ce type de problµeme ¶etant trµes fr¶equemment rencontr¶e en m¶ecanique, nous allons l'illustrer par
deux exemples.

Premier exemple

Cet exemple, particuliµerement trivial, ne pr¶esente guµere que l'int¶erêt d'appliquer les notions introduites
dans les paragraphes pr¶ec¶edents dans une situation oµu la mise en ¶equations et les calculs ne pr¶esentent
aucune di±cult¶e technique. Nous consid¶ererons donc la \machine d'Atwood", pont aux ânes des
classes ¶el¶ementaires (voir ¯gure 1.3). Deux masses m1 et m2, astreintes µa se d¶eplacer verticalement
dans le champ de pesanteur (acc¶el¶eration g), pendent aux deux extr¶emit¶es d'une ¯celle passant sur
une poulie (tout cela ¶etant inextensible, sans frottements...). Une seule coordonn¶ee g¶en¶eralis¶ee su±t
µa d¶ecrire ce problµeme en tenant compte des liaisons (mouvement selon la verticale, longueur de ¯celle
constante). On prendra la position x de la masse m1 le long d'un axe vertical descendant. La vitesse
de m1 est _x, celle de m2, ¡ _x. On a alors T = (m1 +m2) _x

2=2 et U = ¡m1gx¡m2g(`¡ x), oµu ` est
une constante. A une constante additive prµes on a donc U = (m2 ¡m1)gx et

L =
1

2
(m1 +m2) _x

2 ¡ (m2 ¡m1)gx : (1.13)
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Figure 1.3: La \machine d'Atwood", exemple ¶el¶ementaire de mouvements avec liaisons dans un champ ext¶erieur.

Deux masses di®¶erentes sont reli¶ees par une corde inextensible passant sur une poulie. Le mouvement des masses est

uniform¶ement acc¶el¶er¶e.

L'unique ¶equation de Lagrange s'¶ecrit alors trivialement:

d

dt

@L

@ _x
= (m1 +m2)Äx =

@L

@x
= ¡(m2 ¡m1)g ; (1.14)

d'oµu on d¶eduit bien ¶evidemment un mouvement uniform¶ement acc¶el¶er¶e avec l'acc¶el¶eration (m1 ¡
m2)g=(m1 +m2)

Pour un exemple aussi trivial, l'¶ecriture du formalisme lagrangien n'apporte pas de simpli¯cation
d¶ecisive. Il eut ¶et¶e aussi simple d'¶ecrire, pour ce problµeme µa un seul degr¶e de libert¶e, le th¶eorµeme
de l'¶energie cin¶etique. En revanche, l'¶ecriture du principe fondamental de la dynamique nous aurait
contraint µa faire intervenir des inconnues suppl¶ementaires: les tensions des ¯ls. La puissance de
l'¶ecriture lagrangienne ne peut s'exprimer que sur des problµemes un peu plus complexes.

Deuxiµeme exemple

Nous consid¶ererons dans ce paragraphe l'exemple du double pendule (voir ¯gure 1.1). Notons tout
de suite que la mise en ¶equations de ce problµeme est trµes p¶enible par les techniques standard de
m¶ecanique. Il faut en e®et faire intervenir la tension des ¯ls, dont on ne se d¶ebarrasse qu'au prix de
manipulations fastidieuses. Notons aussi que, pour ce problµeme µa deux degr¶es de libert¶e, le th¶eorµeme
de l'¶energie cin¶etique ne nous est d'aucune utilit¶e.

Nous allons ¶ecrire les ¶equations de Lagrange. Les deux coordonn¶ees g¶en¶eralis¶ees q1 et q2 coÄ³ncident
avec les angle µ1 et µ2 que les pendules font avec la verticale. L'¶ecriture des positions et vitesses des
deux masses en fonction des coordonn¶ees g¶en¶eralis¶ees et des longueurs l1 et l2 des deux pendules, ne
pr¶esente aucune di±cult¶e. On en d¶eduit les expressions des ¶energies cin¶etiques et potentielles:

T = T1 + T2

T1 =
1

2
m1l

2
1
_µ21 (1.15)

T2 =
1

2
m2

h
l21
_µ21 + l

2
2
_µ22 + 2l1l2 cos(µ1 ¡ µ2) _µ1 _µ2

i
(1.16)

U = U1 + U2

U1 = ¡m1gl1 cos(µ1) (1.17)

U2 = ¡m2gl2 cos(µ2)¡m2gl1 cos(µ1) ; (1.18)
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d'oµu on tire l'expression de la fonction de Lagrange L. L'¶ecriture des deux ¶equations de Lagrange
ne pose alors d'autre di±cult¶e qu'alg¶ebrique. La mise en ¶equations de ce problµeme, pratiquement
impossible en appliquant simplement le principe fondamental de la dynamique, ne pr¶esente aucune
di±cult¶e avec l'approche lagrangienne.

La r¶esolution explicite du systµeme di®¶erentiel obtenu est toutefois impossible. Il s'agit en e®et
d'¶equations non lin¶eaires coupl¶ees (µa cause des termes en cos µ). On ne peut obtenir de solutions
explicites, comme dans tous les problµemes de pendules, que dans le cadre d'une approximation lin¶eaire,
valide dans le domaine des petites oscillations. Nous donnons ici seulement les ¶etapes essentielles du
calcul, dont les d¶etails seront facilement retrouv¶es par le lecteur. Les ¶equations de Lagrange pour µ1
et µ2 s'¶ecrivent respectivement aprµes lin¶earisation:

(m1 +m2)l1Äµ1 +m2l2 Äµ2 + (m1 +m2)gµ1 = 0 (1.19)

l2Äµ2 + l1Äµ1 + gµ2 = 0 : (1.20)

Un tel systµeme de deux ¶equations lin¶eaires µa coe±cients constants se r¶esout par les m¶ethodes standard.
Les solutions sont des combinaisons lin¶eaires de solutions en exp(¡i!t). Les valeurs possibles de !
sont celles qui annulent le d¶eterminant caract¶eristique:¯̄̄̄

¯ (m1 +m2)(g ¡ l1!2) ¡m2l2!
2

¡l1!2 g ¡ l2!2
¯̄̄̄
¯ : (1.21)

On obtient alors une ¶equation bicarr¶ee en !. Les solutions s'¶ecrivent §!1 et §!2. La solution
g¶en¶erale est alors une superposition de deux mouvements oscillatoires aux fr¶equences !1 et !2, de
phase et d'amplitudes arbitraires. L'¶ecriture explicite de ces phases et amplitudes en fonction des
conditions initiales est p¶enible, mais sans di±cult¶es.

La recherche des deux fr¶equences !1 et !2 est un exemple particuliµerement simple de recherches de
\modes propres" dans des systµemes d'oscillateurs coupl¶es. Trµes g¶en¶eralement, un systµeme d'oscillateurs
lin¶eaires coupl¶es poss¶edant p degr¶es de libert¶e, admet p fr¶equences propres. Chacune de ces fr¶equences
correspond µa une con¯guration particuliµere des mouvements des degr¶es de libert¶e, conduisant µa un
mouvement purement harmonique (on pensera par exemple aux modes d'oscillations sym¶etriques
et antisym¶etriques de deux pendules coupl¶es par un ressort). Dans le cas pr¶esent, il est instructif
d'examiner les comportements asymptotiques des deux modes quand m1 ! 1 ou m2 ! 0, ce que
nous laissons au lecteur.

1.3.4 Lagrangien de particules charg¶ees dans un champ

Nous abordons ici un exemple trµes important d'¶ecriture de fonction de Lagrange, d'abord en rai-
son de son utilit¶e pratique, ensuite en raison de l'usage que nous en ferons dans la suite du cours
d'¶electromagn¶etisme. Nous utiliserons une d¶emarche trµes pragmatique, en cherchant la forme la plus
simple de la fonction de Lagrange qui redonne la force de Lorentz.

Nous consid¶ererons donc un ensemble de N particules, que nous supposerons d¶ecrites par leurs
cordonn¶ees cart¶esiennes standard (la g¶en¶eralisation µa d'autres systµemes de coordonn¶ees ne posant
que des problµemes alg¶ebriques) r®. Ces particules, charg¶ees, sont plac¶ees dans un champ ¶electrique
E et un champ magn¶etique B, impos¶es de l'ext¶erieur. Pour all¶eger les notations, nous poserons
E® = E(r®; t) et B® = B(r®; t). Nous introduirons en¯n les potentiels vecteur A® = A(r®; t) et
scalaire V® = V (r®; t) permettant de calculer les champs par les relations: E® = ¡@A®=@t¡rV® et
B® = r £A®, oµu les d¶eriv¶ees spatiales sont µa prendre par rapport µa la position de la particule ®.
Notons que la d¶eriv¶ee temporelle du potentiel vecteur est une d¶eriv¶ee partielle. Le champ ¶electromoteur
ne fait en e®et intervenir que la d¶ependance explicite en temps du champ magn¶etique.

Le principe fondamental de la dynamique pour la particule ® s'¶ecrit alors:

mÄr® = F® = q®(E® + v® £B®) : (1.22)
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Nous allons transformer cette ¶equation pour la mettre sous une forme qui rappelle celle d'une ¶equation
de Lagrange, ce qui nous permettra d'intuiter une forme simple pour la fonction de Lagrange de ce
problµeme.

En faisant intervenir l'expression des champs en fonction des potentiels, on peut ¶ecrire:

F® = q®

µ
¡@A®
@t

+ v® £ (r£A®)¡rV®
¶
: (1.23)

En place de la d¶eriv¶ee partielle par rapport au temps de A®, on souhaite faire apparâ³tre une d¶eriv¶ee
totale par rapport au temps (rappelons que, dans les ¶equations de Lagrange, les d¶eriv¶ees par rapport
au temps sont totales). La variation de A® par rapport au temps provient de deux causes. D'abord,
il peut exister une variation explicite du potentiel vecteur par rapport au temps (exprim¶ee ci{dessus
par la d¶eriv¶ee partielle par rapport au temps). Même en l'absence de cette d¶ependance explicite en
temps, le potentiel vecteur \vu" par a particule ® varie en raison du mouvement de la particule dans le
champ inhomogµene. La variation correspondante peut s'¶ecrire simplement (v® ¢r)A®, terme parfois
nomm¶e \d¶eriv¶ee hydrodynamique". On a alors:

dA®
dt

=
@A®
@t

+ (v® ¢r)A® ; (1.24)

et donc

F® = q®

µ
¡dA®
dt

+ (v® ¢r)A® + v® £ (r£A®)¡rV®
¶
: (1.25)

On reconnâ³t dans les deux termes centraux deux des termes du d¶eveloppement de rr®(v® ¢A®). Les
deux autre termes de ce d¶eveloppement qui font intervenir des d¶eriv¶ees partielles de v® par rapport µa
la position de la particule ® sont manifestement nuls. On obtient donc ¯nalement:

F® = q®

µ
¡dA®
dt

¡r [V® ¡A® ¢ v®]
¶
: (1.26)

En r¶e¶ecrivant alors le premier terme de (1.22) sous la forme:

d

dt
rv®

1

2
m®v

2
® ; (1.27)

et en remarquant que
dA®
dt

=
d

dt
rv®A® ¢ v® (1.28)

on peut mettre le principe fondamental sous la forme:

d

dt
rv®

∙
1

2
m®v

2
® + q®A® ¢ v®

¸
= ¡q®rr® [V® ¡A® ¢ v®]

= rr®

∙
1

2
m®v

2
® ¡ q®(V® ¡A® ¢ v®)

¸
; (1.29)

le gradient par rapport µa la position de l'¶energie cin¶etique ¶etant ¶evidemment nul. De la même maniµere,
on peut ajouter dans le gradient du membre de gauche un terme proportionnel au potentiel, q®V®,
qui ne d¶epend manifestement pas des vitesses. On obtient alors la forme de l'¶equation de Lagrange
en coordonn¶ees cart¶esiennes, µa condition de poser:

L =
X
®

[T® ¡ q®V® + q®A® ¢ v®] : (1.30)

Nous admettrons que cette forme du lagrangien est e®ectivement convenable. Quelques remarques
s'imposent µa ce point:



1.4. G¶EN¶ERALISATIONS 29

² Le terme \d'¶energie potentielle" que nous obtenons ici d¶epend explicitement de la vitesse des
particules. Nous retrouvons ici, sous une autre forme, la non conservativit¶e des forces ¶electroma-
gn¶etiques: l'¶energie m¶ecanique totale n'est pas constante dans le cas le plus g¶en¶eral. Ce n'est
que si le potentiel vecteur est ind¶ependant du temps (au sens d'une d¶eriv¶ee partielle par rapport
au temps) et de plus uniforme que le dernier terme du lagrangien se ramµene µa une d¶eriv¶ee totale
(celle de A® ¢r®), qui peut être oubli¶ee. Le potentiel ¶electrostatique joue alors le rôle d'une vraie
¶energie potentielle, ne d¶ependant que des positions des particules. Ce n'est donc que dans le
cadre de l'¶electrostatique que les forces ¶electromagn¶etiques sont conservatives, un r¶esultat bien
connu sur lequel nous jetons ici un ¶eclairage nouveau. Notons que la non conservation de l'¶energie
m¶ecanique ne signi¯e pas une violation de la conservation de l'¶energie totale. Nous verrons en
e®et en relativit¶e que l'¶energie et l'impulsion totales sont toujours conserv¶ees, µa condition de
faire intervenir le champ dans le bilan.

² Encore une fois, les champs sont ici impos¶es de l'ext¶erieur, et ne font pas partie des variables
dynamiques du problµeme. Pour traiter le problµeme complet de particules en interaction avec
leur propre champ, il faudrait adjoindre aux ¶equations de Lagrange que nous venons d'¶ecrire
les ¶equations de Maxwell permettant de calculer les champs en fonction des mouvements des
particules. Ce n'est que dans la partie suivante que nous apprendrons µa le faire de maniµere
consistante dans un formalisme lagrangien englobant le champ.

² L'expression de notre lagrangien fait explicitement intervenir les potentiels. Il nous faut donc
v¶eri¯er que les ¶equations de Lagrange ne sont pas modi¯¶ees quand on e®ectue une transformation
de jauge sur les potentiels. Rappelons en e®et que les champs \physiques" ne sont pas modi¯¶es
si on e®ectue la transformation de \jauge":

A ¡! A0 = A+rÁ (1.31)

V ¡! V 0 = V ¡ @Á
@t

; (1.32)

oµu Á est une fonction arbitraire de l'espace et du temps. Le nouveau lagrangien L0 s'exprime
alors facilement en fonction de l'ancien, en notant Á® = Á(r®; t):

L0 = L+
X
®

q®

µ
@Á®
@t

+ (rÁ®) ¢ v®
¶

= L+
X
®

q®

µ
@Á®
@t

+ (v® ¢r)Á®
¶

= L+
X
®

q®
dÁ®
dt

; (1.33)

en reconnaissant dans les deux derniers termes de l'¶equation centrale la d¶eriv¶ee totale par rapport
au temps de Á®, somme de la d¶eriv¶ee partielle et de la \d¶eriv¶ee hydrodynamique". L

0 et L ne
di®µerent donc que par une d¶eriv¶ee totale par rapport au temps qui ne modi¯e pas le contenu
des ¶equations de Lagrange, comme nous nous y attendions.

1.4 G¶en¶eralisations

Nous traiterons dans ce paragraphe de deux extensions du formalisme lagrangien3. Nous traiterons
d'abord le cas de forces (non ¶electromagn¶etiques) ne d¶erivant pas d'un potentiel. Nous verrons par
exemple comment traiter le cas des forces de frottement dans le cadre d'un principe variationnel. Dans

3Les r¶esultats de ce chapitre ne seront pratiquement pas utilis¶es dans la suite du cours. On pourra donc le sauter en
premiµere lecture
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la seconde partie de ce paragraphe, nous nous pencherons sur le cas des systµemes oµu les mouvements
sont sujets µa des liaisons non holonomes. Nous verrons comment on peut facilement incorporer de
telles liaisons dans le formalisme lagrangien.

1.4.1 Forces ne d¶erivant pas d'une ¶energie potentielle

On suppose connues les forces F® s'exer»cant sur la particule ®. Notre problµeme est de trouver une
expression variationnelle de la dynamique et d'en d¶eduire les ¶equations de Lagrange correspondantes,
même si les forces ne d¶erivent pas d'une ¶energie potentielle.

Revenons d'abord au cas des forces conservatives, pour mettre le principe de moindre action sous
une forme un peu di®¶erente. Tel que nous l'avons ¶ecrit, le principe de moindre action stipule que
±S = ±

R t2
t1
Ldt = 0, si on estime la variation de l'action entre la trajectoire e®ectivement suivie et une

autre trajectoire in¯niment voisine compatible avec les conditions aux limites. On peut aussi ¶ecrireR t2
t1
(±T ¡ ±U) dt = 0. Si on note ±r® l'¶ecart pour la particule ® entre la trajectoire normale et la

trajectoire vari¶ee, on a ±U = ¡P®F® ¢ ±r®, le principe de moindre action s'¶ecrivant alorsZ t2

t1
(±T +

X
®

F® ¢ ±r®) dt = 0 : (1.34)

On peut exprimer les ±r® en fonction des accroissements ±qi des coordonn¶ees g¶en¶eralis¶ees:X
®

F® ¢ ±r® =
X
®

X
i

F® ¢ @r®
@qi

±qi : (1.35)

Posons alors

Qi =
X
®

F® ¢ @r®
@qi

: (1.36)

Nous d¶esignerons Qi comme la force g¶en¶eralis¶ee correspondant µa la coordonn¶ee g¶en¶eralis¶ee qi
4. Avec

cette notation, le principe de moindre action s'¶ecrit:Z t2

t1
(±T +

X
i

Qi±qi) dt = 0 : (1.37)

Nous avons ¶etabli cette formulation en supposant que les forces d¶erivaient d'une ¶energie potentielle.
Nous admettrons qu'elle reste valable même si ce n'est pas le cas. Nous allons maintenant d¶eriver de
cette expression du principe de moindre action les ¶equations de Lagrange correspondantes. L'approche
est trµes similaire µa celle que nous employâmes dans le paragraphe 1.2. T ¶etant une fonction des qi de
leurs d¶eriv¶ees et du temps, on peut ¶ecrire

±T =
@T

@qi
±qi +

@T

@ _qi
± _qi : (1.38)

Une int¶egration par parties ¶el¶ementaire donne alors:Z t2

t1

@T

@ _qi
± _qi dt =

∙
@T

@ _qi
±qi

¸2
1

¡
Z t2

t1

d

dt

@T

@ _qi
±qi dt : (1.39)

Le terme tout int¶egr¶e est identiquement nul, puisque les deux trajectoires coÄ³ncident aux limites.
En reportant cette expression dans le principe de moindre action et en ¶ecrivant que l'int¶egrale doit
s'annuler quelles que soient les variations des coordonn¶ees ind¶ependantes qi, on obtient les ¶equations
de Lagrange:

d

dt

@T

@ _qi
¡ @T

@qi
= Qi : (1.40)

4\Force" qui n'a pas n¶ecessairement la dimension d'un force et qui ne peut être en g¶en¶eral attribu¶ee µa une particule
particuliµere.
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L'¶ecriture de ce systµeme d'¶equations et sa r¶esolution ne pr¶esente aucune di±cult¶e si on connâ³t les
forces s'exer»cant sur les particules.

Dans le cas particulier oµu la force g¶en¶eralis¶ee Qi peut se mettre sous la forme:

Qi = ¡@U
@qi

+
d

dt

@U

@ _qi
oµu U = U(qi; _qi; t) ; (1.41)

l'¶equation de Lagrange (1.40) se met sous la forme standard avec L = T ¡ U . On retrouve ainsi le
cas des forces conservatives mais aussi le cas des forces ¶electromagn¶etiques. Notons qu'il n'est pas
toujours possible de mettre la force g¶en¶eralis¶ee sous cette forme (nous verrons que c'est le cas dans
l'exemple trait¶e µa la ¯n de ce paragraphe). Soulignons aussi que nous permettons µa U de d¶ependre des
vitesses. Il est donc possible (comme nous l'avons vu pour les forces ¶electromagn¶etiques) d'englober
certaines forces non conservatives dans des ¶equations de Lagrange sous la forme standard.

Trµes souvent, une partie des forces d¶erive d'un potentiel (au moins au sens g¶en¶eralis¶e exprim¶e par
l'¶equation 1.41). Dans ce cas, en appelant U \l'¶energie potentielle" associ¶ee aux forces en d¶erivant et
Qi les forces g¶en¶eralis¶ees correspondant aux forces ne d¶erivant pas de U , on ¶ecrira les ¶equations de
Lagrange sous la forme:

d

dt

@L

@ _qi
¡ @L

@qi
= Qi avec L = T ¡ U: (1.42)

Nous appliquerons, µa titre d'exemple, cette d¶emarche µa un systµeme oµu s'exercent des forces de
frottement proportionnelles µa la vitesse. De telles forces ne sont manifestement pas conservatives.
Nous poserons donc (en oubliant pour l'instant toutes les autres forces) F® = ¡k®v®. Cette force
peut s'¶ecrire F® = ¡rv®F µa condition de poser

F = 1

2

X
®

k®v
2
® : (1.43)

Les forces g¶en¶eralis¶ees Qi s'¶ecrivent:

Qi = ¡
X
®

rv®F ¢
@r®
@qi

: (1.44)

En remarquant alors que:

@ _r®
@ _qi

=
@r®
@qi

; (1.45)

on a

Qi = ¡
X
®

rv®F ¢
@v®
@ _qi

= ¡@F
@ _qi

: (1.46)

On voit bien qu'une telle expression n'est pas compatible en g¶en¶eral avec (1.41).

Les ¶equations de Lagrange en pr¶esence de frottements visqueux s'¶ecrivent ¯nalement:

d

dt

@L

@ _qi
¡ @L

@qi
+
@F
@ _qi

= 0 ; (1.47)

oµu L tient compte des ¶eventuelles forces \conservatives".

Pour un mouvement unidimensionnel d'une particule soumise uniquement µa une force de frotte-
ment, on a F = k _x2=2, et L = m _x2=2. L'¶equation de Lagrange s'¶ecrit donc mÄx + k _x = 0, ce qui
coÄ³ncide bien avec l'expression du principe fondamental (encore une fois, le formalisme lagrangien
n'apporte rien pour un problµeme aussi ¶el¶ementaire).
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1.4.2 Cas des liaisons non holonomes

Nous traiterons ici le cas de systµemes oµu les variables dynamiques peuvent être reli¶ees par des liaisons
non holonomes, c'est µa dire ne se mettant pas simplement sous la forme de relations entre les co-
ordonn¶ees cart¶esiennes (¶eventuellement d¶ependant du temps). Nous nous contenterons de traiter le
cas oµu les contraintes s'expriment par des relations entre les vitesses des di®¶erentes particules com-
posant le systµeme. Ce cas permet en e®et de traiter de la plupart des liaisons du type \roulement
sans glissement" dont l'importance est consid¶erable en m¶ecanique du solide. Les techniques que nous
introduirons ici peuvent être ¶etendues µa d'autres types de contraintes.

Nous proc¶ederons en deux ¶etapes. Nous ne tiendrons d'abord compte que des liaisons holonomes,
en introduisant des coordonn¶ees g¶en¶eralis¶ees qui seraient ind¶ependantes si ces liaisons ¶etaient les seules.
Nous reviendrons sur le principe de moindre action pour montrer que l'¶ecriture des ¶equations de La-
grange en termes de ces variables d¶ependantes est impossible. Nous verrons ensuite qu'en introduisant
des variables suppl¶ementaires, les multiplicateurs de Lagrange, on peut obtenir un systµeme d'¶equations
di®¶erentielles ind¶ependantes permettant, au moins en principe, de r¶esoudre le problµeme. Nous in-
terpr¶eterons physiquement, en¯n, ces variables suppl¶ementaires et montrerons qu'elles d¶ecrivent les
forces g¶en¶eralis¶ees associ¶ees aux liaisons non holonomes.

En tenant compte uniquement des liaisons holonomes, nous d¶e¯nissons un ensemble de n coor-
donn¶ees g¶en¶eralis¶ees qi. Pour ¯xer les id¶ees, nous supposerons que toutes les forces (µa part celles
associ¶ees aux liaisons) d¶erivent d'une ¶energie potentielle, ¶eventuellement g¶en¶eralis¶ee comme au para-
graphe pr¶ec¶edent. Les liaisons non holonomes font que ces n coordonn¶ees g¶en¶eralis¶ees ne sont pas
ind¶ependantes. Nous supposerons qu'il existe m relations entre elles (m liaisons) et nous supposerons
que ces relations relient les d¶eriv¶ees des qi par rapport au temps et peuvent donc s'¶ecrire:

nX
k=1

alkdqk + altdt = 0; (l = 1:::m) ; (1.48)

oµu les coe±cients alk;t sont ind¶ependants du temps.
Reprenons maintenant la d¶erivation des ¶equations de Lagrange µa partir du principe de moindre

action, comme dans le paragraphe 1.2. La comparaison de l'action sur la trajectoire e®ectivement
suivie et sur la trajectoire vari¶ee n'est pas modi¯¶ee, et on ¶ecrit:

±S =

Z t2

t1

X
k

∙
@L

@qk
¡ d
dt

@L

@ _qk

¸
±qk dt : (1.49)

De cette ¶equation, on ne peut d¶eduire des ¶equations de Lagrange pour les qk. Ce ne sont pas en e®et
des variables ind¶ependantes, dont les accroissements puissent être choisis arbitrairement. Les ±qk sont
en fait reli¶es par les m relations: X

k

alk± _qk = 0 : (1.50)

Elles r¶esultent simplement de (1.48) en constatant que les alt s'¶eliminent quant on ¶ecrit les liaisons entre
les accroissements des d¶eriv¶ees entre trajectoire de r¶ef¶erence et trajectoire vari¶ee. Par int¶egration, les
sommes

P
k alk±qk sont constantes. Les accroissements de trajectoire s'annulant aux instants initiaux

et ¯naux, cette constante est nulle et on a ¯nalement:X
k

alk±qk = 0 : (1.51)

En d'autres termes, nous avons a priori trop d'¶equations pour les n¡m variables vraiment ind¶ependantes.
Plutôt que d'¶eliminer des variables superf¶etatoires, nous allons introduirem inconnues suppl¶ementaires
(dont nous verrons qu'elles ont un sens physique). Nous consid¶erons donc m fonctions suppl¶ementaires
du temps, pour l'instant arbitraires, ¸l(t). Elles v¶eri¯ent bien sûr:

¸l
X
k

alk±qk = 0 ; (1.52)
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et donc Z t2

t1

X
k;l

¸lalk±qk = 0 : (1.53)

En introduisant cette relation dans l'expression du principe variationnel, on le met sous la forme:

±S =

Z t2

t1

nX
k=1

"
@L

@qk
¡ d
dt

@L

@ _qk
+

mX
l=1

¸lalk

#
±qk dt : (1.54)

Prenons comme variables ind¶ependantes les n ¡ m premiµeres coordonn¶ees g¶en¶eralis¶ees. Au moins
formellement, les m derniµeres peuvent être calcul¶ees en fonction de celles ci. Nous choisissons alors les
m fonctions ¸l de telle maniµere que:

@L

@qk
¡ d

dt

@L

@ _qk
+

mX
l=1

¸lalk = 0 ; (1.55)

pour toutes les valeurs de k entre n¡m+ 1 et n. Ce choix est toujours possible. Les ¸l sont en e®et
d¶e¯nis comme solutions d'un systµeme lin¶eaire dont le d¶eterminant, form¶e des coe±cients alk est non
nul si les m relations exprimant les contraintes non holonomes sont lin¶eairement ind¶ependantes.

Le principe variationnel s'¶ecrit alors:

±S =

Z t2

t1

mX
k=1

"
@L

@qk
¡ d
dt

@L

@ _qk
+

mX
l=1

¸lalk

#
±qk dt (k = 1:::m) : (1.56)

Les m premiµeres coordonn¶ees et leurs accroissements ¶etant ind¶ependants, cette int¶egrale n'est nulle
que si les m quantit¶es entre crochets sont identiquement nulles sur la trajectoire e®ectivement suivie.
En ajoutant µa ces m ¶equations de Lagrange les n¡m relations (1.55) et les m contraintes (1.48), on
obtient en¯n un systµeme de n+m ¶equations µa n+m inconnues (qi et ¸l):8>>>>><>>>>>:

@L

@qk
¡ d
dt

@L

@ _qk
+

mX
l=1

¸lalk = 0 ; (k = 1 : : : n)

mX
k=1

alk _qk + alt = 0 ; (l = 1 : : :m) :

; (1.57)

dont la r¶esolution donne la trajectoire e®ectivement suivie.
Nous avons pu tenir compte des liaisons non holonomes suppl¶ementaires en introduisant des vari-

ables additionnelles, ce qui n'est guµere ¶economique, surtout quand il s'agit de r¶esoudre e®ectivement
le systµeme. Cependant, les ¸l possµedent une interpr¶etation physique qui rend leur obtention impor-
tante. Nous pourrions en e®et \simuler" l'e®et des liaisons non holonomes en appliquant des forces
suppl¶ementaires dans le systµeme (tout mouvement peut toujours être vu comme r¶esultant de forces
et pas de contraintes). En fait, ces forces ont une r¶ealit¶e physique. Elles correspondent, par exemple,
aux frottements responsables d'un \roulement sans glissement". Ces forces, ne d¶erivant pas en g¶en¶eral
d'un potentiel, doivent intervenir dans les ¶equations de Lagrange sous la forme de \forces g¶en¶eralis¶ees"
Qk. Les n ¶equations de Lagrange de ce systµeme sans contraintes suppl¶ementaires s'¶ecriraient, avec la
même fonction de Lagrange:

@L

@qk
¡ d
dt

@L

@ _qk
+Qk = 0 ; (k = 1 ¢ ¢ ¢n) : (1.58)

En comparant ces ¶equations avec celles de (1.57), on voit que les Qk doivent être d¶e¯nis par:

Qk =
mX
l=1

¸lalk : (1.59)
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g

xα

θ

Figure 1.4: Roulement sans glissement d'un cylindre sur un plan inclin¶e. Le mouvement est d¶ecrit a priori par deux

coordonn¶ees g¶en¶eralis¶ees: la position du point de contact le long du plan et l'angle de rotation du cylindre par rapport µa

une r¶ef¶erence arbitraire. Dans le cas d'un roulement sans glissement, ces deux coordonn¶ees sont reli¶ees par une relation

non holonome.

Les fonctions suppl¶ementaires ¸l ne sont donc que des combinaisons lin¶eaires des forces g¶en¶eralis¶ees
correspondant aux contraintes. Leur obtention µa partir de (1.57) permet donc de calculer les forces
de liaison, ce qui justi¯e amplement leur int¶erêt.

Pour illustrer ce paragraphe, nous consid¶ererons un problµeme trivial de dynamique des solides:
le roulement sans glissement d'un cylindre creux (la masse est entiµerement distribu¶ee sur la surface
ext¶erieure) sur un plan inclin¶e5 (voir ¯gure 1.4). Si on ne tient compte que des liaisons holonomes
(le cylindre est pos¶e sur le plan, il ne se d¶eplace que dans la direction x...), nous pouvons d¶ecrire le
mouvement par deux coordonn¶ees g¶en¶eralis¶ees. q1 = x est simplement l'abscisse du point de contact
sur le plan, q2 = µ l'angle de rotation du cylindre autour de son axe. Le roulement sans glissement
impose l'unique contrainte non holonome suppl¶ementaire R _µ + _x = 0, oµu R est le rayon du cylindre.
Nous n'avons donc que deux coe±cients alk: a11 = 1 et a12 = R.

La fonction de Lagrange est L = T ¡ U . L'¶energie cin¶etique s'¶ecrit:

T =
1

2
M _q21 +

1

2
MR2 _q22 ; (1.60)

oµu M est la masse du cylindre, et MR2 son moment d'inertie par rapport µa son axe. On a aussi, dans
le champ de pesanteur, U = ¡Mgq1 sin®. Avec une seule liaison, il existe un seul multiplicateur de
Lagrange ¸1. Les deux ¶equations de Lagrange et la contrainte nous fournissent alors un systµeme de 3
¶equations µa 3 inconnues: 8>>>>>>><>>>>>>>:

@L

@q1
¡ d
dt

@L

@ _q1
+ ¸1 = 0

@L

@q2
¡ d
dt

@L

@ _q2
¡R¸1 = 0

_q1 ¡R _q2 = 0

: (1.61)

5Ce problµeme est en fait si ¶el¶ementaire qu'il peut être trait¶e en quelques lignes par le th¶eorµeme de l'¶energie cin¶etique.
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On en d¶eduit imm¶ediatement: 8>>>>><>>>>>:

M Äq1 ¡Mg sin®¡ ¸1 = 0

MR2Äq2 ¡R¸1 = 0

_q1 +R _q2 = 0

: (1.62)

Aprµes quelques manipulations alg¶ebriques sans int¶erêt, on obtient un mouvement uniform¶ement ac-
c¶el¶er¶e pour x avec l'acc¶el¶eration g sin(®)=2, un r¶esultat bien connu de dynamique standard, et ¸1 =
¡Mg sin(®)=2. La force g¶en¶eralis¶ee correspondant µa la contrainte de roulement, Q1 lui est ¶egale.
En¯n, on a simplement Q1 = F , oµu F est la valeur alg¶ebrique de la force de frottement s'exer»cant,
tangentiellement au cylindre, au point de contact6.

1.5 Lagrangien et lois de conservation

Dans tout ph¶enomµene physique il existe des quantit¶es conserv¶ees au cours de l'¶evolution. Ces quan-
tit¶es, aussi appel¶ees en m¶ecanique \int¶egrales premiµeres du mouvement", jouent un rôle important
en fournissant des renseignements sur la dynamique, même si la trajectoire n'est pas explicitement
connue. Par exemple, on peut donner beaucoup de caract¶eristiques g¶en¶erales des collisions en ¶ecrivant
la conservation de l'impulsion ou de l'¶energie, sans même connâ³tre de fa»con d¶etaill¶ee la loi r¶egissant
l'interaction entre les particules7.

Parmi toutes les quantit¶es conserv¶ees dans le mouvement, certaines sont triviales et d'autres sans
interpr¶etation physique directe. Certaines en revanche, comme l'¶energie ou l'impulsion, sont directe-
ment reli¶ees µa des propri¶et¶es physiques trµes fondamentales. Comme nous le verrons, il existe en
g¶en¶eral une quantit¶e conserv¶ee associ¶ee µa chaque invariance du systµeme dans une transformation (µa
chaque propri¶et¶e de sym¶etrie, au sens le plus large). Nous verrons par exemple que la conservation de
l'impulsion d¶ecoule directement de l'invariance par translation dans l'espace.

Avant d'entrer dans le d¶etail de ces lois de conservation, prouvons d'abord l'existence de quan-
tit¶es conserv¶ees dans une ¶evolution lagrangienne. Nous consid¶ererons dans tout ce paragraphe un
systµeme exempt des complications et g¶en¶eralisations introduites au paragraphe pr¶ec¶edent. Nous ne
consid¶ererons donc que des liaisons holonomes. Comme les ¶equations de Lagrange du systµeme pour
les n coordonn¶ees g¶en¶eralis¶ees qi sont du second ordre en temps, la solution explicite du problµeme fait
intervenir 2n constantes repr¶esentant les conditions aux limites (valeurs des coordonn¶ees aux deux
extr¶emit¶es de la trajectoire). L'une de ces constantes peut toujours être mise sous la forme d'une
origine arbitraire t0 sur le temps. La solution la plus g¶en¶erale peut donc s'¶ecrire:

qi(t+ t0; C1; ¢ ¢ ¢ ; C2n¡1) ; _qi(t+ t0; C1; ¢ ¢ ¢ ; C2n¡1) ; (1.63)

oµu t0 et les Ck sont les 2n constantes. Le mouvement ¶etant d¶etermin¶e, on peut inverser ces relations
entre les 2n constantes et les cordonn¶ees, et ¶ecrire:

t0(qi; _qi; t) ; Ck(qi; _qi; t) : (1.64)

L'origine du temps joue un rôle particulier, et n'est pas µa proprement parler une int¶egrale premiµere
du mouvement. En revanche, les 2n ¡ 1 Ck sont bien des fonctions de l'¶etat dynamique du systµeme
qui restent constantes au cours du mouvement. Il y a donc, de fa»con trµes g¶en¶erale, au moins 2n ¡ 1
int¶egrales premiµeres ind¶ependantes dans un mouvement µa n degr¶es de libert¶e.

Dans la suite de ce paragraphe, nous allons nous concentrer sur trois d'entre elles: l'impulsion,
l'¶energie et le moment cin¶etique et montrer comment elles se d¶eduisent de propri¶et¶es de sym¶etrie du
lagrangien.

6Ce r¶esultat peut être ¶etabli imm¶ediatement µa partir de l'acc¶el¶eration du mouvement
7On consultera avec pro¯t le Landau de M¶ecanique sur ce problµeme que nous n'aborderons pas du tout dans ce cours.
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1.5.1 Invariance par translation dans le temps: ¶energie

Nous consid¶erons ici un systµeme isol¶e. La premiµere cons¶equence est que la fonction de Lagrange ne
peut d¶ependre explicitement du temps. Il n'y a rien en e®et dans l'environnement du systµeme pour
¯xer une origine de temps. Nous supposerons de plus que les ¶equations dynamiques de ce systµeme
sont des ¶equations de Lagrange standard (sans forces g¶en¶eralis¶ees). On exclut donc explicitement le
cas oµu le systµeme serait soumis µa des forces de frottement (di±cilement compatibles avec l'hypothµese
d'un systµeme isol¶e).

On a donc @L=@t = 0. La d¶eriv¶ee totale de L par rapport au temps, somme de sa d¶eriv¶ee partielle
et des variations temporelles provenant de la variation des coordonn¶ees g¶en¶eralis¶ees, peut donc s'¶ecrire:

dL

dt
=
X
i

@L

@ _qi
Äqi +

X
i

@L

@qi
_qi : (1.65)

En utilisant les ¶equations de Lagrange v¶eri¯¶ees par L et les qi, on met cette d¶eriv¶ee sous la forme:

dL

dt
=

X
i

@L

@ _qi
Äqi +

X
i

d

dt

@L

@ _qi
_qi

=
d

dt

"X
i

@L

@ _qi
_qi

#
: (1.66)

On trouve ainsi que la quantit¶e

E =
X
i

@L

@ _qi
_qi ¡ L (1.67)

est une constante ou int¶egrale premiµere du mouvement. Notons tout de suite qu'elle a la même
dimension que L, c'est µa dire celle d'une ¶energie. Pour pr¶eciser son interpr¶etation physique, consid¶erons
le cas oµu les forces internes au systµeme d¶erivent d'une ¶energie potentielle U ne d¶ependant que des qi.
On a alors L = T (qi; _qi)¡U . T est trµes g¶en¶eralement une forme quadratique des d¶eriv¶ees temporelles
des coordonn¶ees g¶en¶eralis¶ees8. T v¶eri¯e donc le th¶eorµeme d'Euler:

2T =
X
i

_qi
@T

@ _qi
: (1.68)

Comme U ne d¶epend que des qi, @L=@ _qi = @T=@ _qi, et donc

E = 2T ¡ L = 2T ¡ (T ¡ U) = T + U : (1.69)

La quantit¶e E coÄ³ncide donc dans ce cas simple avec l'¶energie m¶ecanique totale du systµeme. Dans un
cas plus complexe, nous admettrons donc que l'¶energie m¶ecanique du systµeme est d¶e¯nie comme E et
est donc une int¶egrale premiµere du mouvement. Cette loi de conservation apparâ³t ici trµes clairement
comme une cons¶equence directe de l'invariance par translation dans le temps.

L'hypothµese du systµeme isol¶e exclut bien sûr de traiter le cas d'un ensemble de particules en
interaction avec un champ ¶electromagn¶etique ext¶erieur. Il existe cependant un cas oµu on peut d¶e¯nir
une ¶energie m¶ecanique conserv¶ee pour un tel systµeme: celui d'un champ statique. Les ¶equations de
Lagrange s'¶ecrivent en e®et normalement avec le lagrangien

L =
X
®

T® ¡ q®V® + q®A® ¢ v® ; (1.70)

et les notations du paragraphe 1.3 (pour simpli¯er les ¶ecritures nous supposerons ici que les coordonn¶ees
g¶en¶eralis¶ees sont les coordonn¶ees cart¶esiennes). A ne d¶ependant que de la position des particules et L

8Seulement dans le cas oµu les contraintes ne font pas explicitement intervenir de d¶ependance temporelle.
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¶etant explicitement ind¶ependant du temps, le raisonnement pr¶ec¶edent s'applique en entier. L'¶energie
m¶ecanique s'¶ecrit simplement dans ce cas:

E =
X
®

rv®L ¢ v® ¡ L : (1.71)

Elle est conserv¶ee et on a:X
®

rv®L ¢ v® = 2T +
X
®

q®rv®(A® ¢ v®) ¢ v® = 2T +
X
®

q®A® ¢ v® : (1.72)

Et donc:
E = T +

X
®

q®V® ; (1.73)

r¶esultat ¶evident de statique.

1.5.2 Translation spatiale: conservation de l'impulsion

Nous consid¶erons, comme dans le paragraphe pr¶ec¶edent, un systµeme isol¶e r¶egi par des ¶equations de
Lagrange sous la forme standard. La dynamique est visiblement invariante si on d¶eplace globalement
le systµeme. Il n'existe rien dans l'environnement pour ¯xer une origine des coordonn¶ees. Comme ce
d¶eplacement est une quantit¶e vectorielle, on a en fait trois conditions d'invariance d'oµu on peut d¶eduire
la conservation de trois quantit¶es.

Nous allons d'abord supposer que le systµeme est d¶ecrit par ses coordonn¶ees cart¶esiennes. Les
coordonn¶ees g¶en¶eralis¶ees posent en e®et problµeme, puisqu'une translation spatiale n'a pas forc¶ement
une expression simple en termes de ces coordonn¶ees. Nous examinerons ce cas µa la ¯n du paragraphe.
Nous consid¶erons une translation d'ensemble du systµeme, qui s'¶ecrit:

r® ¡! r® + " : (1.74)

La translation " est suppos¶ee petite µa l'¶echelle des longueurs caract¶eristiques du systµeme. On peut
ais¶ement exprimer la variation de la fonction de Lagrange dans cette translation. Puisque les vitesses
ne changent pas,

±L =
X
®

rr®L ¢ " : (1.75)

Cette variation ne peut être nulle quel que soit " que siX
®

rr®L = 0 : (1.76)

En utilisant les ¶equations de Lagrange en coordonn¶ees cart¶esiennes, on met cette condition sous la
forme:

dP

dt
= 0 ; (1.77)

avec
P =

X
®

rv®L : (1.78)

Nous trouvons donc bien une int¶egrale premiµere vectorielle pour le mouvement. Dans le cas oµu
L = T ¡ U , U ne d¶ependant que des r®, rv®L =rv®T et

P =
X
®

m®v® ; (1.79)

indiquant que cette int¶egrale premiµere vectorielle n'est autre que l'impulsion ou quantit¶e de mouvement
totale.
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Notons µa ce point que l'impulsion totale est d¶e¯nie en terme du gradient par rapport aux vitesses
et ne coÄ³ncide pas forc¶ement avec l'expression habituelle

P
®m®v®. Ce sera en particulier le cas en

¶electromagn¶etisme oµu le potentiel vecteur entre dans la d¶e¯nition de l'impulsion. Comme seuls des
potentiels vecteur et scalaire uniformes (c'est µa dire des champs nuls) seraient compatibles avec les
hypothµeses actuelles, nous n'examinerons pas ce cas pour l'instant.

Etudions maintenant le cas oµu l'existence de contraintes impose le recours µa des coordonn¶ees
g¶en¶eralis¶ees. L'invariance de l'impulsion totale ne devrait pas d¶ependre de l'existence de contraintes
internes au systµeme. Toutefois, la conservation de P ne peut plus être ¶etablie aussi simplement,
puisqu'une translation n'a pas n¶ecessairement une expression simple en termes de coordonn¶ees g¶en¶e-
ralis¶ees. D¶e¯nissons quand même, par analogie avec le cas pr¶ec¶edent, une \impulsion g¶en¶eralis¶ee" pi
associ¶ee µa la coordonn¶ee g¶en¶eralis¶ee qi par

pi =
@L

@ _qi
: (1.80)

Nous verrons que des impulsions g¶en¶eralis¶ees jouent un rôle central dans le formalisme hamiltonien.
En attendant, notons que l'¶energie m¶ecanique totale peut se r¶e¶ecrire simplement:

E =
X
i

pi _qi ¡ L : (1.81)

Supposons maintenant que la fonction de Lagrange L ne fasse pas explicitement intervenir la coor-
donn¶ee qi:

@L

@qi
= 0 : (1.82)

Nous dirons alors que qi est une coordonn¶ee \cyclique". La simple ¶ecriture de l'¶equation de Lagrange
pour qi donne alors:

dpi
dt
= 0 : (1.83)

L'impulsion associ¶ee µa une coordonn¶ee cyclique est conserv¶ee.
Revenons maintenant µa l'invariance par translation. Trois des coordonn¶ees g¶en¶eralis¶ees d'un systµe-

me isol¶e peuvent être prises ¶egales aux trois coordonn¶ees cart¶esiennes du centre d'inertie. De maniµere
¶evidente, par invariance par translation, ces trois coordonn¶ees sont cycliques. Il en r¶esulte que les trois
impulsions associ¶ees sont des int¶egrales premiµeres du mouvement, formant un vecteur qui n'est autre
que l'impulsion totale.

1.5.3 Invariance par rotation: moment cin¶etique

Nous appliquerons ici une m¶ethode trµes semblable µa celle du paragraphe pr¶ec¶edent au cas oµu le systµeme
et donc sa fonction de Lagrange sont invariants dans une rotation quelconque autour d'un axe d¶e¯ni
par un vecteur unitaire u. C'est en particulier le cas pour un systµeme isol¶e. Nous examinerons ici
uniquement le cas oµu le systµeme est d¶e¯ni par les coordonn¶ees cart¶esiennes des particules.

Nous consid¶erons une rotation in¯nit¶esimale d'un angle ±Á autour de l'axe. En posant ±Á = ±Áu,
nous pouvons ¶ecrire les variations des positions et vitesses dans cette transformation ±r = ±Á £ r et
±v = ±Á £ v. L'invariance par rotation impose que la variation ±L de la fonction de Lagrange soit
nulle dans cette transformation. Or

±L =
X
®

rr®L ¢ ±r® +rv®L ¢ ±v® : (1.84)

En utilisant les ¶equations de Lagrange, qui s'¶ecriventrr®L = _p®, oµu p® est l'impulsion de la particule
®, on peut ¶ecrire:

±L =
X
®

[ _p® ¢ (±Á£ r®) + p® ¢ (±Á£ v®)]
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=
X
®

[±Á ¢ (r® £ _p®) + ±Á ¢ (v® £ p®)]

= ±Á ¢ dL
dt
; (1.85)

oµu nous avons pos¶e

L =
X
®

r® £ p® : (1.86)

La fonction de Lagrange ne peut être conserv¶ee pour une rotation arbitraire que si la composante du
vecteur L sur l'axe de rotation est une int¶egrale premiµere du mouvement. Nous retrouvons ainsi la
conservation du moment cin¶etique par rapport µa un axe.

On peut voir aussi, plus simplement, dans ce cas, que le lagrangien est ind¶ependant d'une coor-
donn¶ee g¶en¶eralis¶ee d¶ecrivant le mouvement de rotation autour de l'axe. Il est donc cyclique dans cette
coordonn¶ee. L'impulsion g¶en¶eralis¶ee associ¶ee µa cette coordonn¶ee et constante. Il est facile de v¶eri¯er
qu'il s'agit bien de la composante le long de cet axe du moment cin¶etique.

Dans le cas oµu le systµeme est invariant dans une rotation arbitraire autour d'un axe quelconque,
ce qui est le cas d'un systµeme isol¶e, il en r¶esulte que le moment cin¶etique L est une constante du
mouvement.

1.6 Action en fonction de la trajectoire

Nous allons utiliser les d¶e¯nitions du paragraphe pr¶ec¶edent pour tenter d'exprimer simplement la
d¶ependance de l'action S calcul¶ee sur la trajectoire e®ectivement suivie en fonction des coordonn¶ees
spatiales et temporelles du point de d¶epart et du point d'arriv¶ee. En d'autres termes, l'objet de ce
paragraphe est de donner les d¶eriv¶ees partielles de S(q(1); t1; q(2); t2), action sur la trajectoire suivie
consid¶er¶ee comme une fonction des conditions aux limites. Ces r¶esultats nous seront fort utiles dans
la suite du cours. Ils nous permettront aussi de jeter un regard nouveau sur les lois de conservation
associ¶ees aux invariances.

1.6.1 D¶ependance en position

Nous consid¶erons ici la variation de S en fonction de la position du point d'arriv¶ee. Nous en d¶eduirons
imm¶ediatement la d¶ependance vis µa vis du point de d¶epart. Nous consid¶erons donc ici deux trajectoires
e®ectivement suivies entre les instants t1 et t2. La premiµere (trajectoire de r¶ef¶erence) s'e®ectue entre les
valeurs qi(1) et qi(2) des coordonn¶ees g¶en¶eralis¶ees. La seconde entre les valeurs qi(1) et qi(2) + ±qi(2),
oµu ±qi(2) est un accroissement in¯nit¶esimal de la position du point d'arriv¶ee. Les trajectoires, par
continuit¶e, restent in¯niment voisines pour tous les instants9 et on ¶ecrira ±qi(t) l'¶ecart entre elles.

La variation de l'action en passant d'une trajectoire µa l'autre, ±S, s'¶ecrit simplement:

±S =

Z t2

t1
±L dt ; (1.87)

oµu ±L est la variation de la fonction de Lagrange entre les deux points µa l'instant t. On suit alors un
raisonnement identique µa celui utilis¶e pour ¶etablir les ¶equations de Lagrange. On ¶ecrit d'abord:

±L =
X
i

@L

@qi
±qi +

X
i

@L

@ _qi
± _qi ; (1.88)

9Si la dynamique du systµeme ¶etait chaotique, deux trajectoires trµes voisines aux points de d¶epart et d'arriv¶ee, peuvent
s'¶ecarter notablement l'une de l'autre. Comme nous manipulons des accroissements in¯nit¶esimaux, ce problµeme ne se
pose pas.
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et on reporte cette expression dans celle de ±S. Le terme faisant intervenir ± _qi est alors int¶egr¶e par
parties. On obtient:

±S =

Z t2

t1

X
i

∙
@L

@qi
¡ d
dt

@L

@ _qi

¸
±qi dt+

X
i

∙
@L

@ _qi
±qi

¸2
1

: (1.89)

La trajectoire de r¶ef¶erence que nous consid¶erons ici est une solution des ¶equations du mouvement. Les
¶equations de Lagrange ¶etant constamment v¶eri¯¶ees, l'int¶egrale dans l'expression ci-dessus s'annule
identiquement. Il ne reste donc que le terme tout int¶egr¶e, qui se r¶eduit µa:

±S =
X
i

@L

@ _qi
±qi(2) : (1.90)

De maniµere ¶evidente, si nous avions consid¶er¶e deux trajectoires di®¶erant d'une quantit¶e in¯nit¶esimale
au point de d¶epart, nous aurions obtenu:

±S = ¡
X
i

@L

@ _qi
±qi(1) : (1.91)

Ces deux expressions nous donnent les d¶eriv¶ees partielles de l'action, consid¶er¶ee comme une fonction
des coordonn¶ees des points de d¶epart et d'arriv¶ee. En remarquant que @L=@ _qi = pi (impulsion
g¶en¶eralis¶ee), on ¶ecrira

@S

@qi(2)
= pi(2) (1.92)

@S

@qi(1)
= ¡pi(1) (1.93)

On peut facilement retrouver, µa partir de ce r¶esultat, l'invariance de l'impulsion associ¶ee µa une coor-
donn¶ee cyclique. Si qi est cyclique, la fonction de Lagrange ne d¶epend pas de qi et le mouvement doit
être invariant dans une translation de la coordonn¶ee qi. Consid¶erons donc la translation in¯nit¶esimale
qi ! qi + ². La variation de l'action dans cette transformation est:

±S =
@S

@qi(2)
²+

@S

@qi(1)
² = (pi(2)¡ pi(1))² ; (1.94)

d'oµu on tire imm¶ediatement la conservation de pi. Dans le cas oµu les coordonn¶ees cycliques sont celles
du centre d'inertie, on retrouve la conservation de l'impulsion au sens habituel.

1.6.2 D¶ependance en temps

Nous consid¶erons maintenant la d¶ependance de l'action dans le temps d'arriv¶ee t2. Nous consid¶erons
donc deux trajectoires e®ectivement suivies par le systµeme. L'une, entre q(1); t1 et q(2); t2 est la
trajectoire de r¶ef¶erence. L'autre coÄ³ncide avec la premiµere jusqu'µa l'instant t2 et continue ensuite
pendant un intervalle de temps in¯nit¶esimal jusqu'µa t2+±t2, les coordonn¶ees ¶etant alors qi(2)+±qi(2).
On peut ¶ecrire de maniµere ¶evidente la variation de l'action entre ces deux trajectoires comme:

±S = L(t2)±t2 ; (1.95)

mais aussi comme:

±S =
@S

@t2
±t2 +

X
i

@S

@qi(2)
±qi(2) : (1.96)

En e®et l'instant du point d'arriv¶ee et ses coordonn¶ees varient. En utilisant les r¶esultats du paragraphe
pr¶ec¶edent et en remarquant que ±qi(2) = _qi(2)±t2, on peut ¶ecrire:

L(t2) =
@S

@t2
+
X
i

pi(2) _qi(2) : (1.97)
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En nous souvenant de la d¶e¯nition de l'¶energie m¶ecanique totale E10, nous avons en¯n:

@S

@t2
= ¡E(2) : (1.98)

En reproduisant le même raisonnement pour une variation de l'instant de d¶epart, on obtiendrait de
même:

@S

@t1
= E(1) : (1.99)

Avec ces deux expressions et les r¶esultats du paragraphe pr¶ec¶edent, nous connaissons toutes les d¶eriv¶ees
partielles de l'action en fonction des conditions aux limites impos¶ees µa la trajectoire.

Notons ¶egalement qu'on peut retrouver facilement µa partir de ces expressions la conservation de
l'¶energie m¶ecanique. Si la fonction de Lagrange ne d¶epend pas explicitement du temps, l'action doit
être invariante dans une translation temporelle globale in¯nit¶esimale. La variation de l'action dans
cette translation s'¶ecrivant ¶evidemment ±S = (E(1) ¡ E(2))±t, on retrouve l'invariance de l'¶energie
m¶ecanique.

1.7 Deux th¶eorµemes utiles

Nous consid¶ererons dans ce paragraphe le cas particulier important des ¶energies potentielles ho-
mogµenes, c'est µa dire telles que:

U(®q1; : : : ; ®qn) = ®
kU(q1; : : : ; qn) : (1.100)

Ce cas, trµes sp¶eci¯que, se rencontre en fait dans une grande vari¶et¶e de problµemes de m¶ecanique:

² Pour l'oscillateur harmonique unidimensionnel U = Kx2=2 est ¶evidemment une fonction ho-
mogµene avec k = 2. Ce r¶esultat est bien sûr valide aussi pour les oscillateurs multidimensionnels.

² Le potentiel gravitationnel ou Coulombien en 1=r correspond µa k = ¡1.

² Le mouvement dans un champ uniforme (par exemple champ de pesanteur local) correspond
en¯n µa k = 1.

Le fait que U soit une fonction homogµene a deux cons¶equences importantes que nous allons ex-
aminer dans les prochains paragraphes. D'abord, on peut en d¶eduire des lois d'¶echelle utiles ¯xant la
d¶ependance relative de certains paramµetres des trajectoires (par exemple la troisiµeme loi de Kepler).
La deuxiµeme cons¶equence est le th¶eorµeme du viriel, d'une grande importance en m¶ecanique et physique
statistique.

1.7.1 Lois d'¶echelle

Consid¶erons une transformation d'¶echelle sur les coordonn¶ees g¶en¶eralis¶ees et le temps. Elle peut
s'¶ecrire:

qi ¡! ®qi (1.101)

t ¡! ¯t (1.102)

10Nous n'avons fait dans ce paragraphe aucune hypothµese sur la d¶ependance en temps de la fonction de Lagrange.
E n'est donc pas n¶ecessairement une quantit¶e conserv¶ee. En fait, plutôt que d'¶energie totale, nous devrions parler de
fonction de Hamilton (voir chapitre suivant).
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On en d¶eduit les transformations de quelques quantit¶es:

_qi ¡! ®

¯
_qi (1.103)

U ¡! ®kU (1.104)

T ¡!
µ
®

¯

¶2
T : (1.105)

Pour ¶etablir la derniµere ligne, il faut admettre que l'¶energie cin¶etique ne d¶epend que des _qi et pas de
qi. C'est en particulier le cas en coordonn¶ees cart¶esiennes standard. Nous supposerons cette condition
remplie dans toute la suite du paragraphe.

En g¶en¶eral, le lagrangien L ne se transforme pas de maniµere simple. En revanche, dans le cas
particulier oµu les facteurs d'¶echelle sur T et U sont les mêmes, c'est µa dire si on choisit les facteurs
d'¶echelle ® et ¯ de telle maniµere que: µ

®

¯

¶2
= ®k ; (1.106)

oµu encore
¯ = ®1¡k=2 ; (1.107)

la fonction de Lagrange est simplement multipli¶ee par un facteur d'¶echelle. Un tel facteur est sans
e®et sur les ¶equations du mouvement. A une trajectoire possible correspond donc aprµes cette transfor-
mation d'espace et de temps une autre trajectoire possible. Cette correspondance permet par exemple
d'obtenir les lois reliant la p¶eriode d'un mouvement µa l'extension spatiale de la trajectoire. Appliquons
ces arguments aux cas particuliµerement importants de l'oscillateur harmonique et du mouvement grav-
itationnel.

² Pour l'oscillateur harmonique, k = 2. L'¶equation (1.107) est donc satisfaite pour n'importe quelle
valeur de ® µa condition que ¯ = 1. On obtient donc une trajectoire possible en multipliant la
coordonn¶ee spatiale par un facteur arbitraire et en laissant inchang¶ee l'¶echelle de temps. On
retrouve ainsi trµes simplement l'isochronisme des oscillations de l'oscillateur harmonique.

² Pour le mouvement dans un champ gravitationnel uniforme, on a k = 1. L'¶equation (1.107) est
donc satisfaite si ¯ =

p
®. Deux trajectoires se correspondent donc si leurs extensions spatiales

` et `0 et temporelles (T et T 0) sont reli¶ees par T 0=T = p
`0=`. On retrouve ainsi, par exemple,

la d¶ependance en
p
` de la p¶eriode des oscillations d'un pendule simple de longueur `.

² En¯n, pour le cas du mouvement de Kepler dans un potentiel gravitationnel central, on a k = ¡1.
La relation (1.107) est donc satisfaite si ¯ = ®3=2. On en d¶eduit alors, par exemple, la troisiµeme
loi de Kepler qui relie la p¶eriode d'une orbite T µa son demi grand axe a: T 2=a3 est une constante.

Ces trois exemples illustrent bien la puissance de ces simples lois d'¶echelle. En fait, ce genre
d'arguments se transpose µa des domaines trµes vari¶es et permet souvent d'obtenir des lois trµes g¶en¶erales
par de simples consid¶erations d'¶echelle ou de dimensionnalit¶e.

1.7.2 Th¶eorµeme du Viriel

Nous ¶etablirons ici, dans le cas des ¶energies potentielles homogµenes, un lien utile entre les ¶energies
potentielles et cin¶etiques moyennes (moyenn¶ees sur un temps long devant les temps caract¶eristiques du
mouvement, la p¶eriode par exemple). Ce th¶eorµeme possµede de nombreuses applications en m¶ecanique
c¶eleste.

L'¶energie cin¶etique T est une forme quadratique des vitesses. On peut donc lui appliquer le
th¶eorµeme d'Euler:

2T =
X
i

@T

@ _qi
_qi : (1.108)
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L'¶energie potentielle ne d¶ependant pas des vitesses g¶en¶eralis¶ees, @T=@ _qi = @L=@ _qi. En utilisant la
d¶e¯nition des impulsions g¶en¶eralis¶ees, on peut mettre cette derniµere relation sous la forme:

2T =
X
i

pi _qi =
d

dt

X
i

piqi ¡
X
i

_piqi : (1.109)

Prenons maintenant la valeur moyenne temporelle de T d¶e¯nie comme:

T = lim
¿!1

1

¿

Z ¿

0
T dt : (1.110)

Notons que, dans le cas des mouvements p¶eriodiques, on peut d¶e¯nir la moyenne temporelle comme
l'int¶egrale sur une p¶eriode. En incluant dans cette d¶e¯nition de la valeur moyenne l'expression pr¶ec¶e-
dente de T , on trouve:

2T = lim
¿!1

1

¿

"X
i

piqi

#¿
0

¡ 1

¿

Z ¿

0

X
i

_piqi : (1.111)

Si le mouvement est born¶e, le terme tout int¶egr¶e reste ¯ni quand ¿ tend vers l'in¯ni et ne contribue
donc pas µa la valeur moyenne (il est strictement nul si le mouvement est p¶eriodique et si les int¶egrales
s'¶etendent sur exactement une p¶eriode). On a donc:

2T = ¡
X
i

_piqi ; (1.112)

ou encore, en utilisant les ¶equations de Lagrange _pi = @L=@qi,

2T = ¡
X
i

@L

@qi
qi : (1.113)

Si, comme dans le paragraphe pr¶ec¶edent, T ne d¶epend que des _qi, on a @L=@qi = ¡@U=@qi. Si en¯n
U est une fonction homogµene des coordonn¶ees de degr¶e k, on peut ¶ecrire:

2T = kU : (1.114)

Rappelons pour ¯nir les hypothµeses n¶ecessaires µa l'¶etablissement de cette propri¶et¶e:

² Les forces d¶erivent d'une ¶energie potentielle et les ¶equations de Lagrange s'appliquent sous la
forme ordinaire.

² L'¶energie potentielle est une fonction des coordonn¶ees homogµene et de degr¶e k.
² L'¶energie cin¶etique ne d¶epend que des vitesses g¶en¶eralis¶ees.
² Le mouvement est born¶e.
Ces hypothµeses contraignantes sont en fait assez souvent remplies. C'est par exemple le cas pour les

mouvements p¶eriodiques dans un potentiel gravitationnel central, oµu la relation s'¶ecrit, avec k = ¡1:

T = ¡1
2
U (1.115)

ou pour les mouvements dans un potentiel harmonique (n¶ecessairement born¶es) pour lesquels k = 2
et

T = U : (1.116)
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Chapitre 2

Formulation hamiltonienne

Nous pr¶esenterons briµevement dans ce chapitre la formulation hamiltonienne de la m¶ecanique. Bien
qu'elle soit strictement ¶equivalente µa la formulation lagrangienne, elle s'avµere souvent plus puissante
et d'un usage plus commode.

D'abord, d'un point de vue trµes utilitaire, la formulation hamiltonienne facilite la r¶esolution,
analytique ou num¶erique, des ¶equations du mouvement. Les ¶equations de Lagrange sont des ¶equations
di®¶erentielles du second ordre. Leur r¶esolution analytique n'est pas toujours facile, si elle est possible.
Trµes souvent (par exemple dµes le problµeme µa trois corps en m¶ecanique c¶eleste), on doit recourir µa
une int¶egration num¶erique. Il se trouve que les ¶equations di®¶erentielles du second ordre ne se prêtent
pas trµes bien µa une telle int¶egration. Il se pose en particulier des problµemes s¶evµeres de stabilit¶e
num¶erique. En revanche, les ¶equation di®¶erentielles du premier ordre s'intµegrent trµes ais¶ement et de
fa»con num¶eriquement stable. Comme nous le verrons, les ¶equations de Hamilton sont du premier
ordre.

En fait, le formalisme hamiltonien consiste µa traiter sur un même plan les positions et les impul-
sions g¶en¶eralis¶ees associ¶ees. Outre la transformation d'une ¶equation de Lagrange du second ordre,
portant sur la position seule, en deux ¶equations de Hamilton du premier ordre reliant position et im-
pulsion, cette approche ouvre la voie µa des changements de variables (nous dirons des transformations
canoniques) trµes puissants. Plutôt que de changer simplement de coordonn¶ees g¶en¶eralis¶ees, on peut
en e®et m¶elanger positions et impulsions dans un changement de variables. Il est même possible ainsi
d'¶echanger le rôle des impulsions et des positions ou de prendre les conditions aux limites comme
nouvelles variables. Cette immense libert¶e dans le choix de la description du problµeme est au centre
de nombreuses m¶ethodes de r¶esolution des problµemes de m¶ecanique.

Un autre avantage d¶ecisif de la formulation hamiltonienne est qu'elle se prête µa merveille µa des
m¶ethodes de perturbations (d¶eveloppement de la solution en puissance des perturbations, suppos¶ees
petites, par rapport µa un problµeme dont la solution est connue). Ces m¶ethodes sont d'une importance
primordiale en m¶ecanique c¶eleste (prise en compte, par exemple, des perturbations au mouvement
de Kepler dues aux autres planµetes). En¯n, et surtout, c'est la formulation hamiltonienne de la
m¶ecanique classique qui se prête µa la quanti¯cation (dite, elle aussi, canonique). Nous n'aborderons
pas ce problµeme, mais un certain nombre des notions que nous introduirons dans ce chapitre par-
faitement classique ont une contrepartie dans le formalisme quantique. Si, de maniµere ¶evidente, la
fonction de Hamilton est remplac¶ee par l'op¶erateur hamiltonien, les crochets de Poisson, par exemple,
correspondent aux commutateurs.

2.1 Equations de Hamilton

Nous partons de la formulation lagrangienne ¶etablie au chapitre pr¶ec¶edent, dans sa forme la plus
simple. Nous n'int¶egrerons donc pas les g¶en¶eralisations aux forces ne d¶erivant pas d'un potentiel
(mises µa part les forces ¶electromagn¶etiques) ni les g¶en¶eralisations µa des liaisons non holonomes. On

45
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d¶e¯nit les impulsions g¶en¶eralis¶ees µa partir de la fonction de Lagrange des positions, de vitesses et du
temps1 par

pi =
@L

@ _qi
(2.1)

et on peut ¶ecrire les ¶equations de Lagrange sous la forme:

_pi =
@L

@qi
: (2.2)

Ces ¶ecritures font apparâ³tre L comme une fonction naturelle des qi et des _qi, dont les d¶eriv¶ees partielles
respectives sont les _pi et les pi. La \di®¶erentielle totale" du lagrangien s'¶ecrit alors:

dL =
X
i

pid _qi +
X
i

_pidqi : (2.3)

La technique des transformations de Legendre, largement illustr¶ee en thermodynamique classique2,
permet de passer de L µa une fonction dont la di®¶erentielle s'exprime de fa»con naturelle en fonction
des qi et des pi. Posons en e®et

H =
X
i

pi _qi ¡ L : (2.4)

Nous appellerons H la fonction de Hamilton. Notons que, pour les systµemes conservatifs, la d¶e¯nition
de la fonction de Hamilton coÄ³ncide avec celle de l'¶energie totale. En revanche, pour des systµemes oµu
la fonction de Lagrange d¶epend explicitement du temps, la notion d'¶energie m¶ecanique totale perd
tout son int¶erêt, alors que la fonction de Hamilton garde son sens et permet toujours d'¶ecrire les
¶equations du mouvement. C'est ce caractµere plus g¶en¶eral de la fonction de Hamilton qui justi¯e de ne
pas la confondre avec l'¶energie totale. La di®¶erentielle de la fonction de Hamilton s'¶ecrit sans di±cult¶e
comme:

dH =
X
i

_qidpi ¡
X
i

_pidqi : (2.5)

H apparâ³t donc comme une fonction naturelle des pi et qi dont les d¶eriv¶ees partielles respectives
sont les _qi et les _pi. Les 2n ¶equations de Hamilton, ¶equivalentes aux n ¶equations de Lagrange, qui
permettent la r¶esolution du problµeme avec les conditions aux limites, s'¶ecrivent donc:

@H

@pi
= _qi (2.6)

@H

@qi
= ¡ _pi ; (2.7)

auxquelles on pourrait ajouter la relation @H=@t = ¡@L=@t, qui ne pr¶esente d'int¶erêt que pour un
lagrangien et donc un hamiltonien d¶ependant explicitement du temps. Les positions et les impulsions
sont dites variables conjugu¶ees.

Comme attendu, nous avons donc remplac¶e les n ¶equations di®¶erentielles du second ordre que nous
donne le formalisme lagrangien, par un nombre double d'¶equations di®¶erentielles du premier ordre qui
se prêtent plus facilement µa une r¶esolution analytique ou num¶erique. Les conditions initiales naturelles
pour ces ¶equations sont les positions et les impulsions initiales (alors que c'¶etaient les positions et les
vitesses initiales pour les ¶equations de Lagrange). Rappelons que les impulsions ne coÄ³ncident pas
n¶ecessairement avec les vitesses g¶en¶eralis¶ees, en particulier en pr¶esence de champs ¶electromagn¶etiques).

1Nous supposerons trµes souvent dans ce chapitre que la fonction de Lagrange ne d¶epend pas explicitement du temps.
L'¶energie m¶ecanique totale est alors une int¶egrale premiµere du mouvement.

2C'est en e®et la transformation qui permet, par exemple, de passer de l'¶energie interne U , dont la di®¶erentielle
s'exprime simplement en fonction de celles du volume et de l'entropie, µa l'enthalpie H, faisant intervenir pression et
entropie.
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Notons en¯n la sym¶etrie remarquable de ces ¶equations, qui traitent de fa»con tout µa fait analogue les
positions et les impulsions (µa un signe prµes).

Notons aussi que si qi est une coordonn¶ee cyclique, la fonction de Lagrange et donc la fonction
de Hamilton ne d¶ependent pas explicitement de qi. On d¶eduit alors imm¶ediatement des ¶equations de
Hamilton que pi est une constante du mouvement.

Examinons maintenant le cas particulier oµu les forces d¶erivent d'une ¶energie potentielle ne d¶epen-
dant que des positions et oµu les coordonn¶ees g¶en¶eralis¶ees coÄ³ncident avec les coordonn¶ees cart¶esiennes.
La fonction de Lagrange s'¶ecrit L = T ¡ U et les impulsions g¶en¶eralis¶ees coÄ³ncident avec la d¶e¯nition
habituelle p® = m®v®. La fonction de Hamilton, qui est identique µa l'¶energie totale, s'¶ecrit alors
H = T + U et les ¶equations de Hamilton s'¶ecrivent:

rp®H = v® (2.8)

rr®H = ¡ _p® : (2.9)

En ¶ecrivant H =
P
® p

2
®=2m® + U , on en d¶eduit:

p®=m® = v® (2.10)

F® = _p® : (2.11)

La premiµere de ces deux ¶equations de Hamilton n'est autre que la d¶e¯nition de l'impulsion en termes
de la vitesse. La deuxiµeme n'est autre que le principe fondamental de la dynamique, oµu on a remplac¶e
l'acc¶el¶eration par la d¶eriv¶ee par rapport au temps de l'impulsion. Dans ce cas trµes simple, l'¶ecriture
des ¶equations de Hamilton µa partir des ¶equations de Newton revient µa prendre comme variables
ind¶ependantes position et vitesse, un changement de variable bien connu pour transformer les ¶equations
di®¶erentielles du second ordre en ¶equations du premier ordre.

Examinons maintenant un autre cas trµes important: celui de particules charg¶ees dans un champ
¶electromagn¶etique. Nous supposerons encore que les coordonn¶ees sont les coordonn¶ees cart¶esiennes
habituelles. Nous avons montr¶e au chapitre pr¶ec¶edent que la fonction de Lagrange s'¶ecrit:

L =
X
®

(T® ¡ q®V® + q®A® ¢ v®) ; (2.12)

oµu V® et A® sont les potentiels scalaires et vecteur vus par la particule ®.
Pour passer aux ¶equations de Hamilton, la premiµere ¶etape est de d¶eterminer l'impulsion g¶en¶eralis¶ee

p®:
p® =rv®L = m®v® + q®A® : (2.13)

On voit bien que, sauf dans le cas de l'¶electrostatique, l'impulsion g¶en¶eralis¶ee ne coÄ³ncide pas avec la
quantit¶e de mouvement ordinaire.

On peut alors ¶ecrire sans di±cult¶es la fonction de Hamilton:

H =
X
®

p® ¢ v® ¡ L =
X
®

µ
1

2
m®v

2
® + q®V®

¶
: (2.14)

De fa»con trµes remarquable, la fonction de Hamilton ¶ecrite sous cette forme ne fait pas intervenir le
potentiel vecteur magn¶etique. En e®et, au moins dans le cas oµu les potentiels sont statiques, nous avons
vu au chapitre pr¶ec¶edent que l'¶energie totale conserv¶ee des particules est la somme de leur ¶energie
cin¶etique et de l'¶energie potentielle ¶electrostatique. On pourrait craindre qu'une telle fonction de
Hamilton ne conduise µa des ¶equations du mouvement qui ne font plus intervenir le champ magn¶etique.
Bien sûr il n'en est rien. On doit en e®et, pour ¶ecrire les ¶equations de Hamilton, exprimer H comme
une fonction des impulsions g¶en¶eralis¶ees, non pas des vitesses. En utilisant le lien entre impulsion et
vitesse, on obtient:

H =
X
®

"
(p® ¡ q®A®)2

2m®
+ q®V®

#
: (2.15)
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Cette expression du hamiltonien de particules dans un champ nous sera utile dans la quatriµeme partie.
Nous aurons en e®et besoin du hamiltonien quantique d'un atome dans un champ de rayonnement.
Nous utiliserons simplement l'expression pr¶ec¶edente, en rempla»cant toutes les quantit¶es relatives µa la
particule par les op¶erateurs quantiques correspondants.

A titre d'exercice, ¶ecrivons les ¶equations du mouvement µa partir de cette expression du hamiltonien,
et v¶eri¯ons que nous retrouvons bien la force de Lorentz habituelle. Pour all¶eger les notations, nous ne
consid¶ererons que le cas d'une particule unique et nous omettrons donc l'indice ®. Le lecteur pourra
ais¶ement r¶etablir le cas g¶en¶eral.

Notons d'abord qu'une des ¶equations de Hamilton redonne trivialement, comme dans le cas d'un
potentiel standard, la d¶e¯nition de l'impulsion g¶en¶eralis¶ee en termes de la vitesse. Nous nous focalis-
erons donc sur l'autre ¶equation, qui s'¶ecrit:

_p = ¡rH = ¡qrV ¡r(p¡ qA)
2

2m
; (2.16)

oµu les gradients s'entendent par rapport µa la position r de la particule. Le gradient du carr¶e scalaire
peut se d¶evelopper comme gradient d'un produit scalaire:

r(p¡ qA)2 = 2 f[(p¡ qA) ¢r] (p¡ qA) + (p¡ qA)£ [r£ (p¡ qA)]g : (2.17)

Dans cette ¶equation, seul le potentiel vecteur est µa consid¶erer comme une fonction de r. On peut
alors simpli¯er cette expression et la d¶eriv¶ee de l'impulsion s'¶ecrit, en faisant intervenir la vitesse de
la particule:

_p = ¡rH = ¡qrV + q(v ¢r)A+ qv £B : (2.18)

En nous souvenant que:

¡rV = E+ @A
@t

(2.19)

et que

(v ¢r)A =
dA

dt
¡ @A
@t

(2.20)

(d¶eriv¶ee hydrodynamique), on a

_p = qE+ qv £B+ q dA
dt

: (2.21)

Si en¯n on exprime la variation de l'impulsion en fonction de l'acc¶el¶eration, on retrouve bien le principe
fondamental avec la force de Lorentz sous sa forme standard. Si nous ne doutions guµere du r¶esultat,
il ¶etait important de l'¶etablir explicitement. Il nous a fait bien sentir la di®¶erence essentielle entre
quantit¶e de mouvement (au sens de la dynamique newtonienne) et impulsion g¶en¶eralis¶ee.

2.2 Crochets de Poisson

Nous allons introduire dans ce paragraphe une notation que nous n'utiliserons guµere dans ce cours,
trµes ¶el¶ementaire, de m¶ecanique analytique. En revanche, l'analogie et le lien formel trµes important
entre ces crochets de Poisson et les commutateurs de la m¶ecanique quantique rendent importante leur
introduction µa ce point. Nous pr¶eciserons d'ailleurs rapidement ces liens.

Consid¶erons une fonction f quelconque des impulsions, des positions et du temps. On peut en
¶ecrire la d¶eriv¶ee totale par rapport au temps, le long de la trajectoire suivie par le systµeme, sous la
forme:

df

dt
=
@f

@t
+
X
i

@f

@pi
_pi +

X
i

@f

@qi
_qi : (2.22)
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En utilisant les ¶equations de Hamilton, nous mettrons cette d¶eriv¶ee sous la forme:

df

dt
=
@f

@t
+ fH; fg ; (2.23)

oµu fH; fg est le crochet de Poisson de f avec H, d¶e¯ni par:

fH; fg =
X
i

@H

@pi

@f

@qi
¡ @H
@qi

@f

@pi
: (2.24)

Le crochet de Poisson est une forme bilin¶eaire antisym¶etrique de ses arguments. C'est aussi le
cas des commutateurs entre op¶erateurs en m¶ecanique quantique. Au delµa d'une simple remarque
math¶ematique et d'une ¶evidente analogie de notations, nous allons, tout au long de ce paragraphe,
rencontrer de nombreuses similitudes entre crochets de Poisson et commutateurs. En fait les uns sont
la version classique des autres.

Notons ¶egalement que les crochets de Poisson peuvent être utilis¶es pour d¶ecrire l'¶evolution tem-
porelle d'une densit¶e de probabilit¶e dans l'espace des phases. En e®et, si W (pi; qi) repr¶esente la
probabilit¶e pour que les coordonn¶ees g¶en¶eralis¶ees et leurs impulsions conjugu¶ees prennent les valeurs
pi; qi, W ¶evolue dans le temps selon l'¶equation:

@W

@t
= fH;Wg : (2.25)

Cette ¶equation est en fait le premier terme d'un d¶eveloppement en puissances de ¹h de l'¶evolution
d'une fonction de distribution de quasi{probabilit¶e dans l'espace des phase, trµes utilis¶ee en m¶ecanique
quantique: la distribution de Wigner (d¶eveloppement de Moyal). Au premier ordre en ¹h, comme on
pouvait s'y attendre, l'¶evolution quantique de la densit¶e de probabilit¶e dans l'espace des phases est la
même que l'¶equation d'¶evolution classique.

Supposons que la fonction f ne fasse pas intervenir explicitement le temps. La condition n¶ecessaire
et su±sante pour que f soit une int¶egrale premiµere du mouvement est alors que fH; fg = 0. La nullit¶e
du crochet de Poisson avec la fonction de Hamilton est ¶equivalente avec la constance de la fonction.
Cette propri¶et¶e est µa rapprocher de son ¶equivalent quantique. La condition pour qu'un op¶erateur
F soit une constante du mouvement est en e®et que son commutateur [H;F ] avec le hamiltonien
s'annule.

On peut bien sûr d¶e¯nir le crochet de Poisson de deux fonctions quelconques des positions des
impulsions et du temps, estim¶ees sur la trajectoire du systµeme:

ff; gg =
X
i

@f

@pi

@g

@qi
¡ @f

@qi

@g

@pi
: (2.26)

On d¶eduit de cette expression les propri¶et¶es essentielles de l'algµebre des crochets de Poisson:

ff; gg = ¡fg; fg (2.27)

ff;Cg = 0 (2.28)©
f + f 0; g

ª
= ff; gg+ ©f 0; gª (2.29)

fCf; gg = C ff; gg (2.30)

ff; qig =
@f

@pi
(2.31)

ff; pig = ¡ @f
@qi

; (2.32)

oµu C est une constante arbitraire. On en d¶eduit facilement les crochets de Poisson des impulsions et
positions:

fqi; qkg = 0 (2.33)

fpi; pkg = 0 (2.34)

fpi; qkg = ±i;k (2.35)
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Il est int¶eressant de noter la similitude entre ces \relations de commutation" classiques et leur analogue
quantique ([Xi; Pk] = i¹h±ik). De fa»con trµes g¶en¶erale, nous verrons que les crochets de Poisson des
quantit¶es classiques coÄ³ncident, µa un facteur ¡i¹h prµes, avec les commutateurs quantiques.

Notons une derniµere propri¶et¶e utile des crochets de Poisson, la relation de Jacobi:

ff; fg; kgg+ fg; fk; fgg+ fk; ff; ggg = 0 (2.36)

(nullit¶e de la somme de tous les crochets de Poisson obtenus par permutation circulaire des trois
fonctions).

Comme nous l'avons d¶ejµa mentionn¶e, les crochets de Poisson sont utiles pour la recherche des
int¶egrales premiµeres du mouvement. Pr¶ecisons encore ce point en montrant que si f et g sont deux
int¶egrales premiµeres du mouvement, leur crochet de Poisson est aussi une int¶egrale premiµere. En
d'autres termes, nous allons montrer que, si df=dt = 0 et dg=dt = 0, alors d ff; gg =dt = 0. Nous
avons:

d

dt
ff; gg =

@

@t
ff; gg+ fH; ff; ggg

=

½
@f

@t
; g

¾
+

½
f;
@g

@t

¾
¡ ff; fg;Hgg ¡ fg; fH; fgg

=

½
@f

@t
+ fH; fg ; g

¾
+

½
f;
@g

@t
+ fH; gg

¾
=

½
df

dt
; g

¾
+

½
f;
dg

dt

¾
= 0 : (2.37)

Si donc on connâ³t deux int¶egrales premiµeres du mouvement, on peut en trouver en principe une
troisiµeme en prenant leur crochet de Poisson. Rien ne garantit n¶eanmoins que cette troisiµeme int¶egrale
ne soit triviale (nulle en particulier) ou d¶ejµa connue. Notons lµa encore qu'il existe un analogue quan-
tique ¶evident µa cette propri¶et¶e: si deux op¶erateurs commutent avec le hamiltonien (et sont donc des
constantes du mouvement), alors leur commutateur commute lui aussi avec le hamiltonien et donne
une troisiµeme constante du mouvement.

Pour clore ce paragraphe, consid¶erons briµevement le cas des trois composantes Lx; Ly et Lz du
moment cin¶etique total L. Nous nous placerons, pour ¯xer les id¶ees, dans le cas d'une particule unique,
et nous laisserons les g¶en¶eralisations au lecteur. Nous avons montr¶e au chapitre pr¶ec¶edent que L = r£
p. On en d¶eduit Lx = ypz¡zpy (et les deux autres composantes par permutation circulaire des indices).
Le crochet de Poisson fLx; Lyg fait intervenir les d¶eriv¶ees partielles des composantes concern¶ees du
moment cin¶etique par rapport aux composantes de la position et de l'impulsion. L'expression des
composantes du moment cin¶etique permet de calculer facilement ces d¶eriv¶ees. Aprµes un calcul sans
grand int¶erêt, on obtient:

fLx; Lyg = ¡Lz (2.38)

et les trois relations se d¶eduisant de celle ci par permutation circulaire des indices. Notons, une fois
de plus, l'analogie entre ces ¶equations et leur contrepartie quantique:

[Lx; Ly] = i¹hLz ; (2.39)

relations d'un trµes grande importance puisqu'elles d¶e¯nissent ce qu'est un moment cin¶etique quantique.

Nous avons vu au chapitre pr¶ec¶edent que l'invariance par rotation arbitraire autour d'un axe
impliquait la conservation de la composante du moment cin¶etique sur cet axe. Imaginons qu'on ait pu
montrer la conservation de Lx et Ly. Il en r¶esulte, comme nous venons de le montrer, la conservation
de leur crochet de Poisson, c'est µa dire de Lz. Il su±t en fait que le moment par rapport µa deux axes
perpendiculaires soit conserv¶e pour que le moment cin¶etique total le soit.
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Nous pouvons aussi appliquer ces relations µa l'¶etude d'un problµeme dynamique important. Nous
consid¶ererons un systµeme dynamique dont le hamiltonien peut s'¶ecrire H =  ¢L, oµu  est un vecteur
constant. C'est par exemple le hamiltonien d'une particule dont le moment cin¶etique est proportionnel
au dipôle magn¶etique, quand elle est plong¶ee dans un champ magn¶etique uniforme (problµeme de la
\pr¶ecession de Larmor", dont la version quantique est d'une grande importance dans la compr¶ehension
de l'e®et Zeeman). Les seules variables dynamiques importantes sont les composantes du moment
cin¶etique. On peut ¶ecrire:

dL

dt
= fH;Lg = f ¢ L;Lg (2.40)

En utilisant les relations de crochets de poisson entre les composantes de L, on a, par exemple,

dLx
dt

= yLz ¡zLy (2.41)

soit encore
dL

dt
= £ L : (2.42)

On retrouve ais¶ement que le moment cin¶etique pr¶ecesse autour du vecteur ¯xe  avec une pulsation
.

2.3 Action et hamiltonien

Nous allons revenir sur le principe variationnel. Nous allons ¶ecrire l'action en fonction du hamiltonien,
et montrer qu'on peut retrouver les ¶equations de Hamilton en ¶ecrivant la stationnarit¶e de cette ex-
pression de l'action par rapport µa certaines variations in¯nit¶esimales de la trajectoire. Ce paragraphe
ne nous apprendra rien que nous ne sachions d¶ejµa, mais il est n¶ecessaire µa la coh¶erence de tout notre
¶edi¯ce.

Le lien entre fonction de Lagrange et fonction de Hamilton nous permet d'¶ecrire l'action sous la
forme:

S =

Z t2

t1

ÃX
i

pi _qi ¡H
!
dt ; (2.43)

avec les notations du premier chapitre.
Ecrivons maintenant, pour retrouver les ¶equations de Hamilton, que l'action est stationnaire pour

la trajectoire e®ectivement suivie. L'accroissement ±S de l'action dans un accroissement in¯nit¶esimal
de la trajectoire doit donc s'annuler. Nous consid¶ererons donc deux trajectoires. La trajectoire
de r¶ef¶erence est la trajectoire e®ectivement suivie, d¶e¯nie par qi(t) et pi(t) (les variables naturelles
dans une approche hamiltonienne sont les positions et les impulsions). L'autre trajectoire (in¯niment
proche) est d¶e¯nie µa chaque instant par qi(t) + ±qi(t) et pi(t) + ±pi(t). Nous imposerons aux deux
trajectoires de coÄ³ncider µa l'instant initial et µa l'instant ¯nal: ±qi(1) = ±qi(2) = 0. Il est naturel
de consid¶erer, dans une approche hamiltonienne, les pi et les qi comme des variables ind¶ependantes.
Nous n'imposerons donc aucune condition aux ±pi, ni aux extr¶emit¶es de la trajectoire, ni µa aucun
instant. Il faut bien voir que nous pouvons ainsi consid¶erer des trajectoires vari¶ees qui n'auraient pas
de sens du point de vue de la simple cin¶ematique: si les impulsions coÄ³ncident avec les quantit¶es de
mouvement (mv), varier les vitesses ind¶ependamment des positions implique que, sur la trajectoire
vari¶ee, les vitesses puissent ne plus être ¶egales aux d¶eriv¶ees des positions (avec une di®¶erence au
premier ordre dans les petits accroissements). Ce n'est qu'au prix de cette libert¶e toute math¶ematique
que nous pourrons retrouver l'¶equation de Hamilton qui contient en fait la d¶e¯nition des impulsions
g¶en¶eralis¶ees (de la vitesse dans le cas trµes simple que nous venons de mentionner).

Avec ces notations, l'accroissement de l'action s'¶ecrit simplement:

±S =

Z t2

t1

ÃX
i

(±pi _qi + pi± _qi)¡ ±H
!
dt : (2.44)
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L'accroissement de H entre la trajectoire de r¶ef¶erence et la trajectoire vari¶ee s'¶ecrit simplement:

±H =
X
i

@H

@qi
±qi +

@H

@pi
±pi (2.45)

On peut donc mettre ±S sous la forme:

±S =

Z t2

t1

X
i

±pi

∙
dqi
dt
¡ @H
@pi

¸
dt+

Z t2

t1

X
i

∙
pi± _qi ¡ @H

@qi
±qi

¸
dt : (2.46)

Consid¶erons plus particuliµerement le premier terme de la deuxiµeme int¶egrale. On peut l'int¶egrer par
parties pour faire apparâ³tre ±qi au lieu de ± _qi. Le terme tout int¶egr¶e dans cette int¶egration par
parties fait intervenir les accroissements ±qi aux instants t1 et t2. Il est donc identiquement nul. En
regroupant alors les termes proportionnels aux accroissements des positions et des impulsions, on peut
¶ecrire:

±S =

Z t2

t1

X
i

∙
dqi
dt
¡ @H
@pi

¸
±pi dt¡

Z t2

t1

X
i

∙
dpi
dt
+
@H

@qi

¸
±qi dt : (2.47)

±S ne s'annulera quels que soient les accroissements des positions et impulsions que si les termes
entre crochets dans chaque int¶egrale s'annulent identiquement sur la trajectoire e®ectivement suivie.
On montre bien ainsi que cette trajectoire ob¶eit e®ectivement aux ¶equations de Hamilton, que nous
aurions parfaitement pu ¶etablir par ce raisonnement.

Il existe, dans le cadre de le formulation hamiltonienne, un autre principe variationnel, le principe
de Maupertuis, qui permet de trouver la forme de la trajectoire, mais pas la loi horaire. Ce principe
s'apparente de trµes prµes µa celui de Fermat, qui permet de d¶eterminer en optique la trajectoire des
rayons lumineux. Nous n'aborderons pas ici le principe de Maupertuis, largement discut¶e dans les
manuels3.

2.4 Transformations canoniques

Nous abordons ici ce qui constitue sans doute l'int¶erêt essentiel de la formulation hamiltonienne.
La complµete sym¶etrie entre les positions et impulsions va en e®et nous permettre d'envisager des
changements de variables mêlant ces deux types de quantit¶es. Nous verrons qu'on peut ainsi rendre
complµetement triviale la dynamique d'un problµeme, en prenant par exemple comme nouvelles vari-
ables les conditions initiales. Bien sûr, la di±cult¶e est de trouver le bon changement de variables.
Nous n'aborderons pas, faute de place, les m¶ethodes permettant de les d¶eterminer. Nous pro¯terons
¶egalement de ce paragraphe pour ¶etablir le th¶eorµeme de Liouville, qui joue un rôle central en physique
statistique et dans l'¶etude de la dynamique des systµemes complexes.

2.4.1 Principe

Revenons un instant au formalisme lagrangien. Les qi et leurs vitesses _qi ne sont pas des variables
ind¶ependantes. Le seul type de changement de variable que l'on puisse envisager est donc de d¶e¯nir
de nouvelles coordonn¶ees g¶en¶eralis¶ees Qi, calculables µa partir des qi et du temps (la relation ¶etant
inversible). On peut alors ¶ecrire la fonction de Lagrange en fonction des Qi, les ¶equations de Lagrange
correspondantes et r¶esoudre ainsi le problµeme { en esp¶erant qu'il soit plus simple en terme des nouvelles
variables. Nous appellerons une telle transformation des coordonn¶ees g¶en¶eralis¶ees une \transformation
ponctuelle". Nous allons maintenant voir qu'elle appartient µa un cadre beaucoup plus g¶en¶eral.

Dans le formalisme hamiltonien, les variables ind¶ependantes sont les qi et les pi. Nous pouvons
imaginer un changement de variables trµes g¶en¶eral sous la forme qi ¡! Qi(qi; pi; t) et pi ¡! Pi(qi; pi; t).

3On consultera en particulier le Goldstein.
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Les d¶e¯nitions des nouvelles positions et des nouvelles impulsions font intervenir toutes les anciennes
positions et impulsions. Ce changement de variables nous laisse donc toute libert¶e. Nous exigerons
cependant qu'il soit inversible, pour que l'¶etat du systµeme soit d¶etermin¶e de fa»con univoque par les
nouvelles coordonn¶ees, ce qui impose que les Qi et les Pi soient ind¶ependantes.

Pour que ce changement de variable soit utilisable dans un problµeme de m¶ecanique, il nous faut
cependant lui imposer une contrainte suppl¶ementaire. Il faut en e®et qu'il existe un nouveau hamil-
tonien H 0(Qi; Pi; t) qui donne les ¶equations de Hamilton pour les nouvelles variables. Nous dirons
alors que la transformation est \canonique".

Supposons que H 0 existe bien. Le principe variationnel abord¶e au paragraphe pr¶ec¶edent s'¶ecrit:

±

Z t2

t1

ÃX
i

pi _qi ¡H
!
dt = 0 (2.48)

en terme des anciennes variables et

±

Z t2

t1

ÃX
i

Pi _Qi ¡H 0
!
dt = 0 (2.49)

en termes des nouvelles. Pour que ces deux principes variationnels donnent les mêmes ¶equations du
mouvement, il su±t que les deux quantit¶es int¶egr¶ees ne di®µerent que de la d¶eriv¶ee totale par rapport
au temps d'une fonction F . En e®et, cette di®¶erence ne contribue aux int¶egrales que par un terme de
la forme F (2)¡ F (1), qui ne varie pas quand on varie la trajectoire. On peut mettre cette condition
sous la forme: X

i

pidqi ¡Hdt =
X
i

PidQi ¡H 0dt+ dF ; (2.50)

dF ¶etant l'accroissement de F entre deux instants voisins. Il su±t donc, pour que la transformation
soit canonique, qu'il existe une fonction F telle que:

dF =
X
i

pidqi ¡
X
i

PidQi + (H
0 ¡H)dt (2.51)

ou encore:
@F

@qi
= pi; ¡ @F

@Qi
= Pi; H 0 = H +

@F

@t
(2.52)

Si e®ectivement la donn¶ee d'une fonction F (qi; Qi; t) permet, en ¶ecrivant les relations aux d¶eriv¶ees
partielles pr¶ec¶edentes, de d¶eterminer complµetement la transformation, celle-ci sera une transformation
canonique et le nouveau hamiltonien sera connu.

Pour montrer que la donn¶ee de F d¶etermine complµetement la transformation, consid¶erons les n
¶equations @F (qi; Qi; t)=@qi = pi. On peut, au moins formellement et sauf cas pathologique, les r¶esoudre
en termes des n \inconnues" Qi et trouver ainsi les n fonctions Qi(qi; pi; t). On peut alors calculer
facilement, en fonction des qi; Qi et de t les n d¶eriv¶ees partielles ¡@F=@Qi qui donnent les nouvelles
impulsions Pi(qi; Qi; t). En reportant les expressions des Qi, on trouve alors les Pi(qi; pi; t), ce qui
achµeve de d¶eterminer complµetement la transformation. Le nouveau hamiltonien H 0 peut alors être
calcul¶e et on peut ¶ecrire les ¶equations de Hamilton en termes des nouvelles variables.

En r¶esum¶e, la donn¶ee d'une fonction F (qi; Qi; t) d¶etermine en g¶en¶eral de fa»con univoque une
transformation g¶en¶eralis¶ee et assure que cette transformation soit canonique. En¯n, la donn¶ee de F
permet d'exprimer le nouveau hamiltonien. Pour toutes ces raisons F s'appelle la fonction g¶en¶eratrice
de la transformation4.

4Nous avons montr¶e qu'µa toute fonction g¶en¶eratrice correspond une transformation (sauf cas pathologique, certaines
fonctions ne d¶e¯nissant pas une transformation univoque { en particulier les constantes). Nous n'avons pas ¶etabli la
r¶eciproque, que nous admettrons.
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Nous avons choisi ici, de fa»con naturelle, de d¶e¯nir F par les variables qi et Qi. On peut imaginer
de d¶e¯nir une transformation canonique par un autre couple de variables. F ¶etant donn¶ee, consid¶erons
en e®et la fonction © d¶e¯nie par:

© = F +
X
i

PiQi ; (2.53)

et r¶esultant donc d'une transformation de Legendre sur la fonction F . Á est donc a priori une fonction
naturelle des qi; Pi. On peut s'en convaincre en ¶ecrivant sa di®¶erentielle:

dÁ =
X
i

pidqi +
X
i

QidPi + (H
0 ¡H)dt : (2.54)

Les d¶eriv¶ees partielles de Á sont donc:

@Á

@qi
= pi;

@Á

@Pi
= Qi; H 0 = H +

@Á

@t
: (2.55)

Comme dans le cas pr¶ec¶edent, on peut montrer ais¶ement que la donn¶ee de Á et les relations aux
d¶eriv¶ees partielles ci{dessus d¶eterminent complµetement la transformation canonique. Pour cela, on
r¶esout les n ¶equations @Á=@qi = pi en termes des Pi(qi; pi; t). En reportant ces expressions dans les n
autres relations, on achµeve de d¶eterminer la transformation en obtenant les Qi.

Nous laissons au lecteur le soin de montrer qu'il existe encore deux expressions possibles pour une
transformation canonique. L'une fait intervenir ª(pi; Qi; t) = F ¡Pi qipi et les relations:

@ª

@pi
= ¡qi; @ª

@Qi
= ¡Pi H 0 = H +

@ª

@t
: (2.56)

L'autre utilise la fonction ¥(pi; Pi; t) = Á¡PiQiPi et les relations:

@¥

@pi
= ¡qi; @¥

@Pi
= Qi H 0 = H +

@¥

@t
: (2.57)

La donn¶ee au choix de l'une de ces quatre fonctions d¶etermine donc complµetement une transformation
canonique. Si la fonction g¶en¶eratrice ne fait pas intervenir explicitement le temps, les fonctions de
Hamilton coÄ³ncident dans les anciennes et les nouvelles repr¶esentations (il existe en fait un lien trµes
profond entre les transformations canoniques et les changements de repr¶esentation ou les transforma-
tions unitaires en m¶ecanique quantique). Le choix immense des fonctions g¶en¶eratrices possibles donne
une id¶ee de la puissance de la m¶ethode.

2.4.2 Transformations canoniques et crochets de Poisson

En fait la propri¶et¶e essentielle des transformations canoniques est qu'elles conservent les crochets de
Poisson:

ff; ggp;q = ff; ggP;Q ; (2.58)

oµu

ff; ggp;q =
X
i

@f(pi; qi; t)

@pi

@g

@qi
¡ @f

@qi

@g

@pi
; (2.59)

et

ff; ggP;Q =
X
i

@f(Pi; Qi; t)

@Pi

@g

@Qi
¡ @f

@Qi

@g

@Pi
: (2.60)

On peut bien sûr d¶emontrer cette relation en utilisant la fonction g¶en¶eratrice de la transformation. Il
existe cependant une d¶emonstration beaucoup plus intuitive. Limitons nous pour cela au cas oµu f et g
ne d¶ependent pas explicitement du temps et au cas oµu la fonction g¶en¶eratrice de la transformation ne
d¶epend pas non plus du temps. Il doit exister un problµeme de m¶ecanique d¶ecrit par les qi; pi dont la
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fonction g(pi; qi) serait le hamiltonien. Le crochet de Poisson ff; ggp;q apparâ³t alors comme la d¶eriv¶ee
temporelle de la fonction f le long d'un trajectoire solution de ce problµeme ¯ctif. La fonction g(Pi; Qi)
est le hamiltonien H 0 du même problµeme dans les coordonn¶ees transform¶ees. Le crochet de Poisson
ff; ggP;Q est la d¶eriv¶ee temporelle de f dans cette repr¶esentation. Mais df=dt doit être ind¶ependante
de la repr¶esentation, ce qui implique l'¶egalit¶e des crochets de Poisson. Cette relation, ¶etablie ici dans
un cas un peu particulier, est en fait g¶en¶erale. Elle permet, par exemple, de calculer facilement les
crochets de poisson des nouvelles variables dans la repr¶esentation des anciennes, ce que nous laisserons
au lecteur µa titre d'exercice.

2.4.3 Exemples de transformations canoniques

Nous donnons ici, µa titre d'illustration, quelques fonctions g¶en¶eratrices d¶e¯nissant des transformations
canoniques particuliµerement simples. Nous montrerons aussi comment les transformations canoniques
permettent de rendre triviale la solution d'un problµeme de m¶ecanique.

² ©(qi; Pi; t) = P
i qiPi. Le temps n'intervenant pas dans la fonction g¶en¶eratrice, nous avons bien

sûr H 0 = H. En appliquant les relations aux d¶eriv¶ees partielles, nous trouvons sans di±cult¶es
pi = Pi et Qi = qi. Cette fonction g¶en¶eratrice d¶e¯nit donc la transformation unit¶e, ce qui ne
pr¶esente guµere d'interêt.

² ©(qi; Pi; t) = P
i Ái(qj; t)Pi. Lµa encore, on trouve sans di±cult¶es Qi = Ái(qj; t). Cette fonction

g¶enµere donc l'ensemble des transformations ponctuelles, ¶eventuellement d¶ependantes du temps,
qui d¶e¯nissent les nouvelles cordonn¶ees en fonction seulement des anciennes. L'avantage de
l'approche en termes de transformations canoniques est que l'application des autres relations
aux d¶eriv¶ees partielles nous donne pi =

P
k(@Ák=@qi)Pi, systµeme qui permet de d¶eterminer

les nouvelles impulsions en fonction des anciennes et des coordonn¶ees. Notons que, si les Ái
d¶ependent du temps, les deux hamiltoniens H et H 0 peuvent di®¶erer.

² F =
P
i(qiQi). On trouve alors imm¶ediatement pi = Qi et Pi = ¡qi. A un signe prµes, cette

fonction r¶ealise l'¶echange des coordonn¶ees et des impulsions, illustrant le rôle trµes sym¶etrique
que jouent ces notions dans l'approche hamiltonienne.

Nous allons montrer maintenant comment une transformation canonique bien choisie permet de
rendre complµetement triviale la dynamique d'un systµeme. L'id¶ee est de rendre le nouveau hamiltonien
cyclique dans les nouvelles coordonn¶ees. Les nouvelles impulsions sont alors constantes et la dynamique
des nouvelles coordonn¶ees se r¶esume µa une ¶evolution lin¶eaire dans le temps. La di±cult¶e dans ce
genre d'approche, µa la base de nombreuses m¶ethodes de r¶esolution de problµemes de m¶ecanique, est
bien sûr d'exhiber la transformation canonique convenable, ce qui n'est pas toujours possible. Nous
consid¶ererons dans ce paragraphe le problµeme trivial d'un oscillateur harmonique µa une dimension.

Le hamiltonien H s'exprime simplement en fonction de la coordonn¶ee q et de l'impulsion conjugu¶ee
p par:

H =
p2

2m
+
m!2

2
q2 ; (2.61)

somme des ¶energies cin¶etiques et potentielles. On considµere alors la transformation canonique g¶en¶er¶ee
par la fonction

F (q;Q; t) =
1

2
m!q2 cotQ (2.62)

(le choix d'une telle transformation n'est guµere possible si on ne connâ³t d¶ejµa la solution du problµeme).
Cette fonction ne d¶ependant pas explicitement du temps, le nouveau et l'ancien hamiltonien coÄ³ncident.
A partir de cette fonction g¶en¶eratrice, on trouve

p =
@F

@q
= m!q cotQ (2.63)
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et

P = ¡@F
@Q

=
m!q2

2 sin2Q
(2.64)

On peut extraire de ces deux relations:

q =

s
2P

m!
sinQ ; p =

p
2m!P cosQ : (2.65)

Le nouveau hamiltonien peut alors être exprim¶e, comme il se doit, en termes des nouvelles variables:

H 0 =
p2

2m
+
m!2

2
q2 = !P : (2.66)

Comme nous l'esp¶erions, ce nouveau hamiltonien est cyclique dans la nouvelle coordonn¶ee Q. L'im-
pulsion conjugu¶ee, P , est donc une constante. Comme l'¶energie m¶ecanique totale est conserv¶ee dans
ce problµeme et coÄ³ncide avec la fonction de Hamilton, cette constante vaut simplement:

P =
E
!
: (2.67)

Elle est donc homogµene µa une action (produit d'une ¶energie par un temps). P s'appelle donc variable
d'action. On montre que, dans tout problµeme unidimensionnel, on peut trouver une variable d'action
conserv¶ee dans l'¶evolution. L'¶equation de Hamilton pour Q, _Q = @H 0=@P = !, donne simplement:

Q = !t+ Á : (2.68)

Q, ¶evoluant lin¶eairement avec le temps, se nomme variable d'angle. Lµa encore, dans tout problµeme
unidimensionnel, il existe une variable d'angle conjugu¶ee de la variable d'action. La solution explicite
du problµeme est donc donn¶ee en fonction de deux constantes arbitraires, comme il se doit, l'¶energie
m¶ecanique totale E et la phase Á, valeur initiale de la nouvelle coordonn¶ee. En utilisant alors la
transformation, on peut exprimer la solution en termes des variables initiales, et on trouve:

q =

s
2E
m!2

sin(!t+ Á) ; (2.69)

ce qui n'est pas vraiment un r¶esultat inattendu!
L'apparente simplicit¶e de cette approche, dans ce cas trivial, ne doit pas faire oublier que la grande

di±cult¶e est d'exhiber la fonction g¶en¶eratrice adapt¶ee. Nous ne pourrons aborder ici les m¶ethodes
vari¶ees de r¶esolution fond¶ees sur les transformations canoniques. Le lecteur pourra en trouver une
description d¶etaill¶ee dans le Goldstein.

2.4.4 Transformations canoniques et espace des phases

L'¶etat m¶ecanique du systµeme est complµetement d¶ecrit par la donn¶ee des n qi et des n pi. Autrement
dit, le systµeme est d¶ecrit comme un point dans un espace µa 2n dimensions que l'on appelle espace des
phases. Cet espace joue un trµes grand rôle en physique statistique. L'entropie, par exemple, peut être
d¶e¯nie comme le logarithme du nombre de con¯gurations accessibles au systµeme. Compter ce nombre
de con¯gurations, c'est compter la surface de l'espace des phases correspondant µa un petit intervalle
d'¶energie. L'espace des phases joue ¶egalement un rôle trµes important dans l'¶etude de la dynamique
complexe des systµeme (chaos classique, par exemple). Un point d'¶equilibre stable correspond µa un point
dans l'espace des phases, un mouvement p¶eriodique µa une trajectoire ferm¶ee simple, un mouvement
chaotique µa une trajectoire complexe parcourant rapidement tout le domaine accessible.

Les transformations canoniques transforment un espace des phases en un autre. La g¶eom¶etrie
de cette transformation n'est pas complµetement arbitraire, en raison des contraintes impos¶ees aux
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transformations canoniques. La propri¶et¶e essentielle est qu'une transformation canonique conserve le
volume dans l'espace des phases. Si on considµere un domaine V de l'espace des phases des \anciennes
coordonn¶ees", il lui correspond un domaine V 0 dans le nouvel espace. Pour des raisons ¶evidentes de
continuit¶e et d¶erivabilit¶e des transformations canoniques, V 0 est un ferm¶e connexe si V l'est. On peut
calculer le volume V du domaine V comme:

V =
Z
V
dq1 ¢ ¢ ¢ dqndp1 ¢ ¢ ¢ dpn ; (2.70)

et calculer de même le volume V 0 du domaine V 0.
Pour une transformation canonique, V = V 0.
Pour les math¶ematiciens cette propri¶et¶e d¶ecoule de fa»con imm¶ediate de la structure symplectique

de la transformation canonique. Nous allons ¶etablir cette propri¶et¶e de fa»con moins directe, mais peut
être plus accessible. Rappelons d'abord que:Z

V 0
dQ1 ¢ ¢ ¢ dQndP1 ¢ ¢ ¢ dPn =

Z
V
jJ j dq1 ¢ ¢ ¢ dqndp1 ¢ ¢ ¢ dpn ; (2.71)

oµu J est le Jacobien du changement de variable, d¶eterminant form¶e avec toutes les d¶eriv¶ees partielles
des nouvelles variables par rapport aux anciennes:

J =

¯̄̄̄
¯̄̄̄
¯̄̄
@Q1
@q1

¢ ¢ ¢ @Pn
@q1

...
. . .

...
@Q1
@pn

¢ ¢ ¢ @Pn
@pn

¯̄̄̄
¯̄̄̄
¯̄̄ ; (2.72)

que nous noterons ¶egalement

J =
@(Q1; : : : ; Pn)

@(q1; : : : ; pn)
: (2.73)

Ces notations deviennent tout µa fait triviales en dimension 1 et coÄ³ncident alors avec les changements
de variables standard dans les int¶egrales. Si nous prouvons que le Jacobien de toute transformation
canonique est 1, nous aurons ¶etabli la proposition cherch¶ee.

Pour cela, nous aurons besoin de deux propri¶et¶es des Jacobiens. D'abord:

@(Q1; : : : ; Pn)

@(q1; : : : ; pn)
=

@(Q1; : : : ; Qn; P1; : : : ; Pn)

@(q1; : : : qn; P1; : : : ; Pn)

@(q1; : : : ; qn; p1; : : : ; pn)

@(q1; : : : qn; P1; : : : ; Pn)

: (2.74)

En fait, comme les d¶eriv¶ees partielles ordinaires, les produits et rapports de Jacobiens peuvent se
simpli¯er comme des fractions5. De plus:

@(Q1; : : : ; Qn; P1; : : : ; Pn)

@(q1; : : : ; qn; P1; : : : ; Pn)
=
@(Q1; : : : ; Qn)

@(q1; : : : ; qn)
: (2.75)

On peut donc retirer d'un Jacobien les variables qui apparaissent au \num¶erateur" et au \d¶enomina-
teur". Le changement de variables consid¶er¶e laisse en e®et invariantes ces quantit¶es.

En utilisant successivement ces deux propri¶et¶es, on met le Jacobien de la transformation canonique
sous la forme:

J =

@(Q1; : : : ; Qn)

@(q1; : : : ; qn)

@(p1; : : : ; pn)

@(P1; : : : ; Pn)

: (2.76)

5Nous supposons bien sûr que tous les Jacobiens ¶ecrits dans ces ¶equations ont un sens, et en particulier que toutes
les transformations \tronqu¶ees" sont inversibles, ce qui n'est pas vrai en toute g¶en¶eralit¶e.
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La transformation ¶etant canonique, elle est engendr¶ee par une fonction ©(qi; Pi) telle que @©=@qi = pi
et @©=@Pi = Qi. On a donc imm¶ediatement:

@Qi
@qj

=
@2©

@qj@Pi
(2.77)

et
@pi
@Pj

=
@2Á

@Pj@qi
: (2.78)

Les d¶eriv¶ees secondes crois¶ees ¶etant ¶egales, toutes les d¶eriv¶ees partielles apparaissant dans le d¶evelop-
pement du d¶eterminant au num¶erateur de (2.76) sont ¶egales, terme µa terme, µa celles apparaissant dans
le d¶eveloppement du d¶enominateur. Cela ¶etablit que le Jacobien d'une transformation canonique est
de module ¶egal µa un et l'invariance du volume dans l'espace des phases.

2.4.5 Transformation g¶en¶er¶ee par l'action et th¶eorµeme de Liouville

Nous consid¶ererons dans ce paragraphe une transformation canonique trµes particuliµere qui fait se
correspondre deux ¶etats du systµeme µa deux instants di®¶erents. Consid¶erons en e®et un systµeme ayant
un lagrangien ind¶ependant du temps (l'¶energie totale est donc conserv¶ee) dont la dynamique est d¶ecrite
par les pi(t) et les qi(t) et consid¶erons le changement de variables d¶e¯ni par:

pi(t) ¡! Pi(t) = pi(t+ T ) (2.79)

qi(t) ¡! Qi(t) = qi(t+ T ) ; (2.80)

oµu T est une dur¶ee ¯xe. Cette correspondance entre ¶etats du systµeme µa des instants di®¶erents
est ¶evidemment une transformation canonique, puisque les nouvelles variables ob¶eissent aux mêmes
¶equations du mouvement que les anciennes. Nous allons voir que la fonction g¶en¶eratrice de cette trans-
formation n'est autre que l'action. Consid¶erons en e®et la trajectoire du systµeme entre les instants t et
t+ T et une trajectoire in¯niment voisine obtenue en modi¯ant les coordonn¶ees aux points de d¶epart
et d'arriv¶ee de quantit¶es in¯nit¶esimales. Avec les r¶esultats du chapitre pr¶ec¶edent, nous pouvons ¶ecrire
la variation de l'action entre ces deux trajectoires comme:

dS =
X
i

pi(t+ T )dqi(t+ T )¡
X
i

pi(t)dqi(t) (2.81)

ou encore
dS =

X
i

Pi(t)dQi(t)¡
X
i

pi(t)dqi(t) : (2.82)

Cette expression de la di®¶erentielle de l'action, que nous pouvons consid¶erer comme une fonction des
coordonn¶ees des points de d¶epart et d'arriv¶ee: S(qi; Qi), prouve que:

@S

@Qi
= Pi

@S

@qi
= ¡pi : (2.83)

S est donc bien fonction g¶en¶eratrice de la transformation des qi en Qi. Cette transformation joue
un rôle central dans la m¶ethode de Hamilton{Jacobi, essentielle pour la r¶esolution de problµemes
complexes, et conduisant µa la notion importante de s¶eparabilit¶e des variables. Nous ne disposons pas
d'un espace su±sant pour traiter convenablement cette m¶ethode. Nous donnerons donc une seule
application de la transformation engendr¶ee par l'action.

Consid¶erons un domaine V de l'espace des phases du systµeme. On peut consid¶erer l'ensemble des
trajectoire originaires d'un point situ¶e µa l'instant t µa l'int¶erieur de ce domaine. Par continuit¶e, ces
trajectoires correspondent µa l'instant t+T µa des points situ¶es dans un nouveau domaine V 0 de l'espace
des phases. Comme la transformation faisant se correspondre les instants t et t + T est canonique,
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l'¶etendue du domaine V 0 est ¶egale µa celle du domaine V . Cette propri¶et¶e constitue le th¶eorµeme de
Liouville:

Le volume du domaine occup¶e dans l'espace des phases par un ensemble de trajectoires se conserve
au cours du temps.

Ce th¶eorµeme joue ¶evidemment un rôle important en m¶ecanique statistique. Il pr¶edit, par exemple,
la conservation de l'entropie dans une ¶evolution hamiltonienne. Notons que ce th¶eorµeme ne tient pas
en pr¶esence de dissipation. N'importe quelle condition initiale conduit en e®et µa un ¶etat de repos oµu les
coordonn¶ees n'¶evoluent plus. Soulignons aussi le lien entre ce th¶eorµeme et le th¶eorµeme de conservation
de l'¶etendue en optique. L'¶etendue joue le rôle du volume dans un espace des phases fposition des
rayons/angle g.

Ce paragraphe clôt notre expos¶e de m¶ecanique analytique. Nous n'avons pas, de loin, donn¶e un
expos¶e exhaustif de ce sujet. Les grands domaines que nous n'aborderons pas sont les m¶ethodes de
r¶esolution, telles que la m¶ethode de Hamilton Jacobi. Nous ne dirons rien, non plus, des m¶ethodes
de perturbations classiques, si utiles en astronomie. Nous ¶evoquerons briµevement dans la prochaine
partie les extensions du formalisme lagrangien µa des coordonn¶ees continues (en un mot µa des champs),
mais sans ¶epuiser non plus ce trµes vaste sujet. Finalement, nous ne saurions trop recommander au
lecteur de se rapporter aux manuels de m¶ecanique quantique pour explorer les liens trµes profonds
entre m¶ecanique quantique et m¶ecanique analytique. Si une pr¶esentation de la m¶ecanique quantique µa
partir de la dynamique classique et de sa quanti¯cation canonique n'est pas µa recommander pour une
premiµere approche de la m¶ecanique quantique, elle est extrêmement enrichissante µa un niveau plus
avanc¶e.
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Appendice 1

Modµele de Bohr

Nous traiterons dans cet appendice du premier modµele r¶ealiste de structure atomique, celui de Bohr
en 1913. Il nous sera en e®et n¶ecessaire µa plusieurs endroits du cours pour des discussions qualitatives
du rayonnement atomique. Comme ce modµele fait explicitement r¶ef¶erence aux concepts d'action et
a donn¶e lieu, au cours de son ¶evolution, µa des d¶eveloppements ¶el¶egants de m¶ecanique classique, il a
tout naturellement sa place dans ce cours de m¶ecanique analytique. Nous commencerons par un bref
rappel de la situation historique au moment de la formulation du modµele de Bohr. Nous l'exposerons
ensuite dans un deuxiµeme paragraphe. Dans un dernier paragraphe, nous pr¶eciserons ses limitations
et les tentatives, men¶ees entre autres par Bohr et Sommerfeld, pour ra±ner le modµele et l'appliquer
µa d'autres atomes que l'hydrogµene. En¯n, nous rappellerons briµevement, pour m¶emoire, les r¶esultats
quantiques rigoureux.

1.1 Un peu d'histoire

Les di±cult¶es de la m¶ecanique classique et les d¶ebuts de la m¶ecanique quantique, au tournant du
siµecle, sont dues µa essentiellement deux problµemes: le rayonnement du corps noir et la structure des
spectres d'¶emission ou d'absorption des vapeurs.

Quand on traite en thermodynamique classique le rayonnement d'un corps complµetement absorbant
en ¶equilibre thermique, on trouve la c¶elµebre loi de Rayleigh Jeans. La densit¶e de puissance spectrale
du rayonnement (quantit¶e d'¶energie par unit¶e de volume et de fr¶equence) est proportionnelle au carr¶e
de la fr¶equence. La quantit¶e totale d'¶energie ¶electromagn¶etique contenue dans un corps en ¶equilibre
devrait donc être gravement in¯nie. Ce n'est bien sûr pas le cas et les donn¶ees exp¶erimentales, relative-
ment pr¶ecises µa la ¯n du siµecle dernier, donnaient un spectre d¶ecroissant rapidement µa haute fr¶equence.
Pour expliquer ce spectre, Planck introduisit, en 1900, une hypothµese de quanti¯cation. Les ¶echanges
d'¶energie entre matiµere et rayonnement ne peuvent se faire, µa une fr¶equence donn¶ee, que par multiples
entiers d'une quantit¶e fondamentale, proportionnelle µa la fr¶equence, selon la fameuse relation E = hº.
La constante de Planck, h, une fois ajust¶ee aux donn¶ees exp¶erimentales, l'accord entre les spectres
calcul¶es et les spectres exp¶erimentaux se r¶ev¶elait excellent. En fait, Planck consid¶erait cette hypothµese
comme heuristique et doutait de sa signi¯cation physique. Ce n'est qu'avec Einstein, 5 ans plus tard,
que l'id¶ee de quanti¯cation de l'¶energie ¶electromagn¶etique ¯t une avanc¶ee notable avec l'introduction
de quanta lumineux. Ceux-ci, qu'on devait appeler plus tard photons, sont n¶ecessaires pour analyser,
au-delµa des valeurs moyennes, les °uctuations du rayonnement. On peut alors interpr¶eter convenable-
ment les propri¶et¶es de l'e®et photo¶electrique, ce qui valut son Nobel µa Einstein (la relativit¶e g¶en¶erale
paraissait peut-être trop audacieuse pour être couronn¶ee).

L'histoire de la spectroscopie est pour sa part trµes riche. Dµes 1802, Wollaston, avec un spectro-
graphe µa prisme, observait des bandes sombres bien r¶esolues dans le spectre solaire, bandes qui ne
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sont pas pr¶esentes dans le spectre des corps chau®¶es1. C'est sans doute lµa la premiµere observation
d'un spectre d'absorption atomique. Wollaston d¶ecrit en particulier une bande trµes intense dans le
jaune qui devait être la raie principale du sodium. En 1817, Fraunhofer, encore trµes jeune, ra±ne ces
mesures et observe les raies \de Balmer" du spectre de l'hydrogµene (l'appellation Balmer est beaucoup
plus r¶ecente comme on le verra). Il invente peu aprµes le r¶eseau de di®raction et l'histoire de la spec-
troscopie de pr¶ecision commence. Il mesure avec grand soin (et avec une pr¶ecision de l'ordre de 10¡4)
la position des raies de Balmer. La nature de ces raies reste toutefois trµes controvers¶ee. En parallµele
avec ces ¶etudes du spectre solaire, l'¶etude du spectre d'¶emission de d¶echarges dans les gaz se poursuit.
Masson, en 1851, franchit un pas important en montrant que certaines raies peuvent être attribu¶ees
sans ambiguÄ³t¶e µa la pr¶esence d'hydrogµene. C'est la premiµere identi¯cation ¯able d'un ¶el¶ement avec un
spectre de raies. Un nouveau pas important est franchi avec ºAngstrÄom, qui remarque et explique la
coÄ³ncidence des raies d'¶emission de l'hydrogµene avec les raies d'absorption dans le spectre solaire. Il
conclut que tout ¶el¶ement peut aussi bien absorber ou ¶emettre de la lumiµere sur une de ses fr¶equences
propres. Des atlas d¶etaill¶es du spectre solaire sont publi¶es ensuite par ºAngstrÄom, Rowland et Huggins
(c'est sur les travaux de ce dernier que Balmer s'est, semble-t-il, appuy¶e).

On a cherch¶e dans le même temps, en manipulant les donn¶ees spectrales, µa d¶egager des lois aux-
quelles pourraient ob¶eir les fr¶equences des raies spectrales, en particulier pour l'hydrogµene dont le
spectre est simple. On pensa ainsi, pendant un temps, que les di®¶erentes fr¶equences ¶emises par
l'hydrogµene pourraient être des harmoniques d'une fr¶equence fondamentale (travaux de Stoney en
1871). Les coÄ³ncidences num¶eriques supportant cette approche s'¶evanouirent rapidement avec les
progrµes de l'instrumentation et en particulier ceux des spectrographes µa r¶eseau.

Un progrµes important fut accompli par Balmer en 1885. D¶ejµa âg¶e, simple instituteur, il manipule
les donn¶ees sur le spectre de l'hydrogµene. Il observe que les longueurs d'onde des raies visibles du
spectre de l'hydrogµene sont proportionnelles µa des fractions rationnelles simples faisant intervenir
les carr¶es des nombres entiers, sous la forme m2=(m2 ¡ n2), avec n = 2. Ce travail remarquable fut
compl¶et¶e par celui de Rydberg, en 1889, qui remarque qu'il vaut mieux consid¶erer les nombres d'ondes
(inverses de longueurs d'onde). Les nombres d'ondes des raies de nombreux ¶el¶ements s'obtiennent en
e®et simplement comme di®¶erences de termes en R=n2 oµu n est entier et oµu R est la maintenant
c¶elµebre constante de Rydberg. Le principe de combinaison de Ritz, formul¶e en 1908, g¶en¶eralise ce
travail. La d¶ecouverte de nouvelles s¶eries de raies de l'hydrogµene s'accordant avec les formules de
Balmer (n = 3 par Paschen en 1908, n = 1 (ultraviolet lointain) par Lyman en 1916, n = 4 par
Brackett en 1922, n = 5 par Pfund en 1924, n = 6 par Humphrey en 1953) apporta au cours du temps
des con¯rmations remarquables de la formule de Balmer. Bien sûr, la d¶ecouverte par Michelson et
Morley (encore eux) de sous{structures dans les raies de l'hydrogµene (nous dirions aujourd'hui de la
structure ¯ne) complique un peu le tableau, mais le succµes des formules de Balmer ou de Rydberg
demeure.

S'il existe une relation aussi simple entre les fr¶equences, on doit chercher un modµele physique qui
les pr¶edise correctement. Le premier modµele \r¶ealiste" de la structure de l'atome d'hydrogµene est dû µa
Thomson, d¶ecouvreur de l'¶electron en 1897 au Cavendish Laboratory, fond¶e par Maxwell environ 20 ans
avant (en fait la d¶ecouverte de l'¶electron pourrait aussi bien être attribu¶ee µa Wiechert, qui travaillait
ind¶ependamment). Comme on savait que la matiµere contient des ¶electrons, Thomson imagine un
atome constitu¶e d'une gel¶ee, uniform¶ement charg¶ee positivement, de forme sph¶erique, dans laquelle se
d¶eplacent des ¶electrons ind¶ependants. Le champ ¶electrique produit par la gel¶ee ¶etant proportionnel µa
la distance, les ¶electrons sont ¶elastiquement li¶es et e®ectuent un mouvement harmonique de fr¶equence
donn¶ee. Nous utiliserons assez largement ce modµele trµes simple dit du \plum{pudding" dans le chapitre
sur le rayonnement des sources atomiques. Nous verrons qu'il pr¶edit correctement de nombreux ordres
de grandeur.

Ce modµele, en d¶epit de certains succµes, dut être abandonn¶e aprµes les exp¶eriences de d¶eviation de

1Cette brµeve histoire de la spectroscopie s'inspire d'un article de G.W. Series, dans The Hydrogen Atom, Bassani et
al. ¶editeurs, Springer, 1989.
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particules ® dans des feuilles d'or. En interpr¶etant ces r¶esultats, Rutherford, lui aussi directeur
du Cavendish, fut conduit en 1910 µa admettre la pr¶esence dans la matiµere de charges positives
extrêmement localis¶ees. Il fallait donc renoncer au modµele du plum{pudding et venir µa un modµele
plan¶etaire de la structure atomique, avec des ¶electrons orbitant sous l'in°uence de la force de Coulomb
autour d'un noyau pratiquement ponctuel. Bien ¶evidemment, un tel systµeme rayonnerait ou ab-
sorberait µa la fr¶equence de r¶evolution de l'¶electron.

Ce modµele pr¶esente des di±cult¶es s¶erieuses. La premiµere est que rien a priori ne ¯xe les paramµetres
de l'orbite et donc la fr¶equence d'¶emission. On pourrait donc s'attendre µa voir les atomes rayonner ou
absorber des longueurs d'onde arbitraires. De fa»con plus grave, ce modµele est manifestement instable.
En rayonnant, l'¶electron en mouvement perd de l'¶energie et le rayon de son orbite diminue (nous
ferons le calcul explicitement dans la quatriµeme partie). La fr¶equence du mouvement augmentant, la
perte d'¶energie et la chute vers le noyau deviennent de plus en plus rapide. En quelques dizaines de
picosecondes, tous les ¶electrons de l'univers auraient dû tomber sur leur noyau en ¶emettant un bref
°ash de radiation ultraviolette. Cette catastrophe ultraviolette ne s'¶etant pas produite encore, il faut
y voir un grave d¶efaut du modµele.

1.2 Modµele de Bohr

L'attitude de Bohr est tout µa la fois pragmatique et extrêmement audacieuse. Puisque rien ne peut
expliquer la stabilit¶e et le caractµere discret de la structure atomique, c'est qu'il faut introduire dans
le modµele une condition suppl¶ementaire de \quanti¯cation". Dans cette d¶emarche, Bohr ¶etait sans
doute guid¶e par les r¶esultats de Planck. Puisque la constante de Planck d¶ecrit la quanti¯cation pour le
rayonnement ¶electromagn¶etique, il est assez naturel de tenter de l'utiliser pour la structure atomique.
Cette constante ayant la dimension d'une action, il est naturel aussi de quanti¯er l'action de l'¶electron
sur sa trajectoire2.

Nous poserons donc que l'action, calcul¶ee sur une orbite, est un multiple entier (¶evidemment non
nul) de la constante de Planck:

S = nh : (1.1)

Nous allons utiliser cette condition pour d¶eterminer l'¶energie de l'orbite, c'est µa dire le terme spectral de
Ritz qui lui est associ¶e. Les fr¶equences des di®¶erentes transitions s'obtiendront comme des di®¶erences
de ces termes spectraux.

Le gradient de l'action par rapport µa l'extr¶emit¶e de la trajectoire ¶etant l'impulsion, cette quantit¶e
s'¶ecrit ¶evidemment:

S =

Z
p ¢ dr ; (1.2)

r ¶etant la position de l'¶electron sur son orbite elliptique. L'action d¶epend donc de l'¶energie de l'orbite,
¯x¶ee par le demi grand axe de l'ellipse, mais aussi de l'excentricit¶e de celle-ci. Pour ¯xer les paramµetres
de l'orbite, il faut imposer une condition suppl¶ementaire. Bohr considµere donc seulement des orbites
circulaires. Une telle limitation, trµes arbitraire, n'est justi¯¶ee que par son succµes. Sur une telle orbite
les modules de la vitesse v et de r sont constants et on a ¶evidemment:

S = 2¼mrv = 2¼L = nh (1.3)

oµu m est la masse de l'¶electron et L la norme du moment angulaire. Notons que nous devrions utiliser
ici en toute rigueur la masse r¶eduite de l'¶electron qui tient compte de l'e®et d'entrâ³nement du noyau.
Cet e®et et même sa variation d'un isotope de l'hydrogµene µa l'autre sont parfaitement mesurables.
Pour simpli¯er, nous consid¶ererons dans la suite la masse du proton comme in¯nie. Les constantes que
nous d¶e¯nirons sont alors exprim¶ees en fonction de la vraie masse de l'¶electron et il faudrait appliquer
des facteurs correctifs aux formules pour tenir compte de l'e®et d'entrâ³nement.

2Nous ne reproduisons pas ici les arguments originels de Bohr, un peu moins accessibles.
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La condition de quanti¯cation de Bohr s'¶ecrit donc aussi:

L = n¹h ; (1.4)

oµu ¹h = h=2¼. C'est sous cette forme qu'elle est le plus souvent ¶ecrite.

En 1923, De Broglie introduit une onde associ¶ee µa toute particule quantique dont la longueur
d'onde est donn¶ee par la c¶elµebre relation:

¸ = h=p : (1.5)

On constatera sans peine que la relation de quanti¯cation de Bohr est ¶equivalente µa postuler que le
p¶erimµetre de l'orbite est ¶egal µa un nombre entier de longueurs d'onde de de Broglie. Cette condition
\d'onde stationnaire" est trµes suggestive mais ne pourra être employ¶ee de fa»con quantitative avant le
d¶eveloppement de l'¶equation de SchrÄodinger en 1926.

En notant e le module de la charge de l'¶electron et en ¶ecrivant l'¶equilibre de l'¶electron sur sa
trajectoire circulaire, on montre imm¶ediatement que

v =

s
e2

4¼²0rm
: (1.6)

En reportant cette expression dans la condition de quanti¯cation, on trouve le rayon de l'orbite:

r = a0n
2 ; (1.7)

oµu a0, rayon de Bohr, est d¶e¯ni par:

a0 =
4¼²0¹h

2

me2
: (1.8)

Num¶eriquement, le rayon de Bohr, qui est le rayon de l'¶etat fondamental de l'hydrogµene, vaut 0.053 nm.
Il est physiquement int¶eressant de comparer le rayon de Bohr µa une longueur caract¶eristique form¶ee

avec les paramµetres de l'¶electron et la constante de Planck. Il s'agit de la longueur d'onde de Compton
de l'¶electron:

¸c =
h

mc
(1.9)

(on se r¶ef¶erera au chapitre sur la relativit¶e restreinte pour une description d¶etaill¶ee de l'e®et Compton,
collision d'un photon ¶energ¶etique et d'un ¶electron). On peut ¶ecrire:

a0 =
¸c
2¼®

; (1.10)

oµu:

® =
e2

4¼²0¹hc
(1.11)

(c est la vitesse de la lumiµere dans le vide). Cette constante, sans dimensions, num¶eriquement ¶egale
µa 1/137, joue un rôle essentiel dans le modµele de Bohr et au delµa dans toute l'¶electrodynamique
quantique. Si, pour des raisons purement historiques, elle est appel¶ee \constante de structure ¯ne",
elle mesure en fait la \force" de l'interaction ¶electromagn¶etique. C'est en e®et la seule constante sans
dimension form¶ee avec les paramµetres de l'¶electromagn¶etisme (charge de l'¶electron et vitesse de la
lumiµere) et la constante de Planck. Pratiquement tous les r¶esultats de l'¶electrodynamique quantique
peuvent se mettre sous la forme d'une fonction simple de cette constante ou d'un d¶eveloppement en
ses puissances. Le modµele de Bohr ne fera pas exception µa la rµegle.

Il est maintenant trivial de calculer l'¶energie de l'¶electron sur son orbite et donc le terme spectral
de Ritz. On a

E = ¡ R
n2

(1.12)
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(cette ¶energie, correspondant µa un ¶etat li¶e, est ¶evidemment n¶egative). On retrouve bien les termes
spectraux en 1=n2 de la formule de Balmer. La constante R, qui n'est autre que la constante de
Rydberg, peut s'¶ecrire:

R =
e2

8¼²0a0
: (1.13)

On v¶eri¯era sans peine qu'elle s'¶ecrit aussi, en termes de la constante de structure ¯ne et de l'¶energie
relativiste de masse de l'¶electron, mc2, comme:

R = mc2
®2

2
: (1.14)

On v¶eri¯era sans peine que la valeur num¶erique est de 13.6 eV.

Nous avons ici calcul¶e les fr¶equences de transition comme si la masse du proton ¶etait in¯nie. Pour
une masse ¯nie, on trouve encore bien sûr une loi en 1=n2, avec une constante de Rydberg l¶egµerement
modi¯¶ee RM = R=(1+m=M) oµu M est la masse de noyau (1836 m pour l'hydrogµene). Les fr¶equences
des raies ¶emises s'interprµetent alors simplement. L'atome peut e®ectuer une transition entre deux
niveaux quantiques en ¶emettant ou en absorbant un photon ayant une ¶energie ¶egale µa la di®¶erence des
¶energies du niveau initial et du niveau ¯nal. La fr¶equence de la transition entre les niveaux n et m
est donc de la forme (R=h)(1=n2 ¡ 1=m2), coÄ³ncidant avec la formule de Balmer et les extensions par
Rydberg.

Notons en¯n qu'on peut, µa partir de ces di®¶erentes expression, r¶e¶ecrire la vitesse de l'¶electron sous
la forme:

v = c
®

n
: (1.15)

1.3 Au delµa du modµele de Bohr

Le modµele de Bohr explique donc parfaitement les fr¶equences des raies de l'hydrogµene en d¶epit du
caractµere un peu arti¯ciel des hypothµeses de d¶epart (orbite circulaire et condition de quanti¯cation ad
hoc). Il est cependant insu±sant pour expliquer les structures ¯nes observ¶ees trµes tôt dans le spectre.
Un pas important est franchi ind¶ependamment par Sommerfeld et Wilson en 1915. Ils considµerent
un mouvement elliptique plus g¶en¶eral et imposent des conditions de quanti¯cation µa tous les couples
de variables conjugu¶ees ayant une in°uence sur la dynamique. En termes modernes, ils quanti¯ent le
mouvement radial et la norme du moment angulaire. La formule obtenue est en parfait accord avec
les structures ¯nes mesur¶ees (et avec la th¶eorie quantique moderne au même ordre d'approximation).

Bien sûr, Bohr, Sommerfeld et bien d'autres cherchent ensuite µa adapter cette \premiµere th¶eorie
des quanta" µa des systµemes atomiques plus complexes. Ils s'int¶eressent µa l'h¶elium, le plus simple des
systµemes complexes avec ses deux ¶electrons (le spectre exp¶erimental est alors bien connu). Et c'est
lµa oµu le bât blesse! Le systµeme µa trois corps ne peut en e®et être trait¶e explicitement en m¶ecanique
classique. Les rµegles de quanti¯cation utilis¶ees pour l'hydrogµene ne sont pas directement applicables.
Commence alors un superbe travail de m¶ecanique c¶eleste visant µa mettre la version classique du
problµeme sous une forme propre µa la quanti¯cation. En d¶epit d'e®orts ¶enormes, tirant parti des
techniques les plus sophistiqu¶ees de la m¶ecanique analytique, toutes ces tentatives ¶echoueront et il ne
sera pas possible de donner une interpr¶etation convaincante du spectre de l'h¶elium. Un grave crise de
la m¶ecanique quantique s'ensuivit. Elle ne sera r¶egl¶ee qu'en 1925-1926 par l'invention simultan¶ee de la
m¶ecanique des matrices par Heisenberg et de la m¶ecanique ondulatoire par SchrÄodinger (on reconnâ³tra
trµes rapidement l'¶equivalence des deux approches, en d¶epit d'un d¶ebat plutôt vif initialement entre
Heisenberg et SchrÄodinger).

Nous ne rappellerons pas ici les d¶eveloppements suivants qui ont permis, en particulier avec Dirac,
qui introduit la relativit¶e dans le problµeme, de donner une th¶eorie complµete et rigoureuse de l'atome
d'hydrogµene et, au prix de techniques de calculs complexes, des ¶el¶ements plus lourds. Notons toutefois
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que l'atome d'hydrogµene a continu¶e longtemps µa constituer une pierre de touche de la m¶ecanique
quantique. La mesure et l'interpr¶etation du d¶eplacement du niveau 2S par rapport au 2P1=2, nul dans
le modµele relativiste de Dirac, le fameux \Lamb shift", a jou¶e un rôle essentiel dans le d¶eveloppement
de la th¶eorie quantique des champs et des techniques de traitement des in¯nis.

Pour m¶emoire, nous rappellerons briµevement ici les r¶esultats de la m¶ecanique quantique standard
non relativiste. On en trouvera une d¶erivation d¶etaill¶ee dans le Cohen. Les fonctions d'onde propres
du Hamiltonien quantique (constitu¶e du seul potentiel Coulombien en 1=r) sont rep¶er¶ees par trois
\nombres quantiques" n; ` et m. Elles se mettent, en coordonn¶ees sph¶eriques, sous la forme du
produit d'une fonction de r par une fonction de la direction angulaire, une \harmonique sph¶erique":
ªn`m = Rn`(r)Y

m
l (µ; Á). ` d¶ecrit la longueur du moment cin¶etique: le carr¶e du moment cin¶etique

vaut `(`+1)¹h2. ` est un nombre entier positif ou nul. m d¶ecrit la projection du moment cin¶etique sur
un axe \de quanti¯cation", Oz en l'occurrence. Cette projection vaut simplement m¹h et est comprise
entre ¡` et `. En¯n, n, nombre quantique principal, d¶ecrit le nombre des \extrema" (nombre de z¶eros
plus un) de la fonction d'onde radiale Rn`. On montre que ` est au plus ¶egal µa n ¡ 1. L'¶energie du
niveau n; `;m est, µa ce degr¶e d'approximation, R=n2, la valeur pr¶edite par le modµele de Bohr.

On peut donc classer les niveaux par valeurs croissantes du nombre quantique principal. Le niveau
n = 1, ` = m = 0, fondamental, est appel¶e 1S. G¶en¶eralement, les niveaux de ` = 0 sont not¶es S,
` = 1 P, ` = 2 D et ` = 3 F. Ces notations, anciennes mais universelles, sont descriptives de l'aspect
des raies spectrales: S pour \sharp", P pour \principal", D pour \di®use", F pour \fundamental".
Les raies connectant un niveau S au fondamental, S lui aussi, sont interdites par transition dipolaire
¶electrique. Elles ont donc une dur¶ee de vie importante et une trµes faible largeur spectrale. Elles sont
aussi relativement insensibles aux champs ¶electriques ou magn¶etiques parasites. Les raies d'un niveau
P vers le fondamental S sont trµes autoris¶ees et donc trµes intenses. Les raies des niveaux D sont trµes
sensibles aux champs ¶electriques parasites dans les d¶echarges et apparaissent larges, di®uses, dans les
spectres.

Avec ces notations, les premiers niveaux excit¶es sont 2S et 2P (m = 0;§1). Les suivants 3S,3P,3D....
Les fonctions d'onde correspondantes, pour m¶emoire, sont

ª1S =
1q
¼a30

e¡r=a0 (1.16)

ª2S =
1q
8¼a30

µ
1¡ r

2a0

¶
e¡r=2a0 (1.17)

ª2P;m=§1 = ¨ 1

8
q
¼a30

µ
r

a0

¶
e¡r=2a0 sin µe§imÁ (1.18)

ª2P;m=0 =
1

4
q
2¼a30

µ
r

a0

¶
e¡r=2a0 cos µ : (1.19)

Ce modµele n'est qu'approch¶e. Il faut lui ajouter les e®ets relativistes (qui impliquent en particulier
l'existence du spin de l'¶electron) et les e®ets d'entrâ³nement du noyau d¶ecrivant, ensemble, la structure
¯ne. Il faut aussi tenir compte de l'interaction entre l'¶electron et le spin nucl¶eaire, des e®ets de volume
du noyau (un proton n'est pas ponctuel) et en¯n des corrections radiatives qui d¶ecrivent le Lamb shift.
Tout cela peut être calcul¶e avec une pr¶ecision remarquable, puisque l'accord th¶eorie/exp¶erience sur le
spectre de l'hydrogµene atteint maintenant presque les 10¡12 en valeur relative, pr¶ecision limit¶ee seule-
ment par la connaissance de la structure du proton, qui joue un rôle essentiel µa ce degr¶e d'exactitude,
et par la stabilit¶e des horloges ¶etalon utilis¶ees pour la d¶etermination des fr¶equences. Avec de tels
accords, la constante de Rydberg est sans aucun doute la constante la mieux connue de la physique
fondamentale.

Ces fonctions d'onde sont bien ¶eloign¶ees du modµele d'orbite circulaire de Bohr. En fait, les niveaux
S qui correspondent µa un moment cin¶etique orbital nul seraient repr¶esent¶es en m¶ecanique classique
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par une orbite complµetement d¶eg¶en¶er¶ee en une droite oµu l'¶electron rebondit µa chaque p¶eriode sur le
noyau. L'incertitude quantique rend, qualitativement, \incertaine" la direction de cette orbite et les
fonctions d'onde quantiques des ¶etats S sont µa sym¶etrie sph¶erique. Si on peut retrouver des orbites
de Bohr, ou quelque chose qui y ressemble un peu, c'est en allant vers les grand nombres quantiques.
Le principe de correspondance nous enseigne en e®et que les r¶esultats de la m¶ecanique quantique
doivent rejoindre ceux de la m¶ecanique classique quand tous les nombres quantiques sont grands. Un
grand nombre quantique principal (n de l'ordre de quelques dizaines) correspond µa ce qu'on appelle
maintenant un ¶etat de Rydberg. En e®et, pour ces niveaux trµes excit¶es, l'¶electron orbite trµes loin
du noyau et des autres ¶electrons et tout se passe comme si l'atome ¶etait hydrog¶enoÄ³de, avec des
niveaux en 1=n2. Les autres nombres quantiques doivent être grands eux aussi: ` = jmj = n ¡ 1.
L'orbitale de ces niveaux, dits \circulaires" dans la litt¶erature moderne, est un tore trµes mince centr¶e
sur un cercle de rayon a0n

2. C'est ¶evidemment l'orbitale la plus proche du modµele de Bohr. Bien
sûr, l'¶electron ne peut être localis¶e pr¶ecis¶ement sur cette orbite circulaire et la densit¶e de pr¶esence est
uniforme le long du p¶erimµetre. Cependant, ces niveaux ressemblent beaucoup au modµele de Bohr et
de nombreuses pr¶edictions classiques de ce modµele donnent des ordres de grandeur corrects pour les
atomes circulaires.
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Partie II

Relativit¶e restreinte
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Introduction

Nous d¶ecrirons dans ce chapitre la th¶eorie de la relativit¶e restreinte, essentiellement telle qu'elle fut
formul¶ee par Einstein. Initialement, l'objet de la relativit¶e ¶etait de r¶econcilier l'¶electromagn¶etisme et
la cin¶ematique : comme nous avons vu dans l'introduction µa ce cours, la relativit¶e Galil¶eenne n'est pas
directement compatible avec l'¶electromagn¶etisme tel qu'il fut formul¶e par Maxwell. C'est essentielle-
ment sur l'application µa l'¶electromagn¶etisme de la relativit¶e restreinte que portera ce chapitre. En
revanche, il faut bien voir que la relativit¶e restreinte s'applique dans un beaucoup plus large domaine.
Elle joue en particulier un rôle central pour la physique des particules et la physique des acc¶el¶erateurs.
Elle est aussi essentielle en astronomie, beaucoup de sources de rayonnement cosmiques impliquant
des d¶eplacements µa des vitesse proches de celle de la lumiµere.

Ce chapitre comportera deux ¶etapes essentielles. Aprµes un bref rappel de la relativit¶e galil¶eenne,
nous constaterons les di±cult¶es que pose l'immersion de l'¶electromagn¶etisme dans cette relativit¶e
et donc dans la cin¶ematique classique. Nous montrerons en particulier l'incompatibilit¶e grave de
l'¶electromagn¶etisme avec la loi ordinaire de composition des vitesses. Nous postulerons donc un
nouveau principe de relativit¶e, imposant µa toutes les lois de la physique, y compris l'¶electromagn¶etisme,
d'être invariantes dans un changement de r¶ef¶erentiel galil¶een. La vitesse de la lumiµere devenant
ind¶ependante du r¶ef¶erentiel, la loi de composition des vitesses et l'ensemble de la cin¶ematique sont
condamn¶ees. Il nous faudra donc d'abord d¶etruire la cin¶ematique et la dynamique3 newtoniennes
telles que nous les connaissons maintenant.

Il nous faudra formuler une nouvelle transformation des coordonn¶ees et du temps d¶ecrivant les
changements de r¶ef¶erentiels, la transformation de Lorentz. Nous verrons en e®et, par quelques argu-
ments trµes simples, qu'un des postulats de base de la m¶ecanique classique, l'universalit¶e du temps et
de la simultan¶eit¶e, doit être abandonn¶e. On mesure peut être assez mal aujourd'hui µa quel point la
d¶emarche d'Einstein fut audacieuse, remettant en cause les postulats les plus intuitifs de la m¶ecanique.
La phase conceptuellement la plus di±cile de notre travail, qui fera l'objet du premier chapitre, sera
alors termin¶ee.

Le deuxiµeme chapitre, beaucoup plus math¶ematique que physique, sera consacr¶e µa l'introduction
de notations tensorielles, bien adapt¶ees µa l'espace{temps µa quatre dimensions de la relativit¶e. Nous
introduirons en particulier des conventions de notations trµes puissantes, dues µa Einstein, qui permettent
d'¶ecrire de maniµere compacte et ¯able les expressions parfois complexes auxquelles conduisent les
calculs relativistes. Ces notations s'avµerent indispensables pour aborder la relativit¶e g¶en¶erale, th¶eorie
g¶eom¶etrique de la gravitation.

Nous formulerons, au chapitre suivant, les lois de la nouvelle dynamique. Nous ¶ecrirons en par-
ticulier, dans une approche lagrangienne, le lagrangien d'une particule libre et nous en d¶eduirons
l'expression de la quantit¶e de mouvement relativiste. Nous d¶emontrerons en passant la formule la plus
c¶elµebre de l'histoire de la physique (nous laissons au lecteur le soin de deviner laquelle). Nous don-
nerons ¶egalement la forme relativiste du principe fondamental de la dynamique que nous ne pourrons
guµere exploiter sans une forme explicite des forces, au moins de la force de Lorentz. Nous n'explorerons
donc pas trµes en d¶etails cette partie de la relativit¶e qui se conclura par une brµeve description de la

3Rappelons que la cin¶ematique d¶ecrit les mouvement ind¶ependamment de leurs causes et que la dynamique permet
de pr¶evoir le mouvement si on en connâ³t les causes.
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th¶eorie relativiste des collisions, d'une grande importance en physique des particules.
Pour un cours centr¶e sur l'¶electromagn¶etisme, nous consacrerons en e®et l'essentiel de nos ef-

forts au dernier chapitre de cette partie. Nous chercherons µa y construire une th¶eorie non triviale
d'interaction entre particules transmise par un champ. Nous postulerons des formes simples pour
le lagrangien d'interaction et pour le lagrangien d¶ecrivant ce champ et nous ¶ecrirons les ¶equations
de Lagrange correspondantes. Nous constaterons sans d¶eplaisir que la structure de cette th¶eorie de
champ est celle de l'¶electromagn¶etisme. Nous aurons donc montr¶e µa quel point l'¶electromagn¶etisme
de Maxwell s'adapte naturellement au cadre relativiste. Nous en pro¯terons pour examiner quelques
problµemes simples d'¶electromagn¶etisme, du mouvement de particules relativistes dans des champs
impos¶es aux bilans d'¶energie{impulsion pour le champ lui même. Nous montrerons ainsi que cette
approche complµetement relativiste, outre son ¶el¶egance, permet de d¶eriver des lois importantes qui ne
sont accessibles qu'au prix de calculs lourds en ¶electromagn¶etisme \classique".



Chapitre 1

Cin¶ematique relativiste

La premiµere ¶etape est donc de comprendre les incompatibilit¶es entre ¶electromagn¶etisme et cin¶ematique
classique, et de refonder une cin¶ematique tout µa fait nouvelle. Nous allons commencer par quelques
trµes brefs rappels de cin¶ematique galil¶eenne ou newtonienne.

1.1 Rappels de relativit¶e galil¶eenne

1.1.1 Transformation de Galil¶ee

Il est trµes intuitif que le mouvement d'un point d¶epende de l'observateur. Pour utiliser un vocabulaire
ferroviaire1, le passager de train a une vitesse faible ou nulle par rapport µa celle du contrôleur, alors
qu'il a une vitesse ¶elev¶ee par rapport au garde barriµere.

La notion centrale de la cin¶ematique (classique ou relativiste) est celle de r¶ef¶erentiel. Un r¶ef¶erentiel,
c'est un ensemble d'observateurs, immobiles les uns par rapport aux autres. Ces observateurs peu-
vent constater le passage du mobile µa leur position. La connaissance de la position des observateurs
concern¶es permet alors de d¶eterminer la trajectoire du mobile. On peut bien sûr convenir d'un repµere
(cart¶esien, orthonormal) pour rep¶erer ces positions au moyen de trois coordonn¶ees. Les observateurs
sont de plus munis d'horloges qui leur permettent de noter l'instant auquel le mobile passe en face
d'eux, le mouvement ¶etant alors complµetement d¶etermin¶e par la trajectoire et la loi horaire. Ces hor-
loges peuvent être constitu¶ees de n'importe quel ph¶enomµene physique p¶eriodique, su±samment rapide
µa l'¶echelle du mouvement pour en donner une description temporelle convenable. Nous supposerons
que toutes les horloges de tous les observateurs d'un même r¶ef¶erentiel sont synchronis¶ees (indiquent
la même valeur au même instant). Cette synchronisation ne pose aucune di±cult¶e en cin¶ematique
classique, puisque temps et espace sont complµetement d¶ecoupl¶es. Il su±t, par exemple, que tous les
observateurs se retrouvent en un même point pour faire le z¶ero de leurs horloges µa un moment com-
mun. Certes, ces pr¶ecautions pour la d¶e¯nition du temps paraissent superf¶etatoires en cin¶ematique
classique. Nous verrons, en revanche, qu'elles sont trµes importantes en cin¶ematique relativiste.

Un mouvement dans un r¶ef¶erentiel R est alors d¶e¯ni par les trois fonctions x(t); y(t); z(t) repr¶e-
sentant la position en fonction du temps commun des observateurs. Le même mouvement serait
d¶ecrit dans un autre r¶ef¶erentiel R0, en mouvement par rapport µa R, par trois autres fonctions du
temps commun des observateurs de R0: x0(t0); y0(t0); z0(t0). En m¶ecanique classique, on admet sans
restrictions l'identit¶e des temps (µa une synchronisation prµes) des observateurs de R et de R02. Il

1Les papiers originaux sur la relativit¶e emploient souvent des exp¶eriences de pens¶ee utilisant des trains et des gares,
parfois même des tunnels. C'est sans doute li¶e au succµes grandissant des transports ferroviaires au d¶ebut du siµecle et µa
leur importance sociologique. Pour c¶eder µa la tradition, nous emploierons ce genre de vocabulaire dans ce cours, bien
que les e®ets relativistes soient complµetement n¶egligeables, même avec les trains les plus modernes.

2Cette hypothµese ¶etait d¶ejµa faite explicitement par Newton dans ses Principia. S'il en avait tout µa fait reconnu
l'importance, il n'avait guµere de doutes sur sa validit¶e.
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Figure 1.1: Choix des axes dans deux r¶ef¶erentiels R et R0 en mouvement relatif. Les axes des deux repµeres sont

parallµeles. Les axes Ox et O0x0, align¶es avec la vitesse relative u, coÄ³ncident µa chaque instant.

est possible alors de donner la transformation qui fait se correspondre les mouvement vus dans deux
r¶ef¶erentiels di®¶erents.

Dans le cas le plus simple, oµu les deux r¶ef¶erentiels sont en translation uniforme l'un par rapport
µa l'autre, cette transformation est la transformation dite de Galil¶ee. Sans restreindre du tout la
g¶en¶eralit¶e, on peut choisir les axes dans R et R0 de telle maniµere que:

² Les axes Ox et O0x0 coÄ³ncident a tout instant et sont parallµeles µa la vitesse u de R0 par rapport
µa R.

² Les origines O et O0 sont confondues µa l'instant t = 0.
² Les axes Oy et O0y0, d'une part, et les axes Oz et O0z0, d'autre part, sont constamment parallµeles
et coÄ³ncident µa t = 0.

La ¯gure 1.1 pr¶esente la g¶eom¶etrie choisie. Nous l'exposons en d¶etail parce que nous choisirons la
même pour d¶ecrire les changements de r¶ef¶erentiel en relativit¶e restreinte.

La loi de transformation de Galil¶ee s'¶ecrit alors trivialement:

x0(t) = x(t)¡ ut
y0(t) = y(t)
z0(t) = z(t)

9>=>; (1.1)

C'est cette transformation, tellement triviale qu'elle est bien rarement ¶ecrite explicitement, qui sera
remplac¶ee par la transformation de Lorentz en relativit¶e einsteinienne. Cette transformation de Galil¶ee
contient, par simple d¶erivation par rapport au temps, la loi de composition des vitesses:

v = v0 + u (1.2)

(vitesse absolue ¶egale vitesse relative plus vitesse d'entrâ³nement).
La dynamique newtonienne r¶esulte alors du principe d'inertie de Galil¶ee: il existe une classe de

r¶ef¶erentiels privil¶egi¶es, les r¶ef¶erentiels galil¶eens, en mouvement de translation uniforme les uns par
rapport aux autres, tels que le mouvement d'une particule libre y soit rectiligne et uniforme.
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1.1.2 Les di±cult¶es de la cin¶ematique classique

La loi de composition des vitesses, telle que nous venons de la rappeler, est di±cilement compatible
avec l'¶electromagn¶etisme de Maxwell. La cons¶equence la plus importante et la plus nouvelle des
¶equations de Maxwell est en e®et la pr¶ediction de l'existence d'ondes se propageant µa la vitesse c. Le
problµeme qui apparâ³t imm¶ediatement est celui du r¶ef¶erentiel dans lequel cette vitesse est d¶e¯nie, le
seul donc dans lequel les ¶equations de Maxwell seraient directement applicables.

Le sentiment le plus naturel, qui pr¶edominait trµes largement µa la ¯n du siµecle dernier, ¶etait que les
ondes ¶electromagn¶etiques se propageaient dans un milieu baignant l'univers entier: l'¶ether. L'analogie
entre ondes ¶electromagn¶etiques et ondes sonores ¶etait en e®et pr¶esente µa tous les esprits. Les di±cult¶es
apparaissent toutefois trµes vite dµes qu'on examine les propri¶et¶es de cet hypoth¶etique ¶ether. Il doit en
e®et être omnipr¶esent et in¯niment rigide pour propager des ¶ebranlement transverses µa grande vitesse.
Mais il doit, dans le même temps, être impond¶erable et in¯niment perm¶eable au mouvement des corps
mat¶eriels (puisque, par exemple, l'¶etude sur quelques siµecles de la rotation terrestre ne r¶evµele aucun
frottement). Ce \°uide" si particulier se trouvait ainsi dot¶e de propri¶et¶es presque aussi extraordinaires
que le calorique du siµecle pr¶ec¶edent ou, encore avant lui, le phlogistique.

Il existe aussi une di±cult¶e philosophique grave avec l'introduction de l'¶ether. Les physiciens
avaient mis plus de 20 siµecles, entre Aristote et Copernic, pour comprendre que notre petite planµete
n'est pas le centre de l'univers. Le principe de relativit¶e selon Galil¶ee avait le m¶erite d'indiquer
qu'aucun r¶ef¶erentiel galil¶een n'est particuliµerement privil¶egi¶e. L'introduction de l'¶ether devait briser
cette \d¶emocratie" des r¶ef¶erentiels en introduisant un r¶ef¶erentiel trµes particulier, celui de l'¶ether, le
seul dans lequel les ¶equations de Maxwell devaient s'appliquer. Ce genre d'argument a certainement
jou¶e un rôle essentiel pour Einstein.

Les derniµeres di±cult¶es, les plus graves en pratique, mais qui n'ont pas forc¶ement jou¶e le rôle
majeur qu'on leur attribue g¶en¶eralement dans la genµese de la relativit¶e, sont d'ordre exp¶erimental. Si
la vitesse de la lumiµere est d¶e¯nie dans le r¶ef¶erentiel de l'¶ether et si elle ob¶eit µa la loi de composition des
vitesses, on doit pouvoir mesurer une variation de cette vitesse pour des mouvements assez rapides par
rapport µa l'¶ether. Le mouvement de la terre sur son orbite autour du soleil est su±samment rapide (30
km/s) pour que la variation soit mesurable dans une exp¶erience d'interf¶erom¶etrie optique sensible. La
c¶elµebre exp¶erience de Michelson fut con»cue dans ce but. D'une sensibilit¶e tout µa fait remarquable pour
l'¶epoque, encore honorable aujourd'hui, elle aurait dû mettre clairement en ¶evidence le mouvement de
la terre par rapport µa l'¶ether3. Or cette exp¶erience fut tout µa fait n¶egative (ou plutôt trµes positive):
la vitesse de la lumiµere semblait ind¶ependante du mouvement de la terre par rapport au soleil.

On pouvait, devant ce r¶esultat n¶egatif, adopter deux points de vue. Le premier ¶etait de tenter de
\r¶eparer" la th¶eorie de l'¶ether. Si on ne pouvait d¶ecemment supposer que le r¶ef¶erentiel absolu ¶etait
celui de la terre (la r¶evolution copernicienne ¶etait pass¶ee par lµa), on pouvait supposer que l'¶ether ¶etait
entrâ³n¶e au voisinage des corps massifs, une analogie ¶evidente avec l'entrâ³nement de la couche limite en
hydrodynamique. On pouvait aussi supposer, avec Lorentz, une \contraction" de la longueur des objets
mat¶eriels dans la direction du mouvement, fond¶ee sur une th¶eorie ¶electrostatique des interactions entre
particules dans la matiµere. On pouvait supposer aussi un lien entre la vitesse de la lumiµere et celle de sa
source (les sources utilis¶ees par Michelson ¶etant li¶ees µa son appareil). Si de telles modi¯cations \ad hoc"
de l'¶electromagn¶etisme permettaient d'expliquer le r¶esultat n¶egatif de l'exp¶erience de Michelson, ils ne
constituaient pas un corps th¶eorique coh¶erent. Il ¶etait µa craindre que de nouvelles modi¯cations tout
aussi arbitraires ne doivent être apport¶ees au gr¶e des r¶esultats exp¶erimentaux et que l'¶electrodynamique
ne ¯nisse, comme la th¶eorie astronomique des cycloÄ³des, en un corps ra±n¶e de rµegles arbitraires qui
d¶ecrivent correctement mais ne pr¶edisent rien.

L'autre attitude, beaucoup plus courageuse puisqu'elle conduit, comme nous le verrons, µa mettre
en cause des notions trµes fondamentales, ¶etait d'admettre que la vitesse de la lumiµere n'ob¶eissait pas µa

3Nous ne d¶etaillerons pas ici le principe de cette exp¶erience: cette description n'est pas indispensable pour la suite de
l'expos¶e. Le lecteur int¶eress¶e pourra trouver une description d¶etaill¶ee dans pratiquement tous les manuels de relativit¶e.
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la loi de composition des vitesses. Cela impliquait bien sûr que la cin¶ematique galil¶eenne ¶etait erron¶ee
(ou, du moins, n'¶etait qu'une approximation valide pour des vitesses petites devant celle de la lumiµere)
et donc que toute la physique ¶etait µa reconstruire (sauf, peut être, l'¶electrodynamique). C'est la voie
que suivit Einstein avec le succµes que l'on connâ³t et qu'il ouvrit par son c¶elµebre article de 1905: \Sur
l'¶electrodynamique des corps en mouvement"4. Le principe fondamental de cette nouvelle physique,
le \principe de relativit¶e" est expos¶e dans le prochain paragraphe.

1.2 Principe de relativit¶e

1.2.1 Enonc¶e

Il existe une classe de r¶ef¶erentiels privil¶egi¶es, en translation uniforme les uns par rapport
aux autres (que nous continuerons µa appeler \r¶ef¶erentiels galil¶eens"), dans lesquels toutes
les lois de la physique prennent la même forme.

Si toutes les lois de la physique prennent la même forme, les ¶equations de Maxwell sont valides
dans tous les r¶ef¶erentiels et la vitesse de la lumiµere, c, est la même dans tous les r¶ef¶erentiels. Nous
centrerons cet expos¶e sur l'invariance de la vitesse de la lumiµere. Il serait tout aussi possible de ne pas
faire jouer un rôle aussi central µa l'¶electromagn¶etisme. On pourrait simplement postuler qu'il existe
une vitesse limite de propagation de toutes les interactions et e®ectuer tous les raisonnements qui vont
suivre sur cette vitesse. Il su±rait, en¯n, de constater qu'exp¶erimentalement la vitesse de la lumiµere
dans le vide est identique µa la vitesse limite, µa la pr¶ecision des mesures. Il n'est pas absolument exclus,
en e®et, bien que cela soit trµes peu vraisemblable, que le photon possµede une trµes petite masse, rendant
la vitesse de la lumiµere trµes l¶egµerement inf¶erieure µa la vitesse limite qui apparâ³t en relativit¶e.

Ce principe de relativit¶e, de prime abord, semble ne rien remettre en cause d'essentiel et semble
trµes voisin du principe de relativit¶e de la physique classique. Il n'en est rien, comme nous allons le voir
en consid¶erant deux exp¶eriences de pens¶ee. Nous allons montrer en e®et que le principe de relativit¶e
a deux cons¶equences imm¶ediates:

² Le temps ne s'¶ecoule pas de la même fa»con dans deux r¶ef¶erentiels galil¶eens en mouvement relatif
(deux horloges en mouvement relatif bâties sur le même modµele ne battent pas au même rythme).

² Deux ¶ev¶enements qui se produisent simultan¶ement dans un r¶ef¶erentiel peuvent se produire µa des
instants di®¶erents dans un autre r¶ef¶erentiel.

Remettre en cause des propri¶et¶es aussi intuitives de l'espace et du temps ne sera pas sans con-
s¶equences. Il est clair, en particulier, que la transformation appel¶ee µa remplacer la transformation
de Galil¶ee devra renoncer au caractµere absolu du temps et m¶elanger les coordonn¶ees spatiales et
temporelles.

1.2.2 Deux exp¶eriences de pens¶ee

Nous consid¶erons donc deux r¶ef¶erentiels en mouvement relatif, avec la g¶eom¶etrie d¶ecrite dans la ¯gure
1.1. Le r¶ef¶erentiel R0 sera celui du contrôleur, ou du train, pour reprendre nos analogies ferroviaires, le
r¶ef¶erentiel R celui du chef de gare. Le contrôleur, situ¶e en O0, envoie µa t0 = 0 (nous ne confondrons pas
les temps dans les deux r¶ef¶erentiels) une impulsion lumineuse de dur¶ee n¶egligeable dans la direction
y0 vers un miroir situ¶e en y0 = L (voir ¯gure 1.2). L'impulsion, r¶e°¶echie par le miroir, revient vers
le contrôleur et l'atteint au bout d'un temps T 0 = 2L=c (nous supposerons, pour ce paragraphe
seulement, que, pour la cin¶ematique classique, la vitesse de l'impulsion est c dans R0 - l'ensemble

4Nous ne saurions trop recommander la lecture de cet article, ainsi que celle d'un article de revue r¶edig¶e dµes 1907, qui
constitue un expos¶e trµes p¶edagogique de la relativit¶e (Edition de ¾uvres essentielles d'Einstein, Relativit¶es I|¶editions
Seuil{CNRS).
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Figure 1.2: Une exp¶erience de pens¶ee ¶etablissant le caractµere relatif du temps. Un signal lumineux est ¶emis depuis

l'observateur O0, le long de l'axe O0z0, vers un miroir M . Aprµes r¶e°exion sur ce miroir, le signal revient µa l'observateur

O0. La même exp¶erience est vue, µa gauche, dans le r¶ef¶erentiel du train et, µa droite, dans un r¶ef¶erentiel immobile. Pendant

l'exp¶erience, l'observateur O0 est pass¶e de O µa B.

de l'argument pouvant être transpos¶e sans di±cult¶es au cas, plus naturel, oµu on supposerait que la
vitesse de l'impulsion est c dans R). Notons que le contrôleur pourrait ainsi construire une horloge.
Renvoyant une deuxiµeme impulsion µa l'instant pr¶ecis oµu il re»coit la premiµere, il ¶etablirait un ph¶enomµene
p¶eriodique et donc une horloge.

Regardons maintenant cette même exp¶erience avec l'oeil du chef de gare (partie droite de la ¯gure
1.2). A t0 = 0, le contrôleur est en O0 et donc aussi en O. De son côt¶e, le miroir s'est d¶eplac¶e avant
que l'impulsion ne l'atteigne. Il occupe donc une position M , µa une certaine distance de O sur l'axe
Ox. En¯n, le train continue µa se d¶eplacer pendant le retour de l'impulsion et le contrôleur occupe la
position B au moment du retour. La trajectoire de l'impulsion dans R est triangulaire.

Imaginons d'abord que le chef de gare ait ¶et¶e nomm¶e avant 1905 et soit donc un adepte de la
cin¶ematique classique. Pour lui, la vitesse de la lumiµere ob¶eit µa la loi de composition. La vitesse
de l'impulsion a donc une composante §c sur Oy et une composante u sur Ox (u ¶etant la vitesse
du train). Son module est donc

p
c2 + u2. La dur¶ee du parcours OM ¶etant L=c (on admettra dans

toute la suite que la position du miroir selon y n'est pas a®ect¶ee par le changement de r¶ef¶erentiel;
nous en donnerons plus tard une justi¯cation d¶etaill¶ee), on a OH = uL=c et la longueur OM vaut
L
p
c2 + u2=c. Le temps du parcours OM est donc L=c et la dur¶ee totale de l'exp¶erience T = 2L=c est

identique µa celle vue par le contrôleur (la distance parcourue dans R est plus grande, mais le module
de la vitesse est augment¶e dans la même proportion). On retrouve bien, naturellement, le postulat
d'universalit¶e du temps.

Consid¶erons maintenant un chef de gare ayant admis la validit¶e du postulat de relativit¶e. Pour lui,
la vitesse de l'impulsion est c. Le temps de parcours OM est donc OM=c. Il en d¶eduit OH = uOM=c.
Comme OM2 = L2 +OH2, on a OM = L=

p
1¡ u2=c2. Il obtient donc ¯nalement:
T = °T 0 ; (1.3)

avec

° =
1s

1¡ u
2

c2

: (1.4)
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Figure 1.3: Deuxiµeme exp¶erience de pens¶ee illustrant le postulat de relativit¶e. En haut, vue de la situation au moment

oµu le chef de gare, situ¶e en O, et le contrôleur, en O0 voient arriver simultan¶ement les signaux lumineux ¶emis par A et

B. En bas, situation au moment oµu les signaux se sont allum¶es. O0 n'est pas encore arriv¶e en O. Les signaux s'allument

en face des observateurs A0 et B0.

Le facteur ° (que nous aurons de nombreuses occasions de retrouver) est toujours sup¶erieur µa un. La
dur¶ee de l'exp¶erience mesur¶ee par le chef de gare est plus longue que celle mesur¶ee par le contrôleur.
Si chacun construisait une horloge avec le même dispositif, celle du chef de gare battrait plus vite et
avancerait par rapport µa celle du contrôleur (un cauchemar pour le respect des horaires; heureusement,
l'e®et est petit comme on pourra le v¶eri¯er). Le postulat de relativit¶e a pour cons¶equence imm¶ediate
que le temps n'est pas une notion universelle.

Cette exp¶erience de pens¶ee nous fournit une autre indication sur ce que sera la cin¶ematique rela-
tiviste. Le facteur ° n'existe que si la vitesse relative des deux r¶ef¶erentiels est plus petite que c. Si ce
n'¶etait pas le cas, l'impulsion lumineuse qui se r¶e°¶echit normalement sur le miroir dans R0 n'arriverait
jamais µa rattraper ce miroir dans R, puisque sa vitesse n'est \que" c. Un ¶ev¶enement (la r¶e°exion)
se produirait dans un r¶ef¶erentiel et pas dans un autre, ce qui est bien sûr absurde. Deux r¶ef¶erentiels
galil¶eens ne peuvent donc être anim¶es l'un par rapport µa l'autre d'une vitesse sup¶erieure (ou même
¶egale) µa c. Comme on peut attacher un r¶ef¶erentiel galil¶een µa tout objet en translation uniforme, c
apparâ³t aussi comme une vitesse limite pour tous les objets mat¶eriels.

La seconde exp¶erience de pens¶ee que nous allons ¶etudier nous emmµenera encore plus loin, puisqu'elle
nous forcera µa renoncer au caractµere absolu de la simultan¶eit¶e. Nous utiliserons encore les services du
chef de gare et du contrôleur embarqu¶e sur son train. Le chef de gare est situ¶e en O, µa mi{chemin de
deux signaux lumineux A et B. A l'instant t = 0, il voit ces deux signaux s'allumer simultan¶ement.
S'il sait, ou s'il mesure, que la même distance L le s¶epare des deux signaux, il en d¶eduira qu'ils se sont
allum¶es simultan¶ement µa l'instant t = ¡L=c.

Au même instant t = t0 = 0, le contrôleur, situ¶e en O0, passe devant le chef de gare. Il voit donc,
µa cet instant pr¶ecis, les deux signaux A et B s'allumer. Comment peut-il en d¶eduire l'instant auquel
ils se sont allum¶es (dans son ¶echelle de temps, bien sûr)? Il lui faut d'abord d¶eterminer oµu les deux
signaux se sont allum¶es dans son r¶ef¶erentiel. Pour cela, il peut parcourir son train et rechercher les
deux voyageurs A0 et B0 (les observateurs) qui ¶etaient juste en face des signaux quand ils se sont
allum¶es. Il pourra ensuite leur demander µa quel instant cet ¶ev¶enement s'est produit ou utiliser leur
position et la vitesse de la lumiµere pour calculer cet instant.



1.3. EV¶ENEMENTS ET INTERVALLES 79

Supposons d'abord que la cin¶ematique classique s'applique. Le temps ¶etant universel, les deux
signaux s'allument dans R0 au même instant t0 = ¡L=c. A cet instant O0 est µa une abscisse ¡uL=c
par rapport µa O. Les passagers A0 et B0 sont alors situ¶es respectivement en x0 = ¡L + uL=c et
x0 = L + uL=c (voir la partie inf¶erieure de la ¯gure 1.3). La distance A0O0 = L(c ¡ u)=c est donc
inf¶erieure µa la distance B0O0 = L(c + u)=c. En revanche, la vitesse de l'impulsion venant de A0 est
c¡u et la vitesse de l'impulsion venant de B0 est c+u. En appliquant la proc¶edure d¶ecrite ci{dessus,
le contrôleur ¶etablira donc que les deux signaux se sont allum¶es au même instant. L'un ¶etait plus
proche, mais la vitesse de l'autre impulsion ¶etait plus grande.

Que se passe-t-il maintenant si nous appliquons le principe de relativit¶e? La vitesse des deux
impulsions lumineuses est la même. Nous ne pourrons pas, pour le moment, d¶eterminer la position
des observateurs A0 et B0 (il nous faudra la transformation de Lorentz pour cela). Nous pouvons
comprendre, en revanche, que la distance A0O0 est n¶ecessairement inf¶erieure µa la distance O0B0. Le
temps de parcours de l'impulsion provenant de A est donc inf¶erieur µa celui de l'autre. Le contrôleur
en d¶eduira que le signal A s'est allum¶e aprµes le signal B. Deux ¶ev¶enements peuvent être vus comme
simultan¶es ou non par des observateurs appartenant µa des r¶ef¶erentiels di®¶erents. Nous verrons bientôt
qu'heureusement cet abandon de l'universalit¶e de la simultan¶eit¶e ne compromet pas la causalit¶e.

Nous avons vu ¶emerger, en discutant ces deux exp¶eriences de pens¶ee, deux des notions essentielles
de la relativit¶e: l'¶ev¶enement et l'intervalle.

1.3 Ev¶enements et intervalles

1.3.1 Ev¶enements

Comme nous venons de le voir, le temps n'est plus universel et n'est plus s¶eparable des cordonn¶ees spa-
tiales. Il faudra d¶ecrire les exp¶eriences en termes d'¶ev¶enements (trµes litt¶eralement: il s'est pass¶e quelque
chose quelque part). Un ¶ev¶enement, c'est par exemple l'allumage du signal A ou la r¶e°exion de la
lumiµere sur le miroir dans notre premiµere exp¶erience de pens¶ee. Un ¶ev¶enement existe ind¶ependamment
du choix du r¶ef¶erentiel. On peut caract¶eriser un ¶ev¶enement, dans un r¶ef¶erentiel donn¶e, par l'observateur
qui ¶etait sur place (le passager A0) et par l'instant, mesur¶e sur l'horloge de cet observateur, oµu
l'¶ev¶enement s'est produit5. On pourra donc complµetement caract¶eriser l'¶ev¶enement par quatre nom-
bres: les trois coordonn¶ees spatiales de l'observateur (on se munit d'un repµere convenable) et le temps.
On d¶ecrira donc un ¶ev¶enement par la donn¶ee d'un r¶ef¶erentiel et d'un quadruplet de nombres (ct; x; y; z)
(nous d¶evelopperons au chapitre suivant des notations tensorielles puissantes pour traiter ces quadru-
plets). Bien sûr, les coordonn¶ees spatio{temporelles du même ¶ev¶enement dans un autre r¶ef¶erentiel
sont di®¶erentes et l'essentiel de notre tâche sera de donner la loi de transformation qui remplace et
¶etend la transformation de Galil¶ee. Il y a un parallµele trµes fort entre la di®¶erence entre ¶ev¶enement
(ind¶ependant du r¶ef¶erentiel) et coordonn¶ees spatio{temporelles et celle qui existe entre un vecteur
(ind¶ependant du repµere) et ses composantes sur une base donn¶ee.

Nous utiliserons souvent des repr¶esentations g¶eom¶etriques des ¶ev¶enements. On peut en e®et les
repr¶esenter comme un point dans un espace µa quatre dimensions. Cette repr¶esentation posant quelques
problµemes techniques, on se cantonne souvent µa une dimension d'espace. On repr¶esente alors un
¶ev¶enement comme sur la ¯gure 1.4. Pour des raisons de commodit¶e, on porte sur l'axe vertical le
produit ct. Les deux coordonn¶ees dans cet espace ont ainsi la même dimension6.

5On supposera encore que tous les observateurs d'un même r¶ef¶erentiel peuvent synchroniser leurs horloges. Il leur est
interdit de se d¶eplacer, mais on peut proc¶eder de fa»con plus subtile. On peut, par exemple, d¶eterminer par des moyens
g¶eom¶etriques le milieu du segment AB joignant deux observateurs. On peut placer en ce point une source lumineuse
qui s'allume µa un certain instant. Si les observateurs A et B font le z¶ero de leurs horloges au moment oµu ils voient cette
source s'allumer, ils auront ¶etabli leur synchronisme.

6Les professionnels de la relativit¶e prennent souvent c = 1, ce qui simpli¯e ¶enorm¶ement les ¶ecritures. A notre niveau,
il est peut être imprudent de se priver d'un moyen de v¶eri¯er l'homog¶en¶eit¶e de nos formules
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Figure 1.4: Un ¶ev¶enement, une ligne d'univers et un cône de lumiµere. Un ¶ev¶enement est repr¶esent¶e par un point dans un

espace x; ct. Une ligne d'univers est l'ensemble des ¶ev¶enements correspondant aux positions successives d'une particule.

Le cône de lumiµere d'un ¶ev¶enement est constitu¶e des lignes d'univers d'un signal lumineux passant par cet ¶ev¶enement.

On peut consid¶erer le mouvement d'un point dans un r¶ef¶erentiel comme une suite d'¶ev¶enements
(la suite des observateurs devant lesquels la particule est pass¶ee associ¶ee aux instants correspondants).
Une telle suite continue d'¶ev¶enements forme dans l'espace-temps une ligne, que nous nommerons \ligne
d'univers" de la particule. Une telle ligne est repr¶esent¶ee sur la ¯gure 1.4.

La ligne d'univers d'une particule qui se d¶eplacerait µa la vitesse de la lumiµere serait parallµele, dans
notre repr¶esentation graphique, µa la premiµere ou µa la deuxiµeme bissectrice. Dans l'espace µa quatre
dimensions, l'ensemble des lignes d'univers partant d'un point et correspondant µa un mouvement µa c
forme le \cône de lumiµere" de cet ¶ev¶enement (voir aussi la ¯gure 1.4). Les ¶ev¶enements ant¶erieurs µa
l'¶ev¶enement de r¶ef¶erence forment le pass¶e du cône de lumiµere, les autres le futur. Comme c est une
vitesse limite, toutes les lignes d'univers passant par un ¶ev¶enement donn¶e doivent être µa l'int¶erieur du
cône de lumiµere. Deux ¶ev¶enements ne pourront être reli¶es par un signal ou une relation causale, que
s'ils sont dans le cône de lumiµere l'un de l'autre. Il est ¶evident g¶eom¶etriquement que cette relation
est sym¶etrique: si A est dans le cône de lumiµere de B, alors B est dans le cône de lumiµere de A.
En revanche, cette relation n'est pas transitive dans le cas g¶en¶eral, comme on pourra s'en persuader
ais¶ement. Si C est dans le pass¶e du cône de lumiµere de B, lui même dans le futur du cône de lumiµere
de A, alors C n'est pas n¶ecessairement dans le cône de lumiµere de A. En un mot, si A et C peuvent
tous deux être la cause de B, il n'y a aucun lien de causalit¶e a priori entre eux. En revanche, si C est
dans le futur de B, il est n¶ecessairement dans le cône de lumiµere de A: si A est la cause de B qui est
lui même la cause de C, alors A peut être la cause de C.

En ces termes, la version relativiste de la causalit¶e apparâ³t trµes clairement. Si la physique clas-
sique admet qu'un ¶ev¶enement puisse être la cause d'un autre s'il lui est ant¶erieur (admettant ainsi
implicitement les actions instantan¶ees µa distance), la relativit¶e exige que l'un des ¶ev¶enements soit
e®ectivement ant¶erieur µa l'autre (nous verrons dans le prochain paragraphe que la notion d'ant¶eriorit¶e
est ind¶ependante du r¶ef¶erentiel) mais aussi que les deux ¶ev¶enement puissent être reli¶es par un signal.
Nous allons maintenant pouvoir a±ner beaucoup ces notions en introduisant l'intervalle.
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1.3.2 Intervalle. Invariance de l'intervalle

Consid¶erons deux ¶ev¶enements rep¶er¶es, dans un r¶ef¶erentiel donn¶e, par (ct1; x1; y1; z1) et (ct2; x2; y2;z2).
Si ces deux ¶ev¶enements sont sur le cône de lumiµere l'un de l'autre, ils peuvent être reli¶es par un signal
lumineux se propageant µa la vitesse c. On a donc dans ce cas:

c2(t1 ¡ t2)2 = (x1 ¡ x2)2 + (y1 ¡ y2)2 + (z1 ¡ z2)2 : (1.5)

L'¶ecriture de cette relation suggµere d'introduire l'intervalle entre deux ¶ev¶enements quelconques par:

s21;2 = c
2(t1 ¡ t2)2 ¡ (x1 ¡ x2)2 ¡ (y1 ¡ y2)2 ¡ (z1 ¡ z2)2 : (1.6)

Notons que le choix du signe + pour la composante temporelle de l'intervalle est tout µa fait arbitraire.
C'est cependant le plus r¶epandu aujourd'hui. L'intervalle jouera le rôle d'une distance dans notre
espace{temps µa quatre dimensions. Sa seule propri¶et¶e ¶evidente µa ce point est de s'annuler quand les
deux ¶ev¶enements sont sur le cône de lumiµere l'un de l'autre. Cette propri¶et¶e est ind¶ependante du
r¶ef¶erentiel: le fait pour deux ¶ev¶enements d'être ou non reli¶es par un signal lumineux ne d¶epend pas
de la description du mouvement. Un intervalle nul est donc un invariant dans un changement de
r¶ef¶erentiel.

Nous ¶etablirons rigoureusement, µa partir de la transformation de Lorentz, le fait que l'intervalle
est ind¶ependant du r¶ef¶erentiel (est un \invariant relativiste"), même s'il n'est pas nul. Nous allons
donner ici une indication de ce fait par un raisonnement qui, bien qu'il ne soit pas tout µa fait rigoureux
(il fait appel µa des hypothµeses suppl¶ementaires implicites), ¶etablit de maniµere simple l'invariance de
l'intervalle. Cette invariance nous permettra, dans les prochains paragraphes, de comprendre beaucoup
de propri¶et¶es de la transformation de Lorentz avant même d'en ¶ecrire la forme explicite.

Pour cela, consid¶erons deux ¶ev¶enements in¯niment voisins. L'intervalle, lui aussi in¯nit¶esimal,
entre ces ¶ev¶enements s'¶ecrit alors, dans un r¶ef¶erentiel R:

ds2 = c2dt2 ¡ dx2 ¡ dy2 ¡ dz2 : (1.7)

Consid¶erons les deux mêmes ¶ev¶enements dans un autre r¶ef¶erentiel R0. L'intervalle entre eux s'¶ecrit
ds02 = c2dt02 ¡ dx02 ¡ dy02 ¡ dz02 : (1.8)

On doit pouvoir ¶ecrire l'intervalle dans le nouveau r¶ef¶erentiel comme une fonction de celui dans R,
fonction qui s'annule avec son argument (parce qu'un intervalle nul est conserv¶e). On doit pouvoir
d¶evelopper cette fonction au premier ordre pour les intervalles in¯nit¶esimaux que nous manipulons et
¶ecrire:

ds02 = a ds2 ; (1.9)

oµu a est une constante ne d¶ependant que de la vitesse relative u des deux r¶ef¶erentiels. En fait l'isotropie
de l'espace impose que a ne d¶epende que du module u de la vitesse u. Consid¶erons maintenant
un troisiµeme r¶ef¶erentiel R00, en mouvement µa la vitesse v par rapport µa R et w par rapport µa R0.
L'intervalle in¯nit¶esimal dans ce r¶ef¶erentiel, ds002, est tel que:

ds002 = a(v)ds2 = a(w)ds02 = a(w)a(u)ds2 : (1.10)

La fonction a doit donc v¶eri¯er, pour tout triplet de vitesses relatives:

a(w) =
a(v)

a(u)
(1.11)

ce qui est manifestement impossible (le module de la vitesse w d¶epend de l'orientation relative des
deux autres et pas seulement de leur module), µa moins que a = 1. On ¶etablit ainsi l'invariance
des intervalles in¯nit¶esimaux. Tout intervalle pouvant être obtenu par une int¶egration d'intervalles
in¯nit¶esimaux entre les deux ¶ev¶enements, on ¶etablit ainsi l'invariance d'un intervalle arbitraire.
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1.3.3 Cons¶equences de la conservation de l'intervalle. Causalit¶e relativiste

Si l'intervalle est un invariant relativiste, son signe l'est aussi, bien sûr. Nous distinguerons donc deux
types d'intervalles:

² Si s21;2 > 0, nous dirons que nous avons µa faire µa un intervalle du genre temps. La di®¶erence
entre les temps des deux ¶ev¶enements est sup¶erieure µa la distance (en unit¶es convenables). Cela
signi¯e que les deux ¶ev¶enements peuvent être reli¶es par un signal se propageant moins vite que
la lumiµere et qu'il peut donc y avoir un lien de causalit¶e entre eux. En d'autres termes, aussi,
les deux ¶ev¶enements sont dans le cône de lumiµere l'un de l'autre.

² Si s21;2 < 0, la distance spatiale entre les deux ¶ev¶enements est plus grande que la distance
temporelle. Aucun signal ne peut donc avoir reli¶e les deux ¶ev¶enements, ce qui exclut tout lien
de causalit¶e (souvenons nous qu'aucune interaction ne peut se propager plus rapidement que la
vitesse limite c). Nous dirons alors que nous avons µa faire µa un intervalle de genre \espace".

² Si s21;2 = 0, les deux ¶ev¶enements peuvent avoir ¶et¶e reli¶es par un signal se propageant µa la vitesse
de la lumiµere. Nous dirons alors que l'intervalle est du genre \lumiµere".

L'intervalle, ou du moins son signe, est trµes fortement reli¶e µa la notion de causalit¶e. Il est donc
essentiel que la nouvelle cin¶ematique pr¶edise l'invariance de l'intervalle, de maniµere que les liens de
causalit¶e entre ¶ev¶enements soient ind¶ependants des observateurs. La causalit¶e classique, qui n'exigeait
que des relations d'ant¶eriorit¶e entre la cause est la cons¶equence exige maintenant deux conditions.
D'abord, la cause et la cons¶equence doivent être dans le cône de lumiµere l'une de l'autre pour qu'une
interaction ait eu le temps de se propager entre elles (la notion d'interaction instantan¶ee µa distance,
commune en m¶ecanique classique, disparâ³t en relativit¶e). D'autre part, il faut encore que la cause
pr¶ecµede la cons¶equence. Il est donc important que les notions de pass¶e et de futur, µa l'int¶erieur du
cône de lumiµere, soient elles aussi des invariants relativistes.

Pour ¶etablir cette invariance, consid¶erons le cône de lumiµere de l'¶ev¶enement O et un ¶ev¶enement M
dans ce cône de lumiµere. Nous avons d¶e¯ni le futur de O comme l'ensemble des ¶ev¶enements du cône
de lumiµere de O de coordonn¶ee temporelle sup¶erieure µa celle de O et nous supposerons M situ¶e dans
cette partie du cône de lumiµere. Si, dans un changement de r¶ef¶erentiel, M passait dans le pass¶e de
O, cela impliquerait qu'il existe un changement de r¶ef¶erentiel pour lequel M et O soient confondus.
En e®et, quel que soit le changement de r¶ef¶erentiel, M reste dans le cône de lumiµere de O. Par
continuit¶e, passer du futur au pass¶e de O impose qu'il existe un changement de r¶ef¶erentiel amenant
M et O µa coÄ³ncidence. Mais ceci est contraire µa l'invariance de l'intervalle, qui deviendrait nul dans ce
changement de r¶ef¶erentiel, alors qu'il ne l'est pas initialement. Nous en d¶eduirons donc que les notions
de pass¶e et de futur sont des invariants relativistes, ce qui est d'une importance cruciale pour que la
causalit¶e garde un sens en relativit¶e. Notons que cette invariance ne tient que pour deux ¶ev¶enements
situ¶es dans le cône de lumiµere l'un de l'autre. Si ce n'est pas le cas et si les deux ¶ev¶enements ne
peuvent être reli¶es par aucun lien de causalit¶e, l'ordre des temps peut être modi¯¶e par un changement
de r¶ef¶erentiel (c'est par exemple le cas dans l'exp¶erience de pens¶ee du train et des deux signaux que
nous avons d¶etaill¶ee plus haut). Bien sûr, nous pr¶eciserons quantitativement ces notions dans le
paragraphe suivant quand nous disposerons de la forme explicite de la transformation de Lorentz.

Notons en¯n, pour ¯nir, que tous les intervalles pris sur la ligne d'univers d'une particule mat¶erielle
sont du genre temps.

1.3.4 Temps propre

Nous pouvons appliquer l'invariance de l'intervalle au problµeme des horloges en mouvement que nous
avons d¶ejµa abord¶e dans notre premiµere exp¶erience de pens¶ee. Nous y avons vu que la p¶eriode d'une
horloge (l'aller et retour d'un signal lumineux) n'¶etait pas la même pour le contrôleur et le chef de gare.
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Nous allons ¶etablir ce r¶esultat de maniµere plus g¶en¶erale en utilisant l'invariance de l'intervalle. Lµa
encore, toutes ces notions seront beaucoup plus pr¶ecises quand nous disposerons de la forme explicite
de la transformation de Lorentz.

Consid¶erons donc une particule, ou une horloge, en mouvement arbitraire par rapport µa un
r¶ef¶erentiel R. Si ce mouvement est acc¶el¶er¶e, il n'existe pas de r¶ef¶erentiel galil¶een dans lequel la
particule soit au repos µa tout instant. En revanche, on peut consid¶erer µa chaque instant le r¶ef¶erentiel
galil¶een dont la vitesse v coÄ³ncide avec celle de la particule. Nous appellerons ce r¶ef¶erentiel le r¶ef¶erentiel
tangent au mouvement R0. A l'instant consid¶er¶e, on peut faire en sorte que la particule soit situ¶ee µa
l'origine O0 de R0, avec une vitesse nulle.

Consid¶erons maintenant un intervalle de temps in¯nit¶esimal dt dans R. Pendant ce temps, la
particule se d¶eplace de dl = vdt. Les deux ¶ev¶enements correspondant aux deux extr¶emit¶es de ce
mouvement in¯nit¶esimal sont donc s¶epar¶es par un intervalle

ds2 = c2dt2 ¡ dl2 = c2dt2
Ã
1¡ v

2

c2

!
: (1.12)

Consid¶erons maintenant les deux mêmes ¶ev¶enements dansR0, le r¶ef¶erentiel tangent. Dans ce r¶ef¶erentiel,
la vitesse de la particule est nulle. Son d¶eplacement est donc nul au premier ordre en dt0. L'intervalle
s'¶ecrit donc aussi:

ds2 = c2dt02 : (1.13)

Nous appellerons donc \temps propre" l'intervalle de temps s'¶ecoulant dans R0 et nous le noterons
d¿ = dt0. En rapprochant les deux expressions pr¶ec¶edentes de l'intervalle, nous pouvons ¶ecrire

dt = °d¿ (1.14)

avec

° =
1s
1¡ v

2

c2

: (1.15)

Nous retrouvons, de fa»con plus g¶en¶erale, que l'intervalle de temps mesur¶e dans le r¶ef¶erentiel tangent ou
le r¶ef¶erentiel propre dans le cas d'un mouvement uniforme, est plus court que l'intervalle mesur¶e dans
un autre r¶ef¶erentiel. Le facteur de \dilatation" du temps, °, toujours sup¶erieur µa un, a l'expression
que nous avions d¶ejµa trouv¶ee au paragraphe pr¶ec¶edent. Il est important de constater µa ce point
que d¿ est une quantit¶e ind¶ependante de l'observateur. Tout observateur, ind¶ependamment de son
¶etat de mouvement par rapport µa la particule, peut calculer un intervalle de temps propre µa partir
d'un intervalle de temps dans son r¶ef¶erentiel, et en d¶eduire, par int¶egration, le temps propre de la
particule entre deux ¶ev¶enements servant de r¶ef¶erence. Le r¶esultat obtenu sera le même pour tous
les observateurs (si ils choisissent les mêmes ¶ev¶enements de r¶ef¶erence). Le temps propre est donc une
propri¶et¶e intrinsµeque de la particule. Nous nommerons une telle quantit¶e un 4{scalaire dans le chapitre
suivant.

Le raisonnement est fait ici pour des intervalles de temps in¯nit¶esimaux. On peut le g¶en¶eraliser µa
des intervalles arbitraires. A chaque instant, on peut d¶e¯nir un r¶ef¶erentiel tangent pour la particule.
On peut alors d¶eterminer le \temps propre" de la particule, ¿ , en int¶egrant les intervalles de temps
propre in¯nit¶esimaux. En int¶egrant aussi la relation entre temps propre et intervalle de temps dans
R, on montrera que la dur¶ee propre est toujours inf¶erieur µa la dur¶ee mesur¶ee dans R.

Cette \dilatation des temps" a plusieurs cons¶equences pratiques mesurables qui ont apport¶e des
con¯rmations ¶eclatantes au principe de relativit¶e.

Consid¶erons d'abord une particule instable de dur¶ee de vie (moyenne) T . Dans quel r¶ef¶erentiel
doit-on utiliser cette dur¶ee de vie? Elle n'a bien sûr de signi¯cation que dans le r¶ef¶erentiel de la
particule. C'est en e®et une \horloge" interne µa la particule qui d¶eclenche sa d¶esint¶egration. Dans le
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r¶ef¶erentiel du laboratoire, R, la dur¶ee de vie moyenne de la particule sera alors °T (nous supposerons,
pour ¯xer les id¶ees, que la particule est en mouvement rectiligne uniforme { ° est donc une constante).
Si la vitesse de la particule est trµes proche de celle de la lumiµere, la facteur de dilatation temporelle
° est trµes grand devant un et la dur¶ee de vie \vue" dans le r¶ef¶erentiel du laboratoire est trµes grande
par rapport µa la dur¶ee de vie intrinsµeque. C'est cet e®et qui permet d'observer, dans les chambres µa
bulles ou µa ¯ls, les traces de particules µa dur¶ee de vie trµes courte.

La dilatation des temps se manifeste aussi µa une ¶echelle de vitesses plus accessible, µa condition de
disposer d'horloges de haute pr¶ecision. Le r¶eseau d'horloges atomiques qui ¯xent le temps international
doit p¶eriodiquement être recal¶e. Pour cela, on transporte physiquement d'un site µa l'autre des horloges
portables de haute pr¶ecision. A l'arriv¶ee du voyage, il faut corriger l'horloge mobile de la dilatation
relativiste des temps7 que l'on pourra estimer num¶eriquement µa titre d'exercice.

Citons ¶egalement le c¶elµebre \paradoxe des jumeaux", dû µa Langevin. De deux frµere jumeaux, l'un
reste sur terre et l'autre vole vers Proxima du centaure, µa une distance de 4 ann¶ees lumiµere, avec une
vitesse constante, proche de celle de la lumiµere. A peine arriv¶e, le jumeau voyageur fait demi-tour
et revient sur Terre µa la même vitesse. A l'arriv¶ee, le temps ¶ecoul¶e pour le jumeau terrestre est de
huit ans (4 ans pour l'aller, autant pour le retour). En revanche, pour le voyageur, le temps ¶ecoul¶e
n'est que de 8=° ans, beaucoup plus court. Nous verrons, quand nous aurons explicit¶e la forme de la
transformation de Lorentz, que le jumeau voyageur voit l'¶etoile de destination s'approcher de lui µa une
vitesse proche de celle de la lumiµere. En revanche, elle est initialement beaucoup plus proche de lui que
4 ann¶ees-lumiµere. Le jumeau voyageur revient donc sur terre plus jeune que son frµere! Le paradoxe
apparent est qu'il semble y avoir une parfaite sym¶etrie entre les deux jumeaux, incompatible avec
cette di®¶erence d'âge: dans le r¶ef¶erentiel du voyageur, le jumeau terrestre s'¶eloigne et se rapproche µa
grande vitesse.

La \solution" de ce paradoxe apparent est que le r¶ef¶erentiel du jumeau voyageur n'est pas un
r¶ef¶erentiel galil¶een. Le temps propre tel que nous l'avons d¶e¯ni n'est pas le temps mesur¶e dans un
r¶ef¶erentiel donn¶e. C'est une accumulation de temps in¯nit¶esimaux tous calcul¶es dans des r¶ef¶erentiels
galil¶eens di®¶erents, les r¶ef¶erentiels tangents au mouvement acc¶el¶er¶e du mobile. Consid¶erer la situation
du point de vue du jumeau voyageur reviendrait µa d¶e¯nir un temps pour un r¶ef¶erentiel bien d¶e¯ni (celui
du jumeau voyageur), acc¶el¶er¶e. Ceci n'est pas possible dans le cadre de la relativit¶e restreinte. En
relativit¶e g¶en¶erale, le temps est a®ect¶e par la gravitation ou de maniµere ¶equivalente par l'acc¶el¶eration.
On peut alors e®ectivement d¶e¯nir un temps pour le jumeau voyageur et retrouver rigoureusement la
dissym¶etrie entre les deux jumeaux.

Cette brµeve ¶etude du paradoxe des jumeaux introduit naturellement la notion de c¶el¶erit¶e. Si
on d¶esire voyager loin, ce qui importe c'est le temps propre utilis¶e (celui dans lequel on vieillit) et la
distance parcourue dans le r¶ef¶erentiel immobile. On peut d¶e¯nir alors une vitesse, que nous nommerons
c¶el¶erit¶e, en termes du temps estim¶e dans un r¶ef¶erentiel et de l'espace estim¶e dans un autre. De fa»con
¶evidente, la c¶el¶erit¶e est le produit de la vitesse ordinaire par le facteur ° de dilatation du temps. Elle
peut donc être trµes sup¶erieure µa la vitesse de la lumiµere, sans que la causalit¶e relativiste ne soit viol¶ee
puisque la c¶el¶erit¶e n'est pas une vitesse µa proprement parler.

Nous conclurons ce paragraphe par une remarque importante pour la dynamique. Si une horloge
est immobile dans R, le temps propre mesur¶e entre deux ¶ev¶enements coÄ³ncide avec celui du r¶ef¶erentiel.
En revanche, si elle est en mouvement, le temps propre entre les deux mêmes ¶ev¶enements est toujours
inf¶erieur au temps du r¶ef¶erentiel (et ce quelle que soit la forme ou la loi horaire de la trajectoire).
On en d¶eduit donc que l'int¶egrale du temps propre entre deux ¶ev¶enements est maximale pour une
horloge immobile, une propri¶et¶e qui nous sera fort utile pour formuler un principe variationnel pour
la dynamique relativiste.

7Il faut aussi corriger un e®et de \red shift" gravitationnel qui n'est descriptible que dans le cadre de la relativit¶e
g¶en¶erale. La fr¶equence de l'horloge est a®ect¶ee en e®et par le champ de pesanteur terrestre, l¶egµerement diminu¶e en vol.
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1.4 Transformation de Lorentz

Aprµes cette approche trµes qualitative, qui nous a permis de comprendre certaines caract¶eristiques
essentielles de la nouvelle cin¶ematique; il nous reste µa donner la forme explicite de la transformation
de Lorentz, d¶ecrivant un changement de r¶ef¶erentiel. Nous allons, en fait, oublier pour un temps tout
ce que nous avons appris dans les paragraphes pr¶ec¶edents et essayer de construire toutes les transfor-
mations ob¶eissant µa un certain nombre de sym¶etries fondamentales, telles que l'isotropie de l'espace
ou l'invariance par translation dans le temps. Nous verrons qu'il n'y a en fait que quatre formes pos-
sibles pour une telle transformation. Deux d'entre elles sont inacceptables parce qu'elles conduiraient
µa abandonner le principe de causalit¶e. Les deux derniµeres sont la transformation de Galil¶ee, que
nous rejetterons ¶egalement car elle n'ob¶eit pas au principe de relativit¶e, et en¯n la transformation de
Lorentz. Au cours de cette recherche, nous verrons apparâ³tre certaines propri¶et¶es essentielles de la
transformation de Lorentz que nous discuterons dans le dernier paragraphe de cette section.

1.4.1 Forme de la transformation de Lorentz

Le choix d'axes pour les deux repµeres est, encore une fois, celui illustr¶e par la ¯gure 1.1. Nous
cherchons donc une transformation L(u) permettant d'exprimer les coordonn¶ees (ct0; x0; y0; z0) d'un
¶ev¶enement dans R0 en fonction de celles dans R, (ct; x; y; z). Rappelons que u est la projection
alg¶ebrique de la vitesse de R0 par rapport µa R sur l'axe du mouvement. Notons tout de suite qu'avec
nos conventions l'¶ev¶enement (0; 0; 0; 0) dans R se transforme en l'¶ev¶enement origine (0; 0; 0; 0) dans R0.
Nous obtiendrons avec ce choix d'axes la transformation de Lorentz sp¶eciale. Une simple combinaison
avec les rotations et sym¶etries nous permettra ensuite d'obtenir le groupe de Lorentz complet, dont le
groupe sp¶ecial est un sous{groupe, d¶ecrivant des changements de r¶ef¶erentiels tout µa fait quelconques.

Nous imposerons d'abord µa L d'être une transformation lin¶eaire, homogµene. L'invariance de la
physique dans une translation arbitraire de l'espace ou du temps impose cette lin¶earit¶e.

L'ensemble des transformations de Lorentz, param¶etr¶ees par la vitesse relative u, doit former un
groupe. Consid¶erons en e®et trois r¶ef¶erentiels: R, R0, en mouvement µa la vitesse u par rapport µa R, et
R00, en mouvement µa la vitesse v par rapport µa R0 et w par rapport µa R (comme nous avons abandonn¶e
le cadre de la relativit¶e galil¶eenne, w n'est pas ¶egal µa u + v). La transformation de R vers R0 peut
s'¶ecrire L(w) ou L(v)L(u) (ce produit ¶etant µa comprendre comme la composition de deux applications
lin¶eaires et donc ¶etant lu de droite µa gauche). Le produit de deux transformations de Lorentz d¶e¯nit
donc une application de composition interne qui possµede ¶evidemment toutes les propri¶et¶es d'une loi de
groupe. Il existe un ¶el¶ement neutre, l'identit¶e, correspondant au passage d'un r¶ef¶erentiel µa lui-même
et donc µa la vitesse nulle. Chaque ¶el¶ement possµede un inverse. Il doit en être ainsi, pour qu'µa tout
¶ev¶enement dans R corresponde un seul jeu de coordonn¶ees dans R0. La transformation inverse est
celle qui donne les coordonn¶ees dans R en fonction de celles dans R0. La vitesse de l'origine O dans
R0 doit bien sûr être ¡u. Si la vitesse de O par rapport µa O0 n'¶etait pas oppos¶ee µa la vitesse de O0

par rapport µa O, nous aurions certainement bris¶e le principe de relativit¶e. La transformation inverse
de L(u) doit donc être la transformation de Lorentz correspondant µa la vitesse ¡u, qui est celle de R
mesur¶ee dans R0: on doit avoir L(u)¡1 = L(¡u).

Il n'est pas ¶evident a priori que ce groupe, que nous appellerons \groupe de Lorentz", soit com-
mutatif. En fait, il est possible de montrer que tout groupe param¶etr¶e par un paramµetre unique,
µa condition que ce param¶etrage soit \su±samment" continu et d¶erivable, est isomorphe au groupe
additif des r¶eels8. Il en r¶esulte imm¶ediatement que tous ces groupes sont ab¶eliens (ou commutatifs).
Notons que cet isomorphisme indique qu'on peut, par un changement de variable ad¶equat, param¶etrer

8Nous ne d¶emontrerons pas ici cette propri¶et¶e. On en trouvera une d¶emonstration trµes ¶el¶ementaire dans J.M. L¶evy{
Leblond et al., Am. Journal of Physics, 47, 1045 (1980). On peut donner des exemples simples de cette propri¶et¶e. Le
groupe multiplicatif des r¶eels (param¶etr¶e par la valeur de l'¶el¶ement) admet une repr¶esentation additive ¶evidente qui n'est
autre que le logarithme N¶ep¶erien. Le groupe des rotations autour d'un point, param¶etr¶e par l'angle de rotation, est
directement param¶etr¶e sous forme additive.
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le groupe par un paramµetre additif, d¶etermin¶e de fa»con univoque µa un facteur prµes (µa un choix d'unit¶es
prµes). On pourrait ainsi trouver un paramµetre Á(u) tel que la composition de deux transformations
de Lorentz s'¶ecrive L(Á(u) + Á(v)) = L(Á(v))L(Á(u)). Nous verrons par la suite que ce param¶etrage
additif a une signi¯cation physique trµes claire.

Penchons nous d'abord sur les lois de transformation des coordonn¶ees y et z. Comme les axes Ox
et O0x0 coÄ³ncident µa tout instant, le fait que y = z = 0 implique que y0 = z0 = 0 pour toutes les valeurs
de x et t. Ces deux derniµeres coordonn¶ees ne peuvent donc intervenir dans les lois de transformation
de y et z, qui se r¶esument donc µa :

y0 = ay + bz (1.16)

z0 = b0y + a0z : (1.17)

Les axes Oy et O0y0 doivent coÄ³ncider µa t = 0. Si b et b0 n'¶etaient pas nuls, l'axe O0y0 correspondrait
µa des valeurs simultan¶ement non nulles de y et z et ne pourrait donc coÄ³ncider avec Oy. La transfor-
mation se r¶eduit donc µa un simple facteur d'¶echelle sur y et z. L'isotropie de l'espace impose de plus
que les facteurs a®ectant y et z soient identiques. On a donc simplement:

y0 = ay z0 = az : (1.18)

Montrons maintenant que ce facteur a vaut n¶ecessairement 1. Nous avons montr¶e e®ectivement que
L(u)¡1 = L(¡u). La transformation inverse est donc d¶ecrite par le facteur a(¡u), mais aussi par le
facteur 1=a(u). L'isotropie de l'espace impose de plus que le facteur a ne d¶epende pas de l'orientation
de la vitesse par rapport µa l'axe Oy. On a donc a = 1=a et a = §1. Si le choix des orientations des
axes dans les deux r¶ef¶erentiels est coh¶erent, on a donc ¯nalement a = 1. Nous avons montr¶e que la
transformation de Lorentz laisse invariantes les coordonn¶ees perpendiculaires µa la vitesse relative.

Int¶eressons nous maintenant µa la transformation de x et ct. La transformation la plus g¶en¶erale
ferait intervenir les coordonn¶ees y et z. L'invariance par translation perpendiculaire µa l'axe des x
impose ¶evidemment que y et z n'interviennent pas dans la loi de transformation de x. De même, µa
x et ct donn¶es, le temps ct0 ne doit pas d¶ependre de y ou z. Finalement, on peut exprimer la loi de
transformation la plus g¶en¶erale par une relation matricielle 2£ 2:µ

ct0

x0
¶
=

µ
a(u) b(u)
e(u) f(u)

¶µ
ct
x

¶
: (1.19)

On peut pr¶eciser consid¶erablement la forme de cette transformation par un simple argument de
sym¶etrie. Consid¶erons en e®et dans le r¶ef¶erentiel R0 un axe O0X 0 confondu avec, mais d'orientation
contraire µa, O0x0. En un mot, X 0 = ¡x0. Consid¶erons de même l'axe OX oppos¶e avec l'axe Ox,
avec X = ¡x. On peut consid¶erer la transformation donnant X et ct en fonction de X 0 et ct0. Elle
correspond au même changement de r¶ef¶erentiel que celui que nous ¶etudions. En e®et, dans les deux
cas, la vitesse du nouveau r¶ef¶erentiel selon l'axe des x ou X est u. La vitesse de O est en e®et ¡u sur
O0x0 et donc u sur O0X 0. On en d¶eduit que:µ

ct
X

¶
=

µ
a b
e f

¶µ
ct0

X 0
¶
; (1.20)

qu'on peut mettre sous la forme: µ
ct
x

¶
=

µ
a ¡b
¡e f

¶µ
ct0

x0
¶
: (1.21)

Mais cette derniµere relation est aussi la transform¶ee inverse de la transformation cherch¶ee:µ
ct
x

¶
=

1

af ¡ be
µ
f ¡b
¡e a

¶µ
ct0

x0
¶
: (1.22)
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De la comparaison de ces deux formules, on tire imm¶ediatement que le d¶eterminant de la transforma-
tion doit être ¶egal µa un:

af ¡ be = 1 (1.23)

et que

a = f = ° (1.24)

(nous changeons un peu les notations pour ¶evoluer vers la forme standard de la transformation de
Lorentz).

Nous pouvons pr¶eciser encore la forme de la transformation en utilisant le caractµere ab¶elien du
groupe de Lorentz sp¶ecial. En ¶ecrivant simplement que L(w) = L(u)L(v) = L(v)L(u), on trouve que:

°(w) = °(u)°(v) + e(u)b(v)

= °(v)°(u) + e(v)b(u) ; (1.25)

ce qui ne peut être v¶eri¯¶e pour deux vitesses arbitraires que si e(u)=b(u) est une constante, µa moins
qu'une de ces fonctions ne s'annule identiquement. Si ce rapport est une constante, un choix convenable
d'unit¶es d'espace et de temps permet d'amener sa valeur µa §1. Nous aurons donc µa distinguer 4 cas:
² e(u) = ¡b(u). La matrice est donc antisym¶etrique et ses deux coe±cients v¶eri¯ent °2 + b2 = 1.
On peut donc poser ° = cos µ et b = sin µ. La matrice de transformation s'¶ecrit donc:µ

cos µ sin µ
¡ sin µ cos µ

¶
: (1.26)

C'est une simple rotation autour de l'origine dans l'espace{temps. La repr¶esentation additive de
ce groupe est l'angle de rotation µ.

² b(u) = 0. La valeur du d¶eterminant impose alors ° = 1 et la matrice de la transformation s'¶ecrit:µ
1 0
e(u) 1

¶
: (1.27)

Ecrire ensuite que le mouvement de O0 s'e®ectue µa la vitesse u, c'est µa dire que x = 0 implique
x0 = ¡ut0, ¯xe e(u) = ¡¯ = ¡u=c. Ce groupe est simplement celui de Galil¶ee dont le paramµetre
additif est la vitesse u ou la vitesse r¶eduite ¯ = u=c.

² e(u) = 0. Lµa encore, on doit avoir ° = 1 et la matrice s'¶ecrit:µ
1 b(u)
0 1

¶
: (1.28)

Ce groupe, qui di®µere du groupe de Galil¶ee en ce qu'il transforme le temps et non l'espace, est
le groupe de Caroll. Il est tout naturel de l'¶eliminer a priori.

² e(u) = b(u). On a alors °2 ¡ b2 = 1 et on peut poser: ° = coshÁ(u) et b(u) = ¡ sinhÁ(u) (la
raison de ce choix de signe apparâ³tra clairement plus tard). La matrice de transformation:µ

coshÁ ¡ sinhÁ
¡ sinhÁ coshÁ

¶
(1.29)

est alors simplement celle d'une rotation hyperbolique (rotation autour de l'origine d'un angle
imaginaire pur). La repr¶esentation additive de ce groupe (que nous appellerons \groupe de
Lorentz", en faisant ¯ du suspense) est simplement l'angle de rotation Á, dont nous donnerons
dans un moment l'interpr¶etation physique.
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Nous n'avons utilis¶e jusque lµa que des arguments trµes g¶en¶eraux de sym¶etrie et de r¶eciprocit¶e. Il
est d¶ejµa trµes remarquable que nous n'ayons plus le choix qu'entre quatre groupes, chacun param¶etr¶e
par un seul paramµetre additif. Pour choisir la forme correcte, nous pouvons employer deux arguments
suppl¶ementaires9.

Si nous voulons que la causalit¶e soit une notion ind¶ependante du r¶ef¶erentiel, il faut au moins
exiger de la transformation qu'elle pr¶eserve l'ordre temporel des ¶ev¶enements (au moins pour certains
couples d'¶ev¶enements, ceux qui sont dans le cône de lumiµere l'un de l'autre). Il doit donc exister des
classes d'¶ev¶enements pour lesquelles le signe de t ne doit changer dans aucune transformation. Il est
facile de voir que le groupe des rotations spatio{temporelles et le groupe de Caroll contiennent des
transformations changeant le signe de t pour tout ¶ev¶enement. Ils sont donc exclus par de simples
exigences de causalit¶e.

Il ne nous reste que le groupe de Galil¶ee et le groupe de Lorentz. Le premier, qui conduit µa la
composition des vitesses au sens ordinaire, n'est pas acceptable. La transformation cherch¶ee doit
appartenir donc au groupe de Lorentz (µa celui des rotations hyperboliques). Il ne nous reste plus
qu'µa pr¶eciser la valeur du paramµetre additif Á(u), que nous appellerons \rapidit¶e". Il su±t pour cela
d'¶ecrire que O est anim¶e, dans R0, d'un mouvement uniforme µa la vitesse ¡u (x0 = ¡ut0). On d¶eduit
imm¶ediatement de la transformation que

x0 = ¡ sinhÁ(u)ct; ct0 = coshÁ(u)ct (1.30)

et
tanhÁ(u) =

u

c
= ¯ : (1.31)

soit encore

sinhÁ(u) = °¯ ; ° = coshÁ(u) =
1p
1¡ ¯2 : (1.32)

Notons que le facteur ° peut prendre des valeurs arbitrairement grandes. La rapidit¶e peut donc aussi
être arbitrairement grande. Si la vitesse u est limit¶ee par la vitesse de la lumiµere, il n'en est pas de
même pour le paramµetre \naturel" du groupe de Lorentz.

Avec ces valeurs, nous avons complµetement d¶etermin¶e la transformation de Lorentz, qui peut
s'¶ecrire: µ

ct0

x0
¶
=

µ
° ¡°¯
¡°¯ °

¶µ
ct
x

¶
; (1.33)

la transformation inverse ¶etant ¶evidemment donn¶ee parµ
ct
x

¶
=

µ
° °¯
°¯ °

¶µ
ct0
x0
¶
; (1.34)

(il su±t de changer le signe de la vitesse relative). En termes de coordonn¶ees et de temps, on peut
aussi ¶ecrire la transformation directe sous la forme:

x0 = °(x¡ ut) (1.35)

t0 = °

µ
t¡ ux

c2

¶
(1.36)

et la transformation inverse sous la forme:

x = °(x0 + ut0) (1.37)

t = °

µ
t0 +

ux0

c2

¶
(1.38)

9A ce point, imposer la constance de la vitesse de la lumiµere ou l'invariance de l'intervalle su±rait µa choisir le dernier
groupe. Nous allons suivre une d¶emarche un plus d¶etaill¶ee pour montrer que la s¶election peut aller encore plus loin sans
le postulat de relativit¶e.
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A toutes les relations pr¶ec¶edentes, il convient bien sûr d'ajouter l'invariance des coordonn¶ees trans-
verses y et z. Notons imm¶ediatement que, si on ne retient dans la transformation de Lorentz que les
termes du premier ordre en u=c, on retrouve la transformation de Galil¶ee. La cin¶ematique classique
apparâ³t donc bien comme une limite de la cin¶ematique relativiste pour des vitesses d'entrâ³nement
faibles devant celle de la lumiµere.

Notons que nous avons fait, dans tout ce paragraphe, un choix d'axes bien particulier. Comme
il nous a conduit µa une forme univoque de la transformation de Lorentz, nous n'avons pas restreint
la g¶en¶eralit¶e. On peut avoir cependant µa composer des transformations de Lorentz correspondant µa
des directions de vitesses di®¶erentes. La transformation de Lorentz s'¶ecrira alors L(u), oµu u est le
vecteur vitesse de R0 par rapport µa R, de direction arbitraire. Pour ¶ecrire ce genre de changement
de r¶ef¶erentiel, il convient de composer la transformation que nous venons d'¶ecrire avec les rotations
arbitraires d'espace, avec les r¶e°exions d'espace et même, ¶eventuellement, avec les r¶e°exions du temps.
On obtient ainsi le \groupe de Lorentz complet", qui d¶ecrit tous les changements de r¶ef¶erentiels. On
distingue parfois, µa l'int¶erieur du groupe complet , plusieurs sous{groupes:

² Le groupe de Lorentz \propre" comprenant la transformation de Lorentz combin¶ee avec les
rotations spatiales. Sauf cas sp¶ecial, il su±t µa d¶ecrire un changement de r¶ef¶erentiel avec une
direction de vitesse arbitraire. Le d¶eterminant de la matrice correspondante est 1.

² Le groupe de Lorentz \orthochrome" contient le groupe de Lorentz combin¶e ¶eventuellement avec
des r¶e°exions d'espace (nous avions exclu explicitement ces transformations dans notre discussion
en imposant aux directions des axes d'être consistantes). Le d¶eterminant de la matrice peut alors
être §1.

1.5 Propri¶et¶es de la transformation de Lorentz

Avant d'appliquer la transformation de Lorentz µa des situations physiques, nous allons nous pencher
plus en d¶etails sur certaines de ses propri¶et¶es. La premiµere, qui d¶ecoule directement de l'expression
de la transformation comme une rotation hyperbolique, est que la transformation de Lorentz conserve
l'intervalle. Nous aurions en fait pu prendre cette hypothµese comme point de d¶epart et construire µa
partir de lµa la transformation.

Un point essentiel de ce paragraphe sera de comprendre qu'il y a trois quantit¶es fondamentales
di®¶erentes d¶ecrivant la vitesse d'un r¶ef¶erentiel par rapport µa un autre, correspondant µa trois situations
exp¶erimentales di®¶erentes pour d¶eterminer cette vitesse.

1.5.1 Composition des transformations

Revenons µa la situation d¶ejµa ¶evoqu¶ee de trois r¶ef¶erentiels en mouvement relatif. La loi de composition
des rapidit¶es nous permet d'¶ecrire de maniµere ¶evidente:

Á(w) = Á(u) + Á(v) : (1.39)

Nous pouvons en tirer facilement la loi de composition des vitesses relativistes, sous une forme simpli¯¶ee
correspondant µa des vitesses qui sont toutes colin¶eaires (nous g¶en¶eraliserons au paragraphe suivant),
en ¶ecrivant w en fonction de u et v. Il su±t pour cela de prendre le cosh et le sinh de l'¶equation
pr¶ec¶edente. On obtient alors:

sinhÁ(w) = ¯(w)°(w) = °(u)°(v)(¯(u) + ¯(v)) (1.40)

coshÁ(w) = °(w) = °(u)°(v)(1 + ¯(u)¯(v)) ; (1.41)

d'oµu on tire imm¶ediatement:

¯(w) =
¯(u) + ¯(v)

1 + ¯(u)¯(v)
; (1.42)
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ou encore

w =
u+ v

1 + uv=c2
; (1.43)

Cette loi remplace la simple addition des vitesses de la relativit¶e galil¶eenne. Notons lµa encore qu'on
retrouve la loi galil¶eenne d'addition des vitesse pour la composition de vitesses toutes deux petites
devant la vitesse de la lumiµere. Remarquons ¶egalement que cette loi pr¶edit correctement l'invariance
de la vitesse de la lumiµere: si ¯(u) = 1 ou si ¯(v) = 1, on trouve imm¶ediatement ¯(w) = 1. Cela
montre aussi qu'on ne peut d¶epasser la vitesse de la lumiµere en courant dans le couloir d'un train se
d¶epla»cant µa une vitesse proche de c. Encore une fois, si l'accumulation de vitesses ne peut conduire
µa une vitesse sup¶erieure µa celle de la lumiµere, les rapidit¶es s'accumulent sans limite. Il est d'ailleurs
fructueux µa ce point de comparer ces notions de vitesses et de rapidit¶e.

1.5.2 Vitesse, c¶el¶erit¶e et rapidit¶e

Nous sommes maintenant en possession de trois quantit¶es di®¶erentes d¶ecrivant le mouvement d'un
r¶ef¶erentiel par rapport µa un autre. Il n'est que temps d'examiner les di®¶erences entre ces quantit¶es et
de pr¶eciser leur sens physique.

La premiµere d¶e¯nition de la vitesse relative de R0 (le r¶ef¶erentiel du contrôleur, pour reprendre
le vocabulaire ferroviaire) par rapport µa R (le chef de gare) est la vitesse u, vitesse de l'origine O0

dans R. Imaginons, pour bien insister sur le sens physique de ces quantit¶es, que le contrôleur d¶esire
d¶eterminer sa vitesse. La premiµere m¶ethode est de rep¶erer, sur les horloges de deux gares successives,
ses temps de passage. La liste des tarifs, imprim¶ee dans R, lui donnant la distance (mesur¶ee dans R)
entre ces gares, il en d¶eduira sa vitesse. Cette vitesse, mesur¶ee dans l'espace de R avec le temps de
R, ou dans l'espace de R0 avec le temps de R0, est bien entendu la vitesse u.

L'autre d¶e¯nition que nous avons d¶ejµa rencontr¶ee est celle de la c¶el¶erit¶e. Rappelons que c'est
la d¶e¯nition qui int¶eresse le voyageur interstellaire, puisqu'elle mesure la distance parcourue dans le
r¶ef¶erentiel ¯xe par unit¶e de temps du mobile. Nous avons vu que la c¶el¶erit¶e s'exprimait par °u ou
°¯ = sinhÁ en unit¶es r¶eduites. Cette vitesse est celle que d¶eterminerait le contrôleur en mesurant la
dur¶ee qui s'¶ecoule entre les deux gares avec sa propre montre. Notons en¯n que c¶el¶erit¶e et vitesse sont
identiques en relativit¶e galil¶eenne, en raison de l'universalit¶e du temps.

Nous sommes maintenant en possession d'une troisiµeme \d¶e¯nition" de la vitesse en termes de la
rapidit¶e. Si nous savons d¶ejµa que son int¶erêt r¶eside dans son caractµere additif, µa quelle exp¶erience
correspondrait-elle?

Le contrôleur dispose d'une troisiµeme m¶ethode pour d¶eterminer sa vitesse, même si les vitres sont
occult¶ees. Supposons qu'il soit initialement immobile dans la premiµere gare mais qu'il dispose d'un
acc¶el¶eromµetre (un simple ¯l µa plomb lui su±rait). Cet acc¶el¶eromµetre mesure la variation de la vitesse
du train par unit¶e de temps du train (ce temps est un temps propre). En int¶egrant les indications de
l'acc¶el¶eromµetre sur toute la phase d'acc¶el¶eration, le contrôleur pourra d¶eterminer sa vitesse ¯nale.

On peut traiter ce cas trµes simple de cin¶ematique d'un mouvement acc¶el¶er¶e sans recourir µa la rela-
tivit¶e g¶en¶erale. Le r¶ef¶erentiel du train n'est plus galil¶een. Nous consid¶ererons en revanche comme
r¶ef¶erentiel R0 le r¶ef¶erentiel tangent au mouvement pour une valeur du temps propre ¿ (obtenu,
rappelons{le, par int¶egration des temps propres dans les r¶ef¶erentiels tangents successifs). A un in-
stant donn¶e, la vitesse de ce r¶ef¶erentiel par rapport µa R est v, qui passe de 0 µa u pendant la phase
d'acc¶el¶eration. Pendant un intervalle de temps in¯nit¶esimal d¿ , la vitesse du train dans le r¶ef¶erentiel
tangent passe de 0 µa dv0. L'acc¶el¶eration mesur¶ee dans le train (ou plutôt dans le r¶ef¶erentiel tangent)
vaut donc a = dv0=d¿ . Pendant l'intervalle de temps correspondant, la vitesse dans R passe de v µa
v + dv. En utilisant la loi de composition des vitesses du paragraphe pr¶ec¶edent, nous pouvons ¶ecrire
l'accroissement de vitesse dv0 dans R0 en fonction de la nouvelle vitesse dans R (v+dv) et de la vitesse
v de R0 par rapport µa R:

dv0 =
v + dv ¡ v

1¡ v(v + dv)=c2 ; (1.44)
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Figure 1.5: La transformation de Lorentz interpr¶et¶ee g¶eom¶etriquement comme une rotation hyperbolique dans l'espace

temps. Ses directions propres coÄ³ncident avec le cône de lumiµere de l'origine.

soit encore

dv0 =
dv

1¡ v2=c2 : (1.45)

La vitesse ¯nale mesur¶ee par cette m¶ethode sera donc:Z
ad¿ =

Z
dv

1¡ v2=c2 = c arctanh
u

c
: (1.46)

Elle coÄ³ncide donc avec la d¶e¯nition de la rapidit¶e, qui prend ainsi un sens physique trµes fort. Cette
d¶e¯nition en termes d'acc¶el¶eration accumul¶ee nous fait comprendre pourquoi la rapidit¶e n'est pas
born¶ee. On peut en e®et avoir un mouvement ind¶e¯niment acc¶el¶er¶e en relativit¶e restreinte (nous
¶ecrirons ce mouvement pour d¶ecrire celui de particules charg¶ees soumises µa une force constante dans
un champ ¶electrique uniforme). La vitesse tend asymptotiquement vers c, l'acc¶el¶eration habituelle
(mesur¶ee dans le r¶ef¶erentiel ¯xe) tend vers z¶ero mais l'acc¶el¶eration mesur¶ee comme ci-dessus demeure
constante et la rapidit¶e s'accumule. Notons pour ¯nir qu'en relativit¶e galil¶eenne la rapidit¶e et la vitesse
coÄ³ncident aussi.

1.5.3 G¶eom¶etrie de la transformation de Lorentz

Penchons nous maintenant sur l'interpr¶etation g¶eom¶etrique de la transformation de Lorentz dans
l'espace temps. Si une rotation ordinaire autour de l'origine est bien connue, il n'en est pas n¶e-
cessairement de même pour une rotation hyperbolique. La ¯gure 1.5 illustre la g¶eom¶etrie de cette
transformation. Au contraire d'une rotation, elle ne conserve pas l'angle entre les axes. Pour u > 0, les
deux nouveaux axes sont µa l'int¶erieur du premier quadrant. On a illustr¶e sur la ¯gure 1.5 un ¶ev¶enement
(par un point), ainsi que ses nouvelles et ses anciennes coordonn¶ees, obtenues par projection sur les
axes correspondants.

On peut pr¶eciser encore notre interpr¶etation de cette transformation, en consid¶erant ses valeurs
propres et vecteurs propres. L'¶equation caract¶eristique s'¶ecrit ¸2¡2°¸+1 = 0. Elle admet donc deux
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valeurs propres r¶eelles inverses l'une de l'autre:

1§ ¯q
1¡ ¯2

=
1p
1¨ ¯ = exp§Á : (1.47)

Les vecteurs propres s'obtiennent sans di±cult¶e. Ils correspondent µa x = ct (pour la valeur propre
sup¶erieure µa un) et x = ¡ct. Les directions propres de la transformation de Lorentz ne sont autres
que celles du cône de lumiµere du point O (directions que nous avons ¶egalement repr¶esent¶ees sur la
¯gure 1.5).

1.6 Cons¶equences de la transformation de Lorentz

1.6.1 Retour sur nos exp¶eriences de pens¶ee

Nous reviendrons briµevement, dans ce paragraphe, sur les deux exp¶eriences de pens¶ee que nous avons
discut¶ees au d¶ebut de ce chapitre. Nous allons les d¶ecrire en termes d'¶ev¶enements et utiliser la
transformation de Lorentz complµete pour exprimer les changements de r¶ef¶erentiels. Nous pourrons
en particulier pr¶eciser la valeur de la non{simultan¶eit¶e dans la seconde exp¶erience, ce que nous ne
pouvions faire sans la transformation.

Pour la premiµere exp¶erience, il nous faut distinguer trois ¶ev¶enements: le d¶epart de l'impulsion de
O0 (x01 = y01 = t01 = 0) (nous n'¶ecrirons jamais la coordonn¶ee z qui ne joue aucun rôle); la r¶e°exion sur
le miroir de coordonn¶ees x02 = 0; y02 = L; t02 = L=c, et le retour de l'impulsion en O0 de coordonn¶ees
x03 = y03 = 0; t03 = 2L=c. La transformation de Lorentz donne les positions de ces trois ¶ev¶enements
dans R:

x1 = y1 = t1 = 0 (1.48)

x2 = °uL=c; y2 = L; t2 = °L=c (1.49)

x3 = 2°uL=c; y3 = 0; t3 = 2°L=c ; (1.50)

qui nous redonne imm¶ediatement la dilatation des temps.

Pour la seconde exp¶erience, nous n'avons µa consid¶erer que l'allumage des feux. La r¶eception des
signaux coÄ³ncide en e®et avec l'¶ev¶enement origine. On a , dans R:

xA = ¡L tA = ¡L=c (1.51)

xB = L tB = ¡L=c : (1.52)

On en d¶eduit imm¶ediatement, dans R0,

x0A = ¡°L(1¡ ¯) t0A = ¡°(1¡ ¯)L=c (1.53)

x0B = °L(1 + ¯) t0B = ¡°(1 + ¯)L=c ; (1.54)

ce qui montre clairement que les instants d'allumage dans R0 di®¶erent de 2°¯L=c.

1.6.2 Intervalles et simultan¶eit¶e

Nous allons ¶etablir deux propri¶et¶es qui nous permettront de revenir sur la notion de causalit¶e rela-
tiviste.

Si deux ¶ev¶enements sont s¶epar¶es par un intervalle de genre temps, il existe un r¶ef¶erentiel dans
lequel ils se produisent au même endroit.

Consid¶erons donc deux ¶ev¶enements dans un r¶ef¶erentiel quelconque R. On peut toujours choisir
l'un comme origine et faire en sorte, par un choix d'axes, que l'autre se produise sur l'axe Ox. Leurs
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coordonn¶ees sont alors (0; 0) et (ct; x) . On a jctj > jxj puisque leur intervalle est du genre temps.
Prenons un nouveau r¶ef¶erentiel R0. Dans ce r¶ef¶erentiel, les deux ¶ev¶enements se produisent au même
endroit si x0 = °(x ¡ ut) = 0. Il su±t pour cela que u = x=t, qui est bien inf¶erieur µa c. Notons que
le carr¶e de l'intervalle est alors simplement le carr¶e du temps propre, du temps qui s'¶ecoule entre les
deux ¶ev¶enements dans le r¶ef¶erentiel oµu ils se produisent au même point.

Si les deux ¶ev¶enements se produisent au même endroit dans ce r¶ef¶erentiel, il peuvent être li¶es par
un lien de causalit¶e. Une autre maniµere de voir cette propri¶et¶e est d'imaginer un signal se propageant
d'un ¶ev¶enement µa l'autre. Comme l'intervalle est du genre temps, ce signal se propage moins vite que
la lumiµere. On peut donc lui associer un r¶ef¶erentiel qui n'est, d'ailleurs, autre que R0. On peut noter
en¯n que l'instant t0 auquel se produit le second ¶ev¶enement dans R0 est positif si et seulement si t
est positif. Si deux ¶ev¶enements se produisent au même point dans un r¶ef¶erentiel, l'ordre temporel des
¶ev¶enements n'est modi¯¶e par aucune transformation de Lorentz. En un mot, la notion de causalit¶e
est complµetement pr¶eserv¶ee par les changements de r¶ef¶erentiels.

Si deux ¶ev¶enements sont s¶epar¶es par un intervalle du genre espace, il existe un r¶ef¶erentiel oµu ils
se produisent simultan¶ement.

Nous emploierons les mêmes notations. Cette fois, jctj < jxj . Dans R0 les deux ¶ev¶enements se
produisent au même instant si t0 = °(t¡ ux=c2) = 0, c'est µa dire si u = c2t=x, qui est, lµa encore, plus
petit que c. Le fait que les ¶ev¶enements se produisent au même instant µa des endroits di®¶erents prouve
qu'ils ne peuvent être li¶es par un lien de causalit¶e, la relativit¶e n'admettant pas d'action instantan¶ee
µa distance. On peut voir rapidement que, dans ce cas, le signe de t d¶epend de la transformation.
Comme il n'y a pas de relation de causalit¶e relativiste entre ces ¶ev¶enements, leur ordre temporel peut
d¶ependre du r¶ef¶erentiel. Notons en¯n que le carr¶e de l'intervalle est dans ce cas l'oppos¶e de la distance
entre les deux ¶ev¶enements dans le r¶ef¶erentiel oµu ils se produisent au même instant. Il s'agit d'une
longueur propre, telle que nous la d¶e¯nirons plus pr¶ecis¶ement dans un instant.

1.6.3 Loi de composition des vitesses

Nous g¶en¶eraliserons dans ce paragraphe la loi de composition des transformations de Lorentz qui nous a
d¶ejµa permis, au paragraphe pr¶ec¶edent de traiter le cas de deux vitesses colin¶eaires. Nous consid¶ererons
ici une situation physique l¶egµerement di®¶erente. Un mobile est en mouvement avec une vitesse v dans
le r¶ef¶erentiel R0, entrâ³n¶e µa une vitesse u (selon Ox) par rapport au r¶ef¶erentiel R. En ¶ecrivant les
accroissements in¯nit¶esimaux dx0; dy0, dz0 et dt0 dans R0 et en utilisant la transformation de Lorentz,
on en d¶eduit les accroissements correspondants dans R:

dx = °(dx0 + udt0) (1.55)

dt = °(dt0 + udx0=c2) (1.56)

dy = dy0 (1.57)

dz = dz0 : (1.58)

On peut alors calculer sans di±cult¶es les vitesses dans R. On obtient:

vx =
v0x + u

1 + uv0x=c2
(1.59)

vy =
v0y

°(1 + uv0x=c2)
; (1.60)

la transformation inverse s'obtenant trivialement en changeant le signe de u dans les expressions
pr¶ec¶edentes. On v¶eri¯era, µa titre d'exercice, que la vitesse de la lumiµere est bien invariante dans cette
transformation.
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Aberration des ¶etoiles

Nous ¶etudierons ici une application imm¶ediate de la loi de composition des vitesses. La lumiµere
provenant d'une ¶etoile apparâ³t d¶evi¶ee par la composition de sa vitesse avec celle du r¶ef¶erentiel terrestre
par rapport au systµeme solaire. La position apparente d'une ¶etoile dans le ciel d¶epend donc dans une
petite mesure de la position de la terre sur son orbite (chaque ¶etoile semble d¶ecrire une petite ellipse
annuelle autour de sa position moyenne). Pour simpli¯er la g¶eom¶etrie, nous consid¶ererons le r¶ef¶erentiel
R comme celui li¶e au systµeme solaire. La lumiµere de l'¶etoile arrive parallµelement µa l'axe Oy. La vitesse
de cette lumiµere est donc vy = ¡c.

Le r¶ef¶erentiel R0 est celui de la terre, entrâ³n¶e µa la vitesse u selon Ox. De la loi de composition des
vitesses, on d¶eduit les composantes de la vitesse de la lumiµere de cette ¶etoile dans le r¶ef¶erentiel R0:

v0x = ¡u (1.61)

v0y = ¡ c
°

(1.62)

On \voit" donc dans R0 la lumiµere de l'¶etoile provenir d'une direction inclin¶ee par rapport µa l'axe
O0y0, d'un angle µ = arctan ¯°. L'application de la cin¶ematique galil¶eenne pr¶evoit aussi une d¶eviation
apparente mais elle n'est, comme on le v¶eri¯era ais¶ement, que µ = arctan¯. La di®¶erence entre ces
deux quantit¶es est mesurable et son observation fut une belle con¯rmation de la relativit¶e restreinte.

Dans le même genre de situation, nous aurions pu nous int¶eresser aussi µa la fr¶equence de la lumiµere
re»cue. Nous l'aurions trouv¶ee modi¯¶ee, d'une quantit¶e di®¶erente de l'e®et Doppler classique (il existe
en particulier un e®et Doppler du second ordre pour une vitesse d'entrâ³nement perpendiculaire µa la
propagation). Nous pourrons traiter ce problµeme plus e±cacement quand nous aurons introduit, au
chapitre suivant, les notations tensorielles.

1.6.4 Contraction des longueurs

Dans cette nouvelle cons¶equence imm¶ediate de la transformation de Lorentz, nous allons retrouver
l'hypothµese heuristique que Lorentz avait introduite pour expliquer le r¶esultat n¶egatif de l'exp¶erience
de Michelson.

Le problµeme que nous abordons ici est celui de la d¶e¯nition de la longueur d'un objet en mouvement.
Pour ¯xer les id¶ees, nous consid¶erons une rµegle rigide, de longueur L0, immobile dans le r¶ef¶erentiel
mobile R0, confondue avec l'axe O0x0 (et ayant une extr¶emit¶e en O0). Comment des observateurs de
R peuvent-ils d¶eterminer la longueur de cette rµegle? Il y a deux strat¶egies.

L'observateur O peut d'abord d¶eterminer la vitesse u de la rµegle, par exemple par v¶elocim¶etrie
Doppler. Il peut alors mesurer la dur¶ee ¢t pendant laquelle la rµegle d¶e¯le devant lui. Il en d¶eduira
alors sa longueur L = u¢t. On peut aussi prendre une photographie instantan¶ee de la rµegle. En fait,
on peut rep¶erer, µa un instant t donn¶e, les observateurs de R qui sont en face des extr¶emit¶es de la rµegle
et mesurer leur distance. A titre d'exercice, nous allons examiner ces deux proc¶edures et montrer
qu'elles fournissent la même longueur.

Dans la premiµere m¶ethode, les deux ¶ev¶enements A et B µa consid¶erer sont le passage en O des deux
extr¶emit¶es de la rµegle. Les coordonn¶ees de ces deux ¶ev¶enements dans R0 sont

x0A = t
0
A = 0 (1.63)

x0B = ¡L0 t0B = L
0=u (1.64)

(par convention, l'extr¶emit¶e O' de la rµegle passe d'abord devant O). Leurs coordonn¶ees dans R sont
alors:

xA = tA = 0 (1.65)

xB = 0 tB = °
L0

u

Ã
1¡ u

2

c2

!
=
L0

°u
: (1.66)
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On retrouve ¶evidemment que ces deux ¶ev¶enements se produisent en O. La dur¶ee de passage ¢t est
¶egale µa tB, et la longueur L de la rµegle ainsi mesur¶ee est:

L =
L0

°
: (1.67)

Pour la deuxiµeme m¶ethode, on considµere les deux ¶ev¶enements A et B repr¶esentant les extr¶emit¶es de
la rµegle µa un instant donn¶e dans R. Pour simpli¯er, nous prendrons l'instant origine. Les coordonn¶ees
dans R de ces ¶ev¶enements sont donc:

xA = tA = 0 (1.68)

xB = ¡L tB = 0 : (1.69)

Leurs coordonn¶ees dans R0 sont donc:

x0A = t
0
A = 0 (1.70)

x0B = ¡°L t0B = °uL=c
2 : (1.71)

Comme on doit aussi avoir x0B = ¡L0, on en d¶eduit encore

L =
L0

°
: (1.72)

Les deux proc¶edures conduisent donc, heureusement, µa la même longueur. Rappelons pour ¯nir que
la longueur de la rµegle n'apparâ³t pas modi¯¶ee quand elle est perpendiculaire µa Ox.

Une rµegle en mouvement dans la direction de sa longueur apparâ³t donc plus courte que dans un
r¶ef¶erentiel oµu elle est au repos. Cette contraction des longueurs est, dans la premiµere m¶ethode, une
cons¶equence directe de la dilatation des temps. Dans la deuxiµeme approche, elle est une cons¶equence
de la non invariance de la simultan¶eit¶e. Si on regarde les extr¶emit¶es µa un même instant dans R, on
les voit µa deux instants di®¶erents dans R0. Qui dit di®¶erence sur les temps, dit l¶egµere di®¶erence sur
les positions.

Une application imm¶ediate de la contraction des longueurs est la d¶e¯nition de la c¶el¶erit¶e. Reprenons
le jumeau voyageur du paradoxe de Langevin. Dans le r¶ef¶erentiel ¯xe, il met 4 ans µa atteindre l'¶etoile
la plus proche, µa une vitesse proche de celle de la lumiµere. Dans son r¶ef¶erentiel propre, il ne met
que 4=° ans. Cependant, la vitesse de l'¶etoile par rapport µa lui est ¶egale (en module) µa sa vitesse
par rapport µa la terre et donc proche de c. En revanche, la distance de l'¶etoile n'est plus que de 4=°
ann¶ees lumiµere. On pourra, µa titre d'exercice, ¶ecrire complµetement le paradoxe des jumeaux en termes
d'¶ev¶enements.

Un \Paradoxe" r¶esolu

Pour illustrer encore cette notion de contraction des longueurs, consid¶erons un nouveau problµeme de
trains. Un train de longueur L (r¶ef¶erentiel propre R0) entre dans un tunnel (immobile) de longueur
L exactement ¶egale. R est le r¶ef¶erentiel du tunnel. Train et tunnel sont align¶es avec Ox et O0x0. A
t = t0 = 0, l'arriµere du train passe juste dans l'entr¶ee du tunnel, situ¶ee en O (ou O0). Que voient
le contrôleur et le chef de gare (en mission d'inspection dans le tunnel)? Pour le chef de gare, la
longueur du train en mouvement est inf¶erieure µa celle du tunnel et la locomotive sort du tunnel un
peu aprµes que le dernier wagon n'y ait p¶en¶etr¶e. Pour le contrôleur, en revanche, c'est le tunnel qui est
un peu plus court que le train et la locomotive sort du tunnel avant que le dernier wagon n'y entre.
La solution de ce paradoxe apparent est bien sûr dans la non universalit¶e de la simultan¶eit¶e. Avant et
aprµes ne sont pas des absolus pour des points situ¶es µa des endroits di®¶erents (et qui ne sont pas dans
le cône de lumiµere l'un de l'autre).
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Pour nous en convaincre, nous ¶ecrirons, dans les deux r¶ef¶erentiels, les coordonn¶ees des deux
¶ev¶enements importants. L'un repr¶esente l'entr¶ee du dernier wagon dans le tunnel et coÄ³ncide avec
l'¶ev¶enement origine dans les deux r¶ef¶erentiels. L'autre ¶ev¶enement est la sortie de la locomotive, dont
les coordonn¶ees dans R sont:

x2 = L t2 =
L

u

µ
1¡ 1

°

¶
: (1.73)

On peut obtenir simplement t2 en disant que la longueur du train dans R est L=°. A l'instant 0, la
locomotive est donc µa une distance L(1¡ 1=°) de la sortie et elle parcourt cette distance µa la vitesse
u. La sortie de la locomotive dans R se produit donc bien aprµes l'entr¶ee du dernier wagon. On
peut v¶eri¯er, par un calcul ¶el¶ementaire, que le carr¶e de l'intervalle entre les ¶ev¶enements 1 et 2 est
c2(1 ¡ °)=u2°2, n¶egatif. L'intervalle entre les ¶ev¶enements est toujours du genre espace. La notion de
pass¶e et de futur pour ces deux ¶ev¶enements n'est donc pas n¶ecessairement invariante.

On peut alors ¶ecrire les coordonn¶ees correspondantes dans R0. Aprµes un calcul sans di±cult¶e, on
trouve:

x02 = L ; (1.74)

ce qui ne fait guµere que v¶eri¯er la coh¶erence du calcul et

t02 = ¡
L

u

° ¡ 1
°

: (1.75)

L'¶ev¶enement 2 (sortie de la locomotive) s'est donc produit, dans R0, avant que l'arriµere du train n'entre
dans le tunnel, comme nous nous y attendions. Si il y a dans ce problµeme un paradoxe, il ne concerne
pas la validit¶e et la coh¶erence de la transformation de Lorentz. Ce n'est que la di®¶erence entre les
pr¶edictions de la relativit¶e sur le temps et notre sens commun qui cr¶ee l'apparence paradoxale de ces
situations. Ce n'est qu'avec une fr¶equentation assidue de ce genre de problµemes que peut se d¶evelopper
une intuition relativiste. Le problµeme est similaire, bien que moins ardu, µa celui qu'on rencontre pour
se forger une intuition en m¶ecanique quantique.



Chapitre 2

Notations Quadridimensionnelles

Nous allons introduire dans ce chapitre des notions math¶ematiques permettant de traiter la relativit¶e
restreinte d'une fa»con particuliµerement ais¶ee. En nous pla»cant dans un espace{temps µa quatre di-
mensions, en le munissant d'une structure d'espace vectoriel, d'un produit scalaire et d'une norme,
nous pourrons r¶einterpr¶eter d'une fa»con trµes e±cace les notions introduites dans le chapitre pr¶ec¶edent.
Les objets physiques, ind¶ependants du choix du r¶ef¶erentiel, seront alors d¶ecrits comme des vecteurs,
ou, plus g¶en¶eralement des tenseurs (matrices) dans cet espace. La transformation de Lorentz ap-
parâ³tra alors comme un simple changement de base. Les lois de transformation de toutes les quan-
tit¶es physiques se d¶eduiront alors simplement des rµegles de changement de base. Pour manipuler
commod¶ement ces vecteurs et ces tenseurs, nous introduirons ¶egalement des notations tensorielles trµes
puissantes dues µa Einstein. Nous allons commencer par introduire la notion d'espace temps µa partir
de l'¶ev¶enement.

2.1 4{vecteur position d'un ¶ev¶enement.

2.1.1 Coordonn¶ees contravariantes

Un ¶ev¶enement est complµetement d¶e¯ni dans un r¶ef¶erentiel par la donn¶ee des quatre nombres (ct; x; y; z).
Nous consid¶ererons donc un espace vectoriel µa quatre dimensions (d'oµu le nom de 4{vecteur) muni
d'un base e¹ (l'indice ¹ variant entre 0 et 3) et nous associerons µa cet ¶ev¶enement le vecteur (ou plutôt
le 4{vecteur):

R =
X
¹

x¹e¹ ; (2.1)

en posant

x0 = ct; x1 = x; x2 = y; x3 = z : (2.2)

Nous appellerons les x¹ les composantes contravariantes du 4{vecteur ¶ev¶enement. Par convention,
dans toute la suite, on utilisera des indices sup¶erieurs pour repr¶esenter ces composantes (le risque de
confusion avec des exposants est pratiquement nul). Par convention aussi, nous ne pr¶eciserons pas le
domaine sur lequel s'e®ectuent les sommations. Un indice repr¶esent¶e par une lettre grecque variera
toujours entre 0 et 3 (0 repr¶esentant la coordonn¶ee temporelle). Quand nous aurons besoin d'un
indice ne parcourant que les valeurs 1 µa 3 (et donc associ¶e µa de simples composantes spatiales), nous
utiliserons un indice romain1:

xi = x1;2;3 : (2.3)

L'¶ecriture syst¶ematique des signes somme serait extrêmement fastidieuse, surtout quand nous
manipulerons, avec les tenseurs, des sommes multiples. Nous adopterons donc la convention d'Einstein

1Cette convention est trµes largement r¶epandue dans les manuels r¶ecents. Signalons cependant que le Landau de th¶eorie
des champs, dont nous recommandons la lecture, utilise une convention strictement inverse.
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de sommation sur les indices r¶ep¶et¶es. Quand, dans une expression, un même indice apparâ³t en haut
et en bas, on doit sommer l'expression sur toutes les valeurs possibles de cet indice (0 µa 3 pour un
indice grec, 1 µa 3 pour un indice romain). On ¶ecrira donc simplement:

R =
X
¹

x¹e¹ = x
¹e¹ : (2.4)

Insistons sur le fait, dont la raison apparâ³tra plus clairement plus tard, que l'on ne somme implicite-
ment sur un indice que s'il apparâ³t une fois en haut et une fois en bas. Le même indice apparaissant
deux fois en bas ne doit pas être somm¶e. Une ¶ecriture comme T ¹¹, par exemple, repr¶esentera un
¶el¶ement diagonal d'un tenseur (disons µa ce stade d'une matrice) et pas une somme. La trace de cette
matrice s'¶ecrirait T ¹

¹, la convention de somme s'appliquant alors µa l'indice r¶ep¶et¶e. Nous verrons
dans la suite de cet expos¶e µa quel point cette simple convention de sommation implicite am¶eliore les
¶ecritures. Nous appellerons indice \libre" un indice sur lequel la rµegle de sommation ne s'applique pas
(qui donc reste en tant qu'indice dans l'expression ¯nale) et \muet" un indice faisant l'objet d'une som-
mation implicite (et n'apparaissant pas en tant que tel dans l'expression ¯nale2). Nous respecterons,
pour les indices libres, la rµegle de \balancement". Dans une ¶equation, les indices libres apparaissant
dans les deux membres doivent se correspondre un µa un et apparâ³tre en même position (haut ou bas).
Nous comprendrons plus tard que, si ce n'¶etait pas le cas, les objets d¶ecrits par les deux membres de
l'¶equation ne seraient pas de même nature. Ces rµegles de sommation et de balancement, qui portent
sur la typographie des ¶equations, constituent en fait, en plus d'une simpli¯cation notable, un systµeme
de garde-fous rendant impossible l'¶ecriture d'expressions absurdes. Elles jouent en relativit¶e le rôle
des notations de Dirac de la m¶ecanique quantique qui relient de fa»con univoque la nature de l'objet
(fonction d'onde, objet du dual, produit scalaire, op¶erateur) µa son ¶ecriture (ket, bra, bra ket, ket bra).

Nous pouvons munir notre espace{temps d'un produit scalaire. Consid¶erant deux 4{vecteurs as-
soci¶es µa deux ¶ev¶enements, R = x¹e¹ et S = y

¹e¹, nous pouvons ¶ecrire le produit scalaire comme

R ¢ S = x¹yºe¹ ¢ eº : (2.5)

Nous souhaiterions bien sûr que notre produit scalaire ait une expression compatible avec celle de
l'intervalle. Il faut pour celµa que R ¢R = c2t2 ¡ x2 ¡ y2 ¡ z2. En posant:

g¹º = e¹ ¢ eº ; (2.6)

le produit scalaire s'¶ecrit:
R ¢ S = g¹ºx¹yº (2.7)

(oµu l'on voit bien la simpli¯cation apport¶ee par la convention de sommation implicite). Nous aurons
un produit scalaire convenable si le tableau de nombres g¹º (que nous ne pouvons encore consid¶erer
comme un op¶erateur ou un tenseur { et que nous nommerons n¶eanmoins le \tenseur m¶etrique") s'¶ecrit:

g¹º =

0BB@
1 0 0 0
0 ¡1 0 0
0 0 ¡1 0
0 0 0 ¡1

1CCA (2.8)

Dans ce tableau, ¹ est l'indice ligne et º l'indice colonne. Cette convention sur le tenseur m¶etrique
peut aussi être vue comme une condition d'orthonormalit¶e pour la base e¹. Nous ne consid¶ererons
dans la suite que des bases \orthonorm¶ees" dans ce sens. Notons ¶egalement que le carr¶e scalaire ne
conduit pas µa une norme d¶e¯nie positive (nous savons bien que le carr¶e d'un intervalle de genre espace
est n¶egatif). Le tenseur m¶etrique qui n'apparâ³t ici que comme une notation commode dans l'¶ecriture
du produit scalaire de deux ¶ev¶enements est une des notions centrales en relativit¶e g¶en¶erale, puisqu'il
constitue la variable dynamique du champ de gravitation.

Cette ¶ecriture du produit scalaire peut être rendue plus compacte encore en introduisant la notion
de coordonn¶ee covariante.

2Remarquons µa ce propos que le nom d'un indice muet n'a aucune importance dans l'¶ecriture.
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2.1.2 Coordonn¶ees covariantes

Posons:

y¹ = g¹ºy
º : (2.9)

Avant d'aller plus avant, commentons le fonctionnement des rµegles de sommation sur cette expression.
L'indice r¶ep¶et¶e (haut et bas) dans le membre de droite est º. On doit donc sommer sur toutes les
valeurs de cet indice. L'indice ¹ est un indice libre, qui apparâ³t sous le même nom et dans la même
position (basse) dans les deux membres de l'¶equation. Nous appellerons \coordonn¶ees covariantes de
l'¶ev¶enement" les composantes y¹.

En pratique, les rµegles de correspondance entre composantes contravariantes et composantes covari-
antes sont trµes simples: y0 = y

0, yi = ¡yi. Les composantes covariantes nous permettent d'abaisser
(ou d'¶elever pour la transformation inverse) les indices. Les ¶ecritures pr¶ec¶edentes r¶evµelent une rµegle
trµes g¶en¶erale: l'abaissement ou l'¶el¶evation d'un indice spatial change le signe, alors que l'¶el¶evation ou
l'abaissement d'un indice temporel ne s'accompagne pas d'un changement de signe.

Avec ces notations, le produit scalaire de deux 4{vecteurs s'¶ecrit simplement:

R ¢ S = x¹y¹ (2.10)

mais aussi

R ¢ S = x¹y¹ avec x¹ = g¹ºx
º : (2.11)

Le m¶erite de ces notations est donc de dissimuler les conventions de signes du tenseur m¶etrique dans
la d¶e¯nition des coordonn¶ees covariantes et d'obtenir un produit scalaire s'¶ecrivant \normalement".
On peut bien sûr ¶ecrire la transformation inverse, donnant les coordonn¶ees contravariantes en fonction
des coordonn¶ees covariantes. En d¶e¯nissant un nouveau \tableau de nombres" g¹º par:

yº = gº¹y¹ ; (2.12)

on peut ¶ecrire:

yº = gº¹y¹ = g
º¹g¹¾y

¾ : (2.13)

Les g¹º sont donc tels que:

gº¹g¹¾ = ±
º
¾ ; (2.14)

oµu les symboles ±º¾ sont de simples symboles de Kronecker (1 si les deux indices sont ¶egaux, 0 sinon).
En termes de matrices, la matrice des g¹º est donc inverse de la matrice des g¹º . On a donc:

g¹º =

0BB@
1 0 0 0
0 ¡1 0 0
0 0 ¡1 0
0 0 0 ¡1

1CCA : (2.15)

A titre d'exercice, montrons que les deux ¶ecritures du produit scalaire de l'¶equation (2.11) sont bien
¶equivalentes:

x¹y¹ = g
¹ºxºg¹½y

½ = g¹ºg¹½xºy
½ = gº¹g¹½xºy

½ = ±º½xºy
½ = xºy

º ; (2.16)

la premiµere et la derniµere expression ¶etant bien sûr ¶equivalentes, puisque le nom d'un indice muet
n'a aucune importance. Nous avons utilis¶e ici explicitement la sym¶etrie du tenseur m¶etrique par une
permutation des indices.
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2.1.3 Coordonn¶ees covariantes, contravariantes et dualit¶e

Nous avons introduit dans le paragraphe pr¶ec¶edent les coordonn¶ees covariantes comme une simple
commodit¶e de notation. En fait, elles ont une signi¯cation math¶ematique beaucoup plus profonde et
plus fructueuse en termes de dualit¶e. Nous allons donc rappeler quelques propri¶et¶es essentielles de la
dualit¶e (une notion d'algµebre lin¶eaire qui joue aussi un rôle central en m¶ecanique quantique).

Sur un espace vectoriel M , nous pouvons d¶e¯nir des formes lin¶eaires. Une forme lin¶eaire associe
µa tout vecteur un nombre r¶eel (complexe dans le cas des espaces de Hilbert). On notera ~R une
forme lin¶eaire et ~R(S) le nombre r¶eel associ¶e au vecteur S. Une forme lin¶eaire est, comme son
nom l'indique, une fonction lin¶eaire de son argument vectoriel. On a donc des relations telles que:
~R(S+T) = ~R(S) + ~R(T) (le lecteur r¶etablira ais¶ement l'ensemble des rµegles convenables).
On peut d¶e¯nir sur l'ensemble des formes lin¶eaires une addition (simple addition des images) et la

multiplication par un scalaire r¶eel. Ces deux op¶erations confµerent µa l'ensemble des formes lin¶eaires une
structure d'espace vectoriel. Nous l'appellerons l'espace dual de notre espace vectoriel initial (nous
noterons M¤ le dual de l'espace M).

On montre que, si M est de dimension ¯nie, le dual est de même dimension. On peut de plus, si
M est muni d'un produit scalaire, d¶e¯nir une bijection entre l'espace et le dual. On associe µa chaque
vecteurR la forme lin¶eaire ~R d¶e¯nie par ~R(S) = R¢S. A chaque vecteur est associ¶ee une forme lin¶eaire
et chaque forme lin¶eaire peut s'¶ecrire comme un produit scalaire avec un vecteur ¯xe Les propri¶et¶es
de lin¶earit¶e du produit scalaire assurent que cette bijection est un isomorphisme entre l'espace et son
dual. Cette relation trµes forte fait que l'on peut consid¶erer un même objet soit comme un vecteur, soit
comme une forme lin¶eaire. En particulier, nous pourrons, dans l'espace temps µa quatre dimensions,
consid¶erer au choix un ¶ev¶enement comme un vecteur ou comme une forme lin¶eaire. En fait, nous
confondrons souvent les deux repr¶esentations en un seul objet.

Dans l'espace dual, nous pouvons choisir une base. En raison de l'isomorphisme avec l'espace
d'origine, il est logique de prendre pour base les formes lin¶eaires associ¶ees aux vecteurs de base de
l'espace d'origine. En fait, pour des questions de notation, nous choisirons dans l'espace dual la base
~²¹ d¶e¯nie par:

~²¹(eº) = ±
¹
º : (2.17)

Notons que cette expression ne fait intervenir aucune sommation implicite. Notons ¶egalement que les
~²¹ di®µerent des formes associ¶ees aux vecteurs de base par le signe, quand l'indice ¹ est spatial. Nous
pouvons alors former, µa partir d'un 4{vecteur ¶ev¶enement R = x¹e¹, la forme lin¶eaire x¹~²

¹. L'action de
cette forme sur le 4{vecteur S = y¹e¹ s'¶ecrit alors x¹~²

¹(yºeº) = x¹y
¹ = R¢S. La forme ainsi construite

coÄ³ncide donc avec la forme lin¶eaire ~R associ¶ee au vecteur R. Si les composantes contravariantes sont
les composantes du 4{vecteur, les composantes covariantes sont les composantes de la forme lin¶eaire
associ¶ee µa ce vecteur sur la base duale. Ceci donne µa ces composantes une signi¯cation math¶ematique
beaucoup plus forte qu'une simple convention de signe. Comme nous pouvons confondre vecteur et
forme lin¶eaire en un seul objet physique, les composantes contravariantes et covariantes ne sont que
deux ¶ecritures di®¶erentes d'une même quantit¶e.

D'un point de vue \typographique", notons que les indices sont en bas pour les bases dans l'espace
d'origine, en haut pour les bases dans l'espace dual, alors que les composantes dans l'espace d'origine
(contravariantes) ont des indices en haut et les composantes dans l'espace dual (covariantes) des indices
en bas. On comprend bien ici l'origine math¶ematique des rµegles de sommation sur les indices. N'¶ecrire
de sommations implicites que si l'un des indices est en haut et l'autre en bas, c'est reconnâ³tre que la
seule op¶eration l¶egitime est l'action d'une forme lin¶eaire sur un vecteur (ou, autrement dit, le produit
scalaire).

2.1.4 Changement de r¶ef¶erentiel, changement de base

Un changement de r¶ef¶erentiel transforme, comme nous l'avons vu au chapitre pr¶ec¶edent, les coor-
donn¶ees contravariantes d'un ¶ev¶enement par la transformation de Lorentz. Nous allons d'abord ex-
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primer cette transformation pour les coordonn¶ees contravariantes et en d¶eduire les transformations
des coordonn¶ees covariantes. Nous pro¯terons, pour ces ¶ecritures, de nos nouvelles notations. Nous
reviendrons ensuite sur les transformations des vecteurs de base pour notre espace{temps et nous
montrerons que la transformation de Lorentz est un simple changement de base orthonorm¶ee.

Les transformations que nous consid¶ererons dans ce chapitre sont tout µa fait g¶en¶erales. Elles
englobent la forme sp¶eciale de la transformation de Lorentz mais elles contiennent aussi les rotations,
r¶e°exions d'espace... constituant le groupe de Lorentz complet. Toutefois, quand nous expliciterons
la forme des transformations, nous nous limiterons µa la forme sp¶eciale. Le passage au cas g¶en¶eral ne
pose que des problµemes d'¶ecriture.

On peut ¶ecrire la transformation de Lorentz pour les coordonn¶ees contravariantes comme:

x0¹ = L¹ºxº ; (2.18)

oµu les xº sont les composantes de l'¶ev¶enement dans le r¶ef¶erentiel R et les x0¹ les composantes con-
travariantes dans le nouveau r¶ef¶erentiel R0. En consid¶erant, dans le tableau de nombres L¹º , l'indice
¹ (relatif donc au nouveau r¶ef¶erentiel) comme un indice ligne et l'indice º (relatif µa l'ancien r¶ef¶erentiel)
comme un indice colonne, l'expression (2.18) apparâ³t comme un simple produit matriciel. Dans le
cas de la forme sp¶eciale de la transformation, on a simplement:

L¹º =

0BB@
° ¡¯° 0 0
¡¯° ° 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

1CCA ; (2.19)

qu'on pourrait encore ¶ecrire en termes de la rapidit¶e Á, paramµetre additif du groupe de Lorentz. La
transformation inverse peut a priori s'¶ecrire

x¹ = (L¡1)¹ºx0º ; : (2.20)

La matrice inverse L¡1 s'obtenant simplement en changeant le signe de ¯ dans les expressions pr¶ec¶e-
dentes. Nous verrons qu'en fait l'utilisation de cette matrice inverse n'est pas indispensable.

Examinons maintenant la loi de transformation des coordonn¶ees covariantes (dans l'espace dual).
D¶e¯nissons un nouveau \tableau de nombres" L¹º par:

x0¹ = L¹ºxº : (2.21)

Notons tout de suite que L¹º est forc¶ement di®¶erent de L¹º . L'ordre et la position (haute ou basse)
des indices sont donc tous deux essentiels pour d¶e¯nir les quantit¶es que nous manipulons. On peut
d¶eduire le lien entre L¹º et L¹º de l'invariance du produit scalaire (qui d¶ecoule de l'invariance de
l'intervalle). On a en e®et:

x0¹y0¹ = xºyº avec x0¹ = L¹½x½ et y0¹ = L¹¾y¾ : (2.22)

On en d¶eduit donc:
L¹½x½L¹¾y¾ = x¹y¹ = x½y¾±½¾ : (2.23)

Cette relation devant être v¶eri¯¶ee pour tout couple de vecteurs, on a:

L¹½L¹¾ = ±¾½ : (2.24)

Notons que le membre de gauche de cette ¶equation ne d¶ecrit pas un produit de matrices. En toute
rigueur, on e®ectue la sommation sur deux indices lignes. Dans le cas de la forme sp¶eciale de la trans-
formation de Lorentz, les matrices sont sym¶etriques et la matrice de transformation des coordonn¶ees
covariantes est simplement l'inverse de la matrice de transformation des coordonn¶ees contravariantes,
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inverse que l'on obtient en changeant le signe de la vitesse relative. On aurait pu ¶etablir ce r¶esultat en
remarquant simplement que le passage des coordonn¶ees contravariantes aux coordonn¶ees covariantes
est un simple changement de signe pour les composantes spatiales. On change donc, dans la matrice
de transformation, le signe des ¶el¶ements spatio{temporels. Dans la forme sp¶eciale de la transformation
de Lorentz, cela revient µa changer le signe de ¯.

On peut pr¶eciser encore le lien entre ces deux transformations en faisant intervenir le tenseur
m¶etrique dans l'expression du produit scalaire:

R ¢ S = x½g½¾y¾ = x0¹g¹ºy0º : (2.25)

Le tenseur m¶etrique qui exprime l'orthogonalit¶e de la base est en e®et ¶evidemment invariant dans une
transformation de Lorentz. En exprimant les nouvelles coordonn¶ees en fonction des anciennes, on a:

x½g½¾y
¾ = L¹½x½g¹ºLº¾y¾ : (2.26)

Cette relation ¶etant v¶eri¯¶ee quelque soient R et S, on en d¶eduit:

g½¾ = L¹½g¹ºLº¾ : (2.27)

Le d¶eterminant de la matrice repr¶esentant le tenseur m¶etrique ¶etant 1, on retrouve µa partir de
cette expression que le d¶eterminant de la matrice repr¶esentant la transformation de Lorentz est §1
(rappelons qu'il n'est n¶egatif que si la transformation fait intervenir une r¶e°exion d'espace ou de
temps). On peut mettre la derniµere relation sous une forme plus parlante en multipliant les deux
membres par g¿ ½ et en e®ectuant les sommations:

g¿ ½g½¾ = ±
¿
¾ = g

¿ ½L¹½g¹ºLº¾ ; (2.28)

et donc:
(g¿ ½g¹ºL¹½)Lº¾ = ±¿¾ : (2.29)

En rapprochant cette ¶equation de (2.24) en utilisant la sym¶etrie de g, on voit que:

Lº¿ = gº¹g¿ ½L¹½ : (2.30)

D'un point de vue purement typographique, l'interpr¶etation de cette relation est transparente. Nous
savons, pour les coordonn¶ees simples, que l'application d'un tenseur m¶etrique avec les indices hauts
transforme une coordonn¶ee covariante (indice bas) en un coordonn¶ee contravariante (indice haut).
Elever les indices n¶ecessite l'action d'un tenseur m¶etrique µa indices hauts (nous dirons complµetement
contravariant). De même un tenseur m¶etrique complµetement covariant (indices bas) abaisse l'indice,
transformant une coordonn¶ee contravariante en une coordonn¶ee covariante. La relation que nous
venons d'¶etablir pour les changements de base g¶en¶eralise ce principe. Pour passer de L¹½, avec le
premier indice en haut et le second en bas, µa Lº¿ , il faut appliquer deux tenseurs m¶etriques, l'un
complµetement contravariant qui ¶elµeve l'indice colonne, l'autre complµetement covariant qui abaisse
l'indice ligne. Si on fait con¯ance µa ces rµegles typographiques, l'¶etablissement d¶etaill¶e de (2.30) est
inutile et on peut ¶ecrire cette transformation a priori. On ¶ecrira ainsi la relation inverse:

Lº¿ = g¿ ½gº¹L¹½ : (2.31)

Remarquons que la forme trµes simple du tenseur m¶etrique rend triviales les modi¯cations dans un
abaissement ou une ¶el¶evation d'indice. Comme pour les coordonn¶ees, le changement de position
d'un indice spatial change le signe alors qu'un indice temporel ne change pas le signe. Dans le
passage d'une transformation µa l'autre, seuls changent de signe les coe±cients spatio{temporels. Les
coe±cients spatiaux et temporels sont inchang¶es. C'est bien ce qu'on observe sur la forme sp¶eciale de
la transformation de Lorentz.
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On pourrait penser alors ne faire agir sur les transformations de Lorentz qu'un tenseur m¶etrique
et µa d¶e¯nir deux nouvelles quantit¶es:

L¹¿ = g¿ ½L¹½ (2.32)

L¹¾ = g¹ºLº¾ : (2.33)

En fait ces nouvelles quantit¶es d¶ecrivent, comme nous allons le voir, le passage simultan¶e d'un
r¶ef¶erentiel µa l'autre et d'un type de coordonn¶ees µa l'autre. On a en e®et:

x0¹ = L¹½x½ = L¹½g½ºxº = L¹ºxº (2.34)

et de même:
x0¹ = L¹ºxº : (2.35)

On peut en¯n utiliser la relation (2.24) pour exprimer le changement de r¶ef¶erentiel inverse sans
faire intervenir la transformation L¡1. On a en e®et:

L¹½x0¹ = L¹½L¹ºxº = ±º½xº = x½ (2.36)

et donc
x½ = L¹½x0¹ : (2.37)

On peut bien sûr ¶ecrire des transformations similaires pour les coordonn¶ees contravariantes ou toute
combinaison de composantes mixtes:

x0¹ = L¹ºxº (2.38)

x0¹ = L¹ºxº (2.39)

x¹ = Lº¹x0º (2.40)

x¹ = Lº¹x0º ; (2.41)

les di®¶erentes expressions de la transformation se d¶eduisant de la forme originale par les rµegles
d'¶el¶evation et d'abaissement des indices. Ces di®¶erentes combinaisons s'obtiennent automatiquement
(ou plutôt typographiquement) en respectant les rµegles de balancement des indices, en attribuant le
premier indice (ligne) au nouveau r¶ef¶erentiel, le second µa l'ancien et en sommant sur l'indice corre-
spondant au r¶ef¶erentiel de la coordonn¶ee µa transformer. L'ensemble de ces rµegles trµes strictes, que nous
avons justi¯¶ees en d¶etail, minimise le risque d'erreurs dans ces ¶ecritures, beaucoup plus e±cacement
qu'avec les notations standard de l'algµebre lin¶eaire.

Nous terminerons ce paragraphe en examinant les lois de transformation des vecteurs de base
de notre espace{temps. De maniµere ¶evidente, la transformation de Lorentz correspond µa un simple
changement de base dans l'espace temps. Le même ¶ev¶enement, le même vecteur, s'exprime par deux
jeux de composantes di®¶erentes quand on le repr¶esente dans deux r¶ef¶erentiels ou deux bases di®¶erentes.
En remarquant que xº = R ¢ eº = ~R(eº) et que x

0
¹ = R ¢ e0¹, oµu les e0¹ sont les transform¶es des

vecteurs de base, on peut ¶ecrire R ¢ e0¹ = L¹º R ¢ eº , relation qui doit être v¶eri¯¶ee pour tout vecteur
R. On en d¶eduit donc que:

e0¹ = L¹ºeº : (2.42)

En d'autres termes, la loi de transformation des vecteurs de base est celle des composantes covari-
antes, inverse (au sens pr¶ecis¶e plus haut) de la transformation des composantes contravariantes. Les
appellations covariantes et contravariantes proviennent pr¶ecis¶ement de ces comportements.

On peut aussi exprimer la loi de transformation de la base duale. En ¶ecrivant x0¹ = ~²0¹(R),
x¹ = ~²¹(R), on en d¶eduit:

~²0¹ = L¹º~²º : (2.43)

Les vecteurs de la base duale se transforment donc comme les composantes contravariantes.
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2.2 Autres 4{vecteurs

2.2.1 D¶e¯nition

Nous n'avons consid¶er¶e jusque lµa que le 4{vecteur associ¶e µa la position d'un ¶ev¶enement dans l'espace{
temps. Nous allons maintenant g¶en¶eraliser la notion µa d'autres quantit¶es physiques. Nous appellerons
4{vecteur toute quantit¶e physique s'exprimant par 4 coordonn¶ees (covariantes ou contravariantes) se
transformant comme le 4{vecteur position dans un changement de r¶ef¶erentiel (c'est µa dire par une
transformation de Lorentz). De maniµere ¶evidente, toute collection de quatre quantit¶es physiques
arbitraires ne constitue pas un 4{vecteur. Nous verrons dans les prochains paragraphes quelques
exemples de 4{vecteurs.

Les composantes contravariantes de tout 4{vecteur A peuvent s'¶ecrire sous la forme de trois com-
posantes spatiales qui forment un vecteur (ce qui r¶esulte des lois de transformation dans le sous
groupe du groupe de Lorentz qui d¶ecrit les changements de repµere sans changement de r¶ef¶erentiel)
et d'une coordonn¶ee temporelle. Nous noterons A = (a0; a), oµu a0 est sa composante temporelle et
a le vecteur tridimensionnel. Les composantes covariantes pourraient alors se mettre sous la forme
(a0 = a0;¡a). A priori, ces composantes ont une dimension qui peut être di®¶erente de celles des
composantes du 4{vecteur position. Chaque espµece de 4{vecteur devrait donc, en toute rigueur, exis-
ter dans un espace{temps propre. En fait, comme en dynamique classique, nous ferons ¶evoluer tous
nos 4{vecteurs, positions, vitesses et acc¶el¶erations dans le même espace. Nous prendrons simplement
garde µa ne pas additionner des objets de natures di®¶erentes.

Les notions de produit scalaire, de composantes covariantes et contravariantes, les rµegles de change-
ment de base ou de r¶ef¶erentiel s'appliquent bien sûr aux 4{vecteurs quelle que soit leur nature.

Nous pro¯terons aussi de ce paragraphe pour introduire la notion de 4{scalaire. Il s'agit simple-
ment d'une quantit¶e physique ind¶ependante du r¶ef¶erentiel, telle que la vitesse limite, la constante de
structure ¯ne, la masse d'une particule ou, plus simplement, le produit scalaire de deux 4{vecteurs (le
produit scalaire de vecteurs de dimensions di®¶erentes n'¶etant pas exclu). Le produit d'un 4{vecteur
par un 4{scalaire donne bien sûr un autre 4{vecteur.

2.2.2 4{vitesse, 4{impulsion, 4{acc¶el¶eration

Nous chercherons ici µa d¶e¯nir la vitesse d'une particule relativiste. Il nous faut pour cela param¶etrer la
ligne d'univers de la particule par un paramµetre temporel. Ce paramµetre doit être un 4{scalaire. Nous
pourrons ainsi d¶e¯nir simplement la vitesse comme ¶etant le rapport de l'accroissement du 4{vecteur
position pendant un petit intervalle de temps µa l'accroissement de ce paramµetre temporel. Le r¶esultat
sera alors ¶evidemment un 4{vecteur. Le temps absolu d'un r¶ef¶erentiel ne convient pas pour param¶etrer
la trajectoire. Nous avons vu, en revanche, que le temps propre ¿ de la particule en mouvement est
ind¶ependant du choix de r¶ef¶erentiel. Ce temps propre permet donc de d¶e¯nir un 4{vecteur vitesse par:

U =
dR

d¿
: (2.44)

Ecrivons cette quantit¶e en fonction de la vitesse spatiale ordinaire v de la particule dans un r¶ef¶erentiel
R donn¶e. Si le temps propre varie de d¿ , le temps dans R varie de dt = °d¿ (dilatation des temps).
La position de la particule variant de dr = vdt, on a imm¶ediatement dR=dt = (c;v) et

U = (c°; °v) : (2.45)

Remarquons que la partie spatiale de la 4{vitesse n'est autre que la c¶el¶erit¶e (vitesse calcul¶ee dans
l'espace du r¶ef¶erentiel et dans le temps propre de la particule). U ¶etant un 4{vecteur, il se transforme
par la transformation de Lorentz dans un changement de r¶ef¶erentiel. Un excellent exercice consiste
µa appliquer les lois de transformations d¶ecrites au paragraphe pr¶ec¶edent pour retrouver la loi de
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composition des vitesses relativistes. Notons en¯n que le carr¶e de la norme deU, U¹U¹ = c
2°2¡°2v2 =

c2 n'est autre que le carr¶e de la vitesse de la lumiµere.
En multipliant la 4{vitesse par la masse de la particule, qui est ¶evidemment un 4{scalaire, on

obtient encore un 4{vecteur, l'impulsion de la particule:

P = mU = (p0;p) = (m°c;m°v) : (2.46)

Cette quantit¶e jouera un rôle essentiel dans notre nouvelle dynamique.
La 4{vitesse U est en g¶en¶eral une fonction du temps propre ¿ de la particule. Nous pouvons donc

la d¶eriver encore par rapport µa ce temps, pour aboutir µa une d¶e¯nition de la 4{acc¶el¶eration

¡ =
dU

d¿
= °

dU

dt
= (c°°0; °°0v + °2a) ; (2.47)

oµu ° 0 = d°=dt est la d¶eriv¶ee temporelle ordinaire du facteur ° et a est l'acc¶el¶eration tridimensionnelle
de la particule. On remarque que la 4{acc¶el¶eration est perpendiculaire µa la 4{vitesse: ¡¹U¹ = 0.
Si on peut ¶etablir cette relation µa partir des expressions pr¶ec¶edentes de ces 4{vecteurs, elle d¶ecoule
beaucoup plus simplement du fait que le module de U est une constante.

2.2.3 Densit¶e de courant

Nous allons maintenant former un 4{vecteur µa partir de la densit¶e de charges ½ et de la densit¶e
de courant j. Il est clair en e®et que ces deux quantit¶es se transforment de maniµeres profond¶ement
reli¶ees dans un changement de r¶ef¶erentiel. Pour comprendre comment former ce 4{vecteur, nous allons
consid¶erer le cas d'une charge q \ponctuelle", que nous mod¶eliserons comme une densit¶e de charge
constante contenue dans un petit ¶el¶ement de volume dV (d¶e¯ni dans un r¶ef¶erentiel R). Nous ¶ecrirons
donc q = ½dV . La particule se d¶eplace µa la vitesse v dans R. La densit¶e de courant est donc j = ½v
en tous points de dV (elle est nulle en dehors).

Dans un autre r¶ef¶erentiel R0, toutes ces quantit¶es sont a priori modi¯¶ees. La \particule" oc-
cupe, µa un instant donn¶e dans R0, un ¶el¶ement de volume dV 0. Seule la charge totale q, qui est
une propri¶et¶e intrinsµeque de la particule, est un 4{scalaire. On a donc ½dV = ½0dV 0. En d'autres
termes, ½dV est un 4{scalaire (notons que le lien entre dV et dV 0 n'est pas ¶evident, puisqu'il faut
faire la transformation de Lorentz sur tous les \coins" de l'¶el¶ement de volume. Nous reviendrons
bientôt sur ce point). Consid¶erons maintenant un intervalle de temps dt dans R. Pendant ce
temps, la particule se d¶eplace de dx¹ = (cdt; dr) qui est ¶evidemment un 4{vecteur. La quantit¶e
½dV dx¹ = ½dtdV (dx¹=dt) = ½(d=c)dx¹=dt est donc, elle aussi un 4{vecteur, si d = cdtdV repr¶esente
un ¶el¶ement d'int¶egration dans l'espace{temps (en revanche, dx¹=dt n'est pas un 4{vecteur, de même
que dt ou dV pris s¶epar¶ement ne sont pas des 4{scalaires).

Nous montrerons maintenant que d = cdtdV est un 4{scalaire. D'un point de vue physique,
d repr¶esente un petit domaine de l'espace{temps consid¶er¶e entre deux instants in¯niment voisins
et a la dimension d'un volume multipli¶e par un temps. Mod¶elisons ce petit domaine par un cube
¶el¶ementaire de dimensions dx; dy et dz (voir Fig. 2.1). Si nous choisissons les axes convenablement,
nous n'aurons µa consid¶erer que la forme sp¶eciale de la transformation de Lorentz. Les coordonn¶ees y
et z ¶etant inchang¶ees, nous nous ramenons µa d¶emontrer l'invariance de l'¶el¶ement de surface dans le
plan (x; t). L'¶etendue de notre ¶el¶ement est la surface rectangulaire de côt¶es dx et dt dans le r¶ef¶erentiel
R. Sa mesure est bien dxdt. Remarquons tout de suite que dxdt n'est pas un invariant de Lorentz,
comme on peut s'en convaincre ais¶ement. Vu dans le r¶ef¶erentiel R0, le petit ¶el¶ement de surface prend
l'aspect repr¶esent¶e sur la partie droite de la ¯gure 2.1. Il s'agit d'un petit losange. La surface de
ce losange peut s'exprimer facilement en ¶ecrivant les transform¶es de Lorentz de trois des sommets.
En fait, on trouve que cette mesure, qui est manifestement di®¶erente de dx0dt0 est ¶egale µa dxdt (ce
r¶esultat d¶ecoule directement du fait que le d¶eterminant de la transformation de Lorentz est un, ce
qui con¯rme sa g¶en¶eralit¶e). L'¶etendue totale dans l'espace{temps d'un petit ¶el¶ement d'int¶egration est
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Figure 2.1: Un même ¶el¶ement de volume de l'espace{temps vu dans deux r¶ef¶erentiels. La forme change, mais la surface

(ou l'hypervolume dans l'espace quadridimensionnel) est constante.

donc un 4{scalaire (r¶esultat qui nous permettra plus tard de d¶e¯nir convenablement des int¶egrales de
volume dans l'espace{temps).

On d¶eduit de tout ce qui pr¶ecµede que

J¹ = ½
dx¹

dt
(2.48)

est un 4{vecteur r¶eunissant les densit¶es de charge et de courant cr¶e¶es par une charge ponctuelle. On
peut aussi ¶ecrire

J¹ = (c½; j) ; (2.49)

en faisant intervenir la densit¶e de courant tridimensionnelle. Pour une r¶epartition quelconque de
charges et de courants, r¶esultant de la superposition des mouvements d'un grand nombre de particules
ponctuelles, la quantit¶e ¶ecrite en termes des densit¶es totales de charges et de courants est bien sûr
encore un 4{vecteur.

2.2.4 Vecteur d'onde

Consid¶erons, dans le r¶ef¶erentiel R, une onde plane monochromatique de fr¶equence ! et de vecteur
d'onde k. Les di®¶erents champs et potentiels de cette onde sont tous proportionnels µa exp(¡iÁ) avec:

Á = !t¡ k ¢ r : (2.50)

La phase Á de l'onde plane se doit d'être un 4{scalaire. Sa valeur pour un ¶ev¶enement donn¶e repr¶esente
en e®et la valeur relative commune des champs et potentiels par rapport µa leur maximum. Les trans-
formations de Lorentz de ces quantit¶es, dont nous ne pr¶ejugerons pas encore, ¶etant sûrement lin¶eaires,
le même facteur exp(iÁ) d¶ecrit, dans un autre r¶ef¶erentiel R0, la valeur des quantit¶es transform¶ees par
rapport µa leurs nouvelles amplitudes.

En posant
k¹ = (!=c;k) ; (2.51)

on peut, au moins formellement, ¶ecire:
Á = k¹x

¹ ; (2.52)

oµu les x¹ sont les composantes contravariantes de l'¶ev¶enement consid¶er¶e. Á ¶etant un 4{scalaire et x¹

un 4{vecteur, il est ¶evident que k¹ est, lui aussi, un 4{vecteur g¶en¶eralisant le vecteur d'onde dans
l'espace{temps. On notera que sa norme est nulle:

k¹k
¹ = 0 (2.53)
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puisque !2 ¡ c2k2 = 0 pour une onde plane dans le vide. Le vecteur d'onde se transforme donc
simplement par une transformation de Lorentz quand on passe d'un r¶ef¶erentiel µa un autre:

k0¹ = L¹ºkº : (2.54)

En explicitant cette transformation pour les coordonn¶ees spatiales et temporelle, on obtient:

!0 = °(! ¡ ukx) (2.55)

k0x = °(kx ¡ ¯!=c) (2.56)

k0y = ky (2.57)

k0z = kz (2.58)

Dans la premiµere ¶equation, on reconnâ³t le changement de fr¶equence d'une onde dans un changement
de r¶ef¶erentiel, c'est µa dire l'e®et Doppler. L'expression que nous trouvons ici ne di®µere de l'expression
habituelle en relativit¶e galil¶eenne (!0 = ! ¡ k ¢ u) que par le facteur de dilatation des temps ° (il est
bien naturel que ce facteur intervienne dans la modi¯cation de la fr¶equence). Pour des mobiles qui ne
sont pas trop rapides (ce qui est presque toujours le cas, par exemple, pour des sources atomiques),
l'e®et Doppler reste domin¶e par l'e®et classique. Il est un cas cependant oµu l'e®et relativiste domine,
celui oµu la vitesse u est strictement perpendiculaire au vecteur d'onde. En cin¶ematique classique, la
fr¶equence n'est pas a®ect¶ee. En relativit¶e einsteinienne, en revanche, la fr¶equence est multipli¶ee par
le facteur ° de dilatation des temps. La modi¯cation relative de la fr¶equence est donc du second
ordre en ¯ (d'oµu le nom d'e®et Doppler du second ordre), alors que l'e®et Doppler classique est du
premier ordre. C'est donc un e®et faible pour des vitesses ordinaires qui est cependant gênant dans
des exp¶eriences de haute pr¶ecision. La spectroscopie atomique la plus pr¶ecise actuellement est r¶ealis¶ee
sur des atomes d'hydrogµene excit¶es par laser. Pour s'a®ranchir de l'e®et Doppler, on fait en sorte que
la vitesse des atomes soit trµes pr¶ecis¶ement perpendiculaire µa la direction du laser. La cause essentielle
d'erreur devient alors l'e®et Doppler du second ordre qu'il faut corriger trµes pr¶ecis¶ement. Pour cela, il
est indispensable de r¶eduire autant que possible la vitesse des atomes et de la d¶eterminer pr¶ecis¶ement.

Les ¶equations portant sur la partie spatiale d¶ecrivent le changement de direction de propagation.
Les composantes transverses ne sont pas modi¯¶ees. La composante longitudinale change de telle
maniµere que la relation de dispersion des ondes planes dans le vide k0 = !0=c reste v¶eri¯¶ee, comme on
pourra s'en convaincre ais¶ement. Notons qu'on peut ainsi retrouver de maniµere trµes rapide l'aberration
relativiste des ¶etoiles. La situation que nous consid¶erions au chapitre pr¶ec¶edent ¶etait en e®et une onde
se propageant vers l'origine le long de l'axe Oy: ky est donc la seule composante non nulle dans le
r¶ef¶erentiel R. En appliquant la transformation pr¶ec¶edente, on trouve imm¶ediatement:

k0y = ky = ¡!=c (2.59)

k0x = ¡¯°!=c (2.60)

La direction de propagation fait donc, dans le r¶ef¶erentiel R0 un angle µ = arctan¯° avec l'axe Oy0.
Nous retrouvons bien le r¶esultat du chapitre pr¶ec¶edent.

2.3 Tenseurs

Nous aurons µa manipuler des quantit¶es plus complexes que les 4{vecteurs. Dans un espace vectoriel, on
peut bien sûr d¶e¯nir des op¶erateurs lin¶eaires, repr¶esent¶es par des matrices dans une base convenable.
En fait, nous consid¶ererons des objets plus g¶en¶eraux pouvant d¶ependre de plus de deux indices. De
tels objets d¶ecrivent des lois de composition multilin¶eaires entre vecteurs ou op¶erateurs. Les tenseurs
se retrouvent en fait dans de nombreux domaines de la physique. En ¶elasticit¶e, par exemple, la
d¶eformation d'un solide dans une direction peut d¶ependre d'une contrainte appliqu¶ee dans une autre
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direction. La relation lin¶eaire correspondante est d¶ecrite par un tenseur de rang 2. En optique non
lin¶eaire, un ensemble de trois champs ¶electriques peut cr¶eer une polarisation dans le milieu. Il faudra
donc ¶ecrire une application lin¶eaire donnant un vecteur µa partir de trois autres, ce qui doit être d¶ecrit
par un tenseur µa quatre indices. Notons tout de suite que n'importe quel tableau de nombres n'est
pas un tenseur, comme toute collection de nombres ne repr¶esente pas forc¶ement un vecteur. Il faut,
de plus, que ces quantit¶es se transforment \bien" dans un changement de base.

2.3.1 Tenseurs contravariants

L'op¶eration de produit tensoriel permet d'associer µa l'espace vectoriel M un espace M  M , plus
grand. A tout couple de vecteurs R et S de M , on associe un vecteur R  S de M M . Une base
de M M est form¶ee des 16 produits tensoriels possibles form¶es avec les 4 vecteurs de base de M :
e¹  eº . Les composantes de R S sur cette base sont les produits des composantes de R et S:

R S = x¹yºe¹  eº : (2.61)

La dimension de l'espace produit tensoriel est 16.Un produit tensoriel de deux vecteurs ne d¶epend que
de 8 paramµetres libres. Nous pouvons donc d¶e¯nir des objets plus g¶en¶eraux que les produits tensoriels
de vecteurs: les tenseurs de rang 2 complµetement contravariants, ¶el¶ements de l'espace M M . Nous
noterons T¹º les composantes d'un tel tenseur sur la base e¹ eº . En fait, nous avons d¶ejµa rencontr¶e
de tels objets, par exemple avec le tenseur m¶etrique complµetement contravariant.

On peut d¶eduire la rµegle de transformation d'un tenseur dans un changement de base (c'est µa dire
une transformation de Lorentz) de celle d'un produit tensoriel de vecteurs: T ¹º se transforme comme
un produit de composantes contravariantes:

T 0¹º = L¹½Lº¾T ½¾ : (2.62)

En appliquant les rµegles du paragraphe pr¶ec¶edent, nous aurons aussi la transformation inverse:

T¹º = L½¹L¾ºT 0½¾ : (2.63)

Notons que ces expressions ne d¶ecrivent pas des produits de trois matrices au sens ordinaires. Dans
la premiµere, par exemple, la sommation sur ¾ est une sommation sur un indice colonne dans les
deux termes oµu il apparâ³t. Il faut donc prendre garde, dans les calculs pratiques, d'e®ectuer les
transpositions n¶ecessaires si on veut utiliser les rµegles standard du produit matriciel.

L'op¶eration de produit tensoriel peut être g¶en¶eralis¶ee ais¶ement µa un nombre arbitraires de ter-
mes. On peut d¶e¯nir l'espace Mk, produit tensoriel de M k fois avec lui même. Les ¶el¶ements de
cet espace, de dimension 4k, sont les tenseurs complµetement contravariants de rang k et leurs com-
posantes s'¶ecriront T¹º½::::¿ . Ces composantes se transforment par un \produit" de k transformations
de Lorentz. Nous laissons au lecteur le soin de l'¶ecrire. Un tenseur de rang n d¶ecrit une transformation
multilin¶eaire qui, µa n¡ 1 vecteurs associe un vecteur.

2.3.2 Tenseurs covariants, tenseurs mixtes

Ce que nous avons fait pour l'espace M peut être repris pour son dual M ¤. On peut d¶e¯nir ainsi des
tenseurs de rang deux, complµetement covariants, dont les composantes sur la base produit tensoriel
~²¹  ~²º s'¶ecriront T¹º . La transformation de Lorentz de ces quantit¶es s'¶ecrit simplement:

T 0¹º = L¹½Lº¾T ½¾ : (2.64)

On peut faire le produit tensoriel d'un nombre arbitraires d'espaces duaux. On peut aussi d¶e¯nir
des objets appartenant au produit tensoriel de l'espace M par son dual M¤. On obtient alors des
tenseurs mixtes de rang deux (ou plus si on utilise plusieurs M et M¤) dont les composantes s'¶ecriront
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T ¹º (pour M M¤) ou T¹º (pour M¤ M). Notons que ces deux ¶ecritures recouvrent a priori des
objets di®¶erents. La rµegle de transformation d'un tel tenseur mixte est simplement:

T 0¹º = L¹½Lº¾T ½¾ ; (2.65)

et se g¶en¶eralise ais¶ement µa tout tenseur mixte de n'importe quel rang.
En fait, nous savons bien que les composantes contravariantes et les composantes covariantes

recouvrent le même objet physique. Il en est de même pour les tenseurs: une quantit¶e physique
s'exprimant comme un tenseur peut être ¶ecrite µa volont¶e comme un tenseur complµetement contravari-
ant, complµetement covariant, ou mixte de fa»con arbitraire. Comme pour les composantes des 4{
vecteurs (et cela r¶esulte du lien entre tenseur et produits de ces composantes), le tenseur m¶etrique g¹º

ou g¹º peut être utilis¶e pour ¶elever ou abaisser les indices. Nous pourrons ¶ecrire par exemple:

T ¹º = g¹½gº¾T ½¾ (2.66)

T ¹º = g¹½gº¾T ½
¾ (2.67)

T ¹º = gº½T
¹½ : (2.68)

Le tenseur m¶etrique se r¶eduisant en relativit¶e restreinte, µa un tableau diagonal de signes, ces rµegles
de transformation prennent une forme trµes simple: l'abaissement ou l'¶el¶evation d'un indice spatial
change le signe de la quantit¶e, alors que l'¶el¶evation ou l'abaissement d'un indice temporel ne change
rien. On trouve ainsi, par exemple, que seuls les indices spatio{temporels changent de signe dans le
passage d'un tenseur de rang 2 de la forme complµetement contravariante µa la forme complµetement
covariante.

Ces d¶e¯nition des tenseurs peut parâ³tre abstraites. On peut aussi voir les tenseurs de rang deux
comme des applications lin¶eaires de l'espace M dans lui même (ou de son dual dans lui même). Un
tenseur complµetement covariant de rang 2, par exemple, d¶ecrit naturellement une application lin¶eaire
de M dans M¤. L'image W d'un vecteur V s'¶ecrit alors:

W¹ = T ¹ºV
º : (2.69)

On aurait des ¶ecritures similaires pour les tenseurs complµetement contravariants (de M ¤ dans M) ou
les tenseurs mixtes, d¶ecrivant la transformation entre deux objets de même nature. Nous laisserons
au lecteur le soin de les ¶ecrire.

Les rµegles de changement de base pour les tenseurs peuvent se d¶eduire de cette forme. Nous
prendrons une transformation de Lorentz L. Les transformations des composantes de W et de V
s'¶ecrivent:

W 0
½ = L½¹W ¹ V º = L¾ºV 0¾ : (2.70)

On peut donc ¶ecrire:

W 0
½ = L½¹W¹ = L½¹T ¹ºV º = L½¹T¹ºL¾ºV 0¾ = T 0½¾V 0¾ : (2.71)

On lit directement sur cette ¶equation l'expression des composantes transform¶ees du tenseur. On
constatera qu'elles coÄ³ncident bien avec celles que nous avons obtenues plus haut.

2.3.3 Vocabulaire et exemples

Un tenseur de rang 2 est dit sym¶etrique si:

T¹º = T º¹ (2.72)

On en d¶eduit imm¶ediatement T¹º = T º¹ et T
¹
º = T º

¹. On pourra donc ¶ecrire la forme mixte sans
pr¶eciser l'ordre des indices, comme T ¹º . Notons que la sym¶etrie du tenseur n'implique pas l'¶egalit¶e de
T ¹º et de T

º
¹ (il n'est que d'examiner le cas des indices spatio{temporels pour s'en convaincre).
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Un tenseur de rang 2 est dit antisym¶etrique si:

T ¹º = ¡T º¹ : (2.73)

Les termes diagonaux de ce tenseur T ¹¹ sont ¶evidemment nuls. On montre qu'un tenseur anti-
sym¶etrique peut se mettre sous la forme:

T¹º =

0BB@
0 ax ay az
¡ax 0 ¡bz by
¡ay bz 0 ¡bx
¡az ¡by bx 0

1CCA = (a;b) (2.74)

oµu a est un vecteur spatial et b un pseudo-vecteur (qui se transforme en l'oppos¶e de son sym¶etrique
dans un changement de base comprenant une r¶e°exion d'espace). Le couple champ ¶electrique/champ
magn¶etique ob¶eissant µa ces conditions, nous ne nous ¶etonnerons pas que le champ ¶electromagn¶etique
s'exprime comme un tenseur antisym¶etrique de rang 2.

Nous appellerons \trace" d'un tenseur de rang 2 la quantit¶e T¹¹ = T¹
¹. Plus g¶en¶eralement, nous

appellerons \contraction" d'un tenseur sur un indice une expression comme T ¹¹
½. La contraction

d'un tenseur de rang k sur un indice est un tenseur de rang k¡ 2 (la trace ¶etant une contraction d'un
tenseur de rang 2, elle donne un tenseur de rang 0, c'est µa dire un 4{scalaire). La contraction d'un
tenseur de rang trois donne, pour sa part, un tenseur de rang 1, c'est µa dire un 4{vecteur.

Montrons, µa titre d'exercice, que la contraction sur un indice d'un tenseur de rang trois se trans-
forme bien comme un vecteur:

T 0¹¹½ = L¹¾L¹ºL½¿T¾º¿
= ±º¾L½¿T ¾º¿
= L½¿T ¾¾¿ ; (2.75)

ce qui ¶etablit bien la propri¶et¶e cherch¶ee.
Comme tenseurs, nous connaissons d¶ejµa le tenseur m¶etrique. On pourra v¶eri¯er directement qu'il

est bien invariant dans une transformation de Lorentz. Il s'agit d'un tenseur sym¶etrique. Sa forme
mixte est ¶evidemment: g¹º = g

¹½gº½ = ±
¹
º . Le symbole de Kronecker n'est donc que la forme mixte du

tenseur m¶etrique! La relation entre les formes contravariantes et covariantes g¹ºgº½ = ±
¹
½ peut donc

s'interpr¶eter comme un simple abaissement d'indice.
Notons µa ce point que les op¶erateurs L de changement de base ont toutes les caract¶eristiques

de tenseurs et se comportent normalement vis µa vis de l'¶el¶evation ou de l'abaissement des indices.
En toute rigueur, nous ne devons pas les consid¶erer comme des tenseurs. On sait bien, en algµebre
lin¶eaire, que les matrices de changement de base ne sont pas µa proprement parler des op¶erateurs. On
peut aussi s'en convaincre en s'interrogeant sur le sens physique d'un changement de base pour une
transformation de Lorentz.

Nous d¶e¯nirons ¯nalement le tenseur de rang 4 complµetement antisym¶etrique ²¹º½¾. Parmi les 256
¶el¶ements de ce tenseur, seuls sont non nuls ceux dont les indices correspondent µa une permutation de
(0; 1; 2; 3). Si la permutation est paire, l'¶el¶ement correspondant vaut +1. Il vaut -1 si la permutation est
impaire. Il n'y a donc que 24 ¶el¶ements non nuls dans ², 12 valant +1 et 12 ¡1. On a ²¹º½¾ = ¡²¹º½¾,
puisqu'on abaisse toujours trois indices spatiaux dans cette op¶eration. On a en¯n ²¹º½¾²¹º½¾ = ¡24
(une somme de 256 termes qui nous fait appr¶ecier µa sa juste valeur l'¶el¶egance des notations d'Einstein).

2.4 D¶erivation et analyse vectorielle

La derniµere ¶etape µa franchir est de refonder, dans notre formalisme quadridimensionnel, l'analyse vec-
torielle. Nous commencerons par red¶e¯nir le gradient, pour g¶en¶eraliser ensuite aux autres op¶erateurs
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di®¶erentiels. Nous verrons que des lois bien connues de l'¶electromagn¶etisme prennent une forme trµes
simple en termes de ces op¶erateurs. Nous d¶e¯nirons en¯n une int¶egration dans l'espace{temps et
g¶en¶eraliserons les th¶eorµemes de Stokes/Ostrogradski.

2.4.1 D¶erivation

Nous pouvons d¶e¯nir, pour une fonction du 4{vecteur position d'un ¶ev¶enement, la d¶erivation par
rapport aux coordonn¶ees contravariantes de l'¶ev¶enement:

@¹ =
@

@x¹
: (2.76)

Il est ¶evident que les 4 quantit¶es @¹ forment les quatre composantes covariantes d'un op¶erateur
di®¶erentiel vectoriel qui g¶en¶eralise la notion de \nabla" µa notre espace µa quatre dimensions. Leur
covariance est manifeste si nous examinons l'accroissement in¯nit¶esimal d'un fonction scalaire des x¹

pour un accroissement dx¹:
df = @¹f(x

º)dx¹ : (2.77)

df ¶etant un scalaire et dx¹ un vecteur contravariant, @¹ est un \vecteur" covariant. Il se transforme
donc comme tel dans une transformation de Lorentz:

@0¹ = L¹º@º ; (2.78)

oµu les @0 repr¶esentent les d¶eriv¶ees par rapport aux nouvelles coordonn¶ees contravariantes. Cette loi de
transformation peut aussi s'¶etablir p¶eniblement µa partir des lois de transformation des composantes.

On peut aussi d¶e¯nir la d¶erivation par rapport aux coordonn¶ees covariantes:

@¹ =
@

@x¹
: (2.79)

Ces op¶erateurs di®¶erentiels forment ¶evidemment les composantes contravariantes d'un vecteur (comme
on peut s'en convaincre en ¶ecrivant l'accroissement d'une fonction scalaire des coordonn¶ees covari-
antes). On a de plus

@¹ = g¹º@º ; (2.80)

g¶en¶eralisation aux op¶erateurs di®¶erentiels des lois d'¶el¶evation ou d'abaissement des indices.

2.4.2 Analyse vectorielle

On peut d¶e¯nir µa partir des @¹ des analogues des op¶erateurs de l'analyse vectorielle µa trois dimensions.
Si f est une fonction scalaire, @¹f , g¶en¶eralisant le gradient, peut s'¶ecrire

@¹f =

µ
1

c

@f

@t
;rf

¶
(2.81)

et

@¹f =

µ
1

c

@f

@t
;¡rf

¶
(2.82)

Si on considµere un champ de 4{vecteurs A¹(xº) = (a0;a), on peut d¶e¯nir sa divergence comme:

@¹A¹ = @¹A
¹ =

1

c

@a0

@t
+r ¢ a ; (2.83)

qui n'est pas sans nous rappeler l'¶equation de conservation de la charge ou la jauge de Lorentz.
L'analogue du rotationnel sera le tenseur de rang 2 complµetement antisym¶etrique:

@¹Aº ¡ @ºA¹ : (2.84)
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On pourra aussi ¶ecrire le rotationnel sous sa forme complµetement covariante:

@¹Aº ¡ @ºA¹ : (2.85)

Le \laplacien" de l'espace temps est la norme du vecteur @¹:

@¹@
¹ =

1

c2
@2

@t2
¡4 = (2.86)

et n'est pas autre chose que le d'alembertien .
Nous pouvons ainsi r¶e¶ecrire de fa»con extrêmement simple quelques lois de l'¶electromagn¶etisme

classique. L'¶equation de conservation de la charge s'¶ecrit simplement @¹J
¹ = 0, en utilisant le 4{

vecteur courant.
Les ¶equations de Poisson pour les potentiels peuvent se regrouper en @¹@

¹Aº = ¹0Jº , µa condition
de regrouper les potentiels scalaire et vecteur en un 4{vecteur A¹ = (V=c;A). L'¶equation de Poisson
prouve imm¶ediatement que cette quantit¶e est un 4{vecteur. On pourrait alors en d¶eduire les lois
relativistes de transformation des potentiels dans un changement de r¶ef¶erentiel et, par d¶erivation, les
lois de transformation des champs. Nous ¶etablirons plus simplement ces r¶esultats dans les prochains
chapitres.

La condition de jauge de Lorentz s'¶ecrit tout simplement @¹A¹ = 0. L'ensemble de ces relations
prouve que l'¶electromagn¶etisme se coule de maniµere trµes naturelle dans le cadre math¶ematique de la
cin¶ematique relativiste.

2.4.3 Int¶egration

On peut d¶e¯nir une int¶egrale de volume dans l'espace{temps pour n'importe quel type de quantit¶e
par Z

d ; (2.87)

oµu d = cdtdxdydz est l'¶el¶ement d'int¶egration dans l'espace temps dont nous avons d¶ejµa d¶emontr¶e le
caractµere scalaire.

Une surface dans l'espace µa trois dimensions est une vari¶et¶e µa trois dimensions. On peut d¶e¯nir
une int¶egrale sur ces surfaces (un °ux) µa condition de d¶e¯nir un 4{vecteur ¶el¶ement de surface dS¹.

Un ¶el¶ement de surface est un petit objet µa trois dimensions. On peut le consid¶erer comme sous-
tendu par trois 4{vecteurs dx¹; dy¹ et dz¹ (comme un petit ¶el¶ement de surface µa deux dimensions est
sous{tendu par deux vecteurs in¯nit¶esimaux). dS¹ doit être orthogonal µa tout vecteur de l'¶el¶ement et
sa longueur doit être une mesure du \volume" de l'¶el¶ement de surface. On peut obtenir dS¹ par une
proc¶edure d'orthogonalisation standard. On forme d'abord le tenseur de rang 3 dS¹º½ tel que:

dS¹º½ =

¯̄̄̄
¯̄ dx

¹ dy¹ dz¹

dxº dyº dzº

dx½ dy½ dz½

¯̄̄̄
¯̄ (2.88)

L'¶el¶ement de surface cherch¶e s'obtient alors en contractant ce tenseur avec le tenseur de rang 4
complµetement antisym¶etrique:

dS¾ = ¡1
6
²¾¹º½dS¹º½ ; (2.89)

dont on montre qu'il a toutes les propri¶et¶es requises. Le lecteur sceptique aura avantage µa ¶ecrire
explicitement le vecteur ¶el¶ement de surface pour un petit ¶el¶ement de volume purement spatial (qui est
bien un ¶el¶ement de surface dans l'espace{temps). Il trouvera un 4{vecteur dont seule la composante
temporelle est non nulle. Sa mesure est pr¶ecis¶ement le volume spatial de l'¶el¶ement consid¶er¶e.

On peut ¶etablir pour les int¶egrales de surface un th¶eorµeme g¶en¶eralisant le th¶eorµeme de gauss:Z
S
A¹dS¹ =

Z
V
@¹A

¹ d ; (2.90)
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oµu V est un volume dans l'espace{temps et S sa surface frontiµere. L'int¶egrale de la divergence ¶etendue
µa tout l'espace est donc ¶egale au °ux sur la \sphµere de l'in¯ni"3. Celui-ci est en g¶en¶eral nul pour des
champs physiques.

On peut aussi d¶e¯nir une int¶egration sur des vari¶et¶es µa deux dimensions (que nous n'appellerons
pas surfaces). L'¶el¶ement d'int¶egration est un tenseur antisym¶etrique de rang 2 form¶e sur les vecteurs
dx¹ et dyº sous{tendant l'¶el¶ement d'int¶egration:

df¹º = dx¹dyº ¡ dxºdy¹ : (2.91)

On peut en¯n d¶e¯nir une int¶egrale curviligne sur une ligne d'univers. Le th¶eorµeme de Stokes relie
l'int¶egrale sur une vari¶et¶e µa deux dimensions µa l'int¶egrale sur son contour:Z

A¹dx
¹ =

Z
df¹º(@¹Aº ¡ @ºA¹) : (2.92)

3Cette sphµere de l'in¯ni est assez peu intuitive. Elle est form¶ee de tous les points de l'espace µa t = ¡1 et de tout
l'espace µa nouveau µa t = 1. Entre les deux, elle est form¶ee µa tout instant de tous les points µa l'in¯ni dans l'espace (la
\sphµere de l'in¯ni" habituelle de l'analyse vectorielle).
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Chapitre 3

Dynamique relativiste

Aprµes avoir jet¶e les bases d'une nouvelle cin¶ematique, il nous faut bien sûr ¶etablir la nouvelle dy-
namique. Nous commencerons par postuler une forme trµes simple pour l'action d'une particule libre,
dont nous d¶eduirons les ¶equations de Lagrange (qui donnent trivialement un mouvement rectiligne
uniforme). Nous en d¶eduirons, de maniµere plus int¶eressante, l'expression relativiste de l'impulsion
de la particule. Nous d¶e¯nirons alors la notion de force pour une particule en interaction. Nous
n'irons pas beaucoup plus loin dans ce chapitre. Pour utiliser la notion de force, il faut en e®et
la relier aux causes du mouvement. C'est ce que nous ferons au prochain chapitre dans le cas de
l'¶electromagn¶etisme, en \red¶ecouvrant" l'expression de la force de Lorentz. Notons µa ce point que
toutes les forces ph¶enom¶enologiques utilis¶ees en m¶ecanique classique (frottements, tensions..) n'ont au-
cun sens en relativit¶e (elles ne peuvent se transformer correctement dans un changement de r¶ef¶erentiel).
Notons ¶egalement que la force de gravitation ne peut être trait¶ee correctement que dans le cadre de la
relativit¶e g¶en¶erale. Nous conclurons ce chapitre par quelques brµeves remarques sur le vaste problµeme
des collisions de particules relativistes.

3.1 Particule Libre

Nous essayons ici de d¶e¯nir une action ou un lagrangien pour une particule relativiste libre. La con-
dition d'extr¶emalit¶e de l'action devrait alors nous donner la ligne d'univers suivie par cette particule.

Pour que toutes les quantit¶es que nous manipulons se comportent bien dans un changement de
r¶ef¶erentiel (on dit souvent qu'elles sont manifestement covariantes), il faut que l'action et le lagrangien
soient tous les deux des 4{scalaires. Le temps sur lequel on intµegre le lagrangien doit donc être lui
aussi un 4{scalaire. De maniµere ¶evidente, seul le temps propre ¿ de la particule convient. En¯n, les
bornes de l'int¶egration doivent être deux ¶ev¶enements bornant la portion de ligne d'univers cherch¶ee
(et jouant le rôle de conditions aux limites dans les ¶equations de Lagrange). On ¶ecrira donc:

S =

Z b

a
Ld¿ ; (3.1)

ou encore:

S =
1

c

Z b

a
Lds ; (3.2)

oµu ds est un intervalle in¯nit¶esimal sur la ligne d'univers: ds = cd¿ .

Pour L, le choix le plus simple est une constante ¡®, relative µa la particule. Nous choisissons
un signe moins et une constante positive. Ce choix conduira µa un minimum pour l'action1. On peut

1On peut rendre l'int¶egrale du temps propre aussi petite que l'on veut en imaginant des mouvements µa de trµes grandes
vitesses entre a et b. En revanche, l'int¶egrale du temps propre est maximale si la particule se d¶eplace µa vitesse constante
entre a et b. L'action, pour avoir un minimum, doit donc être oppos¶ee µa l'int¶egrale du temps propre.
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x

ct

a

b

dxµ

dxµ+δdxµ

xµ(τ)

xµ(τ+dτ)

xµ(τ)+δxµ(τ)

xµ(τ+dτ)+δxµ(τ+dτ)

δxµ(τ)

δxµ(τ+dτ)
=δxµ(τ)+dδxµ

Figure 3.1: Deux lignes d'univers joignant deux ¶ev¶enements. L'une est la trajectoire de r¶ef¶erence (en traits pleins),

l'autre une trajectoire in¯niment proche (en pointill¶es). Les deux trajectoires coÄ³ncident pour les ¶ev¶enements initial et

¯nal. La partie de droite sch¶ematise des ¶el¶ements in¯nit¶esimaux correspondants des deux trajectoires.

identi¯er ais¶ement cette constante en imposant µa notre action de coÄ³ncider avec l'action classique si la
vitesse de la particule est petite devant c. En remarquant que d¿ = dt=°, on ¶ecrira:

S = ¡®
Z q

1¡ v2=c2 dt =
Z
(¡®+ ®v2=2c2) dt : (3.3)

Le terme constant ne joue aucun rôle dans l'action classique. Pour que le terme en v2 coÄ³ncide avec
l'¶energie cin¶etique, il faut que ® = mc2. Le lagrangien d'une particule libre est donc une simple
constante:

L = ¡mc2 (3.4)

et l'action s'¶ecrit simplement:

S = ¡mc2
Z
d¿ = ¡mc

Z
ds : (3.5)

Nous allons maintenant ¶etablir, µa partir de cette expression de l'action, les ¶equations de Lagrange.
Ce raisonnement est trµes proche de celui utilis¶e dans la premiµere partie de ce cours pour ¶etablir
les ¶equations de Lagrange d'un systµeme quelconque. Nous consid¶ererons donc deux lignes d'univers
l¶egµerement di®¶erentes entre les ¶ev¶enements a et b qui nous serviront de \conditions aux limites" (voir
¯gure 3.1). Nous ne pouvons plus en e®et sp¶eci¯er, sans perdre l'invariance relativiste, de positions µa
un instant initial et µa un instant ¯nal. L'une de ces trajectoires sera la trajectoire e®ectivement suivie,
qui r¶ealise un extremum pour l'action. Elle est param¶etr¶ee par le temps propre ¿ de la particule. Les
¶ev¶enements de cette ligne d'univers peuvent donc s'¶ecrire x¹(¿).

L'autre ligne d'univers s'¶ecarte de la trajectoire de r¶ef¶erence par des quantit¶es in¯nit¶esimales.
Les coordonn¶ees spatio{temporelles de chaque ¶ev¶enement sur cette ligne d'univers pourront s'¶ecrire
x¹(¿) + ±x¹(¿), oµu ±x¹(¿) est une quantit¶e in¯nit¶esimale. Notons qu'avec ce choix d'¶ecriture, la
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trajectoire vari¶ee et la trajectoire de r¶ef¶erence sont param¶etr¶ees par le même temps propre ¿ . C'est
en e®et une condition importante pour pouvoir ¶ecrire les int¶egrales d'action avec le même ¶el¶ement
di®¶erentiel. Notons que le temps propre est utilis¶e comme un simple paramµetre. ¿ n'est pas le temps
propre sur la trajectoire vari¶ee (c'est pr¶ecis¶ement µa la d¶etermination de celui-ci que nous allons nous
consacrer).

Consid¶erons un intervalle in¯nit¶esimal de temps propre d¿ (voir partie droite de la ¯gure 3.1). Sur
la trajectoire de r¶ef¶erence, on passe de l'¶ev¶enement x¹ µa x¹+dx¹ avec dx¹ = (dx¹=d¿)d¿ . Sur la ligne
d'univers vari¶ee, en revanche, on passe de l'¶ev¶enement x¹+ ±x¹ µa x¹+ ±x¹+ dx¹+ d±x¹ avec d±x¹ =
(d±x¹=d¿)d¿ = ±(dx¹=d¿)d¿ = ±dx¹, l'accroissement de la vitesse ¶etant manifestement la d¶eriv¶ee
temporelle de l'accroissement. Dans toute la suite du raisonnement, nous traiterons les accroissements
± comme des in¯niments petits d'ordre sup¶erieur par rapport aux ¶el¶ements d de trajectoire. L'action
sur la trajectoire de r¶ef¶erence est donc

S = ¡mc
Z b

a
ds = ¡mc

Z b

a

q
dx¹dx¹ : (3.6)

L'action sur la trajectoire vari¶ee s'¶ecrit:

S + ±S = ¡mc
Z b

a

q
(dx¹ + ±dx¹)(dx¹ + ±dx¹) : (3.7)

En d¶eveloppant cette derniµere expression au premier ordre non nul dans les petits accroissements, on
obtient l'accroissement de l'action

S + ±S = ¡mc
Z b

a

∙
1 +

dx¹±dx
¹

ds2

¸
ds

±S = ¡mc
Z b

a

dx¹
ds
±dx¹

= ¡m
Z b

a
U¹±dx

¹

= ;¡m
Z b

a
U¹
d±x¹

d¿
d¿ (3.8)

oµu nous faisons intervenir la 4{vitesse U¹ = cdx¹=ds de la particule.

Pour obtenir les ¶equations de Lagrange, nous pouvons transformer cette expression par une int¶e-
gration par parties:

±S = ¡m
Z b

a
U¹±dx

¹ = ¡m [U¹±x¹]ba +m
Z b

a

dU¹
d¿

±x¹d¿ : (3.9)

Le terme tout int¶egr¶e est manifestement nul puisque les deux lignes d'univers coÄ³ncident sur les
¶ev¶enements limites. La nullit¶e de ±S ne peut être assur¶ee pour tous les accroissements que si:

dU¹

d¿
= 0 ; (3.10)

ce qui constitue l'¶equation de Lagrange, n¶ecessairement triviale, du mouvement de la particule libre.

En fait, le principal int¶erêt de ce calcul ne r¶eside pas dans cette ¶equation que nous aurions pu obtenir
en invoquant l'invariance galil¶eenne. Nous avons d'abord pris la mesure des di±cult¶es mises en jeu
dans un calcul variationnel en relativit¶e (en particulier, nous avons du prendre garde de ne manipuler
que des quantit¶es 4{vectorielles ou scalaires). Ensuite, nous avons ¶etabli, en passant, l'¶equation (3.9)
qui va nous permettre de d¶eterminer les variations de l'action dans une variation du point d'arriv¶ee,
et donc d'¶etablir la forme relativiste de l'impulsion.
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3.2 Energie{impulsion

Nous avions introduit naturellement l'¶energie et l'impulsion en dynamique classique comme les d¶eriv¶ees
temporelles et spatiales de l'action par rapport au point d'arriv¶ee. La contrepartie relativiste en est
manifestement le 4{gradient de l'action par rapport µa l'¶ev¶enement b. Nous poserons donc:

P¹ = ¡@¹S ; (3.11)

les d¶eriv¶ees s'entendant par rapport µa la position de b.
Pour estimer P¹, nous consid¶ererons deux lignes d'univers e®ectivement suivies par la particule,

l'une (ligne d'univers de r¶ef¶erence) connectant a et b, l'autre (vari¶ee) a et b+db. Le calcul de la variation
de l'action suit alors celui e®ectu¶e au paragraphe pr¶ec¶edent. Les deux trajectoires sont param¶etr¶ees par
le temps propre de la trajectoire de r¶ef¶erence. La seule di®¶erence est que l'accroissement ne s'annule
pas pour l'¶ev¶enement b: ±x¹(b) = db. L'¶equation (3.9) est donc encore correcte. Comme les deux
trajectoires sont des trajectoires e®ectivement suivies, elles correspondent µa des vitesses constantes
et le terme int¶egral est identiquement nul. En revanche, le terme tout int¶egr¶e est non nul et vaut
U¹±x

¹(b). On en d¶eduit par simple comparaison que:

P¹ = mU¹ P¹ = mU¹ ; (3.12)

un r¶esultat pour le moins attendu.
Penchons nous maintenant sur la signi¯cation physique des composantes de P¹. On a bien sûr

P¹ = (¡(1=c)dS=dt;rS). Une simple comparaison avec la m¶ecanique classique nous indique que la
composante temporelle de P¹ est l'¶energie m¶ecanique E de la particule, alors que les composantes
spatiales repr¶esentent la quantit¶e de mouvement:

P¹ = (E=c;p) : (3.13)

L'¶energie et la quantit¶e de mouvement apparaissent donc comme les composantes temporelles
et spatiales d'un 4{vecteur. Elles doivent donc se transformer ensemble dans un changement de
r¶ef¶erentiel. Nous pouvons de plus identi¯er ces quantit¶es µa partir de l'expression de la 4{vitesse:

E = m°c2 (3.14)

p = m°v (3.15)

Commentons tout d'abord l'expression de l'¶energie m¶ecanique. Pour des mouvements µa vitesse
faible devant c, on peut d¶evelopper le facteur °. On obtient alors:

E = mc2 + 1
2
mv2 : (3.16)

A une constante prµes, nous retrouvons donc bien l'¶energie cin¶etique galil¶eenne.
Si les ¶energies sont toujours d¶e¯nies µa une constante additive prµes en m¶ecanique classique, il n'en

est pas de même en relativit¶e. On ne saurait en e®et ajouter une constante arbitraire µa la composante
temporelle d'un 4{vecteur en conservant une forme correcte pour les lois de changement de r¶ef¶erentiel.
La constante additive qui, ci-dessus, repr¶esente l'¶energie m¶ecanique d'une particule au repos:

E0 = mc2 ; (3.17)

doit donc avoir une signi¯cation physique2.
Si une masse au repos possµede de l'¶energie, cela indique qu'on peut, au moins sur un plan de

pur bilan d'¶energie, transformer une certaine quantit¶e de masse en ¶energie ou une certaine quantit¶e

2Remarquons que nous venons d'¶etablir ce qui est sans doute la formule de physique la plus c¶elµebre.
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d'¶energie en masse. Les applications les plus spectaculaires de ces conversions sont les cr¶eations
et annihilations de particules ¶el¶ementaires. Quand deux antiparticules s'annihilent en ¶emettant de
l'¶energie sous forme de rayonnement ¶electromagn¶etique, on a une conversion totale d'une certaine
quantit¶e de masse en ¶energie. Le ph¶enomµene r¶eciproque, la cr¶eation d'une paire particule/antiparticule
µa partir d'un rayonnement su±samment ¶energ¶etique, correspond µa la conversion d'¶energie en masse.
Pour cr¶eer, par exemple, une paire ¶electron/positron, il faudra au moins fournir une ¶energie 2mc2,
soit 2 fois 511 keV. Cette notion de seuil de r¶eaction joue un rôle essentiel pour l'analyse des collisions
de particules. Notons µa ce point que, si nous avons montr¶e que de tels processus sont envisageables
du point de vue du simple bilan ¶energ¶etique, nous n'avons pas montr¶e qu'ils pouvaient se produire. Il
faut ajouter µa ces conditions de bilan les rµegles de s¶election qui indiquent quelles particules on peut
e®ectivement cr¶eer dans une situation donn¶ee. Ces rµegles ne peuvent s'obtenir que par une approche
quantique qui est hors de propos ici. En d¶epit des cons¶equences trµes importantes de cette ¶energie de
repos pour la physique des particules, nous n'¶evoquerons pas ce problµeme beaucoup plus avant ici, et
nous renverrons le lecteur int¶eress¶e aux nombreux manuels qui couvrent ce sujet.

La quantit¶e de mouvement, de son côt¶e, s'¶ecrit donc m°v. Au premier ordre en v=c, elle coÄ³ncide
donc bien avec la quantit¶e de mouvement galil¶eenne ordinaire. En revanche, pour des vitesses proches
de celles de la lumiµere, la quantit¶e de mouvement crô³t beaucoup plus vite que la vitesse (elle est en
fait simplement proportionnelle µa la c¶el¶erit¶e). Comme l'accroissement de la quantit¶e de mouvement
est manifestement reli¶e µa la force qui s'exerce sur la particule (nous anticipons quelque peu sur la
suite de cet expos¶e), on retrouve qu'il est impossible d'acc¶el¶erer une particule mat¶erielle jusqu'µa la
vitesse de la lumiµere, puisqu'il faudrait lui communiquer une quantit¶e de mouvement in¯nie. Notons
en¯n que, du point de vue de la quantit¶e de mouvement, et dans une large mesure du point de vue de
l'ensemble de la dynamique, \tout se passe comme si" la masse de la particule d¶ependait de la vitesse
comme le facteur °. Cette approche, largement d¶evelopp¶ee dans des ouvrages de vulgarisation, n'est
bien sûr pas correcte. L'invariance relativiste impose que la masse de la particule soit un 4{scalaire,
ind¶ependant du r¶ef¶erentiel.

Notons, pour terminer ce paragraphe, un lien utile entre ¶energie et quantit¶e de mouvement. Nous
savons en e®et que le module de la 4{vitesse est ¶egal µa c. On en d¶eduit P¹P

¹ = m2c2 et donc

p2c2 +m2c4 = E2 : (3.18)

Examinons le cas d'une particule ultra{relativiste, dont la vitesse est proche de celle de la lumiµere.
L'¶energie E est alors trµes sup¶erieure µa l'¶energie de repos E0, et on peut n¶egliger le terme m2c4 dans
l'expression pr¶ec¶edente. On a alors simplement E = pc et on peut pratiquement, µa une constante
dimensionnelle prµes, confondre l'¶energie et l'impulsion de la particule.

Un exemple extrême de particule ultra{relativiste est une particule de masse nulle, comme le
photon ou le neutrino (si la masse du premier est trµes certainement nulle, un petit doute th¶eorique et
exp¶erimental subsiste pour le second). Si la vitesse de propagation de cette particule ¶etait inf¶erieure
µa c, le facteur ° ¶etant ¯ni, l'¶energie de la particule serait nulle. Pour que de telles particules aient
une ¶energie non nulle, il faut que leur vitesse de propagation soit la vitesse limite de la relativit¶e
(qu'on peut donc confondre µa ce point seulement, en toute rigueur, avec la vitesse de la lumiµere).
Par un simple passage µa la limite, on voit donc que l'¶energie et l'impulsion de la particule sont li¶ees
par E = pc. Dans le cas particuliµerement important du photon, l'¶energie est E = hº, oµu h est la
constante de Planck et l'impulsion est donc, en module, hº=c. Si on y ajoute que l'impulsion doit
avoir la direction du vecteur d'onde (nous verrons pourquoi µa la ¯n de cette partie), on en d¶eduit que
l'impulsion spatiale du photon peut s'¶ecrire p = ¹hk.

3.3 Particule soumise µa une force

Cette section ne peut être µa ce niveau qu'embryonnaire. Si la particule est soumise µa des interac-
tions qui modi¯ent son mouvement, on pourra ¶ecrire l'¶equation du mouvement sous la forme d'une
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¶equation de Lagrange µa condition de connâ³tre le lagrangien d¶ecrivant l'interaction. Le seul cas oµu
nous pourrons e®ectuer cette d¶emarche est celui de l'¶electromagn¶etisme que nous traiterons dans le
prochain chapitre. En fait, aucune autre interaction ne peut être incluse correctement dans le cadre
de la relativit¶e restreinte µa notre niveau. Tout d'abord, toutes les interactions ph¶enom¶enologiques
(contacts, ressorts..) n'ont plus de sens en relativit¶e, ainsi que la notion de solide. Elles contiennent
en e®et toutes plus ou moins la notion d'interaction instantan¶ee. Il est possible de formuler une hy-
drodynamique relativiste, par exemple, mais au prix de grands e®orts. Même la gravitation ne peut
être en toute rigueur coul¶ee dans ce cadre. Elle n'est d¶ecrite convenablement que dans celui de la
relativit¶e g¶en¶erale.

En fait, nous ne pouvons ici qu'intuiter que la d¶eriv¶ee par rapport au temps propre de l'impulsion,
G¹ = dP¹=d¿ , jouera le rôle d'une force, qu'on pourra exprimer simplement, dans le cas de l'¶electro-
magn¶etisme, en fonction de la vitesse de la particule et des champs (cette force ne sera autre que la
force de Lorentz). Le module de l'impulsion ¶etant constant, la force est n¶ecessairement perpendiculaire
µa l'impulsion: G¹P

¹ = 0. En termes de l'¶energie et de la quantit¶e de mouvement spatiale, on pourra
¶ecrire:

G¹ = (
°

c

dE
dt
; °
dp

dt
) : (3.19)

On pourra poser f = dp=dt et d¶e¯nir ainsi la force spatiale, d¶eriv¶ee par rapport au temps ordinaire
de la quantit¶e de mouvement. L'orthogonalit¶e de G¹ et de P

¹ est simplement ¶equivalente, comme on
s'en convaincra ais¶ement, au fait que E2 ¡ c2p2 est une constante.

3.4 Conservation de l'¶energie{impulsion. Application aux collisions

On peut montrer, comme en m¶ecanique classique, que l'invariance dans une translation globale dans
l'espace{temps implique que tout systµeme isol¶e possµede un 4{vecteur ¶energie impulsion qui est con-
serv¶e. Pour un ensemble de particules mat¶erielles sans interaction, l'impulsion globale du systµeme est
simplement la somme des impulsions individuelles. Pour des particules en interaction (en particulier
¶electromagn¶etique), la situation est moins simple. L'interaction, qui ne peut être instantan¶ee, doit en
e®et être v¶ehicul¶ee par un champ. Ce champ, poss¶edant une ¶energie, doit aussi poss¶eder une quantit¶e
de mouvement et entrer dans le bilan de l'impulsion globale. L'analyse d¶etaill¶ee de la conservation de
l'impulsion dans une telle situation est alors di±cile.

La conservation de l'impulsion permet n¶eanmoins d'obtenir des renseignements pr¶ecis sur les colli-
sions de particules relativistes. Dans une telle collision, on considµere en e®et un ¶etat initial oµu les deux
particules sont trµes ¶eloign¶ees et n'interagissent pratiquement pas. Aprµes avoir interagi, les deux par-
ticules s'¶eloignent µa nouveau l'une de l'autre et on considµere un ¶etat ¯nal oµu, µa nouveau, l'interaction
est n¶egligeable. Même si on renonce µa examiner ce qui se passe pendant l'interaction, on pourra ¶ecrire
que l'impulsion globale initiale, qui est la somme des impulsions de particules incidentes, est ¶egale µa
la somme des impulsions ¯nales. On regroupe ainsi dans une même ¶equation liant deux 4{vecteurs les
lois de conservation de l'¶energie et de l'impulsion qu'on ¶ecrit s¶epar¶ement dans une analyse classique
de la collision3.

Pour illustrer trµes briµevement l'¶etude des collisions relativistes, nous traiterons deux exemples: le
calcul d'un seuil de r¶eaction et le cas de l'e®et Compton. Ces deux exemples µa eux seuls sont loin de

3Si les particules sont charg¶ees, un champ ¶electromagn¶etique est associ¶e µa chaque particule avant et aprµes la collision.
Ce champ doit entrer en toute rigueur dans le bilan d'impulsion. En fait, quand on mesure la masse ou l'impulsion d'une
particule charg¶ee, on ne le fait jamais ind¶ependamment du champ qui accompagne cette particule. La masse que nous
mettons dans l'impulsion est donc une masse \habill¶ee", qui englobe e®ectivement la contribution du champ µa l'inertie
de la particule. Nous n'aurons donc e®ectivement pas µa tenir compte des champs des particules libres dans notre bilan
d'impulsion. Notons qu'avec une particule charg¶ee ponctuelle, la di®¶erence entre la masse \nue" et la masse \habill¶ee"
de la particule est ¶evidemment in¯nie. Ce n'est qu'au prix d'un calcul complµetement quantique men¶e avec les techniques
de renormalisation qu'on peut d¶e¯nir proprement la masse \habill¶ee" de la particule.
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couvrir toutes les applications de la conservation de la 4{impulsion µa la physique des particules, mais
ils permettent d'illustrer de fa»con simple des techniques et des concepts importants.

3.4.1 Seuil de r¶eaction

La plupart des collisions r¶ealis¶ees dans les acc¶el¶erateurs visent µa produire de nouvelles particules. Il
est clair que l'¶energie cin¶etique incidente doit être su±sante pour que la r¶eaction soit ¶energ¶etiquement
possible. Le seuil de r¶eaction est pr¶ecis¶ement l'¶energie cin¶etique µa fournir aux particules en collision
pour que la r¶eaction soit ¶energ¶etiquement possible. Ceci ne signi¯e pas n¶ecessairement que la r¶eaction
se produise e®ectivement. Des rµegles de s¶election quantiques ou une section e±cace insu±sante peuvent
faire que les produits ne soient jamais observ¶es.

Le calcul du seuil est complexe pour les r¶eactions complexes. Nous ne consid¶ererons donc que l'une
des plus simples des r¶eactions de cr¶eation de particules: la cr¶eation d'une paire proton/antiproton par
collision de deux protons. L'¶equation de la r¶eaction s'¶ecrit:

p+ p ¡! p+ p+ p+ p : (3.20)

L'¶energie minimale pour que cette r¶eaction puisse se produire correspond µa une situation oµu toutes les
particules ¯nales seraient au repos. Elle est donc d¶e¯nie dans un r¶ef¶erentiel oµu la quantit¶e de mouve-
ment totale est nulle. Pour tout systµeme de particules mat¶erielles, il existe un tel r¶ef¶erentiel, appel¶e
\r¶ef¶erentiel du centre de masse" RCM . Il est l'analogue du r¶ef¶erentiel barycentrique en m¶ecanique
classique. Dans RCM , l'¶energie minimale est donc 4mc2 (les particules et les antiparticules ont même
masse m). Dans ce r¶ef¶erentiel, les deux protons incidents ont initialement des ¶energies ¶egales et des
quantit¶es de mouvement oppos¶ees. L'¶energie de chacun doit donc être 2mc2 et son ¶energie cin¶etique
mc2. Le seuil de r¶eaction, dans le r¶ef¶erentiel barycentrique, est donc de mc2 pour chaque particule,
un r¶esultat assez intuitif.

Le problµeme est que l'¶energie µa fournir e®ectivement est celle d¶e¯nie dans le r¶ef¶erentiel du labo-
ratoire, qui ne coÄ³ncide pas n¶ecessairement avec le r¶ef¶erentiel du centre de masse. Ce n'est que dans
le cas des anneaux de collision (LEP pour les collisions ¶electron/¶electron, par exemple), que les deux
projectiles sont de quantit¶es de mouvement oppos¶ees et que le r¶ef¶erentiel du laboratoire est aussi celui
du centre de masse.

Dans beaucoup d'exp¶eriences, plus anciennes, un seul des protons est en mouvement (le projectile)
et l'autre (la cible) est immobile. On peut estimer le seuil de r¶eaction dans ce cas. La premiµere chose
µa faire est de d¶eterminer les ¶el¶ements de RCM par rapport au r¶ef¶erentiel du laboratoire R. Nous
noterons E et p l'¶energie et la quantit¶e de mouvement du projectile. Tous les mouvements s'e®ectuant
sur l'axe projectile/cible, nous n'¶ecrirons que des quantit¶es en projection sur cet axe. Il est clair aussi
que la vitesse de RCM par rapport µa R est selon cet axe. Le 4{vecteur ¶energie{impulsion total avant
la collision s'¶ecrit donc (E=c+mc; p). De maniµere ¶evidente la quantit¶e de mouvement totale n'est pas
nulle.

Nous cherchons donc une transformation de Lorentz (paramµetres ¯ et °) telle que la nouvelle
impulsion p0 soit nulle. Il faut donc choisir:

¯ =
pc

E +mc2 ; (3.21)

ce qui d¶e¯nit le mouvement du r¶ef¶erentiel du centre de masse. On peut alors ¶ecrire l'¶energie totale
disponible dans RCM en utilisant la même transformation de Lorentz:

E 0 = °(E +mc2 ¡ ¯pc) : (3.22)

En y portant l'expression de ¯ et en notant que E2 ¡ p2c2 = m2c4, on a simplement:

E 0 = 2°mc2 : (3.23)
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hν

hν'
θ

Figure 3.2: Di®usion d'un photon par un ¶electron initialement au repos. Partie gauche: ¶etat initial. Partie droite: ¶etat

¯nal. Le photon est di®us¶e avec une fr¶equence modi¯¶ee et l'¶electron est ¶eject¶e.

On peut en¯n exprimer ° en fonction de ¯ puis de E et p:

° =
1p
1¡ ¯2 =

pE +mc2p
2
p
mc2

: (3.24)

L'¶energie disponible dans RCM est donc simplement:

E 0 =
q
2mc2(E +mc2) : (3.25)

Le seuil de r¶eaction s'obtient alors en ¶ecrivant que E 0 doit être plus grand que 4mc2. Aprµes quelques
manipulations, on voit que le seuil s'¶ecrit:

E > 7mc2 ; (3.26)

l'¶energie cin¶etique du projectile devant être d'au moins 6mc2. On doit comparer ce r¶esultat µa celui
obtenu quand le r¶ef¶erentiel du laboratoire est aussi celui du centre de masse. Au lieu d'une ¶energie
cin¶etique par particule de mc2, on a besoin d'une ¶energie 6 fois plus grande. Avec une puissance
donn¶ee d'acc¶el¶erateur, il est donc, de beaucoup, pr¶ef¶erable de travailler avec des collisions entre deux
particules en mouvement. Ceci explique que pratiquement toutes les grandes machines sont maintenant
des anneaux de collision. Le prix µa payer est bien sûr que la densit¶e du faisceau est trµes petite devant
celle d'une cible solide: le taux de collisions est beaucoup moins grand que ce qu'on obtient en envoyant
un faisceau unique sur une cible ¯xe.

3.4.2 E®et Compton

Notre second exemple sera l'e®et Compton, la di®usion d'un photon de haute ¶energie par un ¶electron
initialement immobile (ou li¶e µa un atome: les ¶energie mises en jeu dans les exp¶eriences sont telles,
comme nous le verrons, que l'¶energie de liaison d'un ¶electron dans un atome est n¶egligeable par rapport
µa l'¶energie ¯nale de l'¶electron di®us¶e). Les paramµetre importants du problµeme sont repr¶esent¶es sur la
¯gure 3.2.

Sans restreindre la g¶en¶eralit¶e, le photon de fr¶equence º et d'¶energie hº est incident dans la direction
de l'axe Ox. Aprµes la collision, l'¶electron et le photon sont di®us¶es dans des directions qui d¶ependent
des d¶etails de l'interaction. Toujours sans restreindre la g¶en¶eralit¶e, nous pouvons supposer que les
trajectoires ¯nales de l'¶electron et du photon sont dans le plan Oxy. L'¶electron emportant de l'¶energie
cin¶etique, le photon perd n¶ecessairement de l'¶energie. Sa nouvelle fr¶equence sera not¶ee º 0. Nous
chercherons seulement ici µa calculer la nouvelle fr¶equence du photon en fonction de son angle de
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di®usion µ. C'est en e®et la seule quantit¶e accessible dans les exp¶eriences: l'¶electron est rapidement
di®us¶e et son ¶energie amortie par le milieu oµu se produit la di®usion. De fa»con trµes remarquable, la
simple application de la conservation de l'impulsion relativiste permet d'expliciter ce calcul4.

Les 4{impulsions du photon avant et aprµes la collision seront not¶ees P et P0. On notera de même
Q et Q0 les impulsions initiale et ¯nale de l'¶electron. En nous souvenant que la quantit¶e de mouvement
spatiale de l'¶electron est hº=c, nous pourrons ¶ecrire:

P = (hº=c; hº=c; 0) ; (3.27)

P0 = (hº 0=c; hº 0=c cos µ; hº0=c sin µ) (3.28)

Q = (mc; 0; 0) (3.29)

Q0 = (E=c; qx; qy) : (3.30)

Dans les ¶equations pr¶ec¶edentes, nous n'avons ¶ecrit que les composantes spatiales dans le plan Oxy.
E et qx; qy repr¶esentent l'¶energie et la quantit¶e de mouvement de l'¶electron di®us¶e. Pour calculer º0
en fonction de µ, nous allons chercher µa ¶eliminer ces inconnues. La loi de conservation de l'¶energie{
impulsion s'¶ecrit:

P+Q = P0 +Q0 : (3.31)

On en d¶eduit imm¶ediatement:

(P¡P0)2 = (Q¡Q0)2 (3.32)

P2 +P02 ¡ 2P ¢P0 = Q2 +Q02 ¡ 2Q ¢Q0 : (3.33)

Le photon ¶etant une particule de masse nulle, P2 = P02 = 0. De plus Q2 = Q02 = m2c2 oµu m est la
masse de l'¶electron. En¯n, dans le produit scalaire Q ¢Q0, le produit des composantes spatiales est
nul et il ne reste que le produit des composantes temporelles: Q ¢Q0 = ¡2mE . On en d¶eduit:

h2ºº 0

c2
(1¡ cos µ) = m(E ¡mc2) : (3.34)

La simple conservation de l'¶energie assure alors que:

hº +mc2 = hº0 + E ; (3.35)

d'oµu on d¶eduit ¯nalement
¸0 ¡ ¸ = ¸c(1¡ cos µ) ; (3.36)

¸ = c=º et ¸0 = c=º 0 ¶etant les longueurs d'ondes associ¶ees au photon avant et aprµes la collision. La
longueur ¸c, appel¶ee longueur d'onde de Compton de l'¶electron, vaut:

¸c =
h

mc
= 2: 10¡11 m : (3.37)

La trµes petite valeur num¶erique de cette quantit¶e fait que l'e®et n'est notable que pour des photons
incidents de courte longueur d'onde, c'est µa dire de trµes haute ¶energie. Pour des photons visibles, par
exemple, la modi¯cation de fr¶equence due au \recul" de l'¶electron est tout µa fait n¶egligeable. Quand
nous ¶etudierons la di®usion de rayonnement par un atome nous n¶egligerons complµetement cet e®et.

4Notons que la mise en ¶evidence de l'e®et Compton et l'accord quantitatif avec la loi que nous allons d¶emontrer
a constitu¶e, sans doute, une des premiµeres preuves indiscutables de l'existence du photon. L'e®et photo¶electrique, s'il
est parfaitement explicable en termes de photons, peut en e®et être d¶ecrit dans une th¶eorie semi{classique couplant un
champ ¶electromagn¶etique classique µa un d¶etecteur quanti¯¶e.
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Chapitre 4

Electromagn¶etisme relativiste

Nous d¶esirons traiter maintenant de fa»con relativiste l'interaction entre particules charg¶ees par l'in-
term¶ediaire d'un champ ¶electromagn¶etique. Nous pourrions bien sûr supposer connues les ¶equations
de Maxwell et montrer directement qu'elles s'insµerent sans di±cult¶es dans un cadre relativiste. Nous
allons en fait proc¶eder d'une fa»con beaucoup moins directe, mais plus profonde. Nous allons chercher
µa ¶ecrire l'interaction relativiste non triviale entre des particules par l'interm¶ediaire d'un champ de
vecteurs. En d'autres termes, nous allons tenter de construire, dans le cadre de la relativit¶e, la
th¶eorie de champ la plus simple qui ne soit pas triviale. Nous postulerons pour cela la forme des
actions associ¶ees aux particules et au champ. Nous verrons que ces formes sont en e®et tout µa fait
naturelles. Nous d¶eduirons alors de ces actions des ¶equations de Lagrange qui d¶ecrivent la dynamique
des particules coupl¶ees au champ et la dynamique du champ coupl¶e aux particules. Nous constaterons
en¯n que ces ¶equations ont la forme des ¶equations de Maxwell. Nous aurons donc pu d¶eduire les
¶equations de Maxwell d'une approche lagrangienne trµes g¶en¶erale.

Nous aurons montr¶e ¶egalement que l'¶electromagn¶etisme est la plus simple des th¶eories de champ
vectorielles dans le cadre de la relativit¶e. Bien sûr, nous ne nous contenterons pas dans ce chapitre de
r¶e¶ecrire des ¶equations bien connues. L'¶ecriture en termes de quantit¶es explicitement covariantes nous
fournira des r¶esultats nouveaux, di±ciles ou impossibles µa ¶etablir dans le cadre de l'¶electromagn¶etisme
classique. Nous ¶etablirons ainsi la transformation des champs ¶electromagn¶etiques dans un changement
de r¶ef¶erentiel, nous isolerons des invariants scalaires form¶es µa partir des champs, dont nous montrerons
qu'ils ont une signi¯cation physique importante. Nous pourrons en¯n ¶etablir des bilans d'¶energie{
impulsion pour le champ qui nous permettront de jeter une lumiµere nouvelle sur des ph¶enomµenes bien
connus, comme la pression de radiation ou même la force de Coulomb ¶electrostatique.

Notre systµeme sera donc constitu¶e d'un ensemble de particules en interaction avec un champ
repr¶esent¶e par un champ de 4{vecteurs. L'action totale pour ce systµeme peut a priori se d¶ecomposer
sous la forme:

S = SParticules Libres + SChamp Libre + SInteraction ; (4.1)

oµu SParticules Libres repr¶esente l'action des particules en l'absence de champ (une simple collection
de particules libres si on n¶eglige toute autre forme d'interaction), SChamp Libre repr¶esente l'action
d¶ecrivant le champ seul, en l'absence de toutes particules. En¯n, SInteraction repr¶esente l'interaction
entre particules et champ: d'une part les particules sont la source du champ, d'autre part la pr¶esence
du champ modi¯e la trajectoire des particules.

Pour aborder ce problµeme, nous allons proc¶eder en deux temps, comme on le fait souvent dans
les expos¶es ¶el¶ementaires d'¶electromagn¶etisme. Nous allons d'abord consid¶erer une particule unique
en pr¶esence d'un champ impos¶e. Nous supposons donc qu'un grand ensemble de particules cr¶ee un
champ qui agit sur une particule test. Si cette particule \test" est su±samment petite, elle ne modi¯e
pas notablement le champ ni la dynamique des particules \sources". Les seules variables dynamiques
dans ce cas sont donc celles de la particule libre, les valeurs du champ ¶etant des quantit¶es impos¶ees.

125
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Nous pourrons alors ¶ecrire ais¶ement les ¶equations de Lagrange, dont nous verrons qu'elles redonnent
l'expression attendue pour la force de Lorentz. Nous verrons en e®et que le seul champ de vecteurs
introduit (qui n'est autre que la version relativiste du potentiel vecteur) intervient dans la force sous la
forme de son rotationnel, c'est µa dire d'un tenseur de rang deux antisym¶etrique. Ce tenseur pouvant
être exprim¶e µa partir de deux champs de vecteurs, nous retrouverons que l'¶electromagn¶etisme est
une th¶eorie µa deux champs. En ¶ecrivant les propri¶et¶es du rotationnel relativiste, nous obtiendrons
des relations entre ces deux champs qui se trouveront coÄ³ncider avec le groupe des ¶equations de
Maxwell homogµenes. Notons en¯n que nous pourrons dµes ce point ¶etablir la forme des changements
de r¶ef¶erentiels pour les champs.

Dans un deuxiµeme temps, nous consid¶ererons un champ en interaction avec des particules dont
la dynamique est impos¶ee. Nous repr¶esenterons les mouvements de ces particules par des densit¶es de
charges et de courants et nous postulerons une forme simple pour SChamp Libre. Nous obtiendrons
alors, comme ¶equations de Lagrange, les ¶equations de Maxwell faisant intervenir les sources. Nous
aurons alors termin¶e notre programme: en combinant les ¶equations d¶ecrivant la dynamique des par-
ticules dans un champ impos¶e et les ¶equations d¶ecrivant la dynamique du champ sous l'action de
courants impos¶es, on peut, au moins en principe, r¶esoudre tout problµeme d'¶electromagn¶etisme. La
derniµere partie de ce chapitre sera alors consacr¶ee µa l'exploitation de ces r¶esultats. Nous y ¶etablirons
en particulier les bilans d'¶energie{impulsion pour le champ.

4.1 Particule libre dans un champ impos¶e

4.1.1 Equations de Lagrange

Nous consid¶erons donc ici une particule de massem plong¶ee dans un champ impos¶e. L'action d¶ecrivant
la particule libre s'¶ecrit simplement

SParticules Libres = ¡mc
Z b

a
ds ; (4.2)

oµu a et b sont deux ¶ev¶enements d¶ecrivant les conditions aux limites impos¶ees µa la particule. En
l'absence de champ, la ligne d'univers de la particule serait simplement la droite joignant a et b.

Nous postulerons que le champ peut être repr¶esent¶e par un champ unique de 4{vecteurs que nous
noterons A¹(xº) = (V=c;A). Pour des raisons qui apparâ³tront ¶evidentes plus tard, nous nommerons
le champA \potentiel". L'interaction entre le champ et la particule doit être repr¶esent¶ee par l'int¶egrale
d'une quantit¶e scalaire sur la ligne d'univers entre les ¶ev¶enements limites a et b. La quantit¶e la plus
simple non triviale que nous puissions former est donc:

SInteraction = ¡q
Z b

a
A¹ dx¹ ; (4.3)

oµu q est une quantit¶e scalaire repr¶esentant l'intensit¶e du couplage de la particule au champ que nous
nommerons simplement \charge". Dans l'expression de l'action d'interaction, il faut comprendre,
comme au chapitre pr¶ec¶edent, que la ligne d'univers de la particule est param¶etr¶ee par son temps
propre ¿ et que dx¹ est en fait ¶egal µa (dx¹=d¿)d¿ .

Nous pouvons tout de suite nous rassurer sur la pertinence de ce lagrangien d'interaction. En
¶ecrivant que (dx¹=d¿)d¿ = U¹d¿ = U¹dt=°, en particularisant pour un instant un r¶ef¶erentiel R et en
d¶eveloppant le produit scalaire, on met l'action d'interaction sous la forme:

SInteraction = ¡q
Z b

a
(V ¡ v ¢A) dt ; (4.4)

oµu v est la vitesse tridimensionnelle de la particule dans R. On retrouve bien lµa la forme du lagrangien
d'interaction avec une particule charg¶ee obtenu dans le premier chapitre de la premiµere partie de ce
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cours, µa condition bien sûr d'assimiler la composante temporelle du potentiel au potentiel scalaire de
l'¶electromagn¶etisme et ses composantes spatiales au potentiel vecteur. C'est µa la justi¯cation d¶etaill¶ee
de cette assimilation que nous allons proc¶eder maintenant.

Comme dans le chapitre pr¶ec¶edent (on se reportera en particulier µa la ¯gure 3.1), on considµere
entre a et b la trajectoire e®ectivement suivie (trajectoire de r¶ef¶erence) et une trajectoire vari¶ee de
fa»con in¯nit¶esimale. Les deux trajectoires sont param¶etr¶ees par le temps propre de la trajectoire
de r¶ef¶erence et on se reportera au chapitre pr¶ec¶edent pour une description des ¶el¶ements di®¶erentiels
importants.

La variation de l'action de la particule libre s'obtient comme au chapitre pr¶ec¶edent. En ¶ecrivant
la variation de l'intervalle ¶el¶ementaire et en se livrant µa la traditionnelle int¶egration par parties, on
trouve:

±SParticule Libre =

Z b

a

dP¹
d¿

±x¹d¿ : (4.5)

Calculons maintenant la variation de l'action d'interaction:

±SInteraction = ¡q±
Z b

a
A¹dx¹

= ¡q
Z b

a
[±A¹] dx¹ ¡ q

Z b

a
A¹±dx¹ ; (4.6)

oµu le premier terme repr¶esente la variation due au fait que la trajectoire vari¶ee n'¶echantillonne pas
le potentiel aux mêmes points que la trajectoire de r¶ef¶erence. Le deuxiµeme terme repr¶esente pour sa
part la variation de l'action due µa la modi¯cation de g¶eom¶etrie de la trajectoire µa potentiel constant.

Traitons d'abord le deuxiµeme terme. On a en fait

¡q
Z b

a
A¹±dx¹ = ¡q

Z b

a
A¹d±x

¹

d¿
d¿

= [¡qA¹±x¹]ba + q
Z b

a

µ
dA¹
d¿

d¿

¶
±x¹ : (4.7)

Le terme tout int¶egr¶e de l'int¶egration par parties est identiquement nul, puisque les trajectoires
coÄ³ncident aux extr¶emit¶es. La parenthµese dans l'int¶egrale restante repr¶esente l'accroissement dA¹
du potentiel quand on passe d'une extr¶emit¶e µa l'autre d'un ¶el¶ement di®¶erentiel de la trajectoire de
r¶ef¶erence. Le potentiel ¶etant une fonction de l'¶ev¶enement auquel il est estim¶e, nous pourrons ¶ecrire:

dA¹ = @ºA¹dxº : (4.8)

Le deuxiµeme terme s'¶ecrit donc:

q

Z b

a
@ºA¹dxº±x¹ : (4.9)

Revenons maintenant au premier terme. La variation ±A¹ du potentiel quand on passe de la
trajectoire de r¶ef¶erence µa la trajectoire vari¶ee s'¶ecrit ±A¹ = @ºA¹±xº . Le terme a int¶egrer, aprµes une
permutation sans cons¶equences des indices muets, s'¶ecrit donc @¹Aº±x¹dxº . La variation de l'action
d'interaction peut donc ¯nalement s'¶ecrire:

±SInteraction = q

Z b

a
[@ºA¹ ¡ @¹Aº ] ±x¹dxº : (4.10)

En remarquant ¯nalement que, sur la trajectoire de r¶ef¶erence, dxº = (dxº=d¿)d¿ = Uºd¿ , oµu Uº est
la 4{vitesse, on peut ¶ecrire la variation totale de l'action sous la forme:

±S =

Z b

a

∙
dP¹
d¿

¡G¹
¸
±x¹d¿ ; (4.11)



128 CHAPITRE 4. ELECTROMAGN¶ETISME RELATIVISTE

avec
G¹ = q [@¹Aº ¡ @ºA¹]Uº : (4.12)

Les ¶equations de Lagrange s'obtiennent alors imm¶ediatement. La variation de l'action ne peut
s'annuler au premier ordre dans les ¶ecarts entre les trajectoires que si tous les coe±cients des ±x¹

sont identiquement nuls. Les ¶equations de mouvement s'¶ecrivent donc:

dP¹
d¿

= G¹ ; (4.13)

la quantit¶e G¹ n'¶etant autre que la 4{force que nous avions pressentie au chapitre pr¶ec¶edent. Notons
que cette ¶equation 4{vectorielle contient aussi bien la variation de l'¶energie de la particule que celle
de sa quantit¶e de mouvement.

La force s'exprime en fonction du rotationnel du potentiel, qui est un tenseur de rang deux,
antisym¶etrique, ¶ecrit ici sous sa forme complµetement covariante. Nous appellerons tenseur champ ce
rotationnel et nous poserons:

F¹º = @¹Aº ¡ @ºA¹ : (4.14)

La force µa laquelle est soumise la particule s'¶ecrit alors simplement:

G¹ = qF¹ºU
º (4.15)

et n'est pas autre chose que la contraction du tenseur champ avec la vitesse de la particule.

4.1.2 Tenseur champ ¶electromagn¶etique

F¹º est par d¶e¯nition un tenseur antisym¶etrique de rang 2, le 4{rotationnel du potentiel (V=c;A). Il ne
d¶epend donc que de six coordonn¶ees ind¶ependantes. Les trois coordonn¶ees spatio{temporelles forment
les composantes d'un vecteur spatial, alors que les trois coordonn¶ees purement spatiales forment les
composantes d'un pseudo{vecteur.

On peut ¶ecrire les composantes spatio{temporelles sous la forme:

F 0i = @0Ai ¡ @iA0
=

1

c
(¡@Ai

@t
¡ @iV )

=
Ei
c
; (4.16)

en posant

E = ¡rV ¡ @A
@t

: (4.17)

Nous nommerons bien sûr \champ ¶electrique" le vrai vecteur spatial ainsi d¶e¯ni.
Nous pouvons de même mettre les composantes purement spatiales du tenseur champ sous la

forme:

F 12 = ¡Bz (4.18)

F 13 = By (4.19)

F 23 = ¡Bx ; (4.20)

en introduisant le pseudo{vecteur \champ magn¶etique"

B =r£A (4.21)

De maniµere toute naturelle, notre th¶eorie de champ d¶ecrite par un 4{vecteur potentiel s'exprime en
fonction de deux champs et ressemble de plus en plus µa l'¶electromagn¶etisme de Maxwell.
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On peut ¶ecrire F sous forme matricielle:

F¹º =

0BB@
0 Ex=c Ey=c Ez=c

¡Ex=c 0 ¡Bz By
¡Ey=c Bz 0 ¡Bx
¡Ez=c ¡By Bx 0

1CCA ; (4.22)

ou encore, sous forme complµetement contravariante:

F¹º =

0BB@
0 ¡Ex=c ¡Ey=c ¡Ez=c

Ex=c 0 ¡Bz By
Ey=c Bz 0 ¡Bx
Ez=c ¡By Bx 0

1CCA : (4.23)

L'invariance de jauge est contenue dans la d¶e¯nition même du tenseur champ ¶electromagn¶etique
en fonction du potentiel. L'¶equation du mouvement de la particule (qui a seule un sens physique non
ambigu) est inchang¶ee si nous ajoutons au 4{potentiel un 4{gradient arbitraire (il est ais¶e de v¶eri¯er
que le 4{rotationnel d'un champ de 4{gradient est identiquement nul). La transformation \de jauge"

A¹ ¡! A¹ + @¹© ; (4.24)

oµu © est un champ de 4{scalaires arbitraire, laisse invariante la dynamique. En exprimant cette
transformation en termes des composantes spatiales et temporelles du potentiel, nous retrouvons la
forme standard de la transformation de jauge:

A ¡! A¡r©
V ¡! V +

@©

@t
: (4.25)

Pour lever l'ambiguÄ³t¶e sur le potentiel, nous pouvons imposer une condition de jauge suppl¶ementaire.
Pour respecter l'invariance relativiste, cette condition de jauge se doit d'être manifestement covariante.
La plus naturelle, la \jauge de Lorentz", est d'imposer la nullit¶e de la 4{divergence du potentiel:

@¹A¹ = 0 ; (4.26)

qui s'¶ecrit en termes des composantes spatiales et temporelles:

1

c2
dV

dt
+r ¢A = 0 : (4.27)

Notons que la jauge de l'¶electrostatique, ou jauge de Coulomb, r ¢A = 0, brise la covariance. Si elle
peut être employ¶ee sans restriction dans un r¶ef¶erentiel donn¶e, elle est µa proscrire quand s'imposent
des changements de r¶ef¶erentiel.

4.1.3 Force de Lorentz

Pour nous rapprocher encore de l'¶electromagn¶etisme sous sa forme classique, nous allons exprimer la
force tridimensionnelle subie par la particule charg¶ee dans un r¶ef¶erentiel donn¶e en fonction des champs
¶electriques et magn¶etiques. En fonction du temps t dans le r¶ef¶erentiel R, l'¶equation de la dynamique
s'¶ecrit:

°
dP¹
dt

= °(
dE=c
dt

;¡dp
dt
) = qF¹ºU

º ; (4.28)

oµu E est l'¶energie totale de la particule et p sa quantit¶e de mouvement tridimensionnelle. En d¶eve-
loppant le dernier terme (qui peut s'¶ecrire simplement comme un produit matriciel) et en isolant les
composantes temporelles et spatiales, on trouve:

dE
dt
= qE ¢ v ; (4.29)
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oµu v est la vitesse de la particule dans R et

dp

dt
= q(E+ v £B) : (4.30)

On retrouve ainsi, dans un r¶ef¶erentiel donn¶e, la forme standard de la force de Lorentz. On trouve
aussi que la variation d'¶energie est entiµerement due au champ ¶electrique. Bien sûr, dans ces ¶equations,
E et p sont des quantit¶es relativistes (E = m°c2 et p = m°v). La dynamique de la particule est donc
en g¶en¶eral di®¶erente de la dynamique classique.

Comme la force de Lorentz est la premiµere force que nous ayons explicit¶ee dans le cadre relativiste,
nous allons, µa titre d'application et d'exemple, ¶etudier en d¶etail le mouvement d'une particule charg¶ee
dans un champ magn¶etique ou ¶electrique uniforme, statique. Nous verrons ainsi comment la nature
relativiste du mouvement modi¯e la dynamique et nous pourrons jeter un regard nouveau sur la notion
de vitesse limite.

Champ magn¶etique uniforme

Nous nous placerons, dans ce paragraphe et le suivant, dans un r¶ef¶erentiel particulier R et nous
abandonnerons donc la covariance manifeste. Nous consid¶ererons le mouvement d'une particule dans
un champ magn¶etique B uniforme et constant.

Le champ magn¶etique ne modi¯ant pas l'¶energie totale de la particule, le facteur ° est une constante
et l'¶equation du mouvement s'¶ecrit simplement:

°m
dv

dt
= qv £B : (4.31)

Elle est donc la même que dans le cas non relativiste, avec la simple substitution de la massem par °m.
En particulier, la trajectoire est une h¶elice admettant le champ magn¶etique pour axe, avec un rayon
R = m°v=qB oµu v est le module de la vitesse perpendiculaire au champ magn¶etique. la pulsation du
mouvement circulaire uniforme dans le plan perpendiculaire µa B (pulsation cyclotron) ¶etant:

!c =
qB

m°
: (4.32)

S'il n'y a pas de di®¶erence qualitative entre le mouvement relativiste et le mouvement classique, le
facteur ° induit n¶eanmoins des complications techniques dans les applications. Dans de nombreux
types d'acc¶el¶erateurs, un champ magn¶etique est utilis¶e pour con¯ner les particules au voisinage d'une
trajectoire circulaire. Le facteur ° fait que le rayon de ces trajectoires est, pour des particules ultra{
relativistes, beaucoup plus grand que ce que pr¶edit la m¶ecanique classique. L'encombrement de ce
type de dispositif est en partie dû µa cet e®et1. De plus, la fr¶equence des champs acc¶el¶erateurs, qui doit
être adapt¶ee µa la fr¶equence cyclotron, doit être ajust¶ee pendant toute la phase d'acc¶el¶eration pour
tenir compte de la variation de ce facteur relativiste.

Notons que cette \contraction" relativiste de la fr¶equence cyclotron peut être mise en ¶evidence
même pour des ¶electrons de trµes basse ¶energie. Dans une trµes spectaculaire s¶erie d'exp¶eriences, Hans
Dehmelt et ses collaborateurs (Universit¶e de Seattle) ont ¶etudi¶e des ¶electrons con¯n¶es dans un piµege
constitu¶e d'un champ magn¶etique et d'un champ quadripolaire ¶electrique (piµege de Penning). Ils
ont ainsi mesur¶e avec une pr¶ecision remarquable, sur un ¶electron unique, le c¶elµebre \facteur gyro-
magn¶etique anormal", qui constitue un test s¶evµere de l'¶electrodynamique quantique. Une des ¶etapes
de l'exp¶erience est d'exciter, par un champ radiofr¶equence convenable, le mouvement cyclotron de
l'¶electron. Dehmelt a pu observer que la fr¶equence de r¶esonance cyclotron se d¶eplace avec l'¶energie
de l'¶electron, conform¶ement µa la loi relativiste. Les ¶energies mises en jeu n'¶etant que d'une fraction
d'¶electron{volt, on pourra juger de la sensibilit¶e de l'exp¶erience.

1Un autre e®et important limite la compacit¶e des acc¶el¶erateurs: plus une particule est acc¶el¶er¶ee, plus elle perd d'¶energie
par rayonnement. Nous discuterons de ce \rayonnement de freinage" dans un prochain chapitre. Pour des particules
l¶egµeres (¶electrons), cet e®et est la principale limitation au rayon des acc¶el¶erateurs. Notons aussi que les acc¶el¶erateurs
lin¶eaires ¶echappent µa ces deux types de limitations.
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Champ ¶electrique uniforme

Nous consid¶ererons maintenant le mouvement d'une particule dans un champ ¶electrique uniforme et
constant. Pour simpli¯er l'algµebre, sans trop restreindre la physique, nous prendrons comme condition
initiale une particule au repos. Le champ ¶electrique ¶etant par convention orient¶e le long de l'axe Ox,
il est ¶evident que le mouvement s'e®ectue le long de cet axe. L'¶equation de la dynamique, projet¶ee
sur Ox, s'¶ecrit alors:

m
d° _x

dt
= qE : (4.33)

Dans ce cas, bien sûr, l'¶energie de la particule et donc le facteur ° ne sont pas des constantes. On tire
de cette ¶equation imm¶ediatement:

° _x =
qEt

m
; (4.34)

la valeur initiale de cette quantit¶e ¶etant nulle par convention. Nous poserons, pour all¶eger les notations,
V = qEt=m (notons que V serait la vitesse de la particule si nous ne tenions pas compte des corrections
relativistes au mouvement). On d¶eduit alors de ce qui pr¶ecµede:

_x =
Vp

1 + V 2=c2
; (4.35)

qui s'int¶egre ais¶ement en

x =
mc2

qE

24s1 + µqEt
mc

¶2
¡ 1

35 ; (4.36)

µa condition de prendre x = 0 comme condition initiale.
Pour des temps su±samment petits, la vitesse de la particule est faible et on peut d¶evelopper

l'expression pr¶ec¶edente au premier ordre en qEt=mc. On trouve alors

x =
1

2m
qEt2 ; (4.37)

mouvement uniform¶ement acc¶el¶er¶e de la dynamique classique. Aux temps longs, en revanche, x tend
simplement vers ct: la vitesse de la particule tend vers la vitesse de la lumiµere, comme nous pouvions
nous y attendre. On pourra montrer, µa titre d'exercice, que la rapidit¶e de la particule continue, pour
sa part, µa crô³tre ind¶e¯niment. La g¶en¶eralisation de ce calcul µa trois dimensions ne pose aucune autre
di±cult¶e qu'alg¶ebrique.

4.1.4 Changements de r¶ef¶erentiels pour le champ

La formulation explicitement relativiste du tenseur champ ¶electromagn¶etique nous permet d'¶ecrire
sans di±cult¶es la loi de transformation des champs dans un changement de r¶ef¶erentiel. Nous aurons
en e®et:

F 0¹º(x0® = L®¯x¯) = L¹½Lº¾F ½¾(x¯) ; (4.38)

oµu les quantit¶es prim¶ees sont relatives au nouveau r¶ef¶erentiel. Le champ ¶etant un champ de tenseur,
il est une fonction de l'¶ev¶enement auquel il est estim¶e. Il faut bien sûr estimer le champ dans les deux
r¶ef¶erentiels pris au même ¶ev¶enement et donc µa des coordonn¶ees spatio{temporelles qui se d¶eduisent
les unes des autres dans une transformation de Lorentz. Dans l'expression pr¶ec¶edente, L peut d¶ecrire
n'importe quel ¶el¶ement du groupe de Lorentz le plus g¶en¶eral.

Nous pr¶eciserons maintenant les nouvelles valeurs du champ pour une transformation sp¶eciale de
Lorentz avec les conventions habituelles pour l'orientation des axes. Le calcul ne pr¶esente aucune
di±cult¶e de principe. Il faut toutefois prendre garde que le produit de \tenseurs" au second membre
ne peut être calcul¶e directement comme un produit de leurs trois repr¶esentations matricielles. Les deux
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derniers termes correspondent en e®et µa une sommation sur deux indices colonne. On peut mettre le
calcul sous la forme de produits matriciels standard en e®ectuant les transpositions n¶ecessaires. Aprµes
quelques lignes d'algµebre, on arrive aux lois suivantes pour les transformations des composantes des
champs ¶electriques et magn¶etiques:

E0x = Ex (4.39)

E 0y = °(Ey ¡ c¯Bz) (4.40)

E0z = °(Ez + c¯By) (4.41)

B0x = Bx (4.42)

B0y = °(By + ¯
Ez
c
) (4.43)

B0z = °(Bz ¡ ¯Ey
c
) : (4.44)

La transformation inverse s'obtient trivialement en changeant le signe de ¯2. Si, jusqu'alors, nous
n'avions fait que retrouver les caract¶eristiques essentielles de l'¶electromagn¶etisme (il n'est peut-être
plus utile de cacher que notre th¶eorie de champ est bien l'¶electromagn¶etisme), nous obtenons ici, grâce
µa la formulation manifestement covariante, un r¶esultat nouveau et fort important.

On peut obtenir une approximation galil¶eenne µa la loi de transformation des champs en ne gardant
que l'ordre le plus bas en u=c dans les ¶equations pr¶ec¶edentes. On obtient alors, sous forme vectorielle:

E0 = E¡B£ u (4.45)

B0 = B+
E£ u
c2

: (4.46)

4.1.5 Invariants du champ ¶electromagn¶etique

On peut se poser le problµeme de former des quantit¶es 4{scalaires µa partir du tenseur champ. De telles
quantit¶es seront en e®et conserv¶ees dans un changement de r¶ef¶erentiel et constitueront des invariants
du champ ¶electromagn¶etique, fort utiles. Lµa encore, nous allons ajouter des r¶esultats nouveaux µa
l'¶electromagn¶etisme standard. Nous ne chercherons pas syst¶ematiquement tous les invariants possibles.
En fait, il n'en existe que deux qui pr¶esentent un int¶erêt physique3.

Formons d'abord la quantit¶e:

F ¹ºF
¹º : (4.47)

Cette quantit¶e est manifestement un 4{scalaire et donc un invariant du champ. Ecrivons{la en termes
des champs ¶electriques et magn¶etiques pour en comprendre la signi¯cation physique. Interviennent
des composantes spatio{temporelles et des composantes spatiales. La contribution des composantes
spatio{temporelles est manifestement 2F 0iF

0i (en e®et les deux termes se d¶eduisant l'un de l'autre
par permutation des indices sont manifestement ¶egaux en raison de l'antisym¶etrie de F ) ou encore
¡2E2=c2. De même, les composantes spatiales font intervenir le carr¶e scalaire du champ magn¶etique
et on a en¯n:

F¹ºF
¹º =

2

c2
(c2B2 ¡ E2) : (4.48)

La quantit¶e c2B2 ¡ E2 est donc un invariant du champ.
Donnons dµes maintenant une application de cet invariant. Dans un r¶ef¶erentiel R, consid¶erons une

onde ¶electromagn¶etique plane. Les modules du champ ¶electrique et du champ magn¶etique sont reli¶es

2On notera que ces expressions ne sont pas invariantes par ¶echange de y et z. Ceci n'est en rien contradictoire avec
la sym¶etrie du problµeme. Echanger ces axes revient µa changer l'orientation de l'espace et donc le signe de B qui est un
pseudo-vecteur.

3On montrera en particulier que le d¶eterminant de F¹º est proportionnel au carr¶e de notre second invariant
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par E = cB. L'invariant du champ consid¶er¶e est donc nul. Dans un autre r¶ef¶erentiel, sans pr¶ejuger
de la structure du champ4, on aura aussi E 0 = cB0.

Le deuxiµeme invariant que nous allons former s'¶ecrit:

²¹º½¾F¹ºF ½¾ ; (4.49)

oµu ² est le tenseur complµetement antisym¶etrique de rang 4. Rappelons rapidement que les ¶el¶ements de
ce tenseur valent +1 si les quatre indices sont une permutation paire de (0; 1; 2; 3), -1 si ils constituent
une permutation impaire, 0 dans tous les autre cas.

Il n'y a donc dans cet invariant que 24 termes non nuls. En fait, ces termes sont ¶egaux 8 µa 8.
Si nous consid¶erons une permutation ¹; º; ½; ¾ donn¶ee, nous obtenons en e®et un terme identique en
¶echangeant ¹ et º et/ou ½ et ¾ (le tenseur antisym¶etrique et le tenseur champ concern¶es changent
tous les deux de signe). Il y a donc au total quatre permutations de ce type et 4 termes identiques
dans le d¶eveloppement de notre invariant. De plus, nous obtenons un terme identique en ¶echangeant
la premiµere paire (¹; º) et la seconde (½; ¾). En e®et les termes en tenseur champ ne changent pas.
Cette permutation des deux paires peut s'e®ectuer avec quatre permutations des indices. Elle ne
change pas non plus la valeur du tenseur antisym¶etrique. Ensuite, les op¶erations de permutations µa
l'int¶erieur des paires ainsi permut¶ees peuvent être e®ectu¶ees sans changer la valeur. Nous introduisons
ainsi quatre nouvelles permutations des indices donnant la même valeur. Au total, il y a donc 8
termes identiques. Comme nous n'avons manifestement que 24 termes non nuls, il n'y a que trois
termes di®¶erents, correspondant µa un ensemble d'indices (par exemple 0,1,2,3) et aux deux maniµeres
d'¶echanger un terme de la premiµere paire et un terme de la deuxiµeme (dans ce cas 2,1,0,3 et 3,1,2,0).
Le calcul de ces trois termes est alors trivial µa partir de l'expression de F (² valant +1 pour la premiµere
permutation et -1 pour les deux autres). On trouve ¯nalement:

²¹º½¾F¹ºF ½¾ = ¡8E ¢B=c ; (4.50)

un r¶esultat particuliµerement simple.

Le produit scalaire des champs ¶electriques et magn¶etiques est donc invariant dans un changement
de r¶ef¶erentiel (bien sûr, cette invariance pourrait être ¶etablie, de maniµere assez p¶enible, directement
µa partir des lois de transformation). Donnons tout de suite une application de cette propri¶et¶e. Dans
un r¶ef¶erentiel, consid¶erons une onde plane. E et B sont alors perpendiculaires et leurs modules sont
dans un rapport c. Dans un autre r¶ef¶erentiel, ils sont donc encore perpendiculaires avec des modules
dans un rapport c.

4.1.6 Premier groupe d'¶equations de Maxwell

Il nous reste µa tirer parti du fait que le tenseur champ est le rotationnel du potentiel. A trois
dimensions, cette propri¶et¶e impliquerait la nullit¶e de sa divergence. Nous allons maintenant ¶etablir
la propri¶et¶e correspondante µa quatre dimensions. En ¶ecrivant cette propri¶et¶e en termes des champs
¶electriques et magn¶etiques, nous ¶etablirons des relations di®¶erentielles entre eux qui ne seront autres
que les deux ¶equations de Maxwell homogµenes. Nous avons donc

F¹º = @¹Aº ¡ @ºA¹ : (4.51)

On en d¶eduit imm¶ediatement:

@½F¹º = @½@¹Aº ¡ @½@ºA¹
@ºF ½¹ = @º@½A¹ ¡ @º@¹A½ (4.52)

@¹F º½ = @¹@ºA½ ¡ @¹@½Aº
4Qui se trouve être ¶egalement une onde plane.



134 CHAPITRE 4. ELECTROMAGN¶ETISME RELATIVISTE

En remarquant que les d¶eriv¶ees secondes crois¶ees du potentiel sont ¶egales, et en faisant la somme de
ces trois ¶equations, on obtient imm¶ediatement:

@½F¹º + @ºF ½¹ + @¹F º½ = 0 : (4.53)

Cette ¶equation est une cons¶equence directe du fait que le champ d¶erive d'un potentiel (c'est d'ailleurs
une condition n¶ecessaire et su±sante).

Pour en comprendre la signi¯cation physique, ¶ecrivons cette ¶equation en termes des champs
¶electriques et magn¶etiques. Remarquons d'abord que, s'il y a a priori 64 ¶equations possibles, seules
4 ne sont pas triviales. Si les trois indices sont identiques, tous les F sont nuls et l'¶equation est un
truisme. Si deux indices sont ¶egaux (par exemple ½ = ¹), l'¶equation se r¶eduit µa @¹(F¹º + F º¹) = 0,
une tautologie en raison de l'antisym¶etrie de F . L'¶equation n'est non triviale que si les trois indices
sont di®¶erents et il ne reste donc que quatre ¶equations ind¶ependantes.

La premiµere correspond aux indices 1,2,3. Elle s'¶ecrit:

@1F 23 + @3F 12 + @2F 31 = 0 ; (4.54)

soit encore
r ¢B = 0 : (4.55)

On montrera de même que les trois autres ¶equations peuvent se r¶esumer, sous forme vectorielle, par:

r£E = ¡@B
@t

: (4.56)

Nous retrouvons donc ainsi les ¶equations de Maxwell homogµenes, qui sont ¶equivalentes µa l'existence
d'un potentiel scalaire et d'un potentiel vecteur.

4.2 Champ en fonction des sources

Nous allons maintenant ¶etablir les ¶equations qui relient le tenseur champ µa ses sources, c'est µa dire
au mouvement des particules charg¶ees. Dans le paragraphe pr¶ec¶edent, nous nous int¶eressions au
mouvement d'une particule unique. Les variables dynamiques du problµeme ¶etaient donc la position
et l'impulsion de la particule, situation habituelle en m¶ecanique analytique. Dans tout ce chapitre,
conform¶ement µa notre programme initial, nous supposerons impos¶ees les dynamiques des particules
(c'est-µa-dire le courant) et nous ne nous int¶eresserons qu'µa la dynamique du champ. Les variables
dynamiques sont donc les valeurs du potentiel ou des champs en tous points de l'espace et µa chaque
instant. Il nous faudra donc adapter nos techniques variationnelles pour des variables dynamiques
continues. En particulier, nous n'¶ecrirons plus l'action en termes de lagrangien mais d'une densit¶e de
lagrangien que nous int¶egrerons sur tout l'espace et sur le temps pour obtenir l'action. Il nous faudra
aussi r¶e¶ecrire l'action d'interaction comme l'int¶egrale sur tout l'espace d'une densit¶e de lagrangien qui
devra faire intervenir le 4{vecteur courant au lieu des positions et vitesses individuelles des particules.

Le fait que nous traitions de plusieurs particules pose une di±cult¶e technique imm¶ediate. Pour
obtenir les ¶equations du mouvement d'une particule unique, nous avons int¶egr¶e le lagrangien entre
deux ¶ev¶enements limites relatifs µa cette particule. Nous ne pouvons d¶e¯nir de fa»con aussi simple
les bornes d'int¶egration si nous consid¶erons plusieurs particules qui ne partagent pas le même temps
propre. Pour ¶eviter toute di±cult¶e ou le recours µa un formalisme complexe nous ¶eluderons le problµeme
en nous pla»cant, pour un temps, dans un r¶ef¶erentiel donn¶e R. Dans ce r¶ef¶erentiel, le temps est bien
d¶e¯ni, et nous pourrons int¶egrer la densit¶e de lagrangien entre deux instants de r¶ef¶erence. Nous
n'aurons µa manipuler que des int¶egrales d'espace et de temps sous forme habituelle. En abandonnant
ainsi la covariance manifeste, nous risquons bien sûr d'obtenir des ¶equations de Lagrange qui ne seraient
pas des invariants relativistes. Nous verrons qu'il n'en sera heureusement rien: les ¶equations que nous
obtiendrons dans un r¶ef¶erentiel donn¶e s'¶ecriront en termes de quantit¶es explicitement covariantes, et
seront donc valables dans n'importe quel r¶ef¶erentiel.



4.2. CHAMP EN FONCTION DES SOURCES 135

4.2.1 Interaction champ{courant

Nous allons, dans ce premier paragraphe, r¶e¶ecrire l'action d'interaction en termes du courant macro-
scopique. Nous consid¶erons un ensemble de particules charg¶ees ponctuelles, dont le mouvement est
impos¶e, que nous indicerons par un indice ® entre parenthµeses, pour ¶eviter toute confusion entre cet
indice qui num¶erote simplement les particules et un indice relativiste en position covariante.

Le 4{vecteur courant J¹ peut donc s'¶ecrire: J¹ = (c½; j), avec:

½ =
X
®

q(®)±(r¡ r(®)) (4.57)

j =
X
®

q(®)v(®)±(r¡ r(®)) ; (4.58)

oµu q(®); r(®) et v(®) sont respectivement la charge, la position et la vitesse de la particule ®. En
g¶en¶eralisant l'action d'interaction introduite au paragraphe pr¶ec¶edent, on ¶ecrira:

SInteraction = ¡
X
®

q(®)

Z tb

ta
A¹(xº(®))U¹d¿(®) ; (4.59)

oµu xº (®) est la position de la particule ®. ta et tb sont les instants dans R oµu nous sp¶eci¯erons
les conditions initiales impos¶ees au champ. ¿(®) est le temps propre de la particule ®, qui peut être
param¶etr¶e lui même par le temps t du r¶ef¶erentiel R dans lequel nous nous sommes plac¶es. En raison de
la \dilatation des temps", d¿(®) = dt=°(®) oµu °(®) est le facteur de dilatation relativiste calcul¶e µa chaque
instant avec la vitesse de la particule ®. En substituant cette expression dans l'action d'interaction et
en explicitant en¯n les composantes temporelles et spatiales, on trouve:

SInteraction = ¡
Z tb

ta
dt

"X
®

A¹(x(®)º)(q(®)c; q(®)v(®))
#
: (4.60)

Notons que l'¶equation pr¶ec¶edente, qui m¶elange notations d'Einstein et s¶eparation des parties tem-
porelles et spatiales constitue un abus de notations manifeste. Dans cette expression, le potentiel est
µa ¶evaluer µa l'endroit oµu se trouve la particule ®. Pour mettre l'expression pr¶ec¶edente sous la forme de
l'int¶egrale d'une densit¶e de lagrangien, on peut ¶ecrire:

A¹(x(®)º) =
Z
dV A¹(ct; r)±(r¡ r(®(t))) ; (4.61)

l'int¶egrale portant sur tout l'espace. On a alors:

SInteraction = ¡
Z tb

ta
dt

Z
dV

"X
®

(q(®)c; q(®)v(®))±(r¡ r(®)(t))
#
A¹(ct; r) (4.62)

On reconnâ³t, entre les crochets, l'expression du 4{vecteur courant. On a donc ¯nalement:

SInteraction =

Z tb

ta
dt

Z
dV LInteraction (4.63)

oµu la densit¶e de lagrangien d'interaction s'exprime par:

LInteraction = ¡A¹J¹ : (4.64)

Bien que nous ayons ¶etabli cette expression dans un r¶ef¶erentiel donn¶e, elle est manifestement un
4{scalaire et est donc correcte dans tous les r¶ef¶erentiels.
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4.2.2 Lagrangien du champ

Il nous faut maintenant postuler l'expression de la densit¶e de lagrangien pour le champ libre. Nous
allons choisir bien sûr une quantit¶e qui soit manifestement un 4{scalaire. Il faudra de plus qu'elle
soit invariante de jauge et donc qu'elle ne s'exprime en d¶e¯nitive qu'en fonction du tenseur champ et
non du potentiel. En¯n, il faudra que ce soit une quantit¶e quadratique dans le champ. Une densit¶e
de lagrangien est en e®et homogµene µa une densit¶e d'¶energie qui doit être une fonction quadratique
des variables dynamiques. Les deux invariants scalaires du champ que nous avions construits au
paragraphe pr¶ec¶edent remplissent tous deux ces conditions. Le second, ¶equivalent au produit scalaire
des champs ¶electriques et magn¶etiques, ne semble pas convenir. On ne voit pas, en particulier, comment
il pourrait d¶ecrire de fa»con convenable une situation purement ¶electrostatique. Seule l'autre invariant
est convenable et nous postulerons que la densit¶e de lagrangien pour le champ libre peut s'¶ecrire:

LChamp Libre = ¡
1

4¹0
F¹ºF

¹º ; (4.65)

oµu ¹0 est a priori une constante dimensionnelle telle que la densit¶e de lagrangien ait la dimension
d'une densit¶e d'¶energie. L'action totale int¶egr¶ee entre les instants ta et tb s'¶ecrit donc:

S = SParticules Libres +

Z tb

ta
dt

Z
dV

∙
¡A¹J¹ ¡ 1

4¹0
F¹ºF

¹º
¸
: (4.66)

Dans cette expression, l'action des particules libres est une simple constante, puisque leur dynamique
est impos¶ee.

4.2.3 Equations de Lagrange

Pour ¶etablir les ¶equations de Lagrange, nous allons consid¶erer, entre les deux instants de r¶ef¶erence
ta et tb, deux histoires possibles du champ. L'une, qui sera la \trajectoire e®ectivement suivie",
autrement dit la solution des ¶equations de Lagrange, correspondra, µa chaque instant, au potentiel A¹.
L'autre, in¯nit¶esimalement di®¶erente, correspondra au potentiel A¹+±A¹. Pour assurer que le champ
vrai et le champ vari¶e ob¶eissent aux mêmes conditions aux limites, nous imposerons µa l'accroissement
in¯nit¶esimal ±A de s'annuler, en tous points de l'espace, en ta et en tb. Nous allons ensuite exprimer la
variation de l'action due µa cette variation du potentiel en tous points de l'espace µa chaque instant. En
exprimant que cette variation est nulle au premier ordre dans l'accroissement, quel que soit celui-ci,
nous obtiendrons une relation qui devra être v¶eri¯¶ee par le champ en tous points, µa tout instant. Ce
raisonnement g¶en¶eralise de fa»con ¶evidente µa un ensemble continu de variables dynamiques celui que
nous avons d¶ejµa utilis¶e fr¶equemment pour un nombre ¯ni de degr¶es de libert¶e.

La trajectoire des particules ¶etant impos¶ee, le courant ne doit pas être vari¶e et la variation de
l'action totale, s'¶ecrit donc:

±S = ¡
Z tb

ta
dt

Z
dV

∙
±(A¹)J¹ + 1

4¹0
±(F ¹ºF

¹º)

¸
: (4.67)

On a de maniµere ¶evidente:
±(F¹ºF

¹º) = 2(±F¹º)F
¹º : (4.68)

En exprimant ensuite ±F¹º en termes du potentiel, on a:

±S = ¡
Z tb

ta
dt

Z
dV

∙
±(A¹)J¹ + 1

2¹0
F¹º@¹±Aº ¡ 1

2¹0
F¹º@º±A¹

¸
: (4.69)

En permutant les deux indices muets du terme central, et en utilisant l'antisym¶etrie de F , on constate
que les deux derniers termes dans l'int¶egrale sont ¶egaux, et que donc:

±S = ¡
Z tb

ta
dt

Z
dV

∙
±(A¹)J¹ ¡ 1

¹0
F¹º@º±A¹

¸
: (4.70)
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Consid¶erons le deuxiµeme terme dans l'int¶egrale. A un facteur 1=c prµes, il s'agit de l'int¶egrale
d'espace temps d'une quantit¶e scalaire. Le volume d'int¶egration V est l'ensemble de l'espace µa trois
dimensions pris entre les instants ta et tb. En utilisant le th¶eorµeme d'Ostrogradski pour les int¶egrales
quadridimensionnelles, on peut r¶ealiser sur ce terme une int¶egration par parties. En posant d =
cdtdV on a en e®et: Z

V
d F¹º@º±A¹ =

Z
S
F¹º±A¹ dSº ¡

Z
V
d (@ºF

¹º)±A¹ ; (4.71)

la surface S, µa trois dimensions, ¶etant la frontiµere du volume V et dSº l'¶el¶ement di®¶erentiel de cette
surface. Cette surface est constitu¶e de l'ensemble de l'espace pris µa l'instant initial ta, de la sphµere
de l'in¯ni (une sphµere de rayon R, dont on prend la limite pour R ! 1) µa tous les instants entre
ta et tb et µa nouveau de tout l'espace µa l'instant ¯nal tb. L'accroissement du potentiel est nul aux
instants limites en tous points de l'espace. Il est nul aussi, ainsi que tous les champs physiques,
en tous points de la sphµere de l'in¯ni µa chaque instant. L'int¶egrale de surface dans l'expression
pr¶ec¶edente est donc identiquement nulle. Notons que nous retrouvons ici, sous une forme un peu plus
complexe, l'int¶egration par parties µa laquelle nous devons toujours proc¶eder pour ¶etablir les ¶equations
de Lagrange.

L'accroissement de l'action s'¶ecrit donc ¯nalement:

±S = ¡
Z tb

ta
dt

Z
dV

∙
J¹ +

1

¹0
@ºF

¹º
¸
±A¹ : (4.72)

Elle ne peut être nulle quel que soit l'accroissement du potentiel que si le champ entre crochets est
identiquement nul. Les ¶equations de Lagrange d¶eterminant le champ en fonction des sources s'¶ecrivent
donc simplement:

@ºF
¹º = ¡¹0J¹ ; (4.73)

ou encore
@¹F

¹º = ¹0J
º (4.74)

en exploitant les propri¶et¶es de sym¶etrie du tenseur champ.
Dans tout ce raisonnement, nous avons abandonn¶e la covariance manifeste en nous pla»cant dans un

r¶ef¶erentiel donn¶e. En revanche, les ¶equations obtenues ne font intervenir que des quantit¶es covariantes.
Elles sont donc trµes g¶en¶erales, et valables dans tout r¶ef¶erentiel galil¶een.

Nous pouvons maintenant ¶ecrire simplement ces ¶equations en termes du potentiel. En reportant
l'expression de F , nous avons:

@¹@
¹Aº ¡ @¹@ºA¹ = ¹0Jº : (4.75)

Si nous imposons au potentiel vecteur d'ob¶eir µa la condition de Jauge de Lorentz @¹A¹ = 0, le
deuxiµeme terme s'annule (on permutera les d¶eriv¶ees partielles pour le constater). L'¶equation aux
potentiels s'¶ecrit alors:

@¹@
¹Aº = ¹0Jº : (4.76)

L'op¶erateur di®¶erentiel n'est autre que le carr¶e de la norme du gradient: c'est le 4{laplacien ou encore
le d'alembertien.

4.2.4 Equations de Maxwell

Pour mettre ces ¶equations sous une forme plus familiµere, nous allons les exprimer en termes des champs
¶electriques et magn¶etiques. La partie temporelle de cette ¶equation vectorielle s'¶ecrit en e®et:

@ºF
0º = ¡¹0c½ ; (4.77)

ou encore
r ¢E = ¹0c2½ = ½=²0 ; (4.78)
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en posant ¶evidemment ²0¹0c
2 = 1.

Les trois composantes spatiales se mettent de leur côt¶e ¶evidemment sous la forme:

r£B = ¹0
∙
j+ ²0

@E

@t

¸
: (4.79)

Les ¶equations aux potentiels, pourvu que ceux-ci ob¶eissent µa la Jauge de Lorentz, se mettent sous la
forme:

A = ¹0j (4.80)

V = ½=²0 ; (4.81)

oµu est l'op¶erateur d'alembertien (1=c2)@2=@t2 ¡¢, ¢ ¶etant le laplacien.
Les ¶equations de Lagrange d¶ecrivant le champ en fonction des charges sont donc bien les ¶equations

de Maxwell faisant intervenir les courants. Si on y ajoute les ¶equations de Maxwell homogµenes et les
¶equations de Lagrange pour la dynamique des particules qui sont ¶equivalentes µa la force de Lorentz
on peut d¶eterminer complµetement, au moins en principe, la dynamique coupl¶ee des particules et du
champ. L'¶electromagn¶etisme de Maxwell, formul¶e en termes explicitement covariants, n'est donc que
la th¶eorie de champ la plus simple qui soit d¶ecrite par un champ de vecteurs. La structure µa deux
champs de la th¶eorie de Maxwell est une cons¶equence imm¶ediate de la nature antisym¶etrique du
tenseur exprimant le rotationnel du potentiel. En fait, l'¶electromagn¶etisme de Maxwell, sous sa forme
standard, est d¶ejµa ¶ecrit en termes explicitement relativistes ce qui le rend bien sûr incompatible avec la
cin¶ematique classique. La d¶ecouverte des ¶equations de Maxwell aurait ¶et¶e une cons¶equence imm¶ediate
de celle de la relativit¶e. Mais il fallait bien les di±cult¶es soulev¶ees par l'¶electromagn¶etisme de Maxwell
pour qu'on songe µa mettre en doute la m¶ecanique Newtonienne, parfaitement v¶eri¯¶ee par ailleurs.

4.3 Energie{impulsion du champ

Le champ ¶electromagn¶etique doit poss¶eder une densit¶e d'¶energie. Energie et quantit¶e de mouvement
n'¶etant que deux aspects du même 4{vecteur impulsion, il doit aussi exister une densit¶e de quantit¶e de
mouvement pour le champ ¶electromagn¶etique. En¯n, le champ ¶electromagn¶etique ob¶eissant, comme
les particules mat¶erielles, aux grandes propri¶et¶es de sym¶etrie par translation dans l'espace ou dans
le temps, ces densit¶es d'¶energie et d'impulsion, associ¶ees µa celles des particules, doivent ob¶eir µa des
lois de conservation. Nous allons, dans ce paragraphe, d¶e¯nir les densit¶es d'¶energie et d'impulsion
et ¶etablir leurs ¶equations bilan, c'est-µa-dire ¶etudier leur propagation. Nous pourrions partir de la
formulation lagrangienne de l'¶electromagn¶etisme et appliquer les grandes lois de sym¶etrie pour ¶etablir
la forme de ces densit¶es, comme nous l'avions fait pour une particule libre. Nous nous contenterons en
fait de postuler la forme d'un tenseur rassemblant ces quantit¶es, d'¶etablir ses propri¶et¶es et d'identi¯er
les di®¶erents termes. Cette approche est beaucoup moins satisfaisante qu'une approche µa partir des
premiers principes, mais elle est beaucoup plus compacte.

Pour ce qui est du bilan d'¶energie du champ ¶electromagn¶etique, nous allons bien sûr retrouver des
r¶esultats bien connus sur la densit¶e d'¶energie du champ ¶electromagn¶etique et sa propagation d¶ecrite
par le vecteur de Poynting, dont le °ux d¶ecrit le transport d'¶energie µa travers une surface. Nous ne
ferons que rappeler trµes briµevement les propri¶et¶es essentielles de ces quantit¶es. Pour la quantit¶e de
mouvement, nous obtiendrons en revanche des r¶esultats nouveaux. Nous ¶etablirons la forme d'une
densit¶e (bien sûr vectorielle) de quantit¶e de mouvement µa trois dimensions. Le transfert d'impulsion
µa travers une surface s'¶ecrira comme le °ux d'une quantit¶e tensorielle de rang 2.

4.3.1 Tenseur ¶energie{impulsion

Posons

µ®¯ =
1

¹0

∙
g®¹F¹¸F

¸¯ +
1

4
g®¯F¹¸F

¹¸
¸
: (4.82)
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Nous nommerons, pour des raisons qui apparâ³tront dans un instant, ce tenseur de rang 2, ¶ecrit ici
sous sa forme doublement contravariante, le tenseur d'¶energie impulsion du champ (\stress tensor"
dans la litt¶erature anglo-saxonne). Il s'agit d'un tenseur sym¶etrique. La sym¶etrie du deuxiµeme terme
du crochet est manifeste. Pour v¶eri¯er celle du premier terme, nous ¶ecrirons:

g¯¹F ¹¸F
¸® = F ¸®F ¯¸ = F ¸

®F ¯¸

= F®¸F
¸¯ = g®¹F ¹¸F

¸¯ : (4.83)

On a donc bien µ®¯ = µ¯®.

Pour nous convaincre de la possible utilit¶e de ce tenseur, nous allons l'¶ecrire en fonction des
champs ¶electrique et magn¶etique. Le deuxiµeme terme est le produit du tenseur m¶etrique, diagonal,
par l'invariant 2(B2 ¡ E2=c2), densit¶e de lagrangien du champ ¶electromagn¶etique. Le premier terme
fait intervenir F¹¸F

¸¯ qui se calcule comme un produit matriciel ordinaire. L'action du tenseur
m¶etrique est de changer le signe de toutes les lignes ayant un indice spatial dans la repr¶esentation
matricielle obtenue. En regroupant avec le second terme et aprµes quelques manipulations ¶el¶ementaires,
on peut ¶ecrire le tenseur ¶energie{impulsion sous la forme:

µ®¯ =

0BB@
u ¦x=c ¦y=c ¦z=c

¦x=c
¦y=c
¦z=c

(T )

1CCA ; (4.84)

oµu

u =
²0E

2

2
+
B2

2¹0
(4.85)

et

¦ =
E£B
¹0

: (4.86)

On reconnâ³tra bien sûr ici la densit¶e d'¶energie ¶electromagn¶etique et le vecteur de Poynting.

T est un tenseur purement spatial de rang 2, que nous nommerons \tenseur de Maxwell". L'ex-
pression de ses composantes est:

T ij = ²0
"
E2

2
±ij ¡ EiEj

#
+
1

¹0

"
B2

2
±ij ¡BiBj

#
; (4.87)

oµu les ±ij sont simplement les symboles de Kronecker. Notons ici que nous faisons une entorse s¶erieuse
µa nos conventions de notations. Quand il nous arrivera de manipuler une quantit¶e, vectorielle ou
tensorielle qui soit uniquement relative µa l'espace ordinaire µa trois dimensions, nous placerons tous les
indices en position basse, en appliquant donc avec pr¶ecautions la rµegle de sommation sur les indices
r¶ep¶et¶es. Notons en¯n que pour un tenseur spatial les composantes complµetement contravariantes et
complµetement covariantes coÄ³ncident. Nous allons interpr¶eter plus tard la signi¯cation physique de ce
tenseur.

4.3.2 Lois de conservation. Interpr¶etation

Si µ est associ¶e µa la propagation de l'¶energie et de la quantit¶e de mouvement, il doit v¶eri¯er des
¶equations locales de conservation qui font intervenir sa divergence (on se souviendra de l'¶equation
locale de bilan d'¶energie qui fait intervenir la d¶eriv¶ee temporelle de u et la divergence de ¦, qui sont
rassembl¶ees dans la 4{divergence de la premiµere ligne de µ). Nous allons donc calculer le 4{vecteur

@®µ
®¯ (4.88)
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En remarquant que les tenseurs m¶etriques ne se d¶erivent pas, et que leur seule action est d'¶elever
l'indice des d¶erivations, on met ce terme sous la forme:

@®µ
®¯ =

1

¹0

∙
@¹
³
F¹¸F

¸¯
´
+
1

4
@¯
³
F¹¸F

¹¸
´¸

: (4.89)

Le dernier terme peut s'¶ecrire:
(@¯F¹¸)F

¹¸ + F¹¸@
¯F¹¸ : (4.90)

Ces deux termes sont manifestement ¶egaux (il su±t d'¶elever et d'abaisser les mêmes indices pour
passer de l'un µa l'autre). En d¶eveloppant ¶egalement le premier terme de la divergence, on a donc:

@®µ
®¯ =

1

¹0

∙
(@¹F¹¸)F

¸¯ + F¹¸(@
¹F ¸¯) +

1

2
F¹¸(@

¯F¹¸)

¸
: (4.91)

Le premier terme dans le crochet peut se transformer en utilisant les ¶equations de Maxwell @¹F¹¸ =
¹0J¸. Aprµes une transformation triviale, on a donc:

@®µ
®¯ ¡ J¸F ¸¯ = 1

2¹0
F¹¸

h
@¹F ¸¯ + @¹F ¸¯ + @¯F ¹¸

i
; (4.92)

oµu nous avons arti¯ciellement s¶epar¶e un terme en deux. Les deux derniers termes du crochet peuvent
s'¶ecrire ¡@¸F ¯¹ = @¸F¹¯ en utilisant les ¶equations de Maxwell homogµenes. On a ¯nalement:

@®µ
®¯ ¡ J¸F ¸¯ = 1

2¹0
F¹¸

h
@¹F ¸¯ + @¸F¹¯

i
: (4.93)

Le second membre de cette ¶equation est la contraction d'un tenseur antisym¶etrique en ¹; ¸ avec un
tenseur de rang 3, sym¶etrique en ¹; ¸. Cette contraction est manifestement nulle. En ¶ecrivant le
tenseur de rang 3 K¹¸¯, on a en e®et F¹¸K

¹¸¯ = F ¸¹K
¸¹¯ , puisque les noms des indices muets sont

indi®¶erents. De plus, en raison des propri¶et¶es de sym¶etrie des tenseurs, ces deux termes ¶egaux sont
oppos¶es. Ils sont donc bien nuls. Finalement, on a

@®µ
®¯ = ¡F ¯¸J¸ ; (4.94)

une ¶equation 4{vectorielle. Pour en interpr¶eter la signi¯cation physique, nous allons en ¶ecrire s¶epar¶e-
ment la composante temporelle et les composantes spatiales et exprimer ces quantit¶es en fonction des
densit¶es d'¶energie, vecteur de Poynting et tenseur de Maxwell.

Composante temporelle: conservation de l'¶energie

La composante temporelle ¯ = 0 s'¶ecrit simplement:

@®µ
®0 = ¡F 0¸J¸ : (4.95)

Il est facile de v¶eri¯er que F 0¸J¸ = j ¢ E=c. En regroupant les termes, on trouve l'¶equation scalaire:

j ¢E+ @u
@t
+r ¢¦ = 0 : (4.96)

Nous retrouvons ici l'¶equation de conservation de l'¶energie ¶electromagn¶etique que l'on ¶etablit dans les
cours ¶el¶ementaires µa partir des ¶equations de Maxwell. Rappelons que j ¢E est la densit¶e de puissance
c¶ed¶ee par le champ µa la matiµere5. On peut ¶ecrire une ¶equation bilan globale en int¶egrant l'¶equation
pr¶ec¶edente sur un volume V bord¶e par une surface ferm¶ee S. On a alors:Z

V
j ¢ E d¿ + dU

dt
+

Z
S
¦ ¢ dS = 0 ; (4.97)

oµu U =
R
V u est l'¶energie ¶electromagn¶etique totale dans le volume V. On trouve donc que la d¶eriv¶ee

de l'¶energie ¶electromagn¶etique par rapport au temps est ¶egale µa l'oppos¶e de la puissance totale c¶ed¶ee
µa la matiµere plus le °ux entrant du vecteur de Poynting µa travers S. Le vecteur de Poynting d¶ecrit
donc bien le transport d'¶energie ¶electromagn¶etique.

5Cette expression est, comme nous l'avons vu plus haut, correcte même si le mouvement des particules est relativiste.
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Composantes spatiales: conservation de la quantit¶e de mouvement

En remarquant que F i¸J¸ = ¡[½Ei+(j£B)i] = ¡fi n'est autre, au signe prµes, que la composante i de
la densit¶e de force de Lorentz f , on met les composantes spatiales de notre ¶equation de conservation
sous la forme:

dg

dt
+ f +r ¢ T = 0 ; (4.98)

oµu la notation r ¢ T d¶esigne le champ de vecteurs @iT ij. Nous avons pos¶e ici

g =
¦

c2
: (4.99)

Pour d¶egager plus pr¶ecis¶ement le sens physique de cette ¶equation, nous l'int¶egrerons, comme dans
le cas de l'¶energie, sur un volume V bord¶e par une surface ferm¶ee S. On obtient alors:

dPm
dt

+
dG

dt
+

Z
S
T ¢ dS = 0 ; (4.100)

oµu la notation \produit scalaire" T ¢ dS d¶esigne la contraction du tenseur T avec le vecteur ¶el¶ement
de surface. Nous avons pos¶e:

dPm
dt

=

Z
V
f : (4.101)

Ce terme repr¶esente donc la variation temporelle de la quantit¶e de mouvement de toutes les particules
mat¶erielles contenues dans V. Il est alors facile d'interpr¶eter le terme dG=dt avec

G =

Z
V
g (4.102)

comme la variation dans le temps de la quantit¶e de mouvement totale du rayonnement ¶electromagn¶e-
tique. Le champ g repr¶esente alors simplement la densit¶e locale de quantit¶e de mouvement du champ.
Le bilan de quantit¶e de mouvement apparâ³t alors de maniµere transparente si nous interpr¶etons le
dernier terme de l'¶equation (4.100) comme la quantit¶e de mouvement sortant par unit¶e de temps du
volume V. Cette quantit¶e de mouvement, vectorielle, apparâ³t bien comme le °ux µa travers S d'une
quantit¶e tensorielle.

Nous venons bien d'¶etablir ici le bilan de quantit¶e de mouvement pour l'ensemble du champ et des
particules charg¶ees. Notons que, comme dans le cas du bilan d'¶energie, on peut ¶etablir cette ¶equation
bilan µa partir des ¶equations de Maxwell et de la force de Lorentz. On pourra s'en convaincre ais¶ement
µa titre d'exercice. Il su±t d'¶ecrire la densit¶e de force de Lorentz f en rempla»cant ½ et j par leurs
expressions en termes de E et B extraites des ¶equations de Maxwell. Des manipulations alg¶ebriques
peu agr¶eables permettent alors de mettre le r¶esultat sous la forme de la somme d'une d¶eriv¶ee partielle
par rapport au temps et d'une divergence de quantit¶e tensorielle. Une simple identi¯cation redonne
alors les ¶equations pr¶ec¶edentes.

Notons que la quantit¶e de mouvement du champ ¶electromagn¶etique est simplement, µa un facteur
dimensionnel prµes, le vecteur de Poynting qui d¶ecrit le d¶eplacement de l'¶energie ¶electromagn¶etique.
Nous pouvons, qualitativement, comprendre ce r¶esultat en termes de photons. Nous avons d¶ejµa ¶evoqu¶e
le fait que le rayonnement se comporte tout autant comme le ph¶enomµene ondulatoire que nous traitons
ici que comme un °ux de particules de masse nulle, d'¶energie hº, oµu h est la constante de Planck et
º la fr¶equence du rayonnement que nous supposerons pour un moment monochromatique. Le vecteur
de Poynting d¶ecrit alors le °ux de photons. Chaque photon se d¶epla»cant µa la vitesse c, la densit¶e
num¶erique de photons N devra être de l'ordre de (1=hº)¦=c (nous pr¶eciserons cette discussion trµes
qualitative au prochain paragraphe dans le cas trµes simple de l'onde plane). L'impulsion de chaque
photon (de masse nulle) ¶etant hº=c, la densit¶e d'impulsion est Nhº=c = ¦=c2. On retrouve bien
l'expression de g.
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q -q x

S

n

ρ

E

E(q)

E(-q)

Figure 4.1: La force de Coulomb entre deux charges ponctuelles par le bilan de quantit¶e de mouvement. Deux charges

oppos¶ees sont dispos¶ees sym¶etriquement par rapport au plan zOy. Le champ r¶esultant est, sur ce plan, parallµele µa Ox.

On ¶etablit le bilan d'impulsion dans le demi-espace x > 0, limit¶e par la surface S.

4.3.3 Applications

Un problµeme d'¶electrostatique

Nous allons appliquer les bilans d'¶energie{quantit¶e de mouvement µa quelques situations simples. Nous
allons d'abord montrer que l'¶equation bilan de quantit¶e de mouvement contient simplement la force
de Coulomb. Ce calcul montre que ces ¶equations bilans peuvent pr¶esenter un int¶erêt en dehors des
ph¶enomµenes purement propagatifs. La ¯gure 4.1 illustre notre problµeme. Deux charges q et ¡q sont
situ¶ees sur l'axe Ox en ¡a et a respectivement. Il n'¶echappera µa personne que le calcul direct de la
force de Coulomb entre ces particules ne pr¶esente aucune di±cult¶e. Nous allons aborder ce problµeme
par une voie un peu plus di±cile. Ecrivons l'¶equation bilan de quantit¶e de mouvement pour le volume
V correspondant au demi-espace x > 0. Dans tout ce volume, le champ magn¶etique est nul. La densit¶e
de quantit¶e de mouvement du champ est donc nulle. La variation de la quantit¶e de mouvement de la
matiµere, dPm=dt, est simplement celle de la charge ¡q et coÄ³ncide avec la force de Coulomb F subie
par cette charge. Notons que le systµeme de charges en l'absence d'autres forces n'est manifestement
pas en ¶equilibre. On peut donc ¶ecrire la force de Coulomb sous la forme:

F = ¡
Z
S
T ¢ dS : (4.103)

La surface S bordant le volume V est simplement constitu¶ee du plan x = 0 et d'une demi sphµere µa
l'in¯ni. Le champ total ¶etant µa grande distance celui d'un dipôle, il d¶ecrô³t avec la distance R comme
1=R3. Le tenseur de Maxwell, proportionnel au carr¶e du champ, d¶ecrô³t comme 1=R6. L'int¶egrale sur
la demi sphµere de l'in¯ni est donc nulle. Sur le plan m¶ediateur, le champ ¶electrique est dirig¶e selon
ux: E = E(½)ux. Son module µa une distance ½ de l'axe vaut E(½) = (q=2¼²0)a=(a

2 + ½2)3=2. Il est
facile alors de montrer que, dS ¶etant orient¶e selon x, la seule composante du tenseur de Maxwell qui
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joue un rôle est Txx = ¡²0E(½)2=2. Le °ux de T sur S se calcule alors par une int¶egration triviale
en coordonn¶ees polaires. On en d¶eduit la force de Coulomb, orient¶ee selon ¡x, dont le module a bien
sûr la valeur requise. Cet exercice facile d'¶electrostatique nous fait comprendre l'int¶erêt des ¶equations
bilans d'impulsion, même dans un cas oµu il n'y a pas d'e®ets propagatifs.

Cas de l'onde plane monochromatique

Nous allons maintenant ¶ecrire les bilans d'¶energie et de quantit¶e de mouvement dans le cas beaucoup
plus important de l'onde plane. Nous allons en particulier pouvoir pr¶eciser nos interpr¶etations en
termes de photons.

Nous consid¶erons donc une onde plane monochromatique, polaris¶ee lin¶eairement. Elle se propage
selon Oz, le champ ¶electrique est align¶e selon Ox. La pulsation de l'onde est !. Les champs ¶electriques
et magn¶etiques s'¶ecrivent donc:

E = E0ux cos(kz ¡ !t) (4.104)

B =
E0
c
uy cos(kz ¡ !t) (4.105)

avec ! = ck Le vecteur de Poynting est alors dirig¶e selon uz (l'¶energie se propage manifestement dans
cette direction) et vaut:

¦ = ²0cE
2
0 cos

2(kz ¡ !t)uz : (4.106)

On ne s'int¶eresse souvent qu'µa la moyenne temporelle de ce vecteur (les oscillations µa la fr¶equence 2!
n'¶etant pas d¶etectables, le plus souvent, dans des mesures ¶energ¶etiques). On a bien sûr:

¦ =
²0E

2
0c

2
uz : (4.107)

La valeur moyenne de la densit¶e d'impulsion est donc:

g =
²0E

2
0

2c
uz (4.108)

La densit¶e d'¶energie ¶electrique est ¶egale µa la densit¶e d'¶energie magn¶etique. La densit¶e d'¶energie
¶electromagn¶etique instantan¶ee s'¶ecrit donc:

u = ²0E
2
0 cos

2(kz ¡ !t) ; (4.109)

et sa valeur moyenne vaut:

u =
²0E

2
0

2
: (4.110)

On remarque imm¶ediatement que

u =
¦

c
(4.111)

g =
u

c
: (4.112)

Nous pouvons comprendre quantitativement ces relations importantes en termes de densit¶e num¶erique
de photons. Si nous avons N photons par unit¶e de volume, la quantit¶e moyenne d'¶energie traversant
par unit¶e de temps une surface d'aire S perpendiculaire µa l'axe de propagation sera ¶egale d'une part
µa ¦S et d'autre part µa ucS (en un laps de temps dt un \volume" d'onde ¶egal µa cdtS \traverse" la
surface). On obtient ainsi la premiµere relation: u = ¦=c. La densit¶e num¶erique N de photons est
N = u=¹h!. La densit¶e d'impulsion N¹h!=c est donc bien u=c.
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Exprimons en¯n le tenseur de Maxwell. Les ¶ecritures ne pr¶esentent aucune di±cult¶e. On trouve
que seule la composante Tzz est non nulle et vaut pr¶ecis¶ement u (en valeur instantan¶ee et donc
aussi en valeur moyenne). L'onde transmet donc dans la direction z une quantit¶e de mouvement
elle aussi align¶ee dans la direction z. Pr¶ecisons ce bilan d'impulsion en consid¶erant le cas d'un di-
aphragme parfaitement absorbant d'aire S perpendiculaire µa l'axe Oz. Le seul e®et de ce diaphragme
est d'annuler l'onde incidente imm¶ediatement derriµere lui (µa plus grande distance, la di®raction par
les bords du cylindre jouera un rôle et le champ ¶electromagn¶etique ne sera pas exactement nul dans
l'ombre g¶eom¶etrique du disque.

Consid¶erons donc un volume V limit¶e par une surface S entourant imm¶ediatement le diaphragme.
En premiµere approximation, on pourra consid¶erer que le champ est nul sur la \face arriµere" de S
et que le champ sur la face \avant" est celui de l'onde plane non perturb¶ee (c'est sans doute une
approximation correcte si le diaphragme est parfaitement absorbant. C'est grossiµerement faux s'il est
r¶e°¶echissant. Nous laissons au lecteur le soin d'examiner ce dernier cas).

Ecrivons le bilan de quantit¶e de mouvement pour le volume V. Comme le volume de V, qui entoure
exactement le diaphragme est n¶egligeable, la variation de la quantit¶e de mouvement du champ est
nulle. La variation de la quantit¶e de mouvement de la matiµere doit être ¶egale µa la force F subie par le
diaphragme. Cette force est donc ¶egale µa l'oppos¶e du °ux sortant du tenseur de Maxwell. Le °ux est
nul partout sauf sur la surface avant du diaphragme. Il vaut alors simplement ¡uS. La force subie
par le diaphragme est donc ¯nalement

F = uSuz : (4.113)

L'onde ¶electromagn¶etique exerce donc sur le diaphragme une pression p (la force est proportionnelle
µa la surface). Cette pression p est ¶egale µa la densit¶e d'¶energie du champ:

p = u (4.114)

(cette relation tient entre valeurs instantan¶ees, mais n'a d'int¶erêt qu'entre valeurs moyennes). En
quelque sorte, nous ¶ecrivons lµa une ¶equation d'¶etat pour le rayonnement ¶electromagn¶etique. On
pourra se convaincre, lµa encore, que cette pression s'interprµete en termes de collisions in¶elastiques des
photons incidents avec le diaphragme.

Cette pression de radiation a de nombreuses manifestations. Notons tout d'abord qu'elle est en
g¶en¶eral assez faible. Si nous consid¶erons, par exemple, un faisceau laser transportant 1W sur une
surface de 1 mm2, le vecteur de Poynting moyen vaut ¶evidemment 106 W/mm2, la densit¶e d'¶energie et
donc la pression valent 3:10¡3 Pa. Même si la puissance est importante, la densit¶e d'¶energie est petite,
parce que la vitesse de propagation est grande. Si faible soit elle, la pression de radiation permet de
faire l¶eviter des particules su±samment petites dans un faisceau laser. Le poids d'une particule de
rayon r est en e®et proportionnel µa r3 alors que la force de pression de radiation varie comme r2. Pour
r su±samment petit, la pression de radiation l'emporte. En appliquant ce raisonnement µa la pression
de radiation du rayonnement solaire, on trouve que des particules su±samment petites doivent être
¶eject¶ees du systµeme solaire. La taille limite se trouve être ind¶ependante de la distance R au soleil.
Pression de radiation et force de gravitation varient en e®et toutes deux comme 1=R2. Avec l'ordre
de grandeur de la puissance du rayonnement solaire (1.5 kW/m2) et de l'acc¶el¶eration de pesanteur
solaire au niveau de la terre (10¡2 g), on trouve que des particules de rayon inf¶erieur µa 0.1 ¹m sont
¶eject¶ees. Notons que, dans un modµele r¶ealiste, il faudrait tenir compte aussi des collisions avec les
particules charg¶ees constituant le \vent solaire".
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Introduction

Nous aborderons dans ce chapitre un certain nombre de propri¶et¶es li¶ees µa la propagation des champs.
Un des aspects physiquement les plus int¶eressants et les plus riches d'applications concerne les ph¶eno-
mµenes de di®raction (transmission des champs ¶electromagn¶etiques µa travers des structures dont la taille
n'est pas trµes grande devant la longueur d'onde). Un des objets essentiels de cette partie du cours
sera donc de donner une assise rigoureuse µa la th¶eorie de la di®raction. Nous allons voir comment
et au prix de quelles approximations on peut justi¯er les propri¶et¶es de la di®raction telles qu'elles
sont enseign¶ees dans les classes ¶el¶ementaires. Nous aurons, pour cela, µa utiliser des techniques trµes
puissantes, comme celle des fonctions de Green, qui, sous d'autres formes ou d'autres noms, sont trµes
g¶en¶eralement utilis¶ees en physique.

Cette partie sera divis¶ee en trois chapitres principaux. Dans le premier, nous ¶etablirons de fa»con
rigoureuse la solution des ¶equations de Maxwell en termes de potentiels retard¶es. Nous ¶etablirons
pour ce faire la forme de la fonction de Green du champ ¶electromagn¶etique, r¶eponse des ¶equations de
Maxwell µa une perturbation impulsionnelle, spatialement et temporellement. Nous intuiterons d'abord
la forme de cette fonction en n'utilisant que des arguments physiques simples avant de la retrouver
de fa»con rigoureuse. Ce chapitre fera un usage extensif de l'int¶egration de fonctions complexes, avec
laquelle il est donc pr¶ef¶erable d'être d¶ejµa familier.

Dans le deuxiµeme chapitre, nous utiliserons cette solution et la fonction de Green du champ
pour d¶emontrer une formule rigoureuse (formule de Kirchho®) relative µa la propagation du champ
¶electromagn¶etique. Nous utiliserons ensuite cette formule pour essayer de traiter un problµeme de
di®raction g¶en¶erique, la transmission d'un champ µa travers une ouverture dans un ¶ecran opaque.
Nous verrons qu'on ne peut en g¶en¶eral traiter le problµeme de fa»con rigoureuse. On devrait pour cela
tenir compte des courants induits dans l'¶ecran, ce qui est impossible. Nous ferons donc une approx-
imation (qui est ¶equivalente au principe de Huygens des sources secondaires) a priori trµes grossiµere
mais trµes r¶ealiste dans des problµemes concrets. Nous montrerons alors que le champ transmis est ex-
plicitement calculable. En faisant en¯n une approximation paraxiale, nous retrouverons la di®raction
dans l'approximation de Fraunhofer, telle qu'elle est enseign¶ee g¶en¶eralement de fa»con ¶el¶ementaire.
Nous pourrons alors g¶en¶eraliser les r¶esultats obtenus pour un ¶ecran opaque perc¶e µa des ¶ecrans semi{
transparents ou même µa des objets de phase.

Dans le troisiµeme et dernier chapitre, en¯n, nous traiterons briµevement et qualitativement un
certain nombre d'applications pratiques de la di®raction. Nous ne ferons qu'¶evoquer briµevement
le principe de ces techniques, sans jamais entrer dans le d¶etail des calculs. Nous nous pencherons
en particulier sur les applications de la di®raction pour le traitement optique des signaux. Nous
consacrerons quelque temps µa la trµes belle m¶ethode de Labeyrie qui permet de s'a®ranchir largement
des °uctuations de l'atmosphµere terrestre et de rendre aux instruments astronomiques une partie
de leur pouvoir de r¶esolution th¶eorique sans pour autant recourir µa des moyens spatiaux. Nous
¶evoquerons trµes briµevement le principe de l'holographie et de ses g¶en¶eralisations en optique non lin¶eaire
(la conjugaison de phase, par exemple). Nous montrerons en¯n qualitativement, µa partir de la formule
de Kirchho®, comment l'optique g¶eom¶etrique peut ¶emerger du cadre de la th¶eorie de la di®raction. Ces
arguments qualitatifs seront repris sur une base beaucoup plus rigoureuse dans le quatriµeme appendice
µa cette partie.
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Cette partie sera en e®et prolong¶ee de plusieurs appendices, dans lesquels on a regroup¶e des sujets
qui touchent de prµes ou de loin au problµeme de la propagation. Il va de soi que ces appendices peuvent
être omis en premiµere lecture.

Le premier appendice, trµes bref, sera un rappel des propri¶et¶es de jauge du champ ¶electromagn¶etique
et des jauges commun¶ement utilis¶ees. Nous insisterons en particulier sur la jauge de Coulomb qui n'est
pas covariante au contraire de la jauge de Lorentz mais se trouve trµes utilis¶ee dans le domaine de la
physique atomique.

Dans le deuxiµeme appendice, nous nous pr¶eoccuperons de l'¶ecriture des champs ¶electromagn¶etiques
dans l'espace r¶eciproque. Nous s¶eparerons, dans le champ, des parties longitudinales et transverses.
Nous d¶e¯nirons les \variables normales" associ¶ees aux champs ¶electromagn¶etiques dans le vide. Nous
montrerons en¯n que la dynamique de ces variables normales est celle d'un simple oscillateur har-
monique. Nous aurons ainsi largement pr¶epar¶e la voie µa la quanti¯cation du champ ¶electromagn¶etique
qui est essentiellement une quanti¯cation d'un ensemble d'oscillateurs harmoniques correspondant aux
variables normales. Cette quanti¯cation sera µa peine ¶evoqu¶ee ici mais nous en aurons donn¶e les briques
essentielles, du moins pour ce qui concerne la partie ¶electromagn¶etique du problµeme.

Dans le troisiµeme appendice, nous nous pencherons sur le problµeme de la propagation des faisceaux
laser. En utilisant les r¶esultats g¶en¶eraux sur la di®raction, nous construirons des faisceaux \gaussiens",
solution approximative des ¶equations de Maxwell dans l'espace libre. Ils repr¶esentent de fa»con assez
pr¶ecise, dans le cadre d'une approximation paraxiale, les faisceaux directifs et localis¶es des lasers. Nous
¶etablirons quelques propri¶et¶es de ces faisceaux, ainsi que quelques r¶esultats ¶el¶ementaires d'optique
gaussienne.

En¯n, dans le dernier appendice, nous nous occuperons du passage de l'¶electromagn¶etisme µa
l'optique g¶eom¶etrique. Nous montrerons comment on peut retrouver rigoureusement les lois de l'opti-
que g¶eom¶etrique µa partir des ¶equations de Maxwell µa condition de renoncer µa d¶ecrire les champs µa une
¶echelle de l'ordre de la longueur d'onde. Nous pr¶eciserons ainsi les raisonnements qualitatifs donn¶es µa
la ¯n du dernier chapitre.



Chapitre 1

Potentiels retard¶es

Nous allons, dans ce chapitre, ¶etablir rigoureusement la solution des ¶equations de Maxwell en termes
de potentiels retard¶es. Nous introduirons pour cela la fonction de Green du champ ¶electromagn¶etique.
Nous ¶etablirons l'expression de la fonction de Green dans un r¶ef¶erentiel donn¶e, renon»cant, pour un
temps, µa la covariance manifeste. Nous montrerons rapidement, µa la ¯n de ce chapitre, que la forme
ainsi obtenue peut trµes simplement être mise sous une forme covariante, adapt¶ee au changement de
r¶ef¶erentiel.

1.1 Fonction de Green

1.1.1 Position du problµeme

Notre problµeme est donc de r¶esoudre les ¶equations aux potentiels. En choisissant la jauge de Lorentz:

@¹A¹ = 0 = 1

c2
@V

@t
+r ¢A ; (1.1)

les ¶equations reliant les potentiels aux sources s'¶ecrivent simplement en termes des potentiels scalaire
et vecteur:

A = ¹0j (1.2)

V = ½=²0 : (1.3)

est ici l'op¶erateur d'alembertien:

= @¹@
¹ =

1

c2
@2

@t2
¡¢ ; (1.4)

oµu ¢ est le laplacien.

La forme de l'¶equation µa r¶esoudre est donc la même pour les trois composantes du potentiel vecteur
et le potentiel scalaire. Nous r¶esoudrons donc en fait dans ce paragraphe l'¶equation scalaire g¶en¶erique:

Á(r; t) = S(r; t) ; (1.5)

oµu Á repr¶esente une des composantes du potentiel et S la source associ¶ee. Notons bien sûr que cette
s¶eparation n'a de sens qu'en jauge de Lorentz. La jauge de Coulomb, par exemple, r ¢ A = 0, est
beaucoup plus ennuyeuse puisque les ¶equations d¶e¯nissant A et V sont coupl¶ees (voir appendice 1).
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1.1.2 D¶e¯nition de la fonction de Green

Plutôt que de r¶esoudre directement l'¶equation (1.5), cherchons une fonction de la position et du temps,
G(r; t) telle que:

G(r; t) = ±(r)±(t) : (1.6)

De maniµere ¶evidente, G est le potentiel rayonn¶e par une source parfaitement localis¶ee µa l'origine de
l'espace et du temps. C'est en quelque sorte la r¶eponse percussionnelle de l'espace. Nous appellerons
G la fonction de Green du potentiel.

Il est bien connu, dans la th¶eorie de la r¶eponse lin¶eaire, que la r¶eponse d'un systµeme lin¶eaire µa une
source quelconque est connue si on connâ³t la r¶eponse percussionnelle. Dans le domaine du ¯ltrage,
par exemple, si on note g(t) la r¶eponse percussionnelle du ¯ltre (la r¶eponse quand il est sollicit¶e par
une fonction de Dirac µa l'origine des temps), la r¶eponse s(t) µa un signal d'entr¶ee e(t) est simplement
la convolution du signal d'entr¶ee par la r¶eponse percussionnelle:

s(t) =

Z 1

¡1
g(t¡ ¿)e(¿ ) d¿ =

Z 1

¡1
g(¿)e(t¡ ¿) d¿ ; (1.7)

(l'int¶egrale s'¶etend de ¡1 µa 1 µa condition d'admettre que la r¶eponse percussionnelle g(t) est nulle
pour t < 0, une simple cons¶equence de la causalit¶e). Cette convolution r¶esulte de la lin¶earit¶e du
systµeme et de la possibilit¶e de d¶evelopper le signal d'entr¶ee sur les fonctions de Dirac:

e(t) =

Z 1

¡1
e(¿)±(t¡ ¿) d¿ : (1.8)

Ces r¶esultats sont largement utilis¶es, en ¶electronique par exemple. Une d¶etermination de la r¶eponse
percussionnelle permet de caract¶eriser complµetement un ampli¯cateur. Notons d'ailleurs que, par une
transform¶ee de Fourier ¶el¶ementaire, on trouve que la composante de Fourier µa la fr¶equence ! du signal
de sortie est proportionnelle µa la composante de Fourier µa la même fr¶equence du signal d'entr¶ee. Le
coe±cient de proportionnalit¶e, appel¶e susceptibilit¶e du systµeme µa cette fr¶equence, n'est autre que la
composante de Fourier µa ! de la r¶eponse percussionnelle. Susceptibilit¶e et r¶eponse percussionnelle
sont donc reli¶ees simplement par une transformation de Fourier. Nous aurons l'occasion de revenir
largement sur ces problµemes dans la derniµere partie de ce cours, quand nous traiterons la susceptibilit¶e
lin¶eaire d'un milieu mat¶eriel.

Nous allons montrer explicitement que la fonction de Green, la r¶eponse percussionnelle, nous donne
aussi la solution g¶en¶erale de l'¶equation aux potentiels. Si G ob¶eit µa l'¶equation (1.6), on a aussi:

r;tG(r¡ r1; t¡ t1) = ±(r¡ r1)±(t¡ t1) : (1.9)

Les indices portant sur le d'alembertien pr¶ecisent sur quelles variables portent les d¶erivations. On en
d¶eduit imm¶ediatement:

r;tG(r¡ r1; t¡ t1)S(r1; t1) = ±(r¡ r1)±(t¡ t1)S(r1; t1) ; (1.10)

les termes en S ¶etant des constantes vis µa vis des d¶erivations dans le d'alembertien. En int¶egrant
alors les deux membres de cette ¶equation sur toutes les valeurs d'espace et de temps de r1 et t1 et en
remarquant que l'int¶egration sur le second membre donne trivialement S(r; t) en raison de la pr¶esence
des Dirac, on obtient:

S(r; t) =
Z
d3r1dt1 r;t [G(r¡ r1; t¡ t1)S(r1; t1)] : (1.11)

En remarquant ¯nalement que l'op¶erateur d'alembertien du membre de gauche commute avec l'int¶e-
gration, on constate que le potentiel:

Á(r; t) =

Z
d3r1dt1G(r¡ r1; t¡ t1)S(r1; t1) (1.12)
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est e®ectivement une solution de l'¶equation (1.5).

Comme pour la th¶eorie du signal ¶el¶ementaire, la solution de l'¶equation aux potentiels est la con-
volution des termes sources avec la r¶eponse percussionnelle du systµeme. R¶esoudre l'¶equation aux
potentiels est donc ¶equivalent µa trouver l'expression de la fonction de Green. Deux approches sont
possibles µa ce stade. Dans la premiµere, comme nous le verrons dans le paragraphe suivant, on peut, en
se fondant sur des arguments trµes g¶en¶eraux, ¶ecrire µa priori la forme de la fonction de Green. Il ne reste
alors qu'un coe±cient arbitraire, qu'on peut identi¯er en essayant cette solution dans l'¶equation (1.6).
Dans la deuxiµeme approche, plus satisfaisante intellectuellement et µa peine plus di±cile, on r¶esoudra
directement cette ¶equation en utilisant les propri¶et¶es de la transformation de Fourier.

1.1.3 Approche qualitative

Nous cherchons ici µa donner, par des arguments trµes simples, la forme de la fonction de Green.
Rappelons qu'il s'agit du potentiel rayonn¶e par une source qui est localis¶ee µa l'origine et qui n'existe
qu'µa l'instant origine. En raison de l'invariance de l'espace par rotation, la fonction G doit être, comme
sa source, µa sym¶etrie sph¶erique. Elle ne peut donc d¶ependre que de la distance r µa l'origine.

Nous \savons bien" (ce sera l'objet du prochain paragraphe de le montrer rigoureusement) que les
solutions µa l'¶equation des potentiels d¶ecrivent des ondes se propageant µa la vitesse c. La source ¶etant
nulle en tout instant sauf 0, la fonction G doit d¶ecrire une onde sph¶erique trµes localis¶ee divergeant de
l'origine µa la vitesse c µa partir de t = 0. Elle n'est donc non nulle que pour des distances telles que
t = r=c. G est \donc" proportionnelle µa ±(r ¡ ct).

L'¶energie doit se conserver. Les champs sont lin¶eaires dans la fonction de Green. Le vecteur de
Poynting est donc quadratique dans la fonction de Green. Pour que l'¶energie totale transport¶ee par
cette onde soit ind¶ependante du temps, il faut que le vecteur de Poynting soit en 1=r2 au niveau du
\front d'onde". La fonction de Green doit donc être proportionnelle µa 1=r:

G(r; t) ' 1

r
±(r ¡ ct) : (1.13)

Il nous faut en¯n tenir compte de la causalit¶e. La fonction de Green doit être nulle en tous les
instants pr¶ec¶edant l'instant origine. On peut en tenir compte en ajoutant une fonction de Heaviside
du temps µ(t). On a alors tenu compte de toutes les propri¶et¶es essentielles de la fonction de Green,
qui doit pouvoir s'¶ecrire:

G(r; t) = A
1

r
µ(t)±(r ¡ ct) : (1.14)

La constante A est a priori arbitraire. Pour l'identi¯er, on portera cette expression dans l'¶equation
(1.6)1. On trouvera:

A =
c

4¼
: (1.15)

Bien sûr, ce raisonnement qualitatif, bien qu'il donne le r¶esultat exact, est insatisfaisant. Ce n'est
que par substitution dans l'¶equation initiale qu'on peut v¶eri¯er que la solution est e®ectivement con-
venable. Nous allons consacrer le prochain paragraphe µa une solution plus rigoureuse. En particulier,
nous n'aurons pas µa admettre la propagation des solutions µa la vitesse c qui est sans doute l'hypothµese
la moins justi¯¶ee a priori dans le raisonnement pr¶ec¶edent.

1Nous conseillons au lecteur d'e®ectuer ce calcul, qui impose une manipulation soigneuse des distributions. On
y comprendra mieux en particulier quel rôle joue la fonction µ(t) dans la fonction de Green. On verra qu'elle est
indispensable pour obtenir un comportement convenable au voisinage de l'origine.
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1.2 Solution rigoureuse

1.2.1 Fonction de Green

Pour r¶esoudre (1.6), nous allons passer dans l'espace r¶eciproque. Nous introduisons donc la transform¶ee
de Fourier quadridimensionnelle de G d¶e¯nie par:

~G(k; !) =
1

(2¼)2

Z
G(r; t)e¡i(k¢r¡!t) d3rdt ; (1.16)

oµu l'int¶egration doit s'e®ectuer sur tout l'espace{temps. La relation r¶eciproque s'¶ecrit simplement:

G(r; t) =
1

(2¼)2

Z
~G(k; !)ei(k¢r¡!t) d3kd! : (1.17)

L'avantage de la transformation de Fourier est de rendre triviaux les op¶erateurs di®¶erentiels sur l'espace
ou le temps. En prenant la transform¶ee de Fourier du premier membre de (1.6), on obtient simplement
(k2¡!2=c2) ~G. La transform¶ee de Fourier des fonctions de Dirac est une constante et l'¶equation (1.6)
se met ¯nalement dans l'espace r¶eciproque sous la forme:

(k2 ¡ !2=c2) ~G(k; !) = 1

4¼2
: (1.18)

La solution de cette ¶equation alg¶ebrique est ¶el¶ementaire:

~G(k; !) =
c2

4¼2
1

c2k2 ¡ !2 : (1.19)

Le problµeme est donc imm¶ediatement r¶esolu. Pour pouvoir utiliser cette solution, il faut toutefois
repasser dans l'espace r¶eel par une op¶eration de transformation de Fourier inverse qui, comme nous
allons le voir, est un peu plus complexe.

La fonction de Green dans l'espace r¶eel s'¶ecrit donc:

G(r; t) =
c2

16¼4

Z
ei(k¢r¡!t)

c2k2 ¡ !2 d
3kd! : (1.20)

Il est clair cette int¶egration n'est pas ¶el¶ementaire, puisque l'int¶egrande pr¶esente des pôles en ! = §ck.
On pourra d'ailleurs constater tout de suite que ces pôles coÄ³ncident avec la relation de dispersion
pour des ondes planes dans le vide, ce qui n'est pas tout µa fait un hasard. Pour r¶egler ce problµeme,
nous proc¶ederons en deux temps, d'abord µa l'int¶egration sur les fr¶equences puis µa l'int¶egration sur les
vecteurs d'onde.

Nous avons donc µa calculer:

I =

Z
¡ e¡i!t

(! ¡ ck)(! + ck) d! ; (1.21)

l'int¶egration s'e®ectuant sur tout l'axe r¶eel. La fonction µa int¶egrer ¶etant d¶e¯nie et analytique sur
l'ensemble du plan complexe, nous allons proc¶eder, comme il est d'usage en pareil cas, µa une d¶efor-
mation du contour d'int¶egration. Au lieu d'int¶egrer sur l'axe r¶eel, nous choisirons d'int¶egrer sur une
droite parallµele, correspondant µa des valeurs de ! de partie imaginaire constante ¶egale µa ². Si tout
se passe bien, nous pourrons prendre µa la ¯n des calculs la limite pour ² ! 0 et obtenir un r¶esultat
physique2. Nous choisirons ² > 0. Nous discuterons dans un moment ce qu'on obtiendrait en faisant
l'autre choix possible.

Pour appliquer le th¶eorµeme des r¶esidus, il nous faut fermer le contour d'int¶egration par un \demi{
cercle µa l'in¯ni" situ¶e soit dans le demi plan sup¶erieur, soit dans le demi plan inf¶erieur. Cette fermeture

2Nous verrons en fait que le r¶esultat ¯nal est ind¶ependant de ², rendant trivial le passage µa la limite.



1.2. SOLUTION RIGOUREUSE 153

ck-ck ck-ck

C> C<

Figure 1.1: Contours d'int¶egration dans le plan complexe des fr¶equences pour le calcul de l'int¶egrale sur la fr¶equence !

intervenant dans la fonction de Green. Pour des temps n¶egatifs, le contour de gauche convient. Pour des temps positifs,

on choisira le contour de droite. Les pôles de la fonction µa int¶egrer sont situ¶es en §ck sur l'axe r¶eel.

est possible µa condition que cette nouvelle partie du contour ne contribue pas µa l'int¶egrale. Si t est
positif, e¡i!t tend vers 0 pour des points µa distance in¯nie dans le demi plan inf¶erieur, correspondant
µa des parties imaginaires n¶egatives pour !. Pour t > 0, nous int¶egrerons donc sur le contour C<
repr¶esent¶e µa droite sur la ¯gure 1.1. En revanche, pour t < 0, nous int¶egrerons sur le contour C> qui se
referme par un demi{cercle dans le demi plan sup¶erieur. Les pôles de la fonction µa int¶egrer ¶etant tous
deux sur l'axe r¶eel, nous trouvons donc imm¶ediatement que l'int¶egrale et, donc, la fonction de Green
sont nulles pour les instants n¶egatifs. G est donc proportionnelle µa la fonction de Heaviside µ(t). C'est
une simple expression de la causalit¶e, la source de ce potentiel n'existant qu'µa l'instant origine.

Si nous avions choisi initialement une partie imaginaire ² n¶egative pour notre contour d'int¶egration,
les choix de demi{cercles pour fermer le contour d'int¶egration en eussent ¶et¶e inchang¶es. En revanche,
comme on s'en persuadera ais¶ement, on aurait trouv¶e une fonction de Green non nulle pour t < 0, nulle
pour t > 0 : un potentiel qui pr¶ecµede la source. Une telle situation viole manifestement la causalit¶e
relativiste et ne peut convenir. Le choix d'une partie imaginaire positive pour ! n'est donc pas du tout
arbitraire3. On pourra, µa titre d'exercice, poursuivre le calcul avec ² < 0. Sans surprise, on trouvera,
au lieu des potentiels retard¶es en r ¡ ct, la solution non physique en potentiels \avanc¶es" en r + ct.
La pr¶esence de ces solutions parasites est clairement due au fait que l'¶equation de propagation est du
second ordre en t et se trouve donc invariante dans un renversement du sens du temps.

Nous n'avons donc plus µa calculer I que pour t > 0. Les r¶esidus de la fonction sont:

¡e
¡ickt

2ck
en ! = ck (1.22)

eickt

2ck
en ! = ¡ck : (1.23)

(1.24)

Compte tenu du sens dans lequel est parcouru C<, I est ¶egale µa ¡2i¼ fois la somme des r¶esidus. On
3Nous rencontrerons le même genre d'arguments dans la partie sur l'¶electromagn¶etisme dans la matiµere quand nous

¶etablirons les relations de Kramers{Kronig.
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trouve donc imm¶ediatement, en regroupant les termes:

I =
2¼

ck
sin ckt : (1.25)

En reportant cette expression dans celle de la fonction de Green, on obtient:

G(r; t) =
c

8¼3

Z
eik¢r

sin ckt

k
d3k : (1.26)

Pour proc¶eder µa cette derniµere int¶egration spatiale, nous utiliserons les coordonn¶ees sph¶eriques (k; µ; Á)
pour k (l'int¶egrande est ¶evidemment µa sym¶etrie sph¶erique, ce qui re°µete l'invariance par rotation).
L'axe vertical de ce repµere sera choisi align¶e avec r. Dans ce calcul, r apparâ³t comme une constante
et ce choix est possible pour chaque position. L'int¶egrale sur Á est triviale et donne un simple facteur
2¼. En remarquant que k ¢ r = kr cos µ, l'int¶egrale sur µ s'¶ecrit simplement:Z ¼

0
sin µeikr cos µ dµ =

2

kr
sin kr : (1.27)

Il ne nous reste ¯nalement que l'int¶egrale sur r µa calculer:

G(r; t) =
c

2¼2
1

r

Z 1

0
sin ckt sin kr dk : (1.28)

En transformant le produit de sinus en une somme de cosinus et en passant aux exponentielles com-
plexes, on a:

G(r; t) =
c

8¼2r

Z 1

0

h
eik(r¡ct) + e¡ik(r¡ct) ¡ eik(r+ct) ¡ e¡ik(r+ct)

i
dk

=
c

8¼2r

Z 1

¡1

h
eik(r¡ct) ¡ eik(r+ct)

i
dk : (1.29)

Pour passer µa la seconde ligne, on a remarqu¶e que les exponentielles complexes de la premiµere peuvent
être regroup¶ees deux par deux en proc¶edant au changement de variable k ! ¡k et en ¶etendant
donc l'int¶egration µa tout l'axe r¶eel. Les int¶egrales d'exponentielles complexes sur tout l'axe donnent
simplement, µa un facteur 2¼ prµes, des fonctions de Dirac et on a:

G(r; t) =
c

4¼

1

r
(±(r ¡ ct)¡ ±(r + ct)) : (1.30)

Nous ne devons pas oublier µa ce stade que le calcul n'a ¶et¶e e®ectu¶e que pour t > 0 et que la fonction
de Green est en fait proportionnelle µa µ(t). Pour des valeurs positives de t, la seconde fonction de
Dirac dans l'expression pr¶ec¶edente ne joue aucun rôle et nous pouvons ¯nalement ¶ecrire:

G(r; t) =
c

4¼

1

r
µ(t)±(r ¡ ct) : (1.31)

Nous avons maintenant une forme explicite de la fonction de Green. Avant d'aller plus loin, nous
allons la mettre sous une forme l¶egµerement di®¶erente, parfois mieux adapt¶ee µa certains calculs (nous
l'utiliserons en particulier pour ¶etablir la forme des potentiels retard¶es). Nous allons en e®et montrer
qu'on peut aussi ¶ecrire:

G(r; t) =
1

4¼

1

r
µ(r)±(t¡ r=c) : (1.32)

Pour ¶etablir trµes simplement ce r¶esultat, il su±t de remarquer que:

±(r ¡ ct) = ±(c(t¡ r=c)) = 1

c
±(t¡ r=c) : (1.33)
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1.2.2 Forme covariante

Nous avons ¶etabli les formes pr¶ec¶edentes de la fonction de Green en distinguant bien espace et temps.
Nous avons donc a priori perdu la covariance manifeste des ¶equations de Maxwell. Il n'en est heureuse-
ment rien en fait et on peut, par de simples manipulations alg¶ebriques, mettre la fonction de Green
sous une forme manifestement covariante.

Nous pouvons en e®et ¶ecrire:

µ(t)±(r ¡ ct) = µ(t) [±(r ¡ ct)¡ ±(r + ct)] : (1.34)

Nous avons en e®et d¶ejµa utilis¶e cette propri¶et¶e (la fonction de Heaviside annule l'action de la seconde
fonction de Dirac) dans l'¶etablissement de la forme ¯nale de la fonction de Green. La somme de
fonctions de Dirac peut être r¶e¶ecrite:

±(r ¡ ct)¡ ±(r + ct) = 2r±((ct¡ r)(ct+ r)) : (1.35)

Pour nous en convaincre, nous pouvons consid¶erer l'action de ±((ct ¡ r)(ct + r)) sur une fonction
r¶eguliµere f(r; t). Deux points contribuent µa l'int¶egrale sur r: §ct. Au voisinage du point r = ct, la
fonction de Dirac, consid¶er¶ee comme distribution sur t, est ¶equivalente µa ±(2r(ct¡ r)) = ±(ct¡ r)=2r.
Cette ¶equivalence, ajout¶ee µa la contribution de r = ¡ct, ¶etablit ¯nalement cette propri¶et¶e utile.

En remarquant que c2t2 ¡ r2 = x¹x¹, oµu les x¹ sont les coordonn¶ees contravariantes du point oµu
est calcul¶ee la fonction de Green, cette derniµere peut s'¶ecrire:

G(x¹) =
c

2¼
µ(x0)±(x¹x

¹) : (1.36)

La fonction de Dirac au second membre est manifestement covariante. La fonction de Heaviside l'est
aussi en d¶epit des apparences. Nous avons vu en e®et que les transformations de Lorentz n'a®ectaient
pas l'ordre temporel de deux ¶ev¶enements situ¶es dans ou sur le cône de lumiµere l'un de l'autre: pass¶e,
futur et causalit¶e sont des invariants relativistes. Le signe de x0 est donc un invariant relativiste. Nous
avons donc obtenu, avec (1.36), une forme manifestement covariante de la fonction de Green.

1.2.3 Potentiels retard¶es

La derniµere ¶etape µa franchir est ¶el¶ementaire. Il ne nous reste qu'µa reporter la fonction de Green dans
l'expression (1.12). Nous utiliserons pour cela la deuxiµeme forme de la fonction de Green. On a alors
la solution de l'¶equation aux potentiels sous la forme:

Á(r; t) =
1

4¼

Z
µ(jr¡ r1j)±(t¡ t1 ¡ jr¡ r1j=c)jr¡ r1j S(r1; t1) d3r1 dt1 : (1.37)

Nous pouvons µa ce point oublier la fonction µ. Elle ne joue de rôle que pour des points sources r1
in¯niment proches du point d'observation r. Si la source est une r¶epartition continue de charges, la
contribution correspondante est in¯nit¶esimale. L'int¶egration sur le temps est alors triviale. Le seul
instant t1 qui contribue est tel que la source et le point d'observation soient sur le cône de lumiµere l'un
de l'autre (nous reverrons plus tard ce raisonnement sous une forme un peu di®¶erente en examinant
le rayonnement des charges en mouvement). On a donc:

Á(r; t) =
1

4¼

Z S(r1; t¡ jr¡ r1j=c)
jr¡ r1j d3r1 ; (1.38)

forme standard de la solution en termes de potentiels retard¶es. En ajoutant les facteurs dimensionnels,
on retrouve en e®et les formes habituelles pour les expressions des potentiels scalaire et vecteur:

V (r; t) =
1

4¼²0

Z
½(r1; t¡ jr¡ r1j=c)

jr¡ r1j d3r1 (1.39)

A(r; t) =
¹0
4¼

Z
j(r1; t¡ jr¡ r1j=c)

jr¡ r1j d3r1 : (1.40)
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L'interpr¶etation physique de ces expressions est si transparente que nous n'y reviendrons pas.



Chapitre 2

Di®raction: approche th¶eorique

Introduction

Un problµeme g¶en¶erique de di®raction est repr¶esent¶e sur la ¯gure 2.1. Une source de rayonnement
¶eclaire une portion d'espace µa travers un ¶ecran opaque perc¶e d'une ouverture. Nous cherchons µa
d¶eterminer les champs ou les potentiels en pr¶esence de l'¶ecran µa partir de ce qu'ils sont dans l'espace
libre. Bien sûr, le problµeme admet de nombreuses variantes, avec des ¶ecrans semi{transparents ou
des ¶ecrans ne modi¯ant que la phase des champs, mais le principe du calcul reste toujours le même.
Le volume dans lequel nous d¶esirons d¶eterminer le champ sera limit¶e par une surface ferm¶ee S (la
fermeture de la surface pourra ¶eventuellement se faire par une portion de \sphµere de l'in¯ni"). Il est
assez naturel que S coÄ³ncide avec l'¶ecran lµa oµu il est pr¶esent. Nous allons en fait proc¶eder en plusieurs
¶etapes.

Nous ¶etablirons d'abord la formule de Kirchho® qui permet de calculer le champ (ou plutôt, comme
dans le chapitre pr¶ec¶edent, une des composantes du potentiel) en tous points du volume V int¶erieur µa
S si on connâ³t le champ en tous points de la surface S µa tous les instants. Cette formule sera ¶etablie
sur des bases trµes g¶en¶erales µa partir de la fonction de Green. Bien sûr, elle permettrait de r¶esoudre
directement notre problµeme de di®raction si on connaissait le champ sur S.

En fait, le champ de la source est clairement nul µa l'in¯ni. Il est nul aussi en tous points de l'¶ecran,
µa condition de prendre S in¯niment proche de l'¶ecran du côt¶e oppos¶e µa la source. Cela r¶esulte de
l'hypothµese que l'¶ecran est totalement absorbant. Le problµeme serait donc r¶esolu si on connaissait
le champ sur la petite portion de S au voisinage imm¶ediat du \trou" perc¶e dans l'¶ecran. C'est bien
sûr lµa que r¶eside la di±cult¶e essentielle. Le champ dans cette r¶egion est en e®et la somme du champ
produit par la source et du champ rayonn¶e par les courants induits dans l'¶ecran. Tenir compte
convenablement de ceux-ci, c'est r¶esoudre explicitement les ¶equations de Maxwell avec les conditions
aux limites impos¶ees par l'¶ecran. Ce calcul est en g¶en¶eral tout µa fait impossible1. Il nous faut donc
faire une approximation pour pouvoir continuer.

Cette approximation, ¶equivalente au principe des ondelettes de Huygens, fera l'objet du second
paragraphe. Nous assimilerons simplement le champ sur S \dans le trou" au champ libre des sources
en l'absence d'¶ecran. C'est ¶evidemment une approximation trµes grossiµere. Nous pourrons cependant en
justi¯er la validit¶e dans la plupart des cas utiles et nous verrons dans la suite qu'elle rend ¶etonnamment
bien compte des ph¶enomµenes de di®raction les plus courants. Nous ¶etablirons alors une formule
donnant de fa»con assez g¶en¶erale le champ di®ract¶e dans le volume V.

Dans le dernier paragraphe de ce chapitre, nous retrouverons la formulation ¶el¶ementaire de la
th¶eorie de la di®raction en termes de transform¶ee de Fourier de la fonction de transparence de
l'¶ecran. Nous verrons que ce r¶egime s'¶etablit simplement en e®ectuant une approximation paraxi-

1Un seul cas a ¶et¶e r¶esolu explicitement par Sommerfeld, au d¶ebut du siµecle, celui de la di®raction par le bord d'un
demi{plan in¯niment mince. On trouvera le calcul d¶etaill¶e dans le Born et Wolf.

157
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S

E

Source

Figure 2.1: Situation g¶en¶erique d'un problµeme de di®raction. Une source ¶eclaire une portion de l'espace, limit¶ee par

une surface S, µa travers une ouverture dans un ¶ecran opaque E.

ale sur l'expression obtenue au paragraphe pr¶ec¶edent. Nous rappellerons alors briµevement un certain
nombre de r¶esultats standard relatifs µa ce r¶egime qui nous seront utiles dans une discussion qualitative
des applications de la di®raction.

2.1 Formule de Kirchho®

La situation qui nous pr¶eoccupe ici est donc celle repr¶esent¶ee sur la ¯gure 2.1 en l'absence de l'¶ecran
E. En d'autres termes, nous voulons calculer le champ en tous points du volume V int¶erieur µa la
surface S µa partir de la valeur du champ sur cette surface. Nous supposerons qu'il n'existe pas de
sources µa l'int¶erieur du volume V oµu nous calculons le champ. Si c'¶etait le cas, il faudrait ajouter µa
notre r¶esultat leur contribution, calcul¶ee par la formule des potentiels retard¶es. Il faut bien dire qu'on
n'¶eclaire pas en g¶en¶eral l'image de di®raction avec une lampe de poche plac¶ee derriµere l'¶ecran perc¶e!

Nous consid¶ererons bien sûr la forme g¶en¶erique de l'¶equation de propagation et, comme au chapitre
pr¶ec¶edent, nous noterons Á la composante du potentiel que nous appellerons syst¶ematiquement \champ"
par abus de langage et S sa source. Nous calculerons le champ en un point g¶en¶erique r; t du volume
V. Dans toute la suite, r1; t1 d¶esignera un point de la surface S ou du volume V µa un autre instant.

Comme il n'y a pas de sources dans V, on a

1Á(r1; t1) = 0 ; (2.1)

oµu 1 d¶esigne l'op¶erateur d'alembertien portant sur les coordonn¶ees spatio{temporelles du point
r1; t1. On a de même, en utilisant la d¶e¯nition de la fonction de Green:

1G(r¡ r1; t¡ t1) = ±(r¡ r1)±(t¡ t1) (2.2)

(nous d¶erivons ici par rapport µa r1 et non par rapport µa r, mais le r¶esultat est le même puisque
ne fait intervenir que des d¶eriv¶ees du second ordre, insensibles au signe de l'argument). On d¶eduit
imm¶ediatement de ces deux expressions que:

G 1Á¡ Á 1G = ¡Á(r1; t1)±(r¡ r1)±(t¡ t1) : (2.3)
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Int¶egrons maintenant les deux membres de cette ¶equation sur le temps t1 et sur les points r1 du volume
V. L'int¶egrale du second membre donne trivialement ¡Á(r; t). On a donc:

¡Á(r; t) =
Z
V
d3r1

Z 1

¡1
dt1

£
G 1Á¡ Á 1G

¤
(2.4)

Nous chercherons maintenant µa transformer l'int¶egrale de volume en une int¶egrale sur la surface S.
Pour cela, rempla»cons maintenant le d'alembertien par son expression explicite: 1 = 1=c

2@2=@t21¡
¢1. L'int¶egrale fait alors intervenir une somme de deux termes, l'un contenant les d¶eriv¶ees temporelles
et l'autre les op¶erateurs laplaciens. Les termes temporels s'¶ecrivent:

G
@2Á

@t21
¡ Á@

2G

@t21
=

@

@t1

∙
G
@Á

@t1
¡ Á@G

@t1

¸
(2.5)

L'int¶egration temporelle est donc imm¶ediate. Elle donne un terme proportionnel µa Á et G, ¶evalu¶e µa
t1 = ¡1 ou t1 =1. Trµes clairement, tout modµele raisonnable doit supposer que les champs s'annulent
µa des instants in¯niment lointains. Ce terme tout int¶egr¶e est donc manifestement nul et il ne reste
que les termes en laplacien:

Á(r; t) =

Z
V
d3r1

Z 1

¡1
dt1(G¢1Á¡ Á¢1G) : (2.6)

Le terme µa int¶egrer est manifestement une divergence:

G¢1Á¡ Á¢1G =r1 ¢ [Gr1Á¡ Ár1G] : (2.7)

On peut imm¶ediatement transformer l'int¶egrale de volume en une int¶egrale sur S et ¶ecrire:

Á(r; t) =

Z 1

¡1
dt1

Z
S
dS1 ¢ [Gr1Á¡ Ár1G] ; (2.8)

oµu dS1 est l'¶el¶ement de surface de S (avec l'orientation classique de la normale sortante). Une simple
convention de notations nous permet alors d'obtenir la formule de Kirchho® sous sa forme standard.
Nous d¶e¯nirons la \d¶eriv¶ee normale" d'une fonction Á sur la surface S comme:

@Á

@n
= n ¢r1Á ; (2.9)

oµu n est le vecteur unitaire normal µa S. Remarquant que dS1 = dS1n, nous avons ¯nalement:

Á(r; t) =

Z 1

¡1
dt1

Z
S

∙
G
@Á

@n
¡ Á@G

@n

¸
dS1 : (2.10)

Nous avons donc rempli nos objectifs en exprimant le champ en tous points int¶erieurs µa V en fonction du
champ uniquement sur S. Bien sûr, la connaissance du champ sur S µa tous les instants est n¶ecessaire
pour reconstituer tout le champ dans V. La formule de Kirchho® ainsi ¶etablie est parfaitement
g¶en¶erale et exacte. Notons qu'il en existe d'autres versions beaucoup plus sophistiqu¶ees, permettant
par exemple de traiter les fonctions de corr¶elation du champ. On les trouvera d¶ecrites dans le Born
et Wolf.

2.2 Principe de Huygens

Si la formule de Kirchho® r¶esout parfaitement la question en l'absence d'¶ecran, elle ne nous est pas
directement utile pour la di®raction. En e®et, dans le cas de la ¯gure 2.1, il est clair que le champ
Á est nul en tous les points de S qui sont directement situ¶es derriµere l'¶ecran. Il est nul ¶egalement
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Figure 2.2: Conventions d'orientation et notations pour le calcul du champ di®ract¶e.

sur les portions de S situ¶ees µa l'in¯ni. Il n'est non nul en fait que sur les portions de S qui sont
situ¶ees imm¶ediatement derriµere le trou dans l'¶ecran E. Le problµeme est que le champ µa ce niveau est
la somme des champs produits par les sources et des champs rayonn¶es par les courants induits dans
l'¶ecran. Ceux-ci, comme nous l'avons d¶ejµa vu, ne sont pas en g¶en¶eral calculables. Il nous faut donc
recourir µa une approximation pour poursuivre.

Cette approximation est plutôt brutale. Nous allons supposer que les champs en tous points de
la surface S derriµere le trou sont identiques aux champs rayonn¶es par les sources en l'absence de
l'¶ecran. Nous n¶egligeons ainsi les courants induits dans l'¶ecran qui sont pr¶ecis¶ement responsables
de son opacit¶e! Nous pouvons cependant essayer d'imaginer dans quels types de conditions cette
approximation pourrait être valable.

Elle est d'abord loin d'être valable si les dimensions du trou sont de l'ordre de la longueur d'onde
ou plus petites. Il est clair que, dans une telle structure, les champs sont consid¶erablement modi¯¶es
par rapport µa ce qu'ils sont dans l'espace libre2. Il est clair aussi que cette approximation tombe si
l'¶epaisseur de l'¶ecran est beaucoup plus grande que les dimensions transverses du trou. Lµa aussi, les
champs µa la sortie n'ont rien µa voir avec les champs directement rayonn¶es par les sources. Si cette
approximation grossiµere a quelques chances de re°¶eter la r¶ealit¶e, c'est pour des ouvertures ayant une
extension grande devant la longueur d'onde et perc¶ees dans des ¶ecrans minces. Heureusement, c'est
une situation qu'on rencontre souvent en optique. En fait, cette approximation est bien meilleure en
pratique que ne le laisse supposer son aspect.

Nous allons pouvoir alors expliciter le calcul des d¶eriv¶ees de la fonction de Green et du champ et
terminer le calcul de la formule de Kirchho®. Pour simpli¯er encore un peu, nous allons supposer (ce
qui est en g¶en¶eral le cas en pratique) que les sources sont monochromatiques et situ¶ees loin de l'¶ecran
(µa l'¶echelle de la taille du trou). En d'autres termes, nous allons assimiler le champ des sources µa une
onde plane de fr¶equence ! au niveau du trou. Nous consid¶ererons des points r1 sur la portion de la
surface S au \voisinage" du trou. La ¯gure 2.2 pr¶ecise un certain nombre de conventions d'orientation.

Nous choisirons une origine O situ¶ee dans cette portion de S. La normale n µa S est orient¶ee en
direction de la source. Si le trou est assez petit, nous pourrons assimiler la portion utile de S µa un

2Notons que, dans ce cas, le calcul des champs transmis est possible. En e®et, les ph¶enomµenes de propagation jouant
peu pour des dimensions plus petites que ¸, on peut raisonner comme si les champs ¶etaient statiques. On calcule donc
le champ ¶electrique, en ¶electrostatique, µa l'ori¯ce du trou. On lui ajoute alors une d¶ependance sinusoÄ³dale en temps et
on peut calculer ensuite le champ rayonn¶e, par exemple en appliquant la formule de Kirchho® µa une surface bien choisie.
On trouvera des discussions de problµemes similaires dans le Jackson.
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plan. n est donc constant. Les sources sont situ¶ees µa grande distance en r0 dans une direction faisant
un angle ®0 avec n. Le vecteur d'onde de l'onde plane incidente sera not¶e k0. Le point d'observation
r est situ¶e dans une direction faisant un angle ®1 avec l'oppos¶e de n. Nous noterons u le vecteur
unitaire de la direction d'observation. Le point courant de l'int¶egration est simplement rep¶er¶e par sa
position r1.

Nous avons donc essentiellement µa calculer @Á=@n et @G=@n. Le champ des sources au point r1
s'¶ecrit:

Á(r1; t1) = e
ik0¢r1e¡i!t1 : (2.11)

On a donc
r1Á = ik0Á (2.12)

et
@Á

@n
= ¡ik cos®0Á(r1; t1) ; (2.13)

oµu k est le module du vecteur d'onde incident k0. Dans ce calcul, on prendra garde aux di®¶erentes
orientations.

Ecrivons maintenant @G=@n. Le gradient de G(r¡ r1; t¡ t1) peut s'¶ecrire, en remarquant que la
fonction de Green est µa sym¶etrie sph¶erique par rapport au point source ou au point d'observation:

r1G = ¡u @G

@jr1 ¡ rj : (2.14)

Nous utiliserons pour G la forme (1.32). r ¶etant dans ce cas toujours trµes di®¶erent de r1, la distribution
µ ne joue aucun rôle et nous pouvons l'oublier dans le calcul de la d¶eriv¶ee. Nous devons donc d¶eriver
±(t¡ t1 ¡ jr¡ r1j=c)=4¼jr¡ r1j ce qui donne imm¶ediatement:

r1G = u

∙
±0(t¡ t1 ¡ jr¡ r1j=c)

4¼cjr¡ r1j +
±(t¡ t1 ¡ jr¡ r1j=c)

4¼jr¡ r1j2
¸
; (2.15)

oµu ±0 d¶esigne la d¶eriv¶ee de la distribution de Dirac par rapport µa son argument. Le gradient de G fait
donc intervenir deux termes. L'un est en 1=jr¡ r1j, l'autre en 1=jr¡ r1j2. Quand l'observation a lieu
µa grande distance, le second terme est n¶egligeable par rapport au premier. On peut bien sûr ne pas
être trµes convaincu par un raisonnement d'ordres de grandeur appliqu¶e µa des distributions. Notons
qu'on peut rendre le raisonnement plus rigoureux en faisant agir les deux distributions pr¶esentes dans
le gradient de G sur une fonction r¶eguliµere du temps et de l'espace oscillant µa la fr¶equence !, f . Le
deuxiµeme terme donne une contribution en f=jr¡r1j2 et le premier une contribution en f(!=c)=jr¡r1j.
Comme !=c n'est autre que la longueur d'onde ¸ du rayonnement, le premier terme est plus grand
que le second par un facteur de l'ordre de jr¡ r1j=¸. Nous pouvons donc n¶egliger le deuxiµeme terme
dµes que la distance d'observation est notablement plus grande que ¸. L'¶ecriture ¯nale de @G=@n ne
pose aucun problµeme et on a:

@G

@n
= ¡ 1

4¼c
cos®1

±0(t¡ t1 ¡ jr¡ r1j=c)
jr¡ r1j : (2.16)

Nous reportons alors l'expression des d¶eriv¶ees normales dans la formule de Kirchho® (2.10). Nous
commencerons par estimer le terme le plus complexe, en Á@G=@n. Il s'¶ecrit:

A = ¡
Z 1

¡1
dt1

Z
dS1 Á

@G

@n

=

Z
dS1

1

4¼c
cos®1

1

jr¡ r1j
Z 1

¡1
dt1 Á(r1; t1)±

0(t¡ t1 ¡ jr¡ r1j=c) ; (2.17)

en proc¶edant d'abord µa l'int¶egrale sur t1 et en en ôtant tous les termes ind¶ependants de t1. Dans cette
expression et toutes les suivantes, l'int¶egrale de surface s'¶etend uniquement µa la portion de S situ¶ee
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imm¶ediatement derriµere l'ori¯ce. On pourrait ¶etendre l'int¶egration µa toute la surface en multipliant Á
par une fonction de transparence, nulle partout sauf dans ce domaine. Pour ne pas alourdir inutilement
les notations, nous ne proc¶ederons µa cette transformation que dans le paragraphe suivant. L'int¶egrale
sur le temps peut se calculer par parties. Le terme tout int¶egr¶e est manifestement nul en raison de la
pr¶esence de la distribution de Dirac. L'int¶egrale sur t1 s'¶ecrit donc ¯nalementZ 1

¡1
dt1

@Á

@t1
±(t¡ t1 ¡ jr¡ r1j=c) = @Á

@t1

¶
t1=t¡jr¡r1j=c

: (2.18)

Á ¶etant une fonction oscillante µa la fr¶equence !, sa d¶eriv¶ee temporelle µa l'instant retard¶e peut tout
aussi bien s'¶ecrire:

@Á

@t1

¶
t1=t¡jr¡r1j=c

= ¡i!Á(r1; t)eikjr¡r1j : (2.19)

Remarquons que nous faisons, par un arti¯ce trivial, intervenir ici la valeur du champ estim¶ee au point
r1, non pas au temps retard¶e t1, mais bien au temps d'observation t. L'avantage imm¶ediat de cette
approche est que le temps d'observation, au contraire du temps retard¶e, est invariable quand r1 varie
(nous n'avons toujours pas fait l'int¶egration spatiale). On a donc ¯nalement:

A = ¡ i!

4¼c

Z
dS1 cos®1Á(r1; t)

eikjr¡r1j

jr¡ r1j (2.20)

Nous calculons maintenant l'autre terme dans la formule de Kirchho®:

B =

Z 1

¡1
dt1

Z
dS1G

@Á

@n

=

Z
dS1

¡ik cos®0
4¼jr¡ r1j

Z 1

¡1
dt1 Á(r1; t1)±(t¡ t1 ¡ jr¡ r1j=c) : (2.21)

L'int¶egrale sur le temps est triviale et donne:

Á(r1; t¡ jr¡ r1j=c) = Á(r1; t)eikjr¡r1j : (2.22)

On a donc ¯nalement:

B = ¡ ik
4¼

Z
dS1 cos®0Á(r1; t)

eikjr¡r1j

jr¡ r1j (2.23)

En regroupant les termes A et B et en remarquant que k = 2¼=¸ et !=c = k, on obtient ¯nalement:

Á(r; t) =
1

i¸

Z
dS1 ÂÁ(r1; t)

eikjr¡r1j

jr¡ r1j ; (2.24)

avec

Â =
1

2
(cos®0 + cos®1) : (2.25)

L'interpr¶etation physique de cette expression est transparente. Le champ au point d'observation
s'¶ecrit comme la somme d'ondes sph¶eriques (le terme en eikr=r) rayonn¶ees par les di®¶erents points
du trou. Chacune de ces ondes a une amplitude proportionnelle µa l'amplitude de l'onde incidente
(terme en Á), multipli¶ee par un terme constant en 1=i¸ et par un facteur purement g¶eom¶etrique
d¶ecrivant l'inclinaison des \rayons lumineux" par rapport µa la normale, Â. Nous retrouvons ici sur
une base \rigoureuse" le principe des ondelettes de Huygens. Les premiµeres approches th¶eoriques
de la di®raction postulaient en e®et que chaque ¶el¶ement de surface de l'ouverture di®ractante ¶etait
une \source secondaire" d'une \ondelette" sph¶erique d'amplitude proportionnelle µa celle de l'onde
incidente. On retrouve ainsi l'essentiel de la formule (2.24). Il n'y manque que le pr¶efacteur qui n'a
aucune importance si on ne s'int¶eresse ¯nalement qu'µa l'intensit¶e di®ract¶ee en valeur relative et le
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facteur Â. Celui-ci est trµes voisin de l'unit¶e si l'¶ecran est µa peu prµes normal µa la direction de l'onde
incidente et de l'onde di®ract¶ee, ce qui est en g¶en¶eral le cas dans une exp¶erience de ce type. Notons
que cette d¶ependance en cosinus des angles n'est pas sans rappeler la loi de Lambert d'¶emissivit¶e des
surfaces.

Le calcul pratique de l'int¶egrale est en g¶en¶eral assez di±cile, comme on pourra s'en convaincre
ais¶ement. Un des succµes les plus marquants de l'optique ondulatoire, qui s'est longtemps oppos¶ee
µa une conception corpusculaire, a ¶et¶e la d¶emonstration th¶eorique et exp¶erimentale, par Poisson, de
la pr¶esence d'un maximum d'intensit¶e sur l'axe, µa distance ¯nie, pour la di®raction par un obstacle
circulaire. Le d¶eveloppement des calculs de di®raction au siµecle dernier a suscit¶e l'introduction de
nombreuses fonctions sp¶eciales, telles la c¶elµebre fonction d'Airy. Des m¶ethodes graphiques ont aussi
¶et¶e d¶evelopp¶es pour sommer les amplitudes di®ract¶ees (m¶ethode des spirales de Cornu, par exemple).
Avec les calculateurs num¶eriques, ces m¶ethodes sont tomb¶ees en d¶esu¶etude. Elles ont cependant un
contenu physique qui est loin d'être inint¶eressant (on pensera en particulier µa la m¶ethode des zones
de Fresnel). On pourra consulter, pour en savoir plus, le Bruhat{Kastler d'optique, trµes complet sur
ce sujet.

2.3 Di®raction de Fraunhofer

2.3.1 Approximation paraxiale

Nous restreindrons un peu la g¶en¶eralit¶e du paragraphe pr¶ec¶edent pour obtenir des expressions plus
simples. Nous d¶ecrirons en fait une exp¶erience typique de di®raction telle qu'elle est r¶ealis¶ee en optique.
En g¶en¶eral, l'¶ecran est plan et la source l'¶eclaire normalement. On a donc cos®0 = 1 et Á est une
constante dans le domaine d'int¶egration que nous noterons Á1. Nous ferons aussi l'hypothµese que
l'observation s'e®ectue µa trµes grande distance. Nous ne garderons donc dans l'expression ¯nale que
les termes au premier ordre non trivial en 1=jr¡ r1j. Finalement, nous supposerons que les angles de
di®raction sont petits et donc que la direction d'observation est, elle aussi, pratiquement normale au
plan de l'¶ecran. On aura donc cos®1 = 1 et donc Â = 1. Notons que cette approximation est tout
µa fait consistante avec l'hypothµese d'illumination normale et le principe de Huygens qui ne tient que
pour des ouvertures notablement plus grande que ¸, pour lesquelles les angles de di®raction restent
mod¶er¶es.

En reportant ces di®¶erentes hypothµeses dans (2.24), on met le champ di®ract¶e sous la forme:

Á(r; t) =
Á1
i¸

Z
dS1

eikjr¡r1j

jr¡ r1j : (2.26)

L'int¶egrale, lµa encore, ne porte que sur la portion de S situ¶ee imm¶ediatement derriµere l'ouverture.
Comme l'observation se fait µa grande distance, le terme 1=jr ¡ r1j varie trµes peu quand le point r1
parcourt le domaine d'int¶egration. Il est donc tout µa fait l¶egitime de remplacer, µa l'ordre le plus bas,
ce terme par 1=r, distance de l'origine (situ¶ee dans le domaine d'int¶egration par hypothµese) au point
d'observation. Le terme de phase, en revanche, doit être trait¶e plus soigneusement. Il peut varier
notablement sur le domaine d'int¶egration, puisqu'une variation de l'ordre de ¸ de la distance su±t.
Nous allons donc d¶evelopper ce terme:

(r¡ r1)2 ' r2(1¡ 2r ¢ r1
r2

) (2.27)

et donc:
jr¡ r1j ' r ¡ r ¢ r1

r
: (2.28)

L'exponentielle complexe peut donc s'¶ecrire:

eikjr¡r1j = eikre¡ik¢r1 (2.29)
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en posant

k = k
r

r
= ku : (2.30)

Nous allons ¶egalement ¶etendre formellement l'int¶egration µa tout le plan de l'¶ecran. Nous rep¶ererons
les positions dans l'espace par un triµedre Oxyz. L'origine O est la même. Les axes Ox et Oy sont dans
le plan de l'¶ecran, l'axe Oz pointe dans la direction d'observation. Pour ¶etendre l'int¶egration, nous
introduisons donc la fonction de transparence de l'¶ecran T (x; y). Elle est ¶egale µa un en tous points
de l'ori¯ce, µa z¶ero partout ailleurs. Avec ces notations, en utilisant les r¶esultats pr¶ec¶edents, le champ
di®ract¶e µa la distance r dans la direction k d¶e¯nie simplement par les composantes transverses kx et
ky du vecteur k s'¶ecrit:

Á(kx; ky; r) =
Á1
i¸

eikr

r

Z
dx1dy1 T (x1; y1)e

¡i(kxx1+kyy1) : (2.31)

Nous retrouvons ici le r¶esultat central des cours ¶el¶ementaires sur la di®raction: l'amplitude dif-
fract¶ee est proportionnelle µa la transform¶ee de Fourier bidimensionnelle de la fonction de transparence
~T (kx; ky). Le terme nouveau dans notre approche est le pr¶efacteur. Avant d'explorer rapidement
les propri¶et¶es essentielles de la ¯gure de di®raction, mentionnons que le calcul pr¶ec¶edent peut être
g¶en¶eralis¶e sans di±cult¶es µa une incidence arbitraire. L'onde incidente a alors une phase d¶ependant
lin¶eairement de la position dans l'ori¯ce. Le r¶esultat de ce facteur de phase additionnel est une simple
translation de la transform¶ee de Fourier. Essentiellement, la ¯gure de di®raction est la même qu'en
incidence normale mais elle se trouve centr¶ee autour de la direction incidente (un r¶esultat bien intuitif
si on imagine une ouverture de trµes grande taille). Nous conseillons au lecteur d'¶etablir les expressions
correspondantes µa titre d'exercice.

2.3.2 Di®¶erentes expressions de la ¯gure de di®raction

Avant de nous pencher sur les propri¶et¶es g¶en¶erales de la di®raction, nous allons mettre (2.31) sous des
formes ¶equivalentes, correspondant µa di®¶erents modes d'observation de la ¯gure de di®raction.

Notons tout d'abord qu'on peut facilement exprimer Á en fonction des angles ® et ¯ que font les
projections dans les plans xOz et yOz du vecteur k avec l'axe Oz:

® = kx=k

¯ = ky=k ;

ces angles ¶etant tous petits dans l'approximation paraxiale. On a alors:

Á(®; ¯; r) =
Á1
i¸

eikr

r

Z
dx1dy1 T (x1; y1)e

¡ik(®x1+¯y1) : (2.32)

Telle que nous l'avons calcul¶ee, la ¯gure de di®raction n'est observable qu'µa l'in¯ni (c'est µa dire
µa une distance de l'¶ecran grande par rapport µa toutes les dimensions du problµeme). En pratique, on
peut, par exemple, recueillir simplement la ¯gure de di®raction sur un ¶ecran plan, perpendiculaire µa
Oz, situ¶e µa une distance D de l'origine. C'est la maniµere dont on procµede quand la ¯gure de di®raction
est su±samment lumineuse (par exemple quand on ¶eclaire l'objet di®ractant par un faisceau laser).
En rep¶erant les points de cet ¶ecran par leurs coordonn¶ees x et y, on constate imm¶ediatement que
kx = kx=D et ky = ky=D. On peut alors mettre le champ re»cu au point x; y sous la forme:

Á(x; y;D) =
Á1
i¸

eikD

D

Z
dx1dy1 T (x1; y1)e

¡i(k=D)(xx1+yy1) : (2.33)

Si la ¯gure de di®raction n'est pas trµes lumineuse, il peut être avantageux de l'observer µa distance
¯nie dans le plan focal d'une lentille convergente d'axe optique Oz. En rep¶erant lµa encore le plan focal
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par les coordonn¶ees x et y, on montre facilement que la direction d¶e¯nie par ® et ¯ est conjugu¶ee
par la lentille du point x = f®, y = f¯ oµu f est la distance focale de la lentille. En omettant les
pr¶efacteurs (qui d¶ependraient dans ce cas de l'ouverture num¶erique de la lentille), on met alors la
¯gure de di®raction sous la forme:

Á(x; y) /
Z
dx1dy1 T (x1; y1)e

¡i(k=f)(xx1+yy1) : (2.34)

Pour toutes ces ¶ecritures di®¶erentes, la propri¶et¶e essentielle demeure: la ¯gure de di®raction est la
transform¶ee de Fourier µa deux dimensions de la fonction de transparence.

2.3.3 G¶en¶eralisation µa une transparence arbitraire

Telle que nous l'avons d¶e¯nie, la fonction de transparence vaut 0 ou 1 et correspond au cas d'un
¶ecran qui est soit totalement absorbant soit totalement transparent. En r¶ealit¶e, un objet di®ractant
peut modi¯er continûment l'amplitude de l'onde incidente et alt¶erer sa phase. L'onde incidente ¶etant
plane et normale au plan de l'¶ecran, l'amplitude en amont de l'¶ecran s'¶ecrit toujours Á1. La quan-
tit¶e qui intervient dans tous nos raisonnements pour d¶eterminer le champ di®ract¶e est la valeur de
l'amplitude sur la surface S qui est situ¶ee en aval de l'¶ecran. Si l'¶ecran est su±samment mince, son
e®et sur l'amplitude en un point est a priori une multiplication de l'amplitude incidente en ce point
par un facteur r¶eel de r¶eduction (ou d'ampli¯cation) d'intensit¶e et par une phase, c'est µa dire par
un facteur complexe. La condition pour que l'on puisse traiter aussi simplement la transmission par
un objet de phase est que celui-ci soit assez mince3. Une lentille mince, par exemple, dans un plan
situ¶e imm¶ediatement derriµere elle, ne modi¯e que la phase de l'onde mais pas la r¶epartition initiale
d'amplitude. Il su±t pour cela, en termes de rayons lumineux, que la d¶eviation d'un rayon dans la tra-
vers¶ee de l'objet soit n¶egligeable devant les dimensions transverses caract¶eristiques du problµeme. Une
lentille mince, un verre inhomogµene ob¶eiraient µa ces conditions. En revanche, une sphµere di¶electrique
pleine ou un verre fortement d¶epoli (et donc constitu¶e de micro-lentilles) ne les respecteraient pas.
La fonction de transparence ainsi g¶en¶eralis¶ee est donc une fonction µa valeurs complexes. Toutes les
expressions de la ¯gure de di®raction obtenues dans les paragraphes pr¶ec¶edents restent valables.

2.3.4 Propri¶et¶es g¶en¶erales de la ¯gure de di®raction

Nous allons d¶egager dans ce paragraphe quelques propri¶et¶es g¶en¶erales de la ¯gure de di®raction qui
ne sont en fait qu'une r¶e¶ecriture des propri¶et¶es standard de la transform¶ee de Fourier.

Etendue spatiale et angulaire

Il est bien connu que l'¶etendue de la transform¶ee de Fourier est inversement proportionnelle µa l'¶etendue
de la fonction. Plus la fonction de transparence aura des variations rapides, plus elle sera localis¶ee,
plus la ¯gure de di®raction sera ouverte. Plus pr¶ecis¶ement, si ¢x1 est l'extension caract¶eristique de
la fonction de transparence dans la direction x1, l'¶etendue de la ¯gure de di®raction sera, en termes
des di®¶erentes variables utilis¶ees pour la d¶ecrire:

² ¢kx = 1=¢x1 en termes des composantes du vecteur d'onde;
² ¢® = 1=(k¢x1) en termes des coordonn¶ees angulaires;
² ¢x = D=(k¢x1) pour une projection µa l'in¯ni;
² ¢x = f=(k¢x1) pour l'observation dans le plan focal d'une lentille.
3Ce genre d'approximations est assez largement utilis¶e dans de nombreux domaines de la physique. On le rencontre

en particulier en m¶ecanique quantique pour d¶ecrire l'e®et d'un potentiel localis¶e sur une onde plane incidente. Dans ce
contexte, le r¶egime qui nous int¶eresse porte le nom de \r¶egime de Raman{Nath".
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Di®raction et translation

Consid¶erons deux ¶ecrans caract¶eris¶es par deux fonctions de transmission Ta et Tb. Nous supposerons
que le second ¶ecran se d¶eduit du premier par une simple translation spatiale:

Tb(x1; y1) = Ta(x1 ¡ x0; y1 ¡ y0) : (2.35)

En notant Áa et Áb les deux ¯gures de di®raction et en omettant les pr¶efacteurs pour all¶eger les
notations, on a:

Áb(kx; ky) =

Z
Tb(x1; y1)e

¡i(kxx1+kyy1)

=

Z
Ta(x1 ¡ x0; y1 ¡ y0)e¡i(kxx1+kyy1)

= e¡i(kxx0+kyy0)
Z
Ta(x1; y1)e

¡i(kxx1+kyy1) : (2.36)

Les deux ¯gures de di®raction sont donc identiques, µa un facteur de phase prµes. A titre d'exercice, on
pourra ¶ecrire ce facteur de phase pour les autres expressions de la ¯gure de di®raction.

Th¶eorµeme des ¶ecrans compl¶ementaires

Consid¶erons encore deux ¶ecrans, de fonctions de transmission Ta et Tb. Nous dirons que ces ¶ecrans
sont compl¶ementaires si:

Tb + Ta = 1 : (2.37)

Pour des ¶ecrans absorbants perc¶es, la compl¶ementarit¶e exprime simplement que tout point opaque
sur l'un est transparent sur l'autre et r¶eciproquement. Un trou circulaire est ainsi compl¶ementaire
d'un obstacle circulaire de même diamµetre. Les ¯gures de di®raction Áa et Áb sont simplement les
transform¶ees de Fourier de Ta et Tb. La lin¶earit¶e de la transform¶ee de Fourier et la relation de
compl¶ementarit¶e nous permettent donc d'¶ecrire, en omettant une fois de plus les pr¶efacteurs:

Áa + Áb /
Z
e¡i(kxx1+kyy1) ' ±(kx)±(ky) : (2.38)

On a donc:
Áa = ¡Áb (2.39)

partout sauf dans la direction de l'axe Oz. On en d¶eduit le th¶eorµeme des ¶ecrans compl¶ementaires ou
th¶eorµeme de Babinet: les ¯gures de di®raction de deux ¶ecrans compl¶ementaires sont identiques sauf
sur l'axe.

La di®¶erence entre les ¯gures de di®raction sur l'axe a une origine trµes claire. Dans le cas d'un
diaphragme circulaire, par exemple, il y a beaucoup moins (in¯niment moins) de lumiµere transmise
dans la direction initiale de l'onde plane ¶eclairante que pour un obstacle circulaire compl¶ementaire.
Nous verrons dans le prochain chapitre qu'on peut utiliser un diaphragme circulaire pour ¯ltrer une
image optique. On peut par exemple puri¯er g¶eom¶etriquement un faisceau laser par ce moyen. Il est
¶evident, bien que le ¯ltrage soit fond¶e sur les propri¶et¶es de la ¯gure de di®raction, que le faisceau
transmis serait trµes di®¶erent si on utilisait un ¶ecran compl¶ementaire, puisqu'il n'y aurait plus de
lumiµere!

2.3.5 Quelques exemples

Nous rappellerons trµes briµevement dans ce paragraphe l'expression de quelques ¯gures de di®raction
trµes standard, auxquelles les cours ¶el¶ementaires ont du familiariser le lecteur. Si ce n'¶etait pas le cas,
nous engageons le lecteur µa r¶etablir ces expressions.
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Fente

Nous consid¶erons d'abord une fente rectangulaire dont les côt¶es sont align¶es avec les axes, de largeur
a selon Ox, b selon Oy. Nous exprimerons la ¯gure de di®raction Áf en termes des angles ® et ¯ et
nous omettrons une partie des pr¶efacteurs. On a:

Áf (®; ¯) / absin(k®a=2)
k®a=2

sin(k¯b=2)

k¯b=2
: (2.40)

On se reportera aux manuels d'optique pour y voir cette ¯gure de di®raction.

Fentes d'Young

Nous consid¶erons deux fentes rectangulaires identiques µa la pr¶ec¶edente s¶epar¶ees par une distance `
le long de Ox. C'est la con¯guration de l'exp¶erience des interf¶erences d'Young, la plus simple des
exp¶eriences d'interf¶erom¶etrie optique. La ¯gure de di®raction Áy s'obtient imm¶ediatement en utilisant
les propri¶et¶es de translation et la lin¶earit¶e de la transformation. On a:

Áy(®; ¯) = Áf (1 + e
¡ik®`) ; (2.41)

oµu Áf est la ¯gure de di®raction d'une des fentes. On peut, µa partir de lµa, exprimer l'intensit¶e di®ract¶ee:

I(®; ¯) = 4If cos
2 k®`

2
; (2.42)

oµu If est l'intensit¶e di®ract¶ee par une fente unique. La s¶eparation entre les fentes ¶etant bien sûr
plus grande que leur largeur, la modulation due µa la superposition des ¯gures de di®raction des deux
fentes est beaucoup plus rapide que l'extension de If . On retrouve donc des interf¶erences modulant
la ¯gure de di®raction d'une fente unique. L'interfrange est, en termes de l'angle ®, de 2¼=k` = ¸=`,
un r¶esultat qu'on peut retrouver de maniµere ¶el¶ementaire en consid¶erant la di®¶erence de marche entre
les deux rayons lumineux provenant des deux fentes.

R¶eseau

Le r¶eseau g¶en¶eralise µa N fentes dispos¶ees r¶eguliµerement les r¶esultats pr¶ec¶edents. On obtient, par les
mêmes arguments:

Ár / Áf
³
1 + e¡ik®` + e¡i2k®` + ¢ ¢ ¢+ e¡iNk®`

´
= Áf

1¡ e¡iNk®`
1¡ e¡ik®`

/ Áf
sin kN®`=2

sin k®`=2
: (2.43)

Notons que nous avons ¶elimin¶e un facteur de phase global sans importance physique en cours de calcul.
Áf est bien sûr la ¯gure de di®raction d'une fente unique. L'allure de Ár est assez complexe. Elle
pr¶esente essentiellement des maxima principaux pour

® =
p¸

`
; (2.44)

oµu p est un entier. Ces maxima principaux sont appel¶es \ordres du r¶eseau". Leur largeur est de l'ordre
de ¸=4N`. Ils sont donc beaucoup plus ¯ns que la ¯gure de di®raction de la fente ou que l'interfrange
des fentes d'Young. Cette ¯nesse est µa l'origine du pouvoir de r¶esolution ¶elev¶e, proportionnel au
nombre de traits, des r¶eseaux utilis¶es en spectroscopie.
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L'amplitude des maxima principaux est proportionnelle µa N . L'intensit¶e est donc quadratique dans
le nombre de fentes, ce qui re°µete l'addition coh¶erente des amplitudes issues des di®¶erentes fentes. Par
\coh¶erente", dans ce cas, on entend que ces amplitudes sont toutes en phase (plus g¶en¶eralement,
on r¶eserve ce terme aux cas oµu les amplitudes intervenant dans une sommation ont des relations de
phase).

R¶eseau al¶eatoire

Posons{nous maintenant le problµeme d'un r¶eseau de N fentes r¶eparties al¶eatoirement et non plus
r¶eguliµerement dans le plan. Nous noterons xi; yi la position du centre de chaque fente. Nous ne nous
pr¶eoccuperons pas d'¶eventuels problµemes de recouvrement, supposant que les fentes sont su±sam-
ment petites et de densit¶e su±samment faible. Cette situation mod¶elise assez bien, par exemple, la
di®raction par un brouillard (sur le pont de Tolbiac) de ¯nes gouttelettes. En appliquant les mêmes
arguments que pr¶ec¶edemment, nous trouverons:

Áb(®; ¯) = Áf
X
i

e¡ik(®xi+¯yi) (2.45)

Áf ¶etant encore une fois la ¯gure de di®raction d'un objet unique. Nous pouvons clari¯er un peu cette
expression en calculant le carr¶e de son module, c'est µa dire l'intensit¶e:

I(®; ¯) = If

¯̄̄̄
¯X
i

e¡ik(®xi+¯yi)
¯̄̄̄
¯
2

: (2.46)

En d¶eveloppant le module carr¶e dans cette expression, il apparâ³tra deux types de termes. Nous aurons
d'abord des termes carr¶es, au nombre de N, ¶egaux tous µa 1. Les doubles produits se regroupent bien
sûr deux par deux pour ne donner qu'une somme de termes r¶eels. Le nombre de ces termes est de N2

et leur module \moyen" est de 1. Leur signe en revanche d¶epend des relations entre les phases. Si les
ouvertures sont dispos¶ees au hasard sur l'¶ecran, la valeur de cette somme est donc le r¶esultat d'une
marche al¶eatoire, ou \marche du marin ivre" le long de l'axe, avec N2 pas de longueur moyenne 1. Il
est bien connu que la distance ainsi parcourue est, en moyenne sur un grand nombre de r¶ealisations,
proportionnelle µa la racine carr¶ee du nombre de pas. La contribution des termes double produit µa la
somme est donc elle aussi de l'ordre de N . Au total, l'intensit¶e di®ract¶ee est proportionnelle µa N :

I ' NIf : (2.47)

La ¯gure de di®raction de cet ensemble al¶eatoire de fentes est simplement proportionnelle, en
termes d'intensit¶e, µa la ¯gure de di®raction d'une des fentes. On a lµa un r¶esultat complµetement
di®¶erent de celui du r¶eseau, oµu l'interf¶erence entre les di®¶erentes ¯gures de di®raction les modi¯ait
complµetement. Nous avons en e®et ici une addition incoh¶erente des amplitudes di®ract¶ees par les
di®¶erentes fentes, en raison du caractµere al¶eatoire des relations de phase entre ces amplitudes. Une
manifestation de cette incoh¶erence est le fait que l'intensit¶e r¶esultante est proportionnelle µa N . Dans
le cas d'une addition incoh¶erente, ce sont les intensit¶es qui s'ajoutent, alors que ce sont les amplitudes
dans le cas d'une di®usion coh¶erente, r¶esultant alors dans une intensit¶e proportionnelle µa N2.

Pour en revenir µa une illustration physique de ce ph¶enomµene, on aura avantage µa observer, µa grande
distance, un r¶everbµere µa travers un brouillard de densit¶e moyenne. On observera, autour de la tache
centrale, des anneaux faiblement color¶es. Ils correspondent e®ectivement µa la ¯gure de di®raction en
lumiµere blanche d'une gouttelette \moyenne". A partir de cette observation, on pourra s'amuser µa
estimer le diamµetre moyen des gouttelettes.



Chapitre 3

Applications de la di®raction

Nous allons briµevement passer en revue dans ce chapitre un certain nombre d'applications de la
di®raction. Nous verrons en fait qu'elle peut jouer un rôle extrêmement n¶efaste dans des exp¶eriences
d'optique, en limitant par exemple le pouvoir de r¶esolution de nos instruments d'optique. Elle peut,
dans le même temps, constituer un outil irrempla»cable de traitement du signal optique.

Nous commencerons par parler briµevement du pouvoir de r¶esolution des instruments d'optique.
C'est un sujet si vaste que nous ne ferons que l'e²eurer. Nous consacrerons ensuite un paragraphe
un peu plus ¶eto®¶e aux techniques de traitement du signal optique. Nous d¶ecrirons en particulier la
trµes belle m¶ethode de Labeyrie qui permet, avec des instruments optiques bas¶es au sol, de s'a®ranchir
dans une large mesure de la perte de pouvoir de r¶esolution due aux turbulences atmosph¶eriques. Le
paragraphe suivant sera consacr¶e µa une description qualitative de l'holographie et de quelques unes de
ses applications. Nous dirons aussi un mot de la conjugaison de phase optique, observ¶ee en optique
non lin¶eaire, qui peut être vue comme une holographie en temps r¶eel. Dans le dernier paragraphe de
ce chapitre, nous verrons comment les notions de di®raction permettent de justi¯er qualitativement
l'optique g¶eom¶etrique et la notion de rayon lumineux, ainsi que le principe de Fermat de chemin
optique extr¶emal.

Dans tout ce chapitre, nous resterons trµes qualitatifs. Nous n'¶ecrirons pratiquement jamais d'¶equa-
tions. Nous nous contenterons de discuter du contenu physique des e®ets rencontr¶es. En fait, aller
plus loin peut entrâ³ner µa des calculs trµes complexes, tout µa fait hors de propos ici. Par exemple,
le calcul explicite du pouvoir de r¶esolution d'un microscope optique est extrêmement complexe. On
doit, en particulier, faire intervenir les propri¶et¶es de coh¶erence spatiale et temporelle de la lumiµere qui
¶eclaire l'objet. Les lecteurs int¶eress¶es pourront trouver dans le Born et Wolf de longues discussions de
ces di®¶erents problµemes.

3.1 Pouvoir de r¶esolution des instruments d'optique

La taille ¯nie des lentilles utilis¶ees dans les instruments d'optique est une source de di®raction qui peut
s¶evµerement limiter leur pouvoir de r¶esolution. Le problµeme g¶en¶eral ¶etant complexe, nous ne discuterons
qu'un cas particulier mais de grande importance pratique, celui de la lunette astronomique. Celle-
ci est repr¶esent¶ee sur la ¯gure 3.1. Elle est constitu¶ee d'une premiµere lentille, l'objectif, de grand
diamµetre D et de longue focale f . Cette lentille forme une image des objets situ¶es µa l'in¯ni dans son
plan focal. L'axe optique de la lunette ¶etant z, nous rep¶ererons les positions dans ce plan focal par des
coordonn¶ees x et y. Une ¶etoile situ¶ee µa une distance angulaire ® de l'axe (dans le plan zx pour ¯xer
les id¶ees) a son image en x = ¡f® dans le plan focal. Une seconde lentille de beaucoup plus courte
focale f 0, l'oculaire, permet d'examiner \µa la loupe" cette image. Le plan focal objet de l'oculaire est
confondu avec le plan focal image de l'objectif. La même ¶etoile donne donc, µa la sortie de l'oculaire,
un faisceau de lumiµere parallµele, c'est µa dire une image µa l'in¯ni. L'angle sous lequel est vue cette
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Figure 3.1: Sch¶ema de principe d'une lunette astronomique ou d'un t¶elescope. z est son axe optique. Le plan de la

lentille d'entr¶ee, de focale f et de diamµetre D est rep¶er¶e par x1; y1. Le plan focal de cette lentille est rep¶er¶e par x; y.

image, ®0, est manifestement ¶egal µa ¡®f=f 0. Le grandissement angulaire de ce dispositif afocal est
alors simplement ¡f=f 0, beaucoup plus grand que 1 en module par construction.

Nous avons ainsi d¶ecrit le fonctionnement de la lunette astronomique qui n'est plus guµere usit¶ee
en raison de la di±cult¶e de produire des lentilles de trµes grand diamµetre de qualit¶e et de trans-
parence su±santes. En revanche, les t¶elescopes les plus modernes fonctionnent exactement sur le
même principe, les lentilles ¶etant remplac¶ees par des miroirs sph¶eriques ou paraboliques. Notre dis-
cussion s'appliquera donc aussi bien µa ces dispositifs, ainsi qu'aux jumelles, oµu on rajoute simplement
un dispositif redresseur d'image pour obtenir une image droite.

La lumiµere provenant d'une ¶etoile lointaine est, µa une excellente approximation, une onde plane
(nous n¶egligerons pour le moment les problµemes de phase dûs µa la travers¶ee de l'atmosphµere). L'am-
plitude dans le plan x1; y1 situ¶e juste avant la lentille est donc une constante, si nous supposons pour
un moment que l'¶etoile est sur l'axe optique. Nous pouvons alors voir la correspondance entre les
amplitudes dans les plans x1; y1 et x; y comme une exp¶erience de di®raction typique dans le r¶egime
de Fraunhofer. L'objet di®ractant est l'ouverture circulaire de la lentille d'entr¶ee (le diaphragme
d'ouverture). L'objectif donne clairement une image µa distance ¯nie de la ¯gure de di®raction. Nous
pouvons donc intuiter la forme de l'image re»cue dans le plan focal. Au lieu d'une image strictement
ponctuelle comme en optique g¶eom¶etrique (nous n¶egligerons aussi les imperfections optiques de la
lentille), on obtient une petite tache dont le diamµetre est de l'ordre de f¸=D, oµu ¸ est la longueur
d'onde incidente. La forme d¶etaill¶ee de cette tache, appel¶ee tache d'Airy, s'exprime simplement avec
la fonction de Bessel d'ordre 0. On en trouvera l'expression dans le Born et Wolf. Notons seulement
qu'une tache centrale, de rayon 1:22f¸=D est entour¶ee d'une s¶erie d'anneaux, d'intensit¶e rapidement
d¶ecroissante.

On peut estimer le pouvoir de r¶esolution de la lunette en ¶evaluant la distance angulaire minimale
entre deux ¶etoiles r¶esolues dans le plan focal (on peut se convaincre ais¶ement que l'oculaire ne limite en
rien ce pouvoir de r¶esolution si sa qualit¶e optique est convenable). Il faut que les deux taches d'Airy
soient s¶epar¶ees par au moins leur rayon. Il faut donc que f® > 1:22f¸=D, soit encore ® > ¸=D.
Ce pouvoir de r¶esolution est tout µa fait remarquable pour les gros instruments. Si nous prenons
une longueur d'onde incidente de l'ordre du micron et un diamµetre d'entr¶ee de l'ordre du mµetre, la
r¶esolution th¶eorique serait du micro{radian, c'est µa dire de l'ordre du centiµeme de seconde d'arc.

En fait, comme nous le verrons dans un prochain paragraphe, l'e®et de la turbulence atmosph¶erique
limite le pouvoir de r¶esolution des instruments bas¶es au sol, même dans de trµes bonnes conditions at-
mosph¶eriques, au dixiµeme de seconde d'arc environ. Le pouvoir de r¶esolution d'un grand t¶elescope
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n'est donc pas sup¶erieur µa celui d'un t¶elescope d'amateur, avec une ouverture d'une dizaine de cen-
timµetres. L'int¶erêt de construire de grandes machines est autre: il est de recueillir le plus de lumiµere
possible pour pouvoir observer des objets plus faibles et donc sans doute plus lointains. Notons aussi
que certaines techniques permettent de restituer µa un grand instrument une partie de son pouvoir de
r¶esolution. La premiµere et la plus astucieuse est la m¶ethode de Labeyrie que nous discuterons dans le
prochain paragraphe. L'autre, beaucoup plus r¶ecente, est l'optique adaptative. Comme l'atmosphµere
d¶eforme le front d'onde de la lumiµere stellaire, l'id¶ee est de compenser cette d¶eformation en temps
r¶eel par une d¶eformation oppos¶ee du systµeme optique. Il faut pour cela disposer d'une r¶ef¶erence. Ce
peut être par exemple une ¶etoile trµes brillante situ¶ee µa proximit¶e de l'objet µa imager. On interpose
dans le trajet optique un miroir d¶eformable actionn¶e par des cales pi¶ezo-¶electriques. En asservissant
la position de ces cales pour minimiser la taille de l'image de l'¶etoile de r¶ef¶erence, on compense les
°uctuations atmosph¶eriques et on peut obtenir un pouvoir de r¶esolution trµes am¶elior¶e, comparable
µa celui d'un t¶elescope spatial. Les calculateurs modernes rendent possible cette correction en temps
r¶eel, µa un coût in¯niment moindre qu'une exp¶erience embarqu¶ee.

Si nous appliquons maintenant notre raisonnement µa l'¾il, nous pouvons estimer la limite µa son
pouvoir de r¶esolution due µa la di®raction par la pupille. Le diamµetre de celle-ci est de l'ordre du
millimµetre, la longueur d'onde ¶etant encore de l'ordre du micron. Le pouvoir de r¶esolution angulaire
devrait donc être du milli{radian. C'est e®ectivement, comme on pourra s'en convaincre ais¶ement en
examinant µa distance les graduations d'une rµegle, l'ordre de grandeur du pouvoir de r¶esolution d'un
¾il sain. Le plus remarquable n'est sans doute pas que nos ordres de grandeur soient corrects mais que
le cristallin, lentille biologique, trµes adaptable, atteigne pratiquement la limite de r¶esolution impos¶ee
par la di®raction.

Nous pouvons aussi appliquer cette discussion au pouvoir de r¶esolution d'un appareil photogra-
phique. On l'exprime en g¶en¶eral en \paires de traits par millimµetres" dans le plan focal. En prenant
le cas d'un objectif standard (f = 50 mm), ouvert µa f=4, le diamµetre D est de l'ordre du centimµetre.
Avec une longueur d'onde du micron, la limite de r¶esolution angulaire est de 10¡4 radians. La distance
correspondante dans le plan focal est de 5 ¹m, correspondant µa 100 paire de lignes par millimµetre. On
a e®ectivement obtenu la r¶esolution moyenne d'un objectif de bonne qualit¶e qui est donc bien limit¶e
seulement par la di®raction.

3.2 Traitement optique du signal

Ainsi que nous l'avons discut¶e dans le paragraphe pr¶ec¶edent, la di®raction dans un instrument d'op-
tique correspond µa une op¶eration de transformation de Fourier entre l'amplitude dans le plan de
l'objectif et l'amplitude dans le plan focal. Une simple lentille est donc un calculateur analogique qui
calcule, trµes bien, les transform¶ees de Fourier bidimensionnelles. On peut donc l'utiliser pour r¶ealiser
des fonctions non triviales de traitement du signal.

3.2.1 Filtrage spatial

Consid¶erons un des dispositifs optiques les plus simples, le t¶elescope afocal repr¶esent¶e sur la ¯gure 3.2.
Il est identique µa la lunette astronomique, si ce n'est que le grandissement vaut ¡1 puisque les deux
lentilles, que nous continuerons µa appeler objectif et oculaire pour simpli¯er, sont de même focale.
Nous supposerons qu'un objet de transparence non uniforme est plac¶e imm¶ediatement avant la lentille
d'entr¶ee et nous nous int¶eresserons µa la r¶epartition d'amplitude sur la lentille de sortie. Ces deux
r¶epartitions d'amplitudes sont, si on n¶eglige les imperfections dues µa la di®raction par la taille ¯nie
des lentilles, exactement identiques µa un grandissement total de -1 prµes. Si nous regardons maintenant
le même dispositif, non du point de vue de l'optique g¶eom¶etrique, mais de celui de la di®raction, nous
pourrons le trouver plus subtil qu'il n'y parâ³t.
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Figure 3.2: T¶el¶escope afocal de grandissement unit¶e. Les plans d'entr¶ee, focal image et de sortie seront rep¶er¶es

respectivement par les coordonn¶ees transverses x1; y1; x; y et x2; y2. L'axe optique est encore l'axe z.

La r¶epartition d'amplitude dans le plan focal x; y est en e®et la transform¶ee de Fourier bidimen-
sionnelle de la r¶epartition d'amplitude dans le plan d'entr¶ee x1; y1. L'objectif forme e®ectivement une
image dans ce plan de la ¯gure de di®raction de Fraunhofer. La r¶epartition d'amplitude dans le plan
de sortie est donc ¶egalement la transform¶ee de Fourier de la r¶epartition d'amplitude dans le plan focal.
En d¶e¯nitive, la r¶epartition dans le plan x2; y2 est la double transform¶ee de Fourier de la r¶epartition
dans le plan x1; y1. Elle lui est donc identique (µa un changement de signe prµes pour l'orientation des
axes en raison du grandissement n¶egatif).

L'int¶erêt du dispositif est que nous disposons, dans le plan focal, de la transform¶ee de Fourier de la
r¶epartition incidente. Nous pouvons donc, en ins¶erant µa ce niveau un diaphragme d'amplitude ou de
phase, modi¯er cette transform¶ee de Fourier et donc la ¯gure de sortie. L'application la plus simple
est le ¯ltrage spatial. Supposons que le faisceau incident soit un faisceau laser gaussien (voir appendice
3). La r¶epartition d'intensit¶e devrait être une fonction lentement variable de la position. En raison
d'e®ets d'interf¶erences ou de d¶efauts optiques, cette r¶epartition est souvent imparfaite. Elle pr¶esente
des structures µa petite ¶echelle (speckles ou tavelures) qui peuvent s'av¶erer trµes fâcheuses. Pour les
¶eliminer, on peut ins¶erer dans le plan focal un diaphragme de diamµetre bien ajust¶e1. La r¶epartition
d'amplitude gaussienne doit en e®et donner une tache de petit diamµetre (essentiellement le diamµetre
correspondant µa la limite de di®raction sur un diamµetre d'entr¶ee ¶egal µa celui du faisceau). Les tavelures
et autres structures µa petite ¶echelle correspondent µa des fr¶equences spatiales ¶elev¶ees et se retrouvent,
dans le plan focal, µa relativement grande distance de l'axe. Ces composantes de fr¶equence (spatiales)
sont intercept¶ees par le diaphragme. La r¶epartition de sortie ne contient plus que les basses fr¶equences
caract¶eristiques du faisceau gaussien qui se trouve donc \liss¶e" et d¶ebarrass¶e du bruit. Cette technique
de \¯ltrage spatial" est extrêmement utile dans des exp¶eriences d'optique laser.

On peut aussi utiliser le ¯ltrage spatial pour des problµemes d'optique plus classique. On peut ainsi,
par exemple, \d¶etramer" des photographies. Une photographie trµes agrandie ou transmise par des
moyens num¶eriques rudimentaires pr¶esente un tramage. L'information utile, l'image, est multipli¶ee
par une fonction maximale sur les points de la trame, nulle µa mi{chemin. En un mot, l'image pr¶esente
un aspect \pixellis¶e". Pour raisonner plus simplement, nous prendrons une image µa une dimension.
Imaginons qu'on ait tir¶e une ¶epreuve de la photographie tram¶ee sur ¯lm transparent. La ¯gure utile
peut alors s'exprimer comme une fonction de transparence F (x1). Elle est multipli¶ee par le \tramage",

1Les r¶esultats de l'appendice 3 permettront au lecteur int¶eress¶e de calculer le waist du faisceau dans le plan focal. Le
rayon du diaphragme est typiquement choisi ¶egal µa deux fois le waist. On pourra s'amuser µa estimer la perte d'intensit¶e
r¶esultant du ¯ltrage.
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que nous prendrons comme une fonction sinusoÄ³dale de x1 variant entre 0 et 1, sin
2(x1=x0). Pla»cons

notre ¶epreuve dans le plan d'entr¶ee de notre t¶elescope afocal et ¶eclairons{la par une onde plane. Dans
le plan focal, nous obtenons la transform¶ee de Fourier de la fonction de transparence de l'¶epreuve
G(x1) = F (x1) sin

2(x1=x0).

Cette transform¶ee de Fourier est le produit de convolution de la transform¶ee de Fourier de F et de
la transform¶ee de Fourier de la sinusoÄ³de. Celle-ci est constitu¶e de trois pics de Dirac. L'un, sur l'axe,
correspond au fait que cette fonction a une valeur moyenne non nulle. Les deux autres correspondent
µa la fr¶equence spatiale de cette fonction (apparaissant une fois pour les fr¶equences positives et une
fois pour les fr¶equences n¶egatives, puisque la fonction d'origine est r¶eelle). Le produit de convolution
est alors une op¶eration triviale. On obtient, dans le plan focal, trois r¶epliques de la transform¶ee de
Fourier de F , centr¶ees sur les trois Diracs de la transform¶ee de la fonction de tramage. Si la fr¶equence
spatiale du tramage est trµes grande par rapport aux fr¶equences spatiales pr¶esentes dans F , ces trois
r¶epliques ne se recouvrent pas. On peut dire aussi que l'extension spatiale d'un \pixel" doit être trµes
petite par rapport µa l'extension spatiale des d¶etails de l'image F pour que les trois images dans le plan
focal soient distinctes.

Si nous pla»cons dans le plan focal un diaphragme qui ne laisse passer que la r¶eplique centrale,
nous calculerons, avec la seconde lentille, la transform¶e de Fourier de la transform¶ee de F , l¶egµerement
tronqu¶ee dans l'espace des fr¶equences. La r¶epartition d'amplitude en sortie ne contiendra que l'image
photographique utile, d¶ebarrass¶ee de tout tramage. Bien sûr, cela s'e®ectue au prix d'une perte globale
d'intensit¶e et d'une perte de r¶esolution. Les plus petits d¶etails visibles dans l'image de sortie sont plus
grands que la taille caract¶eristique du tramage initial. Cette technique permet de s'a®ranchir d'une
information parasite mais elle ne permet pas de recr¶eer l'information perdue. Elle peut être g¶en¶eralis¶ee
pour e®ectuer d'autres traitements, plus complexes. On peut en particulier se d¶ebarrasser ainsi de
certains °ous photographiques (boug¶e, mauvaise mise au point...). Ces techniques, d¶evelopp¶ees en
particulier par Fran»con, sont maintenant un peu tomb¶ees en d¶esu¶etude avec le traitement num¶erique
du signal. Un calculateur est in¯niment moins e±cace qu'un afocal pour calculer une transform¶ee
de Fourier bidimensionnelle mais il est beaucoup plus versatile, ¶evite les di±cult¶es des plaques pho-
tographiques et permet de r¶ealiser des calculs autres que la transform¶ee de Fourier (les transform¶ees
en ondelettes sont de plus en plus utilis¶ees pour les traitement de signaux complexes).

Nous avons d¶ecrit deux exp¶eriences oµu le ¯ltrage diminue les fr¶equences spatiales pr¶esentes dans
l'image. On peut l'utiliser aussi pour doubler, par exemple, une fr¶equence spatiale. L'exp¶erience est un
grand classique des montages d'agr¶egation. On dispose dans le plan d'entr¶ee une grille de pas a (nous
raisonnerons µa une dimension). On observe alors dans le plan focal la transform¶ee de Fourier de cette
grille. Elle fait intervenir la fr¶equence spatiale fondamentale de la grille, 1=a, et tous ses harmoniques
(seulement les harmoniques impairs pour une fonction carr¶ee de rapport cyclique 0.5). On observe
donc, de part et d'autre de l'axe, une s¶erie de taches ¶equidistantes. Ins¶erons maintenant, dans le
plan focal, une grille de pas adapt¶e qui ne laisse passer que les harmoniques pairs de la fr¶equence
fondamentale. L'op¶eration de transform¶ee de Fourier e®ectu¶ee par la lentille de sortie restituera alors
une fonction modul¶ee spatialement µa une fr¶equence double de la fr¶equence initiale! En un mot, si le
pas de la grille d'entr¶ee est a, on observera en sortie une modulation (une grille) de pas a=2. Voici
une exp¶erience d¶elicate mais spectaculaire qui illustre bien les possibilit¶es du traitement optique du
signal.

3.2.2 M¶ethode de Labeyrie

La m¶ethode de Labeyrie utilise astucieusement les propri¶et¶es de la transformation de Fourier pour
s'a®ranchir, dans les instruments astronomiques bas¶es au sol, de l'in°uence de la turbulence atmo-
sph¶erique. Comme prototype d'instrument, nous consid¶ererons la lunette astronomique repr¶esent¶ee
sur la ¯gure 3.1. Si l'atmosphµere n'existait pas, la lumiµere provenant d'un ¶etoile lointaine situ¶ee sur
l'axe serait une onde plane d'amplitude constante dans le plan x1; y1 donnant, dans le plan focal, une
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tache d'Airy dont le diamµetre n'est limit¶e que par la di®raction.
En fait, l'atmosphµere perturbe les surfaces d'ondes. Son e®et, si elle n'est ni trop ¶epaisse ni trop

agit¶ee (une bonne nuit d'observation astronomique dans un trµes bon site), est de multiplier l'onde
incidente par un facteur de phase qui peut s'¶ecrire dans le plan d'entr¶ee exp iw(x1; y1; t). La fonction
w est variable dans le temps. Dans un trµes bon site, elle reste stable pendant quelques dizaines de
millisecondes. Elle varie de 2¼ sur une ¶echelle spatiale ¢x1 de l'ordre de 10 cm. La phase de l'onde
¶etant complµetement brouill¶ee µa cette ¶echelle, on comprend bien pourquoi les plus grands t¶elescopes
n'ont pas un pouvoir de r¶esolution meilleur que celui d'un t¶elescope de 10 cm d'ouverture. Notons que
cette vision de l'e®et de l'atmosphµere correspond seulement aux meilleures conditions d'observation
astronomique dans un site calme et de haute altitude. Au niveau du sol, dans un lieu habituel, l'e®et
est beaucoup plus violent. Des e®ets de focalisation a®ectent phase et amplitude µa une beaucoup plus
petite ¶echelle. Ce sont ces variations d'amplitude qui sont responsables du scintillement apparent des
¶etoiles.

La tache observ¶ee dans le plan focal est donc la transform¶ee de Fourier de la fonction w, tronqu¶ee
au diamµetre D de l'ouverture de l'objectif. C'est donc le produit de convolution d'une tache d'Airy,
d'extension f¸=D, par la transform¶ee de w. Celle-ci est trµes complexe, avec une taille totale de l'ordre
de f¸=¢x1 et des d¶etails µa toutes les ¶echelles jusqu'µa celle de la fonction d'Airy. La tache focale est
donc large (f¸=¢x1) avec des d¶etails dont la plus petite ¶echelle est f¸=D et change complµetement
au moins 100 fois par seconde. Une observation lente ne r¶evµele donc qu'une vaste tache d'intensit¶e
uniforme: tout le pouvoir de r¶esolution du t¶elescope est perdu.

En revanche, si la source est su±samment intense pour qu'on puisse enregistrer la tache de di®rac-
tion instantan¶ee, elle r¶evµele des speckles ou tavelures dont l'extension correspond encore au pouvoir
de r¶esolution th¶eorique de l'instrument. On peut donc esp¶erer, pour ces sources intenses, r¶ecup¶erer
l'information. Pour illustrer la m¶ethode, supposons que nous ayons µa s¶eparer deux ¶etoiles. L'une est
sur l'axe, l'autre est dans une direction inclin¶ee, dans le plan x1; z, d'un petit angle µ par rapport µa
l'axe optique. Si l'atmosphµere ¶etait absente, l'amplitude dans le plan d'entr¶ee serait une constante Á1
pour la premiµere ¶etoile et vaudrait Á2 exp ikµx1 pour la seconde (k = 2¼=¸). En fait, les deux ondes
planes incidentes sont d¶eform¶ees par l'atmosphµere. Si deux fonction w di®¶erentes agissaient sur les
deux ondes, la situation serait sans espoir.

Examinons donc les conditions dans lesquelles les deux ondes planes issues des deux ¶etoiles sont
multipli¶ees par le même facteur de phase. Il faut que, dans la travers¶ee de l'atmosphµere dense, les
deux ondes aient travers¶e les mêmes °uctuations d'indice. Il faut donc que l'¶ecart maximum entre les
trajets soit de l'ordre de la distance sur laquelle w varie notablement, une dizaine de centimµetres en
pratique. Cet ¶ecart est Lµ, oµu L mesure l'¶epaisseur de l'atmosphµere. Notre calcul s'appliquera donc
si Lµ < 10 cm. En prenant L = 10 km, on trouve µ < 10¡5 rd. La m¶ethode de Labeyrie ne s'applique
qu'µa des ¶etoiles s¶epar¶ees par une distance angulaire plus petite que 10 ¹rd. Mais, en raison d'une
coÄ³ncidence num¶erique remarquable, cette distance angulaire correspond pr¶ecis¶ement au pouvoir de
r¶esolution d'un t¶elescope limit¶e par les °uctuations atmosph¶eriques, ¸=¢x1. Dµes que les taches de
speckle de deux ¶etoiles commencent µa être confondues, on peut commencer µa appliquer la m¶ethode de
Labeyrie. On peut donc ¶ecrire les ondes incidentes sur la lentille d'entr¶ee sous la forme:

Á1e
iw(x1;y1;t)

Á2e
iw(x1;y1;t)eikµx1

Les ondes provenant des deux ¶etoiles ¶etant manifestement incoh¶erentes, sans aucune relation de
phase, les termes d'interf¶erences sont nuls et les ¶eclairements produits par les deux sources dans le
plan focal de l'objectif s'ajoutent simplement: I = I1 + I2 avec:

I1(x; y) =

¯̄̄̄Z
Á1e

iw(x1;y1;t)e¡i(k=f)(xx1+yy1)
¯̄̄̄2

(3.1)

I2(x; y) =

¯̄̄̄Z
Á1e

iw(x1;y1;t)eikµx1e¡i(k=f)(xx1+yy1)
¯̄̄̄2

(3.2)
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= I1(x¡ fµ; y) ; (3.3)

le facteur de phase additionnel dans l'amplitude de la seconde ¶etoile produisant une simple translation
de la ¯gure de di®raction. Notons que la translation correspond pr¶ecis¶ement µa la distance entre les
deux images dans le plan focal en optique g¶eom¶etrique. La tache obtenue dans le plan focal est donc
la superposition de deux taches de speckle identiques, translat¶ees de fµ l'une par rapport µa l'autre. En
corr¶elant la position des irr¶egularit¶es de ces deux images, on pourra remonter µa la distance angulaire
entre les deux ¶etoiles.

En fait, on peut trµes simplement extraire l'information utile par une simple exp¶erience de di®rac-
tion. Si l'image enregistr¶ee dans le plan focal de l'objectif est photographi¶ee et l'¶epreuve d¶evelopp¶ee,
on obtiendra un objet dont la transmission est proportionnelle µa l'intensit¶e incidente I (pour un tirage
en n¶egatif, ce qui est en g¶en¶eral le cas, l'opacit¶e est proportionnelle µa l'intensit¶e incidente. Toute-
fois, grâce au th¶eorµeme des ¶ecrans compl¶ementaires, la ¯gure de di®raction d'un tirage positif et d'un
n¶egatif sont identiques). Eclairons alors cet objet par une onde plane. L'amplitude di®ract¶ee dans la
direction d¶e¯nie par les angles ® et ¯ sera donn¶ee par:

g(®; ¯) =

Z
I(x; y)e¡ik(®x+¯y) dxdy : (3.4)

Elle est donc la somme des transform¶ees de Fourier de I1 et I2. Si g1(®; ¯) est la transform¶ee de I1,
celle de I2 est ¶evidemment g1 exp(¡ik®fµ) puisque les deux r¶epartitions d'intensit¶e se d¶eduisent l'une
de l'autre par une simple translation. Nous pouvons alors ¶ecrire l'intensit¶e re»cue dans la direction ®; ¯
(qui en pratique serait re»cue µa distance ¯nie au foyer d'une lentille) comme :

I(®; ¯) = 2jg1j2(1 + cos k®fµ) : (3.5)

Le terme en jg1j2 repr¶esente la transform¶ee de Fourier de la tache de speckle. C'est donc une tache
irr¶eguliµere dont l'extension maximale 1=k(D=¸f) ' D=f correspond µa la taille minimale des speckles.
Les structures int¶erieures ont une extension caract¶eristique ¢x1=f correspondant µa l'extension totale
de la tache de speckle. L'intensit¶e di®ract¶ee totale superpose µa cette tache al¶eatoire une modulation
certaine µa la fr¶equence kfµ=2. L'examen de ces franges modulant la tache permet ¶evidemment de
mesurer la distance angulaire entre les deux ¶etoiles. Il faut pour cela qu'on ait au moins une frange
sur l'extension de la tache, ce qui s'exprime par:

D

f
>

1

fµk
; (3.6)

ou encore

µ >
¸

D
: (3.7)

On peut donc s¶eparer les deux ¶etoiles dµes que leur distance angulaire est plus grande que le pouvoir
de r¶esolution th¶eorique du t¶elescope en l'absence de toute perturbation atmosph¶erique. On a restitu¶e
µa l'instrument tout son pouvoir de r¶esolution!

La m¶ethode de Labeyrie peut maintenant être r¶ealis¶ee de maniµere num¶erique. En enregistrant un
ensemble de taches de speckle, on peut, par des techniques de reconstruction d'image, restituer une
v¶eritable image bidimensionnelle. Elle ne peut toutefois s'appliquer qu'µa des objets relativement lu-
mineux. On doit en e®et enregistrer la tache de speckle en un temps court par rapport aux constantes
de temps des °uctuations de l'atmosphµere. En pratique, cela impose des temps de pose entre la mil-
liseconde et la dizaine de millisecondes. Seules des ¶etoiles relativement proches sont assez lumineuses.
L'optique adaptative, elle, ne sou®re pas de cette limite et permet d'obtenir le pouvoir de r¶esolution
th¶eorique, même avec des objets trµes faibles.
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Figure 3.3: Principe de l'enregistrement et de la restitution d'une image holographique. A gauche, enregistrement. La

plaque photographique enregistre l'interf¶erogramme entre une onde plane de r¶ef¶erence, d¶eriv¶ee de la source coh¶erente

¶eclairant l'objet, et l'onde di®us¶ee. A gauche, restitution. La plaque photographique, ¶eclair¶ee par l'onde de r¶ef¶erence,

di®racte entre autres une onde identique µa l'onde provenant de l'objet: on obtient une image en relief.

3.3 Holographie

Une des applications les plus connues de la di®raction est sans conteste l'holographie qui est maintenant
entr¶ee dans le domaine des applications grand public. L'objet essentiel de l'holographie est de restituer
une vision en relief de l'objet enregistr¶e. Il faut pour cela être capable de stocker sur une plaque
photographique non seulement le module de l'onde re»cue (ce que fait la photographie ordinaire) mais
aussi sa phase. La vision en relief n'est complµetement restitu¶ee que si l'on dispose de tout le front
d'onde de l'onde d'origine. Nous commencerons par exposer briµevement, sans entrer dans le d¶etail
des calculs, le principe de l'holographie, invent¶ee par Gabor il y a plus d'un demi siµecle, mais qui
n'est guµere entr¶ee dans les applications pratiques qu'avec l'invention du laser. Nous donnerons ensuite
briµevement quelques applications non ludiques de l'holographie. Nous montrerons en¯n comment
l'holographie peut être r¶ealis¶ee en temps r¶eel avec un milieu optique non lin¶eaire.

3.3.1 Principe

Le but de l'op¶eration est de restituer toute l'information de l'onde Á rayonn¶ee par un objet ¶eclair¶e
par une source (nous ne consid¶ererons ici que des rayonnements coh¶erents monochromatiques). Pour
cela, on enregistre sur une plaque photographique une interf¶erence entre l'onde Á ¶emise par l'objet
et une onde plane coh¶erente ª (d¶eriv¶ee du faisceau qui ¶eclaire l'objet et provenant, en pratique, du
même laser). Le principe de l'enregistrement de l'hologramme est repr¶esent¶e sur la partie gauche de
la ¯gure 3.3. L'amplitude re»cue en un point de la plaque photographique est alors Á + ª. Aprµes
d¶eveloppement, la plaque photographique devient un objet dont la transparence en un point est:

T (x; y) = jÁj2 + jªj2 + Áª¤ + Á¤ª : (3.8)

Les deux premiers termes d¶ecrivent une information d'intensit¶e qui ne pr¶esente guµere d'int¶erêt. L'en-
registrement holographique est en fait contenu dans les deux derniers termes, termes d'interf¶erences
et d¶ependant donc de la phase de l'onde di®us¶ee.

La restitution de l'hologramme consiste µa ¶eclairer la plaque photographique avec la même onde de
r¶ef¶erence ª qu'µa l'enregistrement. L'onde transmise a alors la forme Tª qu'on peut ¶ecrire facilement
comme:

(jÁj2 + jªj2)ª + jªj2Á+ª2Á¤ (3.9)

Le premier terme est essentiellement une onde plane identique µa l'onde de r¶ef¶erence, multipli¶ee par
une fonction de transparence modul¶ee qui introduira un fond de di®raction ne contenant guµere
d'informations. Le second terme est le terme essentiel. Il est en e®et, µa des facteurs d'amplitude
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prµes, identique µa l'onde di®us¶ee par l'objet. On \voit" donc sortir de la plaque photographique, super-
pos¶ee µa une lumiµere di®use due aux autres termes, l'onde di®us¶ee par l'objet. En un mot, on observe
en arriµere de la plaque une image virtuelle de l'objet.

Le dernier terme est important quant on ¶eclaire la plaque holographique avec une onde ª¤, c'est
µa dire une onde plane se propageant dans la direction inverse de ª. Superpos¶ee au fond, on a en
e®et dans ce cas une onde Á¤, conjugu¶ee de phase de l'onde ¶emise par l'objet. Au lieu d'une onde
divergente provenant de l'objet, on a une onde convergeant vers le sym¶etrique de l'objet par rap-
port µa la plaque. En un mot, on observe une image r¶eelle de l'objet en avant de la plaque. Ces
\hologrammes avant" sont bien sûr beaucoup plus spectaculaires que les hologrammes arriµere tradi-
tionnels, parce que l'objet semble sortir de la plaque et °otter dans l'espace. Une visite dans une
exposition d'hologrammes s'impose µa ce point. Insistons encore sur le fait que l'hologramme restitue
toute l'information. L'hologramme d'un objet sous une loupe, par exemple, contient l'objet, la loupe,
mais aussi l'image de l'objet agrandi par la loupe!

Nous pouvons, µa partir de cette simple discussion, d¶egager les conditions exp¶erimentales pour
l'obtention d'un hologramme. D'abord, il est absolument crucial de disposer d'ondes pr¶esentant une
stabilit¶e de phase parfaite pendant le temps d'enregistrement. On peut r¶ealiser une stabilit¶e ap-
proch¶ee, comme le faisait Gabor, avec des sources ordinaires, convenablement ¯ltr¶ees spatialement
et en fr¶equence. Mais leur intensit¶e devient trµes faible, les temps de pose prohibitifs et on ne peut
enregistrer que des hologrammes de petits objets trµes lumineux. La m¶ethode ne pr¶esente d'int¶erêt
pratique qu'avec une source laser, trµes intense et parfaitement coh¶erente temporellement. Il faut
cependant que les distances relatives entre l'objet, le laser et la plaque photographique restent con-
stantes µa beaucoup mieux qu'une longueur d'onde pendant le temps de pose. Il faut donc un montage
interf¶erom¶etriquement stable, ce qui rend plus di±cile l'enregistrement d'objets mobiles ou la cin¶e-
matographie holographique. En¯n, il faut que la plaque photographique ait un grain trµes ¯n pour
enregistrer ¯dµelement un ¯gure d'interf¶erences dont le pas est ¶evidemment de l'ordre de la longueur
d'onde. Un grain aussi ¯n implique une sensibilit¶e relativement basse et des temps de pose longs.

En¯n, un point essentiel est de restituer l'hologramme avec une onde coh¶erente. Dans les pre-
miers temps de l'holographie, on devait utiliser le laser d'enregistrement, ce qui rendait la lecture
complexe. On a depuis mis au point des hologrammes visibles en lumiµere naturelle, tels ceux qui
servent de cachet d'authenti¯cation sur les cartes de cr¶edit. L'id¶ee est tir¶ee en fait du principe de la
photographie Lippman en couleurs. Dans cette technique, on enregistre une image photographique
avec une ¶emulsion ¶epaisse pr¶epar¶ee sur un miroir. Une longueur d'onde donn¶ee cr¶ee alors une onde
stationnaire. Aprµes d¶eveloppement de l'¶emulsion, on obtient des plans m¶etalliques (argent) distants
d'une demi{longueur d'onde du rayonnement incident (en incidence normale). Ces plans constituent
une s¶erie d'interf¶eromµetres de Fabry Perot qui ne r¶e°¶echissent e±cacement que les longueurs d'onde
trµes voisine de celle d'enregistrement. Lippman pouvait ainsi r¶ealiser des photographies de couleurs
trµes r¶ealistes avec une ¶emulsion monochrome. Contrairement aux photographies couleurs bas¶ees sur
des pigments, celles de Lippman sont parfaitement stables µa la lumiµere et conservent leurs couleurs
aprµes prµes d'un siµecle. Dans le domaine de l'holographie, le même principe peut être utilis¶e pour ne
r¶e°¶echir que les longueurs d'onde voisines de la longueur d'onde incidente et fournir une coh¶erence
su±sante pour lire l'hologramme. Cela explique aussi que les couleurs interf¶erentielles observ¶ees sur
ces hologrammes en lumiµere naturelle changent rapidement avec l'angle d'incidence.

Notons en¯n que l'information sur l'objet est d¶elocalis¶ee sur toute la surface de l'hologramme.
Une portion quelconque de l'hologramme peut être utilis¶ee pour la reconstruction. Elle r¶eg¶enµere
en e®et toute l'amplitude di®us¶ee par l'objet et pas, comme on pourrait s'y attendre intuitivement,
l'amplitude di®us¶ee par une partie de l'objet seulement. On y perd seulement sur le champ de vision
(l'objet apparâ³t vu µa travers la plaque holographique) et sur la r¶esolution spatiale de la reconstruction
(un peu de la même maniµere qu'on perd sur la r¶esolution spectrale d'un r¶eseau en diminuant le nombre
de traits).
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3.3.2 Applications

Au delµa d'aspects ludiques ou artistiques, l'holographie est un pr¶ecieux moyen d'observation. Une
application industrielle particuliµerement importante est la visualisation des vibrations des machines
en mouvement. Supposons qu'on prenne, µa un instant t, un hologramme instantan¶e d'une machine en
fonctionnement. On peut r¶ealiser ce genre d'hologramme en utilisant un laser en impulsions brµeves. La
dur¶ee d'impulsion, en g¶en¶eral de l'ordre de la dizaine de nanosecondes, est assez brµeve pour que tous
les points de la machine puissent être consid¶er¶es comme immobiles, assez longue cependant pour que
le faisceau soit coh¶erent (la longueur de coh¶erence est alors de quelques mµetres2). L'onde enregistr¶ee
sur la plaque holographique sera not¶ee Á. Pour simpli¯er notre analyse qualitative, nous consid¶ererons
d'abord que la machine est r¶eduite µa un seul point en mouvement. A l'instant t, nous avons donc r¶ealis¶e
l'hologramme d'un point µa la position r. A un instant ult¶erieur t0, on enregistre, sur la même plaque,
l'onde Á0 correspondant µa la nouvelle position r0 du point. On d¶eveloppe (ou on traite num¶eriquement
dans les versions modernes). La transmission de la plaque contient alors un terme en ª¤(Á + Á0).
L'onde restitu¶ee est alors Á+Á0. On aurait la même image en ¶eclairant, µa un seul instant, deux points
sources situ¶es aux positions r et r0 avec une seule source coh¶erente. La relecture de l'hologramme doit
donc fournir des interf¶erences entre ces deux points sources coh¶erents. Quand on tient compte de tous
les points de l'objet en mouvement, on observe sur l'image reconstitu¶ee des franges d'interf¶erences
qui r¶evµelent les d¶eplacements de l'objet entre les instants t et t0. Ces franges sont analogues aux
franges d'¶egale ¶epaisseur des lames minces d'air. Elles sont localis¶ees µa la surface de l'objet. Le simple
examen de l'image holographique r¶evµele les mouvements avec une r¶esolution ¶egale µa la longueur d'onde
optique. En synchronisant les impulsions laser sur le fonctionnement de l'appareil, on peut r¶ealiser
une analyse stroboscopique des vibrations. Cette m¶ethode n'est pas plus sensible que les m¶ethodes
interf¶erom¶etriques standard mais elle permet une vue d'ensemble du mouvement de la piµece.

Une autre application importante de l'holographie est la r¶ealisation de composants optiques. Imag-
inons, par exemple, qu'on prenne l'hologramme d'un point source. Eclair¶e par l'onde de r¶ef¶erence,
une onde plane, il fournit une image virtuelle du point source. L'onde plane incidente se transforme
en une onde sph¶erique divergente. L'hologramme se comporte donc comme une lentille divergente.
Si, au contraire, on r¶ealise un hologramme avant du point source, l'onde plane incidente devient une
onde sph¶erique convergente et l'hologramme est une lentille convergente.

R¶ealiser ainsi une simple lentille ne pr¶esente guµere d'int¶erêt dans le domaine optique. L'intensit¶e
de l'onde reconstitu¶ee est en e®et notablement inf¶erieure µa l'intensit¶e de l'onde transmise. L'int¶erêt est
plus important quand on entre dans le domaine des rayons X. Tous les mat¶eriaux dans ce domaine ont
en e®et un indice de r¶efraction extrêmement voisin de un et il est impossible de r¶ealiser des composants
d'optique r¶efractive. On peut r¶ealiser des miroirs avec des mat¶eriaux cristallins mais ils ne fonctionnent
qu'en incidence rasante et sont extrêmement coûteux. En revanche, on peut ais¶ement fabriquer, par
des techniques de microlithographie, des structures absorbantes avec des d¶etails extrêmement ¯ns.
On peut donc synth¶etiser l'hologramme qui se comportera comme une lentille. Un domaine nouveau
de microscopie X a pu apparâ³tre ainsi avec les optiques holographiques et les sources intenses de
rayonnement synchrotron. En utilisant l'analogie formelle entre ¶equations de Maxwell et ¶equation
de SchrÄodinger, on peut aussi pr¶eparer des hologrammes pour des ondes de matiµere. Il est ainsi
possible de focaliser des ondes de matiµere ou de r¶ealiser des images avec des atomes refroidis par
laser. Avec des temp¶eratures ordinaires, les longueurs d'onde de de Broglie des atomes sont si petites
(de l'ordre du picomµetre) qu'on ne peut r¶ealiser les structures correspondantes. Avec des atomes
refroidis, en revanche, la longueur d'onde de de Broglie est de l'ordre d'une longueur d'onde optique.
On peut alors ais¶ement r¶ealiser des structures holographiques. Les trµes belles exp¶eriences de Shimizu
(Tokyo) ont d¶emontr¶e la faisabilit¶e de cette technique qui pourrait être employ¶ee dans le domaine de

2La longueur de coh¶erence, dans ce cas trµes simple, est au plus ¶egale au produit de la vitesse de la lumiµere par la
dur¶ee de l'impulsion. Il s'agit de la di®¶erence de marche maximale qui donne lieu µa des interf¶erences visibles dans un
interf¶eromµetre de Michelson
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Figure 3.4: Pincipe d'une exp¶erience de conjugaison de phase optique, qui se ramµene µa une holographie en temps r¶eel.

la microlithographie pour des d¶epôts trµes bien contrôl¶es.

Les composants holographiques sont utiles ¶egalement pour r¶ealiser des fonctions optiques non
classiques. Le balayage du faisceau laser sur le tambour photosensible des imprimantes laser ou du
faisceau des lecteurs de codes barres, par exemple, est r¶ealis¶e par un miroir holographique mis en
rotation. Le coût de production de masse de ces objets est in¯niment inf¶erieur µa celui des miroirs
prismatiques initialement utilis¶es.

3.3.3 Holographie et conjugaison de phase

Telle que nous l'avons d¶ecrite jusqu'ici, l'holographie procµede en deux temps: enregistrement de la
¯gure d'interf¶erences et restitution ult¶erieure. Il est possible de r¶ealiser les deux ¶etapes simultan¶ement
si on peut disposer d'un mat¶eriau dont l'indice ou l'absorption d¶epende de l'intensit¶e en chaque point.
C'est e®ectivement le cas avec les mat¶eriaux optiques non lin¶eaires. Consid¶erons le dispositif repr¶esent¶e
sur la ¯gure 3.4. Un cristal sp¶ecial (on utilise souvent du Niobiate de Lithium ou une de ses variantes)
est ¶eclair¶e par deux ondes planes intenses contra{propageantes, ª et ª¤. On envoie, dans une autre
direction, une onde Á qui joue le rôle de l'onde di®us¶ee en holographie. Les ondes ª et ª¤ vont bien
sûr jouer le rôle des ondes de r¶ef¶erence et de reconstruction. Le mat¶eriau non lin¶eaire acquiert, en plus
de la polarisation lin¶eaire qui d¶ecrit simplement l'indice, une densit¶e de polarisation P proportionnelle
au produit de trois termes qui sont les champs incidents ou leurs complexes conjugu¶es. Pour d¶ecrire
vectoriellement ce processus, il faudrait bien sûr une polarisabilit¶e tensorielle de rang 4. Pour une
discussion qualitative, nous nous contenterons de voir que cette non{lin¶earit¶e confµere au milieu un
indice de r¶efraction n qui, en plus d'un terme constant correspondant µa la r¶eponse lin¶eaire (voir partie
5), pr¶esente un terme non lin¶eaire proportionnel µa l'intensit¶e. Parmi tous les termes apparaissant
dans le d¶eveloppement de cette non{lin¶earit¶e sur les amplitudes des di®¶erentes ondes, on aura ceux
correspondant µa jÁ + ªj2. Sur le milieu, s'inscrit donc un r¶eseau de modulation d'indice µa trois
dimensions, qui est pr¶ecis¶ement l'hologramme de l'onde Á par l'onde de r¶ef¶erence ª. La \lecture"
simultan¶ee de cet hologramme par l'onde ª¤ va fournir une onde Á¤ qui est pr¶ecis¶ement la conjugu¶ee
complexe de l'onde Á. Ce milieu r¶ealise donc la conjugaison de phase de l'onde incidente, ce qui ne
peut s'e®ectuer par aucun dispositif d'optique lin¶eaire.

Nous avons ici vu de maniµere globale le principe de la g¶en¶eration. On peut aussi le comprendre
en termes holographiques. Le m¶elange de ª et de Á cr¶ee dans le milieu non lin¶eaire une r¶epartition
d'intensit¶e qui n'est autre que l'hologramme de l'onde Á avec la r¶ef¶erence ª. En raison de son caractµere
non lin¶eaire, le milieu acquiert un indice de r¶efraction modul¶e spatialement par cet hologramme.
L'onde ª¤ est di®ract¶ee par cette r¶epartition d'indice. En fait, elle vient simplement lire l'hologramme
avant et recr¶ee l'onde Á¤.

Un tel miroir µa conjugaison de phase pr¶esente des propri¶et¶es optiques extraordinaires. Imaginons
qu'on place en face de lui un point source. Il cr¶ee une onde sph¶erique divergente. En se r¶e°¶echissant sur
le miroir, elle devient une onde sph¶erique convergente qui revient se focaliser exactement sur le point
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Figure 3.5: Passage µa la limite g¶eom¶etrique. L'amplitude re»cue du point source A au point B peut se mettre sous la

forme d'une somme de termes associ¶es µa toutes les lignes bris¶ees passant de A µa B ou de tout chemin µa la limite continue.

Seuls les chemins proches de la trajectoire pr¶evue par l'optique g¶eom¶etrique contribuent notablement.

source. Quand on sait que rien n'empêche un miroir µa conjugaison de phase d'avoir un coe±cient
de r¶e°exion sup¶erieur µa un (l'¶energie n¶ecessaire ¶etant prise dans les ondes intenses ª et ª¤), on
comprendra l'int¶erêt potentiel de ce dispositif. On peut ainsi par exemple r¶ealiser un laser constitu¶e
d'un miroir µa conjugaison de phase et de n'importe quel objet vaguement r¶e°¶echissant passant µa
proximit¶e. La conjugaison de phase assure le retour parfait de l'onde sur l'objet r¶e°¶echissant et les
conditions de phase correctes pour cr¶eer une cavit¶e.

On peut aussi utiliser la conjugaison de phase pour optimiser les communications. Dans un
mat¶eriau h¶et¶erogµene comme l'atmosphµere, la propagation distord les fronts d'onde. Un point source
donne donc un front d'onde loin de la forme sph¶erique id¶eale. Si on renvoie cette onde par un miroir
µa conjugaison de phase, on change le signe des d¶efauts de phase. Le retour inverse dans le milieu (s'il
n'a pas notablement vari¶e pendant le temps d'un aller et retour) annule exactement ces d¶efauts et
l'onde de retour se focalise exactement sur le point source comme s'il n'y avait pas eu de d¶efauts.

3.4 Limite de l'optique g¶eom¶etrique

La di®raction peut nous permettre de mieux comprendre comment se fait le passage de l'¶electromagn¶e-
tisme de Maxwell µa la notion de rayons lumineux. Ce point sera discut¶e trµes en d¶etail dans l'appendice 4
µa cette partie mais nous allons donner ici l'essentiel des arguments qualitatifs n¶ecessaires. Nous venons
de voir qu'une onde plane est trµes peu a®ect¶ee, trµes peu di®ract¶ee, si elle ne passe qu'µa travers des
ouvertures ayant une taille notablement plus grande que ¸. Il est donc possible de r¶ealiser un pinceau
lumineux rectiligne, dans un milieu homogµene, dont l'extension soit grande devant ¸ et n¶eanmoins trµes
petite µa l'¶echelle macroscopique qui est celle de la plupart des composants optiques. Nous venons de
retrouver la notion de rayon lumineux. Comme les lois de changement de vecteur d'onde au passage
entre deux mat¶eriaux di¶electriques sont pr¶ecis¶ement les lois de Descartes (on consultera µa ce sujet la ¯n
de la cinquiµeme partie), ces rayons lumineux ob¶eissent pr¶ecis¶ement aux lois de l'optique g¶eom¶etrique.

Nous allons pr¶eciser un peu ces notions en montrant qualitativement, µa partir de la formule de
Kirchho®, qu'on peut exprimer le champ re»cu en un point comme une somme d'amplitudes associ¶ees µa
di®¶erents chemins possibles connectant ce point au point source. Nous montrerons alors que seuls les
chemins situ¶es dans un tube d'une extension transverse de quelques ¸ autour de la trajectoire pr¶edite
par l'optique g¶eom¶etrique contribuent e®ectivement µa la somme. La situation que nous d¶ecrivons est
repr¶esent¶ee sch¶ematiquement sur la ¯gure 3.5.

On cherche µa calculer l'amplitude re»cue en B, la source ¶etant situ¶ee en A. Nous supposerons
d'abord que le milieu entre A et B est homogµene. Formellement, en utilisant la formule (2.24), on
peut exprimer le champ (au sens d'une composante du potentiel) en B en fonction du champ sur une
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surface Sn entourant complµetement B et passant µa trµes faible distance au niveau de la ligne droite
qui joint A µa B. Nous n'avons pas ici d'approximation li¶ee au principe de Huyghens, puisqu'il n'y a
pas de diaphragme. Pour une surface Sn su±samment r¶eguliµere, les approximations assimilant l'onde
incidente µa une onde plane (au moins localement) et la surface µa un plan (localement lµa aussi) sont
sans doute valables. On aura donc:

ÁB '
Z
Sn
Ân
Án(rn) exp(ikjrn ¡ rBj)

jrn ¡ rBj dSn ; (3.10)

oµu rn est la position courante sur Sn, Án l'amplitude en ce point et Ân le facteur d'inclinaison
g¶eom¶etrique.

L'amplitude Án peut elle aussi s'exprimer comme l'int¶egrale sur une surface Sn¡1, proche de Sn. Et
ainsi de suite, jusqu'µa une surface S1 entourant imm¶ediatement le point source A. On aura ¯nalement
Á comme une int¶egrale sur toutes les surfaces simultan¶ement, c'est µa dire, aussi bien, une int¶egrale sur
toutes les lignes bris¶ees qui passent de A µa B en s'appuyant sur les surfaces interm¶ediaires. Le terme
µa int¶egrer contient des termes d'amplitudes, lentement variables et de peu d'importance comme on le
verra. Le terme important est le terme de phase qui s'¶ecrit simplement:

exp[ik(AM1 +M1M2 + ¢ ¢ ¢+MnB)] = e
ikL ; (3.11)

oµu les Mi sont les points de la ligne bris¶ee sur les surfaces interm¶ediaires et L est la longueur totale
de la ligne bris¶ee.

Les phases associ¶ees µa deux lignes bris¶ees di®¶erentes sont complµetement di®¶erentes dµes que ces
lignes s'¶ecartent l'une de l'autre d'une petite fraction de ¸. Les amplitudes ¶etant comparables, les
contributions µa l'amplitude de toutes ces lignes sont n¶egligeables. Toutes, sauf celles qui se trouvent
au voisinage d'une trajectoire qui rend extr¶emale la longueur du trajet. Il s'agit en l'occurrence d'un
minimum et de la simple ligne droite entre A et B. Toutes les trajectoires ne s'¶ecartant que de quelques
¸ par rapport µa cette ligne contribuent de fa»con ¶equivalente µa la somme. Toutes les trajectoires passant
plus loin ont une in°uence n¶egligeable. On peut donc ins¶erer un diaphragme de taille grande devant
¸ au voisinage de cette ligne droite sans modi¯er la propagation: on retrouve bien, de fa»con moins
qualitative, la notion de rayon lumineux.

Notons que le raisonnement que nous faisons ici dans le domaine optique peut s'appliquer, avec des
modi¯cations mineures, µa la m¶ecanique quantique. On trouve qu'une amplitude de transition est la
somme d'amplitudes associ¶ees µa tous les chemins possibles entre l'¶etat initial et l'¶etat ¯nal. Dans une
limite semi{classique, les e®ets quantiques sont presque n¶egligeables et seuls contribuent les chemins
situ¶es µa quelques longueurs d'onde de de Broglie de la trajectoire classique.

Le raisonnement pr¶ec¶edent peut être ais¶ement modi¯¶e pour prendre en compte les inhomog¶en¶eit¶es
de l'indice de r¶efraction du milieu. Le vecteur d'onde local ¶etant proportionnel µa l'indice, on trouve
que le facteur de phase peut s'¶ecrire dans ce cas:

exp[ik0(n1AM1 + n2M1M2 + ¢ ¢ ¢+ nnMnB)] = e
ik0
R
ndl ; (3.12)

oµu ni est l'indice au voisinage du point Mi. On trouve donc que ne contribuent notablement que les
trajectoires situ¶ees au voisinage imm¶ediat de celles qui extr¶emalisent l'int¶egrale

R
ndl, c'est µa dire le

temps de parcours. En un mot, nous retrouvons le principe de Fermat qui est µa la base de l'optique
g¶eom¶etrique. Encore une fois, ces raisonnements ne sont que qualitatifs. Nous les rendrons beaucoup
plus pr¶ecis dans l'appendice 4.
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Appendice 1

Jauges

Nous reviendrons trµes briµevement dans cet appendice sur les problµemes de choix de jauge. Nous savons
bien que les ¶equations de Maxwell et donc toutes les pr¶edictions physiques sont invariantes dans une
modi¯cation des potentiels s'¶ecrivant:

A0¹ = A¹ + @¹Á (1.1)

en notations quadridimensionnelles ou

A0 = A+rÁ (1.2)

V 0 = V ¡ @Á
@t

(1.3)

en notations standard, Á ¶etant, dans ces expressions, une fonction arbitraire de l'espace et du temps.
On peut utiliser cette libert¶e de jauge pour tenter de simpli¯er la forme des ¶equations d¶ecrivant les
potentiels.

Le choix le plus r¶epandu, celui que nous avons d¶ejµa largement utilis¶e, est celui de la jauge de
Lorentz qui s'¶ecrit:

@¹A¹ = 0 (1.4)

ou encore

r ¢A+ 1

c2
@V

@t
= 0 : (1.5)

Cette jauge a plusieurs m¶erites. D'abord, elle est r¶ealisable. Partant de potentiels A0¹ v¶eri¯ant
une condition de jauge arbitraire, on peut leur rajouter la 4{divergence d'une fonction Á pour qu'ils
v¶eri¯ent la jauge de Lorentz. Il su±t pour cela de r¶esoudre:

@¹@
¹Á = @¹A0¹ ; (1.6)

ce qui est possible avec des conditions aux limites ordinaires (tous les potentiels nuls µa l'in¯ni dans
l'espace temps). Ensuite, la jauge de Lorentz est explicitement covariante : elle s'¶ecrit comme la nullit¶e
d'un 4{scalaire. En¯n, et ce n'est pas son moindre m¶erite, elle conduit µa des ¶equations aux potentiels
extrêmement simples, puisqu'elles d¶ecouplent le potentiel vecteur dont la seule source est le courant
et le potentiel scalaire dont la seule source est la densit¶e de charges. Nous avons vu dans le premier
chapitre que ces ¶equations admettaient la solution explicite en termes de potentiels retard¶es.

Si la jauge de Lorentz pr¶esente des avantages importants, il en est une autre qui est largement
utilis¶ee, en particulier dans le domaine de la physique atomique. C'est la jauge de la magn¶etostatique,
ou jauge de Coulomb. Elle s'¶ecrit

r ¢A = 0 : (1.7)

Manifestement, elle n'est pas covariante. Si elle est satisfaite dans un r¶ef¶erentiel, elle ne le sera plus
aprµes une transformation de Lorentz. Cette jauge n'a donc de sens que dans un r¶ef¶erentiel donn¶e,
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dans lequel nous nous placerons d¶esormais. Nous devons maintenant v¶eri¯er que cette jauge peut être
satisfaite. Supposons qu'on ait des potentiels A0 et V 0 qui ne satisfont pas µa la jauge de Coulomb.
Les potentiels issus d'une transformation de jauge y satisferont µa condition que ¢Á = ¡r ¢ A0.
Cette ¶equation est l'¶equation de Poisson de l'¶electrostatique qui admet une solution unique avec des
conditions aux limites convenables. On peut donc toujours choisir de travailler en jauge de Coulomb.

Ecrivons maintenant les ¶equations aux potentiels dans cette jauge. En raison de la jauge, r ¢E =
¡¢V et l'¶equation de V s'¶ecrit simplement:

¢V = ¡ ½
²0
: (1.8)

C'est tout simplement l'¶equation de l'¶electrostatique. En jauge de Coulomb, le potentiel scalaire se
calcule comme en ¶electrostatique. C'est donc un potentiel instantan¶e, en ce sens que le potentiel en
r; t d¶epend des sources en r1 au même instant:

V =
1

4¼²0

Z
½(r1; t)

jr¡ r1j d
3r1 : (1.9)

Bien sûr, l'¶electromagn¶etisme ne violera pas pour autant la causalit¶e relativiste. Les champs ¶electriques,
eux, ne d¶ependront que des sources aux instants retard¶es. Clairement, tout l'int¶erêt de la jauge de
Coulomb r¶eside dans cette simplicit¶e du potentiel scalaire. En physique atomique, par exemple, on
traite le couplage d'un atome, en liaison coulombienne, avec un champ oscillant. Tout naturelle-
ment, la jauge de Coulomb s¶eparera dans la dynamique du systµeme le champ statique liant l'¶electron,
repr¶esent¶e par le simple potentiel scalaire, du champ oscillant incident.

L'¶equation au potentiel vecteur est en revanche plus complexe. En ¶ecrivant que r £ B = r £
(r £A) = ¹0j + (1=c2)@E=@t et en substituant l'¶equation donnant le champ ¶electrique en fonction
des potentiels:

A = ¡¹0j+ 1

c2
@rV
@t

: (1.10)

Cette ¶equation est beaucoup plus complexe que l'¶equation au d'alembertien obtenue en jauge de
Lorentz. Elle couple e®ectivement le potentiel vecteur au gradient du potentiel scalaire. En un mot,
la r¶esolution d'un problµeme d'¶electromagn¶etisme en jauge de Coulomb revient µa d'abord trouver le
potentiel scalaire ¶electrostatique, pour ensuite l'utiliser comme terme source dans le potentiel vecteur.
Nous verrons dans le prochain appendice comment on peut aborder le problµeme en s¶eparant variables
longitudinales et transverses du champ.



Appendice 2

Espace r¶eciproque

Nous utiliserons dans cet appendice la transformation de Fourier sur les variables d'espace (nous
garderons le temps µa part pour conserver sous forme directe les propri¶et¶es dynamiques) pour transposer
les ¶equations de Maxwell dans l'espace r¶eciproque. Aprµes avoir d¶e¯ni les transformations mises en jeu,
nous d¶e¯nirons dans le premier paragraphe les champs transverses et longitudinaux. Nous montrerons,
dans le second paragraphe, que la jauge de Coulomb introduite dans l'appendice pr¶ec¶edent permet
de s¶eparer trµes naturellement la dynamique des champs longitudinaux, purement ¶electrostatiques, de
celle des champs transverses. Nous nous pencherons alors sur la dynamique des champs transverses
dans l'espace libre et nous explorerons l'analogie formelle entre l'¶electromagn¶etisme et la dynamique
de l'oscillateur harmonique en introduisant les variables normales du champ. Nous montrerons en¯n,
dans un dernier paragraphe, le lien entre cette approche et la d¶ecomposition en ondes planes introduite
dans les classes ¶el¶ementaires.

Au delµa d'une simple curiosit¶e, cet appendice est en fait une introduction directe µa la quan-
ti¯cation du champ. C'est en e®et en termes de variables normales ou de collection d'oscillateurs
harmoniques qu'on quanti¯e le champ. Nous n'aborderons pas du tout ici cette quanti¯cation dont
nous ne ferons que planter les jalons classiques. Un expos¶e trµes clair en est donn¶e dans \Introduction
µa l'¶electrodynamique quantique" de Cohen, Dupont-Roc et Grynberg.

2.1 Espace r¶eciproque

Nous allons simplement ¶ecrire dans ce paragraphe les ¶equations de l'¶electromagn¶etisme (¶equations de
Maxwell et ¶equations aux potentiels) en termes de transform¶ees de Fourier spatiales (l'approche est
donc un peu di®¶erente de ce que nous avions fait pour ¶etablir l'expression de la fonction de Green).
Les op¶erateurs de l'analyse vectorielle devenant de simples vecteurs, l'¶ecriture de ces ¶equations sera
bien sûr beaucoup plus simple que dans l'espace r¶eel.

2.1.1 Transformation de Fourier

Nous transformerons les quantit¶es scalaires et vectorielles. Le champ ¶electrique s'¶ecrira par exemple:

E(r; t) =
1

(2¼)3=2

Z
d3kE(k; t)eik¢r : (2.1)

La transformation inverse s'¶ecrit:

E(k; t) = 1

(2¼)3=2

Z
d3rE(r; t)e¡ik¢r : (2.2)

Le champ ¶electrique ¶etant r¶eel, il v¶eri¯e:

E¤(r; t) = E(r; t) : (2.3)
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On a donc: Z
E¤(k; t)e¡ik¢rd3k =

Z
E(k; t)eik¢rd3k =

Z
E(¡k; t)e¡ik¢rd3k : (2.4)

Si cette propri¶et¶e est vraie pour tout r, alors:

E(¡k; t) = E¤(k; t) : (2.5)

Nous ferons la même op¶eration sur le champ magn¶etique (transform¶ee de Fourier B), les potentiels A
et V et les sources (~½ et ~j). En termes de ces variables, les ¶equations de Maxwell s'¶ecrivent simplement:

ik£ E = ¡ _B (2.6)

ik£B = ¹0~j+ _E=c2 (2.7)

ik ¢ E = ~½=²0 (2.8)

ik ¢B = 0 (2.9)

(nous avons indiqu¶e par un point les d¶erivations temporelles dans l'espace r¶eciproque pour all¶eger les
notations). L'¶equation de conservation de la charge devient:

ik ¢~j+ _~½ = 0 ; (2.10)

les liens entre champs et potentiels s'¶ecrivent:

B = ik£A (2.11)

E = ¡ikV ¡ _A : (2.12)

En¯n les jauges de Coulomb et de Lorentz s'¶ecrivent respectivement:

ik ¢A = 0 (2.13)

et

ik ¢A+ _V=c2 = 0 : (2.14)

Le lecteur pourra µa titre d'exercice transposer ainsi d'autres ¶equations importantes de l'¶electromagn¶e-
tisme.

2.1.2 Champs longitudinaux et transverses

Les ¶equations de Maxwell dans l'espace r¶eciproque font intervenir des produits scalaires et vectoriels
avec le vecteur d'onde. Il est donc logique et probablement fructueux de d¶ecomposer les champs et po-
tentiels vectoriels en leurs composantes longitudinales, parallµeles µa k, et transverses, perpendiculaires
µa k. Introduisant le vecteur unitaire ∙ = k=k, nous d¶e¯nirons par exemple la partie longitudinale du
champ ¶electrique dans l'espace r¶eciproque par:

Ek = (∙ ¢ E)∙ (2.15)

et la partie tranverse par:

E? = ∙£ (E £ ∙) : (2.16)

Le champ ¶electrique total dans l'espace r¶eciproque est bien sûr la somme de ses composantes longitu-
dinales et transverses:

E(k; t) = Ek + E? : (2.17)

La même d¶ecomposition peut s'e®ectuer pour le champ magn¶etique et le potentiel vecteur.
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La lin¶earit¶e de la transformation de Fourier nous permet alors d'¶ecrire les champs dans l'espace
r¶eel comme une somme de deux composantes, transform¶ees de Fourier inverses des champs transverses
et longitudinaux dans l'espace r¶eciproque. On aura ainsi:

E(r; t) = Ek(r; t) +E?(r; t) ; (2.18)

oµu Ek est la transform¶ee de Ek et E? celle de E?. Il est ¶evident que les d¶esignations \longitudinal" ou
\transverse" ne correspondent µa aucune propri¶et¶e g¶eom¶etrique particuliµere dans l'espace r¶eel. Seuls les
champs dans l'espace r¶eciproque ont une interpr¶etation g¶eom¶etriquement simple. Notons aussi qu'on
peut exprimer directement les composantes transverses (et donc, par di®¶erence, longitudinales) du
champ dans l'espace r¶eel µa partir du champ total. La transformation fait intervenir un noyau int¶egral
qu'on trouvera d¶etaill¶e dans Introduction µa l'¶electrodynamique quantique de Cohen. On y constatera
que l'expression d'une des composantes du champ transverse fait apparâ³tre toutes les composantes
du champ complet.

Les conditions de Jauge s'expriment facilement en fonction des composantes transverses et longi-
tudinales. La jauge de Coulomb, en particulier, devient trµes simple, puisqu'elle exprime simplement
que le potentiel vecteur A est purement transverse. On a donc:

Ak = 0 : (2.19)

Cette jauge, en d¶epit de son manque d'invariance relativiste, rend beaucoup plus simple la g¶eom¶etrie
des champs dans l'espace r¶eciproque.

Nous nous placerons donc, jusqu'µa la ¯n de cet appendice, en jauge de Coulomb.
Comme A est transverse, k £A = B l'est aussi, ainsi que @A=@t. En revanche, le gradient du

potentiel scalaire est longitudinal. On a donc directement:

E? = ¡ _A (2.20)

Ek = ¡ikV : (2.21)

En jauge de Coulomb, le potentiel scalaire se calcule comme en ¶electrostatique. Le champ ¶electrique
longitudinal dans l'espace r¶eel Ek est donc simplement le champ ¶electrique calcul¶e comme en ¶electrosta-
tique! On voit ici, de maniµere plus d¶etaill¶ee que dans l'appendice pr¶ec¶edent, tout l'int¶erêt de la jauge de
Coulomb pour traiter un problµeme de physique atomique. Consid¶erons un atome d'hydrogµene soumis
µa une onde plane et essayons d'¶ecrire les ¶equations du mouvement de l'¶electron. L'onde incidente n'a
pas de potentiel scalaire. Le champ ¶electrique longitudinal est donc entiµerement dû au proton. Il se
calcule comme en ¶electrostatique et donne un potentiel de liaison Coulombien en 1=r. L'onde plane,
pour sa part, contribue uniquement µa la partie transverse des champs. De maniµere toute naturelle, la
jauge de Coulomb s¶epare la contribution, en g¶en¶eral dominante, de l'interaction ¶electrostatique avec
le noyau de la contribution du champ incident. Cette derniµere peut souvent être consid¶er¶ee comme
une perturbation simple par rapport au champ de liaison (ce n'est que dans le domaine des impulsions
laser trµes brµeves et trµes intenses qu'on peut sortir de ce r¶egime et atteindre même des situations oµu le
champ de liaison devient une petite perturbation par rapport au champ laser incident).

2.2 Variables normales

Nous allons dans ce paragraphe souligner l'analogie trµes forte entre la dynamique des champs ¶electro-
magn¶etiques et celle d'une collection d'oscillateurs harmoniques. On avait d¶ejµa pu prendre conscience
de cette analogie en ¶ecrivant la densit¶e de lagrangien du champ ¶electromagn¶etique, en E2 ¡B2, et en
remarquant l'analogie formelle avec le lagrangien d'un oscillateur unidimensionnel, en v2 ¡ x2. Pour
ne pas trop alourdir le d¶ebat, nous ne discuterons de cette analogie que dans l'espace libre de charges
et de courants.
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2.2.1 Electromagn¶etisme dans l'espace libre

Si ~½ et ~j sont nuls, les ¶equations de Maxwell dans l'espace r¶eciproque se simpli¯ent beaucoup. On a

_E = ic2k£B (2.22)

et
_B = ¡ik£ E (2.23)

Les champs ¶electriques et magn¶etiques sont strictement transverses. On en d¶eduit µa nouveau que le
potentiel scalaire V est nul.

Nous introduirons, pour d¶ecrire le champ, deux nouvelles variables que nous nommerons variables
normales du champ:

®(k; t) = ¡ i

2N (E ¡ c∙£B) (2.24)

¯(k; t) = ¡ i

2N (E + c∙£B) : (2.25)

Ce changement de variables et bien sûr inversible et ® et ¯ su±sent µa d¶eterminer complµetement les
champs. Dans les expressions pr¶ec¶edentes, N est un facteur de normalisation, pouvant d¶ependre de
k mais pas de t, que nous ne pr¶eciserons pas davantage1. Notons ¶egalement que, par construction,
ces variables sont uniquement transverses. La condition de r¶ealit¶e des champs E¤(k; t) = E(¡k; t) se
re°µete sur ® et ¯. On v¶eri¯era imm¶ediatement, par simple substitution, que:

¯¤(k; t) = ¡®(¡k; t) (2.26)

®¤(k; t) = ¡¯(¡k; t) : (2.27)

Ces expressions prouvent que les variables ¯ sont d¶etermin¶ees de fa»con univoque dµes que l'on connâ³t
les ®, qui sont donc les seuls paramµetres dynamiques libres ou encore les seuls degr¶es de libert¶e du
problµeme. Nous allons donc en ¶ecrire les ¶equations dynamiques.

2.2.2 Dynamique des variables normales

On ¶ecrit _® par simple d¶erivation et on remplace les d¶eriv¶ees temporelles des champs ¶electriques et
magn¶etiques par les ¶equations de Maxwell correspondantes. On a donc:

_® = ¡ i

2N (
_E ¡ c∙£ _B)

=
ck

2N [c∙£B + ∙£ (∙£ E)] : (2.28)

Le dernier terme dans le crochet de la seconde ligne est simplement ¶egal µa ¡E puisque le champ est,
dans le vide, purement transverse. On a donc ¯nalement:

_® = ¡ick® = ¡i!® ; (2.29)

en posant, une fois de plus, ! = ck.
Pour comparer cette ¶equation µa celle de la dynamique d'un oscillateur, nous consid¶ererons un

mouvement unidimensionnel avec la coordonn¶ee x et l'impulsion conjugu¶ee p. Le hamiltonien s'¶ecrit
H = p2=2m+m!x2=2. En posant

® = x+ ip=m! ; (2.30)

1Sa valeur ne doit être pr¶ecis¶ee que quand on procµede µa la quanti¯cation du champ ¶electromagn¶etique. On choisit
alors le facteur N , en fonction du volume dans lequel on quanti¯e le champ, pour que l'¶energie d'un photon unique soit
pr¶ecis¶ement ¶egale µa hº.
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(on notera la similarit¶e avec les variables normales du champ), on trouve:

_® = ¡i!® ; (2.31)

pr¶ecis¶ement l'¶equation d¶ecrivant l'¶evolution de la variable normale du champ.

Chaque vecteur d'onde est donc associ¶e µa une variable normale (µa deux dimensions puisque trans-
verse) qui a la même dynamique qu'un oscillateur harmonique. Notons que l'on peut se ramener µa un
problµeme µa une dimension. Pour chaque k, on peut d¶e¯nir deux vecteurs de base orthogonaux µa k,
" et "02. En ¶ecrivant que ® = ®"" + ®"0"0, on montre que les deux variables normales scalaires ®"
et ®"0 ont la dynamique d'un oscillateur harmonique unidimensionnel. Si on appelle mode du champ
une valeur de k et une polarisation, chaque mode du champ ¶electromagn¶etique est un oscillateur
harmonique.

Nous avons franchi lµa une ¶etape essentielle vers la quanti¯cation du champ. On apprend, dans les
premiers cours de m¶ecanique quantique, µa quanti¯er l'oscillateur harmonique. Ses niveaux d'¶energie
sont non d¶eg¶en¶er¶es, ¶egaux µa (n + 1

2)¹h!, oµu n est un nombre entier positif ou nul qui d¶ecrit le
nombre d'excitations ¶el¶ementaires ou quanta ou phonons. L'¶energie d'un mode quanti¯¶e du champ
prend donc le même ensemble de valeurs. Le nombre n d¶ecrit alors le nombre de quanta d'¶energie
¶electromagn¶etique, le nombre de photons en un mot. Comme toujours en m¶ecanique quantique, les
variables classiques sont remplac¶ees par des op¶erateurs. Les variables ®" sont remplac¶ees par les
op¶erateurs d'annihilation de photons qui transforment l'¶etat jni µa n photons en l'¶etat pnjn ¡ 1i µa
n¡ 1 photons (l'op¶erateur adjoint ay ¶etant ¶evidemment l'op¶erateur de cr¶eation de photons).

Tant que la quanti¯cation se limite µa un seul mode (µa une seule valeur de k et de "), il n'y a
aucune di±cult¶e. La plupart des exp¶eriences modernes d'optique quantique peuvent se d¶ecrire assez
pr¶ecis¶ement en termes de photons et des op¶erateurs a et ay. En e®et, dans la plupart de ces exp¶eriences,
on ne s'int¶eresse qu'µa quelques modes, d¶e¯nis par des faisceaux laser ou par des cavit¶es r¶esonnantes.
La situation se complique un peu quand on veut consid¶erer l'espace libre. Il faut alors sommer tous
les modes. L'¶energie du fondamental (aucun photon dans aucun mode) ou du vide de rayonnement
devient alors in¯nie. Il s'agit en e®et de sommer les ¶energies de point 0, 1=2¹h!, d'une in¯nit¶e de
modes. Un z¶ero d'¶energie in¯ni ne serait pas trop grave mais il y a des problµemes plus s¶erieux. L'e®et
de ce continuum de modes vides sur un atome, par exemple, est divergent: les niveaux d'¶energie
sont in¯niment modi¯¶es par ce couplage. Il faut donc se d¶ebarrasser soigneusement de ces in¯nis,
de ces divergences dues µa des sommations sur tous les modes. Les techniques modernes de th¶eorie
des champs, de renormalisation, le permettent. En un mot (plus que qualitatif) on peut comprendre
qu'une particule charg¶ee isol¶ee du champ n'existe pas. Un ¶electron, par exemple, est \habill¶e" par les
°uctuations de vide. Cet habillage produit une modi¯cation in¯nie des paramµetres (masse, charge) de
la particule \nue". Mais ce que nous mesurons dans une exp¶erience, la masse ou la charge physique,
sont des quantit¶es ¯nies qui tiennent compte de cet habillage. En introduisant dans la th¶eorie des
paramµetres qui ne sont pas ceux d'une charge isol¶ee mais d'une charge en interaction avec le vide de
rayonnement, on peut se d¶ebarrasser de ces in¯nis et obtenir même des pr¶edictions quantitatives d'une
pr¶ecision remarquable.

2.2.3 D¶ecomposition en ondes planes

Ayant explicitement la dynamique des variables normales, nous pouvons, toujours dans l'espace libre,
¶ecrire la dynamique du champ dans l'espace r¶eel. On a:

® = ®"(k; 0)e
¡i!t"+ ®"0(k; 0)e¡i!t"0 : (2.32)

2Nous prenons ici une base de polarisations lin¶eaires, ce qui est le plus commode µa ¶ecrire. On pourrait aussi d¶ecomposer
les variables normales sur une base de polarisations circulaires en prenant une base constitu¶ee de superpositions lin¶eaires
µa coe±cient complexes de nos vecteurs.
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En portant cette expression dans celle du champ transverse:

E = iN [®(k; t)¡®¤(¡k; t)] (2.33)

(nous avons utilis¶e le lien entre ¯ et ®) et en faisant la transform¶ee de Fourier inverse, on trouve
¯nalement:

E = 2Re
i

(2¼)3=2

Z
d3kN (k)

X
"
®""e

i(k¢r¡!t) ; (2.34)

oµu la somme sous l'int¶egrale porte sur deux polarisations transverses arbitraires pour chaque valeur
de k. Cette expression est sans surprise. On retrouve, par des voies un peu d¶etourn¶ees, le fait que
le champ dans l'espace libre peut se d¶ecomposer comme une somme d'ondes planes, transverses, de
polarisations lin¶eaires.



Appendice 3

Faisceaux gaussiens

Nous chercherons µa donner, dans cet appendice, un modµele raisonnable de faisceau laser. Trµes claire-
ment, l'onde plane ne convient pas pour d¶ecrire ces faisceaux. Ils sont bien localis¶es transversalement.
Leur divergence, assez faible, est de l'ordre de la limite impos¶ee par les lois de la di®raction et leur
extension transverse. Quand on s'¶eloigne de l'axe, l'intensit¶e est d'abord stationnaire, puis d¶ecrô³t
lentement. En¯n, quand on focalise un tel faisceau au moyen d'une lentille, il existe une taille mini-
male µa la tache focale. Nous allons essayer, µa partir de la th¶eorie de la di®raction, de construire un
modµele raisonnable pour un tel faisceau dans le premier paragraphe. Nous adopterons une d¶emarche
pragmatique mais on pourrait la rendre plus rigoureuse et plus convaincante en montrant qu'on con-
struit ainsi, au moins dans le cadre d'une approximation paraxiale, une solution explicite des ¶equations
de Maxwell dans l'espace libre.

Le deuxiµeme paragraphe sera consacr¶e µa une revue des propri¶et¶es essentielles des modes gaussiens.
Nous nous pencherons aussi briµevement sur les modes d'ordre sup¶erieur. Nous discuterons ensuite,
dans le paragraphe suivant, des liens entre faisceaux gaussiens et cavit¶es laser. Nous montrerons
en particulier qu'une superposition stationnaire de deux faisceaux gaussiens respecte naturellement
les conditions aux limites impos¶ees par deux miroirs sph¶eriques dans une con¯guration Fabry Perot.
Nous aurons alors compris pourquoi les lasers produisent e®ectivement le plus souvent des modes
gaussiens. En¯n, nous conclurons ce chapitre par un bref survol de l'optique des modes gaussiens, en
nous penchant en particulier sur les transformations de modes au passage par une lentille.

3.1 Construction d'un mode gaussien

Les modes laser sont relativement invariants par translation. Ils divergent l¶egµerement mais la forme
de la r¶epartition d'amplitude dans un plan perpendiculaire µa l'axe change peu. Or les modi¯cations de
cette forme peuvent être d¶ecrits par la th¶eorie de la di®raction. L'amplitude en un plan lointain peut
se calculer, en premiµere approximation, comme la transform¶ee de Fourier de l'amplitude en un plan
proche de l'origine. La seule fonction dont la forme reste invariante par transformation de Fourier est
la gaussienne. Il est donc naturel d'essayer de construire un faisceau dont la r¶epartition d'amplitude
dans un plan transverse soit gaussienne.

Nous consid¶ererons donc un faisceau d'axe optique Oz. Un plan transverse passant par l'origine
sera rep¶er¶e par les axes Ox1 et Oy1. Nous noterons Á l'amplitude du champ ou plutôt d'une des
composantes du potentiel. Nous supposerons donc que, dans le plan passant par O, la r¶epartition
d'amplitude est de la forme:

Á(x1; y1) = Á0e
¡(x21+y21)=w20 : (3.1)

Dans tous les calculs, nous omettrons toujours les facteurs exp¡i!t. Il est ¶evident, surtout pour
des faisceaux laser, que nous ne consid¶ererons que des champs monochromatiques. La d¶ependance
temporelle est alors simplement en facteur de toutes nos expressions et peut être simplement omise. Á0
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est une amplitude que nous pouvons supposer r¶eelle sans restreindre la g¶en¶eralit¶e. Nous appellerons,
pour des raisons qui seront ¶evidentes dans le prochain paragraphe, w0 le \waist" du faisceau. Nous
supposerons le waist notablement plus grand que ¸, longueur d'onde du faisceau. Si ce n'¶etait pas le
cas, aucun calcul analytique ne serait possible µa partir de la th¶eorie de la di®raction.

Nous chercherons, µa partir de lµa, µa calculer la r¶epartition d'amplitude dans un plan Mxy, perpen-
diculaire µa Oz, M ¶etant situ¶e µa la cote z. Nous ne nous cantonnerons pas pour ce calcul au r¶egime de
Fraunhofer. Nous laisserons, µa titre d'exercice, le lecteur le traiter. Il est ¶evident que l'on trouvera une
r¶epartition gaussienne de l'intensit¶e, avec une largeur variant lin¶eairement avec la distance z. Cette
approximation ne permet pas de d¶e¯nir correctement le faisceau pour des distances z de l'ordre de
w0. Nous allons voir que le principe de Huygens, dans ce cas trµes simple, permet de s'a®ranchir de
l'approximation de Fraunhofer et d'e®ectuer un calcul plus pr¶ecis, valable dans cette r¶egion. Bien sûr,
nous retrouverons les r¶esultats de Fraunhofer pour des distances su±samment grandes.

Nous avons en e®et:

Á(x; y) =
1

i¸

Z
dx1dy1 Â

Á(x1; y1)

jr¡ r1j e
ikjr¡r1j ; (3.2)

avec les notations standard du chapitre 2. Les vecteurs r1 et r sont ici de coordonn¶ees respectives
(x1; y1; 0) et (x; y; z). Nous allons maintenant approcher l'int¶egrande en supposant que l'observation
n'est pas µa trop courte distance. Comme pour la di®raction de Fraunhofer, nous allons traiter trµes
cavaliµerement les termes d'amplitude en confondant jr ¡ r1j avec jzj (approximation qui tiendra si
la distance d'observation n'est pas trop petite par rapport au waist). Le faisceau est ¶evidemment
sym¶etrique par rapport au plan z = 0. Nous supposerons donc dans la suite z > 0 et reconstruirons
ensuite l'autre partie du faisceau par sym¶etrie. Nous traiterons aussi cavaliµerement le facteur Â que
nous supposerons ¶egal µa 1, ce qui est sans doute assez bien v¶eri¯¶e dans le cadre d'une approximation
paraxiale. En revanche, nous d¶evelopperons la phase µa un ordre plus ¶elev¶e que pour le calcul de
Fraunhofer:

ikjr¡ r1j ' ik
Ã
z +

(x¡ x1)2
2z

+
(y ¡ y1)2
2z

!
: (3.3)

En tenant compte de la r¶epartition suppos¶ee dans le plan Ox1y1, on a:

Á(x; y) =
Á0
i¸

eikz

z

Z
dx1dy1 exp

Ã
¡x

2
1 + y

2
1

w20

!
exp ik

"
(x¡ x1)2

2z
+
(y ¡ y1)2
2z

#
: (3.4)

Cette int¶egrale est explicitement calculable, puisqu'elle ne fait intervenir que des facteurs gaussiens.
Pour faire le calcul, nous allons r¶earranger les termes en x pour faire apparâ³tre un carr¶e. On se
convaincra sans problµemes que:

¡ x
2
1

w20
+ ik

(x¡ x1)2
2z

=
ik

2z

µ
1 +

2iz

kw20

¶"
x21 ¡

2xx1
1 + 2iz=kw20

+
x2

1 + 2iz=kw20

#

=
ik

2z

µ
1 +

2iz

kw20

¶ ∙
x1 ¡ x

1 + 2iz=kw20

¸2
¡ ik

2z

x2

1 + 2iz=kw20
+
ik

2z
x2 (3.5)

Les termes en x2 sont des constantes pour l'int¶egration qui nous occupe et peuvent donc être mis de
côt¶e. En les regroupant et en se livrant µa des op¶erations identiques sur les z, on peut ¶ecrire:

Á(x; y) =
Á0
i¸

eikz

z
exp

Ã
¡ x2 + y2

w20(1 + 2iz=kw
2
0)

!Z
dx1dy1

exp

"
ik

2z
(1 + 2iz=kw20)

µ
x1 ¡ x

1 + 2iz=kw20

¶2#

exp

"
ik

2z
(1 + 2iz=kw20)

µ
y1 ¡ y

1 + 2iz=kw20

¶2#
: (3.6)
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En posant u = x1 ¡ x=(1 + 2iz=kw20), l'int¶egrale sur x1 se ramµene µa:Z
D
du exp

∙µ
ik

2z
¡ 1

w20

¶
u2
¸
; (3.7)

le contour d'int¶egration dans le plan complexe ¶etant la droite D des points de valeur imaginaire ¶egale
µa Im (x=(1 + 2iz=kw20)). Consid¶erons le contour ferm¶e C constitu¶e de D, de l'axe r¶eel parcouru dans
le sens n¶egatif et de deux portions de cercle de l'in¯ni. La fonction µa int¶egrer n'admettant aucun pôle
dans le plan complexe, l'int¶egrale sur de contour est nulle. La contribution des portions µa l'in¯ni ¶etant
nulle elle aussi, l'int¶egrale sur D est ¶egale µa l'int¶egrale de la même fonction sur l'axe r¶eel. OrZ 1

¡1
du exp(¡®u2) =

q
¼=® (3.8)

même si ® est complexe, µa condition que les int¶egrales soient convergentes. Le produit des int¶egrales
sur x1 et y1 est donc simplement ¶egal µa ¼=[1=w

2
0 ¡ ik=2z] et on a:

Á =
eikz

i¸z

¼

1=w20 ¡ ik=2z
exp

Ã
¡ x2 + y2

w20(1 + 2iz=kw
2
0)

!
; (3.9)

ce qui achµeve notre calcul du point de vue formel. Avant d'aller plus loin, notons que, comme nous
l'esp¶erions, la r¶epartition d'amplitude est essentiellement gaussienne.

Pour all¶eger les notations, nous poserons:

b =
kw20
2
=
¼w20
¸

: (3.10)

Ce paramµetre joue visiblement un rôle central dans nos ¶equations. Nous l'appellerons, pour des raisons
qui apparâ³tront clairement dans l'avant dernier paragraphe de cet appendice, paramµetre confocal. On
peut alors d¶e¯nir deux longueurs utiles:

w(z) = w0

s
1 +

z2

b2
(3.11)

et

R(z) =
b2

z
+ z : (3.12)

On d¶e¯nira aussi une phase par

ª = arctan

∙
z

b

¸
: (3.13)

Avec ces d¶e¯nitions et un peu d'algµebre, on mettra le champ sous la forme

Á = eikz
w0
w(z)

e¡iªe¡(x
2+y2)=w2(z)eik(x

2+y2)=2R(z) (3.14)

Avant de discuter plus en d¶etails les propri¶et¶es de ce faisceau, dont la structure gaussienne est
¶evidente, il faudrait pr¶eciser ce qu'est la validit¶e de nos approximations. A priori, notre calcul n'est
correct que pour des distance z grandes par rapport au waist. En fait, l'expression que nous obtenons
est meilleure. Elle d¶ecrit correctement le faisceau pour toutes les distances. On pourra, pour s'en
convaincre, porter directement cette expression dans l'¶equation de propagation des potentiels. On
verra qu'elle est une solution de cette ¶equation µa condition de faire une approximation paraxiale (on
suppose les coordonn¶ees transverses lentement variables par rapport µa la longueur d'onde ou les angles
de di®raction faibles ce qui revient bien sûr au même). Nous avons donc, un peu par chance, exhib¶e
une solution approximative des ¶equations de Maxwell qui pr¶esente toutes les caract¶eristiques que nous
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souhaitions. Nous aurions pu, de maniµere plus syst¶ematique, partir des ¶equations de propagation et de
l'approximation paraxiale et en construire une solution. Nous aurions alors trouv¶e tout un ensemble
de solutions, dont celle que nous venons d'exhiber. Les autres, appel¶ees faisceaux gaussiens d'ordre
sup¶erieur, seront briµevement ¶evoqu¶ees dans le paragraphe suivant.

Nous n'avons ici calcul¶e, a priori, qu'une des composantes du potentiel. Il faudrait les ¶ecrire toutes
et d¶eriver correctement le potentiel pour trouver la structure des champs ¶electriques et magn¶etiques.
Si la divergence du faisceau n'est pas trop grande, on peut toutefois simpli¯er beaucoup le calcul.
Toutes les quantit¶es relatives au faisceau varient en e®et sur une ¶echelle de longueur beaucoup plus
grande que ¸. On pourra donc sans doute assimiler localement le faisceau gaussien µa une onde plane.
Les champs ¶electriques et magn¶etiques seront perpendiculaires µa la direction de propagation locale qui
est perpendiculaire aux surfaces d'onde ou surfaces d'¶egale phase du faisceau. Comme les ouvertures
sont faibles, les champs ont pratiquement une orientation constante sur le pro¯l du faisceau. En d¶epit
de la g¶eom¶etrie plus complexe, on peut donc continuer µa parler d'une polarisation unique pour notre
faisceau.

Notons en¯n qu'on peut construire des solutions exactes des ¶equations de Maxwell qui se r¶eduisent
dans le cadre paraxial aux modes gaussiens ordinaires mais qui les g¶en¶eralisent pour des divergences
arbitraires. On les nomme \complex source points" ou CSP. Elles sont obtenues en e®et en calculant
formellement le rayonnement ¶emis par un dipôle ponctuel situ¶e en iz le long de l'axe Oz. On obtient
alors une solution complµetement vectorielle des ¶equations de Maxwell. La forme d¶etaill¶ee est trop
complexe pour trouver sa place ici.

3.2 Propri¶et¶es essentielles

L'interpr¶etation physique de la formule (3.14) est relativement transparente. Le facteur exp(¡(x2 +
y2)=w2(z)) d¶ecrit une r¶epartition gaussienne de l'intensit¶e avec une largeur w(z). La fonction w,
normalis¶ee µa w0, est repr¶esent¶ee sur la ¯gure 3.1(a). Bien que nous n'ayons fait formellement le
calcul que pour z > 0, il est clair qu'il peut être ¶etendu dans la r¶egion z < 0 et que le faisceau est
sym¶etrique par rapport µa l'origine. Bien sûr, la largeur vaut exactement w0 en z = 0. Ensuite, le
faisceau s'¶elargit, une cons¶equence naturelle de la di®raction. A grande distance, la taille du faisceau
est pratiquement une fonction lin¶eaire de z, correspondant µa une ouverture angulaire constante. Cette
ouverture angulaire est ¶egale µa 2¸=¼w0, trµes voisine de ce qu'on obtient par des arguments qualitatifs de
di®raction µa la Fraunhofer. On notera en particulier que l'extension lat¶erale du faisceau est multipli¶ee
par

p
2 pour z = b. Si on imagine le faisceau µa trois dimensions, on comprendra bien pourquoi le

paramµetre w0 est appel¶e waist (\taille" en anglais).
Le facteur exp(ik(x2+ y2)=2R(z)) dans (3.14) a®ecte la phase du champ. Il coÄ³ncide avec la phase

d'une onde sph¶erique de rayon R(z). La surface ¶equiphase, ou surface d'onde, passant par z est donc
une sphµere de rayon R (µa des petites corrections prµes dues au terme en ª). Le rayon R est repr¶esent¶e,
normalis¶e µa b, en fonction de z=b sur la ¯gure 3.1(b). A trµes grande distance, R ' z. Le centre de
courbure des surfaces d'onde est donc l'origine. On retrouve lµa aussi une cons¶equence directe de la
formule de Huygens dans le r¶egime du champ lointain. En revanche, µa l'origine, R est in¯ni: la surface
d'onde est un plan, ce que nous avions e®ectivement suppos¶e initialement. Le rayon de courbure
minimal en module est atteint pour z = §b et vaut 2b. Cela justi¯e le nom de paramµetre confocal
choisi pour le paramµetre b. Les surfaces d'onde en z = §b forment en e®et deux sphµeres de même rayon
de courbure, le centre de l'une ¶etant situ¶e au sommet de l'autre. C'est pr¶ecis¶ement la con¯guration du
Fabry Perot confocal, largement utilis¶e en optique laser. Nous verrons dans le prochain paragraphe
de cet appendice comment relier la g¶eom¶etrie des modes gaussiens µa la cavit¶e laser qui les d¶e¯nit.

Le terme exp¡iª est une phase suppl¶ementaire. Le paramµetre ª est repr¶esent¶e en fonction de z=b
sur la ¯gure 3.1(c). Sur une ¶etendue de l'ordre de b, ª passe de ¡¼=2 µa ¼=2. Ce saut de phase par
passage au foyer est en fait bien connu en interf¶erom¶etrie classique. Des exp¶eriences telles que celles
des demi-lentilles montrent clairement que, pour un faisceau quelconque, la phase subit une rotation
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Figure 3.1: (a) Largeur w(z) d'un faisceau gaussien, normalis¶e µa w0 en fonction de z=b. (b) Rayon de courbure R(z)

de la surface d'onde, normalis¶e µa b, en fonction de z=b. (c) Phase ª normalis¶ee µa ¼ en fonction de z=b.
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R1 R2

O

Figure 3.2: Cavit¶e laser Fabry Perot. Elle est constitu¶ee de deux miroirs sph¶eriques de rayons de courbure R1 et R2

situ¶es en z1 < 0 et z2 > 0. Elle est de longueur L. Elle soutient un mode gaussien dont le waist est situ¶e µa l'origine.

de ¼ au passage d'un point focal. On trouvera dans le Born et Wolf des cartes d¶etaill¶ees (et fort
complexes) du champ ¶electrique au voisinage d'un foyer pour un faisceau µa pro¯l rectangulaire. Ici, la
g¶eom¶etrie du faisceau est beaucoup plus simple.

Le dernier terme qui m¶erite commentaire est le pr¶efacteur w0=w(z). Il exprime tout simplement
la conservation de l'¶energie. En prenant le module au carr¶e du \champ", on obtient un terme propor-
tionnel au °ux d'¶energie. L'int¶egrale du terme gaussien d'amplitude est alors proportionnel µa w. Le
pr¶efacteur r¶etablit la constance de l'¶energie transport¶ee le long du faisceau.

Nous n'avons consid¶er¶e en fait ici que le plus simple des faisceaux gaussiens. Nous aurions pu
choisir, dans le plan de r¶ef¶erence, une forme plus complexe oµu la gaussienne serait multipli¶ee par un
polynôme de Hermite en fonction de x1 et de y1. On retrouve alors un faisceau qui se propage en
conservant la même forme de r¶epartition d'amplitude. L'aspect du mode au voisinage de son waist est
constitu¶e de taches s¶epar¶ees par des z¶eros d'intensit¶e correspondant aux z¶eros des polynômes de Her-
mite dans les deux directions. Le mode gaussien d'ordre z¶ero est alors celui qui correspond au polynôme
le plus simple, une constante. Les autres faisceaux sont appel¶es \modes gaussiens d'ordre sup¶erieur".
On note souvent TEMnp ces faisceaux. TEM d¶esigne un mode transverse ¶electromagn¶etique. Les
champs ¶electriques et magn¶etiques sont en e®et perpendiculaires µa la direction de propagation, avec
l'approximation paraxiale. n et p d¶esignent les nombres de z¶eros des polynômes dans les directions
x1 et y1. Le mode gaussien fondamental est appel¶e TEM00. C'est en g¶en¶eral celui qu'on cherche
µa r¶ealiser, car il permet, µa divergence donn¶ee, d'obtenir la plus petite tache focale. Notons que les
di®¶erents modes gaussiens forment une base orthogonale de l'ensemble des faisceaux paraxiaux admet-
tant l'axe z comme direction de propagation (le produit scalaire ¶etant l'int¶egrale de recouvrement d'un
des faisceaux avec le complexe conjugu¶e de l'autre). Tout faisceau peut donc a priori se d¶ecomposer
sur cette base.

3.3 Cavit¶es laser

Un laser est g¶en¶eralement constitu¶e d'une cavit¶e Fabry Perot, plus ou moins remplie par un milieu
ampli¯cateur de lumiµere (voir ¯gure 3.2). Quand le gain sur un aller et retour dans la cavit¶e excµede
les pertes (µa travers les miroirs ou µa travers le milieu), l'intensit¶e se renforce dans un aller et retour.
On atteint alors le seuil d'oscillation: µa partir d'une petite °uctuation de champ, due par exemple
µa l'¶emission spontan¶ee par le milieu atomique, l'amplitude crô³t. Cette divergence est limit¶ee par
le ph¶enomµene de saturation, qui fait trµes g¶en¶eralement d¶ecrô³tre le gain du milieu ampli¯cateur en
fonction de l'intensit¶e pr¶esente dans la cavit¶e. On atteint alors un ¶equilibre entre gain et pertes et un
r¶egime stationnaire oµu l'intensit¶e reste constante.

Pour savoir quelle est la g¶eom¶etrie du faisceau produit par un tel laser, on peut chercher µa construire
un faisceau qui respecte les conditions aux limites impos¶ees par les miroirs. Il faut donc cr¶eer une
onde stationnaire µa partir de deux faisceaux ne di®¶erant que par leur direction de propagation dont
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les surfaces d'onde soient des sphµeres, coÄ³ncidant avec la surface des miroirs. Les modes gaussiens
fondamentaux conviennent a priori. En ¶ecrivant la condition d'existence d'une onde stationnaire et
l'accord entre le rayon de courbure des surfaces d'onde et celui des miroirs, nous pourrons d¶eterminer
complµetement la g¶eom¶etrie de ce faisceau µa partir de celle de la cavit¶e. C'est µa ce calcul que nous
allons nous employer.

La g¶eom¶etrie de la cavit¶e est repr¶esent¶ee sur la ¯gure 3.2. Nous noterons z1 la position du miroir
1 par rapport au waist de nos faisceaux gaussiens contrapropageants, z2 celle du miroir 2. En prenant
par convention l'origine de l'axe au waist des faisceaux, nous simpli¯erons beaucoup les ¶ecritures.
Toutefois, il ne faut pas perdre de vue que z1 est alors une inconnue (z2 ¶etant d¶etermin¶ee µa partir de
z1 par la longueur de la cavit¶e). Les rayons de courbure des miroirs seront not¶es respectivement R1 et
R2. Dans la con¯guration repr¶esent¶ee sur 3.2, nous conviendrons que les deux rayons de courbure sont
positifs. Les r¶esultats que nous allons obtenir sont plus g¶en¶eraux que cette g¶eom¶etrie et admettraient
que l'un ou l'autre des rayons de courbure soit n¶egatif.

La premiµere condition µa ¶ecrire est que l'on puisse former une onde stationnaire entre les deux
miroirs. Les deux faisceaux ayant des g¶eom¶etries identiques, il su±t d'¶ecrire les conditions pour le
faisceau aller. Si les surfaces d'onde sont confondues avec les miroirs, ce que nous imposerons dans un
moment, il su±t d'¶ecrire cette condition de phase aux sommets. La variation de phase sur le faisceau
aller, entre z1 et z2 doit donc valoir p¼ oµu p est un entier arbitraire. On doit donc avoir:

k(z2 ¡ z1) + ª(z2)¡ª(z1) = kL+ª(z2)¡ª(z1) = p¼ : (3.15)

L'¶equation est assez complexe, en raison des termes en ª. Elle admet toutefois une seule solution: la
longueur de la cavit¶e est ¯x¶ee de maniµere univoque quand on ¯xe p. On retrouve ici tout simplement
la condition de r¶esonance de la cavit¶e Fabry Perot. On peut ¯xer un peu les choses si la distance entre
les miroirs et entre miroirs et waist est grande devant le paramµetre confocal du faisceau (ce qui n'est
guµere le cas, comme nous le verrons, pour les cavit¶es standard). On a en e®et ª(z2) ¡ ª(z1) = ¼ et
la condition de r¶esonance s'¶ecrit simplement:

L = (p+
1

2
)
¸

2
; (3.16)

la condition obtenue naÄ³vement en n¶egligeant les termes en ª ¶etant L = p¸=2.
L'accord en rayon de courbure entre les surfaces d'onde et les miroirs s'¶ecrit donc simplement:

R(z1) = ¡R1 (3.17)

R(z2) = R2 ; (3.18)

le signe ¶etant impos¶e par nos conventions de prendre positifs les rayons de courbure des miroirs. Si
on y ajoute le fait que la longueur de la cavit¶e est L, nous avons µa r¶esoudre le systµeme:

z1 +
b2

z1
= ¡R1 (3.19)

z2 +
b2

z2
= R2 (3.20)

z2 ¡ z1 = L : (3.21)

Les inconnues sont le waist w0 du faisceau et sa position par rapport aux miroirs. Comme nous avons
choisi le waist comme origine, nous pourrons prendre comme inconnues z1 et z2 (la troisiµeme ¶equation
donnant trivialement l'un en fonction de l'autre). En soustrayant les deux premiµeres ¶equations, en
faisant syst¶ematiquement intervenir la distance z2 ¡ z1 c'est µa dire L, on ¶ecrira sans peine:

b2 = z1z2

µ
1¡ R1

L
¡ R2
L

¶
: (3.22)
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Introduisons alors deux nouveaux paramµetres donn¶es par:

g1 = 1¡ L

R1
(3.23)

g2 = 1¡ L

R2
: (3.24)

On a R1=L = 1=(1¡ g1) et:
b2 =

z1z2(g1g2 ¡ 1)
(1¡ g1)(1¡ g2) (3.25)

En multipliant la premiµere ¶equation de notre systµeme par z1, la deuxiµeme par z2 et en en faisant en¯n
la di®¶erence, nous avons aussi:

z22 ¡ z21 = L(z2 + z1) = R2z2 +R1z1 ; (3.26)

et
(L¡R2)z2 + (L¡R1)z1 = 0 : (3.27)

En divisant par R1R2, on en tire sans di±cult¶es:

g2
R1
z2 +

g1
R2
z1 = 0 : (3.28)

En exprimant en¯n z1 en fonction de L et z2, on obtient

z2 = L
g1R1

g2R2 + g1R1
(3.29)

ou encore

z2 = L
g1(1¡ g2)

g1 + g2 ¡ 2g1g2 : (3.30)

On en d¶eduit:

z1 = ¡L g2(1¡ g1)
g1 + g2 ¡ 2g1g2 (3.31)

et, par simple substitution:

b2 = L2
g1g2(1¡ g1g2)

(g1 + g2 ¡ 2g1g2)2 ; (3.32)

ce qui achµeve la r¶esolution du systµeme.
Nous avons donc ainsi exprim¶e la position et la valeur du waist du faisceau en fonction des

paramµetre g¶eom¶etriques de la cavit¶e. Nous n'aurons toutefois une solution acceptable que si b2 > 0,
c'est µa dire si:

0 < g1g2 < 1 : (3.33)

Le point repr¶esentatif de la cavit¶e dans un plan g1; g2 doit donc être dans le premier ou le troisiµeme
quadrant, entre les axes et les deux branches de l'hyperbole g1g2 = 1. Cette condition est une condition
de stabilit¶e pour la cavit¶e laser. On peut en e®et, d'un point de vue purement optique, remplacer les
trajets aller et retour entre les miroirs de la cavit¶e par une propagation dans une s¶erie de lentilles,
convergentes ou divergentes selon la courbure des miroirs, espac¶ees de L. Traiter ce petit problµeme
en optique g¶eom¶etrique ne pose aucun problµeme si on ¶ecrit la matrice de transfert correspondant µa
un passage par deux lentilles cons¶ecutives ou un aller et retour dans la cavit¶e. La propagation sur
un grand nombre de passages ou d'allers et retour sera d¶ecrite par cette matrice ¶elev¶ee µa une grande
puissance. En g¶en¶eral, la position ou l'angle du faisceau avec l'axe, qui sont les paramµetres naturels
de l'optique matricielle, divergent dans cette op¶eration. C'est seulement, comme on pourra le v¶eri¯er,
si la condition (3.33) est remplie que le rayon reste µa distance ¯nie de l'axe. Cette condition est donc
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une pure condition d'optique g¶eom¶etrique qui exprime que les deux miroirs con¯nent e®ectivement la
lumiµere au voisinage de l'axe.

On prend donc bien garde, sauf dans quelques cas particuliers (milieux de trµes grand gain) de
r¶ealiser des cavit¶es laser stables. Dans le plan g1; g2, nous pouvons examiner quelques points partic-
uliers, µa la frontiµere du domaine de stabilit¶e

² g1 = g2 = 0. On a alors R1 = R2 = L. La cavit¶e est une cavit¶e Fabry Perot confocale, le centre
de courbure d'un miroir ¶etant confondu avec le sommet de l'autre. C'est, de loin, la con¯guration
de cavit¶e la plus utilis¶ee en technologie laser. Elle pr¶esente, entre autres, l'avantage que les modes
gaussiens d'ordre sup¶erieur se trouvent d¶eg¶en¶er¶es en fr¶equence avec le mode fondamental. On
peut voir facilement que b = L=2, ce dont nous pouvions nous douter, et que w0 =

p
L¸=2¼.

Comme cette cavit¶e est µa la limite du domaine de stabilit¶e, on rapproche en g¶en¶eral l¶egµerement
les deux miroirs.

² g1 = g2 = 1 Les deux miroirs sont plans. C'est aussi une cavit¶e µa la limite de la stabilit¶e,
puisqu'on trouve ¶evidemment un waist in¯ni.

² g1 = g2 = ¡1 On trouve alors R1 = R2 = L=2. La cavit¶e est une cavit¶e concentrique. En fait les
deux miroirs forment deux calottes d'une même sphµere. On trouve dans ce cas, par un passage
µa la limite sans di±cult¶es, que le waist devrait être nul. Bien sûr, cette solution n'a aucun sens
physique, les conditions de l'approximation paraxiale ¶etant viol¶ees depuis longtemps.

3.4 Optique gaussienne

On utilise bien sûr les faisceaux gaussiens dans des systµeme optiques compos¶es entre autres de lentilles
minces. Il est donc important de savoir comment se transforme le faisceau au passage dans ce com-
posant essentiel de l'optique. Nous allons voir que, si les r¶esultats sont le plus souvent trµes voisins de
ceux de l'optique g¶eom¶etrique standard, ils en sont parfois aussi ¶eloign¶es de maniµere non intuitive.

Pour d¶ecrire une lentille mince, nous allons examiner son in°uence sur la phase d'une onde in-
cidente. L'axe de la lentille sera bien sûr confondu avec Oz. Comme la lentille est trµes mince, la
d¶eviation des rayons lumineux est n¶egligeable et la r¶epartition transverse d'amplitude n'est pas mod-
i¯¶ee. Nous avons d¶ejµa rencontr¶e ces arguments, dans le chapitre 2, quand nous avons introduit la
notion d'objet de phase pour la fonction de transmission d'un diaphragme. Consid¶erons, pour ¯xer les
id¶ees, une lentille plan-convexe d'indice n. La face d'entr¶ee est plane, la face de sortie est une sphµere
de rayon R. L'¶epaisseur de verre travers¶ee par le faisceau µa la distance x2 + y2 de l'axe est:

` = `0 ¡ x
2 + y2

2R
; (3.34)

oµu `0 est l'¶epaisseur maximale (nous avons bien sûr, de maniµere consistante avec l'approximation
paraxiale, remplac¶e la sphµere par une parabole). Nous pouvons omettre ici les termes en `0, qui
d¶ecriraient le d¶ephasage d'une lame mince d'¶epaisseur ¶egale µa celle de la lentille. Ils provoquent
seulement un d¶ephasage global de l'onde incidente. L'amplitude de l'onde en sortie est donc multipli¶ee
par le facteur de phase:

exp

Ã
¡ik(n¡ 1)x

2 + y2

2R

!
= exp

Ã
¡ikx

2 + y2

2f

!
: (3.35)

Nous avons fait intervenir f = R=(n¡ 1). Pour interpr¶eter ce r¶esultat, on pourra s'apercevoir qu'une
onde incidente plane ¶emerge avec la phase d'une onde sph¶erique convergente de rayon de courbure f .
f est donc la distance focale de la lentille, un r¶esultat ¶el¶ementaire d'optique g¶eom¶etrique. Le r¶esultat
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que nous venons d'obtenir avec une lentille convergente peut se g¶en¶eraliser µa toutes les lentilles minces.
Il su±t, avec nos notations, de compter f n¶egativement quand la lentille est divergente.

Consid¶erons maintenant un faisceau gaussien incident. Il est d¶ecrit, dans le plan de la lentille, par
w(z) et R(z) ainsi que par la phase ª(z). La r¶epartition transverse d'intensit¶e n'¶etant pas modi¯¶ee,
l'amplitude reste une fonction gaussienne de la distance µa l'axe, de même largeur. En revanche, la
phase due µa la lentille s'ajoute µa celle du faisceau. L'onde r¶esultante est encore une onde sph¶erique,
avec une courbure R0 telle que:

1

R0
=
1

R
¡ 1

f
: (3.36)

Il est donc ¶evident que le faisceau ¶emergent est lui aussi gaussien, d¶ecrit par des paramµetres w0(z0) et
R0(z0), z0 ¶etant la distance du waist (encore inconnu) de ce faisceau µa la lentille. Notons µa ce point
que la phase ª d'un faisceau gaussien peut se calculer facilement µa partir de w et R. Toute l'in°uence
de la phase de la lentille ayant ¶et¶e inclus dans le terme en R0, la phase ª0 est ¶evidemment ¶egale µa ª.
En g¶en¶eral, ª0 ne coÄ³ncide pas avec la phase du nouveau faisceau calcul¶ee µa partir de w0 et R0. Il peut
donc exister en plus du changement de g¶eom¶etrie un d¶ephasage global. Les nouveaux paramµetres du
faisceau peuvent se calculer en r¶esolvant l'¶equation de conjugaison (3.36) et w0 = w. On en d¶eduit la
cote z0 et le nouveau paramµetre confocal b0 qui ¯xent la position et l'¶etendue du nouveau waist.

Ce calcul est un peu complexe, faisant intervenir des ¶equations du quatriµeme ordre. Nous n'exa-
minerons que quelques cas simples. Le faisceau incident a son waist µa l'origine que nous supposerons
¶eloign¶ee de la lentille. Le rayon de courbure R de ce faisceau est donc essentiellement ¶egal µa la cote z
de la lentille. Consid¶erons d'abord le cas oµu R0 s'annule. Il est ¶evident que le waist ¶emergent est situ¶e
sur le plan de la lentille. Cela se produit, d'aprµes l'¶equation de conjugaison, si R = f , c'est µa dire si
le waist du faisceau incident est situ¶e au foyer de la lentille. En optique g¶eom¶etrique, l'image de ce
plan est µa l'in¯ni. Nous voyons bien ici que l'optique gaussienne n'est pas toujours intuitive et qu'en
particulier le waist du faisceau image n'est pas toujours confondu avec l'image g¶eom¶etrique du plan
du waist d'entr¶ee. En revanche, en supposant que le waist du faisceau ¶emergent est, lui aussi, situ¶e
loin de la lentille, le rayon de courbure R0 donne directement sa position qui coÄ³ncide avec l'image
g¶eom¶etrique, comme le montre la relation de conjugaison. On peut montrer aussi que, dans ce cas,
les deux waists sont dans un rapport ¶egal au grandissement g¶eom¶etrique de la lentille.
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Approximation eikonale

Nous avons vu, µa la ¯n du chapitre trois, comment on pouvait passer qualitativement de l'¶electro-
magn¶etisme µa la notion de rayon lumineux en utilisant les concepts de la di®raction. Nous avons vu
aussi quels liens existaient alors entre le principe de Fermat et cette approche. Nous allons, dans cet
appendice, rendre beaucoup plus rigoureuse cette approche. Nous partirons des ¶equations de Maxwell
et nous ferons un changement de variables, tout µa fait rigoureux, pour distinguer deux ¶echelles de
longueur dans la variation des champs. Nous aurons d'une part la longueur d'onde dont l'¶echelle d¶ecrit
les variations de phase du champ dans la direction de la propagation. Nous aurons aussi la variation
spatiale \transverse" des champs due au fait que nous ne propageons pas en g¶en¶eral des ondes planes.
Nous ferons alors, dans le deuxiµeme paragraphe, l'approximation de l'optique g¶eom¶etrique qui revient
µa n¶egliger l'¶echelle spatiale de la premiµere variation devant la seconde. En supposant ainsi que les
\enveloppes" des champs varient lentement devant la longueur d'onde, nous retrouverons la notion
de rayon lumineux, clairement d¶e¯nie en examinant le transport d'¶energie. En¯n, dans le troisiµeme
paragraphe, nous ¶ecrirons l'¶equation d¶ecrivant la trajectoire des rayons lumineux. Nous montrerons
aussi que cette ¶equation est celle que l'on obtient directement µa partir du principe de Fermat. Nous
nous livrerons pour cela µa un calcul variationnel trµes inspir¶e de ceux de la premiµere partie de ce cours.

Notons que la technique que nous allons employer ici pour passer µa l'optique g¶eom¶etrique s'utilise
aussi dans des domaines vari¶es. En m¶ecanique quantique, par exemple, de nombreuses m¶ethodes
d'approximations semi{classiques sont fond¶ees sur ce genre d'approche. Si les calculs ne sont pas
directement transposables (ils sont relativement plus complexes ici en raison de la nature vectorielle
du champ), leur esprit reste similaire.

Dans tout cet appendice, nous ne consid¶ererons que la propagation dans un milieu di¶electrique,
sans propri¶et¶es magn¶etiques (les milieux magn¶etiques ¶etant en g¶en¶eral opaques, l'optique y est sans
grand int¶erêt). Nous ne consid¶ererons aussi que des champs monochromatiques, oscillant µa la fr¶equence
!. Nous noterons ²r la permittivit¶e di¶electrique du milieu et n =

p
²r son indice de r¶efraction µa cette

même fr¶equence. Nous supposerons, pour faciliter les calculs, ces quantit¶es r¶eelles et scalaires. Nous
ne traiterons donc que de milieux sans absorption ni bir¶efringence (des g¶en¶eralisations relativement
imm¶ediates permettent de tenir compte de ces e®ets). En revanche, nous ne ferons aucune hypothµese
sur l'homog¶en¶eit¶e du milieu et permettrons µa ces quantit¶es de varier avec la position. Les di®¶erentes
quantit¶es d¶ecrites ici sont d¶e¯nies et comment¶ees dans la cinquiµeme partie de ce cours sur la propaga-
tion dans les milieux mat¶eriels. En¯n, nous ne traiterons que la propagation libre ind¶ependamment
des sources. C'est bien en g¶en¶eral le problµeme pos¶e par une exp¶erience d'optique.

4.1 Eikonale

Nous partons donc des ¶equations de Maxwell pour des champs monochromatiques. Elles s'¶ecrivent,
en notant E0(r) et B0(r) les amplitudes complexes des champs ¶electrique et magn¶etique en un point

201
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(nous nous d¶ebarrassons ainsi de toute la d¶ependance temporelle qui est en facteur dans tout ce qui
va suivre):

r£E0 = ick0B0 (4.1)

r ¢ ²rE0 = 0 (4.2)

r ¢B0 = 0 (4.3)

r£B0 = ¡ik0
c
E0 ; (4.4)

en posant k0 = !=c.
Si nous imaginons ce que doit être un rayon lumineux, la phase des champs dans la direction

de propagation doit varier rapidement (sur une ¶echelle 1=k0) alors que, perpendiculairement µa cette
direction, l'amplitude varie lentement. Nous allons donc changer de variables pour faire apparâ³tre
d'une part une variation rapide de la phase avec une ¶echelle k0 et d'autre part une variation plus lente de
l'amplitude. En un mot, nous faisons apparâ³tre les enveloppes lentement variables des champs d'une
part et la modulation rapide due µa leur caractµere oscillant d'autre part. Ce genre d'approximations
d'enveloppes lentement variables est assez couramment utilis¶ee. Nous poserons donc:

E0 = e(r)eik0S(r) (4.5)

B0 = b(r)eik0S(r) (4.6)

(4.7)

oµu S, appel¶ee eikonale, est une fonction r¶eelle de r. Ce changement de variable n'est bien sûr pas
univoque. Il n'a pas vocation µa l'être, puisque nous n'¶etudions que la propagation dans l'espace
libre, ind¶ependamment des sources. Le champ ne serait complµetement d¶e¯ni que si nous pouvions
sp¶eci¯er aussi les sources. Pour le d¶ebat qui nous occupe maintenant, la d¶e¯nition de la notion de
rayon lumineux dans la propagation libre, cette question est sans int¶erêt. Nous pouvons n¶eanmoins
constater que les champs des sources µa grande distance, qui seront d¶etaill¶es dans la partie suivante,
peuvent tous se mettre sous la forme pr¶ec¶edente avec un choix trµes naturel pour l'eikonale.

Porter ce changement de variables dans les ¶equations de Maxwell ne pose aucun problµeme tech-
nique. Pour la premiµere on a:

r£ eeik0S = reik0S £ e+ eik0Sr£ e
= ik0(rS)eik0S £ e+ eik0Sr£ e : (4.8)

La premiµere ¶equation de Maxwell s'¶ecrit donc:

rS £ e+ r£ e
ik0

= cb : (4.9)

Pour la deuxiµeme:

r ¢ ²reeik0S =r²r ¢ eeik0S + ²re ¢ ik0(rS)eik0S + ²reik0Sr ¢ e (4.10)

et donc

e ¢rS = ¡ 1

ik0
[(r ln ²r) ¢ e+r ¢ e] (4.11)

Par des calculs similaires, on montre que les deux derniµeres ¶equations de Maxwell se mettent sous la
forme:

rS ¢ b = ¡ 1

ik0
r ¢ b (4.12)

rS £ b+ ²r
c
e = ¡ 1

ik0
r£ b : (4.13)

Insistons sur le fait que tous ces calculs sont exacts. Bien entendu, les quatre ¶equations de Maxwell
ne permettent pas de d¶eterminer les 7 fonctions inconnues de nos nouvelles variables. On retrouve le
fait que ce changement de fonctions est ambigu.
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4.2 Approximation de l'optique g¶eom¶etrique

Nous allons maintenant faire r¶eellement l'approximation de l'optique g¶eom¶etrique. Nous allons sup-
poser que les enveloppes lentement variables et l'eikonale varient toutes sur une ¶echelle de longueur
trµes sup¶erieures µa la longueur d'onde. Dans les ¶equations de Maxwell, coexistent des d¶eriv¶ees de
ces quantit¶es par rapport µa la position et des termes faisant intervenir 1=k0. Avec notre approxi-
mation, ces derniers termes sont n¶egligeables par rapport aux premiers (nous laissons la justi¯cation
math¶ematique au lecteur!). L'approximation de l'optique g¶eom¶etrique consiste µa n¶egliger ces termes
et µa ¶ecrire les ¶equations de Maxwell pour les enveloppes lentement variables sous la forme:

rS £ b+ ²r
c
e = 0 (4.14)

rS £ e¡ cb = 0 (4.15)

e ¢rS = 0 (4.16)

b ¢rS = 0 : (4.17)

Notons tout de suite que les champs ¶electrique et magn¶etique sont perpendiculaires au gradient
de l'eikonale. La phase de l'onde ¶etant essentiellement d¶etermin¶ee par le terme en k0S, les surfaces
d'onde, ou surfaces ¶equiphases, sont perpendiculaires au gradient de S. Le gradient de l'eikonale
pointe donc dans la direction locale de propagation. Les champs ¶electrique et magn¶etique sont donc
perpendiculaires µa cette direction, contenus dans la surface d'onde. L'¶energie ¶electromagn¶etique se
propage donc dans la direction du gradient de l'eikonale, perpendiculairement aux surfaces d'onde.
Nous d¶evelopperons plus avant ces arguments ¶energ¶etiques dans un moment. Notons aussi que la
deuxiµeme ¶equation montre alors que e, b et rS forment un triµedre direct. Notre onde a donc
localement la structure d'une onde plane de vecteur d'onde e®ectif k0rS. Il est ¶evident qu'une
approximation de champs lentement variables doit, comme ce sera le cas pour le rayonnement des
sources µa grande distance, conduire µa une structure locale d'onde plane.

4.2.1 Equation de l'eikonale

Les deux premiµeres ¶equations de Maxwell ainsi ¶ecrites doivent admettre une solution pour e et b. Si
on se donne rS en un point, ces deux ¶equations forment, en termes des composantes cart¶esiennes des
champs, un systµeme lin¶eaire homogµene 6£6. En g¶en¶eral, il n'admet que la solution triviale identique-
ment nulle. Pour que e et b existent dans le cadre de cette approximation, il faut qu'en chaque point
le gradient de l'eikonale prenne la valeur particuliµere qui annule le d¶eterminant de ce systµeme. Plutôt
que d'¶ecrire ainsi cette condition d'existence, nous allons proc¶eder par substitution. De la seconde
¶equation, on tire:

b =rS £ e=c ; (4.18)

qu'on porte dans la premiµere. On obtient alors:

rS £ (rS £ e) + ²re=c = 0 : (4.19)

En d¶eveloppant le double produit vectoriel et en utilisant le fait que e est perpendiculaire au gradient
de l'eikonale et en introduisant ¯nalement l'indice de r¶efraction, on met la condition d'existence des
champs sous la forme:

(rS)2 = n2 (4.20)

En tous points, l'eikonale doit v¶eri¯er cette relation pour que les champs existent. Une partie de
l'arbitraire sur sa d¶e¯nition est donc lev¶ee.
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4.2.2 Notion de rayon lumineux

Pour pr¶eciser la notion de rayon lumineux, nous allons nous pencher sur les propri¶et¶es ¶energ¶etiques
des champs ainsi d¶e¯nis. Ecrivons d'abord le vecteur de Poynting, en valeur moyenne temporelle:

¦ =
1

2
Re

e£ b¤
¹0

(4.21)

oµu l'¶etoile d¶esigne la conjugaison complexe. Notons que l'eikonale, pur facteur de phase, s'¶elimine
des quantit¶es ¶energ¶etiques en valeur moyenne. En exprimant alors le champ magn¶etique µa partir de
la deuxiµeme ¶equation de propagation, en d¶eveloppant le double produit vectoriel et en exploitant la
g¶eom¶etrie, on a:

¦ =
²0c

2
Re (e ¢ e¤)rS : (4.22)

Pour ¶eclairer cette ¶equation, nous allons ¶ecrire la densit¶e moyenne d'¶energie ¶electromagn¶etique, u. On
a (voir cinquiµeme partie):

u =
²0²r
4
Re e ¢ e¤ + 1

4¹0
Re b ¢ b¤ : (4.23)

On peut montrer rapidement que les contributions ¶electriques et magn¶etiques µa l'¶energie sont ¶egales
(notons que c'est toujours le cas pour une onde plane qui est la structure locale de notre champ).
En rempla»cant, dans l'¶energie ¶electrique, e¤ par son expression en fonction de b¤ d¶eduite de (4.14),
e¤ = (crS £ b¤)=²r (on notera que par d¶e¯nition rS est r¶eel), on obtient un produit mixte:

²0²r
4
Re e ¢ e¤ = ²0c

4
[e;b¤;rS] : (4.24)

En rempla»cant b¤ par son expression en fonction de e¤ d¶eduite de (4.15) dans l'¶energie magn¶etique, en
remarquant que ¹0c = 1=²0c, on constate sans peine que la contribution magn¶etique a une expression
identique. Finalement, la valeur moyenne de l'¶energie totale s'¶ecrit:

u =
²0n

2

2
Re e ¢ e¤ : (4.25)

En rapprochant cette expression de celle du vecteur de Poynting, on constate que celui-ci est propor-
tionnel µa la densit¶e locale d'¶energie. Pour all¶eger les notations, nous appellerons s le vecteur unitaire
du gradient de l'eikonale:

s =
rS
jrSj =

rS
n

(4.26)

(on notera ici l'importance de l'hypothµese n r¶eel). On a alors:

¦ =
c

n
us : (4.27)

On a donc bien une propagation de l'¶energie dans la direction perpendiculaire aux surfaces d'onde,
avec une vitesse c=n puisque le rapport entre le °ux d'¶energie et sa densit¶e moyenne n'est autre que
la vitesse de propagation (une vitesse de groupe en l'occurrence). Nous pouvons donc maintenant
assimiler les lignes du champ rS aux rayons lumineux de l'optique g¶eom¶etrique. A condition de ne
pas les limiter µa une ¶echelle de l'ordre de ¸ | et de sortir donc de nos approximations d'enveloppes
lentement variables | les lignes derS d¶ecrivent e®ectivement les lignes g¶eom¶etriques de propagation
de l'¶energie. Comme ces lignes sont perpendiculaires aux surfaces d'onde, on obtient ainsi directement
le th¶eorµeme de Malus, qui indique que les rayons lumineux sont perpendiculaires aux surfaces d'onde1.
Il nous reste maintenant µa ¶etablir la trajectoire de ces rayons.

1Notons que le th¶eorµeme de Malus ne tient que dans les milieux di¶electriques isotropes (dont la permittivit¶e di¶electrique
est un scalaire). Dans les milieux bir¶efringents, on a encore localement une structure d'onde plane. Cette fois, D,B et la
direction de propagation de la phase (le vecteur d'onde local) forment un triµedre direct. Mais le vecteur de Poynting est
encore d¶etermin¶e par E. Comme la relation entre D et E est tensorielle dans ces milieux, les deux vecteurs ne sont pas
n¶ecessairement align¶es. Le vecteur de Poynting, qui d¶e¯nit la direction de propagation de l'¶energie et donc la direction
des rayons lumineux, n'est pas n¶ecessairement align¶e avec la direction de propagation de la phase, normale aux surfaces
d'onde. Le th¶eorµeme de Malus est donc en g¶en¶eral inapplicable dans ces milieux.
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4.3 Equation des rayons lumineux

4.3.1 Rayons et eikonale

Les rayons lumineux sont donc les lignes du champ de gradient de S. Il nous reste µa ¶etablir la forme
de ces lignes. Nous chercherons donc le rayon lumineux passant par un point arbitraire. Le rayon
peut être d¶e¯ni par la forme intrinsµeque r(s), position du point en fonction de l'abscisse curviligne
s compt¶ee sur le rayon µa partir du point initial. Le rayon est e®ectivement une ligne de rS si, en
chaque point, le vecteur tangent µa la trajectoire est confondu avec le vecteur unitaire s du gradient
(on prendra garde µa ne pas confondre ce vecteur s avec l'abscisse curviligne s le long du rayon en d¶epit
d'une fâcheuse homonymie). On doit donc avoir:

s =
dr

ds
; (4.28)

ou encore, en multipliant les deux membres par n, longueur du gradient de l'eikonale:

n
dr

ds
=rS : (4.29)

Essayons d'¶ecrire une ¶equation intrinsµeque pour r en ¶eliminant l'eikonale. Pour cela, a¯n de manipuler
commod¶ement les indices, nous quittons pour un moment les notations standard de l'analyse vectorielle
et adoptons les conventions d'Einstein de sommation. Nous ¶ecrirons les indices indi®¶eremment en
position contravariante ou covariante puisque nous faisons un calcul seulement avec des composantes
purement spatiales. Ecrivons donc la quantit¶e:

d

ds
n
dr

ds
; (4.30)

en distinguant les composantes et en utilisant l'¶equation (4.29):

d

ds
n
dri
ds

=
d

ds
@iS : (4.31)

Mais:
d

ds
@iS = @j [@iS]dr

j

ds
: (4.32)

En rempla»cant dans cette expression drj=ds par @jS=n, on a:

d

ds
n
dri
ds

=
1

n
@j[@iS]@jS

=
1

2n
@i[@jS@jS]

=
1

2n
@i[n

2] ; (4.33)

oµu nous avons utilis¶e l'¶equation fondamentale de l'eikonale dans le second membre. Finalement,
l'¶equation intrinsµeque du rayon lumineux s'¶ecrit donc, en revenant aux notations standard:

d

ds
n
dr

ds
=rn : (4.34)

Elle permet de d¶eterminer complµetement la trajectoire du rayon si on connâ³t la r¶epartition spatiale
d'indice.
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4.3.2 Applications

Pour regarder fonctionner cette ¶equation, nous allons examiner rapidement quelques r¶epartitions
d'indice assez couramment rencontr¶ees. Notons tout d'abord que notre ¶equation ne s'applique pas
a priori au cas d'un indice discontinu, tel que celui au voisinage d'un dioptre. On peut toutefois, en
prenant la limite d'une variation continue de plus en plus rapide, en d¶eduire les lois de la r¶efraction.

Commen»cons par un milieu homogµene, d'indice constant. Le gradient et nul et l'indice sort du
premier membre, mettant l'¶equation du rayon lumineux sous la forme:

d2r

ds2
= 0 ; (4.35)

dont la solution est ¶evidement une droite. Nous retrouvons donc la propagation rectiligne de la lumiµere
dans un tel milieu.

Consid¶erons maintenant un milieu dont l'indice ne d¶epend que de la coordonn¶ee z, avec une
d¶ependance lin¶eaire :n = n0(1+az). C'est par exemple le cas de l'air quand il y a formation de mirage.
L'air est beaucoup plus chaud au contact du sol, expos¶e au soleil, qu'en altitude. La densit¶e, et donc
l'indice, sont donc des fonctions croissantes de l'altitude z. Pour ¯xer les id¶ees, nous consid¶ererons
un rayon se propageant de maniµere pratiquement horizontale dans un plan xOz. Nous pouvons alors,
en premiµere approximation, confondre l'abscisse curviligne s et la coordonn¶ee x. Nous pouvons alors
d¶ecrire le rayon simplement par son altitude z en fonction de x. La seule composante non nulle de
l'¶equation (4.34) est selon z et se met sous la forme:

d

dx
n
dz

dx
= an0 : (4.36)

En remarquant que n sort de la d¶erivation par rapport µa x et en n¶egligeant la variation de n par
rapport µa n0 sur l'¶etendue verticale de la trajectoire (il serait µa peine plus di±cile d'en tenir compte),
nous mettons l'¶equation du rayon sous la forme:

d2z

dx2
= a ; (4.37)

dont la solution est ¶evidemment une parabole dont la concavit¶e est dirig¶ee vers le haut. Un rayon
incident vers le sol en incidence rasante est r¶e°¶echi, ce qui donne au sol l'aspect d'un miroir µa grande
distance, d'oµu l'apparition de lacs au coeur des d¶eserts....

Consid¶erons en¯n le problµeme de la ¯bre optique µa gradient d'indice. Il existe des ¯bres µa saut
d'indice, dont le c¾ur, d'un diamµetre de quelques microns, a un indice plus ¶elev¶e que le reste de la
¯bre. La lumiµere est alors guid¶ee par r¶e°exion interne totale sur le dioptre limitant le c¾ur. Il existe
aussi des ¯bres µa gradient d'indice, oµu la variation d'indice est continue et en g¶en¶eral parabolique
en fonction de la distance µa l'axe. Il faudrait ¶evidemment, comme les dimensions transverses sont de
l'ordre de la longueur d'onde, au moins pour les ¯bres monomodes, recourir µa une approche ondulatoire.
Nous allons nous contenter ici de comprendre qualitativement le con¯nement de la lumiµere par une
image g¶eom¶etrique. Nous postulerons donc que l'indice est µa une distance r de l'axe de la forme
n = n0(1 ¡ ar2) (a > 0). Nous emploierons une g¶eom¶etrie trµes voisine de celle du mirage. Dans un
plan xOz (x est l'axe de la ¯bre), nous ¶ecrivons la trajectoire d'un rayon paraxial. Nous pouvons
encore confondre s et x, remarquer que n est ind¶ependant de x et varie trµes peu par rapport µa sa
valeur n0 sur l'axe. Le rayon est alors entiµerement d¶ecrit par z(x) et son ¶equation de propagation
s'¶ecrit:

d2z

dx2
= ¡2az ; (4.38)

dont la solution est ¶evidemment une sinusoÄ³de. Le rayon oscille donc autour de l'axe dont il reste
µa distance ¯nie. Les rayons sont e®ectivement guid¶es dans cette g¶eom¶etrie. On remarquera que, si
a ¶etait n¶egatif, on obtiendrait des solutions divergentes oµu le rayon s'¶eloigne ind¶e¯niment de l'axe.
Comme on pouvait s'y attendre, une ¯bre ne guide la lumiµere que si l'indice est maximal au centre.
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4.3.3 Principe de Fermat

Nous avons ici d¶eriv¶e l'¶equation de propagation des rayons lumineux de l'approche eikonale. Elle
peut en fait être d¶eduite aussi du principe de Fermat, principe variationnel qui stipule que le trajet
e®ectivement suivi par la lumiµere r¶ealise un extremum du temps de parcours (en g¶en¶eral un minimum).
Montrons que c'est e®ectivement le cas par un calcul ¶el¶ementaire de variations (on pourra se reporter
aux r¶esultats de la premiµere et de la deuxiµeme partie pour se familiariser µa nouveau avec ces calculs
dont nous ne d¶etaillerons pas ici le principe).

Nous consid¶erons un rayon lumineux d¶ecrit par l'¶equation intrinsµeque r(s) et un rayon in¯niment
proche, partant du même point et arrivant au même point. L'¶ecart entre ces deux rayons peut s'¶ecrire
±r(s), param¶etr¶e par l'abscisse curviligne sur le rayon de r¶ef¶erence. Le temps de parcours sur le rayon
de r¶ef¶erence,

R
nds, est extr¶emal. Sa variation au premier ordre dans les ±r quand on passe au rayon

vari¶e doit être nulle. Or,

±

Z
nds =

Z
(±n)ds+

Z
n±ds ; (4.39)

oµu le premier terme d¶ecrit la variation d'indice quand on passe d'une trajectoire µa l'autre, le second
la variation de longueur de l'¶el¶ement de trajectoire. On a ¶evidemment:

±n =rn ¢ ±r : (4.40)

Pour estimer le second terme, nous consid¶erons un ¶el¶ement di®¶erentiel ds de la trajectoire de r¶ef¶erence.
L'¶el¶ement correspondant de la trajectoire vari¶ee a pour longueur:

ds+ ±ds =
p
ds2 + 2dr ¢ d±r ; (4.41)

d'oµu on tire sans peine:

±ds =
dr

ds
d±r : (4.42)

Dans tout ce calcul, nous avons consid¶er¶e les accroissements de trajectoire comme des in¯niments petits
par rapport aux ¶el¶ements di®¶erentiels de ces mêmes trajectoires. En ¶ecrivant ¯nalement l'int¶egration
par parties traditionnelles: Z

n
dr

ds
d±r = ¡

Z
d

ds
n
dr

ds
±r ; (4.43)

oµu le terme tout int¶egr¶e est nul puisque trajectoire de r¶ef¶erence et trajectoire vari¶ee coÄ³ncident aux
extr¶emit¶es, on met en facteur ±r. L'int¶egrale de variation n'est nulle pour tout accroissement que si
le facteur de ±r est nul. Il est ¶evident que l'¶equation ainsi obtenue est pr¶ecis¶ement (4.34). L'approche
eikonale est donc strictement ¶equivalente au principe de Fermat.
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Partie IV

Sources du champ ¶electromagn¶etique

209





Introduction

Nous allons nous int¶eresser, dans cette partie, au champ ¶electromagn¶etique produit par un certain
nombre de sources. Si la solution des ¶equations de Maxwell en termes de potentiels retard¶es et de
fonctions de Green est parfaitement g¶en¶erale et explicite, elle ne fournit pas en g¶en¶eral une solution
physiquement transparente. Nous allons donc, dans cette partie, consid¶erer des mouvements de charges
ou des r¶epartitions de courant bien particuliµeres mais choisies pour leur grande importance physique,
et ¶ecrire explicitement le champ produit. Trµes souvent, nous nous contenterons d'examiner les champs
rayonn¶es µa grande distance. Nous verrons en e®et que le champ peut se mettre sous la forme d'un
d¶eveloppement en puissances de l'inverse de la distance µa la source r. A trµes grande distance, ce
d¶eveloppement est domin¶e par le premier terme, en 1=r. Des champs en 1=r conduisent µa un °ux
d'¶energie ¶electromagn¶etique en 1=r2 et donc µa un °ux d'¶energie ¯ni µa travers une sphµere de rayon
r. Seule cette partie du d¶eveloppement du champ conduit µa une propagation µa grande distance de
l'¶energie ¶electromagn¶etique.

Nous examinerons essentiellement trois types de sources dans les trois chapitres de cette par-
tie. Nous commencerons par ¶etudier le champ rayonn¶e par une particule unique, ¶eventuellement
relativiste, dont le mouvement est impos¶e mais arbitraire. Nous montrerons ainsi qu'une particule
relativiste rayonne de fa»con particuliµerement intense quand elle est acc¶el¶er¶ee et nous d¶ecrirons les
e®ets et les applications de ce rayonnement qui joue un rôle de premier plan dans les acc¶el¶erateurs de
particules. Nous examinerons ensuite le cas beaucoup plus simple d'une particule ayant un mouve-
ment sinusoÄ³dal de petite amplitude autour de l'origine. Nous retrouverons ainsi le champ d'un dipôle
¶electromagn¶etique oscillant. En raison de la trµes grande importance de ce problµeme dans des domaines
vari¶es, nous examinerons en d¶etail le champ ¶emis sans nous cantonner au champ rayonn¶e.

Dans le deuxiµeme chapitre, nous nous pencherons sur le champ rayonn¶e par une r¶epartition lo-
calis¶ee de courants oscillants. Nous montrerons que le champ rayonn¶e µa une distance grande de-
vant la taille caract¶eristique de la source peut s'exprimer comme un d¶eveloppement en puissances de
l'extension caract¶eristique de la source divis¶ee par la longueur d'onde ¶emise. Le premier terme de
ce \d¶eveloppement multipolaire" nous redonnera le rayonnement du dipôle que nous placerons ainsi
dans un cadre plus g¶en¶eral. Notons que les r¶esultats obtenus ici seront au centre de notre approche de
l'¶electromagn¶etisme dans la matiµere dans la prochaine partie. Nous terminerons ce chapitre en discu-
tant de plusieurs r¶epartitions de courants exemplaires. Nous aborderons en particulier trµes briµevement
le problµeme des antennes, d'une importance cruciale pour les t¶el¶ecommunications.

Dans le troisiµeme chapitre, nous appliquerons les r¶esultats sur les rayonnements multipolaires
au cas des sources microscopiques. Nous nous poserons en fait essentiellement le problµeme de la
di®usion du rayonnement par un atome unique. Nous commencerons par donner un modµele classique,
extrêmement naÄ³f de prime abord, de la dynamique de l'atome. Nous pourrons alors explicitement
calculer la r¶eponse atomique µa un champ incident. Nous essaierons ensuite de donner les ¶el¶ements
essentiels d'un modµele quantique de la r¶eponse atomique µa un champ classique (nous ne pourrons
bien sûr donner le seul modµele rigoureux qui impose de quanti¯er le champ). Nous montrerons que
les r¶esultats du modµele classique sont ¶etonnamment exacts pour la di®usion d'un champ faible non
r¶esonnant avec une fr¶equence de Bohr de l'atome. Nous conclurons ce chapitre en examinant trµes
briµevement, dans le modµele quantique, la r¶eponse d'un atome µa un champ r¶esonnant.
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Chapitre 1

Rayonnement d'une particule en
mouvement

Nous nous pencherons dans ce chapitre sur le problµeme du rayonnement d'un charge ponctuelle unique
en mouvement arbitraire, ¶eventuellement relativiste. Le problµeme g¶en¶eral du mouvement d'une charge
est extrêmement complexe. Il r¶esulte en e®et µa la fois des forces impos¶ees µa la charge et du champ
produit par la charge elle{même. Comme nous le verrons, une charge en mouvement rayonne. Ce
rayonnement conduit µa une perte d'¶energie m¶ecanique que l'on peut interpr¶eter comme r¶esultant d'une
force produite sur la charge par son propre champ, la force de r¶eaction de rayonnement. D'une part,
la mod¶elisation de cette force n'est pas sans poser des di±cult¶es math¶ematiques (dans le cas d'une
charge ponctuelle, on peut s'attendre µa des problµemes de divergence | nous aborderons ce problµeme
µa la ¯n de ce chapitre). D'autre part, la r¶esolution des ¶equations est trµes di±cile dans le cas g¶en¶eral.

Nous nous cantonnerons donc µa ¶etudier le rayonnement d'une particule dont le mouvement est
impos¶e. Nous n¶egligerons l'action des forces de r¶eaction de rayonnement par rapport aux forces qui
¯xent la trajectoire de la particule. Nous verrons, en discutant de situations physiques concrµetes, que
cette approximation est souvent excellente. Comme nous envisagerons le cas de particules relativistes,
il serait tout naturel de nous placer dans le formalisme de l'¶electrodynamique relativiste et de n'¶ecrire
que des quantit¶es explicitement covariantes, ind¶ependantes du r¶ef¶erentiel. Si cette approche est la plus
¶el¶egante et, du point de vue des calculs, la plus compacte (on consultera µa ce sujet le Jackson), elle
ne r¶evµele pas les interpr¶etations physiques les plus transparentes des r¶esultats obtenus. Nous verrons
en particulier que le renforcement consid¶erable du rayonnement dans la direction de la vitesse a une
interpr¶etation cin¶ematique trµes simple. Nous nous placerons donc dans un r¶ef¶erentiel R particulier et
manipulerons l'espace et le temps dans ce r¶ef¶erentiel uniquement. Bien sûr, les r¶esultats ¯naux seront
rigoureux. On pourra trouver les champs dans un r¶ef¶erentiel quelconque par une simple transformation
de Lorentz. Nous donnerons ¶egalement pour m¶emoire les solutions explicitement covariantes.

1.1 Potentiels de Li¶enard{Wiechert

Nous consid¶erons donc une particule de charge q dont le mouvement, impos¶e, est d¶ecrit par la trajec-
toire r0(t

0) (voir ¯gure 1.1). Nous cherchons le champ observ¶e au point r µa l'instant t. Pour cela, nous
d¶eterminerons d'abord les potentiels scalaires et vecteurs que nous d¶eriverons ensuite pour obtenir les
champs. Avant cette d¶erivation, dans tout le calcul des potentiels, la position \d'observation" r et
l'instant t sont donc ¯x¶es. Nous noterons n(t0) le vecteur unitaire de la particule, prise µa l'instant t0,
vers le point d'observation. Nous noterons en¯n R(t0) = jr¡ r0(t0)j la distance entre la particule et le
point d'observation.

La densit¶e de charge et de courant repr¶esentant la charge ponctuelle peuvent s'¶ecrire:

½(r0; t0) = q±(r0 ¡ r0(t0)) (1.1)
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Figure 1.1: Rayonnement d'un charge en mouvement: notations.

j(r0; t0) = qv(t0)±(r0 ¡ r0(t0)) ; (1.2)

oµu v = dr0=dt
0 est la vitesse de la particule µa l'instant t0. En nous pla»cant en jauge de Lorentz,

nous pouvons ¶ecrire les potentiels en fonction de ces densit¶es de charge et de courant au moyen de la
solution en potentiels retard¶es. Comme les calculs sont identiques pour le potentiel scalaire et chaque
composante du potentiel vecteur, nous ne traiterons explicitement que le premier. Le potentiel peut
donc s'¶ecrire:

V (r; t) =
1

4¼²0

Z
dr0dt0

½(r0; t0)±(t0 ¡ t+ jr¡ r0(t0)j=c)
jr¡ r0(t0)j ; (1.3)

Oµu l'on notera que nous avons chang¶e le signe de l'argument de la fonction ± spatio{temporelle par
rapport aux conventions utilis¶ees dans la partie pr¶ec¶edente. Ce changement de signe, e®ectu¶e pour
des raisons de commodit¶e, n'a bien sûr aucune cons¶equence sur le r¶esultat ¯nal. On a donc encore:

V (r; t) =
q

4¼²0

Z
dr0dt0

±(r0 ¡ r0(t0))±(t0 ¡ t+ jr¡ r0(t0)j=c)
jr¡ r0(t0)j : (1.4)

Sous cette forme, l'int¶egrale sur r0 est triviale: seul contribue le point r0 = r0(t0). En posant alors:

g(t0) = t0 ¡ t+ R(t
0)
c

; (1.5)

on met V sous la forme:

V (r; t) =
q

4¼²0

Z
±(g(t0))
R(t0)

dt0 : (1.6)

Seul contribuera µa l'int¶egrale sur le temps l'instant t0 tel que g(t0) s'annule (en supposant, ce que nous
allons montrer, que cet instant existe et est unique).

On peut facilement comprendre la signi¯cation physique de l'instant t0. Il est tel que:

t0 = t¡ R(t0)
c

(1.7)



1.1. POTENTIELS DE LI¶ENARD{WIECHERT 215
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Figure 1.2: Intersection du cône de lumiµere de l'observateur et de la ligne d'univers de la particule. A gauche: particule

s'¶eloignant de l'observateur. A droite: particule relativiste venant vers l'observateur. Seule compte pour le calcul des

champs l'intersection situ¶ee dans le pass¶e. Le champ re»cu est d'autant plus grand que la particule reste plus longtemps

au voisinage du cône de lumiµere.

c'est µa dire tel qu'un signal lumineux ¶emis par la particule µa l'instant t0 arrive, aprµes s'être propag¶e µa
la vitesse c, au point d'observation pr¶ecis¶ement µa l'instant t. Bien sûr, la forme même de l'¶equation
impose µa t0 d'être plus petit que t. En fait, t0 est la coordonn¶ee temporelle de l'intersection de la
ligne d'univers de la particule avec le cône de lumiµere de l'¶ev¶enement d'observation (voir ¯gure 1.2).
Comme la pente de la ligne d'univers dans un diagramme d'espace{temps est toujours plus petite que
celle du cône (la vitesse de toute particule charg¶ee, donc massive, est toujours plus petite que c), il y
a deux intersections et deux seulement entre la ligne d'univers et le cône de lumiµere. L'une est situ¶ee
dans le pass¶e et sa coordonn¶ee temporelle correspond µa l'instant t0 que nous cherchons. L'autre est
situ¶ee dans le futur de l'observateur et ne peut correspondre µa une solution de l'¶equation donnant
t0. En fait, ce point dans le futur serait le seul µa contribuer au potentiel si nous avions, en d¶epit
de la causalit¶e, choisi la solution en termes de potentiels avanc¶es. Nous avons donc bien montr¶e que
l'instant t0, qui va jouer un rôle central dans toute la suite de la discussion, existe et est unique.

L'¶equation (1.6) fait intervenir la distribution ±(g(t0)). Pour l'identi¯er, faisons{la agir sur une
fonction r¶eguliµere arbitraire f(t0). En posant u = g(t0) (ce changement de variable est r¶egulier puisque
seuls les points voisins de t0 contribuent µa l'int¶egrale), nous pouvons ¶ecrire:

Z
±(g(t0))f(t0)dt0 =

Z
±(u)f(g¡1(u))
jg0(g¡1(u))j du =

f(t0)

jg0(t0)j ; (1.8)

en d¶esignant par g0 la d¶eriv¶ee de g par rapport µa son argument. La valeur absolue de la d¶eriv¶ee au
d¶enominateur est obtenue en ordonnant les bornes de l'int¶egration quand la fonction g est d¶ecroissante
au voisinage de t0. En termes de distributions, on a donc:

±(g(t0)) =
±(t0 ¡ t0)
jg0(t0)j : (1.9)
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Dans toute la suite, nous ne consid¶ererons que des fonctions g qui sont croissantes au voisinage de
leur z¶ero. Nous pourrons donc omettre µa partir de maintenant les valeurs absolues au d¶enominateur.
L'int¶egrale sur t0 dans l'expression du potentiel V est donc triviale et on trouve:

V =
q

4¼²0

1

g0(t0)
1

R(t0)
: (1.10)

Pour obtenir une forme plus explicite du potentiel, il nous reste µa exprimer g0(t0) en fonction des
paramµetres cin¶ematiques de la particule. A partir de (1.5), nous trouvons par simple d¶erivation:

g0(t0) = 1 +
@R(t0)
@t0

= 1 +
R

R
¢ dR
dt0

= 1¡ n(t
0) ¢ v(t0)
c

; (1.11)

oµu nous avons pos¶e R = r¡ r0, dont la d¶eriv¶ee par rapport au temps t0 est l'oppos¶e de la vitesse de
la particule en t0. On a donc g0(t0) = 1 ¡ n ¢ v=c. Nous conviendrons dans toute la suite de prendre
les fonctions de t0 µa l'instant t0 quand leur argument est omis. On a donc ¯nalement:

V =
q

4¼²0

1

1¡ n ¢ v=c
1

R(t0)
(1.12)

et, par un raisonnement analogue,

A =
q

4¼²0c2
1

1¡ n ¢ v=c
v

R(t0)
: (1.13)

Ces expressions constituent les potentiels de Li¶enard{Wiechert. Ils ne di®¶erent des potentiels de
l'¶electrostatique ou de la magn¶etostatique que par le terme cin¶ematique 1=g0. Pour une particule
immobile, on retrouve bien les expressions statiques. Pour une particule en mouvement, en revanche,
les potentiels de Li¶enard peuvent être trµes di®¶erents des potentiels statiques. Pour une particule rela-
tiviste en particulier (v ' c), le facteur g0 s'annule pratiquement quand n et v sont de même direction.
Le potentiel est donc beaucoup plus grand dans la direction du mouvement de la particule que dans
la direction oppos¶ee (le facteur g0 ¶etant alors voisin de 2). Le champ d'une particule relativiste est
donc concentr¶e vers l'avant. Nous verrons dans le prochain paragraphe les importantes cons¶equences
de cette concentration.

On peut comprendre le renforcement des potentiels vers l'avant en termes purement cin¶ematiques.
Consid¶erons les deux lignes d'univers illustr¶ees sur la ¯gure 1.2. A gauche, la particule relativiste
traverse le cône de lumiµere de l'¶ev¶enement d'observation pratiquement perpendiculairement. A droite,
la particule se dirige vers l'observateur et sa ligne d'univers est pratiquement tangente au cône de
lumiµere. Dans le second cas, la particule reste beaucoup plus longtemps \en vue" de l'observateur
que dans le premier. En d'autres termes, un intervalle de temps dt pour l'observateur correspond µa
un intervalle de temps retard¶e dt0 pour la particule d'autant plus long qu'elle se dirige vers lui avec
une plus grande vitesse. En quelque sorte, c'est un e®et de sillage. Quand un bateau se d¶eplace µa
une vitesse proche de celle des ondes capillaires µa la surface de l'eau, les ondes ¶emises µa des instants
di®¶erents s'accumulent et se renforcent µa l'avant. En revanche, les ondes s'espacent vers l'arriµere
d'avantage que si le bateau restait immobile. Le même genre de ph¶enomµene, purement cin¶ematique,
est µa l'origine du ph¶enomµene qui nous int¶eresse ici.

L'analogie en termes de sillage nous permet d'ailleurs de discuter qualitativement d'un autre
ph¶enomµene int¶eressant. Si le bateau se d¶eplace µa une vitesse inf¶erieure µa celle des ondes capillaires,
il n'y a pas de sillage µa proprement parler. Le sillage \en V" correspond au cas oµu la vitesse du
bateau est sup¶erieure µa celle de ces ondes. Les ondes rayonn¶ees par le bateau µa des instants di®¶erents
s'additionnent alors le long d'un cône (deux lignes dans cet espace µa deux dimensions) dont l'ouverture
d¶epend du rapport de la vitesse des ondes et du bateau. Ces lignes constituent en fait une onde de
choc et sont trµes analogues aux caustiques de l'optique. A trois dimensions, le même ph¶enomµene
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s'observe pour un avion en vol supersonique. Le passage de l'onde de choc sur un observateur est
responsable du c¶elµebre \bang" (double en raison de la structure complexe de l'avion dont di®¶erentes
parties g¶enµerent des ondes de choc di®¶erentes). En l'absence de toute non lin¶earit¶e, pour un \bateau"
ponctuel, l'amplitude des ondes capillaires devrait diverger sur cette ligne. Nous ne pouvons bien
sûr obtenir le même ph¶enomµene ici puisque la particule se d¶eplace n¶ecessairement moins vite que la
lumiµere. Ce ne serait pas le cas si nous consid¶erions une particule relativiste en mouvement dans
un milieu mat¶eriel pr¶esentant un indice de r¶efraction ¶elev¶e. Rien n'empêche alors la particule de se
d¶eplacer plus vite que la lumiµere dans le milieu. Il se forme alors un v¶eritable \sillage", un cône le long
duquel le champ ¶electromagn¶etique est consid¶erablement renforc¶e. Ce ph¶enomµene est responsable de la
c¶elµebre \radiation Cherenkov". Une lumiµere bleue relativement intense est ¶emise par des particules en
mouvement relativiste dans un milieu mat¶eriel. Ce rayonnement se manifeste par exemple autour des
r¶eacteurs immerg¶es dans des piscines d'eau lourde. Il est ¶egalement utilis¶e pour r¶ealiser des d¶etecteurs
de particules, l'¶energie de ce rayonnement donnant une indication de l'¶energie de la particule. Même
si ce ph¶enomµene n'existe pas dans le vide, nous allons montrer que le renforcement du champ \vers
l'avant" a des cons¶equences importantes.

Notons pour ¯nir que nous avons ¶etabli ici les potentiels de Li¶enard par un raisonnement non
explicitement covariant, dans un r¶ef¶erentiel donn¶e. On peut ¶etablir une version purement relativiste
de ces potentiels en ¶ecrivant une version complµetement covariante des potentiels retard¶es. Le lecteur
int¶eress¶e trouvera la d¶erivation explicite dans le Jackson. Nous ne donnerons ici que la forme ¯nale
du 4{potentiel:

A¹ = q

4¼²0c2
U¹(¿0)

Uº(Rº ¡R0º(¿0)) ; (1.14)

oµu les Rº sont les coordonn¶ees covariantes de l'¶ev¶enement d'observation, les R0º celles de la particule
et ¿0 le temps propre de la particule µa l'¶ev¶enement oµu elle croise le cône de lumiµere de l'¶ev¶enement
d'observation. Notons que ce que nous gagnons en g¶en¶eralit¶e et en covariance est largement perdu en
clart¶e de l'interpr¶etation physique. L'aspect purement cin¶ematique du renforcement vers l'avant est
loin d'être apparent sur ce genre d'expression.

1.2 Champs rayonn¶es

Nous calculerons dans ce paragraphe les champ rayonn¶es par la particule. Il nous su±t pour cela,
au moins formellement, de d¶eriver les expressions des potentiels de Li¶enard{Wiechert. En fait, nous
aurons µa faire face µa deux di±cult¶es. La premiµere est que, sans pr¶eciser d'avantage le mouvement de
la particule, nous ne connaissons le temps \retard¶e" t0 que comme solution d'une ¶equation implicite.
Il nous faudra donc proc¶eder avec soin pour obtenir quand même des expressions explicites pour les
champs. L'autre point est qu'en proc¶edant aux d¶erivations des potentiels en 1=R, nous allons obtenir
les champs comme une somme de termes faisant intervenir 1=R et ses d¶eriv¶ees successives 1=R2 et
1=R3. Si les calculs ne pr¶esentent aucune di±cult¶e de principe, ils sont assez lourds. De plus il n'est
g¶en¶eralement pas indispensable de garder ces termes.

On s'int¶eresse en e®et surtout en pratique au champ produit par la particule µa une grande distance.
On peut donc ne garder, dans ce d¶eveloppement, que le terme en 1=R, qui domine tous les autres.
Une autre maniµere de le voir est de consid¶erer le vecteur de Poynting. Les termes en 1=R dans E
et B donnent un °ux d'¶energie en 1=R2. La quantit¶e d'¶energie traversant une sphµere de rayon R est
donc ¯nie. Ces termes correspondent bien µa un transport d'¶energie vers l'in¯ni, µa un rayonnement.
En revanche, la combinaison de termes d'ordre sup¶erieur dans E et B donne des contributions au
vecteur de Poynting d¶ecroissant plus vite que 1=R2. La quantit¶e d'¶energie traversant la sphµere de
rayon R d¶ecrô³t donc avec R, au moins comme 1=R. Ces termes ne correspondent qu'µa des \champs
proches" (comprenant, au moins, les champs statiques en 1=R2), en g¶en¶eral sans importance. Nous
ne garderons donc, au cours de nos d¶erivations, que les termes dominants dans les d¶eveloppements en
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puissances de 1=R. Nous verrons, dans le dernier paragraphe de ce chapitre, ce que sont les r¶esultats
quand on conserve tous les termes dans le cas particuliµerement simple du dipôle oscillant.

Notons ¶egalement qu'on peut s'attendre µa ce que le champ rayonn¶e pr¶esente une structure d'onde
plane. Si la source est harmonique, les potentiels doivent avoir une structure d'onde sph¶erique. Su®-
isamment loin de l'origine et dans un volume su±samment local, le vecteur d'onde (radial) est pra-
tiquement uniforme et l'onde sph¶erique a pratiquement une structure d'onde plane. E et B doivent
donc être orthogonaux entre eux et µa n et leurs modules doivent être dans un rapport c. Pour une
source quelconque, la lin¶earit¶e de l'¶electromagn¶etisme et les propri¶et¶es de la transform¶ee de Fourier
assurent que cette g¶eom¶etrie se conserve. Nous pourrions nous contenter de ne calculer que le champ
¶electrique et en d¶eduire le champ magn¶etique par ce genre d'arguments. Nous ferons cependant les
deux calculs pour conforter notre con¯ance dans ces arguments qualitatifs.

Avant d'entreprendre le calcul des champs rayonn¶es, nous allons ¶etablir un certain nombre de
formules utiles.

1.2.1 D¶eriv¶ees utiles

Nous aurons besoin de d¶eriver la fonction implicite t0 par rapport aux coordonn¶ees et µa l'instant
d'observation. En e®et t0 d¶epend de t mais aussi de r par l'interm¶ediaire de (1.7). A partir de cette
¶equation, on trouve en e®et:

@t0
@t

= 1¡ 1
c

@R(t0)

@t

= 1¡ 1
c

@R

@t0

@t0
@t

: (1.15)

Nous avons d¶ejµa calcul¶e la d¶eriv¶ee de R par rapport µa t0 pour trouver l'expression de g
0. Elle vaut

¡v ¢ n. On a donc:
@t0
@t

= 1 +
n ¢ v
c

@t0
@t

; (1.16)

ce qui nous donne imm¶ediatement:
@t0
@t

=
1

g0(t0)
: (1.17)

Nous trouvons ainsi une justi¯cation µa nos raisonnement qualitatifs sur le renforcement cin¶ematique
des potentiels vers l'avant. Plus g0 est petit, plus µa un intervalle de temps donn¶e pour l'observateur
correspond un grand intervalle de temps retard¶e pour la particule. A la limite d'un mouvement ultra{
relativiste, l'observateur \accumule" dans un intervalle de temps extrêmement court tous les champs
produits par la particule.

On peut utiliser la même d¶emarche pour exprimer rt0 (la d¶eriv¶ee s'entendant par rapport µa r).
On a

rt0 = ¡1
c
rR : (1.18)

Dans le gradient de R, nous devons distinguer deux termes. Le premier provient de la d¶ependance
explicite de R = jr¡ r0j en r. Le gradient associ¶e est ¶evidemment radial. Le deuxiµeme provient de la
d¶ependance implicite de R par l'interm¶ediaire de r0, qui est lui même une fonction de t0 et donc de r.
De maniµere ¶evidente, ces deux termes s'ajoutent et on a:

rt0 = ¡n@jr¡ r0j
c@r

¡ 1
c

@R

@t0
rt0 : (1.19)

La premiµere d¶eriv¶ee partielle s'entend µa r0 constant. Elle est ¶evidemment ¶egale µa 1. La deuxiµeme
vient d'être rappel¶ee. On trouve donc:

rt0 = ¡n
c
+
n ¢ v
c
rt0 (1.20)
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et ¯nalement:

rt0 = ¡ 1

g0(t0)
n

c
: (1.21)

Nous avons pu mettre les d¶eriv¶ees utiles sous une forme particuliµerement simple, toujours en termes
du facteur cin¶ematique 1=g0.

1.2.2 Champ ¶electrique

Le champ ¶electrique s'¶ecrit bien sûr

E = ¡@A
@t

¡rV : (1.22)

La d¶eriv¶ee partielle de A par rapport au temps s'¶ecrit:

¡@A
@t

= ¡@A
@t0

@t0
@t

= ¡ 1

g0(t0)
q

4¼²0c2
@

@t0

∙
v

g0(t0)R(t0)

¸
: (1.23)

Dans la d¶eriv¶ee du crochet par rapport au temps retard¶e t0, il apparâ³t des termes en 1=R correspon-
dant µa la d¶eriv¶ee de v=g0. La d¶eriv¶ee de 1=R, pour sa part, donne des termes en 1=R2 que nous devons
n¶egliger. A cet ordre d'approximation, nous avons donc:

¡@A
@t

= ¡ q

4¼²0c2
1

g0(t0)
1

R

@

@t0

v

g0(t0)

= ¡ q

4¼²0c2
1

g03(t0)
1

R

£
ag0 ¡ vg00¤ ; (1.24)

l'acc¶el¶eration a ¶etant elle aussi ¶evalu¶ee au temps retard¶e t0.
Le gradient du potentiel scalaire fait intervenir la d¶eriv¶ee partielle par rapport au temps retard¶e

multipli¶ee par le gradient du temps retard¶e par rapport au point d'observation. En toute rigueur, il
fait aussi intervenir le gradient de la d¶ependance explicite du potentiel retard¶e par rapport au point
d'observation. Ce gradient est toutefois en 1=R2, tant pour la d¶eriv¶ee de la partie ¶electrostatique
en 1=R que pour la d¶eriv¶ee du facteur cin¶ematique. Celle ci fait en e®et intervenir le gradient de
n, qui est en 1=R, facteur qui est µa multiplier par la d¶ependance ¶electrostatique en 1=R. A l'ordre
d'approximation oµu nous nous sommes plac¶es, ces termes sont n¶egligeables et nous ne conserverons
que le premier terme. On a donc:

¡rV = ¡@V
@t0
rt0 = q

4¼²0

n

cg0
@

@t0

∙
1

g0
1

R

¸
: (1.25)

Comme pr¶ec¶edemment, nous ne garderons pas les termes faisant intervenir la d¶eriv¶ee de 1=R et nous
avons:

¡rV = ¡ q

4¼²0

ng00

cg03
1

R
: (1.26)

En regroupant avec les termes provenant du potentiel vecteur, nous trouvons ¯nalement l'expression
complµete du champ ¶electrique:

E = ¡ q

4¼²0c2
1

R

1

g03
£
(cn¡ v)g00 + ag0¤ : (1.27)

Il ne nous reste plus µa exprimer que g00. Partant de g0 = 1¡ n ¢ v=c, nous obtenons

g00 = ¡1
c

@n

@t0
¢ v ¡ 1

c
n ¢ a : (1.28)

La d¶eriv¶ee de n par rapport µa t0 est ¶evidemment d'ordre 1=R. Ce terme donnerait une contribution
au champ en 1=R2 et doit être ¶ecart¶e. A l'ordre oµu nous nous pla»cons, g00 = ¡n ¢ a=c. Notons
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¯nalement qu'on peut regrouper les termes entre crochets dans l'expression du champ en un double
produit vectoriel et ¶ecrire en¯n:

E =
q

4¼²0c2
1

R

1

(1¡ n ¢ v=c)3n£ [(n¡ v=c)£ a] : (1.29)

Nous discuterons du contenu physique de cette ¶equation aprµes avoir calcul¶e le champ magn¶etique.

1.2.3 Champ magn¶etique

Nous calculerons bien sûr le champ magn¶etique par B =r£A. On a donc:

B =
q

4¼²0c2
r£ v

g0R
: (1.30)

Dans cette expression, les trois termes dans le rotationnel d¶ependent de la position, soit directement,
soit par l'interm¶ediaire du temps retard¶e. Notons d'abord que d¶eriver le terme en 1=R ferait apparâ³tre
des termes en 1=R2 que nous devons ¶ecarter. Nous pouvons donc ¶ecrire:

B =
q

4¼²0c2
1

R
r£ v

g0
: (1.31)

Dans cette expression, en posant u = v=g0,

r£ u = eijk@juk = eijk@jt0
@uk
@t0

= rt0 £ @u

@t0
=rt0 £ ( a

g0
¡ vg

00

g02
)

=
1

g02
n

c
£ a+ g00

g03
n

c
£ v : (1.32)

Nous avons utilis¶e les conventions d'Einstein1 et le tenseur complµetement antisym¶etrique de rang 3,
eijk.

Le champ magn¶etique s'¶ecrit donc ¯nalement:

B =
q

4¼²0c2
1

R

1

g03
1

c
n£ £vg00 ¡ ag0¤ : (1.33)

En comparant cette expression µa (1.27), nous remarquons imm¶ediatement que

B =
1

c
n£E : (1.34)

1.2.4 Discussion physique

L'¶equation pr¶ec¶edente indique, comme nous y attendions, que l'onde ¶emise pr¶esente localement la
structure d'une onde plane. Le champ se propage selon la direction radiale n, les champs ¶electrique et
magn¶etique ¶etant perpendiculaires et dans un rapport c. Ces champs ne sont non nuls que si la particule
est acc¶el¶er¶ee. Une particule anim¶ee d'un mouvement de translation uniforme ne rayonne pas. C'est
une simple cons¶equence de l'invariance relativiste. Si la particule rayonne, elle doit emprunter l'¶energie
¶emise µa son ¶energie cin¶etique. Une particule qui rayonne doit voir sa vitesse se modi¯er. En se pla»cant
dans le r¶ef¶erentiel initial de la particule, cela indiquerait qu'une charge au repos pourrait acqu¶erir

1Encore une fois, dans l'espace µa trois dimensions, il n'y a pas lieu alors d'¶etablir de di®¶erence entre les coordonn¶ees
covariantes et contravariantes. Nous ¶ecrirons en cons¶equence tous les indices en position basse. Nous adopterons
syst¶ematiquement cette convention dans la suite de ce chapitre.
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spontan¶ement une vitesse, ce qui est absurde. Notons en¯n que le renforcement cin¶ematique dans la
direction du mouvement est consid¶erablement accru pour les champs. Le facteur 1=g0 apparaissant
dans les potentiels est en e®et remplac¶e par un facteur 1=g03. Ce renforcement est simplement du
au fait que les potentiels, tout en ¶etant plus grands dans la direction du mouvement, ont aussi une
d¶ependance spatiale plus rapide. Notons toutefois que les champs sont consid¶erablement r¶eduits dans
la direction même du mouvement pour une particule ultra relativiste (d¶ependance en n ¡ v=c de
l'¶equation (1.29)). Pour une particule anim¶ee d'une vitesse faible devant c, le champ est r¶eparti dans
tout l'espace et peut même être maximum dans une direction orthogonale µa la vitesse (on le verra
dans le cas du dipôle).

Il est facile de calculer, µa partir des champs, le vecteur de Poynting d¶ecrivant l'¶energie rayonn¶ee.
Notons d'abord qu'il est colin¶eaire µa n, dirig¶e vers l'ext¶erieur. Son module s'¶ecrit:

¦ =
q2

16¼2²0c3
jn£ [(n¡ v=c)£ a]j2
R2(1¡ n ¢ v=c)6 : (1.35)

Le facteur cin¶ematique est ici ¶elev¶e µa la puissance 6. Le rayonnement d'une particule ultra{relativiste
s'e®ectue essentiellement vers l'avant en termes ¶energ¶etiques. Cette expression doit être utilis¶ee avec
prudence si on d¶esire d¶eterminer la perte d'¶energie de la particule µa partir de l'¶energie du champ
rayonn¶e. Nous avons calcul¶e ici le °ux d'¶energie par unit¶e de temps au point d'observation. Par
int¶egration spatiale sur une sphµere de rayon R centr¶ee sur la particule, on en d¶eduira l'¶energie rayonn¶ee
par unit¶e de temps dans le r¶ef¶erentiel du laboratoire. Pour estimer l'e®et du rayonnement sur le
mouvement de la particule, il nous faudra estimer la quantit¶e d'¶energie ¶emise par unit¶e du temps
retard¶e t0. On prendra garde au facteur cin¶ematique 1=g

0 entre ces deux unit¶es de temps.
Pour des particules ultra{relativistes, l'¶energie rayonn¶ee peut être trµes importante. Ce rayon-

nement peut avoir des cons¶equences utiles ou n¶efastes. Il est d'abord utile comme source intense de
rayonnement ¶electromagn¶etique de haute fr¶equence. Le cône de rayonnement est en e®et si ¶etroit
qu'il ne passe sur l'observateur, au cours du mouvement de la particule, que pendant un trµes bref
instant. Les fr¶equences caract¶eristiques associ¶ees µa une impulsion brµeve ¶etant ¶elev¶ees, le rayonnement
d'une particule relativiste peut atteindre le domaine des rayons X ou °. Les tubes standard µa rayons
X, utilis¶es en radiographie, utilisent une forme \d¶esordonn¶ee" de ce rayonnement. Des ¶electrons
d'¶energie mod¶er¶ee (50 keV) frappent une anode (appel¶ee \anticathode" dans ce cas) constitu¶ee d'un
m¶etal lourd. Passant au voisinage de noyaux fortement charg¶es, les ¶electrons sont fortement acc¶el¶er¶es.
Ils rayonnent alors leur ¶energie sous forme de lumiµere. En fait, ils perdent une fraction notable de leur
¶energie µa chaque d¶e°exion, sous forme de photons X dont l'¶energie est voisine de l'¶energie initiale de
l'¶electron (notons que nos approximations ne sont guµere valables dans ce cas). C'est en raison de ce
m¶ecanisme de perte d'¶energie dans la matiµere que le rayonnement des particules acc¶el¶er¶ees est souvent
appel¶e Bremsstrahlung, ou rayonnement de freinage. On comprend ainsi aussi pourquoi les ¶electrons
p¶enµetrent beaucoup moins dans la matiµere que des particules plus lourdes (protons, par exemple).
Etant beaucoup plus l¶egers, ils sont plus fortement acc¶el¶er¶es par les champs nucl¶eaires et perdent leur
¶energie plus rapidement. En pratique, des ¶electrons d'¶energie mod¶er¶ee ne p¶enµetrent que de quelques
microns au plus dans de la matiµere dense, alors que des protons d'¶energie comparable sont capables
de l'irradier beaucoup plus profond¶ement.

Le rayonnement de freinage dans les anticathodes des tubes µa rayons X n'est pas du tout contrôl¶e.
Le rayonnement ¶emis est essentiellement isotrope et pr¶esente un trµes large spectre. Comme il est trµes
di±cile de r¶ealiser des composants optiques dans le domaine des rayons X, il n'est guµere possible de
r¶ecup¶erer et de refocaliser ce rayonnement pour des applications ¯nes. On doit souvent se contenter des
\ombres chinoises" de la radiographie classique. On peut contrôler beaucoup mieux le rayonnement
en organisant l'acc¶el¶eration. C'est par exemple ce qu'on r¶ealise dans les sources de \rayonnement
synchrotron" (nous verrons plus loin l'origine de ce nom) µa \onduleur". On fait passer un faisceau
d'¶electrons ¶energ¶etiques dans un champ magn¶etique intense spatialement modul¶e (produit, par exem-
ple, par une châ³ne d'aimants permanents mont¶es en quinconce). La trajectoire de l'¶electron est alors
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ondul¶ee, avec une forte acc¶el¶eration au voisinage des extrema de l'¶elongation transversale. Un rayon-
nement intense est alors ¶emis dans la direction de propagation, avec un spectre relativement ¶etroit.
On peut ainsi r¶ealiser des source intenses et directives de rayonnement X. Leur seul inconv¶enient est
de n¶ecessiter un anneau de stockage pour les ¶electrons! Pour des intensit¶es de faisceau su±santes et
dans le domaine micro-onde ou optique, le milieu ¶electronique peut pr¶esenter un gain su±sant par
¶emission stimul¶ee pour le fonctionnement d'un laser. La fr¶equence peut en principe être accord¶ee dans
une trµes large gamme en modi¯ant l'¶energie des ¶electrons. Trµes utilis¶es dans le domaine infrarouge
proche ou lointain, ces lasers n'ont ¶et¶e utilis¶es dans le domaine visible qu'µa l'¶etat de d¶emonstrations
de principe. Les lasers µa colorant ou µa sources solides, beaucoup plus simples et moins coûteux, ont
en e®et des performances sup¶erieures.

Le rayonnement de freinage peut avoir des cons¶equences aussi pour des ¶energies beaucoup plus
faibles. Dans le premier modµele quantique de Bohr Sommerfeld, les ¶electrons orbitent autour du
noyau sur des orbites elliptiques classiques. Certains paramµetres de l'orbite sont quanti¯¶es, c'est µa
dire d¶etermin¶es par un nombre entier: l'¶energie par le nombre quantique principal, le moment cin¶etique
et l'orientation de l'orbite par les nombres quantiques orbitaux et magn¶etiques. Pour les orbites les
plus elliptiques, l'¶electron est trµes fortement acc¶el¶er¶e quand il passe prµes du noyau. Il doit donc
rayonner une quantit¶e d'¶energie importante et on peut s'attendre µa ce que la dur¶ee de vie de ces
niveaux soit assez brµeve. Les orbites de moment angulaire maximum, au contraire, correspondent
µa une trajectoire ¶electronique circulaire. L'acc¶el¶eration est minimale et on peut s'attendre µa ce que
la dur¶ee de vie de ces niveaux soit beaucoup plus importante. Ce raisonnement semi-classique ne
peut pas rendre correctement compte des propri¶et¶es des niveaux profonds. En revanche, en vertu du
principe de correspondance, il doit d¶ecrire convenablement les niveaux de grands nombres quantiques
principaux, les \¶etats de Rydberg". On constate en e®et que les ¶etats de Rydberg "circulaires", de
moment orbital maximum, ont une dur¶ee de vie plus de 100 fois plus longue que des ¶etats de même
¶energie, mais de faible moment angulaire. Nous donnerons les bases du calcul de ces dur¶ees de vie
dans les paragraphes suivants.

Si le rayonnement de freinage a des e®ets b¶en¶e¯ques, il est aussi une limitation importante aux
performances des acc¶el¶erateurs de particules. Dans les acc¶el¶erateurs les plus r¶epandus, descendants du
\synchrotron", on courbe avec un champ magn¶etique la trajectoire des particules en forme de cercle.
On peut ainsi acc¶el¶erer les particules µa chaque tour en les faisant passer dans une cavit¶e contenant un
champ radiofr¶equence. La fr¶equence est ajust¶ee de telle maniµere que les particules rencontrent toujours
dans la cavit¶e un champ de même direction. Entre les zones de champ ¶electrique, l'acc¶el¶eration des
particules sur leur trajectoire circulaire fait qu'elles perdent de l'¶energie par rayonnement. C'est lµa
une limite s¶erieuse µa l'e±cacit¶e de ces acc¶el¶erateurs. Lµa encore, l'e®et est beaucoup plus marqu¶e pour
des ¶electrons que pour des particules lourdes. On peut le r¶eduire en augmentant le rayon du cercle.
C'est ainsi qu'on ne peut atteindre, au CERN, des ¶energies ¶electroniques de 50 ou 100 GeV qu'au prix
d'un anneau de 27 km de p¶erimµetre. La perte d'¶energie par rayonnement, qui doit être compens¶ee
par les cavit¶es acc¶el¶eratrices, est de quelques dizaines de MW, correspondant µa quelques kW par
mµetre lin¶eaire de faisceau. Ce rayonnement ¶etant essentiellement ¶emis dans le domaine des X durs,
on comprend qu'il soit n¶ecessaire d'enterrer profond¶ement l'anneau. Le champ magn¶etique n¶ecessaire
pour obtenir un tel rayon est relativement mod¶er¶e, de l'ordre de 1000 gauss (0.1T). Ce n'est pas du
tout un facteur limitatif. Pour des acc¶el¶erateurs µa protons, en revanche, la limitation µa l'¶energie vient
plus du champ magn¶etique n¶ecessaire µa la courbure des trajectoires que du rayonnement de freinage.
Notons en¯n que le rayonnement de freinage est beaucoup moins important dans les acc¶el¶erateurs
lin¶eaires (parce que vitesse et acc¶el¶eration sont colin¶eaires). L'¶energie est alors limit¶ee par le champ
¶electrique maximum (10MV/m) et la longueur du dispositif (1 km environ).
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1.3 R¶eaction de rayonnement

Nous avons fait l'approximation, dans tout ce chapitre, que le rayonnement ne modi¯ait pas le mouve-
ment de la charge. Il est bien ¶evident que la puissance rayonn¶ee doit être prise sur l'¶energie m¶ecanique
de la particule et qu'on ne peut n¶egliger cette r¶eaction du rayonnement sur la trajectoire qu'en premiµere
approximation. Nous allons tenter dans ce paragraphe de d¶ecrire la perturbation au mouvement due
au rayonnement. Pour simpli¯er la discussion, nous choisirons de ne travailler qu'avec un ¶electron.
Nous verrons en e®et que la r¶eaction de rayonnement a des cons¶equences sur le mouvement d'autant
plus importantes que la masse de la particule est petite. L'adaptation de ces discussions µa d'autres
particules ne pr¶esenterait aucune di±cult¶e. Nous ne nous placerons que dans un cadre non relativiste.
Nous allons commencer, dans une discussion qualitative, par donner quelques ordres de grandeur.
Nous pourrons ainsi d¶egager une ¶echelle naturelle de temps pour ces ph¶enomµenes. Nous montrerons
que la perturbation est en e®et petite tant que les constantes caract¶eristiques du mouvement sont
longues µa cette ¶echelle. Nous montrerons ensuite que l'action du rayonnement sur l'¶energie de la par-
ticule peut se d¶ecrire comme le travail d'une force, la \force de r¶eaction de rayonnement". Le premier
appendice de ce chapitre montrera comment on peut obtenir l'expression de cette force en se donnant
un modµele naÄ³f de particule charg¶ee et en estimant l'action sur le mouvement de la particule du champ
produit par la particule elle{même. Nous donnerons alors quelques applications de la force de r¶eaction
de rayonnement. Nous montrerons en particulier comment elle donne une dur¶ee de vie ¯nie (et trµes
brµeve) aux atomes dans un modµele plan¶etaire classique.

1.3.1 Approche qualitative

Pour un mouvement non relativiste, on peut, dans l'expression (1.35) du vecteur de Poynting des
champs de Li¶enart Wiechert, n¶egliger les termes en v=c. On a alors:

¦ =
q2

16¼2²0c3
jn£ (n£ a)j2

R2
: (1.36)

En prenant l'axe Oz dans la direction de a, on voit que n £ (n £ a) = a sin µuµ (avec les notations
standard des coordonn¶ees sph¶eriques). L'int¶egration du vecteur de Poynting sur une sphµere de rayon R
ne pose alors aucune di±cult¶e (tous les points de cette sphµere \voient" manifestement la particule au
même instant retard¶e et donc avec la même acc¶el¶eration). On met alors la puissance totale rayonn¶ee
par la charge sous la forme (formule de Larmor):

P = q2a2

6¼²0c3
: (1.37)

Estimons maintenant l'e®et de cette puissance sur le mouvement. Consid¶erons pour cela d'abord
une particule initialement au repos acc¶el¶er¶ee uniform¶ement pendant une p¶eriode T . L'¶energie totale
rayonn¶ee pendant l'acc¶el¶eration s'¶ecrit alors PT . L'¶energie m¶ecanique ¯nale de la charge est, pour sa
part, ¶egale µama2T 2=2. Le rayonnement aura une in°uence faible sur le mouvement si PT ¿ ma2T 2=2.
On peut aussi ¶ecrire cette condition sous la forme:

T À ¿ ; (1.38)

avec

¿ =
1

6¼²0

q2

mc3
; (1.39)

la puissance rayonn¶ee ¶etant alors simplement P = m¿a2. Le temps caract¶eristique ¿ , qui va jouer un
rôle essentiel dans la suite de cette discussion, est maximal pour l'¶electron, la plus l¶egµere des particules
charg¶ees. Sa valeur num¶erique est de 6:32 10¡24 s. Notons que c¿ est de l'ordre du \rayon classique"
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re de l'¶electron. Ce rayon est donn¶e par un modµele ¶electrostatique trµes naÄ³f de l'¶electron, sous la
forme d'une sphµere uniform¶ement charg¶ee en surface, de rayon re et portant la charge ¶el¶ementaire.
En identi¯ant l'¶energie ¶electrique de cette distribution avec l'¶energie de masse de l'¶electron, on ¯xe
la valeur du rayon. La valeur obtenue est, µa un coe±cient prµes (2/3 en l'occurrence), la quantit¶e c¿ .
La trµes faible valeur de ¿ indique que l'e®et du rayonnement est tout µa fait n¶egligeable, sauf si on
s'int¶eresse µa des p¶eriodes d'acc¶el¶eration in¯niment courtes.

On peut pr¶eciser encore cette approche qualitative en consid¶erant une particule charg¶ee anim¶ee
d'un mouvement sinusoÄ³dal de fr¶equence !0. L'acc¶el¶eration est alors de l'ordre de !20d oµu d est
l'extension du mouvement. L'¶energie m¶ecanique est pour sa part de l'ordre de m!20d

2. La puis-
sance rayonn¶ee pendant une p¶eriode, P=!0, sera petite par rapport µa l'¶energie m¶ecanique et donc le
rayonnement sera une petite perturbation au mouvement, si:

1

6¼²0

q2

c3!0
(!20d)

2 ¿ m!20d
2 ; (1.40)

c'est µa dire si:
´ = !0¿ ¿ 1 : (1.41)

Lµa encore, cette condition est trµes bien v¶eri¯¶ee pour tout mouvement µa une fr¶equence raisonnable.
L'e®et du rayonnement sur le mouvement est donc une faible perturbation et il est bien justi¯¶e de
consid¶erer, au moins sur un intervalle de temps assez bref, que le mouvement de la particule est impos¶e.

Si le rayonnement ne modi¯e pas dramatiquement le mouvement, il n'en reste pas moins que,
sur des temps longs, l'e®et cumulatif de la puissance rayonn¶ee ¯nira par amortir le mouvement dont
l'¶energie m¶ecanique sera lentement d¶ecroissante. Pour tenir compte plus commod¶ement de cet e®et,
nous allons monter que la puissance rayonn¶ee peut être mod¶elis¶ee par le travail d'une force.

1.3.2 Force de r¶eaction de rayonnement

Consid¶erons donc une particule en mouvement impos¶e entre les instants t1 et t2. En exprimant la
puissance rayonn¶ee en fonction de la vitesse de la particule, on peut ¶ecrire la variation de l'¶energie de
la particule due au rayonnement pendant cette p¶eriode, ¢E , sous la forme:

¢E = ¡ 1

6¼²0
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c3

Z t2

t1

_v2 dt : (1.42)

L'int¶egrale peut ais¶ement être transform¶ee par une int¶egration par parties. On a:Z t2

t1

_v2 dt = ¡
Z
Äv ¢ v dt+ [ _v ¢ v]t2t1 : (1.43)

Si la p¶eriode consid¶er¶ee est su±samment longue et si les vitesses et acc¶el¶erations sont born¶ees,
l'int¶egrale dans le second membre domine le terme tout int¶egr¶e (µa condition bien sûr qu'elle soit
non nulle - nous excluons donc de fait le cas du mouvement uniform¶ement acc¶el¶er¶e). On peut donc
¶ecrire l'¶energie ¢E sous la forme du travail d'une force:

E =
Z
Fr ¢ v dt ; (1.44)

oµu la \force de r¶eaction de rayonnement" Fr est d¶e¯nie par:

Fr =
q2

6¼²0c3
_a = m¿ _a : (1.45)

Cette force, proportionnelle µa la d¶eriv¶ee temporelle de l'acc¶el¶eration, est tout µa fait particuliµere et doit
être utilis¶ee avec beaucoup de pr¶ecautions. Elle conduit tout d'abord, ¶evidemment, µa des ¶equations du
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mouvement qui sont du troisiµeme ordre par rapport au temps. Il faut donc, pour sp¶eci¯er complµetement
le mouvement, donner non seulement la position et la vitesse, mais aussi l'acc¶el¶eration initiale de la
particule. Un tel comportement est ¶etranger µa tous les principes de la m¶ecanique Newtonienne.

Un autre problµeme grave relatif µa cette force est la pr¶esence, parmi les solutions aux ¶equations
du mouvement, de solutions divergentes, même pour une particule libre. Consid¶erons en e®et une
particule initialement au repos. L'¶equation du mouvement s'¶ecrit:

m _v = m¿ Äv ; (1.46)

dont la solution g¶en¶erique s'¶ecrit:
_v = a0e

t=¿ : (1.47)

Si on ne sp¶eci¯e pas que l'acc¶el¶eration de la particule est initialement nulle, l'acc¶el¶eration et la vitesse,
croissent exponentiellement avec une constante de temps, ¿ , extrêmement brµeve. Ces solutions sont
complµetement non physiques.

Mentionnons en¯n une derniµere di±cult¶e avec la force de r¶eaction de rayonnement. Elle pr¶edit une
force nulle pour un mouvement uniform¶ement acc¶el¶er¶e, donc a priori une ¶energie rayonn¶ee nulle. Mais,
pour ce type de mouvement, la puissance pr¶edite par la formule de Larmor, est non nulle. On peut,
bien sûr, constater que nos hypothµeses pour l'int¶egration par parties conduisant µa l'expression de Fr ne
sont pas valables dans ce cas. Il faut retenir de cette discussion que la force de r¶eaction de rayonnement
est un interm¶ediaire commode pour estimer l'in°uence du rayonnement sur le mouvement, mais qu'elle
doit être utilis¶ee avec pr¶ecaution, le plus souvent dans une approche perturbative.

Dans l'appendice µa ce chapitre, nous pr¶esenterons un calcul, dû µa Abraham et Lorentz, qui justi¯e
dans une certaine mesure la forme de la force de r¶eaction de rayonnement. On y considµere la charge
comme une r¶epartition ¶etendue de densit¶e de charge et on estime la force qu'elle exerce sur elle-même.
Aprµes un calcul fastidieux, on trouve une contribution proportionnelle µa l'acc¶el¶eration, qu'on peut
interpr¶eter comme la masse de la particule, et la contribution de la force de r¶eaction de rayonnement.
Comme on le verra dans l'appendice, ce modµele pr¶esente des inconsistances graves et doit aussi être
pris avec pr¶ecautions.

1.3.3 Application

Nous allons utiliser, avec pr¶ecautions, la force de r¶eaction de rayonnement pour estimer la dur¶ee de
vie des atomes dans le modµele de Rutherford (nous discuterons µa nouveau ce problµeme en d¶etail dans
le chapitre sur le rayonnement des sources atomiques). La r¶eaction de rayonnement, en r¶eduisant
graduellement l'¶energie de l'¶electron en orbite autour du noyau, doit le conduire µa tomber sur le
noyau. Pour simpli¯er les calculs, nous consid¶ererons un atome d'hydrogµene et nous supposerons que
les orbites sont circulaires, comparables µa celles du modµele de Bohr. Nous nous servirons d'ailleurs des
pr¶edictions de ce modµele pour ¯xer les ordres de grandeur relatifs µa nos orbites (en particulier celui
de leur rayon).

Nous supposerons que l'¶energie m¶ecanique E ¶evolue lentement par rapport au mouvement orbital
(nous faisons ici une approximation s¶eculaire comparable µa celles qui sont utilis¶ees en astronomie).
Nous noterons U(r) = U(r) = ®=r le potentiel Coulombien µa sym¶etrie sph¶erique, avec

® =
q2

4¼²0
: (1.48)

La d¶eriv¶ee temporelle de l'¶energie m¶ecanique est donn¶ee par le travail de la force de r¶eaction de
rayonnement, ou, plus simplement encore, par la formule de Lorentz (on peut remarquer que, pour un
mouvement p¶eriodique, le terme tout int¶egr¶e dans le raisonnement conduisant µa Fr est identiquement
nul µa condition d'int¶egrer sur une p¶eriode; la formule de Larmor est donc strictement ¶equivalente au
travail de Fr). On a alors:

dE
dt
= ¡m¿a2 ; (1.49)
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oµu la barre d¶esigne une moyenne temporelle sur une p¶eriode. En remarquant que l'acc¶el¶eration est
largement domin¶ee par la force coulombienne et peut donc s'¶ecrire:

a = ¡ 1
m

dU

dr
ur ; (1.50)

on obtient ¯nalement:
dE
dt
= ¡ ¿

m

µ
dU

dr

¶2
: (1.51)

On notera qu'on pourrait ¶ecrire une ¶equation similaire pour le moment cin¶etique. On peut montrer
rigoureusement, grâce µa ces deux ¶equations, que l'orbite de l'¶electron reste circulaire pendant sa chute
sur le noyau. Cette propri¶et¶e est relativement ¶evidente, puisque la force de r¶eaction de rayonnement
est oppos¶ee µa la vitesse et de module constant.

Pour le mouvement Coulombien, on a, en utilisant le th¶eorµeme du viriel:

E =
1

2
U = ¡ q2

8¼²0

1

r
(1.52)

dE
dt

=
q2

8¼²0r2
dr

dt
; (1.53)

pour une orbite circulaire. On a aussi, toujours pour une orbite circulaire:

µ
dU

dr

¶2
=

q4

(4¼²0)2r4
: (1.54)

On en d¶eduit imm¶ediatement que le rayon r de l'orbite doit d¶ecrô³tre lentement en ¶etant r¶egi par
l'¶equation:

dr

dt
= ¡ ¿

m

q2

2¼²0r2
: (1.55)

La r¶esolution de cette ¶equation est imm¶ediate:

r3(t)¡ r30 = ¡9(c¿)3
t

¿
: (1.56)

Le cube du rayon de l'orbite d¶ecrô³t donc lin¶eairement avec le temps. De maniµere ¶evidente, le rayon
s'annule en un temps ¯ni: la chute de l'¶electron sur le noyau prend un temps ¯ni. Au cours de
cette chute, la fr¶equence orbitale et donc la fr¶equence du rayonnement ¶emis croissent ind¶e¯niment. Il
est ¶evident que nos approximations (faible rayonnement, mouvement non relativiste, approximation
s¶eculaire) tomberont avant la ¯n du mouvement. On peut cependant estimer l'ordre de grandeur de la
dur¶ee de vie de l'atome d'hydrogµene dans son ¶etat fondamental en prenant pour rayon initial le rayon
de Bohr a0. On trouve alors une dur¶ee de vie:

T =
1

9
¿

µ
a0
c¿

¶3
; (1.57)

qui est de l'ordre de ¿ multipli¶e par le cube du rapport du rayon de Bohr au rayon classique de
l'¶electron. Num¶eriquement, T vaut environ 14 ps. Un ordre de grandeur aussi faible montre bien les
limites d'une approche classique µa la structure atomique: au bout de quelques picosecondes tous les
atomes auraient du disparâ³tre dans un °ash de rayonnement ultraviolet...

Notons que l'on peut, de maniµere plus utile, estimer µa partir de ce calcul la dur¶ee de vie de l'orbite
de Bohr de nombre quantique principal n. L'¶emission fait passer l'atome du niveau n au niveau n¡1.
Le rayon de l'orbite n ¶etant n2a0, la variation du cube du rayon dans cette transition est 6a

3
0n
5 (on
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suppose que n est grand et on remplace la di®¶erence ¯nie par une d¶eriv¶ee). La dur¶ee de vie de l'¶etat
n doit alors être de l'ordre de:

¿
2

3

µ
a0
c¿

¶3
n5 ' 6n5T : (1.58)

Elle crô³t trµes rapidement avec n. Pour n = 50, par exemple, on trouve 26 ms. Ce r¶esultat est
extrêmement proche de la dur¶ee de vie du niveau de Rydberg circulaire n = 50. Ce niveau, de nombres
quantiques orbital et magn¶etique maximums, correspond en e®et de la maniµere la plus proche possible
µa l'orbite circulaire de Bohr. Comme tous les nombres quantiques mis en jeu sont ¶elev¶es, le principe
de correspondance nous indique en e®et que le calcul classique et le calcul quantique doivent être en
trµes bon accord.

1.4 Rayonnement du dipôle

Nous allons consacrer cette section µa l'¶etude, au moyen des potentiels de Li¶enard{Wiechert, d'un cas
particulier important: le rayonnement d'une charge oscillant de maniµere harmonique au voisinage de
l'origine. Au prix d'une approximation simple, valable quand l'extension du mouvement est trµes petite
par rapport µa la longueur d'onde rayonn¶ee, nous verrons qu'il est possible de calculer explicitement les
champs. Ce rayonnement dipolaire se retrouve dans de nombreux domaines. Comme nous le verrons
µa la ¯n de cette partie, le rayonnement des sources atomiques entre en g¶en¶eral dans le cadre de cette
approximation. Tous les problµemes d'¶emission ou de di®usion de rayonnement par des atomes ou des
assembl¶ees d'atomes se ramµenent donc µa un problµeme de rayonnement dipolaire. De plus, comme nous
le verrons dans le prochain chapitre, ce rayonnement est le premier terme d'un d¶eveloppement (dit
\multipolaire") valable pour une r¶epartition quelconque de courants. Nous consacrerons la premiµere
partie de ce paragraphe µa adapter simplement les r¶esultats des paragraphes pr¶ec¶edents µa ce cas simple:
calculs des potentiels, des champs rayonn¶es, du diagramme de rayonnement et de la puissance totale
rayonn¶ee. Dans la deuxiµeme partie, nous exploiterons la trµes grande simplicit¶e de cette source pour
calculer les champs exacts. Nous conserverons donc tous les termes en 1=Rn et montrerons comment
on passe des champs statiques aux champs rayonn¶es quand on s'¶eloigne de la source.

1.4.1 Champs rayonn¶es

Nous consid¶erons donc une charge ponctuelle anim¶ee d'un mouvement harmonique non relativiste
autour de l'origine O. Nous choisirons un mouvement lin¶eaire le long de l'axe Oz. Un mouvement
harmonique plus complexe peut en e®et toujours être d¶ecrit comme la superposition de trois mouve-
ments harmoniques selon les trois directions de l'espace. Dans le cadre des approximations que nous
ferons, le champ correspondant est simplement la somme des champs cr¶e¶es ind¶ependamment par ces
trois mouvements.

La position de la particule µa l'instant t0 est donc:

r0(t
0) = z0uze¡i!t

0
(1.59)

et sa vitesse

v(t0) = ¡iz0!uze¡i!t0 : (1.60)

Nous supposerons la vitesse trµes petite devant c et ne garderons que les termes dominants dans un
d¶eveloppement en puissances de v=c. En particulier, le facteur cin¶ematique 1=g0 qui est si important
pour les particules relativistes sera simplement pris ¶egal µa 1. On peut s'interroger sur l'appellation
dipôle pour une charge oscillante unique. Un vrai dipôle oscillant serait constitu¶e de cette charge
oscillante et d'une charge oppos¶ee ¯xe µa l'origine. La charge ¯xe ne cr¶ee qu'un champ ¶electrostatique.
Comme nous ne nous int¶eressons qu'au champ rayonn¶e µa grande distance µa la fr¶equence !, cette
contribution ¶electrostatique ne joue aucun rôle. Seule la charge mobile importe pour le rayonnement.
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Notons ¶egalement que nous devrons, en toute rigueur, appeler cette source un dipôle ¶electrique. Nous
verrons en e®et dans le prochain chapitre qu'il existe un autre type de source dipolaire, le dipôle
magn¶etique, essentiellement ¶equivalent µa une petite boucle de courant oscillant.

L'approximation essentielle que nous ferons (approximation dipolaire) consiste µa n¶egliger l'exten-
sion spatiale du mouvement de la particule, z0, par rapport µa toutes les grandeurs caract¶eristiques
du problµeme. Elle est tout d'abord n¶egligeable par rapport µa la distance d'observation et on ¶ecrira
simplement 1=R = 1=r (r est le module de r, distance de l'origine au point d'observation). Nous
supposerons aussi que le temps retard¶e varie peu devant la p¶eriode d'oscillation d'une extr¶emit¶e de la
trajectoire µa l'autre. En d'autre termes, nous supposerons

z0
c
¿ 1

!
(1.61)

ou encore
z0 ¿ ¸ ; (1.62)

oµu ¸ = 2¼c=! est la longueur d'onde, dans le vide, d'une onde plane de fr¶equence !. Notons que cette
condition s'¶ecrit aussi v0 ¿ c. Nous pourrons alors ¶ecrire simplement:

t0 = t¡ r
c
: (1.63)

t0 est alors simplement retard¶e d'une quantit¶e constante par rapport µa l'instant d'observation. Nous
¶ecrivons ainsi le premier terme d'un d¶eveloppement de t0 en puissances de r0=¸. Notons que cette
approximation dipolaire est, par exemple, tout µa fait l¶egitime pour le rayonnement atomique. Les
longueurs d'onde caract¶eristiques sont en e®et de l'ordre du micron alors que l'extension des mouve-
ments ¶electroniques, comparable au rayon de Bohr, est plutôt de l'ordre de l'ºAngstrÄom.

Potentiels

Avec ces approximations, l'¶ecriture des potentiels de Li¶enard ne pose aucune di±cult¶e. Pour le po-
tentiel vecteur, on a:

A =
¹0j

4¼

eikr

r
e¡i!t

1

1¡ n ¢ v=cuz ; (1.64)

oµu l'on a utilis¶e l'amplitude j du courant cr¶e¶e par la particule:

je¡i!t = qve¡i!t = ¡iqz0!e¡i!t ; (1.65)

Pour le potentiel scalaire:

V =
q

4¼²0

1

r

1

1¡ n ¢ v=c : (1.66)

Nous allons e®ectuer un d¶eveloppement de ces potentiels au premier ordre non trivial et non nul en
v=c, en utilisant pour toutes les quantit¶es retard¶ees le seul instant t0. On peut donc ¶ecrire:

1

1¡ n ¢ v=c ' 1 + n ¢ v=c : (1.67)

Le premier ordre non nul pour le potentiel scalaire correspond au potentiel ¶electrostatique q=4¼²0r.
Comme nous n'avons consid¶er¶e qu'une charge ponctuelle, il est normal qu'on trouve e®ectivement µa
l'ordre le plus bas un potentiel ¶electrostatique. Toutefois, il ne contribue pas µa la propagation et au
rayonnement et nous pouvons l'oublier (on pourrait aussi ajouter une charge ¡q immobile µa l'origine,
ce qui constituerait une description plus r¶ealiste d'un dipôle).

En remarquant que

n ¢ v=c = ¡iz0!
c
ei(kr¡!t)uz ¢ ur ; (1.68)
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et que uz ¢ ur = cos µ en coordonn¶ees sph¶eriques, on peut ¶ecrire les potentiels au premier ordre
signi¯catif:

A =
¹0j

4¼

eikr

r
e¡i!tuz (1.69)

V = ¡i d

4¼²0

!

c

ei(kr¡!t)

r
cos µ : (1.70)

Dans l'expression de V , nous avons fait intervenir l'amplitude du dipôle associ¶e µa la charge:

d = ij=! = qz0 : (1.71)

On peut v¶eri¯er par un calcul ¶el¶ementaire que V etA v¶eri¯ent bien la jauge de Lorentz (les potentiels de
Li¶enard Wiechert complets y ob¶eissent. Ce doit donc être vrai µa tous les ordres dans le d¶eveloppement
en v=c).

Notons que nous aurions pu pousser le d¶eveloppement un terme plus loin en puissances de v=c.
En fait, sauf pour v¶eri¯er la consistance de la jauge, il n'est pas n¶ecessaire de calculer le potentiel
scalaire au second ordre. Comme nous le verrons dans un moment, le champ magn¶etique se calcule
directement µa partir du potentiel vecteur et le champ ¶electrique s'en d¶eduit en utilisant les ¶equations
de Maxwell ou, plus simplement, la structure locale d'onde plane µa trµes grande distance. Le terme
d'ordre 2 dans le potentiel vecteur s'¶ecrit, aprµes quelques transformations:

A(2) = ¡¹0
4¼

qz20
2

4!2

2c

e2i(kr¡!t)

r
cos µuz : (1.72)

Il s'agit d'un terme oscillant µa la fr¶equence 2! (c'est un terme en v2), poss¶edant une structure
g¶eom¶etrique plus complexe que le potentiel vecteur du dipôle. Nous examinerons plus tard, par
la technique syst¶ematique des d¶eveloppements multipolaires, le champ cr¶e¶e par une charge oscillante µa
cet ordre. Nous verrons qu'il existe e®ectivement un champ quadripolaire ¶electrique µa cette fr¶equence
et nous retrouverons, par une autre m¶ethode, l'expression ci-dessus.

Champs rayonn¶es

Les champs rayonn¶es s'expriment ¶egalement sans di±cult¶es. On pourrait calculer le champ ¶electrique
µa partir de A et de V . Le calcul ne pr¶esente aucune di±cult¶e. Toutefois, si ne nous int¶eressons
qu'aux champs rayonn¶es µa grande distance, il est beaucoup plus ¶economique de revenir directement
aux champ de Li¶enard. A l'ordre d'approximation oµu nous travaillons:

E =
q

4¼²0c2
1

r
n£ (n£ a) ; (1.73)

oµu l'acc¶el¶eration a s'¶ecrit simplement:

a = ¡z0!2e¡i!tuz : (1.74)

Le champ ¶electrique s'exprime plus naturellement en termes du dipôle ¶electrique. On a

E = ¡ d

4¼²0
k2
eikr

r
e¡i!tn£ (n£ uz) (1.75)

En utilisant les vecteurs unitaires du triµedre local en coordonn¶ees sph¶eriques, on trouve rapidement
que:

n£ uz = ¡ sin µuÁ (1.76)

n£ (n£ uz) = sin µuµ ; (1.77)
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et ¯nalement

E = ¡ d

4¼²0

!2

c2
eikr

r
e¡i!t sin µuµ : (1.78)

L'onde rayonn¶ee ayant toujours localement la structure d'une onde plane de vecteur d'onde k = kn,
on en d¶eduit

B = ¡ d

4¼²0

!2

c3
eikr

r
e¡i!t sin µuÁ : (1.79)

La g¶eom¶etrie des champs est relativement intuitive. La r¶epartition de courant produite par la
charge est en e®et µa sym¶etrie cylindrique autour de l'axe Oz. Le champ magn¶etique respecte cette
sym¶etrie (les lignes de champ sont des cercles d'axe Oz). Quand au champ ¶electrique, il est dans
le plan d¶e¯ni par le dipôle et le point d'observation. Notons en¯n que les champs sont nuls dans la
direction du dipôle, Oz. Nous discuterons dans un moment quelques cons¶equences physiques de cet
e®et non{relativiste (le rayonnement n'est pas du tout concentr¶e dans la direction de la vitesse de la
particule).

Vecteur de Poynting

A partir des champs, nous pouvons facilement calculer le vecteur de Poynting:

¦ =
E£B
¹0

: (1.80)

Il faut prendre garde aux notations complexes quand on manipule des quantit¶es ¶energ¶etiques, quadra-
tiques dans les champs. Une substitution directe et maladroite des expressions pr¶ec¶edentes pourrait
faire croire que ¦ est une fonction purement oscillante µa 2!. Il faut, en fait, soit revenir aux parties
r¶eelles des champs pour exprimer la valeur instantan¶ee de ¦, soit ne s'int¶eresser qu'µa la moyenne
temporelle ¦ de ¦ sur une p¶eriode optique (ou sur un intervalle de temps long par rapport µa cette
p¶eriode). En e®et, cette moyenne temporelle s'¶ecrit simplement en termes des amplitudes complexes
des champs. En posant:

E = E0e
¡i!t (1.81)

B = B0e
¡i!t ; (1.82)

les champs r¶eels s'¶ecrivent

E =
1

2
(E0e

¡i!t +E¤0e
i!t) (1.83)

B =
1

2
(B0e

¡i!t +B¤0e
i!t) : (1.84)

(E¤0 d¶esignant le complexe conjugu¶e de E0). Le vecteur de Poynting contient alors des termes oscillants
µa 2! dont la moyenne temporelle est ¶evidemment nulle et des termes constants, qui contribuent seuls
µa cette moyenne. On a ¯nalement:

¦ =
1

4¹0
[E0 £B¤0 +E¤0 £B0] =

1

2¹0
Re (E0 £B¤0) : (1.85)

On notera que ce type d'expression peut être utilis¶e pour toute quantit¶e quadratique (densit¶es d'¶ener-
gie...).

En appliquant cette formule nous trouvons donc:

¦ =
d2

32¼2²0

!4

c3
sin2 µ

r2
ur : (1.86)
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z

Figure 1.3: Diagramme de rayonnement d'un dipôle ¶electrique align¶e avec l'axe Oz. On note que le rayonnement est

nul sur l'axe du dipôle.

Comme pr¶evu, ¦ est colin¶eaire µa ur et de même sens. Il d¶ecrit bien un °ux d'¶energie du dipôle vers
l'in¯ni. On peut visualiser la r¶epartition spatiale du °ux ¶energ¶etique en tra»cant le diagramme de
rayonnement. Dans la direction d¶e¯nie par les angles µ et Á des coordonn¶ees sph¶eriques, on porte
une longueur proportionnelle µa ¦. Le diagramme ainsi obtenu est de r¶evolution autour de Oz. Il est
repr¶esent¶e sur la ¯gure 1.3. La section de cette surface par un plan passant par Oz est constitu¶ee
de deux lobes sym¶etriques d'¶equation polaire ½ = K sin2 µ. La propri¶et¶e essentielle de ce diagramme
est que la puissance rayonn¶ee est nulle dans la direction du mouvement, maximale dans une direction
perpendiculaire.

De nombreux ph¶enomµenes physiques sont associ¶es µa ce diagramme de rayonnement. Une antenne
dipolaire ¶electrique (un ¯l rectiligne parcouru par un courant oscillant | nous montrerons dans le
prochain chapitre l'¶equivalence avec le systµeme trait¶e ici) ne rayonne que dans un plan perpendiculaire
µa son axe. Elle doit donc être orient¶ee verticalement pour une communication terrestre. De maniµere
r¶eciproque, une antenne lin¶eaire ne capte correctement le rayonnement que si elle est perpendiculaire µa
la direction de propagation et parallµele µa la polarisation (une exp¶erience quotidienne avec les antennes
de t¶el¶evision, r¶eseau d'antennes lin¶eaires). Nous verrons qu'une petite particule ou un atome ¶eclair¶e
par une onde plane possµede un dipôle induit parallµele µa la direction de polarisation. Il di®use donc
pr¶ef¶erentiellement le rayonnement dans une direction perpendiculaire µa sa polarisation. Ce ph¶enomµene
est µa l'origine de la polarisation de la lumiµere di®us¶ee par l'atmosphµere. Les ondes incidentes de
polarisation perpendiculaire au plan d¶e¯ni par la direction d'observation et la direction du soleil
contribuent principalement µa la lumiµere di®us¶ee. La lumiµere observ¶ee dans une direction est donc
partiellement polaris¶ee. Quand la lumiµere subit des di®usion multiples (par temps de brouillard par
exemple), cet e®et de polarisation est brouill¶e et la lumiµere di®us¶ee a une polarisation naturelle.
On peut observer facilement la direction pr¶ef¶erentielle de di®usion, dans une exp¶erience de cours, en
observant la di®usion d'une lumiµere polaris¶ee par une solution satur¶ee de glucose. Comme elle possµede
un important pouvoir rotatoire, la polarisation lin¶eaire de l'onde incidente tourne, avec une p¶eriode
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spatiale de quelques centimµetres. On observe alors, µa angle droit avec la direction incidente, que la
di®usion est pratiquement nulle quand la polarisation pointe vers l'observateur, maximale dans le cas
contraire.

Puissance totale rayonn¶ee

On obtient la moyenne temporelle de la puissance rayonn¶ee par le dipôle, P, en int¶egrant le vecteur
de Poynting moyen sur une sphµere de rayon r. ¦ ¶etant en 1=r2, la d¶ependance en r disparâ³t et la
puissance rayonn¶ee est ind¶ependante du rayon de cette sphµere. L'int¶egrale sur l'angle Á est triviale et
on obtient imm¶ediatement:

P = d2

32¼2²0

!4

c3
2¼

Z ¼

0
sin3 µ dµ (1.87)

On v¶eri¯era que Z ¼

0
sin3 µ dµ =

4

3
: (1.88)

On a donc en¯n:

P = d2

12¼²0

!4

c3
: (1.89)

Cette formule nous sera trµes utile dans la suite de ce cours. De maniµere naturelle, la puissance rayonn¶ee
est proportionnelle au carr¶e de l'amplitude du dipôle. Elle est ¶egalement proportionnelle µa la quatriµeme
puissance de la fr¶equence. A dipôle ¶egal, les hautes fr¶equences sont rayonn¶ees de fa»con beaucoup plus
e±cace que les basses. On connâ³t bien ce ph¶enomµene en acoustique: les hauts{parleurs sont d'autant
plus petits, pour une puissance restitu¶ee ¶egale, que leur fr¶equence optimale d'utilisation est ¶elev¶ee.
Dans le domaine optique, ce comportement est responsable de la couleur bleue de la lumiµere di®us¶ee si
la lumiµere incidente est blanche. C'est par exemple ce qui explique le bleu du ciel. Les mol¶ecules d'air
ont des fr¶equences de r¶esonance trµes hautes par rapport aux fr¶equences visibles. Elles r¶epondent donc
de la même maniµere µa toutes les fr¶equences visibles, par des dipôles comparables. En revanche, les
fr¶equences les plus ¶elev¶ees dominent largement dans le spectre de la lumiµere di®us¶ee. Par un simple
e®et de compl¶ementarit¶e, le rouge domine dans le spectre de la lumiµere transmise. Voici pourquoi le
ciel est bleu 2 et les couchers de soleil rouges.

La puissance rayonn¶ee doit provenir d'une source d'¶energie. On pourrait envisager que la particule
soit mise en mouvement par des sources externes, ¶eventuellement non ¶electromagn¶etiques. L'¶energie
rayonn¶ee peut aussi provenir de l'¶energie m¶ecanique de la particule (¶elastiquement li¶ee µa un centre
de force). Dans ce cas, cette ¶energie m¶ecanique d¶ecrô³t au cours du temps sous l'action de la force
de r¶eaction de rayonnement. Cette force, proportionnelle µa la d¶eriv¶ee troisiµeme de la position est,
pour un mouvement pratiquement sinusoÄ³dal, proportionnelle au cube de la fr¶equence. La puissance
de cette force varie donc comme la quatriµeme puissance de la fr¶equence, ce qui est bien ce que nous
venons de d¶eterminer par un autre moyen.

1.4.2 Champs µa une distance arbitraire

Le problµeme que nous nous sommes pos¶e ici est su±samment simple pour que nous puissions entrepren-
dre de calculer exactement le champ produit µa une distance arbitraire. Nous pourrons ainsi calculer le
champ proche du dipôle et montrer comment on passe d'une solution essentiellement ¶electrostatique
µa courte distance aux champ rayonn¶es du paragraphe pr¶ec¶edent. Nous partirons du potentiel vecteur
d¶ecrit par l'¶equation (1.69). La seule approximation e®ectu¶ee µa ce niveau est en e®et l'approximation
dipolaire n¶egligeant l'extension du mouvement par rapport µa la longueur d'onde rayonn¶ee. En revanche

2L'explication complµete du bleu du ciel est un peu plus complexe. Si l'atmosphµere ¶etait parfaitement homogµene, elle
se comporterait comme un milieu d'indice constant et il n'y aurait pas de di®usion. Le ciel serait noir (et triste). Les
°uctuations thermodynamiques de densit¶e sont responsables d'inhomog¶en¶eit¶es d'indice µa l'¶echelle de la longueur d'onde
incidente et de l'existence d'une di®usion.
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les champs de l'¶equation (1.78,1.79) ne sont que les premiers termes d'un d¶eveloppement en puissances
de 1=r des vrais champs. Nous allons r¶etablir int¶egralement ce d¶eveloppement. Nous commencerons
par ¶etablir l'expression du champ magn¶etique, rotationnel du potentiel vecteur. Nous en d¶eduirons
ensuite le champ ¶electrique, directement µa partir de l'¶equation de Maxwell{Ampµere. Nous ¶eviterons
ainsi d'avoir µa expliciter le potentiel scalaire, qui est important dans la zone des champs proches.

Champ Magn¶etique

Nous partons de

B =r£A =
¹0j

4¼
e¡i!tr£ e

ikr

r
uz : (1.90)

Une formule standard d'analyse vectorielle donne:

r£ e
ikr

r
uz =r

Ã
eikr

r

!
£ uz ; (1.91)

le rotationnel de uz ¶etant manifestement nul. Le gradient ¶etant celui d'une fonction µa sym¶etrie
sph¶erique, il s'exprime simplement:

re
ikr

r
= ure

ikr
∙
ik

r
¡ 1

r2

¸
: (1.92)

En remarquant que ur £ uz = ¡ sin µuÁ, on a ¯nalement le champ magn¶etique sous la forme:

B = ¡¹0j
4¼
e¡i!teikr

∙
ik

r
¡ 1

r2

¸
sin µuÁ : (1.93)

Notons que la partie en 1=r de ce champ, dominante µa grande distance, coÄ³ncide, µa des r¶e¶ecritures prµes,
avec (1.79). Notons ¶egalement que le terme de champ proche, en 1=r2 ici, n'a®ecte pas les propri¶et¶es
de sym¶etrie du champ dont les lignes restent des cercles d'axe Oz.

Champ Electrique

Plutôt que d'¶ecrire l'expression du potentiel scalaire, par exemple par la jauge de Lorentz, pour
la d¶eriver ensuite, nous allons utiliser l'¶equation de Maxwell{Ampµere qui s'¶ecrit, pour des champs
harmoniques:

E =
ic2

!
r£B : (1.94)

Il est plus naturel d'exprimer le champ ¶electrique en termes de l'amplitude du dipôle d = qz0. Aprµes
une simple r¶e¶ecriture, on a:

E =
d

4¼²0
e¡i!tr£r£

Ã
eikr

r
uz

!
: (1.95)

Le double rotationnel se d¶eveloppe en:

r£r£ e
ikr

r
uz =r

Ã
r ¢ e

ikr

r
uz
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¡4e

ikr

r
uz : (1.96)

Le laplacien du second membre est particuliµerement simple. uz ¶etant constant, il se ramµene µa:

4e
ikr

r
uz = uz4e

ikr

r
=
1

r

d2

dr2
r

Ã
eikr

r

!
uz = ¡k

2

r
eikruz : (1.97)
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En utilisant en¯n la d¶ecomposition de uz sur le triµedre local (uz = ¡ sin µuµ + cos µur), on a:

4e
ikr

r
uz = +sin µ

k2

r
eikruµ ¡ cos µk

2

r
eikrur (1.98)

Revenons maintenant au premier terme du membre de gauche de (1.96). uz ¶etant constant, il sort de
la divergence et nous pouvons ¶ecrire:

r
Ã
r ¢ e

ikr

r
uz

!
=r

Ã
re

ikr

r
¢ uz

!
: (1.99)

Le gradient d'un produit scalaire peut aussi se d¶evelopper par une formule d'analyse vectorielle stan-
dard. En utilisant encore une fois le fait que uz est une constante, et que ses d¶eriv¶ees sont nulles, ainsi
que le fait que le rotationnel d'un gradient est identiquement nul, on a:

r
Ã
r ¢ e

ikr

r
uz

!
= (uz ¢r)re

ikr

r
: (1.100)

avec (uz ¢r) = cos µ@=@r ¡ (sin µ=r)@=@µ, et en exprimant le gradient on obtient en¯n:

r
Ã
r ¢ e

ikr

r
uz

!
= cos µure

ikr

"
¡k

2

r
¡ 2 ik

r2
+
2

r3

#
¡ sin µuµeikr

∙
ik

r2
¡ 1

r3

¸
: (1.101)

En regroupant ¯nalement ce terme avec celui provenant du laplacien on a le champ µa toute distance
sous la forme:

E =
d

4¼²0
e¡i!teikr

(
¡2ur cos µ

∙
ik

r2
¡ 1

r3

¸
¡ uµ sin µ

"
k2

r
+
ik

r2
¡ 1

r3

#)
: (1.102)

Nous avons donc bien exprim¶e le champ ¶electrique comme un d¶eveloppement en puissances successives
de kr ou de r=¸. Le terme en 1=r dominant µa grande distance coÄ³ncide, lµa encore, avec le champ rayonn¶e
donn¶e par (1.78). La sym¶etrie du champ ¶electrique n'est pas modi¯¶ee par les termes de champ proche
et E reste dans le plan d¶e¯ni par la direction du dipôle et la direction d'observation. Notons en¯n que
la partie du champ en 1=r2, importante dans la r¶egion interm¶ediaire, est en quadrature avec les champs
en 1=r et 1=r3. Cette propri¶et¶e a une certaine importance dans les raisonnements ¶energ¶etiques.

L'expression de E en termes des vecteurs de base du triµedre local est sans doute la plus commode.
Notons pour m¶emoire qu'on peut donner une expression complµetement vectorielle de E sous la forme:

E =
d

4¼²0
e¡i!teikr

(
k2

r
(ur £ uz)£ ur ¡

µ
ik

r2
¡ 1

r3

¶
(3ur £ (ur £ uz) + 2uz)

)
: (1.103)

Cette forme a le m¶erite essentiel de bien faire ressortir la contribution rayonn¶ee, mise ici sous la forme
entiµerement vectorielle r¶esultant directement des champs de Li¶enard.

Discussion

Trois r¶egions importantes de l'espace apparaissent dans l'¶equation (1.102). La r¶egion des champ
rayonn¶es correspond µa kr À 1 et nous l'avons d¶ejµa ¶etudi¶ee en d¶etails. La r¶egion kr ¿ 1 est dite r¶egion
du champ proche. Le champ ¶electrique y est domin¶e par des termes en 1=r3. Il peut s'¶ecrire:

E =
d

4¼²0
e¡i!t

∙
2 cos µ

r3
ur +

sin µ

r3
uµ

¸
: (1.104)

On reconnâ³t, µa un facteur oscillant e¡i!t prµes, l'expression du champ ¶electrique du dipôle ¶electro-
statique. Nous sommes e®ectivement µa une distance courte devant la longueur d'onde rayonn¶ee: la
propagation ne joue pas de rôle et le champ ¶electrique suit imm¶ediatement sa source.
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Ce champ \¶electrostatique" proche joue un rôle important dans de nombreux domaines. Il est par
exemple responsable des forces de \van der Waals" entre mol¶ecules d'un gaz, responsables en partie des
¶ecarts µa la loi des gaz parfaits. Les mol¶ecules sont en e®et de petits dipôles ¶electrostatiques °uctuant µa
des fr¶equences optiques. Les distances moyennes entre particules dans un gaz de densit¶e normale ¶etant
trµes inf¶erieures aux longueurs d'onde optiques, l'interaction entre ces petits dipôles peut se calculer en
utilisant ces formules de champ proche. Il serait hors de propos de donner ici une interpr¶etation plus
d¶etaill¶ee des forces de van der Waals, qui ne peuvent se comprendre correctement que dans un cadre
quantique (on notera par exemple que l'image d'un dipôle °uctuant ne peut tenir pour une mol¶ecule
dans son ¶etat fondamental: ce dipôle devrait rayonner, ce qui rendrait l'¶etat fondamental instable).

La troisiµeme r¶egion de l'espace est celle des champs \interm¶ediaires", kr ' 1. Tous les termes du
champ ¶electrique sont alors d'importance comparable. La complexit¶e du champ est telle que nous ne
d¶ecrirons pas plus en d¶etail ses propri¶et¶es.
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Chapitre 2

D¶eveloppement multipolaire du champ
rayonn¶e

Nous nous int¶eresserons dans ce chapitre µa un type de sources qui g¶en¶eralise le dipôle introduit au
chapitre pr¶ec¶edent. Nous consid¶ererons une r¶epartition de courants quelconques, oscillant de fa»con
harmonique, localis¶es au voisinage de l'origine. Les courants seront impos¶es, comme le mouvement
des charges dans le chapitre pr¶ec¶edent. Le problµeme ainsi pos¶e est bien sûr trop g¶en¶eral. Nous
chercherons donc seulement µa d¶eterminer les champs rayonn¶es µa une distance trµes grande par rapport
µa la longueur d'onde et µa l'extension spatiale de la r¶epartition de courants. Nous ne nous restreindrons
pas en revanche µa des r¶epartitions de courant localis¶ees sur une ¶etendue faible par rapport µa la longueur
d'onde. Nous proc¶ederons µa un d¶eveloppement en puissances de l'extension de la source par rapport µa ¸
(longueur d'onde rayonn¶ee). Nous identi¯erons physiquement les di®¶erents termes de ce d¶eveloppement
et constaterons que le terme dominant n'est autre que le champ du dipôle ¶electrique. Nous pr¶eciserons
µa chaque fois les caract¶eristiques du rayonnement et, en particulier, le diagramme d'¶emission. Nous
conclurons ce chapitre en pr¶esentant quelques applications de ces d¶eveloppements multipolaires. Nous
reviendrons en particulier sur le rayonnement d'une charge anim¶ee d'un mouvement sinusoÄ³dal non
relativiste. Nous pourrons calculer les corrections au rayonnement dipolaire dues µa l'extension ¯nie de
la trajectoire. Nous nous pencherons ensuite sur le problµeme, plus important en pratique, des antennes.
Nous discuterons deux types d'antennes couramment r¶epandues. Nous d¶egagerons en particulier la
notion importante d'imp¶edance de rayonnement.

2.1 D¶eveloppement multipolaire du potentiel vecteur

2.1.1 Notations

La position du problµeme et les notations sont r¶esum¶ees sur la ¯gure 2.1. Nous cherchons le champ
rayonn¶e en un point r µa l'instant t par une r¶epartition de courant situ¶ee au voisinage de l'origine,
dans une r¶egion d'extension caract¶eristique r0 (on prendra garde µa quelques changements de notation
par rapport au paragraphe pr¶ec¶edent). Le courant au point source r0 µa l'instant t0 est j(r0; t0) =
j0(r

0) exp(¡i!t0). j0 d¶esigne donc l'amplitude complexe de la densit¶e de courant. Notons encore une
fois que, si nous nous limitons ici µa des courants harmoniques, le cas g¶en¶eral peut être trait¶e en utilisant
transformation de Fourier et principe de superposition.

La r¶epartition de courants est n¶ecessairement, par la conservation de la charge, accompagn¶ee d'une
densit¶e de charges, elle aussi oscillante µa la fr¶equence !: ½(r0; t0) = ½0(r

0) exp(¡i!t0). En ¶ecrivant
l'¶equation de continuit¶e:

r ¢ j+ @½

@t0
= 0 (2.1)

oµu les d¶erivations spatiales s'entendent par rapport µa r0 et en y portant la d¶ependance harmonique en

237
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Figure 2.1: Rayonnement multipolaire: notations

temps, on trouve:

i!½0 =r ¢ j0 : (2.2)

Nous utiliserons donc indi®¶eremment la densit¶e de courant et la densit¶e de charge pour caract¶eriser
la source.

Il y a dans ce problµeme trois ¶echelles naturelles de longueur:

² La distance r entre la r¶epartition de courant et le point d'observation.

² La longueur d'onde ¸ = 2¼c=! du rayonnement

² L'extension spatiale r0 de la r¶epartition de courant.

Nous nous placerons uniquement dans le cas oµu la distance d'observation est trµes grande, µa la fois par
rapport µa la longueur d'onde et par rapport µa l'extension de la source:

r À ¸; r0 : (2.3)

En fait, nous calculerons le potentiel comme un d¶eveloppement limit¶e en puissances de r=¸ et nous ne
garderons que les termes dominants, en 1=r. Nous suivons en cela la d¶emarche du chapitre pr¶ec¶edent.
Nous ne supposerons pas en revanche, comme pour le dipôle, que r0 ¿ ¸. Nous e®ectuerons plutôt un
d¶eveloppement limit¶e en puissances de r0=¸, dont nous garderons tous les ordres

1 (le d¶eveloppement
multipolaire proprement dit). Nous identi¯erons ensuite les contenus physiques de ces di®¶erents ordres.
Pour des raison ¶evidentes, nous nous cantonnerons aux termes des premier et second ordres pour cette
analyse d¶etaill¶ee.

1Le problµeme du rayon de convergence d'un tel d¶eveloppement en s¶erie se pose bien sûr. En fait, ce d¶eveloppement
est toujours convergent puisqu'il s'agit, comme nous le verrons, du simple d¶eveloppement d'une exponentielle
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2.1.2 Potentiel vecteur

L'expression du potentiel vecteur s'obtient tout naturellement µa partir de la solution en termes de
potentiels retard¶es:

A(r; t) =
¹0
4¼

Z
j0(r

0)e¡i!(t¡jr¡r0j=c)

jr¡ r0j d3r0

=
¹0
4¼
e¡i!t

Z
j0(r

0)eikjr¡r0j

jr¡ r0j d3r0 ; (2.4)

en posant encore k = !=c. Cette expression est, jusqu'ici, exacte pour une r¶epartition de courant
harmonique (rappelons que cette expression ¶etait, pour une d¶ependance temporelle quelconque, notre
point de d¶epart pour l'¶etablissement des potentiels de Li¶enard).

Suivant notre programme, nous commen»cons par un d¶eveloppement limit¶e en puissances de 1=r
dont nous ne garderons que les termes dominants. La d¶ependance en jr¡ r0j intervient dans le facteur
d'amplitude (en 1=r) et dans la phase due au temps retard¶e. Clairement, la d¶ependance en phase est
beaucoup plus critique: il su±t que jr ¡ r0j varie de ¸ pour que le terme de phase change beaucoup.
Si nous nous contentons de garder l'ordre 1 en r0=r dans la phase, il est coh¶erent de ne garder que
l'ordre 0 pour l'amplitude et d'¶ecrire jr¡ r0j = r (Nous laisserons le soin au lecteur, µa titre d'exercice,
de v¶eri¯er la coh¶erence de ce d¶eveloppement). Le terme de phase peut s'¶ecrire au premier ordre:

ikjr¡ r0j = ikr
s
1¡ r

02

r2
¡ 2r ¢ r

0

r2
= ikr ¡ ikur ¢ r0 ; (2.5)

oµu ur est le vecteur unitaire de la direction d'observation. En reportant ces deux d¶eveloppements
dans l'expression du potentiel vecteur, on trouve:

A =
¹0
4¼

ei(kr¡!t)

r

Z
j0(r

0)e¡ikur¢r
0
d3r0 : (2.6)

Comme nous pouvions nous y attendre, la d¶ependance en r du potentiel vecteur est essentiellement
celle d'une onde sph¶erique. La complexit¶e de la source est complµetement contenue dans l'int¶egrale. Si
cette int¶egrale ne porte que sur le point source r0, le point d'observation y intervient par le vecteur
ur.

Nous allons maintenant d¶evelopper cette int¶egrale en puissances de l'extension de la source r0
compar¶ee µa la longueur d'onde rayonn¶ee ¸. En raison de la densit¶e de courant, l'int¶egrale ne porte que
sur une r¶egion de l'espace d'extension r0. Dans cette r¶egion ¯nie, on peut d¶evelopper l'exponentielle
en:

e¡ikur¢r
0
= 1¡ ikur ¢ r0 + (¡ikur ¢ r

0)2

2!
+ : : : : (2.7)

Notons que ce d¶eveloppement en s¶erie a un rayon de convergence in¯ni. L'¶ecrire ne pr¶esuppose en rien
que l'extension de la source soit petite devant ¸. En revanche, la convergence ne sera su±samment
rapide pour que le d¶eveloppement soit utile que si cette extension n'est pas trop grande. Nous ¶ecrirons
donc en¯n:

A =
1X
p=0

Ap ; (2.8)

avec

Ap =
¹0
4¼

ei(kr¡!t)

r

(¡ik)p
p!

Z
j0(r

0)(ur ¢ r0)p d3r0 : (2.9)

Nous appellerons d¶eveloppement multipolaire du potentiel vecteur cette expression. Nous allons en
e®et voir dans les paragraphes suivants, en examinant les termes successifs, qu'ils correspondent µa des
g¶eom¶etries de sources dipolaires, quadripolaires etc..
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2.2 Termes multipolaires

Nous allons maintenant examiner les termes d'ordres successifs dans le d¶eveloppement (2.9). Si l'ex-
tension de la source n'est pas trµes grande devant ¸, les premiers termes doivent dominer le potentiel.
Pour des raisons ¶evidentes de taille des calculs, nous nous limiterons en fait aux termes d'ordre
z¶ero et un. On peut traiter de maniµere syst¶ematique les termes d'ordre arbitraire en les reliant aux
propri¶et¶es des harmoniques sph¶eriques. Cette m¶ethode trµes puissante, bien adapt¶ee µa l'utilisation des
propri¶et¶es de sym¶etrie de la source, est expos¶ee en d¶etails dans le Jackson. L'exposer ici nous conduirait
µa une digression math¶ematique trop longue. De plus, l'essentiel des id¶ees physiques est contenu
dans la m¶ethode que nous pr¶esentons. Pour chaque terme, nous calculerons s¶epar¶ement les champs
¶electrique et magn¶etique rayonn¶es. Les th¶eorµemes de superposition nous permettront de trouver les
champs rayonn¶es par des sources quelconques. En revanche, les consid¶erations ¶energ¶etiques que nous
pourrons faire pour des termes s¶epar¶es, y compris l'¶etablissement du diagramme de rayonnement, ne
tiendront que si ces termes sont dominants (il n'y a pas de principe de superposition pour ces quantit¶es
quadratiques). Comme nous nous sommes plac¶es dµes l'abord dans le domaine des champs rayonn¶es,
nous pourrons obtenir les champs µa partir des potentiels en utilisant la structure locale d'onde plane
de l'onde rayonn¶ee. En fait, nous raisonnerons aussi souvent par analogie en montrant qu'il existe des
liens trµes forts entre la g¶eom¶etrie des champs correspondant µa di®¶erents termes.

2.2.1 Ordre 0: Dipôle ¶electrique

Le terme d'ordre z¶ero du d¶eveloppement s'¶ecrit simplement:

A0 =
¹0
4¼

ei(kr¡!t)

r

Z
j0(r

0) d3r0 : (2.10)

A cet ordre d'approximation, tout se passe comme si on avait un courant oscillant complµetement
localis¶e µa l'origine, ayant comme valeur l'int¶egrale de volume du courant de la r¶epartition initiale.
Nous allons montrer, par quelques transformations alg¶ebriques simples de l'int¶egrale, qu'on retrouve
en fait le potentiel vecteur produit par un dipôle ¶electrique oscillant, mod¶elis¶e, comme au chapitre
pr¶ec¶edent, par une charge oscillante.

Consid¶erons donc la composante selon ux de l'int¶egrale. Elle peut s'¶ecrire:

Ix =

Z
ux ¢ j0(r0) d3r0 =

Z
rx0 ¢ j0(r0) d3r0 (2.11)

oµu le gradient s'entend par rapport µa r0. Une int¶egration par parties donne alors:

Ix = ¡
Z
x0(r ¢ j0) d3r0 = ¡

Z
x0(i!½0) d3r0 (2.12)

oµu nous avons cette fois utilis¶e l'¶equation de conservation de la charge pour faire intervenir la densit¶e
de charge. Ix apparâ³t donc comme la composante selon ux d'un vecteur ¡i!d0 avec:

d0 =

Z
r0½0(r0) d3r0 : (2.13)

Pour une densit¶e de charges statique, nous reconnâ³trions ici l'expression du moment dipolaire ¶electri-
que. Pour notre r¶epartition oscillant de fa»con harmonique, d0 est ¶evidemment l'amplitude complexe
du moment dipolaire ¶electrique.

On a donc:

A0 =
¹0
4¼

ei(kr¡!t)

r
(¡i!)d0 (2.14)

On reconnâ³t ici l'expression du potentiel de la charge oscillante 1.69 (on prendra garde de remplacer
dans l'expression pr¶esente le dipôle d0 par celui de la charge oscillante qauz pour comparer ces deux
expressions).
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Le terme d'ordre z¶ero du d¶eveloppement multipolaire correspond donc au dipôle ¶electrique, pour
lequel nous avons d¶ejµa calcul¶e en d¶etails les champs2 et la puissance rayonn¶es. Nous ne discuterons pas
µa nouveau de ces termes. En g¶en¶eral, une source possµede un dipôle ¶electrique non nul. Si l'extension
est petite devant ¸, ou même de l'ordre de ¸ comme nous le verrons dans les paragraphes suivants,
ce terme domine. La grande majorit¶e des sources se comportent comme des dipôles, ce qui justi¯e
largement la place que nous avons accord¶ee au traitement de ce problµeme. Ce n'est que pour des
sources de grande extension ou pour celles qui, souvent pour des raisons de sym¶etrie, ont un dipôle
¶electrique strictement nul que les termes suivants, que nous allons discuter maintenant, jouent un rôle.

2.2.2 Ordre 1: Dipôle magn¶etique, Quadripôle ¶electrique

Quand le dipôle ¶electrique d'une distribution est nul, le terme d'ordre 1 domine. Le potentiel vecteur
correspondant s'¶ecrit:

A1 =
¹0
4¼

ei(kr¡!t)

r
(¡ik)

Z
(ur ¢ r0)j0(r0) d3r0 : (2.15)

La transformation de cette int¶egrale en quelque chose de manipulable n'est pas ais¶ee sous cette forme.
Dans le produit d'un vecteur par un produit scalaire, on reconnâ³t un des termes du d¶eveloppement
d'un double produit vectoriel. Nous pouvons e®ectivement transformer l'int¶egrande pour faire ap-
parâ³tre ce produit vectoriel, au prix de termes soustractifs suppl¶ementaires. Nous ¶ecrirons pour
cela:

(ur ¢ r0)j0 =
1

2

£
(ur ¢ r0)j0 ¡ (ur ¢ j0)r0

¤
+
1

2

£
(ur ¢ r0)j0 + (ur ¢ j0)r0

¤
: (2.16)

La premiµere ligne de ce d¶eveloppement, a priori trµes arti¯ciel, est alors un double produit vectoriel.
Nous allons voir, en discutant chacun des termes associ¶es µa chacune des lignes de (2.16), que cette
s¶eparation correspond µa deux types de sources de propri¶et¶es physiques di®¶erentes, intervenant au
même ordre dans le d¶eveloppement multipolaire: le dipôle magn¶etique et le quadripôle ¶electrique.
Nous ¶ecrirons donc le potentiel vecteur µa l'ordre 1 comme:

A1 = A
dm
1 +Aqe

1 ; (2.17)

oµu Adm1 correspond µa la premiµere ligne de (2.16) alors que Aqe1 correspond µa la deuxiµeme

Dipôle magn¶etique

On a donc:

Adm1 =
¹0
4¼

ei(kr¡!t)

r
(¡ik)

Z
1

2
ur £ (j0 £ r0) d3r0 : (2.18)

Nous poserons donc (en remarquant que ur sort de l'int¶egrale sur r
0):

M0 =
1

2

Z
r0 £ j0(r0) d3r0 : (2.19)

Pour une r¶epartition de courants statiques,M0 repr¶esenterait le dipôle magn¶etique de la r¶epartition
3.

L'expression ci{dessus g¶en¶eralise simplement cette d¶e¯nition µa l'amplitude complexe d'un dipôle

2On prendra garde que l'expression des champs µa courte distance, que nous avions ¶etablie dans le chapitre pr¶ec¶edent,
n'est pas n¶ecessairement valable dans le cas pr¶esent, l'extension de la source pouvant ne pas être n¶egligeable devant ¸.

3Cette d¶e¯nition g¶en¶eralise, en magn¶etostatique ¶el¶ementaire, la d¶e¯nition du moment magn¶etique pour un circuit
¯liformeM = IS. On remarquera en e®et que l'int¶egrale de contour de r£dr=2 n'est autre que le vecteur surface d¶e¯ni
par ce contour.
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magn¶etique oscillant. Si une charge oscillant le long de l'axe Oz mod¶elise un dipôle ¶electrique, une
r¶epartition dipolaire magn¶etique correspondrait plutôt µa une petite boucle de courant oscillant (per-
pendiculaire µa l'axe portantM0). Cette identi¯cation donne un sens physique µa notre s¶eparation a
priori arti¯cielle du potentiel vecteur µa l'ordre 1.

On peut ¶ecrire avec ces d¶e¯nitions:

Adm1 =
¹0
4¼

ei(kr¡!t)

r
ikur £M0 : (2.20)

Pour simpli¯er les ¶ecritures, et sans restreindre la g¶en¶eralit¶e du raisonnement, nous pouvons supposer
M0 align¶e avec Oz. Nous aurons alors simplement:

Adm1 =
¹0
4¼

ei(kr¡!t)

r
ikM0(ur £ uz) : (2.21)

Nous pouvons ¶etablir directement les champs rayonn¶es µa partir de cette expression et de la structure
locale d'onde plane. Le champ magn¶etique s'¶ecrit en e®et:

Bdm = r£A
= ikur £A
=

¹0
4¼
M0

ei(kr¡!t)

r
k2(¡ sin µuµ) : (2.22)

La structure locale d'onde plane nous donne alors aussi l'expression du champ ¶electrique du dipôle
magn¶etique:

Edm =
¹0
4¼
M0

ei(kr¡!t)

r
ck2(sin µuÁ) (2.23)

Cette fois, ce sont les lignes de champ ¶electrique qui sont des cercles d'axe Oz.
On peut aussi proc¶eder par analogie avec le dipôle ¶electrique, ce qui soulignera les similitudes entre

les rayonnements de ces deux distributions de charges. Le champ magn¶etique du dipôle ¶electrique (que
nous supposerons ¶egalement align¶e selon Oz) s'¶ecrit en e®et:

Bde =
¹0
4¼

µ
!d0
i

¶
ei(kr¡!t)

r
ik(ur £ uz) : (2.24)

Il est donc, µa quelques substitutions de symboles prµes, identique au potentiel vecteur du dipôle
magn¶etique.

Le champ ¶electrique du dipôle ¶electrique s'obtient en ¶ecrivant:

Ede =
ic2

!
r£Bde (2.25)

et le champ magn¶etique du dipôle magn¶etique par:

Bdm =r£Adm1 : (2.26)

En comparant ces deux expressions, nous voyons que Bdm s'obtient simplement en substituant d0c
2

par M0 dans E
de. La structure du champ magn¶etique du dipôle magn¶etique est donc identique (µa

ce changement de notation prµes) µa la structure du champ ¶electrique du dipôle ¶electrique. Si ces deux
types de sources n'apparaissent pas au même ordre du d¶eveloppement, elles sont tout µa fait similaires.
En utilisant l'expression (1.78) du champ ¶electrique du dipôle, nous obtenons imm¶ediatement:

Bdm =
¹0
4¼
M0

ei(kr¡!t)

r
k2(¡ sin µuµ) : (2.27)
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Si le terme dipolaire magn¶etique est le seul µa contribuer au rayonnement, nous pouvons estimer
le °ux d'¶energie. Rappelons que si plusieurs termes contribuent, ce calcul ne sera pas complet. Il
faudrait aussi tenir compte des termes crois¶es entre champs µa di®¶erents ordres du d¶eveloppement
multipolaire. Nous ne consid¶ererons donc ici que le cas d'une source dont le dipôle ¶electrique est
nul. Nous supposerons aussi que la contribution des termes quadripolaires ¶electriques (la seconde
ligne de (2.16)) est n¶egligeable. Le vecteur de Poynting d¶ecrivant le °ux d'¶energie, en valeur moyenne
temporelle, s'¶ecrit alors, aprµes quelques transformations ¶el¶ementaires pour faire apparâ³tre ²0:

¦ =
M2

0

32¼2²0c5
!4

r2
sin2 µur : (2.28)

Le diagramme de rayonnement du dipôle magn¶etique est donc identique µa celui du dipôle ¶electrique (on
se reportera µa la ¯gure correspondante). En particulier, le rayonnement est nul dans la direction du
moment dipolaire magn¶etique, maximal dans le plan perpendiculaire (le plan du circuit si on imagine
le dipôle sous la forme d'une petite boucle de courant).

La puissance totale s'obtient en int¶egrant le °ux d'¶energie sur une sphµere de rayon r arbitraire. Le
calcul est exactement analogue µa celui du dipôle ¶electrique et nous ne le d¶etaillerons pas. La puissance
moyenne rayonn¶ee est alors:

Pdm = M2
0

12¼²0c5
!4 : (2.29)

On remarque encore la trµes rapide d¶ependance en fr¶equence de cette puissance. Il est instructif µa ce
point de tenter de comparer, en ordres de grandeur, la puissance rayonn¶ee par un dipôle ¶electrique
et un dipôle magn¶etique. On peut se poser bien sûr le question du sens de ce problµeme. Nous avons
suppos¶e, pour ¶etablir cette expression de la puissance, que le dipôle ¶electrique ¶etait strictement nul. On
peut cependant imaginer deux r¶epartitions de courant, ayant la même extension spatiale et les mêmes
courants caract¶eristiques, mais des propri¶et¶es de sym¶etrie telles que l'une ait un dipôle ¶electrique et
l'autre seulement un dipôle magn¶etique. Si cette d¶emarche peut parâ³tre un peu arti¯cielle pour des
r¶epartitions de courant macroscopiques, elle est bien justi¯¶ee pour le rayonnement d'atomes. Certaines
transitions partagent en e®et des fr¶equences et des \courants" ¶equivalents mais correspondent µa des
sym¶etries des orbitales mises en jeu telles que l'une se comporte comme un dipôle ¶electrique et l'autre
comme un dipôle magn¶etique. La puissance moyenne dipolaire ¶electrique s'¶ecrit:

Pde = d20
12¼²0c3

!4 : (2.30)

On en d¶eduit alors
Pde
Pdm =

c2d20
M2

0

: (2.31)

Pour aller plus loin, il nous faut \comparer" l'amplitude des dipôles ¶electriques et magn¶etiques, ce qui
n'a de sens qu'en termes d'ordre de grandeur. Nous ne ferons donc qu'un raisonnement trµes qualitatif.
On peut ¶ecrire symboliquement:

d0 =

Z
r0½0 d3r0 (2.32)

M0 =

Z
r0j0 d3r0 : (2.33)

Mais j0 est de l'ordre de ½0v oµu v est la vitesse de d¶eplacement des charges au point r
0. On voit bien

tout le caractµere qualitatif de ce raisonnement, qui ne tiendrait que si les deux dipôles ¶etaient d¶ecrits
pr¶ecis¶ement par la même distribution de courant, ce qui ne peut être le cas. En ordre de grandeur,
n¶eanmoins, on en d¶eduit:

M0 ¼ d0v (2.34)
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oµu v est un ordre de grandeur de la vitesse maximale des charges. On en d¶eduit donc ¯nalement:

Pde
Pdm ¼

µ
c

v

¶2
: (2.35)

Notons que ce r¶esultat d¶ecoule simplement de notre d¶eveloppement en puissances de r0=¸. Cette
quantit¶e est en e®et ¶egale µa r0!=c, de l'ordre de v=c. Le terme dipolaire magn¶etique est donc, pour
ce qui est des champs, v=c fois plus petit que le terme dipolaire ¶electrique, d'oµu l'ordre de grandeur
ci{dessus pour les puissances rayonn¶ees.

Si les charges sont en mouvement µa une vitesse faible par rapport µa celle de la lumiµere, le rayon-
nement dipolaire magn¶etique est donc beaucoup moins e±cace que le rayonnement dipolaire ¶electrique.
Si nous consid¶erons par exemple les deux transitions atomiques ¶evoqu¶ees plus haut, le rapport des
puissances ¶emises est de l'ordre de (1=®)2 oµu ® = e2=(4¼²0¹hc) ¼ 1=137 est la constante de structure
¯ne. Comme nous le verrons dans le chapitre suivant, l'¶energie rayonn¶ee doit être emprunt¶ee µa l'¶energie
initiale de l'atome et la puissance rayonn¶ee d¶etermine la dur¶ee de vie d'un niveau radiatif. Nous voyons
donc ainsi que la dur¶ee de vie d'un niveau ne pouvant rayonner que comme un dipôle magn¶etique est
environ 1=®2 fois plus grande que la dur¶ee de vie d'un niveau \dipolaire ¶electrique". Celle-ci ¶etant
de quelques nanosecondes (voir chapitre suivant), la dur¶ee de vie d'un niveau \dipolaire magn¶etique",
toutes choses ¶egales par ailleurs, est plutôt de la dizaine de microsecondes. Nous verrons µa nouveau
une illustration de cette di®¶erence entre dipôles ¶electriques et magn¶etiques quand nous consid¶ererons
des rayonnements d'antennes. Notons pour ¯nir que ce raisonnement prouve, s'il en ¶etait besoin, que
le terme dipolaire ¶electrique domine le terme dipolaire magn¶etique s'ils sont simultan¶ement pr¶esents
pour une même distribution de courants.

Quadripôle ¶electrique.

Nous allons maintenant traiter le terme Aqe1 correspondant µa la seconde ligne de l'¶equation (2.16). Il
s'¶ecrit donc

Aqe1 =
¹0
4¼

ei(kr¡!t)

r
(¡ik)

Z
1

2

£
(ur ¢ r0)j0 + r0(ur ¢ j0)

¤
d3r0 (2.36)

Nous allons essayer de transformer l'int¶egrande pour le mettre sous une forme plus agr¶eable. En
particulier, nous allons tenter de faire apparâ³tre la densit¶e de charge (nous verrons que le moment
quadripolaire ¶electrique est au moment dipolaire ce que le tenseur d'inertie est au centre de gravit¶e).
Pour e®ectuer ce calcul sans trop de peine, nous abandonnerons un temps les notations de l'analyse
vectorielle standard. Nous aurons en e®et µa manipuler des quantit¶es dyadiques (tensorielles de rang
deux, en d'autres termes). Nous expliciterons donc les d¶eriv¶ees, en utilisant les conventions d'Einstein
pour all¶eger les calculs.

L'int¶egrande apparaissant dans le potentiel vecteur s'¶ecrit avec ces conventions:

1

2
[ujr

0
jji + r

0
iujjj] : (2.37)

L'int¶egration se faisant uniquement sur r0, on peut donc ¶ecrire:Z
1

2

£
(ur ¢ r0)j0 + r0(ur ¢ j0)

¤
d3r0

¸
i
=
1

2
(¡i!)Qijuj ; (2.38)

avec

¡i!Qij =
Z
[jir

0
j + jjr

0
i] d

3r0 : (2.39)

Le facteur ¡i! a ¶et¶e introduit ici pour simpli¯er les calculs suivants. Pour expliciter le tenseur Q,
remarquons que:

@0k(r0ir0jjk) = ±kir0jjk + ±kjr0ijk + r0ir0j(i!½) ; (2.40)
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oµu toutes les d¶eriv¶ees spatiales s'entendent par rapport µa r0. Nous avons utilis¶e l'¶equation de conser-
vation de la charge, qui s'¶ecrit ici @0kjk = i!½0. On en tire imm¶ediatement:Z

(jir
0
j + jjr

0
i) d

3r0 = ¡i!
Z
(r0ir0j½0) d3r0 (2.41)

puisque l'int¶egrale de @0k(r0ir0jjk), int¶egrale d'une divergence sur tout l'espace, est manifestement
nulle. Finalement, on a:

Qij =
Z
r0ir0j½0(r0) d3r0 ; (2.42)

que nous appellerons tenseur quadripolaire ¶electrique (ce tenseur est ¶evidemment sym¶etrique). Nous
noterons en e®et que cette d¶e¯nition coÄ³ncide avec celle du quadripôle dans le cadre de l'¶electrostatique
et soulignerons l'analogie avec le tenseur d'inertie en m¶ecanique du solide.

Avec cette d¶e¯nition, les composantes du potentiel vecteur s'¶ecrivent:

Aqe1i = ¡
¹0
4¼

!2

2c

ei(kr¡!t)

r
Qijurj : (2.43)

Plutôt que de conserver des expression faisant intervenir les composantes, nous pouvons d¶e¯nir le
vecteur Q ¢ ur comme le vecteur de composantes urjQj i. Le potentiel vecteur s'¶ecrivant alors:

Aqe1 = ¡
¹0
4¼

!2

2c

ei(kr¡!t)

r
Q ¢ ur : (2.44)

Avant de discuter les propri¶et¶es des champs rayonn¶es, quelques remarques s'imposent. D'abord,
nous avons ici introduit le quadripôle ¶electrique de la maniµere la plus simple mais pas de la maniµere
la plus commode pour les d¶eveloppements math¶ematiques. Il est fructueux de d¶e¯nir le quadripôle
comme un tenseur sym¶etrique de trace nulle (on consultera µa ce sujet le Jackson). La d¶e¯nition
\standard" du tenseur est en fait:

Q0ij = 3Qij ¡ ±ij
Z
r02½0 d3r0 (2.45)

dont la trace est ¶evidemment nulle. A part un facteur trois, qui n'introduit que des di®¶erences
alg¶ebriques mineures dans les expressions, ces deux d¶e¯nitions di®µerent par un terme diagonal dont
les trois ¶el¶ements sont ¶egaux. Le potentiel vecteur correspondant µa ce terme diagonal est manifestement
colin¶eaire µa ur. Son rotationnel est nul et les deux d¶e¯nitions conduisent aux mêmes champs rayonn¶es.
Nous n'adopterons pas la convention la plus g¶en¶erale. En e®et, nous ne traiterons guµere en d¶etails le
rayonnement du quadripôle : il ne sera donc pas trµes gênant de travailler avec un tenseur de trace non
nulle. Nous aurons en revanche int¶erêt µa travailler avec la forme la plus simple possible.

Essayons d'imaginer maintenant des distributions de charge qui ne possµedent pas de dipôles
¶electriques mais un quadripôle ¶electrique. La plus simple, comme en ¶electrostatique, est constitu¶ee
de deux dipôles ¶electriques oscillant en opposition de phase (amplitudes oppos¶ees) et plac¶es µa petite
distance l'un de l'autre. Les deux contributions dipolaires s'annulent et il ne reste qu'une contribu-
tion quadripolaire que l'on pourra calculer µa titre d'exercice. Une autre distribution quadripolaire est
constitu¶e d'une r¶epartition de charge uniforme dont la forme ¶evolue entre un ellipsoÄ³de allong¶e selon
Oz et un ellipsoÄ³de aplati dans la même direction, en passant par la forme sph¶erique µa mi{p¶eriode.
Pour des raisons de sym¶etrie ¶evidentes (sym¶etrie par rapport au plan xOy), cette distribution ne
possµede de moment dipolaire ni ¶electrique ni magn¶etique. En raisonnant par analogie avec le moment
d'inertie, on voit bien que cette distribution possµede en revanche une composante oscillante non nulle
du quadripôle ¶electrique. Notons en¯n, comme nous le verrons dans un prochain paragraphe, qu'une
charge ponctuelle oscillant le long de Oz possµede, en plus de son moment dipolaire ¶electrique, un
moment quadripolaire si l'extension du mouvement n'est pas n¶egligeable.
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Nous pouvons maintenant calculer les champs rayonn¶es. Nous utiliserons pour cela la structure
locale d'onde plane. On trouve ainsi imm¶ediatement:

Bqe = ¡¹0
4¼
i
!3

2c2
ei(kr¡!t)

r
ur £ (Q ¢ ur) (2.46)

Le champ ¶electrique s'en d¶eduisant sans di±cult¶es.
Avec les mêmes restrictions que pour le dipôle magn¶etique, nous pouvons, dans le cas ou le rayon-

nement est purement quadripolaire ¶electrique, ¶ecrire en¯n le vecteur de Poynting en valeur moyenne
temporelle:

¦
qe
=

1

128¼2²0c5
!6
jur £ (Q ¢ ur)j2

r2
(2.47)

Nous noterons que la d¶ependance en ! est encore plus rapide que pour les rayonnements dipolaires.
Il est bien di±cile de pr¶eciser davantage la structure de ces champs sans faire quelques hypothµeses

sur la structure du quadripôle ¶electrique. Nous supposerons donc que le seul ¶el¶ement non nul est
Qzz = Q0. C'est le cas de la composante quadripolaire pour la charge oscillante. Pour la r¶epartition
ellipsoÄ³dale, la sym¶etrie impose seulement que les termes non diagonaux soient nuls. Elle impose aussi
Qxx = Qyy. On peut alors retirer au quadripôle un terme diagonal ayant trois valeurs propres ¶egales
µa Qxx. Nous savons que cela ne change pas les champs rayonn¶es. En revanche, nous pouvons ainsi
annuler tous les termes de la diagonale sauf Qzz. La situation que nous d¶ecrivons maintenant, sans
être tout µa fait g¶en¶erale, n'en est pas moins importante.

Dans ce cas, nous avons simplement ur ¢Q = Q0 cos µuz. Nous pouvons alors r¶e¶ecrire sans di±cult¶es
(en utilisant ur£uz = ¡ sin µuÁ) potentiel vecteur, champ magn¶etique et vecteur de Poynting moyens
comme:

Aqe1 = ¡¹0
4¼

!2

2c

ei(kr¡!t)

r
Q0 cos µuz (2.48)

Bqe1 = i
¹0
4¼

!3

2c2
ei(kr¡!t)

r
Q0 cos µ sin µuÁ (2.49)

¦
qe

=
1

128¼2²0c5
!6Q20

cos2 µ sin2 µ

r2
ur (2.50)

Comme pour le dipôle ¶electrique, le champ magn¶etique est selon uÁ et ses lignes sont des cercles d'axe
Oz. Le champ ¶electrique est dans le plan d¶e¯ni par l'axe du quadripôle et la direction d'observation.
Le diagramme de rayonnement du quadripôle est substantiellement di®¶erent de celui du dipôle. La
puissance rayonn¶ee s'annule aussi bien dans la direction Oz que sur le plan xOy. Le diagramme de
rayonnement, en coupe dans un plan passant par Oz, se pr¶esente donc comme quatre lobes sym¶etriques
autour de l'origine4. Ce diagramme de rayonnement est repr¶esent¶e sur la ¯gure 2.2.

Finalement, on peut obtenir la puissance totale rayonn¶ee en int¶egrant le vecteur de Poynting sur
une sphµere de rayon r arbitraire (la d¶ependance en r disparaissant ¶evidemment). L'int¶egration sur Á
est triviale et donne un simple facteur 2¼. On trouve donc:

Pqe = 1

64¼²0c5
!6Q20

Z ¼

0
sin3 µ cos2 µ dµ : (2.51)

L'int¶egrale sur µ est facilement ¶evalu¶ee et vaut 4=15. On a donc ¯nalement:

Pqe = !6Q20
240¼²0c5

(2.52)

Nous noterons encore une fois la d¶ependance en !6 de la puissance ¶emise. On peut comprendre
qualitativement cette d¶ependance de plus en plus rapide. Plus nous progressons dans les ordres

4En termes d'harmoniques sph¶eriques, le dipôle est associ¶e µa celle de moment cin¶etique total 1 Y 1, qui pr¶esente deux
lobes sym¶etriques par rapport µa l'origine, le quadripôle µa l'harmonique sph¶erique de moment 2 Y 2
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z

Figure 2.2: Diagramme du rayonnement d'un quadripôle n'ayant comme seul ¶el¶ement non nul que Qzz. On note que

le rayonnement est nul sur l'axe et dans un plan perpendiculaire µa l'axe.
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multipolaires, plus nous consid¶erons des modulations subtiles de la r¶epartition de charges. Toutes
choses ¶egales par ailleurs, plus la longueur d'onde rayonn¶ee sera courte, plus les champs seront sensibles
µa ces trµes faibles dissym¶etries de la r¶epartition de charges.

Comme nous l'avons fait pour le dipôle magn¶etique, et avec les mêmes restrictions sur la validit¶e du
calcul, nous pouvons maintenant comparer, toutes choses ¶egales par ailleurs, les puissances dipolaires
et quadripolaires ¶electriques. On trouve imm¶ediatement:

Pqe
Pde =

!2Q20
d20

1

20c2
: (2.53)

Dans un raisonnement en termes d'ordres de grandeur, on peut approcher d0 par le produit qr0 de la
charge totale par l'extension spatiale des courants. Dans ce cas, Q0 est de l'ordre de qr

2
0. On a donc

¯nalement:
Pqe
Pde =

k2r20
20

: (2.54)

A part le facteur num¶erique 1=20, cette expression ¶etait tout µa fait pr¶evisible. N'oublions pas que les
termes dipolaires ¶electriques et quadripolaires ¶electriques apparaissent comme deux termes successifs
dans un d¶eveloppement en puissances de l'extension de la source rapport¶ee µa ¸. Les champs sont, µa
chaque ordre, multipli¶es par un facteur kr0 et les puissances par un facteur k

2r20. Le rayonnement
quadripolaire est donc beaucoup moins e±cace que le rayonnement dipolaire si l'extension de la source
est trµes petite devant ¸. Si nous consid¶erons encore deux niveaux atomiques se d¶esexcitant par
des transitions en tous points comparables, l'une dipolaire et l'autre quadripolaire, le rapport des
puissances ¶emises et donc des dur¶ees de vie sera de l'ordre de (a0=¸)

2, oµu a0 est le rayon de Bohr.
Ce rapport est num¶eriquement de l'ordre de 10¡8. Les niveaux quadripolaires ¶electriques ont une
dur¶ee de vie 107 µa 109 fois plus grande que ceux qui se d¶esexcitent comme un dipôle ¶electrique. Les
dur¶ees de vie de ces niveaux \m¶etastables" peuvent atteindre la fraction de seconde. La raie associ¶ee
µa ces transitions est alors trµes ¯ne, fort int¶eressante pour la m¶etrologie de fr¶equence dans le domaine
optique.

Nous pourrions poursuivre encore plus loin le d¶eveloppement multipolaire. A l'ordre suivant,
nous pourrions distinguer deux contributions: le quadripôle magn¶etique (mod¶elis¶e par exemple par
deux spires parcourues par des courants oscillants en opposition de phase) dont le rayonnement est
trµes similaire µa celui du quadripôle ¶electrique et l'octupôle ¶electrique (deux quadripôles voisins en
opposition de phase). En fait, l'¶etude syst¶ematique des moments dipolaires d'ordre ¶elev¶e doit être
entreprise avec des techniques d¶eriv¶ees de la th¶eorie des groupes.

2.3 Applications: quelques problµemes de rayonnement

Nous allons dans ce paragraphe appliquer les d¶eveloppements multipolaires µa l'¶etude du rayonnement
de quelques sources simples. Nous commencerons par ¶etudier le rayonnement d'une charge oscillante
en ne faisant plus l'hypothµese, comme au chapitre pr¶ec¶edent, que l'amplitude du mouvement est
n¶egligeable. Nous pourrons ainsi pr¶eciser la validit¶e des hypothµeses utilis¶ees pour le rayonnement du
dipôle et voir quelles corrections il y a lieu d'apporter quand ces hypothµeses ne sont plus valables.
Nous aborderons trµes briµevement ensuite le trµes riche problµeme des antennes. Il est si vaste | des
manuels entiers lui sont consacr¶es | que nous ne pourrons traiter trµes briµevement que deux exemples:
l'antenne dipolaire ¶electrique et l'antenne dipolaire magn¶etique.

2.3.1 Rayonnement d'une charge oscillante

Les notations et le problµeme sont ceux du dernier paragraphe du chapitre pr¶ec¶edent. Une charge q est
anim¶ee d'un mouvement harmonique d'amplitude a et de fr¶equence ! le long de l'axe Oz. Nous ne
nous pr¶eoccupons que du champ rayonn¶e. Tous les r¶esultats pr¶ec¶edents ¶etant acquis, le seul problµeme
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est de d¶eterminer les di®¶erents ¶el¶ements de la source: dipôle ¶electrique et magn¶etique, quadripôle
¶electrique.

De fa»con rigoureuse, le courant associ¶e µa la particule peut s'¶ecrire:

j(r0) = ¡qa! sin!t±(x0)±(y0)±(z0 ¡ a cos!t)uz : (2.55)

C'est simplement le produit de la charge par la vitesse de la particule, localis¶e µa la position de la
particule. Notons que nous utilisons ici, pour un temps, des notations r¶eelles pour les quantit¶es oscil-
lantes et que nous nous int¶eressons au courant complet, pas seulement µa une amplitude d'oscillation.
Dans le chapitre pr¶ec¶edent, nous avions suppos¶e le courant localis¶e µa l'origine et remplac¶e donc la
derniµere fonction ± par ±(z0). Pour aller plus loin, nous pouvons r¶ealiser un d¶eveloppement de Taylor
de cette derniµere fonction ± dont les deux premiers termes nous donneront l'essentiel de la physique si
l'¶etendue du mouvement n'est pas trop grande. Nous ¶ecrirons donc:

±(z0 ¡ a cos!t) = ±(z0)¡ a cos!t±0(z0) + : : : : (2.56)

Un tel d¶eveloppement de Taylor d'une \fonction" aussi singuliµere peut parâ³tre hasardeux. On peut
se rassurer un peu en montrant l'identit¶e de l'action de la distribution initiale et du d¶eveloppement
sur une fonction r¶eguliµere f(z0). Avec les notations de la th¶eorie des distributions, nous avons en e®et:

h±(z0 ¡ a cos!t)jfi = f(a cos!t) = f(0) + f 0(0)a cos!t+ : : : ; (2.57)

puisque f , r¶eguliµere en z¶ero, peut être d¶evelopp¶ee en s¶erie de Taylor. Sachant que h±0jfi = ¡f 0(0),
on reconnâ³t sans di±cult¶e dans le second membre l'action de la distribution \d¶evelopp¶ee". En nous
limitant aux deux premiers termes, nous ¶ecrirons donc

j = ¡qa! sin!t±(r0) + qa2! sin!t cos!t±(x0)±(y0)±0(z0) : (2.58)

Dans le premier terme du second membre, nous reconnaissons bien sûr le courant localis¶e µa l'origine
que nous avions utilis¶e en premiµere approximation. Le second terme, lui, est clairement un courant
oscillant µa la fr¶equence 2!. Contrairement µa ce qu'on aurait pu penser de prime abord, les termes
correctifs ne sont pas µa la fr¶equence fondamentale, mais µa ses harmoniques.

Nous ¶ecrirons donc ¯nalement:
j = j1e

¡i!t + j2e¡2i!t ; (2.59)

avec

j1 = ¡iqa!±(r0)uz (2.60)

j2 = i
qa2!

2
±(x0)±(y0)±0(z0)uz (2.61)

et nous examinerons briµevement ces deux termes.
j1 est le courant du dipôle. Le moment dipolaire magn¶etique ferait intervenir des int¶egrales de

x±(x) (ou de cette forme) qui sont identiquement nulles. Pour estimer le dipôle et le quadripôle
¶electriques, il nous faut la densit¶e de charges. A partir de l'¶equation de continuit¶e, nous trouvons:

½1(r
0) = ¡qa±(x0)±(y0)±0(z0) (2.62)

Les composantes x et y du dipôle ¶electrique font intervenir aussi des int¶egrales de type x±(x) qui sont
nulles. Seule la composante selon z est non nulle et le dipôle s'¶ecrit (en notant que

R
z±0(z) = ¡1):

d1 = qauz ; (2.63)

un r¶esultat que nous aurions certainement pu pr¶edire directement. Toutes les composantes du tenseur
quadripôle ¶electrique qui font intervenir une composante x ou y sont nulles. Elles contiennent en
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e®et des int¶egrales de x±(x) ou x2±(x) qui sont nulles. La composante Qzz est proportionnelle µaR
z02±0(z0) dz0. Elle est ¶egalement nulle. Ce courant est donc un pur dipôle ¶electrique (le même genre

d'arguments peut être utilis¶e pour montrer que tous les autres termes du d¶eveloppement multipolaire
sont nuls).

j2 ne peut, lui non plus, correspondre µa un dipôle magn¶etique. Les moments dipolaire et quadripo-
laire s'obtiennent µa partir de la densit¶e de charges qui s'¶ecrit:

½2 = ¡ i

2!
r ¢ j2 = qa2

4
±(x0)±(y0)±00(z0) : (2.64)

Comme pour ½1, les composantes x et y du dipôle sont manifestement nulles. La composante z fait
intervenir l'int¶egrale

R
z0±00(z0) qui est nulle, comme on pourra s'en convaincre par une int¶egration

par parties. Pour le quadripôle, toutes les composantes faisant intervenir x ou y sont identiquement
nulles. Seule la composante Q2zz peut être non nulle. On a e®ectivement:

Q2zz =
qa2

4

Z
z02±00(z0) dz0 : (2.65)

Une double int¶egration par parties prouve que
R
z02±00(z0) dz0 = 2. On a donc ¯nalement:

Q2zz =
qa2

2
: (2.66)

Le courant j2 correspond donc µa un pur quadripôle ¶electrique (on pourrait montrer qualitativement
que tous les termes d'ordre sup¶erieur sont identiquement nuls).

Les champs dipolaires ¶electriques et quadripolaires ¶electriques ¶etant µa des fr¶equences di®¶erentes,
il n'y a pas, dans le calcul de la puissance totale rayonn¶ee en valeur moyenne temporelle, de termes
crois¶es et on peut ¶ecrire P = Pde+Pqe. On peut remarquer que, conform¶ement aux ordres de grandeur
qualitatifs des paragraphes pr¶ec¶edents,

Pqe
Pde =

k2a2

80
(2.67)

On v¶eri¯e ainsi que notre premiµere approximation, consistant µa n¶egliger la composante quadripolaire
¶electrique µa 2! est largement justi¯¶ee, même pour des extensions du mouvement voisines de ¸.

2.3.2 Antennes

Le problµeme des antennes est d'un importance technologique majeure. Il s'agit en e®et, pour optimiser
les communications, de rayonner la plus grande puissance possible, avec le meilleur rendement vis µa
vis de la puissance fournie par les g¶en¶erateurs. On cherche souvent aussi µa optimiser les propri¶et¶es de
polarisation de la lumiµere ¶emise. Pour une propagation au voisinage de la surface terrestre, conductrice,
une polarisation verticale est indispensable. On peut en¯n chercher µa optimiser le diagramme de
rayonnement, avec des r¶eseaux d'antennes par exemple, pour que toute la puissance ¶emise le soit
dans la direction utile. Le problµeme est si vaste qu'il est hors de question de le traiter ici de maniµere
complµete. De plus, la caract¶erisation complµete d'une antenne de g¶eom¶etrie donn¶ee est un problµeme
formidablement complexe. D¶eterminer le rayonnement, c'est d'abord d¶eterminer les courants dans
l'antenne. Ces courants d¶ependent des g¶en¶erateurs mais aussi des champs produits par l'antenne elle
même. Le courant doit donc a priori être d¶etermin¶e de fa»con \self consistante" en tenant compte de
cette r¶eaction de rayonnement. On peut utiliser pour cela une r¶esolution explicite des ¶equations de
Maxwell (¶eventuellement num¶erique) ou des m¶ethodes de perturbations. Nous nous contenterons ici
de la premiµere ¶etape de ces calculs en postulant une forme simple pour les courants dans l'antenne.
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Figure 2.3: Antenne dipolaire ¶electrique

Antenne dipolaire ¶electrique

La premiµere antenne que nous consid¶ererons est constitu¶ee d'un simple ¯l rectiligne, de longueur `,
align¶e avec l'axe Oz, sym¶etrique par rapport µa O. Ce genre d'antenne est e®ectivement trµes largement
utilis¶e, tant en r¶eception qu'en ¶emission. Dans la pratique, ce genre d'antennes est attaqu¶e par un
secondaire de transformateur haute fr¶equence situ¶e en s¶erie avec l'antenne au voisinage de O. Le
courant circule donc alternativement dans les directions positives et n¶egatives de l'axe. De maniµere
¶evidente, le courant s'annule aux extr¶emit¶es de l'antenne. Il est assez naturel et sans doute assez
r¶ealiste de postuler une r¶epartition de courant sinusoÄ³dale le long de l'antenne et d'¶ecrire l'amplitude
complexe du courant:

j0(r
0) = I0 cos

¼z0

`
±(x0)±(y0)uz ; (2.68)

pour ¡`=2 ∙ z0 ∙ `=2, le courant ¶etant nul ailleurs. Les deux fonctions ± servant µa localiser le courant
sur l'axe. Il est ¶evident dµes l'abord qu'une telle distribution de courant ne possµede pas de moment
dipolaire magn¶etique (ce que l'on pourra v¶eri¯er par un calcul explicite). Si le moment dipolaire est
non nul, c'est lui qui dominera le rayonnement. Pour l'estimer, nous allons calculer la densit¶e de
charges:

½0 = ¡ i
!
r ¢ j0 = iI0

!

¼

`
sin

¼z0

`
±(x0)±(y0) : (2.69)

Les composantes selon x et y du moment dipolaire sont nulles, puisqu'elles font intervenir des int¶egrales
du type x0±(x0). Le dipôle est align¶e selon Oz, comme l'indique la sym¶etrie de l'antenne. Il vaut:

d0 = d0uz ; (2.70)

avec

d0 =
iI0
!

¼

`

Z `=2

¡`=2
z0 sin

¼z0

`
dz0

=
2iI0
!

`

¼
(2.71)
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A moins que l'antenne ne soit trµes longue par rapport µa ¸, le rayonnement dipolaire domine et la
puissance moyenne rayonn¶ee vaut:

P = 1

12¼²0c3
!4
µ
2I0`

¼!

¶2
=
I20!

2`2

3¼3²0c3
: (2.72)

Cette puissance est directement proportionnelle au carr¶e de l'amplitude du courant qui passe dans
l'antenne. Il est donc naturel de comparer cette puissance rayonn¶ee µa la puissance qui serait dissip¶ee,
en valeur moyenne, par le même courant circulant dans une r¶esistance. La r¶esistance ¶equivalente µa
l'antenne, encore appel¶ee r¶esistance de rayonnement, Rrad, est ¯nalement d¶e¯nie par:

P = I20
2
Rrad : (2.73)

Aprµes quelques manipulations, on trouve:

Rrad =
8

3¼²0c

µ
`

¸

¶2
(2.74)

= 319

µ
`

¸

¶2
 : (2.75)

La r¶esistance de rayonnement est une quantit¶e trµes importante pour caract¶eriser une antenne.
Si on d¶esire assurer la meilleure utilisation de la puissance fournie par les g¶en¶erateurs, il faut en
e®et r¶ealiser une adaptation d'imp¶edance entre le g¶en¶erateur et l'antenne: le rapport de la puissance
dissip¶ee dans l'antenne µa la puissance dissip¶ee dans la r¶esistance interne du g¶en¶erateur est maximum
quand la r¶esistance ¶equivalente de l'antenne est ¶egale µa la r¶esistance interne, ou plutôt µa l'imp¶edance
de sortie, du g¶en¶erateur. Pour une antenne dite \demi-onde", par exemple, telle que ` = ¸=2, la
r¶esistance de rayonnement vaut 319=4 = 79 . On comprend ainsi pourquoi les imp¶edances de sortie
des ampli¯cateurs et les imp¶edances it¶eratives des câbles coaxiaux utilis¶es pour le branchement des
antennes sont de 75 . Notons que l'antenne demi-onde est trµes favorable, la longueur du ¯l ¶etant
alors parfaitement adapt¶ee µa une structure d'onde stationnaire du courant sur l'antenne. En fait,
l'antenne toute entiµere est une structure r¶esonnante, au voisinage d'une fr¶equence correspondant µa
` = ¸=2, avec des n¾uds de courant aux deux extr¶emit¶es et un ventre au centre. Une antenne quart
d'onde, elle, serait r¶esonnante µa condition d'être attaqu¶ee par le transformateur µa une extr¶emit¶e (on
aurait alors un ventre de courant µa cette extr¶emit¶e et un n¾ud µa l'autre). On mesure lµa l'e±cacit¶e
des antennes dipolaires ¶electriques: un courant de 0:15A su±t µa rayonner une puissance de l'ordre du
Watt. Le calcul que nous avons fait ici est bien sûr fond¶e sur un modµele particulier de la r¶epartition
de courant dans l'antenne qui pourrait s'av¶erer inexact. On pourra, µa titre d'exercice, faire le calcul
pour d'autres r¶epartitions, par exemple pour un courant variant lin¶eairement le long de l'antenne. On
s'apercevra alors que seul change le facteur num¶erique devant la r¶esistance de rayonnement, l'ordre
de grandeur restant le même.

Antenne dipolaire magn¶etique

La deuxiµeme antenne que nous consid¶ererons est repr¶esent¶ee sur la ¯gure 2.4. Il s'agit d'une simple
spire de courant circulaire, de rayon r0, situ¶ee dans le plan xOy. Le courant, amen¶e par deux ¯ls
parallµeles (que l'on pourra supposer confondus et qui ne jouent donc aucun rôle dans le rayonnement),
sera suppos¶e constant sur toute la spire et ¶egal µa I0 exp(¡i!t) (c'est une hypothµese vraisemblable si
la longueur de la spire est petite devant la longueur d'onde). En coordonn¶ees sph¶eriques, la densit¶e
de courant pourra s'¶ecrire:

j0 = (I0=r0)±(r
0 ¡ r0)±(µ ¡ ¼=2)uÁ : (2.76)

Les fonctions ± localisent bien le courant sur le cercle. Le facteur r0 est introduit pour donner µa j0
la dimension d'un courant par unit¶e de surface (rappelons que la fonction ±(r0 ¡ r0) µa la dimension



2.3. APPLICATIONS: QUELQUES PROBLµEMES DE RAYONNEMENT 253

z

j0

Figure 2.4: Antenne dipolaire magn¶etique

de l'inverse d'une longueur, alors que la fonction de dirac de l'angle est sans dimension). Finalement,
comme on pourra s'en convaincre ais¶ement, ce facteur r0 assure bien que l'intensit¶e totale circulant
dans le circuit ait une amplitude I0.

Pour estimer les moments dipolaires et quadripolaires ¶electriques, il nous faut la densit¶e de charges.
Il est ¶evident que la divergence du courant est nulle: il est orient¶e selon uÁ et ne d¶epend pas de Á.
Il n'y a donc aucun moment multipolaire de nature ¶electrique µa aucun ordre. S'il n'est pas nul, le
moment dipolaire magn¶etique dominera le rayonnement. On peut l'¶ecrire facilement:

M0 =
1

2

Z
r0 £ j0 d3r0 : (2.77)

En remarquant que r0£ j0 est toujours orient¶e selon uz, on voit qu'il en est de même pour le moment
magn¶etique. On peut donc ¶ecrire la composante z du moment sous la forme:

M0 =
1

2

Z
r3dr sin µdµdÁ

I0
r0
±(r0 ¡ r0)±(µ ¡ ¼=2) : (2.78)

L'int¶egrale sur Á donne un facteur 2¼, l'int¶egrale sur r0 revient simplement µa faire r
0 = r0. Finalement,

l'int¶egrale sur µ donne 1. On a donc, sans surprises:

M0 = ¼r
2
0I0uz : (2.79)

Il est facile µa partir de lµa de calculer la puissance rayonn¶ee et la r¶esistance de rayonnement, d¶e¯nie
comme au paragraphe pr¶ec¶edent. On trouve:

P =
¼r40I

2
0!

4

12²0c5
(2.80)

Rrad =
8¼5

2²0c

µ
r0
¸

¶4
(2.81)

= 160

µ
r0
¸

¶4
k : (2.82)
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La r¶esistance de rayonnement crô³t beaucoup plus vite avec la taille que pour l'antenne dipolaire
¶electrique. A taille ¶egale, l'antenne magn¶etique est beaucoup plus r¶esistive. Elle est donc plus di±cile
µa exciter, ce qui explique son faible emploi sauf pour des communications µa trµes basses fr¶equences. On
peut comprendre qualitativement cette forte r¶esistance. Si l'antenne dipolaire ¶etait ¶equivalente µa une
trµes faible inductance (celle du ¯l) en s¶erie avec une trµes faible capacit¶e (encore celle du ¯l), l'antenne
magn¶etique pr¶esente une inductance ¶elev¶ee, la rendant trµes r¶esistive µa haute fr¶equence.



Chapitre 3

Sources atomiques de rayonnement

Nous allons dans ce chapitre appliquer les r¶esultats pr¶ec¶edents au rayonnement des sources fondamen-
tales que sont les atomes. En fait, nous nous poserons essentiellement deux problµemes. Le premier est
celui de l'¶emission spontan¶ee. Un atome excit¶e, par absorption d'un photon ou collision ¶electronique
dans une d¶echarge, passe dans un niveau d'¶energie excit¶e. Un simple examen d'une lampe au sodium
nous apprend qu'il r¶e¶emet cette ¶energie sous forme lumineuse. Est-il possible de pr¶eciser les con-
stantes de temps de ce ph¶enomµene, c'est µa dire la dur¶ee de vie des niveaux atomiques excit¶es? L'autre
problµeme, d'une importance pratique aussi consid¶erable, est celui de la di®usion de lumiµere par les
atomes. Quand un atome est plac¶e dans une onde incidente, il acquiert un dipôle µa la même fr¶equence
et rayonne. C'est ce ph¶enomµene de di®usion qui est, comme nous l'avons d¶ejµa mentionn¶e plus haut, µa
l'origine du bleu du ciel. Peut on comprendre cette di®usion atomique?

Nous essaierons d'abord de comprendre ¶emission spontan¶ee et di®usion dans un modµele complµe-
tement classique de l'atome, le modµele de Thomson de l'¶electron ¶elastiquement li¶e. Chaque atome
est alors assimil¶e µa un oscillateur harmonique charg¶e ne poss¶edant qu'une fr¶equence de r¶esonance.
C'est bien sûr un modµele trµes naÄ³f compar¶e µa ce que nous savons de la structure atomique. En
revanche, sa simplicit¶e nous permettra de calculer explicitement une dur¶ee de vie radiative et de
traiter complµetement le problµeme de la di®usion. Nous verrons en particulier comment l'e±cacit¶e de
di®usion varie quand l'onde excitatrice passe µa r¶esonance avec la fr¶equence propre de l'oscillateur. De
maniµere surprenante, nous verrons que les ordres de grandeur d¶eduits de ce modµele paraissent tout µa
fait convenables.

Dans le deuxiµeme paragraphe, nous tenterons de donner un modµele semi{classique. Nous traiterons
l'atome de maniµere quantique (nous nous limiterons, pour des raisons ¶evidentes de simplicit¶e, µa des
structures hydrog¶enoÄ³des). Nous comprendrons rapidement que l'¶emission spontan¶ee ne peut être
d¶ecrite dans ce cadre. En l'absence de tout rayonnement incident, les niveaux stationnaires ont bien
sûr une dur¶ee de vie in¯nie. En fait, l'¶emission spontan¶ee ne peut être trait¶ee rigoureusement que
dans un modµele complµetement quantique, oµu le champ, comme l'atome, est quanti¯¶e. Ce modµele
inclut en particulier les °uctuations de point z¶ero du champ ¶electromagn¶etique, souvent appel¶ees
\°uctuations du vide", et pr¶edit l'instabilit¶e des niveaux atomiques autres que le fondamental (qui, lui,
fort heureusement, reste stable). Nous nous contenterons donc de traiter le problµeme de la di®usion de
rayonnement. Nous verrons qu'il peut être explicitement trait¶e dans deux cas. Le premier correspond µa
une onde incidente qui n'est r¶esonnante avec aucune des fr¶equences propres (des fr¶equences de Bohr) de
l'atome. Comme nous ne pourrons pas traiter l'¶emission spontan¶ee, nous ne d¶ecrirons pas correctement
l'amortissement du mouvement ¶electronique et nous nous heurterons µa des divergences si la fr¶equence
d'excitation s'approche d'une r¶esonance atomique. L'autre cas que nous pourrons explicitement traiter
correspond au cas d'une onde incidente strictement r¶esonante avec une transition atomique, µa condition
qu'on puisse alors n¶egliger l'in°uence de toutes les autres fr¶equences propres. Nous montrerons alors
qu'on peut ¶eliminer les divergences et calculer explicitement l'¶evolution atomique.

En traitant la di®usion non r¶esonnante par un atome quantique, nous nous apercevrons que les
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r¶esultats sont en fait essentiellement identiques µa ceux du modµele naÄ³f de l'¶electron ¶elastiquement li¶e.
Nous donnerons ainsi µa ce modµele une validit¶e beaucoup plus solide que celle que nous aurions pu lui
attribuer de prime abord. En fait, dans toute la suite de ce cours, quand nous aurons par exemple µa
traiter de la propagation dans un milieu mat¶eriel, c'est ce modµele que nous utiliserons.

Nous appliquerons en¯n, dans le troisiµeme paragraphe, ces r¶esultats au problµeme de la di®usion par
un milieu comprenant un grand nombre d'atomes. Ces atomes ¶etant d¶ecrits µa ce stade par leur seule
polarisabilit¶e, les r¶esultats de ce paragraphe s'appliqueront en fait µa n'importe quel modµele de centres
di®useurs (atome classique, atome semi-classique, ¶electrons libres...). Nous tenterons en particulier de
comprendre pourquoi les solides transparents di®usent beaucoup moins que les gaz, alors qu'ils sont
notablement plus denses. Nous montrerons que le champ di®us¶e est simplement reli¶e µa la transform¶ee
de Fourier des variations de densit¶e du milieu. Nous pourrons ainsi examiner la di®usion par un milieu
homogµene dense, par un cristal avec une s¶eparation entre atomes de l'ordre de la longueur d'onde, et
en¯n la di®usion par un milieu d¶esordonn¶e comme un gaz.

3.1 Modµele de Thomson

3.1.1 Modµele de l'¶electron ¶elastiquement li¶e.

Nous consid¶ererons donc un modµele extrêmement simpliste d'atome: un seul ¶electron, li¶e par un force
harmonique isotrope. Ce modµele a connu une certaine faveur au tournant du siµecle (on consultera
pour une approche historique plus d¶etaill¶ee l'appendice sur le modµele de Bohr dans la premiµere partie
de ce cours). Il ¶etait assez naturel d'essayer de comprendre les fr¶equences discrµetes rayonn¶ees ou
absorb¶ees par les atomes en termes de r¶esonances d'oscillateurs harmoniques. Les exp¶eriences de
Rutherford n'existaient pas encore. Il n'y avait donc aucune raison de postuler une structure plan¶etaire
pour l'atome (nous avons montr¶e de plus qu'un modµele plan¶etaire serait n¶ecessairement instable).
En revanche, des coÄ³ncidences (trµes imparfaites et accidentelles) entre les raies de l'hydrogµene et les
harmoniques ¶elev¶es d'une fr¶equence fondamentale pouvaient sugg¶erer que les raies observ¶ees ¶etaient
les harmoniques de la fr¶equence de r¶esonance d'un oscillateur.

Le modµele de Thomson1 (dit encore modµele du \plum{pudding") s'appuyait sur cette interpr¶eta-
tion. On considµere l'atome comme constitu¶e d'une \gel¶ee" positive, uniform¶ement charg¶ee, portant
une charge totale unit¶e. Dans cette \gel¶ee", un ¶electron unique se d¶eplace librement. Le champ
¶electrique cr¶e¶e par une sphµere uniform¶ement charg¶ee ¶etant, µa l'int¶erieur de la sphµere, lin¶eaire en
fonction de la distance au centre, l'¶electron se trouve li¶e par une force harmonique (force centrale
proportionnelle µa la distance). Nous laisserons au lecteur le soin de calculer la constante de force et la
fr¶equence d'oscillation en fonction du rayon de la sphµere. En prenant un rayon de la sphµere de l'ordre
de l'ºAngstrÄom, on trouve e®ectivement une fr¶equence de r¶esonance dans le domaine optique. On peut
montrer aussi que l'ordre de grandeur de l'¶energie n¶ecessaire pour arracher l'¶electron est de l'ordre des
¶energies d'ionisation typiques. En¯n, on peut utiliser ce modµele pour calculer, comme nous allons le
faire µa di®¶erents endroits de ce cours, les indices de r¶efraction ou susceptibilit¶es di¶electriques typiques.
Nous verrons que, lµa encore, au moins en ordres de grandeur, ce modµele ¶etait raisonnable. Il a en fait
tenu jusqu'µa la r¶ev¶elation d'un noyau pratiquement ponctuel dans la structure atomique. Le modµele
de la gel¶ee positive devenait alors intenable. Le modµele plan¶etaire ¶etait le seul possible. Sa stabilit¶e ne
pouvant être comprise dans le cadre de la m¶ecanique classique, il a suscit¶e alors une crise scienti¯que
majeure qui ne fut totalement r¶esolue qu'en 1926 avec la d¶ecouverte de la m¶ecanique ondulatoire par
SchrÄodinger et de la m¶ecanique des matrices par Heisenberg.

Nous ne nous occuperons pas des d¶etails du modµele de Thomson dans ce cours. Nous consid¶ererons
seulement un ¶electron de masse m et de charge q = ¡e (e > 0) harmoniquement li¶e µa un centre ¯xe
avec une fr¶equence propre d'oscillation !0. Avec ces conditions, l'¶equation de mouvement de l'¶electron

1Thomson est connu comme d¶ecouvreur de l'¶electron, en 1897. En fait, Wiechert (celui des potentiels de Li¶enard), a
jou¶e un rôle au moins aussi important dans la d¶ecouverte de la nature corpusculaire des rayons cathodiques.
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s'¶ecrit alors:
d2r

dt2
+ !20r = 0 ; (3.1)

r ¶etant la position de l'¶electron par rapport au centre de forces. A cette ¶equation, il conviendra
d'ajouter la contribution de la force de r¶eaction de rayonnement. En premiµere approximation, la
solution de cette ¶equation est bien sûr une ¶evolution harmonique de r selon les trois axes. La trajectoire
de l'¶electron est dans le cas le plus g¶en¶eral une ellipse centr¶ee µa l'origine. \L'¶etat fondamental" de ce
systµeme correspond bien sûr µa un ¶electron immobile µa l'origine.

3.1.2 Emission spontan¶ee

Nous tenterons dans ce paragraphe de mod¶eliser l'¶emission spontan¶ee. Nous supposerons que, µa
l'instant origine, l'¶electron initialement au repos est mis en mouvement. Dans une lampe µa d¶echarge,
ce mouvement serait dû µa une collision avec un des ¶electrons libres de la d¶echarge. Nous supposerons,
pour simpli¯er les calculs sans beaucoup restreindre la g¶en¶eralit¶e, que le mouvement de l'¶electron est
ensuite lin¶eaire, orient¶e de long de l'axe Oz2. Cet ¶electron oscillant se comporte comme un dipôle. Les
ordres de grandeur du modµele montrent en e®et que l'extension du mouvement (au plus de l'ordre du
diamµetre de la sphµere charg¶ee, c'est µa dire de l'ordre de l'ºAngstrÄom) est trµes petite devant la longueur
d'onde rayonn¶ee (de l'ordre du micron). Il est alors ais¶e de calculer, en utilisant les r¶esultats du
premier chapitre, la puissance rayonn¶ee par l'¶electron:

P = q2z20!
4
0

12¼²0c3
; (3.2)

oµu z0 est l'amplitude du mouvement. Dans notre modµele, l'¶energie rayonn¶ee ne peut provenir que
de l'¶energie m¶ecanique de l'¶electron. Cette ¶energie est donc une fonction d¶ecroissante du temps: le
mouvement de l'¶electron doit s'amortir.

L'amortissement du mouvement de l'¶electron, lent devant la p¶eriode, peut être d¶ecrit au moyen de
la fore de r¶eaction de rayonnement f = m¿ _a. En incluant cette force, l'¶equation du mouvement de
l'¶electron s'¶ecrit:

d2r

dt2
¡ ¿ d

3r

dt3
+ !20r = 0 ; (3.3)

oµu ¿ est le temps caract¶eristique de la r¶eaction de rayonnement d¶e¯ni plus haut. On peut ais¶ement
trouver les fr¶equences propres de cette ¶equation, sous forme d'un d¶eveloppement en termes de ´ = !0¿ .
Ce paramµetre est e®ectivement, pour une transition optique ordinaire, de l'ordre de 10¡10 (on rappelle
que l'ordre de grandeur de ¿ est 10¡24 s). En portant dans l'¶equation du mouvement une solution en
r = r0 exp(¡i!t) et en posant:

! = !0(1 + x) ; (3.4)

on met l'¶equation caract¶eristique sous la forme:

¡(1 + x)2 ¡ i´(1 + x)3 + 1 = 0 : (3.5)

Au premier ordre non nul, on trouve donc

x = ¡i´
2
: (3.6)

On peut alors ¶ecrire

! = !0(1¡ i´
2
+ y) ; (3.7)

2On pourra, µa titre d'exercice, consid¶erer le cas g¶en¶eral en superposant des mouvements d'amplitudes et de phases
arbitraires le long des trois axes.
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oµu y est du second ordre en ´. En reportant cette forme dans l'¶equation caract¶eristique et en identi¯ant
les termes d'ordre 2, on trouve:

y = ¡5´
2

8
: (3.8)

La seule solution physiquement acceptable µa l'ordre 2 en ´ peut donc s'¶ecrire:

! = !0 +¢! ¡ i°=2 : (3.9)

Le terme

¢ = ¡5
8
´2!0 (3.10)

correspond µa un d¶eplacement de fr¶equence. Il est, comme nous le verrons, tout µa fait n¶egligeable. Le
terme imaginaire correspond, comme nous l'attendions, µa un amortissement du mouvement. L'¶energie
m¶ecanique, proportionnelle au carr¶e de l'amplitude du mouvement, est amortie exponentiellement
avec un taux ° (et une constante de temps T = 1=°) ¶egal µa:

° = !0´ = !
2
0¿ =

q2!20
6¼²0cmc2

: (3.11)

Une manifestation exp¶erimentale de cette d¶ecroissance exponentielle est que le spectre de °uorescence
d'un ensemble d'atomes ait une forme lorentzienne. Le spectre ¶etant reli¶e µa la transform¶ee de Fourier
de la r¶eponse temporelle3, celle-ci, transform¶ee de Fourier d'une Lorentzienne, est une exponentielle.
On peut bien sûr maintenant acc¶eder aussi, directement, µa la r¶eponse temporelle avec une ¶electronique
mod¶er¶ement rapide. Un des grands m¶erites de ce modµele trµes simpli¯¶e est donc de pr¶edire correctement
l'¶emission de lumiµere par des atomes excit¶es ou ¶emission spontan¶ee.

Estimons l'ordre de grandeur de la dur¶ee de vie radiative T et du taux d'¶emission spontan¶ee °
(notons que nous avons d¶ejµa e®ectu¶e un calcul semblable dans les paragraphes sur la r¶eaction de
rayonnement avec un modµele di®¶erent d'orbites circulaire. Sans surprises, les ordres de grandeur
relatifs aux deux modµeles sont similaires). Pour cela, nous calculerons le rapport °=!0, l'inverse
du \facteur de qualit¶e" de l'oscillateur harmonique. Ce rapport est proportionnel µa la fr¶equence du
rayonnement !0. Pour un ordre de grandeur, nous allons utiliser les fr¶equences pr¶edites par le modµele
de Bohr, d¶ecrit en d¶etails dans l'appendice de la premiµere partie de ce cours. Assez bizarrement,
nous mêlons ainsi des arguments du modµele plan¶etaire de la \premiµere th¶eorie quantique" de 1913
avec le modµele, incompatible, de l'¶electron ¶elastiquement li¶e. Rien, a priori, ne ¯xant la fr¶equence de
r¶esonance dans le modµele de Thomson, il nous faut bien utiliser les valeurs exp¶erimentales, qui sont
correctement pr¶edites par le modµele de Bohr. La fr¶equence est donc de l'ordre de la constante de
Rydberg divis¶ee par la constante de Planck, R=¹h. La constante de Rydberg, elle même, est de l'ordre
de:

R =
1

2
mc2®2 ; (3.12)

produit, µa un facteur deux prµes (dont l'origine peut être reli¶ee au th¶eorµeme du viriel), de l'¶energie de
masse de l'¶electron par le carr¶e de la \constante de structure ¯ne" ® d¶e¯nie par:

® =
1

4¼²0

q2

¹hc
: (3.13)

En portant cette expression de l'ordre de grandeur de la fr¶equence atomique dans le facteur de
qualit¶e, nous trouvons:

°

!0
= !0¿ =

R¿

¹h
=

q2mc2®2

12¼²0c¹hmc2
=
®3

3
: (3.14)

3En fait le spectre est la transform¶ee de Fourier de la fonction de corr¶elation du champ ¶emis, qui se rapporte µa la
r¶eponse temporelle pour une excitation impulsionnelle.
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Nous trouvons ainsi un r¶esultat trµes simple (mais certainement pas inattendu): le facteur de qualit¶e
typique d'un oscillateur atomique est de l'ordre de l'inverse du cube de la constante de structure ¯ne.
Num¶eriquement, il est donc de l'ordre de 107. La fr¶equence d'une transition atomique ¶etant, dans
le domaine visible, de l'ordre de 1015 Hz, le taux d'¶emission spontan¶ee est de l'ordre de 108 s¡1. La
dur¶ee de vie radiative d'un atome excit¶e est donc de l'ordre de la dizaine de nanosecondes. La valeur
exp¶erimentale pour la fameuse raie jaune du sodium (en fait un doublet de structure ¯ne µa 589 et
589.6 nm) est de 16 ns, correspondant µa une largeur de la raie de l'ordre de 10 MHz. Notre modµele,
de fa»con un peu surprenante, est plus que raisonnable4.

Estimons maintenant le d¶eplacement de fr¶equence ¢!. Il est facile de voir que:

¢! = ¡5
8
´° : (3.15)

Il ne vaut qu'une fraction de Hertz et il est donc complµetement n¶egligeable. Notons que, dans un modµele
quantique, il existe des d¶eplacements des niveaux beaucoup plus importants (de l'ordre du GigaHertz)
dûs au couplage de l'atome aux modes vides du champ ¶electromagn¶etique quanti¯¶e (d¶eplacements de
Lamb).

Avant de poursuivre, nous pouvons simpli¯er un peu l'¶equation du mouvement de l'¶electron pour
nous a®ranchir du terme du troisiµeme ordre, ¡¿d3r=dt3. Comme le facteur de qualit¶e de la transition
atomique est trµes grand, le mouvement est trµes proche d'un mouvement harmonique. Avec une trµes
bonne approximation, ce terme peut donc s'¶ecrire ¿!20 _r. La force de r¶eaction de rayonnement peut
donc être consid¶er¶ee comme proportionnelle µa la vitesse. On ¶ecrira donc l'¶equation du mouvement
tenant compte de la r¶eaction de rayonnement sous la forme:

d2r

dt2
+ °

dr

dt
+ !20r = 0 : (3.16)

Nous pouvons maintenant, en utilisant cette ¶equation, traiter le problµeme de la di®usion d'un champ,
¶eventuellement r¶esonnant.

3.1.3 Di®usion du rayonnement.

Nous ¶etudierons dans ce paragraphe le rayonnement d'un atome classique, excit¶e de fa»con permanente
par une onde plane monochromatique. Sous l'in°uence de cette onde, l'atome acquiert un dipôle
induit qui rayonne. A la di®¶erence du paragraphe pr¶ec¶edent, il s'agit alors d'un rayonnement en
r¶egime stationnaire. De plus, l'onde incidente n'est pas n¶ecessairement r¶esonnante µa la fr¶equence
propre de l'atome.

Dipôle induit. Polarisabilit¶e.

Nous supposerons l'onde incidente polaris¶ee lin¶eairement selonOz (la g¶en¶eralisation ne pr¶esente aucune
di±cult¶e). Nous ne consid¶ererons pas le cas d'une onde de trµes haute fr¶equence, pour lequel la taille
de l'atome pourrait être comparable µa la longueur d'onde. Nous pourrons donc supposer l'atome
ponctuel et ignorer la structure spatiale de l'onde. Nous ¶ecrirons donc simplement le champ ¶electrique
incident sous la forme E0uz exp(¡i!t). La fr¶equence ! est arbitraire, la phase de l'onde choisie de
telle maniµere que E0 soit r¶eel (ce qui ne restreint en rien la g¶en¶eralit¶e). L'¶equation du mouvement de
l'¶electron en pr¶esence de cette onde s'¶ecrit, avec le terme de r¶eaction de rayonnement:

d2r

dt2
+ °

dr

dt
+ !20r =

qE0
m
uze

¡i!t : (3.17)

4Il ne permet cependant pas de comprendre pourquoi il existe des raies atomiques beaucoup plus ¯nes, correspondant
µa des dur¶ees de vie in¯niment plus longues que ce que nous venons de calculer. La raie de 1S vers 2S de l'hydrogµene,
par exemple, aurait dans notre modµele une dur¶ee de vie de l'ordre de la nanoseconde (c'est une raie dans l'ultraviolet
lointain). Sa dur¶ee de vie est, en fait, de 1/7 de seconde!
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La solution contient un terme transitoire, d¶ependant de la condition initiale pour l'atome, qui s'amortit
en un temps de l'ordre de ¿ . On peut en g¶en¶eral ignorer ce transitoire et ne consid¶erer que la solution
en r¶egime permanent. Elle s'¶ecrit ¶evidemment sous la forme r0 exp(¡i!t) avec:

r0 =
qE0=m

!20 ¡ !2 ¡ i°!
uz : (3.18)

L'amplitude complexe du dipôle ¶electrique acquis par l'atome µa la fr¶equence ! s'¶ecrit donc:

d0 =
q2=m

!20 ¡ !2 ¡ i°!
E0 : (3.19)

Elle est proportionnelle µa l'amplitude du champ incident. On peut donc d¶e¯nir la polarisabilit¶e
classique de l'atome µa la fr¶equence !, ®c(!), par:

d0 = ²0®c(!)E0 : (3.20)

Cette polarisabilit¶e est simplement donn¶ee par:

®c(!) =
q2

m²0

1

!20 ¡ !2 ¡ i°!
: (3.21)

On notera qu'avec cette d¶e¯nition, la polarisabilit¶e est homogµene µa un volume (nous verrons dans
la partie sur l'¶electromagn¶etisme dans les milieux mat¶eriels l'int¶erêt de ce choix). A fr¶equence nulle,
on a simplement ®c(0) = q2=m²0!

2
0. On v¶eri¯era par un calcul ¶evident d'¶electrostatique que la

polarisabilit¶e µa fr¶equence nulle coÄ³ncide avec le volume de la sphµere contenant la \gel¶ee" positive. On
remarquera aussi que, en faisant !0 = 0, on trouve bien la polarisabilit¶e d'un ¶electron libre. Ce modµele
nous permet aussi de traiter la di®usion de rayonnement par un plasma dont les charges peuvent, en
premiµere approximation, être consid¶er¶ees comme libres. Notons ¯nalement que l'expression de la
polarisabilit¶e peut se simpli¯er, au voisinage de la r¶esonance, quand l'amortissement ° est trµes petit
par rapport µa la fr¶equence propre. On a alors:

®c(!) ' q2

m²0!0

1

2(!0 ¡ !)¡ i° : (3.22)

Le module au carr¶e de la polarisabilit¶e est alors une simple lorentzienne, de centre !0 et de largeur °.
Le facteur de qualit¶e des r¶esonances atomiques ¶etant toujours excellent, cette approximation est trµes
l¶egitime et toujours utilis¶ee.

A partir de l'expression du dipôle induit, nous pouvons ais¶ement estimer la puissance rayonn¶ee.
Elle fera intervenir le carr¶e du module de la polarisabilit¶e, sous la forme:

P = ²0
12¼c3

j®cj2!4E20 : (3.23)

Cette puissance est ¶evidemment proportionnelle au carr¶e de l'amplitude du champ incident. Pour
obtenir un r¶esultat ind¶ependant de l'intensit¶e de l'onde incidente, nous allons rapporter la puissance
di®us¶ee µa la puissance incidente par unit¶e de surface, ²0cE

2
0=2. Le rapport d'une puissance µa une

puissance par unit¶e de surface est une surface. Nous caract¶erisons ainsi l'e±cacit¶e de di®usion de
l'atome par une section e±cace ¾. La puissance di®us¶ee est simplement la puissance incidente sur une
surface ¾ (normale µa la direction de propagation). En un mot, tous les photons qui \tombent" dans
une surface ¾ centr¶ee sur l'atome sont di®us¶es. On a:

¾ =
1

6¼

µ
!

c

¶4
j®cj2 : (3.24)
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Figure 3.1: Section e±cace de di®usion en fonction de la fr¶equence, exprim¶ee en unit¶es de !0. Le facteur de qualit¶e µa

¶et¶e limit¶e µa 3.3 pour rendre la ¯gure lisible.

On peut encore ¶ecrire, en explicitant la polarisabilit¶e:

¾ =
1

6¼c4
q4

m2²20

!4

(!20 ¡ !2)2 + °2!2
: (3.25)

Pour simpli¯er quelque peu le pr¶efacteur, nous allons faire intervenir une dimension caract¶eristique de
l'¶electron, le \rayon classique de l'¶electron" re que nous avons d¶ejµa rencontr¶e µa propos de la r¶eaction
de rayonnement. Un simple argument d'analyse dimensionnelle montre que la seule longueur qu'on
peut former µa partir des caract¶eristiques de l'¶electron est:

re =
q2

4¼²0mc2
=
3

2
c¿ ; (3.26)

qui est de l'ordre de 3 fm. On peut donc ¶ecrire en¯n:

¾ =
8¼

3
r2e

!4

(!20 ¡ !2)2 + °2!2
: (3.27)

La ¯gure 3.1 pr¶esente la section e±cace de di®usion en fonction de la fr¶equence.
Pour des fr¶equences proches de r¶esonance, nous pouvons ¶ecrire, comme pour la polarisabilit¶e:

¾ =
8¼

3
r2e

!2

4(!0 ¡ !)2 + °2 : (3.28)

La section e±cace est le produit de la \surface de l'¶electron" par un facteur pr¶esentant une r¶esonance
Lorentzienne en !0. La section e±cace sera donc qualitativement trµes di®¶erente selon que la fr¶equence
incidente est trµes grande, trµes petite ou voisine de la fr¶equence propre. Nous allons examiner s¶epar¶ement
ces di®¶erents cas.

Di®usion Rayleigh

Nous consid¶ererons d'abord le cas de la di®usion trµes basse fr¶equence: ! ¿ !0. C'est par exemple
pratiquement toujours le cas pour la di®usion radiofr¶equence ou infrarouge lointain. C'est aussi le
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cas de la di®usion de la lumiµere visible par l'air. Les premiµere fr¶equences de r¶esonance optique de
l'oxygµene ou de l'azote sont en e®et situ¶ees dans le domaine ultraviolet. En tenant compte de cette
condition, la section e±cace s'¶ecrit simplement:

¾ =
8¼

3
r2e

µ
!

!0

¶4
: (3.29)

Cette expression appelle plusieurs commentaires. D'abord, la valeur de la section e±cace est
extrêmement faible. Même si ! est de l'ordre de !0, la section e±cace n'est que de l'ordre de la \surface
classique" de l'¶electron, 10¡30 m2. Pour mieux comprendre la faiblesse de cette valeur, calculons la
longueur de propagation n¶ecessaire pour que la lumiµere incidente soit notablement att¶enu¶ee par la
di®usion, L. Avec un faisceau de section S, l'att¶enuation sera complµete si S = N¾ oµu N = NSL est
le nombre total de mol¶ecules dans le faisceau sur une longueur L (N est la densit¶e num¶erique). On
trouve donc simplement:

L =
1

¾N
: (3.30)

Pour un gaz µa la pression atmosph¶erique, la densit¶e typique est de 3: 1025 m¡3. En prenant une
valeur trµes sur¶evalu¶ee de 10¡30 m2 pour ¾, on trouve une longueur d'att¶enuation L de 30 km. On
comprend donc pourquoi, dans la journ¶ee, la lumiµere solaire, qui ne traverse que quelques kilomµetres
d'atmosphµere dense, n'est pas trµes att¶enu¶ee par di®usion (la lumiµere directe est trµes intense par rapport
au \bleu" du ciel). En revanche, au lever ou au coucher du soleil, la lumiµere, sous incidence rasante,
traverse une ¶epaisseur de gaz beaucoup plus consid¶erable, pouvant d¶epasser la centaine de kilomµetres.
Dans ce cas la lumiµere est fortement att¶enu¶ee.

Remarquons aussi la trµes rapide d¶ependance de la section e±cace en fonction de la fr¶equence
incidente. Les courtes longueurs d'onde, plus proches de la r¶esonance, sont di®us¶ees beaucoup plus
e±cacement que les plus longues. Voici une explication simple de la couleur bleue de la lumiµere di®us¶ee
par les gaz ou les fum¶ees. La lumiµere transmise, elle, apparâ³t plus rouge, les fr¶equences les plus ¶elev¶ees
¶etant aussi les plus att¶enu¶ees.

Notons que ces raisonnements nous donnent quelques indications sur l'e±cacit¶e de la di®usion ou
la nature du spectre di®us¶e par un gaz. Ils ne nous prouvent pas, en revanche, qu'un ¶echantillon
macroscopique de gaz di®use. La maniµere dont s'additionnent les rayonnements produits par les
di®¶erentes mol¶ecules du gaz n'est pas du tout prise en compte dans ce raisonnement simpliste qui ne
considµere qu'une mol¶ecule unique. On pourrait se demander en particulier pourquoi un gaz di®use
alors qu'un verre, pourtant beaucoup plus dense, ne di®use pratiquement pas s'il est pur. Ainsi, la
longueur d'att¶enuation dans les ¯bres optiques est de l'ordre de la dizaine de kilomµetre aussi, alors que
la densit¶e num¶erique est trois ordres de grandeur plus ¶elev¶ee que celle de l'air. Pour bien comprendre
cet e®et, il faut analyser en d¶etails le processus de di®usion macroscopique. On montre alors que les
°uctuations thermodynamiques de densit¶e jouent un rôle essentiel dans la di®usion. Pour un milieu
statique, comme un verre, les amplitudes di®us¶ees interfµerent destructivement et il ne reste que la
lumiµere transmise vers l'avant. Pour un gaz, le nombre de particules dans un volume de l'ordre de
¸3 est °uctuant. Ces °uctuations sont responsables de la pr¶esence de lumiµere di®us¶ee. Il faut donc
prendre avec pr¶ecautions les ordres de grandeur que nous venons de donner.

Di®usion Thomson

Nous consid¶ererons maintenant le domaine des hautes fr¶equences ! À !0. C'est, par exemple, celui
de la di®usion des rayonnements X dans les mat¶eriaux non absorbants. On trouve alors simplement:

¾ =
8¼

3
r2e : (3.31)

La section e±cace est constante, ind¶ependante de la fr¶equence incidente, simplement ¶egale µa la surface
classique de l'¶electron. En fait, pour de hautes fr¶equences incidentes, le fait que l'¶electron soit li¶e par
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une force harmonique n'a pratiquement aucune in°uence sur la di®usion. On trouve ici simplement la
section e±cace de di®usion par un ¶electron libre. Les ordres de grandeur de la section e±cace et des
longueurs d'att¶enuation sont essentiellement les mêmes que dans le paragraphe pr¶ec¶edent.

Di®usion r¶esonnante

Le r¶egime le plus int¶eressant est celui oµu la fr¶equence incidente est proche de la r¶esonance atomique
! ' !0. La section e±cace pr¶esente alors un comportement quasi Lorentzien autour de !0 d¶ecrit par
l'¶equation (3.28).

Pour ¶etudier les ordres de grandeur, nous nous focaliserons sur le cas oµu le rayonnement incident
est strictement r¶esonant: ! = !0. Dans ce cas,

¾ =
8¼

3
r2e

µ
!0
°

¶2
: (3.32)

La section e±cace est beaucoup plus grande que la surface classique de l'¶electron. Nous avons vu
en e®et que le facteur de qualit¶e de la transition atomique est de l'ordre de 107. La section e±cace
r¶esonante est donc 14 ordres de grandeur plus ¶elev¶ee que les sections Thomson ou Rayleigh. Plus
pr¶ecis¶ement:

!0
°
' 1

!0¿
=
6¼²0mc

3

q2!0
; (3.33)

et donc

re
!0
°
=

re
!0¿

=
3

2

c

!0
: (3.34)

On en d¶eduit ¯nalement

¾ =
3

2¼
¸20 ; (3.35)

oµu ¸0 est la longueur d'onde de la lumiµere r¶esonante. La section e±cace de di®usion r¶esonante est donc
de l'ordre du carr¶e de la longueur d'onde, 1 micron carr¶e environ. En consid¶erant par exemple une
vapeur de sodium sous une pression de 10¡5 torr (ce qu'on obtient dans une ampoule chau®¶ee µa une
centaine de degr¶es) soit une densit¶e num¶erique de 1017 m¡3, on trouverait une longueur d'absorption
(le raisonnement des paragraphes pr¶ec¶edents reste correct) de 100 ¹m. Il s'agit bien sûr d'une valeur
trop faible. On constate exp¶erimentalement que le rayonnement est att¶enu¶e sur une longueur courte,
mais notablement plus longue que ce que nous venons de calculer, surtout quand le rayonnement
incident est intense.

L'origine de ce d¶esaccord vient du fait que nous travaillons avec un modµele lin¶eaire qui ignore toute
saturation du systµeme atomique. Aussi intense et aussi r¶esonante que soit l'onde incidente, l'atome
r¶epond toujours lin¶eairement, avec une section e±cace ind¶ependante de l'intensit¶e incidente. Si on
quanti¯e correctement la dynamique atomique, on s'aper»coit que ce comportement n'est valable que
pour des di®usions non r¶esonantes (c'est ce que nous ¶etablirons dans le prochain paragraphe). Pour la
di®usion r¶esonante, l'atome ne peut di®user plus d'un photon dans un intervalle de temps °¡1. Comme
nous le verrons dans le prochain paragraphe, il peut osciller rapidement entre les deux niveaux d'¶energie
bordant la transition r¶esonnante mais ces cycles correspondent µa des cycles absorption/¶emission induite
qui ne changent pas le nombre de photons de l'onde incidente. Les seuls ¶ev¶enements qui correspondent
µa une di®usion sont ceux se produisant par ¶emission spontan¶ee, tous les °¡1. L'ordre de grandeur de
la section e±cace que nous donnons ici ne sera correct que si l'atome di®use beaucoup moins d'un
photon dans une dur¶ee de vie radiative. Il faut donc que la puissance incidente soit petite devant un
photon (avec une ¶energie d'environ un eV) par 10 ns et par micron carr¶e. L'ordre de grandeur de la
\puissance de saturation" est donc de 10 W/m2 ou encore de 1 mW/cm2. Une approche quantique
rigoureuse donne exactement cet ordre de grandeur. Le modµele de Thomson fait encore la preuve de
son e±cacit¶e.
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Notons aussi que nous avons suppos¶e dans tout ce raisonnement que la largeur de la r¶esonance
¶etait entiµerement d¶etermin¶ee par la dur¶ee de vie spontan¶ee. L'analyse est un peu plus complexe si on
tient compte d'une autre cause d'¶elargissement, comme l'e®et Doppler. On trouve alors en g¶en¶eral
une r¶eduction importante de la section e±cace de di®usion et, en cons¶equence, une augmentation de
la puissance de saturation.

Nous avons maintenant d¶eduit tout ce qui ¶etait accessible avec le modµele de Thomson. Nous allons
maintenant nous consacrer µa un modµele semi{quantique (ou semi{classique) qui nous permettra de
donner une assise plus solide aux r¶esultats que nous venons d'¶etablir.

3.2 Modµele semi{classique

Nous traiterons dans ce paragraphe le rayonnement d'une source atomique dans un modµele oµu nous
quanti¯erons la structure atomique. En revanche, le champ ¶electromagn¶etique sera encore consid¶er¶e
comme une quantit¶e classique. Cette quanti¯cation partielle nous empêchera de d¶ecrire le ph¶enomµene
d'¶emission spontan¶ee. Celle-ci ne peut être comprise quantitativement que dans un modµele oµu le
champ est convenablement quanti¯¶e (l'¶emission spontan¶ee est, en partie, \induite" par les °uctua-
tions de point z¶ero du champ ¶electromagn¶etique, les c¶elµebres \°uctuations du vide", authentiquement
quantiques). Pour ¶eviter ces di±cult¶es, nous ne traiterons dans ce paragraphe que de la di®usion de
rayonnement par un atome quantique. En nous pla»cant dans des r¶egimes limites convenables, nous
pourrons ¶eviter d'avoir µa tenir compte de l'¶emission spontan¶ee. Dans un premier paragraphe, nous
nous poserons le problµeme de relier les observables atomiques au rayonnement di®us¶e. Quel dipôle
devons nous ins¶erer dans les formules classiques du rayonnement pour estimer la puissance di®us¶ee
par un atome? Ensuite, nous ¶ecrirons les ¶equations d'¶evolution quantiques d'un atome plac¶e dans un
champ incident. Nous traiterons ensuite deux cas limites: la di®usion non r¶esonnante et la di®usion
strictement r¶esonnante.

3.2.1 Rayonnement d'un atome quantique

Nous consid¶ererons un modµele atomique trµes simple, celui d'un atome µa un ¶electron, l'hydrogµene. Les
niveaux atomiques r¶esultent de la quanti¯cation de mouvement de l'¶electron dans le potentiel central
du noyau5. On trouvera cette quanti¯cation d¶etaill¶ee dans les manuels de m¶ecanique quantique (Cohen
en particulier). Nous nous contenterons ici de savoir qu'il existe des niveaux stationnaires jii d'¶energie
Ei, ¶etats propres du Hamiltonien atomique H0 (¶energie cin¶etique plus ¶energie potentielle de liaison).
Le fondamental sera appel¶e jgi. Son ¶energie est nulle par convention. Ces niveaux, que nous traiterons
comme s'ils ¶etaient non d¶eg¶en¶er¶es, sont des ¶etats propres de l'op¶erateur parit¶e, qui commute avec le
Hamiltonien. Les fonctions d'onde leur correspondant sont donc paires ou impaires par rapport µa
l'origine (oµu est situ¶e le noyau). Pour l'hydrogµene, ainsi, le niveau fondamental est le 1S, avec une
fonction d'onde µa sym¶etrie sph¶erique, donc paire. Les premiers niveaux excit¶es sont le 2S, ¶egalement
pair et le 2P , impair (la fonction d'onde est, en coordonn¶ees sph¶eriques, proportionnelle µa cos µ|voir
l'appendice de la premiµere partie).

La position de l'¶electron dans l'atome est un op¶erateur R. Le dipôle ¶electrique est donc, lui
aussi, un op¶erateur relatif µa l'¶electron, D = qR (q ¶etant la charge de l'¶electron). Pour estimer la
puissance rayonn¶ee par l'atome, nous avons besoin, dans ce modµele semi{classique, d'une amplitude de
dipôle classique. Le plus naturel est d'employer la valeur moyenne de l'op¶erateur dipolaire dans l'¶etat
atomique. On d¶ecrira bien ainsi le rayonnement d'un grand nombre d'atomes soumis au même champ
incident, ce qui est bien, en g¶en¶eral, le problµeme de la di®usion. Nous emploierons donc les formules
standard du rayonnement dipolaire avec d = hDi. Il est ¶evident que nous ne pourrons ainsi traiter
que le rayonnement moyen d'une grande assembl¶ee d'atomes (les valeurs moyennes de la m¶ecanique
quantique d¶ecrivent des moyennes sur un grand nombre de r¶ealisations d'une exp¶erience unique, les

5On n¶egligera ici tous les e®ets dûs au spin de l'¶electron ou du noyau.
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moyennes d'ensemble). Parler, dans ce modµele, du rayonnement d'un atome unique n'aurait aucun
sens. En fait, un atome unique ¶emet un photon en e®ectuant un saut quantique d'un niveau µa un
autre. Un tel processus, impliquant un photon unique et tenant n¶ecessairement en compte l'appareil
d¶etectant ce photon, n'a pas de sens dans une description classique du champ.

Nous pouvons tout de suite nous poser le problµeme de savoir quel type d'¶etats atomiques rayonnent.
Il faut que la valeur moyenne de l'op¶erateur dipolaire

hDi = hªjDjªi = q
Z
jª(r)j2r d3r (3.36)

(jªi est la fonction d'onde atomique) soit non nulle. Si jªi a une parit¶e bien d¶e¯nie, le carr¶e de son
module est toujours pair et l'int¶egrale identiquement nulle. Les ¶etats propres du Hamiltonien atomique
¶etant de parit¶e bien d¶e¯nie, le dipôle moyen dans tous ces ¶etats est nul6. Les niveaux stationnaires
ne rayonnent pas et sont donc stables. On constate lµa l'insu±sance ¶evidente d'un modµele traitant le
champ classiquement. Nous savons bien que de tous les niveaux atomiques seul le fondamental, jgi,
est stable. Tous les autres perdent leur ¶energie par rayonnement, même si la dur¶ee de vie est trµes
longue (des ann¶ees pour les niveaux excit¶es hyper¯ns). Il est tout simplement impossible de traiter
l'¶emission spontan¶ee dans un cadre classique. D'un point de vue plus positif, l'¶emission spontan¶ee est
la preuve la plus formelle de la nature quantique du champ ¶electromagn¶etique.

Seules rayonnent donc des fonctions d'onde dont la parit¶e n'est pas bien d¶e¯nie. Il s'agit de
combinaisons lin¶eaires de niveaux de parit¶e oppos¶ee. Si , µa un instant donn¶e,

jªi = 1p
2
(jii+ jji) ; (3.37)

alors

hDi = Re hijDjji = Re q
Z
ª¤iªjr dr ; (3.38)

qui peut être non nul si jii et jji sont de parit¶e oppos¶ee. Ces niveaux n'ayant pas la même ¶energie, la
superposition ¶evolue temporellement comme:

jªi = 1p
2
(jiie¡iEit=¹h + jjie¡iEijt=¹h) : (3.39)

Le dipôle moyen ¶evolue donc comme:

hDi = Re hijDjjie¡i!jit ; (3.40)

oµu !ji = (Ej¡Ei)=¹h est la fr¶equence de Bohr entre ces deux niveaux. L'atome dans une superposition
de ces deux niveaux rayonne donc µa la fr¶equence de Bohr, c'est µa dire µa la fr¶equence de la transition
atomique, ce qui n'est pas trµes surprenant. Notons qu'une superposition plus complexe, mettant en
jeu plusieurs niveaux de parit¶es vari¶ees, correspondra µa un dipôle oscillant sur plusieurs composantes
de fr¶equence. Celles-ci sont les fr¶equences de Bohr des transitions \autoris¶ees" entre ces niveaux, celles
pour lesquelles l'¶el¶ement de matrice dipolaire hijDjji est non nul.

Pour illustrer visuellement le rayonnement d'une superposition d'¶etats, la ¯gure 3.2 pr¶esente le
module de la fonction d'onde d'un atome d'hydrogµene pr¶epar¶e dans une superposition quantique des
¶etats j1Si et j2P i (m = 0 correspondant µa une orbitale antisym¶etrique par rapport au plan xOy)
µa deux instants s¶epar¶es par une demi{p¶eriode de Bohr. En n'oubliant pas que la densit¶e de charge
¶electronique est proportionnelle au carr¶e du module de la fonction d'onde, on voit bien que la charge

6La nullit¶e du dipôle moyen d'un ¶etat stationnaire est li¶ee µa l'invariance par renversement du sens du temps de la
dynamique atomique. Si la sym¶etrie est respect¶ee, le dipôle doit être nul. De nombreuses exp¶eriences ont ¶et¶e consacr¶ees
µa la recherche d'un moment ¶electrique dipolaire pour un atome isol¶e (ou d'un neutron, les arguments ¶etant µa peu prµes
les mêmes), dans le but de mettre en ¶evidence une ¶eventuelle violation de la sym¶etrie temporelle. Elles ont permis de
mettre des limites sup¶erieures trµes basses aux dipôles, mais pas encore de mesurer un e®et.
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Figure 3.2: Carr¶e du module de la fonction d'onde d'un atome d'hydrogµene pr¶epar¶e dans une superposition quantique

des ¶etats 1S et 2P, m = 0, µa deux instants s¶epar¶es par une demi{p¶eriode de Bohr (en traits pleins et pointill¶es). On

repr¶esente ce carr¶e le long de l'axe de quanti¯cation Oz. On note que le barycentre de la distribution de charge oscille

selon Oz.

moyenne oscille autour de l'origine µa la fr¶equence de Bohr. Pour pr¶eparer une telle superposition
d'¶etats, nous ne pouvons guµere, dans le cadre de ce modµele, que soumettre l'atome µa une onde incidente,
elle aussi trait¶ee classiquement. Nous pourrons alors calculer le dipôle moyen en appliquant l'¶equation
de SchrÄodinger et d¶eterminer ensuite le champ rayonn¶e. Essentiellement, nous nous cantonnerons au
problµeme de la di®usion. La situation sera bien sûr trµes di®¶erente selon que l'onde incidente sera
r¶esonnante sur la fr¶equence de Bohr d'une transition autoris¶ee ou non.

3.2.2 Di®usion du rayonnement

Nous soumettons donc notre atome quantique µa une onde plane incidente, le champ ¶electrique au
voisinage de l'origine ¶etant de la forme E = E0uz exp(i(kx ¡ !t)) (nous choisissons une onde plane
polaris¶ee selon uz et se propageant dans la direction ux). Nous n¶egligerons bien sûr la r¶eaction de
rayonnement, c'est µa dire le champ rayonn¶e par l'atome lui même, par rapport au champ incident. Il
ne serait d'ailleurs pas possible d'en tenir compte de fa»con satisfaisante dans ce modµele. Le potentiel
vecteur de cette onde s'¶ecrit A = ¡(iE0=!)uz exp(i(kx ¡ !t)). Son potentiel scalaire est bien sûr
identiquement nul. Nous nous placerons ici en jauge de Coulomb.

Hamiltonien d'interaction

La premiµere ¶etape du calcul est de d¶eterminer la forme du Hamiltonien atomique en pr¶esence de l'onde
incidente. Pour cela, nous nous appuierons sur les r¶esultats de la partie sur la m¶ecanique analytique,
oµu nous avons ¶etabli l'expression du Hamiltonien classique d'une particule charg¶ee en pr¶esence d'un
champ. Nous remplacerons, en suivant les pr¶eceptes de la quanti¯cation canonique, les variables
conjugu¶ees p et r par des op¶erateurs conjugu¶es P et R (nous noterons r la position au lieu de q).

Le Hamiltonien classique s'¶ecrivant:

H =
(p¡ qA(r))2

2m
+ qV (r) ; (3.41)
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oµu A est le potentiel vecteur et V le potentiel scalaire, le Hamiltonien total quantique est simplement:

H =
(P¡ qA(R))2

2m
+ qV (R) ; (3.42)

obtenu en rempla»cant position et impulsion par les op¶erateurs correspondants, y compris dans les
expressions des potentiels. Dans le cas qui nous occupe, le potentiel vecteur est celui de l'onde
plane incidente. Le potentiel scalaire est le potentiel ¶electrostatique de noyau assurant la liaison de
l'¶electron. Dans un calcul plus complet, pour un atome µa plusieurs ¶electrons, il conviendrait de tenir
compte ¶egalement de l'interaction entre ¶electrons. Il faudrait aussi tenir compte d'autres termes dans
le Hamiltonien, d¶ecrivant les structures ¯nes ou hyper¯nes des niveaux.

En d¶eveloppant le carr¶e et en n'oubliant pas que P et A, devenu un op¶erateur comme fonction de
R, ne commutent pas, on obtient:

H = H0 ¡ q

2m
(P ¢A+A ¢P) + q2

2m
A2 ; (3.43)

oµu H0 = P
2=2m+ V est le Hamiltonien de l'atome libre.

En g¶en¶eral, les e®ets de l'onde incidente sont petits par rapport µa l'e®et du potentiel de liaison. En
d'autres termes, le champ ¶electrique de l'onde incidente est petit devant le champ ¶electrostatique de
liaison (de l'ordre de 1011 V/m). Les termes s'ajoutant µa H0 dans l'¶equation pr¶ec¶edente ont donc une
in°uence petite et les ¶etats propres de H sont essentiellement ceux de H0. Nous pourrions donc traiter
ce problµeme en utilisant le formalisme des perturbations de la m¶ecanique quantique, perturbations
d¶ependant du temps par l'interm¶ediaire de l'onde incidente. Plutôt que d'utiliser ce formalisme g¶en¶eral,
nous allons ¶etablir trµes simplement la forme de l'¶evolution de l'¶etat atomique. Nous ferons pour cela,
avant d'aller plus loin, deux approximations suppl¶ementaires.

Si A est du premier ordre dans la perturbation que nous apportons µa H0, le dernier terme, propor-
tionnel µa A2, est du second ordre. Pour une intensit¶e incidente su±samment faible, il sera n¶egligeable
par rapport aux termes du premier ordre. En pratique, ce terme ne devient important que pour des
intensit¶es incidentes ¶enormes, pour lesquelles le champ de l'onde est de l'ordre du champ de liaison. La
seconde approximation est dite \approximation dipolaire". Tel que nous l'avons ¶ecrit, H est di±cile
µa traiter en raison de la non{commutation de P et de A. Notre problµeme est surtout int¶eressant
pour traiter la di®usion d'une onde de fr¶equence voisine des transitions atomiques intenses, c'est µa
dire pour une onde dans le domaine visible. La longueur d'onde incidente, de l'ordre du micron, est
alors beaucoup plus grande que la taille de l'atome. En premiµere approximation, on peut assimiler
le potentiel vecteur µa sa valeur µa l'origine, A(0). Cette approximation revient µa ne tenir compte que
du premier terme, dipolaire, dans le d¶eveloppement multipolaire de l'interaction de l'atome avec le
champ. Avec cette approximation, le potentiel vecteur devient un simple nombre, ind¶ependant de
l'op¶erateur position. Il commute donc avec l'impulsion. On peut, avec ces deux approximations, trµes
largement v¶eri¯¶ees en pratique, r¶e¶ecrire le Hamiltonien total sous la forme:

H = H0 ¡ q

m
P ¢A(0) : (3.44)

En injectant ¯nalement l'expression du potentiel vecteur de l'onde incidente, dont on prendra
garde de ne garder que la partie r¶eelle (il convient de n'utiliser que les champs physiques dans les
Hamiltonien), on trouve:

H = H0 +Hi ; (3.45)

avec

Hi =
qE0
m!

Pz sin(!t) : (3.46)
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Equations d'¶evolution des populations

Munis du Hamiltonien, nous allons maintenant calculer l'¶evolution temporelle de l'¶etat atomique. De
maniµere ¶evidente, cet ¶etat peut s'¶ecrire comme une superposition des ¶etats propres jii du Hamiltonien
non perturb¶e (ces ¶etats forment une base de l'espace de Hilbert). On ¶ecrira donc:

jª(t)i =
X
i

ai(t)jii ; (3.47)

oµu la somme est µa ¶etendre µa tous les ¶etats propres de H0 (y compris les ¶etats du continuum) et oµu
les af sont des amplitudes de probabilit¶e complexes d¶ependant du temps. En portant directement ce
d¶eveloppement dans l'¶equation de SchrÄodinger:

i¹h
@jªi
@t

= Hjªi ; (3.48)

on trouve:

i¹h
X
i

dai
dt
jii =

X
i

aiEijii+ qE0
m!

X
i

Pz sin(!t)aijii : (3.49)

Pour obtenir un systµeme d'¶equations di®¶erentielles ordinaires, nous multiplierons scalairement les deux
membres de cette ¶equation par le \bra" hjj oµu j est un niveau stationnaire arbitraire de l'atome non
perturb¶e. En utilisant le fait que les ¶etats propres de H0 sont orthogonaux, c'est µa dire que

hjjii = ±j i ; (3.50)

on obtient, pour tout j,
daj
dt

= ¡i!jaj + qE0
im!¹h

X
i

hjjPzjiiai sin(!t) ; (3.51)

oµu nous avons pos¶e !j = Ej=¹h.
Nous pouvons simpli¯er un peu les ¶ecritures par un changement de variable. Le premier terme

du second membre dans cette ¶equation d¶ecrit l'¶evolution libre du coe±cient aj µa la fr¶equence !j. On
peut s'en a®ranchir en posant:

bj = aje
i!jt : (3.52)

Ce changement de variable est en fait simplement un passage en repr¶esentation d'interaction par
rapport au Hamiltonien non perturb¶e H0. On obtient simplement alors l'¶equation d'¶evolution des bj :

dbj
dt

=
qE0
im!¹h

X
i

hjjPzjii sin(!t)ei!jitbi(t) ; (3.53)

oµu !ji = !j ¡ !i est la fr¶equence de Bohr de la transition de i vers j. Notons que cette quantit¶e,
alg¶ebrique, peut être n¶egative.

Nous avons donc transform¶e l'¶equation de SchrÄodinger en un systµeme di®¶erentiel ordinaire (les
¶el¶ements de matrice hjjPzjii sont a priori facilement calculables). Il n'en reste pas moins que ce
systµeme comporte une in¯nit¶e d'¶equations et qu'il n'est pas abordable dans le cas g¶en¶eral. Nous
pourrons aborder le problµeme dans deux situations limites seulement.

Di®usion non r¶esonante

Nous consid¶ererons ici la di®usion d'une onde non r¶esonnante par un atome initialement dans son
¶etat fondamental g. Par non r¶esonnante, nous d¶esignons une onde dont la fr¶equence est trµes di®¶erente
de toutes les fr¶equences de Bohr des transitions \autoris¶ees" (telles que l'¶el¶ement de matrice hgjPzjii
soit non nul) partant de l'¶etat g. Il conviendra aussi que son amplitude ne soit pas trop grande. Il
est relativement naturel de consid¶erer que cette perturbation non r¶esonnante n'a qu'une trµes faible
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probabilit¶e d'exciter l'atome, c'est-µa-dire de le transf¶erer vers un ¶etat autre que g. Cela signi¯e que
pratiquement toutes les amplitudes bj restent petites (au moins du premier ordre dans l'amplitude de
la perturbation, mesur¶ee par E0), sauf bg qui est voisine de 1. Dans le second membre du systµeme
d'¶equations (3.51), le produit d'amplitudes du premier ordre par un terme lui aussi proportionnel µa
E0 donne un terme n¶egligeable du second ordre. Seul contribue µa cette somme le niveau g.

L'¶evolution de bj pour j 6= g s'¶ecrit alors:
dbj
dt

=
qE0
im!¹h

hjjPzjgi sin(!t)ei!jgt ; (3.54)

¶equation di®¶erentielle ordinaire qui s'int¶egre trivialement avec la condition initiale bj(0) = ±jg. On
trouve:

bj(t) =
qE0
2m!¹h

ihjjPzjgiei!jgt
"
ei!t ¡ e¡i!jgt
! + !jg

¡ e
¡i!t ¡ e¡i!jgt
!jg ¡ !

#
: (3.55)

A partir de cette expression des bj , nous pouvons facilement calculer le dipôle moyen hDi =
hª(t)jDjª(t)i avec jªi = jgi+Pj bj(t) exp(¡i!jt)jji (on remarquera que la norme de cet ¶etat n'est
un qu'au premier ordre dans les bj ce qui est conforme avec nos approximations). Aprµes quelques
manipulations alg¶ebriques sans int¶erêt, on trouve:

hDi = uz q
2E0
2m!¹h

8<:iX
j 6=g
hgjZjjihjjPzjgi

"
ei!t ¡ e¡i!jgt
! + !jg

¡ e
¡i!t ¡ e¡i!jgt
!jg ¡ !

#
+ c:c:

9=; : (3.56)

Dans cette expression, apparaissent comme fr¶equences d'¶evolution la fr¶equence de l'onde incidente
et la fr¶equence de Bohr de g vers j. Physiquement, nous pouvions nous attendre µa ce que l'atome ne
r¶eponde qu'µa la fr¶equence µa laquelle il est forc¶e. En fait, la partie oscillant avec la fr¶equence de Bohr
provient de deux imperfections du modµele. D'abord, nous avons suppos¶e que le branchement de l'onde
plane excitatrice intervenait instantan¶ement µa l'instant origine. Le spectre de la perturbation contient
donc toutes les fr¶equences, en plus de la fr¶equence propre !. Dans ce spectre, se trouvent en particulier
les fr¶equences de Bohr, capables d'exciter de fa»con r¶esonnante les transitions atomiques et de provoquer
une r¶eponse transitoire de l'atome. Comme nous avons ¶egalement n¶eglig¶e tout amortissement, cette
r¶eponse transitoire s'¶etend ind¶e¯niment dans le temps et contamine notre solution. On aurait tout
µa fait le même genre de comportement, comme on pourra s'en convaincre facilement, en branchant
instantan¶ement une perturbation non r¶esonnante sur un oscillateur non amorti. Clairement, cette
partie de la solution n'est pas physique. D'une part, la perturbation n'est jamais appliqu¶ee de fa»con
soudaine (une prise en compte r¶ealiste d'un branchement adiabatique de la perturbation r¶eduirait
consid¶erablement le poids des fr¶equences de Bohr dans la solution). D'autre part, et surtout, nous
n'avons introduit aucun amortissement dans notre problµeme. Il est clair que l'excitation des niveaux
due au branchement soudain ne pourra pas durer plus longtemps que la dur¶ee de vie de ces niveaux
si on prenait en compte l'¶emission spontan¶ee. Nous ne pouvons tenir compte de fa»con convaincante
de cet amortissement mais nous pouvons au moins supprimer dans l'expression du dipôle moyen les
termes non physiques aux fr¶equences de Bohr. Nous aurons donc ¯nalement:

hDi = uz q
2E0
2m!¹h

8<:iX
j 6=g
hgjZjjihjjPzjgi

"
ei!t

! + !jg
¡ e¡i!t

!jg ¡ !

#
+ c:c:

9=; : (3.57)

Notons ici un autre e®et de l'absence d'amortissement. Les d¶enominateurs apparaissant dans cette
expression pr¶esentent un comportement r¶esonnant quand la fr¶equence excitatrice coÄ³ncide, au signe
prµes, avec une des fr¶equences de Bohr. Dans ce cas, le dipôle moyen diverge, ce qui n'est pas physique.
Il nous faut bien garder en m¶emoire que cette expression n'est valable que tant que les bj restent petits,
c'est µa dire pour de petits dipôles moyens, loin de r¶esonance et avec des ondes incidentes d'amplitude
mod¶er¶ee.
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Le produit d'¶el¶ements de matrice hgjzjjihjjPzjgi est assez d¶esagr¶eable. Nous allons le transformer
quelque peu. Nous pouvons en e®et ¶ecrire, en utilisant les rµegles standard de commutation entre R et
une fonction de P:

[Z;H0] =

"
Z;
P 2z
2m

#
=
i¹h

m
Pz (3.58)

(notons que V commute avec R et que les composantes x et y de P commutent avec Z). On en d¶eduit
imm¶ediatement:

hjjPzjgi = m

i¹h
hjjZH0 ¡H0Zjgi = m

i
!gjhjjZjgi (3.59)

En reportant cette expression dans celle du dipôle moyen, on obtient:

hDi = ¡uz q
2E0
2¹h

X
j 6=g

!jg
!
jhjjZjgij2

"
ei!t

! + !jg
¡ e¡i!t

!jg ¡ !

#
+ c:c: (3.60)

Nous pouvons alors, pour faire le lien avec le modµele classique du paragraphe pr¶ec¶edent, introduire
une polarisabilit¶e atomique \quantique" µa la fr¶equence !, ®q(!), d¶e¯nie par:

D = ²0®qE0uz : (3.61)

En ne faisant apparâ³tre que des parties r¶eelles dans l'expression du dipôle, on a

®q(!) =
2q2

¹h²0

X
j

!jg
!2jg ¡ !2

jhjjZjgij2 (3.62)

(remarquons que la restriction j 6= g dans la sommation a pu être ¶elimin¶ee, la moyenne de Z ¶etant
nulle dans le niveau g). Si nous rapprochons cette expression de la polarisabilit¶e classique, d¶eduite du
modµele de Thomson de l'¶electron ¶elastiquement li¶e de fr¶equence propre !0:

®c(!; !0) =
q2

m²0

1

!20 ¡ !2
; (3.63)

on voit que la polarisabilit¶e quantique peut se mettre sous la forme d'une somme pond¶er¶ee de polar-
isabilit¶es classiques pour des oscillateurs charg¶es aux di®¶erentes fr¶equences de Bohr:

®q(!) =
X
j

fjg®c(!; !jg) ; (3.64)

oµu nous d¶e¯nissons la \force d'oscillateur" de la transition de g vers j, fjg par:

fjg =
2m!jg
¹h

jhjjZjgij2 : (3.65)

Les forces d'oscillateur sont ¶evidemment des quantit¶es r¶eelles, positives et sans dimension. On
peut facilement aussi ¶etablir que la somme de toutes les forces d'oscillateur depuis le niveau g est
¶egale µa 1 (rµegle de Reich{Thomas{Kuhn). Pour cela, on remarque que:

fjg =
2m!jg
¹h

hgjZjjihjjZjgi : (3.66)

En utilisant alors l'¶equation (3.59) ¶etablie plus haut, nous pouvons mettre la force d'oscillateur sous
la forme:

fjg =
2

i¹h
hgjZjjihjjPzjgi : (3.67)
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La relation de fermeture
P
j jjihjj = 1 donne:X

j

fjg =
2

i¹h
hgjZPzjgi = ¡ 2

i¹h
hgjPzZjgi ; (3.68)

cette quantit¶e, r¶eelle, ¶etant ¶evidemment ¶egale µa son complexe conjugu¶e. On a donc ¯nalement:X
j

fjg =
1

i¹h
(hgjZPz ¡ PzZjgi) = 1 : (3.69)

L'interpr¶etation physique de l'expression de la polarisabilit¶e quantique est donc transparente. Tout
se passe comme si l'atome quantique ¶etait remplac¶e par une collection d'oscillateurs harmoniques, sans
amortissement, chacun r¶esonnant µa une des fr¶equences de Bohr correspondant µa toutes les transitions
partant du niveau g. Chacun de ces oscillateurs contribue proportionnellement µa sa force d'oscillateur.
Celle-ci est nulle si l'¶el¶ement de matrice de Z est nul. Les transitions de force d'oscillateur nulle sont
dites \interdites"7. Dans beaucoup de cas, une des transitions originaires du niveau g porte l'essentiel
de la force d'oscillateur. C'est par exemple le cas de la raie de r¶esonance des alcalins, telle que la
c¶elµebre raie jaune du sodium, (qui est en fait un doublet en raison de la structure ¯ne) qui rassemble
presque toute la force d'oscillateur. Dans un tel cas, l'atome, pour ce qui est de la di®usion non
r¶esonnante, se comporte essentiellement comme un oscillateur charg¶e unique. Le modµele de Thomson
est donc beaucoup plus r¶ealiste que ne le laisse supposer sa simplicit¶e. Ce que nous venons d'aborder
dans le cadre d'une th¶eorie atomique trµes simpli¯¶ee peut être g¶en¶eralis¶e µa des systµemes quantiques
plus complexes, comme des mol¶ecules. On peut tout µa fait donner encore un sens µa la notion de force
d'oscillateur. C'est même le cas pour des systµemes macroscopiques, comme les systµemes excitoniques
dans les semi{conducteurs.

Toutes les discussions du chapitre pr¶ec¶edent sur les di®¶erents r¶egimes de di®usion sont donc in-
chang¶ees, µa condition de tenir compte de toutes les transitions autoris¶ees. On peut donc s'interroger
sur la validit¶e des approximations \haute fr¶equence" et \basse fr¶equence" en pr¶esence d'une in¯nit¶e de
raies de r¶esonance. Le r¶egime basse fr¶equence, de Rayleigh, correspond pour un atome µa des fr¶equences
incidentes plus petites que celles de la transition optique de plus basse ¶energie. Il peut exister des
transitions d'¶energie encore plus basse, entre niveaux hyper¯ns du fondamental, par exemple, mais
elles ne correspondent pas µa des transitions dipolaires ¶electriques. La d¶ependance en !jg de la force
d'oscillateur diminue ¶egalement consid¶erablement l'in°uence des transitions de trµes basse fr¶equence.
Pour le r¶egime haute fr¶equence, di®usion Thomson, le problµeme est a priori plus di±cile. Il existe
toujours une transition r¶esonnante du fondamental vers le continuum, quelle que soit la fr¶equence
incidente. On peut se rassurer en remarquant que les forces d'oscillateur associ¶ees µa ces transitions
sont extrêmement faibles. En e®et, la fonction d'onde d'un ¶electron libre d'¶energie ¶elev¶ee est une
onde quasi{plane de trµes courte longueur d'onde qui a un trµes mauvais recouvrement avec la fonction
d'onde du fondamental, µa sym¶etrie sph¶erique et d'extension de l'ordre de a0. On peut donc donner
un sens au r¶egime de di®usion de Thomson dµes que la fr¶equence incidente est beaucoup plus grande
que la fr¶equence n¶ecessaire pour ioniser l'atome.

Entre les r¶egimes de Thomson et de Rayleigh, on entre dans le domaine de la di®usion r¶esonnante,
que nous ne pouvons traiter avec ce modµele oµu on suppose constante la population du niveau g. La
perturbation r¶esonnante induira en e®et des transitions entre les niveaux atomiques.

Interaction r¶esonnante

Nous pourrons traiter, sans recourir µa un modµele plus complet, le cas trµes particulier oµu l'onde incidente
est strictement r¶esonnante avec une transition atomique particuliµere, du niveau g vers le niveau j. On

7En fait, elles contribuent µa la polarisabilit¶e µa un ordre plus ¶elev¶e dans le d¶eveloppement multipolaire. Une transition
interdite pour le rayonnement dipolaire ¶electrique peut, par exemple, être autoris¶ee pour le rayonnement quadripolaire.
Comme nous l'avons vu dans les chapitres pr¶ec¶edents, le rayonnement dipolaire est de loin le plus intense. La di®usion
par un atome est donc en g¶en¶eral largement domin¶ee par les transitions dipolaires.
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peut en e®et supposer, comme l'onde incidente est non r¶esonnante sur toutes les autres transitions
(nous n¶egligerons ici les problµemes li¶es µa une ¶eventuelle d¶eg¶en¶erescence de deux niveaux) que seuls
les niveaux j et g sont notablement peupl¶es, les autres ¶etant essentiellement vides. Le systµeme in¯ni
(3.53) est donc remplac¶e par un systµeme de deux ¶equations µa deux inconnues, facilement r¶esolu. On
a en e®et

dbj
dt
=

qE0
i¹hm!

hjjPzjgi sin!tei!jgtbg
dbg
dt

=
qE0
i¹hm!

hgjPzjji sin!te¡i!jgtbj : (3.70)

En utilisant le lien entre ¶el¶ements de matrice de Pz et de Z (¶equation (3.59)), on peut faire apparâ³tre
dans les ¶equations pr¶ec¶edentes l'¶el¶ement de matrice dipolaire:

d = qhjjZjgi = q

im!
hjjPzjgi : (3.71)

On peut remarque aussi qu'il intervient le produit de sin!t par ei!jgt. Pour !jg = ! (c'est
µa dire µa r¶esonance), ce produit, en d¶eveloppant le sinus, fait intervenir la somme de deux termes,
l'un constant et l'autre oscillant µa 2!. Si l'¶evolution des b est su±samment lente, ce qui doit être
le cas puisque nous sommes en repr¶esentation d'interaction par rapport aux ¶energies atomiques, on
peut faire ce que les astronomes appellent une approximation s¶eculaire. On n¶eglige l'in°uence du
terme rapide, en remarquant qu'il se moyenne µa z¶ero en un temps court par rapport aux temps
caract¶eristiques d'¶evolution des populations. En physique atomique, cette approximation porte le
nom \d'approximation de l'onde tournante". En posant alors

 =
dE0
¹h

; (3.72)

on met le systµeme di®¶erentiel sous la forme:

dbj
dt
=


2
bg ;

dbg
dt

=


2
bj ; (3.73)

dont la solution, assortie de la condition initiale bg = 1; bj = 0 est ¶evidemment:

bg = cos


2
t bj = sin



2
t : (3.74)

Les amplitudes de probabilit¶e oscillent simplement en fonction du temps entre 0 et 1. Si nous calculons
par exemple la probabilit¶e de trouver l'atome dans l'¶etat j, qui est proportionnelle µa l'¶energie atomique
moyenne, nous trouverons:

Pj =
1

2
(1¡ cost) : (3.75)

Cette oscillation r¶eguliµere entre les deux niveaux porte le nom \d'oscillation de Rabi", en l'honneur
de Rabi qui la mit en ¶evidence pour la premiµere fois dans des exp¶eriences de r¶esonance micro{onde
sur des spins atomiques. La fr¶equence  est donc nomm¶ee \fr¶equence de Rabi".

A partir de cette expression des amplitudes de probabilit¶e, il est ais¶e de calculer le dipôle ¶electrique
moyen. Il est ¶evidemment ¶egal µa 2dRe (cos 2 t sin


2 t exp i!t). A des coe±cients num¶eriques prµes, le

dipôle est donc proportionnel µa sint cos!t. Le dipôle moyen ¶evolue donc µa deux fr¶equences:

! §  : (3.76)

Notons que, pour les amplitudes incidentes oµu ce modµele est r¶ealiste, on a toujours ! À . Le spectre
de la lumiµere ¶emise par l'atome consiste donc en deux raies, sym¶etriquement dispos¶ees par rapport µa la
fr¶equence atomique \nue". On peut comprendre ais¶ement ce spectre en termes de \bandes lat¶erales".
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Le dipôle atomique, oscillant naturellement µa la fr¶equence !, est modul¶e en amplitude µa la fr¶equence
. Dans le modµele simple que nous traitons ici, cette modulation est complµete. On sait bien que le
spectre est alors compos¶e de deux bandes lat¶erales µa !§ (dans le cas d'une modulation partielle, il
demeure une composante µa la fr¶equence de la \porteuse" !). En fait, nous savons que notre modµele
est incomplet. Il ne tient pas compte de l'¶emission spontan¶ee. Quand on l'inclut correctement, on
constate que le spectre contient une troisiµeme composante µa la fr¶equence atomique ! dont l'amplitude
est double de celles des \bandes lat¶erales" pr¶ec¶edentes. Le spectre du rayonnement d'un atome unique
doit donc être constitu¶e de trois raies, le c¶elµebre \triplet de Mollow". Ce triplet peut facilement être
mis en ¶evidence en irradiant un ¶echantillon atomique par un laser. Il faut en e®et que la fr¶equence
de Rabi, , soit grande par rapport µa la largeur des raies spectrales, d¶etermin¶ees par la dur¶ee de vie
radiative du niveau excit¶e ou des e®ets parasites comme l'e®et Doppler dû µa l'agitation thermique.
Cela impose l'utilisation de lasers largement saturants, au sens oµu nous avons d¶e¯ni la saturation pour
la di®usion r¶esonnante dans le modµele classique. De nombreux e®ets int¶eressants d'optique quantique
sont li¶es µa ce r¶egime d'oscillation de Rabi et \d'habillage" de l'atome par le champ d'un laser intense.

Notre modµele serait aussi insu±sant pour d¶ecrire l'oscillation de Rabi dans un trµes petit champ.
Si celui ci ne contient que quelques photons, la quanti¯cation de l'¶energie et donc de l'amplitude
doit entrer en ligne de compte. Au lieu d'une fr¶equence de Rabi unique, variant continûment avec
l'amplitude classique du champ ¶electromagn¶etique, on peut s'attendre µa ce que l'oscillation s'e®ectue
µa des fr¶equences discrµetes, correspondant aux di®¶erents nombres de photons pr¶esents dans le champ.

Dans la plupart des situations ordinaires de couplage d'un atome µa un champ laser, cette quan-
ti¯cation de la fr¶equence de Rabi passe complµetement inaper»cue. Pour que l'oscillation s'e®ectue plus
rapidement que n'agissent les di®¶erentes causes de relaxation, il faut en e®et que le champ contienne un
nombre ¶enorme de photons, trµes rapidement renouvel¶es. La di®¶erence entre deux nombres de photons
cons¶ecutifs est si petite par rapport µa ces nombres que l'oscillation de Rabi apparâ³t encore comme
une sinusoÄ³de, avec une fr¶equence proportionnelle µa l'amplitude moyenne du champ ¶electromagn¶etique,
variant continûment. Pour observer la quanti¯cation, il faut se placer dans des conditions trµes par-
ticuliµeres oµu un atome est fortement coupl¶e au champ de quelques photons seulement (en d'autres
termes, telles que l'intensit¶e de saturation de la transition atomique soit de l'ordre du photon). Il faut
de plus que le nombre de photons reste bien constant pendant toute la dur¶ee de l'oscillation.

On peut r¶ealiser ce genre de situation dans le contexte de ce qu'il est maintenant convenu d'appeler
\l'¶electrodynamique quantique en cavit¶e". Un atome, trµes fortement coupl¶e au rayonnement, est plac¶e
dans une cavit¶e r¶esonnante de haute surtension. L'atome est par exemple un \¶etat de Rydberg
circulaire" (voir l'annexe de la partie I sur le modµele de Bohr). Il se comporte comme une antenne
g¶eante pour le rayonnement millim¶etrique. De plus, la dur¶ee de vie de ces niveaux circulaires, en
d¶epit de leur caractµere exotique, est trµes longue. En¯n, on peut d¶etecter ces atomes de maniµere
s¶elective et sensible. L'atome, pr¶epar¶e dans un jet atomique, traverse une cavit¶e r¶esonnante sur une
transition vers le niveau circulaire imm¶ediatement inf¶erieur. La transition ¶etant dans le domaine des
longueurs d'onde millim¶etriques, on peut avoir une cavit¶e d'excellente qualit¶e en utilisant des miroirs
supraconducteurs. La cavit¶e joue alors le rôle d'une \bô³te µa photons" conservant le champ pendant un
temps beaucoup plus long que le temps de transit de l'atome µa travers la cavit¶e. Dans ces conditions,
on peut r¶ealiser une situation de \couplage fort", oµu toute dissipation est n¶egligeable par rapport
au couplage de l'atome avec la cavit¶e et oµu le champ d'un seul photon est su±sant pour saturer la
transition atomique. Notons que l'exp¶erience doit s'e®ectuer µa trµes basse temp¶erature (moins de 1K)
pour que le rayonnement du corps noir, particuliµerement important dans le domaine millim¶etrique, ne
remplisse pas la cavit¶e.

L'¶energie d'un champ de n photons µa la fr¶equence ! ¶etant n¹h!, les amplitudes autoris¶ees du champ
dans la cavit¶e et donc les fr¶equences de Rabi possibles, doivent être proportionnelles aux racines carr¶ees
successives des entiers. Un calcul complµetement quantique du couplage d'un atome µa deux niveaux
avec un seul mode du champ ¶electromagn¶etique con¯rme tout µa fait cette approche intuitive. Ce
qui est moins intuitif a priori, c'est que l'expression de la fr¶equence de Rabi dans le champ de n
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photons est 
p
n+ 1. Elle est non nulle même si la cavit¶e est vide. En fait, l'oscillation qu'on observe

quand l'atome entre dans une cavit¶e vide est ce qui reste, dans ces conditions trµes exceptionnelles, de
l'¶emission spontan¶ee. L'atome excit¶e ¶emet un photon dans la cavit¶e. Si cette ¶emission se produisait
dans l'espace libre, le photon s'¶echapperait µa la vitesse de la lumiµere et l'atome resterait dans le niveau
inf¶erieur de la transition. Dans la cavit¶e, en revanche, le photon reste pi¶eg¶e au voisinage de l'atome,
prêt µa être r¶eabsorb¶e, puis r¶e¶emis... Dans une telle cavit¶e, l'¶emission spontan¶ee devient un ph¶enomµene
r¶eversible, oscillatoire!

Dans un champ quantique ordinaire, tel que celui produit par une source classique (mettant en jeu
des courants oscillants macroscopiques) faiblement coupl¶ee µa la cavit¶e , le nombre de photons n'est
pas parfaitement d¶e¯ni. Il ob¶eit en fait µa une statistique de Poisson, avec une variance de l'ordre de
la valeur moyenne. On montre alors que l'oscillation de Rabi s'e®ectue simultan¶ement µa toutes les
fr¶equences correspondant aux nombres de photons pr¶esents dans cette distribution statistique, chaque
fr¶equence apparaissant dans la transform¶ee de Fourier du signal avec un poids ¶egal µa la probabilit¶e
p(n) du nombre de photons.

Les r¶esultats d'une exp¶erience r¶ecente8 r¶ealis¶ee selon ce principe sont pr¶esent¶es sur la ¯gure 3.3.
La premiµere colonne pr¶esente les signaux d'oscillations de Rabi observ¶es en fonction du temps. La
courbe du haut correspond µa une cavit¶e vide. On y observe l'¶emission spontan¶ee oscillante. Les
courbes suivantes correspondent µa des champs d'amplitude moyenne croissante dans la cavit¶e. On
observe bien que le signal n'est plus du tout sinusoÄ³dal. Il pr¶esente une structure complexe, avec des
phases de latence et de renaissance des oscillations, qu'aucun modµele semi{classique ne permet de
comprendre. La deuxiµeme colonne pr¶esente les transform¶ees de Fourier de ces signaux. Pour la cavit¶e
vide, on observe une fr¶equence pure, =2¼ = 47 kHz, correspondant bien aux pr¶edictions th¶eoriques
pour l'¶emission spontan¶ee oscillante. Quand un champ est inject¶e dans la cavit¶e, on observe des pics
discrets dans cette transform¶ee de Fourier dont les positions s'¶echelonnent bien comme les racines
carr¶ees des entiers successifs.

L'atome, dans cette exp¶erience, est en quelque sorte une sonde qui mesure l'amplitude du champ
¶electromagn¶etique. Les fr¶equences discrµetes observ¶ees dans le spectre du signal de Rabi sont donc
une preuve trµes directe de la quanti¯cation de l'amplitude et donc de l'¶energie, du champ dans une
cavit¶e. Il y eut, depuis le d¶ebut du siµecle, de nombreuses preuves de la quanti¯cation du champ
¶electromagn¶etique. L'¶emission spontan¶ee, l'e®et Compton, le d¶eplacement de Lamb sont les plus anci-
ennes. Tout le d¶eveloppement de l'optique quantique moderne, oµu l'on peut manipuler les °uctuations
quantiques des champs, repose sur cette notion et la con¯rme avec ¶eclat. Cependant, la manifestation
la plus simple de la quanti¯cation du rayonnement, l'aspect discret de l'¶energie dans une \bô³te µa pho-
tons" avait toujours ¶echapp¶e µa l'exp¶erience9. Il fallait en e®et disposer d'un d¶etecteur trµes particulier
pour r¶ev¶eler ce comportement.

Notons en¯n, dans la ¯gure 3.3 la troisiµeme colonne, qui pr¶esente les poids des di®¶erentes com-
posantes de fr¶equences et donc les probabilit¶es des nombres de photons correspondant. Elles s'accordent
trµes bien avec la loi de Poisson attendue. Cela permet de d¶eterminer avec pr¶ecision le nombre moyen
de photons dans la cavit¶e.

8M. Brune, F. Schmidt-Kaler, A. Maali, J. Dreyer, E. Hagley, J.M. Raimond, S. Haroche, Phys. Rev. Lett. 76,1800
(1996): \Quantum Rabi oscillation: a direct test of ¯eld quantization in a cavity". On pourra aussi consulter, sur les
principes g¶en¶eraux de l'¶electrodynamique en cavit¶e S. Haroche, J.M. Raimond, Scienti¯c American, Avril 1993: \Cavity
Quantum Electrodynamics"; Traduction fran»caise dans \Pour la Science", Juin 1993: \Electrodynamique Quantique
en Cavit¶e"; R¶eimprim¶e dans le num¶ero sp¶ecial \La physique Quantique", Pour la Science, Juin 1994. On pourra en¯n
consulter, pour des exp¶eriences plus r¶ecentes S. Haroche, J.M. Raimond et M. Brune, la Recherche, Sept. 1997.

9Les \clics" discrets d'un d¶etecteur fond¶e sur l'e®et photo¶electrique ne sont pas une preuve absolue de la quanti¯cation
du rayonnement. Dµes 1926, µa l'aube de la m¶ecanique quantique moderne, Dirac et Wentzel ont montr¶e que toutes les
caract¶eristiques de l'e®et photo¶electrique pouvaient s'obtenir en couplant un champ classique µa un d¶etecteur quanti¯¶e
(un atome par exemple). Einstein lui même consid¶erait l'e®et photo¶electrique comme une cons¶equence importante de la
notion de photon mais il avait fond¶e sa preuve de la quanti¯cation de l'¶energie du champ sur des notions beaucoup plus
fondamentales.



3.2. MODµELE SEMI{CLASSIQUE 275

0.0

0.5

1.0

n
th

= 0.06

F
F

T
 A

m
p

lit
ud

e

  
P

(n
)

e
 to

 g
 tr

a
ns

fe
r 

ra
te

0.0

0.5

1.0

0.0

0.5

1.0

0 30 60 90

0.0

0.5

1.0

Time (µs)
0 50 100 150

Frequency (kHz)

0
.0

0
.5

1
.0

0
.0

0
.5

n
coh

= 1.77

n
coh

= 0.85

n
coh

= 0.4

0
.0

0
.5

0 1 2 3 4 5

0
.0

0
.3

n

Figure 3.3: La premiµere colonne pr¶esente les signaux d'oscillation de Rabi quantique obtenus en couplant un atome de

Rydberg circulaire µa une cavit¶e millim¶etrique supraconductrice contenant un champ de quelques photons (l'amplitude

moyenne de ce champ est croissante de haut en bas, la cavit¶e est vide pour la courbe du haut). La deuxiµeme colonne

pr¶esente les transform¶ees de Fourier de ces signaux, faisant clairement apparâ³tre la quanti¯cation de l'amplitude du

champ. En¯n, la troisiµeme colonne pr¶esente les poids des composantes de fr¶equence ou des nombres de photons, ob¶eissant

µa une loi de Poisson. Les nombres moyens de photons ( 0.40 (§0:02), 0.85 (§0:04) et 1.77 (§0:15) pour les trois lignes
du bas) s'en d¶eduisent. Pour la ligne sup¶erieure, on observe un petit nombre de photons moyen (0.06) qui correspond

au champ thermique r¶esiduel dans la cavit¶e µa la temp¶erature de l'exp¶erience.
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3.3 Di®usion par un milieu dense

Nous nous attacherons dans ce paragraphe au calcul du champ et de l'intensit¶e di®us¶es par une
assembl¶ee d'atomes, ou plus g¶en¶eralement de centres di®useurs. Chacun de ces centres sera, dans ce
problµeme, entiµerement d¶e¯ni par sa polarisabilit¶e. Nos calculs pourront donc s'appliquer µa une trµes
grande vari¶et¶e de centres di®useurs et, en particulier, aux atomes classiques ou semi{classiques trait¶es
dans les paragraphes pr¶ec¶edents.

Nous essaierons en particulier de comprendre un apparent paradoxe. Nous avons vu en e®et, dans
le paragraphe sur la di®usion Rayleigh, que les atomes devaient e±cacement di®user un rayonnement
incident, d'autant plus e±cacement que la fr¶equence est ¶elev¶ee. Nous avons expliqu¶e ainsi la di®usion
du rayonnement bleu par le ciel. On peut cependant a priori s'¶etonner de ce que la di®usion par ce
milieu, relativement peu dense, soit beaucoup plus e±cace que la di®usion par un milieu transparent
solide, contenant un nombre beaucoup plus grand de centres di®useurs. Nous avons en e®et montr¶e
que la longueur d'extinction typique (la longueur sur laquelle le rayonnement incident est notablement
a®aibli) est de quelques dizaines de kilomµetres pour l'atmosphµere. Pour des ¯bres optiques de haute
qualit¶e, la longueur d'att¶enuation est sensiblement plus grande, alors que la densit¶e du milieu est au
moins mille fois plus ¶elev¶ee. Il semble donc qu'un milieu dense µa l'¶echelle de ¸ ne di®use de maniµere
particuliµerement peu e±cace. Nous essaierons aussi de comprendre pourquoi les cristaux, ¶eclair¶es par
une longueur d'onde de l'ordre de la maille cristalline, ne di®usent que dans des directions privil¶egi¶ees
et comment ces directions sont reli¶ees aux paramµetres du r¶eseau cristallin.

Pour obtenir ces r¶esultats nous ferons dans ce chapitre un certain nombre d'approximations. Elles
seront d¶etaill¶ees dans le prochain paragraphe. Notons dµes maintenant que nous ne traiterons que de la
di®usion par un milieu statique. Un milieu oµu les centres di®useurs se d¶eplacent, même ¶eclair¶e par une
onde monochromatique, ne di®use pas uniquement µa la fr¶equence incidente en raison de l'e®et Doppler.
Pour traiter ce cas en d¶etails, il nous faudrait des outils d'analyse d'un champ non monochromatique
(fonctions de corr¶elation en particulier) qui ne seront pas introduites dans ce cours. Nous indiquerons
briµevement µa la ¯n du chapitre comment nos r¶esultats seraient qualitativement modi¯¶es dans ce cas.
Nous donnerons une application importante µa la di®usion par un milieu d¶ependant du temps avec la
di®usion Brillouin (di®usion d'une onde ¶electromagn¶etique par une onde sonore).

3.3.1 Notations. Champ di®us¶e.

Nous consid¶erons donc un milieu comprenant des centres di®useurs, que nous appellerons \atomes",
localis¶es au voisinage de l'origine (voir ¯gure 3.4). Les di®useurs, en nombre total N , indic¶es par
l'indice i, sont situ¶es en ri. La polarisabilit¶e de chaque di®useur sera not¶ee ®i(!). Elle peut en e®et
d¶ependre de la fr¶equence du rayonnement incident. Dans presque tous les calculs, par la suite, on
n'explicitera pas sa d¶ependance en !. On observe le rayonnement dans la direction n, d¶e¯nie par les
angles d'Euler µ et Á. L'observateur est µa une distance R, trµes grande par rapport µa la taille du milieu
et par rapport µa toutes les autres dimensions caract¶eristiques du problµeme.

Le milieu est ¶eclair¶e par une onde plane monochromatique, de fr¶equence !, se propageant selon
Oz, polaris¶ee selon Ox et d'amplitude E0. On pourrait traiter le cas d'une polarisation incidente
arbitraire en utilisant le principe de superposition. On pourrait traiter ¶egalement le cas d'une onde
de comportement temporel quelconque en la d¶ecomposant en composantes de Fourier. On posera
k0 = kuz, avec k = !=c et E0 = E0ux.On supposera que tous les centres di®useurs sont soumis µa
l'onde incidente non modi¯¶ee. On suppose donc que la di®usion n'att¶enue pas l'onde incidente, c'est µa
dire que le milieu di®useur n'est pas trop dense (c'est bien sûr une densit¶e de polarisabilit¶e qui importe
ici). Nous supposerons ¶egalement que la di®usion multiple est n¶egligeable. Nous ne tiendrons donc
pas compte, dans le calcul des dipôles induits, des champs rayonn¶es par les autres dipôles. Lµa encore,
il s'agit d'une approximation de faible densit¶e.
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Figure 3.4: Notations pour la di®usion par un milieu mat¶eriel

L'onde incidente \vue" par l'atome i peut donc s'¶ecrire:

E0e
i(k0¢ri¡!t) : (3.77)

L'atome i prend donc un dipôle ¶electrique ¶egal µa:

di = ²0®iE0e
i(k0¢ri¡!t) : (3.78)

En utilisant les r¶esultats sur le champ du dipôle, on peut ¶ecrire le champ rayonn¶e par l'atome i au
niveau de l'observateur (le vecteur joignant l'atome µa l'observateur est ¶evidemment Rn¡ ri) comme:

Ei =
1

4¼

eikjRn¡rij

jRn¡ rij
!2

c2
®ie

i(k0¢ri¡!t)(n£E0)£ n : (3.79)

Pour aller plus loin, nous allons utiliser le fait que la distance d'observation est trµes grande: RÀ jrij.
Nous allons donc, comme nous l'avons d¶ejµa fait souvent, traiter, dans le terme d'onde sph¶erique, le
d¶enominateur d'amplitude µa l'ordre z¶ero en R=jrij et le terme de phase µa l'ordre 1. On a:

jRn¡ rij ' R¡ n ¢ ri ; (3.80)

et donc:

Ei =
1

4¼

eikR

R

!2

c2
®ie

i((k0¡k)¢ri)e¡i!t(n£E0)£ n ; (3.81)

oµu l'on a pos¶e:

k = kn: (3.82)

On peut ¯nalement mettre ce r¶esultat sous la forme:

Ei = ed®ie
¡iq¢ri ; (3.83)

avec

q = k¡ k0 : (3.84)
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q apparâ³t donc comme la variation de vecteur d'onde entre l'onde incidente et l'onde di®us¶ee. Il d¶e¯nit
bien sûr complµetement la direction d'observation. A un facteur ¹h prµes, q est aussi la di®¶erence de
quantit¶e de mouvement entre les photons incidents et les photons di®us¶es. Notons que dans beaucoup
d'autres cas (collisions de particules..), les amplitudes de di®usion s'expriment simplement µa partir de
ce transfert d'impulsion. On a aussi pos¶e

ed =
1

4¼

eikR

R

!2

c2
e¡i!t(n£E0)£ n : (3.85)

Notons µa ce point que ed est ind¶ependant du di®useur et de sa position. Il s'agit donc d'une donn¶ee
simple de la g¶eom¶etrie de la di®usion. Elle contient toute la d¶ependance angulaire du diagramme
de rayonnement du dipôle. Elle s'annule en particulier pour une direction d'observation selon Ox.
Tous les dipôles sont polaris¶es selon Ox et ne sauraient donc rayonner dans cette direction. ed peut
s'exprimer simplement en fonction des angles d'Euler de la direction d'observation:

ed =
1

4¼

eikR

R

!2

c2
e¡i!tE0(1¡ sin2 µ cos2 Á) : (3.86)

Pour comparer ce r¶esultat avec celui que nous avions ¶etabli dans le paragraphe sur le rayonnement
du dipôle, on prendra garde que le dipôle est ici align¶e avec l'axe 0x, alors que les angles d'Euler sont
relatifs µa l'axe Oz, direction de propagation de l'onde incidente.

Le champ total rayonn¶e par le milieu r¶esulte de l'addition coh¶erente des champs di®us¶es par tous
les centres

E =
X
i

Ei : (3.87)

On peut passer facilement de cette somme discrµete µa une int¶egrale continue sur le volume V du milieu
en introduisant une densit¶e de polarisation. En fait, nous poserons:

±n(r) =
1

2

X
i

®i±(r¡ ri) : (3.88)

Nous verrons en e®et dans la prochaine partie que l'indice de r¶efraction d'un milieu su±samment peu
dense (au sens de la polarisation) est l'unit¶e plus le demi produit de la polarisabilit¶e atomique par
la densit¶e num¶erique du milieu (le r¶esultat est ¶evidemment sans dimension). Comme notre milieu
est suppos¶e faiblement di®usant, ±n apparâ³t clairement reli¶e µa l'¶ecart µa un de l'indice de r¶efraction.
Notons toutefois que l'indice habituel n'a de sens que si on moyenne les densit¶es de polarisation
atomique µa une ¶echelle grande par rapport µa la distance moyenne entre atomes et petite devant
¸. Nous n'avons pas r¶ealis¶e ce moyennage ici, et ±n est une quantit¶e tenant compte de la position
individuelle de tous les atomes.

Avec ces notations, nous obtenons le r¶esultat central de ce chapitre: le champ total di®us¶e dans
la direction d¶e¯nie par q, se met sous la forme:

E(q) = 2ed

Z
±n(r)e¡iq¢r dr : (3.89)

Nous n'indiquons pas les bornes de l'int¶egrale, ±n ¶etant nul en dehors du volume V du milieu. Les
propri¶et¶es de la di®usion sont donc d¶ecrites par la transform¶ee de Fourier de la distribution d'indice
du milieu. Ce r¶esultat n'est pas sans ¶evoquer la di®raction de Fraunhofer. La di®¶erence essentielle est
que nous traitons ici de sources r¶eelles r¶eparties en volume et non des sources ¯ctives du principe de
Huygens, r¶eparties sur la surface d'une ouverture.

Dans la suite, nous utiliserons surtout cette expression du champ di®us¶e. On peut noter toutefois
qu'il est possible d'exprimer simplement l'intensit¶e totale di®us¶ee dans la direction q. La structure de
l'onde µa grande distance ¶etant trµes voisine de celle d'une onde plane, on peut ¶ecrire en e®et:

I =
²0c

2
E ¢ E¤ = 2²0cjedj2

Z
±n(r)e¡iq¢r dr

Z
±n¤(r0)eiq¢r

0
dr0 : (3.90)
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En posant r0 = r¡½, le produit de transform¶ees de Fourier peut se mettre sous la forme d'un produit
de convolution:

I = 2²0cjedj2
Z
±n(r)±n¤(r¡ ½)eiq¢½ drd½ : (3.91)

On peut donc mettre ¯nalement l'intensit¶e di®us¶ee sous la forme d'une transform¶ee de Fourier inverse
en ½:

I = 2²0cjedj2
Z
¡(½)eiq¢½ d½ ; (3.92)

oµu la fonction ¡(½) , d¶e¯nie par:

¡(½) =

Z
±n(r)±n¤(r¡ ½)dr (3.93)

est la fonction d'autocorr¶elation spatiale de la r¶epartition d'indice du milieu. L'intensit¶e di®us¶ee
est donc la transform¶ee de Fourier spatiale de la fonction d'autocorr¶elation de l'indice. Ce r¶esultat
se g¶en¶eralise aux milieux di®useurs d¶ependant du temps. C'est alors la densit¶e spectrale d'¶energie
di®us¶ee qui est ¶egale µa la transform¶ee de Fourier spatio{temporelle de la fonction de corr¶elation
spatio{temporelle de l'indice.

3.3.2 Cas d'un milieu homogµene

Consid¶erons d'abord la di®usion par un milieu dense homogµene, comme par exemple un verre trans-
parent. Les distances moyennes entre centres di®useurs, de l'ordre de l'ºAngstrÄom, sont alors beaucoup
plus petites que la longueur d'onde. On peut donc remplacer, dans la transform¶ee de Fourier don-
nant le champ di®us¶e, le terme ±n(r) par une constante µa l'int¶erieur du volume V { nous justi¯erons
rigoureusement ce remplacement dans le prochain paragraphe. Nous poserons n = 1 + ±n. Pour un
milieu dense et homogµene, n est e®ectivement l'indice de r¶efraction ordinaire 10.

Le champ di®us¶e s'¶ecrit alors:

E = 2ed(n¡ 1)
Z
V
e¡iq¢r dr (3.94)

Dans la limite d'un volume in¯ni, l'int¶egrale serait, µa un facteur prµes, une fonction de Dirac ±(q).
L'int¶egrale, ne portant que sur un volume ¯ni, reste ¯nie. Elle n'est toutefois non n¶egligeable que
dans un domaine ¶etroit autour de q = 0 (dont l'extension en termes de vecteurs d'onde est de l'ordre
de l'inverse des dimensions transverses du milieu { un r¶esultat ¶el¶ementaire de th¶eorie de la di®raction).
Pour q = 0, la valeur de l'int¶egrale est V . On peut donc ¶ecrire:Z

V
e¡iq¢r dr = V ±V (q) ; (3.95)

oµu ±V est une fonction trµes piqu¶ee au voisinage de l'origine, de valeur maximale 1.
Le milieu homogµene di®use donc un champ proportionnel au volume, ou encore au nombre d'atomes

N , seulement dans la direction initiale de l'onde incidente. Il n'y a donc pas, dans les milieux denses et
homogµenes, de di®usion dans des directions lat¶erales. On comprend ainsi la trµes faible att¶enuation par
di®usion dans les ¯bres optiques. La di®usion vers l'avant, coh¶erente avec l'onde incidente, interfµere
avec celle-ci. C'est de cette interf¶erence que r¶esulte l'onde se propageant ¯nalement dans le milieu.
Le calcul complet des caract¶eristiques de cette onde µa partir de l'expression du champ di®us¶e est
complexe. Nous verrons dans la prochaine partie comment ¶etablir rigoureusement et simplement ce
r¶esultat en utilisant la th¶eorie de la r¶eponse lin¶eaire. Nous montrerons que l'onde totale est une onde
plane se propageant avec un vecteur d'onde nk0 et une vitesse de phase c=n. L'indice de r¶efraction
du milieu peut donc être compris comme r¶esultant de la di®usion coh¶erente vers l'avant de tous les
atomes du milieu.
10La valeur constante de ±n ¶etant bien sûr invariante dans les proc¶edures de moyennage qui nous seront n¶ecessaires

pour d¶e¯nir l'indice de r¶efraction.
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3.3.3 Di®usion par un cristal

Consid¶erons maintenant plus complµetement le problµeme de la di®usion par une assembl¶ee dense
d'atomes immobiles. Nous allons supposer que ces atomes sont aux n¾uds d'un r¶eseau cristallin.
Pour simpli¯er les calculs, nous prendrons un r¶eseau cubique simple, les directions principales du
cristal correspondant aux axes. La g¶en¶eralisation µa d'autres orientations cristallines ou µa d'autres
types de r¶eseaux cristallins ou quasi{cristallins ne pose que des problµemes alg¶ebriques. La position
des atomes, suppos¶es tous identiques, est donc d¶e¯nie par trois entiers, nx, ny et nz, avec:

ri = a(nxux + nyuy + nzuz) ; (3.96)

oµu a est la maille cristalline. Nous noterons Nx, Ny et Nz les nombres d'atomes dans les trois directions
de l'espace (nous supposons donc que la forme globale du cristal est aussi un cube). On a ¶evidemment
N = NxNyNz. Pour ce problµeme, il est bien sûr avantageux d'utiliser l'expression du champ di®us¶e
comme une somme discrµete sur la position des atomes individuels:

E = ed®
X

nx;ny;nz

e¡iaq¢(nxux+nyuy+nzuz) : (3.97)

Ce champ peut encore s'¶ecrire en termes des composantes qx, qy et qz du transfert de vecteur d'onde:

E = ed®

0@ NxX
nx=1

eiqxnxa

1A0@ NyX
ny=1

eiqynya

1A0@ NzX
nz=1

eiqznza

1A : (3.98)

Les sommes de s¶eries g¶eom¶etriques s'¶evaluent sans di±cult¶e. A un facteur de phase sans int¶erêt
prµes,

NxX
nx=1

eiqxnxa =
sin qxNxa2

sin qxa2
: (3.99)

Le champ di®us¶e est donc le produit de trois fonctions de di®raction simples portant sur les com-
posantes de q. Les directions oµu l'intensit¶e di®us¶ee est maximale sont telles que, simultan¶ement:

qx =
2¼

a
px; qy =

2¼

a
py; qz =

2¼

a
pz ; (3.100)

oµu px, py, pz sont trois entiers. Le champ di®us¶e n'est donc maximal que dans des directions discrµetes
pour lesquelles le vecteur d'onde q est sur un point d'un r¶eseau cubique de maille 2¼=a. Ce r¶eseau,
qui est essentiellement le r¶eseau obtenu par transform¶ee de Fourier spatiale du r¶eseau initial, est
appel¶e r¶eseau r¶eciproque. Pour tout r¶eseau cristallin, il existe un r¶eseau r¶eciproque. Ce n'est toutefois
que dans le cas du r¶eseau cubique simple que le r¶eseau r¶eciproque est g¶eom¶etriquement identique au
r¶eseau initial. Notons µa ce point que l'amplitude du champ di®us¶e dans un de ces maximums est
proportionnelle µa NxNyNz = N . Il s'agit donc bien, comme dans le cas du milieu homogµene, d'une
di®usion coh¶erente oµu le champ est proportionnel au nombre d'atomes et l'intensit¶e au carr¶e de ce
nombre.

La g¶eom¶etrie de la di®usion est repr¶esent¶ee sur la ¯gure 3.5. Le vecteur q appartient au r¶eseau
r¶eciproque. Les vecteurs d'onde incident et ¶emergent, k0 et k sont donc tels que leur di®¶erence est
un point du r¶eseau r¶eciproque. Une solution est q = 0 correspondant µa la di®usion vers l'avant. Elle
est bien sûr toujours possible (quelle que soit la nature du r¶eseau cristallin, ¶evidemment). Les normes
des vecteurs k0 et k ¶etant identiques (!=c), il n'existe pas n¶ecessairement d'autre solution. Notons en
e®et £ l'angle entre k0 et k (angle de di®usion). On a ¶evidemment en module:

q = 2k sin
£

2
: (3.101)
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Figure 3.5: G¶eom¶etrie de la di®usion par un cristal.

Il n'existe de solution en termes de £ que si:

q < 2k : (3.102)

La plus petite distance non nulle possible sur le r¶eseau r¶eciproque est sa maille, 2¼=a. On n'aura donc
de solution dans une direction di®¶erente de la direction incidente que si 2¼=a < 2k, ce qu'on peut
encore ¶ecrire:

a > ¸=2 : (3.103)

Si la longueur d'onde incidente est plus grande que 2a, il n'y a que la di®usion vers l'avant. Nous
¶etendons donc la validit¶e des r¶esultats du paragraphe pr¶ec¶edent, ¶etablis a priori pour une distance
moyenne entre atomes trµes petite devant ¸. Pour ¸ < 2a, il y a au moins une direction de di®usion
e±cace. Pour une longueur d'onde incidente su±samment petite, on doit voir plusieurs directions
correspondant µa plusieurs points du r¶eseau r¶eciproque.

Cette di®usion coh¶erente dans des directions privil¶egi¶ees est appel¶ee di®usion de Bragg. Elle a
en e®et ¶et¶e largement utilis¶ee par Bragg pour les premiµeres d¶eterminations de structures cristallines
par di®usion de rayonnement X. C'est encore une m¶ethode d'¶etude pr¶ecieuse des mat¶eriaux. En
enregistrant la lumiµere di®us¶ee par un cristal, on enregistre les points du r¶eseau r¶eciproque. Il est alors
facile de remonter, par transformation de Fourier, au r¶eseau cristallin original. Nous avons consid¶er¶e
uniquement le cas d'atomes identiques. Dans un cristal plus complexe, on observe la superposition des
¯gures de di®usion dues aux di®¶erentes espµeces cristallines. Les di®¶erences d'amplitude de di®usion
individuelles (dans le terme ed®) permettent de remonter µa l'arrangement tridimensionnel des atomes.
L'ensemble de ces techniques peut être transpos¶e µa la di®usion d'autres types de rayonnement. Le
fonctionnement ultime des microscopes ¶electroniques correspond µa une di®usion de Bragg des ondes
¶electroniques sur le r¶eseau cristallin. Les neutrons sont aussi largement utilis¶es. Ils interagissent en
e®et beaucoup mieux que les rayons X avec certains atomes l¶egers.
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3.3.4 Di®usion par un milieu d¶esordonn¶e

Consid¶erons maintenant la di®usion par un milieu d¶esordonn¶e. Nous supposerons que les positions
des centres di®useurs sont al¶eatoires et que la densit¶e n'est pas trop grande. Le nombre de centres
di®useurs dans un ¶el¶ement de volume de l'ordre de ¸3 est donc al¶eatoire. Nous pouvons comprendre
µa partir de cela les propri¶et¶es qualitatives du rayonnement di®us¶e.

E(q) est en e®et la transform¶ee de Fourier en q de ±n. Si q est trµes voisin de z¶ero (di®usion vers
l'avant), E est d¶etermin¶e par une moyenne µa grande ¶echelle (extension spatiale de l'ordre de 1=q) de
la °uctuation d'indice. Même si le nombre de particules varie µa l'¶echelle de ¸, l'indice moyenn¶e sur
une ¶echelle beaucoup plus grande est constant. On retrouve donc, vers l'avant, une di®usion coh¶erente
de tous les atomes, comme dans le cas du milieu dense. Lµa encore, la notion d'indice de r¶efraction
ordinaire prend tout son sens.

En revanche, si on s'int¶eresse au rayonnement di®us¶e dans une direction quelconque, on ¶echantil-
lonne dans ±n les variations spatiales µa une ¶echelle de l'ordre de ¸, qui sont importantes par hypothµese.
Il y aura donc de la lumiµere di®us¶ee. De plus, si ±n est r¶eellement al¶eatoire, il se comporte comme
un bruit blanc dont la transform¶ee de Fourier est pratiquement ind¶ependante de q. On peut donc
s'attendre µa une transform¶ee de Fourier isotrope et µa un diagramme de di®usion domin¶e par le terme
ed (il ne saurait y avoir de di®usion selon Ox quelle que soit la g¶eom¶etrie du milieu).

Pr¶ecisons un peu ce raisonnement trµes qualitatif en nous int¶eressant µa l'intensit¶e di®us¶ee dans une
direction k trµes di®¶erente de la direction initiale. Cette intensit¶e est proportionnelle µa la composante
de Fourier de la fonction d'autocorr¶elation de l'indice µa une fr¶equence spatiale de l'ordre de ¸. Pour
estimer cette fonction d'autocorr¶elation, divisons le milieu en petits ¶el¶ements de volume ¢V de taille
de l'ordre de ¸3. Nous supposerons que le nombre d'atomes p dans chaque ¶el¶ement de volume est
une fonction al¶eatoire et que les nombres de particules dans des volumes adjacents sont des fonctions
al¶eatoires ind¶ependantes (nous prenons ici une image statique du gaz, un instantan¶e de la position de
toutes les mol¶ecules dans un gaz r¶eel. Cette approximation est donc raisonnable).

La fonction d'autocorr¶elation d'indice peut s'¶ecrire, µa un facteur j®j2=4 prµes, comme la fonction
d'autocorr¶elation de la densit¶e num¶erique N(r) des particules:

¡(½) =
j®j2
4

Z
N(r)N(r¡ ½) dr : (3.104)

La densit¶e num¶erique comporte un terme moyen, N0, auquel s'ajoutent les °uctuations Nf : N =
N0 + Nf . La valeur moyenne spatiale de ces °uctuations est ¶evidemment nulle. Si on reporte dans
l'expression ci{dessus cette d¶ecomposition de N , on voit donc apparâ³tre seulement deux termes. L'un
est l'int¶egrale de N2

0 et ne contribue qu'µa la di®usion vers l'avant. C'est le seul terme qui intervient
dans le cas du milieu homogµene. On peut donc, pour la di®usion lat¶erale, l'oublier. L'autre terme est
l'autocorr¶elation de la °uctuation de densit¶e. On peut donc ¶ecrire:

¡(½) =
j®j2
4

Z
V
Nf (r)Nf (r¡ ½) dr : (3.105)

Avec nos hypothµeses, les °uctuations de densit¶e de deux cellules adjacentes ne sont pas corr¶el¶ees.
¡ sera donc nulle dµes que ½ est plus grand que la taille caract¶eristique d'une cellule, c'est µa dire ¸.
Essentiellement, µa l'¶echelle du volume total du milieu, ¡ n'est non nulle que dans un voisinage de
l'origine d'extension ¢V . Estimons maintenant l'ordre de grandeur de ¡ dans ce voisinage, c'est µa
dire l'ordre de grandeur de ¡(0). En supposant le milieu invariant par translation,

¡(0) =
j®j2
4
V N2

f (3.106)

Soit p le nombre de particules dans une cellule donn¶ee. Il doit ob¶eir µa une loi de Poisson avec
une valeur moyenne N¢V . L'¶ecart quadratique moyen de p, ¢p2 doit donc être ¶egal µa cette valeur
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moyenne. La densit¶e num¶erique dans cette cellule est p=¢V . N2
f est l'¶ecart quadratique moyen de la

densit¶e num¶erique dans les cellules. On a donc

N2
f '

¢p2

¢V 2
' p

¢V 2
=

N

¢V
: (3.107)

L'ordre de grandeur de la fonction d'autocorr¶elation est donc:

¡(0) =
j®j2
4
N
V

¢V
(3.108)

Un modµele simple de ¡ est donc de prendre une valeur constante ¶egale µa ¡(0) dans le volume ¢V
autour de l'origine et z¶ero partout ailleurs. La transformation de Fourier, en ordres de grandeur, se
ramµene alors µa une multiplication par ¢V et l'intensit¶e di®us¶ee dans une direction loin de l'incidence
est donc ¯nalement proportionnelle µa:

I ' jedj2j®j2NV ' jedj2j®j2N : (3.109)

L'intensit¶e est ici seulement proportionnelle au nombre d'atomes, alors qu'elle ¶etait proportionnelle
µa son carr¶e pour la di®usion par un milieu dense. C'est lµa un comportement caract¶eristique de
l'¶emission incoh¶erente, dont nous avions d¶ejµa rencontr¶e un exemple avec la di®usion par un r¶eseau
al¶eatoire d'ouvertures. En fait, le rayonnement di®us¶e est simplementN fois le rayonnement di®us¶e par
un atome unique (le diagramme de rayonnement ¶etant donc essentiellement celui d'un dipôle unique).
Ce r¶esultat l¶egitime les calculs de longueur d'extinction que nous avions faits pour la di®usion par
l'atmosphµere.

3.3.5 In°uence de la dynamique du milieu

Dans beaucoup de cas, on ne peut pas consid¶erer les atomes ou les centres di®useurs comme immobiles.
Si nos approximations sont r¶ealistes pour un milieu dense ou un cristal (jusqu'µa un certain point),
elles tombent sûrement pour un gaz. Le rayonnement di®us¶e n'est plus monochromatique. On peut
le comprendre qualitativement simplement en introduisant l'e®et Doppler sur l'onde di®us¶ee par une
particule mobile. Pour d¶ecrire un tel champ et son spectre, on d¶e¯nit une densit¶e spectrale d'¶energie
rayonn¶ee, J(º), telle que l'intensit¶e dans une bande de fr¶equence dº (on prendra garde que º est en
fait ici une pulsation) autour de º soit J(º)dº. On peut alors d¶e¯nir la di®usion par la fonction J(q; º)
qui donne la densit¶e spectrale du rayonnement di®us¶e dans la direction d¶e¯nie par q. On montre, par
des arguments trµes similaires µa ceux que nous avons utilis¶es, que cette fonction est la transform¶ee de
Fourier spatio{temporelle de la fonction d'autocorr¶elation spatio{temporelle des °uctuations d'indice
(d¶e¯nies µa partir de la polarisabilit¶e) et qui d¶ependent cette fois de la position et du temps:

J(q; º) =
2

¼
jedj2

Z
d¿ d½ eiq¢½e¡i(º¡!)¿¡(½; ¿) ; (3.110)

avec

¡(½; ¿) =

Z
dr ±n¤(r; t0)±n(r¡ ½; t0 ¡ ¿) : (3.111)

Dans la derniµere expression, ±n repr¶esente une moyenne temporelle sur t0 µa une ¶echelle de temps
longue par rapport aux temps du problµeme.

Pour un milieu statique, toutes les fonctions de º se ramµenent µa un Dirac centr¶e µa la fr¶equence
incidente ! et toutes les discussions pr¶ec¶edentes restent valables. Pour un milieu quelconque, la
fr¶equence est modi¯¶ee. Il est facile de voir que, pour un gaz, par exemple, la di®usion reste isotrope,
mais que le spectre du rayonnement di®us¶e est essentiellement le spectre Doppler du milieu. Plus
g¶en¶eralement, l'¶etendue spectrale du rayonnement doit être l'inverse du temps caract¶eristique de la
fonction de corr¶elation (qui est presque toujours maximale µa temps nul et d¶ecroissante ensuite). Pour
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l'e®et Doppler, le temps caract¶eristique est le temps n¶ecessaire pour que les mol¶ecules se d¶eplacent de
¸, soit ¸=v = 2¼c=!v oµu v est la vitesse caract¶eristique des mol¶ecules. On retrouve bien une largeur
Doppler relative ¶egale µa v=c. Le calcul pr¶ecis des fonctions de corr¶elation est souvent assez d¶elicat et
nous ne l'aborderons pas d'avantage ici.

Nous allons en revanche appliquer la formule pr¶ec¶edente µa un cas simple et int¶eressant tech-
nologiquement, la di®usion Brillouin, ou di®usion d'une onde lumineuse par une onde sonore. C'est,
comme nous le verrons, un ph¶enomµene important pour comprendre les bruits dans les ¯bres optiques.
C'est aussi le ph¶enomµene qui constitue les modulateurs acousto-optiques, trµes utilis¶es en physique des
lasers.

Nous consid¶erons donc un milieu parcouru par une onde acoustique sinusoÄ³dale de fr¶equence !s.
Cette onde correspond µa une modulation de la densit¶e du milieu et donc µa une modulation de l'indice
de r¶efraction. On peut donc ¶ecrire l'indice au point r et µa l'instant t sous la forme:

n(r; t) = n0 + n1 cos(ks ¢ r¡ !st) : (3.112)

Dans cette expression, n0 est l'indice moyen du milieu. Comme dans le paragraphe pr¶ec¶edent, cet indice
uniforme et statique ne contribue qu'µa la propagation dans la direction initiale. Tous les ph¶enomµenes
non triviaux sont contenus dans le second terme, dont les moyennes spatiales et temporelles sont
nulles. Nous n'utiliserons donc, dans le calcul des fonctions de corr¶elation, que ce second terme.

Le vecteur d'onde ks a pour module !s=vs, oµu vs est la vitesse du son dans le milieu. Pour ¯xer
les ordres de grandeur, nous consid¶ererons un milieu cristallin, oµu la vitesse du son est de quelques
kilomµetres par seconde: vs ' 103 m/s. Nous consid¶ererons une fr¶equence r¶esolument ultrasonore,
!s ' 6:108 (soit 100 MHz en unit¶es de fr¶equence). ks est alors de l'ordre de 6:105/m, soit une longueur
d'onde de l'ordre de 2¼=ks = 10 ¹m. De maniµere ¶evidente, il n'y aura d'e®et sensible de l'onde sonore
que si elle n'est pas trop grande par rapport µa la longueur d'onde optique dans le mat¶eriau, c'est µa dire
si la fr¶equence acoustique est au moins de cet ordre. Pour des fr¶equences d'onde sonore trµes basses,
on a simplement une propagation vers l'avant avec une petite modulation de phase.

Il est facile alors d'¶ecrire la fonction de corr¶elation, en prenant, comme l'indique sa d¶e¯nition,
l'onde acoustique sous forme complexe n1 exp(i(ks ¢ r¡ !st)):

¡(½; ¿) = n21

Z
dr e¡i(ks¢r¡!st0)ei(ks¢(r¡½)¡!s(t0¡¿)) : (3.113)

Le temps t0 s'¶elimine naturellement et il ne reste qu'un quantit¶e invariante dans le processus de
moyennage temporel. La d¶ependance en r s'annulant aussi, l'int¶egrale de volume se ramµene µa une
simple multiplication par V et on trouve ¯nalement:

¡(½; ¿) = n21V e
¡i(ks¢½¡!s¿) : (3.114)

La densit¶e spectrale de rayonnement di®us¶e s'exprime alors simplement. La transform¶ee de Fourier
spatiale de l'exponentielle complexe dans ¡ se ramµene, pour un milieu de grande extension, µa une
fonction de Dirac. La transform¶ee de Fourier temporelle donne exactement une fonction de Dirac. On
trouve donc ¯nalement, µa des coe±cients num¶eriques prµes qui contiennent diagramme de rayonnement
des dipôles et des termes en n21 proportionnels µa l'intensit¶e de l'onde sonore:

J(q; º) / ±(q¡ ks)±(º ¡ !s ¡ !)N 2 : (3.115)

Il ne sort donc du milieu, en plus de l'onde dans la direction initiale, qu'un seul faisceau di®us¶e,
dans la direction d¶e¯nie par q+ks. La fr¶equence de ce faisceau est d¶ecal¶ee par rapport µa la fr¶equence
de l'onde incidente de !s. On peut comprendre assez facilement ce r¶esultat en faisant appel µa la notion
de phonon. La propagation d'ondes acoustiques dans un r¶eseau cristallin peut en e®et se comprendre
comme la propagation de quasi{particules, trµes analogues au photon, que l'on nomme phonons. Ces
particules, d'¶energie ¹h!s, ont une quantit¶e de mouvement ¹hks. Les photons incidents ont une impulsion
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¹hk et une ¶energie ¹h!s. La collision entre un photon et un phonon, si elle respecte la conservation de
l'impulsion et de l'¶energie, doit donc produire un photon d'impulsion ¹h(k+ks) et d'¶energie ¹h(!+!s).
Si ces arguments trµes simples ne permettent pas de donner la probabilit¶e que l'¶ev¶enement se produise
(c'est µa dire de calculer l'intensit¶e de l'onde di®us¶ee), ils permettent n¶eanmoins de comprendre les
caract¶eristiques essentielles de l'onde produite.

Cette di®usion coh¶erente d'une onde lumineuse sur une onde sonore joue un grand rôle en optique.
Un rôle n¶efaste, d'abord, pour les transmissions par ¯bre optique. Les collisions des photons avec les
ondes sonores thermiquement excit¶ees dans la ¯bre sont une cause importante de bruit de phase et de
perte de signal optique. Il est trµes di±cile de s'en a®ranchir. Les vibrations coupl¶ees e±cacement aux
ondes lumineuses ont une ¶energie de quelques centaines de MHz et sont donc largement peupl¶ees par
le bruit thermique de phonons.

En revanche, la di®usion Brillouin peut être mise µa pro¯t pour d¶evier et transposer en fr¶equence
un faisceau laser. C'est le principe du modulateur acousto{optique, trµes utilis¶e maintenant. L'int¶erêt
en est essentiellement la transposition de fr¶equence. A partir d'un seul faisceau laser, on peut disposer
d'autres faisceaux de fr¶equences di®¶erentes mais ayant une relation de phase parfaitement bien d¶e¯nie
avec le faisceau initial. L'exploration de fr¶equence que l'on peut atteindre d¶epend essentiellement de
la bande passante des transducteurs ¶electrom¶ecaniques cr¶eant l'onde. On peut maintenant couvrir
une gamme de quelques centaines de M¶egaHertz. En optimisant le fonctionnement, l'e±cacit¶e de
conversion entre la puissance incidente et la puissance transpos¶ee peut avoisiner 90%. On peut donc
envisager de cascader ces modulateurs pour ¶etendre l'excursion en fr¶equence. En¯n, en modulant
temporellement l'intensit¶e de l'onde sonore, on peut moduler l'intensit¶e de l'onde di®us¶ee sans changer
sa direction ni sa fr¶equence. On peut ainsi r¶ealiser des obturateurs trµes rapides, avec des temps de
r¶eponse trµes inf¶erieurs µa la microseconde. La d¶e°exion du faisceau, en¯n, peut être utilis¶ee pour
r¶ealiser des balayages rapides. Les premiµeres imprimantes laser fonctionnaient sur ce principe. Les
modulateurs acousto-optiques, trµes coûteux, ont depuis ¶et¶e remplac¶es par des miroirs holographiques
rotatifs.
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Appendice 1

R¶eaction de rayonnement: modµele
d'Abraham{Lorentz

Nous avons introduit la force de r¶eaction de rayonnement par un simple argument de bilan ¶energ¶etique.
Nous allons, dans cet appendice, donner un modµele trµes naÄ³f de particule charg¶ee qui pr¶edit correcte-
ment l'expression de cette force et qui montre qu'elle est en fait la r¶esultante des forces que la particule
exerce sur elle-même, non nulle si l'acc¶el¶eration de la particule varie. Nous montrerons aussi que ce
modµele a des limites s¶erieuses (non{invariance relativiste, pr¶ediction d'une masse ¶electromagn¶etique
incorrecte) et qu'il ne faut donc le prendre que comme un guide qualitatif.

Nous consid¶ererons donc la particule charg¶ee comme une distribution volumique de charges µa
sym¶etrie sph¶erique. Si la particule ¶etait immobile, la distribution de charges s'¶ecrirait simplement
½(r) = ½(r), l'origine ¶etant bien sûr choisie au centre. Nous consid¶ererons une particule en mouvement
d'ensemble non relativiste. La distribution de charge se d¶eplace donc en bloc avec une vitesse v(t).
La densit¶e de charges r¶esultante s'¶ecrit donc ½(r; t) et la densit¶e de courant associ¶ee j(r; t) = ½v(t).
Nous choisirons l'origine au centre de la particule µa un instant t donn¶e. La particule est plac¶ee dans
un champ ¶electromagn¶etique ext¶erieur Ex;Bx. Nous noterons Es et Bs les champs ¶electriques et
magn¶etiques produits par la particule en mouvement elle{même. Les champs totaux sont donc la
somme de ces champs et des champs ext¶erieurs.

Nous supposerons que toutes les propri¶et¶es ¶energ¶etiques ou inertielles de la particule sont li¶ees µa
son seul champ ¶electromagn¶etique. La \masse m¶ecanique" de la particule est donc nulle. L'¶equation
du mouvement impose donc que la somme des forces de Lorentz dues au champ ext¶erieur Fx et au
champ propre Fs s'annulent. Nous devons donc avoir:

Fx = ¡
Z
½Es + j£Bs ; (1.1)

oµu l'int¶egrale s'¶etend µa l'ensemble du volume de la particule. Nous allons exprimer cette int¶egrale en
termes des d¶eriv¶ees successives de la vitesse de la particule. Nous aurons ainsi ¶ecrit une ¶equation du
mouvement d¶ecrivant l'¶evolution de la vitesse de la particule dans un champ ext¶erieur. Nous verrons
que le terme en d¶eriv¶ee seconde de la vitesse donne la force de r¶eaction de rayonnement et que le terme
en d¶eriv¶ee de la vitesse permet de d¶e¯nir une masse d'origine ¶electromagn¶etique pour la particule.

Avant d'entrer dans les d¶etails du calcul, il est important de pr¶eciser que ce modµele n'est pas trµes
r¶ealiste. Son principal d¶efaut est d'imaginer une distribution de charges qui reste stable sous l'in°uence
des seules forces ¶electromagn¶etiques. Il est ¶evident que notre r¶epartition de charges devrait exploser
litt¶eralement sous l'in°uence des forces de Coulomb. En admettant même qu'on puisse d¶ecrire une
particule de fa»con aussi naÄ³ve, il faudrait ajouter au modµele des forces de coh¶esion de nature non
¶electromagn¶etique. A ces forces serait associ¶ee une ¶energie et donc une contribution µa l'inertie. Le
calcul est faisable et permet de corriger certains d¶efauts du modµele mais la description en termes de
distribution ¶etendue des particules ¶el¶ementaires reste bien naÄ³ve.
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Nous devons donc calculer l'int¶egrale des forces de Lorentz produites par la particule elle{même. Il
est tout µa fait ¶evident d'abord que, pour un mouvement non relativiste, les forces magn¶etiques jouent
un rôle n¶egligeable. Nous ¶ecrirons donc:

Fx = ¡
Z
½(r; t)Es(r; t) d

3r : (1.2)

Le champ Es d¶erive des potentiels retard¶es Vs et As. On a:

Vs(r; t) =
1

4¼²0

Z
½(r0; t¡R=c)

R
d3r0 (1.3)

As(r; t) =
1

4¼²0c2

Z
j(r0; t¡R=c)

R
d3r0 ; (1.4)

oµu R = jRj avec R = r ¡ r0. L'extension de la particule ¶etant petite, les temps retard¶es sont
pratiquement ¶egaux µa t. On peut donc e®ectuer un d¶eveloppement de Taylor µa tous les ordres des
potentiels en puissance du retard R=c.

Pour le potentiel vecteur, on a:

As(r; t) =
1

4¼²0c2

1X
n=0

(¡1)n
n!cn

Z
d3r0Rn¡1

@n

@tn
j(r0; t) : (1.5)

On peut alors facilement exprimer ¡@As=@t et donner la contribution du champ ¶electromoteur µa
l'int¶egrale de la force de Lorentz:

Fx;A =
1

4¼²0c2

X (¡1)n
n!cn

Z
d3r d3r0 ½(r; t)Rn¡1

@n+1

@tn+1
j(r0; t) : (1.6)

Notons que dans la suite du calcul, les sommes porteront implicitement sur n, entre z¶ero et l'in¯ni.
Pour le potentiel scalaire le même d¶eveloppement donne:

Vs(r; t) =
1

4¼²0

X (¡1)n
n!cn

Z
d3r0Rn¡1

@n

@tn
½(r0; t) ; (1.7)

dont on calcule facilement le gradient par rapport µa r (notons que cette d¶erivation commute avec
l'int¶egrale sur r0). On trouve ¯nalement une contribution µa la force de Lorentz:

Fx;V =
1

4¼²0

X (¡1)n
n!cn

Z
d3r d3r0 ½(r; t)rrR

n¡1 @n

@tn
½(r0; t) : (1.8)

Consid¶erons les deux premiers termes dans le d¶eveloppement de Fx;V . Le premier fait intervenir:Z
d3r d3r0 ½(r; t)½(r0; t)rrR : (1.9)

On y reconnâ³t facilement un terme proportionnel µa l'int¶egrale sur la distribution de charges de la force
de Coulomb exerc¶ee par les autres parties de la distribution. Le principe de l'action et de la r¶eaction,
v¶eri¯¶e par les forces ¶electrostatiques, montre alors que cette int¶egrale est nulle. Le terme d'ordre un
est nul lui aussi, puisqu'il fait intervenir l'int¶egrale du gradient d'une constante. Le premier terme non
nul est donc au moins µa l'ordre 2. On peut en fait regrouper, au prix d'une simple renum¶erotation,
les termes d'ordre n issus du potentiel vecteur et les termes d'ordre n + 2 issus du potentiel scalaire
et ¶ecrire ¯nalement:

Fx =
1

4¼²0c2

X (¡1)n
n!cn

Z
d3r ½(r; t)

@n+1

@tn+1
Cn(r; t) ; (1.10)

avec:

Cn(r; t) =

Z
d3r0Rn¡1

"
j(r0; t) +

@½(r0; t)
@t

rrR
n+1

(n+ 1)(n+ 2)Rn¡1

#
: (1.11)
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La contribution du deuxiµeme terme du crochet dans Cn peut être transform¶ee en utilisant l'¶equation
de conservation de la charge: @½=@t = ¡rr0 ¢ j. On remarquera aussi que:

rrR
n+1 = (n+ 1)RRn¡1 : (1.12)

Le deuxiµeme terme du crochet se r¶e¶ecrit donc:

¡ 1

n+ 2

Z
d3r0rr0 ¢ j(r0; t)Rn¡1R : (1.13)

En utilisant alors une formule peu connue d'int¶egration par parties:Z
a(r ¢ b) = ¡

Z
(b ¢r)a ; (1.14)

valable si les champs s'annulent µa l'in¯ni, ce qui est ¶evident ici, on peut ¶ecrire ce deuxiµeme terme sous
la forme:

1

n+ 2

Z
d3r0 (j ¢rr0)R

n¡1R : (1.15)

On a alors:
(j ¢rr0)R

n¡1R = Rn¡1(j ¢rr0)R+ [(j ¢rr0)R
n¡1]R ; (1.16)

et

(j ¢rr0)R
n¡1 = ¡(n¡ 1)Rn¡1 j ¢R

R2
R ; (1.17)

ainsi que:
(j ¢rr0)R = ¡j : (1.18)

En regroupant tous ces termes, on met ¯nalement l'int¶egrale Cn sous la forme:

Cn(r; t) =

Z
d3r0Rn¡1

∙
n+ 1

n+ 2
½(r0; t)v(t)¡ n¡ 1

n+ 2
½(r0; t)

v(t) ¢R
R2R

¸
; (1.19)

oµu nous avons utilis¶e j = ½v. Pour des raisons de sym¶etrie ¶evidente, cette int¶egrale doit avoir la
direction de la vitesse v. Dans l'int¶egrale, toutes les orientations de R par rapport µa v apparaissent
de fa»con sym¶etrique. Il est donc possible, sans changer le r¶esultat ¯nal, de remplacer le deuxiµeme
terme du crochet par la valeur moyenne de sa projection sur v pour toutes les orientations possibles
de R. Cette valeur est proportionnelle µa la moyenne du cosinus carr¶e de l'angle entre v et R, soit 1=3.
On a donc:

Cn(r; t) =
2

3
v(t)

Z
d3r0Rn¡1½(r0; t) ; (1.20)

un r¶esultat ¶etonnamment simple.
Reportons maintenant cette expression dans celle de la force de Lorentz. Nous devons prendre la

n + 1µeme d¶eriv¶ee temporelle de Cn. Il apparâ³t ainsi les termes en d¶eriv¶ees successives de la vitesse.
Mais il apparâ³t aussi des termes faisant intervenir les d¶eriv¶ees temporelles de ½. v ¶etant la vitesse
d'ensemble, @½=@t ' (r½) ¢ v. Les termes en d¶eriv¶ees de ½ sont donc des termes quadratiques dans
la vitesse et ses d¶eriv¶ees. Nous pourrons les n¶egliger si la vitesse est su±samment faible et ¶ecrire
¯nalement:

Fx =
1

4¼²0c2

X (¡1)n
n!cn

@n+1v(t)

@tn+1
2

3

Z
d3r d3r0 ½(r; t)½(r0; t)Rn¡1 : (1.21)

Explicitons le terme d'ordre 0:

F0x =
4

3

U

c2
_v ; (1.22)

oµu

U =
1

4¼²0

Z
d3r d3r0

½(r; t)½(r0; t)
R

; (1.23)
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est simplement l'¶energie ¶electrostatique de la distribution de charges. A l'ordre 1, nous avons:

F1x = ¡
1

6¼²0

q2

c3
Äv ; (1.24)

oµu

q =

Z
d3r ½(r; t) ; (1.25)

est simplement la charge totale de la distribution. On peut donc ¶ecrire ¯nalement, en n¶egligeant les
termes d'ordre sup¶erieur, l'¶equation du mouvement de la particule sous la forme:

m _v = Fx + Fr ; (1.26)

oµu Fx est la r¶esultante des forces ext¶erieures et Fr la force de r¶eaction de rayonnent que nous obtenons
ici directement sous la forme d¶emontr¶ee par les arguments ¶energ¶etiques dans le corps du chapitre. m
est la \masse ¶electromagn¶etique"

m =
4

3

U

c2
; (1.27)

de la particule d¶ecrivant l'inertie de son propre champ.
Si ce calcul nous donne bien la force de r¶eaction de rayonnement, il n'est guµere satisfaisant pour

la masse ¶electromagn¶etique. Celle-ci est en e®et ¶egale µa 4U=3c2 oµu U est l'¶energie. L'invariance
relativiste imposerait une masse ¶egale µa U=c2. La di®¶erence est due bien sûr au caractµere irr¶ealiste de
ce modµele qui ne tient pas compte des forces de coh¶esion n¶ecessaires µa la stabilit¶e de la r¶epartition de
charges. La cons¶equence en est que ce modµele n'est pas invariant de Lorentz ce qui limite beaucoup
son int¶erêt.
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Electromagn¶etisme dans la matiµere
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Introduction

Nous nous proposons dans cette partie de d¶ecrire la propagation des champs ¶electromagn¶etiques dans
la matiµere dense. En fait, l'objet essentiel de ce chapitre sera de donner un contenu physique pr¶ecis µa
la notion d'indice de r¶efraction et d'¶etudier la propagation de la lumiµere dans un certain nombre de
milieux choisis pour leur caractµere exemplaire.

Les ¶equations de Maxwell doivent d¶ecrire de fa»con parfaitement satisfaisante la propagation dans
les milieux mat¶eriels µa condition d'inclure toutes les sources du champ ¶electromagn¶etique. Il y a a priori
deux sortes de courants ou de r¶epartitions de charges. Il y a, d'une part, les courants macroscopiques
produits par les g¶en¶erateurs ou les sources, en g¶en¶eral contrôl¶es par l'exp¶erimentateur, et descriptibles
dans les termes que nous avons d¶ejµa employ¶es dans les chapitres pr¶ec¶edents. Il y a, d'autre part, tous
les courants, plus ou moins incontrôl¶es, qui d¶ecrivent tous les transports de charge dans la matiµere
dense. Tous les ¶electrons d'un milieu peuvent contribuer µa la propagation d'une onde. Nous appellerons
charges (ou courants) libres les premiers, charges ou courants li¶es les seconds. Libres, parce qu'ils sont
sous contrôle de l'exp¶erimentateur, li¶es parce qu'ils correspondent aux mouvements de charges li¶ees µa
la matiµere.

Il est ¶evident que les charges libres ne nous poseront pas plus de problµemes que dans l'espace libre
et qu'une adaptation des solutions en potentiels retard¶es ou des d¶eveloppements multipolaires su±ra
µa les traiter. Ce qui rend le problµeme complexe, c'est bien sûr la pr¶esence des charges li¶ees. On doit a
priori tenir compte de toutes les charges du milieu et d¶ecrire les champs ¶electriques intra{atomiques
autant que celui de l'onde plane que nous essaierons de propager! On est en fait dans une situation
analogue µa celle de la m¶ecanique quand elle essaie de d¶ecrire un gaz en tenant comptabilit¶e de la
position et de la vitesse de toutes les mol¶ecules. Comme en thermodynamique, nous n'aurons pas
besoin de connâ³tre explicitement les champs microscopiques dans leur horrible complexit¶e. Il serait
d'ailleurs tout µa fait illusoire de chercher µa les mesurer. Les seules quantit¶es qui nous int¶eresseront
seront des moyennes d'ensemble µa l'¶echelle macroscopique de nos sources et de nos d¶etecteurs.

L'objet du premier chapitre de cette partie sera donc de d¶e¯nir des processus de moyennage, de
lissage, permettant de d¶eriver des champs µa l'¶echelle microscopique µa partir des champs ayant une
¶echelle de variation macroscopique. Cette ¶echelle devra cependant être assez ¯ne pour une description
pr¶ecise des ph¶enomµenes macroscopiques. Elle devra par exemple, pour un problµeme de propagation,
être petite devant la longueur d'onde. Chaque atome, chaque mol¶ecule du milieu ne joue, dans ces
moyennes, de rôle qu'µa une distance trµes grande par rapport µa sa taille. Nous pourrons donc utiliser
les techniques de d¶eveloppements multipolaires du chapitre pr¶ec¶edent pour traiter ce champ. Nous
d¶e¯nirons donc des densit¶es macroscopiques de polarisation, dipolaire ou quadripolaire ¶electrique et
dipolaire magn¶etique. Nous montrerons en¯n que les ¶equations d¶ecrivant les champs moyenn¶es sont
les ¶equations de Maxwell, µa condition d'y faire intervenir des densit¶es de charge et de courant, elles
aussi macroscopiques, li¶ees aux d¶eriv¶ees spatiales et temporelles des densit¶es de polarisation. Nous
aurions donc r¶esolu le problµeme si nous connaissions ces densit¶es de polarisation.

En g¶en¶eral, on ne peut rien dire des densit¶es de polarisation. Elles d¶ependent en e®et ¶evidemment
des champs appliqu¶es qui, en retour, d¶ependent des densit¶es de polarisation. Nous trouverons dans
le deuxiµeme chapitre une issue µa ce problµeme. Nous supposerons, comme c'est pratiquement tou-
jours le cas, que les champs appliqu¶es seront assez faibles pour que le mat¶eriau r¶eponde de fa»con
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lin¶eaire µa l'excitation. Autrement dit, les densit¶es de polarisation seront des fonctions lin¶eaires des
champs ¶electriques et magn¶etiques macroscopiques, ce qui nous permettra en¯n d'¶ecrire les ¶equations
de propagation, les ¶equations de Maxwell dans la matiµere, sous une forme close. Nous introduirons
les susceptibilit¶es ¶electriques et magn¶etiques qui d¶ecrivent ces relations de proportionnalit¶e, et nous
donnerons quelques modµeles simples de thermodynamique statistique pour pr¶evoir leurs ordres de
grandeur. En¯n, nous ¶etablirons sur ces susceptibilit¶es, des r¶esultats trµes g¶en¶eraux s'appliquant µa
priori µa toute th¶eorie de la r¶eponse lin¶eaire. Nous montrerons en e®et que la simple causalit¶e impose
des relations trµes fortes entre les parties r¶eelles et imaginaires des susceptibilit¶es. Comme les unes
d¶ecrivent l'indice de r¶efraction et les autres l'absorption par le milieu, nous en d¶eduirons des relations
trµes profonde entre dispersion et absorption.

Dans le dernier chapitre, en¯n, nous appliquerons tout cela µa des problµemes de propagation. Nous
essaierons de comprendre pourquoi la plupart des milieux sont absorbants. Nous verrons µa quelles
conditions un milieu mat¶eriel peut être ampli¯cateur pour les ondes lumineuses et nous inventerons en
passant le laser. Nous envisagerons aussi la propagation dans les plasmas ou les m¶etaux, ¶equivalents
de ce point de vue. Nous nous pencherons aussi sur les conditions de passage entre deux milieux
di®¶erents. Nous en d¶eduirons, dans le cas des di¶electriques transparents, les lois de Descartes{Snell
de la r¶efraction, mais aussi les coe±cients de Fresnel qui d¶ecrivent les amplitudes relatives des ondes
r¶e°¶echies et r¶efract¶ees.



Chapitre 1

Equations de Maxwell dans la matiµere

La premiµere ¶etape de notre travail est donc d'¶ecrire, de maniµere consistante, des valeurs moyennes
macroscopiques µa partir des champs et sources r¶eels.

1.1 Champs et charges microscopiques et macroscopiques

Nous noterons ½t et jt les densit¶es de charges et de courant complµetes, incluant les charges li¶ees et les
charges libres. Si nous notons e et b les vrais champs ¶electrique et magn¶etique µa l'¶echelle microscopique,
ils sont d¶etermin¶es par ½t et jt et par les ¶equations de Maxwell sous leur forme habituelle, qu'il n'est
peut être pas n¶ecessaire de rappeler encore une fois.

Nous voulons d¶e¯nir des moyennes des quantit¶es ci dessus µa une ¶echelle trµes grande par rapport µa
la taille atomique, ou par rapport aux distances entre mol¶ecules voisines. Nous devrons d'autre part
pouvoir d¶ecrire des ph¶enomµenes ondulatoires. Il faudra donc que l'¶echelle de moyennage reste petite
par rapport µa la longueur d'onde du rayonnement consid¶er¶e. Nous choisirons donc l'¶echelle de notre
moyennage, s0, de telle maniµere que:

a0 ¿ s0 ¿ ¸ ; (1.1)

oµu a0 est le rayon de Bohr, qui est aussi l'ordre de grandeur de la distance entre particules dans la
matiµere dense. Si nous nous int¶eressons µa des ondes optiques, les longueurs d'onde ¶etant de l'ordre
du micron et a0 de la fraction d'ºAngstrÄom, nous pouvons trouver facilement une ¶echelle interm¶ediaire
aux environs de la dizaine de nanomµetres. Une sphµere de rayon s0 contient un trµes grand nombre
d'atomes, tout en restant un petit objet µa l'¶echelle de la propagation. Bien sûr, nous nous interdisons
ainsi de d¶ecrire la propagation d'une onde de longueur d'onde comparable µa a0, dans le domaine des
rayons X. La propagation d'une telle onde est beaucoup mieux d¶ecrite en termes de di®raction par le
r¶eseau cristallin qu'en termes d'indice de r¶efraction. Nous nous interdisons aussi de d¶ecrire des milieux
trµes dilu¶es. Mais il est ¶evident que ces milieux sont essentiellement identiques au vide.

Nous d¶e¯nissons une fonction de lissage, d'extension s0, W (s), homogµene µa l'inverse d'un volume.
Nous pourrons par exemple prendre une fonction gaussienne, de la forme exp(¡s2=s20)=s30, avec un
coe±cient de normalisation convenable pour que l'int¶egrale sur tout l'espace de W soit ¶egale µa un.
Notons que W doit être une fonction µa sym¶etrie sph¶erique pour respecter l'invariance par rotation
des ¶equations de Maxwell. Il est aussi important qu'elle varie r¶eguliµerement µa l'¶echelle de s0. Si nous
prenions par exemple pourW la fonction caract¶eristique d'une sphµere de rayon r0, nous risquerions de
ne pas obtenir des champs lisses µa l'¶echelle macroscopique. Il su±rait en e®et de d¶eplacer cette sphµere
d'une quantit¶e voisine de a0 pour englober dans la moyenne un ¶electron de plus ou de moins. Comme
la matiµere est en g¶en¶eral globalement neutre, on pourrait ainsi modi¯er consid¶erablement la densit¶e
moyenn¶ee de charges par un d¶eplacement microscopique de la sphµere d'int¶egration. Notons ¶egalement
que les r¶esultats de notre travail seront complµetement ind¶ependants de la forme de W et de l'¶echelle
de moyennage s0. Nous n'aurons d'ailleurs jamais µa r¶ealiser e®ectivement un de ces moyennages,
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puisque nous ne connâ³trons jamais les champs microscopiques. Nous d¶e¯nissons alors les quantit¶es
macroscopiques moyenn¶ees comme:

E(r; t) =

Z
e(r¡ s; t)W (s) d3s (1.2)

B(r; t) =

Z
b(r¡ s; t)W (s) d3s (1.3)

%(r; t) =

Z
½t(r¡ s; t)W (s) d3s (1.4)

J(r; t) =

Z
jt(r¡ s; t)W (s) d3s : (1.5)

Ces quantit¶es ne peuvent, par construction, varier plus rapidement que s0. Elles ont donc toutes
les bonnes caract¶eristiques pour jouer le rôle de variables macroscopiques. Les ¶equations de Maxwell
¶etant lin¶eaires, elles commutent avec cette op¶eration de prise de valeur moyenne par une int¶egration.
Les quantit¶es moyenn¶ees ob¶eissent donc rigoureusement aux ¶equations de Maxwell.

Dans les sources, nous pourrons, comme nous le mentionnions dans l'introduction, s¶eparer les
contributions des charges libres et des charges li¶ees. Nous ¶ecrirons % et J sous la forme:

% = ½+ ½` (1.6)

J = j+ j` ; (1.7)

oµu ½ et j sont les densit¶es de charges libres, et ½`, j` les densit¶es de charges et de courant li¶ees µa la
matiµere. Nous ne nous pr¶eoccuperons plus pendant un moment des densit¶es libres, qui se traitent
comme dans le vide. Notons toutefois qu'il s'agit de quantit¶es moyenn¶ees µa l'¶echelle s0. Il n'y aurait
plus de sens µa parler dans notre approche d'une charge ponctuelle ou de tenter de d¶eterminer les
champs sur des ¶echelles de distance inf¶erieures µa s0.

1.2 Distributions moyenn¶ees

Nous allons maintenant tenter de d¶ecrire les charges li¶ees. Nous allons pour cela regrouper les charges
de la matiµere en mol¶ecules. Cette approche est bien sûr justi¯¶ee par la composition de la matiµere,
mais elle nous permettra, surtout, de d¶ecrire les champs produits par une mol¶ecule en termes de
d¶eveloppements multipolaires.

1.2.1 Densit¶es microscopiques

Nous diviserons donc l'¶enorme collection de charges li¶ees en mol¶ecules. Une charge li¶ee restera toujours
attach¶ee µa la même mol¶ecule. Nous indicerons les mol¶ecules du milieu avec un indice m. Une mol¶ecule
pouvant contenir plusieurs charges, nous indicerons les charges µa l'int¶erieur de chaque mol¶ecule par
un indice grec ¯. Nous noterons donc qm¯ la charge d'une des charges de la mol¶ecule m, rm¯ sa
position et vm¯ sa vitesse. Les densit¶es de charge et de courant li¶ees avant moyennage sont donn¶ees
respectivement par: X

m;¯

qm¯±(r¡ rm¯) (1.8)

X
m;¯

qm¯vm¯±(r¡ rm¯) : (1.9)

En plus de ces quelques notations, nous allons faire des hypothµeses r¶ealistes sur nos mol¶ecules. Nous
allons tout d'abord les supposer immobiles. Tout au moins, nous supposerons qu'elles se d¶eplacent
su±samment peu ou su±samment lentement pour que ce d¶eplacement n'a®ecte pas la propagation.
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Comme nous ne manipulerons que des quantit¶es moyenn¶ees µa l'¶echelle s0, nous n'aurons µa exclure que
les mouvements d'ensemble µa une ¶echelle macroscopique. L'agitation dans les gaz, par exemple, a un
libre parcours moyen si petit (quelques dizaines d'ºAngstÄoms µa pression ambiante) que ces mouvements
n'in°uent en rien sur la propagation d'une onde optique. Si nous avions un d¶eplacement d'ensemble
su±samment rapide, la propagation en serait a®ect¶ee. Un champ en un endroit cr¶ee une polarisation
moyenne qui pourrait se propager en un autre endroit et contribuer au rayonnement d'une autre
r¶egion: il apparâ³trait des termes de convection dans les ¶equations de propagation. Notons toutefois
qu'il serait possible de tenir compte de ces d¶eplacements d'ensemble au prix de quelques complications
arithm¶etiques sans importance. Nous expliquerons briµevement comment les ¶equations de Maxwell
dans la matiµere sont modi¯¶ees dans un milieu en mouvement. Nous n¶egligerons aussi toute action
m¶ecanique du champ sur les particules. Nous ne consid¶ererons pas le cas oµu le champ pourrait induire
des d¶eplacements d'ensemble ou des variations de densit¶e. Trµes g¶en¶eralement, l'action des champs sur
les degr¶es de libert¶e externes des mol¶ecules est complµetement n¶egligeable devant l'agitation thermique
ou les forces de liaison des cristaux. Ce n'est qu'au voisinage imm¶ediat d'une transition de phase ou
d'un point critique, par exemple, que cette petite perturbation peut avoir un e®et important sur le
milieu. Il faut citer aussi les milieux dilu¶es d'atomes refroidis par laser oµu on pourrait observer ce
genre d'e®ets.

Si nous notons rm la position de la m-iµeme mol¶ecule (par exemple la position de son centre de
gravit¶e, ou de tout autre point remarquable situ¶e au sein de la mol¶ecule), nous aurons donc:

_rm = vm = 0 : (1.10)

Nous allons supposer aussi que nos mol¶ecules sont neutres (
P

½qm¯ = 0). Si ce n'¶etait pas le cas,
elles ne pourraient cr¶eer, puisqu'elles sont statistiquement immobiles, qu'une r¶epartition de charges
¶electrostatiques, dont le champ serait ais¶ement calculable et qui, de toutes fa»cons, ne contribueraient
aucunement au rayonnement.

Nous pouvons maintenant rep¶erer la position des charges de la mol¶eculem par rapport µa la position
constante de celle-ci. Nous ¶ecrirons donc:

rm¯ = rm + »m¯ ; (1.11)

oµu » est par hypothµese une quantit¶e de l'ordre de a0, taille de la mol¶ecule. rm ¶etant constant, on peut
r¶e¶ecrire les densit¶es de charge et de courant li¶ees avant moyennage comme:X

m;¯

qm¯±(r¡ rm ¡ »m¯) (1.12)

X
m;¯

qm¯ _»m¯±(r¡ rm ¡ »m¯) : (1.13)

1.2.2 Moments multipolaires

Aprµes moyennage, on ne regarde les champs qu'µa une ¶echelle de l'ordre de s0. La taille des mol¶ecules
¶etant de l'ordre de a0, il est naturel de traiter leurs champs par un d¶eveloppement multipolaire. Comme
elles sont neutres, ne peuvent intervenir que les termes dipolaires ¶electriques, µa l'ordre dominant,
et dipolaires magn¶etiques et quadripolaires ¶electriques µa l'ordre suivant. Nous nous arrêterons lµa.
En g¶en¶eral, les termes quadripolaires ¶electriques jouent un rôle complµetement n¶egligeable pour la
propagation dans la matiµere mais, comme ils apparaissent au même ordre de d¶eveloppement que les
termes dipolaires magn¶etiques, il nous faut les conserver un temps pour assurer la coh¶erence de nos
d¶eveloppements. Nous d¶ecrirons donc une mol¶ecule par son dipôle ¶electrique:

pm(t) =
X
¯

qm¯»m¯ ; (1.14)
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son dipôle magn¶etique:

mm(t) =
1

2

X
¯

qm¯»m¯ £ _»m¯ ; (1.15)

et en¯n son quadripôle ¶electrique, dont les composantes s'¶ecrivent:

qmij(t) =
X
¯

qm¯»m¯i»m¯j : (1.16)

L'ensemble des multipôles ainsi recens¶es peuvent être d¶ecrits par des densit¶es de polarisation, en
ajoutant juste des fonctions ± centr¶ees sur les mol¶ecules. Les densit¶es de polarisation microscopiques
sont donc donn¶ees par:

p(r; t) =
X
m

pm(t)±(r¡ rm) (1.17)

m(r; t) =
X
m

mm(t)±(r¡ rm) (1.18)

q(r; t) =
X
m

qm(t)±(r¡ rm) : (1.19)

Nous allons maintenant proc¶eder au lissage de ces distributions microscopiques.

1.2.3 Densit¶es macroscopiques

Le moyennage par la fonction W des densit¶es microscopiques de charges li¶ees redonne les charges li¶ees
qui peuvent donc s'¶ecrire:

½`(r; t) =
X
m;¯

qm¯W (r¡ rm ¡ »m¯) (1.20)

j`(r; t) =
X
m;¯

qm¯ _»m¯W (r¡ rm ¡ »m¯) : (1.21)

Il est en e®et tout µa fait ¶evident que la convolution de la fonction de lissage W par une fonction de
Dirac donne une fonction W du même argument que la fonction de Dirac initiale. On lit directement
sur les expressions pr¶ec¶edentes que l'¶echelle de variation de ces quantit¶es ne peut pas être plus petite
que s0.

On d¶e¯nira de même des densit¶es de polarisation moyennes en moyennant les quantit¶es micro-
scopiques introduites µa la ¯n du paragraphe pr¶ec¶edent. On aura:

P(r; t) =
X
m

pmW (r¡ rm) (1.22)

M(r; t) =
X
m

mmW (r¡ rm) (1.23)

Q(r; t) =
X
m

qmW (r¡ rm) : (1.24)

On notera que Q, comme le moment quadripolaire d'une mol¶ecule unique, est, avec nos notations, un
tenseur sym¶etrique.

Ces densit¶es de polarisation ont une signi¯cation physique bien plus profonde que les charges li¶ees
elles{même. Si rien ne permet µa priori de mesurer les densit¶es moyennes de charges li¶ees, la densit¶e
de polarisation exprime que chaque ¶el¶ement de volume se comporte comme un petit dipôle ¶electrique
ou magn¶etique, dont le champ est au moins en principe mesurable. Il serait donc pr¶ef¶erable de
faire intervenir dans les ¶equations de Maxwell macroscopiques les densit¶es de polarisation plutôt que
les charges li¶ees, plus obscures. Nous allons maintenant montrer qu'on peut e®ectivement exprimer
charges et courant li¶es en fonction des d¶eriv¶ees spatiales et temporelles des densit¶es de polarisation.
En quelque sorte, nous allons inverser la d¶e¯nition de ces densit¶es de polarisation.
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1.2.4 Expression des densit¶es de charges li¶ees

Densit¶e de charges

Nous allons commencer par la densit¶e de charges, donn¶ee par (1.20). Nous allons d¶evelopper, dans
cette expression, la fonction W en puissance de ». En e®et, la fonction ne varie qu'µa l'¶echelle s0 et
» est d'ordre a0. On peut donc sans problµemes e®ectuer un d¶eveloppement de Taylor de chacun des
termes de la source par rapport µa »m¯. On ¶ecrira:

W (r¡ rm ¡ »m¯) =W (r¡ rm)¡ »m¯ ¢rW (r¡ rm) + 1
2

X
i;j

»m¯i»m¯j@i@jW ; (1.25)

oµu les d¶eriv¶ees de W s'entendent par rapport µa son argument r et doivent toutes être ¶evalu¶ees en
r ¡ rm. Nous avons pouss¶e ce d¶eveloppement µa l'ordre 2. Nous verrons que c'est n¶ecessaire pour
retrouver les termes quadripolaires ¶electriques. En portant ce d¶eveloppement dans (1.20), on trouve
la densit¶e de charges sous la forme d'une somme de trois termes:

½` = ½
(0)
` + ½

(1)
` + ½

(2)
` ; (1.26)

faisant intervenir les puissances successives de ».

Il est ¶evident que le terme d'ordre 0 s'annule. La fonction W , constante, sort de la somme sur les
charges de la mol¶ecule m et il reste un terme en

P
¯ qm¯, nul puisque la mol¶ecule est neutre. Le terme

d'ordre 1 s'¶ecrit:

½
(1)
` = ¡

X
m

rW (r¡ rm) ¢
X
¯

qm¯»m¯ : (1.27)

On reconnâ³t facilement dans la somme sur ¯ le moment dipolaire de la mol¶ecule, pm. Du point de
vue de la d¶erivation par rapport µa l'argument de W , cette quantit¶e est bien entendu une constante,
et on peut ¶ecrire:

½
(1)
` = ¡r ¢

X
m

pmW (r¡ rm) = ¡r ¢P : (1.28)

Comme nous le d¶esirions, ce terme se calcule trµes simplement comme la divergence de la densit¶e
macroscopique de polarisation.

L'interpr¶etation physique de ce terme est tout µa fait transparente. Consid¶erons un milieu, tel
que celui repr¶esent¶e sur la ¯gure 1.1, dont la densit¶e de polarisation est uniforme, align¶ee avec Oz,
dans une tranche d'espace d'¶epaisseur L perpendiculaire µa Oz. On peut repr¶esenter chaque mol¶ecule
comme un petit dipôle. On peut imaginer par exemple ces petits dipôles strictement align¶es le long
de la direction de polarisation. Si on prend un ¶el¶ement de volume quelconque dans le milieu, la
densit¶e moyenne de charges sera nulle parce que chaque tête positive d'une mol¶ecule quelconque
est exactement compens¶ee par la tête n¶egative d'une mol¶ecule voisine. On trouve donc bien, avec
cette image physique trµes simple, que la densit¶e de charges dans le milieu uniform¶ement polaris¶e est
nulle. En revanche, si nous consid¶erons un ¶el¶ement de volume recouvrant une interface du milieu avec
l'ext¶erieur, nous ne trouverons pas une charge nulle. Les charges µa l'extr¶emit¶e des mol¶ecules qui se
trouvent imm¶ediatement µa la surface n'ont en e®et aucune voisine pour les compenser. En un mot,
nous trouverons des densit¶es surfaciques de charge, positives sur la face d'entr¶ee, n¶egatives sur la face
de sortie, ce qui est pr¶ecis¶ement le comportement de la divergence de P (au signe prµes) dans ce cas.
Bien sûr, comme nous ne manipulons que des quantit¶es moyenn¶ees µa l'¶echelle macroscopique, nous
avons une r¶epartition continue de charges qui varie sur une ¶echelle de l'ordre de s0. Cette ¶echelle ¶etant
n¶egligeable par rapport aux dimensions caract¶eristiques du problµeme, on pourra toutefois assimiler
cette distribution de charges µa une r¶epartition surfacique.
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Figure 1.1: R¶epartition de charges dans un milieu uniform¶ement polaris¶e. A l'int¶erieur du milieu, les charges de

mol¶ecules voisines se compensent exactement. En revanche, sur les faces du milieu, apparaissent des densit¶es surfaciques

de charges. En gris¶e, on a repr¶esent¶e deux volumes de calcul de la densit¶e moyenne de charges.
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Ecrivons maintenant le terme d'ordre 2, dont il est d'ores et d¶ejµa ¶evident qu'il fera intervenir la
densit¶e de quadripôles. Aprµes quelques r¶earrangements, on a:

½
(2)
` =

1

2

X
j

@j

8<:X
i

@i

24X
m;¯

qm¯»m¯i»m¯jW (r¡ rm)
359=; : (1.29)

Dans le crochet le plus int¶erieur, on reconnâ³t une composante de
P
m qmW , c'est µa dire de la densit¶e

moyenne de quadripôle Q. On a donc, en recourant un moment aux notations d'Einstein,

½
(2)
` =

1

2
@j@iQij : (1.30)

En posant, comme nous l'avions d¶ejµa fait dans la quatriµeme partie,

r ¢Qj = @iQj i ; (1.31)

on peut ¶ecrire:

½
(2)
` =

1

2
r ¢ (r ¢Q) : (1.32)

En regroupant en¯n avec le terme d'ordre 1, nous allons trouver:

½` = ¡r ¢ (P¡ 1
2
r ¢Q) ; (1.33)

le premier r¶esultat essentiel de ce paragraphe.

Densit¶e de courant

Nous allons maintenant proc¶eder de la même maniµere pour la densit¶e de courant li¶e. Nous d¶eveloppe-
rons, dans l'expression (1.21), la fonction W en puissances de ». Toutefois, nous verrons qu'il su±t de
pousser le d¶eveloppement µa l'ordre un pour trouver les termes dipolaires magn¶etiques et quadripolaires
¶electriques. Nous ¶ecrirons donc:

j` = j
(0)
` + j

(1)
` : (1.34)

Le premier terme s'¶ecrit simplement:

j
(0)
` =

X
m;¯

qm¯ _»m¯W (r¡ rm) : (1.35)

En isolant la somme sur ¯, dont la fonction W peut être sortie, on voit imm¶ediatement intervenir:

d

dt

X
¯

qm¯»m¯ =
dpm
dt

: (1.36)

En constatant en¯n que W ne d¶epend pas du temps, on a:

j
(0)
` =

@P

@t
(1.37)

L'interpr¶etation physique de ce terme est, lµa aussi, transparente. Si la polarisation du milieu varie,
c'est que les mol¶ecules se d¶eplacent ou se polarisent de fa»con di®¶erente. Cela r¶esulte bien sûr en des
d¶eplacements de charges. Ils sont µa l'¶echelle microscopiques, mais, comme toutes les mol¶ecules d'un
même voisinage voient leur polarisation varier de la même maniµere, ces courants ont une moyenne non
nulle µa l'¶echelle macroscopique.
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Le terme d'ordre 1 va nous demander un peu plus d'e®orts. Il s'¶ecrit en e®et:

j`(1) = ¡
X
m;¯

qm¯ (»m¯ ¢rW (r¡ rm)) _»m¯ : (1.38)

Comme nous l'avions fait en calculant le champ de dipôle magn¶etique et du quadripôle ¶electrique,
nous allons mettre arti¯ciellement ce terme sous la forme d'un double produit vectoriel (l'analogie
entre les deux calculs est bien sûr loin d'être fortuite). On ¶ecrit pour cela:

(»m¯ ¢rW (r¡ rm)) _»m¯ =
1

2

h
(»m¯ ¢rW (r¡ rm)) _»m¯ ¡ »m¯

³
rW (r¡ rm) ¢ _»m¯

´i
+
1

2

h
(»m¯ ¢rW (r¡ rm)) _»m¯ + »m¯

³
rW (r¡ rm) ¢ _»m¯

´i
(1.39)

et donc:
j`(1) = j

(1)0
` + j

(1)00
` ; (1.40)

avec:

j
(1)0
` =

1

2

X
m;¯

qm¯rW £
h
»m¯ £ _»m¯

i
; (1.41)

l'autre terme ¶etant d¶e¯ni pour compenser les termes additionnels introduits dans le premier. En
isolant la somme sur m, en sortant la fonction W de la somme sur ¯, nous faisons apparâ³tre le
moment magn¶etique de la mol¶ecule m, 12

P
¯ qm¯»m¯ £ _»m¯. Nous avons donc:

j
(1)0
` =

X
m

rW £mm : (1.42)

Le moment magn¶etique de la mol¶ecule ne d¶ependant pas de la position dans l'espace, nous pouvons
regrouper ces termes en faisant apparâ³tre la densit¶e macroscopique de moment magn¶etique:

j
(1)0
` =r£M : (1.43)

L'interpr¶etation physique de ce terme est trµes similaire µa celle de la densit¶e de charges. Consid¶erons
un barreau uniform¶ement aimant¶e d'axe Oz, tel que celui repr¶esent¶e sur la ¯gure 1.2. Nous pouvons
remplacer chacun des dipôles magn¶etiques de ce barreau par une petite boucle carr¶ee de courant,
dont la taille est ¶egale µa la s¶eparation entre boucles voisines. Toutes ces boucles sont parcourues
par le même courant. Si nous consid¶erons un point arbitraire dans le milieu (ou plutôt un voisinage
d'extension s0, les courants de boucles adjacentes s'annulent exactement: il n'y a pas de courants
macroscopiques dans un milieu uniform¶ement aimant¶e. En revanche, si nous consid¶erons des points
proches de la surface, les courants ne sont plus compens¶es. Il apparâ³t un courant de surface, ce qui
est pr¶ecis¶ement l'aspect du rotationnel de l'aimantation comme on s'en convaincra ais¶ement. Vu de
l'ext¶erieur, un barreau aimant¶e a donc la même r¶epartition de courant qu'un sol¶enoÄ³de. On justi¯e
ainsi l'¶evidente similitude des lignes de champ de ces deux objets. Notons que la densit¶e de courant
ainsi obtenue peut être consid¶erable, de l'ordre de 106 A/m pour des aimants ordinaires. Elle r¶esulte
en e®et de l'addition coh¶erente d'un trµes grand nombre de courants atomiques.

Traitons maintenant le second terme du courant µa l'ordre 1. Sa composante j s'¶ecrit:

j
(1)00
` j = ¡1

2

X
m;¯

qm¯

"X
i

»m¯i@iW _»m¯j +
X
i

_»m¯i@iW»m¯j

#
: (1.44)

On reconnâ³tra ais¶ement dans cette forme la composante j d'une d¶eriv¶ee par rapport au temps d'une
quantit¶e ¶egale µa:

¡1
2
@i
X
m;¯

qm¯»m¯i»m¯j ; (1.45)
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Figure 1.2: Section d'un barreau uniform¶ement aimant¶e et repr¶esentation des courants microscopiques. Ils se com-

pensent exactement, sauf au voisinage de la surface. Vu de l'ext¶erieur, le barreau a le même champ magn¶etique qu'un

sol¶enoÄ³de.

c'est µa dire la d¶eriv¶ee par rapport au temps de la divergence du champ de quadripôle:

j
(1)00
` j = ¡ @

@t

1

2
r ¢Q : (1.46)

Cette d¶eriv¶ee par rapport au temps, li¶ee aux mouvements de charges impos¶es par une redistribution
de la densit¶e de quadripôles, se regroupe facilement avec le courant d'ordre 0 et on a ¯nalement:

j` =
@

@t

µ
P¡ 1

2
r ¢Q

¶
+r£M : (1.47)

Ceci est le deuxiµeme r¶esultat essentiel de ce paragraphe. Nous avons rempli totalement notre pro-
gramme en exprimant ½` et j` en fonction des d¶eriv¶ees spatiales et temporelles deM et de P¡ 1

2r ¢Q.
On constate d'ailleurs que les densit¶es de dipôles et quadripôles ¶electriques apparaissent toujours sous
la forme de la même combinaison. Nous avons conserv¶e la densit¶e de quadripôles pour la coh¶erence de
nos d¶eveloppements. Il est toutefois ¶evident qu'elle jouera un rôle n¶egligeable par rapport µa la densit¶e
dipolaire, µa moins que celle-ci ne soit nulle.

Nous avons totalement n¶eglig¶e, dans cette approche, les mouvements d'ensemble des mol¶ecules. Si
on tenait compte correctement dans ce qui pr¶ecµede des termes en _rm, on montrerait que la densit¶e de
charges n'est pas modi¯¶ee(_rm n'y apparâ³t pas), mais qu'il apparâ³t un terme convectif dans la densit¶e
de courants li¶es:

j` =
@

@t

µ
P¡ 1

2
r ¢Q

¶
+r£M¡r£

∙
V £ (P¡ 1

2
r ¢Q)

¸
; (1.48)

oµu V est la vitesse d'ensemble locale des mol¶ecules. On comprend bien en e®et que le transport
macroscopique d'une densit¶e de polarisation soit ¶equivalent µa un courant.

1.3 Equations de Maxwell macroscopiques

Nous allons maintenant utiliser les expressions pr¶ec¶edentes des charges et courants li¶es pour r¶e¶ecrire
les ¶equations de Maxwell µa l'¶echelle macroscopique.
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1.3.1 D¶eplacement ¶electrique, Induction magn¶etique

Les ¶equations de Maxwell homogµenes restent bien sûr inchang¶ees dans les op¶erations de moyennage:

r£E = ¡@B
@t

(1.49)

r ¢B = 0 : (1.50)

L'¶equation de Maxwell{Gauss se r¶e¶ecrit:

r ¢E = (½+ ½`)=²0 ; (1.51)

oµu ½ est, rappelons{le, la densit¶e de charges libres moyenn¶ee. En rempla»cant ½` par l'expression (1.33),
on voit que cette ¶equation peut se mettre sous la forme:

r ¢D = ½ ; (1.52)

oµu le vecteur D, appel¶e d¶eplacement ¶electrique, est d¶e¯ni par:

D = ²0E+P¡ 1
2
r ¢Q : (1.53)

Bien sûr l'introduction de ce vecteur ne fait, µa ce stade, que simpli¯er les ¶ecritures. Il faudrait pourvoir
¶ecrire explicitement les densit¶es de polarisation pour lui donner un sens utile.

Finalement, l'¶equation de Maxwell ampµere peut s'¶ecrire, en rempla»cant les courants li¶es par leur
expression (1.47),

r£B = ¹0j+ 1
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¸
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@t
: (1.54)

En regroupant les d¶eriv¶ees par rapport au temps, on peut faire apparâ³tre le d¶eplacement ¶electrique
D. En regroupant les termes en rotationnel, on peut ¯nalement mettre cette ¶equation sous la forme:

r£H = j+
@D

@t
; (1.55)

en introduisant l'induction magn¶etique H d¶e¯nie par:

H =
B

¹0
¡M : (1.56)

Nous avons ¯nalement obtenu, par de simples jeux de r¶e¶ecriture, quatre ¶equations qui ont µa peu prµes
la forme des ¶equations de Maxwell et qui ne font apparâ³tre que les densit¶es de charges et de courants
libres, qui sont sous le contrôle de l'exp¶erimentateur. La di±cult¶e est bien sûr que ces ¶equations
sont ¶ecrites en fonction de quatre champs: les champs ¶electriques et magn¶etiques traditionnels, le
d¶eplacement ¶electrique et l'induction magn¶etique (ces noms ont ¶et¶e donn¶e historiquement trµes tôt
dans le d¶eveloppement de l'¶electromagn¶etisme et ont ¶et¶e conserv¶es depuis). Il n'y a donc pas de
solution unique µa cet ensemble d'¶equations, sous d¶etermin¶ees. Ce n'est qu'en pr¶ecisant les relations
entre les densit¶es de polarisation et les champs que nous pourrons exprimer les deux nouveaux champs
en fonction des champs ¶electriques et magn¶etiques et obtenir un ensemble de quatre ¶equations ne
portant que sur deux champs de vecteurs, qu'il devrait être possible de r¶esoudre ensuite.
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1.3.2 Consid¶erations ¶energ¶etiques

Nous terminerons ce chapitre par quelques brµeves remarques sur l'¶energ¶etique. Il est clair que des
densit¶es d'¶energie doivent être associ¶ees aux densit¶es de polarisation et que le transport de polarisation
doit contribuer au transport d'¶energie. En fait, les bilans d'¶energie dans la matiµere sont complexes
puisqu'ils doivent faire intervenir tout autant les ¶energies associ¶es aux champs et polarisations que
l'¶energie de la matiµere elle même. Des ph¶enomµenes comme l'¶electrostriction, par exemple, (la matiµere
devient plus dense quand on lui applique un champ magn¶etique) ne peuvent être correctement compris
que dans une approche thermodynamique globale.

Nous ne tenterons pas cette approche ici et nous nous contenterons d'¶etablir, µa partir des ¶equations
de Maxwell macroscopiques, une ¶equation ayant une forme similaire au bilan d'¶energie dans le vide
(vecteur de Poynting). Nous postulerons alors l'identi¯cation des di®¶erents termes de cette ¶equation
µa une densit¶e d'¶energie ¶electromagn¶etique et µa un vecteur d¶ecrivant le °ux d'¶energie.

Nous proc¶ederons en fait comme on le fait pour les ¶equations de Maxwell dans le vide. A partir
de Maxwell Ampµere, on ¶ecrit:

j =r£H¡ @D
@t

(1.57)

et on en d¶eduit la densit¶e de puissance c¶ed¶ee par les champs aux courants libres, j ¢ E (l'expression
de la force de Lorentz s'exer»cant sur les porteurs libres fait bien sûr intervenir les champs ordinaires).
On a

j ¢ E = E ¢ (r£H)¡E ¢ @D
@t

: (1.58)

En remarquant que:
E ¢ (r£H) = H ¢ (r£E)¡r ¢ (E£H) ; (1.59)

et en utilisant la premiµere ¶equation de Maxwell, on a:

j ¢ E+E ¢ @D
@t

+H ¢ @B
@t

+r ¢ (E£H) = 0 : (1.60)

Cette ¶equation a exactement la forme de l'¶equation bilan dans le vide. j ¢ E ¶etant la puissance c¶ed¶ee
par le champ aux charge libres et donc aussi la puissance c¶ed¶ee par les g¶en¶erateurs au champ, on peut
interpr¶eter

¦ = E£H (1.61)

comme le vecteur dont le °ux µa travers une surface repr¶esente le transport d'¶energie µa travers cette
surface. Il s'agit donc du vecteur de Poynting dans la matiµere. Finalement, le terme

E ¢ @D
@t

+H ¢ @B
@t

(1.62)

pourrait être interpr¶et¶e comme la d¶eriv¶ee par rapport au temps de la densit¶e d'¶energie ¶electroma-
gn¶etique. Dans le cas g¶en¶eral, sans connâ³tre le lien entre polarisation et champ, on ne peut pr¶eciser
davantage la densit¶e d'¶energie ¶electromagn¶etique. On peut cependant analyser un peu plus en d¶etail
la signi¯cation physique des termes, en particulier ¶electriques. Le premier terme peut en e®et s'¶ecrire

E ¢ @D
@t

=
@

@t
²0
E2

2
+E ¢ @P

@t
: (1.63)

La premiµere d¶eriv¶ee n'est autre que celle de la densit¶e d'¶energie ¶electrostatique ordinaire. Le deuxiµeme
terme peut s'¶ecrire:

E ¢ @P
@t

= E ¢ j` : (1.64)

si on suppose le mat¶eriau d¶epourvu de propri¶et¶es magn¶etiques et donc le courant li¶e seulement
µa la variation temporelle de la polarisation ¶electrique. Il s'agit donc simplement de la puissance
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que le champ fournit µa la matiµere pour changer sa polarisation. Ce changement de polarisation
s'accompagne e®ectivement de courants macroscopiques produits par des forces de Lorentz qui tra-
vaillent. L'interpr¶etation physique de la partie ¶electrique de cette ¶equation bilan est donc trµes claire:
la variation dans le temps de l'¶energie ¶electrique compense la puissance c¶ed¶ee aux courants macro-
scopiques ou aux courants li¶es r¶esultant des changements de polarisation.



Chapitre 2

R¶eponse lin¶eaire

Nous allons pouvoir donner un sens physique aux ¶equations ¶etablies dans le chapitre pr¶ec¶edent en
pr¶ecisant les relations entre les densit¶es de polarisation et les champs. Il parâ³t assez naturel que, dans
la plupart des milieux, les polarisations ¶electriques ou magn¶etiques r¶epondent aux champs appliqu¶es.
De fa»con trµes g¶en¶erale, on doit pouvoir, avec un modµele microscopique du milieu, ¶ecrire les densit¶es
de polarisation en fonction des champs. Si les champs appliqu¶es ne sont pas trop grand, cette relation
est a priori lin¶eaire. Dans la plupart des mat¶eriaux, µa l'exception notable des ferromagn¶etiques et des
ferro¶electriques, les polarisations s'annulent en l'absence de champ. On doit donc pouvoir ¶ecrire une
relation lin¶eaire homogµene entre les polarisations et les champs. Cette relation doit se mettre sous la
forme d'un produit de convolution faisant intervenir la fonction de Green du systµeme, ou encore sa
r¶eponse percussionnelle. Nous retrouverons donc des points du formalisme assez semblables µa ce que
nous avions utilis¶e pour ¶etablir l'expression des potentiels retard¶es dans la troisiµeme partie de ce cours.
Plutôt qu'un produit de convolution, nous pr¶ef¶ererons ¶ecrire de simples relations de proportionnalit¶e
en introduisant les composantes de Fourier des di®¶erentes quantit¶es. Nous d¶e¯nirons alors la notion
de susceptibilit¶e. L'ensemble de ces notions fera la matiµere du premier paragraphe.

Dans le second paragraphe, nous passerons en revue rapidement quelques modµeles microscopiques
de polarisabilit¶e ¶electrique ou magn¶etique. C'est en e®et par un m¶ecanisme de polarisation, comme
celui que nous avons d¶ejµa rencontr¶e pour le modµele de Thomson, que chaque mol¶ecule acquiert un
dipôle sous l'in°uence du champ appliqu¶e.

Si le milieu ¶etait trµes dilu¶e, il n'y aurait aucun problµeme pour exprimer la susceptibilit¶e, quantit¶e
macroscopique, en fonction de la polarisabilit¶e, quantit¶e microscopique. En fait, les choses ne sont
pas aussi simples. Le champ \vu" par chaque mol¶ecule est la somme du champ ext¶erieur, macro-
scopique, et du champ rayonn¶e par les mol¶ecules imm¶ediatement voisines. Ce champ ¶etant un champ
microscopique, il n'est pas convenablement d¶ecrit dans notre formalisme. Nous apprendrons, dans
le troisiµeme paragraphe de ce chapitre, comment on peut contourner cette di±cult¶e et exprimer, au
moyen d'hypothµeses trµes g¶en¶erales et trµes bien v¶eri¯¶ees, les champs \locaux" en fonction des champs
macroscopiques. Nous pourrons alors ¶ecrire simplement les susceptibilit¶es en fonction des polaris-
abilit¶es et de la densit¶e num¶erique du milieu.

Avec ces nouveaux outils, nous reviendrons sur les bilans ¶energ¶etiques dans la matiµere. Nous mon-
trerons en particulier que la partie imaginaire de la susceptibilit¶e d¶ecrit trµes simplement les ¶echanges
d'¶energie entre champ et matiµere. Nous verrons que, dans la plupart des mat¶eriaux, la matiµere ab-
sorbe le champ. Nous montrerons que, µa certaines conditions, un milieu atomique renforce le champ
incident. Nous retrouverons ainsi, de maniµere trµes ¶el¶ementaire, le principe de l'¶emission stimul¶ee, µa la
base du fonctionnement des lasers.

Le dernier paragraphe de ce chapitre sera consacr¶e µa l'¶etablissement des relations de Kramers{
KrÄonig. Nous verrons que la simple causalit¶e (la polarisation ne peut r¶epondre avant l'application du
champ) impose des relations trµes fortes entre les parties r¶eelles et imaginaires de la susceptibilit¶e, entre
dispersion et absorption. Ces relations sont trµes g¶en¶erales dans la th¶eorie de la r¶eponse lin¶eaire ou des
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fonctions de Green et peuvent être appliqu¶ees µa bien d'autres domaines que l'¶electromagn¶etisme dans
la matiµere.

2.1 Susceptibilit¶es

Nous essaierons d'abord d'¶ecrire les relations lin¶eaires les plus g¶en¶erales possibles entre polarisations et
champ. Nous commencerons par formuler quelques hypothµeses raisonnables. Elles ne sont pas toutes
indispensables, mais elles facilitent beaucoup l'algµebre sans beaucoup restreindre la g¶en¶eralit¶e. Nous
supposerons donc que:

² P et j ne d¶ependent que de E. Pour la premiµere hypothµese, nous n¶egligerons les e®ets magn¶etiques
sur la polarisabilit¶e ¶electrique des mol¶ecules. Les vitesses des ¶electrons dans les mol¶ecules, prin-
cipalement responsables de la polarisabilit¶e ¶electrique, sont en e®et faibles par rapport µa la
vitesse de la lumiµere. L'action des forces magn¶etiques est donc bien n¶egligeable. Pour la seconde
hypothµese, nous l'introduisons pour d¶ecrire la conductivit¶e du mat¶eriau. Nous nous pencherons
surtout sur la propagation d'ondes dans les milieux homogµenes, d'oµu les g¶en¶erateurs sont ex-
clus, et oµu les charges ne se mettent en mouvement que sous l'action du champ ¶electrique.
Lµa aussi, nous n¶egligerons l'in°uence des forces magn¶etiques et des ph¶enomµenes tels que la
magn¶etor¶esistance ou l'e®et Hall. Ils ne sont guµere observ¶es que dans les semi{conducteurs, et
pourront être trait¶es en perturbation par rapport µa ce que nous ¶etablirons ici.

² M ne d¶epend que de B. Cette hypothµese est sym¶etrique de la pr¶ec¶edente.

² les densit¶es de quadripôles sont tout µa fait n¶egligeables. Tout milieu pr¶esentant au moins une
polarisabilit¶e ¶electrique dipolaire induite, cette hypothµese est plus que raisonnable.

² toutes les polarisations s'annulent avec le champ qui en est la cause. On n¶eglige donc les
mat¶eriaux oµu apparaissent des polarisations permanentes, ferromagn¶etiques ou ferro¶electriques.
Ces mat¶eriaux pr¶esentant tous de l'hyst¶er¶esis (l'¶etat d¶epend de toute l'histoire du mat¶eriau), ils
ne peuvent être abord¶es dans un cadre simple.

² la relation entre polarisations et champs est locale. La polarisation ne d¶epend que du champ,
pris µa un instant arbitraire, au même endroit. Nous n¶egligerons ph¶enomµenes de transport et
corr¶elations diverses.

² la relation est causale. La polarisation ne d¶epend du champ que dans le pass¶e.

Les relations que nous allons ¶ecrire ayant les mêmes formes pour P; j etM, nous ne les ¶ecrirons
syst¶ematiquement que pour P. Nous voulons une relation lin¶eaire homogµene entre P et E. Elle
peut s'¶ecrire en termes d'une fonction de Green. G(r; t) ¶etant, µa des facteurs dimensionnels prµes, la
polarisation cr¶e¶ee au point r par un champ impulsionnel en t = 0, on pourra ¶ecrire:

P(r; t) =
²0p
2¼

Z 1

¡1
G(r; ¿) ¢ E(t¡ ¿) d¿ : (2.1)

Il n'y a aucune raison a priori pour que P et E aient la même direction. Un mat¶eriau cristallin,
par exemple, ne r¶epond pas de maniµere identique dans les di®¶erentes directions propres de sa maille
cristalline. La fonction de Green G est donc a priori un tenseur de rang 2, qui ne se r¶eduira µa un
scalaire que pour des milieux isotropes. La causalit¶e, pour sa part, implique que G s'annule pour
¿ < 0. On v¶eri¯era d'autre part que, avec les normalisations employ¶ees, G a la dimension d'une
fr¶equence (son int¶egrale sur le temps est sans dimension).
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Cette relation de convolution est d'un maniement di±cile. On peut la transformer en une simple
relation de proportionnalit¶e en introduisant les transform¶ees de Fourier temporelles. En posant

P(r; t) =
1p
2¼

Z
P!(r)e

¡i!t d! (2.2)

et une d¶e¯nition ¶equivalente pour E, on peut ¶ecrire:

P!(r) =
1p
2¼

Z
P(r; t)ei!t dt

=
²0
2¼

Z
G(r; ¿) ¢E(r; t¡ ¿)ei!t dtd¿

=
²0

(2¼)3=2

Z
G(r; ¿) ¢E!(r)ei(!¡!0)tei!0¿ dtd¿d!0 (2.3)

En remarquant alors que: Z
dtei(!¡!

0)t = 2¼±(! ¡ !0) ; (2.4)

on a
P!(r) = ²0Â

e(!; r) ¢E! ; (2.5)

oµu Âe est ¶evidemment la transform¶ee de Fourier de la fonction de Green:

Âe(!; r) =
1p
2¼

Z
G(¿; r)ei!t dt : (2.6)

Nous appellerons Âe la susceptibilit¶e du mat¶eriau. L'exposant e a ¶et¶e ajout¶e pour distinguer plus tard
la susceptibilit¶e ¶electrique de la susceptibilit¶e magn¶etique. C'est une fonction de la fr¶equence, qui
exprime la relation de proportionnalit¶e entre les composantes de fr¶equence de P et de E. C'est aussi
une fonction de la position, si le mat¶eriau n'est pas homogµene. C'est en¯n, comme G, une quantit¶e
tensorielle de rang 2, sans dimensions. On notera µa ce propos que P! et E! ont la dimension d'une
polarisation ou d'un champ ¶electrique multipli¶es par un temps.

Nous consid¶ererons surtout des milieux isotropes. Nous ¶ecrirons donc µa partir de maintenant
Âe comme un simple scalaire Âe. La plupart de nos raisonnements pourraient être g¶en¶eralis¶es au
cas tensoriel par une simple r¶e¶ecriture. Âe est a priori une quantit¶e complexe. La polarisation ne
r¶epondant pas instantan¶ement au champ, il doit exister un d¶ephasage non nul entre leurs composantes
de Fourier. Nous aurons souvent µa distinguer les parties r¶eelles et imaginaires et ¶ecrirons donc Âe sous
la forme:

Âe = Âe
0
+ iÂe

00
; (2.7)

oµu Âe
0
et Âe

00
sont des quantit¶es r¶eelles.

Ce que nous venons de faire pour P, nous pouvons aussi le faire pour M et introduire une
susceptibilit¶e magn¶etique Âm d¶e¯nie par:

M! =
Âm(r; !)

¹0
B! : (2.8)

avec ces notations, la susceptibilit¶e magn¶etique est elle aussi sans dimensions. En¯n, nous pouvons
introduire une conductivit¶e µa la fr¶equence ! en posant:

j! = ¾!(r)E! : (2.9)

Notons qu'µa la di®¶erence des pr¶ec¶edentes, cette quantit¶e n'est pas sans dimensions. Pour des raisons
principalement historiques, on ¶ecrit une conductivit¶e plutôt qu'un susceptibilit¶e µa proprement parler.
Notons que cette d¶e¯nition peut être associ¶ee µa l'¶equation de conservation de la charge ¶ecrite en termes
des composantes de Fourier:

i!½! =r ¢ j! : (2.10)

Nous pouvons ainsi d¶eterminer aussi la densit¶e de charges libres en fonction du champ ¶electrique.
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2.2 Polarisabilit¶e ¶electrique

De maniµere ¶evidente, si ces relations de susceptibilit¶es existent, c'est que chaque mol¶ecule du mi-
lieu prend un petit moment dipolaire magn¶etique sous l'in°uence du champ magn¶etique et un petit
moment dipolaire ¶electrique sous l'in°uence du champ ¶electrique. On doit donc pouvoir d¶eduire les
susceptibilit¶es d'un modµele microscopique. Nous allons nous employer, dans ce paragraphe et le suiv-
ant, µa passer rapidement en revue des modµeles microscopiques de polarisabilit¶e. Nous attendrons le
dernier chapitre de cette partie pour donner un modµele de conductivit¶e, plus ph¶enom¶enologique que
physique. Nous commencerons donc par la polarisabilit¶e ¶electrique. Nous chercherons donc µa ¶ecrire le
dipôle moyen pris par une mol¶ecule pm sous l'in°uence d'un champ ¶electrique Em sous la forme:

pm = ²0®
e
mEm : (2.11)

Nous noterons le champ Em. Il s'agit en e®et du champ microscopique vu par la mol¶ecule, non
du champ macroscopique qui intervient dans les ¶equations de Maxwell moyenn¶ees. Notons aussi
qu'il s'agit d'une r¶eponse moyenne. Dans les susceptibilit¶es n'apparaissent que des quantit¶es macro-
scopiques, moyenn¶ees sur un grand nombre de mol¶ecules. Nous pourrons par exemple recourir µa la
thermodynamique pour ¶ecrire des moyennes d'ensemble sur un trµes grand nombre de mol¶ecules sous
l'action conjointe du champ appliqu¶e et de l'agitation thermique. La polarisabilit¶e peut se pr¶esenter
sous deux formes: polarisabilit¶e induite ou d'orientation.

2.2.1 Polarisabilit¶e induite

Les atomes ou les mol¶ecules plong¶es dans un champ ¶electrique oscillant acquiµerent un moment dipolaire
induit. Le modµele le plus simple est donn¶e par le modµele de Thomson de l'¶electron ¶elastiquement li¶e,
dont nous avons ¶etabli la surprenante validit¶e dans le domaine quantique. On se reportera donc µa la
quatriµeme partie pour l'expression de la polarisabilit¶e ®i associ¶ee.

2.2.2 Polarisablilit¶e d'orientation

En plus de la polarisabilit¶e induite, certaines mol¶ecules pr¶esentent un moment dipolaire permanent
(interdit en revanche pour les atomes). C'est par exemple le cas pour les mol¶ecules des solvants polaires
comme l'eau, l'ammoniaque ou HCl. En l'absence de champ appliqu¶e, les orientations des dipôles sont
al¶eatoires. En moyenne, il n'existe pas de polarisation 1. Sous l'in°uence d'un champ ¶electrique et de
la relaxation, les dipôles du milieu vont tendre µa s'aligner avec le champ. Il apparâ³tra donc un dipôle
induit, proportionnel au champ si celui-ci n'est pas trop rapide.

Il est ¶evident que, pour un champ harmonique, le dipôle mol¶eculaire moyen ne pourra pas suivre
le champ ¶electrique s'il oscille µa trop haute fr¶equence. Il faut que la p¶eriode du champ soit plus
longue que le temps de relaxation caract¶eristique du milieu, c'est µa dire le temps pour qu'un dipôle, en
moyenne revienne µa l'¶equilibre thermodynamique. Ce temps de relaxation est en g¶en¶eral trµes court,
de l'ordre du temps entre collisions dans les liquides, donc inf¶erieur µa la picoseconde. La polarisation
a donc le temps de s'¶etablir dµes que la champ a une longueur d'onde sup¶erieure µa celles de l'infrarouge
proche. On peut alors se contenter d'un modµele statique, que nous allons d¶etailler plus loin. A trµes
haute fr¶equence, la mol¶ecule ne r¶epond pratiquement plus (en moyenne statistique) au champ appliqu¶e
et la polarisabilit¶e s'annule. Entre les deux r¶egimes, c'est µa dire dans le visible et proche infrarouge,
on a une situation plus complexe oµu le module et la phase de la polarisabilit¶e (qui est ¶evidemment
une quantit¶e complexe) ¶evoluent rapidement.

Nous allons maintenant calculer la polarisabilit¶e statique (ou basse fr¶equence) d'un ensemble de
mol¶ecules polaires. Nous traiterons le problµeme sans recourir µa la m¶ecanique quantique, ce qui serait

1Dans les mat¶eriaux ferro¶electriques, les dipôles sont associ¶es µa une d¶eformation permanente de la maille cristalline, et
il peut apparâ³tre une polarisation en l'absence de champ appliqu¶e. Nous avons explicitement exclu ce type de mat¶eriau
de notre ¶etude
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Figure 2.1: Dipôle moyen en fonction du paramµetre xi.

indispensable pour une approche rigoureuse. Le dipôle ¶electrique, en projection sur un axe, est une
quantit¶e quanti¯¶ee. Nous verrons, pour la polarisation d'orientation magn¶etique, comment tenir
compte en principe de cette quanti¯cation. Elle ne modi¯e pas l'aspect qualitatif des choses et n'altµere
qu'un facteur num¶erique proche de l'unit¶e portant sur la polarisabilit¶e. Pour une discussion qualitative,
nous pourrons donc nous contenter d'une approche classique.

Il est ¶evident par sym¶etrie que le dipôle est align¶e avec le champ, que nous prendrons selon Oz.
Si p0 est le module du dipôle mol¶eculaire permanent, l'¶energie d'interaction d'une mol¶ecule dont l'axe
(et donc le dipôle) font un angle µ avec l'axe Oz est simplement H = ¡p0Em cos µ. On peut alors
utiliser la statistique de Boltzmann pour calculer la composante selon z du dipôle moyen:

p = p0

Z
1

Z
e¡¯H cos µ ; (2.12)

avec ¯ = 1=kT . Z est la fonction de partition. L'int¶egrale porte sur toutes les con¯gurations possibles,
c'est µa dire sur tous les angles µ; Á des coordonn¶ees sph¶eriques. L'int¶egration sur Á est un simple facteur
2¼, absorb¶e par un facteur identique dans la fonction de partition. On a donc:

p = p0

R
sin µ dµ cos µ exp(p0Em cos µ=kT )R
sin µ dµ exp(p0E cos µ=kT )

: (2.13)

Ces int¶egrales se calculent de fa»con triviale. En posant

» =
p0Em
kT

; (2.14)

rapport de l'¶energie du dipôle dans le champ µa l'¶energie thermique moyenne, on trouve:

p = p0

µ
coth » ¡ 1

»

¶
: (2.15)

La fonction coth » ¡ 1
» est repr¶esent¶ee sur la ¯gure 2.1 La relation que nous obtenons ainsi est non

lin¶eaire. Pour des trµes grands champs, tels que l'¶energie du dipôle dans le champ soit beaucoup plus
grande que l'¶energie thermique, le dipôle moyen sature µa une valeur p0. En fait toutes les polarisabilit¶es
d'orientation pr¶esentent cette saturation triviale quand toutes les mol¶ecules du milieu sont align¶ees.
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Nous ne trouverons de polarisabilit¶e lin¶eaire qu'en allant dans le domaine des tout petits champs
¶electriques. Si » ¿ 1, nous pouvons en e®et faire un d¶eveloppement limit¶e en puissances de ». Aprµes
quelques manipulations alg¶ebriques ¶el¶ementaires, on trouvera:

p = p0
»

3
; (2.16)

et donc une polarisabilit¶e d'orientation:

®o =
p20

3²0kT
; (2.17)

homogµene µa un volume comme il se doit. L'hypothµese de champ faible n'est pas trop contraignante.
Si nous prenons un dipôle de l'ordre de 3 debyes, 10¡29 Cm, dipôle trµes grand par rapport aux
dipôles mol¶eculaires ordinaires, la limite des champs faibles correspond µa Em ¿ 109 V/m. Pour de
tels champs, la plupart des mat¶eriaux ont d¶ejµa donn¶e lieu µa un claquage (les rigidit¶es di¶electriques
typiques des mat¶eriaux les plus r¶esistants, comme le T¶e°on, sont de quelques dizaines de kV/mm, ou
107 V/m)!

Comparons, en ordres de grandeur, la polarisabilit¶e d'orientation µa la polarisabilit¶e induite du
modµele de Thomson. En posant l'ordre de grandeur de p0 = a0e oµu e est la charge ¶el¶ementaire et a0
le rayon de Bohr, on pourra ¶ecrire:

®0 ' a20e
2

3²0kT
=

e2

8¼²0a0

1

kT

8¼

3
a30 : (2.18)

Dans la premiµere fraction du membre de droite, on reconnâ³t l'¶energie de liaison atomique, de l'ordre
de la constante de Rydberg R. Le dernier terme est de l'ordre du volume de la mol¶ecule, qui est
pr¶ecis¶ement l'ordre de grandeur de la polarisabilit¶e induite ®i dans la limite statique, qui s'applique
largement ici. On a donc ¯nalement:

®o
®i
=
R

kT
' 103 : (2.19)

Pour toute temp¶erature r¶ealiste, la polarisabilit¶e d'orientation domine largement la polarisabilit¶e in-
duite. Celle-ci ne jouera donc de rôle que pour les mol¶ecules non polaires, ou µa trµes haute fr¶equence.
Dans ce cas la polarisabilit¶e d'orientation est pratiquement nulle. La polarisabilit¶e induite, qui met en
jeu des constantes de temps atomiques et non des constantes de temps de thermalisation, peut encore
être importante.

2.3 Polarisabilit¶es magn¶etiques

Nous chercherons ici µa ¶ecrire le moment magn¶etique mol¶eculaire moyen en fonction du champ appliqu¶e,
sous la forme:

m =
®m

¹0
Bm : (2.20)

Avec ces notations, ®m a bien la dimension d'un volume. Lµa aussi Bm est le champ \vu" par la
mol¶ecule m qu'il nous faudra d¶eterminer en fonction des champs macroscopiques.

2.3.1 Diamagn¶etisme

Modµele classique

La premiµere source de polarisabilit¶e magn¶etique est une polarisabilit¶e induite que pr¶esentent toutes
les mol¶ecules ou atomes n'ayant pas de dipôle magn¶etique permanent. Pour comprendre l'origine
de cette polarisabilit¶e, nous consid¶ererons un modµele atomique trµes simple. Un atome est constitu¶e
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de deux ¶electrons orbitant autour du noyau sur une orbite de rayon r, perpendiculaire µa l'axe Oz,
parcourue en sens inverse par les deux ¶electrons. Si nous ne consid¶erions qu'un ¶electron (atome
d'hydrogµene), nous aurions un moment magn¶etique orbital permanent. Avec ce modµele trµes naÄ³f (il
n¶eglige l'interaction coulombienne entre les deux ¶electrons) de l'atome d'h¶elium, on n'a pas de moment
magn¶etique permanent parce que les moments associ¶es aux deux ¶electrons se compensent exactement.

Appliquons µa cet atome un champ magn¶etique uniforme, statique, Bm dirig¶e selon Oz. Ce champ
doit crô³tre, lentement µa l'¶echelle des temps atomiques, depuis la valeur nulle. Comme tout champ
magn¶etique variable, il g¶enµere un champ ¶electrique. Celui-ci est visiblement, en coordonn¶ees cylin-
driques, dirig¶e selon uµ: il tourne autour de l'axe. Ce champ ¶electrique va donc ralentir un des ¶electrons
et acc¶el¶erer l'autre. Il va, en un mot, briser la compensation des moments magn¶etiques orbitaux et
faire apparâ³tre un moment magn¶etique induit 2.

Pr¶ecisons cet argument. Le potentiel vecteur A s'¶ecrit, toujours en coordonn¶ees cylindriques:

A =
1

2
B(t)ruµ ; (2.21)

oµu B(t) est le module instantan¶e du champ, passant adiabatiquement de 0 µa Bm. Le champ ¶electro-
moteur s'¶ecrit donc:

E = ¡1
2
r
dB

dt
uµ : (2.22)

En supposant, ce qui est une excellente approximation, que l'orbite des ¶electrons reste invariante et
que seul le module de la vitesse de l'¶electron change, on trouve que cette modi¯cation de vitesse est
(pour l'¶electron tournant dans le sens direct autour de B):

¢v = ¡ q

2m
r

Z
dB

dt
; (2.23)

l'int¶egrale portant sur toute la phase de variation du champ magn¶etique et q ¶etant la charge (n¶egative)
de l'¶electron. On a donc:

¢v = ¡qBm
2m

r ; (2.24)

ind¶ependamment de la loi de variation de B. Il s'agit donc d'un r¶esultat universel. L'autre ¶electron
a ¶evidemment une variation de vitesse oppos¶ee. Il en r¶esulte une variation des moments magn¶etiques
associ¶es aux deux ¶electrons et un moment magn¶etique global:

m = ¡q
2r2

4m
Bm : (2.25)

On en d¶eduit la polarisabilit¶e diamagn¶etique:

®md = ¡
q2¹0
4m

X
i

r2i ; (2.26)

oµu la somme est µa ¶etendre µa tous les ¶electrons (au moins deux) de l'atome.
Nous avons bien une polarisabilit¶e lin¶eaire. Elle a ¶et¶e calcul¶ee ici pour un champ statique. Les

constantes de temps de mise µa l'¶equilibre des orbitales atomiques ¶etant dans le domaine optique, cette
expression de la polarisabilit¶e diamagn¶etique doit rester valable jusqu'µa des fr¶equences trµes ¶elev¶ees. La
polarisabilit¶e diamagn¶etique est n¶egative. Le moment induit est oppos¶e au champ magn¶etique. Cela
implique qu'une telle mol¶ecule aura, pour minimiser l'¶energie, tendance µa fuir les r¶egions de champs
forts. C'est e®ectivement le comportement des substances diamagn¶etiques, domin¶ees par ce type de
polarisabilit¶e.

2La variation de vitesse des ¶electrons lors du branchement du champ magn¶etique est souvent appel¶ee \e®et b¶etatron"
en r¶ef¶erence µa l'un des premiers acc¶el¶erateurs de particules. On utilisait un champ magn¶etique croissant pour acc¶el¶erer
des ¶electrons orbitant dans ce champ. L'¶energie ¯nale ¶etant limit¶ee par le champ maximal, les performances ¶etaient plus
que limit¶ees et le principe fut rapidement abandonn¶e
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Modµele quantique

Le modµele trµes naÄ³f du paragraphe pr¶ec¶edent ne peut nous satisfaire. Pour essayer de pr¶eciser les
choses, nous allons nous pencher sur un atome µa un ¶electron plong¶e dans un champ magn¶etique. Nous
essaierons de calculer le dipôle magn¶etique induit.

Le hamiltonien de l'atome dans le champ est, comme nous l'avons d¶ejµa vu dans la partie pr¶ec¶edente:

H =
(P¡ qA)2

2m
+ V (R) ; (2.27)

oµu P et R sont les op¶erateurs position et impulsion, et A le potentiel vecteur, d¶ependant de R. V est
simplement le potentiel coulombien. Le moment magn¶etique peut s'¶ecrire:

m =
q

2
R£ v ; (2.28)

oµu v est l'op¶erateur vitesse, qui s'¶ecrit, comme en m¶ecanique analytique classique:

v =
P¡ qA
m

: (2.29)

En notant que R£P = L est le moment cin¶etique, on a donc:

m =
q

2m
[L¡ qR£A] : (2.30)

Evaluons la valeur moyenne de cet op¶erateur dans l'¶etat fondamental j1Si du hamiltonien libre (L = 0).
C'est bien sûr une valeur moyenne quantique qu'il faudra injecter dans nos ¶equations de Maxwell
macroscopiques. Cet ¶etat est sans moment angulaire moyen et donc sans dipôle magn¶etique permanent
(ce qui ne serait pas le cas d'un niveau P , par exemple). Il ne reste donc que la moyenne du terme en
A. En utilisant une des expressions possibles du potentiel vecteur d'un champ uniforme ( 12B£R et
en notant que le champ magn¶etique, uniforme, n'est pas un op¶erateur, nous trouverons:

hmi = ¡ q
2

4m
h1Sjr2B¡ (R:B)Rj1Si : (2.31)

B ¶etant align¶e avecOz, cette expression se transforme instantan¶ement en remarquant que h1SjZX j1Si =
h1SjZY j1Si = 0:

hmi = ¡q
2B

4m
h1SjX2 + Y 2j1Si : (2.32)

On retrouve donc exactement, de maniµere assez surprenante, l'expression r¶esultant du modµele naÄ³f,
oµu il su±t de remplacer r2 par la valeur moyenne de X2 + Y 2. Encore une fois, les modµeles les plus
simples se trouvent con¯rm¶es par une approche complµetement quantique.

2.3.2 Paramagn¶etisme

Consid¶erons maintenant le cas d'atomes ou de mol¶ecules portant un dipôle magn¶etique permanent (si
des consid¶erations d'invariance par renversement du sens du temps empêchent les atomes de poss¶eder
un moment dipolaire ¶electrique permanent, ils peuvent porter un moment magn¶etique). Les mol¶ecules
ayant un tel moment dipolaire, appel¶ees paramagn¶etiques, ont en g¶en¶eral un ¶electron solitaire, non
appari¶e sur son orbitale. C'est par exemple le cas de l'oxygµene mol¶eculaire, qui, sous sa forme liquide,
est fortement attir¶e vers les zones de champs magn¶etiques forts. Comme pour les dipôles ¶electriques,
il doit exister une polarisabilit¶e magn¶etique, positive, r¶esultant de la comp¶etition entre l'alignement
des dipôles dans le champ magn¶etique et l'agitation thermique.

Si nous consid¶erons le dipôle magn¶etique comme une quantit¶e classique dont la projection sur un
axe n'est pas quanti¯¶ee, nous pouvons traiter le problµeme par la statistique classique. La d¶emarche est
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absolument identique µa celle utilis¶ee pour la polarisabilit¶e ¶electrique d'orientation et nous ne donnons
que le r¶esultat ¯nal. En posant:

» =
m0Bm
kT

; (2.33)

oµu m0 est le module du dipôle mol¶eculaire, on obtient:

m = m0

∙
coth » ¡ 1

»

¸
; (2.34)

dont le d¶eveloppement pour des champs magn¶etiques faibles donne une polarisabilit¶e d'orientation:

®mo =
¹0m

2
0

3kT
: (2.35)

Comme il se devait, nous trouvons une polarisabilit¶e positive. L'approximation de champs faibles
est bien v¶eri¯¶ee pour tous les champs exp¶erimentalement possibles et des temp¶eratures voisines de
l'ambiante. En e®et, l'amplitude typique des dipôles magn¶etiques ¶electroniques est le magn¶eton de
Bohr, 14 GHz par Tesla en unit¶es de fr¶equence (on exprime un moment magn¶etique en unit¶es de
fr¶equence en ¶ecrivant mB = hº). Une ¶energie thermique correspond, en fr¶equence, µa une trentaine
de THz. Les ¶energies magn¶etiques sont donc bien n¶egligeables par rapport µa l'agitation thermique.
Notons que le magn¶etisme nucl¶eaire, dû µa l'orientation des moments magn¶etiques des noyaux, est
encore plus faible, le moment magn¶etique d'un noyau ¶etant typiquement 2000 fois plus faible que
celui d'un ¶electron. Bien sûr, ces ordres de grandeur ne tiennent que si on n¶eglige les interactions
entre moments magn¶etiques voisins par rapport au champ ext¶erieur. En fait, dans les mat¶eriaux
ferromagn¶etiques, une interaction d'origine purement quantique entre moments voisins peut, µa une
temp¶erature su±samment basse, aligner tous les spins du milieu et cr¶eer une aimantation intense. Lµa
encore, nous ne nous pr¶eoccuperons pas de ce type de substance.

Comparons µa ce point les ordres de grandeur des polarisabilit¶es paramagn¶etiques et diamagn¶etiques,
®o et ®d. On a:

®o
®d
=
¹0m

2
0=3kT

q2a20¹0=4m
: (2.36)

En remarquant que l'ordre de grandeur du moment magn¶etique permanent est

m0 ' qc®a0 ; (2.37)

puisqu'il correspond µa un ¶electron sur une orbite de taille a0 parcourue µa la vitesse ®c, oµu ® est encore
une fois la constante de structure ¯ne. On a donc ¯nalement:

®o
®d
' c2®2m

kT
' R

kT
: (2.38)

Comme dans le cas ¶electrique, le rapport des polarisabilit¶es d'orientation et induite est de l'ordre
de l'¶energie de liaison atomique divis¶ee par l'¶energie thermique. On comprend donc bien que les
susceptibilit¶es paramagn¶etiques soient typiquement mille fois plus grandes que les susceptibilit¶es dia-
magn¶etiques.

Cette approche classique, comme pour le dipôle ¶electrique, est a priori insu±sante. En e®et, le
moment magn¶etique est, en m¶ecanique quantique, µa l'instar de toutes les observables vectorielles,
proportionnel au moment cin¶etique. Sa projection sur l'axe Oz est donc quanti¯¶ee. Pour simpli¯er
le calcul, nous supposerons que le moment angulaire de notre atome est de 1

2 . L'¶energie d'interaction
magn¶etique ne peut alors prendre que deux valeurs, !mIz, oµu Iz = §¹h=2 est la projection sur z
du moment cin¶etique atomique et !m = gBm est la fr¶equence de Larmor, g ¶etant le coe±cient de
proportionnalit¶e entre le moment magn¶etique et le moment cin¶etique, appel¶e rapport gyromagn¶etique.
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Comme seulement deux niveaux d'¶energie sont accessibles, on peut ¶ecrire explicitement les probabilit¶es
d'occupation de ces niveaux:

n§ =
exp(§¹h!m=2kT )
2 cosh ¹h!m=2kT

: (2.39)

L'aimantation moyenne est donn¶ee simplement par m = (n+ ¡ n¡)g¹h=2. On trouve donc:

m =
g¹h

2
tanh

¹h!m
2kT

: (2.40)

En d¶eveloppant cette expression pour des champs magn¶etiques faibles, on trouve la polarisabilit¶e
quantique d'orientation:

®mo;q =
¹0¹h

2g2

4kT
: (2.41)

A la d¶e¯nition prµes de la valeur du moment magn¶etique (m0 = g¹h=2), cette expression ne di®µere du
r¶esultat classique que par un pr¶efacteur num¶erique proche de l'unit¶e. L'essentiel de la physique est
donc contenu dans l'expression classique. Nous laissons au lecteur le soin d'¶etablir l'expression de la
polarisabilit¶e pour un spin quelconque. Comme l'indique le principe de correspondance, on retrouvera
l'expression classique dans la limite des trµes grands spins.

Notons encore une fois que nous n'avons ¶etabli que les expression statiques des polarisabilit¶es.
Elles sont cependant valables tant que la p¶eriode des champs est longue par rapport aux constantes
de temps d'atteinte de l'¶equilibre thermodynamique.

2.4 Lien entre polarisabilit¶e et susceptibilit¶e

Nous savons maintenant exprimer la polarisation des mol¶ecules en fonction du champ \per»cu" par
chaque mol¶ecule, Em ou Bm. Si le milieu ¶etait trµes peu dense, l'in°uence des mol¶ecules voisines serait
n¶egligeable et le champ vu par la mol¶ecule serait sensiblement identique au champ macroscopique. La
polarisation par unit¶e de volume serait alors simplement le produit du moment dipolaire de chaque
mol¶ecule par la densit¶e num¶erique de mol¶ecules (nombre de mol¶ecules par unit¶e de volume). On aurait,
pour la polarisation ¶electrique, P = Npm = N²0®

eEm. La susceptibilit¶e serait alors simplement:

Âe = N®e ; (2.42)

manifestement sans dimension. Toutes les quantit¶es ¶ecrites ci dessus se r¶efµerent bien sûr µa des com-
posantes monochromatiques. Pour all¶eger les ¶ecritures, nous n¶egligerons souvent d'¶ecrire explicitement
les indices !.

Si le calcul qui pr¶ecµede est correct pour des mat¶eriaux trµes dilu¶es (les gaz par exemple), il ne
s'applique pas dans la matiµere dense. En e®et, dans ce cas, la mol¶ecule \voit" un champ qui est
la somme d'une composante moyenne, proche du champ macroscopique, et du champ des mol¶ecules
les plus proches. Ce champ est un champ microscopique, qu'il nous faudra repr¶esenter correctement
pour obtenir la susceptibilit¶e. Nous allons en fait, dans les deux prochains paragraphes, nous em-
ployer µa montrer qu'il existe une relation lin¶eaire entre le champ \vu" par la mol¶ecule et le champ
macroscopique. Munis de cette relation, nous pourrons alors ¶evaluer les susceptibilit¶es en fonction
des polarisabilit¶es. Les cas ¶electriques et magn¶etiques ¶etant l¶egµerement di®¶erents, nous les traiterons
s¶epar¶ement.

2.4.1 Cas ¶electrique

Le problµeme est donc de d¶eterminer le champ \vrai", microscopique, \vu" par la particule m. Il
s'agit d'un champ local, calcul¶e au point pr¶ecis oµu se trouve cette mol¶ecule, rm. Ce champ doit in-
clure le champ des sources macroscopiques et aussi le champ cr¶e¶e par toutes les particules du milieu
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µa l'exception toutefois de la particule m elle{même, qui ne peut contribuer µa sa propre polarisation.
Nous voyons poindre ici une di®¶erence importante avec le champ macroscopique, qui inclut les con-
tributions de toutes les mol¶ecules y compris m et qui doit être ¶evalu¶e µa un point quelconque du
milieu.

Dans le champ Em, on peut distinguer deux types de contributions. D'abord celles des particules
\lointaines", situ¶ees µa une distance au moins de s0, et ensuite la contribution des mol¶ecules \proches".
Pour distinguer clairement entre ces deux contributions, nous isolerons les particules contenues dans
une sphµere de rayon voisin de s0 centr¶ee sur la mol¶ecule m. Il nous faut choisir une sphµere pour
respecter l'isotropie du systµeme. Nous ¶ecrirons alors:

Em = En +Ef ; (2.43)

oµu l'indice n d¶esigne la contribution des mol¶ecules proches et l'indice f celle des particules lointaines
et des sources macroscopiques.

La contribution Ef des sources lointaines ne pose aucun problµeme. Elle est essentiellement con-
stante sur l'ensemble du volume de la sphµere. Pour calculer la contribution En, nous pouvons d'abord
n¶egliger les ph¶enomµenes de propagation et raisonner comme en ¶electrostatique. Nous sommes en e®et,
comme s0 est beaucoup plus petit que la longueur d'onde (nous ne nous pr¶eoccupons bien sûr que
d'une composante de fr¶equence), dans le domaine des champs proches, oµu le champ du dipôle est
essentiellement le champ ¶electrostatique. Bien sûr, la propagation devra être incluse soigneusement
dans la contribution des mol¶ecules lointaines. En est donc la somme de tous les champs de tous les
dipôles mol¶eculaires autre que m. L'¶echelle s0 ¶etant trµes grande par rapport aux distances inter-
atomiques, nous avons un trµes grand nombre de particules dans notre sphµere. Nous ne ferons pas une
trop grande erreur en calculant le champ En comme si toutes les mol¶ecules dans la sphµere avaient
toutes le même dipôle, ¶egal au dipôle moyen µa cet endroit, ¶egal donc au dipôle que prendra la mol¶ecule
m dans le champ total. L'op¶eration rigoureuse serait de prendre les dipôles individuels et de moyenner
les champs produits. Nous pr¶ef¶erons ici prendre le dipôle moyen et ¶evaluer le champ produit.

Nous noterons donc ´(½) le champ produit au point rm par un dipôle moyen situ¶e au point rm+½
(il est ¶evident que ce champ ne d¶epend que de la distance relative de notre dipôle source et de la
mol¶ecule de r¶ef¶erence). Nous pouvons, en nous fondant sur le trµes grand nombre de particules dans
la sphµere, calculer le champ En par un argument statistique: c'est essentiellement l'int¶egrale sur la
sphµere du champ produit par une particule en ½ pond¶er¶e par la densit¶e de probabilit¶e Pc(½) de trouver
une particule en ce point:

En =

Z
Pc(½)´(½) d3½ : (2.44)

On prendra garde, dans cette expression, µa ce que Pc est la densit¶e de probabilit¶e conditionnelle de
trouver une particule µa la position ½ par rapport au centre de la sphµere en sachant qu'il y a une
mol¶ecule au centre de la sphµere (m). Cette probabilit¶e est manifestement di®¶erente de celle de trouver
une particule en un point quelconque de l'espace. Il est en particulier ¶evident que Pc sera nulle si la
distance ½ est plus petite que la \taille" des mol¶ecules. Finalement, le champ \vu" par la mol¶ecule m
s'¶ecrira:

Em = Ef +

Z
Pc(½)´(½) d3½ : (2.45)

Nous pouvons tenir le même genre de raisonnement pour r¶e¶evaluer le champ macroscopique. On
distinguera aussi, pour le champ cr¶e¶e dans la sphµere, la contribution des mol¶ecules lointaines et des
mol¶ecules proches. La contribution lointaine, Ef , est manifestement la même qu'auparavant. La
di®¶erence essentielle est que nous devons estimer ce champ µa un point arbitraire dans la sphµere. La
contribution des mol¶ecules proches peut dans ce cas s'¶ecrire:Z

P(½)´(½) d3½ ; (2.46)
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en faisant intervenir cette fois la densit¶e de probabilit¶e P de trouver une mol¶ecule en un point arbitraire
de la sphµere (essentiellement la densit¶e num¶erique pour un mat¶eriau homogµene). En d'autres termes,
pour estimer le champ vu par la mol¶eculem, il nous faut exclure le champ de cette mol¶ecule elle-même,
ce qui revient µa ne consid¶erer que la densit¶e de probabilit¶e conditionnelle, qui exclut explicitement le
fait qu'une autre mol¶ecule puisse se trouver au centre de la sphµere. Pour le champ ordinaire, on prend
toutes les mol¶ecules, y compris m, et on n'exclut pas la probabilit¶e qu'une mol¶ecule se trouve au point
d'observation. On aura donc:

E = Ef +

Z
P(½)´(½) d3½ : (2.47)

En rapprochant les ¶equations (2.45) et (2.47), nous voyons qu'on peut ¶ecrire le champ \vu" par la
mOl¶ecule en fonction du champ macroscopique et d'une di®¶erence d'int¶egrales qui reste µa ¶evaluer:

Em = E+

Z
(Pc(½)¡ P(½))´(½) d3½ : (2.48)

Evaluons d'abord l'int¶egrale sur P . Pour un milieu isotrope, homogµene µa l'¶echelle macroscopique,
P est µa peu prµes uniforme et ¶egale µa la densit¶e num¶erique N du milieu. L'int¶egrale de cette quantit¶e
est donc essentiellement le champ ¶electrique cr¶e¶e par une sphµere uniform¶ement polaris¶ee, avec une
polarisation pr¶ecis¶ement ¶egale µa la polarisation macroscopique P (puisque chaque mol¶ecule de la
sphµere a le dipôle moyen). Le calcul de ce champ est un exercice d'¶electrostatique classique. On
peut par exemple mod¶eliser la situation par deux sphµeres uniform¶ement charg¶ees en volume, d¶ecal¶ees
spatialement d'une quantit¶e trµes petite par rapport µa leur rayon. On trouve alors que le champ
int¶erieur est uniforme, avec une valeur

¡ P

3²0
: (2.49)

Examinons maintenant l'int¶egrale sur Pc. Consid¶erons d'abord le cas d'un milieu dense et d¶esor-
donn¶e comme un liquide. Pc doit alors avoir une sym¶etrie sph¶erique par rapport µa l'origine. Elle est
certainement nulle µa l'origine (les mol¶ecules ne peuvent s'interp¶en¶etrer). Elle doit ensuite crô³tre et
atteindre un maximum pour des distances de l'ordre de la distance intermol¶eculaire moyenne. On est en
gros sûr de trouver une mol¶ecule µa une distance moyenne d'une mol¶ecule donn¶ee. Le comportement
ensuite peut être complexe, mais, dans tous les cas, la probabilit¶e conditionnelle tend rapidement
vers la densit¶e num¶erique. Au bout de quelques distances moyennes, les corr¶elations de position
s'e®acent dans les liquides et la probabilit¶e conditionnelle tend vers la probabilit¶e simple. L'int¶egrale
sur Pc est donc essentiellement le champ cr¶e¶e en son centre par une distribution de polarisation µa
sym¶etrie sph¶erique, pratiquement uniforme sauf un \trou" au voisinage du centre. Une application
¶el¶ementaire du principe de superposition implique que ce champ est la somme des champs de deux
sphµeres concentriques de polarisation oppos¶ees. Il est donc tout simplement nul.

Examinons maintenant le cas d'une structure cristalline. Consid¶erons une structure cubique. Pour
calculer le champ des plus proches voisins, nous avons µa sommer 6 champs de dipôles, tous identiques,
situ¶es en §a sur chacun des axes, a ¶etant la maille cristalline. Supposons, pour simpli¯er, que tous les
dipôles soient align¶es avec Oz. Les quatre dipôles sur Ox et Oy contribuent µa un champ antiparallµele
µa Oz, de module moiti¶e et de direction oppos¶ee au champ produit par les dipôles selon Oz. Le champ
r¶esultant est donc strictement nul. En fait, pour toutes orientations des dipôles et toute structure
cristalline, le champ r¶esultant de l'int¶egrale sur Pc sera nul. On a donc, ¯nalement:

Em = E+
P

3²0
: (2.50)

Le dipôle moyen sera donc:
pm = ²0®

eEm : (2.51)

La densit¶e macroscopique de polarisation s'¶ecrit:

P = Npm = ²0Â
eE : (2.52)
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En rapprochant ces ¶equations, on trouve en¯n l'expression de la susceptibilit¶e en fonction des polar-
isabilit¶es:

Âe =
N®e

1¡N®e=3 ; (2.53)

expression valable quelle que soit la nature physique de la polarisabilit¶e. Ce calcul a ¶et¶e ¶etabli pour
la premiµere fois en ¶electrostatique par Clausius et Mosotti, et repris en r¶egime quelconque, ind¶epen-
damment, par Lorentz et Lorenz.

Pour des densit¶es trµes faibles, on peut n¶egliger le terme correctif au d¶enominateur et on trouve bien
une susceptibilit¶e N®. En revanche, pour des milieux denses et des polarisabilit¶es ¶elev¶ees, le terme
correctif augmente la susceptibilit¶e par rapport µa l'extrapolation de celle d'un milieu dilu¶e. Le champ
cr¶e¶e par les mol¶ecules polaris¶ees par le champ tend µa renforcer cette polarisation. On peut estimer
l'ordre de grandeur de cet e®et. Les polarisabilit¶es moyennes sont de l'ordre de a30 (au voisinage des
basses fr¶equences), les densit¶es de quelques dixiµemes de mol¶ecule par a30 dans les milieux les plus
denses. Le terme correctif est donc au plus de quelques dizaines de pour cent.

A priori toutefois, rien n'empêche qu'un milieu atteigne une densit¶e telle que N® = 3. La sus-
ceptibilit¶e devrait alors diverger, les mol¶ecules s'orientant toutes seules sous l'in°uence de leur propre
champ. Les mat¶eriaux ferro¶electriques pr¶esentent ce genre de comportement, mais uniquement µa
fr¶equence nulle. On ne connâ³t aucun mat¶eriau qui puisse acqu¶erir spontan¶ement une polarisation
alternative (h¶elas). On pourrait imaginer remplir ces conditions, par exemple, en partant d'un gaz
peu dense et en l'examinant au voisinage d'une fr¶equence de r¶esonance, par exemple de la vapeur de
sodium sur la raie jaune. La polarisabilit¶e d'un atome isol¶e est trµes grande, et on atteindrait facilement
le seuil fatidique. En fait, ce type de raisonnement pêche en utilisant la polarisabilit¶e d'un atome isol¶e.
Quand la densit¶e est grande, les atomes voisins se perturbent, par des interactions de van der Waals,
par exemple, et leur polarisabilit¶e diminue (une fa»con de le voir est que la largeur des raies atomiques
augmente et que donc leur facteur de qualit¶e diminue). En fait, la polarisabilit¶e s'e®ondre trµes vite
avec la densit¶e et les facteurs correctifs ne d¶epassent jamais quelques dizaines de pour cent.

2.4.2 Cas magn¶etique

Il nous reste µa traiter le cas magn¶etique. Le calcul est essentiellement le même, fond¶e sur la même
comptabilit¶e statistique des champs proches et lointains. On trouvera sans peine:

Bm = B+

Z
(Pc(½)¡ P(½))¯(½) d3½ ; (2.54)

oµu les densit¶es de probabilit¶e ont les mêmes signi¯cations et oµu ¯ est le champ magn¶etique cr¶e¶e µa
l'origine par le dipôle moyen situ¶e en ½. On montrerait, comme pr¶ec¶edemment que l'int¶egrale sur Pc est
identiquement nulle (les g¶eom¶etries des cartes de champ du dipôle magn¶etique et du dipôle ¶electrique
sont identiques). Il ne nous reste donc qu'µa ¶evaluer le champ magn¶etique cr¶e¶e en son centre par une
sphµere uniform¶ement magn¶etis¶ee. Le calcul ¶etant moins standard que pour le cas ¶electrique, nous
allons le traiter explicitement. Les ¶equations de Maxwell macroscopiques dans la sphµere s'¶ecrivent:

r ¢B = 0 (2.55)

r£H = 0 ; (2.56)

puisqu'il n'y a pas de courants libres. Il existe donc, dans ce cas, un potentiel magn¶etique scalaire ©
d'oµu d¶erive l'induction magn¶etique:

H = ¡r© : (2.57)

Notons que ce potentiel scalaire magn¶etique n'existe que quand les courants macroscopiques sont nuls.
Il ne permet de traiter que les mat¶eriaux aimant¶es, mais il est fort utile dans ce cas. Nous retrouvons
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d'ailleurs ici la th¶eorie des masses magn¶etiques, qui fut trµes utilis¶ee au XIX siµecle pour traiter des
aimants. La nullit¶e de la divergence de B implique que:

r ¢H+M = 0 ; (2.58)

oµuM est l'aimantation. Le potentiel scalaire magn¶etique ob¶eit donc µa une ¶equation de Poisson qui
s'¶ecrit:

¢© =r ¢M (2.59)

Dans le cas de la sphµere polaris¶ee ¶electriquement, la densit¶e de charges li¶ees est ½ = ¡r ¢ P et le
potentiel scalaire ob¶eit µa l'¶equation de Poisson:

¢V =
1

²0
r ¢P : (2.60)

La similitude (µa des facteurs dimensionnels prµes) des deux ¶equations prouve que l'induction magn¶etique
H a essentiellement la même forme que le champ ¶electrique de la sphµere polaris¶ee:

H = ¡M=3 ; (2.61)

d'oµu on d¶eduit imm¶ediatement:

B = ¹0
2

3
M : (2.62)

En injectant ce r¶esultat dans le calcul du champ vu par la mol¶ecule, nous avons:

Bm = B¡ ¹0 2
3
M : (2.63)

Le dipôle moyen induit est:

mm =
1

¹0
®mBm ; (2.64)

et l'aimantation moyenne est simplement:

M = Nmm : (2.65)

En rapprochant l'ensemble de ces r¶esultats, on d¶etermine la susceptibilit¶e magn¶etique:

Âm =
N®m

1 + 2N®m=3
: (2.66)

Pour la limite des faibles densit¶es, on retrouve bien une susceptibilit¶e qui est le produit de la
polarisabilit¶e par la densit¶e num¶erique. Pour des densit¶es plus fortes, le facteur correctif joue un rôle.
Pour les substances paramagn¶etiques, la polarisabilit¶e est positive. Le facteur correctif tend donc
µa r¶eduire la susceptibilit¶e. En fait, le champ des plus proches voisins est un champ d¶emagn¶etisant,
qui tend µa s'opposer au champ macroscopique. La susceptibilit¶e ne pose donc aucun problµeme de
divergence. Pour des substances diamagn¶etiques, la polarisabilit¶e est n¶egative, et la susceptibilit¶e se
trouve renforc¶ee. Toutefois, ces polarisabilit¶es diamagn¶etiques sont en g¶en¶eral trµes faibles et aucun
e®et de divergence n'est µa craindre. Arm¶es d'expressions r¶ealistes pour les susceptibilit¶es, nous pouvons
maintenant les utiliser dans les ¶equations de Maxwell macroscopiques.
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2.5 Perm¶eabilit¶e et permittivit¶e relatives

2.5.1 D¶e¯nitions et ¶equations de Maxwell

Nous avons donc:
D! = ²0(1 + Â

e)E! : (2.67)

Nous ne manipulons forc¶ement que des composantes monochromatiques, puisque les susceptibilit¶es
d¶ependent de la fr¶equence. Il est naturel de poser:

²r(r; !) = 1 + Â
e : (2.68)

Nous nommerons cette quantit¶e \permittivit¶e di¶electrique relative". On a donc

D! = ²0²rE! (2.69)

Notons que ²r s'exprime facilement en fonction de la polarisabilit¶e:

²r =
1 + 2N®e=3

1¡N®e=3 : (2.70)

Comme la polarisabilit¶e ¶electrique, induite ou d'orientation, est toujours positive µa basse fr¶equence, la
permittivit¶e di¶electrique relative est toujours sup¶erieure µa 1. En revanche, au dessus de la fr¶equence
de r¶esonance des systµeme atomiques, la polarisabilit¶e peut devenir n¶egative et ²r plus petit que 1.
Notons que la relation pr¶ec¶edente s'inverse facilement en:

N®e = 3
²r ¡ 1
²r + 2

: (2.71)

Cette relation, en ¶electrostatique, est connue sous le nom de relation de Clausius{Mosotti.
Nous pouvons utiliser le même genre d'arguments pour les ph¶enomµenes magn¶etiques. On peut

¶ecrire:
B! = ¹0¹r(r; !)H! ; (2.72)

avec

¹r =
1

1¡ Âm ; (2.73)

que nous appellerons \perm¶eabilit¶e magn¶etique relative". Lµa encore, il ne s'agit que de relations
entre composantes de Fourier. ¹r est donc sup¶erieur µa un pour les mat¶eriaux paramagn¶etiques, de
polarisabilit¶e ou de susceptibilit¶e positive, inf¶erieur µa un pour les mat¶eriaux diamagn¶etiques. On peut
aussi ¶ecrire ¹r en fonction de la polarisabilit¶e sous la forme:

¹r =
1 + 2N®m=3

1¡N®m=3 ; (2.74)

¶equation strictement identique µa celle que nous avions ¶ecrite pour ²r. La relation inverse est aussi
identique µa la relation de Clausius{Mosotti ¶electrique:

N®m = 3
¹r ¡ 1
¹r + 2

: (2.75)

Nous n'avons ici que des relations entre composantes de Fourier. Dans le cas g¶en¶eral, les ¶equations
de Maxwell ne prennent une forme simple qu'aprµes une transform¶ee de Fourier temporelle. D et H
s'exprimant en fonction des champs ¶electriques et magn¶etiques, on obtient un ensemble de quatre
¶equations portant sur deux champs de vecteurs seulement qu'il est, au moins en principe, possible de
r¶esoudre. Dans le cas particulier important oµu les susceptibilit¶es sont pratiquement ind¶ependantes de
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la fr¶equence dans tout le domaine de fr¶equence couvert par la physique du problµeme, il est possible
de regrouper les composantes de Fourier et d'¶ecrire les ¶equations de Maxwell comme:

r£E = ¡@B
@t

(2.76)

r ¢B = 0 (2.77)

r ¢ (²rE) = ½=²0 (2.78)

r£ (B=¹r) = ¹0

∙
j+ ²0

@²rE

@t

¸
: (2.79)

Nous avons bien pris garde de ne pas sortir les permittivit¶es et perm¶eabilit¶es relatives des d¶erivations.
Elles peuvent en e®et a priori d¶ependre de l'espace, si le mat¶eriau n'est pas homogµene, et du temps.
Ce n'est que dans un mat¶eriau homogµene et invariable qu'on retrouve une forme identique µa celle des
¶equations de Maxwell dans le vide, avec les simples substitutions ²0 ! ²0²r et ¹0 ! ¹0¹r.

2.5.2 Consid¶erations ¶energ¶etiques

Nous pouvons maintenant reprendre l'¶equation bilan ¶energ¶etique. Nous nous restreindrons µa un milieu
dont les susceptibilit¶es sont ind¶ependantes du temps. Le terme de variation d'¶energie ¶electromagn¶etique
peut s'¶ecrire:

E ¢ @D
@t

+H ¢ @B
@t

=
@u

@t
(2.80)

µa condition de poser:

u =
²0²r
2
E2 +

B2

2¹0¹r
: (2.81)

De son côt¶e, le vecteur de Poynting s'¶ecrit:

¦ =
E£B
¹0¹r

: (2.82)

on retrouve donc strictement les bilans ¶energ¶etiques de l'espace libre, avec les substitutions ²0 ! ²0²r
et ¹0 ! ¹0¹r.

Nous avions vu dans le chapitre pr¶ec¶edent que la puissance c¶ed¶ee par les champs µa la matiµere pour
faire varier sa polarisation s'exprimait comme:

E ¢ @P
@t

: (2.83)

Bien sûr, il y a aussi une puissance fournie pour modi¯er les polarisations magn¶etiques. Toutefois,
la plupart des mat¶eriaux avec des propri¶et¶es magn¶etiques marqu¶ees sont opaques et ne pr¶esentent
guµere d'int¶erêt du point de vue de la propagation. Nous ne consid¶ererons donc plus qu'un mat¶eriau
dit di¶electrique, ¶equivalent au vide du point de vue magn¶etique (¹r = 1) et ne pr¶esentant que des
propri¶et¶es ¶electriques. Si nous ne consid¶erons qu'un champ monochromatique, avec des amplitudes
E0 et P0 pour le champ ¶electrique et la polarisation, la valeur moyenne temporelle de cette puissance
s'¶ecrira:

1

2
Re (¡i!P0) ¢E¤0) : (2.84)

En utilisant la susceptibilit¶e Â = Â0 + iÂ00 (on omettra la mention e. Nous ne discutons que du cas
¶electrique et il n'y a pas de risque de confusion avec une susceptibilit¶e magn¶etique), on met cette
puissance sous la forme:

1

2
jE0j2²0!Â00 : (2.85)
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La puissance moyenne c¶ed¶ee par le champ µa la matiµere est donc proportionnelle µa la partie imagi-
naire de la susceptibilit¶e. Cette puissance re°µete bien sûr l'absorption d'une onde ¶electromagn¶etique
par la matiµere. Si Â00 est positif, le transfert d'¶energie se produit du champ vers la matiµere: cette
puissance re°µete bien sûr l'absorption d'une onde ¶electromagn¶etique par la matiµere. Si Â00, en re-
vanche, est n¶egatif, la matiµere fournit de l'¶energie µa l'onde. On peut alors s'attendre µa ce qu'une onde
¶electromagn¶etique soit ampli¯¶ee par un tel milieu. On se convaincra ais¶ement que la susceptibilit¶e
r¶esultant du modµele de Thomson de l'¶electron ¶elastiquement li¶e a une partie imaginaire positive. Ce
modµele correspond toujours µa une absorption, l'¶energie fournie par l'onde servant µa compenser l'¶energie
dissip¶ee par le frottement ph¶enom¶enologique introduit dans l'¶equation du mouvement de l'¶electron.

Le modµele quantique, pour sa part, permet une situation un peu plus riche. Si nous prenons le
modµele quantique tel que nous l'avons formul¶e dans la partie pr¶ec¶edente, la polarisabilit¶e est stricte-
ment r¶eelle, et aucune absorption ne peut se produire. Nous avons en e®et un modµele qui n¶eglige
complµetement la dissipation atomique. Nous pouvons facilement rendre le modµele plus r¶ealiste en
rajoutant ph¶enom¶enologiquement un terme d'amortissement dans l'expression de la polarisabilit¶e ou
de la susceptibilit¶e. Pour un milieu su±samment dilu¶e pour que les facteurs correctifs des ¶equations
de Clausius{Mosotti soient n¶egligeables, la susceptibilit¶e s'¶ecrira donc:

Â =
Nq2

2m²0

X
j

fjg
!2jg ¡ !2 ¡ i°jg!

; (2.86)

oµu la somme est µa ¶etendre µa tous les niveaux j autres que le fondamental, fjg ¶etant la force d'oscillateur
de la transition de g vers j et ¯nalement °jg un facteur d'amortissement ph¶enom¶enologique pour
cette transition (on trouve ce facteur de fa»con exacte en quanti¯ant le champ et en tenant compte
correctement de l'¶emission spontan¶ee). On peut donc extraire facilement la partie imaginaire de la
susceptibilit¶e. Au voisinage imm¶ediat de la r¶esonance, le domaine dans lequel il peut se passer des
choses int¶eressantes, on a:

Â00 =
Nq2

2m²0

X
j

°jg
!

fjg
4(!jg ¡ !)2 + °2jg

: (2.87)

On trouve donc qu'au voisinage d'une r¶esonance, la partie imaginaire de Â et donc l'¶echange d'¶energie
avec le champ pr¶esente un comportement Lorentzien. De plus, toutes les quantit¶es ¶etant positives µa
part la force d'oscillateur, Â00 a le signe de fjg. Celui-ci est le signe de la fr¶equence de Bohr !jg de la
transition r¶esonante. Rappelons que, dans le calcul quantique de la susceptibilit¶e, nous avons suppos¶e
que pratiquement toute la population atomique est dans le niveau g. Si donc le niveau j a une ¶energie
sup¶erieure au niveau g, Â00 est positif et le milieu absorbe l'¶energie du champ comme dans le modµele
classique de Thomson. En revanche, si le niveau j se trouve ¶energ¶etiquement au dessous du niveau
le plus peupl¶e, g, la partie imaginaire de la susceptibilit¶e devient n¶egative. Dans ce cas, le milieu
atomique fournit de l'¶energie au champ et l'ampli¯e.

Nous trouvons ici en fait une version semi{classique de l'¶emission stimul¶ee: sur une transition
invers¶ee, oµu la population du niveau sup¶erieur est plus grande que la population du niveau du bas,
les photons ¶emis par les atomes sous l'in°uence d'une onde incidente, s'ajoutent de fa»con coh¶erente
µa l'onde incidente et l'ampli¯ent. Un tel milieu ampli¯cateur coupl¶e µa un r¶esonateur peut conduire
µa une oscillation permanente. En un mot, nous venons d'inventer le laser! On peut comprendre
assez bien le fonctionnement d'un laser en remplissant un interf¶eromµetre de Fabry Perot avec un
milieu ampli¯cateur. Dans un Fabry Perot ordinaire, la ¯nesse ¯nie est due aux pertes subies par le
faisceau lumineux sur un aller et retour dans la cavit¶e. Si le gain du milieu ampli¯cateur est juste
¶egal aux pertes, la ¯nesse diverge et il peut exister un champ permanent dans la cavit¶e. Si le gain
est sup¶erieur aux pertes, l'intensit¶e croit exponentiellement. En fait, elle ne crô³t ainsi que sur une
gamme limit¶ee. La saturation de la transition atomique, que nous avions briµevement ¶evoqu¶ee dans la
partie pr¶ec¶edente, fait que le gain est en fait une fonction d¶ecroissante de l'intensit¶e. Il s'¶etablit alors
un r¶egime stationnaire avec une intensit¶e importante dans la cavit¶e.
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Figure 2.2: Partie r¶eelle et imaginaire de la susceptibilit¶e au voisinage de la r¶esonance. On a repr¶esent¶e en traits pleins

la courbe de dispersion Re (1+Â) et en pointill¶es la courbe d'absorption ImÂ. La fr¶equence est en unit¶es de la fr¶equence

de r¶esonance. Le facteur de qualit¶e de la r¶esonance est de 30, trµes inf¶erieur µa ce qu'on a pour une r¶esonance atomique.

Nous montrerons dans un paragraphe suivant que la partie r¶eelle de la susceptibilit¶e est, pour sa
part, li¶ee µa l'indice de r¶efraction ordinaire. La susceptibilit¶e contient donc tout µa la fois les ph¶enomµenes
de r¶efraction ou de dispersion, si l'indice n'est pas ind¶ependant de la fr¶equence, et les ph¶enomµenes
d'absorption. On v¶eri¯era sans peine que la partie r¶eelle de la susceptibilit¶e pr¶esente, voisinage d'une
r¶esonance atomique, une forme voisine de la d¶eriv¶ee d'une Lorentzienne. Elle est nulle strictement µa
r¶esonance, maximale ou minimale environ µa une largeur de la r¶esonance stricte. Une telle courbe est
appel¶ee courbe de dispersion. Elle d¶ecrit de fa»con assez r¶ealiste la variation de l'indice de r¶efraction
ordinaire au voisinage de la r¶esonance. La variation de l'indice avec la longueur d'onde ¶etant li¶ee
aux ph¶enomµenes de dispersion, le nom a ¶et¶e conserv¶e pour cette forme de courbes. Des courbes
d'absorption et de dispersion typiques sont repr¶esent¶ees sur la ¯gure 2.2

2.6 Relations de Kramers{KrÄonig

On pourrait penser µa priori que dispersion et absorption sont deux ph¶enomµenes ind¶ependants. On
pourrait alors imaginer par exemple des milieux qui, dans une trµes large gamme de fr¶equence, auraient
une trµes forte absorption en d¶epit d'un indice voisin de un. Ce seraient de parfaits piµeges µa lumiµere.
On pourrait aussi imaginer des verres qui feraient la fortune des lunetiers en ¶etant de trµes grand indice
et n¶eanmoins totalement transparents, lµa aussi dans une large gamme de fr¶equences. En fait, nous
allons montrer que la simple causalit¶e (la polarisation ne peut r¶epondre au champ avant que celui{ci
n'ait ¶et¶e appliqu¶e) impose des relations trµes fortes entre les parties r¶eelles et imaginaires de l'indice.
En fait, quand la premiµere est connue sur tout le spectre, la seconde peut ais¶ement être d¶etermin¶ee
par une simple transformation math¶ematique.

Le point de d¶epart est le lien entre polarisation et champ par la fonction de Green, transform¶ee
de Fourier de la susceptibilit¶e:

P(t) =
²0p
2¼

Z
G(¿)E(t¡ ¿) : (2.88)

toutes ces quantit¶es s'entendant µa un point r donn¶e. En fait, nous ferons le calcul pour la susceptibilit¶e
¶electrique, mais il s'appliquerait aussi bien µa toutes nos susceptibilit¶es, ou µa toute forme de r¶eponse
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lin¶eaire. Les relations que nous allons ¶etablir sont donc trµes g¶en¶erales, d¶epassant largement le cadre
de l'¶electromagn¶etisme. Nous consid¶erons ici la susceptibilit¶e comme scalaire. Des am¶enagements de
d¶etail du calcul permettraient de traiter le cas tensoriel. Nous savons que la fonction de Green est la
transform¶ee de Fourier de la susceptibilit¶e:

G(¿) =
1p
2¼

Z
Â(!)e¡i!¿ d! : (2.89)

Cette int¶egrale peut bien sûr être transform¶ee en une int¶egrale sur le plan complexe. Le chemin
d'int¶egration est constitu¶e de l'axe r¶eel, parcouru dans le sens positif et ferm¶e par un demi-cercle \µa
l'in¯ni" (on pourra se reporter µa la ¯gure du chapitre sur les potentiels retard¶es, troisiµeme partie).
Si ¿ < 0, le demi{cercle doit se trouver dans le demi{plan sup¶erieur. C'est µa cette condition que
l'exponentielle e¡i!¿ annule l'int¶egrale sur ce demi{cercle. En revanche, pour ¿ > 0 on doit boucler
le contour d'int¶egration dans le demi{plan inf¶erieur. La causalit¶e impose bien sûr que G(¿) s'annule
pour ¿ < 0. L'int¶egrale sur le contour dans le demi{plan sup¶erieur est donc identiquement nulle. Cela
impose, l'exponentielle ¶etant r¶eguliµere sur tout le plan complexe, que la susceptibilit¶e Â ne pr¶esente
de pôles que dans le demi{plan inf¶erieur. On pourra v¶eri¯er ais¶ement que les susceptibilit¶es d¶eduites
du modµele de Thomson ou du modµele quantique pr¶esentent cette propri¶et¶e. Notons que des pôles
situ¶es strictement sur l'axe r¶eel correspondraient µa des r¶esonances sans amortissement (voir le calcul
quantique de la quatriµeme partie), ce qui n'est guµere physique.

Consid¶erons maintenant la fonction:

Â(!)

2i¼(! ¡ z0) ; (2.90)

oµu z0 a une partie imaginaire positive. Cette fonction admet donc un pôle unique en z0 dans le demi{
plan sup¶erieur, dont le r¶esidu est trivialement Â(z0)=2i¼. L'int¶egrale sur le contour compos¶e de l'axe
r¶eel et du demi{cercle sup¶erieur est alors ¶egale µa ce r¶esidu (multipli¶e par 2i¼). Pour tout systµeme
physique, la susceptibilit¶e doit tendre rapidement vers 0 quand le module de la fr¶equence tend vers
l'in¯ni. L'int¶egrale sur le \demi{cercle µa l'in¯ni" est donc n¶egligeable, et l'int¶egrale sur le contour se
ramµene µa celle le long de l'axe r¶eel. On a donc ¯nalement:

Â(z0) =

Z 1

¡1
Â(!)

2i¼(! ¡ z0) : (2.91)

Posons maintenant:

z0 = !0 + i² ; (2.92)

avec !0 r¶eel et prenons la limite de l'expression pr¶ec¶edente pour ²! 0. Le point z0 tend alors vers le
point !0 de l'axe r¶eel. Le premier membre, puisque Â est r¶eguliµere dans tout le demi{plan sup¶erieur,
tend vers Â(!0). On a donc:

Â(!0) =
1

2i¼
lim
²!0

Z
Â(!)

! ¡ !0 ¡ i² : (2.93)

On montre facilement, en th¶eorie des distributions, que 3:

lim
²!0

Z
1

! ¡ !0 ¡ i² = PP(1=(! ¡ !0)) + i¼±(! ¡ !0) : (2.94)

3On peut comprendre qualitativement cette limite en observant que la fonction µa int¶egrer est, pour sa partie r¶eelle, une
courbe de dispersion (d¶eriv¶ee de Lorentzienne) et, pour sa partie imaginaire, une simple Lorentzienne. Ces deux courbes
sont de largeur ². Quand ²! 0, la seconde tend trivialement vers une fonction de Dirac. La premiµere estime la di®¶erence
entre deux valeurs in¯niment proches de la fonction sur laquelle porte la distribution, ce qui est bien, fondamentalement,
l'action de la distribution partie principale.
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La distribution \partie principale en !0", PP est, rappelons le, d¶e¯nie par:¿
PP 1

! ¡ !0 jf
À
= lim
´!0

∙Z !0¡´

¡1
+

Z 1

!0+´

f(!)

! ¡ !0
¸

(2.95)

On a donc ¯nalement, en constatant que l'action de ± sur Â est triviale,

Â(!0) =
1

i¼
PP

Z
Â(!)

! ¡ !0 : (2.96)

En isolant, dans cette expression, les parties r¶eelles et imaginaires, on obtient en¯n les relations de
Kramers{KrÄonig proprement dites:

Â0(!0) =
1

¼
PP

Z
Â00(!)
! ¡ !0 (2.97)

Â00(!0) = ¡ 1
¼
PP

Z
Â0(!)
! ¡ !0 : (2.98)

Les parties r¶eelle et imaginaire de la susceptibilit¶e sont donc reli¶ees par une transformation math¶e-
matique trµes simple. On peut comprendre ainsi pourquoi, si la partie imaginaire au voisinage d'une
r¶esonance, a un comportement Lorentzien, la partie r¶eelle a la forme d'une courbe de dispersion. La
partie principale calcule en e®et une \sorte de d¶eriv¶ee" de la fonction. Elle est nulle si la fonction
est paire par rapport au point !0, non nulle quand la fonction est impaire. La partie r¶eelle est
donc nulle au maximum de la partie imaginaire, au sommet de la r¶esonance. Elle est en revanche
importante quand la partie imaginaire varie rapidement, dans les ailes de la r¶esonance. On voit donc
bien que ces parties r¶eelle et imaginaire sont fortement li¶ees et que l'une ne saurait être grande sans
que l'autre ne soit ¶egalement importante, dans un domaine de fr¶equence voisin. Ces relations ont de
nombreuses cons¶equences en th¶eorie de la r¶eponse lin¶eaire. Elles peuvent, en pratique, être utilis¶ees
pour d¶eterminer la r¶efraction si seule l'absorption est exp¶erimentalement disponible (c'est par exemple
le cas pour les milieux fortement absorbants), ou l'inverse.



Chapitre 3

Propagation dans les milieux lin¶eaires

Nous allons maintenant appliquer les ¶equations de Maxwell macroscopiques et les susceptibilit¶es au
problµeme de la propagation de champs monochromatiques dans des milieux mat¶eriels. Nous pourrons
pr¶eciser le contenu physique de la dispersion et de l'absorption. Nous nous pr¶eoccuperons en fait
essentiellement de deux types de milieux: les di¶electriques transparents et les milieux conducteurs,
regroupant m¶etaux et plasmas. Dans un deuxiµeme temps, nous ¶etablirons les lois de continuit¶e des
champs au voisinage d'une interface entre deux mat¶eriaux di®¶erents. Nous appliquerons ces lois au
passage d'une onde plane entre deux mat¶eriaux di¶electriques. Nous en d¶eduirons les lois de Descartes
de l'optique g¶eom¶etrique, mais aussi les coe±cients de Fresnel donnant les amplitudes relatives des
ondes transmises et r¶e°¶echies.

3.1 Equations de propagation

Nous consid¶ererons donc la propagation d'un champ harmonique, de fr¶equence ! dans un milieu
mat¶eriel. Ce milieu est caract¶eris¶e par les permittivit¶e di¶electrique ²r, perm¶eabilit¶e magn¶etique ¹r
relatives et par la conductivit¶e ¾. Nous supposerons le milieu homogµene et ces quantit¶es ind¶ependantes
de la position. Nous supposerons que le courant macroscopique ne r¶esulte que de la conductivit¶e du
mat¶eriau et du champ ¶electrique (en d'autres termes, nous supposons que les g¶en¶erateurs sont en
dehors de notre milieu). Les ¶equations de Maxwell en r¶egime harmonique s'¶ecrivent alors:

r£E = i!B (3.1)

r ¢B = 0 (3.2)

r ¢ E =
½

²0²r
(3.3)

r£B = ¹0¹r [¾ ¡ i²0²r!]E : (3.4)

A ces ¶equations, nous pouvons adjoindre l'¶equation de conservation de la charge (qui se d¶eduit des
¶equations de Maxwell), qui s'¶ecrit, avec j = ¾E:

¾r ¢E = i!½ : (3.5)

En y injectant l'¶equation de Gauss, on trouve:

i!½ = ¾½=²0²r ; (3.6)

qui n'admet comme solution que ½ = 0 µa moins que

¾ = i!²0²r : (3.7)

327
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Ce cas ¶etant a priori plutôt rare, nous l'exclurons pour le moment et nous pourrons donc supposer
que ½ est toujours identiquement nulle dans les milieux mat¶eriels.

Munis de cette simpli¯cation consid¶erable, nous pouvons facilement ¶ecrire une ¶equation de prop-
agation pour le champ ¶electrique seul ou le champ magn¶etique seul. En fait, comme dans l'espace
libre, les ¶equations de propagation de tous les champs et de tous les potentiels sont identiques. Cette
¶equation peut se mettre sous la forme d'une ¶equation de Helmholtz:

¢E+
2

c2
E = 0 ; (3.8)

oµu la fr¶equence (complexe)  est d¶e¯nie par:

2 = (!2¹0¹r²0²r + ¹0¹ri!¾)c
2 : (3.9)

Dans le vide, on retrouve bien sûr  = !. Toute la physique de la propagation est contenue dans cette
fr¶equence. La solution en termes d'ondes planes avec une direction de propagation selon Oz:

E0e
i(kz¡!t) (3.10)

devra v¶eri¯er la relation de dispersion
k2 = 2=c2 : (3.11)

3.2 Milieux di¶electriques

Nous consid¶ererons d'abord le plus simple des mat¶eriaux, un mat¶eriau di¶electrique (²r 6= 1), d¶epourvu
de toutes propri¶et¶es magn¶etiques (¹r = 1) et strictement isolant (¾ = 0). La relation de dispersion
s'¶ecrit alors:

k =
!

c

p
²r : (3.12)

Nous poserons:
n =

p
²r ; (3.13)

et ¶ecrirons donc la relation de dispersion sous la forme:

k = n
!

c
= nk0 ; (3.14)

oµu k0 = !=c serait le module du vecteur d'onde pour une propagation dans le vide µa cette fr¶equence.
Nous appellerons n l'indice de r¶efraction de notre mat¶eriau di¶electrique. Il donne en e®et le rapport
entre la longueur d'onde dans le vide et la longueur d'onde dans le milieu.

Comme n est en g¶en¶eral une quantit¶e complexe, ainsi que ²r ou Â
e, l'indice de r¶efraction est aussi

une quantit¶e complexe:
n = n0 + in00 : (3.15)

On peut montrer simplement que:

n0 =
1p
2

r
²0r +

q
²0r
2 + ²00r

2 (3.16)

et que

n00 =
²00rp
2

1r
²0r +

q
²0r
2 + ²00r

2

: (3.17)

Notons que, pour respecter le sens choisi pour la propagation de l'onde, le signe de n0 doit être positif.
Il n'y a donc pas d'ambiguÄ³t¶e sur le signe de n00. Comme ²00r = Â00, la partie imaginaire de l'indice est
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li¶ee directement au coe±cient d'absorption du milieu. On peut en e®et remarquer que l'expression de
l'onde plane de vecteur d'onde complexe peut se r¶e¶ecrire:

E0e
¡n00k0zei(k0n

0z¡!t) : (3.18)

Il s'agit d'une onde dont l'amplitude d¶ecrô³t exponentiellement lors de la propagation dans le milieu.
La partie r¶eelle, pour sa part, correspond µa une augmentation du module du vecteur d'onde, donc µa
une r¶eduction de la longueur d'onde (si la partie r¶eelle de l'indice est plus grande que un, ce qui est
fr¶equemment le cas). Il s'agit donc de l'indice de r¶efraction tel que le con»coit l'optique g¶eom¶etrique.
La vitesse de phase de cette onde ¶evanescente (la vitesse µa laquelle se propagent les plans d'¶egale phase
ou plans d'onde) est manifestement donn¶ee par:

vÁ =
c

n0
: (3.19)

Elle est donc plus petite que la vitesse de la lumiµere dans un facteur ¶egal µa la partie r¶eelle de l'indice
de r¶efraction. La vitesse de groupe, pour sa part, d¶epend en g¶en¶eral de la d¶ependance de n avec !.
On ¶etablira sans peine que:

vg =
c=n

1 + !
n
dn
d!

: (3.20)

Au voisinage d'une r¶esonance atomique, l'indice de r¶efraction varie rapidement avec ! et peut être une
fonction d¶ecroissante de !. On peut avoir, dans cette r¶egion de \dispersion anormale" une vitesse de
groupe trµes petite ou trµes grande devant c, voire même une vitesse de groupe n¶egative. C'est bien sûr
la notion même de vitesse de groupe qui perd son sens dans ce cas. Elle ne s'applique a priori qu'µa un
paquet d'onde su±samment large en fr¶equence pour être bien localis¶e dans l'espace, mais trµes ¶etroit
devant l'¶echelle de variation de la vitesse de propagation pour se propager encore sans d¶eformation
notable. Au voisinage d'une r¶esonance trµes ¶etroite, ces conditions ne sont pas remplies et le paquet
se d¶eforme consid¶erablement, laissant une trµes grande marge µa l'interpr¶etation dans la d¶e¯nition de
sa vitesse de propagation. Un certain nombre d'annonces spectaculaires r¶ecentes de \propagation
supraluminique" reposent sur cette ambiguÄ³t¶e. En fait, quelle que soit la forme du paquet et de la
dispersion, on montre qu'aucun signal ne peut se propager plus vite que c.

Nous avons ici les expressions exactes des parties r¶eelles et imaginaires de l'indice de r¶efraction.
Elles se simpli¯ent beaucoup si le milieu et peu dense et/ou la susceptibilit¶e, r¶eelle comme imaginaire,
est trµes inf¶erieure µa un. On peut en e®et dans ce cas d¶evelopper les expressions pr¶ec¶edentes et obtenir:

n0 = 1 + Â0=2 ' 1 +N®0=2 (3.21)

n00 = Â00=2 ' N®00=2 : (3.22)

Ces expressions de l'indice en fonction de la polarisabilit¶e sont trµes utiles en pratique.
L'¶equation de propagation ne pr¶ecise pas les amplitudes E0 et B0 des champs ¶electriques et

magn¶etiques. Leur divergence ¶etant nulle, ils sont tous deux perpendiculaires au vecteur d'onde
k. La premiµere ¶equation de Maxwell s'¶ecrit, pour une onde plane de vecteur d'onde (complexe) k:

ik£E0 = i!B0 : (3.23)

On en d¶eduit que la structure de l'onde plane est conserv¶ee, E0, B0 et k formant encore un triµedre
direct. En revanche, pour un indice complexe, les champs ne sont pas n¶ecessairement en phase, et le
rapport de leurs modules est B0=E0 = jnj=c.

Dans le cas d'un milieu absorbant, l'¶energie de l'onde passe µa la matiµere sur une distance de l'ordre
de 1=n00k0. Des notions comme le vecteur de Poynting ont donc un int¶erêt physique limit¶e. Pour ¶etablir
des bilans ¶energ¶etiques, nous allons donc consid¶erer le cas d'un milieu di¶electrique complµetement trans-
parent (n00 = 0). Notons que les relations de Kramers Kronig n'interdisent nullement µa l'absorption
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d'être nulle pour une fr¶equence avec une partie r¶eelle d'indice non nulle µa la même fr¶equence. Les
champs ¶electriques et magn¶etiques sont alors en phase, et on a: B0 = nE0=c. Le vecteur de Poynt-
ing, sans surprises, pointe donc dans la direction du vecteur d'onde, et sa valeur moyenne temporelle
s'¶ecrit:

¦ =
²0nc

2
E20 : (3.24)

La densit¶e d'¶energie ¶electromagn¶etique s'¶ecrit, en valeur instantan¶ee:

u = ²0n
2E

2

2
+

1

2¹0
B2 : (3.25)

En utilisant le rapport entre les amplitudes de E et B, on montre que, comme pour l'onde plane
dans le vide, les densit¶es d'¶energies ¶electriques et magn¶etiques sont ¶egales µa chaque instant. La valeur
moyenne temporelle de la densit¶e d'¶energie s'¶ecrit ¯nalement:

u = ²0n
2E

2
0

2
: (3.26)

En faisant maintenant le rapport de la valeur moyenne du vecteur de Poynting avec la valeur moyenne
de la densit¶e d'¶energie, on doit obtenir, comme pour l'onde plane dans le vide, la vitesse de propagation
de l'¶energie, qui doit coÄ³ncider avec la vitesse de groupe1:

vg =
¦

u
=
c

n
: (3.27)

La vitesse de groupe, ou de propagation de l'¶energie, est donc ¶egale µa la vitesse de phase, et plus
petite (si n > 1) que la vitesse de la lumiµere. Il s'agit bien sûr d'un r¶esultat trµes classique d'optique
g¶eom¶etrique.

3.3 Milieux conducteurs

Nous allons maintenant consid¶erer la propagation dans un milieu conducteur, pourvu de propri¶et¶es
di¶electriques, mais d¶epourvu de propri¶et¶es magn¶etiques. Nous aurons donc ¾ 6= 0, ²r 6= 1, mais ¹r = 1.
Nous supposerons de plus que la permittivit¶e di¶electrique relative est pratiquement ind¶ependante de
la fr¶equence. On pourra ainsi traiter de la propagation dans les m¶etaux. Les ¶electrons libres sont alors
responsables de la conductivit¶e, en g¶en¶eral ¶elev¶ee, alors que les ions m¶etalliques sont responsables des
propri¶et¶es di¶electriques. Les ¶electrons libres, dans un tel mat¶eriau, sont mis en mouvement globalement
par tout champ appliqu¶e et contribuent donc au courant macroscopique, libre, alors que les autres
¶electrons et ions, ¯xes, ne contribuent qu'aux charges li¶ees. Nous pourrons aussi traiter des plasmas,
oµu ¶electrons et ions libres contribuent tous deux aux courants libres. Cependant, la masse des ions est
toujours trµes grande par rapport µa celle des ¶electrons. Pour des champs de haute fr¶equence, les ions ne
suivent pratiquement pas le champ appliqu¶e et on peut consid¶erer que seuls les ¶electrons participent µa
la conduction et aux courants libres, les ions restant spectateurs et ne contribuant qu'aux propri¶et¶es
di¶electriques par leur polarisabilit¶e. En d'autres termes, au prix de cette approximation, on voit que
les propagations dans un plasma ou dans un m¶etal sont essentiellement identiques.

3.3.1 Modµele de conductivit¶e

Avant de d¶ecrire en d¶etails la propagation, nous allons donner un modµele simple mais r¶ealiste de
conductivit¶e, qui nous permettra de pr¶eciser sa d¶ependance en fr¶equence. Ce modµele est trµes universel

1Nous faisons ici en fait, de fa»con implicite, l'hypothµese que le spectre en fr¶equence du paquet d'ondes que l'on propage
est trµes ¶etroit par rapport au domaine de variation de l'indice avec la fr¶equence. Si l'indice ne d¶epend pas de la fr¶equence,
vg = d!=dk est pr¶ecis¶ement ¶egal µa c=n.
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et s'applique aussi bien aux ¶electrolytes qu'aux plasmas ou aux m¶etaux. Nous ne discuterons toutefois
les ordres de grandeur que pour un m¶etal bon conducteur, comme le cuivre. Nous ne consid¶ererons
aussi qu'un seul type de porteurs de charges libres que nous assimilerons µa des ¶electrons. C'est le cas
pour les m¶etaux et une bonne approximation pour les plasmas.

Sous l'action du champ ¶electrique E, les porteurs libres se mettent en mouvement d'ensemble. En
g¶en¶eral, ce mouvement d'ensemble se superpose aux mouvements al¶eatoires d'origine thermique (pour
les plasmas) ou quantiques (principe d'exclusion de Fermi pour les m¶etaux). Bien que ces vitesses
al¶eatoires soient beaucoup plus grandes que les vitesses d'ensemble2, nous allons ¶ecrire uniquement
une ¶equation sur la vitesse d'ensemble v:

m _v +m°v = qE ; (3.28)

oµu m et q sont la masse et la charge des porteurs, et oµu ° est un facteur ph¶enom¶enologique de friction,
d¶ecrivant l'in¶evitable amortissement de la vitesse d'ensemble sous l'in°uence des collisions avec le
r¶eseau. La solution ¶evidente de cette ¶equation en r¶egime harmonique est:

v =
qE

m(° ¡ i!) : (3.29)

Le courant macroscopique ¶etant donn¶e par:

j = Nqv ; (3.30)

oµu N est la densit¶e num¶erique de porteurs au point consid¶er¶e, on peut ¯nalement ¶ecrire la conductivit¶e
comme:

¾ =
Nq2

m(° ¡ i!) =
!2p²0²r

° ¡ i! : (3.31)

Nous avons introduit la \fr¶equence de plasma" du conducteur (dont la signi¯cation physique apparâ³tra
plus clairement dans les prochains chapitres):

!2p =
Nq2

m²0²r
: (3.32)

Nous trouvons donc en g¶en¶eral une conductivit¶e complexe. Le mouvement des porteurs de charges
a en e®et un temps de r¶eponse au champ appliqu¶e, de l'ordre de °¡1. Le courant ne suivant pas
instantan¶ement le champ, il est d¶ephas¶e par rapport µa celui-ci. Ce n'est que pour des fr¶equences trµes
petites devant ° qu'on retrouve une conductivit¶e r¶eelle.

Pour ¯xer un peu les ordres de grandeur, consid¶erons un bon m¶etal (cuivre) µa trµes basse fr¶equence.
La conductivit¶e est de l'ordre de 107 ¡1m¡1. La densit¶e num¶erique d'¶electrons s'obtient facilement en
calculant le nombre d'atomes par unit¶e de volume (chacun participant par un ¶electron µa la conduction).
On a environ N = 1028 m¡3. En assimilant la permittivit¶e di¶electrique relative µa 1, on trouve ainsi
l'ordre de grandeur du taux de relaxation ° ' 1013s¡1. Cet ordre de grandeur est relativement
r¶ealiste. Pour une propagation d'¶electrons dans un r¶eseau m¶etallique, il correspond assez bien au
temps moyen entre deux collisions avec les d¶efauts du r¶eseau ( joints de grains, dislocations....). Avec
ces mêmes ordres de grandeur, la fr¶equence plasma et de 1016 Hz. Elle est trµes ¶elev¶e par rapport au
taux de relaxation. Les longueurs d'onde correspondant au taux de relaxation sont dans le domaine
de l'infrarouge lointain alors que celles correspondant µa la fr¶equence de plasma sont dans l'ultraviolet
proche.

2L'ordre de grandeur de la vitesse d'ensemble dans les m¶etaux est le millimµetre par seconde, alors que les vitesses de
Fermi sont de l'ordre du centiµeme de celle de la lumiµere.
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Avec ce modµele simple de la conductivit¶e, on peut ¶ecrire le vecteur d'onde complexe d'une onde
plane se propageant dans le milieu en fonction de ! (relation de dispersion). On obtiendra:

k2 = k20²r

"
1 + i

!2p
!(° ¡ i!)

#
: (3.33)

En g¶en¶eral, k pr¶esente une partie imaginaire et l'onde est absorb¶ee dans le milieu. Les ¶electrons,
soumis µa une force de friction, dissipent en e®et de l'¶energie. Pour pr¶eciser un peu le comportement
de k, on peut s¶eparer trois domaines de fr¶equence selon les valeurs relatives de !, !p et °.

3.3.2 Propagation trµes basse fr¶equence

Nous considµererons ici une fr¶equence trµes basse par rapport au taux de relaxation:

! ¿ ° ¿ !p : (3.34)

La conductivit¶e est alors pratiquement r¶eelle:

¾ ' Nq2

m°
=
!2p²0²r

°
; (3.35)

(on retrouve le modµele de conductivit¶e de Drude dans ce r¶egime basse fr¶equence) et on peut ¶ecrire:

k2 ' k20²r
"
1 + i

!2p
°!

#
: (3.36)

Dans l'expression entre crochets, le second terme est trµes grand devant 1, qui peut être n¶eglig¶e.
L'extraction de la racine ne pose aucun problµeme et on trouve:

k = §(1 + i)=± ; (3.37)

avec

± =
1

k0

s
2°!

²r!2p
= c

r
2²0
¾!

; (3.38)

oµu on a not¶e que !2p = ¾°=²0²r. Les parties r¶eelles et imaginaires du vecteur d'onde sont donc
¶egales. L'onde s'amortit sur une distance ±, ¶egale µa la longueur d'onde dans le milieu. Une onde
¶electromagn¶etique ne peut p¶en¶etrer dans un milieu conducteur. C'est l'e®et de peau, bien connu des
techniciens des hautes fr¶equences.

Pr¶ecisons l'ordre de grandeur de la profondeur de peau, ±, pour un bon m¶etal comme le cuivre.
Elle est proportionnelle µa la racine carr¶ee de la longueur d'onde dans le vide µa la même fr¶equence.
Pour une trµes basse fr¶equence, ! = 2¼ £ 50 Hz, on trouve ± ' 3 cm. La profondeur de peau µa une
fr¶equence aussi basse est en g¶en¶eral trµes grande par rapport µa l'¶epaisseur des circuits ou des ¯ls. On
n¶eglige cet e®et le plus souvent en ¶electrotechnique sauf sur les lignes µa trµes haute puissance, de grand
diamµetre en g¶en¶eral. Cet ordre de grandeur montre aussi qu'il est trµes di±cile d'¶ecranter e±cacement
un circuit ¶electronique des trµes basses fr¶equences. Pour une fr¶equence beaucoup plus ¶elev¶ee, 2¼ £ 50
Mrd/s, par exemple, la profondeur de peau n'est plus que de 30 ¹m. A haute fr¶equence, le champ ne
p¶enµetre pratiquement pas dans le conducteur. Quand on veut transmettre une puissance importante,
il est donc pr¶ef¶erable de donner au conducteur la forme d'un ruban trµes aplati, ayant une ¶epaisseur de
l'ordre de la profondeur de peau. Cet ordre de grandeur prouve aussi que l'on peut trµes e±cacement
¶ecranter un circuit ¶electronique du bruit haute fr¶equence en le pla»cant dans un blindage m¶etallique
d'¶epaisseur mod¶er¶ee.
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3.3.3 Propagation haute fr¶equence

Consid¶erons maintenant le cas oµu la fr¶equence est sup¶erieure µa la fr¶equence de plasma et donc trµes
grande par rapport au taux d'amortissement:

! > !p À ° : (3.39)

La relation de dispersion s'¶ecrit alors, en n¶egligeant °:

k2 = k20²r

"
1¡ !

2
p

!2

#
: (3.40)

La quantit¶e dans le crochet ¶etant r¶eelle positive, la propagation s'e®ectue avec un vecteur d'onde r¶eel,
sans amortissement (nous avons en e®et ¶elimin¶e le taux de relaxation). L'indice de r¶efraction est:

n =

vuut²r
Ã
1¡ !

2
p

!2

!
: (3.41)

Dans le cas oµu ²r = 1, cet indice est plus petit que l'unit¶e. Cela re°µete le fait que la vitesse de phase
de l'onde:

vÁ =
!

k
=
c

n
=

cp
²r

1q
1¡ !2p=!2

; (3.42)

est plus grande que la vitesse de la lumiµere. Cette vitesse de phase ne correspond pas µa la vitesse de
propagation de l'¶energie, donn¶ee par la vitesse de groupe. Rien ne lui impose donc d'être plus petite
que c. La vitesse de groupe est donn¶ee par:

vg =
d!

dk
=

cp
²r

q
1¡ !2p=!2 : (3.43)

Elle est donc plus petite que c=
p
²r, comme il se doit. On remarquera d'ailleurs que:

vgvÁ =
c2

²r
: (3.44)

Cette relation, assez g¶en¶erale, est ¶egalement v¶eri¯¶ee pour la propagation dans les guides d'onde, la
fr¶equence de plasma ¶etant alors remplac¶ee par la fr¶equence de coupure du guide. Notons que la
vitesse de groupe tend vers z¶ero et que la vitesse de phase diverge quand la fr¶equence tend vers la
fr¶equence de plasma. Au voisinage imm¶ediat de cette fr¶equence, l'onde ne se propage pratiquement
plus. La fr¶equence de plasma joue donc bien le rôle d'une fr¶equence de coupure dans ce problµeme. Le
comportement en fr¶equence de la vitesse de groupe et de la vitesse de phase est illustr¶e sur la ¯gure
3.1.

3.3.4 R¶egime interm¶ediaire

Nous consid¶ererons maintenant les fr¶equences plus faibles que la fr¶equence de plasma mais n¶eanmoins
trµes sup¶erieures au taux d'amortissement:

!p > ! À ° : (3.45)

La relation de dispersion peut alors encore s'¶ecrire, en n¶egligeant °:

k2 = k20²r

"
1¡ !

2
p

!2

#
: (3.46)
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Figure 3.1: Vitesse de groupe et vitesse de phase en fonction de !=!p, en unit¶es de la vitesse de la lumiµere dans le

milieu.
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La quantit¶e entre crochets est maintenant n¶egative et k est un imaginaire pur. Nous avons donc
une onde dont la phase est partout la même (vitesse de phase in¯nie) et dont l'amplitude d¶ecrô³t
exponentiellement dans le milieu avec une profondeur de p¶en¶etration:

± =
cq

²r(!2p ¡ !2)
: (3.47)

L'ordre de grandeur de cette profondeur de peau, sauf au voisinage imm¶ediat de la fr¶equence plasma
oµu elle diverge, est la longueur d'onde de plasma, c=!p. Il s'agit donc d'une quantit¶e trµes inf¶erieur au
micron. Il y a donc, µa la fr¶equence plasma, une discontinuit¶e trµes nette entre deux r¶egimes: un r¶egime
de trµes forte absorption au dessous de la fr¶equence plasma et un r¶egime de transparence parfaite au
dessus. Le conducteur doit donc pr¶esenter un comportement r¶esonnant µa la fr¶equence plasma. C'est
ce comportement que nous allons explorer maintenant.

3.3.5 Ondes de Plasma

Si nous nous pla»cons µa la fr¶equence de plasma, nous pouvons n¶egliger le taux d'amortissement °. Nous
pouvons alors voir que la conductivit¶e v¶eri¯e:

¾ = i²0²r!p : (3.48)

En ¶etablissant les ¶equations de propagation, nous avions explicitement exclu ce cas. C'est en e®et
seulement quand cette condition est v¶eri¯¶ee qu'il peut exister une densit¶e de charges dans le milieu. Si
½ est non nulle, il peut exister un champ ¶electrique de divergence non nulle. Si nous cherchons ce champ
sous la forme d'une onde plane, il s'agit d'une onde longitudinale, dont l'amplitude est colin¶eaire au
vecteur d'onde. Nous l'appellerons onde de plasma. En prenant la direction de propagation selon Oz,
nous pouvons donc chercher une solution en onde plane sous la forme:

Eze
i(kz¡!t)uz : (3.49)

On peut alors ¶ecrire le rotationnel de B:

r£B = ¹0[¾ ¡ i!p²0²r]E : (3.50)

Le crochet ¶etant pr¶ecis¶ement nul µa la fr¶equence de plasma, le rotationnel de B est nul. Le champ
magn¶etique, dont divergence et rotationnel sont nuls, est donc identiquement nul.

Physiquement, l'onde que nous venons de d¶ecrire correspond donc µa une modulation sinusoÄ³dale
de la densit¶e de porteurs libres dans l'espace µa un instant donn¶e. Il en r¶esulte un champ ¶electrique
longitudinal qui tend µa ramener les charges µa leur position d'¶equilibre. En l'absence d'amortissement, le
plasma oscille autour de cette position d'¶equilibre, µa une fr¶equence d¶etermin¶ee seulement par sa densit¶e,
!p. On pourra se convaincre ais¶ement que le vecteur d'onde de l'onde de plasma est complµetement
arbitraire car il n'existe aucune relation de dispersion.

Dans un plasma assez dense, les champs ¶electriques associ¶es aux ondes de plasmas peuvent être
trµes intenses. Il a ¶et¶e sugg¶er¶e de les utiliser pour r¶ealiser des acc¶el¶erateurs de particules. Un battement
entre deux faisceaux lasers de fr¶equences sup¶erieures µa la fr¶equence de plasma, se propageant donc
librement, se couple par des e®ets non lin¶eaires µa la densit¶e de charges et excite une onde de plasma. Il
est possible, en choisissant correctement les vecteurs d'onde incidents d'accorder la vitesse de phase de
l'onde de plasma µa celle de la particule en acc¶el¶eration et de faire en sorte qu'elle soit toujours soumise
µa un champ ¶electrique acc¶el¶erateur. Au moins sur le papier, ces acc¶el¶erateurs lin¶eaires µa plasma
devraient avoir des performances tout µa fait remarquables. Il ne reste qu'µa vaincre les nombreuses
di±cult¶es techniques.
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3.4 Relations de passage

Nous avons consid¶er¶e jusque-lµa la propagation dans un milieu lin¶eaire homogµene. Nous allons main-
tenant, en route vers l'optique g¶eom¶etrique, nous poser le problµeme d'une discontinuit¶e plane (au
moins localement) entre deux milieux lin¶eaires de caract¶eristiques di®¶erentes. Nous aurons µa l'esprit
surtout les interfaces entre di¶electriques transparents mais la plupart de nos r¶esultats s'appliqueront
µa des milieux arbitraires. Nous commencerons par ¶etablir les relations de continuit¶e v¶eri¯¶ees par les
champs ¶electrique et magn¶etique de part et d'autre de l'interface. Nous en d¶eduirons ensuite, en con-
sid¶erant le passage d'une onde plane d'un milieu µa l'autre, les lois de Descartes de la r¶e°exion et de la
r¶efraction. En¯n, nous ¶etablirons les relations de Fresnel qui lient les amplitudes des ondes r¶e°¶echie,
r¶efract¶ee et incidente.

3.4.1 Conditions aux limites

Nous consid¶erons donc une interface entre deux milieux 1 et 2, au voisinage d'un point oµu la normale
µa l'interface, orient¶ee conventionnellement de 1 vers 2, est n. Nous calculerons °ux et circulation des
champs sur deux types d'objets.

Nous consid¶ererons d'abord une \bô³te de Camembert, cylindrique, de base dS. Les deux faces
sont parallµeles µa la surface, situ¶ees imm¶ediatement au dessus pour l'une et au dessous pour l'autre.
La paroi lat¶erale a une surface in¯nit¶esimale par rapport µa dS. Le °ux de B µa travers la bô³te doit
être identiquement nul. Le °ux sur la surface lat¶erale ¶etant n¶egligeable, on a donc:

(B2 ¡B1) ¢ n = 0 ; (3.51)

oµu B2 et B1 d¶esignent les champs magn¶etiques de part et d'autre de la surface, au voisinage imm¶ediat
du point consid¶er¶e. La composante normale µa la surface du champ magn¶etique est donc continue. En
appliquant le même raisonnement au d¶eplacement ¶electrique, on a:

(D2 ¡D1) ¢ n = ¾ ; (3.52)

oµu ¾ est une ¶eventuelle densit¶e surfacique de charges libres localis¶ee sur la surface. La composante
normale du d¶eplacement ¶electrique pr¶esente donc la même discontinuit¶e qu'en ¶electrostatique.

Les deux autres ¶equations de Maxwell portent sur des rotationnels. Nous utiliserons donc la
circulation des champs sur un contour rectangulaire. Les deux grands côt¶es sont parallµeles µa la surface,
de longueur dl selon un vecteur unitaire u. Un des côt¶es est situ¶e dans le milieu 1, l'autre dans le
milieu 2. Les deux petits côt¶es, perpendiculaires µa l'interface, ferment le rectangle. Leur longueur est
in¯nit¶esimale par rapport µa dl. La circulation de E sur ce contour est ¶egale µa la d¶eriv¶ee temporelle
du °ux du champ magn¶etique µa travers le contour. Le champ magn¶etique est sûrement born¶e au
voisinage de l'interface, même s'il est discontinu. Le °ux de ce champ dans le contour, dont la hauteur
est in¯nit¶esimale par rapport µa la longueur, est donc n¶egligeable. Le circulation de E sur ce contour
est donc nulle:

(E2 ¡E1) ¢ udl = 0 : (3.53)

u ¶etant un vecteur arbitraire perpendiculaire µa n, cette relation exprime que la composante tangentielle
du champ ¶electrique est continue. Elle peut aussi s'¶ecrire:

(E2 ¡E1)£ n = 0 : (3.54)

Ecrivons en¯n l'¶equation de Maxwell{Ampµere. La circulation de H sur le contour fait intervenir la
d¶eriv¶ee par rapport au temps du °ux de D. Comme B plus haut, D est une quantit¶e born¶ee au
voisinage de l'interface et ce °ux est n¶egligeable. En revanche, le courant de conduction des charges
libres peut avoir un °ux non nul µa travers le contour s'il s'agit d'un courant surfacique. Ce °ux pourra
s'¶ecrire dl js ¢ v, en posant v = n £ u (il s'agit ¶evidemment du vecteur d¶e¯nissant la normale µa la
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surface rectangulaire s'appuyant sur notre contour). js est la densit¶e de courant surfacique, int¶egrale
d'un courant volumique trµes localis¶e au voisinage de l'interface, sur une ¶epaisseur in¯nit¶esimale par
rapport µa toutes les longueurs consid¶er¶ees ici. Notons que la dimension de js est celle d'un courant
divis¶e par une longueur (ou d'une densit¶e de courant multipli¶ee par une longueur). On obtient donc
une intensit¶e en int¶egrant js sur une ligne trac¶ee sur la surface. On a donc ¯nalement:

(H2 ¡H1) ¢ u = js ¢ v = js ¢ (n£ u) = u ¢ (js £ n) : (3.55)

Cette relation ¶etant vraie pour toute orientation de u parallµelement µa la surface, on a:

H2 ¡H1 = js £ n ; (3.56)

ou:

n£ (H2 ¡H1) = js : (3.57)

On peut ¯nalement regrouper les conditions au limites pour les quatre champs sous la forme:

n ¢ (D2 ¡D1) = ¾ (3.58)

n£ (E2 ¡E1) = 0 (3.59)

n ¢ (B2 ¡B1) = 0 (3.60)

n£ (H2 ¡H1) = js ; (3.61)

pour lesquelles on prendra garde que n est orient¶e de 1 vers 2. En ajoutant les relations d¶e¯nissant
les susceptibilit¶es, ces ¶equations d¶eterminent complµetement les discontinuit¶es des champs au passage
de la surface. On aura ¶evidemment not¶e que ces ¶equations sont les mêmes qu'en ¶electrostatique ou
en magn¶etostatique. Comme nous n'avons, pour les ¶etablir, consid¶er¶e qu'un domaine in¯nit¶esimal au
voisinage de la surface, il est assez clair que les ph¶enomµenes de propagation, ou même d'induction, ne
peuvent jouer aucun rôle.

3.4.2 Passage entre deux milieux di¶electriques

Consid¶erons maintenant, pour nous rapprocher encore de l'optique, une onde plane incidente sur un
dioptre plan entre deux milieux di¶electriques, non magn¶etiques, de permittivit¶es di¶electriques relatives
(¶eventuellement complexes) ²1 et ²2. Nous noterons ki le vecteur d'onde incident. Cette onde se
propage dans le milieu 1. L'interface ¶etant d¶epourvue de toute densit¶e de charges ou de courants
libres, les composantes tangentielles de E et de H et les composantes normales de D et de B sont
continues. En fait, les relations de dispersion dans les deux milieux et ces conditions aux limites ne
peuvent être satisfaites que s'il existe, dans le milieu 2, une onde transmise de vecteur d'onde di®¶erent
kt et une onde r¶e°¶echie dans le milieu 1, de vecteur d'onde kr.

Lois de Descartes

Les conditions de passage entre les deux milieux ¶etant lin¶eaires, elles ne pourront être satisfaites µa
tous les instants que si ces trois ondes ont exactement la même fr¶equence !. Notons qu'il existe des
interfaces, parfois trµes simples comme la surface de l'eau, qui possµedent des propri¶et¶es non lin¶eaires
et sont capables de r¶e°¶echir l'harmonique deux de la fr¶equence incidente. Ce genre de ph¶enomµene,
fournissant de pr¶ecieux renseignements sur la structure de l'interface (orientation des mol¶ecules par
exemple) ¶etant trµes marginal, nous le n¶egligerons ici.

Toutes les relations de passage peuvent donc, en ¶eliminant les facteurs oscillants communs, se
mettre sous la forme:

aeiki¢r + beikr ¢r + ceikt¢r = 0 ; (3.62)
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oµu r est un point du dioptre et a; b; c des coe±cients constants ne d¶ependant que de la g¶eom¶etrie
des ondes et de leurs polarisations. Pour que ces relations soient v¶eri¯¶ees quel que soit r, il faut
¶evidemment que (ki¡kr) ¢r et (ki¡kt) ¢r soient des constantes en fonction de r. En prenant l'origine
sur la surface, ces constantes sont nulles et on en d¶eduit que ki ¡ kr et ki ¡ kt sont perpendiculaires
µa la surface. On en d¶eduit donc la premiµere loi de Descartes: les trois vecteurs d'onde ainsi que la
normale n au dioptre sont dans un même plan.

Dans ce plan, nous d¶e¯nirons l'angle d'incidence µi comme l'angle de ki avec la normale au dioptre
orient¶ee dans la direction du rayon incident (¡n avec nos notations). Nous d¶e¯nirons de même l'angle
de r¶e°exion, µr et l'angle de r¶efraction, µt, d¶e¯ni, cette fois, par rapport µa n. On peut alors ¶ecrire,
dans le plan d'incidence, l'¶egalit¶e des composantes selon la surface des trois vecteurs d'onde. Quand
on note que les modules de ki et kr sont les mêmes puisque ces ondes se propagent dans le même
milieu, on en d¶eduit imm¶ediatement l'¶egalit¶e des angles d'incidence et de r¶e°exion (deuxiµeme loi de
Descartes). Finalement, en ¶ecrivant que ki = n1!=c et kt = n2!=c, oµu n1 et n2 sont les indices de
r¶efraction des deux milieux, on ¶etablit:

n1 sin µi = n2 sin µt ; (3.63)

la troisiµeme loi de Descartes. Finalement, les lois de la r¶e°exion et de la r¶efraction de l'optique
g¶eom¶etrique se d¶eduisent simplement de l'existence et de la lin¶earit¶e des conditions aux limites.
Elles sont donc trµes g¶en¶erales et peuvent, par exemple, s'appliquer avec des modi¯cations mineures µa
l'acoustique.

La troisiµeme loi de Descartes contient bien sûr le ph¶enomµene de r¶efraction limite quand on passe
d'un milieu d'indice fort µa un milieu d'indice faible. Il n'y a plus alors d'angle r¶eel qui satisfasse aux
lois de Descartes pour le faisceau transmis et toute l'¶energie incidente est r¶e°¶echie. On peut cependant
accorder dans ce cas un peu plus de cr¶edit aux lois de Descartes qu'on ne le fait habituellement. L'angle
de r¶efraction devrait avoir un sinus plus grand que 1. C'est donc un angle complexe. Le vecteur d'onde
dans le milieu 2 est donc un vecteur d'onde complexe (au moins dans la direction normale). On a
donc, dans le milieu 2, une onde ¶evanescente, avec une profondeur de peau de l'ordre de la longueur
d'onde (divis¶ee par 2¼ quand on fait le calcul complet). Nous laissons au lecteur le soin de d¶eterminer
plus pr¶ecis¶ement les caract¶eristiques de cette onde.

Coe±cients de Fresnel

Nous n'avons utilis¶e, pour ¶etablir les lois de Descartes, que l'existence des conditions de passage et
leur lin¶earit¶e. En fait, ces relations sont connues et nous pouvons maintenant les utiliser pour ¶ecrire
explicitement les relations entre les amplitudes des ondes incidente et r¶e°¶echie. La g¶eom¶etrie du
problµeme est assez complexe si nous consid¶erons une onde incidente de polarisation quelconque. Nous
pouvons utiliser une fois de plus la lin¶earit¶e et ne consid¶erer en fait que deux cas: une polarisation dans
le plan d'incidence (polarisation conventionnellement appel¶ee ¼) et une polarisation perpendiculaire
au plan d'incidence (appel¶ee polarisation ¾). Les relations de continuit¶e des composantes imposent
bien sûr que, si le champ ¶electrique incident est ¼ (¾) les champs r¶e°¶echis et transmis seront aussi
de polarisation ¼ (¾). Les polarisations des di®¶erentes ondes sont donc ¶equivalentes. Les conventions
d'orientation pour les amplitudes des champs ¶electrique et magn¶etique sont r¶esum¶ees sur la ¯gure 3.2.

Consid¶erons d'abord le cas de la polarisation ¾. Parmi toutes les relations possibles, nous ¶ecrirons
la continuit¶e des composantes tangentielles de E et B. Ces deux relations s'¶ecrivent, en termes des
amplitudes complexes, avec les conventions d'orientation de la ¯gure:

Ei + Er = Et (3.64)

¡Bi cos µi +Br cos µr = ¡Bt cos µt : (3.65)

En remarquant que B = nE=c, on peut ¶ecrire la seconde relation en fonction des champs ¶electriques.
En exprimant alors Er = Et¡Ei µa partir de la premiµere relation et en utilisant l'¶egalit¶e des angles de



3.4. RELATIONS DE PASSAGE 339

θ
i

θ
r

θ
t

θ
i

θ
r

θ
t

Ei
Ei

Er
Er

Et

Et

Bi

Bi

Br
Br

Bt Bt

π
σ

Figure 3.2: Conventions d'orientation des champs ¶electrique et magn¶etique pour l'¶etablissement des relations de Fresnel.

A gauche, polarisation dans le plan d'incidence (¼). A droite, polarisation perpendiculaire au plan d'incidence (¾)

r¶e°exion et de r¶efraction, on tire de la seconde ¶egalit¶e:

Et =
2n1 cos µi

n2 cos µt + n1 cos µi
Ei (3.66)

et en¯n

Er =
n1 cos µi ¡ n2 cos µt
n2 cos µt + n1 cos µi

Ei : (3.67)

Ce sont les relations de Fresnel qui donnent les amplitudes des ondes r¶e°¶echie et r¶efract¶ee en fonction
de celle de l'onde incidente.

En polarisation ¼, le calcul est essentiellement le même. On ¶ecrit les continuit¶es des composantes
tangentielles de E et B:

Bt = Bi +Br (3.68)

Ei cos µi ¡ Er cos µr = Et cos µt : (3.69)

On en d¶eduit les relations de Fresnel:

Et =
2n1 cos µi

n1 cos µt + n2 cos µi
Ei (3.70)

Er =
n2 cos µi ¡ n1 cos µt
n1 cos µt + n2 cos µi

Ei (3.71)

Le cas de l'incidence normale m¶erite une consid¶eration particuliµere. En polarisation ¾, en prenant
tous les angles nuls, on trouve:

Et =
2n1

n1 + n2
Ei (3.72)

Er =
n1 ¡ n2
n1 + n2

Ei ; (3.73)

alors qu'on trouve en polarisation ¼:

Et =
2n1

n1 + n2
Ei (3.74)

Er =
n2 ¡ n1
n1 + n2

Ei ; (3.75)
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Ces deux r¶esultats devraient être identiques, les polarisations ¼ et ¾ ¶etant physiquement indistin-
guables. La di®¶erence de signe sur l'amplitude r¶e°¶echie provient d'une di®¶erence dans nos choix
d'orientation pour les deux polarisations. Quand l'angle d'incidence tend vers z¶ero, Ei et Er ont la
même orientation de r¶ef¶erence en polarisation ¾, alors qu'ils sont oppos¶es en polarisation ¼. Assez
¶etrangement, ces conventions de signe quelque peu absurdes ont surv¶ecu µa des g¶en¶erations de manuels...

On peut d¶eduire de lµa les coe±cients de transmission et de r¶e°exion pour l'¶energie. Les quantit¶es
physiquement int¶eressantes sont les °ux normaux µa la surface:

nx cos µxjExj2 ; (3.76)

avec x = i; r; t.Soit R le rapport des °ux normaux r¶e°¶echi et incident, T le rapport des °ux transmis et
incident. Leurs expressions sont complexes, mais faciles µa obtenir µa partir des coe±cients de Fresnel.
En incidence normale, on trouve:

R =

¯̄̄̄
n1 ¡ n2
n1 + n2

¯̄̄̄2
(3.77)

T =
4n1n2

jn1 + n2j2 ; (3.78)

qui v¶eri¯ent ¶evidemment R+T = 1 (cette relation, exprimant la conservation de l'¶energie, est d'ailleurs
v¶eri¯¶ee quelque soit l'incidence)

Notons qu'en polarisation ¼, Er s'annule si:

n2 cos µi = n1 cos µt : (3.79)

En combinant cette relation avec la troisiµeme loi de Descartes, on voit que cela correspond µa

cos µt = sin µi (3.80)

sin µt = cos µi (3.81)

soit encore
µt + µi = ¼=2 (3.82)

et
tan µi =

n2
n1
: (3.83)

Pour cette incidence particuliµere, appel¶ee incidence de Brewster, les rayons r¶efract¶es et r¶e°¶echis sont
perpendiculaires et l'amplitude r¶e°¶echie est strictement nulle. On peut d'ailleurs se faire une image
assez intuitive du m¶ecanisme de l'incidence de Brewster. Physiquement, l'onde r¶e°¶echie doit être
rayonn¶ee par des dipôles situ¶es au voisinage de l'interface, dans le mat¶eriau 2. Ces dipôles sont
orient¶es selon la polarisation de l'onde r¶efract¶ee. A l'incidence de Brewster, ils sont donc align¶es avec
la direction de propagation de l'onde r¶e°¶echie. Le rayonnement d'un dipôle ¶etant nul le long de son
axe, on comprend bien que l'intensit¶e r¶e°¶echie doive être nulle dans ce cas.

On combat au moyen de l'incidence de Brewster les r¶e°exions parasites qui sont sources de pertes
dans les systµemes optiques. Les tubes µa plasma des lasers µa gaz, par exemple, qui contiennent le
milieu ampli¯cateur dans la cavit¶e laser, sont ferm¶es par des fenêtres µa l'incidence de Brewster, qui
n'introduisent donc aucune perte pour la polarisation convenable. La cons¶equence en est que le
rayonnement de ces lasers pr¶esente une polarisation lin¶eaire ¼.

Notons ¯nalement que les relations de Fresnel s'appliquent tout aussi bien au cas des indices
de r¶efraction complexes. Prenons par exemple le cas de l'incidence normale sur un m¶etal µa basse
fr¶equence, depuis l'air. L'indice n1 est alors ¶egal µa 1 et l'indice n2 µa:

n2 = (1 + i)x ; (3.84)
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avec:

x =

s
²r!2p
2°!

À 1 : (3.85)

On en d¶eduit le coe±cient de r¶e°exion pour l'¶energie:

R =
(1¡ x)2 + x2
(1 + x)2 + x2

' 1¡ 2

x
: (3.86)

Le coe±cient de r¶e°exion est donc trµes voisin de 1, la di®¶erence s'exprimant facilement en fonction
des caract¶eristiques du conducteur ou de la profondeur de peau ±:

1¡R = 2k0± : (3.87)

Plus grande est la conductivit¶e, plus petite est la profondeur de peau et meilleure la qualit¶e du miroir
m¶etallique.


