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Chapitre 1

In tro duction

1.1 Bref historique

Ce cours a pour objectif d'exposer de la fa�con la plus �el�ementaire possible les id�eesde la relativit �e
g�en�erale,c'est-�a-dire la th�eorie relativiste de la gravitation. Dans cette intro duction, je commenceraipar
une rapide revue de l'histoire de la relativit �e g�en�erale.En 1905parâ�t l'article d'Einstein sur la relativit �e
restreinte, l'un desarticles de \l'ann �eemiraculeuse".Mêmesi Einstein fut le premier �a lesinterpr�eter dans
le cadre de l'espace-temps,les id�eesde la relativit �e restreinte �etaient \dans l'air", et il est vraisemblable
que Lorentz ou Poincar�e (ou un autre) seraient arriv �es rapidement �a des conclusionsidentiques. Apr �es
avoir �etabli la relativit �e restreinte, Einstein commen�ca imm�ediatement �a r�e
 �echir �a une th�eorierelativiste
de la gravitation. Il �enon�ca d�es 1907 le principe d'�equivalenceentre gravit �e et acc�el�eration constantes
(voir chapitre 2), mais il lui fallut encorehuit ansavant d'�etablir �a la �n de 1915les fondements d�e�nitifs
d'une th�eorie g�eom�etrique de la gravitation, la relativit �e g�en�erale. Contrairement au cas de la relativit �e
restreinte, il est manifeste que la contribution d'Einstein �a la relativit �e g�en�erale est unique, et que sans
lui la relativit �e g�en�erale aurait probablement attendu quelquesdizaines d'ann�eesavant d' être invent�ee.
En e�et, la relativit �e g�en�erale est une construction purement intellectuelle, pour laquelle il n'y avait
aucune n�ecessit�e exp�erimentale. La th�eorie de Newton de la gravitation �etait en accord remarquable
avec les mesurestr �es pr�ecisesde l'astronomie1, contrairement �a la m�ecaniqueet �a l' �electromagn�etisme
classiquesqui commen�caient �a rencontrer des di�cult �es. En fait la relativit �e g�en�erale est rest�ee une
th�eorie �esot�erique aux yeux de la majorit �e des physicienspendant plus d'une cinquantaine d'ann�ees,et
c'est seulement apr�esla mort d'Einstein en 1955qu'elle s'est consid�erablement d�evelopp�ee,pour devenir
une th�eorie incontournable de la physique moderne. On peut donner quelquesdates cl�esde son histoire.

� 1916 : Einstein publie dans Annalen der Physik son article sur la relativit �e g�en�erale et explique
l'avancedu p�erih�elie de Mercure. Quelquesmois plus tard, Schwarzschild �etablit la forme (1.2) de
la m�etrique qui porte sonnom, et qui g�en�eralisela loi de Newton donnant le potentiel gravitationnel
�( r ) d'une masseponctuelle M sansstructure et avec sym�etrie sph�erique

�( r ) = �
GM

r
U(r ) = �

GM m
r

(1.1)

o�u G est la constante de gravitation, r est la distance entre la masseM et le point d'observation et
U(r ) l' �energiepotentielle d'une massem situ�ee�a une distance r de M .

L'expressionde la m�etrique de Schwarzschild, qui sera�etablie au chapitre 6, est

ds2 =
�

1 �
rS

r

�
dt2 �

�
1 �

rS

r

� � 1
dr 2 � r 2 �

d� 2 + sin2 � d' 2�
(1.2)

Danscette �equation, r S est le rayon deSchwarzschild : r S = 2GM =c2, c �etant la vitessede la lumi�ere.
La m�etrique de Schwarzschild est l' �equivalent einsteinien du potentiel gravitationnel newtonien
d'une masseponctuelle M .

1La seuledi�cult �e exp�erimentale �etait l'absence d'explication de l'avance du p�erih�elie de Mercure, de 43" (seconded'arc)
par si�ecle!

5



6 CHAPITRE 1. INTR ODUCTION

� 1919 : une �eclipse de Soleil permet de mesurer la d�eviation d'un rayon lumineux par le Soleil,
v�eri�an t une des pr�edictions majeures de la relativit �e g�en�erale : l'action de la gravitation sur la
lumi�ere.Malgr�e la pr�ecisiondiscutable desexp�erienceset les incertitudes exp�erimentales, cer�esultat
rend Einstein c�el�ebre et il devient une vedette m�ediatique.

� 1929: l'expansion de l'Univ ersdevient une hypoth�eseplausible et Hubble �etablit la loi qui porte son
nom (chapitre 4). Einstein abandonnela constante cosmologiquequ'il avait intro duite de fa�con ad
hoc pour rendrecompted'un Universstationnaire, et quali�e cette intro duction deplus grosseerreur
de sa vie. En 1932 il publie avec de Sitter le premier mod�ele \mo derne" d'Univ ers en expansion
(voir la section 4.3.1). Puis plus rien d'imp ortant ne se passejusqu'au d�ebut des ann�ees1960!
La relativit �e g�en�erale subit de plein fouet la concurrencede la physique quantique et le nombre
d'articles consacr�es�a la relativit �e g�en�erale dans Physical Reviewest en chute libre.

� 1960 est l'ann�ee d'un progr�es th�eorique important : la m�etrique de Schwarzschild (1.2) semble
singuli�ere �a r = r S , et cette singularit �e emp̂eche de comprendre ce qui se passedans la r�egion
r � rS . Kruskal et Szekeresproposent ind�ependamment un syst�eme de coordonn�eesd�emontrant
que la singularit �e est en fait un artefact du choix desvariables (t; r ). Cette observation permettra
de lancer la physique des trous noirs (chapitre 6).

� 1960: Pound et Rebka v�eri�en t exp�erimentalement le principe d'�equivalencegrâce�a une exp�erience
exploitant l'e�et M•ossbauer.

� 1965: Penziaset Wilson d�ecouvrent par accident le rayonnement cosmologique�a 3 K. La d�ecouverte
de ce rayonnement, pr�evu par Gamow en 1948,relancela cosmologiesur desbasesexp�erimentales,
dans un cadre qui rend indispensablel'utilisation de la relativit �e g�en�erale.

� 1968 : Jocelyn Bell observe le premier pulsar, qui se r�ev�ele être une �etoile �a neutrons. Cette
d�ecouverte vaudra le prix Nobel aux deux \seniors " de l' �equipe2.

� 1974 : Hulse et Taylor observent le premier pulsar binaire, qui leur permet de v�eri�er l' �emission
d'ondes gravitationnelles par les �etoiles sur orbite.

� 1976: l'exp�eriencemesurant le retard gravitationnel d'un �echo radar, propos�eepar Shapiro en 1965,
permet la v�eri�cation la plus pr�ecise(� 10� 3) �a cette date de la relativit �e g�en�erale.

� 1998: deux exp�eriencesind�ependantes observent l'acc�el�eration de l'expansion de l'Univ ers : •a > 0
(chapitre 4). La constante cosmologique,qui donne une explication plausible de cette acc�el�eration,
revient par la grande porte !

� 2003: le satellite WMAP observe les 
uctuations angulaires de temp�erature du rayonnement cos-
mologique�a 3 K, ce qui permet de con�rmer le jeu de param�etresdu mod�ele standard actuel de la
cosmologie(mod�ele �CDM, chapitre 4).

1.2 Plan du cours

Le plan du cours sera le suivant

1. Princip e d'�equivalence
2. Espace-tempsplat
3. Cosmologie
4. Bô�te �a outils de g�eom�etrie di� �erentielle
5. Solutions �a sym�etrie sph�erique

Le choix dessujets a �et�e e�ectu �e en fonction de leur int�er̂et physiqueet de la simplicit �e de leur traitement
th�eorique.De plus le choix de la cosmologie(chapitre 4) et destrous noirs (chapitre 6) permet d'�etudier
la relativit �e g�en�eraledans desconditions o�u elle est essentielle, o�u elle n'in tervient pas seulement comme
une petite correction �a la gravitation newtonienne.La liste ci-dessousdonne un aper�cu de la multitude
de sujets couverts par la relativit �e g�en�erale, que le caract�ere limit �e de ce cours ne permet pas d'aborder
ici.

2L'\oubli" de Jocelyn Bell n'est malheureusement pas un cas isol�e pour les femmes scienti�ques : voir Lise Meitner,
Rosalind Franklin : : :
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� Tests classiques(i. e. dans le syst�eme solaire) de la relativit �e g�en�erale : pr�ecessiondu p�erih�elie,
d�eviation de la lumi�ere,retard gravitationnel d'un �echo radar, entra �̂nement de r�ef�erentiels d'inertie.

� Ondesgravitationnelles : �emissionet d�etection.
� Lentilles gravitationnelles.
� Astrophysique relativiste : pulsars.
� Solutions axisym�etriques (m�etrique de Kerr).
� Th�eor�emesde singularit �es: Penrose,Hawking: : :
� Gravitation quantique.
� etc.

1.3 Quelques r �ef�erences g�en�erales

Je donne ci-dessousune bibliographie sommairequi serapr�ecis�eepour chaque chapitre, o�u les livres
seront cit�es, �a titre d'exemple, sousla forme Hartley [2003]

1. Carrol [2004] : S. M. Mc Carrol, Gravitation, Addison-Wesley, New-York.

2. Damour [2005]: T. Damour, Relativit �e G�en�erale, contribution �a l'ouvrage collectif Actualit �e d'Ein-
stein, EDPSciences/CNRSEditions, Paris.

3. Doubrovine [1983] : B. Doubrovine et al. G�eom�etrie contemporaine, Editions Mir, Moscou

4. Eisenstaedt [2002] : J. EisenstaedtEinstein et la relativit �e g�en�erale, CNRS, Paris (sur l'histoire de
la relativit �e g�en�erale).

5. Hartle [2003] :J. Hartle Gravity, Addison-Wesley, New-York

6. Ludvigsen [2000]: M. Ludvigsen La relativit �e g�en�erale : une approche g�eom�etrique, Dunod, Paris.

7. Wald [1984] : R. M. Wald, General Relativity, The University of Chicago Press,Chicago.

8. Weinberg [1972] : S. Weinberg, Gravitation and Cosmology, John Wiley, New-York.
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Chapitre 2

Princip e d' �equiv alence

2.1 R�ef�erentiels d'inertie

La pr�esentation descours �el�ementaires de m�ecaniqueest fond�eesur la notion de r�ef�erentiel d'inertie :
ce sont les r�ef�erentiels o�u les lois de Newton s'expriment simplement. Par exemple la secondeloi de
Newton stipule qu'en l'absencede forces,une particule suit un mouvement rectiligne uniforme dans un
r�ef�erentiel d'inertie. Un r�ef�erentiel en mouvement de translation uniforme par rapport �a un r�ef�erentiel
d'inertie est aussi un r�ef�erentiel d'inertie. Cependant se pose imm�ediatement la question : comment
s'assurerqu'un r�ef�erentiel est inertiel ? Le plus simple est de s'assurerque l'absencede force entra �̂ne
l'absenced'acc�el�eration : ~F = 0 =) ~a = 0. Mais comment peut-on savoir que ~F = 0 autrement qu'en
mesurant une acc�el�eration nulle ? On tombe manifestement dans un cerclevicieux. Toutefois la situation
n'est pas aussi mauvaise qu'il n'y parâ�t, car on peut s'appuyer sur les propri �et�es connues des forces.
Supposonspar exempleque nous voulions nous assurerde l'absencede forces�electriquessur un ion O+

16

de massem et de charge q. Bien ŝur, dans un r�ef�erentiel d'inertie, on aura ~F = q~E, o�u ~E est le champ
�electrique, et on mesureradonc l'acc�el�eration correspondante ~a = q~E =m. Cependant dans un r�ef�erentiel
non inertiel d'acc�el�eration ~A par rapport �a un r�ef�erentiel d'inertie (en se limitan t pour simpli�er �a des
mouvements de translation) on mesureune force ~F 0 et une acc�el�eration ~a0 donn�eespar

~F 0 = q~E � m ~A = m~a 0 (2.1)

o�u � m ~A est la force �ctiv e (ou d'inertie). Il sepourrait que l'on mesureune acc�el�eration nulle, non pas
parce que la force �electrique est nulle, mais parce que cette force est exactement compens�eepar la force
�ctiv e. Il est facile de s'en sortir en utilisant un ion doublement charg�e O++

16 , et cette fois, en n�egligeant
une di� �erencede masseentre les deux ions de l'ordre de 10� 4, l'acc�el�eration ~a0 est

m~a0 = ~F 0 = 2q~E � m ~A ~F 0 � ~F = q~E (2.2)

On peut donc sansprobl�emes'assurerde ce que la force �electrique est bien nulle, car on peut modi�er
ind�ependamment les coe�cien ts de ~E et de ~A. Cependant cette proc�edure ne marche pas dans le casde
forcesde gravitation. Si dans un r�ef�erentiel d'inertie ~F = m~g, dans un r�ef�erentiel acc�el�er�e

~F 0 = m~g � m ~A (2.3)

et on ne peut pas, commedans l'exemple pr�ec�edent, modi�er ind�ependamment les coe�cien ts de ~g et de
� ~A : : : sauf s'il existe deux typesde masse! Comme l'avait parfaitement compris Newton, il est a priori
possibleque la massegravitationnelle mg intervenant dans la loi de la gravitation

jj ~Fg jj = G
mgm0

g

r 2 (2.4)

o�u G est la constante de gravitation et r la distance entre les deux masses,et la massed'inertie m i

intervenant dans la force �ctiv e � m i ~A soient de caract�ere di� �erent. Dans ce cas le rapport m i =mg
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10 CHAPITRE 2. PRINCIPE D' �EQUIVALENCE

pourrait être di� �erent suivant le mat�eriau. Non seulement Newton avait envisag�e cette possibilit�e, mais il
r�ealisaune exp�erienceavec un pendule pour la tester. En e�et l' �equation du pendule (�a l'approximation
despetites oscillations) s'�ecrit avec deux typesde masse

mi
•� + mgg� = 0 (2.5)

et si l'on construit deux pendulesavec desmat�eriaux A et B , le rapport desp�eriodessera

T A

T B =

 
mA

i

mA
g

mB
g

mB
i

! 1=2

(2.6)

Newton n'observa aucun e�et de ce type et conclut qu'�a la pr�ecisionde sesexp�eriencesle rapport m i =mg

�etait ind�ependant du mat�eriau, ce qui impliquait qu'avecun choix convenabled'unit �eson pouvait �ecrire
mi = mg = m ; en d'autres termes, il existe un seul type de masse.Des exp�eriencesont �et�e r�ealis�ees
ult �erieurement avec une pr�ecisionbien plus grande que celle qui �etait possiblepour Newton, et on peut
a�rmer aujourd'hui que m i = mg avec une pr�ecision� 10� 12.

2.2 Princip e d' �equiv alence

Suivant le raisonnement de la section pr�ec�edente, l' �egalit�e entre massed'inertie et massegravitation-
nelle implique que l'on ne peut pas distinguer, au moins localement , entre une force de gravitation et
une force �ctiv e, et on est donc incapable de s'assurerde l'absencede forces de gravitation, alors que
l'on peut parfaitement s'assurerde l'absenced'autres types de force, �electromagn�etiques ou autres : la
gravitation joue donc un rôle particulier . Au lieu de s'escrimer �a d�e�nir un r�ef�erentiel d'inertie o�u l'on
pourrait �ecrire la loi de Newton pour une force de gravitation, il est plus �economiquede d�ecider qu'un
r�ef�erentiel d'inertie est un r�ef�erentiel en chute libre. Un ascenseuren chute libre ou un satellite en orbite
seront donc des r�ef�erentiels d'inertie. Avec ce choix, ce n'est pas la pomme qui tombe sur Newton dans
un r�ef�erentiel d'inertie li �e �a la Terre, c'est Newton qui monte vers la pomme dans le r�ef�erentiel en chute
libre o�u la pomme est au repos!

Poursuivons notre raisonnement en discutant une exp�erience simple : un observateur dans une bô�te
ferm�ee�a la surfacede la Terre lâche sansvitesseinitiale une pomme qui tombe avec une acc�el�eration ~g.
L'observateur verra exactement le mêmeph�enom�enes'il setrouve dans une fus�eedans l'espace,acc�el�er�ee
en direction de sa t ête avec une acc�el�eration ~A = � ~g; il voit la pomme tomber vers ses pieds avec
exactement le même mouvement. Sans regarder �a l'ext �erieur, l'observateur est incapable de distinguer
entre l'e�et d'une force de gravitation et celui d'une acc�el�eration en direction oppos�ee1. Nous pouvons
donc �enoncerle principe d'�equivalence

Princip e d'�equivalence : aucune exp�erience�a l'in t�erieur d'une bô�te ne permet de distinguer entre une
acc�el�eration constante et un champ de gravitation constant.

On en d�eduit une cons�equenceimm�ediate pour les photons : dans un r�ef�erentiel d'inertie, c'est-�a-dire,
rappelons-le,un r�ef�erentiel enchute libre, il nepeut pasexister par d�e�nition dedirection privil �egi�ee,et un
photon doit sepropager en ligne droite (dans le cascontraire la direction de la d�eviation indiquerait une
direction privil �egi�ee).Dans la �gure 2.1, l'ascenseurest lâch�equand le photon est �emishorizontalement en
A, et la tra jectoire est une droite dansle r�ef�erentiel de l'ascenseur.Commele point d'arriv �eeB du photon
sur la paroi de l'ascenseurne d�epend pas du r�ef�erentiel, cela veut dire que dans le r�ef�erentiel de la Terre
sa tra jectoire est courb�ee: la lumi�ere est donc sensible�a un champ de gravitation. Comme application,
il est tentant d'en d�eduire la d�eviation d'un rayon lumineux par une masseM , par exemplela d�eviation
de la tra jectoire par le Soleil d'un rayon lumineux �emis par une �etoile et que l'on peut mesurerau cours
d'une �eclipsetotale de Soleil. E�ectuons le calcul pour une massem en supposant la d�eviation petite,
c'est-�a-dire �a l'approximation du param�etre d'impact (�gure 2.2). �A cette approximation, on consid�ere
que la vitessev de la massem varie peu, et l'on peut estimer la variation de l'impulsion transverse� py

en int�egrant la composante Fy de la force

1Ceci rapp elle bien �evidemment l' �enonc�e familier concernant les r�ef�erentiels d'inertie selon lequel un observateur ne peut
pas d�etecter un mouvement uniforme par rapp ort aux �etoiles sans regarder �a l'ext �erieur.
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(b)

A B A
B

(a)

Fig. 2.1 { Trajectoire d'un photon dans un ascenseur.(a) R�ef�erentiel en chute libre (b) R�ef�erentiel de la
Terre.

�
p

b2 + v2t2

b '

� �

O

Fig. 2.2 { D�eviation d'un rayon lumineux par une masseM plac�eeen O.

� py =
Z + 1

�1
Fy dt Fy = �

GmM
b2 + v2t2 cos' = �

GmM b
(b2 + v2t2)3=2

o�u b est le param�etre d'impact. On obtient donc

� py = � GmM b
Z + 1

�1

dt
(b2 + v2t2)3=2

= �
2GmM

bv
(2.7)

soit pour l'angle de d�eviation2

� � =
� py

mv
=

2GM
bv2 (2.8)

Extrap olant hardiment au cas d'un photon pour lequel v = c, on en d�eduit � � = 2GM =(bc2), ce qui
correspond pour une incidencerasante sur le Soleil (b = RS = rayon du Soleil) �a une d�eviation de 0.87"
(seconded'arc), r�esultat obtenu initialement par Einstein en 1907. Le r�esultat de la relativit �e g�en�erale
(1915) est le double : 1.75". En fait, dans cecalcul, nous sommesall�esau-del�a du principe d'�equivalence,
valableuniquement pour deschampsde gravitation constants, et il n'est passurprenant quenotre r�esultat
soit quantitativ ement incorrect, mêmesi le ph�enom�eneest pr�edit correctement de fa�con qualitativ e.

2 Il est �evidemment facile de donner une formule exacte �etant donn�e que les orbites sont des hyperboles

cot
� �

2
=

bv2

GM

r�esultat qui co•�ncide avec (2.8) pour � � � 1.
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2.3 D�ecalage vers le rouge gravitationnel

Pour simuler un champ de gravitation constant ~g, nous allons utiliser le principe d'�equivalence et
nous placer dans une fus�eedont l'acc�el�eration vers le haut est constante et �egale�a � ~g. Le calcul qui va
suivre est essentiellement un calcul d'e�et Doppler. Du plancher de la fus�eesont �emis desphotons avec
une p�eriode T, aux temps t = 0; t = T; : : : ; t = nT; : : :. Les signaux sont re�cus au plafond de la fus�eeaux
temps t0; t1; : : : ; tn : : : (�gure 2.3). La distance plancher-plafond est h et le temps mis par le photon pour
aller du plancher au plafond est ' h=c; pendant cetemps la fus�eeacquiert une vitessev ' gh=c. Le calcul
qui va suivre n�egligelese�ets de la relativit �e restreinte, et il ne seravalable quesi v2=c2 ' (gh=c2)2 � 1 :
le petit param�etre du probl�emeest en fait gh=c2.

t1

z = 1
2 gt2

z = h + 1
2 g2

z

h

Tt0

Fig. 2.3 { D�ecalagevers le rouge gravitationnel. Le plancher de la fus�eesuit la tra jectoire z = gt 2=2, le
plafond z = h + gt2=2.

La tra jectoire du plancher est z = gt2=2 et celle du plafond z = gt2=2 + h. Soit tn le temps de r�eception
du signal �emis �a t = nT . Ce temps est obtenu en r�esolvant l' �equation du seconddegr�e

h +
1
2

gt2
n =

1
2

g(nT )2 + c(tn � nT ) (2.9)

On peut bien ŝur r�esoudreexactement, mais lorsque gh=c � 1 il est plus simple de remarquer que

tn = nT +
h
c

(1 + " n ) j"n j � 1

Dans un calcul au premier ordre en " n on peut utiliser

tn � (nT )2 = (tn � nT )( tn + nT ) '
2h
c

�
nT +

h
c

�

et en reportant dans (2.9) on obtient

"n =
gnT

c
+

gh
c2 � T = tn � tn � 1 � T =

h
c

("n � "n � 1) =
gh
c2 T

Par rapport �a l' �emission,l'in tervalle de temps entre la r�eception de deux photons est augment�e de � T ,
avec

� T
T

=
gh
c2 (2.10)
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La p�eriodemesur�eepar l'observateur �a l'altitude h est donc plus grandequecellemesur�eepar l'exp�editeur
�a l'altitude z�ero; c'est le d�ecalagevers le rougegravitationnel. Il en r�esulteque la fr�equence! du photon
re�cu est d�ecal�eede � ! par rapport �a celle du photon �emis

� !
!

= �
gh
c2 (2.11)

On peut donner une d�eduction plus simple de ce r�esultat en admettant la formule de l'e�et Doppler, que
nousd�emontrerons au prochain chapitre. L'observateur qui re�coit le photon a acquisune vitessegh=c par
rapport �a la sourcependant le temps de vol du photon, et par e�et Doppler la p�eriode est allong�eede

� T
T

=
v
c

=
gh
c2

Une derni�ere fa�con hardie de voir les chosesconsiste�a �ecrire qu'entre la sourceet la r�eception le photon
a perdu une �energiegravitationnelle mgh, avec commepr�ec�edemment m = E=c2 et donc, en utilisant la
relation de Planck-Einstein E = ~!

� E
E

= �
1
E

�
E
c2 gh

�
=

� !
!

= �
gh
c2

Cet e�et fut v�erif�e exp�erimentalement par Pound et Rebka en 1960sur une hauteur de de 20 m.

Les corrections de d�ecalagevers le rouge gravitationnel trouvent une application dans le GPS. Dans
l'espace�a trois dimensions,il faut quatre satellites pour d�eterminer une position GPS. Nous allons nous
limiter �a une caricature de GPS en prenant une seule dimension d'espace,et il su�ra donc de deux
satellites. Dans le plan (x; ct), les satellites sont suppos�essuivre destra jectoires (lignes d'Univ ers) SA et
SB (�gure 2.4) et l'utilisateur une tra jectoire U. U re�coit les signaux des deux satellites au temps t et
au point x, et il a acc�esaux positions xA et xB dessatellites au moment de l' �emision du signal, et aux
temps d'�emissiontA et tB dessignaux re�cus car le signal GPS est cod�e3. Les deux droites de pente � 1
issuesdespoints (xA ; ctA ) et (xB ; ctB ) secoupent en (x; ct)

U

(ct; x)

(ctA ; xA )

(ctB ; xB )

ct

x

SA

SB

Fig. 2.4 { Sch�ema du GPS. Les lignes d'Univ ers SA et SB des deux satellites sont des droites, celle de
l'observateur U est courbe.

c(t � tA ) = x � xA

c(t � tB ) = � x + xB

3Si l'utilisateur connaissait exactement le temps, il lui su�rait d'un seul satellite (trois satellites �a trois dimensions) pour
rep�erer sa position. Le probl �eme est qu'il n'est pas simple de transp orter une horloge atomique, par exemple si l'on est en
randonn �ee!
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Le syst�emea pour solution imm�ediate

ct =
1
2

[c(tA + tB ) + (xB � xA )]

x =
1
2

[c(tB � tA ) + (xB + xA )]
(2.12)

Si l'on veut une pr�ecision d'un m�etre4, il faut une pr�ecision sur le temps de 3 ns, et ceci montre que
les e�ets relativistes ne sont pas n�egligeables.En e�et, pour un satellite de p�eriode 12 heures,et qui se
trouve donc sur une orbite circulaire de rayon Rs = 4:2RT , de vitesse v=c ' 1:3 � 10� 5, l'e�et de la
relativit �e restreinte � v2=c2 est � 10� 10. En ce qui concernele d�ecalagevers le rouge gravitationnel, si
l'on compareune horlogesur Terre et une horlogedans le satellite �a une horlogehypoth�etique situ�eedans
un r�ef�erentiel d'inertie, l'e�et le plus important est en GM T =(RT c2) ' 1:6 � 10� 10. En une minute la
d�erive est � 10� 9 s, et il faut donc remettre les horloges�a l'heure toutes les minutes pour une pr�ecision
du m�etre.

2.4 In terpr �etation g�eom�etrique

Revenons�a l'exp�erienced�emontrant le d�ecalageversle rougegravitationnel, en essayant de lui trouver
une interpr�etation qui sera justi� �ee et a�n �ee par la suite. Nous allons partir de l'id �ee que les deux
observateurs ont en commun un param�etre de temps t, mais que leurs deux horlogesne mesurent pas t.
En fait le temps mesur�e par les deux horlogesest un temps � , appel�e temps propre, et reli�e �a t par

� = t
�

1 +
�
c2

�
(2.13)

o�u � est le potentiel gravitationnel 5 au point o�u se trouve l'horloge : une massetest m poss�ede une
�energiegravitationnelle U = m�, et on supposej� =c2j � 1. Dans ce cas la di� �erenceentre les temps � A

(plancher) et � B (plafond) mesur�espar les deux horlogesest

� B � � A = � T = T
�

1 +
� B

c2

�
� T

�
1 +

� A

c2

�
= T

� B � � A

c2 = T
gh
c2

en accordavec(2.10). Une premi�ereid�eepour interpr�eter (2.13) consisterait �a proposerque le fonctionne-
ment deshorlogesest a�ect �e par la gravitation. Ce n'est pas l'id �eeretenue par Einstein, qui fait porter la
responsabilit�ede (2.13) sur la g�eom�etrie. Pour Einstein, la distancepseudo-euclidienne(ou de Mink owski)
au carr�e ds2 (voir le chapitre 3 pour plus d'explications) entre deux �ev�enements s�epar�espar un intervalle
de temps dt et d'espaced~r est a�ect �eepar la gravitation, et lorsque � =c2 � 1 on peut �ecrire

ds2 =
�

1 +
2�( ~r )

c2

�
c2dt2 �

�
1 �

2�( ~r )
c2

�
d~r 2 (2.14)

Nous verrons au chapitre 6 comment cette �equation peut se d�eduire de la m�etrique de Schwarzschild.
Pour mieux comprendrele raisonnement d'Einstein, on peut utiliser une analogiedue �a Hartle : dansune
projection de Mercator, les distancesentre Paris et Montr �eal et entre Lagos et Bogota sont les mêmes.
Or il est connu qu'un avion met plus de temps �a voler de Lagos �a Bogota que de Paris �a Montr �eal. On
peut donner deux interpr�etations.

1. Les r�eglesraccourcissent quand la latidude crô�t (la gravit �e a�ecte les horloges).
2. Les r�eglesrestent les mêmes,mais la g�eom�etrie est celled'une sph�ere (la g�eom�etrie est a�ect �eepar

la gravit �e).
Lorsque des �ev�enements se passent au même point (d~r = 0), on dit que l'in tervalle s�eparant les deux
�ev�enements est un interval le de temps propre : ds2 = d� 2. Suivant (2.14), la relation entre le param�etre
de temps t et le temps propre � est donc

� � = � t
�

1 +
2�( ~r )

c2

� 1=2

' � t
�

1 +
�( ~r )
c2

�
(2.15)

4Cette pr�ecision semblera modeste d'ici quelques ann�ees: on nous promet pour bient ôt une pr�ecision du centim �etre !
5 Il est imp ortan t de noter qu'en relativit �e la valeur absolue de l' �energie potentielle a une signi�cation physique : il n'y a

pas de constante arbitraire dans la d�e�nition de l' �energie.
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ce qui permet de retrouver (2.13). En l'absencede gravit �e, si (c� t; � ~r ) est l'in tervalle d'espace-temps
entre l' �emissionet la r�eception d'un photon

� s2 = c2� t2 � � ~r 2 = 0

car un photon sepropage�a la vitessec, et dans un diagramme (ct; ~r ) sa ligne d'Univ ers, c'est-�a-dire son
temps en fonction de sa position, est une droite de pente unit �e. En pr�esencede gravit �e, nous aurons
toujours par d�e�nition ds2 = 0, et si nous nous limitons �a une dimension d'espace,z, nous avons d'apr�es
(2.14) et compte tenu de j� =c2j � 1

dz
dt

' c
�

1 +
2�
c2

�

Cette �equation semble indiquer que la vitesse du photon n'est plus c, mais c'est une illusion car t est
seulement un param�etre de temps et z un param�etre d'espace.Nous pouvons par exempled�e�nir z0 par

z0 =
Z z �

1 �
2�( v)

c2

�
dv

dz0

dz
= 1 �

2�( z)
c2

et donc
dz0

dt
=

dz0

dz
dz
dt

' c

et avec ce nouveau param�etre d'espaceles lignes d'Univ ers desphotons sont desdroites !

La forme (2.14) de la m�etrique nous a permis de rendre compte du d�ecalagevers le rouge gravitationnel
dans un cas o�u d~r = 0. Calculons maintenant l'in t�egrale sAB de la m�etrique sur la tra jectoire d'une
particule massive de vitesse � c : comme nous le verrons au chapitre suivant, cette int�egale est la
\distance" minkowskienneou le temps propre entre le point de d�epart A et le point d'arriv �eeB . Nous
avons

sAB =
Z B

A
dt

" �
1 +

2�( ~r )
c2

�
c2 �

�
1 �

2�( ~r )
c2

� �
d~r
dt

� 2
#1=2

' c
Z B

A
dt

" �
1 +

2�( ~r )
c2

�
�

1
c2

�
d~r
dt

� 2
#1=2

' c
Z B

A
dt

"

1 �
1
c2

 
1
2

�
d~r
dt

� 2

� �( ~r )

!#

(2.16)

On reconnâ�t en facteur de � 1=c2 le lagrangien de la particule, et suivant le principe de moindre action
la minimisation de sAB par rapport �a ~r (t) donne tout simplement les �equationsdu mouvement

� sAB

�~r (t)
= 0 ( )

d2~r
dt2 = � ~r �( ~r )

Autrement dit la particule suit une tra jectoire qui extr�emise le temps propre sAB . On voit de (2.16)
qu'en g�en�eral cet extremum sera un maximum, car l'in t�egrale du deuxi�eme terme dans le crochet n'est
autre que l'action, qui est en g�en�eral minimis�ee par la tra jectoire. Nous verrons ult �erieurement que cet
�enonc�e est �equivalent �a l'a�rmation selon laquelle la tra jectoire d'une particule soumiseuniquement �a
la gravitation est une g�eod�esiquede l'espace-temps.Nous voyons donc que l'in terpr�etation g�eom�etrique
nous donne �a la fois le d�ecalagevers le rouge gravitationnel et les lois de Newton.

2.5 E�ets de mar �ee gravitationnels

Le d�efaut principal (mais il est in�evitable !) de notre d�e�nition d'un r�ef�erentiel d'inertie est que cette
d�e�nition est forc�ement locale si le champ de gravitation n'est pas uniforme. En e�et, si le champ de
gravitation n'est pas uniforme, on va observer des e�ets de mar�ee. Prenons l'exemple d'un satellite en
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M (x; z)

O
R

S
x

z

Fig. 2.5 { E�ets de mar�eegravitationnels. Le centre du satellite S est �a une distance d du centre O de
la Terre. La massem a pour coordonn�ees(x; z) dans un r�ef�erentiel d'origine S.

chute libre au-dessusde la Terre, et comparonsla chute de son centre massesitu�e en S �a une distance d
du centre de la Terre �a celle d'objets dans le satellite (�gure 2.5). Si les coordonn�eesd'un objet dans le
satellite sont (x; z), en choisissant une g�eom�etrie �a deux dimensionspour simpli�er, l' �energiepotentielle
gravitationnelle d'un objet de massem est

�( x; z) =
GmM

[x2 + (d + z)2]1=2

' �
GmM

d

�
1 �

z
d

�
x2

2d2 +
z2

d2

�
(2.17)

o�u M est la massede la Terre et nous avons utilis �e jxj; jzj � d pour e�ectuer un d�eveloppement limit �e.
Si la masse�etait situ�eeen S, la force sur cette masseaurait pour composantes F 0

x = 0; F 0
z = � GmM =d2.

Pour une masseen (x; z) , nous avons

Fx � F 0
x = Fx = � GmM

x
d3 (2.18)

Fz � F 0
z = GmM

2z
d3 (2.19)

Ces �equations montrent qu'au cours de la chute du satellite x diminue et z augmente : il y contraction
suivant la direction horizontale et dilatation suivant la direction verticale. Ceci secomprend qualitativ e-
ment : si une personneest en chute libre verticale, l'acc�el�eration de sespieds est plus grande que celle
de son centre de masse,et celle de sa t ête plus faible. Elle a donc tendance �a être dilat �eeverticalement
dans le r�ef�erentiel de sa chute. Si elle �etend les bras, l'acc�el�eration de sesmains est dirig�eevers le centre
de forceset elle a tendance�a être contract �eehorizontalement. C'est un e�et de mar�eetypique, sur lequel
nous faisonsles deux remarquessuivantes.

� Un exemple extr ême d'e�et de mar�ee est donn�e par la chute d'un astronaute sur une �etoile en
e�ondrement gravitationnel (chapitre 6) : l'astronaute est dilat �e de la t ête aux pieds et contract �e
dans la direction horizontale, et �nalement mis en pi�eces!

� Si ~r est la position de l'origine d'un r�ef�erentiel d'inertie, et si ~� est la position d'un objet dans ce
r�ef�erentiel, les �equationsdu mouvement pour ~� sont donn�eespar une g�en�eralisation facile de ce qui
pr�ec�ede

d2� i

dt2 = � � ij @2�
@x i @xk

�
�
�
~r

� k (2.20)
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En r�esum�e deux id�eesimportantes ressortent de cette premi�ere approche.

1. Les forcesde gravitation apparaissent commedese�ets de mar�eeet on abandonnel'id �eede donner
une valeur absolue�a la force de gravitation.

2. Si ellessont soumisesuniquement �a desforcesde gravitation, les particules suivent desg�eod�esiques
de l'espace-temps.

Cependant cette premi�ere approche heuristique de la relativit �e g�en�erale sou�re pour le moment d'un
d�efaut essentiel : nousn'avonspasconsid�er�e le casde particules massivesdont la vitessepeut être proche
de celle de la lumi�ere. Avant d'examiner ce qui se passeen relativit �e g�en�erale, il nous faut revenir au
chapitre suivant �a la relativit �e restreinte.
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Chapitre 3

Espace-temps plat

Cechapitre examinel'espace-tempsplat de la relativit �erestreinte, non encore\d �eform�e" par la gravit �e.
Il s'agit doncde l'espace-tempsid�eal (et th�eorique!) d'un Universenti �erement vide demati�ereet d'�energie,
o�u le temps est homog�eneet l'espacehomog�eneet isotrope : c'est une ar�eneneutre o�u se d�eroulent les
processusphysiques.On ne pourra donner ici qu'un survol de la relativit �e restreinte, et la plupart des
r�esultats seront rendus plausibles, et non d�emontr �esen d�etail. Le lecteur est renvoy�e �a la bibliographie
pour desexpos�esplus complets.

N.B. Dans ce chapitre et les suivants nous utiliserons un syst�eme d'unit �es o�u la vitesse de la lumi�ere
c = 1 et nous utiliserons �egalement la convention de sommation sur les indices r�ep�et�es

X

i

x i yi = x i yi

3.1 Photons

Rappelons qu'un �ev�enement est quelque chose qui se passe�a un temps d�etermin�e t en un point
d�etermin�e ~r : un �ev�enement est caract�eris�e par une coordonn�ee de temps t, souvent not�ee x0 = t,
et trois coordonn�eesd'espace~r = (x; y; z) = (x1; x2; x3). En relativit �e restreinte, on a l'habitude de
d�e�nir un r�ef�erentiel d'inertie en quadrillant l'espace-tempspar un r�eseaude r�eglesrigides et d'horloges
synchronis�ees,mais l'utilisation de r�eglesrigides est �a proscrire en relativit �e g�en�erale, du moins sur de
grandes distances, en raison de la courbure de l'espace. En cons�equencenous allons essayer de tout
mesureren utilisant uniquement desphotons.

Un observateursera repr�esent�e par un physicien qui transporte avec lui une horloge, mesurant son temps
propre, et un �emetteur/d�etecteur de photonscapablede mesurer les fr�equencesdesphotonsre�cus et �emis.
Entre d'autres termes, un observateur= une horloge et un radar.

Nous allons maintenant �enoncer l'hypoth�esede basede la relativit �e restreinte en l'illustran t au moyen
de l'explosion d'une �etoile : un �ev�enement O (explosion de l' �etoile) se produit en �emettant une bou� �ee
de photons et de particules massives (d�ebris). Nous allons faire l'hypoth�esefondamentale que tous les
photons, ind�ependamment de leur couleur,arrivent au mêmeinstant �a un observateur, mais paseng�en�eral
avec la mêmecouleur que celle de l' �emission.Si tel n'�etait pas le cas, l'explosion semblerait durer dans
le temps et un �ev�enement ponctuel ne serait pas vu commeponctuel par un observateur. Les particules
massives,au contraire, n'arriv ent pas au même instant et sont d�etect�eesapr�es les photons. Les courbes
d'espace-tempsform�eesdes positions successives de l'observateur, des photons ou des particules et les
instants correspondants, sont appel�eeslignes d'Univers de l'observateur, des photons ou des particules.
Les propri �et�espr�ec�edentes doivent �evidemment être valablesquel que soit l'observateur. Pour en rendre
compte, on va tracer dansl'espace-temps�a partir de O un cônede sommetO, N (O), qui est une structure
g�eom�etrique absolue, ind�ependante de l'observateur, et qui est appel�eecône de lumi�ere de O. Les lignes
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d'Univ ersdesphotonspassant par le point O �a t = 0 suivent lesg�en�eratricesdececône.La ligne d'Univ ers
de l'observateur coupe N (O) en un point unique O0, qui d�e�nit la position de l'observateur et le temps
auquel il re�coit les photons �emis par l'explosion (�gure 3.1). Les lignes d'Univ ers desparticules massives
�emisesau moment de l'explosion sont enti �erement contenues �a l'in t�erieur du cône futur N + (O) de O.
Comme N (O) est une structure g�eom�etrique absolue, il ne d�e�nit aucune direction privil �egi�ee,et tout
observateur passant par O voit N (O) avec une parfaite sym�etrie sph�erique.

O0

O

N (O)

P

Obs

Fig. 3.1 { Cône de lumi�ere N (O) du point O. La ligne d'Univ ers d'une particule massive passepar P,
celle de l'observateur coupe N (O) en O0. Les lignes d'Univ ers desphotons sont les g�en�eratrices du cône.

Consid�eronsdeux observateurs, Alice (A) et Bob (B) 1 qui �echangent des photons. Si les fr�equencesdes
photons re�cussont identiques �a cellesdesphotons �emis,on dira qu'Alice et Bob suivent deslignes d'Uni-
vers parall�eles, et les deux observateurs peuvent alors ais�ement synchroniser leurs horloges.L' �echangede
photons permet �a Alice de d�e�nir les coordonn�eesde l' �ev�enement P \r �e
ection du photon par le miroir
de Bob" 2 (�gure 3.2). Alice mesureles coordonn�eesde l' �ev�enement P comme�etant (t; x; c = 1)

t =
1
2

(t2 + t1) x =
1
2

(t2 � t1) (3.1)

Mais ce r�esultat est ind�ependant du fait que le photon rebondit sur le miroir de Bob ou sur celui d'un
troisi �emeobservateur, Chiara (C), qui ne suit pas n�ecessairement une ligne d'Univ ers parall�ele �a celles

1Ces deux h�eros de de l'informatique quantique sont apparus pour la premi �ere fois dans la discussion des syst�emes de
cryptographie �a cl�e secr�ete.

2Pour une version litt �eraire de cet �echange de photons, on pourra se reporter �a la nouvelle de D. Buzzatti, \Les sept
messagers", o�u les photons sont remplac�es par des cavaliers.
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d'Alice et de Bob (�gure 3.2). Autrement dit les coordonn�ees(t; x) attribu �eespar Alice �a l' �ev�enement P
sont ind�ependantes du partenaire qui r�e
 �echit le photon.

P

t

t + � t

t0+ � t

t1

t2

Alice Bob Alice Bob

Chiara

t0 t2 + t1

2

t2 � t1

2

Fig. 3.2 { Mesuredescoordonn�eesd'un �ev�enement P. Alice et Bob suivent deslignesd'Univ ersparall�eles.
Les lignes d'Univ ers desphotons sont en tirets.

3.2 E�et Doppler

Nous allons maintenant �etablir la formule de l'e�et Doppler en prenant l'exemple de la mesurede la
vitesse d'une voiture par un radar. La voiture croise le radar au temps t = 0, suivant les horlogesdu
radar et de la voiture ; ceciest toujours possiblepar un choix convenablede l'origine destemps desdeux
horloges.Le radar �emet un photon3 au temps t, suivant l'horloge du radar. Si la voiture �etait immobile,
elle recevrait ce photon au temps t, mais comme elle s'�eloigne elle le recevra �a un temps K t suivant
l'horloge de la voiture, avec K > 1 (�gure 3.3)4. Mais la situation radar-voiture est sym�etrique, car les
directions x et � x sont �equivalentes : il n'y a pas de direction privil �egi�ee dans un r�ef�erentiel d'inertie.
Si le photon est r�e
 �echi au temps K t suivant l'horloge de la voiture, il atteindra le radar au temps K 2t
suivant l'horloge du radar. Pour le radar, l' �ev�enement P : le photon est r�e
 �echi par la voiture, a pour
coordonn�ees,avec t1 = t et t2 = K 2t dans (3.1)

temps
1
2

(t2 + t1) =
1
2

t(K 2 + 1)

espace
1
2

(t2 � t1) =
1
2

t(K 2 � 1)

E�ectuan t le rapport espace/temps,la vitessede la voiture mesur�eepar le radar est donc

v =
K 2 � 1
K 2 + 1

(3.2)

ou encore

K =

r
1 + v
1 � v

(3.3)

3En pratique un signal �electromagn�etique cod�e.
4En raison de l'homog �en�eit �e temp orelle, K ne peut pas d�ependre du temps.
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O

radar

auto

K 2t

P
K t

t

Fig. 3.3 { Mesurede la vitessed'une voiture avecun radar. En traits pleins les lignesd'Univ ers du radar
et de l'auto, en tirets cellesdesphotons. Le signal est re�cu par l'auto en P.

Une autre fa�con d'exprimer ce r�esultat est de dire que la fr�equencedu photon mesur�ee par la voiture,
! rec est reli�ee�a la fr�equence! em d'�emissionpar le radar par

! rec =
1
K

! em = ! em

r
1 � v
1 + v

(3.4)

Cette formule n'est �evidemment pas autre choseque celle de l'e�et Doppler relativiste.

3.3 M �etrique de l'espace-temps plat

Pour formaliser cesconsid�erations g�eom�etriques, on intro duit une m�etrique sur l'espace-temps; si

x � = (x0; ~x) et y� = (y0; ~y)

sont les coordonn�ees spatio-temporelles de deux �ev�enements (l'exposant 0 d�esigne la coordonn�ee de
temps), on pourra aussi consid�erer x � et y� comme des quadrivecteurs5, les quadrivecteurs joignant
l'origine �a cespoints. On d�e�nira le produit scalaire de Minkowski de cesdeux quadrivecteurspar

x � y = x0y0 � ~x � ~y = x0y0 � x i yi (3.5)

Par d�e�nition des quadrivecteurs sont des objets �a quatre composantes tels que leur produit scalaire
(3.5) soit ind�ependant du r�ef�erentiel d'inertie . Cette condition permet de d�eterminer la loi de transfor-
mation des quadrivecteurs quand on passed'un r�ef�erentiel �a un autre, ou transformation de Lorentz,
mais nous n'aurons pas besoinde sa forme explicite. Il su�ra de savoir qu'elle laissepar construction le
produit scalaire invariant. De fa�con �equivalente, nous intro duisons un tenseur m�etrique6 � �� , le tenseur

5Ce qui ne sera pas possible en Relativit �e G�en�erale, o�u les coordonn�eesne sont pas des vecteurs.
6 Il existe deux conventions pour le tenseur � �� , la convention (3.6) et la convention

� �� = diagonal (� 1; 1; 1; 1)

La convention utilis �eedans cet expos�e minimise le nombre de signe moins, car on utilise beaucoup plus d'in tervalles du genre
temps ds2 > 0 (avec la convention (3.6) !) que d'in tervalle du genre espace.La convention oppos�ee �a (3.6) est avantageuse
en th �eorie quantique des champs, car on tombe directement sur la m�etrique euclidienne lorsque l'on e�ectue une rotation
de Wic k.
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de Mink owski
� �� = diagonal (1; � 1; � 1; � 1) (3.6)

et nous r�ecrivons (3.5)
x � y = � �� x � y� = x � y� avec x � = � �� x �

Les composantes x � sont appel�eesconventionnellement composantes contravariantes du quadrivecteur et
les x � sont les composantes covariantes. Le produit scalaired'un quadrivecteur par lui-même,x2 = x � x �

est la \longueur au carr�e", ou norme carr�ee (de Mink owski) de ce vecteur7. On �ecrit en g�en�eral cette
longueur au carr�e de Mink owski pour un vecteur in�nit �esimal dx �

ds2 = (dx0)2 � d~x2 = dt2 � d~x2 = � �� dx � dx � (3.7)

Si un photon est �emis �a l'origine8 O (t = 0; ~x = 0) et est re�cu au point x � , alors jx0 j = jj~xjj et

(x0)2 � ~x 2 = x � x � = 0 (3.8)

Ceci n'est autre que l' �equation du cône de lumi�ere N (O) d�e�ni dans la section 3.1. Pour un autre
observateur qui verra l' �ev�enement r�eception du photon avec des coordonn�eesdi� �erentes x0� , l' �equation
du cônede lumi�ereserax00 � ~x02 = 0. L'in tervalle d'espace-tempsx � entre le point d'�emissionet le point
de r�eception d'un photon v�eri�e donc x � x � = x2 = 0, et on dira que le quadrivecteur x � est du genre
lumi�ere. Si x � x � = x2 > 0, on dira que x � est du genre temps, et si x2 < 0, x � est du genre espace.

Appliquons cesnotions au cas d'un mouvement uniforme sur une droite, x = vt, jvj < 1 : par exemple
une particule massive est �emiseen O au temps t = 0 et est d�etect�eeen P au temps t et �a la position x
(�gure 3.4). La norme carr�eedu quadrivecteur x � = (t; x) est donn�eepar

x � x � = � 2 = t2 � v2t2 = t2(1 � v2) =
t2


 2

avec 
 = (1 � v2)� 1=2, soit t = 
 � . Mais � 2 est un produit scalaire, qui est ind�ependant du syst�emede
coordonn�ees.Si un observateur sed�eplaceavec une vitessev en suivant la particule, les coordonn�eesde
P pour cet observateur seront (t0; x0 = 0), et on aura

t02 = t2 � x2 = � 2

Le temps mesur�e par une horloge li �ee �a la particule est par d�e�nition t0, et c'est le temps propre de la
particule : t0 = � . L'expression t = 
 � montre que le temps propre est toujours le plus court.

A�n de montrer la coh�erencede cer�esultat avecnotre raisonnement pr�ec�edent sur l'e�et Doppler, exami-
nons la situation d�ecrite dans la section 3.2 dans le r�ef�erentiel o�u Alice est au repos (�gure 3.5). D'apr �es
(3.3) Bob mesuresur sa montre la r�eception du photon au temps

� � 0 = K � t = � t

r
1 + v
1 � v

Pour Alice, les coordonn�eesde P sont donn�eespar l'in tersection desdroites

x = t � � t x = vt

soit

t =
� t

1 � v
x =

v� t
1 � v

Nous obtenonsdonc

� � 2 =
1

(1 � v)2 (1 � v2)� t2 =
1 + v
1 � v

� � 02
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t

t P

O

vt

x

Fig. 3.4 { Mouvement uniforme d'une particule de vitessev, qui quitte l'origine au temps t = 0 et arrive
en P : (t; x = vt) au temps t.

Le temps propre � � calcul�e �a l'aide de l'in variance du produit scalaireest donc bien le mêmeque celui
� � 0 obtenu par le raisonnement donnant l'e�et Doppler.

Examinons maintenant la ligne d'Univ ersx � (� ) d'une particule massive param�etr�ee�a l'aide de sontemps
propre. Nous appelleronsquadrivitessede la particule le quadrivecteur u� (� ) tangent �a la ligne d'Univ ers
au point P de temps propre �

u� (� ) =
dx � (� )

d�
(3.9)

u� est bien un quadrivecteur car c'est le quotient d'un quadrivecteur x � par un scalaire � . Pendant un
temps (propre) in�nit �esimal d�

dx � = u� d�

mais comme
dx2 = d� 2 = (u� u� )d� 2

on trouve u2 = 1 : la quadrivitesse est un vecteur unitaire de genre temps. Il est int�eressant de donner
l'expressionde la quadrivitesseen fonction de la vitesse~v dans un r�ef�erentiel d'inertie (�gure 3.4)

dx0

d�
=

dt
d�

= 

d~r
d�

=
dt
d�

d~r
dt

= 
 ~v

soit
u� = 
 (1;~v) (3.10)

La quadrivitessed'une particule libre dans un r�ef�erentiel d'inertie ob�eit �a du� =d� = 0 : � est ce que l'on
appelle un param�etre a�ne pour la tra jectoire. Ce param�etre a�ne n'est pasunique, � = a� + b est aussi
a�ne. Si l'on e�ectue un changement de param�etrisation

y� (� ) = x � (� (� )) w� =
dy�

d�
= u� (� (� ))

d�
d�

alors
d2y�

d� 2 =
dw�

d�
=

d2�
d� 2 u� (3.11)

7Toutes mes excuses: x peut d�esigner soit une coordonn�ee, soit le quadriv ecteur x. J'esp�ere que le contexte l�evera toute
ambigu•�t �e.

8Pour un photon �emis en x � et re�cu �a l'origine, on a bien �evidemment x0 < 0.
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P

t

Alice

Bob

� t

x = vt

t

K � t

x = t � � t

Fig. 3.5 { Autre d�eduction de l'e�et Doppler. On a choisi un r�ef�erentiel o�u Alice est au repos.

Si le changement de variable � ! � n'est pas lin�eaire, dw� =d� 6= 0, et � n'est pas un param�etre a�ne.
Les chosesen vont di� �eremment pour un photon : prenonspar exempleun photon sepropageant suivant
Ox et dont la ligne d'Univ ers est x0 = x, ce que l'on peut �ecrire

x � = �u � avec u� = (1; 1; 0; 0)

On a dx � =d� = u� , u2 = 0 et du� =d� = 0 : � est un param�etre a�ne. Mais on pourrait aussibien prendre
x � = � 3 u� , et on v�eri�e que � n'est pas un param�etre a�ne.

Pour terminer cette section, nous observons que le produit scalaire de deux quadrivitesses a une in-
terpr�etation int�eressante. Soit Alice et Bob se croisant en O avec des quadrivitessesuA et uB . Dans le
r�ef�erentiel au repos d'Alice, uA = (1;~0). Soit vAB la valeur absoluede la vitesserelative de A et B , par
exemplela vitessede Bob mesur�eepar Alice. On a alors

uA � uB = u0
A u0

B � ~uA � ~uB = u0
B =

1
p

1 � v2
AB

et donc
uA � uB =

1
p

1 � v2
AB

(3.12)

Cette �equation permet de calculer la vitesserelative vAB quel que soit le r�ef�erentiel o�u l'on connâ�t uA

et uB .

3.4 Tenseur �energie-impulsion

En multiplian t la quadri-vitesse u� d'une particule (massive) par sa massem, on obtient la quadri-
impulsion p� , quadri-vecteur form�e de l' �energie(composante de temps) et de l'impulsion (composantes
d'espace)

p� = mu � p0 = E = 
 m ~p = 
 m~v (3.13)

o�u nous avons utilis �e (3.10) ; la masse�etant un scalaire, le produit mu � est bien un quadri-vecteur. On
notera la relation importante ~v = ~p=E. Pour desfaiblesvitesse,v � c, on peut e�ectuer un d�eveloppement
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limit �e en fonction de v=c

E = mc2 +
p2

2m
+ � � � ~p =

m~v
p

1 � (v=c)2
= m~v + � � �

o�u nous avons r�etabli c. Le premier terme de E est l' �energiede massemc2, le secondl' �energiecin�etique
non relativiste habituelle.

Nousallons maintenant discuter la notion de courant en relativit �e. Consid�eronsun ensemble de particules
instables de vie moyenne � dans le r�ef�erentiel o�u elles sont au repos, et supposonspour simpli�er que
ces particules se d�esint�egrent exactement au bout d'un temps � . Si ces particules se d�eplacent �a une
vitessev dans un r�ef�erentiel d'inertie R, un observateur dans ce r�ef�erentiel trouvera que les particules se
d�esint�egrent au bout d'un temps 
 � , en raison de la relation entre le temps propre de la particule et le
temps mesur�e par l'observateur. Les particules parcourent donc dans R, non pas une distance v� , mais
une distance9 
 v� . Supposonsque soit dispos�eedans dans R une densit�e lin�eaire de charge � � suivant la
direction de la vitessedesparticules, une particule verra, pendant un temps � , 
 � � v� charges.En r�esum�e,
une particule voit les chargesd�e�ler �a la vitesse� v, et elle observe une densit�e de chargesqui n'est pas
� � , mais 
 � � . Un observateur li �e �a la particule d�e�nira donc une densit�e de charge� = 
 � � et une densit�e
de courant ~| = � 
 � � ~v = � � ~v. Si la densit�e de chargesest � � dans un r�ef�erentiel o�u ceschargessont au
repos, cet observateur de quadri-vitesseu� dans ce r�ef�erentiel d�e�nira un quadri-courant j � par

j � = � � u� (3.14)

Ce quadri-courant ob�eit �a la loi de conservation

@� j � = @0j 0 + ~r � ~| = 0 (3.15)

qui est bien connue des�equations de Maxwell. Il est tr �es important de noter qu'en relativit �e une loi de
conservation est obligatoirement une loi de conservation locale. En e�et, supposonsque nous partions
d'une situation o�u la charge totale est nulle, mais qu'au temps t = 0 une charge n�egative soit cr�e�eeau
point O, tandis qu'une chargepositive est cr�e�eeen un autre point, cequi conserve globalement la charge.
Cependant, �etant donn�e la relativit �e de la simultan�eit�e, il est facile de trouver desr�ef�erentiels o�u la charge
positive, par exemple,est cr�e�eeavant la chargen�egative, et la chargen'est pasconserv�ee.Autrement dit,
la chargecontenue dans un volume ne peut varier que parcequ'elle passepar la fronti �erede cevolume10,
cequi n'est pasvrai par exemplepour la conservation de l'impulsion en m�ecaniquedes
uides galil�eenne.

Poursuivons l' �etude des lois de conservation. Une surface t =cste est une 3-surface de genre espace de
l'espace-temps,le vecteur orthogonal �a cette surface�etant le vecteur n � = (1;~0). On peut g�en�eraliser en
prenant une surfaceorthogonale�a un vecteur unitaire de genretemps n � ; n2 = 1. Une surfaceorthogonale
au vecteur de genreespacen � = (0; 1; 0; 0) par exempleseraune 3-surface de genre temps, et en g�en�eral
une telle surface sera orthogonale �a un vecteur unitaire de genre espacen � ; n2 = � 1. On peut tracer
un volume � V dans une 3-surfacede genre temps ou de genre espace.Soit � N le nombre de charges
dans � V . La quantit �e � N est ind�ependante du r�ef�erentiel, c'est un scalairede Lorentz. Le seul scalaire
que l'on puisseconstruire avec le courant j � et le vecteur n� caract�erisant la 3-surfaceest j � n = j � n� .
Lorsque n� = (1;~0)

(j � n� )� V = � � � V = � N

Si le vecteur n� est du genreespace,par exemplen � = (0; 1; 0; 0), alors

� N = (j � n� )� t � y� z = j x � t � y� z =
� N

� y� z� t
� t � y� z

9Cette propri �et�e est utilis �ee dans les acc�el�erateurs de particules. Si l'on produit un faisceau de m�esons-� de vie moyenne
� 10� 8 s, on pourrrait s'attendre qu'un m�eson-� dont la vitesse est proche de celle de la lumi �ere puisse parcourir au maxim un
un distance � 3 m. En fait il peut parcourir des distances bien plus grandes, ce qui permet d' �eloigner la zone d'exp�eriences
de celle de production de plusieurs centaines de m�etres, sans perte appr�eciable de m�esons-� .

10 Cette observation permet de d�emontrer (3.15) en utilisan t le th �eor�eme de la divergence.
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et j x = � N=(� A� t) est bien le 
ux de charges�a travers la surface� A = � y� z. On a donc dans tous
les cas

� N = (j � n� )� V (3.16)

Si au lieu de � N , qui est un scalaire,on a a�aire �a une quantit �e qui est un quadrivecteur, par exemple
une quadri-impulsion, on doit intro duire au lieu d'un courant vectoriel j � un courant tensoriel T �� . La
relation correspondant �a (3.16) est alors

� p� = (T �� n� ) � V (3.17)

o�u T �� est le tenseur �energie-impulsion. Si n � = (1;~0), cette �equation donne pour la composante de
temps et les trois composantes d'espace

� p0 = � E = T 00� V

� pi = T i 0� V

T 00 = � est la densit�e d'�energie,T i 0 = � i la densit�e d'impulsion suivant la direction i . Prenons l'exemple
d'une bô�te de particules de mêmevitessev dans R, de massem et de densit�e � � dans le r�ef�erentiel o�u
ellessont au repos. Nous aurons alors pour les densit�esd'�energieet d'impulsion

� = T 00 = (m
 )( � � 
 ) = m� � u0u0

� i = T i 0 = (m
 vi )( � � 
 ) = m� � u0ui

car la densit�e dans R est � = � � 
 .

Il nous faut maintenant interpr�eter T 0i et T ij . Suivant le même raisonnement que dans le cas scalaire,
consid�eronsune surfacede genretemps orthogonale �a n � = (0; 1; 0; 0)

� p� = T �x � t � y� z = T �x � t � A

T �x = � p� =(� A� t) est le 
ux de p� �a travers � A, et en particulier T 0x = � p0=(� A� t) est le 
ux
d'�energiedans la direction x. Mais, en raison de la conservation locale de l' �energie-impulsion

(
ux d'energie)� � A� t = (densite d'energie)� vx � A� t = (densite d'impulsion) x � A� t

o�u nous avons utilis �e vx = px =E. En divisant par � A� t nous obtenonsT 0x = T x 0. D'autre part

T ix =
� pi

� A� t
=

� pi =� t
� A

qui est une force par unit �e de surface.Plus g�en�eralement

� F i = T ij nj � A

est la composante i de la force ~F exerc�ee sur une surfacede normale ~n. �A la limite non-relativiste, les
composantes T ij ne sont autres que les composantes du tenseur des pressions,familier en m�ecanique
des 
uides. En r�esum�e, le tenseur �energie-impulsion T �� est un tenseur sym�etrique : T �� = T � � . La
conservation de l' �energie-impulsionsetraduit par la g�en�eralisation de (3.15)

@� T �� = 0 (3.18)

Un casparticulier important est celui du 
uide parfait. Dans ce casle tenseur �energie-impulsionne peut
d�ependre que de la vitessed'ensemble u� du 
uide, car il n'existe pas d'autre direction disponible11 et
aussidu tenseur de Mink owski � �� . Dans le r�ef�erentiel o�u le 
uide est au repos, on doit avoir

T �� = diag (�; P ; P; P)

11 Le 
ux de chaleur d�e�nit une direction privil �egi�ee dans le r�ef�erentiel o�u le 
uide est au repos, mais pr�ecis�ement il n'y a
pas de 
ux de chaleur dans un 
uide parfait.
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car la densit�e d'�energieest � = m� � et T ij = P� ij , P �etant la pression. Si l'on �ecrit la forme la plus
g�en�eralepossiblede T �� avec descoe�cien ts arbitraires A et B

T �� = Au � u� + B � ��

on obtient dans le r�ef�erentiel au repos o�u u� = (1;~0)

T 00 = A + B = � T ij = � B � ij = P � ij

ce qui donne
T �� = (� + P)u� u� � P � �� (3.19)

Il est facile de v�eri�er que l' �equation de conservation (3.18) donne l' �equation de conservation de la masse
et l' �equation d'Euler �a la limite des faibles vitesses12. Nous allons voir au chapitre 6 que le tenseur
�energie-impulsionjoue un rôle fondamental dans l' �ecriture de l,�equation d'Einstein

courbure locale de l'espace-temps= tenseur �energie-impusion

ou en formule
R�� �

1
2

g�� R = � 8� GT�� (3.20)

Le tenseurdeRicci R�� , la courbureR et la m�etrique g�� , qui seront d�e�nies defa�conpr�eciseau chapitre 5,
sont descaract�eristiquesde la g�eom�etrie.
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Hartle [2003],chapitres 4 et 5. Ludvigsen [2000],chapitres 2 �a 8. Weinberg [1972],chapitre 2.

12 L' �equation de conservation de la massesuit de

u � @� T �� = 0

et celle d'Euler de
(� �� � u � u � )@� T �� = 0

Le tenseur (� �� � u � u � ) est le pro jecteur, au sens de la m�etrique de Mink owski, sur la surface orthogonale �a u � . Les deux
�equations ci-dessus sont les pro jections de @� T �� = 0 sur u � et sur la surface perpendiculaire �a u � .



Chapitre 4

Cosmologie

Les consid�erations de g�eom�etrie dont nous aurons besoin dans ce chapitre de cosmologiesont su�-
samment intuitiv espour qu'il ne soit pasn�ecessairede faire appel aux r�esultats de g�eom�etrie di� �erentielle
du chapitre 5.

4.1 Description qualitativ e de l'Univ ers

Mati �ere sombre. Il est aujourd'hui admis que la mati�ere visible (�etoiles, nuagesde gaz : : :) ne repr�esente
qu'une tr �esfaible partie de la massede l'Univ ers,au plus quelquespour cents. Une composante essentielle
est la mati�ere sombre. Cette mati�ere sombre est mise en �evidencepar l' �etude de la rotation de nuagesde
gaz autour du centre de galaxies.Par exemplela �gure 4.1 montre la vitessede rotation v(r ) de nuages
de gaz dans la galaxie d'Androm �edeen fonction de la distance r au centre de la galaxie.

Fig. 4.1 { Vitesse de rotation de nuagesde gaz en fonction de la distance au centre de la galaxie, ici la
galaxie d'Androm �ede.L' �echelle horizontale est en minutes d'arc et donne la taille angulaire des objets.
D'apr �esHartle [2003].

Si le nuageest situ�e �a une distancer du centre de la galaxie, et si M (r ) est la massecontenue �a l'in t�erieur
de l'orbite du nuage,alors d'apr�esla loi de Newton

GM (r )
r 2 =

v2(r )
r

(4.1)

29
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Si l'essentiel de la masse�etait concentr �ee au voisinage de r = 0, comme on pourrait le d�eduire de
l'observation de la mati�erevisible, on aurait v(r ) / r � 1=2. En fait on trouve v(r ) � cste,cequi indique la
pr�esenced'une mati�erenon visible importante. L'existencede cette mati�eresombre a re�cu r�ecemment une
con�rmation ind�ependante grâce �a l'utilisation de l'e�et de lentille gravitationnelle : voir Hartle [2003],
chapitre 11 et l'article de Koopmanset Blanford.

Isotropie et homog�en�eit�e de l'Univ ers = principe cosmologique.Si l'on fait abstraction des 
uctuations
locales(galaxies: : :), l'observation montre que l'Univ ers est homog�eneet isotrope (en fait l'isotropie en
tout point entra �̂ne l'homog�en�eit�e). Il faut moyenner sur des distances su�sammen t grandespour que
l'homog�en�eit�esoit valableet l' �echellede transition entre la r�epartition homog�eneet la structure granulaire
est de l'ordre de 3 � 107 ann�ee-lumi�ere. Un autre argument convaincant est l'isotropie du rayonnement
cosmologique1 �a 3 K : lesr�esultats dessatellites COBE et WMAP montrent qu'en dehorsd'une asym�etrie
due �a l'e�et Doppler provenant du mouvement de notre galaxie2 avec une vitesse de l'ordre 10� 3 c, ce
rayonnement est isotrope avecdes
uctuations qui ne d�epassent pas 10� 5. En fait la qualit �e de la courbe
de rayonnement de corps noir du rayonnement cosmologiqueest bien meilleure que celle de toute courbe
r�ealis�eeau laboratoire ! Le point de d�epart de la cosmologiestandard est donc l'hypoth�eseque l'Univ ers
est homog�ene et isotrope �a grande �echelle, hypoth�esequ'Einstein fut le premier �a formuler en 1917, �a
l' �epoque une pure sp�eculation th�eoriquesansla moindre baseexp�erimentale.

Fig. 4.2 { Courbe de Planck pour le rayonnement cosmologiquemesur�eepar le satellite COBE (1992).
D'apr �esHartle [2003].

Expansion de l'Univ ers. Commeon le sait depuisHubble (1927), le d�ecalageDoppler de la lumi�ere�emise
par les galaxies est proportionnel �a leur distance : pour une galaxie s'�eloignant de la nôtre avec une
vitessev, le d�ecalageDoppler est suivant (3.4) pour v=c � 1

v
c

=
� �
�

� z (4.2)

1Environ 380 000 ans apr�es le Big Bang, les photons se sont d�ecoupl�es de la mati �ere et se sont retrouv �es hors �equilibre
thermo dynamique. Depuis cette �epoque, leur longueur d'onde a vari �e en prop ortion du facteur de dilatation a(t) (voir
(4.17)), et ils forment aujourd'h ui le rayonnement cosmologique �a 3 K.

2La vitesse de notre groupe local de galaxies est de 600 km/s par rapp ort au fond cosmologique. La vitesse du syst�eme
solaire par rapp ort au centre de notre galaxie est de 270 km/s.
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o�u � est la longueur d'onde. Une d�e�nition plus pr�ecisede z sera donn�eeult �erieurement. La loi �etablie
par Hubble est v = H0d, o�u H0 est la constante de Hubble, avec la valeur num�erique

H0 = 72� 7km:s� 1=Mpc tH =
1

H0
= 4:3 � 1017 s = 13:6 � 109ans (4.3)

Rappelonsque 1 parsec(pc) vaut 3.26 ann�ee-lumi�ere (a.l). Le temps tH est une premi�ereapproximation
pour l' âge de l'Univ ers. En e�et, en supposant que les galaxies ont eu une vitesse uniforme depuis le
Big Bang, d = vtH , et tenant compte d'autre part de la loi de Hubble d = v=H0 =) tH = 1=H0.
Pour v�eri�er la loi de Hubble, on a besoind'une mesurede distance. Celle-ci est fournie en utilisant des
\b ougiesstandard", c'est-�a-dire des�etoilesdont la luminosit �e L est connue (ou suppos�eetelle !). En e�et,
si f est le 
ux recueilli par un d�etecteur sur la Terre, ce 
ux est reli�e �a L et �a la distance d par

f =
L

4� d2 =
LH 2

0

4� z2c2 (4.4)

d'apr�es la loi de Hubble. Nous verrons ult �erieurement une version plus pr�ecisede cette formule; z est
connu par le d�ecalageDoppler, f est mesur�e exp�erimentalement, et si l'on connâ�t L , on en d�eduit d.

Il convient de faire quelquesmisesen garde contre desconfusionspossibles.
� Il ne faut pas interpr�eter le Big Bang comme une explosion �a partir d'un centre ! L'Univ ers n'a

pas de centre, chaquegalaxie voit les autres galaxiess'�eloignersuivant la loi de Hubble. Une image
classique(�a deux dimensions)est celled'un ballon que l'on gon
e : despoints marqu�essur le ballon
s'�eloignent les uns desautres, sansque l'on ait un point central sur le ballon.

� Comme on le verra au chapitre 5, on ne sait pas a priori comparer la vitesse de deux galaxies
�eloign�eesdans un espacecourbe. Pour ce faire il faudrait \transp orter parall�element" le vecteur
vitessed'une des deux galaxiesau point o�u se trouve la secondegalaxie. Or le transport parall�ele
d'un vecteur d�epend de la courbe choisie dans un espacede courbure non nulle. Les questionsqui
sont simplesdans un espaceplat le sont beaucoupmoins dans un espacecourbe!

4.2 Coordonn �ees comobiles

L'hypoth�esed'isotropie et d'homog�en�eit�e permet de d�ecomposer l'espace-tempsM en une famille de
3-surfacesde genre espace,param�etr�eespar un scalaire que l'on peut appeler le temps t. Chacune de
ces 3-surfacesest une vari�et�e � t �a trois dimensions homog�ene et isotrope : M = R+ � �. On a donc
un feuilletage de l'espace-tempsen tranches t =cste. Il existe seulement trois types de vari�et�es �a trois
dimensionshomog�eneset isotropes

1. L'espaceplat.

2. La sph�ere S3 �a courbure constante > 0.

3. L'hyperbolo•�de �a courbure constante < 0.

Ce r�esultat est intuitif, et il peut être montr �e rigoureusement. Remarquonsque nous ne disons rien sur
les propri �et�estopologiquesglobales(sauf dans le casde la sph�ere) : par exempledans le casde l'espace
plat, rien n'in terdit de choisir le tore T 3, le tore �etant une surfacede courbure nulle. Nous allons nous
limiter pour le moment au cas de l'espaceplat, en revenant dans la section 4.4 sur les deux autres cas;
l'espaceplat est le casle plus simple, et le bonus est que c'est, semble-t-il, le casphysiquement pertinent !

Consid�erons les galaxies se trouvant au temps t sur la vari�et�e � t : par homog�en�eit�e, ce temps, appel�e
temps comobile, peut être choisi identique pour toutes les galaxies. Au voisinagede chaque galaxie, on
mesure au temps t une densit�e de mati�ere � (t) qui est la même pour toutes les galaxies. L'isotropie
entra �̂ne que la m�etrique est de la forme3

ds2 = dt2 � a2(t)(dx2 + dy2 + dz2) (4.5)

3Anticip ons sur les r�esultats du chapitre 5 : chaque galaxie suit une g�eod�esique G de l'espace-temps et on choisit comme
param�etre le temps propre t = � . On a donc pour la m�etrique

gtt = <
@

@t
;

@

@t
> = u2 = 1
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@1

u

@2

� t

G

Fig. 4.3 { Vari�et�e � t et g�eod�esiquedune galaxie G. On a repr�esent�e la quadrivitesseu et deux vecteurs
tangents aux axesde coordonn�ees@1 et @2 (chapitre 5)

Les coordonn�es (x; y; z) rep�erent la positions dans l'espaced'une galaxie et elle sont ind�ependantes du
temps : ce sont des coordonn�ees comobiles. Le facteur a(t) est le facteur de dilatation ou le facteur
d'�echelle. La m�etrique (4.5) est la g�en�eralisation la plus simple de la m�etrique de Mink owski (3.7). Une
tranche d'espace-tempst = cste est muni de la m�etrique euclidienneordinaire pour t =cste

� ds2 = a2(t)(dx2 + dy2 + dz2) = a2(t)dS2 (4.6)

Cette m�etrique sera�evidement modi� �eedans le casde l'hyperbolo•�de et de la sph�ere. La m�etrique (4.5)
correspond �a un espaceplat, mais pas �a un espace-tempsplat !

Nous allons maintenant g�en�eraliser le r�esultat de Hubble, qui n'est valable que pour desgalaxiespas trop
�eloign�ees,en �etablissant la formule du d�ecalage vers le rouge cosmologique. Consid�erons deux galaxies
dont la di� �erencede coordonn�eescomobilesest (� x; � y; � z). La distance qui s�eparecesdeux galaxies
au temps t est d'apr�es(4.6)4

d(t) = a(t)
�
� x2 + � y2 + � z2� 1=2

= a(t)dcom (4.7)

Si a(t) crô�t avect, lesdeux galaxiess'�eloignent : l'Univ ersest en expansion,cequenousallons d�esormais
supposer : _a(t) > 0. Il sera commode d'utiliser des coordonn�eessph�eriques(r; � ; ' ) dans l'espaceet de
r�ecrire (4.5)

ds2 = dt2 � a2(t)
�
dr 2 + r 2(d� 2 + sin2 � d' 2)

�
= dt2 � a2(t)

�
dr 2 + r 2 d
 2�

(4.8)

Soit deux galaxies,de coordonn�eescomobilesr = 0 (nous) et r = r com , et un photon sepropageant entre
les deux galaxies.Dans le cas d'un photon, on doit avoir ds2 = 0, mais �a causedu facteur a(t) dans la
m�etrique, les lignes d'Univ ers d'un photon ne sont pas des droites (�gure 4.4). Si les temps d'�emission
par la galaxie de deux photons succcessifs�a r = r com sont te et te + � te et les temps de r�eception sur la
Terre sont t0 et t0 + � t0, on tire de ds2 = 0 la relation dt2 = a2(t)dr 2 et

r com =
Z t 0

t e

dt
a(t)

=
Z t 0 + � t 0

t e + � t e

dt
a(t)

(4.9)

car
@

@t
=

d

d�

�
�
�
le long de G

Les coordonn�eesspatiales sont telles que les vecteurs tangents @=@x i sont orthogonaux �a @=@t. La m�etrique est donc de la
forme

ds2 = dt2 � gij dx i dx j

G�eom�etriquement, les g�eod�esiques suivies par les galaxies sont orthogonales �a � t , sinon elles d�e�niraien t une direction
privil �egi�ee sur � t . Cela veut dire que l'on n'a pas de termes en dt dx i .

4 Il convient de pr�eciser la signi�cation de la distance d(t) : en th �eorie, il faudrait disposer d'un grand nombre d'obser-
vateurs dispos�es entre notre galaxie et la galaxie loin taine, qui mesurent chacun la distance entre eux-mêmes et leur plus
proche voisin au même temps t. La somme de ces distances donne d(t). Inutile de dire que ce n'est pas tr �es pratique...
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Fig. 4.4 { Propagation de photons entre deux galaxieset d�ecalagevers le rougegravitationnel, R = r com .

soit pour des� t petits
� t0

a(t0)
=

� te

a(te)

Ceci donne pour le d�ecalagede fr�equenceentre photons �emis (! e) et re�cus (! 0)

! 0

! e
=

a(te)
a(t0)

�
< 1

�
(4.10)

Cette �equation donne l'expressiong�en�eraledu d�ecalagevers le rouge cosmologique.On d�e�nit le facteur
z par

1 + z =
� 0

� e
=

! e

! 0
=

a(t0)
a(te)

(4.11)

On verra dans la section 4.4.1 que ces �equations sont aussi valables pour un espacecourbe. Dans ce
raisonnement, toute r�ef�erence �a la notion hasardeusede vitesse relative de deux galaxies a disparu.
En fait il est bien pr�ef�erable de d�e�nir la distance �a une galaxie lointaine par la donn�ee de z, qui est
une donn�ee observationnelle non ambigu•e, alors que le temps d'�emissiond'un photon (te dans (4.11))
ou bien la distance d�ependent du mod�ele d'Univ ers choisi et de la d�e�nition de cette distance (voir la
section 4.4.2). On dira par exemple que le d�ecouplagedes photons du rayonnement cosmologiques'est
produit �a z ' 1100,ou que les objets les plus lointains que l'on a pu observer aujourd'hui ont z � 6.

Montrons que la loi de Hubble des�equations(4.2) et (4.3) est une approximation de (4.11) en consid�erant
deux galaxiesproches.Le temps mis par le photon pour aller d'une galaxie �a l'autre est � t ' a(t 0)R = d,
o�u t0 repr�esente l'instan t actuel, mesur�e �a partir du Big Bang, et donc le facteur de dilatation aujourd'hui.
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Selon une convention habituelle en cosmologie,l'indice 0 �etiquette aujourd'hui, par exemple H 0 est la
constante de Hubble aujourd'hui et a0 � a(t0). �Ecrivant

a(te) ' a(t0 � d) ' a(t0) � d _a(t0)

on d�eduit de (4.11)

1 + z '
a(t0)

a(t0) � d _a(t0)
' 1 + d

_a(t0)
a(t0)

= 1 + dH0

soit

z ' H0d H0 �
_a(t0)
a(t0)

=
_a0

a0
(4.12)

L'in terpr�etation du d�ecalagevers le rouge cosmologiquecomme provenant de l'e�et Doppler et de la
\fuite des galaxies" n'est correcte que pour des galaxies su�sammen t proches. Dans le cas g�en�eral on
doit utiliser (4.11).

Nous avons vu que l'in versede la constante de Hubble (aujourd'h ui) donne une indication sur l' âge de
l'Univ ers t0 : si la vitesse d'expansion a �et�e uniforme depuis le Big Bang, alors H (t) = H 0 et l' âge de
l'Univ ers est bien l'in versede la constante de Hubble : t0 = tH = 1=H0. Cependant il est intuitiv ement
�evident (et ce sera montr �e ci-dessous),que la gravit �e ne peut que ralentir l'expansion de l'Univ ers :
une pierre lanc�ee vers le haut est toujours frein�ee par la gravit �e, même si on la lance avec une vitesse
sup�erieure �a la vitessede lib�eration et •a(t) < 0. La �gure 4.5 montre l' �evolution du facteur de dilatation
a(t) : on voit que t0 � tH . On verra que la pr�ediction simple et remarquable •a(t) < 0 n'est pas v�eri� �ee
exp�erimentalement .

tH

a(t)

tt0

Fig. 4.5 { Le facteur de dilatation a(t) en l'absenced'�energiedu vide. La tangente au point t = t 0 donne
la vitessed'expansion aujourd'hui. Si cette vitesse�etait rest�eeconstante, l' âgede l'Univ ers serait t H .

4.3 �Evolution du facteur de dilatation

4.3.1 �Equation de Friedmann

En premi�ereapproximation, l'Univ ersest un 
uide parfait dont lesmol�eculessont lesgalaxies.Un 
ux
de chaleur ou de particules serait incompatible avec l'isotropie, car il �xerait une direction privil �egi�ee,et
on est en droit de n�egligertout ph�enom�eneirr �eversible.Le deuxi�emeprincipe (E = �energie,S = entropie,
P =pression, V = volume, T = temp�erature absolue)

dE = TdS � PdV

devient
d(� E ) = �P d(� V ) (4.13)
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Des coordonn�eescomobiles (� x; � y; � z) d�e�nissent un covolume � Vcom = � x� y� z o�u le nombre de
galaxiesest constant, tandis que le volume � V est

� V = a3(t) � x� y� z = a3(t) � Vcom (4.14)

Si � (t) est la densit�e d'�energie(qui inclut bien �evidemment l' �energiede masse),nousavonsd'apr�es(4.13)
et (4.14)

d
dt

�
� (t)a3(t)� Vcom

�
= �P (t)

d
dt

�
a3(t)� Vcom

�

soit
d
dt

�
� (t)a3(t)

�
= �P (t)

d
dt

�
a3(t)

�
(4.15)

Trois casde �gure limites sont possibles.

1. Universdomin�e par la mati�ere. La pressiondu gazde galaxiesest n�egligeablepar rapport �a l' �energie
de masseet (4.15) devient

� (t)a3(t) = cste ou � (t) = � (t0)(1 + z)3 (4.16)

Cette �equation exprime simplement que la densit�e est divis�eepar (a(t0)=a(t))3 = (1 + z)3 quand le
facteur de dilatation passede a(t) �a a(t0).

2. Universdomin�e par le rayonnement . Dans cecas(voir le rayonnement du corpsnoir), on a P = �= 3
et � / T 4, �equationsqui sont aussivalides pour tout gaz de particules ultra-relativistes, quelle que
soit leur statistique. On en d�eduit

_�
�

= � 3
_a
a

soit

� (t) = � (t0)
�

a(t0)
a(t)

� 4

= � (t0)(1 + z)4 T(t) = T(t0)
�

a(t0)
a(t)

�
= T(t0)(1 + z) (4.17)

Cette �equation montre que la longueur d'onde desphotons du rayonnement du corps noir cosmolo-
gique crô�t en proportion de a(t) apr�esle d�ecouplagerayonnement-mati �ere.

3. Univers domin�e par le vide. Dans ce cas � doit être ind�ependant du temps5 : la densit�e d'�energie
du vide ne d�epend pas de l'expansion de l'Univ ers. On a donc

� (t)
da3(t)

dt
= �P (t)

da3(t)
dt

soit
P = � � (4.18)

Nous reviendrons ult �erieurement sur cette \ �energiedu vide". Pour le moment nous prenons en compte
uniquement les param�etresclassiques,mati�ereet rayonnement, et nousallons essayer d'�etablir l' �equation
d'�evolution du param�etre d'�echelle a(t) en utilisant un raisonnement newtonien discutable, mais qui a le
m�erite de la simplicit �e. Choisissonsune origine arbitraire O dans l'Univ ers et consid�eronsune galaxie G
de massem situ�ee �a une distance d(t) de O. En admettant la validit �e du th�eor�emede Gausspour une
distribution de mati�ere in�nie, son �energiepotentielle est

U(d) = � G
mM

d
M =

4�
3

d3�

soit
U(d) = �

4�
3

Gmd2� (4.19)

5Ceci est une simpli�cation qui est contest�ee dans certains mod�eles. Av ec l'h ypoth�esesimpli�catrice � v (t ) = cste, l'e�et
de l' �energie du vide est �equivalent �a celui d'une constante cosmologique. Dans un r�ef�erentiel d'inertie local, le seul tenseur
disponible est le tenseur de Mink owski � �� et si tous les observateurs voient le même vide, on doit avoir T v

�� / � �� . Ceci
ra joute un terme � g�� dans l' �equation d'Einstein : voir(4.42), o�u � est la constante cosmologique.
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�Ecrivons d(t) = a(t)R, o�u R est la coordonn�ee comobile radiale de la galaxie, l'origine O ayant une
coordonn�eecomobile R = 0, d'o�u la vitessede la galaxie v(t) = R _a(t). L' �energiede la galaxie est alors

E =
1
2

mR2 _a2(t) �
4�
3

mR2G� (t) a2(t)

=
1
2

mR2
�

_a2(t) �
8�
3

G� (t) a2(t)
�

Cette �energie m�ecanique doit être constante, et apr�es red�e�nition convenable de a(t) par un facteur
multiplicatif, on obtient l' �equation de Friedmann

_a2(t) �
8�
3

G� (t) a2(t) = � k k = 1; 0; � 1 (4.20)

o�u k peut prendre les valeurs k = � 1 : �energiem�ecaniquepositive, k = 0 : �energiem�ecaniquenulle et
k = 1 : �energiem�ecaniquen�egative. Pour k = � 1(E > 0) et k = 0 (E = 0) l'expansion se poursuit
ind�e�niment, tandis que pour k = 1(E < 0) l'expansion �nit par s'arrêter et on revient �a la singularit �e
initiale (\Big Crunch"). La raison de la convention de signe pour k apparâ�tra �a la section 4.4 : k
caract�erise la courbure de l'espace,k = +1 pour la sph�ere, k = 0 pour l'espaceplat et k = � 1 pour
l'hyperbolo•�de. De l' �equation (4.20) on d�eduit, en la combinant avec (4.15)

•a
a

= �
4� G

3
(3P + � ) (4.21)

ce qui montre que •a < 0 si (3P + � ) > 0, en particulier si la pressionet l' �energiesont positives : s'il n'y
a que de la mati�ere et/ou du rayonnement, l'expansion est ralentie par la gravit �e, mêmedans le cas o�u
elle sepoursuit ind�e�niment. L'observation •a > 0 implique donc une nouvelle physique!

L'Univ ers spatialement plat correspond �a k = 0. De l' �equation (4.20) prise �a t = t 0 on d�eduit la densit�e
d'�energieaujourd'hui en tenant compte de ce que H 0 = _a0=a0

� 0 = � c =
3H 2

0

8� G
(4.22)

La densit�e � c est la densit�e critique : pour � � � c, l'expansion se poursuit ind�e�niment, pour � > � c

l'Univ ers �nit dans le Big Crunch. Les cosmologistesont l'habitude de d�e�nir les rapports desdi� �erents
typesde densit�e d'�energie�a la densit�e d'�energiecritique (m = mati�ere, r = rayonnement, v = vide)


 m =
� 0

m

� c

 r =

� 0
r

� c

 v =

� 0
v

� c
(4.23)

et 
 m + 
 r + 
 v = 1 pour un Univers spatialement plat (� 0 = � c).

Pour �xer les id�ees,prenons le cas particulier d'un Univers plat domin�e par la mati�ere, 
 m = 1, 
 r =

 v = 0, ce qui est en fait le premier mod�ele d'Univ ers en expansionpropos�e en 1932par Einstein et de
Sitter. Les deux �equations (4.17) et (4.20) deviennent

_a2 �
8� G
3a

= 0 �a 3 = 1

d'o�u l'on tire p
ada / dt a3=2 / t

soit �nalement une loi en t2=3

a(t) = a0

�
t
t0

� 2=3

(4.24)

et donc t0 = 2tH =3, cequi con�rme la courbe de la �gure 4.5. Pour un Universdomin�epar le rayonnement
on trouve a(t) / t1=2 et pour un Univers domin�e par le vide a(t) / exp(H t) : si l' �energiedu vide est non
nulle, elle �nit toujours par l'emporter ! Un exemplesimple (non r�ealiste) avec 
 m = 
 r = 
 v = 1=3 est
donn�e dans la �gure 4.6.
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Fig. 4.6 { Le param�etre d'�echelle a(t) en fonction du temps avec 
 m = 
 r = 
 v = 1=3. D'apr �es
Hartle [2003]

4.3.2 Le probl �eme de l'horizon

En raison de la vitesse�nie de la lumi�ere on ne peut observer qu'une fraction �nie de l'univ ers : c'est
le probl�emede l'horizon. On aurait envie de dire que l'horizon est simplement ct0, mais c'est un peu plus
compliqu�e en raison de l'expansion. Il est commode pour tracer les �gures d'utiliser le \temps conforme"
� d�e�ni par

d� =
dt

a(t)
(4.25)

En e�et, avec le \temps" � , les lignes d'Univ ers desphotons sont desdroites, car la m�etrique devient

ds2 = a2(t)[d� 2 � (dr 2 + r 2 d
 2)] (4.26)

Dans les coordonn�ees(� ; r ), les lignes d'Univ ers desphotons sont des droites �a 45o. L'horizon rH (t) est
donn�e par (voir aussi (4.9))

rH (t) =
Z t

0

dt0

a(t0)
(4.27)

La distance physique dH (t) �a l'horizon au temps d'observation t est

dH (t) = a(t)rH (t) = a(t)
Z t

0

dt0

a(t0)
(4.28)

La r�egionde l'Univ ers �a laquelle on peut (en principe) acc�ederaujourd'hui est donc limit �eepar dH (t0). Si
l'on prend par exemplele cassimpled'un Universplat et domin�epar la mati�ere,on montre imm�ediatement
de (4.28) que

t0 =
2
3

tH dH (t0) = 3t0

soit
dH (t0) = 2tH = 2:7 � 1010 a:l

Avec les donn�eesdu mod�ele standard actuel (�CDM, section 4.5) : 
 m = 30%, 
 r ' 0 et 
 v = 70% on
trouve num�eriquement

dH (t0) ' 4:5 � 1010 a:l

En fait l'Univ ers est opaque jusqu'au d�ecouplagedes photons, qui s'e�ectue au bout de 4 � 105 ans
environ apr�esle Big Bang, et l'horizon e�ectif est plus petit (�gure 4.7).
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Fig. 4.7 { Univers visible aujourd'hui en tenant compte de l'opacit �e initiale. D'apr �esHartle [2003].

4.3.3 Relation entre la luminosit �e et le d�ecalage vers le rouge.

Nous avons vu que pour desgalaxiesprochesle rapport f =L du 
ux terrestre f �a la luminosit �e L est
donn�e en fonction du d�ecalagez par (4.4), c = 1

f
L

=
H 2

0

4� z2

Nous allons �etablir la g�en�eralisation de cette relation avec une premi�ere application au cas de l'espace
plat, la discussionpour un courbure non nulle, l�eg�erement plus complexe,�etant renvoy�ee�a la section4.4.2.
On d�e�nit une distance e�ectiv e de� entre l' �etoile et le point d'observation de la fa�con suivante : l'aire
de la sph�ere lieu despoints ayant la mêmedistance �a la sourceque le point d'observation est 4� d2

e� , et
de� 6= d(t) si la courbure spatiale est 6= 0. On observe une r�eduction du 
ux d'�energiepour deux raisons.

1. La fr�equence(et donc l' �energieen raison de la loi de Planck-Einstein) des photons est plus faible
en raison du d�ecalagevers le rouge cosmologique(4.11)

! 0 =
! e

(1 + z)

2. Comme l'in tervalle � t0 entre la r�eception de deux photons successifsest plus grand que l'in tervalle
� te entre leur �emission,on compte moins de photons par unit �e de temps

� t0 = � te(1 + z)

Le rapport f =L vaut dans cesconditions

f
L

=
1

4� d2
e�

1
(1 + z)2 (4.29)

Prenons un mod�ele simple pour �xer les id�ees,celui d'Einstein et de Sitter : 
 m = 1; 
 r = 
 v = 0 et
k = 0, un espaceplat. Il est instructif de conduire le calcul en utilisant la variable z, qui est la \b onne"
variable cosmologique,plut ôt que t. Nous appelleronsz0 la variable d'in t�egration et suivant (4.11)

1 + z0 =
a0

a(t)
dz0

dt
= �

a0 _a(t)
a2(t)
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On �ecrit d'abord en suivant (4.7) que de� = a0dcom

de� = a0

Z t 0

t e

dt
a(t)

=
Z z

0
dz0 a(t)

_a(t)

et on exprime a(t)=_a(t) en utilisant l' �equation de Friedmann (4.20) pour k = 0 et � = � c(1 + z0)3, ce qui
donne _a=a = H0(1 + z0)3=2, soit

de� =
1

H0

Z z

0

dz0

(1 + z0)3=2
=

2
H0

�
1 �

1
p

1 + z

�

Cette expressionser�eduit �a z=H0 pour z � 1 et on retrouve (4.4). �Ecrivons f =L soussa forme �nale

f
L

=
H 2

0

16�
1

(1 + z)[(1 + z)1=2 � 1]2
(4.30)

Le casg�en�eral estexamin�eau x 4.4.2.La �gure 4.8 illustre le calcul pr�ec�edent dansle cas�a deux dimensions
d'espace.

Fig. 4.8 { Relation 
ux/luminosit �e. D'apr �esHartle [2003].

4.4 Cas de la courbure spatiale non nulle

4.4.1 M �etrique de Friedmann-Rob ertson-W alker

Traitons bri �evement le cas de courbure spatiale non nulle, puisque la nature semble avoir choisi la
courbure nulle ! Nous avons d�ej�a mentionn�e qu'il n'existe que trois types de vari�et�es �a trois dimensions
homog�eneset isotropes

1. L'espaceplat.

2. La sph�ere S3 �a courbure constante > 0.

3. L'hyperbolo•�de �a courbure constante < 0.

L'espaceplat vient d' être �etudi�e; passonsau cas de la sph�ere S3, qui est sansdoute le plus intuitif. La
sph�ere unit �e S3 peut être param�etr�eepar trois angles(�; � ; ' )

0 � � � � 0 � � � � 0 � ' � 2�

Les coordonn�escart�esiennes(X ; Y; Z; W ) sont donn�eespar

X = sin � sin � cos' Z = sin � cos�

Y = sin � sin � sin ' W = cos�
(4.31)
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La m�etrique spatiale secalcule imm�ediatement �a partir de (4.31)

dS2 = d� 2 + sin2 � (d� 2 + sin2 � d' 2) (4.32)

Le volumede l'espaceest �ni au temps t et est proportionnel �a 2� 2a3(t). Le casde l'hyperbolo•�de s'obtient
en rempla�cant sin � par sinh �

dS2 = d� 2 + sinh2 � (d� 2 + sin2 � d' 2) (4.33)

Pour regrouper les trois casde �gure possibles,on�ecrit

dS2 = d� 2 + S2
k (� )(d � 2 + sin2 � d' 2) (4.34)

le facteur Sk (� ) �etant donn�e par :

1. sph�ere : S1(� ) = sin � ;

2. espaceplat : S0(� ) = � ;

3. hyperbolo•�de : S� 1(� ) = sinh � .

Contrairement aux apparences,on voit que r est en fait une coordonn�eeangulaire! L' �equation de propa-
gation d'un photon est (voir (4.6))

ds2 = dt2 � a2(t)dS2 = 0

Si un photon re�cu au temps t0 a �et�e �emispar une galaxiedont la coordonn�eeest � com , le temps d'�emission
te est donn�e par

� com =
Z t 0

t e

dt
a(t)

et on en d�eduit que (4.11) reste valable pour un espacecourbe. L'aire d'une sph�ere �a deux dimensions
dont les points sont �a une coordonn�eecomobile � com de l'origine est

4� a2
0 S2

k (� com )

On trouve souvent la m�etrique de l'espace-temps�ecrite sous la forme de Friedmann-Robertson-Walker
(FRW), obtenue grâce�a un changement de variables �el�ementaire

ds2 = dt2 � a2(t)
�

dr 2

1 � kr 2 + r 2(d� 2 + sin2 � d' 2)
�

mais nous ne nous servirons pas de cette forme.

Dans un traitement rigoureux, l' �evolution du facteur de dilatation a(t) est �x �eepar l' �equation d'Einstein
(3.20)

R�� �
1
2

Rg�� = � 8� GT��

et par l'expression(3.19) de T�� du 
uide parfait de galaxies

T�� = (P + � )u� u� � Pg��

La combinaison de ces deux �equations permet de d�emontrer rigoureusement l' �equation de Friedmann
(4.20). Ensuite, �etant donn�e une �equation d'�etat, on peut en d�eduire la loi d'�evolution de a(t). Pour
k = +1, l'expansion s'arrête au bout d'un certain temps et l'Univ ers se met �a se contracter : c'est le
Big Crunch. Pour k = 0 et k = � 1, l'expansion sepoursuit ind�e�niment. Toutefois, si une �energiedu vide
est pr�esente, on observe toujours une expansion ind�e�nie. Une pr�ediction remarquable de la relativit �e
g�en�erale est que le type d'Univ ers homog�eneet isotrope, caract�eris�e par sa courbure, est li �e �a la densit�e
d'�energiequ'il contient.
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4.4.2 Distance de luminosit �e dans le cas g�en�eral

Revenonssur la distancede luminosit �e lorsquela courburespatiale estnon nulle, en�ecrivant l' �equation
de Friedmann sousla forme �

_a
a

� 2

= H 2
0

�
�
� c

+ (1 � 
 t )
a2

0

a2

�
(4.35)

o�u nous avons utilis �e l'expression(4.22) de la densit�e critique � c et d�e�ni 
 t = � 0=� c ; il est instructif de
v�eri�er que cette �equation est bien correcte �a t = 0 en retrouvant (4.22). On d�ecompose� en une partie
mati�ere (non relativiste) � m , une partie rayonnement � r et une partie vide � v suivant (4.23). Dans le cas
de la mati�ere par exempleon �ecrit

� m

� c
=

� 0
m a3

0

� c a3 = 
 m (1 + z0)3

et en proc�edant de la mêmemani�ere avec � r et � v on aboutit �a

_a
a

= H0
�

 m (1 + z0)3 + 
 r (1 + z0)4 + 
 v + (1 � 
 t )(1 + z0)2� 1=2

(4.36)

On en d�eduit � com

� com =
1

a0H0

Z z

0

dz0

[
 m (1 + z0)3 + 
 r (1 + z0)4 + 
 v + (1 � 
 t )(1 + z0)2]1=2
(4.37)

Ainsi que nous l'avons d�ej�a mentionn�e, la surfacede la sph�ere �a utiliser dans le calcul est

4� d2
e� = 4� a2

0S2
k (� com )

et la distance e�ectiv e est de� = a0Sk (� com ) o�u l'on rappelle que

S0(� ) = � S1(� ) = sin � S� 1(� ) = sinh �

Ceci donne le rapport f =L

f
L

=
1

4� a2
0S2

k (� com )(1 + z)2 =
1

4� d2
e� (1 + z)2 =

1
4� d2

L
(4.38)

Cette expressionpermet d'identi�er la distance de luminosit�e

dL = de� (1 + z) = a0Sk (� com )(1 + z)

Une autre distance comun�ement utilis �ee est la distance angulaire dA : consid�erons un objet que nous
voyonssousun angle � � . Les photons sesont propag�esdepuis cet objet jusqu'�a nous �a � et ' constants.
La taille de l'ob jet au moment de l' �emission�etait � L = a(t)Sk (� com )� � , et commel'angle n'a pas vari�e,
on a aujourd'hui

� � =
� L

a(t)Sk (� com )
=

� L (1 + z)
a0Sk (� com )

=
� L
dA

par d�e�nition de la distance angulaire dA . On a donc la relation suivante entre dA et dL

dA = a0Sk (� )(1 + z) � 1 = dL (1 + z) � 2

4.5 Le mo d�ele � CDM

Le rapport f =L d�epend des param�etres 
 m ; : : : 
 t du mod�ele d'Univ ers, et sa mesure en fonction
de z, qui est une donn�e observationnelle ind�ependante, nous donne donc acc�es �a cesparam�etres. Il est
commode de seplacer �a t = t0 est de d�e�nir le param�etre de d�ec�el�eration q0 par

q0 = �
a(t) •a(t)

_a2(t)

�
�
�
t 0

(4.39)
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Ceparam�etre a �et�einitialement d�e�ni avecun signemoins,car tout le mondes'attendait d'apr�esl' �equation
(4.21) �a ce que q0 soit positif, c'est-�a-dire que l'expansion de l'Univ ers ralentisse.

En 1998,deux groupesind�ependants r�eussirent �a mesurerla d�ec�el�eration de l'Univ ersen utilisant comme
bougiesstandard dessupernovae de type Ia et la grande surprise fut l'observation d'une valeur n�egative
de ce param�etre q0, soit une expansion de l'Univ ers qui s'acc�el�ere! En fait les supernovae �a grand z
sont moins lumineusesque dans un Univers o�u l'expansion ralentirait. Comme nous l'avons vu, un tel
comportement ne peut s'expliquer que par la pr�esenced'une �energiedu vide. Les r�esultats sont r�esum�es
dans la �gure 4.9.

Fig. 4.9 { Acc�el�eration de l'expansion de l'Univ ers. 
 M est not�e 
 m dans cet expos�e, 
 � est not�e 
 v et

 T est not�e 
 t ; z est d�e�ni en (4.11).

Il est int�eressant de calculer le rapport •a=a. En di� �erentiant (4.36), ou mieux en utilisant directement
(4.21), on trouve

•a
a

= � H 2
0

�
1
2


 m (1 + z)3 + 
 r (1 + z)4 � 
 v

�
(4.40)

soit aujourd'hui, en n�egligeant le rayonnnement

•a
a

= � H 2
0

�
1
2


 m � 
 v

�
q0 =

1
2


 m � 
 v (4.41)
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En l'absenced'�energiedu vide on aurait bien •a < 0.

Nous avons d�ej�a mentionn�e que la mati�ere visible n'est qu'une faible faction de la mati�ere contenue
dans l'Univ ers. Mais il y a pire : on pourrait imaginer que la mati�ere non visible soit ordinaire, c'est-
�a-dire constitu�ee de protons et de neutrons, une mati�ere sombre baryonique. Malheureusement ( ?) les
observations sont incompatibles avec cette hypoth�ese.La mati�ere sombre doit être pour l'essentiel non
baryonique, car l' �etude des grandesstructures de l'Univ ers montre qu'elle doit interagir tr �es faiblement
avec la mati�ere ordinaire. De plus cette mati�ere sombre doit être froide, ou non relativiste 6 : l' �energie
cin�etique des particules qui composent la mati�ere sombre doit être petite par rapport �a leur �energiede
masse.Les deux donn�eespr�ec�edentes conduisent au mod�ele standard actuel de la cosmologie,mod�ele
appel�e �CDM : CDM = Cold Dark Matter, et � fait r�ef�erence�a la constante cosmologiqueintro duite
par Einstein. En e�et une modi�cation possiblede (3.20) est

R�� �
1
2

g�� = � 8� GT�� � � g�� (4.42)

Cette modi�cation est �equivalente �a l'in tro duction d'une �energiedu vide constante (voir cependant la
note 5) avec la correspondance

� v =
c4�
8� G

(4.43)

Param�etres 2002 WMAP
Constante de Hubble H0

(km/s/Mp c
72� 7 71� 4

D�ec�el�eration q0 = � a•a=_a2jt 0 � 0:67� 0:25 � 0:66� 0:10
Âge de l'Univ ers (Gan) 13� 1:5 13:7 � 0:2

 t 1:03� 0:03 1:02� 0:02

 b 0:039� 0:008 0:044� 0:004

 cdm 0:29� 0:04 0:23� 0:04

 v 0:67� 0:06 0:73� 0:06

Tab. 4.1 { Param�etres du mod�ele �CDM (a) Param�etres obtenus avant 2003 (b) R�esultats du satellite
WMAP (Wilkinson Microwave Anisotropy Probe). 
 t est le rapport de la densit�e mesur�ee �a la densit�e
critique � c (4.35), 
 b est la fraction de mati�erebaryonique, 
 cdm est la fraction de mati�eresombre froide
(
 m = 
 b + 
 cdm ) et 
 v la fraction d'�energiedu vide. D'apr �esW. Freemanet M. Turner, Rev. Mod.Phys,
75, 1433(2003).

La table 4.1 compare les r�esultats disponibles en 2002 �a ceux du satellite WMAP , qui a mesur�e avec
une grande pr�ecisionles anisotropiesdu rayonnement cosmologique.Cesanisotropiessont li �eesaux 
uc-
tuations qui ont donn�e naissanceaux grandesstructures par instabilit �e gravitationnelle et leur mesure
permet de remonter �a un grand nombre de param�etres du mod�ele de Big Bang.

Comment comprendre l' �energie du vide? Il n'y a pas pour le moment d'autre solution que de faire
appel aux 
uctuations quantiques. Prenonscommeexemplele cas familier du champ �electromagn�etique
quanti� �e dans une cavit �e de volume V . Chaque mode normal de la cavit �e est un oscillateur harmonique
de fr�equence! k = cj~kj, o�u ~k est le vecteur d'onde. Il lui correspond en physique quantique un oscillateur
harmonique quanti� �e dont l' �energiede point z�ero, ou �energiede l' �etat fondamental, est ~! k =2. La somme
des�energiesde point z�ero de cesmodes,ou �energiedu vide, est in�nie et vaut

V � v =
X

~k

~! k =
~cV
2� 2

Z 1

0
k3dk (4.44)

6Le scenario CDM pr�edit que les petites structures se forment avant les grandes (scenario bottom up), alors que le
scenario HDM (Hot Dark Matter) pr�edit au contraire que les petites structures s'obtiennent par fractionnemen t des grandes
(scenario top-down). C'est le scenario bottom up qui est favoris�e par l'observation.
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Par une curieuserevanche de l'histoire, la quanti�cation du rayonnement, postul�eepar Planck et Einstein
pour se d�ebarrasserdes in�nis dans le rayonnement du corps noir, intro duit une autre sourced'in�nis,
cette fois �a temp�erature nulle ! En th�eoriequantique deschampson \renormalise" en d�ecidant de prendre
commez�ero d'�energiel' �energiedu vide, qui est inobservable en valeur absolue,sauf en relativit �e g�en�erale,
o�u l'on doit prendreencomptetoutes lesformesd'�energie.En revancheon observedesdi� �erencesd'�energie
du vide en disposant par exempledans le vide deux plaquesconductricesqui sefont face.La modi�cation
des modes normaux due �a la pr�esencedes plaques change l' �energiedu vide par une quantit �e �nie , et
se traduit physiquement par une attraction entre les plaques. C'est l'e�et Casimir, qui a �et�e v�eri� �e
r�ecemment avec une pr�ecision � 10� 3. Si l'on essaiede deviner un cut-o� pour limiter l'in t�egrale dans
(4.44), le seul cut-o� naturel est �x �e par l' �echelle de Planck lP =

p
G~=c3 � 10� 35 m, et on trouve que la

densit�e d'�energiedu vide ainsi estim�eeest d'un facteur 10120 sup�erieure �a celle mesur�eeen cosmologie!
Cependant ce calcul posele probl�emedu r�ef�erentiel : il n'est pas invariant de Lorentz.

En r�esum�e le mod�ele �CDM est en excellent accord avec les observations. En particulier la concordance
des r�esultats pr�e-WMAP avec ceux de WMAP est impressionnante. Cependant il reste deux questions
fondamentales, auxquellesles physiciensdesparticules et de la th�eorie quantique deschamps n'ont pour
le moment aucuner�eponse.Quelle est la particule (ou lesparticules) qui entrent dansla composition de la
mati�eresombre froide ? Quelle est l'origine de l' �energiedu vide ? En l'absenced'une r�eponsesatisfaisante
�a cesdeux questions,un doute continuera �a planer sur la pertinence du mod�ele �CDM, et on ne pourra
pas emp̂echer les astrophysiciensde sp�eculersur dessolutions encoreplus radicales,commela variabilit �e
dans le temps des constantes fondamentales ou bien la faillite de la relativit �e g�en�erale aux tr �esgrandes
distances.
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Chapitre 5

Bo �̂te �a outils de g�eom�etrie
di� �erentielle

N.B. Ce chapitre n'est �evidemment pas une intro duction, mêmesuccincte, �a la g�eom�etrie di� �erentielle.
Il seborne �a rassembler les notions qui sont strictement indispensables�a la compr�ehensiondes�equations
fondamentales de la relativit �e g�en�erale.

5.1 Espace tangen t �a une vari �et�e

Une vari�et�e M de dimension N est un espacetopologique qui est localement isomorphe �a RN . Cela
ne dit rien sur les propri �et�es topologiquesglobalesde la vari�et�e. Ainsi le plan r�eel �a deux dimensions
R2, le tore �a deux dimensionsT 2 et la sph�ere S2 sont tous trois des vari�et�esde dimension 2, bien que
leurs propri �et�estopologiquesglobalessoient tr �esdi� �erentes. Nous n'aurons besoindans ce cours que des
propri �et�e locales.On peut intro duire localement sur la vari�et�e descoordonn�eesx i qui rep�erent un point
de la vari�et�e. Toutefois, on ne peut pas en g�en�eral rep�erer tout point P de la vari�et�e par un syst�emede
coordonn�eesunique. Il faut en g�en�eral un syst�emede cartesdont chacunerecouvreun partie de la vari�et�e
et qui seraccordent entre elles, l'ensemble descescartes formant un atlas.

Soit une courbe C trac�eesur M param�etr�eepar t : lescoordonn�eesd'un point de C sont x i (t). On appelle
d�eriv�ee directionnelle � par rapport �a la courbe C au point P 2 C

� =
d
dt

�
�
�
le long de C en P

�
d
dt

�
�
�
C;P

l'application qui fait correspondre �a toute fonction f (t) sa d�eriv�ee df =dt. L'ensemble de ces d�eriv�ees
directionnelles forme l'espace tangent TP en P �a la vari�et�e; TP est donc l'espacedesd�eriv�eesdirection-
nelles,et lesd�eriv�eesdirectionnellessont lesvecteursde TP . Nous verronsci-dessousqueTP est un espace
vectoriel de dimension N . Montrons la lin�earit�e : si � est une autre courbe param�etr�eepar t et coupant
C en P (�gure 5.1) avec� = d=dtj � ;P , on peut former la combinaison lin�eaireavecdescoe�cien ts a et b1

a
d
dt

�
�
�
C;P

+ b
d
dt

�
�
�
� ;P

et cette combinaison est bien une d�erivation, c'est-�a-dire qu'elle ob�eit bien �a la r�eglede Leibniz

(a� + b� )( f g) = g(a� + b� )f + f (a� + b� )g

On peut trouver ais�ement une basede TP en utilisant un syst�emede coordonn�eesx i (t) valable dans le
1Pour le lecteur qui souhaite des notations plus explicites : soit x i (t ) = ci (t ) la param�etrisation de la courbe C par N

fonctions ci (t ) et 
 i (t ) celle de � : x i (t ) = 
 i (t ). Alors � = _ci @i et � = _
 i @i . La combinaison lin �eaire des deux vecteurs est

a� + b� = (a_ci + b_
 i )@i

.
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P C

�

TP
M �

�

Fig. 5.1 { (a) CourbesC(t) et �( � ), vecteur vitesseen P et interpr�etation g�eom�etrique du plan tangent
en P.

voisinagedu point P. Un point sur C �etant alors rep�er�e par x i (t), on peut �ecrire

df
dt

�
�
�
C;P

=
dx i

dt
@f
@x i =

dx i

dt
@i f

� =
d
dt

�
�
�
C;P

=
dx i

dt
@i = � i @i

(5.1)

Si l'on interpr�ete le param�etre t commeun temps, x i (t) d�ecrit le parcours d'un point sur C en fonction
du temps, et dx i =dt n'est autre que le vecteur vitesse de ce point en P : �gure 5.1. Ceci donne une
interpr�etation g�eom�etrique utile de la d�eriv�eedirectionnelle, mais cette interpr�etation a l'inconv�enient de
masquer le caract�ere intrins�equede cette d�eriv�ee : il n'est pas n�ecessairede plonger M dans un espace
de dimension > N , mêmesi la �gure 5.1 peut être utile pour l'in tuition.

L' �equation (5.1) montre que le vecteur � 2 TP , qui, soulignonsle une fois de plus, existe ind�ependamment
de tout syst�emede coordonn�ees, a pour composantes � i = dx i =dt dans la baseei = @i de TP . L'ensemble
des ei forme une base de TP , appel�ee base de coordonn�ees, et comme il y a N d�eriv�eespartielles @i

ind�ependantes, TP est manifestement de dimension N . Il est crucial de comprendreque l'espacetangent
�a M est associ�e au point P, et on ne saura pas a priori comparer les vecteursde deux plans tangents TP

et TP 0 associ�es�a deux points P et P 0 di� �erents. En r�esum�e, dans une basede coordonn�ees,un vecteur �
s'�ecrit comme

� = � i ei = � i @i ek
i = � k

i (5.2)

Le vecteur � est appel�e vecteur contravariant, sescomposantes sont en exposant. En ce qui concerne
les vecteurs de basecontravariants ek , k �etiquette les vecteurs de base,de composantes ei

k = � i
k . Il est

tr �es important de comprendre que, contrairement �a ce que pourrait laisser supposer la notation x i , la
coordonn�eex i n'est pasla composante i d'un vecteur contravariant. Dans le casde l'espace-tempsplat du
chapitre 3, x � �etait �a la fois une coordonn�eeet la composante � d'un vecteur qui relie l'origine au point
de coordonn�eesx � . Ce n'est plus le casdans l'espace-tempsde la relativit �e g�en�erale.En fait on a not�e x i

par commodit �e, mais on aurait aussibien pu utiliser x i ; la notation x i a l'avantage de la coh�erence,car
ui = dx i =dtjC;P est une composante de vecteur, contrairement �a x i , alors que dans le cas du chapitre 3
on distingue x � et x � (cf. (3.7)) : voir l'exemple de la section 5.3.3 o�u x1 = � et x2 = ' . On n'insistera
jamais assezsur le fait que les vecteurssur une vari�et�e sont attach�es �a l'espacetangent en un point de
ladite vari�et�e.

La d�eriv�ee directionnelle @� d'une fonction f (x i ) est par d�e�nition

@� f = � i @i f (5.3)

Si l'on choisit pour � un vecteur de baseek , � = ek

ei
k @i f = @ek f = � i

k @i f = @k f
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x l = cste

@k

@l

xk = cste

Fig. 5.2 { D�eriv�eesdirectionnelles @k et @l .

@k est la d�eriv�ee dans la direction k, les autres coordonn�eesrestant constantes : �gure 5.2. Dans un
changement de syst�emede coordonn�eesx i (x0j ), la loi de transformation desd�eriv�eesdirectionnelles est

dx i

dt

�
�
�
P

=
@x i

@x0j

�
�
�
P

dx0j

dt

�
�
�
C;P

ou � i =
@x i

@x0j

�
�
�
P

� 0j (5.4)

On peut donc �ecrire une forme matricielle de cette loi de transformation

� i = A i
j (P)� 0j A i

j (P) =
@x i

@x0j

�
�
�
P

(5.5)

C'est bien ŝur une transformation lin�eraire sur desvecteurs,mais cette transformation est sp�eci�que du
point P : la matrice A i

j (P) d�epend du point P.

Passonsensuite �a la notion de covecteur = vecteur covariant ou encore1-forme. Un covecteur est sim-
plement une forme lin�eaire sur les vecteurs, c'est-�a-dire une application TP ! R qui �a tout vecteur fait
correspondre un nombre r�eel en respectant la propri �et�e de lin�earit�e. Nous noterons � un covecteur et
< � ; � > l'application lin�eaire. La lin�earit�e implique l'action suivante sur la combinaison a� + b� des
vecteurs � et �

< � ; a� + b� > = a < � ; � > + b < � ; � >

L'application df qui au vecteur � = d=dtjC;P fait correspondre le nombre df =dtjC;P

< df ;
d
dt

�
�
�
C;P

> �
df
dt

�
�
�
C;P

(5.6)

est bien un covecteur. En e�et

< df ; a� + b� > = a
df
dt

�
�
�
C;P

+ b
df
dt

�
�
�
� ;P

Soit ei la baseduale de ei , c'est-�a-dire la basetelle que < ei ; ek > = � i
k . Les composantes de df ne sont

autres que @i f . En e�et

<
@f
@x i ei ;

d
dt

�
�
�
C;P

> = < @i f ei ; � k ek > =
dx i

dt
@i f =

df
dt

�
�
�
C;P

La baseei est souvent not�eeei � dx i . La loi de transformation descomposantes @i f d'un covecteur sont
di� �erentes de cellesd'un vecteur. �Ecrivons les explicitement

@f
@x i =

@f
@x0j

@x0j

@x i

�
�
�
P

soit � i =
@x0j

@x i � 0
j

�
�
�
P

(5.7)
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5.2 Champs de tenseurs

Un champ de vecteursest un ensemble de vecteursd�ependant du point P, de composantes T i (P) �
� i (P) = � i (x j ) dans la basede coordonn�eesei , et setransformant en chaquepoint selon(5.4). On d�e�nit
de mêmedes champs de covecteursTi (P) � � i (P) = � i (x j ) se transformant suivant (5.7). Un tenseur
de type (m; n) aura m composantes contravariantes et n composantes covariantes

T i 1 ::: i m
j 1 ::: j n

(5.8)

se transformant par (5.4) pour les composantes contravariantes et suivant (5.7) pour les composantes
covariantes. Par exemplele tenseur de type (0,2) Tij se transformera comme

Tij =
@x0k

@x i

@x0l

@x j T 0
k l (5.9)

Tout commele vecteur � , le tenseur T existe ind�ependamment de sescomposantes

T = T i 1 ::: i m
j 1 ::: j n

ei 1 
 � � � 
 ei m ej 1 
 � � � 
 ej n (5.10)

o�u 
 indique le produit tensoriel. Le type de tenseur est d�e�ni par la donn�eedu couple (m; n). Il existe
deux op�erationssur leschampsde tenseursqui sont intrins�eques�a la vari�et�e, c'est-�a-dire qui ne d�ependent
d'aucune structure additionnelle

(1) La di� �erentiation ext�erieure : nousnouslimiterons �a en donner la d�e�nition dansle casd'un covecteur
Ti , dont la d�eriv�eeext�erieure est2

(dT) ij =
@Ti

@x j �
@Tj

@x i (5.11)

C'est un bon exerciceque de v�eri�er que (dT) ij setransforme commeun tenseur (0,2).

(2) La d�eriv�ee de Lie L � d'un champ de tenseurs,qui est d�e�nie de la fa�con suivante. Pour une fonction
scalaire f (x i ), L � f est simplement la d�eriv�eedirectionnelle @� f

L � f = @� f = � i @i f (5.12)

Pour un champ de vecteurs� i

L � � i = � j @j � i � � j @j � i = @� � i � @� � i = � L � � i (5.13)

Un r�esultat important est que [@� ; @� ] d�e�nit un champ de vecteurs.En e�et

[@� ; @� ]f = @� @� f � @� @� f = @L � � f (5.14)

La d�emonstration de ce r�esultat est imm�ediate

[@� ; @� ]f = � j @j (� i @i f ) � � j @j (� i @i f )

= (� j @j � i )(@i f ) � (� j @j � i )(@i f ) = @L � � f

Autrement dit, [@� ; @� ] est un op�erateur di� �erentiel du premier ordre. Le champ de vecteursL � � = [� ; � ]
est le crochet de Lie deschamps de vecteurs � et � .

5.3 Connexions

5.3.1 D�eriv �ee covarian te

On pourrait penserqu'un objet comme@i Tj secomporte commeun tenseur(0,2) dansun changement
de coordonn�ees,mais tel n'est pas le cas.En revanche, les termes ind�esirables,ceux qui ne correspondent

2Nous n'aurons pas l'o ccasion de nous servir de la di� �erentielle ext�erieure, ni de la d�eriv �ee de Lie. Cependant ces deux
notions donnent une bonne occasion de se familiariser avec les champs de vecteurs.
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pas �a une loi de transformation de type (0,2) disparaissent dans le cas de la di� �erentielle ext�erieure
(dT) ij , qui est bien un tenseur de type (0,2). De même@i T j n'est pas un tenseur de type (1,1). On va
donc chercher au lieu de la d�eriv�eepartielle @i une op�eration r i , qui, appliqu�eesur un vecteur T j , donne
bien un tenseur (1,1). Cette op�eration sera appel�ee la d�eriv�ee covariante. Nous allons exiger de cette
op�eration les propri �et�essuivantes

1. C'est un op�eration lin�eaire.

2. Elle ser�eduit �a la d�eriv�eeordinaire pour une fonction scalaire f

r i f = @i f (5.15)

3. C'est une d�erivation : elle ob�eit �a la r�eglede Leibniz.

Soit T j un vecteur (contravariant). Des propri �et�es(2) et (3) on tire

@i (f T j ) � r i (f T j ) = f [@i T j � r i T j ]

Cette �equation montre que la quantit �e [@i T j � r i T j ] ne d�epend quede la valeur de T j au point P, T j (P).
En e�et, si les champs de vecteursT 0j et T j co•�ncident au point P : T 0j (P) = T j (P), on peut �ecrire un
d�eveloppement du type

T 0j � T j =
X

�

f � ! j
� avec f � (P) = 0

On a donc

@i (T 0j � T j ) � r i (T 0j � T j ) = @i

 
X

�

f � ! j
�

!

� r i

 
X

�

f � ! j
�

!

/ f � (P) = 0

En�n, d'apr�esla propri �et�e (1), [@i T j � r i T j ] est une combinaison lin�eaire desT l , soit

@i T j � r i T j = � j
li T l

La quantit �e � j
li est un coe�cient de connexion, ou simplement connexion, ou encore un symbole de

Christo�el. Une même vari�et�e peut être munie de connexionsdi� �erentes. La seulecondition est que la
connexion doit ob�eir aux propri �et�es (1� 3). En r�esum�e, l'action de la d�eriv�eecovariante sur un vecteur
T j est

r i T j = @i T j + � j
li T l (5.16)

L'action de la d�eriv�eecovariante sur un covecteur s'obtient ais�ement en remarquant que la quantit �e Ti Si ,
construite �a partir du covecteur Ti et du vecteur Si est une fonction scalaire,commeon le v�eri�e �a partir
de (5.5) et (5.7)

Ti Si = T 0
i S0i

et par cons�equent
r i (Tj Sj ) = @j (Tj Sj )

On en d�eduit
r i Tj = @i Tj � � l

ij Tl (5.17)

Attention cependant : contrairement �a ce que la notation pourrait laissercroire, � l
ij n'est pas un tenseur

de type (1,2) ! La torsion � l
ij est d�e�nie par

� l
ij = � l

ij � � l
j i = � l

[ij ] (5.18)

o�u nous avons intro duit une notation standard

A [ij ] = A ij � A j i A ( ij ) = A ij + A j i (5.19)
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Contrairement au cas de la connexion, on peut montrer que la torsion est bien un tenseur de type
(1,2) : comme dans le cas de di� �erentielle ext�erieure, les termes ind�esirablesdisparaissent �a causede
l'antisym�etrisation dans (5.18).

L'action sur les vecteurs d'une basede coordonn�eesdonne directement la connexion. En e�et, d'apr�es
(5.16)

(r i em ) j = @i ej
m + � j

li el
m = � j

mi

car ej
m = � j

m . On peut donc �ecrire

r i em = � l
mi el (5.20)

5.3.2 Transp ort parall �ele et g�eod�esiques

La notion qui suit logiquement celle de connexionest celle de transport parall�ele. Examinons d'abord
cette notion dans le cas d'une fonction. Soit une courbe C param�etr�eepar x i (t). Si une fonction f (x i )
est constante le long de la courbe C, on dira que la fonction f est transport �eeparall�element le long de la
courbe C

f (x i (t + dt)) ' f
�

x i +
dx i

dt
dt

�
' f (x i ) + @i f

dx i

dt
dt

et f (x i (t)) = f (x i (t + dt)) implique
dx i

dt
@i f = 0 (5.21)

En termesimag�es: \le gradient @i f est perpendiculaire au vecteur vitesse". Un vecteur T i seratransport �e
parall�element le long de C si sa d�eriv�eecovariante est \p erpendiculaire" au vecteur vitesse

0 =
dxk

dt
r k T i =

dxk

dt

�
@k T i + � i

j k T j �

soit
dT i

dt
+ uk � i

j k T j = 0 uk =
dxk

dt
(5.22)

Il est essentiel de remarquer que l' �equation (5.22) est une �equation tensorielle admissible, valable dans
tout syst�emede coordonn�eessi elle est valable dans un syst�emeparticulier, car

dxk

dt
r k T i

est un vecteur, alors que
dxk

dt
@k T i =

dT i

dt

n'est pas un vecteur. Si dT i =dt = 0 dans un syst�eme de coordonn�eesparticulier, rien ne garantit qu'il
en serade mêmedans un autre syst�eme; cette �equation n'a pas une structure tensorielle admissible. Le
transport parall�eled�ependde la courbe (�gure 5.3), mais non du syst�emede coordonn�ees.Si l'on sedonne
une courbe C entre deux points A et B param�etr�es par exemple par t = 0 et t = 1 et une condition
initiale T i (t = 0), alors T i (t = 1) est d�etermin�e de fa�con unique car (5.22) est un syst�emed'�equations
di� �erentielles du premier ordre.

La notion de g�eod�esiqueest �etroitement associ�ee �a celle de transport parall�ele : une courbe G est une
g�eod�esiquesi son vecteur vitesse est transport �e parall�element �a lui-même le long de G, soit (rappelons
que ui = dx i =dt)

ui r i uj = ui (@i uj + � j
k i uk ) = 0

ce qui donne l' �equation desg�eod�esiques

d2x j

dt2 + � j
k i

dx i

dt
dxk

dt
= 0 (5.23)
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(b)

e'

e�

C

d~r
dt

(a)

Fig. 5.3 { (a) Transport parall�ele sur une sph�ere suivant deux courbes (des arcs de cercle) di� �erentes.
(b) Vecteurse� et e' du plan tangent.

o�u nous avons utilis �e
d
dt

=
dx i

dt
@i soit

dx i

dt
@i

�
dx j

dt

�
=

d2x j

dt2

Deux remarquessur les g�eod�esiques.

1. Seule la partie sym�etrique dans les deux indices inf�erieurs de la connexion � intervient dans
l' �equation desg�eod�esiques; en d'autres termes, cette �equation ne d�epend pas de la torsion.

2. Une g�eod�esiquex i (t) est d�etermin�eede fa�con unique par la donn�eed'une position initiale x i (t = 0)
et d'une vitesseinitiale ui (t = 0). En e�et (5.23) est un syst�emed'�equationsdi� �erentielles du second
ordre.

5.3.3 Exemple de la sph�ere

Nous allons illustrer les notions de connexionet de transport parall�elesur le casfamilier de la sph�ere
S2, choisie de rayon unit �e. Dans un premier temps il seracommode de consid�erer S2 commeune vari�et�e
plong�eedans l'espaceR3. Le mouvement ~r (t) = (x(t); y(t); z(t)) d'un point sur S2 est rep�er�e par exemple
par sescoordonn�eespolaires � (t) et ' (t)

x(t) = sin � (t) cos' (t)

y(t) = sin � (t) sin ' (t)

z(t) = cos� (t)

(5.24)

En di� �erentiant ces�equationspar rapport �a t on obtient le vecteur vitesseu

u = _� e� + _' e' (5.25)

o�u les vecteurse� et e' sont desvecteursdu plan tangent TP �a la sph�ere

e� = (cos� cos'; cos� sin '; � sin � ) =
@
@�

(5.26)

e' = (� sin � sin '; sin � cos'; 0) =
@

@'
(5.27)
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Par convention, nous noterons les vecteurs sans
 �eche lorsqu'ils sont consid�er�escomme des vecteursdu
plan tangent : (e� ; e' ), et avecune 
 �eche lorsqu'ils sont consid�er�escommevecteursde R3 : (~e� ; ~e' ). Tout
champ de vecteurssur la sph�ere X (� ; ' ) peut sed�ecomposersur les vecteursde basee� et e'

X (� ; ' ) = X � (� ; ' ) e� + X ' (� ; ' ) e' (5.28)

Si l'on consid�ere~e� et ~e' commedesvecteursde R3, on peut lesdi� �erentier par rapport �a � et ' (r̂ = ~r =r)

@� ~e� = (� sin � cos'; � sin � sin '; � cos� ) = � r̂

@' ~e� = (� cos� sin '; cos� cos'; 0) = cot � ~e'

@� ~e' = (� cos� sin '; cos� cos'; 0) = cot � ~e'

@' ~e' = (� sin � cos'; � sin � sin '; 0) = � sin2 � r̂ � sin � cos� ~e�

(5.29)

On constate que @� ~e� est orthogonal �a TP , que @' ~e� et @� ~e' sont contenus dans TP et que @' ~e' poss�ede
une composante dans TP et une composante orthogonale �a TP . Soit

@X = X � @� + X ' @'

la d�eriv�e directionnelle suivant X . Si Y (� ; ' ) est un autre champ de vecteurs, l'expression ( ~X � ~@)~Y ne
d�e�nit pas un vecteur de TP : c'est bien un vecteur de R3, mais ce n'est pas un vecteur de TP . Pour
obtenir un vecteur de TP , il faut projeter sur ce plan �a l'aide du projecteur P

P
h
( ~X � ~@)~Y

i
= ( ~X � ~r )~Y

et cette projection d�e�nit une d�eriv�eecovariante. En e�et
� c'est une op�eration lin�eaire
� elle ser�eduit �a la d�eriv�eeordinaire pour une fonction
� c'est une d�erivation

Pour faire le lien avec les notations utilis �eesjusqu'ici, on sedonne la correspondance� ! x1 et ' ! x2 :
e� ! e1, e' ! e2 De l' �equation (5.20) r i em = � l

mi el on tire par identi�cation avec (5.29)

r � e� = 0 r ' e� = cot � e'

r � e' = cot � e' r ' e' = � sin � cos� e�
(5.30)

d'o�u la connexion
� '

� ' = � '
'� = cot � � �

'' = � sin � cos� (5.31)

les autres composantes �etant nulles. �A partir de ce point on peut oublier que S2 est plong�eedans R3 :
les �equations (5.31) d�e�nissent de fa�con intrins�eque une connexion sur S2. Ceci donne l' �equation des
g�eod�esiques

•� � sin � cos� _' 2 = 0

•' + 2cot � _� _' = 0
(5.32)

C'est un exerciceinstructif, mais pas enti �erement trivial, de montrer �a partir de ces�equations, que les
g�eod�esiquesde la sph�ere sont desgrands cerclesparcourus �a vitesseconstante.

5.4 M �etrique et courbure

5.4.1 Connexion associ�ee �a une m�etrique

Dans l'exemple de la sph�ere S2 donn�e ci-dessus,on sait que la m�etrique euclidiennesur R3

ds2 = dx2 + dy2 + dz2 (5.33)
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induit sur la sph�ere unit �e une m�etrique

ds2 = d� 2 + sin2 � d' 2 = gij (� ; ' ) dx i dx j (5.34)

aveccommepr�ec�edemment x1 = � et x2 = ' ; gij est appel�e le tenseur m�etrique, et sousforme matricielle

g(� ; ' ) =
�

1 0
0 sin2 �

�
(5.35)

La longueur d'un arc de courbe C : (� (t); ' (t)) sur la sph�ere est

` =
Z t B

t A

" �
d�
dt

� 2

+ sin2 �
�

d'
dt

� 2
#1=2

dt (5.36)

Une m�etrique gij (x) sur une vari�et�e M est un tenseur sym�etrique (gij = gj i ) (0,2) qui d�e�nit une forme
bilin �eaire (� ; � ) sur les vecteurs: �etant donn�e deux vecteurs � et � , cette forme bilin �eaire est

(� ; � ) = gij (x) � i � j (5.37)

De plus la matrice gij doit être une matrice positive. Si l'on sait munir la vari�et�e M d'une m�etrique,
le tenseur m�etrique gij (x) permet de calculer la longueur d'un arc de courbe sur la vari�et�e3 par une
g�en�eralisation imm�ediate de (5.36)

` =
Z t B

t A

�
gij (x)

dx i

dt
dx j

dt

� 1=2

dt (5.38)

D�e�nissons le covecteur � associ�e au vecteur � par

� i = gij (x) � j (5.39)

Alors la forme bilin �eaire (� ; � ) peut s'�ecrire

(� ; � ) = < � ; � > = � i �
i

et peut être interpr�et�eecomme le produit scalaire des vecteurs � et � . On voit que le tenseur m�etrique
permet de \descendreles indices" suivant (5.39), en associant par exempleun covecteur �a un vecteur. On
note gij (x) la matrice inversede gij (x)

gij (x) gj k (x) = � k
i

qui existecar gij est suppos�eed�e�nie positive. Le tenseurgij permet de \mon ter les indices", par exemple

� i = gij (x) � j

Cette �equation, tout comme(5.39), seg�en�eralisent trivialement �a un tenseurquelconque,par exempleon
passed'un tenseur (2,0) �a un tenseur (1,1) par

T i
j = gj k T ik

La trace d'un tenseur (1,1) est d�e�nie par

Tr T = T i i = gik T ik = gik Tik (5.40)

Les notions de connexion et de m�etrique sont a priori des notions ind�ependantes. Cependant, ainsi que
nous allons le voir, on peut d�eduire d'une m�etrique une connexion unique, la connexion associ�ee �a la
m�etrique, pourvu que l'on exige les deux conditions suivantes

3Nous nous pla�cons pour l'instan t dans le cas d'une m�etrique euclidienne, cas o�u la matrice gij est d�e�nie positiv e.



54 CHAPITRE 5. BOÎTE �A OUTILS DE G �EOM �ETRIE DIFF �ERENTIELLE

1. La torsion est nulle est dans une basede coordonn�ees: � i
j k = � i

k j

2. La d�eriv�eecovariante \tue la m�etrique" : r k gij = 0

En manipulant les indices dans l' �equation r k gij = 0 et en utilisant la sym�etrie � i
j k = � i

k j , on trouve
l'expressionexplicite de la connexionassoci�ee�a la m�etrique

� k
ij = � k

j i =
1
2

gk l (@j gli + @i glj � @l gij ) (5.41)

Le fait que l'on obtienne cette formule explicite montre que la connexionassoci�ee�a la m�etrique est bien
unique.

Pour illustrer cesconcepts,revenons�a l'exemple de la sph�ere o�u

ds2 = d� 2 + sin2 � d' 2

g� � = 1 g� ' = g'� = 0 g'' = sin2 �

On v�eri�e im�ediatement que la connexion trouv �eeen (5.31) est sym�etrique et tue la m�etrique (5.34)

r i gj k = 0

La connexion� (5.31) est bien la connexionassoci�ee�a la m�etrique, commeon peut le v�eri�er explicitement
en �evaluant (5.41) dans le casde la m�etrique de la sph�ere.

Terminons cette br�eve revue de la connexion associ�ee �a la m�etrique par l' �enonc�e de quelquespropri �et�es
utiles. Tout d'abord on remarquequesi l'on utilise dans la d�eriv�eecovariante (5.16) la connexionassoci�ee
�a la m�etrique, alors cette d�eriv�eecommute avec l'op�eration de mont�eeou de descente desindices

r k Ti = r k (gij T j ) = gij (r k T j ) (5.42)

o�u nous avons utilis �e r k gij = 0. Ensuite, si T i (t) et Si (t) sont desvecteurs transport �esparall�element le
long d'une courbe C, leur produit scalaireest invariant le long de cette courbe

uk r k (gij T i Sj ) = uk �
gij (r k T i )Sj + gij T i (r k Sj )

�
= 0 (5.43)

car par d�e�nition du transport parall�ele

uk r k T i = uk r k Sj = 0

La divergence(ordinaire) d'un champ de vecteurs@i T i n'est pas un scalaire,mais r i T i est un scalaire

r i T i = @i T i + � i
k i T

k

=
1

p
g

@i (
p

g T i ) (5.44)

avec g = det gij . En�n une remarque importante concerneles g�eod�esiques.Nous avons donn�e en (5.38)
uneexpressionde la longueurd'une courbeentre deux points deparam�etrestA et tB . On peut montrer par
destechniquesstandard de calcul variationnel que l'on retrouve l' �equation (5.23) desg�eod�esiquesavec la
connexionassoci�ee�a la m�etrique (5.41) encherchant la courbequi minimise (plus g�en�eralement extr�emise)
la longueur ` entre deux points A et B �x �es: � ` = 0. Mais en fait l' �equation (5.23) uk r k ui = 0 donne en
plus la fa�con dont est parcourue la g�eod�esique.Ceci s'explique par le fait que t est un param�etre a�ne
(cf. (3.11). Si l'on choisit un param�etre non a�ne � , alors uk r k ui = � ui , o�u � est une constante. On le
voit dans le casd'un mouvement rectiligne uniforme dans l'espaceeuclidien ordinaire, o�u les g�eod�esiques
sont desdroites.

1. G�eod�esiqueavec param�etre a�ne :
d2~r
dt2 = 0

2. G�eod�esiquesavec param�etre non a�ne :
d2~r
d� 2 = �

d~r
d�
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5.4.2 Tenseur de courbure

Il nous reste �a d�e�nir la notion de courbure. �A partir d'une connexionquelconque(non n�ecesairement
associ�ee�a une m�etrique) et d'une basede coordonn�eesei on d�e�nit le tenseur de torsion � i

k l

r k el � r l ek = � i
k l ei

et le tenseur de courbure R i
qk l

4

[r k ; r l ]eq = � R i
qk l ei (5.45)

La d�e�nition de la torsion suit de (??), compte tenu de (5.20). En utilisant une approche analogue�a
cellequi suit (5.15), on peut montrer que [r k ; r l ]eq est une fonction lin�eairedesei , cequi justi�e (5.45).
Si la connexionest sym�etrique, une manipulation d'indices permet de calculer explicitement R i

qk l

R i
qk l = � @k � i

ql + @l � i
qk � � i

pk � p
ql + � i

pl �
p
qk (5.46)

L'in terpr�etation g�eom�etrique la plus parlante du tenseur de courbure est la suivante : consid�erons un
covecteur Ti transport �e parall�element le long d'une courbe ferm�ee C. Apr �es avoir parcouru une fois la
courbe ferm�ee, le covecteur Ti est di� �erent du covecteur initial par � Ti , qui vaut

� Ti =
1
2

R j
ik l Tj

I
xk dx l (5.47)

Si un vecteur est transport �e parall�element �a lui-même le long d'une courbe ferm�ee et qu'il ne co•�ncide
pas avec le vecteur initial, la courbure est n�ecessairement 6= 0

En relativit �e g�en�erale, la situation est tr �essouvent la suivante. On disposed'une m�etrique g, �a partir de
laquelle on calcule la connexionassoci�ee�a la m�etrique via (5.41), puis le tenseur de courbure via (5.46).
Le sch�ema est donc le suivant 5

m�etrique ! connexion ! courbure
Les expressions(5.41) et (5.46) montrent que le tenseur de courbure d�epend non lin�eairement de la
m�etrique. Le tenseur R i

qk l v�eri�e plusieurs relations de sym�etrie, par exemple

R i
qk l = � R i

qlk

�evidente d'apr�es (5.45). En raison de ces propri �et�es de sym�etrie, on montre que dans une vari�et�e de
dimension N le tenseur de courbure poss�ede

dN =
1
12

N 2(N 2 � 1)

4 Il existe une correspondance int �eressante avec les th �eories de jauge, ab�eliennes et non ab�eliennes. Pour simpli�er la
discussion, je me limiterai aux th �eoriesab�eliennesdans un situation ind�ependante du temps. Dans le formalisme de l'in t �egrale
de chemin, le poids statistique d'une tra jectoire d'une particule charg�ee de charge q est donn�ee par

exp

 

� i
q

~

Z 2

1( C )
d~r � ~A(~r )

!

o�u ~A est le potentiel vecteur. Cette expression peut être interpr �et�ee comme le transp ort parall �ele de la fonction d'onde du
point 1 au point 2 en suivant la courbe C. L'analogue de la courbure est le champ magn�etique

~B = ~r � ~A

et si la courbure est non nulle, le transp ort parall �ele le long d'une courbe ferm�ee est non trivial
I

~A � d~r =
Z Z

~B � d~S

d'apr �es le th �eor�eme de Stokes. L'analogue de la d�eriv �e covariante est

~D = ~r � i
q

~
~A

.
5Les calculs explicites de (5.41) et (5.45) �etant donn�e une m�etrique sont en g�en�eral longs et p�enibles et ils ne sont pas

instructifs. Ils servent juste �a se convaincre que l'on serait encore capable de passer le concours de l'Ecole Polytechnique. Il
existe des programme Mathematic a pour e�ectuer ces calculs de fa�con automatique (voir le site WEB du livre de Hartle).



56 CHAPITRE 5. BOÎTE �A OUTILS DE G �EOM �ETRIE DIFF �ERENTIELLE

composantes ind�ependantes, soit

N = 2 d2 = 1

N = 3 d3 = 6

N = 4 d4 = 20

Le tenseur de courbure ob�eit aussi �a l'identit �e de Bianchi, qui est en fait reli�ee�a l'identit �e de Jacobi

r [i Rj k ]lq = 0 (5.48)

o�u [ ] indique l'antisym�etrisation comme dans (5.19). �A partir du tenseur de courbure on construit le
tenseur de Ricci Rij , qui est un tenseur sym�etrique

Rij = Rq
iq j = Rj i = @j � k

ik � @k � k
ij + � k

lj � l
ik � � k

lk � l
ij (5.49)

et la courbure R = R i
i , qui est la trace du tenseurde Ricci, et est donc un scalaire.Le tenseursym�etrique

Gij

Gij = Rij �
1
2

R gij (5.50)

v�eri�e, en raison de l'identit �e de Bianchi, l'identit �e importante

r i Gij = 0 (5.51)

Pour N = 2 et N = 3, le tenseur de courbure peut être construit �a partir du tenseur de Ricci et de
la m�etrique, et si Rij = 0, le tenseur de courbure s'annule. Nous verrons que les �equations d'Einstein
impliquent que le tenseur de Ricci s'annule en l'absencede mati�ere, et donc la courbure doit s'annuler
dans le vide en dimension 2 et en dimension 3, ce qui entra �̂ne l'absencede forcesde gravitation : selon
Einstein, la gravitation ne peut exister que pour desdimensionsd'espace-temps� 4 !

5.5 Adaptation �a la relativit �e g�en�erale

La dimension de l'espace-temps�etant N = 4, la relativit �e g�en�erale utilisera une vari�et�e �a quatre
dimensions. Un point de cette vari�et�e sera rep�er�e par quatre coordonn�eesx � , � = (0; 1; 2; 3). Comme
dans le chapitre 3, x0 = 0 est une coordonn�ee de type temps, et x i une coordonn�ee de type espace.
Cependant on doit tenir compte de ce que la m�etrique g�� n'est pas d�e�nie positive, mais que la matrice
g�� , tout comme � �� , a une valeur propre positive et trois valeurs propres n�egatives. Il est facile de se
convaincre que le nombre de valeurs propres n�egativesest inchang�e dans un changement de coordonn�ees
(5.5), et la seulecons�equencepratique est que, tout comme dans l'espacede Mink owski (cf. (3.7)) , la
quantit �e ds2 (\l' �el�ement de longueur")

ds2 = g�� x � x � (5.52)

peut être positive, n�egative ou nulle6. Comme la matrice g�� est sym�etrique, on peut la diagonaliserpar
une transformation orthogonale en un point donn�e x �

0 ; �evidemment la diagonalisation ne seraen g�en�eral
pasvalable en un autre point. On peut ensuitee�ectuer une dilatation sur chacunedesquatre coordonn�es
de fa�con �a seramener �a la situation de l'espace-temps plat : g�� (x0) ! � �� . Un nouveauchangement de
coordonn�eespermet d'�eliminer les termes lin�eairesO(x � � x �

0 ) avec pour r�esultat

g�� (x) = � �� + O(x � � x �
0 )2 (5.53)

D'apr �es(5.41) la connexion � s'annule en x0

� �
�� (x0) = 0 (5.54)

6On doit remplacer dans (5.44)
p

g par
p

jgj.
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L' �equation (5.53) (ou (5.54)) d�e�nit un r�ef�erentiel d'inertie local (RIL) : c'est le r�ef�erentiel en chute libre
du chapitre 2. On peut associer �a ce RIL une basepseudo-orthogonalecomme celle de l'espace-temps
plat. Cette basene doit pas être confondueavec une basede coordonn�ees.

Dans le RIL, l' �equation d'une g�eod�esiqueest localement celle d'un mouvement rectiligne uniforme (cf.
(3.11))

d2x �

d� 2 = 0 ou
du�

d�
= 0 (5.55)

o�u u� est la quadrivitesse et � le temps propre, mais (5.55) ne peut pas être valable partout : ce n'est
pas une �equation tensoriellement admissible.L' �equation tensoriellement admissiblequi ser�eduit �a (5.55)
est l' �equation d'une g�eod�esique

u� r � u� =
d2x �

d� 2 + � �
��

du�

d�
du�

d�
= 0 (5.56)

Les particules, massivesou non, suivent desg�eod�esiquesde l'espace-temps: (5.56) ser�eduit �a (5.55) dans
un RIL.

Une derni�ereremarqueconcernela loi de conservation du tenseur�energie-impulsion.L' �equation de conser-
vation (3.18) @� T �� = 0 n'est pas une �equation tensoriellement admissible. L' �equation tensoriellement
admissiblequi ser�eduit �a celle-ci dans un RIL est

r � T �� = @� T �� + � �
� � T � � + � �

� � T �� = 0 (5.57)

Bibliographie.

Tousleslivres de relativit �eg�en�eralecontiennent une intro duction �a la g�eom�etrie di� �erentielle, par exemple
Hartle [2003],chapitres 7, 8 et 20. �A mon avis aucunede cesintro ductions ne vaut l'expos�e de Doubro-
vine et al. [1983],chapitres 3 et 4.
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Chapitre 6

Solutions �a sym�etrie sph�erique

6.1 �Equation d'Einstein

Le principe qui sous-tend l' �equation d'Einstein consiste �a �ecrire une relation entre la g�eom�etrie
et l' �energie-impulsion. On ne peut pas d�emontrer l' �equation d'Einstein, tout comme on ne peut pas
d�emontrer les �equationsde Maxwell ou de Newton. Toutefois on peut argumenter de la fa�con suivante.

1. C'est l' �equation la plus simple possiblesatisfaisant au principe pr�ec�edent.

2. Elle est math�ematiquement coh�erente et d�e�nit un probl�emede valeurs initiales.

3. Elle redonnel' �equation de Newton dans une limite appropri�ee.

L' �equation la plus simple possibleest la suivante

G�� � R�� �
1
2

Rg�� = � �T �� (6.1)

o�u � est une constante de proportionnalit �e �a d�eterminer. En e�et, si l'on veut avoir dans le membre de
droite le tenseur �energie-impulsion,le membre de gauche doit aussi être un tenseur sym�etrique d'ordre
deux construit avec la courbure. Les deux tenseurssym�etriques les plus simples �a notre disposition sont
le tenseurde Ricci R�� et le tenseurm�etrique g�� . Commele tenseur�energie-impulsionob�eit �a l' �equation
de conservation

r � T�� = 0

il doit en être de mêmedu membre de gauche de (6.1), et compte tenu de l'identit �e de Bianchi (5.51), la
seulecombinaison possiblede R�� et de g�� convenableest pr�ecis�ement G�� . Prenant la trace de (6.1)
on d�eduit la courbure scalairesousla forme

R = � � T �
� = � �T

ce qui permet de r�ecrire (6.1) sousla forme souvent utile

R�� = � �
�

T�� �
1
2

T g��

�
(6.2)

Souscette forme, on voit imm�ediatement qu'en l'absencede mati�ere (T�� = 0), le tenseur de Ricci et la
courbure sont nuls. Dans un espace-tempsde dimension � 3, ceci implique que le tenseurde courbure est
nul, et il ne peut y avoir de gravitation dans un sensusuel que pour une dimension � 4 !

Il reste �a �xer la constante � . Pour ce faire, nous allons nous placer en champ gravitationnel faible
ind�ependant du temps et consid�erer une situation o�u les vitessesdes particules contribuan t �a T�� sont
petites par rapport �a c. Dans cette limite T00 ' T ' � , o�u � est la densit�e de mati�ere,et toutes lesautres
composantes du tenseursont n�egligeablespar rapport �a T00. L'hypoth�esedu champ faible permet d'�ecrire
g00 = 1 + h00, avec jh00j � 1, et la composante (00) de (6.2) devient

R00 = �
1
2

�T 00

59
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Nous devons �evaluer la composante R00 du tenseur de Ricci �a partir de la m�etrique. D'apr �es(5.49)

R00 = @0� i
0i � @i � i

00 + O(� 2)

et les termes O(� 2) peuvent être n�eglig�escar ils sont d'ordre (h00)2. La contribution de @0 s'annule dans
une situation stationnaire et il ne reste que � @i � i

00. En utilisant (5.41) on �evalue � i
00

� i
00 =

1
2

gil (@0gl 0 + @0g0l � @l g00) ' �
1
2

� il @l h00

o�u � il repr�esente les composantes spatiales du tenseur de Mink owski (rappelons que les lettres latines
vont de 1 �a 3 et �etiquettent les composantes spatiales). On en d�eduit

R00 = �
1
2

� ij @i @j h00 =
1
2

r 2 h00

soit
r 2h00 = � �T 00 = � ��

Mais nous avons vu au chapitre 1 que h00 = 2�( ~r ), o�u � est le potentiel gravitationnel, et donc

r 2�( ~r ) =
�
2

� = 4� G�

d'apr�es l' �equation de Poissonpour �. Nous pouvons donc faire l'identi�cation � = 8� G, ce qui donne
pour (6.1)

G�� � R�� �
1
2

Rg�� = � 8� G T�� (6.3)

L' �equationd'Einstein peut être vuecommeun ensemble d'�equationsaux d�eriv�eespartielles non lin�eaireset
du secondordre pour la m�etrique g�� . Lesdix �equationssont en fait r�eduites�a 6 �equationsind�ependantes
en raison de l'identit �e de Bianchi r � G�� = 0. En principe, si l'on sedonne g�� et sesd�eriv�eespremi�eres
par rapport au temps sur une surface du genre espace(par exemplesur une surface t = t0 = cste), on
doit pouvoir calculer g�� (x) pour tout temps t > t0. En fait la situation est plus complexeen raison de
la possibilit�e de transformations de jauge, et en pratique on essaieraplut ôt de construire une m�etrique
compatible avec les sym�etries du probl�eme.

A�n de discuter commod�ement des g�en�eralisations possiblesde l' �equation d'Einstein (6.3), il est utile
d'in tro duire l'action d'Einstein-Hilbert SH : en e�et il est possible de d�eduire (6.1) d'un principe de
moindre action, en d�e�nissant

SH =
Z

d4x
p

jgj R (6.4)

Un calcul un peu long montre alors que

1
p

jgj

� SH

� g��
= � G�� (6.5)

Pour obtenir le secondmembre de (6.1), il faut sedonner une action SM pour la mati�ere,et par d�e�nition
le tenseur �energie-impulsionest

T �� =
1

p
jgj

� SM

� g��
(6.6)

Par exempleSM pourrait être l'action d'un champ scalaire.Dans cesconditions l' �equation d'Einstein se
d�eduit du principe de moindre action

�
� g��

�
1

8� G
SH + SM

�
= 0 (6.7)

On peut g�eneraliser(6.1) en ajoutant un terme de constante cosmologique

G�� = � 8� GT�� � � g�� (6.8)
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Ceci est bien compatible avecla structure tensorielle,mais ne redonnepasla gravit �enewtoniennedansles
limites convenables.On peut r�einterpr�eter cette constante cosmologiquecomme une contribution �a T��

provenant de l' �energiedu vide1. Une autre g�en�eralisation possibleconsiste �a ajouter �a SH des d�eriv�ees
de g�� d'ordre plus �elev�e que deux, par exempleen intro duisant des termes non lin�eairesen R ��

SH =
Z

d4x
p

jgj
�
R + � 1R2 + � 2R�� R�� + : : :

�

ou �a ajouter un m�elange avec un champ scalaire � coupl�e �a la courbure, comme dans la th�eorie de
Brans-Dicke

SBD =
Z

d4x
p

jgj
�
f (�R ) �

1
2

g�� @� �@� � � V (� )
�

.

�A cepoint, il vaut la peinede bien caract�eriser la relativit �e g�en�eralepar rapport �a la relativit �e restreinte.
Cette caract�erisation est parfaitement r�esum�eepar T. Damour (Damour [2005]).\Le principe de relativit �e
g�en�erale a un statut physique di� �erent du principe de relativit �e restreinte. Le principe de relativit �e
restreinte est un principe de sym�etrie de la structure de l'espace-tempsqui a�rme que la physique est
la mêmedans une classeparticuli �ere de r�ef�erentiels, et que donc certains ph�enom�enes\correspondants"
sed�eroulent de la mêmefa�con dans des r�ef�erentiels di� �erents (\transformations actives"). En revanche,
le principe de relativit �e g�en�erale est un principe d'indi� �erence : les ph�enom�enesne se d�eroulent (en
g�en�eral) pas de la mêmefa�con dans dessyst�emesde coordonn�eesdi� �erents, mais aucun dessyst�emesde
coordonn�ees(�etendu) n'a de statut privil �egi�e par rapport aux autres."

Nous n'insisterons pas sur les v�eri�cations de la relativit �e g�en�eraleet renvoyons �a la revue r�ecente de T.
Damour (Damour [2005]): enr�esum�e, la relativit �eg�en�eralea �et�etest�eeaujourd'hui dansdessituations tr �es
diverses,depuis notre environnement imm�ediat (syst�emeGPS) jusqu'aux con�ns de l'Univ ers (lentilles
gravitationnelles). Les tests les plus pr�ecisatteignent une pr�ecisionrelative de 10� 5.

6.2 M �etrique de Schwarzschild

Lorsqu'une m�etrique est invariante dans un changement de coordonn�eesparticulier, on dit que l'on a
une sym�etrie de la m�etrique. Dans le cas simple o�u la m�etrique est invariante par une translation, par
exemplex1 ! x1 + a, on associe �a cette invariance un vecteur de Kil ling

� = (0; 1; 0; 0) (6.9)

Les cons�equencesd'une sym�etrie de la m�etrique se d�eduisent commod�ement de l' �etude des vecteurs de
Killing. En particulier on montre que � � u est invariant le long d'une g�eod�esique,u� = dx � =d� �etant la
quadrivitesse le long de cette g�eod�esique.

Nous allons nous int�eresserau casde la sym�etrie sph�erique. Il est intuitif, mais long �a montrer rigoureu-
sement, que la partie spatiale de la m�etrique gij / � ij . En e�et ceci assureque la partie spatiale du ds2

a la forme
dx2 + dy2 + dz2

les termes tels que dxdy �etant incompatibles avec la sym�etrie sph�erique. �Ecrivant

dx2 + dy2 + dz2 = r 2(d� 2 + sin2 � d' 2) = r 2d
 2

la forme la plus g�en�erale de la m�etrique compatible avec la sym�etrie sph�erique est, en fonction de deux
coordonn�eesa et r

ds2 = gaa (a; r )da2 + 2gar dadr � gr r (a; r )dr 2 � r 2d
 2 (6.10)

Des termes crois�es (a; � ), (a; ' ), (r; � ) et (r; ' ) sont exclus par la sym�etrie sph�erique. On peut donc se
limiter �a l' �etude descoordonn�ees(a; r ). On e�ectue un changement de coordonn�eesa ! t(a; r )

dt =
@t
@a

da +
@t
@r

dr

1Voir cependant la note 4 du chapitre 4.
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et on souhaiterait avoir
ds2 = A(t; r )dt2 � B (t; r )dr 2 � r 2d
 2

cequi donne3 �equationspour 3 fonctions inconnues,t, A et B . On peut donc toujours mettre la m�etrique
sousla forme

ds2 = e2� ( r ;t ) dt2 � e2� ( r ;t ) dr 2 � r 2 d
 2 (6.11)

Il faut �evidemment prendre garde au fait que la relation entre t et le temps e�ectiv ement mesur�e par
un observateur est indirecte (cf. (6.15)), et de même r n'est pas la distance au centre de sym�etrie. En
revanche la surfaced'une sph�ere de rayon r est bien 4� r 2. On va s'int�eresserpour l'instan t uniquement
�a la r�egion ext�erieure �a la sourcedu champ de gravitation, o�u le tenseur de Ricci R �� = 0 d'apr�es(6.3).
Notre programme consistemaintenant �a calculer le tenseur de Ricci �a partir de la m�etrique (6.11) et �a
l'annuler. On trouve �a partir de (5.46)

Rtr =
2
r

@t � = 0

R� � = e� 2�
h
r (@r � � @r � ) � 1

i
+ 1 = 0

On en d�eduit que � est seulement une fonction de r , � (r ) ; de plus @t R� � = 0 =) @t @r � = 0 soit

� (r; t) = f (r ) + g(t)

ce qui donne pour la m�etrique

ds2 = e2f ( r ) e2g( t ) dt2 � e2� ( r )dr 2 � r 2d
 2 (6.12)

On e�ectue un changement de variables t ! t0 tel que

dt0 = eg( t ) dt

et en r�e�etiquetant t0 ! t on obtient le th�eor�eme de Birkho�

ds2 = e2� ( r ) dt2 � e2� ( r ) dr 2 � r 2d
 2 (6.13)

En mots, le th�eor�eme de Birkho� nous dit que dans le cas d'une sym�etrie sph�erique, la m�etrique est
stationnaire, cequi implique l'existenced'un vecteurde Killing � = (1; 0; 0; 0). Une distribution demati�ere
�a sym�etrie sph�erique ne rayonne pas d'ondes gravitationnelles, de même qu'en �electromagn�etisme une
distribution de charges�a sym�etrie sph�eriquene rayonnepas: il n'existe pasde rayonnement monopolaire!

Pour �nir de d�eterminer la m�etrique, examinonsla combinaison suivante de R tt et de Rr r

e2( � � � ) Rtt � Rr r =
2
r

(@r � + @r � ) = 0

d'o�u � = � � + cste. En�n R� � = 0 devient, compte tenu desr�esultats pr�ec�edents

e2� (2r@r � + 1) = 1 =) @r
�
r e2� �

= 1 =) e2� = 1 +
C
r

Ceci conduit �a la forme suivante de la m�etrique

ds2 =
�

1 +
C
r

�
dt2 �

�
1 +

C
r

� � 1

dr 2 � r 2d
 2

Pour d�eterminer la constante C, il reste �a examiner la limite de champ faible o�u

gtt ' 1 + 2�( r ) = 1 �
2GM

r

ce qui donne la forme �nale de la m�etrique seSchwarzschild

ds2 =
�

1 �
2GM

r

�
dt2 �

�
1 �

2GM
r

� � 1

dr 2 � r 2d
 2 (6.14)

La m�etrique de Schwarzschild donne acc�es�a tous les r�esultats classiquesde la relativit �e g�en�erale
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� d�eviation de la lumi�ere par une masse;
� pr�ecessiondu p�erih�elie de Mercure;
� d�ecalagevers le rouge gravitationnel ;
� retard de l' �echo radar
� etc.

Il faut calculer les g�eod�esiqueset utiliser le fait que � � u est une constante le long de cesg�eod�esiques,
si � est un vecteur de Killing. Les calculs exacts n'�etant pas possiblesen g�en�eral, on doit e�ectuer un
d�eveloppement en puissancesde v=c appel�e approximation post-newtonienne.

6.3 Trous noirs

La m�etrique de Schwarzschild semble singuli�ere lorsque la coordonn�eer = r S = 2GM (rS = 2GM =c2

si l'on r�etablit c) ; r S est apel�e le rayon de Schwarzschild. Dans le cas du Soleil r S ' 3km, ce qui est
�evidemment n�egligeablepar rapport au rayon du Soleil, que l'on peut donc assimiler en pratique �a une
masseponctuelle. En revanche le rayon d'une �etoile �a neutrons est du mêmeordre de grandeur que son
rayon de Schwarzschild2, et la question de savoir ce qui se passelorsque r ! r S est int�eressante. Le
calcul de la courbure scalaireR pour r = r S donne un r�esultat �ni, ce qui sugg�ere que la singularit �e de
la m�etrique de Schwarzschild �a r = r S est un artefact du syst�eme de coordonn�ees,ce que nous allons
montrer en exhibant un syst�eme de coordonn�eesmanifestement non singulier �a r = r S . Nous allons
toujours nous placer �a (� ; ' ) �x �es,et prendre en compte uniquement les coordonn�eest et r . Examinons
d'abord le d�ecalagevers le rouge gravitationnel (�gure 6.1). L'observateur O1 en r1 �emet dessignaux �a
desintervalles � t r�eguliersdans une direction �x �ee(d� = d' = 0), mais pour lui les intervalles de temps
propre entre l' �emissionde deux signaux cons�ecutifs sont

r

t

r2r1rS

� t

Fig. 6.1 { D�ecalagevers le rouge gravitationnel. La tra jectoire desphotons est en pointill �es.

� � 1 =
�

1 �
2GM

r1

�
� t (6.15)

Compte tenu d'une relation similaire entre � t et les intervalles de temps propre de l'observateur O2 en
r2 entre la r�eception de deux signaux cons�ecutifs, on obtient pour le rapport entre fr�equencesre�cueset
�emises

! 2

! 1
=

� � 1

� � 2
=

�
1 � 2GM =r1

1 � 2GM =r2

� 1=2

� � � � !
r 2 � r S

�
1 �

2GM
r1

� 1=2

2 r S ' 0:4r si r ' 10km est le rayon d'une �etoile �a neutrons dont la masseest �egale �a ' 1:5 fois celle du Soleil.
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et pour un observateur O2 �a l'in�ni, avec r 1 = rem

! 1 = ! em

�
1 �

2GM
rem

� 1=2

(6.16)

Lorsque rem ! rS , le rythme d'�emissiondessignaux et la fr�equencedesphotons tendent vers z�ero pour
un observateur �a l'in�ni, et bient ôt il ne verra plus rien : au fur et �a mesureque r em ! rS , le rythme
dessignaux est de plus en plus ralenti et l' �energiedesphotons devient de plus en plus petite. Il est aussi
int�eressant d'examiner le cône de lumi�ere

dt
dr

= �
�

1 �
2GM

r

� � 1

(6.17)

ce qui montre que l'angle au sommet du cône devient de plus en plus aigu quand r ! r S (�gure 6.2).

r = 1:2 rS
r � rS

Fig. 6.2 { �Evolution descônesde lumi�ere dans les coordonn�ees(t; r ).

Pour comprendre ce qui sepasselorsque r < r S , il faut faire appel �a un autre syst�emede coordonn�ees.
Le plus simple est sansdoute celui d'Eddington-Fink elstein (EF) o�u (t; r ) ! (v; r ), avec

t = v � r � 2GM ln
�
�
�

r
2GM

� 1
�
�
� = v � r � rS ln

�
�
�

r
rS

� 1
�
�
� (6.18)

�A partir de (6.18) on obtient imm�ediatement

dt = dv �
1

1 � rS=r

d'o�u le ds2

ds2 =
�

1 �
rS

r

� �
dv �

1
1 � rS =r

� 2

�
�

1 �
rS

r

� � 1
dr 2

=
�

1 �
rS

r

�
dv2 + 2dvdr � r 2d
 2 (6.19)

On constate que la m�etrique n'est plus singuli�ere pour r = r S ! De plus le d�eterminant g de la m�etrique
vaut

gjr = r S = � r 4
S sin2 �

et g� 1 existe pour r = r S . �Etudions le cône de lumi�ere; il faut r�esoudrel' �equation ds2 = 0

ds2 =
�

1 �
rS

r

�
dv2 + 2dvdr = 0 (6.20)

Il y a deux possibilit�es
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Fig. 6.3 { Les rayons lumineux entrant et sortants dans les variables (~t; r ). D'apr �esHartle [2003].

1. dv = 0, v = cste. Pour r � r S , cela correspond �a t + r = cste, c'est-�a-dire �a des rayons lumineux
entrants : r d�ecrô�t si t crô�t.

2. �
1 �

rS

r

�
dv + 2dr = 0

soit

v � 2
�

r + rS ln
�
�
�

r
rS

� 1
�
�
�

�
= cste

Si r � rS

v � 2r ' t + r � 2r = t � r = cste

ce qui correspond �a desrayons lumineux sortants : r crô�t si t crô�t.

Pour la discussiong�en�erale, il est commode d'in tro duire la variable ~t = v � r . Lorsque l'on setrouve dans
le cas(1), on aura ~t + r = cste, cequi correspond �a desdroites entrantes pour r > r S aussibien que pour
r < rS . Dans le cas(2)

~t = cste� r + 2
�

r + rS ln
�
�
�

r
rS

� 1
�
�
�

�

soit
d~t
dr

= 1 +
2

r=rS � 1
(6.21)
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Fig. 6.4 { Sch�ema de l'e�ondrement gravitationnel d'une �etoile. D'apr �esHartle [2003].

ce qui veut dire que
d~t
dr

� � � � !
r ! r +

S

+ 1
d~t
dr

� � � � !
r ! r �

S

�1

d'o�u le sch�emade la �gure 6.3. La surfacer = r S est une surface�a trois dimensionsdu genrelumi�ere; les
rayonslumineux sepropagent le long de cette surface,qui est appel�eel'horizon du trou noir . Aucun rayon
lumineux �emisdepuisr � r S nepeut sepropager�a l'in�ni. La �gure 6.4donnele sch�emade l'e�ondrement
gravitationnel d'une �etoile qui termine sa vie commeun trou noir. Les rayons �emis depuis la surfacede
l' �etoile sont d'abord re�cus par un observateur �a l'in�ni, puis leur fr�equencediminue progressivement au
fur et �a mesurede l'e�ondrement, jusqu'au moment o�u l'observateur ne re�coit plus rien.

Comme par d�e�nition on ne peut pas voir un trou noir, on ne peut avoir que despr�esomptionssur leur
existence.La premi�ere possibilit�e de trou noir vient de l'e�ondrement gravitationnel d'une �etoile dont la
masseest sup�erieure �a 3 fois la massesolaire environ. L'existence d'un tel trou noir peut être \mise en
�evidence"s'il a un compagnondont il perturb e l'orbite. On a ainsi \d �etect�e" dans la Galaxie une dizaine
de trous noirs plausibles, dont celui du Cygne. Une autre possibilit�e est que l'on ait des trous noirs au
centre de certaines galaxies, dont la massepourrait atteindre un million voire un milliard de masses
solaires.Il est �a peu pr�escertain qu'il existe un trou noir d'environ un million de fois la massesolaire au
centre de notre Galaxie. En�n les quasarssont probablement des trous noirs g�eants, dont la masseest
de l'ordre de 109 massessolaires,et qui \a valent" une quantit �e de mati�ere �enorme autour d'eux. Cette
mati�ere rayonne desrayons X en abondance,ce qui permet de conclure �a l'existence plausible d'un trou
noir. Toutes les galaxiesont probablement en leur centre un tel trou noir. Mais comme il n'y a plus de
gaz �a aspirer, le trou noir devient \in visible" faute d' être aliment�e.
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