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Problèmes 
 - Propagation de  
    la retenue

But 
Réaliser des multiplieurs et des diviseurs 
 
Optimiser la surface et/ou la vitesse

fonction division 
ou multiplication

transistors

masques
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Généralités

Soient A =  Σ n-1
i=0 a i *  2 i ; B =  Σ n-1

j=0 bj *  2 j  avec a i, b i ∈ {0,1}.   

Le produit  P = A * B s'écrit  








  Σ n-1
i=0  a i  *   2 i   * 









  Σ n-1
j=0  b j  *   2 j   ,   

ou encore en appliquant la distributivité somme / produit

 P = Σ n-1
i=0 Σ n-1

j=0  




  a i  *   b j  *   2 i+j  .

Or A < 2n et B < 2n  impliquent que P < 22n ,   

Par conséquent P peut être écrit avec 2n bits.

Le problème est alors de réduire la somme pondérée   

de n2 bits en la somme pondérée de 2n bits.

Cette réduction peut être faite
  

en temps O(n), O(
2

n), O(log
3/2

n), O(log
2
n)
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Multiplieur naïf
x y

z

s

c

s = x ⊕ y ⊕ z

c = x ∧y ∨ x∧z ∨ y∧z

2*c + s = x + y + z

p10 p9 p8 p7 p6 p5 p4 p3 p2 p1 p0

a b3 1 a b2 1 a b1 1 a b0 1a b4 1

a b3 2 a b2 2 a b1 2 a b0 2a b4 2

a b3 3 a b2 3 a b1 3 a b0 3a b4 3

a b3 4 a b2 4 a b1 4 a b0 4a b4 4

a b3 5 a b2 5 a b1 5 a b0 5a b4 5

a b4 0 a b3 0 a b2 0 a b1 0 a b0 0

0

0

0

0

0

0
Cellule FA (Full Adder)

A = a i 2
i

Σ
i = 0

4

B = b i 2
i

Σ
i = 0

5

P = p i 2
i

Σ
i = 0

10
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Multiplieur amélioré

p10 p9 p8 p7 p6 p5 p4 p3 p2 p1 p0

a b4 2

a b3 3a b4 3

a b3 4 a b2 4a b4 4

a b3 5 a b2 5 a b1 5a b4 5

a b4 0 a b
3 0 a b

2 0 a b
1 0 a b

0 0

a b4 1

a b3 2

a b2 3

a b1 4

a b0 5

0

a b2 2 a b1 2 a b0 2

a b1 3 a b0 3

a b3 1 a b2 1 a b1 1 b0 1a

a b0 4

0
0 0 0 0



multiplieur 315

Multiplieur de Braun

a b3 1 a b2 1 a b1 1 a b0 1a b4 1

a b3 2 a b2 2 a b1 2 a b0 2a b4 2

a b3 3 a b2 3 a b1 3 a b0 3a b4 3

a b3 4 a b2 4 a b1 4 a b0 4a b4 4

a b3 5 a b2 5 a b1 5 a b0 5a b4 5

a b4 0 a b
3 0 a b

2 0 a b
1 0 a b

0 0

p10 p9 p8 p7 p6 p5 p4 p3 p2 p1 p0

0 0 0 0
x y

z

sc

s = x ⊕ y ⊕ z

c = x ∧y ∨ x∧z ∨ y∧z

2*c + s = x + y + z

Cellule FA (Full Adder)

0
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Arbre de Wallace

s = x ⊕ y ⊕ z

p10 p 9 p 8 p 7 p6 p5 p4 p3 p 2 p 1 p 0

a b2 1

a b1 1

a b0 1

a b4 1 a b2 2

a b1 2

a b0 2

a b4 2

a b3 3 a b3 2

a b2 3
a b1 3

a b0 3

a b4 3

a b3 4

a b2 4

a b0 4

a b4 4

a b3 5

a b2 5

a b1 5 a b0 5

a b4 5

a b3 1

a b4 0

a b3 0

a b
2 0

a b1 4

a b
1 0

a b
0 0Additionneur rapide

c = x ∧y ∨ x∧z ∨ y∧z

x y z

sc

s = x ⊕ y 

c = x ∧y 

x y

sc
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Multiplieur signé

p10 p9 p8 p7 p6 p5 p4 p3 p2 p1 p0

a b3 1 a b2 1 a b1 1 a b0 1
a b4 1

a b3 2 a b2 2 a b1 2 a b0 2a b4 2

a b3 3 a b2 3 a b1 3 a b0 3a b4 3

a b3 4 a b2 4 a b1 4 a b0 4a b4 4

a b3 5 a b2 5 a b1 5 a b0 5a b4 5

a b4 0 a b
3 0 a b

2 0 a b
1 0 a b

0 0

0

0

0

0

0

a b4 0

- -
- +

+

- -
- +

+

- -
- +

+

- -
- +

+

-
--
+

+
-
-- +

+
-
-- +

+
-
-- +

+
-
-- +

+

A = -a      + a i 2
i

Σ
i = 0

3

B = -b      + b i 2
i

Σ
i = 0

4

P = -p        + p i 2
i

Σ
i = 0

9

5

4

10

2
4

2
5

2
10
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Multiplieur de Baugh-Wooley (1)

a b3 1 a b2 1 a b1 1 a b0 1a b4 1

a b3 2 a b2 2 a b1 2 a b0 2a b4 2

a b3 3 a b2 3 a b1 3 a b0 3a b4 3

a b3 4 a b2 4 a b1 4 a b0 4

a b4 0 a b3 0 a b2 0 a b1 0 a b0 0

p9 p8 p7 p6 p5 p4 p3 p2 p1 p0

0 0 0 0

a
b4

4

a b4 41

ignoré

signe

a

b4

4

-       a  2  = - 2  +       a  2   +1      

A = -a      + a i 2
i

Σ
i = 0

3

B = -b      + b i 2
i

Σ
i = 0

3

4

4
2

4

2
4

P = -p        + p i 2
i

Σ
i = 0

8

9
2

9

i

i 4

i

i

Σ
i = 0

3

Σ
i = 0

3

-       b  2  = - 2  +       b  2   +1      i

i 4

i

i

Σ
i = 0

3

Σ
i = 0

3

- a  2  = - 2  + a  2        4

8

4

88
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Multiplieur de Baugh-Wooley (2)

92 82 72 62 52 42 32 22 12 02

04 b.a 03 b.a 02 b.a 01 b.a 00 b.a

14 b.a 13 b.a 12 b.a 11 b.a 10 b.a

24 b.a 23 b.a 22 b.a 21 b.a 20 b.a

34 b.a 33 b.a 32 b.a 31 b.a 30 b.a

44 b.a 43 b.a 42 .ba 41 b.a 40 b.a

4a 4a
1

4b 4b

92 82

44 b.a

4a
1

4b

92 82

44 ba ∨ 44 ba ∨

( ) ( ) ( ) 4i
3

0i
4ii4

4
44

8
44

3

0i

ji
3

0j
ji

8
44

3

0i

i
i

44
4

3

0j

j
j

44
4

3

0i

ji
3

0j
ji

8
44

3

0j

3

0i

i
i

4
4

j
j

4
4

3

0i

ji
3

0j
ji

8
44

3

0j

j
j

4
4

3

0i

i
i

4
4

2.bab.a2ba21b1a2.ba2.ba

12a2.2b12b2.2a2.ba2.ba

2a2b-2b2a-2.ba2.ba2b2b-2a2a-  B A   P

+

==

+

=

===

+

=

= ==

+

===

∑∑ ∑

∑∑∑ ∑

∑ ∑∑ ∑∑∑

++++−+−++=











++−+













++−++=

+=












+∗










+=∗=

Amélioration
de Blankenship
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Arbres de Wallace (1)

1

1

1
11

1

1

2

1

1

1

3

1

1

1

4

1

1

1

5

1

1

1

6

1

1

1

7
1

1

1

8
1

1

1

9
11

1

10
1

1

1

11

1

1

1

12

1

1

1

13
1

1

1

14
1

1

1

15

1

1

1

16

1

1

1

17

1

1

1

18
1

11

1

11

1

11

1

22 122 322 522 722 9

22 222 422 622 8

22 1022 1222 14

22 1122 13

22 16

22 15

22 18

22 17

1

11

1

11

1

11

1 1 1

xy z

sc

1

1

1

n

22 n

temps 1

temps 2

1   étape de
réduction

er

délai τ�



multiplieur 321

Arbre de Wallace (2)

12

2
1

xy z

sc

2

2

2
n

33
n

temps 2

temps 3

22

2

1
2

2

2

2
3

2

2

2
4

2

2

2
5

2

2

2
6

2

2

2
7

2

2

2
8

2

2

2
9

2

2

1
10

2

1

1
11

1

2

2

1

1

2 2

1

1
13

2

1
12

2

1
14

2

12

33
1

33
3

33
5

33
7

33
9

33
2

33
4

33
6

33
8

33
10

33
11

33
12

33
13

33
14

1

1 2

2

2

1

2     étape de 
réduction

eme
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Arbre de Wallace (3)
3

3

3
n

44
n

temps 3

temps 4

4

4

4
n

55
n

temps 4

temps 5

13

3
1

23

3

33

3

2
2

3

3

3
4

3

3

3
5

3

3

3
6

3

3

1
7

3

33

3

3
8

3

3

3
3

3 3

1

3321

123

3

3

44
1

44
2

44
4

44
8

44
6

44
3

44
5

44
7

3 3

1 3

3

3321

123

3

3

3 3321

3

3

1

3
123456

4 4 4 4 4 4

4 4 4 4 4

44

4

44

123455
1

4

4 4

55
2

55
4

55
6

55
3

55
5

3

1 3

4

4

⇒
⇒
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Généralité sur la multiplication en arbre

1 ere  Étape
Calculer les c ij = a i * b j

2 eme  Étape

Réduire Σ n-1
i=0  Σ n-1

j=0   




c ij*2i+j   en Σ 2n-2

i=0 (r i +s i)*2i

avec un réseau d'additionneurs (arbre) sans propagation de retenue
À cause de l'associativité de l'opération, il y a beaucoup de solutions

3 eme  Étape

Réduire Σ 2n-2
i=0 (r i +s i)*2 i en P = Σ 2n-1

i=0 p i *2i  

avec un additionneur à propagation de retenue.
Utiliser l'additionneur le plus approprié

O(n), O(
2

n),  O(log
2
n)
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Arbre linéaire  O(n)

Figure 3  

A ∗ b 7 ∗ 2 7 

A ∗ b 6 ∗ 2 6 

A ∗ b 5 ∗ 2 5 

A ∗ b 4 ∗ 2 4 

A ∗ b 3 ∗ 2 3 

A ∗ b 2 ∗ 2 2 

A ∗ b 1 ∗ 2 1 

A ∗ b 0 ∗ 2 

0 

Figure 1  

A 

A ∗ 

A ∗ b 0 ∗ 2 0 

A ∗ b 1 ∗ 2 1 
A ∗ b 3 ∗ 2 3 

A ∗ b 4 ∗ 2 4 
A ∗ b 5 ∗ 2 5 

∗ b 6 ∗ 2 6 

b 7 ∗ 2 7 

A ∗ b 2 ∗ 2 2 

Propagation  
de retenue  

A ∗ b 0 ∗ 2 0 
A ∗ b 1 ∗ 2 1 A ∗ b 2 ∗ 2 2 

A ∗ b 3 ∗ 2 3 

A ∗ b 4 ∗ 2 4 
A ∗ b 5 ∗ 2 5 

A ∗ b 6 ∗ 2 6 
A ∗ b 7 ∗ 2 7 

Figure 2  

i = 0  

A ∗ B =  A ∗ b i ∗ 2 i Σ  
7  
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Arbre linéaire d'arbres linéaires O( √n  )

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

12 13 14 15

16 17

Additionneur rapide 
(conversion du carry save en  

notation conventionnelles

n
2

réducteur  
3 donne 2 
4 donne 2

1 2 4 7

3 5 8

6 9

10

(Linear array of linear arrays)
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Arbres Binaires O(log2 n)

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

i ∈ [0..15]
Σ

i ∈ [0..15]
Σ

additionneur rapide 
(conversion du redondant)

additionneurs 
rapides

S = si∗2iΣ
i = 0

m

s∈{0,1}

additionneurs 
redondants

S = si∗2iΣ
i = 0

m

s∈{0,1,2}



multiplieur 327

Rappel sur les additions sans propagation

1- Hybride: Carry-save + Conventionnel →→ Carry-save  

2- Binaire: Carry-save + Carry-save →→ Carry-save  

FA  FA  FA  FA  FA  FA  

a 
5 

a 
4 

a 
3 

a 
2 

a 
1 

a 
0 b 5 b 4 b 3 b 2 b 1 b 0 

0 s 6 5 4 3 2 1 s s s s s s 

} } } } } } 

      0 

CSA  CSA  CSA  CSA  CSA  CSA  

a 
5 

a 
4 

a 
3 

a 
2 

a 
1 

a 
0 

0 s 6 5 4 3 2 1 s s s s s s 

}  } } } } } 

}  } } }  } } 0 

5 4 3 2 1 0 } } } } } } 

c a c a c a c a c a c 

} } } } } }} 0 

} 

A =  a i   2 i Σ  
i = 0  

n - 1  

i  ∈  {0,1,2}   a  i ,c  i ,s C =  c i   2 i Σ  
i = 0  

n - 1  

S =  s i   2 i Σ  
i = 0  

n  

0 
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Codage de Booth

i = 0

A∗B = A∗bi∗2iΣ
n - 1

i = 0

B = bi∗2iΣ
n - 1

code  
de B

produit 
A * B

nombre 
d'opérations

type  
d'opération

n-1

addition
addition/ 

soustraction

valeurs des 
chiffres  b i   ∈  {0,1}  c i   ∈  {-2, -1, 0, 1, 2 }  

(n-2) /2 

i = 0  

A ∗ B =  A ∗ c i ∗ 4 i Σ  

i = 0  

B =  c i ∗ 4 i Σ  

(n-2) /2 

(n-2) /2 
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Conversion en code de Booth (1)

i = 0

B = bi ∗2iΣ
n-1

i = 0
B = ci ∗4iΣ

n-2
2

i = 0
B’= b2i+1∗22i+1Σ

n-2
2

i = 0
B”= b2i ∗22iΣ

n-2
2

Soient B=B”+B’=B” +(2*B’) -2*(1/2*B’)

termes de rang pair termes de rang impair

décalé à  
gauche

décalé à  
droite

b0b1b2b3b4b5b6b7

c0c1c2c3c4

-2 1 1-2 1 1-2 1 1-2 1 1-2 1 1 {{{{{

0 ? 0 ? 0

ci = -2 b2i+1 + b2i + b2i-1 ci ∈ {-2, -1, 0, 1, 2 }la valeur d’un chiffre ci est la 

somme pondérée de ses bits

La somme pondérée des chiffres qui entrent est égale à la somme pondérée des chiffres qui sortent
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Conversion en code de Booth (2)

b2i

b2i+1

b2i-1
de cellule 

précédente

vers cellule
suivante b2i+1

s

ci2x

1x

b 
 
   0 
   0 
   0 
   0 
   1 
   1 
   1 
   1

b 
 
  0 
  0 
  1 
  1 
  0 
  0 
  1 
  1

b 
 
   0 
   1 
   0 
   1 
   0 
   1 
   0    
   1 

c 
 
0 
1 
1 
2 
-2 
-1 
-1 
-0

2i+1 2i 2i-1 i 1x 
 
0 
1 
1 
0 
0 
1 
1 
0

2x 
 
0 
0 
0 
1 
1 
0 
0 
0

s 
 
0 
0 
0 
0 
1 
1 
1 
1

 

La multiplication d’un nombre par un chiffre est plus aisée mais la valeur d’un
chiffre ci n’est plus la somme pondérée de ses bits (code signe + valeur absolue).

( )( )( ) sx22x1
i

c AAsA +∧∗∨∧⊕=∗



multiplieur 332

Remarques sur le code de Booth

A = a i  2
iΣ

i = 0

n - 1

B = -b    2   + i  2
iΣ

i = 0

n - 2

n- 1

n- 1
b

c(n- 1)/2 c1 c0

an- 1 an- 2 a3 a2 a1 a0 00

cn/2-1 c1 c0

bn- 2 bn- 3 b3 b2 b1 b0 0bn- 1

Entiers positifs

Entiers signés

⇔

⇔

La notation de Booth est redondante: (0 2)   = (1 2)4 4
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Conversion en code de Booth (3)

b 
 
   0 
   0 
   1 
   1

 b 
 
  0 
  1 
  0 
  1

 c 
 
  0 
+1 
 -1 
  0 

j+1  j j+1

extérieur de chaîne 
tête de chaîne 
queue de chaîne 
intérieur de chaîne
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Multiplieur rapide

i = 0

B = b i ∗2iΣ
n

multiplieur Arbre binaire 
d'additioneurs 

en notation 
"carry save"

conversion de 
"carry save" à 

standard

multiplicande
i = 0

A = a i ∗ 2iΣ
n

produit  
A * B

conversion  
de standard à 

"code de Booth"
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Conversion de CS à code de Booth

i = 0
P = s i ∗ 2iΣ

n-1

i = 0
P = ci ∗ 4iΣ

n-2
2

 {-2,-1,0,1,2}ic
 ∈ {0,1,2}is

Si le produit est un addende, un multiplieur ou un dividende, il n’est pas
nécessaire de le convertir le « carry save » en notation conventionnelle. 

 ∈

s0s1s2s3s4s5s6s7

c0c1c2c3c4

-2 1 1-2 1 1-2 1 1-2 1 1-2 1 1 {{{{{

0

00

–  +  +
+  –  

–  +  +
+  –  

–  +  +
+  –  

–  +  +
+  –  

FA FA FA FA

La somme pondérée des chiffres qui entrent est égale à la somme pondérée des chiffres qui sortent
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Conclusion sur la multiplication combinatoire

Comme un multiplieur n'est rien qu'un ensemble d'additionneurs, 
tout ce que nous savons sur l'addition s'applique

Le problème qui reste est celui de la topologie (plan de masse)

Si les opérandes sont arrondis, alors seule la partie poids forts est 
significative

Si un multiplieur et un additionneur sont dessinés avec la même 
stratégie, pour la même taille un multiplieur est environ deux 
fois plus lent .


