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Introduction

L’objet de ’analyse numérique est de concevoir et d’étudier des méthodes de

résolution de certains problemes mathématiques, en général issus de la modélisa-
tion de problemes “réels”, et dont on cherche a calculer la solution a I'aide d’un
ordinateur.

est

Le cours est structuré en quatre grands chapitres :

— Systémes linéaires

— Systémes non linéaires

— Optimisation

— Equations différentielles.

On pourra consulter les ouvrages suivants pour ces différentes parties (ceci
une liste non exhaustive!) :

— P.G. Ciarlet, Introduction a 'analyse numérique et a ’optimisation, Mas-

son, 1982, (pour les chapitre 1 & 3 de ce polycopié).

M. Crouzeix, A.L. Mignot, Analyse numérique des équations différentielles,
Collection mathmatiques appliques pour la maitrise, Masson, (pour le cha-
pitre 4 de ce polycopié).

J.P. Demailly, Analyse numérique et équations différentielles Collection
Grenoble sciences Presses Universitaires de Grenoble

L. Dumas, Modélisation a l'oral de I’agrégation, calcul scientifique, Col-
lection CAPES/Agrégation, Ellipses, 1999.

J. Hubbard, B. West, Equations diffrentielles et systmes dynamiques, Cas-
sini.

P. Lascaux et R. Théodor, Analyse numérique matricielle appliquée 1’art
de l'ingénieur, tomes 1 et 2, Masson, 1987

L. Sainsaulieu, Calcul scientifique cours et exercices corrigés pour le 2eme
cycle et les écoles d’ingénieurs, Enseignement des mathématiques, Masson,
1996.

M. Schatzman, Analyse numérique, cours et exercices, (chapitres 1,2 et 4).
D. Serre, Les matrices, Masson, (2000). (chapitres 1,2 et 4).

P. Lascaux et R. Theodor, Analyse numérique sappliquée aux sciences de
I'ingénieur, Paris, (1994)

R. Temam, Analyse numérique, Collection SUP le mathématicien, Presses
Universitaires de France, 1970.

Et pour les anglophiles...
— M. Braun, Differential Equations and their applications, Springer, New

York, 1984 (chapitre 4).

— G. Dahlquist and A. Bjorck, Numerical Methods, Prentice Hall, Series in

Automatic Computation, 1974, Englewood Cliffs, NJ.
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— R. Fletcher, Practical methods of optimization, J. Wiley, New York, 1980
(chapitre 3).
— G. Golub and C. Van Loan, Matrix computations, The John Hopkins
University Press, Baltimore (chapitre 1).
— R.S. Varga, Matrix iterative analysis, Prentice Hall, Englewood Cliffs, NJ
1962.
Ce cours a été rédigé pour la licence de mathématiques par télé-enseignement
de 'universite d’Aix-Marseille 1. Les trois premiers chapitres ont été enseignés
dans le cours d’analyse numérique de licence de mathématiques a Marseille.



Chapitre 1

Systemes linéaires

1.1 Objectifs

On note My(IR) l'ensemble des matrices carrées d’ordre N. Soit A €
M (IR) une matrice inversible, et b € IR, on a comme objectif de résoudre le
systeme linéaire Ax = b, c’est a dire de trouver x solution de :

{ z€RY (1.1.1)

Arx =D

Comme A est inversible, il existe un unique vecteur z € IR solution de
(1.1.1). Nous allons étudier dans les deux chapitres suivants des méthodes de
calcul de ce vecteur x : la premiere partie de ce chapitre sera consacrée aux
méthodes “directes” et la deuxieme aux méthodes “itératives”. Nous aborderons
ensuite en troisieme partie les méthodes de résolution de problemes aux valeurs
propres.

Un des points essentiels dans lefficacité des méthodes envisagées concerne
la taille des systemes a résoudre. Entre 1980 et 2000, la taille de la mémoire
des ordinateurs a augmenté. La taille des systéemes qu’on peut résoudre sur
ordinateur a donc également augmenté, selon ’ordre de grandeur suivant :

1980 : matrice “pleine” (tous les termes sont non nuls) N = 102

matrice “creuse” N =108
2000 : matrice “pleine” N =108
matrice “creuse” N =108

Le développement des méthodes de résolution de systemes linéaires est liée
a I’évolution des machines informatiques. Un grand nombre de recherches sont
d’ailleurs en cours pour profiter au mieux de l'architecture des machines (mé-
thodes de décomposition en sous domaines pour profiter des architectures pa-
ralleles, par exemple).
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1.2 Les méthodes directes

1.2.1 Définition

Définition 1.1 (Méthode directe) On appelle méthode directe de résolution
de (1.1.1) une méthode qui donne exactement x (A et b étant connus) solution
de (1.1.1) aprés un nombre fini d’opérations élémentaires (+,—, X, /).

Vous avez déja vu plusieurs méthodes de résolution du systeme (1.1.1) en
DEUG ; en ce qui concerne les méthodes directes, vous avez du étudier :

- la méthode de Gauss (avec pivot)
- la méthode LU, qui est une réécriture de la méthode Gauss.

Nous rappelons rapidement la méthode de Gauss et la méthode LU (revoyez

votre cours de DEUG sur ce sujet), et nous étudierons plus en détails la méthode
de Choleski.

1.2.2 Meéthode de Gauss et méthode LU

Soit A € My (IR) une matrice inversible, et b € IR”Y. On cherche & calculer
z € RY tel que Az = b. Le principe de la méthode de Gauss est de se ramener,
par des opérations simples (combinaisons linéaires), & un systéme triangulaire
équivalent, qui sera donc facile & inverser. On pose A = A et b)) = b. Pour
i=1,...,N — 1, on cherche & calculer At et b(i+1) tels que les systemes
AW g = b(l) et A(”'l)x = b0*D gojent équivalents, ott A® est une matrice de la
forme suivante :

— _ . _
afl af') SN i
0 0.
0 af?
A® = aly, | oA =
0....0a%, Ol 0 0 a{")

F1G. 1.1 — Allure des matrices de Gauss a 1’étape i et a I’étape N

Une fois la matrice AXN) (triangulaire supérieure) et le vecteur b(N) calculés,
il sera facile de résoudre le systeme ANz = (V) Le calcul de AW est Pétape
de “factorisation”, le calcul de b™V) 1’étape de “descente”, et le calcul de x 1’étape
de “remontée”. Donnons les détails de ces trois étapes.

Etape de factorisation et descente Pour passer de la matrice A® & la
matrice AUt on va effectuer des combinaisons linéaires entre lignes qui per-
mettront d’annuler les coefficients de la i-éme colonne situés en dessous de la
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—a -
I e
0 !
I 0
ACHD = 0 @il
: (i+1).
a_i+2,iir‘1__
...... (i+1) T
i) 0 ANit1 AN,N |

F1G. 1.2 — Allure de la matrice de Gauss a 1’étape 7 + 1

ligne i (dans le but de se rapprocher d’une matrice triangulaire supérieure).
Evidemment, lorsqu’on fait ceci, il faut également modifier le second membre b

en conséquence. L’étape de factorisation et descente s’écrit donc :
1. Pour £k <iet pour j=1,..., N, on pose al(fjl) = al(j)j et b,(fﬂ) = bl(f) .

2. Pour k > i, si agll) # 0, on pose :

(4)
G0 0 i (i)

P = % a;;, pour k=j,...,N, (1.2.2)
pHD) p(@ “1(;7)1' p®

i

La matrice AUt est de la forme donnée sur la figure 1.2.2. Remarquons que le
systeme AGTD gz = p(+1) est bien équivalent au systeme Az = b

Si la condition ag? # 0 est vérifiée pour ¢ = 1 a N, on obtient par le procédé
de calcul ci-dessus un systéme linéaire ANz = b(V) équivalent au systeme
Az = b, avec une matrice AW triangulaire supérieure facile & inverser. On
verra un peu plus loin les techniques de pivot qui permettent de régler le cas ou
la condition ag? # 0 n’est pas vérifiée.

Etape de remontée Il reste & résoudre le systeme ANz = b(V), Ceci est
une étape facile. Comme A(Y) est une matrice inversible, on a a?f # 0 pour
tout i = 1,..., N, et comme A?Y) est une matrice triangulaire supérieure, on
peut donc calculer les composantes de x en “remontant”, c’est—-a—dire de la
composante xy a la composante x; :

(V)
N = N
aji

1 .
T = (b(z)_ Z a(N)xj),iZN—17-~-71~

) i,
i j=i+1,N
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Coiit de la méthode de Gauss (nombre d’opérations) On peut montrer
(on fera le calcul de maniere détaillée pour la méthode de Choleski dans la
section suivante, le calcul pour Gauss est similaire) que le nombre d’opérations
nécessaires pour effectuer les étapes de factorisation, descente et remontée est
2N3 4+ O(N?).

En ce qui concerne la place mémoire, on peut trés bien stocker les itérés
A dans la matrice A de départ, ce qu’on n’a pas voulu faire dans le calcul
précédent, par souci de clarté.

Décomposition LU Si le systeme Ax = b doit étre résolu pour plusieurs
second membres b, il est évident qu’on a intérét a ne faire I’étape de factorisation
(i.e. le calcul de AN )), qu’une seule fois, alors que les étapes de descente et
remontée (i.e. le calcul de bV) et z) seront faits pour chaque vecteur b. L’étape
de factorisation peut se faire en décomposant la matrice A sous la forme LU.

On admettra le théoréme suivant (voir par exemple le livre de Ciarlet cité
en début de cours.

Théoréme 1.2 (Décomposition LU d’une matrice) Soit A € My(IR) une
matrice inversible, il existe une matrice de permutation P telle que, pour cette
matrice de permutation, il existe un et un seul couple de matrices (L,U) ou L
est triangulaire inférieure de termes diagonaux égaux & 1 et U est triangulaire
supérieure, vérifiant

PA=1LU.

Cette décomposition peut se calculer tres facilement a partir de la méthode
de Gauss. Pour simplifier ’écriture, on supposera ici que lors de la méthode
de Gauss, la condition afll) % 0 est vérifiée pour tout ¢ = 1, dots, N. Dans ce
cas ,la matrice de pel(rr)nutation est la matrice identité. La matrice L a comme
coefficients ¢; ; = —% pour ¢ > j, {;; = 1 pour tout 2 =1,...,N, et {;; =0
pour j > i, et la matrice U est égale & la matrice AN). On peut vérifier que
A = LU grace au fait que le systeme ANz = b(N) est équivalent au systeme
Az = b. En effet, comme AMgz = bV et b(N) = L=1p, on en déduit que
LUz = b, et comme A et LU sont inversibles, on en déduit que A~1b = (LU)~"'b
pour tout b € IRY. Ceci démontre que A = LU.

Techniques de pivot Dans la présentation de la méthode de Gauss et de
la décomposition LU, on a supposé que la condition aEZ) # 0 était vérifiée a
chaque étape. Or il peut s’avérer que ce ne soit pas le cas, ou que, méme si la
condition est vérifiée, le “pivot” aflz) soit tres petit, ce qui peut entrainer des
erreurs d’arrondi importantes dans les calculs. On peut résoudre ce probleme
en utilisant les techniques de “pivot partiel” ou “pivot total”, qui reviennent a
choisir une matrice de permutation P qui n’est pas forcément égale a la matrice
identité dans le théoreme 1.2.

Placons-nous & litération i de la méthode de Gauss. Comme la matrice A(*)
est forcément non singuliére, on a :

det(AD) = agf)lag;)g . a§?17i71det o I # 0.

(i) (i)
a’Ni aN,N
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On a donc en particulier
Al
det : . : # 0.
() ()
an; -+ GNN

Pivot partiel On déduit qu'il existe ig € {i,...,N} tel que agé)z £ 0.

On choisit alors ig € {i,..., N} tel que \aE?J = max{|a,(i)l,|,k =4,...,N}. On
échange alors les lignes i et ig (dans la matrice A et le second membre b) et on
continue la procédure de Gauss décrite plus haut.

Pivot total On choisit maintenant ig et jo € {i,..., N} tels que |al(.z)7j0| =
max{|a§f7)j|,k =14,...,N,j =1i,...,N}, et on échange alors les lignes i et i

(dans la matrice A et le second membre b), les colonnes j et jo de A et les
inconnues x; et x;,.

L’intérét de ces stratégies de pivot est qu’on aboutit toujours a la résolution
du systeme (dés que A est inversible). La stratégie du pivot total permet une
moins grande sensibilité aux erreurs d’arrondi. L’inconvénient majeur est qu’on
change la structure de A : si, par exemple la matrice avait tous ses termes non
nuls sur quelques diagonales seulement, ceci n’est plus vrai pour la matrice AXV).

1.2.3 Meéthode de Choleski

On va maintenant étudier la méthode de Choleski, qui est une méthode
directe adaptée au cas o A est symétrique définie positive. On rappelle qu'une
matrice A € My (IR) de coefficients (a; j)i=1,n,j=1,~ est symétrique si A = A*,
ou A! désigne la transposée de A, définie par les coefficients (@j,3)i=1,Nj=1,N
et que A est définie positive si Az -z > 0 pour tout z € R tel que x # 0.
Dans toute la suite, = - y désigne le produit scalaire des deux vecteurs x et y de
RY. On rappelle (exercice) que si A est symétrique définie positive elle est en
particulier inversible.

Description de la méthode

La méthode de Choleski consiste a trouver une décomposition de A de la
forme A = LL!, ot L est triangulaire inférieure de coefficients diagonaux stric-
tement positifs. On résout alors le systéeme Az = b en résolvant d’abord Ly = b
puis le systeéme L'z = y. Une fois la matrice A “factorisée”, c’est & dire la
décomposition LL? obtenue (voir paragraphe suivant), on effectue les étapes de
“descente” et “remontée” :

1. Etape 1 : “descente” Le systeme Ly = b s’écrit :
él 1 0 Y1 bl
Ly=| i -~ L=

€N71 ‘€N7N YN bN
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Ce systeme s’écrit composante par composante en partant de ¢ = 1.

b
¢11y1 = b1, donc Y1 = €_1
1,1
1
l31y1 + £2,2y2 = by, donc Y2 = é—(bz —l2191)
2,2
: : :
> lijy; = bi, donc yi = 5—(bi — > ligy))
j=1, bl j=1,i—1
: X ;
> Unjy;=bn, done  yny =——(0bn— Y Ny
. NN ,
j=1,N ’ j=1,N—-1
On calcule ainsi y1, y2, ..., YN-

2. Etape 2 : “remontée” On calcule maintenant = solution de Ltz = y.

i b1 ... UIna 1 n
L'z = 0 B _
0 ... tvw || an .
On a donc :
INNTN = YN doncxN:y_N
7 NN

YN—1—¢N N-1TN

IN—1,N—1ZN-1 H N N1z = yN—1 done oy = S

Y1 — 2o n 4

E éj,lﬂij =Y donc r1 = 7
iSIN 1,1
On calcule ainsi zx, TNy_1,...,T].

Existence et unicité de la décomposition

On donne ici le résultat d’unicité de la décomposition LL! d’une matrice
symétrique définie positive ainsi qu’un procédé constructif de la matrice L.

Théoréme 1.3 (Décomposition de Choleski) Soit A € My (IR) avec N >
1. On suppose que A est symétrique définie positive. Alors il existe une unique
matrice L € My(R), L = (&,j)f\szl, telle que :

1. L est triangulaire inférieure (c’est a dire £; ; =0 si j > 1),
2. 4;; >0, pour tout i € {1,...,N},
3. A=LL.
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Démonstration : On sait déja par le théoreme 1.2 page 10, qi’il existe une
matrice de permutation et L triangulaire inférieure et U triangulaire supérieure
PA = LU. Ici on va montrer que dans le cas ou la matrice est symétrique,
la décomposition est toujours possible sans permutation. Nous donnons ici une
démonstration directe de I'existence et de I'unicité de la décomposition LL? qui
a l'avantage d’étre constructive.

Existence de L : démonstration par récurrence sur N

1. Dans le cas N = 1, on a A = (a1,1). Comme A est symétrique définie
positive, on a ai1 > 0. On peut donc définir L = (¢1,1) ou 411 = /a1 1,
et on a bien A = LL®.

2. On suppose que la décomposition de Choleski s’obtient pour A € M,(IR)
symétrique définie positive, pour 1 < p < N et on va démontrer que la
propriété est encore vraie pour A € M n41(IR) symétrique définie positive.
Soit donc A € Mpy41(IR) symétrique définie positive; on peut écrire A
sous la forme :

(1.2.4)

ou B € My (IR) est symétrique, a € R" et a € R. Montrons que B est
définie positive, c.a.d. que By -y > 0, pour tout y € RY tel que y #£ 0.

Soit donc y € RY \ {0}, et 2 = [g] € RY*'. Comme A est symétrique

y| (v Byl |y
0 0 aly 0
donc B est définie positive. Par hypothese de récurrence, il existe une

matrice M € My(R) M = (m;;)}Y;—, telle que :
(a) miyjz()sij>i

définie positive, on a :

0< Az -z =

(b) m;; >0
(c) B=MM"
On va chercher L sous la forme :
M 0
L= (1.2.5)
bt A

aveche RV, N e IR? tels que LL" = A. Pour déterminer b et \, calculons
LL! ot L est de la forme (1.2.5) et identifions avec A :

B I

e Lo Db Lo o
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On cherche b € RY et A € IR tels que LL! = A, et on veut donc que les
égalités suivantes soient vérifiées :

Mb=aet bbb+ I\ = qa.

Comme M est inversible (en effet, le déterminant de M s’écrit det(M) =
Hi]\il m;; > 0), la premiere égalité ci-dessus donne : b = M~1laq et en
remplacant dans la deuxieme égalité, on obtient : (M ~ta)!(M~la)+\? =
a, donc at (M) "'M~ta+\? = «a soit encore a* (M M) ~ta+\? = a, c’est
a dire :

a'Bla+ )\ =a (1.2.6)
Pour que (1.2.6) soit vérifiée, il faut que

a—a'B7la >0 (1.2.7)

Montrons que la condition (1.2.7) est effectivement vérifiée : Soit z =

-1
B_l “ ) e RN Onaz#0et donc Az -2 > 0 car A est symétrique
définie positive. Calculons Az :
B~ la 0
-1 a'B~la -«

On a donc Az -z =a—a'B~ta > 0 ce qui montre que (1.2.7) est vérifice.
On peut ainsi choisir A = vVa —a*B~ta (> 0) de telle sorte que (1.2.6)
est vérifiée. Posons :

La matrice L est bien triangulaire inférieure et vérifie ¢, ; > 0 et A = LL".

On a terminé ainsi la partie “existence”.

Unicité et calcul de L. Soit A € My(IR) symétrique définie positive; on
vient de montrer qu’il existe L € My (IR) triangulaire inférieure telle que ¢; ; =
0sij>i,¥¢;;>0et A=LL' On a donc :

N
aij =3 lirljx, V(ij)e{l...N}. (1.2.8)
k=1
1. Calculons la lere colonne de L; pour j =1, on a :

ai1 = 61,151,1 donc £171 = }//al,l (&1,1 > 0 car El,l existe ),
2,
a1 = 52,151,1 donc £2,1 = é—v
a 1,1
L, 1 .
a;1 = &)1@171 donc gi,l = éz, Vi € {2 . N}

1,1
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2. On suppose avoir calculé les n premieres colonnes de L. On calcule la
colonne (n + 1) en prenant j = n+ 1 dans (1.2.8)

n+1
Pouri=n-+1, anyiny1 = Z Cni1,klns1, done
k=1
n
én+17n+1 - (an+l7n+1 - Z€n+1,kén+l7k)1/2 > 0. (129)

k=1
n
Notons que Gp41,n+1 — E Lrns1klny1r > 0 car L existe : il est indis-
k=1
pensable d’avoir d’abord montré I'existence de L pour pouvoir exhiber le
coefficient 5,41, n41-
On procede de la méme maniere pour i =n+2...N;on a:

n+1 n
i1 = E Cilpy1,e = E Citlni1,k + lint1lnt1,nt1
k=1 k=1

et donc

" 1
‘gi,n+l = (ai’n+1 — ];gi’kénJrlJC) 67 (1210)

n+1l,n+1

On calcule ainsi toutes les colonnes de L. On a donc montré que L est
unique par un moyen constructif de calcul de L.

Calcul du coiit de la méthode de Choleski

Calcul du coiit de calcul de la matrice . Dans le procédé de calcul de L
exposé ci-dessus, le nombre d’opérations pour calculer la premiere colonne est
N. Calculons, pour n = 0,..., N — 1, le nombre d’opérations pour calculer la
(n+1)-iéme colonne : pour la colonne (n+1), le nombre d’opérations par ligne est
2n+1, car le calcul de £, 1 41 par la formule (1.2.9) nécessite n multiplications,
n soustractions et une extraction de racine, soit 2n + 1 opérations; le calcul de
; n+1 par la formule (6.1.15) nécessite n multiplications, n soustractions et une
division, soit encore 2n + 1 opérations. Comme les calculs se font des lignes
n+1aN (car 4;pt1 = 0 pour ¢ < n), le nombre d’opérations pour calculer
la (n + 1)-iéme colonne est donc (2n + 1)(IN — n). On en déduit que le nombre
d’opérations Ny, nécessaires au calcul de L est :

N-1 N-1 N-1 N-1 N-1
Ny =Y @n+1)(N-n)=2N> n—-2» n*+N> 1-> n
n=0 n=0 n=0 n=0 n=0

N-1

N(N -1

:(2N—1)%+N2—2Zn2.
n=0



16 CHAPITRE 1. SYSTEMES LINEAIRES

N—1
(On rappelle que 2 Z n = N(N —1).) Il reste & calculer C = 271:7:0 n?, en
n=0
remarquant par exemple que
N
da+ Zl—f—n + 3n? +3n—21+2n +32n +32n
n=0 n=0

N+1

—Zn —Zn + (N +1)3

On a donc 3Cy + BW + N +1=(N+1)3, d’ott on déduit que

o NV 12;(2N +1)

On a donc :

N(N = 1)

Ny, =(2N 1) —20N_1 + N?

2N24+3N+1\ N3 N2 N N3 )
—N(f)—?+7+6—7+0w>

Coiit de la résolution d’un systéme linéaire par la méthode LL! Nous
pouvons maintenant calculer le cotit (en termes de nombre d’opérations élémen-
taires) nécessaire a la résolution de (1.1.1) par la méthode de Choleski pour
A € My (IR) symétrique définie positive. On a besoin de Ny, opérations pour le
calcul de L, auquel il faut rajouter le nombre d’opérations nécessaires pour les
étapes de descente et remontée. Le calcul de y solution de Ly = b s’effectue en
résolvant le systeme :

411 0 Y1 b1
€N71 . éN,l YN bN

b1
Pour la ligne 1, le calcul y; = 7 s’effectue en une opération.
1,1

Pour les lignes n =2 & N, le calcul y,, = (bn — Z;:ll &,nyi) /ln.n s'effectue en
(n — 1) (multiplications) +(n — 2) (additions) +1 soustraction +1 (division) =
2n—1 opérations. Le calcul de y (descente) s’effectue donc en N7 = Zﬁ;l(%L—
1) = N(N +1) — N = N2. On peut calculer de mani¢re similaire le nombre
d’opérations nécessaires pour I’étape de remontée No = N2. Le nombre total
d’opérations pour calculer x solution de (1.1.1) par la méthode de Choleski est
Nc =Np+ N1+ Ny = NT3+NT2+%+2N2: N?S‘me + - L'étape la plus
couteuse est donc la factorisation de A.

Remarque 1.4 (Décomposition LDL) Dans les programmes informatiques,
on préfere implanter la variante suwante de la décomposition de Choleski :
A= LDL! ot D est la matrice diagonale définie par d;; = Iz Ll i = = LD~ L

ot D est la matrice diagonale définie par d;; = {;;. Cette décomposition a
Uavantage de ne pas faire intervenir le calcul de racines carrées, qui est une
opération plus compliquée que les opérations “élémentaires” (x, +, —).

’LZ’



1.2. LES METHODES DIRECTES 17

1.2.4 Quelques propriétés
Comparaison Gauss/Choleski

Soit A € My (IR) inversible, la résolution de (1.1.1) par la méthode de
Gauss demande 2N?3 /34 0(IN?) opérations (exercice). Dans le cas d'une matrice
symétrique définie positive, la méthode de Choleski est donc environ deux fois
moins chere.

Et la méthode de Cramer ?

Soit A € My (IR) inversible. On rappelle que la méthode de Cramer pour la
résolution de (1.1.1) consiste a calculer les composantes de x par les formules :

det(Ai) .
i = y L= ]-u teey N7
T Get(A)

ou A; est la matrice carrée d’ordre N obtenue & partir de A en remplagant la
i-eéme colonne de A par le vecteur b, et det(A) désigne le déterminant de A.

Chaque calcul de déterminant d’une matrice carrée d’ordre N nécessite au
moins N! opérations (voir DEUG, ou exercice. .. ). Par exemple, pour N = 10,
la méthode de Gauss nécessite environ 700 opérations, la méthode de Choleski
environ 350 et la méthode de Cramer plus de 4 000 000.... Cette derniere
méthode est donc & proscrire.

Conservation du profil de A

Dans de nombreuses applications, par exemple lors de la résolution de sys-
temes linéaires issus de la discrétisation d’équations aux dérivées partielles, la
matrice A € My (IR) est “creuse”, c’est & dire qu'un grand nombre de ses
coeflicients sont nuls. I1 est intéressant dans ce cas pour des raisons d’économie
de mémoire de connaitre le “profil” de la matrice, donné dans le cas ol la matrice
est symétrique, par les indices j; = min{j € {1,...,N} tels que a;; # 0}.
Le profil de la matrice est donc déterminé par les diagonales contenant des
coeflicients non nuls qui sont les plus éloignées de la diagonale principale. Dans
le cas d’une matrice creuse, il est avantageux de faire un stockage “profil” de A,
c’est a dire, pour chaque ligne 7 un stockage de j; et des coefficients a; j, pour
k=14—j;...,%, ce qui peut permettre un large gain de place mémoire, comme
on peut s’en rendre compte sur la figure 1.2.4.

Une propriété intéressante de la méthode de Choleski est de conserver le
profil. On peut montrer (en reprenant les calculs effectués dans la deuxieme
partie de la démonstration du théoréme 1.3) que ¢; ; = 0 si j < j;. Donc si on
a adopté un stockage “profil” de A, on peut utiliser le méme stockage pour L.

Matrices non symétriques

Soit A € My (IR) inversible. On ne suppose plus ici que A est symétrique.
On cherche & calculer 2 € RY solution de (1.1.1) par la méthode de Choleski.
Ceci est possible en remarquant que : Az = b & AlAx = A'b car det(A) =
det(At) # 0. 1l ne reste alors plus qu’a vérifier que A*A est symétrique définie
positive. Remarquons d’abord que pour toute matrice A € My (IR), la matrice
AA? est symétrique. Pour cela on utilise le fait que si B € My (IR), alors B
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F1c. 1.3 — Exemple de profil d’'une matrice symétrique

est symétrique si et seulement si Bx -y = x - By et Bx -y = = - Bty pour tout
(z,y) € (R™)2. En prenant B = A'A, on en déduit que A*A est symétrique.
De plus, comme A est inversible, A'Ax -2 = Az - Az = |Az|*> > 0si 2 # 0. La
matrice A*A est donc bien symétrique définie positive.

La méthode de Choleski dans le cas d’une matrice non symétrique consiste
donc a calculer A*A et Atb, puis & résoudre le systéme linéaire A'A - x = At
par la méthode de Choleski “symétrique”.

Cette maniere de faire est plutot moins efficace que la décomposition LU
puisque le cofit de la décomposition LU est de 2N?3/3 alors que la méthode de
Choleski dans le cas d’une matrice non symétrique nécessite au moins 4N?3/3
opérations (voir exercice 12).

Systémes linéaires non carrés

On considere ici des matrices qui ne sont plus carrées. On désigne par
M nv(IR) Tensemble des matrices réelles & M lignes et N colonnes. Pour
Ae My n(R), M > N et be RM, on cherche z € RY tel que

Az =b. (1.2.11)

Ce systeme contient plus d’équations que d’inconnues et n’admet donc en général
pas de solution. On cherche € RY qui vérifie le sytéme (1.2.11) “au mieux”.
On introduit pour cela une fonction f définie de IR” dans IR par :

fl@) = Az —bf?,

oll |z| = /z - x désigne la norme euclidienne sur R”. La fonction f ainsi définie
est évidemment positive, et s’il existe x qui annule f, alors = est solution du
systéme (1.2.11). Comme on I’a dit, un tel z n’existe pas forcément, et on cherche
alors un vecteur x qui vérifie (1.2.11) “au mieux”, au sens ou f(x) soit le plus
proche de 0. On cherche donc z € IRY satisfaisant (1.2.11) en minimisant f,
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c.a.d. en cherchant z € IR solution du probléme d’optimisation :
fx) < fly) Vye RY (1.2.12)

On peut réécrire f sous la forme : f(z) = A'Az-x—2b- Ax+b-b. On montrera au
chapitre III que s’il existe une solution au probleme (1.2.12), elle est donnée par
la résolution du systéme linéaire suivant : AA'z = A'» € RY, qu'on appelle
équations normales du probleme de minimisation. On peut alors employer la
méthode de Choleski pour la résolution de ce systeme.

1.2.5 Sensibilité aux erreurs d’arrondis

Soient A € My(IR) inversible et b € IRY ; supposons que les données A
et b ne soient connues qu’a une erreur pres. Ceci est souvent le cas dans les
applications pratiques. Considérons par exemple le probleme de la conduction
thermique dans une tige métallique de longueur 1, modélisée par l'intervalle
[0,1]. Supposons que la température u de la tige soit imposée aux extrémités,
u(0) = up et u(l) = uy. On suppose que la température dans la tige satisfait
a I’équation de conduction de la chaleur, qui s'écrit (k(z)u’(z)) = 0, ol k est
la conductivité. Cette équation différentielle du second ordre peut se discrétiser
par exemple par différences finies (on verra une description de la méthode page
24), et donne lieu & un systeéme linéaire de matrice A. Si la conductivité k
n’est connue qu’avec une certaine précision, alors la matrice A sera également
connue a une erreur pres, notée d4. On aimerait que l'erreur commise sur les
données du modele (ici la conductivité thermique k) n’ait pas une conséquence
catastrophique sur le calcul de la solution du modele (ici la température u). Si
par exemple 1% d’erreur sur k entraine 100% d’erreur sur u, le modele ne sera
pas d’une utilité redoutable. ..

L’objectif est donc d’estimer les erreurs commises sur x solution de (1.1.1)
A partir des erreurs commises sur b et A. Notons d, € IRY l'erreur commise sur
betds € My(IR) 'erreur commise sur A. On cherche alors a évaluer J, ou
x + &, est solution (si elle existe) du systeme :

N
{ z+0; € R (1.2.13)

(A+6a)(x+0z) =b+ .

On va montrer que si §4 “n’est pas trop grand”, alors la matrice A + d4 est
inversible, et qu’on peut estimer ¢, en fonction de d4 et d;. On a besoin pour
cela de quelques outils d’algebre linéaire qu’on rappelle ici.

Norme induite, rayon spectral et conditionnement
Définition 1.5 (Norme matricielle, norme induite)

1. On appelle norme matricielle sur My (IR) une norme t.q. ||[AB|| < ||A|||B||,
pour toutes matrices A et B de My(IR).

2. On considére RY muni d’une norme | - ||. On appelle norme matricielle
induite (ou norme induite) sur My (IR) par la norme || - ||, encore notée
I-1l, la norme sur My (IR) définie par : || A|| = sup{||Az|; z € RN, |z| =
1} pour toute matrice A € My(IR).
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Proposition 1.6 Soit My (IR) muni d’une norme induite ||-||. Alors pour toute
matrice A € Mn(IR), on a :

1 || Az| < || Al l|lz]l, Ve eRY,
2. |All = max {||Az|| ; [jz[| =1,z € RV},

A
3. |All = max{'n—gﬂ” s re RV {0}}
x
4. || -] est une norme matricielle.
Démonstration
1. Soit z € R™ \ {0}, posons y = i, alors ||y|| = 1 donc ||Ay|| < ||A]|. On
N ]
en déduit ﬁ < |4l et donc ||Az| < ||A]|] |l=|. Si maintenant z = 0,
x

alors Az = 0, et donc ||z|| = 0 et ||Az| = 0; inégalité ||Ax| < ||A] |||
est encore vérifiée.

2. L’application ¢ définie de RY dans R par : p(z) = ||Az|| est continue

sur la sphere unité S; = {z € RY | |z|| = 1} qui est un compact de
IRY. Donc ¢ est bornée et atteint ses bornes : il existe zo € R tel que
[A]l = [ Azo]|
3. La derniere égalité résulte du fait que Tz = ”AW” et Tzl € S pour
x x x
tout x # 0.
|

Définition 1.7 (Valeurs propres et rayon spectral) Soit A € My (IR) une
matrice inversible. On appelle valeur propre de A tout A € C tel qu’il existe

eV, # 0 tel que Ax = Ax. L’élément x est appelé vecteur propre de A

associé a X. On appelle rayon spectral de A la quantité p(A) = max{|A]; A € C,

A valeur propre de A}.

Proposition 1.8 Soit A € My(IR) une matrice carrée quelconque, et || -|| une
norme matricielle (induite ou non). Alors

p(A) < [ A]-

La preuve de cette proposition fait 1’'objet de l'exercice 8 page 29. Elle
nécessite un résultat d’approximation du rayon spectral par une norme induite
bien choisie, que voici :

Proposition 1.9 (Rayon spectral et norme induite)

Soient A € My(IR) et e > 0. Il existe une norme sur RY (qui dépend de
A et ¢) telle que la norme induite sur My (IR), notée || - || a,e, vérifie ||Alla, <
p(A) +e.

Démonstration Soit A € My(IR), alors par le lemme 1.10 donné ci-apres,
A est triangularisable dans © et donc il existe une base (fi,...,fn) de CV
et une famille de complexes (A; ;)i=1,.. N,j=1,.,N,j<i telles que Af; = X\;;fi +
Zj<i Nijfj. Soit n €]0,1[, pour i = 1,..., N, on définit e; = n°~! f;. La famille

(€:)i=1,...,n forme une base de €. On définit alors une norme sur RY par lz]| =
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(Zil a;a;)t/?, ot les «; sont les composantes de x dans la base (e;)i=1,.. -
Notons que cette norme dépend de A et de 7.

Soit € > 0. Montrons maintenant que pour 7 bien choisi, on a bien || A| <
p(A)+e. Ona:

Ae; = Aiie; + Z ni_jej)\iJ

1<5<i
On a donc :
N
Az = Z(ai)\i,iei + Z nl_j)wdoziej).
i=1 1<j<i
On en déduit que
N —_
z||” = QA N Ao ) (Q A N AL Q)
[Az|® = (ks + D 0 ha) @i+ D 0N a)
i=1 1<j<i 1<j<i
soit encore
N —_
||A$||2:Z[)\i7i)\i,iai04_i+/\i7iaidi Z NI Nij
i=1 1<j<i

+m0ﬂa_z Zl§j<i 7’]1_])\1,] + o0
O AR (X 0 A

1<5<i 1<5<i

On en conclut que :

N
Az|? < @A) iail? 2 < (p(A)? 2
JAn? < 3 (ommnl? +_ mas sl ol < (p(A? + 0]

i=1

ot C' = N?max;—1,. n, j<i|\i;|?. Dot le résultat, en prenant n tel que nC < e.
[ ]

Lemme 1.10 (Triangularisation d’une matrice) Soit A € My(IR) une
matrice carrée quelconque, alors il existe une base (f1,...,fn) de € et une fa-
mille de comple:zres ()\i,j)i:17...,N,j:1,...7N,j<i telles que Afl = /\i7ifi+2j<i )\Ljfj'
De plus \; ; est valeur propre de A pour tout i € {1,...,N}.

On admettra ce lemme.
Nous donnons maintenant un théoreme qui nous sera utile dans I’étude du
conditionnement, ainsi que plus tard dans I’étude des méthodes itératives.

Théoréme 1.11 (Matrices de la forme Id + A)

1. Soit une norme matricielle induite, Id la matrice identité de My(IR) et
A e Mpy(R) telle que ||A|| < 1. Alors la matrice Id + A est inversible et

1
[(Id +A) 7 < ~—7r-
1l 4]
2. Siune matrice de la forme Id+A € My(IR) est singuliére, alors ||A| > 1
pour toute norme matricielle || - ||.



22 CHAPITRE 1. SYSTEMES LINEAIRES

Démonstration :
1. La démonstration du point 1 fait 'objet de 'exercice 9 page 29.

2. Si la matrice Id + A € My (IR) est singuliere, alors A = —1 est valeur
propre, et donc en utilisant la proposition 1.9, on obtient que ||A] >
p(4) > 1.

Définition 1.12 (Conditionnement) Soit RY muni dune norme || - || et
My (R) muni de la norme induite. Soit A € Mn(IR) une matrice inversible.
On appelle conditionnement de A par rapport & la norme || - || le nombre réel
positif cond(A) défini par :

cond(A) = [l A[| |A7"].

Proposition 1.13 (Propriétés du conditionnement)

1. Soit A € My(IR) une matrice inversible, alors cond(A) > 1.

2. Soit A€ Mn(R) et « € R", alors cond(aA) = cond(A).

3. Soient A et B € Mpy(IR) des matrices inversibles, alors cond(AB) <
cond(A)cond(B).

4. On note condy(A) le conditionnement associé d la norme induite par la
norme euclidienne sur R . Soit A une matrice symétrique définie positive, alors
condy(4) = A}\—J;’ Si A et B sont deur matrices symétriques définies positives,
alors condz(A + B) < max(condz(A), conda(B)).

La démonstration de ces propriétés est I'objet de l'exercice 19 page 33.

Théoréme 1.14 Soit A € My(IR) une matrice inversible, et b € RY, b # 0.
On munit RY dune norme || - ||, et My(IR) de la norme induite. Soient 64 €

1
Mn(R) et 6, € RYN. On suppose que ||04]| < TAT]
est inversible et si x est solution de (1.1.1) et © + &, est solution de (1.2.13),

uers 1z d(A4) 0]l , lldall
= con b A

< + .

[zl = 1= [[A=Y] [|éall < [[ol] IIAII)

. Alors la matrice (A+34)

(1.2.14)

Démonstration : On peut écrire A+ 54 = A(Id+ B) avec B= A71§4. Or
le rayon spectral de B, p(B), vérifie p(B) < [|B| < |64l ||A7!|| < 1, et donc
(voir le théoreme 1.11 page 21 et Uexercice 9 page 29) (Id + B) est inversible et

o0 o0 1
(Id+B)~™' =Y (=1)"B". Onaaussi |(Id+ B)~'| < Y _|B|" = T <

n=0 n=0
N
L=l A=Y oall
et comme A est inversible, (A + 1)~ = (Id + B)~tA~L

On en déduit que A+d4 est inversible, car A+d4 = A(Id+B)

Comme A et A+ 84 sont inversibles, il existe un unique z € RY tel que Az = b
et il existe un unique 8, € IRY tel que (A + 64)(z + 8,) = b+ 8. Comme
Ax = b, on a (A+354)0, + 04z = 6 et donc 6, = (A + 54) (6 — dax). Or
(A+d4)"t=(Id+ B)"1A71, on en déduit :

I(A+62)7Y < li(zd+B)~Y [|a~Y)

Aty
=T A ol
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On peut donc écrire la majoration suivante :

—1
191 [[AIl [|A ( |06l ||5A|).

< +
Izl = =LA loall \NAN fl=l (1Al

En utilisant le fait que b = Az et que par suite ||b]| < ||A]|| ||z||, on obtient :

-1
011 _1IA4 _H1 Al <|5b|| n |5A||>7
lzl = 1= (A=Y fldall \ [l6ll — [IA]l

ce qui termine la démonstration. [

Optimalité de ’estimation (1.2.14)

On suppose ici que 64 = 0. L’estimation (1.2.14) devient alors :

15,
ol

< cond(A) (1.2.15)

Peut-on avoir égalité dans (1.2.15) ? Pour avoir égalité dans (1.2.15) il faut choi-

sir convenablement b et 8. Soit € R™ tel que ||z]| = 1 et ||Az| = || A||. Notons
qu'un tel x existe parce que || A| = sup{||Az||; ||z|| = 1} = max{||Az||;||z| = 1}
(voir proposition 1.6 page 20) Posons b = Az ; on a donc ||b|| = ||Al|. De méme,

grice & la proposition 1.6, il existe y € R™ tel que ||y|| = 1, et [|A~ y|| = |A~Y.

On choisit alors J tel que 0, = ey ot & > 0 est donné. Comme A(x+0,) = b+,
onad, = A7d et donc : [0, = [[A™ || = e[| A7yl = e A7 = [|dw]| | A
On en déduit que

1162l
]|

Par ce choix de b et §, on a bien égalité dans (1.2.15). L’estimation (1.2.15) est
donc optimale.

_ A
6.l = 6] 1147 % car [jo] = [|A] et [l2] = 1.

Conditionnement des matrices issues de la discrétisation d’équations
aux dérivées partielles

On suppose encore ici que d 4 = 0. On suppose que la matrice A du systeme
linéaire a résoudre provient de la discrétisation par différences finies d’une
équation aux dérivées partielles introduite ci-dessous (voir (1.2.16)). On peut
alors montrer (voir exercice 21 page 34 du chapitre 1) que le conditionnement de
A est d’ordre N2, ott N est le nombre de points de discrétisation. Pour N = 10,
on a donc cond(A) ~ 100 et 'estimation (1.2.15) donne :

15211 10 151

el 1ol

Une erreur de 1% sur b peut donc entrainer une erreur de 100% sur z. Au-
tant dire que dans ce cas, il est inutile de rechercher la solution de I’équation
discrétisée. . . Heureusement, on peut montrer que l'estimation (1.2.15) n’est pas
significative pour ’étude de la propagation des erreurs lors de la résolution des
systemes linéraires provenant de la discrétisation d’une équation aux dérivées
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uj

u(z)

| | |

29 =0 z1 z; = ih TN41 =1

FIG. 1.4 — Solution exacte et approchée de —u” = f

partielles. Pour illustrer notre propos, nous allons étudier un systeme linéaire
tres simple provenant d’un probleme de mécanique.

Soit f € C([0,1],IR). On cherche u tel que

—u"(z) = f(z)
{ u(0) = u(1) = 0. (1.2.16)

On peut montrer (on admettra ici) qu’il existe une unique solution u €
C?([0,1],R). On cherche & calculer u de maniere approchée. On va pour cela
introduire une discrétisation par différences finies. Soit N € IN*, on définit
h=1/(N+1) le pas du maillage, et pour i = 0... N + 1 on définit les points de
discrétisation x; = ih (voir Figure 1.2.5). Remarquons que g = 0 et zny41 = 1.
Soit u(z;) la valeur exacte de u en x;. On écrit la premiere équation de (1.2.16)
en chaque point x;, pour ¢ =1...N.

—u”(xi) = f(IZ) =bVie {1 . N}

On peut facilement montrer, par un développement de Taylor, que si u €
C4([0,1], R) (ce qui est vraisi f € C?) alors :

Cu@iv1) + (o) — 2u(z)
72

h2
= —u"(z;)+R; avec |R;| < E||u<4>||m. (1.2.17)

La valeur R; s’appelle erreur de consistance au point x;. On introduit alors les
inconnues (u;);=1,... v qu'on espere étre des valeurs approchées de u aux points
x; et qui sont les composantes de la solution (si elle existe) du systéme suivant

Uip1 +Uim1 — 20
{ - 5 =bi, Vie{l<N}, (1.2.18)
Uy = UN+1 = 0.
U1
On cherchedoncu = | : | € RY solution de (1.2.18). Ce systeme peut s’écrire
uN

sous forme matricielle : Au = b avec b = (by,...,by)! et A la matrice carrée



1.2. LES METHODES DIRECTES 25
d’ordre N de coefficients (a; ;)i j=1,~ définis par :

2
(7% :ﬁ,Vizl,...,N,

1
a; :—ﬁ,Vizl,...,N, j=i+1, (1.2.19)

ai; =0,Yi=1,....N,|i—j|>1.

On remarque immédiatement que A est tridiagonale. On peut montrer que A
est symétrique définie positive (voir exercice 21 page 34). On peut aussi montrer

que
2

h
(D < @)L
0% lu = uf@il} < gallu™lloe

En effet, si on note @ le vecteur de RY de composantes u(x;), i = 1,..., N,
et R le vecteur de RY de composantes R;, i = 1,..., N, on a par définition
de R (formule (1.2.17)) A(u — ) = R, et donc ||u — U|eo < |A7 oo || Rl|oc- Or
on peut montrer (voir exercice 22 page 34, partie I) que |47}l < 1/8, et on
obtient donc avec (1.2.17) que ||t — T|oo < h?/96]|u™®| o.

Cette inégalité donne la précision de la méthode. On remarque en particulier
que si on raffine le maillage, c’est-a—dire si on augmente le nombre de points
N ou, ce qui revient au méme, si on diminue le pas de discrétisation h, on
augmente la précision avec laquelle on calcule la solution approchée. Or on a
déja dit qu’on peut montrer (voir exercice 21 page 34) que cond(A) ~ N2. Donc
si on augmente le nombre de points, le conditionnement de A augmente aussi.
Par exemple si N = 10%, alors ||6.||/||lz|| = 108||6,/|/|b[|. Or sur un ordinateur
en simple précision, on a ||dp||/||b|| > 1077, donc P'estimation (1.2.15) donne une
estimation de erreur relative ||0,|/]|z| de 1000%, ce qui laisse & désirer pour
un calcul qu’on espere précis.

En fait, Pestimation (1.2.15) ne sert a rien pour ce genre de probléme, il faut
faire une analyse un peu plus poussée, comme c’est fait dans ’exercice 22 page
34. On se rend compte alors que pour f donnée il existe C' € IR 1 ne dépendant
que de f (mais pas de N) tel que

f@1)
ull ool ey = |2 ] (1.2.20)

ul|| — b
[l [[o]] o)

L’estimation (1.2.20) est évidemment bien meilleure que 'estimation (1.2.15)
puisqu’elle montre que ’erreur relative commise sur u est du méme ordre que
celle commise sur b. En particulier, elle n’augmente pas avec la taille du maillage.
En conclusion, ’estimation (1.2.15) est peut-étre optimale dans le cas d’une ma-
trice quelconque, (on a montré ci-dessus qu’il peut y avoir égalité dans (1.2.15))
mais elle n’est pas significative pour I’étude des systemes linéaires issus de la
discrétisation des équations aux dérivées partielles.

1.2.6 Annexe : diagonalisation de matrices symétriques

On donne ici quelques détails sur les résultats de diagonalisation qu’on a
utilisé dans ce chapitre et qu’on utilisera souvent dans la suite, en particulier
dans les exercices.
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Lemme 1.15 Soit E un espace vectoriel sur IR de dimension finie : dimE = n,
n € IN*, muni d’un produit scalaire i.e. d’une application

ExE—1R,
(z,y) = (¢ [ Y)s,
qui vérifie :
Vee E,(z|z)g >0et(z|2)g=02=0,

V({E,y) € E27 ({E | y)E = (y | iE)Ea
Yy € E, Uapplication de E dans R, définie par x — (x| y)g est linéaire.

Ce produit scalaire induit une norme sur E, ||z|| = \/(z | )&.

Soit T une application linéaire de E dans E. On suppose que T est symétrique,
c.a.d. que (T(x) |y)g = (z | T(y))E, V(z,y) € E? . Alors il existe une base or-
thonormée (f1 ... fn) de E (c.a.d. telle que (fi, fj)g = 0:3) et (A1 ... A,) € R™
tels que T(f;) = \ifi pour tout i € {1...n}.

Conséquence immédiate : Dans le cas ot E = RY, le produit scalaire cano-
nique de z = (z1,...,zn) et y = (y1,...,yn)t est défini par (z | y)p =2 -y =
Zf;l xyi- Si A € Mpy(IR) est une matrice symétrique, alors l'application T
définie de E dans E par : T(z) = Az est linéaire, et : (Tz|y) = Ax-y = z- Aty =
- Ay = (x| Ty). Donc T est linéaire symétrique. Par le lemme précédent, il
existe (f1...fn) et (A1...An) €ER tels que Tf; = Af; = \ifiVie{l,...,N}
et fi : fj = 5i)j,V(i,j) S {1,...,N}2.

Interprétation algébrique : Il existe une matrice de passage P de (eq,...,en)
base canonique dans (f1, ..., fy) dont la premiere colonne de P est constituée
des coordonnées de f; dans (e;...ex). On a: Pe; = f;. On a alors P"1APe; =
P7YAf; = P7Y(\ifi) = Nie; = diag(\1, ..., An)ei, ou diag(\1, ..., An) désigne

la matrice diagonale de coefficients diagonaux Aq,...,Axy. On a donc :
A 0
P7'AP = =D.
0 AN

De plus P est orthogonale, i.e. P~! = P?. En effet,
PtPei-ej = Pe; -Pej = (f1|fj) :5i,j VZ,] € {]..ZV}7

et donc (P'Pe; —e;)-e; =0 Vj e {1...N} Vie {l,...N}. On en déduit
PtPe; =¢; pour tout i = 1,...N, i.e. P!P = PP! = Id.

Démonstration du lemme : par récurrence sur la dimension de E
lere étape. On suppose dimE = 1. Soit e € E, e # 0, alors £ = Re = f; avec
e
fi=—".Soit T : E — FE linéaire symétrique, on a : T'f; € IR f; donc il

llell
existe A\ € R tel que T'f1 = A\ f1.
2eme étape. On suppose le lemme vrai si dimFE < n. On montre alors le lemme
si dimFE = n. Soit E un espace vectoriel normé sur IR tel que dimFE =n
et T : E— FE linéaire symétrique. Soit ¢ I'application définie par :

p: E—=R
z — (Tz|x).



1.2. LES METHODES DIRECTES 27

L’application ¢ est continue sur la spheére unité S; = {z € E| ||z|| = 1}
qui est compacte car dimFE < 4o00; il existe donc e € Sy tel que p(z) <
p(e) = (Te | e) = A pour tout z € E. Soit y € E \ {0}, et soit ¢ €]0, ﬁ[
alors e + ty # 0. On en déduit que : ‘

e+ty (e+ty)| e+ty >
lle + tyll le+tyll"lle +tyll ) g

donc Me+ty | e+ty)g > (T'(e+ty) | e+ty). En développant on obtient :

€ 51 donc g(e) =\ > <T

A2t(e | y) + 2y | v)B] = 26(T(e) | y) + 2(T(y) | v)&.

Comme ¢t > 0, ceci donne :

A2(e |y) +ty [ y)e]l > 2(T(e) | y) +HT(y) | Y)E-

En faisant tendre ¢ vers 07, on obtient 2X(e | y)g > 2(T(e) | y), Soit
0> (T(e) — Ae | y) pour tout y € E \ {0}. De méme pour z = —y on a
0> (T'(e) — Ae|z) donc (T'(e) — Ae | y) > 0. D’ou (T'(e) — Ae | y) = 0 pour
tout y € E. On en déduit que T'(e) = Ae. On pose f,, = e et A\, = A.

Soit F={z € E;(x|e) =0},onadonc F#E,et E=F@Re: on
peut décomposer = € E comme (z =z — (v | e)e+ (z | e)e). L’application
S = T|r est linéaire symétrique et on a dimF =n — 1. et S(F) C F.
On peut donc utiliser ’hypothese de récurrence : I(A; ... A\p—1) € R" et
El(fl---fn—l) € E" tels que Vi € {ln — 1}, Sf1 = Tf1 = )\Lflz, et
Vi,j S {ln — 1},(]2 | fJ) = 5i,j' Et donc ()\1)\]\7) et (flfN)

conviennent.

1.2.7 Exercices

Exercice 1 (Matrices symétriques définies positives) Suggestions en page
145, corrigé en page 158.

On rappelle que toute matrice A € My (IR) symétrique est diagonali-
sable dans IR (cf. lemme 1.15 page 26). Plus précisément, on a montré en cours
que, si A € My(IR) est une matrice symétrique, il existe une base de RY,
notée {f1,...,fn}, et il existe A,..., Ay € R t.q. Afi = A\ifi, pour tout
ie{l,...,N}, et fi- f; = d;; pour tout i,j € {1,...,N} (x -y désigne le
produit scalaire de x avec y dans R™).

1. Soit A € Mpy(IR). On suppose que A est symétrique définie positive,
montrer que les éléments diagonaux de A sont strictements positifs.

2. Soit A € My (IR) une matrice symétrique. Montrer que A est symétrique
définie positive si et seulement si toutes les valeurs propres de A sont
strictement positives.

3. Soit A € My (IR). On suppose que A est symétrique définie positive. Mon-
trer qu’on peut définir une unique matrice B € My (IR), B symétrique
définie positive t.q. B2 = A (on note B = Az).

Exercice 2 (Normes de I’'Identité) Corrigé en page 154.
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Soit Id la matrice “Identité” de My (IR). Montrer que pour toute norme
induite on a ||Id|| =1 et que pour toute norme matricielle on a ||Id|| > 1.

Exercice 3 (Sur le rayon spectral)

On définit les matrices carrées d’ordre 2 suivantes :

1 1 -1 0
(P )one (% ) carn

Calculer le rayon spectral de chacune des matrices A, B et C et en déduire
que le rayon spectral ne peut étre ni une norme, ni méme une semi-norme sur
I’espace vectoriel des matrices.

Exercice 4 (Normes induites particuliéres) Suggestions en page 145, cor-
rigé détaillé en page 154.

Soit A = (aij)ijeq1,..,.n} € Mn(IR).

1. On munit IR™ de la norme ||-||oc et My (IR) de la norme induite correspon-
dante, notée aussi || - ||oo. Montrer que [|A o = max;ef1,... N} Zj\]:l la; ;1.

2. On munit R”Y de la norme ||-||; et My (IR) de la norme induite correspon-
dante, notée aussi || - ||1. Montrer que ||Al|; = max;ecq,.. N} Ei\;l la; ;]

3. On munit RY de la norme || - ||z et My (IR) de la norme induite corres-
pondante, notée aussi || - ||2. Montrer que ||A|2 = (p(A*A))z.

Exercice 5 (Norme non induite) Corrigé en page 155.

1

Pour A = (a; ;)i jeq,..n} € Mn(IR), on pose [|All; = (X1,_, a?,).

i,5=1 %,j
1. Montrer que || - ||s est une norme matricielle mais n’est pas une norme
induite (pour N > 1).
2. Montrer que ||A||? = tr(A*A). En déduire que ||Al]2 < ||Alls < VN|All2
et que ||Az||2 < ||Al|s||z||2, pour tout A € My(IR) et tout = € IR™Y.

3. Chercher un exemple de norme non matricielle.

Exercice 6 (Valeurs propres nulles d’un produit de matrices) Corrigé en
page 155.

Soient p et n des entiers naturels non nuls tels que n < p, et soient A €
M, »(R) et B € M, ,(IR). (On rappelle que M,, ,(IR) désigne 'ensemble des
matrices & n lignes et p colonnes.)

1. Montrer que \ est valeur propre non nulle de AB si et seulement si \ est
valeur propre non nulle de BA.

2. Montrer que si A = 0 est valeur propre de AB alors A est valeur propre
nulle de BA.
(1l est conseillé de distinguer les cas Bx # 0 et Bx = 0, ot x est un
vecteur propre associé a la A = 0 valeur propre de AB. Pour le deuxiéme
cas, on pourra distinguer selon que ImA =1R" ou non.)
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3. Montrer en donnant un exemple que A peut étre une valeur propre nulle
de BA sans étre valeur propre de AB.

(Prendre par exemple n =1, p=2.)

4. On suppose maintenant que n = p, déduire des questions 1. et 2. que
I’ensemble des valeurs propres de AB est égal a 'ensemble des valeurs
propres de la matrice BA.

Exercice 7 (Rayon spectral) Corrigé en page 156.

Soit A € My (IR). Montrer que si A est diagonalisable, il existe une norme
induite sur My (IR) telle que p(A) = ||Al|. Montrer par un contre exemple que
ceci peut étre faux si A n’est pas diagonalisable.

Exercice 8 (Rayon spectral) Suggestions en page 145, corrigé détaillé en
page 156.

On munit My (IR) d’une norme, notée || - ||. Soit A € My (IR).

1. Montrer que p(A) < 1 si et seulement si A¥ — 0 quand k — oo.
2. Montrer que : p(A) < 1 = limsup,_.._ || A¥||* < 1.

3. Montrer que : liminfy_ |A*||* <1 = p(4) < 1.

4. Montrer que p(A) = limy_ o || A¥|| .

5. On suppose ici que || - || est une norme matricielle, déduire de la question
précédente que p(A) < ||Al|. On a ainsi démontré la proposition 1.8.

Exercice 9 (Série de Neumann) Suggestions en page 146, corrigé détaillé
en page 157.

Soient A € My (IR) et || - || une norme matricielle.
1. Montrer que si p(A) < 1, les matrices Id — A et Id + A sont inversibles.

2. Montrer que la série de terme général A* converge (vers (Id — A)~™1) si et
seulement si p(4) < 1.

Exercice 10 (Normes matricielles)

Corrigé détaillé en page 157.

Soit ||.|| une norme matricielle quelconque, et soit A € My(IR) telle que
p(A) <1 (on rappelle qu’on note p(A) le rayon spectral de la matrice A). Pour
z € R, on définit ||z, par :

e .
lz]l =) | A%2].
j=0

1. Montrer que lapplication définie de RY dans IR par z — |||, est une
norme.

2. Soit z € RY tel que ||z||. = 1. Calculer ||Az||, en fonction de ||z|, et en
déduire que ||A]l. < 1.
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3. On ne suppose plus que p(A) < 1. Soit € > 0 donné. Construire & partir
de la norme ||.|| une norme induite |.||. telle que || A« < p(A) + €.

Exercice 11 (Décomposition LDL! et LLY) Corrigé en page 6.1 page 158

. 2 1
1.801tA—(1 0).

Calculer la décomposition LDL! de A. Existe-t-il une décomposition LL? de
A?

2. Montrer que toute matrice de M y(IR) symétrique définie positive admet
une décomposition LDL!.

3. Ecrire l'algorithme de décomposition LDL?. La matrice A = < (1) (1) )

admet-elle une décomposition LDL??
Exercice 12 (Sur la méthode LL!) Corrigé détaillé en page 160.

Soit A une matrice carrée d’ordre N, symétrique définie positive et pleine.
On cherche & résoudre le systeme A%z = b.
On propose deux méthodes de résolution de ce systeme :

1. Calculer A2, effectuer la décomposition LL! de A2, résoudre le systéme

LL'x =1b.
2. Calculer la décomposition LL? de A, résoudre les systémes LL'y = b et
LLtz =v.

Calculer le nombre d’opérations élémentaires nécessaires pour chacune des deux
méthodes et comparer.

Exercice 13 (Choleski pour matrice bande) Suggestions en page 146, cor-
rigé en page 161

Soit A € My (IR) une matrice symétrique définie positive.

1. On suppose ici que A est tridiagonale. Estimer le nombre d’opérations de
la factorisation LL! dans ce cas.

2. Méme question si A est une matrice bande (c’est-a-dire p diagonales non
nulles).

3. En déduire une estimation du nombre d’opérations nécessaires pour la
discrétisation de I’équation —u" = f vue page 24. Méme question pour la
discrétisation de I’équation —Awu = f préentée page 36.

Exercice 14 (Décomposition LL! d’une matrice tridiagonale symétrique)
Corrigé détaillé en page 163.

Soit A € My (IR) symétrique définie positive et tridiagonale (i.e. a;; = 0 si
i—j>1).
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1. Montrer que A admet une décomposition LL!, ot L est de la forme

(5] 0 0
/62 [6%) 0 0
L= 0o . . ... 0
0 0 ﬁN an

2. Donner un algorithme de calcul des coefficients «; et 3;, en fonction des
coefficients a; j, et calculer le nombre d’opérations élementaires nécessaires
dans ce cas.

3. En déduire la décomposition LL! de la matrice :

1 -1 0 0 0
1 2 -1 0 0
0

0
o 0 -1 2 -1
0

4. L’inverse d’une matrice inversible tridiagonale est elle tridiagonale 7

Exercice 15 (Minoration du conditionnement) Corrigé détaillé en page
164.

Soit || . || une norme induite sur My (IR) et soit A € My(IR) telle que det
(4) #0.

1) Montrer que si ||A — B|| < ﬁ, alors B est inversible.
A
2) Montrer que cond (A) >  sup Al
Bemy(wr) [[A— Bl
det B=0

Exercice 16 (Minoration du conditionnement) corrigé détaillé en page 164.

On note || - || une norme matricielle sur My (IR). Soit A € My (IR) une matrice
carrée inversible, cond(A4) = ||A||[|[A71|| le conditionnement de A, et soit §A €
My (R).
1. Montrer que si A+ A est singuliere, alors
A
cond(4) > —. (1.2.21)
[0A]
2. On suppose dans cette question que la norme || - || est la norme induite

par la norme euclidienne sur R™. Montrer que la minoration (1.2.21) est
optimale, c’est-a-dire qu’il existe A € My(IR) telle que A + 0A soit
singuliere et telle que I’égalité soit vérifiée dans (1.2.21).

[On pourra chercher 6A de la forme

y at

ot w

0A = —

)

avec y € RY convenablement choisi et x = Aty ]
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3. On suppose ici que la norme || - || est la norme induite par la norme in-
finie sur RY. Soit a €]0,1[. Utiliser 'inégalité (1.2.21) pour trouver un
minorant, qui tend vers 4+o0o lorsque a tend vers 0, de cond(A) pour la
matrice

A= -1 a -«
1 a a

Exercice 17 (Conditionnement du carré) Suggestions en page 77, corrigé
détaillé en page 165.
Soit A € My (IR) une matrice telle que detA # 0.

1. Quelle relation existe-t-il en général entre cond (A?) et (cond A)%?

2. On suppose que A symétrique. Montrer que conds (4%) = (condy A)2.

3. On suppose que conds (4%) = (conds A)?. Peut-on conclure que A est
symétrique ? (justifier la réponse.)

Exercice 18 (Calcul de ’inverse d’une matrice et conditionnement) Cor-
rigé détaillé en page 165.

On note || - || une norme matricielle sur My (IR). Soit A € My (IR) une
matrice carrée inversible. On cherche ici des moyens d’évaluer la précision de
calcul de I'inverse de A.

1. On suppose qu’on a calculé B, approximation (en raison par exemple
d’erreurs d’arrondi) de la matrice A=!. On pose :

SN - R 3|
A= (Al (1.2.22)
es = |AB-1Id|, es = |BA-Id]

(a) Expliquer en quoi les quantités eq, eq, e3 et e4 mesurent la qualité de
I’approximation de A~!.

(b) On suppose ici que B=A"1 + E, o ||E|| <¢e||A7Y, et que
econd(A) < 1.

Montrer que dans ce cas,

econd(A)

< _ < A < A).
e1 <e e < T ccond(4)’ es < econd(A) et eq < econd(A)

(¢) On suppose maintenant que AB — Id = E’ avec ||E'|| < ¢ < 1.
Montrer que dans ce cas :

€
e1 <e, e < o e3 < e et ey <econd(A).

2. On suppose maintenant que la matrice A n’est connue qu’a une certaine
matrice d’erreurs prés, qu’on note ¢ 4.

1
(a) Montrer que la matrice A + d4 est inversible si ||d4]] < AT
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(b) Montrer que si la matrice A + §4 est inversible,

164]
4]

J(A+ 571 — A7
< cond(A
A+ 07 “)

Exercice 19 (Propriétés générales du conditionnement) Suggestions en
page 146, corrigé détaillé en page 167.

On munit RY d’une norme, notée || - ||, et My(IR) de la norme induite,
notée aussi || - ||. Pour une matrice inversible A € My (IR), on note cond(A) =
IAJIIAH].

1. Soit A € My(IR) une matrice inversible. Montrer que cond(4) > 1.
Montrer que cond(aA) = cond(A) pour tout a € IR*.

2. Soit A, B € My(IR) deux matrices inversibles. Montrer que cond(AB) <

cond(A)cond(B).
On prend maintenant pour norme sur RY, [|-|| = || ||2 (norme euclidienne
usuelle). On munit My (IR) de la norme induite (notée aussi || - ||2) et le

conditionnement associé est noté conda(A).

3. Soit A € My(IR) une matrice inversible. On note on [resp. o1] la plus
grande [resp. petite] valeur propre de A'A (noter que A'A est une ma-
trice symétrique définie positive). Montrer que condz(A) = \/on/o1. On
suppose maintenant que A est symétrique définie positive, montrer que
conda(A) = An /A1 ot Ay [resp. A1] est la plus grande [resp. petite] valeur
propre de A.

4. Soit A € My (IR) une matrice inversible. Montrer que condz(A) = 1 si
et seulement si A = aQ ot a € IR* et @) est une matrice orthogonale
(c’est-a-dire Qt = Q7 1).

5. Soit A € My (IR) une matrice inversible. On suppose que A = QR ou Q
est une matrice orthogonale. Montrer que conds(A) = condz(R).

6. Soit A, B € My(IR) deux matrices symétriques définies positives. Mon-
trer que conds(A + B) < max{condz(A), conds(B)}.

Exercice 20 (Discrétisation)

On considere la discrétisation a pas constant par le schéma aux différences
finies symétrique & trois points (vu en cours) du probleme (1.2.16) page 24, avec
f € C([0,1]). Soit N € IN*, N impair. On pose h = 1/(N + 1). On note u est
la solution exacte, z; = ih, pour i = 1,..., N les points de discrétisation, et
(u;)i=1,... v la solution du systéme discrétisé (1.2.18).

1. Montrer que si f est constante, alors

max |u; — u(z;)| = 0.
1<i<N

2. Soit N fixé, et Jax, |u; —u(x;)| = 0. A-t-on forcément que f est constante
7/L7

sur [0,1] 7 (justifier la réponse.)
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Exercice 21 (Valeurs propres et vecteurs propres de A) Suggestions en
page 147, corrigé détaillé en page 169.

Soit f € C([0,1]). Soit N € IN*, N impair. On pose h = 1/(N + 1). Soit A
la matrice définie par (1.2.19) page 25, issue d’une discrétisation par différences
finies (vue en cours) du probleme (1.2.16) page 24. Montrer que A est symétrique
définie positive. Calculer les valeurs propres et les vecteurs propres de A [on
pourra commencer par chercher A € IR et ¢ € C2(IR,IR) (p non identiquement
nulle) t.q. —¢"(x) = Ap(z) pour tout z €]0,1[ et ©(0) = ¢(1) = 0]. Calculer
condy(A) et montrer que h?condy(A) — =5 lorsque h — 0.

Exercice 22 (Conditionnement “efficace”.) Corrigé en page 170.

Soit f € C([0,1]). Soit N € IN*, N impair. On pose h = 1/(N + 1). Soit A
la matrice définie par (1.2.19) page 25, issue d’une discrétisation par différences
finies (vue en cours) du probleme (1.2.16) page 24.

Pour v € RY, on note u1,...,un les composantes de u. Pour u € RY, on
dit que u > 0 si u; > 0 pour tout ¢ € {1,...,N}. Pour u, v € RY, on note
u-v= Efil W;V;.

On munit IRY de la norme suivante : pour v € R”, ||Ju|| = max{|u|, i €
{1,..., N}}. On munit alors My (IR) de la norme induite, également notée || - ||,
cest-a-dire || B|| = max{||Bu|, v € R" t.q. ||u|| = 1}, pour tout B € My (IR).

Partie I Conditionnement “général”

1. (Existence et positivité de A~') Soient b € RY et u € R t.q. Au = b.
Remarquer que Au = b peut s’écrire :

{ h_lz(ul _ uifl) + h_12(u7’ — Ui+1) = bi7 Vi e {]" o "N}7 (1223)

Uy = UN+1 = 0.

Montrer que b > 0 = u > 0. [On pourra considérer i € {0,..., N +1} t.q.
u; = min{u;, j € {0,..., N +1}]
En déduire que A est inversible.

2. (Préliminaire...) On considere la fonction ¢ € C([0,1],IR) définie par
é(z) = (1/2)x(1 — ) pour tout = € [0,1]. On définit alors ¢ € R”Y par
i = ¢(ih) pour tout ¢ € {1,..., N}. Montrer que (Ap); = 1 pour tout
ie{l,...,N}.

3. (calcul de ||[A~"|)) Soient b € RY et u € R t.q. Au = b. Montrer que
llul| < (1/8)]|b]] [Calculer A(u £ ||b|l¢) avec ¢ défini & la question 2 et
utiliser la question 1]. En déduire que ||[A~!|| < 1/8 puis montrer que

A7 = 1/8.

4. (calcul de ||Al|) Montrer que ||A| = 5.

5. (Conditionnement pour la norme || - ||). Calculer || A~1|||A|. Soient b, §, €
RY. Soient u, §, € RY t.q. Au =b et A(u + d,) = b+ Jp. Montrer que
16| -1 /[0

< AT AN 5
[[ul el

Montrer qu’un choix convenable de b et §;, donne 1’égalité dans 'inégalité
précédente. [Cette question a été faite en cours dans un cas plus général.|
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Partie IT Conditionnement “efficace”

On se donne maintenant f € C([0,1],IR) et on suppose (pour simplifier. . .)
que f(z) > 0 pour tout x €]0, 1[. On prend alors, dans cette partie, b; = f(ih)
pour tout ¢ € {1,..., N}. On consideére aussi le vecteur ¢ défini a la question 2
de la partie I.

1. Montrer que h Y1 | bip; — fol f(@)p(x)dz quand N — oo et que Y0 | bip; >
0 pour tout N. En déduire qu’il existe a > 0, ne dépendant que de f, t.q.
hZfil bip; > « pour tout N € IN*.

2. Soit u € RY t.q. Au = b. Montrer que N|u| > Zfil up =u-Ap > ¢
(avec o donné a la question 1).
Oy,
Soit &, € RY et 6, € RY t.q. A(u+ 6,) = b+ d,. Montrer que |:|u|:| <
£l qo,ap [I9
8a o
3. Comparer ||A7L||||A|l (question L.5) et W”Lé% (question II.2) quand

N est “grand” (ou quand N — o).

Exercice 23 (Conditionnement, réaction diffusion 1d.) Corrigé en page
172.

On s’intéresse au conditionnement pour la norme euclidienne de la matrice issue
d’une discrétisation par Différences Finies du probléme aux limites suivant :

—u(x) +u(x) = f(z), z €]0,1],
u(0) = u(1) = 0.

Soit N € IN*. On note U = (uj)jzl...N une “valeur approchée” de la solution

(1.2.24)

u du probléme (1.2.24) aux points (ﬁ) . On rappelle que la discrétisa-
j=1...

tion par différences finies de ce probléme consiste a chercher U comme solution
du systeme linéaire AU = (f(ﬁ)) ou la matrice A € My(IR) est
1..N

définie par A = (N +1)?B + Id, Id désigﬁé la matrice identité et

2 -1 0 ... 0
-1 2 -1

B=1 o 0

-1 2 -1

0 0 -1 2

1. (Valeurs propres de la matrice B.)
On rappelle que le probleme aux valeurs propres

—u(z) = Mu(z), z €]0,1],
w(0) = u(1) = 0. 0.1l (1.2.25)

2

admet la famille (Ag, uk)kew=, A\ = (k7)* et up(z) = sin(kmx) comme

solution. Montrer que les vecteurs Uy = “k(ﬁ)) sont des vec-
N

teurs propres de la matrice B. En déduire toutes les valeurs propres de la
matrice B.
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2. En déduire les valeurs propres de la matrice A.

3. En déduire le conditionnement pour la norme euclidienne de la matrice A.

1.3 Méthodes itératives

Les méthodes directes que nous avons étudiées dans le paragraphe précédent
sont tres efficaces : elles donnent la solution exacte (aux erreurs d’arrondi pres)
du systeme linéaire considéré. Elles ont I'inconvénient de nécessiter une assez
grande place mémoire car elles nécessitent le stockage de toute la matrice en
mémoire vive. Si la matrice est pleine, c.a.d. si la plupart des coefficients de
la matrice sont non nuls et qu’elle est trop grosse pour la mémoire vive de
Pordinateur dont on dispose, il ne reste plus qu’a gérer habilement le “swapping”
c’est a dire I’échange de données entre mémoire disque et mémoire vive pour
pouvoir résoudre le systeme.

Cependant, si le systeme a été obtenu a partir de la discrétisation d’équations
aux dérivés partielles, il est en général “creux”, c.a. d. qu'un grand nombre des
coefficients de la matrice du systeme sont nuls; de plus la matrice a souvent
une structure “bande”, i.e. les éléments non nuls de la matrice sont localisés sur
certaines diagonales. On a vu au chapitre précédent que dans ce cas, la méthode
de Choleski “conserve le profil” (voir & ce propos page 17). Prenons par exemple
le cas d’une discrétisation du Laplacien sur un carré par différences finies. On
cherche a résoudre le probleme :

—Au = f sur Q =]0,1[x]0, 1],

u = 0 sur 01, (1.3.26)

On rappelle que 'opérateur Laplacien est défini pour u € C?(£2), ot  est un
ouvert de IR?, par

u 0%
Au = 92 + Rk
Définissons une discrétisation uniforme du carré par les points (z;,y;), pour
i=1,...,Metj=1,...,M avec z; = ih,y; = jhet h = 1/(M~+1), representée
en figure 1.3 pour M = 6. On peut alors approcher les dérivées secondes par
des quotients différentiels comme dans le cas unidimensionnel (voir page 24),
pour obtenir un systéme linéaire : AU = b ot A € My(IR) et b € RY avec
N = M?. Utilisons l'ordre “lexicographique” pour numéroter les inconnues,
c.a.d. de bas en haut et de gauche a droite : les inconnues sont alors numérotées
de 1 & N = M? et le second membre s’écrit b = (by,...,by)!. Les composantes
b1,...,bn sont définies par : pour 4,5 =1,...,M,onpose k =7+ (i — 1)M et
b = f(®3,y;)-

Les coefficients de A = (ag,¢)k,1=1,8 peuvent étre calculés de la maniere

suivante :
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31 32 33 34 35 36
25 26 27 28 29 30
19 20 21 22 23 24
13 14 15 16 17 18
7 8 9 10 11 12

i=[1 1 2 3 4 5 6
j=1

37

F1c. 1.5 — Ordre lexicographique des inconnues, exemple dans le cas M = 6

La matrice est donc tridiagonale par blocs, plus précisément si on note

4
-1

0

-1
4

0
-1

0

Pour ,7=1,...,M, onpose k =7+ (i —1)M,
4
Ak, k :ﬁa
= Git M
kg k41 = h? sii# M,
0 sinon,
1
iz
kg k-1 = h? il
0 sinon,
L &iiAM
kg k+M = h? sij7# M,
0 sinon,
..
Ak —M = K2 j7#1
0 sinon,
Pour k=1,...,N,et{=1,... N;
ak.e =0,Vk=1,...,N,1<|k—{¢|<Noulk—¥ >N.

0
0
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les blocs diagonaux (qui sont des matrices de dimension M x M), on a :

D —Id 0 0
—Id D —Id 0 0
0 —Id D —Id --- 0
A= : . . . . : ; (1.3.27)
0 . —-Id D -Id
0 0 —Id D

ou Id désigne la matrice identité d’ordre M.

On peut remarquer que la matrice A a une “largeur de bande” de M. Si
on utilise une méthode directe genre Choleski, on aura donc besoin d’une place
mémoire de N x M = M3. (Notons que pour une matrice pleine on a besoin de
M*)

Lorsqu’on a affaire a de trés gros systémes issus par exemple de I'ingénierie
(calcul des structures, mécanique des fluides, ...), ou N peut étre de l'ordre
de plusieurs milliers, on cherche a utiliser des méthodes nécessitant le moins de
mémoire possible. On a intérét dans ce cas a utiliser des méthodes itératives.
Ces méthodes ne font appel qu’a des produits matrice vecteur, et ne nécessitent
donc pas le stockage du profil de la matrice mais uniquement des termes non
nuls. Dans l'exemple précédent, on a 5 diagonales non nulles, donc la place
mémoire nécessaire pour un produit matrice vecteur est 5N = 5M 2. Ainsi pour
les gros systemes, il est souvent avantageux d’utiliser des méthodes itératives
qui ne donnent pas toujours la solution exacte du systéme en un nombre fini
d’itérations, mais qui donnent une solution approchée a cotit moindre qu'une
méthode directe, car elles ne font appel qu’a des produits matrice vecteur.

Remarque 1.16 (Sur la méthode du gradient conjugué) Il existe une mé-
thode itérative “miraculeuse” de résolution des systémes linéaires lorsque la ma-
trice A est symétrique définie positive : c’est la méthode du gradient conjugué.
Elle est miraculeuse en ce sens qu’elle donne la solution exvacte du systeme
Az = b en un nombre fini d’opérations (en ce sens c’est une méthode directe) :
moins de N itérations ou N est l'ordre de la matrice A, bien qu’elle ne nécessite
que des produits matrice vecteur ou des produits scalaires. La méthode du gra-
dient conjugué est en fait une méthode d’optimisation pour la recherche du mini-
mum dans RY de la fonction de R™ dans R définie par : flx) = %Ax-x—b-x.
Or on peut montrer que lorsque A est symétrique définie positive, la recherche
de x minimisant f dans RY est équivalent & la résolution du systéme Ax = b.
(Voir paragraphe 3.2.2 page 83.) En fait, la méthode du gradient conjugué n’est
pas si miraculeuse que cela en pratique : en effet, le nombre N est en général
trés grand et on ne peut en géneral pas envisager d’effectuer un tel mombre
d’itérations pour résoudre le systéme. De plus, si on utilise la méthode du gra-
dient conjugué brutalement, non seulement elle ne donne pas la solution en N
itérations en raison de l’accumulation des erreurs d’arrondi, mais plus la taille
du systéme croit et plus le nombre d’itérations nécessaires devient élevé. On a
alors recours aux techniques de “préconditionnement”. Nous reviendrons sur ce
point au chapitre 3.

La méthode itérative du gradient a pas fixe, qui est elle aussi obtenue comme
méthode de minimisation de la fonction f ci-dessus, fait l'objet des exercices 24
page 47 et 51 page 88.
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1.3.1 Définition et propriétés

Soit A € My (IR) une matrice inversible et b € RY, on cherche toujours
ici & résoudre le systéme linéaire (1.1.1) c’est & dire & trouver z € RY tel que
Ax =b.

Définition 1.17 On appelle méthode itérative de résolution du systéme linéaire

(1.1.1) une méthode qui construit une suite (x™)pew (ou “Vitéré” z(™) est
calculé o partir des itérés (O ... z("=V)) censée converger vers x solution de

(1.1.1)).

Définition 1.18 On dit qu’une méthode itérative est convergente si pour tout
choiz initial 2 € RN, on a :

™ — 2 quand n — +o0

Puisqu’il s’agit de résoudre un syteme linéaire, il est naturel d’essayer de
construire la suite des itérés sous la forme z("*Y) = Bz(™ + ¢ ot B € My (IR)
et ¢ € RY seront choisis de maniére & ce que la méthode itérative ainsi définie
soit convergente. On appellera ce type de méthode Méthode I, et on verra par
la suite un choix plus restrictif qu’on appellera Méthode II.

Définition 1.19 (Méthode I) On appelle méthode itérative de type I pour la
résolution du systéme linéaire (1.1.1) une méthode itérative ou la suite des itérés
(x(”))nelN est donnée par :

Itération n 2t = Bz 4 ¢

ot B e My(R) et c€ R,

{ Initialisation z(© € RN

Remarque 1.20 (Condition nécessaire de convergence) // Une condi-
tion mécessaire pour que la méthode I converge est que ¢ = (Id — B)A™1b. En
effet, supposons que la méthode converge. En passant a la limite lorsque n tend
vers linfini sur Uitération n de [’algorithme, on obtient x = Bx + ¢ et comme
x = A7, ceci entraine c = (Id — B)A~1b.

Remarque 1.21 (Intérét pratique) La “méthode I” est assez peu intéressante
en pratique, car il faut calculer A='b, sauf si (Id — B)A™! = ald, avec a € R.
On obtient dans ce cas :
B=—-aA+1d
et c=ab
c’est—a—dire
2" = 2™ 4+ a(b — Az™).
Le terme b— Ax™ est appelé résidu et la méthode s’appelle dans ce cas la méthode
d’extrapolation de Richardson.

Théoréme 1.22 (Convergence de la méthode de type I) Soit A € My(RR)
A inversible, b € R™. On considére la méthode I avec B € My(IR) et

c=(Id— B)A™'b. (1.3.28)

Alors la méthode I converge si et seulement si le rayon spectral p(B) de la
matrice B vérifie p(B) < 1.
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Démonstration

Soit B € My (RR).

Soit z la solution du systeme linéaire (1.1.1); grace a (1.3.28), z = Bz +c, et
comme z("*1) = Bz(™ 4 ¢ on a donc "tV —z = B(z(") —z) et par récurrence
sur n,

2™ —z=B"" —z), VnelN. (1.3.29)

On rappelle (voir exercice 8 page 29) que p(B) < 1 si et seulement si B™ — 0
et que dong, si p(B) > 1 alors B™ 4 0. On rappelle aussi que B™ — 0 si et
seulement si B"y — 0, Yy e IR".

(=) On démontre I'implication par contraposée. Supposons que p(B) > 1 et
montrons que la méthode I ne converge pas. Si p(B) > 1 il existe y € RY
tel que B"y #— 0. En choisissant (9 = z + 3y = A~b + 1, I'égalité

n—+oo
(1.3.29) devient : (™ —2 = B™y /— 0 par hypothese et donc la méthode
n+oo
n’est pas convergente.
(<) Supposons maintenant que p(B) < 1 alors 1'égalité (1.3.29) donne donc
2™~z = B"(20) 1) = 0 car p(B) < 1. Donc (") — = A"1b.

n—-+4oo
La méthode est bien convergente.

Définition 1.23 (Méthode II) Soit A € My (IR) une matrice inversible, b €
RY. Soient M et N € My(IR) des matrices telles que A = M — N et M est
inversible (et facile a inverser).

On appelle méthode de type II pour la résolution du systéme linéaire (1.1.1)
une méthode itérative ot la suite des itérés (x(™),cn est donnée par :

Initialisation xN(O) eRY )
Itération n Mzt = Nz 4 p,

Remarque 1.24 $i Mz = N2 + b pour tout n € IN et ") — y
quand n — +oc alors My = Ny +b, c.a.d. (M — N)y = b et donc Ay = b.
En conclusion, si la méthode de type II converge, alors elle converge bien vers
la solution du systéeme linéaire.

Corollaire 1.25 (Convergence de la méthode II) Soit A € My(IR) une
matrice inversible, b € RY. Soient M et N € Mn(IR) des matrices telles que
A= DM~—N et M est inversible. La méthode II définie par (1.23) converge si et
seulement si p(M—'N) < 1.

Démonstration Pour démontrer ce résultat, il suffit de réécrire la méthode

IT avec le formalisme de la méthode I. En effet M x~(”+1)~ =N x(”z +b =
2t = MINz( 4 M~1p = Bz(™) + ¢, avec B= M~'N et ¢ = M~'b.
n

Pour trouver des méthodes itératives de résolution du systeme (1.1.1), on

cherche donc une décomposition de la matrice A de la forme : A = M — N, ou
M est inversible, telle que :

p(M~IN) <1, i
My = d soit un systeme facile a résoudre (par exemple M soit triangulaire).
(1.3.30)
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Théoréme 1.26 (Condition suffisante de convergence, méthode II) Soit
A € My(R) une matrice symétrique définie positive, et soient M et N e
My (R) telles que A = M — N et M est inversible. Si la matrice M* + N est
symétrique définie positive alors p(M~'N) < 1, et donc la méthode II converge.

Démonstration On rappelle (voir exercice (8) page 29) que si B € My (IR),
et si ||-|| est une norme induite sur M y(IR) par une norme sur IR, on a toujours
p(B) < ||BJ|. On va donc chercher une norme sur IR, notée || - ||« telle que

IM N = max{||M ' Nz, z € RY, || =1} <1,
(olt on désigne encore par |||« la norme induite sur My (IR)) ou encore :
M~ INz|, < ||lz|l., Yo e RY, z#0. (1.3.31)

On définit la norme || - ||, par ||z||, = VAz -z, pour tout € IR™. Comme A
est symétrique définie positive, || - ||+ est bien une norme sur IR”, induite par
le produit scalaire (|y)a = Az -y. On va montrer que la propriété (1.3.31) est
vérifiée par cette norme. Soit € R, #0,0na: | M~ 1N;zc||2 AM~'Nz -
M INz. Or N = M A, et donc : ||[M~'Nz|? = A(Id — M~ YA - (Id —

M~1A)z. Soit y = 1Ax, remarquons que y # 0 car ¢ # 0 et M 1A est
inversible. Exprimons ||M~'Nz||? a I’aide de y.

|MINz||? = A(z—y)-(zr—y) = Az 2 —2Ax-y+ Ay-y = ||z]|2 —24z-y+ Ay-y.

Pour que ||[M~'Nz|? < ||z||? (et par suite p(M~'N) < 1), il suffit donc de
montrer que —2Az-y+ Ay-y < 0. Or, comme My = Axz,ona: —2Az-y+Ay-y =
—2My -y + Ay - y. En écrivant : My y=y- My= Mty y, on obtient donc
que : —2Az-y+ Ay-y = (— M — M+ A)y-y, et comme A = M — N on obtient
—24x -y + Ay -y = —(M* + N)y - y. Comme M' + N est symétrique définie
positive par hypothese et que y # 0, on en déduit que —2Az -y + Ay -y < 0, ce
qui termine la démonstration. [

Estimation de la vitesse de convergence On montre dans ’exercice 25
page 48 que si la suite (z(™),ey € R est donnée par une “méthode I” (voir
définition 1.19 page 39) convergente, i.e. z(*t1 = Bz(") 4+ C (avec p(B) < 1),
et si on suppose que z est la solution du systeme (1.1.1), et que z(™) — z quand

|

n — oo, alors — p(B) quand n — oo (sauf cas particuliers)

() —
indépendamment de la norme sur RY. Le rayon spectral p(B) de la matrice B
est donc une bonne estimation de la vitesse de convergence. Pour estimer cette
vitesse de convergence lorsqu’on ne connait pas x, on peut utiliser le fait (voir
encore 'exercice 25 page 48) qu’on a aussi

2+ — o

20 = 2(=D)]| — p(B)  lorsque n — 400,

ce qui permet d’évaluer la vitesse de convergence de la méthode par le calcul
des itérés courants.
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1.3.2 Mséthodes de Jacobi, Gauss-Seidel et SOR/SSOR

Décomposition par blocs de A :

Dans de nombreux cas pratiques, les matrices des systémes linéaires a résoudre

ont une structure “par blocs”, et on se sert de cette structure lors de la résolution
par une méthode itérative.

Définition 1.27 Soit A € Mn(IR) une matrice inversible. Une décomposition
par blocs de A est définie par un entier S < N, des entiers (n;);=1,....s tels que

2

1ni =N, et S? matrices A; j € My, ,(R) (ensemble des matrices rectan-

gulaires a n; lignes et n; colonnes, telles que les matrices A;; soient inversibles
pouri=1,...,5 et

i A171 Al)g e e AI,S’ )
Asq :
A=| R ' (1.3.32)
: : . As_ 1,5
L AS,l . . AS,S—l AS,S i

Remarque 1.28

1. 8 8§ = N et n; = 1Vi € {1...n}, chaque bloc est constitué d’un seul

coefficient.

. 81 A est symétrique définie positive, la condition A;; inversible dans la

définition 1.27 est inutile car A;; est nécessairement symétrique définie
positive donc inversible. Prenons par exemple i = 1. Soit y € R™, y #0
et v = (y,0...,0) € RY. Alors A1y -y = Az -z > 0 donc Ay est
symétrique définie positive.

. Si A est une matrice triangulaire par blocs, c.a.d. de la forme (1.3.32)

avec A; ;=0 si j > 1, alors
s
det(A) = ] det(A;,).
i=1

Par contre si A est décomposée en 2 x 2 blocs carrés (i.e. tels que n; =
mj, V(i,5) € {1,2}), on a en général : det(A) # det(Aq,1)det(Az2) —
det(Alyg)det(Agyl).

Méthode de Jacobi

On peut remarquer que le choix le plus simple pour la résolution du systeme

Mz = d dans la méthode II (voir les objectifs (1.3.30) de la méthode II) est
de prendre pour M une matrice diagonale. La méthode de Jacobi consiste a
prendre pour M la matrice diagonale D formée par les blocs diagonaux de A :
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[ Ain O ... 0 T
0 .
D:
: . . 0
. 0 . 0 Agsgs |

Dans la matrice ci-dessus, 0 désigne un bloc nul.
On a alors N = E+ F, ou E et F sont constitués des blocs triangulaires
inférieurs et supérieurs de la matrice A :

i 0 0o ... 0
—As1
FE =
0
| —As1 —Ass-1 0
et )
0 —Al)g _ALS
0
F =
: : —As_1.5
0 ... 0 o |

On abien A = M—N et avec D, E et F définies comme ci-dessus, la méthode
de Jacobi s’écrit :
{ 0 e RN

Lorsqu’on écrit la méthode de Jacobi comme une méthode I, on a B =
D=1 (E + F); on notera J cette matrice.

En introduisant la décomposition par blocs de x, solution recherchée de
(1.1.1), c.ad. : z = [xq, ..., xs]t, olt x; € R™, on peut aussi écrire la méthode
de Jacobi sous la forme :

o € ]R,N
1137 n+1) ZAle ZA x +b i=1,...,5. (1334)
J<i j>i

Méthode de Gauss-Seidel

L’idée de la méthode de Gauss-Seidel est d’utiliser le calcul des composantes
de l'itéré (n + 1) deés qu’il est effectué. Par exemple, pour calculer la deuxiéme
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1 .
composante mém_ ) du vecteur ("t on pourrait employer la “nouvelle” valeur

xgnﬂ) quon vient de calculer plutét que la valeur m§”> comme dans (1.3.34);

de méme, dans le calcul de 2"

xgn—&-l) ot xgn+1)

, on pourrait employer les “nouvelles” valeurs

plutot que les valeurs x:(L”) et ;vg"). Cette idée nous suggere de

(n) (n+1)

remplacer dans (1.3.34) ;" par z; si j < 4. On obtient donc I'algorithme
suivant :
z©® e RY
n+1 n+1 n .
Amxg =~ Zj<i Ai,jx; ) ZK]‘ Ai,jmg ) +b;, i=1,...,s.
) (1.3.35)
_ La méthode de Gauss—Seidel est donc la méthode IT avec M = D — E et
N=F": N
9 € R
{ (D — E)z(*tD) = Fz() 4 p, (1.3.36)

Lorsqu’on écrit la méthode de Gauss—Seidel comme une méthode I, on a
B = (D — E)™'F; on notera £; cette matrice, dite matrice de Gauss-Seidel.

Méthodes SOR et SSOR

L’idée de la méthode de sur-relaxation (SOR = Successive Over Relaxation)
est d’utiliser la méthode de Gauss-Seidel pour calculer un itéré intermédiaire
("t qu’on “relaxe” ensuite pour améliorer la vitesse de convergence de la
méthode. On se donne 0 < w < 2, et on modifie 'algorithme de Gauss—Seidel
de la maniere suivante :

xo < IRN
~(n+1 (n+1 () ]
A" = =y AigaTY =y Ay + b (1.3.37)

7<i 1<J

xE”H) = wi‘§n+1) +(1- w)xl(n), 1=1,....s

(Pour w = 1 on retrouve la méthode de Gauss—Seidel.)
L’algorithme ci-dessus peut aussi s’écrire (en multipliant par A;; la ligne 3
de l’algorithme (1.3.37)) :

0 eRY
Apa™ = w = Al = A by ] (1 —w)A; ™.
(1.3.38)
On obtient donc

(D — wE)z" ) = wFz™ 4+ wb+ (1 — w)Dz™.

L’algorithme SOR s’écrit donc comme une méthode II avec

M Q—EetN:F+(1_—w)D.
w w

11 est facile de vérifier que A = M — N.
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L’algorithme SOR s’écrit aussi comme une méthode I avec

—1
B= (9 —E) (F+ <1_—°") D).
w w
On notera £, cette matrice.

Remarque 1.29 (Méthode de Jacobi relaxée) On peut aussi appliquer une
procédure de relaxation avec comme méthode iérative “de base” la méthode de
Jacobi, voir a ce sujet lexercice 31 page 50). Cette méthode est toutefois beau-
coup moins employée en pratique (car moins efficace) que la méthode SOR.

En “symétrisant” le procédé de la méthode SOR, c.a.d. en effectuant les
calculs SOR sur les blocs dans 'ordre 1 a N puis dans 'ordre N a 1, on obtient
la méthode de sur-relaxation symétrisée (SSOR = Symmetric Successive Over
Relaxation) qui s’écrit dans le formalisme de la méthode I avec

() [ 2) (2 )

calcul dans l'ordre S...1 calcul dans l'ordre 1...§

Etude théorique de convergence

On aimerait pouvoir répondre aux questions suivantes :
1. Les méthodes sont—elles convergentes ?
2. Peut-on estimer leur vitesse de convergence ?

3. Peut-on estimer le coefficient de relaxation w optimal dans la méthode
SOR, c.a.d. celui qui donnera la plus grande vitesse de convergence ?

On va maintenant donner des réponses, partielles dans certains cas, faute de
mieux, a ces questions.

Convergence On rappelle qu'une méthode itérative de type I, i.e. écrite sous
la forme z("*Y) = B2 4 C converge si et seulement si p(B) < 1 (voir le
théoreme 1.22 page 39).

Théoréme 1.30 (Sur la convergence de la méthode SOR)

Soit A € Mpy(IR) qui admet une décomposition par blocs définie dans la
définition 1.5.32 page 42 ; soient D la matrice constituée par les blocs diagonauz,
—FE (resp. —F') la matrice constituée par les blocs triangulaires inférieurs (resp.
supérieurs) ; on a donc : A =D — E — F. Soit L,, la matrice d’itération de la
méthode SOR (et de la méthode de Gauss—Seidel pour w = 1) définie par :

-1
ﬁw:(Q—E> (F+—1_wD>, w 0.
w w
Alors :

1. Sip(Ly) <1 alors 0 < w < 2.

2. Si on suppose de plus que A symétrique définie positive, alors :

p(Ly) <1 si et seulement si 0 < w < 2.
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Démonstration du théoréme 1.30 :

1. Calculons det(L,,). Par définition,

o S i 1—
Lo=M'N, avee M==-D—Eet N=F+-—2D.
w w

Donc det(£L,,) = (det(M))~det(N). Comme M et N sont des matrices tri-
angulaires par blocs, leurs déterminants sont les produits des déterminants
des blocs diagonaux (voir la remarque 1.28 page 42). On a donc :

(1=2)Ndet(D)

—(%)Ndet(D) =(1- w)N.

det(L,) =

Or le déterminant d’une matrice est aussi le produit des valeurs propres
de cette matrice (comptées avec leur multiplicités algébriques), dont les
valeurs absolues sont toutes, par définition, inférieures au rayon spectral.
On a donc : |[det(L,)| = |(1 —w)V| < (p(LL))YN, d’ott le résultat.

2. Supposons maintenant que A est une matrice symétrique définie positive,
et que 0 < w < 2. Montrons que p(L,) < 1. Par le théoreme 1.26 page
41, il suffit pour cela de montrer que M?* + N est une matrice symétrique
définie positive. Or,

D 1— 92—
M+ N==Z_F+Fr+—“p_Z="Yp
w w w

La matrice M* + N est donc bien symétrique définie positive.

Remarque 1.31 (Comparaison Gauss—Seidel/Jacobi)
— Une conséquence directe du théoréme 1.30 est que dans le cas ou A est une
matrice symétrique définie positive, la méthode de Gauss—Seidel converge.
— Par contre, méme dans le cas ou A est symétrique définie positive, il existe
des cas ot la méthode de Jacobi ne converge pas, voir a ce sujet l’exercice
27 page 48.

Remarquons que le résultat de convergence des méthodes itératives donné
par le théoreme précédent n’est que partiel, puisqu’il ne concerne que les ma-
trices symétriques définies positives et que les méthodes Gauss-Seidel et SOR.
On a aussi un résultat de convergence de la méthode de Jacobi pour les ma-
trices a diagonale dominante stricte, voir exercice 28 page 49, et un résultat
de comparaison des méthodes pour les matrices tridiagonales par blocs, voir le
théoreme 1.32 donné ci-apres. Dans la pratique, il faudra souvent compter sur
sa bonne étoile. . .
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Estimation du coefficient de relaxation optimal de SOR La question
est ici d’estimer le coefficient de relaxation w optimal dans la méthode SOR,
c.a.d. le coefficient wy €]0, 2[ (condition nécessaire pour que la méthode SOR
converge, voir théoreme 1.30) tel que p(L,,,) < p(L,) Yw €]0,2[.

D’apres le paragraphe précédent ce wy donnera la meilleure convergence
possible pour SOR. On sait le faire dans le cas assez restrictif des matrices tri-
diagonales par blocs. On ne fait ici qu’énoncer le résultat dont la démonstration
est donnée dans le livre de Ph. Ciarlet conseillé en début de cours.

Théoréme 1.32 (Coefficient optimal, matrice tridiagonale) On considére
une matrice A € My(IR) qui admet une décomposition par blocs définie dans
la définition 1.8.82 page 42; on suppose que la matrice A est tridiagonale par
blocs, c.a.d. A;; = 0 si|i —j| > 1; soient L1 et J les matrices d’itération
respectives des méthodes de Gauss-Seidel et Jacobi, alors :

1. p(L1) = (p(J))? : la méthode de Gauss—Seidel converge (ou diverge) donc
plus vite que celle de Jacobi.

2. On suppose de plus que toutes les valeurs propres de la matrice d’itération
J de la méthode de Jacobi sont réelles. alors le parameétre de relazation
optimal, c.a.d. le paramétre wy tel que p(Ly,) = min{p(Ly,),w €]0,2[},
s’exprime en fonction du rayon spectral p(J) de la matrice J par la for-

mule :
2
wp=——"7—77+7+6->1,
14+ +/1—p(J)?

et on a : p(Ly,) =wo — 1.

1.3.3 Recherche de valeurs propres et vecteurs propres

Les techniques de recherche des éléments propres, c.a.d. des valeurs et vec-
teurs propres (voir Définition 1.7 page 20) d’une matrice sont essentielles dans
de nombreux domaines d’application, par exemple en dynamique des structures :
la recherche des modes propres d’une structure peut s’avérer importante pour
le dimensionnement de structures sous contraintes dynamiques, voir & ce propos
Pexemple célebre du “Tacoma Bridge”, décrit dans les livres de M. Braun (en
anglais) et M. Schatzman (en frangais) conseillés en début de cours.

On donne dans les exercices qui suivent deux méthodes assez classiques de
recherche de valeurs propres d’une matrice qui sont la méthode de la puissance
(exercice 25 page 48) et celui de la puissance inverse (exercice 26 page 48).
Citons également une méthode tres employée, la méthode QR, qui est présente
dans de nombreuses bibliotheques de programmes. On pourra se référer aux
ouvrages de Ph. Ciarlet et de M. Schatzman, de D. Serre et de P. Lascaux et
R. Theodor (voir introduction).

1.3.4 Exercices

Exercice 24 (Méthode itérative du “gradient a pas fixe”) Suggestions en
page 147, corrigé détaillé en page 173

Soit A € My (IR) une matrice symétrique définie positive et b € IR™V. Soit
a € IR. Pour trouver la solution de Ax = b, on considere la méthode itérative
suivante :
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— Initialisation : z(® € RY,

— Tterations : ("D = 2 4 (b — Az(™).

1. Pour quelles valeurs de « (en fonction des valeurs propres de A) la méthode
est-elle convergente ?

2. Calculer ag (en fonction des valeurs propres de A) t.q. p(Id — apAl) =
min{p(Id — a4), a € R}.

Exercice 25 (Méthode de la puissance)
Suggestions en page 147, corrigé en page 173

1. Soit A € My (IR) une matrice symétrique. Soit Ay € IR valeur propre de
A t.q. |An| = p(A) et soit (® € R™. On suppose que —Ax n’est pas une
valeur propre de A et que z(°) n’est pas orthogonal & Ker(A — Ay Id). On
définit la suite (2(™),en par 2"t = Az pour n € IN. Montrer que

(n)
(a) (;CT)" — z, quand n — oo, avec x # 0 et Az = Ayz.
[

(b) e p(A) quand n — oc.

Cette méthode de calcul s’appelle “méthode de la puissance”.

2. Soit A € My (IR) une matrice inversible et b € IR™. Pour calculer z t.q.
Az = b, on considere la méthode itérative appelée “méthode I” en cours,
et on suppose B symétrique. Montrer que, sauf cas particuliers a préciser,

(nt1)_ , L
(a) w — p(B) quand n — oo (ceci donne une estimation de la

vitesse de convergence).

(n+1) _ g (m) . :
(b) w — p(B) quand n — oo (ceci permet d’estimer p(B) au

cours des itérations).

Exercice 26 (Méthode de la puissance inverse)
Suggestions en page 147, corrigé en page 175

Soient A € My (IR) une matrice symétrique et A1,..., A, (p < N) les valeurs
propres de A. Soit ¢ € {1,...,p}, on cherche & calculer A;. Soit #© e RY. On
suppose que z(®) n’est pas orthogonal & Ker(A — A\;Id). On suppose également
connaitre g € IR t.q. 0 < [ — A;| < | — Aj| pour tout j # i. On définit la suite
() e par (A — pId)z™ D = 2™ pour n € IN. Montrer que

1. 2™\ — p)™ — z, quand n — oo, avec = # 0 et Az = M.

5 LoD
SRRl

— m—lu quand n — oo.

Exercice 27 (Non convergence de la méthode de Jacobi)
Suggestions en page 148 et corrigé en page 175

Soit a € IR et

A:

Q@ Q ~
Q —= Q
—Q

Montrer que A est symétrique définie positive si et seulement si —1/2 < a < 1
et que la méthode de Jacobi converge si et seulement si —1/2 < a < 1/2.
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Exercice 28 (Jacobi pour les matrices 4 diagonale dominante stricte)
Suggestions en page 148, corrigé en page 176

Soit A = (ai;)ij=1,..n € Mn(IR) une matrice & diagonale dominante
stricte (c’est-a-dire |a;i| > >°,; [a;,;| pour tout ¢ = 1,..., N). Montrer que A
est inversible et que la méthode de Jacobi (pour calculer la solution de Ax = b)
converge.

Exercice 29 (Jacobi pour les matrices & diagonale dominante forte)
corrigé en page 177

1. Soit f € C([0,1]), a et b sont des réels donnés; on considere le systeme
linéaire Az = b issu de la discrétisation par différences finies de pas uni-
forme égal a h = ﬁ du probleme suivant :

{ —u"(z) + au(x

= f(x), x €[0,1],
u(0) =0,u(1) =1,

(1.3.39)
ou a > 0.
(a) Donner l'expression de A et b.

(b) Montrer que la méthode de Jacobi appliquée & la résolution de ce
systeéme converge (distinguer les cas a > 0 et a = 0).

2. On considére maintenant une matrice A € My (IR) inversible quelconque.

(a) Montrer que si A est symétrique définie positive alors tous ses coeffi-
cients diagonaux sont strictement positifs. En déduire que la méthode
de Jacobi est bien définie.

(b) On suppose maintenant que la matrice diagonale extraite de A, notée
D, est inversible. On suppose de plus que

Vi=1,...,N, |a¢71‘| > Z |ai7j| et Jig; |CL¢071‘0| > Z |ai,j|.
J# J#io

(On dit que la matrice est a diagonale fortement dominante). Soit J
la matrice d’itération de la méthode de Jacobi.

i. Montrer que p(J) < 1.

ii. Montrer que si Jr = Az avec |\ = 1, alors z; = ||z||, Vi =
1,...,N. En déduire que x = 0 et que la méthode de Jacobi
converge.

iii. Retrouver ainsi le résultat de la question 1(b).

Exercice 30 (Diagonalisation dans IR )
Corrigé en page 179

Soit E un espace vectoriel réel de dimension N € IN muni d’un produit scalaire,
noté (-,-). Soient T et S deux applications linéaires symétriques de E dans E
(T symétrique signifie (T'z,y) = (x,Ty) pour tous z, y € E). On suppose que
T est “définie positive” (c’est-a-dire (T'z,z) > 0 pour tout = € E \ {0}).
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1. Montrer que T est inversible. Pour z, y € F, on pose (z,y)r = (Tz,y).
Montrer que l'application (z,y) — (x,y)r définit un nouveau produit
scalaire sur F.

2. Montrer que T'S est symétrique pour le produit scalaire défini & la
question précédente. En déduire, avec le lemme 1.15 page 26, qu’il existe
une base de F, notée {fi1,...,fn}, et il existe {\1,...,An} C R t.q.
T=1Sf; = \ifi pour tout i € {1,...,N} et t.q. (T'f;/f;) = 6;; pour tout
i,je{l,...,N}.

Exercice 31 (Méthode de Jacobi et relaxation) Suggestions en page
148, corrigé en page 179

Soit N > 1. Soit A = (ai ;)i j=1,..8 € My(R) une matrice symétrique. On
note D la partie diagonale de A, —F la partie triangulaire inférieure de A et
—F la partie triangulaire supérieure de A, c’est-a-dire :

D = (dij)ij=1...N, dij =08 i 7 j, dii = ais,

E=(eij)ij=1..N, €j=081i<j, e;=—ap;sii>],

F = (fij)ij=1,..~N, fij=0sii>j, fij=—a;;sii<j.

Noter que A = D — FE — F. Soit b € RY. On cherche & calculer z € RY t.q.

Az = b. On suppose que D est définie positive (noter que A n’est pas forcément

inversible). On s’intéresse ici a la méthode de Jacobi (par points), c’est & dire a
la méthode itérative suivante :

Initialisation. 2(©) ¢ RY
Itérations. Pour n € IN, Dz("*t) = (E + F)z(™) + b,

On pose J = D Y E + F).

1. Montrer, en donnant un exemple avec N = 2, que J peut ne pas étre

symétrique.

2. Montrer que J est diagonalisable dans IR et, plus précisement, qu’il existe
une base de RY, notée {f1, .-, fn}, et il existe {p1,...,un} C R t.q.
Jfi = pifi pour tout ¢ € {1,...,N} et t.q. Df; - f; = ;; pour tout g,
jed{l,...,N}

En ordonnant les valeurs propres de J, on a donc pu; < ... < pun, on

conserve cette notation dans la suite.

3. Montrer que la trace de J est nulle et en déduire que 3 <0 et uy > 0.
On suppose maintenant que A et 2D — A sont symétriques définies positives
et on pose x = A~ 'h.

4. Montrer que la méthode de Jacobi (par points) converge (c’est-a-dire (™) —
x quand n — o0). [Utiliser un théoréme du cours.]
On se propose maintenant d’améliorer la convergence de la méthode par
une technique de relaxation. Soit w > 0, on considére la méthode suivante :
Initialisation. z(®¥ ¢ RY
Itérations. Pour n € IN, D"t = (E + F)z(™ b, 2(*+t1) = @zt 4
(1 —w)z(™,
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5. Calculer les matrices M, (inversible) et N,, telles que M,z th = N 2™+
b pour tout n € IN, en fonction de w, D et A. On note, dans la suite
Jo = (M) IN,.

6. On suppose dans cette question que (2/w)D — A est symétrique définie
positive. Montrer que la méthode converge (c’est-a-dire que ™ = g
quand n — o0.)

7. Montrer que (2/w)D — A est symétrique définie positive si et seulement si
w<2/(1 = p1).

8. Calculer les valeurs propres de J, en fonction de celles de J. En déduire,
en fonction des p;, la valeur “optimale” de w, c’est-a-dire la valeur de w
minimisant le rayon spectral de J,,,.

Exercice 32 (Jacobi et Gauss-Seidel) Corrigé en page 182

Soit A = (a4,5)i,j=1,...n € Mn(IR) une matrice carrée d’ordre N tridiagonale,
c’est-a-dire telle que a;; = 0 si |[i — j| > 1, et telle que la matrice diagonale
D = diag(a;;)i=1,...,n soit inversible. On note A = D — E — F ou —FE (resp.
—F) est la partie triangulaire inférieure (resp. supérieure) de A, et on note J et
G les matrices d’itération des méthodes de Jacobi et Gauss-Seidel associées a la
matrice A.

l.a. Pour p e C,A#0et z € ¢V, on note

k—1 N-1 t
xu:(flaux%"'vu T, b xN)-

Montrer que si A est valeur propre de J associée au vecteur propre z, alors x,,
vérifie (uE + %F)xu = ADz,. En déduire que si A # 0 est valeur propre de J
alors A2 est valeur propre de G.

1.b Montrer que si A2 est valeur propre non nulle de G, alors A est valeur
propre de J .

2. Montrer que p(G) = p(J)?. En déduire que lorsqu’elle converge, la méthode
de Gauss-Seidel pour la résolution du systeme Az = b converge plus rapidement
que la méthode de Jacobi.

3. Soit L, la matrice d’itération de la méthode SOR associée a A. Montrer
que A est valeur propre de J si et seulement si v, est valeur propre de L, ou
vy = 12 et p, vérifie u2 — dwp, +w — 1= 0.

En déduire que

p(Ly) = max {lmols g = Mope, +w —1=0}.
A valeur propre de J

Exercice 33 (Une méthode itérative particuliere) Suggestions en page
148, corrigé en page 6.1 page 18/

Soit A € M3(IR) définie par A = Id — E — F avec

E=- , et FF=—

o = O

2
0
0

o o O
= o O
= o O
o o o
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1. Montrer que A est inversible.

2. Soit 0 < w < 2. Montrer que pour (%Id — E) est inversible si et seulement
siw# V2 /2.
Pour 0 < w < 2, w # /2/2, on consideére la méthode itérative (pour
trouver la solution de Az = b) suivante :

1 1-—
(=Id— E)a™*' = (F + —2Id)a" +b.
w w

Il s’agit donc de la “méthode I” du cours avec B = L,, = (2Id— E) "} (F+
v Ta).
3. Calculer, en fonction de w, les valeurs propres de L, et son rayon spectral.
4. Pour quelles valeurs de w la méthode est-elle convergente? Déterminer
wo €]0,2[ t.q. p(Ly,) = min{p(Ly), w €]0,2[, w # v/2/2}.

Exercice 34 (Méthode des directions alternées)
Corrigé partiel en page 185

Soit N € IN et N > 1, Soit A € My(IR) une matrice carrée d’ordre N
symétrique inversible et b € RY.
On cherche & calculer v € R, solution du systéme linéaire suivant :

Au=b, (1.3.40)

On suppose connues des matrices X et ¥ € My (IR), symétriques. Soit
a € RY, choisi tel que X + ald et Y + ald soient définies positives (ol Id
désigne la matrice identité d’ordre N) et X +Y + ald = A.

Soit u(® € RY, on propose, pour résoudre (1.3.40), la méthode itérative
suivante :

(k+1/2) — _yy(F)
{ (X 4+ ald)u Yul) 4+ b, (1.3.41)

(Y + Oé.[d)’u,(k+1) = —Xu(k+1/2) + b

1. Montrer que la méthode itérative (1.3.41) définit bien une suite (u*)pen
et que cette suite converge vers la solution u de (1.1.1) si et seulement si

p((Y +ald) ' X(X +ald)”'Y) < 1.

(On rappelle que pour toute matrice carrée d’ordre N, p(M) désigne le
rayon spectral de la matrice M.)

2. Montrer que si les matrices (X + §/d) et (Y + §1d) sont définies positives
alors la méthode (1.3.41) converge. On pourra pour cela (mais ce n’est pas
obligatoire) suivre la démarche suivante :

(a) Montrer que
p((Y+ald) ' X(X+ald)'Y) = p(X(X +ald) 'Y (Y +ald)™").

(On pourra utiliser I’exercice 6 page 28).

(b) Montrer que

p(X(X+ald) 'Y (Y+ald)™") < p(X(X+ald) ") p(Y (Y+ald)™).
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(c) Montrer que p(X(X + ald)™') < 1 si et seulement si la matrice
(X + $1d) est définie positive.

(d) Conclure.

3. Soit f € C([0,1] x [0, 1]) et soit A la matrice carrée d’ordre N = M x M
obtenue par discrétisation de 'équation —Aw = f sur le carré [0,1] x [0, 1]
avec conditions aux limites de Dirichlet homogenes v = 0 sur 0, par
différences finies avec un maillage uniforme de pas h = %, et b le second
membre associé.

(a) Donner l'expression de A et b.

(b) Proposer des choix de X, Y et a pour lesquelles la méthode itérative
(1.3.41) converge dans ce cas et qui justifient 'appellation “méthode
des directions alternées” qui lui est donnée.
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Chapitre 2

Systemes non linéaires

Dans le premier chapitre, on a étudié quelques méthodes de résolution de
systemes linéaires en dimension finie. L’objectif est maintenant de développer
des méthodes de résolution de systemes non linéaires, toujours en dimension
finie. On se donne g € C(R™,R") et on cherche z dans R solution de :

N
{ Z(i)li N (2.0.1)

Au Chapitre I on a étudié des méthodes de résolution du systeme (2.0.1)
dans le cas particulier g(z) = Az —b, A € My(R), b € RY. On va maintenant
étendre le champ d’étude au cas ou g n’est pas forcément affine. On étudiera
deux familles de méthodes pour la résolution approchée du systéme (2.0.1) :

— les méthodes de point fixe : point fixe de contraction et point fixe de

monotonie

— les méthodes de type Newton.

2.1 Les méthodes de point fixe

2.1.1 Point fixe de contraction

Soit g € C(RYN,IR™), on définit la fonction f € C(R™,R") par f(z) =
x + g(z). On peut alors remarquer que g(x) = 0 si et seulement si f(x) = x.
Résoudre le systéme non linéaire (2.0.1) revient donc & trouver un point fixe de
f- Encore faut-il qu’un tel point fixe existe. ..

Théoréme 2.1 (Point fixe) Soit E un espace métrique complet, d la distance
sur B, et f: E — E une fonction strictement contractante, c’est a dire telle
qu’il existe k €]0, 1] tel que d(f(z), f(y)) < kd(x,y) pour tout z,y € E.

Alors il existe un unique point fite T € E qui vérifie f(T) = Z. De plus si
2O e E, et (Y = f(z(™) ¥n >0, alors ™) — Z quand n + occ.

Démonstration :

Etape 1 : Existence de T et convergence de la suite
Soit (0 € E et (™), la suite définie par D = f(z(™) pour
n > 0. On va montrer que :

%)
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1. (™), est de Cauchy (donc convergente car E est complet),

2. lirf (") = Z est point fixe de f.

Par hypothese, on sait que pour tout n > 1,
d(z™), 2 ™) = d(f(@™), f" 7)) < kd(2™,2"D).
Par récurrence sur n, on obtient que

A, o) < kd(@ D, ), Vn > 0.

Soit n > 0et p> 1, on adonc:

d(z(P) )y < qztp) =Dy o gz (D) (7))
p
Z Az gnta=1)y

IN
Il

k"""q_ld(:v(l), x(O))

M)~

q=1
<d(zM, zONE" (1 + k+ ...+ kP71)
kn
< d(x™, 2(0) — 0 quand n — +o0 car k < 1.

La suite (a:("))nelN est donc de Cauchy, i.e. :
Ve >0, In. € N; Vn>n., ¥V p>1 da"P 2M)<e

Comme E est complet, on a donc z(™ — z dans E quand n — +oo.
Comme la fonction f est strictement contractante, elle est continue, donc
on a aussi f(z(™) — f(z) dans E quand n + co. En passant & la limite
dans I'égalité (D) = f(z(™), on en déduit que = = f(z).

Etape 2 : Unicité
Soit T et y des points fixes de f, qui satisfont donc z = f(z) et g = f(y).
Alors d(f(z), f(y)) = d(Z,9) < kd(Z,y); comme k < 1, ceci est impossible
sauf si T = .

n

Remarque 2.2

1. Sous les hypothéses du théoréme 2.1, d(x"+1) z) = d(f(z™), f(7)) <

kd(z™, z); donc si 2 # Z alors Mj;i) <k (< 1). La convergence

d(z(),z)
est donc au moins linéaire (méme si de fait, cette méthode converge en

général assez lentement).

2. On peut généraliser le théoréme du point fixe en remplacant Uhypothése “f
strictement contractante” par “il existen > 0 tel que f") = fofo...of
| S

n fois
est strictement contractante ” (reprendre la démonstration du théoréme
pour le vérifier).
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La question qui vient alors naturellement est : que faire si f n’est pas stricte-
ment contractante ? Soit g € C(RY,RY) telle que f(x) = x+g(x). On aimerait
déterminer les conditions sur g pour que f soit strictement contractante. Plus
généralement si w # 0, on définit f,(z) = x + wg(z), et on remarque que z est
solution du systeme (2.0.1) si et seulement si x est point fixe de f, ().

On aimerait dans ce cas avoir des conditions pour que f, soit strictement
contractante.

Théoréme 2.3 (Point fixe de contraction avec relaxation)
On désigne par |.| la norme euclidienne sur RY . Soit g € C(RY,R") telle
que

Ja >0 tel que (9(x) — g(y)) - (x —y) < —alz —y|>, Yo,y e RY,  (2.1.2)

3IM > 0 tel que |g(z) — g(y)| < M|z —y|, Vz,y € RY. (2.1.3)

20
M2’

Il existe donc un et un seul T € RY tel que g(Z) = 0 et 2™ — T quand
n+ oo avec ("D = f,(2(M) = (™ 4+ wg(x(tD).

Alors la fonction f, est strictement contractante si 0 < w <

Remarque 2.4 Le théoréme 2.3 permet de montrer que sous les hypotheéses
(2.1.2) et (2.1.3), et pour w €]0, 2% [, on peut obtenir la solution de (2.0.1) en
construisant la suite :

(n+1) — 2(n) (n)
x =2z +wg(z'™) n >0,
{ 20 ¢ RN (2.1.4)
Or on peut aussi écrire cette suite de la maniére suivante :
gD = (), vn >0 (2.1.5)
) = E D) 4 (1 — )™, 20 e RV, o

En effet si 2" est donné par la suite (2.1.5), alors (") = wz(+1) — (1 —
W)™ = wf(z™) + (1 —w)z™ = wg(x™) + 2. Le procédé de construction
de la suite (2.1.5) est Ualgorithme de relazation sur f.

Démonstration du théoréme 2.3

Soit 0 < w < MO;. On veut montrer que f est strictement contractante,
c.a.d. quil existe k < 1 tel que |fo(z) — fo(y)| < K|z —y| V(z,y) € (RY)2. Soit
(z,y) € (RN)?2, alors, par définition de la norme euclidienne,

|fulz) — fuly)? =(x—y+w ) - (z —y+wlglx) —g(y)))
=z —yl? +2($— ) ( (9(x) = g(y))) + w?[g(x) —

—~
~—
<

—~
<

~—
o

Donc grace aux hypotheses (2.1.2) et (2.1.3), on a : |fu(z) — fu(y)]*> < (1 —

2wa + w?M?) |x — y|?, et donc la fonction f, est strictement contractante si
2a

1 — 2wa + w?M? < 1 ce qui est vérifié si 0 < w < ek



58 CHAPITRE 2. SYSTEMES NON LINEAIRES

Remarque 2.5 (Quelques rappels de calcul différentiel)

Soit h € Cg(IRN, R). La fonction h est donc en particulier différentiable, c.d.d.
que pour tout x € RN, il existe Dh(z) € LRYN,IR) telle que h(z + y) =
h(z) + Dh(z)(y) + |yle(y) ot e(y) y—>_>8 On a dans ce cas, par définition du

gradient, Dh(z)(y) = Vh(z) -y ot Vh(z) = (O1h(x), - ,dnh(x))t € RY est
le gradient de h au point x (on désigne par O;h la dérivée partielle de f par
rapport a sa i-éme variable).
Comme on suppose h € C2(RY,R), on a donc g = Vh € CY(RY,RY), et
g est continument différentiable, c’est a dire
Dg(x) € LIRY,RY), et g(a +y) = g(x) + Dg(x)(y) + lyle(y),
ot e(y) — 0.
y—0
Comme Dg(x) € LIRY ,RN),0n peut représenter Dg(x) par une matrice de
My (R), on confond alors Uapplication linéaire et la matrice qui la représente
dans la base canonique, et on écrit par abus de notation Dg(x) € Mpy(RR).
On peut alors écrire, grace a cet abus de notation, Dg(x)(y) = Dg(x)y avec
(Dyg(@)y)i = Yy yor.x 0251 (&) 0t 32,0 = Di(D;h)(a).
Comme h est de classe C?, la matrice Dg(z) est symétrique. Pour x € RY,
on note (Ai(z))1<i<n les valeurs propres de Dg(x), qui sont donc réelles. On

peut donc bien supposer dans la proposition (2.6) ci-dessous qu’il existe des réels
strictement positifs 3 et tels que —f < \i(x) < —y, Vi€ {1...N}, Vz € R".

Donnons un exemple de fonction g vérifiant les hypotheses (2.1.2) et (2.1.3).

Proposition 2.6 Soit h € C2(R™,R), et (\i)iz1.n les valeurs propres de la
matrice hessienne de h. On suppose qu’il existe des réels strictement positifs O
et 7y tels que —3 < A\ij(x) < —v, Vie{l...N}, Vz e RY. Alors la fonction
g = Vh (gradient de h) vérifie les hypothéses (2.1.2) et (2.1.3) du théoréme 2.3
avec a« =y et M = (3.

Démonstration de la proposition 2.6

Montrons d’abord que I’hypothese (2.1.2) est vérifiée. Soit (x,y) € (IRN)z,
on veut montrer que (g(z) — g(y)) - (x —y) < —y|r — y|?. On introduit pour cela
la fonction ¢ € C'(IR,IR™) définie par :

p(t) = g(z +ty — z)).

9(y) — g(x) = [y &' (D)dt. Or ¢/(t) = Dg(w + Hy —
)= fol Dg(x+t(y —x))(y — x)dt. On en déduit que :

On a donc ¢(1) — p(0) =
x))(y —x). Done g(y) — g(z

(9(y) —g(x)) - (y —x) = /0 (Dg(x +tly —2))(y —x) - (y — x)) dt.

Comme \;(z) € [-8,—] Vi € {1...N}, on a donc —3|y|> < Dg(z)y -y <
1
—7lyl*. On a done : (g(y) — g(x)) - (y — 2) < [y —vly — =*dt =
qui termine la démonstration de (2.1.2).

Montrons maintenant que ’hypothese (2.1.3) est vérifiée. On veut montrer
que |g(y) — g(x)| < Bly — x|. On peut écrire :

=y — af* ce

1
o(y) — g(z) = / Dy(a +t(y — 2))(y — 2)dt,
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et donc .
l9(w) — 9(@) s/'wmm+ﬂy—mxy—mut
0

1
S/Ime+ﬂy—@my—ﬂﬁ,
0

ot |.| est la norme sur My (IR) induite par la norme euclidienne sur R,
Or, comme \;(z) € [0, —7] pour tout ¢ = 1,..., N, la matrice —Dg(z +
t(y — x)) est symétrique définie positive. Et donc, d’apres l'exercice 8 page 29,

|Dg(x +t(y — x)| = p(Dg(z + t(y — x)) < B.

On a donc ainsi montré que :

l9(y) — g(z)| < Bly — |,

ce qui termine la démonstration.

Remarque 2.7 Dans de nombreux cas, le probléme de résolution d’un probléme
non linéaire apparait sous la forme Ax = R(x) ot A est une matrice carrée
d’ordre N inversible, et R € C(IRN, ]RN). On peut le réécrire sous la forme x =
A~YR(x). On peut donc appliquer I’algorithme de point fize sur la fonction f =
AR, ce qui donne comme itération : x(" TV = A= R(z(™). Si on pratique un
point fize avec relazation, avec paramétre de relaxation w > 0, alors litération
sécrit : 2"t = ATIR(z(™), ("D = uz( D 4 (1 — W)z,

2.1.2 Point fixe de monotonie
Théoréme 2.8 (Point fixe de monotonie)
Soient A € My (R) et R € C(R™,R™). On suppose que :
1. Vz e RN, Az > 0 = = > 0, c’est-a-dire ((A;v)i >0,V = 1,...7N):>
(z;>0,Vi=1,...,N).
2. R est monotone, c.a.d. que si x >y (composante par composante) alors
R(x) > R(y) (composante par composante).

3. 0 est une sous-solution du probléme, c’est-a-dire que R(0) > 0 et il existe
feRY;:z >0 tel que T est une sur-solution du probléme, c’est-a-dire
que AT > R(Z).
On pose 20 =0 et Azt = R(z(™). On a alors :
1. 0<z™ <z, VnelN,
2. (D) > 2 vp e N,
3. 2" — T quand n — +oo et AT = R(Z).

Démonstration du théoréme 2.8
Comme A est inversible la suite (z(™),cn vérifiant

2@ =0,
Azt = R(z™), n >0

est bien définie. On va montrer par récurrence sur n que 0 < z(™ < Z pour tout
n > 0 et que (™ < z(nt+1) pour tout n > 0.
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1. Pour n =0, on a z(® =0 et donc 0 < z(? < 7 et Az = R(0) > 0. On
en déduit que (1) > 0 grace aux hypotheses 1 et 3 et donc z(1) > 2(0) = 0.

2. On suppose maintenant (hypothése de récurrence) que 0 < z(P) < 7 et
z®) < P+ pour tout p € {0,...,n — 1}.
On veut montrer que 0 < (™ < 7 et que (W < gt Py hypothese de
récurrence pour p = n— 1, on sait que (™ > 2= et que z(*~Y > 0. On
a donc (™ > 0. Par hypothese de récurrence, on a également que ("1 <
# et grace & Phypothese 2, on a donc R(z(®~Y) < R(&). Par définition de
la suite (z(™),en, on a Az(® = R(z("~1) et grace & Phypothese 3, on
sait que A > R(%). On a donc : A(Z — (™) > R(&) — R(z(»~Y) > 0. On
en déduit alors (grace a hypothese 1) que (™) < .
De plus, comme Az = R(z("~ V) et Az(®*t1) = R(2(™), on a A(z("+1) —
™) = R(z(™) — R(z(®=Y) > 0 par Phypothese 2, et donc grace & 'hy-
pothese 1, z(+1) > z(n),

On a donc ainsi montré (par récurrence) que
0<z™ <z VYn>0
2" < gc(”“), Vn > 0.

Ces inégalités s’entendent composante par composante, c.a.d. que si (" =
2™ et e RN ot 7 = (8,...0n) € RY, alors 0 < ™ < & et ™
( 1 N A 7
xEnH), Vie{l...N}, et Vn > 0.

A

Soit ¢ € {1...N}; la suite (z@)nem C IR est croissante et majorée par I;
(n
i

donc il existe Z; € R tel que z; = lim =« ) Sion pose T = (T1...Zn)' € RY,

n—-+o0o

on a donc (™ — z quand n — +o0.

Enfin, comme Azt = R(2(™) et comme R est continue, on obtient par
passage a la limite lorsque n — 400 que Az = R(Z) et que 0 < z < Z.
L]

L’hypothese 1 du théoreme 2.8 est souvent appelée “principe du maxi-
mum”. Elle est vérifiée par exemple par les matrices A qu’on a obtenues par
discrétisation par différences finies des opérateurs —u” sur I'intervalle ]0, 1] (voir
page 24) et Aw sur ]0, 1[x]0, 1[ (voir page 38). Le principe du maximum est aussi
caractérisé de la maniere suivante (plus difficile a utiliser en pratique) :

Proposition 2.9 L’hypothése 1 du théoreme 2.8 est vérifiée si et seulement si
A inversible et A~ a des coefficients > 0.

Démonstration :

Supposons d’abord que I’hypothese 1 du théoreme 2.8 est vérifiée et montrons
que A inversible et que A™! a des coefficients > 0. Si z est tel que Az = 0, alors
Az > 0 et donc, par hypothese, > 0. Mais on a aussi Az < 0, soit A(—z) >0
et donc par hypothese, x < 0. On en déduit x = 0, ce qui prouve que A est
inversible.

L’hypothese 1 donne alors que y > 0 = A~y > 0. En prenant y = e; on
obtient que la premiere colonne de A~! est positive, puis en prenant y = e; on
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obtient que la i-eme colonne de A1 est positive, pour i = 2,...,N. Donc A™!
a tous ses coefficients positifs.

Supposons maintenant que A est inversible et que A~! a des coefficients
positifs. Soit z € RY tel que Az =y > 0, alors z = A~1y > 0. Donc A vérifie
I’hypothese 1.

Théoréme 2.10 (Généralisation du précédent)
Soit A€ My(R), Re CY(RYN,RY), R=(Ry,...,Rn)! tels que
1. Pour tout 3 >0 et pour tout z € RN, Az + 2 >0=2>0
OR;
833j
. L, OR; N .
variable x; sij #1i) et Iy >0, —y < 3 <0,VzeR"™, Vie{l...N}

2. >0, Vi,j t.q. © # j (R; est monotone croissante par rapport a la

(R; est monotone décroissante par mppolrt a la variable x;).
3. 0 < R(0) (0 est sous-solution) et 3z > 0 tel que A(Z) > R(Z) (T est
sur-solution).
Soient 20 =0, 3 > v, et (") e la suite définie par Az 4 B+ =
R(z™) + Bz™ . Cette suite converge vers T € RY et Az = R(Z). De plus,
0<z™ <z VneN et z™ <zt vynecIN.

Démonstration : On se ramene au théoréme précédent avec A + SI1d au
lieu de A et R+ (3 au lieu de R. [

Remarque 2.11 (Point fixe de Brouwer) On s’est intéressé ici uniquement
a des théoremes de point fixe “constructifs”, i.e. qui donnent un algorithme pour
le déterminer. Il existe aussi un théoréme de point fize dans R”Y avec des hy-
potheéses beaucoup plus générales (mais le théoréme est non constructif ), ¢’est le
théoréme de Brouwer : si f est une fonction continue de la boule unité de RY
dans la boule unité, alors elle admet un point fize dans la boule unité.

2.1.3 Vitesse de convergence

Définition 2.12 (Vitesse de convergence) Soit (x(”))n@N e RY etz €
RY. On suppose que " - z lorsque n — +o00, avec z(™) # T pour tout
n € IN. On s’intéresse a la “vitesse de convergence” de la suite (2(™),en. On
dit que :

1. la convergence est au moins linéaire s’ existe § €]0,1] et il existe
no € IN tels que sin > ng alors ||zt — z|| < Bllz™ — z||.

2. La convergence est linéaire si il existe 3 €]0,1] tel que
|zt — &

— — 3 quand n — +o0,
[ — 2]

3. La convergence est super linéaire si

=t —

2 7] — 0 quand n — +oo,
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4. La convergence est au moins quadratique si il existe 3 €]0,1[ et il
existe ng € IN tels que sin > ng alors ||zt — z|| < B2 — 7|2,

5. La convergence est quadratique si
="+ — z|

B>0 —————
R O

— B quand n — 4o0.
Remarque 2.13 La convergence quadratique est évidemment plus “rapide” que
la convergence linéaire.

Proposition 2.14 Soit f € C'(R,IR); on suppose qu’il existe T € IR tel que
f(Z) =z. On construit la suite

@ cR
z( D) = (),
1. Si on suppose que f'(T) #0 et |f'(Z)| < 1, alors il existe a« > 0 tel que si

2@ €1, =[T—a,Z+a] alors 2™ — T lorsque n — +oo, et si (™) # z,
o) g

2 3
linéaire.

alors — |f'(z)] = B, ou B €]0,1]. La convergence est donc

2. Si on suppose maintenant que f'(z) = 0 et f € C*(IR,R),alors il existe
a >0 tel que si 20 € I, = [z — a, Z + o], alors (™ — & quand n + oo,
et si 2™ #£ 2, Yn € IN alors

La convergence est donc au moins quadratique.

Démonstration

1. Supposons que |f'(Z)| < 1, et montrons qu’il existe a > 0 tel que si
z© ¢ I, alors 2" — #. Comme f € C'(IR,IR) il existe a > 0 tel que
v =maxzer, |f'(z)| <1 ( par continuité de f').

On va maintenant montrer que f : I, — I, est strictement contractante, on
pourra alors appliquer le théoreme du point fixe a f|;,, (/o étant fermé), pour
obtenir que (™ — Z ol Z est 'unique point fixe de fira-

Soit = € I, ; montrons d’abord que f(x) € I, : comme f € C1(IR,RR), il
existe § €]z, Z[ tel que |f(z) —z| = [f(z) — f(Z)| = [["(§)llz =] < 7]z — 2| < o,
ce qui prouve que f(x) € I,.

On vérifie alors que f|;, est strictement contractante en remarquant que
pour tous z,y € I, x < y, il existe £ €]z, y[(C I,) tel que |f(x) — f(y)| =
L (Ollz =yl < vz -yl avec y < 1.

On a ainsi montré que z(™ — z si (0 € I,.

Cherchons maintenant la vitesse de convergence de la suite. Supposons que
f'(z) # 0 et 2™ # Z pour tout n € IN. Comme 2"tV = f(z(™) et 7 = f(z),
ona |z —z| = |f(z(™)— f(z)|. Comme f € C*(IR,R), il existe &, €]z(™), 7|
ou |z, z™][, tel que f(z™) — f(z) = £ (&)™ — Z). On a donc

|x(n+1) — 7

T2 7 - |71 (€)] — |f'(®)| car 2™ — Z et f' est continue.
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On a donc une convergence linéaire.

2. Supposons maintenant que f/(z) =0 et f € C*(IR,R). On sait déja par
ce qui précede qu'il existe a > 0 tel que si (9 e I, alors (") —— Z lorsque
n — +00. On veut estimer la vitesse de convergence. On suppose pour cela que
(") #£ Z pour tout n € IN.

Comme f € C?*(R,R), il existe &, €]z, [ tel que f(z™) — f(z) =

F/(@) (@ )+ 3 f(E) (@ ~2)%. On adone : 2+ 7 = L f7(6,) () ~7)?

ce qui entraine que

|x(n+1) _ j| B 1

1
T —z2 §|f”(§n)| — =|f"(z)| quand n — +oo.

2
La convergence est donc quadratique.
|

On étudie dans le paragraphe suivant la méthode de Newton pour la résolution
d’un systeme non linéaire. Donnons 'idée de la méthode de Newton dans le cas
N =1 & partir des résultats de la proposition précédente. Soit g € C3(IR, R) et
Z € IR tel que g(Z) = 0. On cherche une méthode de construction d’une suite
(x(”))n e RY qui converge vers T de maniéere quadratique. On pose

f(z) =2+ h(z)g(x) avec h € C*(IR,IR) tel que h(z) # 0 Vx € R.
on a donc
f(@) = & g(z) = 0.

Si par miracle f/(Z) = 0, la méthode de point fixe sur f va donner (pour
(9 € I, donné par la proposition 2.14) (z(™), e tel que (™ — Z de maniére
au moins quadratique. Oron a f/(z) = 1+h/'(x)g(x)+¢'(z)h(z) et donc f/(Z) =

1
14¢/(Z)h(Z). I suffit donc de prendre h tel que h (7) = )
si g'(z) # 0.

. Ceci est possible

En résumé, si g € C3(IR,IR) est telle que ¢/(Z) # 0 Vo € R et g(Z) =0, on
peut construire, pour z assez proche de z, la fonction f € C?(IR,IR) définie par

Gréce & la proposition 2.14, il existe o > 0 tel que si (9 € I, alors la suite

définie par 2"t = f(2(M) = 2 — gg,((z(;)))) converge vers T de maniére au
moins quadratique.

Remarquons que la construction de la suite de Newton s’écrit encore
(dans le cas N = 1) ¢/(2™) (1) — 2(™) = —g(z(™) ou encore g(z(™) +
g/($(71))(x(n+1) _ iC(n)) =0.

2.2 Meéthode de Newton

On a vu ci-dessus comment se construit la méthode de Newton a partir du
point fixe de monotonie en dimension N = 1. On va maintenant étudier cette
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méthode dans le cas N quelconque. Soient g € CH(IRY, RY) et z € RY tels
que g(z) = 0.

On cherche une méthode de construction d’une suite (z(™), € RY qui
converge vers T de maniere quadratique. L’algorithme de Newton de construc-
tion d’une telle suite s’écrit :

{ z© e RY

Dg(z™)(z(*+D — z() = —g(z(™), ¥n > 0. (2.2.6)

(On rappelle que Dg(z(™)e My(IR) est la matrice représentant la différentielle
de g en (™)

Pour chaque n € IN, il faut donc effectuer les opérations suivantes :
1. Calcul de Dg(z™),
2. Résolution du systeme linéaire Dg(z(™) (21 — (")) = —g(z(™),

Remarque 2.15 Si la fonction g dont on cherche un zéro est linéaire, i.e. si g
est définie par g(x) = Az —b avec A € Mn(R) et b€ RY, alors la méthode de
Newton revient o résoudre le systéme linéaire Az = b. En effet Dg(z™) = A
et donc (2.2.6) s’écrit Az = b,

Pour assurer la convergence et la qualité de la méthode, on va chercher
maintenant & répondre aux questions suivantes :

1. la suite (2(™),, est-elle bien définie? A—t-on Dg(x(™) inversible ?

2. A-t-on convergence (™) — Z quand n + oo ?

3. La convergence est-elle au moins quadratique ?

Théoréme 2.16 (Convergence de la méthode de Newton, I) Soient g €
C2(RY,RY) et z € RN tels que g(z) = 0. On munit RY d’une norme | - |.
On suppose que Dg(Z) est inversible. Alors il existe b > 0, et § > 0 tels que
1. 5i 20 € B(z,b) = {x € RY, ||z — Z|| < b} alors la suite (x(™),en est
bien définie par (2.2.6) et ™) € B(Z,b) pour tout n € IN,
2. si 20 € B(z,b) et si la suite (z()en est définie par (2.2.6) alors
=" = Z quand n — 400,
3. si 20 € B(z,b) et si la suite (2™),ew est définie par (2.2.6) alors
2+ — 7| < Bllz™ — z||? Vn € IN.

Pour démontrer ce théoréeme, on va commencer par démontrer le théoreme
suivant, qui utilise des hypotheses plus faibles mais pas tres faciles a vérifier en
pratique :

Théoréme 2.17 (Convergence de la méthode de Newton, IT)
Soient g € C* (RN, R"Y) et z € RY tels que g(Z) = 0. On munit RY dune
norme ||-|| et Mn(IR) de la norme induite. On suppose que Dg(Z) est inversible.
On suppose de plus qu’il existe a, a1, az € R tels que :

1. six € B(Z,a) alors Dg(x) est inversible et |Dg(x)) || < ay;

2. siz,y € B(Z,a) alors ||g(y) — g(z) — Dg(x)(y — z)|| < aally — z|2.

Alors, si on pose : b= min | a,
a10a2

) >0, B=ajas et si (V) € B(z,b), on a :
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1. (™), e est bien définie par (2.2.6),
2. (") = Z lorsque n — +00,
3. |zt — 2| < Bl|lz™ — z||?> Vn € N,

Démonstration du théoreme 2.17

Soit 2(%) € B(z,b) C B(Z,a) o1 b < a. On va montrer par récurrence sur n
que (™ € B(z,b) ¥n € N (et que (#(™), e est bien définie). L’hypothese de
récurrence est que x(™) est bien défini, et que (™ € B(z,b). On veut montrer
que ("1 est bien défini et ("1 € B(z,b).

Comme b < a, la matrice Dg(z(™) est inversible et z("*1) est donc bien
défini; on a : (D — 2" = Dg(2(™) =1 (—g(z(™)). Pour montrer que z("+1)

B(z,b) on va utiliser le fait que b < .
aipaz

Par hypothese, on sait que si z,y € B(Z,a), on a
lg(y) = g(x) — Dg()(y — )| < azlly — =|*.
Prenons y = 7 et z = (") € B(Z, a) dans 'inégalité ci-dessus. On obtient alors :
lg(@) = g(™) = Dg(x™)(z — 2™)|| < as |z — =%,
Comme g(Z) = 0 et par définition de (™Y on a donc :
IDg(x™) (Y — &) — Dg(a™)(@ — ™) < az||z — 2|2,
et donc
IDg(@™) (@) — 2)|| < as|lz — 2|, (2.2.7)
Or ("D — 7z = [Dg(2™)] =1 (Dg(2™))(z"+1) — Z), et donc
2D — 2| < | Dg(«™) | |Dg(@™) (@Y — z)]|.
En utilisant (2.2.7), les hypotheses 1 et 2 et le fait que (™ € B(Z,b), on a donc

(n+1

2D — Z|| < arag]|z™ — Z||? < ayagb®. (2.2.8)

Or ajasb? < bear b <

. Donc 2"V € B(z,b).
aia9

On a ainsi montré par récurrence que la suite (x("))nelN est bien définie et
que (™ € B(z,b) pour tout n > 0.

Pour montrer la convergence de la suite (ac(”))nem vers I, on repart de
I'inégalité (2.2.8) :

a1a2||gc("+1) —z|| < (a1a2)2||;f — ac(”)||2 = (a1a2||x(") — 5C||)2, Vn € IN,

et donc par récurrence ajasllz™ — Z|| < (arasl|z® — 37:||)2 VYn € IN. Comme
2@ € B(z,b) et b < L, on a (a1az]|2® — 7||) < 1 et done |2 — z] — 0
quand n — +o00.

La convergence est au moins quadratique car l'inégalité (2.2.8) s’écrit :

D) — 2| < Bz — z||* avec B = ayas. .

Démonstration du théoréme 2.16

Soient g € C2(RY,IRY) et Z € IN tels que ¢g(z) = 0. Par hypothese, Dg(Z)
est inversible. Il suffit de démontrer (pour se ramener au théoreme 2.17) qu’il
existe a,a1,az € R tels que
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1. si x € B(%,a) alors Dg(x) est inversible et ||(Dg(z)) ™| < a1,

2. si z,y € B(Z,a) alors ||g(y) — g(x) — Dg(z)(y — 2)|| < az||y — z||*

Remarquons d’abord que Dg(x) = Dg(z) — Dg(z)+ Dg(x) = Dg(z)(Id+S)
ou S = Dg(z)"Y(Dg(z) — Dg(’)) Or si ||S]| < 1, la matrice (Id + S) est
inversible et ||(Id + S)71| < Nous allons donc essayer de majorer ||.S].
Par définition de S, on a :

- HSH

IS < 1Dg(@) || [|Dg(x) — Dg().

Comme g € C?(RY,R"), on a Dg € C'(R", My (IR))); donc par continuité
de Dg, pour tout ¢ € RY, il existe a € R’ tel que si ||z — Z|| < a alors
|Dg(x) — Dg(z)|| < e. En prenant ¢ = W, il existe donc a > 0 tel que si
x € B(Z,a) alors ||[Dg(z) — Dg(z)|| < W, et donc si x € B(Z,a), alors

[I1S] < % On en déduit que si z € B(Z,a) alors Id + S est inversible et donc
que Dg(z) = Dg(z)(Id + S) est inversible (on rappelle que Dg(Z) ebt inversible
par hypothese). De plus, si € B(Z,a) on a : |[(Id+ S) 7| < = IISH < 2et
comme (Id + S)~' = (Dg(z))"'Dg(x), on a ||Dg(z)"'Dg(z)| < 2, et donc
[1Dg ()~ | < [(Dg(@) ~HII|(Dg(x))~* Dg(@)|| < 2[(Dg(@))~"|I-

En résumé, on a donc prouvé existence de a et de a; = 2||Dg(z)~!|| tels que
si @ € B(#,a) alors Dg(z) est inversible et || Dg(z) || < a;. Il reste maintenant
& trouver ag tel que si z,y € B(Z,a) alors ||g(y) — g(x) — Dg(x)(y — z)|| <
az|ly — =||.

Comme g € C2(RY,R"Y), on a donc Dg € C*(RY, My(IR))) (remarquons
que jusqu’a présent on avait utilisé uniquement le caractere C'! de g). On définit
la fonction ¢ € C'(R,IRY) par ¢(t) = g(z + t(y — x)) — g(x) — tDg(z)(y — x).
On a donc ¢(1) = g(y) —g(x) — Dg(z)(y — x) (c’est le terme qu’on veut majorer
en norme) et ¢(0) = 0. On écrit maintenant que ¢ est I'intégrale de sa dérivée :

o(1) — p(0) = / o ()dt = / Dyla + t(y — 2))(y — ) — Dy(a)(y — x)dt.

On a donc

V) = ¢ O] = lgfy) ~ 9(a) — Dgla)(y — o)
/ 1Dg(a+ 1y — )y — ) — Do)y~ )ldh (55

<IIy—ﬂfll/ 1Dg(x + t(y — x)) — Dg(x)||dt.

Pour majorer |Dg(z + t(y — z)) — Dg(z))||, on utilise alors le théoréme des
accroissements finis! (parfois aussi appelé “théoréme de la moyenne”) appliqué
& Dg; de I'inégalité (2.2.9), on tire donc que pour z,y € B(Z,a) et t €]0,1] :

IThéoréme des accroissements finis : Soient E et F des espaces vectoriels normés,
soient h € CY(E,F) et (z,y) € E2. On définit |z,y[= {tz + (1 — t)y,t €]0,1[}. Alors :
12(y) = h(@)| < lly — @l sup.ejay( DR 25, F)-

(On rappelle que si T' € L(E, F) alors ||T||(£(g,F) = SUPsep,||o| z=1 ITZlF|.)
Attention : Si dim F' > 1, on ne peut pas dire, comme c’est le cas en dimension 1, que :3¢ €
Jz,y[ t-q. h(y) — h(z) = Dh(&)(y — =).
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1Dg(+t(y—x))—Dy(x)|| < tly—zl sup [D(Dg) ()l camn My m))-

ceB(z,a
(2.2.10)
Comme D(Dg) = D?g est continue par hypothese, et comme B(Z,a) est
inclus dans un compact, on a

ag = G?BLEI’) )IID(DQ)(C)HL(RN,MN(R)) < Foo.

De plus, t < 1 et on déduit de (2.2.10) que :
[1Dg(x + t(y — ) — Dg(x))|| < aslly — |,

et de l'inégalité (2.2.9) on déduit ensuite que

1
l9(y) — g(x) — Dg(z)(y — =)|| S/O aslly — l|dt ||y — x| = aslly — =|>.

On a donc ainsi démontré que g vérifie les hypotheéses du théoreme 2.17, ce
qui termine la démonstration du théoreme 2.16.

Remarque 2.18 On ne sait pas bien estimer b dans le théoréme 2.16, et ceci
peut poser probleme lors de limplantation numérique : il faut choisir l'itéré

initial ) “suffisamment proche” de T pour avoir convergence.

2.2.1 Variantes de la méthode de Newton

L’avantage majeur de la méthode de Newton par rapport a une méthode de
point fixe par exemple est sa vitesse de convergence d’ordre 2. On peut d’ailleurs
remarquer que lorsque la méthode ne converge pas, par exemple si I'itéré initial
29 n’a pas été choisi “suffisamment proche” de 7, alors la méthode diverge tres
vite. . .

L’inconvénient majeur de la méthode de Newton est son coiit : on doit d'une
part calculer la matrice jacobienne Dg(z(™)) & chaque itération, et d’autre part la
factoriser pour résoudre le systéme linéaire Dg(z(™)(z("+t1) — (")) = —g(z(™).
(On rappelle que pour résoudre un systéme linéaire, il ne faut pas calculer
Iinverse de la matrice, mais plutdt la factoriser sous la forme LU par exemple,
et on calcule ensuite les solutions des systemes avec matrice triangulaires faciles
4 inverser, voir Chapitre 1.) Plusieurs variantes ont été proposées pour tenter
de réduire ce coiit.

“Faux quasi Newton”

Soient g € CY(IRN, IR™) et & € IR tels que g(#) = 0. On cherche & calculer
Z. Si on le fait par la méthode de Newton, I’algorithme s’écrit :

20 e IRN,
Dg(z™)(z*tD) — () = —g(z(™), n>0.

La méthode du “Faux quasi-Newton” (parfois appelée quasi-Newton) consiste
a remplacer le calcul de la matrice jacobienne Dg(x(")) a chaque itération par
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un calcul toutes les “quelques” itérations. On se donne une suite (n;);cN, avec
no = 0 et n;41 > n; Vi € IN, et on calcule la suite (x("))nem de la maniere
suivante :

© ¢ RV
{ v eR (2.2.11)

Dg(z)) (2t — () = —g(z(™) sin; <n < ngyq.

Avec cette méthode, on a moins de calculs et de factorisations de la matrice
jacobienne Dg(x) a effectuer, mais on perd malheureusement la convergence
quadratique : cette méthode n’est donc pas tres utilisée en pratique.

Newton incomplet

On suppose que g s’écrit sous la forme : g(x) = Az + Fi(z) + Fa(z), avec
Ac My(R) et Fy, Fy € CHRY,RY). Lalgorithme de Newton (2.2.6) s’écrit
alors :

z© ¢ RN
(A+DFy (™) + DF,(z2™)) (z("+D) — z(M) =
—Az™ — F (™) — Fy(z(™).

La méthode de Newton incomplet consiste a ne pas tenir compte de la jacobienne
de F2 .

{ z©® e RN

On dit qu’on fait du “Newton sur F;” et du “point fixe sur Fy”. Les avantages
de cette procédure sont les suivants :

— La méthode ne nécessite pas le calcul de DF»(x), donc on peut 'employer
si Fy € C(RN,R")) n’est pas dérivable.

— On peut choisir I} et Fy de maniere a ce que la structure de la matrice
A+ DFy(z(™) soit “meilleure” que celle de la matrice A + DFy(z(™) +
DF,(x(™); si par exemple A est la matrice issue de la discrétisation du
Laplacien, c’est une matrice creuse. On peut vouloir conserver cette struc-
ture et choisir F; et F» de maniére a ce que la matrice A + DF} (x(”)) ait
la méme structure que A.

— Dans certains problemes, on connait a priori les couplages plus ou moins
forts dans les non-linéarités : un couplage est dit fort si la variation
d’une variable entraine une variation forte du terme qui en dépend. Don-
nons un exemple : Soit f de IR? dans R? définie par f(z,y) = (z +
sin(10~%y), exp(x) + y), et considérons le systéme non lindaire f(z,y) =
(a,b)t ot (a,b)t € IR? est donné. Il est naturel de penser que pour ce
systeme, le terme de couplage de la premiere équation en la variable y
sera faible, alors que le couplage de deuxiéme équation en la variable x
sera fort.

On a alors intérét a mettre en oeuvre la méthode de Newton sur la par-
tie “couplage fort” et une méthode de point fixe sur la partie “couplage
faible”.
L’inconvénient majeur est la perte de la convergence quadratique. La méthode
de Newton incomplet est cependant assez souvent employée en pratique en rai-
son des avantages énumérés ci-dessus.
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Remarque 2.19 Si Fy = 0, alors la méthode de Newton incomplet est exacte-
ment la méthode de Newton. Si Fy = 0, la méthode de Newton incomplet s’écrit
Az D) — 2y = — Az — Fy (™), elle sécrit alors Azt = —Fy(x(™),
ou encore ("D = —A"VE, (™) si A inversible. C’est donc dans ce cas la
méthode du point fize sur la fonction —A~1Fy.

Méthode de la sécante

La méthode de la sécante est une variante de la méthode de Newton dans
le cas de la dimension 1 d’espace. On suppose ici N = 1 et g € C'(IR,IR). La
méthode de Newton pour calculer T € IR tel que g(T) = 0 s’écrit :

@ cR
¢ (@)D 20 = —g(a), V>0,
On aimerait simplifier le calcul de g'(z("™), c’est-a-dire remplacer g/(z("™)

par une quantité “proche” sans calculer ¢g’. Pour cela, on remplace la dérivée
par un quotient différentiel. On obtient la méthode de la sécante :

x(0)7 x(l) = R

g(g;(n)) _ g(a:("_l)) . ; §
z(n) — gp(n—1) (x( gl )) = _9(53( )) n > 1.

(2.2.13)

Remarquons que dans la méthode de la sécante, ("t dépend de z(™ et
de ("1 : on a une méthode & deux pas; on a d’ailleurs besoin de deux itérés
initiaux z(® et z(!). L’avantage de cette méthode est qu’elle ne nécessite pas
le calcul de ¢’. L’inconvénient est qu’on perd la convergence quadratique. On
peut toutefois montrer que si g(Z) = 0 et ¢'(Z) # 0, il existe o > 0 tel que si
2 20 € [z — .z + o] = I,,, la suite (z(™),en construite par la méthode de
la sécante (2.2.13) est bien définie, que (z(™),en C I, et que 2™ — Z quand

n — 400. De plus, la convergence est super linéaire, i.e. si (™) # Z pour tout
(n+1) _ 5
T z

n € IN, alors — 0 quand n — 4o00.

z(n) — g

Méthodes de type “Quasi Newton”

On veut généraliser la méthode de la sécante au cas N > 1. Soient donc
g € CYIRYN,RY). Pour éviter de calculer Dg(z(™) dans la méthode de Newton
(2.2.6), on va remplacer Dg(z(™) par B € My (IR) “proche de Dg(x(™)”. En
s’inspirant de la méthode de la sécante en dimension 1, on cherche une matrice
B™ qui, (™ et ("1 étant connus, vérifie la condition :

B™ (x(n) _ x(n—l)) — g(x(”)) _ g(x(”_l)) (2.2.14)

Dans le cas o N = 1, cette condition détermine entierement B(™ : B —
g(z™) — (D
x(") — x("*l)
B 11y a plusieurs facons possibles de choisir B("™ | nous en verrons en parti-
culier dans le cadre des méthodes d’optimisation (voir chapitre 4, dans ce cas la
fonction g est un gradient), nous donnons ici la méthode de Broyden. Celle-ci
consiste & choisir B(™ de la maniére suivante : & (™ et ("~ connus, on pose

. Si N > 1, ceci ne permet pas de déterminer completement
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6 = () (=1 et () = g(2(™)) — g(x(»= V) on suppose BN € My (R)
connue, et on cherche B(™ € My (IR) telle que

BMgn=1) — 4 (n=1) (2.2.15)

(cest la condition (2.2.14), qui ne suffit pas & déterminer B de maniere
unique) et qui vérifie également :

BMe =B Ve ve e RY tel que € L 6™, (2.2.16)

Proposition 2.20 (Existence et unicité de la matrice de Broyden)
Soienty™ € RN, 60" e RN et B" Y € My(IR). Il existe une unique matrice
B™ € My (R) vérifiant (2.2.15) et (2.2.16); la matrice B™ s’exprime en
fonction de y™, §(™ et B("=Y de la maniére suivante :

(n) _ gln—1)g(n)

(n) _ p(n-1) Y
B =BT+

(5t (2.2.17)

Démonstration : L’espace des vecteurs orthogonaux & 6() est de dimension
N — 1. Soit (v1,...,vn_1) une base de cet espace, alors (y1,...,7n_1,0"™) est
une base de RY et si B vérifie (2.2.15) et (2.2.16), les valeurs prises par
I’application linéaire associée & B(™) sur chaque vecteur de base sont connues,
ce qui détermine Papplication linéaire et donc la matrice B("™) de maniére unique.
Soit B(™) définie par (2.2.17), on a :

y() — Bn=1)§(n)
50 50

B g — pn=1)5(n) 4 (8 = 4 (n),

et donc B vérifie (2.2.15). Soit ¢ € RY tel que & L 6, alors & - 60" =
(6(M)te = 0 et donc

(™ — =1 g
5(77,) . 5(77,)

B¢ =pr-De¢ 4 (5(n))t§ =B V¢ ve 1L sM.

L’algorithme de Broyden s’écrit donc :

Initialisation : 2(®), () € RY By € My(R)
Az 2= et B™=1 connus, on pose
Caleul de B = Bn=1) 4 yT_BT 100 (5m)yt

Itération n : résolution de : B (z("+1) — () = —g(z(").

Une fois de plus, 'avantage de cette méthode est de ne pas nécessiter le
calcul de Dg(z), mais 'inconvénient est la perte du caracteére quadratique de la
convergence .
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2.3 Exercices
Exercice 35 (Calcul différentiel)

Corrigé détaillé en page 187 Soit f € C*(RY,R).

1/ Montrer que pour tout z € IR™ | il existe un unique vecteur a(x) € RY
tel que Df(x)(h) = a(z) - h pour tout h € RY.

Montrer que (a(x)); = 0;f(z).

2/ On pose Vf(z) = (01f(x),...,01f(x))t. Soit p I'application définie de
RY dans RY par ¢(z) = Vf(x). Montrer que ¢ € CYIR™ RY) et que
Dy(x)(y) = A(x)y, ot A())i; = 0, f ().

3/ Soit f € C?(IR*,R) la fonction définie par f(x1,x2,x3) = 23 + 2329 +
x5 cos(x3). Donner la définition et Pexpression de Df(z), Vf(z),Df, D?f(z),
Hy(z).

Exercice 36 (Méthode de monotonie)
Suggestions en page 149, corrigé détaillé en page 188

On suppose que f € C*(IR,IR), f(0) = 0 et que f est croissante. On s’intéresse,
pour A > 0, au systeme non linéaire suivant de N équations a N inconnues
(notées uy,...,un) :

(Au); = o, f (wi) + Ab; Vi € {1,...,N},
uw=(up,...,uy) € RV,

ol a; > 0 pour tout ¢ € {1,...,N}, b; > 0 pour tout i € {1,...,N} et
A € Mpy(IR) est une matrice vérifiant

(2.3.18)

uweRY, Au>0=u>0. (2.3.19)

On suppose qu'il existe p > 0 t.q. (2.3.18) ait une solution, notée u™ | pour
A = p. On suppose aussi que u® > 0.

Soit 0 < A < p. On définit la suite (v),eny € RY par v = 0 et, pour
n >0,
(Av™ D) = g F(™) + Ab; Vi € {1,...,N}. (2.3.20)

Montrer que la suite (v(™),cn est bien définie, convergente (dans R™) et
que sa limite, notée u(M), est solution de (2.3.18) (et vérifie 0 < u™ < u(W).

Exercice 37 (Point fixe amélioré)

Soit g € C3(IR,R) et T € IR tels que g(T) = 0 et ¢'(T) # 0.
On se donne ¢ € C1(IR, R) telle que p(T) = T.
On considere 'algorithme suivant :

zo € IR,

ZTpt+1 = h(zy),n > 0.
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1) Montrer qu'il existe o > 0 tel que si zg € [T — a,T + a] = I,, alors la
suite donnée par 'algorithme (1) est bien définie; montrer que z,, — T lorsque
n — 400 (on pourra montrer qu’on peut choisir o de maniere a ce que |h/(x)]| < 1
sizely).

On prend maintenant xg € I, ol « est donné par la question 1.

2) Montrer que la convergence de la suite (2, )nen définie par algorithme
(1) est au moins quadratique.

. Montrer que la convergence de la suite

N =

3) On suppose que ¢'(T) =
(Zn)nemn définie par (1) est au moins cubique, c’est-a-dire qu’il existe ¢ € R 4
tel que

|Xnt1 — F| < clay, —f|3, Vn > 1.

4) Soit B8 € IR tel que g'(x) #0 Va € Ig =]T — 3,7 + 3[; montrer que si

on prend ¢ € C1(IR,R) telle que :

-~ g9(z)
w@)—x—2¢@)

alors la suite définie par l’algorithme (1) converge de maniére cubique.

Sil‘EIﬂ,

Exercice 38 (Nombre d’itérations finis)

Soit F: RY — IR™ une fonction différentiable, strictement convexe (N > 1).
Soit (9 € RY le choix initial (ou itéré 0) dans la méthode de Newton.

Montrer que la méthode de Newton converge en un nombre fini d’opérations
si et seulement si F(z(?)) = 0.

Exercice 39 (Newton et logarithme) Corrigé en page 7?7 page 77

Soit f la fonction de IR’ dans IR définie par f(z) = In(z). Montrer que la
méthode de Newton pour la recherche de T tel que f(ZT) = 0 converge si et
seulement si le choix initial 2(°) est tel que 2(*) €]0, e].

Exercice 40 (Méthode de Newton pour le calcul de ’inverse) Corrigé
en page 190

1
1. Soit @ > 0. On cherche a calculer — par Ialgorithme de Newton.
a

(a) Montrer que I'algorithme de Newton appliqué & une fonction g (dont
% est un zéro) bien choisie s’écrit :
0) g 4
x onné,

(b) Montrer que la suite (2(™),en définie par (6.2.33) vérifie

1 2

— si x(o) G]Oa _[a
lim 2™ = a “ 2
S IR B
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2. On cherche maintenant a calculer 'inverse d’une matrice par la méthode
de Newton. Soit donc A une matrice carrée d’ordre N inversible, dont on
cherche a calculer I'inverse.

(a) Montrer que 'ensemble GLy(IR) des matrices carrées inversibles
d’ordre N (ot N > 1) est un ouvert de l'ensemble My (IR) des
matrices carrées d’ordre V.

(b) Soit T l'application définie de GLy(IR) dans GLy(IR) par T'(B) =
B~1. Montrer que T est dérivable, et que DT(B)H = —B~'HB~.

(c) Ecrire la méthode de Newton pour calculer A~! en cherchant le zéro
de la fonction g de My (IR) dans My (IR) définie par g(B) = B~ —
A. Soit B 1a suite ainsi définie.

(d) Montrer que la suite B("™) définie dans la question précédente vérifie :
Id— AB™Y) = (Id — AB™)2.

En déduire que la suite (B (n))nelN converge vers A~ si et seulement
si p(Id — AB©) < 1.

Exercice 41 (Valeurs propres et méthode de Newton)
Suggestions en page 149, corrigé détaillé en page 192

Soit A € My (IR) une matrice symétrique. Soient A une valeur propre simple
de A et T € RY un vecteur propre associé t.q. T- T = 1. Pour calculer (X, ) on
applique la méthode de Newton au systéme non linéaire (de RN dans R 1)
suivant :

Ax — Az =0,
— (2.3.22)

Montrer que la méthode est localement convergente.

Exercice 42 (Modification de la méthode de Newton)
Suggestions en page 149, corrigé détaillé en page 192

Soient f € CY(RY,RY) et 7 € RY t.q. f(F) = 0. On considere, pour A > 0
donné, la méthode itérative suivante :

— Initialisation : z(® € RY.

— Iterations : pour n > 0,

2D = 50 [Df @) Df (™) + Ad T D (™) f ().

[Noter que, pour A = 0, on retrouve la méthode de Newton.]
1. Montrer que la suite (x("))nem est bien définie.

2. On suppose, dans cette question, que N =1 et que f/(ZT) # 0. Montrer
que la méthode est localement convergente en .

3. On suppose que le rang de D f(T) est égal & N. Montrer que la méthode est
localement convergente en . [Noter que cette question redonne la question
précédente si N = 1.]

Exercice 43 (Convergence de la méthode de Newton si f/(Z) = 0)
Suggestions en page 149, corrigé détaillé en page 194
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Soient f € C?(R,IR) et T € R t.q. f(T) = 0.
1. Rappel du cours. Si f/(Z) # 0, la méthode de Newton est localement

convergente en T et la convergence est au moins d’ordre 2.

2. On suppose maintenant que f'(Z) = 0 et f”’(T) # 0. Montrer que la
méthode de Newton est localement convergente (en excluant le cas z¢g =
Z...) et que la convergence est d’ordre 1. Si on suppose f de classe C3,
donner une modification de la méthode de Newton donnant une conver-
gence au moins d’ordre 2.

Exercice 44 (Variante de la méthode de Newton)
Corrigé détaillé en page 195

Soit f € C'(IR,IR) et z € IR tel que f(z) = 0. Soient zp € R, ¢ € R,
A € IR%.. On suppose que les hypotheses suivantes sont vérifiées :
(i) zel=][xrg—c,x0+],
(i) [f(@o)l < 5%,
(ii)) [f'(2) = F'(W)] < 55, Y(z,y) € I
(iv) |f'(z)] > Vo el

On définit la suite (z(™), e par :

2 =z,

L) _ gy 4@™) (2.3.23)

f'ly)

ol y € I est choisi arbitrairement.

1. Montrer par récurrence que la suite définie par (2.3.23) satisfait ™ eT
pour tout n € IN.
(On pourra remarquer que si x(™ Y est donné par (2.3.23) alors x("+1) —

_ @™ —f@e) _ f(=o) )
() )

2. Montrer que la suite (ac(”))nem définie par (2.3.23) vérifie |a:(”) -7| < 5%
et qu’elle converge vers T de maniéere au moins linéaire.

zo =z —

3. On remplace 'algorithme (2.3.23) par

m(o) = x()’
oy ™) (2.3.24)

7y

ol la suite (y("))nem est une suite donnée d’éléments de I. Montrer que la
suite (z(™), e converge vers Z de maniere au moins linéaire, et que cette
convergence devient super-linéaire si f'(y,) — f'(Z) lorsque n — +oc.

4. On suppose maintenant que N > 1 et que f € C*(R”Y,IR"). La méthode
définie par (2.3.23) ou (2.3.24) peut-elle se généraliser, avec d’éventuelles
modifications des hypotheses, a la dimension N 7

L (n+1)

Exercice 45 (Point fixe et Newton) Corrigé en page (6.2)
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Soit g € C3(IR,IR) et T € IR tels que g(T) = 0 et ¢'(Z) # 0 et soit f € C}(R,R)
telle que f(z) =T.
On considere 'algorithme suivant :

x9 € IR,
(2.3.25)
Tnt1 = h(xy),n > 0.

avec h(z) = — _9@)

g'o f(x))

1. Montrer qu’il existe o > 0 tel que si xg € [T — a, T+ a = I,, alors la suite
donnée par l'algorithme (2.3.25) est bien définie; montrer que z,, — T
lorsque n — +oo (on pourra montrer qu’on peut choisir o de maniére a
ce que |[h(x)| < 1sixel,).

On prend maintenant xg € I, ou a est donné par la question 1.

2. Montrer que la convergence de la suite (z,)nen définie par lalgorithme

(2.3.25) est au moins quadratique.

1
3. On suppose de plus que f est deux fois dérivable et que f'(T) = 7 Mon-

trer que la convergence de la suite (x,,)ney définie par (1) est au moins
cubique, c’est-a-dire qu’il existe ¢ € R4 tel que

|Zni1 — | < ¢z, — T3, Vn > 1.

4. Soit # € R tel que ¢'(x) # 0 Vz € Ig =]T — 3,7 + ([; montrer que si
on prend f € C1(IR,IR) telle que :

Sil‘EIﬂ,

alors la suite définie par Palgorithme (1) converge de maniere cubique.

Exercice 46 (Méthode de Newton)
Suggestions en page 150, corrigé détaillé en page 200

On suppose que f € C?(IR,IR) et que f est croissante. On s’intéresse au
systeéme non linéaire suivant de N équations & N inconnues (notées w1, ..., un) :

(A’LL)Z + ozlf(ul) =b; Vie {1, . ,N},

uw=(uy,...,uy) € RV, (2.3.26)

o A € Mpy(IR) est une matrice symétrique définie positive, «; > 0 pour
tout ¢ € {1,...,N} et b; € IR pour tout ¢ € {1,...,N}.

On admet que (2.3.26) admet au moins une solution (ceci peut étre démontré
mais est difficile).

1. Montrer que (2.3.26) admet une unique solution.

2. Soit u la solution de (2.3.26). Montrer qu'il existe a > 0 t.q. la méthode de

Newton pour approcher la solution de (2.3.26) converge lorsque le point
de départ de la méthode, noté u(®, vérifie |u — u¥| < a.
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Exercice 47 (Méthode de Steffensen)
Suggestions en page 150, corrigé détaillé en page 200

Soient f € C?(R,R) et T € R t.q. f(T) = 0 et f'(T) # 0. On considere la
méthode itérative suivante :

— Initialisation : (® ¢ R,

— Ttérations : pour n > 0, si f(z™ 4 f(z(™)) £ f(z(™),

(n+1) _ ,.(n) _ (f(iv(n)))Q
L) _ T ) T (2.3.27)

et si f(a™ + f(@) = (o), ) = o),

1. Montrer qu’il existe a > 0 tel que si (™ € B(Z, a), alors f(z(™ +
f(xM)) £ f(x™) si 2" # Z. En déduire que si o € B(T,a), alors
toute la suite (z(™),cn vérifie (2.3.27) pourvu que (™ # T pour tout
n € IN.

2. Montrer par des développements de Taylor avec reste intégral qu’ il existe
une fonction a continue sur un voisinage de T telle que si xg € B(T, a),
alors

) — 7 = q(2)(2™ — ), pour tout n € IN tel que =™ #£ 7.
(2.3.28)
3. Montrer que la méthode est localement convergente en T et la convergence
est au moins d’ordre 2.

Exercice 48 (Méthode de Newton-Tchebycheff)

1. Soit f € C3(IR,R) et soit Z € IR tel que Z = f(Z) et f/(z) = f"(z) = 0.
Soit (zy)nen la suite définie par :

zo € R,
{ ot = flan). (PF)

Montrer que la suite converge localement, c’est a dire qu’il existe un voi-
sinage V de 7 tel que si g € V alors x,, — & lorsque n — 4oc0. Montrer
que la vitesse de convergence est au moins cubique (¢’ est a dire qu’ il
existe 8 € Ry tel que |21 — Z| < Blz™ — Z|? si la donnée initiale z¢ est
choisie dans un certain voisinage de ).

2. Soit g € C3(IR,IR), et soit 7 € R tel que g(z) = 0 et ¢’(z) # 0. Pour
une fonction h € C3(IR,IR) & déterminer, on définit f € C*(IR,R) par
f(z) = z+h(z)g(x). Donner une expression de h(Z) et h'(Z) en fonction de
g'(Z) et de ¢’ (Z) telle que la méthode (PF) appliquée & la recherche d’un
point fixe de f converge localement vers T avec une vitesse de convergence
au moins cubique.

3. Soit g € C5(IR,R), et soit € IR tel que g(z) = 0 et ¢'(zZ) # 0. On
considere la modification suivante (due & Tchebychev) de la méthode de

Heen: (1) _ o"(xn)lglen)?
gy g \(Tn)g\Tn
T 1 = Tp — - . *
ST ) T 2P "
Montrer que la méthode () converge localement et que la vitesse de
convergence est au moins cubique.




Chapitre 3

Optimisation

3.1 Définition et rappels de calcul différentiel

3.1.1 Définition des problemes d’optimisation

L’objectif de ce chapitre est de rechercher des minima ou des maxima d’une
fonction f € C(IR™,IR) avec ou sans contrainte. Le probleme d’optimisation
sans contrainte s’écrit :

Trouver z € R tel que : (3.1.1)

f@) < fly), VyeRY. o
Le probleme d’optimisation avec contrainte s’écrit :

Trouver T € Ktel que : (3.1.2)

(@) < fly), VyeK. o

ot K c RN et K #RY
Si Z est solution du probleme (3.1.1), on dit que Z € arg mil\rllf, et si T est
R

solution du probleme (3.1.2), on dit que Z € arg m}}nf.

3.1.2 Rappels et notations de calcul différentiel

Définition 3.1 Soient E et F des espaces vectoriels normés, f une application
de E dans F etz € E. On dit que f est différentiable en x s’il existe T € L(E, F)
(ou L(E,F) est ’ensemble des applications linéaires de E dans F') telle que
flx+h)=f(z)+Th)+||hlle(h) avec e(h) — 0 quand h — 0. L’application T
est alors unique et on note Df(x) =T € L(E, F).

On peut remarquer qu’en dimension infinie, 7' dépend des normes associées
a F et F. Voyons maintenant quelques cas particuliers d’espaces E et F :

Cas ol E=R" et F =IR? Soit f: RY — RP, z € RY et supposons que

f est différentiable en ; alors D f(x) € L(IRY,RP), et il existe A € M, n(IR)

telle que Df(z)(y) = Ay, Yy € RY. On confond alors 'application linéaire
N— ~~

€RP ceRP

(s
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Df(z) € L(RY,IRP) et la matrice A € M, n(IR) qui la représente. On écrit
donc :

SUSPH ST >

0; désignant la dérivée partielle par rapport a la j-eme variable.

Cas ot E =RY, F =R (est un sous-cas du paragraphe précédent, puis-
quon est ici dans le cas p = 1. Soit € RY et f une fonction de E dans F
différentiable en z; on a donc (avec I’abus de notation signalé dans le para-
graphe précédent) D f(x) € M n(IR), et on peut définir le gradient de f en x
par Vf(z) = (Df(z))* € RY. Pour (z,y) € (R")?, on a donc

N o f(x)
Df(x)y:Zajf(x)yj:Vf(x)~y0f1 Vi) = c RN,
jiz on f ()

Cas ou F est un espace de Hilbert et FF = IR On généralise ici le cas
présenté au paragraphe précédent. Soit f : £ — IR différentiable en x € E. Alors
Df(z) € L(E,R) = E', ou E’ désigne le dual topologique de F, c.a.d. ’ensemble
des formes linéaires continues sur E. Par le théoréme de représentation de Riesz,
il existe un unique u € E tel que Df(z)(y) = (u|y)r pour tout y € E, ou (.|.)g
désigne le produit scalaire sur E. On appelle encore gradient de f en x ce vecteur
u. On a doncu=Vf(z) € Eet poury € E, Df(x)(y) = (Vf(2)|y)e.

Différentielle d’ordre 2, matrice hessienne Revenons maintenant au cas
général de deux espaces vectoriels normés E et F', et supposons maintenant que
f € C*(E,F). Le fait que f € C%*(E,F) signifie que Df € CY(E,L(E,F)).
Par définition, on a D2 f(x) € L(E,L(E,F)) et donc pour y € E, D?f(z)(y) €
L(E, F); en particulier, pour z € E, D?f(z)(y)(z) € F.

Considérons maintenant le cas particulier ¥ = RY et F =IR. On a :

feC?(RY R) < [f e CHRY R) et Vf e CHRY,RY)).

Soit g = Vf € CYIRY,RY), et x € RY, alors Dg(x) € My(IR) et on peut
définir la matrice hessienne de f, qu'on note Hy, par : Hy(z) = Dg(x) =
D(Df)(.CC) = (bi,j)i,jzl___]v S MN(R) ou bi,j = 83,],]0(33) ou 6ZJ désigne la
dérivée partielle par rapport a la variable ¢ de la dérivée partielle par rapport
a la variable j. Notons que par définition, Dg(x) est la matrice jacobienne de g
en .

3.2 Optimisation sans contrainte

3.2.1 Définition et condition d’optimalité

Soit f € C(E,IR) et E un espace vectoriel normé. On cherche soit un mini-
mum global de f, c.a.d. :

z € E tel que f(z) < f(y) Yy € E, (3.2.3)
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ou un minimum local, c.a.d. :
Z tel que Ja >0 f(Z) < f(y) Yy € B(Z, ). (3.2.4)

Proposition 3.2 (Condition nécessaire d’optimalité)
Soit E un espace vectoriel normé, et soient f € C(E,R), et T € E tel que f
est différentiable en T. Si T est solution de (3.2.4) alors D f(Z) = 0.

Démonstration Supposons qu'’il existe a > 0 tel que f(z) < f(y) pour tout
y € B(z,«a). Soit z € E\{0}, alors si |¢| < Moy ona 4tz € B(z,a) (ou B(z, o)
désigne la boule ouverte de centre Z et de rayon «) et on a donc f(z) < f(Z+1tz).
Comme f est différentiable en Z, on a :

f(@ +1t2) = f(2) + Df(2)(t2) + [tle-(D),

ol £,(t) — 0 lorsque t — 0. On a donc f(Z) + tDf(Z)(2) + |tle.(t) > f(Z). Et

pour >t >0, o0naDf(Z)(z) +¢e.(t) > 0. En faisant tendre ¢ vers 0, on

a
T
obtient que

Df(z)(z) >0, Vze€ E.

On a aussi Df(Z)(—z) >0 Vz € E, et donc: —Df(z)(z) >0 Vz € E.
On en conclut que
Df(z)=0.

Remarque 3.3 Attention, la proposition précédente donne une condition néces-
saire mais non suffisante. En effet, D f(z) = 0 n’entraine pas que f atteigne un
minimum (ou un maximum) méme local, en T. Prendre par exemple E = IR,
Z =0 et la fonction f définie par : f(z) = z3 pour s’en convaincre.

3.2.2 Résultats d’existence et d’unicité

Théoréme 3.4 (Existence) Soit £ = RY et f: E — IR une application telle
que

(i) f est continue,
(i)  f(x) — 400 quand ||z| — +oo.
Alors il existe T € RY tel que f (@) < f(y) pour tout y € RY.

Démonstration La condition (i7) peut encore s’écrire
VAeR, JRecR;|z|| > R= f(z) > A (3.2.5)
On écrit (3.2.5) avec A = f(0). On obtient alors :
JR € IR tel que ||z > R = f(x) > f(0).
On en déduit que infp~ f = infp, f, ot Bg = {x € R";|z| < R}. Or, Bp est
un compact de R” et f est continue donc il existe Z € B tel que f(@) =infp,f

et donc f(z) = infgw~ f.

Remarque 3.5
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1. Le théoréme est faux si E est de dimension infinie (i.e. si E est espace de
Banach au lieu de E = ]RN), car si E est de dimension infinie, Br n’est
pas compacte.

2. L’hypothése (ii) du théoréme peut étre remplacée par
(i1)’ 3b e RY,3R > 0 tel que ||z| > R = f(x) > f(b).

3. Sous les hypotheses du théoréme il n’y a pas toujours unicité de T méme

dans le cas N = 1, prendre pour s’en convaincre la fonction f définie de
R dans R par f(z) = 2%(z — 1)(x + 1).

Définition 3.6 (Convexité) Soit E un espace vectoriel et f : E — IR. On dit
que [ est conveze si

ftz+(1—t)y) < tf(x)+(1—t)f(y) pour tout (x,y) € E? t.q. x #y et t € [0,1].
On dit que f est strictement convexe si
ftz+(1=t)y) < tf(z)+(1—t)f(y) pour tout (z,y) € E* t.q. x #y et t €)0,1].

Théoréme 3.7 (Condition suffisante d’unicité) Soit E un espace vectoriel
normé et f : E — IR strictement convexe alors il existe au plus un T € E tel

que f(z) < f(y), Vy € E.

Démonstration B

Soit f strictement convexe, supposons qu'’il existe T et € F tels que f(Z) =
f(z) = infrw f. Comme f est strictement convexe, si  #x alors

f(GE+3 ) < 3@+ 5 @) = k],

N =

ce qui est impossible; donc T =x.

Remarque 3.8 Ce théoréme ne donne pas lexistence. Par exemple dans le
cas N =1 la fonction f définie par f(x) = e® n’atteint pas son minimum, car
inlgf =0 et f(x) # 0 pour tout x € IR, et pourtant f est strictement conveze.
R

Par contre, si on réunit les hypothéses des théoremes 3.4 et 3.7, on obtient
le résultat d’existence et unicité suivant :

Théoréme 3.9 (Existence et unicité) Soit E = RY, et soit f : E — IR.
On suppose que :

(i) f continue,
(ii) f(x) — +oo quand [|lz| — +oo,
(iii) f est strictement conveze;

alors il existe un unique & € R™ tel que f(z) = inlgf.
R

Remarque 3.10 Le théoréme reste vrai (voir cours de maitrise) si E est un
espace de Hilbert ; on a besoin dans ce cas pour la partie existence des hypothéses
(1), (ii) et de la convexité de f.
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Proposition 3.11 (1ére caractérisation de la convexité) Soit E un espace
vectoriel normé (sur R) et f € CY(E,R) alors :

1. f conveze si et seulement si f(y) > f(x)+ Df(x)(y —x), pour tout couple
(z,y) € E?,

2. f est strictement conveze si et seulement si f(y) > f(x) + Df(z)(y — z)
pour tout couple (x,y) € E? tel que x # y.

Démonstration

Démonstration de 1.

(=) Supposons que f est convexe : soit (z,y) € E?; on veut montrer que
fy) = f(@)+ Df(x)(y — ). Soit t € [0,1], alors f(ty+ (1 —t)x) < tf(y)+(1—
t)f(x) grace au fait que f est convexe. On a donc :

[l 4ty —x)) = flz) <t(f(y) — f(2)). (3.2.6)

Comme f est différentiable, f(z+t(y —x)) = f(z) + Df(z)(t(y — x)) + te(t) ou
e(t) tend vers 0 lorsque ¢ tend vers 0. Donc en reportant dans (3.2.6),

e(t)+ Df(x)(y —x) < fy) = f(=z), Vt€]O,1].

En faisant tendre ¢ vers 0, on obtient alors :
fy) =2 Df(x)(y —x) + f(a).

(<) Montrons maintenant la réciproque : Soit (z,y) € E?, et t €]0, 1] (pour
t =0ou =1 on n’arien a démontrer). On veut montrer que f(tx + (1 —t)y) <
tf(z)+ (1 —t)f(y). On pose z =tz + (1 — t)y. On a alors par hypothese :

f(y) > f(z) + Df(2)(y — 2),
et f(z) > f(z)+Df(2)(x— 2).

En multipliant la premiere inégalité par 1 — ¢, la deuxieme par t et en les
additionnant, on obtient :

(1=0)f(y) +tf(x) = f(z)+ A -)Df(2)(y —2) +tDf(2)(z - 2)
A=0)f(y) +tf(x) = f(2)+Df()((A =)y —2)+t(z—2)).

Et comme (1 —t)(y —2) +t(x —z) =0, onadonc (1 —t)f(y) +tf(x) > f(z) =
fltx 4+ (1 —t)y).

Démonstration de 2

(=) On suppose que f est strictement convexe, on veut montrer que f(y) >
f(@)+Df(x)(y—x)siy # x. Soit donc (z,y) € E?, x # y. On pose z = %(y—z),
et comme f est convexe, on peut appliquer la partie 1. du théoréme et écrire que
F(a+2) > f(2)+Df(x)(2). Onadone f(x)+ Df(x)(552) < f(££2). Comme f
est strictement convexe, ceci entraine que f(z)+ D f(z)(452) < 1(f(z)+ f(y)),
d’out le résultat.

(<) La méthode de démonstration est la méme que pour le 1.

Proposition 3.12 (Caractérisation des points tels que f(z) = i%ff)

Soit E espace vectoriel normé et f une fonction de E dans IR. On suppose
que f € CH(E,R) et que f est conveze. Soit & € E. Alors :

f(7) = inff & Df(x) = 0.

En particulier si E = R” alors f(Z) = irng(w) < Vf(z)=0.
xrec
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Démonstration
(=) Supposons que f(z) = i%f f alors on sait (voir Proposition 3.2) que

Df(z) =0 (la convexité est inutile).

(<) Si f est convexe et différentiable, d’apres la proposition 3.11, on a :
fly) > f(&)+Df(z)(y—=z) pour tout y € F et comme par hypothese D f(z) = 0,
on en déduit que f(y) > f(z) pour tout y € E. Donc f(z) = infg f.

Proposition 3.13 (2éme caractérisation de la convexité) Soit E = RY
et f € C*(E,R). Soit H¢(x) la hessienne de f au point z, i.e. (Hf(x));; =
97 f(x). Alors
1. f est convexe si et seulement si Hy(x) est symétrique et positive pour tout
x€F (ca.d Hy(x) = Hy(x) et Hy(x)y -y >0 pour tout y € RY)
2. f est strictement convexe si Hy(x) est symétriqgue définie positive pour
tout x € E. (Attention la réciproque est fausse.)

Démonstration

Démonstration de 1.

(=) Soit f convexe, on veut montrer que Hy(z) est symétrique positive. Il
est clair que Hy(x) est symétrique car 8Z2)jf = 8?7if car f est C2. Par définition,
Hi(z) = D(Vf(z)) et Vf € CY RN, RY). Soit (z,y) € E?, comme f est
convexe et de classe C', on a, grace & la proposition 3.11 :

) = f(@) + Vi) (y — ). (3.2.7)
Soit ¢ € C?(IR,R) définie par ¢(t) = f(z + t(y — z)). Alors :

1 1
) — (@) = p(1) — p(0) = / (1)t = [/ (1)t — D]} — / () (t — 1)t

Cest-a dire : f(y) — f(z) = ¢'(0) + [} @"(t)(1 — t)dt. Or ¢/ (t) = V.f(z +t(y —
x)) - (y —x), et

¢"(t) =D(Vf(x+tly—a)(y—=x)-(y—2) = He(x +tly —x))(y —z) - (y — x).

On a donc :
fy)—f(z) =Vf(x)(y—x)+/0 Hy(z+t(y—=))(y—=)-(y—=z)(1-t)dt. (3.2.8)

Les inégalités (3.2.7) et (3.2.8) entrainent : fol Hi(z+tly—a)(y—z) - (y—
z)(1 —t)dt > 0Vz,y € E. On a donc :

1
/ Hei(x+tz)z - 2(1-t)dt >0 Va,Vz € E. (3.2.9)
0
En fixant € E, on éerit (3.2.9) avec z = ey, € > 0, y € R™. On obtient :

1
52/ Hi(zx+tey)y-y(1—t)dt >0 Vz,y € E, Ve >0, et donc :
0

1
/ Hf(x+tey)y-y(1 —t)dt >0 Ve > 0.
0
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Pour (z,y) € E? fixé, Hy(x + tey) tend vers Hy(x) uniformément lorsque
e — 0, pour ¢ € [0,1]. On a donc :

1
1
/ He(x)y -y(1—t)dt >0, ca.d. §Hf(x)y -y > 0.
0

Donc pour tout (z,y) € (RY)2, H¢(z)y -y > 0 donc Hy(x) est positive.

(<) Montrons maintenant la réciproque : On suppose que H ¢(x) est positive
pour tout z € E. On veut démontrer que f est convexe; on va pour cela utiliser
la proposition 3.11 et montrer que : f(y) > f(x) + Vf(x) - (y — z) pour tout
(z,y) € E?. Grace a (3.2.8), on a :

1
F()— f(2) = V() (y— ) + / Hy(e 4ty — 2)(y — 2) - (y — 2)(1 — t)dt.

Or Hf(z + t(y — x))(y — x) - (y — x) > 0 pour tout couple (z,y) € E?, et
1—1¢>0sur[0,1]. On a donc f(y) > f(z) + Vf(x) - (y — z) pour tout couple
(z,y) € E?. La fonction f est donc bien convexe.

Démonstration de 2.

(<) On suppose que Hy(x) est strictement positive pour tout = € E, et
on veut montrer que f est strictement convexe. On va encore utiliser la ca-
ractérisation de la proposition 3.11. Soit donc (x,y) € E? tel que y # z. Alors :

fly) = f(r)+Vf(x)-(y—x)+/O Hy(x+tly—2)ly—=)-(y—=z) (1-1) dt.
>0 si sy #0 si t€]0,1]

Donc f(y) > f(x)+Vf(z)(y—z) six # y, ce qui prouve que f est strictement
convexe. n

Contre-exemple Pour montrer que la réciproque de 2. est fausse, on propose
le contre-exemple suivant : Soit N =1 et f € C*(IR,IR), on a alors H(z) =
f"(x). Si f est la fonction définie par f(x) = 2%, alors f est strictement convexe
car f"(z) = 1222 > 0, mais f”(0) = 0.

Cas d’une fonctionnelle quadratique Soient A € My(IR), b € RY, et
f la fonction de R" dans RY définie par f(z) = 1Az -z —b-z. Alors f €
C®(RY,R). Le calcul du gradient de f et de sa hessienne font I'objet de
I’exercice 50 : on montre que

1
Vi(x)= §(Ax+Atx) —b.
Donc si A est symétrique V f(x) = Az —b. Le calcul de la hessienne de f donne :
1
Hy(z) = D(Vf(2)) = 5(A+ A").
On en déduit que si A est symétrique, H¢(z) = A. On peut montrer en parti-
culier (voir exercice 50) que si A est symétrique définie positive alors il existe

un unique z € RY tel que f(z) < f(x) pour tout z € R™, et que ce Z est aussi
I'unique solution du systeme linéaire Az = b.
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3.2.3 Exercices

Exercice 49 (Convexité et continuité)

Suggestions en page 150.
1. Soit f : IR — IR. On suppose que f est convexe.

(a) Montrer que f est continue.

(b) Montrer que f est localement lipschitzienne.
2. Soit N >1et f: RY — IR. On suppose que f est convexe.

(a) Montrer f est bornée supérieurement sur les bornés (c’est-a-dire :
pour tout R > 0, il existe mp t.q. f(z) < mpg si la norme de = est
inférieure ou égale & R).

(b) Montrer que f est continue.
c) Montrer que f est localement lipschitzienne.
Montrer q t local t lipschitzi
(d) On remplace maintenant RY par F, e.v.n. de dimension finie. Mon-

trer que f est continue et que f est localement lipschitzienne.

3. Soient E un e.v.n. de dimension infinie et f : £ — IR. On suppose que f
est convexe.

(a) On suppose, dans cette question, que f est bornée supérieurement
sur les bornés. Montrer que f est continue.

(b) Donner un exemple d’e.v.n. (noté E) et de fonction convexe f : E —
IR t.q. f soit non continue.

Exercice 50 (Minimisation d’une fonctionnelle quadratique)

Corrigé détaillé en page 203

Soient A € My(R), b € R, et f la fonction de RY dans IR définie par
f(z)=3Az -2 —b-x

1. Montrer que f € C®°(IRY,IR) et calculer le gradient et la matrice hes-

sienne de f en tout point.

2. Montrer que si A est symétrique définie positive alors il existe un unique
z € RY qui minimise f, et que ce T est I'unique solution du systeme linéaire
Axr =b.

3.3 Algorithmes d’optimisation sans contrainte

Soit E = R™ et f € C(E,IR). On suppose qu’il existe Z € E tel que
f(z) = i%f f. On cherche & calculer Z (si f est de classe C'!, on a nécessairement

Vf(Z) = 0). On va donc maintenant développer des algorithmes (ou méthodes
de calcul) du point Z qui réalise le minimum de f.
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3.3.1 Méthodes de descente

Définition 3.14 Soient f € C(E,R) et E=R".

1. Soit x € E, on dit que w € E \ {0} est une direction de descente en x s’il
existe po > 0 tel que

f(@+pw) < f(z) Yp €0, po]

2. Soit x € E, on dit que w € E\ {0} est une direction de descente stricte
en x si il existe pg > 0 tel que

f(@ + pw) < f(z) Yp €]0, po].

3. Une “méthode de descente” pour la recherche de T tel que f(T) = i%ff

consiste & construire une suite (), de la maniére suivante :

(a) Initialisation xo € E ;
(b) Itération n : on suppose xq . ..x, connus (n >0);
1. On cherche w,, direction de descente stricte de x,,

7. On prend Tp41 = Ty + ppwy, avee p, > 0 “bien choisi”.

Proposition 3.15 Soient E = RY, f € CY(E,R), 2 € E et w € E\ {0};
alors

1. si w direction de descente en x alors w-V f(x) <0

2. si Vf(x) # 0 alors w = =V f(x) est une direction de descente stricte en
x.

Démonstration

1. Soit w € E \ {0} une direction de descente en x alors par définition,
Jpo > 0 tel que f(z + pw) < f(w), Vp € [0, pol.

Soit ¢ la fonction de IR dans IR définie par : ¢(p) = f(z + pw). On a
0 € CYHIR,R) et ¢'(p) = Vf(x + pw) - w. Comme w est une direction de
descente, on peut écrire : ¢(p) < ¢(0),Vp € [0, pol, et donc
— (0
Vp €0, po, #lp) — #(0) <0;
en passant & la limite lorsque p tend vers 0, on déduit que ¢’ (0) < 0, c.a.d.
Vi(x) w<O0.

2. Soit w = =V f(z) # 0. On veut montrer qu’il existe pg > 0 tel que si
p €]0, po] alors f(xz + pw) < f(z) ou encore que ¢(p) < »(0) olt ¢ est la
fonction définie en 1 ci-dessus. On a : ¢'(0) = Vf(z) -w = —|V f(z)|*> < 0.
Comme ¢’ est continue, il existe py > 0 tel que si p € [0, po] alors ¢’ (p) <
0. Si p €]0, po] alors p(p) — p(0) = fop ' (t)dt < 0, et on a donc bien
©(p) < ©(0) pour tout p €]0, po], ce qui prouve que w est une direction de
descente stricte en x.

|



86 CHAPITRE 3. OPTIMISATION

Algorithme du gradient & pas fixe Soient f € C'(E,R) et E = R". On
se donne p > 0.

Initialisation : x¢ € F,

Itération n :  x, connu, (n > 0)
Wp = _vf(xn)a
Tpn+1 = Tn + PWn, .

(3.3.10)

Théoréme 3.16 (Convergence du gradient & pas fixe) Soient E = R”
et f € CY(E,IR) On suppose que :

1. 30> 0 tel que (Vf(z) = Vf(y)) (& —y) > allz —y?, Y(z,y) € E?,
2. 3M > 0 tel que |V f(z) = V)|l < M|z —yl, Y(z,y) € E?,
alors :
1. f est strictement conveze,
2. f(z) = +oo quand || — +oo,

3. il existe un et un seul T € E tel que f(Z) = i%ff (conséquence de 1. et 2.),

2
4. 510 < p< VO; alors la suite (xzp)new construite par (3.3.10) converge

vers T lorsque n — 400 .

La démonstration de ce théoreme fait I'objet de I'exercice 51.

Algorithme du gradient a pas optimal L’idée de 'algorithme du gradient
a pas optimal est d’essayer de calculer a chaque itération le parametre qui mi-
nimise la fonction dans la direction de descente donnée par le gradient. Soient
feCYE,R) et E=1R"Y, cet algorithme s’écrit :

Initialisation : zo € RY.
Itération n : T, connu.
On calcule w, = =V f(zy).
On choisit p, > 0 tel que
f(@n + pnwn) < f(an + pwn) Vp > 0.
On pose Tpq1 = Ty + PrWp.

(3.3.11)

Les questions auxquelles on doit répondre pour s’assurer du bien fondé de
ce nouvel algorithme sont les suivantes :

1. Existe-t-il p, tel que f(x, + ppwn) < f(xn + pwy), Vp > 07

2. Comment calcule-t’on py, ?

3. La suite (x,)nen construite par ’algorithme converge—t—elle?

La réponse aux questions 1. et 3. est apportée par le théoreme suivant :

Théoréme 3.17 (Convergence du gradient a pas optimal)
Soit f € CY(IRN,IR) telle que f(x) — +oo quand |x| — +oo. Alors :

1. La suite (zp)nenN est bien définie par (3.3.11). On choisit p, > 0 tel
que f(zn + pnwn) < f(xn + pwy) Vo > 0 (pn existe mais n'est pas
nécessairement unique).
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2. La suite (Tn)new est bornée et si (xn, )keN est une sous suite convergente,
i.e. T, — x lorsque k — +00, on a nécessairement V f(x) = 0. De plus
si f est conveze on a f(x) = injflf

R

3. Si f est strictement convexe on a alors x, — T quand n — 400, avec

/@ = inff

La démonstration de ce théoréme fait ’objet de I'exercice 52. On en donne
ici les idées principales.
1. On utilise ’hypotheése f(z) — +oo quand |z| — 400 pour montrer que la
suite (2, )neN construite par (3.3.11) existe : en effet, & x,, connu,

ler cas : si Vf(z,) =0, alors z,11 = z, et donc z, = z,, ¥p > n,

2¢eme cas : si Vf(z,) # 0, alors w, = Vf(x,) est une direction de
descente stricte.

Dans ce deuxiéme cas, il existe donc pg tel que
f(@n + pwy) < f(zy), Yp €]0, pol. (3.3.12)

De plus, comme w,, # 0, |z, + pw,| — +o0o quand p — +oo et donc
f(xn + pwyp) — +o00 quand p — +oo. Il existe donc M > 0 tel que si
p > M alors f(x, + pwy) > f(x,). On a donc :

B St pun) = 36 (@t pwn).

JdS

Comme [0, M] est compact, il existe p,, € [0, M] tel que f(xy + prwn) =

inf f(xn + pwy). De plus on a grace a (3.3.12) que p,, > 0.
p€[0,M]

2. Le point 2. découle du fait que la suite (f(zn))nen est décroissante, donc
la suite (zp,)nen est bornée (car f(z) — 400 quand |z| — 400). On
montre ensuite que si z,, — « lorsque k — 400 alors Vf(Z) = 0 (ceci est
plus difficile, les étapes sont détaillées dans I'exercice 52).

Reste la question du calcul de p,. Soit ¢ la fonction de IR dans IR définie
par : o(p) = f(zn + pwy). Comme p, > 0 et p(pn) < @(p) pour tout p € R4,
on a nécessairement ¢'(p,) = Vf(z, + prwy) - w, = 0. Considérons le cas
d’une fonctionnelle quadratique, i.e. f(x) = %Aw -z —b-x, A étant une matrice
symétrique définie positive. Alors V f(z,,) = Az, — b, et donc V f(x,, + prwy,) -
wy, = (Azy + ppAw, —b)-w, = 0. On a ainsi dans ce cas une expression explicite
de py, :

(b— Azxy) - wy,

Pn = Aw, - wy,

)

(en effet, Aw, - w, # 0 car A est symétrique définie positive).

Dans le cas d’'une fonction f générale, on n’a pas en général de formule
explicite pour p,. On peut par exemple le calculer en cherchant le zéro de f’
par la méthode de la sécante ou la méthode de Newton. ..

L’algorithme du gradient a pas optimal est donc une méthode de minimisa-
tion dont on a prouvé la convergence. Cependant, cette convergence est lente
(en général linéaire), et de plus, l'algorithme nécessite le calcul du parametre
pn, optimal.
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Algorithme du gradient & pas variable Dans ce nouvel algorithme, on ne
prend pas forcément le parametre optimal pour p, mais on lui permet d’étre
variable d’une itération a ’autre. L’algorithme s’écrit :

Initialisation : x¢ € RY.
Itération : On suppose x,, connu; soit w, = =V f(x,) ot : w, # 0
(si wy, = 0 l'algorithme s’arréte).
On prend p, > 0 tel que f(z, + ppwn) < f(zn).
On pose Tpi1 = Ty + PrWpy.
(3.3.13)

Théoréme 3.18 (Convergence du gradient a pas variable)
Soit f € CYRY,R) une fonction telle que f(x) — +oo quand |z| — +oo,
alors :

1. On peut définir une suite (xn)new par (3.3.13).

2. La suite (Tn)new est bornée. Si x,, — x quand k+ oo et si Vf(zy,) — 0
quand n — +o0o alors V f(x) = 0. Si de plus f est conveze on a f(x) =

i
3. Si Vf(xn) — 0 quand n — +oo et si [ est strictement conveze alors
Ty — T et f(T) :gllgf
Démonstration : Elle est facile a partir de la démonstration du théoreme
précédent : reprendre en 'adaptant ’exercice 52.
3.3.2 Exercices

Exercice 51 (Convergence de ’algorithme du gradient a pas fixe)
Suggestions en page 151, corrigé détaillé en page 20

Soit f € C’l(IRN,IR) (N >1). On suppose que f vérifie :

Ja > 0t.q. (Vf(x) = Vi) (@ —y)>alz—yl? Yo,y e RY, (3.3.14)

IM >0 t.q. |[Vf(z) - Vf(y)| < M|z —vy|, Yo,y € RY. (3.3.15)
1. Montrer que

J) = (@) 2 V(@) (v —2) + Sy — 2, va.y € RV,

2. Montrer que f est strictement convexe et que f(z) — oo quand |z| — oo.
En déduire qu'il existe un et un seul Z € R” t.q. f(Z) < f(z) pour tout
z e RV,

3. Soient p €]0, (2a/M?)[ et o € RY. Montrer que la suite (z,,)nen définie
par Tp41 = T, — pV f(zy) (pour n € IN) converge vers T.

Exercice 52 (Convergence de l’algorithme du gradient a pas optimal)
Suggestions en page 151, corrigé détaillé en page 205
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Soit f € C2(RN,R) t.q. f(z) — oo quand |z| — oo. Soit zp € IRY. On va
démontrer dans cet exercice la convergence de l'algorithme du gradient a pas
optimal.

1. Montrer qu'il existe R > 0 t.q. f(x) > f(zo) pour tout z ¢ Bpg, avec
Br ={z ¢ RY, |z| < R}.

2. Montrer qu’il existe M > 0 t.q. |H(z)y - y| < Mly|? pour tout y € RY
et tout * € Bry1 (H(x) est la matrice hessienne de f au point x, R est
donné & la question 1).

3. (Construction de “la” suite (z,)nen de lalgorithme du gradient a pas
optimal.) On suppose z, connu (n € N). On pose w, = —Vf(z,). Si
w, = 0, on pose T,11 = Tn. Si w, # 0, montrer qu’il existe p > 0 t.q.
flzn+pw,) < f(zn+pwy,) pour tout p > 0. On choisit alors un p,, > 0 t.q.
f@n+prwy) < f(xn+pwy) pour tout p > 0 et on pose Tpt1 = T+ PnWn.
On considere, dans les questions suivantes, la suite (2, )neN ainsi construite.

4. Montrer que (avec R et M donnés aux questions précédentes)

(a) la suite (f(x,))nen est une suite convergente,

(b) z, € Bgr pour tout n € IN,

(©) flantpwn) < f(zn)=plwal*+(p?/2)M|w,|? pour tout p € [0, 1/]wy]].

(d) F@ns) < Fwn) — [wal?/(2M), si [w,] < M.

(&) —f(@nt1) + F(@n) = |wal?/(2]1), avec 7 = sup(M, AY),
M = sup{|Vf(z)|, = € Br}.

5. Montrer que Vf(x,) — 0 (quand n — o00) et qu’il existe une sous suite
(nk)keN t-9. Tn, — 2 quand k — oo et Vf(x) = 0.

6. On suppose qu’il existe un unique 7 € R t.q. V f(Z) = 0. Montrer que
f(@) < f(x) pour tout z € RY et que x,, — T quand n — oo.

Exercice 53 (Fonction non croissante a ’infini)

Suggestions en page 151.

Soient N > 1, f € C?2(R",R) et a € IR. On suppose que A = {z €
RY; f(z) < f(a)} est un ensemble borné de RY et quil existe M € R t.q.
|H(z)y-y| < M|y|? pour tout z, y € RY (ott H(z) désigne la matrice hessienne
de f au point x).

1. Montrer qu'il existe T € A t.q. f(T) = min{f(z), z € R"} (noter qu’il

n’y a pas nécessairement unicité de ).

2. Soit x € A t.q. Vf(z) # 0. On pose T(x) = sup{p > 0; [z, — pV f(z)] C
A}. Montrer que 0 < T(z) < +oo et que [z,z — T'(x)Vf(z)] C A} (ou
[z,2 — T(x)V f(z)] désigne Pensemble {tx + (1 — t)(x — T'(x)Vf(z)),t €
[0,1]}.

3. Pour calculer une valeur appochée de Z (t.q. f(Z) = min{f(z),z € R"}),

on propose l'algorithme suivant :

Initialisation : 2o € A,

Itérations : Soit &k > 0. Si Vf(zx) = 0, on pose xg+1 = xg. Si Vf(xg) #
0, On choisit py, € [0, T(xg)] t-q. f(xr—prV f(zx)) = min{f(zx—pV f(xk)),
0 < p < T(x)} (La fonction T est définie & la question 2) et on pose
Tpy1 = o — pr V[ (2k).
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(a) Montrer que, pour tout xg € A, Palgorithme précédent définit une
suite (zr)kew C A (c’est a dire que, pour zj € A, il existe bien
au moins un élément de [0, T'(xx)], noté p, t.q. f(xr — ppVf(zk) =
min{f(zx — pVf(zk)), 0 < p < T(xp)}).

(b) Montrer que cet algorithme n’est pas nécessairement ’algorithme du
gradient & pas optimal. [on pourra chercher un exemple avec N = 1.]

(¢) Montrer que f(zx) — f(@gt1) > %, pour tout k € IN.

4. On montre maintenant la convergence de la suite (zx)ren construite a la
question précédente.
(a) Montrer qu’il existe une sous suite (zg, JnewN €t © € A t.q. g, — =,
quand n — oo, et Vf(z) =0.

(b) On suppose, dans cette question, qu’il existe un et un seul élément
z € A t.q. Vf(z) = 0. Montrer que =, — z, quand k — oo, et que

f(z) =min{f(z),z € A}.

3.3.3 Algorithmes du gradient conjugué

La méthode du gradient conjugué a été découverte en 1952 par Hestenes
et Steifel pour la minimisation de fonctionnelles quadratiques, c’est-a -dire de
fonctionnelles de la forme

f(a:):%Aa:-x—b-x,

ot A € My(R) est une matrice symétrique définie positive et b € IRY. On
rappelle (voir section (3.2.2) et exercice (50)) que f(Z) = inf f < Az =b.
R

Définition 3.19 (Vecteurs conjugués) Soit A € M y(IR) une matrice symé-
trique définie positive,

1. Deuz vecteurs v et w de R™ \ {0} sont dits A-conjugués si Av - w =
w-Av = 0.

2. Une famille (w®, ... ,w®) de RY \ {0} est dite A-conjuguée si w® -
Aw) =0 pour tout couple (i,7) € {1,...,p}? tel que i # j.

Proposition 3.20 Soit A € My(IR) une matrice symétrique définie positive,

(wD, ..., w?P) une famille de RY, alors :
1. sila famille (w(l), ceey w(p)) est A-conjuguée alors elle est libre ;
2. dans le cas ot p = N, si la famille (w(l), e ,w(N)) est A-conjuguée alors

c’est une base de RY.

Démonstration : Le point 2. est immédiat des qu’on a démontré le point 1.
Supposons donc que (w™, ... w®) est une famille A-conjuguée, i.c. w® # 0,
Viet w®. - Aw@) =0sii #j; soit (@i)i=1,...p C IR, supposons que Zf:_l a;w® =
0,on adone Y- a;w® - Awl) =0 et donc ayw) - Awl) = 0. Or w9 Awl) £
0 car w9 # 0 et A est symétrique définie positive. On en déduit que a; =0
pour j = 1,...,p. La famille (w™, ... w®) est donc libre.
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Proposition 3.21 Soit A € My(IR) une matrice symétrique définie positive,
1
be RN et f une fonction définie de RN dans RY par f(z) = §Ax cx—b-w.

On suppose que la suite (x(™),, est définie par :
Initialisation —x(© ¢ RY
Itération n 2D = () 5w o
1) w™ #£0 est une direction de descente stricte en (™)

2) pn est optimal dans la direction w(™ .

Si la famille (w®, ... w™N=1) est une famille A-conjuguée alors (V) = &

avec AT = b.

Démonstration Soit w("™) direction de descente stricte en (™) et p,, optimal
dans la direction w(™ ; alors p, > 0 et Vf(z("+1) . w0 =0, c’est-a-dire

(Az D —p) . w™ =0 (3.3.16)
On va montrer que

(Az™) —p) . w® =0, ¥pe{0,...,N —1}.
Comme (w(o), e ,w(Nfl)) est une base de R™, on en déduit alors que AzV) =
b, c’est-a-dire (V) = z. Remarquons d’abord grace & (3.3.16) que (Az) — ).
w™ =1 = 0. Soit maintenant p < N —1. On a :

Az —p = ANV 4 oy qw™ ) — b= AeNY —p 4 oy AV,
On a donc en itérant,
Az — b= Az —p 4 oy AwN Y 4 4 pp g AwPTD p > 1

. On en déduit que

N-1
(Az™ —p) . w® = (AzPTD —p) . @) 4 Z (pi Aw; - w®).
J=p+1

Comme les directions w; sont conjuguées, on a donc (Az™) —b)-w® =0 pour
tout p=0...N —1 et donc Az(™) =b. [

Le résultat précédent suggere de rechercher une méthode de minimisation de
la fonction quadratique f selon le principe suivant : Pour z(® ... 2(" connus,
w©® .. w1 connus, on cherche w(™ tel que :

1. w™ soit une direction de descente stricte en z(™,
2. w™ soit A-conjugué avec w®) pour tout p < n.

Si on arrive & trouver w(™ on prend alors z("t1) = (") 4 p (") avec p,, optimal
dans la direction w(™. La propriété précédente donne z(N) = z avec AZ = b.

Définition 3.22 (Méthode du gradient conjugué) Soit A€ My(IR) une
1
matrice symétrique définie positive, b € RN et f(x) = §Ax cx—b- .
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Initialisation
Soit 2 € RN, et soit 70 = b — Az = —Vf(2(0).
1) Sir© =0, alors Az(® = b et donc 20 = z,
auquel cas lalgorithme s’arréte.
2) Si r© £ 0, alors on pose w® =1 et on choisit py optimal
dans la direction w©.
On pose alors (V) = (0 4 paw(®),

Itération 1 <n< N —1:
On suppose O, ..., 2™ et w® . w1 connus et on pose

r(m = p— Az(™),
1) Sir™ =0 on a Az(™ =b donc 2" =z
auquel cas l'algorithme s’arréte.
2) Si r(m) # 0, alors on pose w™ =) 4N =D
avec \p_1 tel que w™ . Aw=1 =0,
et on choisit p, optimal dans la direction w™) ;
On pose alors ") = (") 4 p (™),

(3.3.17)

Théoréme 3.23 Soit A une symétrique définie positive, A € My(IR), b€ RY
1
et f(z) = §Aw-x—b~x alors (3.8.17) définit une suite (x™),—o.. , avecp < N

telle que zN) = T avec Az = b.

Démonstration

Initialisation Si () = 0, alors Az(®) = b et donc 2(¥) = Z auquel cas p = 0.
Si 70 #£ 0, comme w(® =70 =p - Az = —Vf(2(D), w® est une direction
de descente stricte; il existe donc pg qui minimise la fonction ¢ définie de IR
dans IR par o(p) = f(z© + pw®). La valeur de py est obtenue en demandant

7(0) . 4,(0)

Aw(0) . qp(0)°
est donc bien défini. Notons que (V) = Az — b = (O — py Aw©®) et donc
r) (0 = .

que ¢'(p) =0, ce qui donne : pg = L’élément (M) = 20 4 pyaw(©)

Itération n

On suppose x(o), ... ,x(”) et w(o), ... ,w(”) connus, et on pose rm) = p—
Az,

Si (™ =0 alors Az(™ = b et donc (") = Z auquel cas I'algorithme s’arréte
et p=mn.

Si (™ £ 0, on pose w™ = r™ 4 X\, _1w™V . Comme w1 £ 0, on peut
choisir A, tel que w™ - Aw™=D =0, c.a.d. (r™ + X\, 1w V). Aw—1 =0,
en prenant

() . An—1)

_w("_l) . Aw(”_l) ’

/\n—l =

Montrons maintenant que w(™ est une direction de descente stricte en (™.

On a:
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W (VL) = ) hwY) - (V)
= (V) + Amawn) - (T ()

= |V (e™)]? = A0V V(™).

Or w1 ~Vf(a:(")) = 0 car p,_1 est le parametre de descente optimal en
2"~ dans la direction w1, on a donc :

0™ ) = [T =[O > 0

ceci donne que w(™ est une direction de descente stricte en (™) On peut choisir
pn > 0 optimal en (™ dans la direction w(™, et le calcul de p,, (similaire &
celui de I’étape d’initialisation) donne

Pn
On peut donc bien définir ("D = (") 4 p () Remarquons que ce choix de

pn entraine que
rm (=D =0, (3.3.19)

Pour pouvoir appliquer la proposition 3.21, il reste & montrer que la famille
w©® . w™ est A-conjuguée. Ceci est 'objet de la proposition 3.24 qui suit.
Gréce A cette proposition, on obtient que si 7™ #£0,n =0,..., N—1, la famille
(w®, ..., wN=1) est donc A-conjuguée, et w™ est une direction de descente
stricte en (™) pour tout n < N — 1. On en déduit par la proposition 3.21 que
W) =z, ]

Proposition 3.24 Sous les hypothéses et notations de la définition 3.22, soit
neN tel quel <n < N, si @D #£0 pour 0 < q < n, les propriétés suivantes
sont vérifiées :

1. 7 @ =0, Vg =0,...,n—1,

2. Vect(r©®, ... r(™) = Vect(r©®, ..., Anr©),
3. Vect(w©®, ... w™) = Vect(r(®, ... A"r(),
4w - Aw®@ =0, Vg =0,... n—1,

5. @ 20, Yg=0,.... n—1,

ot Vect(w(o), ey w(")) désigne Uespace vectoriel engendré par les vecteurs w(® |
, w™ . En particulier, la famille (w(®, ..., wN=1) est A-conjuguée.
L’espace Vect(r(?), ..., A"r(0)) est appelé espace de Krylov. La démonstration

de cette proposition se fait par récurrence, et nécessite les petits résultats
préliminaires suivants :

Lemme 3.25 Sous les hypotheses et notations de la définition 3.22, on a :

() ()

(M) — (=) (), (3.3.21)
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rm (=D — (3.3.22)
() ()

T pn1) (1)’

An_1 (3.3.23)

Démonstration :
1. Comme p,, est le parametre optimal dans la direction w(, on sait (voir

(3.3.18)) que
() . ()

P = L )
Or par définition, w™ = ) 4 )\n_lw("’l), et donc w™ . p(M) = p(n) . p(n)
Ap—1w™=D (") T ne reste plus & remarquer que w1 . (™ = ( en raison
de Poptimalité de p,—1 (voir (3.3.19)). On en déduit que
B r®) . p(n)
P =) A

2. Par définition, z(™ = 21 4 pn_lw("_l), donc Az = Ag(r—1 4
pn_lAw("_l), ce qui entraine (") = r(n=1) 4 pn_lAw("_l).
3. Par définition, et grace & (3.3.21), on a :
T(n) . 7,(77,—1) — 7ﬁ(n—l) . 7,(77,—1) + pn—lAw(n_l) . 7,(77,—1).
Or w1 = p(r=1) 4\ 1w(2) et donc ("D = =D — X\, ;w2 On
en déduit que
p(0) p(n=1) — p(n=1) ,(n—1) —pn,lAw(”fl) r=1 —pnfl)\nflAw("fl) w(r—2)

Or Aw™= 1 . w(=2) = 0 et par (3.3.20), on a r(»=1) . p(r=1) _ 5 | Ay=1 .
w(nfl) = 0

4. Par définition,

7"(”) . Aw(nfl)
_w(n—l) . Awn—1)°

An—1 =
Or par (3.3.21), on a :
1 1 ,
Aw) = ——(p(n=1) _ (),
Pn—1
On conclut grace a (3.3.22) et (3.3.20). L]

Démonstration de la proposition (3.24)

On démontre les propriétés 1. a 5 par récurrence.

Etudions tout d’abord le cas n = 1. Remarquons que 71 - w(®) = 0 en vertu
de (3.3.19) (on rappelle que cette propriété découle du choix optimal de pg).

On a grace a (3.3.21) :

P = 2O _ g0 4@ = 10 _ 5 4p©)

car w9 =70, On a donc Vect(r®,rM) = Vect(r(®, Ar(0),
De plus, comme w©® =7 et w® =@ £ \;wO® on a

Vect(r®,rW) = Vect(w®, wm).
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On en déduit que 2. et 3. sont vraies pour n = 1.
Enfin, on a bien w™® - Aw® = 0 car w©® et w™ sont conjuguées, et r©) .
r() =0 en vertu de (3.3.22).

On a ainsi montré que les propriétés 1. a 5. sont vérifiées au rang n = 1.
Supposons maintenant que ces propriétés soient vérifiées jusqu'au rang n, et
démontrons qu’elles le sont encore au rang n + 1.

1. En vertu de (3.3.21), et par les hypotheses de récurrence 1. et 4., on a :

(D) (@) = ) (@) 4™ @) = 0, g < — 1.

De plus, (3.3.22) entraine 71 . (™) =0
2. Montrons que Vect(r(®,+( . r+D) = Vect(r© Ar©) . A+D0)),
Pour ce faire, commencgons par remarquer que

r ) e Veet(r®, Ar© ) ACFD2(0)),

En effet, en vertu de (3.3.21), on a : 7+t = (™) — p A" et par hypothese
de récurrence, on a

™ e Vect(r®, Ar® . A" ) et w™ € Vect(r®, Ar©® . A O,

Montrons maintenant que A" € Vect(r(® U r+)) Comme
D)€ Vect(r®, Ar© [ A+ 20)) ] existe une famille (ag)g=0,.. nt1
telle que

n+1
Pt — Z ozkAk ZakA r(0) + anHA"Hr(O).

Or gréce & la propriété 1. on sait que (1) . (@ =0, Yg < n, et donc r(*+1) &
Vect(w® w® .. w™). On a donc a, ;1 # 0, et on peut donc écrire

Ant1p0) — 1 (T(nH) - Z OlkAk’f’(O)) € Vect(?“(o), . .,T(”Jrl))a

Qn 41 =0

par hypothese de récurrence.
3. Montrons maintenant que

Vect(w®, w® .. w ) = Vect(r@, Ar® . A0,
On a: wt) = ¢+ L X 4w Or on vient de montrer que
rnth) ¢ Vect(r(o), Ar©® ,A”“T(O)),

et par hypotheése de récurrence, w™ € Vect(r(®, Ar® ... A7), On a donc
bien w1 € Vect(r(®, Ar©) . An+1-0)),

Montrons que réciproquement, A"t1r(0) € Vect(w©,w® ... w®*tD). On
a montré en 2. que

An+17'(0): n+1) o Ak O)
—— Z ‘
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Or r(*tD) = (1) — X w™ € Vect(w®,w® ... w+D), et
Z ap AR e Veet(r® W L r™) = Veet(w@, w® .. w™),
k=0
par hypothese de récurrence. On en déduit que
A0 e Veet(w@  w® L w™).

4. On veut maintenant montrer que w1 . Aw(® =0, Yq < n. Pour ¢ = n,
cette propriété est vérifiée en raison du choix de w1 (conjuguée avec w™).
Pour ¢ < n, on calcule :

w D L A @ = (D) Ay (@ N\ (™) L A D (3.3.24)
Or w™ . Aw® = 0 pour tout ¢ < n — 1 par hypothese de récurrence. De
plus, toujours par hypothese de récurrence, w(® € Vect(r(©), Ar(©) . A9r0)),
et donc

Aw' D € Vect(r®, Ar©® A0y = Veet(w®, w® .. w@tD),

On a montré en 1. que ("t . w(*) = 0 pour tout k < n, on a donc 1 .
Aw® = 0, et en reportant dans (3.3.24), on obtient donc que w1 . Aw(®) =0
pour tout g < n.

5. 11 reste & montrer que 7t . (@ = 0 pour tout ¢ < n. Pour ¢ = n, on
I’a démontré dans le lemme 3.25. Pour ¢ <n—1,0n a

(D @) = () 3 A @ = () (@) \ A (@),

Or (™ . (9 = 0 par hypothese de récurrence, et Aw(™) - (@) = () . Ap(@) ; or
Arld) ¢ Vect(r(o), o@D et w™ L (F) = 0 pour tout k < n — 1 par hypothese
de récurrence 1. On en déduit que r(+1) . (@) =,

Ceci termine la démonstration de la proposition (3.24).

Remarque 3.26 (Gradient conjugué préconditionné)
r®) . p(n) r@m) L p(n)
m et que pp = m
On peut calculer le nombre d’opérations nécessaires pour calculer T (c.d.d.
pour calculer x™N) | sauf dans le cas miraculeuz ou ™) = T pour n < N) et
montrer (exercice) que :

1. On a vu que Ap_1 =

Nye = 2N? + O(N?)
N3
On rappelle que le nombre d’opérations pour Choleski est — donc la méthode

n’est pas intéressante comme méthode directe car elle demande 12 fois plus
d’opérations que Choleski.

2. On peut alors se demander si la méthode est intéressante comme méthode
itérative, c.a.d. si on peut espérer que =™ soit “proche de T” pour “n < N”.
Malheureusement, si la dimension N du systéme est grande, ceci n’est pas le
cas en raison de l'accumulation des erreurs d’arrondi. Il est méme possible de
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devoir effectuer plus de N itérations pour se rapprocher de T. Cependant, dans
les années 80, des chercheurs se sont rendus compte que ce défaut pouvait étre
corrigé a condition d’utiliser un “préconditionnement”. Donnons par exemple
le principe du préconditionnement dit de “Choleski incomplet”.

On calcule une “approximation” de la matrice de Choleski de A c.a.d. qu’on
cherche L triangulaire inférieure inversible telle que A soit “proche” de LLY, en
un sens a définir. Si on pose y = Ltx, alors le systéme Ax = b peut aussi s ’écrire
L7YA(LY) Yy = L™'b, et le systeme (L*) "'y = x est facile a résoudre car Lt est
triangulaire supérieure. Soit B € My (IR) définie par B = L~ A(L*)~1. Alors

Bt _ ((Lt)fl)tAt(Lfl)t _ LflA(Lt)fl =B
et donc B est symétrique. De plus,
Br-x=L ALY ‘oz = ALY e (LY 2,

et donc Bx-x > 0 si x # 0. La matrice B est donc symétrique définie positive.
On peut donc appliquer Ualgorithme du gradient conjugué a la recherche du
minimum de la fonction f définie par

fly) = lBy-y — L7 y.
2

On en déduit expression de la suite (y(”))nem et donc (x("))nem.

On peut alors montrer que lalgorithme du gradient conjugué préconditionné
ainsi obtenu peut s’écrire directement pour la suite (x(”))nem , de la maniére
suivante :

Itération n On pose (™) = b — Az,

on calcule s solution de LLts™ = r(n),
() . p(n)

o et w™ = s+ A
S .r

s . p(n)
Aw(”) . w(") ’

On pose alors \,,_1 =

Le paramétre optimal p, a pour expression : p, = et on pose

alors "D = () 4 p (™),

Le choix de la matrice L peut se faire par exemple dans le cas d’une matrice
creuse, en effectuant une factorisation “LL!” incompléte, qui consiste a ne rem-
plir que certaines diagonales de la matrice L pendant la factorisation, et laisser
les autres a 0.

On peut généraliser le principe de I'algorithme du gradient conjugué a une
fonction f non quadratique. Pour cela, on reprend le méme algorithme que
(3.3.17), mais on adapte le calcul de A,,—1 et py,.

Itération n :

A @ x™ et w® . w1 connus, on calcule (") = —V f(2(™).

Si (™ = 0 alors Az(™ = b et donc (™ = Z auquel cas I’algorithme s’arréte.

Si r(m) # 0, on pose w® =™ L\ Jw®D on A,y peut étre choisi de
différentes manieres :
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leére méthode (Fletcher—Reeves)

#(n) . ()

Ap—1 = 1) D)
2eme méthode (Polak—Ribiere)

(r(n) — r(nil)) . ',"(n)

T(n—l) . T(n—l)

/\n—l =

On pose alors (1) = (") 1 p (™) o p, est choisi, si possible, optimal
dans la direction w(™.

La démonstration de la convergence de 'algorithme de Polak—Ribiere fait
l'objet de I'exercice 54 page 102.

En résumé, la méthode du gradient conjugué est tres efficace dans le cas
d’une fonction quadratique & condition de l'utiliser avec préconditionnement.
Dans le cas d’une fonction non quadratique, le préconditionnement n’existe pas
et il vaut donc mieux la réserver au cas “N petit”.

3.3.4 Meéthodes de Newton et Quasi—Newton
Soit f € C2(RY,R) et g = Vf € C*(RY,R"). On a dans ce cas :

fla) = int f = gla) =0.

Si de plus f est convexe alors on a g(z) = 0 = f(z) = inf f. Dans ce cas
R

d’équivalence, on peut employer la méthode de Newton pour minimiser f en
appliquant I’algorithme de Newton pour chercher un zéro de ¢ = Vf. On a
D(Vf) = Hy ou Hy(x) est la matrice hessienne de f en z. La méthode de
Newton s’écrit dans ce cas :

Initialisation z(© e RY, 3395
{ Itération n Hy(x™)(x(=D — (M) = v f(z(™). (3.3.25)
Remarque 3.27 La méthode de Newton pour minimiser une fonction f convexe
est une méthode de descente. En effet, si Hy(xy) est inversible, on a gt —
2™ = [Hp(x™M)]7H(=V f(2™)) soit encore 2"V = 2™ + p,w™ ou p, =1
et w™ = [Hp(z™M)]"H(=Vf(@™)). Si f est conveze, H; est une matrice
symétrique positive (déja vu). Comme on suppose Hf(a:(")) inversible par hy-
potheése, la matrice Hf(x(”)) est donc symétrique définie positive.

Donc w™ est alors une direction de descente stricte si w™ # 0 (donc
Vf(x™) #£0). On en déduit que

—w™ -V f(@™M) = [Hp (=) 'V (™) - V™) >0

ce qui est une condition suffisante pour que w™ soit une direction de descente
stricte.

La méthode de Newton est donc une méthode de descente avec w™ =
—Hy(@™)(Vf (™)) et p = 1.
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On peut aussi remarquer, en vertu du théoreme 2.16 page 64, que si f €
C3(MRN,R), si 7 est tel que Vf(z) = 0 et si Hy(z) = D(Vf)(z) est inversible
alors il existe ¢ > 0 tel que si xg € B(Z, ¢), alors la suite (z(™),, est bien définie
par (3.3.25) et (™ — Z lorsque n — +o0. De plus, d’aprés la proposition 2.14,
il existe 3 > 0 tel que |tV — z| < Bz — Z|? pour tout n € IN.

Remarque 3.28 (Sur "implantation numérique) La convergence de la méthode
de Newton est trés rapide, mais nécessite en revanche le calcul de Hy(x), qui
peut s avérer impossible ou trop couteux.

On va maintenant donner des variantes de la méthode de Newton qui évitent le
calcul de la matrice hessienne.

Proposition 3.29 Soient f € CY(RY,R), € R" tel que Vf(x) # 0, et soit
B € Mn(IR) une matrice symétrique définie positive ; alors w = —BV f(x) est
une direction de descente stricte en x.

Démontration On a : w - Vf(z) = —BVf(z) - Vf(z) < 0 car B est
symétrique définie positive et Vf(z) # 0 donc w est une direction de des-
cente stricte en z. En effet, soit ¢ la fonction de IR dans IR définie par ¢(p) =
f(x + pw). Il est clair que ¢ € CH(IR,R), ¢'(p) = Vf(z + pw) - w et ¢'(0) =
Vf(z)-w < 0. Donc Jpg > 0 tel que ¢'(p) < 0 si p €]0, po[. Par le théoreme
des accroissements finis, p(p) < ¢(0) Vp €]0, po[ donc w est une direction de
descente stricte. (]

Méthode de Broyden Une premiere idée pour construire une méthode de
type quasi Newton est de prendre comme direction de descente en z(™) le vec-
teur w™ = —(BM)~Y(Vf(x(™)) ol la matrice B(™ est censée approcher
Hy(x(™) (sans calculer la dérivée seconde de f). On suppose z(™ z("=1) et
B~ connus. Voyons comment on peut déterminer B(™. On peut demander
par exemple que la condition suivante soit satisfaite :

V(™) = Vi) = BMW (g — zn=D), (3.3.26)

Ceci estun systeme a N équations et N x N inconnues, et ne permet donc pas
déterminer entiérement la matrice B(™) si N > 1. Voici un moyen possible pour
déterminer entierement B(™), dii & Broyden. On pose s(® = z(") — z(»=1) on
suppose que s # 0, et on pose y(™ = V(™) — Vf(z,_1). On choisit alors
B™ telle que :

(3.3.27)

B g(n) = y(n)
BMg=RBm Vg vg | s

On a exactement le nombre de conditions qu’il faut avec (3.3.27) pour
déterminer entierement B(™). Ceci suggere la méthode suivante :

Initialisation Soient z(® € RY et B(®) une matrice symétrique définie po-
sitive. On pose w(® = (B)=1(—V f(z(?))); alors w®) est une direction
de descente stricte sauf si Vf(z(?)) = 0.

On pose alors 1) = 20 4+ p(0O) ol p(© est optimal dans la direction
(0)
w(©),
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Itération n On suppose (™, z("~1) et B~ connus, (n > 1), et on calcule
B~V par (3.3.27). On pose w™ = —(BM™)~1(V f(2(™)). On choisit p(™)
optimal en (™) dans la direction w(™ | et on pose z("+1) = 2" 4 p(n)gy(n)

Le probleme avec cet algorithme est que si la matrice est B~ symétrique
définie positive, la matrice B(™ ne Pest pas forcément, et donc w™ n’est pas
forcément une direction de descente stricte. On va donc modifier cet algorithme
dans ce qui suit.

Méthode de BFGS (Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno On cherche
B™ proche de B~ telle que B™ vérifie (3.3.26) et telle que si B~V
est symétrique définie positive alors B(™ est symétrique définie positive. On
munit My (IR) d’une norme induite par un produit scalaire, par exemple si

1/2
A€ My(R) et A = (ai)i ... on prend 4] = (2N a2,) 7 Ma(R)

est alors un espace de Hilbert.
On suppose z(™ | (=1 B(™=1) connus, et on définit
Cn = {B € My(IR)|B symétrique, vérifiant (3.3.26)},

qui est une partie de M (IR) convexe fermée non vide. On choisit alors B(™ =
Pe, B™1 ou P, désigne la projection orthogonale sur C,. La matrice B
ainsi définie existe et est unique; elle est symétrique d’apres le choix de C,,. On
peut aussi montrer que si B"~1) symétrique définie positive alors B(™ T’est
aussi.

Avec un choix convenable de la norme sur My (IR), on obtient le choix
suivant de B si 50" #£ 0 et Vf(z(™) # 0 (sinon I'algorithme s’arréte) :

y(n) (y(n))t B(n—l)s(n)(S(n))tB(n—l)
t

- y(n) - (S("))tB("*l)s(n) (3.3.28)

L’algorithme obtenu est I'algorithme de BFGS (Broyden, Fletcher,...).
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Algorithme de BFGS

Initialisation ~ On choisit 2(®) € RY et
B symétrique définie positive
( par exemple B(®) = Id) et on pose
w® = —BOV ()
si Vf(2(9) # 0, on choisit p(®) optimal
dans la direction w(®, et donc
w(® est une direction de descente stricte.
On pose z(1) = z(0) 4 p(0)4(0),
Itération n A 2™, z(»=1 et B, | connus (n > 1) (3.3.29)
On suppose
s = g —g(n=1) () — 7 f(2) — Vf(zn1)
sis(™ #£0et Vf(z™)#0,
on choisit B(™) vérifiant (3.3.28)
On calcule w(™ = —(BM™)=Y(V f(z™))
(direction de descente stricte en z(™).
On calcule p(™ optimal dans la direction w(™
et on pose 2"t = z(") 4 p(n)gy(n),

On donne ici sans démonstration le théoreme de convergence suivant :

Théoréme 3.30 (Fletcher, 1976) Soit f € C*(RY,R) telle que f(x) —
+00 quand |x| — +o00. On suppose de plus que f est strictement convezxe (donc
il existe un unique T € RY tel que f(Z) = infn f) et on suppose que la matrice
hessienne H¢(Z) est symétrique définie positive.

Alors si (9 € RY et si BO) est symétrique définie positive, l'algorithme
BFGS définit bien une suite z™ et on a ™ — T quand n — +oo

De plus, si ') # Z pour tout n, la convergence est super linéaire i.e.

(nt1) _ 5
m()iiaw — 0 quand n — +oo.
x\") — 1

Pour éviter la résolution d’un systeme linéaire dans BFGS, on peut choisir de
travailler sur (B™)~1 au lieu de B,

Initialisation Soit (9 € RY et K(©) symétrique définie positive

telle que pg soit optimal dans la direction — KOV f(2(?)) = w(©

) = 2O 4 pew(©®

Itération n : A (™, z(»=D K©0=1 connus, n > 1,

on pose s = (M — (=1 () = 7 (M) — Vf(x("V) et KW = P K~V
On calcule w™ = — K™V f(2(™) et on choisit p, optimal dans la direction w(™.
On pose alors z("+1) = z(") 4 p ()

(3.3.30)
Remarquons que le calcul de la projection de P¢, K (n=1) peut s'effectuer avec
la formule (3.3.28) ot on a remplacé B~ par K™D, Malheureusement,
on obtient expérimentalement une convergence nettement moins bonne pour
Palgorithme de quasi-Newton modifié (3.3.30) que pour l’algorithme de BFGS
(3.3.28).
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3.3.5 Résumé sur les méthodes d’optimisation

Faisons le point sur les avantages et inconvénients des méthodes qu’on a vues
sur 'optimisation sans contrainte.
Méthodes de gradient : Ces méthodes nécessitent le calcul de V f(z(™).
Leur convergence est linéaire (donc lente).

1
Méthode de gradient conjugué : Si f est quadratique (c.a.d. f(x) = §Ax-
x —b-x avec A symétrique définie positive), la méthode est excellente si
elle est utilisée avec un préconditionnement (pour N grand). Dans le cas
général, elle n’est efficace que si N n’est pas trop grand.

Méthode de Newton : La convergence de la méthode de Newton est ex-
cellente (convergence localement quadratique) mais nécessite le calcul de
Hy(x™) (et de V£(™)). Si on peut calculer Hy(z(™), cette méthode est
parfaite.

Méthode de quasi Newton : L’avantage de la méthode de quasi Newton
est qu'on ne calcule que Vf(2(™) et pas H;(z(™)). La convergence est
super linéaire. Par rapport & une méthode de gradient o1 on calcule w(™ =
—V (™), 1la méthode BFGS nécessite une résolution de systeme linéaire :
w® = (B)~ =V ().

Quasi—-Newton modifié :

Pour éviter la résolution de systeme linéaire dans BFGS, on peut choisir de
travailler sur (B(™)~! au lieu de B, pour obtenir I'algorithme de quasi
Newton (3.3.30). Cependant, on perd alors en vitesse de convergence.

Comment faire si on ne veut (ou peut) pas calculer Vf(z(™)?

On peut utiliser des “méthodes sans gradient”, c.a.d. qu’on choisit a priori

les directions w(™. Ceci peut se faire soit par un choix déterministe, soit

par un choix stochastique.

Un choix déterministe possible est de calculer (™) en résolvant N problémes
de minimisation en une dimension d’espace. Pour chaque direction ¢ =

1,..., N, on prend w™D) = ¢, on e; est le i-eme vecteur de la base cano-

nique, et pour ¢ = 1,..., N, on cherche 6§ € IR tel que :

f(wgn),xén),...,9,...,955\7)) < f(acgn),xén),...,t,...,gcg\?)),w €RR.

Remarquons que si f est quadratique, on retrouve la méthode de Gauss
Seidel.

3.4 Exercices

Exercice 54 (Méthode de Polak-Ribiére)
Suggestions en page 151, corrigé détaillé en page 208

Dans cet exercice, on démontre la convergence de la méthode de Polak-Ribiere
(méthode de gradient conjugué pour une fonctionnelle non quadratique) sous
des hypotheses “simples” sur f.

Soit f € C2(RY,IR). On suppose quil existe a > 0, f > a t.q. a|y|> <
H(z)y -y < Bly|? pour tout z, y € RY. (H(x) est la matrice hessienne de f au
point x.)
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5.

. montrer que f est strictement convexe, que f(x) — oo quand |z| — oo et

que le spectre VP(H (x)) de H(z) est inclus dans [a, 8] pour tout = € R™Y.

On note Z l'unique point de RY t.q. f(Z) < f(x) pour tout z € RY
(existence et I'unicité de T est donné par la question précédente). On
cherche une approximation de T en utilisant ’algorithme de Polak-Ribiere :
initialisation. 2(®) € RY. On pose ¢(© = —Vf(z(?). Si ¢(® = 0, I'al-
gorithme s’arréte (on a 2(®) = Z). Si ¢g(®© # 0, on pose w(® = ¢(® et
M =20 4+ pow® avec py “optimal” dans la direction w(®).

itération. 2™, w1 connus (n > 1). On pose ¢ = —Vf(2(™). Si
g™ = 0, lalgorithme s’arréte (on a z(™ = Z). Si ¢(™ # 0, on pose
)\n—l — [g(n) . (g(n) — g(n_l))]/[g(n_l) . g(n_l)], w(n) — g(n) + )\n_lw(n_l)
et z(n T = x(n) 4 pnw(”) avec p,, “optimal” dans la direction w,,. (Noter
que p,, existe bien.)

On suppose dans la suite que g™ # 0 pour tout n € IN.

Montrer (par récurrence sur m) que gt L) = 0 et g . g =
g™ - w | pour tout n € IN.

On pose

1
JM = / H(z™ + 0p,w™)db.
0

Montrer que g(n+1) = g(n)+an(n)w(n) et que p, = (—g(n)w(n))/(J(n)w(n)
w™) (pour tout n € IN).

Montrer que |w™| < (1 + 3/a)|g(™| pour tout n € IN. [Utiliser, pour
n > 1, la question précédente et la formule donnant A,_1.]

Montrer que z(™ — Z quand n — co.

Exercice 55 (Algorithme de quasi Newton)
Corrigé détaillé en page 211

Soit A € My (IR) une matrice symétrique définie positive et b € IR™. On pose
f(x) = (1/2)Az -2 —b- 2 pour z € RY. On rappelle que Vf(z) = Az — b.
Pour calculer 7 € RY t.q. f(Z) < f(x) pour tout 2 € R™, on va utiliser un
algorithme de quasi Newton, c’est-a-dire :

initialisation. (9 ¢ R".

itération. (™ connu (n > 0. On pose (D = (W — p KM g(") ayec
g™ = Vf(z™), K™ une matrice symétrique définie positive & déterminer et
pr “optimal” dans la direction w(™ = —K () g(") (Noter que p,, existe bien.)

Partie 1. Calcul de p,. On suppose que g(™ = 0.

1.

Montrer que w(™ est une direction de descente stricte en (™ et calculer
la valeur de p,, (en fonction de K (™ et g(™).

. On suppose que, pour un certain n € IN, on a K™ = (H(2(™))~! (out

H(x) est la matrice hessienne de f en z, on a donc ici H(z) = A pour
tout z € RY). Montrer que p, = 1.

Montrer que la méthode de Newton pour calculer T converge en une
itération (mais nécessite la résolution du systeme linéaire A(z™) — z(0)) =
b— Az, )
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Partie 2. Méthode de Fletcher-Powell. On prend maintenant K (©) = Id et

(n) (g(n))t K (1) () K(n)( (n))t
(n+1) _ ge(n) 4 5 (s™)) B ( y(m)( y
r K s . q(n) Kmy) . ym) , n >0, (3.4.31)

avec S(n) = x(n+1) — x(n) et y(n) = g(n+1) — g(n) = As(n)

On va montrer que cet algorithme converge en au plus N itérations (c’est-
a-dire qu’il existe n < N +1t.q. an41 =T.)

1. Soit n € IN. On suppose, dans cette question, que (@, ..., s("=1) sont des
vecteurs A-conjugués et non-nuls et que K o), .. LK (") sont des matrices
symétriques définies positives t.q. K@) As(® = s i 0 <i < j < n (pour
n = 0 on demande seulement K () symétrique définie positive).

(a) On suppose que g™ # 0. Montrer que s(™) # 0 (cf. Partie I) et que,
pour 7 < n,

sM . As) — 0 = g(n) s — .

Montrer que ¢(™ - () = 0 pour i < n. [On pourra remarquer que
g(i+1) S(l) = g(iJrl) w(l) =0et (g(n) _g(i+1)) S(l) =0 par l’hypothése
de conjugaison de s, ... s(»=D ] En déduire que s(9, ..., s sont
des vecteurs A-conjugués et non-nuls.

(b) Montrer que K™+1) est symétrique.

Montrer que K™t A5 = () i 0 < i < n.

(d) Montrer que, pour tout z € RY, on a

—
o
~

(KM g ) (K Mgy () gy (m)y — () (n) . m)2+ (s . z)?

(n+1) g —
K e Ky -y As(m) - 5(m)

En déduire que K1 est symétrique définie positive. [On rappelle
(inégalité de Cauchy-Schwarz) que, si K est symétrique définie posi-
tive, on a (Kz-y)? < (Kz-z)(Ky-y) et ’égalité a lieu si et seulement
si x et y sont colinéaires.]

sur n, avec la question précédente) que s s(N=1 gont des vecteurs
A-conjugués et non-nuls et que KM As() = 5 s i < N. En déduire que
KWN) = A~ pn =1et N+ = A-1p = 7.

2. On suppose que g™ # 0si 0 < n < N — 1. Montrer (par récurrence

Exercice 56 (Méthode de pénalisation)

Soit f une fonction continue et strictement convexe de RY dans IR, satis-

faisant de plus :
lim f(z) = +o0.
x| —+o00

Soit K un sous ensemble non vide, convexe (c’est a dire tel que V(z,y) € K2, to+
(1—t)y € K, vt €]0,1]), et fermé de IR™. Soit 9 une fonction continue de RY
dans [0, +o0o] telle que ¥(z) = 0 si et seulement si z € K. Pour n € IN, on définit
la fonction f,, par f,(z) = f(z) + nv(z).
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1. Montrer quil existe au moins un élément z, € R tel que fn(ZTn)
inf crw~ fn(z), et qu’il existe un unique élément Tx € K tel que f(Tx) =
infrex f(x).

2. Montrer que pour tout n € IN,

f(jn) < fn(j:n) < f(fUK)

3. En déduire qu’il existe une sous-suite (Z,, )kew et y € K tels que Z,,, — y
lorsque k — +o0.

4. Montrer que y = Zx. En déduire que toute la suite (Z,,)neN converge vers
TK-

5. Déduire de ces questions un algorithme (dit “de pénalisation”) de résolution
du probleme de minimisation suivant :

Trouver T € K;
f(@k) < f(2), Vz € K,

en donnant un exemple de fonction .

3.5 Optimisation sous contraintes

3.5.1 Définitions

Soit E = RY, soit f € C(E,IR), et soit K un sous ensemble de E. On
s’intéresse a la recherche de u € K tel que :

ue K
{ f(a) = i%ff (3.5.32)

Ce probléme est un probleme de minimisation avec contrainte (ou “sous
contrainte” ) au sens ol ’on cherche u qui minimise f en astreignant u a étre dans
K. Voyons quelques exemples de ces contraintes (définies par l’ensemble K),
qu’on va expliciter a l’aide des p fonctions continues, g; € C(E,R)i=1...p.

1. Contraintes égalités. On pose K = {x € E, g;(x) =0i=1...p}. On
verra plus loin que le probleme de minimisation de f peut alors étre résolu
grace au théoréme des multiplicateurs de Lagrange (voir théoreme 3.37).

2. Contraintes inégalités. On pose K = {z € F, g;(x) < 0i=1...,p}.
On verra plus loin que le probleme de minimisation de f peut alors étre
résolu grace au théoreme de Kuhn-Tucker (voir théoréeme 3.41).

— Programmation linéaire. Avec un tel ensemble de contraintes K, si de
plus f est linéaire, c’est-a-dire qu’il existe b € RY tel que f(z) =
b - x, et les fonctions g; sont affines, c’est-a-dire qu’il existe b; € R
et ¢; € IR tels que g;(x) = b; - x + C;, alors on dit qu'on a affaire
un probleme de “programmation linéaire”. Ces problémes sont souvent
résolus numériquement a ’aide de I'algorithme de Dantzig, inventé vers
1950.

— Programmation quadratique. Avec le méme ensemble de contraintes K,
si de plus f est quadratique, c’est-a-dire si f est de la forme f(x) =

§Ax -x—b-x, et les fonctions g; sont affines, alors on dit qu’on a affaire

un probleme de “programmation quadratique”.
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3. Programmation convexe. Dans le cas ou f est convexe et K est convexe,
on dit qu’on a affaire un probleme de “programmation convexe”.

3.5.2 Existence — Unicité — Conditions d’optimalité simple

Théoreme 3.31 (Existence) Soit E=R" et f € C(E,R).

1. St K est un sous-ensemble fermé borné de E, alors il existe T € K tel que
f(@) = i%ff.

2. Si K est un sous-ensemble fermé de FE, et si f est croissante o l'infini,
c’est—a—dire que f(xr) — +oo quand |x| — +oo, alors 3T € K tel que

f(@) = inff

Démonstration

1. Si K est un sous-ensemble fermé borné de E, comme f est continue, elle
atteint ses bornes sur K, d’ou 'existence de Z.

2. Si f est croissante & linfini, alors il existe R > 0 tel que si ||z]] > R

alors f(z) > f(0); donc inf f = inf f, ol Br désigne la boule de centre
K KNBr

0 et de rayon R. L’ensemble K N Br est compact, car intersection d’un
fermé et d’un compact. Donc, par ce qui précede, il existe T € K tel que

1) = inf = s

Théoréme 3.32 (Unicité) Soit E=RY et f € C(E,IR). On suppose que f
est strictement conveze et que K est convexe. Alors il existe au plus un élément
z de K tel que f(Z) = i%ff.

Démonstration B
Supposons que Z et  soient deux solutions du probleme (3.5.32), avec T £z

= 1 1 =
Alors f(32 + 42 x) < §f(5¢) + if(x) = i%ff . On aboutit donc & une
contradiction. n

Des théoremes d’existence 3.31 et d’unicité 3.32 on déduit immédiatement
le théoreme d’existence et d’unicité suivant :

Théoréme 3.33 (Existence et unicité) Soient £ = RY, f € C(E,R"Y)
une fonction strictement convexe et K un sous ensemble convexe fermé de E.
Si K est borné ou si f est croissante a linfini, c¢’est—a—dire si f(x) = +o00 quand
|z]] = 400, alors il existe un unique élément T de K solution du probléeme de
minimisation (3.5.82), i.e. tel que f(T) = i?{ff

Remarque 3.34 On peut remplacer E = RY par E espace de Hilbert de di-
mension infinie dans le dernier théoréme, mais on a besoin dans ce cas de
Uhypothese de convezité de f pour assurer Uexistence de la solution (voir cours
de maitrise).

Proposition 3.35 (Condition simple d’optimalité) Soient E = R”Y, f ¢
C(E,R) etz € K tel que f(z) = iril(ff, On suppose que f est différentiable en T
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1. SizeK alors Vf(z)=0.
2. Si K est conveze, alors Vf(Z)-(x —Z) > 0 pour tout x € K.

Démonstration

1. Si z € K, alors il existe ¢ > 0 tel que B(Z,e) C K et f(z) < f(x)
Va € B(Z,e). Alors on a déja vu (voir preuve de la Proposition 3.2 page
79) que ceci implique V f(Z) = 0.

2. Soit € K. Comme Z réalise le minimum de f sur K, on a: f(T 4+ t(z —
Z)) = f(tz + (1 — t)Z) > f(Z) pour tout ¢ €]0, 1], par convexité de K. On
en déduit que

f(@+tx—1)) - f(T)

; > 0 pour tout ¢ €]0,1].

En passant a la limite lorsque ¢ tend vers 0 dans cette derniere inégalité,
on obtient : Vf(Z) - (z — &) > 0.

3.5.3 Conditions d’optimalité dans le cas de contraintes
égalité
Dans tout ce paragraphe, on considérera les hypotheses et notations sui-
vantes :

feCm®Y R), gic C{RY,R), i=1...p;
K={ucR"Y, giu)=0 Vi=1...p}; (3.5.33)
g:(gl,...,gp)tECI(IRN,IRp)

Remarque 3.36 (Quelques rappels de calcul différentiel)

Comme g € CY(RYN,RP), si u € RY, alors Dg(u) € L(RY,RP), ce qui re-
vient o dire, en confondant Uapplication linéaire Dg(u) avec sa matrice, que
Dg(u) € M, n(R). Par définition, Im(Dg(u)) = {Dg(u)z, z € RN} C RP, et
rang(Dg(u)) = dim(Im(Dg(w))) < p. On rappelle de plus que

99 . 9o
5%1’ ’8xN
Dglwy=1 ... . ... |,
99p .. 99
5%1’ ’8xN

et que rang (Dg(u)) < min(N,p). De plus, si rang (Dg(u)) = p, alors les vec-
teurs (Dg;(u))i=1..p sont linéairement indépendants dans IR™ .

Théoréme 3.37 (Multiplicateurs de Lagrange) Soitu € K tel que f(u) =
i%ff, On suppose que | est différentiable en u et dim(Im(Dg(u)) = p (ou rang
(Dg(u)) = p), alors :
P
il existe (A1,...,2p)" € R? telsqueV f(u) + Z \iVg;(a) = 0.
i=1

(Cette derniére égalité a lieu dans R™)
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Démonstration Pour plus de clarté, donnons d’abord une idée “géométrique”
de la démonstration dans le cas N = 2 et p = 1. On a dans ce cas f € C'(R?IR)
et K = {(x,y) € R? g(x,y) = 0}, et on cherche u € K tel que f(u) = i%ff.

Tragons dans le repere (z,y) la courbe g(z,y) = 0, ainsi que les courbes de ni-
veau de f. Sion se “promene” sur la courbe g(z,y) = 0, en partant du point P,
vers la droite (voir figure 3.1), on rencontre les courbes de niveau successives de
f et on se rend compte sur le dessin que la valeur minimale que prend f sur la
courbe g(z,y) = 0 est atteinte lorsque cette courbe est tangente & la courbe de
niveau de f : sur le dessin, ceci correspond au point P; ou la courbe g(z,y) = 0
est tangente a la courbe f(z,y) = 3. Une fois qu’on a passé ce point de tangence,
on peut remarquer que f augmente.

X o . f@) =5

Fia. 3.1 — Interprétation géométrique des multiplicateurs de Lagrange

On utilise alors le fait que si ¢ est une fonction continument différentiable
de R? dans IR, le gradient de ¢ est orthogonal & toute courbe de niveau de
¢, C'est-a-dire toute courbe de la forme ¢(x,y) = ¢, ot ¢ € R. (En effet, soit
(z(t),y(t)), t € R un paramétrage de la courbe g(x,y) = ¢, en dérivant par
rapport & ¢, on obtient : Vg(x(t),y(t)) - (z'(t),y'(t))* = 0). En appliquant ceci
a f et g, on en déduit qu'au point de tangence entre une courbe de niveau de
f et la courbe g(z,y) = 0, les gradients de f et g sont colinéaires. Et donc si
Vg(u) # 0, il existe A # 0 tel que Vf(u) = AVg(u).
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Passons maintenant a la démonstration rigoureuse du théoreme dans laquelle
on utilise le théoreme des fonctions implicites .

Par hypothese, Dg(a) € L(R”Y,RP) et Im(Dg(@)) = IRP. Donc il existe un
sous espace vectoriel F' de RY de dimension p, tel que Dg() soit bijective de
F dans IR?. En effet, soit (e; ...ep) la base canonique de IR?, alors pour tout
i € {1,...p}, il existe y; € R™ tel que Dg(Z)y; = e;. Soit F le sous espace
engendré par la famille {y;...y,}; on remarque que cette famille est libre, car
si>P_ Ny =0, alors P Ne; =0, et donc A; = 0 pour tout i = 1,...p. On
a ainsi montré l'existence d’un sous espace F' de dimension p telle que Dg(z)
soit bijective (car surjective) de F' dans IRP.

Il existe un sous espace vectoriel G de RY, tel que RY = FPHG. Pour
v € Fetwé€ G, on pose g(w,v) = g(v+w) et f(w,v) = f(v+w). On a donc
feCGxF, R)et ge CHG x F, R). De plus, Dag(v,u) € L(F, RP), et
pour tout z € F, on a Dag(w,v)z = Dg(v + w)z.

Soit (v,w) € F x G tel que @ = 0 + w. Alors Dyg(w,v)z = Dg(a)(z) pour
tout w € F. L’application Dyg(v, % est une bijection de F sur IRP, car, par
définition de F', Dg(@) est bijective de F sur IRP).

On rappelle que K = {u € RY : g(u) = 0} et on définit K = {(w,v) €
G x F, g(w,v) = 0}. Par définition de f et de g, on a

v,ue K
{ F(@,0) < f(u,0) Y(o,u) € K (3.5.34)

D’autre part, le théoréme des fonctions implicites (voir note de bas de page
109) entraine D'existence de ¢ > 0 et v > 0 tels que pour tout w € Bg(w,e)
il existe un unique v € Bp(v,v) tel que g(w,v) = 0. On note v = ¢(w) et on
définit ainsi une application ¢ € CY(Bg(w,¢), Br(v,v)).

On déduit alors de (3.5.34) que :

f(@, ¢(w)) < f(w, p(w)), Yw € Ba(w,e),
et donc
f(a)
En posant ¥(w) = f(w, #(w)), on peut donc écrire
Y(w) = f(w, (w)) < ¢(w), Yw € Bg(w,e).

On a donc, grace a la proposition 3.35,
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Dip(w) = 0. (3.5.35)
Par définition de 1, de f et de g, on a :
Dip(v) = D1 f (0, ¢((0)) + D2 f(v,$(0)) Dg(0).

D’apres le théoreme des fonctions implicites,

D¢(v) = [Dag(v, ¢((0))] "' D1g(v, 6((v)).

IThéoréme des fonctions implicites Soient p et q des entiers naturels, soit h € C'*(IR9 x
RP,IRP), et soient (Z,7) € RYxRP et ¢ € IRP tels que h(Z,y) = c. On suppose que la matrice
de la différentielle D2h(Z,5)(€ Mp(IR)) est inversible. Alors il existe € > 0 et v > 0 tels que
pour tout = € B(Z, ¢), il existe un unique y € B(y,v) tel que h(z,y) = c. on peut ainsi définir
une application ¢ de B(z,¢) dans B(g,v) par ¢(z) = y. On a ¢(Z) = 7, ¢ € C1(IRP,RP) et
Dé(x) = —[Dzh(z, 6(x))] - - Dih(z,6(z)).
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On déduit donc de (3.5.35) que

D1 f(0,6((0))w + [D24(v, ((9))] "' D1g(, ¢((0))w = 0, pour tout w (e G. |
3.5.36
De plus, comme Dag (v, ¢((v))] ' D2g (v, ¢((v)) = Id, on a :

D2 f(5,8((9))2 — D2f (1, ¢((9)) D2g (v, ((2))] ' D2g (v, 6((v)) 2 = 0, vz( € F.7)
3.5.3
Soit z € R, et (z,w) € F x G tel que 2 = z + w. En additionant (3.5.36) et
(3.5.37), et en notant A = — D f (v, ¢((v))D2g(v, #((©))] 1, on obtient :

Df(a)x + ADg(u)x =0,

ce qui donne, en transposant : D f(@)+> +_; \iVgi(a) = 0,avec A = (A1,..., An).
|

Remarque 3.38 (Utilisation pratique du théoréme de Lagrange) Soit f €
CY{RY,R), g = (g1,---,9p)" avec g; € C(RY,R) pour i =1,...,p., et soit
K={ueR"Y, gu)=0, i=1,...,p}

Le probléme qu’on cherche a résoudre est le probléme de minimisation (3.5.32)

qu’on rappelle ici :
{ e K
f(u) =inff

D’aprés le théoréme des multiplicateurs de Lagrange, si @ est solution de
(3.5.32) et Im(Dg(u)) = RP, alors il existe (A1,...,Ap) € RP tel que u est
solution du probléeme

f N~y 090 o .
__(u)—l—;)\l -=0,j=1,...N, (3.5.38)

Oz — Oz
gi(a) =0, i=1,...,p.
Le systéme (3.5.38) est un systéme non linéaire de de (N + p) équations

et & (N + p) inconnues (Z,...,Tn,Ai...N\p). Ce systéme sera résolu par une
méthode de résolution de systéme non linéaire (Newton par exemple).

Remarque 3.39 On vient de montrer que si T solution de (3.5.32) et Im(Dg(Z)) =
R?, alors T solution de (3.5.38). Par contre, si T est solution de (3.5.38), ceci
n’entraine pas que T est solution de (3.5.32).

Des exemples d’application du théoreme des multiplicateurs de Lagrange sont
donnés dans les exercices 58 page 112 et 59 page 112.

3.5.4 Contraintes inégalités

Soit f € C(RN,R) et g; € C*(RYN,IR)i = 1,...,p, on considére maintenant
un ensemble K de la forme : K = {x € RY, gi(x) <0 Vi=1...p}, et on
cherche a résoudre le probleme de minimisation (3.5.32) qui sécrit :

{xeK
f(@) < f(z), Vze K.
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Remarque 3.40 Soit T une solution de (3.5.32) et supposons que g;(Z) < 0,
pour tout i € {1,...,p}. Il existe alors ¢ > 0 tel que si x € B(Z,e) alors
gi(z) <0 pour touti=1,...,p.

On a donc f(z) < f(x) Va € B(Z,e). On est alors ramené a un probléme
de minimisation sans contrainte, et si i f est différentiable en T, on a donc
Vf(z)=0.

On donne maintenant sans démonstration le théoreme de Kuhn-Tiicker qui
donne une caractérisation de la solution du probleme (3.5.32).

Théoréme 3.41 (Kuhn—Tucker) Soit f € C(R”",R), soit g; € C'(R",R),
pouri=1,...,p, et soit K = {z € R, g;(x) <0Vi=1...p}. On suppose qu’il
existe T solution de (3.5.32), et on pose I(Z) = {i € {1,...,p};|9:(Z) = 0}. On
suppose que f est différentiable en T et que la famille (de R™ ) {Vg;(Z),i € 1(Z)}
est libre. . Alors il existe une famille (A\;)ier(z) C Ry telle que

V@) + Y AiVgi(@) =0.

i€l(z)

Remarque 3.42 1. Le théoreme de Kuhn-Tucker s’applique pour des en-
sembles de contrainte de type inégalité. Si on a une contraite de type
égalité, on peut évidemment se ramener o deux contraintes de type inégalité
en remarquant que {h(z) = 0} = {h(z) <)} N{—h(z) < 0}. Cependant, si
on pose g1 = h et go = —h, on remarque que la famille {Vg1(Z), Vga(Z)} =
{Vh(Z), —Vh(Z)} n'est pas libre. On ne peut donc pas appliquer le théoréme
de Kuhn-Tucker sous la forme donnée précédemment dans ce cas (mais
on peut il existe des versions du théoréme de Kuhn-Tucker permettant de
traiter ce cas, voir Bonans-Saguez).

2. Dans la pratique, on a intérét a écrire la conclusion du théoreme de Kuhn-
Tucker (i.e. Uevistence de la famille (X\;);cr(z)) sous la forme du systéme
de N + p équations et 2p inéquations a résoudre suivant :

p
Vf(z)+ Z)\ivm(f) =0,
i=1
Aigi(Z) =0, Vi=1,...,p,
g(@) <0, Vi=1,...,p,
N>0, Yi=1,....p.

i=1...p g(Z)<0 ¢i=1...p
Ai>0

3.5.5 Exercices

Exercice 57 (Sur ’existence et ’unicité) Corrigé en page 214

Etudier existence et I'unicité des solutions du probleme (3.5.32), avec les don-
nées suivantes : £ = R, f : R — IR est définie par f(z) = 22, et pour les
quatre différents ensembles K suivants :

(1)) K={lz[<1}; (i) K
(i) K ={lz|>1}; (v) K

x| =1}

Hx| 1 (3.5.39)
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Exercice 58 (Aire maximale d’un rectangle a4 périmétre donné)
Corrigé en page 215

1. On cherche & maximiser I'aire d’un rectangle de périmetre donné égal a 2.
Montrer que ce probleme peut se formuler comme un probléme de minimisation
de la forme (3.5.32), ot K est de la forme K = {x € R?; g(x) = 0}. On donnera
f et g de maniére explicite.

2. Montrer que le probleme de minimisation ainsi obtenu est équivalent au
probleme ~
T=(7,T) €K
_ - 3.5.40
{ f(‘rlax2)§f(‘r17x2)7 V(l’l,xg)tEK, ( )
ot K = KN [0,1]2, K et f étant obtenus a la question 1. En déduire que le
probleme de minimisation de 'aire admet au moins une solution.
3. Calculer Dg(x) pour x € K et en déduire que si z est solution de (3.5.40)
alors © = (1/2,1/2). En déduire que le probleme (3.5.40) admet une unique
solution donnée par Z = (1/2,1/2).

Exercice 59 (Fonctionnelle quadratique) Suggestions en page 152, cor-
rigé en page 215

1
Soit f une fonction quadratique, i.e. f(z) = §A;v cx—b-z,ou A€ Mpy(IR) est

une matrice symétrique définie positive et b € IRY. On suppose que la contrainte
g est une fonction linéaire de RY dans IR, c’est-a-dire g(z) =d-z —couc€ R
et d € RV, et que d # 0. On pose K = {x € RY, g(x) = 0} et on cherche &
résoudre le probleme de minimisation (3.5.32).

1. Montrer que I’ensemble K est non vide, fermé et convexe. En déduire que
le probleme (3.5.32) admet une unique solution.

2. Montrer que si T est solution de (3.5.32), alors il existe A € IR tel que
y = (%, \)! soit 'unique solution du systeéme :

A d T b
- (3.5.41)
dt 0 A c

Exercice 60 (Utilisation du théoréme de Lagrange)

1. Pour (z,y) € IR?, on pose : f(z,9) = —y, g(z,y) = 2* + y> — 1. Cher-
cher le(s) point(s) ou f atteint son maximum ou son minimum sous la
contrainte g = 0.

2. Soit a = (a,...,an) € RY, a # 0. Pour z = (z1,...,zN) € RY, on
pose : f(x) = SN |z — ail?, g(x) = 32N, |#:]2. Chercher le(s) point(s)
ou f atteint son maximum ou son minimum sous la contrainte g = 1.

3. Soient A € My(R) symétrique, B € My(RR) s.d.p. et b € RY. Pour
v € RY, on pose f(v) = (1/2)Av-v —b-v et g(v) = Bv - v. Peut-on
appliquer le théoreme de Lagrange et quelle condition donne-t-il sur u si
f(u) =min{f(v), v e K} avec K = {v e R"; g(v) =1} ?
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Exercice 61 (Minimisation sans dérivabilité)

Soient A € My (IR) une matrice s.d.p., b € RY, j : RY — R une fonc-

tion continue, convexe, & valeurs positives ou nulles (mais non nécessairement
;. . N .

dérivable, par exemple j(v) = 3., ai|vi], avec a; > 0 pour tout i € {1,..., N}).

Soit U une partie non vide, fermée convexe de IRY. Pour v € R”, on pose

Jw)=(1/2)Av-v—b-v+ j(v).
1. Montrer qu’il existe un et un seul u tel que :

uel, Ju) <J(w), YveU. (3.5.42)

2. Soit u € U, montrer que u est solution de (3.5.42) si et seulement si
(Au—b) - (v —u) + j(v) — j(u) > 0, pour tout v € U.

Exercice 62

Soient f et g : R? — IR, définies par : f(x,y) =y, et g(x,y) = y> —x2. On pose
K = {(z,y) € R* g(z,y) = 0}.
1. Calculer le minimum de f sur K et le point (Z,7) ol ce minimum est
atteint.

2. Existe-t-il A tel que Df(Z,5) = ADg(Z,7y) ?

3. Pourquoi ne peut-on pas appliquer le théoreme des multiplicateurs de
Lagrange?

4. Que trouve-t-on lorsqu’on applique la méthode dite “de Lagrange” pour
trouver (T,7) ?

Exercice 63 (Application simple du théoréme de Kuhn-Tucker) Cor-
rigé en page 216

Soit f la fonction définie de E = IR? dans IR par f(z) = 2% +y? et K = {(x,y) €
R*z 4y > 1}. Justifier 'existence et l'unicité de la solution du probléme
(3.5.32) et appliquer le théoreme de Kuhn-Tucker pour la détermination de
cette solution.

3.6 Algorithmes d’optimisation sous contraintes

3.6.1 Méthodes de gradient avec projection
On rappelle le résultat suivant de projection sur un convexe fermé :

Proposition 3.43 (Projection sur un convexe fermé) Soit E un espace
de Hilbert, muni d’une norme ||.||g induite par un produit scalaire (.,.), et soit
K un convexe fermé non vide de E. Alors, tout x € E, il existe un unique
xo € K tel que |z — x| < ||z — y| pour tout y € K. On note xg = px(x) la
projection orthogonale de x sur K. On a également :

xo = pr(x) si et seulement si (x — xo,z0 —y) >0, Yy e K.

Dans le cadre des algorithmes de minimisation avec contraintes que nous allons
développer maintenant, nous considererons E = RY, f € C'(IR",R) une fonc-
tion convexe, et K fermé convexe non vide. On cherche & calculer une solution
approchée de Z, solution du probleme (3.5.32).
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Algorithme du gradient & pas fixe avec projection sur K (GPFK)
Soit p > 0 donné, on considere ’algorithme suivant :
Algorithme (GPFK)
Initialisation : o € K
Itération :
T, connu Tnt1 = Pr(Tn — pV f(zn))
ou px est la projection sur K définie par la proposition 3.43.

Lemme 3.44 Soit (x,,), construite par Ualgorithme (GPFK). On suppose que
Ty, — x quand n+ oco. Alors x est solution de (3.5.32).

Démonstration :

Soit px : RY — K < RY la projection sur K définie par la proposition
3.43. Alors px est continue. Donc si

Ty — x quand n — +oo alors x = pr(z — pVf(z)) et € K (car x,, € K et
K est fermé).

La caractérisation de px (x — pV f(x)) donnée dans la proposition 3.43 donne
alors :

(x —pVf(z) —x/x—y) > 0 pour tout y € K, et comme p > 0, ceci entraine
(Vf(z)/x—y) pour tout y € K. Or f est convexe donc f(y) > f(x)+Vf(z)(y—
x) pour tout y € K, et donc f(y) > f(x) pour tout y € K, ce qui termine la
démonstration.

Théoréme 3.45 (Convergence de I’algorithme GPFK) Soit f € C'(RY,R),
et K conveze fermé non vide. On suppose que :

1. il existe o > 0 tel que (Vf(z) — Vf(y)lz —y) > alz — y|?, pour tout
(z,y) € RY x RY,
2. il existe M > 0 tel que |V f(x) — Vf(y)| < M|z — y| pour tout (z,y) €
RY x RY,
alors :

1. il existe un unique élément T € K solution de (3.5.32),

2
2. 510 < p< MO;, la suite (xy,) définie par Ualgorithme (GPFK) converge

vers & lorsque n — 400.

Démonstration :

1. La condition 1. donne que f est strictement convexe et que f(z) — +o0
quand |z] — 4o00. Comme K est convexe fermé non vide, il existe donc
un unique Z solution de (3.5.32).

2. On pose, pour z € R h(z) = pr(z—pV f(z)). On a donc z, 1 = h(z,).
Pour montrer que la suite (z,)nen converge, il suffit donc de montrer que
h est strictement contractante des que

2c
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Grace au lemme 3.46 démontré plus loin, on sait que px est contractante. Or h
est définie par :

h(z) = px (h(x)) on h(z) = —pV [(z).

On a déja vu que h est strictement contractante si la condition (3.6.43) est
vérifiée (voir théoreme 3.16 page 86 et exercice 51 page 88), et plus précisément :

|h(x) = h(y)| < (1 = 2ap+ M?p?)|z —y|*.

On en déduit que :

|h(@)=h()I* < [px (M(@)—px (h(y)[* < |h(z)=hy)* < (1-20p+p" M?)|z—y|*.

L’application h est donc strictement contractante des que 0 < % La suite
(zn)nen converge donc bien vers © = &

Lemme 3.46 (Propriété de contraction de la projection orthogonale)
Soit E un espace de Hilbert, K conveze fermé non vide de E et px la projection
orthogonale sur K définie par la proposition 3.43, alors |px(x) — px(y)||lg <
llz — yl|| pour tout (z,y) € E2.

Démonstration Comme E est un espace de Hilbert,

Pk () —pK(y)”?; = (px (z) — pr (Y)lpr (z) — P (Y))-
On a donc

HPK(x) —pK(y)”?s
=@pr@)—z+z—y+y—px@lpx(z) —prx(y))e

= (pr(z) — z|pr () — pr(¥)E + (* — ylpK (*) — pr (V) E + (v — P (Y)IPK (%) — PR (Y)) -
Or (px(z) — zlpr(®) —pr(y)E > 0 et (y — pr(y)Ipx(z) — pr(y))E, d’olt :

Ipk (@) —pxW)lle < (x — ylpr () — P (¥)),

et donc, grace a I'inégalité de Cauchy-Schwarz,

lpx () — px(Wle<|z -yl lpx (z) — P ()] < |z - yll&.

Algorithme du gradient & pas optimal avec projection sur K (GPOK)

L’algorithme du gradient & pas optimal avec projection sur K s’écrit :
Initialisation zg€ K
Itération T, connu
wy, = =V f(z,); calculer p, optimal dans la direction w,,
Tn+1 = PK (xn + pnwn)
La démonstration de convergence de cet algorithme se déduit de celle de
I’algorithme a pas fixe.

Remarque 3.47 On pourrait aussi utiliser un algorithme de type Quasi—Newton
avec projection sur K.
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Les algorithmes de projection sont simples & décrire, mais ils soulevent deux
questions :

1. Comment calcule-t-on pg 7

2. Que faire si K n’est pas convexe?

On peut donner une réponse a la premiere question dans les cas simples :
ler cas On suppose ici que K = CT = {z ¢ RY, = = (z1,...,2,)" z; >
0 Vi}.

SiyeRY y=(ysl...yn)t, on peut montrer (exercice 3.6.3 page 119)
que

(pK(y))i = y:_ = max(yiv 0)7 Vi e {1, AR N}

2eme cas Soit (a;)i=1,..n C RY et (Bi)iz1. .~ C RY tels que a; < §;
pour tout ¢ =1,...,N. Si
K = H [aivﬁi]a
i=1,N

alors

(pK(y))l = max(ai, min(yia ﬁi))? Vi = L. N

Dans le cas d’un convexe K plus “compliqué”, ou dans le cas ou K n’est pas
convexe, on peut utiliser des méthodes de dualité introduites dans le paragraphe
suivant.

3.6.2 Méthodes de dualité

Supposons que les hypotheses suivantes sont vérifiées :

fec (R, R),
gi € C'(RY,R), (3.6.44)
K={zcR"Y, gi(x) <0 i=1,...,p}, et K est non vide.

On définit un probleme “primal” comme étant le probleme de minimisation
d’origine, c’est—a—dire

TeK,
{ f(z) < f(z), pour tout = € K, (3.6.45)

On définit le “lagrangien” comme étant la fonction L définie de RY x IR? dans
IR par :

L(z, ) = f(z) + A~ g(z) = f(x) + > Xigi(®), (3.6.46)
=1

avec g(z) = (g1(x), ..., gp(x))t et A = (A (),..., \p(x))".
On note C* I'ensemble défini par

Ct={AeR”, A= (\1,..., )", \i >0 pour tout i = 1,...,p}.
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Remarque 3.48 Le théoreme de Kuhn-Tucker entraine que si T est solution
du probléme primal (3.6.45) alors il existe A € CT tel que D1L(Z,\) = 0 (c’est—
a~dire Df(Z) +X-Dg(Z) =0) et A- g(x) = 0.

On définit alors Papplication M de IR? dans IR par :

M(X) = inf L(z,\), pour tout A € IR”. (3.6.47)
zeRN
On peut donc remarquer que M () réalise le minimum (en x) du probléme sans
contrainte, qui s’écrit, pour A € IR? fixé :

{me]RN

L(z,\) < L(y, \) pour tout z € R™, (3.6.48)

Lemme 3.49 L’application M de R? dans R définie par (3.6.47) est concave
(ou encore Uapplication -M est conveze), c’est—a—dire que pour tous \, u € RP
et pour tout t €]0,1[ on a M(tA+ (1 —t)pu) > tM(X) + (1 — t)M(u)

Démonstration :
Soit A\, n € RP et ¢ €]0, 1[; on veut montrer que M (¢A+ (1 —¢)u) > tM(N) +

(1— )M (p).
Soit # € R™, alors :

Lz, tA+ (1 =t)p) = fz)+ A+ (1 —1)u)g(x)
tf(z) + (1 =) f(2) + (A + (1 = H)p)g().

On a donc L(z,tA+ (1 —t)pu) = tL(z, \) + (1 — t)L(z, p). Par définition de M,
on en déduit que pour tout z € R™,

L, tA+ (1 — ) > tM(A) + (1 — )M (p)
Or, toujours par définition de M,

MEA+ (1= t)p) = inf L i+ (1= ) > EM ) + (1= )M (1)

On considere maintenant le probleme d’optimisation dit “dual” suivant :

eC™,
{ gﬂu) > M()\) VAecCH. (3.6.49)

Définition 3.50 Soit L : RY x R? — R et (x,p) € RY x Ct. On dit que
(z, 1) est un point selle de L sur RY x C* si

L(z,\) < L(x, 1) < L(y, p) pour tout y € R et pour tout A € CT.

Proposition 3.51 Sous les hypothéses (3.6.44), soit L définie par L(xz,\) =
f(@) + Ag(z) et (z, 1) € RN x CF un point selle de L sur RN x CF.

alors

1. T est solution du probléme (3.6.45),

2. u est solution de (3.6.49),
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3. T est solution du probléme (3.6.48) avec A = p.

On admettra cette proposition.

Réciproquement, on peut montrer que (sous des hypothéses convenables sur
f et g), si p est solution de (3.6.49), et si Z solution de (3.6.48) avec A = p,
alors (Z, u) est un point selle de L, et donc T est solution de (3.6.45).

De ces résultats découle I'idée de base des méthodes de dualité : on cherche
w1 solution de (3.6.49). On obtient ensuite une solution z du probleme (3.6.45),
en cherchant Z comme solution du probleme (3.6.48) avec A = p (qui est un
probléeme de minimisation sans contraintes). La recherche de la solution p du
probleme dual (3.6.49) peut se faire par exemple par I'algorithme tres classique
d’Uzawa, que nous décrivons maintenant.

Algorithme d’Uzawa L’algorithme d’Uzawa consiste a utiliser ’algorithme
du gradient & pas fixe avec projection (qu’on a appelé “GPFK”, voir page 114)
pour résoudre de maniere itérative le probleme dual (3.6.49). On cherche donc
w € CT tel que M(u) > M(X) pour tout A € Ct. On se donne p > 0, et
on note pc+ la projection sur le convexe Ct (voir proposition 3.43 page 113).
L’algorithme (GPFK) pour la recherche de p s’écrit donc :

Initialisation : o € Ct

Itération : Pnt1 = ey (fn + PV M ()

Pour définir completement I'algorithme d’Uzawa, il reste a préciser les points

suivants :

1. Calcul de VM (uy,),
2. calcul de pe+ (M) pour A dans RY.

On peut également s’intéresser aux propriétés de convergence de l'algo-
rithme.

La réponse au point 2 est simple (voir exercice 3.6.3 page 119) : pour A € RY,
on calcule pc, (A) = v avec v = (71,...,7p)" en posant v; = max(0, ;) pour
i=1,...,p, 00 A= (A1,..., \p)"

La réponse au point 1. est une conséquence de la proposition suivante (qu’on
admettra ici) :

Proposition 3.52 Sous les hypothéses (3.6.44), on suppose que pour tout A €
]RN, le probleme (3.6.48) admet une solution unique, notée x et on suppose
que l’application définie de RP dans RY par A\ — z, est différentiable. Alors
M(X) = L(xx, N), M est différentiable en X pour tout \, et VM (X) = g(zy).

En conséquence, pour calculer VM (A), on est ramené & chercher z solution
du probléme de minimisation sans contrainte (3.6.48). On peut dont maintenant
donner le détail de 'itération générale de l'algorithme d’Uzawa :

Itération de ’algorithme d’Uzawa. Soit u,, € CT connu;
1. On cherche #, € RY solution de { ™ € R,
' " L(%n, pin) < L(w, pt), Vo € RY

(On a donc z, = x,,,)
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2. On calcule VM () = g(xy)
3. ﬁnJrl = Hn + pVM(,LLn) = Un + pg(ﬂ?n) = ((ﬁnJrl)l) R (ﬁnJrl);D)t

4. pnt1 = po+ (Fpq1), Cest-a-dire pn1 = ((Bn+1)1, - - - (Hn+1)p)" avec (1) =
max (0, (7,1 1):) pour tout i = 1,...,p.

On a alors le résultat suivant de convergence de ’algorithme :

Proposition 3.53 (Convergence de 1’algorithme d’Uzawa) Sous les hy-
potheéses (3.6.44), on suppose de plus que :

1. il existe o > 0 tel que (Vf(x) — Vf(y)) - (x —y) > alz — y|? pour tout
(x,y) € RY)?,

2. il existe My >0 |Vf(x) — Vf(y)| < M|z —y| pour tout (z,y) € (RY)?,

3. pour tout A € CF, il existe un unique x € RY tel que L(zx, \) < L(x, \)
pour tout z € RY.

2
Alors si 0 < p < M—OZQ, la suite ((xn, i), € RY x C* donnée par l'algo-
f
rithme d’Uzawa vérifie :
1. ©, = T quand n — +00, ot T est la solution du probléeme (3.6.45),
2. (fn)new est bornée.
Remarque 3.54 (Sur ’algorithme d’Uzawa)

1. L’algorithme est trés efficace si les contraintes sont affines : (i.e. si g;(x) =
o -x~+ B pour touti=1,...,p, avec a; € RN et f; eR).

2. Pour avoir Uhypothése 3 du théoréme, il suffit que les fonctions g; soient
convezes. (On a dans ce cas existence et unicité de la solution xzx du
probléeme (3.6.48) et existence et unicité de la solution T du probléme

(3.6.45).)

3.6.3 Exercices

Exercice 64 (Exemple d’opérateur de projection)

Correction en page 216
1.Soit K =Ct ={z e R", == (z1,...,2,)", 2, >0, Vi=1,...,N}.

(a) Montrer que K est un convexe fermé non vide.
(b) Montrer que pour tout y € IR™, on a : (px(y)); = max(y;,0).

2. Soit (041')1':1,___7]\/ C ]RN et (ﬂi)izl ,,,,, N C IRN tels que oy < ﬁz pour tout
i=1,...,N.Soit K ={z=(z1,...,on5)50; < Biyi=1,...,N}.

1. Montrer que K est un convexe fermé non vide.

2. Soit pg 'opérateur de projection définie a la proposition 3.43 page 113.
Montrer que pour tout y € R, on a :

(pk (y))i = max(y, min(y;, 3;)), Vi=1,...,N
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Exercice 65 (Convergence de ’algorithme d’UZAWA)

Soient N, p € IN*. Soit f € CY(IRY,R) (N > 1) t.q.

3a >0, (Vf(2) = VI(y) - (z—y) > ale —yl*, Yo,y e RY.

Soit C' € M, n(IR) (C est donc une matrice, & éléments réels, ayant p lignes
et N colonnes) et d € RP. On note D = {z € RY, Cz < d} et C* = {u € R?,
u > 0}.

On suppose D # ) et on s’intéresse au probléme suivant :

zeD, f(x) < fly), VyeD. (3.6.50)

1. Montrer que f(y) > f(z)+Vf(2)-(y—=z)+ |z —y|* pour tout z,y € R™.

2. Montrer que f est strictement convexe et que f(z) — oo quand |z| — oo.
En déduire qu’il existe une et une seule solution au probleme (3.6.50).
Dans la suite, on note Z cette solution.

Pour u € R? et 2 € RY, on pose L(z,u) = f(z) +u- (Cx —d).

3. Soit u € IRP (dans cette question, u est fixé). Montrer que 'application
& — L(x,u) est strictement convexe (de RY dans IR) et que L(x, u) — co
quand |z| — oo [Utiliser la question 1]. En déduire qu'’il existe une et une
seule solution au probleme suivant :

reRY, L(z,u) < L(y,u), Vy € RV, (3.6.51)

Dans la suite, on note x,, cette solution. Montrer que x,, est aussi I'unique
dlément de RY t.q. Vf(z,) + Ctu = 0.

4. On admet que le théoreme de Kuhn-Tucker s’applique ici (cf. cours). Il
existe donc w € C* t.q. Vf(ZT)+C'"u =0 et w- (CT — d) = 0. Montrer que
(Z,7) est un point selle de L sur R x C*, c’est-a-dire :

L(z,v) < L(z,7) < L(y,w), Y(y,v) e RY x C*. (3.6.52)

Pour u € IRP, on pose M (u) = L(x,,u) (de sorte que M (u) = inf{L(z, u),
T € IRN}). On considere alors le probleme suivant :

ueCt, M(u)> M), YoeCT. (3.6.53)

5. Soit (z,u) € RY xC* un point selle de L sur R xC+ (c’est-a-dire L(z,v) <

L(z,u) < L(y, u), pour tout (y,v) € RY x C*). Montrer que z =T = x,
(on rappelle que T est I'unique solution de (3.6.50) et x, est I'unique
solution de (3.6.51)) et que u est solution de (3.6.53). [On pourra com-
mencer par montrer, en utilisant la premiere inégalité, que x € D et
u-(Cx—d)=0]
Montrer que V f(Z) + C'u = 0 et que u = P+ (u+ p(CT — d)), pour tout
p > 0, ou Pp+ désigne l'opérateur de projection orthogonale sur C*. [on
rappelle quesiv € RP et w € CT,onaw = Peyv <= ((v—w)-(w—2) >0,
VzeCTh).]

6. Déduire des questions 2, 4 et 5 que le probleme (3.6.53) admet au moins
une solution.
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7. Montrer que 'algorithme du gradient a pas fixe avec projection pour trou-
ver la solution de (3.6.53) s’écrit (on désigne par p > 0 le pas de 'algo-
rithme) :

Initialisation. ug € Ct.

Itérations. Pour u; € CT connu (k > 0). On calcule ) € RY t.q.
V f(x) + Ctuy, = 0 (montrer qu'un tel z, existe et est unique) et on pose
Up+1 = Pe+ (uk + p(CfL‘k - d))

Dans la suite, on s’intéresse & la convergence de la suite (2, ug)genw donnée
par cet algorithme.

8. Soit p t.q. 0 < p < 2a/||C||? avec ||C|| = sup{|Cz|, z € RN t.q. |z|] =
1}. Soit (z,@) € R x C* un point selle de L sur RY x C* (c’est-a-
dire vérifiant (3.6.52)) et (zx,ur)ken la suite donnée par l'algorithme de
la question précédente. Montrer que

ks =% < Jug —T* = p2a — pl|C||*) ek — F*, VE € RY.

En déduire que zx — T quand k — oo.

Montrer que la suite (ug)renw est bornée et que, si @ est une valeur
d’adhérence de la suite (uy)rew, on a Vf(Z) + C'a = 0. En déduire que,
si rang(C)=p, on a ur, — T quand k — 0o et que T est 'unique élément
de Ct t.q. Vf(Z) + C'u = 0.
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Chapitre 4

Equations différentielles

4.1 Introduction

On s’intéresse ici a la résolution numérique d’équations différentielles avec
conditions initiales (ou probleme de Cauchy) :

{ 2(t) = fla(t),t) t >0, (4.1.1)

ou f est une fonction de RY xR & valeurs dans R”Y ,avec N > 1. L’inconnue est
la fonction 2 de R dans R” . Souvent, ¢ représente le temps, et on cherche donc
 fonction de IR 1. & valeurs dans IR™Y. On a donc affaire & un systéme différentiel
d’ordre 1. De nombreux exemples de problemes s’écrivent sous cette forme. Ci-
tons entre autres les lois qui régissent la cinétique d’un ensemble de réactions chi-
miques, ou encore les équations régissant la dynamique des populations. Notons
qu’un systeme différentiel faisant intervenir des différentielles d’ordre supérieur
peut toujours s’écrire sous la forme (4.1.1). Prenons par exemple I’équation du
second ordre décrivant le comportement de ’amortisseur d’une voiture :

my"” +cy' +ky =0,
y(0) = Zo, (4.1.2)
y'(0) =0.

ol m est la masse de la voiture, ¢ le coefficient d’amortissement et k la force
de rappel. L’inconnue y est le déplacement de I’amortisseur par rapport a sa
position d’équilibre. Pour se ramener & un systeme d’ordre 1, on pose x1 = v,
T9 = y', et le systéme amortisseur s’écrit alors, avec comme inconnue r =

(xl,xg)t .

{ j((t))::(gi(g)){ D> avec flz,t) = ( 1 = ) . (4.1.3)

, S — k
m(c;vg + k1)

On rappelle que par le théoreme de Cauchy-Lipschitz, si f € Cl(IRN X
R, R"Y) alors il existe Thy > 0 et x € C([0, Tas[,IRY) solution maximale de
(4.1.1), c’est a dire que z est solution de (4.1.1) sur [0,Ta[, et que s’il existe
a>0etye C?([0,af, RY) solution de (4.1.1) sur [0, af alors o < Ty et y = =
sur [0, «[. De plus, par le théoréme d’explosion en temps fini, si Ths < +oo alors
|z(t)] — 400 quand t — Ty.

123
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Remarque 4.1 (Hypotheése sur f) En fait, pour avoir existence et unicité
d’une solution mazimale de (4.1.1), on peut affaiblir Uhypothése f € Cl(IRNx
R,RY) en f € C(RN x R, R™) qui soit “lipschitzienne sur les bornés”, c’est
a dire qui vérifie :

VA >0,IM4 € Ry tel que Vt € [0,T[, V(z,y) € Ba X Ba,

|f(z,t) = fy, t)] < Malz —y|. (4.1.4)

ot |.| désigne une norme sur R™ et By la boule de centre 0 et de rayon A. Il
est clair que si f € C* (RN x R, RY) alors f vérifie (4.1.4), alors qu’elle n'est
évidemment pas forcément globalement lipschitzienne (prendre f(x) = x2 pour
s’en convaincre).

Exemples

1. On suppose N = 1; soit la fonction f définie par f(z,t) = z2. On considere
le probleme de Cauchy :

dx
{ 2w =)
z(0) =1

La fonction f est de classe C', donc lipschitzienne sur les bornés (mais
pas globalement lipschitzienne). On peut donc appliquer le théoréme de
Cauchy-Lipschitz qui nous donne existence et unicité d’une solution maxi-
male. On cherche alors a calculer une solution locale. Un calcul simple
donne z(t) = 125 , et cette fonction tend vers +oo lorsque ¢ tend vers 17.
On en déduit que le temps maximal de la solution est Ty = 1, et on a
donc comme solution maximale z(t) = = ¢ € [0, 1].

2. Supposons que f € CYIRY x R,IRY), et soit = la solution maximale
de (4.1.1) sur [0, Tas[- On suppose que pour tout 0 < T < +o0, il existe
ar > 0 et by > 0 tels que

|f(z,t)| < arlz| + by Vz € RN, Vt€[0,T]

alors on peut facilement montrer grace au lemme de Gronwall' que Ty =
+00, car x(t) < bpTe®T" et donc z reste bornée sur tout intervalle [0, T,
TelR.

Dans de nombreux cas, il n’est pas possible d’obtenir une expression analytique
de la solution de (4.1.1). L’objet de ce chapitre est de présenter des méthodes
pour obtenir des solutions (numériques) approchées de la solution de (4.1.1).
Plus précisément, on adopte les notations et hypotheses suivantes :

LOn rappelle que le lemme de Gronwall permet de dire que si ¢ € C([0,T],IR+) est telle
que ¢(t) < af(f p(s)ds + B, avec e > 0, B8 > 0 alors ¢(t) < Be*t pour t € [0, T].
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Notations et hypotheéses :

Soit f vérifiant I’hypothese (4.1.4))

et soit x solution maximale de (4.1.1) (définie sur [0, Ta[),
on se donne T €]0, Ty [, on cherche & calculer z sur [0, 7],
ott z € C'([0,T],IR™) est solution de (4.1.1).

On se donne une discrétisation de [0,7], i.e. n € IN et

(to,t1,.. . tn) ER™ M tels que 0 < tg <t; < ...<t,=T. (4.1.5)
On pose hy = tg41 —tg, Ve =0,...,n—1,
et h = max{hg,...,hp—1}. Pour k =1,...n, on cherche z
valeur approchée de x(t) = Ty,
et on appelle e, = T — x) U'erreur de discrétisation.
On cherche alors une méthode qui permette le calcul de z, pour k =1,...,n,

et telle que la solution approchée ainsi calculée converge, en un sens a définir,
vers la solution exacte. On cherchera de plus a évaluer 'erreur de discrétisation
er, et plus précisément, a obtenir des estimations d’erreur de la forme |eg| <
Ch®, ou C ne dépend que de la solution exacte (et pas de h); a donne alors
Pordre de la convergence.

On étudiera ici les méthodes de discrétisation des équations différentielles
dits “schéma a un pas” qui s’écrivent sous la forme suivante :

Définition 4.2 (Schéma a un pas) Awvec les hypothéses et notations (4.1.5),
on appelle schéma o un pas pour la résolution numérique de (4.1.1), un algo-
rithme de construction des valeurs (Tx)k=1,n qui s’écrit sous la forme suivante :

xo donné (approximation de )

T (4.1.6)

:qb(mkatk;hk), k:O7n_17
by,

ot ¢ est une fonction de R x Ry x Ry a valeurs dans R.

Dans la définition du schéma (4.1.6), il est clair que le terme “*5—=* est obtenu

en cherchant une approximation de z’(tx) et que ¢(z,tx, hr) est obtenu en
cherchant une approximation de f(z,t;). Le schéma numérique est défini par
cette fonction ¢.

Exemples :

1. Schéma d’Euler explicite Le schéma d’Euler explicite est défini par (4.1.6)
avec la fonction ¢ tres simple suivante :

(ks t, ) = f(an, tr). (4.1.7)
2. Schéma Euler implicite
ro donné
Tl — Tk (4.1.8)
e J(@ry1,thg1). E=0,...n—1,

On remarque que dans le schéma d’Euler implicite, le calcul de x;41 n’est
pas explicite, il est donné de maniére implicite par (4.1.6) (d’ou le nom
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du schéma). La premiére question & se poser pour ce type de schéma est
lexistence de zpy1. On montrera au théoreme 4.13 que si I’hypothese
suivante est vérifiée :

Dif(y,t)z-2<0 VyeRY, vzeRY, vt >0, (4.1.9)

alors xgy1 calculé par (4.7.30) est bien défini en fonction de xy, t, et hy.
On peut donc bien écrire le schéma (4.7.30) sous la forme (4.1.6) avec

Thit = Tk = d)('xk?tkv hk)a
D,

bien que la fonction ¢ ne soit définie ici qu'implicitement et non explicite-
ment. Sous ’hypothese (4.1.9), ce schéma entre donc bien dans le cadre des
schémas (4.1.6) étudiés ici; néanmoins, une propriété supplémentaire dite
de “stabilité inconditionnelle”, est vérifiée par ce schéma. Cette propriété
peut s’avérer tres importante en pratique et justifie une étude séparée
(voir section 4.6).

4.2 Consistance, stabilité et convergence

Définition 4.3 (Consistance) On se place sous les hypothéses et notations
(4.1.5) et on étudie le schéma (4.1.6).

1. Pourk =0,...,n, on définit Uerreur de consistance du schéma (4.1.6) en
tr par : _ _
R = xk%k_ka - ¢(T;€,tk, hk). (4.2.10)

2. Le schéma est consistant si

max{|Ri|,k=0...n—1} = 0 lorsque h — 0. (4.2.11)

3. Soit p € IN*, le schéma est consistant d’ordre p s’il existe C € IRy ne
dépendant que de f,T, To (et pas de h) tel que |Ri| < ChP,Vk=1,...,n—
1.

Donnons maintenant une condition nécessaire sur ¢ pour que le schéma (4.1.6)
soit consistant.

Proposition 4.4 (Caractérisation de la consistance) Sous les hypothéses
et notations (4.1.5), si ¢ € C(RYN x Ry x Ry, RY) et si ¢(2,t,0) = f(z,1)
pour tout z € RN et pour tout t € [0,T)], alors le schéma (4.1.6) est consistant.

Démonstration Comme z € C1([0,T],IR") est la solution exacte de (4.1.1),
on peut écrire que

E(tian) — a(ty) = / i (s)ds = / " Fas), s)ds.
On en déduit que
Ry — %k_w’“) (Tt h) = hik/ (@ (5), 5) — G(Tk, tas he))ds.

173
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Soit € > 0, comme f est continue et ¢(Tg,tx,0) = f(Tk,tx), il existe n; tel
que si hy < mp alors : |p(Tk, tk, hi) — f(Tk,tx)| < . On a donc par inégalité
triangulaire,

mu<e+£;A“Wﬂﬂ$ﬁy—ﬂm¢mw&

La fonction s +— f(x(s),s) est continue et donc uniformément continue sur
[tk, trt1]. Il existe donc 72 tel que si h < 19, alors

= w00 — Sl < e

hi Jy,

On a ainsi montré que si h < min(ny,1n2), alors |Rg| < 2¢, ce qui termine la
preuve de la proposition. [

Notons que pour obtenir une consistance d’ordre p > 1, il est nécessaire de
supposer que la solution # de (4.1.1) est dans CP?(R ., IR™).

Définition 4.5 (Stabilité) Sous les hypotheéses (4.1.5), on dit que le schéma
(4.1.6) est stable s’il existe h* > 0 et R € Ry tels que xp € Bgr pour tout
k =0,...,N et pour tout h € [0,h*[, ou Bgr désigne la boule de centre 0 et
de rayon R. On dit que le schéma est inconditionnellement stable si de plus,
h* = +o00.

Définition 4.6 (Convergence) On se place sous les hypothéses et notations
(4.1.5).

1. Le schéma (4.1.6) est convergent si, lorsqu’on suppose |eg| =0, on a

 max lex| — 0 lorsque h — 0.
=0,..

LN

2. Soit p € IN*, le schéma est convergent d’ordre p s’il existe C € IRy ne
dépendant que de f,T, To (et pas de h) tel que si on suppose |eg| = 0,
alors

max |eg| < ChP.
k=0,...,n

Nous donnons a présent une notion de stabiité souvent utilisée dans les ou-
vrages classiques, mais qui ne semble pas étre la plus efficace en termes d’analyse
d’erreur (voir remarque 4.12.

Définition 4.7 (Stabilité par rapport aux erreurs) Sous les hypothéses et
notations (4.1.5), on dit que le schéma (4.1.6) est stable par rapport aux erreurs
s’il existe h* € RY et K € R dépendant de Zo, f et ¢ (mais pas de h) tels que
st h < h* et st

Tht1 = Tk + hiod(te, Tr, hi),

k=0,...,n—1, 4212
Yk+1 = Yk + hd(te, Yk, i) + g, pour " ( )

ot (ex)rew C R4 est donnée, alors

k—1
|zr — yi] < K(Jxo — yo| + Z lei]), pour tout k=0,...,n— 1.
i=0
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On peut alors énoncer le théoreme de convergence suivant, dont la démons-
tration, tres simple, fait partie de I’exercice 71 page 137.

Théoréme 4.8 (Convergence) Sous les hypothéses et notations (4.1.5), on
suppose que le schéma (4.1.6) est stable par rapport aux erreurs au sens de la
définition 4.7 et qu’il est consistant d’ordre p au sens de la définition 4.2.10.
Alors il existe K € R4 ne dépendant que de T, f et ¢ (mais pas de h) tel que
lex| < KhP + |eg|, pour tout k =0,...,n.

Comme on I’a dit dans la remarque 4.12, ce théoreme est d’une portée moins
générale que le théoreme 4.10 car il n’est pas toujours facile de montrer la
stabilité par rapport aux erreurs, en dehors de la condition suffisante donnée
dans la proposition qui suit, et qui est rarement vérifiée en pratique.

Proposition 4.9 (Condition suffisante de stabilité) Sous les hypothéses et
notations (4.1.5), une condition suffisante pour que le schéma (4.1.6) soit stable
par rapport auxr erreurs est que

3h* >0,3M > 0;V(z,y) € RY x RY,Vh < h*, Vt € 0, 7],

|p(x,t, h) — ¢y, t,h)| < M|z —y|. (4.2.13)

La démonstration de cette proposition est laissée en exercice (exercice 71
page 137).

4.3 Théoreme général de convergence

Théoréme 4.10 On se place sous les hypothéses et notations (4.1.5).
1. On suppose que le schéma (4.1.6) est consistant d’ordre p (i.e. il existe
p € IN* et C € Ry ne dépendant que de T, f, To tel que |Ri| < ChP.)

2. On suppose qu’il existe h* > 0 tel que pour tout A € R, il existe My > 0
tel que

Y(y,z) € Ba x Ba, Yt €1[0,T], Vh € [0,h"],

|6(y, t, h) — ¢(z,t,h)| < Maly — 2|, (4.3.14)

o, By désigne la boule de rayon A. (Noter que cette hypothése sur ¢ est
semblable a Uhypothése (4.1.4) “Lipschitz sur les bornés” faite sur f dans
la remarque 4.1 page 124).

Alors il existe h** > 0 (h** < h*), ¢ > 0, et K > 0 (ne dépendant que de
f:@o,T,h* ,My) tels que si
0<h<h™ et|e <e,

alors
1. le schéma est “stable”, au sens ot x} € Boa pour tout k = 0,...n, avec
A = max{|z(t)|,¢t € [0,T]} < +00.
2. le schéma converge, et plus précisément, on a l’estimation d’erreur sui-
vante : leg] < K(h? + |eg|), pour tout k = 0,...,n. (En particulier si
eo =0 on alex| < Kh? donc extend vers 0 au moins comme hP.)
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Démonstration : Soit = € C2([0,T],R") solution de (4.1.1), et soit A =
max{|z(t)],t € [0,T]} < +oo (car = est continue et [0,7] est compact). On a
donc 7, € Ba = {y € RV, |y| < A}.

On va “parachuter” ici un choix de € et h** qui permettront de montrer le
théoreme par récurrence sur k, on montrera dans la suite de la démonstration
pourquoi ce choix convient.

On choisit :

h

L. B > 0 tel que CeT(M2at)(prs)p < X ot My est la constante de

Lipschitz de ¢ sur Baa dans ’hypothese (4.3.14),
A
2. € >0 tel que eTMaag < 3

On va maintenant montrer par récurrence sur k que si h < h** et |eg| < e,
alors :

lex| < axh? + Bileol
{ e , (4.3.15)
avec qy, = CetrM24 (I+ho)...(L+ hg_1) et B = eteM2a, (4.3.16)

Si on suppose (4.3.15) vraie, on peut terminer la démonstration du théoréme :
en effet pour z > 0,onal+x <e® et donc: (1+ho)(l1+hi)...(1+hk_1) <
ehothithey — ete < T On en déduit que ap < CeTM2ael = CeT(M2atl) et
que fj < eTMea,

On déduit alors de (4.3.15) et (4.3.16) que

lex| < CeTMzatl)pp 4 eTMza e
< K(h? + |eg|) avec K = max(CeT(M2a+1) oT(MzA)

et que x € Baog.

I1 ne reste donc plus qu’a démontrer (4.3.15) par récurrence sur k.

— Pour k = 0, les formules (4.3.16) donnent ag = C et fy = 1. Or on a
bien |eg| < aph? + |eg| car C' > 0. De plus, par définition de eg, on a
ZTo = T — eg, et donc : |xg| < |Zo| + |eg] < A+e < A+ % < 2A car, par
hypothese ee?M24 < 4 et donc e < 4. On en déduit que g € Baa.

— Supposons maintenant que les relations (4.3.15) et (4.3.16) sont vraies
jusqu’au rang k et démontrons qu’elles le sont encore au rang k + 1.

Par définition du schéma (4.1.6) et de l'erreur de consistance (4.2.10), on
a:

Tl = Tk + hed(xg, ti, hi)

Tyl =T+ hkd)(ik, tk, hk) + hiRy,.

On a donc egt1 = ex + hp(d(ZTk, tiy hi) — d(Tk, ti, hi)) + hip Ry, ce qui
entraine que

|6k+1| < |€k| + hk|¢(fk,tk, hk) — ¢(£L‘k,tk, hk)| + hk|Rk|. (4.3.17)
Comme xy, € Bog et T € Ba, en utilisant la propriété (4.3.14) de ¢, on a

|( Tk, the, hie) — D(@hes tie, hie)| < Moa|Zr — xgl.
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De plus, comme le schéma (4.1.6) est supposé consistant d’ordre p, on a
|Ri| < ChP. On peut donc déduire de (4.3.17) que
lext1| < lew|(1 + Maahg) + hi,Ch?,

et, en utilisant I’hypothese de récurrence (4.3.15) :
lexr1] < (14 hpMaa)(arh? + Brleol) + hpChP.
Comme 1+ u < e* pour tout u > 0, ceci entraine
lex+1] < apt1h? + Brrileol,
olt apy1 = apeM2a 1 Chy et By = BretM2a = gter1Maa Op
ap, = Ce"™M24(1 4 ho) 4+ -+ (14 hg—y) > C,
et donc

Wpy1 < o (€M M2 ) < e M2a(1 4 hy),

ce qui entraine
CetkMerhkMzA(l + ho) ce (1 + hkfl)(l + hk) = ap4+1 car ty + hy = tpy1.

Donc
lexr1] < ary1h? + Bileol.

Il reste & montrer que zy41 € Bag. On a
|Tkt1| < |Zhg1| + |ewt1] < A+ |exq1]| car T € Ba.
Or on vient de montrer que |eg41| < ag+1h? + Brt1leol, et
apyr < CeTBMar1) ot g < TMe2a,

Donc W
leprn| < CeTMaat e 4 oTMaa e < 55

car on a choisi A** et € pour!...On a donc finalement |xgy1| < A+ A,
c’est a dire xpy1 € Bag.
On a donc bien montré (4.3.15) pour tout k& = 0,...n. Ce qui donne la
conclusion du théoreme. n

Remarque 4.11 Dans le théoréme précédent, on a monitré que xry € Boa pour
tout k =1,...n. Ceci est un résultat de stabilité (c’est & dire une estimation
sur la solution approchée ne dépendant que des données T, Zo, f et ¢ (ne dépend
pas du maillage h)) conditionnelle, car on a supposé pour le démontrer que
h < h**, ou h** ne dépend que de T, o, f et ¢.

Remarque 4.12 (Sur la démonstration du théoréme de convergence)

Dans la plupart des ouvrages d’analyse numérique, la convergence des sché-
mas de discrétisation des équations différentielles est obtenue a partir de la no-
tion de consistance et de la notion de stabilité par rapport aux erreurs (vue au pa-
ragraphe précédent, voir définition 4.7, et souvent appelée stabilité tout court). Il
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est en effet assez facile de voir (cf exercice 71 page 137) que si le schéma (4.1.6)
est consistant d’ordre p et stable par rapport auz erreurs comme défini dans la
définition 4.7, alors il est convergent, et plus précisément, |eg| < K(h? + |eo|),
pour tout k =0,...,n.

1l y a deux avantages a utiliser plutot le théoréme précédent. D’ une part, ce
théoréme est d’une portée trés générale et s’applique facilement a de nombreux
schémas, comme on le verra sur des exemples (voir section 4.4).

D’autre part la preuve de convergence par la notion de stabilité par rap-
port aux erreurs présente un défaut magjeur : la seule condition suffisante qu’on
connaisse en général pour montrer qu’un schéma est stable par rapport aux
erreurs est que la fonction ¢(.,t,h) soit globalement lipschitzienne pour tout
t € [0,T] et pour tout h € [0, h*] (voir proposition 4.9). Ceci revient d dire, dans
le cas du schéma d’FEuler explicite par exemple, que f est globalement lipschiti-
zienne. Cette hypothése est trés forte et rarement vérifiée en pratique. Bien sur,
comme la solution x de (4.1.1) est bornée sur [0,T], x vit dans un compact et
on peut toujours modifier f sur le complémentaire de ce compact pour la rendre
globalement lipschitzienne. Cependant, cette manipulation nécessite la connais-
sance des bornes de la solution exacte, ce qui est souvent loin d’étre facile a
obtenir dans les applications pratiques.

4.4 Exemples

On se place sous les hypotheses (4.1.5) et on étudie le schéma (4.1.6). On
donne quatre exemples de schémas de la forme (4.1.6) :

Exemple 1 Euler explicite On rappelle que le schéma s’écrit (voir (4.1.7)) :

Te4+1 — Tk
hi

On a donc ¢(zk, tg, hi) = f(zk, k).

On peut montrer (voir exercice 70 page 137) que :

~ siz e CY (R4, RY), le schéma est consistant d’ordre 1,

— le théoreme 4.10 s’applique |eg| < K (h+ |eg|) pour h < h**. (La conver-
gence est assez lente, et le schéma n’est stable que conditionnellement.)

= f(ffk,tk),

Exemple 2 Euler amélioré Le schéma s’écrit :

Tk4+1 — Tk

hi

=f <xk + %f(ka,tk),tk + %) = ¢(zk, tg, h)  (4.4.18)

~ siz e C*(R4,RY),le schéma est consistant d’ordre 2,
— le théoreme 4.10 s’applique et |ex| < K (h% + |eg|) pour h < h**.
La convergence est plus rapide.

Exemple 3 Heun

Te+1 — Tk

- = %f(a:k,tk)—i— %[f(l‘k+hkf(33k7tk)7tk+l)]- (4.4.19)
k
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~ siz e C*(Ry,IRY), le schéma est consistant d’ordre 2,
— Le théoreéme 4.10 s’applique et |ex| < K (h% + |eg|), pour h < h**.
Exemple 4 RK4 (Runge et Kutta, 1902) Les schémas de type Runge Kutta
peuvent étre obtenus en écrivant ’équation différentielle sous la forme
tet1
Tl — T = / f(z(t),t)dt, et en construisant un schéma numérique

tr
a partir des formules d’intégration numérique pour le calcul approché des

intégrales. Le schéma RK4 s’obtient a partir de la formule d’intégration
numérique de Simpson :
A x connu,

TE,0 = Tk 5
T =z + Ekf(xk,()atk)
h h

Tk,2 :$k+7kf($k,latk+gk)

T3 =+ hpf(oro, te + 7k)

Tpi1 — Tk 1 1 hy

lau L. te) + = b+ &

I 16f(33k,0, k) +h3f(3311,1, k+ 2)

+§f($k,2atk + Ek) + Ef(ffk,Bathrl)
= ¢(zp, tr, hi)

On peut montrer (avec pas mal de calculs. .. ) que si x € C*4([0,T7]) alors
le schéma est consistant d’ordre 4. Le théoréeme 4.10 s’applique et |eg| <
K (h* + |eol), pour h < h**.

4.5 Explicite ou implicite ?

On lit souvent que “les schémas implicites sont plus stables”. Il est vrai
que lorsque la condition (4.1.9) donnée plus haut est vérifiée, le schéma d’Euler
implicite (4.7.30) est inconditionnellement stable, comme nous le verrons dans
la section suivante. Il est donc naturel de le préférer au schéma explicite pour
lequel on n’a qu’un résultat de stabilité conditionnelle. Cependant, dans le cas
général, le choix n’est pas si évident, comme nous allons le voir sur des exemples,
en étudiant le comportement respectif des schémas d’Euler explicite et implicite.

4.5.1 L’implicite gagne...

Prenons d’abord f(z,t) = —x, N =1 et 29 = 1. L’équation différentielle est
donc : J
x
= = _x(t
ar = o0
z(0) =1,

dont la solution est clairement donnée par x(t) = e~t. On suppose que le pas
est constant, c’est a dire hy, = h Vk. Le schéma d’Euler explicite s’écrit dans ce

cas :
ZTp1 = Tk — hagy = (1 — h)zy et done

zr = (1—h)*, Vk=0,...,n, avec nh =T. (4.5.20)
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(On a donc n points de discrétisation.) La valeur zj est censée étre une approxi-
: _ otk ; _ T

mation de z(ty) = e~ et de fait, on remarque que pour n = &,ona

zn=(1—h)"" = e T quand h — 0.

Lorsqu’on cherche par exemple a obtenir le comportement de la solution
d’une équation différentielle “dans les grands temps”, on peut étre amené a uti-
liser des pas de discrétisation relativement grands. Ceci peut étre aussi le cas
dans des problemes de couplage avec d’autres équations, les “échelles de temps”
des équations pouvant étre tres différentes pour les différentes équations. Que
se passe-t-il dans ce cas? Dans le cas de notre exemple, si on prend h = 2, on
obtient alors zz = (—1)*, ce qui n’est clairement pas une bonne approxima-
tion de la solution. Un des problemes majeurs est la perte de la positivité de
la solution. Dans un probleme d’origine physique ou x serait une concentration
ou une densité, il est indispensable que le schéma respecte cette positivité. On
peut noter que ceci n’est pas en contradiction avec le théoreme 4.10 qui donne
un résultat de convergence (i.e. de comportement lorsque h tend vers 0). Dans
Pexemple présent, le schéma d’Euler explicite (4.5.20) ne donne pas une solution
approchée raisonnable pour h grand.

Si on essaye maintenant de calculer une solution approchée a I’aide du schéma
d’Euler implicite (4.7.30), on obtient

1
Tpt1 = Tp — hapyr, cad. oy = TR et donc
1
= ma Vk=0,...n, avecnh="1T.

Dans ce cas, la solution approchée reste “proche” de la solution exacte, et po-
sitive, méme pour des pas de discrétisation grands. On pourrait en conclure un
peu hativement que le schéma implicite est “meilleur” que le schéma explicite.
On va voir dans ’exemple qui suit qu’une telle conclusion est peu rapide.

4.5.2 L’implicite perd...

On consideére maintenant le probleme de Cauchy (4.1.1) avec f(y,t) = +y,
Zo = 1. La solution est maintenant z(t) = e’. Si on prend un pas de discrétisation
constant égal & h, le schéma d’Euler explicite s’écrit :

Tk+1 = Tk + ha, = (1 + h)Ik, c.a.d. xp = (1 + h)k.
On a donc
z, = (1+h)" — el c.ad. lorsque n — 400.

Contrairement a I’exemple précédent, la solution approchée donnée par le schéma
d’Euler explicite reste “raisonnable” méme pour les grands pas de temps.

Si on essaye maintenant de calculer une solution approchée a I’aide du schéma
d’Euler implicite (4.7.30), on obtient

1
1—h

Tht1 = Tk + hagt1, cad. x4 = Tk-

On remarque d’une part que le schéma implicite n’est pas défini pour h = 1, et
que d’autre part si h est proche de 1 (par valeurs supérieures ou inférieures), la
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solution approchée “explose”. De plus pour les valeurs de h supérieures a 1, on
perd la positivité de la solution (pour h = 2 par exemple la solution approchée
oscille entre les valeurs +1 et -1).

Dans le cadre de cet exemple, le choix explicite semble donc plus approprié.

4.5.3 Match nul

En conclusion de ces deux exemples, il semble que le “meilleur” schéma
n’existe pas dans ’absolu. Le schéma de discrétisation doit étre choisi en fonction
du probleme; ceci nécessite une bonne compréhension du comportement des
schémas en fonction des problemes donnés, donc une certaine expérience. . .

4.6 Etude du schéma d’Euler implicite

On peut écrire le schéma d’Euler implicite sous la forme d’un schéma (4.1.6),
si pour tout k =0...n — 1, x; étant donné, il existe xx41 qui satisfait :

Tk+1 — Tk
hi

On va montrer dans le théoreme suivant que ceci est le cas si la condition
(4.1.9) qu’on rappelle ici est vérifiée :

= f(@kt1,tk+1), k=0,..., n—1.

Dif(y.t)z-2 <0, Vy,z e RN, Vte0,T].

On montrera aussi que sous cette hypothese, on obtient un résultat de sta-
bilité inconditionnelle pour le schéma d’Euler implicite.

Théoréme 4.13 On se place sous les hypothéses (4.1.5) et (4.1.9). Alors
1. (Tk)k=0..n est bien définie par (4.7.30),

tr
2 Jex| < |eo|+h/ ”(s)|ds, Vk=0,.... n.
0

Démonstration :

1. Soit ¢ la fonction définie de [0, 1] & valeurs dans R™ par ¢(t) = f((1—t)y+
tz); en écrivant que p(1) — p(0) = fol ¢’ (s)ds, et en utilisant 'hypothese
(4.1.9), on déduit que :

(f(y,t) — f(z,1),(y — 2)) <0, Vy,z e RN vt € [0,T]. (4.6.21)

On veut alors montrer que si zg, hg, tx sont donnés, il existe un et un seul

Y ; Tk _ fly,ti + hi). A zp et ty fixés, soit F' la fonction de
k

R, x RY & valeurs dans RY définie par F(h,y) =y —xx — hf(y,tp +h).
On considere alors ’équation

y tel que

F(h,y) = 0. (4.6.22)

Pour h = 0, cette équation admet évidemment une unique solution y = x.
Soit I = {h € RY t.q. (4.6.22) admette une solution pour tout h < h}.
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On va montrer par ’absurde que sup I = 400, ce qui démontre ’existence
et 'unicité de y solution de (4.6.22).

Supposons que supl = H < +oo. Montrons d’abord que H est atteint.
Soit (hp)new C I telle que h,, — H lorsque n — 400, alors la suite
(Yn)nen définie par y, = xx + hn f(yn, tx + hn) est bornée : en effet,

Yn = Tk + hn(f (Yn, te + hn) — (O, 8 + 1)) + hn f(O, t + h),

en prenant le produit scalaire des deux membres de cette égalité avec y.,
et en utilisant (4.6.21) et I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient que :

yn| < |zl + HIf(0,tk + R

Il existe donc une sous-suite (yn, )kemw qui converge vers un certain Y
lorsque n — +o00. Par continuité de f,on a Y =z + Hf (Y.t + H), et
donc H = max 1.

Montrons maintenant que H ne peut pas étre égal a sup I. On applique
pour cela le théoreme des fonctions implicites & F' définie en (4.6.22). On
abien F(H,Y)=0,et DoF(H,Y)=1d— HD1f(Y,t;+ H) est inversible
grace & 'hypothese (4.1.9). Donc il existe un voisinage de (H,Y) sur lequel
(4.6.22) admet une solution, ce qui contredit le fait que H = sup I.

2. La démonstration de 2 se fait alors par récurrence sur k. Pour k£ = 0 la
relation est immédiate. L'hypothese de récurrence s’écrit

23
al < leol 1 [ o (9)]ds.
0
Par définition du schéma (4.7.30) et de l'erreur de consistance, on a :

Tht1 = Tk + hif Ty, thsr),
Trp1 = T+ hif (Brg1, terr) + he Ry

avec (par intégration par parties)

thy1
IRyl < / 12" () ds.

tr
On a donc :
ekl = Tpt1 — Tht1 = T — T+ P (f (Tt 1, L) — (@1, tegr)) + i R,
et donc
eht1-Crp1 = eg-Crr1HhpRi-erp1+he(f(Trp, terr) = f(Trprs ter)) erpt
Grace a I’hypothese (4.1.9) ceci entraine (par (4.6.21)) que
len1] < lex| + h|Rel,

et donc

tg trt1 trt1
lexs] < |eo|+h/ |x”(s)|ds+/ 1" (5)|ds = |eo|—|—h/ 12 (s)|ds.
0 0

ty

Ce qui démontre le point 2.
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Remarque 4.14 (Stabilité inconditionnelle du schéma Euler implicite)
Le schéma d’Euler implicite (4.7.30) est inconditionnellement stable, au sens ot
la suite (Tk)g=0,...n est majorée indépendamment de h. En effet :

T
el <leol +7 [ 2" ()]ds = 5

k] < 24| + B°< max{|z(s)], s € [0,T]} + 8 = 1.

4.7 Exercices

Exercice 66 (Condition de Lipschitz et unicité) Corrigé en page 6.4 page
218

Pour a > 0, on définit la fonction ¢, : R4 — IRy par : ¢, (z) = z*. Pour quelles
valeurs de a la fonction ¢, est-elle lipschitzienne sur les bornés?

On considere le probleme de Cauchy suivant :

Z’((Ot)) ::ép.a(y(t))v t €10, +o0] (4.7.23)

Montrer que si ¢, est lipschitzienne sur les bornés alors le probleme de Cauchy
(4.7.23) admet une solution unique, et que si ¢, n’est pas lipschitzienne sur les
bornés alors le probleme de Cauchy (4.7.23) admet au moins deux solutions.

Exercice 67 (Fonctions lipschitziennes sur les bornés)

Les fonctions suivantes sont elles lipschitziennes sur les bornés?

1.

v1: R — R
x — min(2?, /(22 + 1)
2.
02: R?—R?
(z,y) = (2 — 2y, |y + 2zy])
3.

3 ]Ri—>]Ri
(z,y) = (VT +y,2° +9?)

Exercice 68 (Loi de Malthus)

On consideére une espece dont la population (i.e. le nombre d’individus) a doublé
en 100 ans et triplé en 200 ans. Montrer que cette population ne peut pas
satisfaire la loi de Malthus (on rappelle que la loi de Malthus s’écrit p’(t) = ap(t)
avec a > 0 indépendant de t).
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Exercice 69 (Histoire de sardines)

Une famille de sardines tranquillement installées dans les eaux du Frioul a une
population qui croit selon la loi de Malthus p/(t) = 4p(t) ol t est exprimé
en jours. A linstant ¢ = 0, un groupe de bonites voraces vient s’y installer
également, et se met a attaquer les pauvres sardines. Le taux de perte chez ces
dernieres s’eleve a 10~4p?(¢) par jour, ou p(t) est la population des sardines
au temps t. De plus, au bout d’un mois de ce traitement, suite au dégazement
intempestif d’un super tanker au large du Planier, les sardines décident d’émigrer
vers des eaux plus claires au rythme de 10 pour cent de la population par jour
(on supposera que par miracle, le nombre de bonites reste constant...).

1. Modifier la loi de Malthus pour prendre en compte les deux phénomenes.

2. En supposant qu’a t = 0 le nombre de sardines est de 1 million, calculer
le nombre de sardines pour ¢ > 0. Quel est le comportement de p(t) & U'infini ?

Exercice 70 (Consistance et ordre des schémas)

On reprend les hypotheses et notations (4.1.5).
1. On rappelle que le schéma d’Euler explicite s’écrit (voir (4.1.7)) :

Thtl — Tk Fxrtn),
hi

Montrer que le schéma est consistant et convergent d’ordre 1.

2. Montrer que les schémas d’Euler amélioré (4.4), et d’Heun sont consistants
et convergents d’ordre 2.

3. Montrer que le schéma RK4 est consistant et convergent d’ordre 4 (pour
les braves. . .)

4. Montrer que le schéma d’Euler implicite est consistant d’ordre 1.

Exercice 71 (Stabilité par rapport aux erreurs et convergence) Cor-
rigé donné en page 218

On se place sous les hypotheses et notations (4.1.5) page 125, et on considere le
schéma (4.1.6) page 125 pour la résolution numérique de I’équation différentielle
(4.1.1) page 123.

1. Montrer que si le schéma (4.1.6) est stable par rapport aux erreurs au sens
de la définition 4.7 page 127, et qu’il est consistant d’ordre p au sens de la
définition 4.3 page 126, alors il existe K € IR ne dépendant que de T, f
et ¢ (mais pas de h) tel que |ex| < KhP + |eg|, pour tout £k =0...n. En
déduire que si eg = 0 le schéma converge.

2. Montrer que si ¢ est globalement lipschitzienne, c.a.d. si

3h* > 0,3IM > 0; Y(z,y) € RN x RY,Vh < h*, Vt € [0,T],
|¢(xat7h) - ¢(yat7h)‘ S M‘.’L‘ - y‘v

alors le schéma est stable par rapport aux erreurs.
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Exercice 72 (Schéma d’ordre 2)

Soit f € C’Q(]RN X IR,IRN), N > 1, 7o € RY, et soit z solution maximale de
(E) (définie sur [0, Ta]) :

dz
{ — ()= f(x(),1), t>0, (E)
x(0) = Zo

On se donne T €]0, T, et une discrétisation de [0,T7], définie par n € IN
et (to,t1,...,tn) € R tels que 0 = o < t1 < ... < t, = T. On pose
hy =tgy1 —te, VE=0,...,n— 1.

On considere le schéma de discrétisation

2o donné (approximation de Zy),
PR — 2[f (@ tr) + f(2n + hef (@n, tr) ths1)], E=0,...n =1,

pour la résolution numérique de ’équation différentielle (E). Montrer que ce
schéma est convergent d’ordre 2.

Exercice 73 (Algorithme du gradient & pas fixe et schéma d’Euler)

Soit f € C?(IRY,IR) strictement convexe et t.q. f(z) — oo quand |z| — occ.
Soit 29 € IR™Y. On considere les 2 problemes :

TecRY,

f@) < f(x), Vo e RN, (4.7.24)
dx
%()t) = Vel t B, (4.7.25)
x = Zo-

1. Montrer que algorithme du gradient & pas fixe (de pas noté p) pour
trouver la solution de (4.7.24) (avec point de départ z() est le schéma
d’Euler explicite pour la résolution approchée de (4.7.25) (avec pas de
temps p).

2. Montrer qu’il existe un unique T solution de (4.7.24).

3. Montrer que (4.7.25) admet une et une seule solution sur IRy et que cette
solution converge vers T (solution de (4.7.24)) quand ¢ — co.

4. Expliciter le cas f(x) = (1/2)Az-x—b-x avec A symétrique définie positive
et be RY.

Exercice 74 (Méthode de Taylor)
Corrigé en page 6.4 page 219

Soit f € C*(IR x R,IR), et Zp € IR, on considere le probleme de Cauchy
(4.1.1), dont on cherche & calculer la solution sur [0, 7], ou T' > 0 est donné. On
se donne un pas de discrétisation h = T avecn > 1.

n’

Dans toute la suite, on note 2(*) la dérivée d’ordre k de x, 0¥ f la dérivée
partielle d’ordre k de f par rapport & la i-eme variable, 9; 9 f la dérivée partielle
de f d’ordre k par rapport a la i-eme variable et d’ordre £ par rapport a la j-eme
variable (on omettra les symboles k et £ lorsque k =1 ou £ = 1).
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On définit (™) € C*(R x IR, IR) par

FO Z 7 4.7.26
f(m+1) _ (81f(7n)) f + 82f(m), pour m > 0. ( . )

1. Montrer que pour tout m € IN, la solution x du probleme de Cauchy
(4.1.1) satisfait :
2t (8) = F0 (2 (1), 1).

2. Calculer fM) et f® en fonction des dérivées partielles 9y f, Do f,0102f,
df, 05 f, et de f.

On définit pour p > 1 la fonction v, de IR x IR a valeurs dans IR par

p—1
D) Z f(” (y,1).
J:()
Pour k =1,...,n, on note t;, = kh. On définit alors la suite (zx)k=0n+1 C IR
par
To = To,
{ Tp+1 = g + hp(ap, te, h), pour k=1,...,n. (4.7.27)

3. Montrer que dans le cas p = 1, le systéme (4.7.27) définit un schéma de
discrétisation vu en cours, dont on précisera le nom exact.

4. On suppose, dans cette question uniquement, que f(y,t) = y pour tout
(y,t) e R x IR, et que Tg = 1.

4.a/ Calculer ¥, (y,t, h) en fonction de y et h.

p hj b
4.b/ Montrer que xj = E — | » pour k=1,....n
- J:
Jj=0
4.c/ Montrer que |z, — 2(tx)] < — oty et
. ntrer que |r;y — x ——tre
q k k _(p+1)!k

5. On revient au cas général f € C°(IR x IR,IR). Montrer que le schéma
(4.7.27) est consistant d’ordre p. Montrer qu'il existe h > 0, et C > 0 ne
dépendant que de Zo, T et f, tels que si 0 < h < h, alors |z — z(tx)| < ChP,
pour tout k=0,...,n+ 1.

Exercice 75 (Schéma d’Euler implicite)

Soit f € C'(IR,IR) telle que f(y) < 0 pour tout y €]0,1[ et f(0) = f(1) = 0.
Soit yo €]0,1[. On considére le probléme suivant :

y'(t) = [flyt), t e Ry, (4.7.28)
y(0) = wo. (4.7.29)

Question 1.
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1.1 Soit T € IR ; on suppose que y € C1([0,T[,IR) est solution de (4.7.28)-
(4.7.29). Montrer que 0 < y(t) < 1 pour tout ¢ € [0,7] (On pourra raisonner
par absurde et utiliser le théoréme d’unicité).

1.2 Montrer qu’il existe une unique fonction y € C([0, +oo[,IR) solution
de (4.7.28)-(4.7.29) et que y est une fonction strictement positive et strictement
décroissante.

Dans les questions suivantes on désigne par y cette unique solution définie
sur [0, 4+o0l.

Question 2.
2.1 Montrer que y admet une limite ¢ € IR lorsque ¢t — +o0.

2.2 Montrer que £ = 0 . (On pourra remarquer que, pour tout ¢ > 0, on a
t+1
y(t+ 1) =yt)+ [, fy(s))ds).

Question 3. Soit yo €]0, 1], on cherche & approcher la solution exacte de
(4.7.28)-(4.7.29) par le schéma d’Euler implicite de pas h € IR, qui s’écrit :

Yn+1 = Yn + Af (Yn+1),n € IN. (4.7.30)
3.1 Soit a €]0, 1[. Montrer qu'’il existe b €]0, 1] t.q.

b—a
h

= f(b).

En déduire que pour yo €]0, 1] fixé, il existe (yn )nen solution du schéma d’Euler
implicite (4.7.30) telle que y,, €]0, 1[ pour tout n € IN.

3.2 Soit (yn)nen une suite construite a la question 3.1. Montrer que cette
suite est décroissante et qu’elle tend vers 0 lorsque n tend vers Uinfini.

Question 4. On suppose dans cette question que

f(0)=-a<0
Soit 8 €]0, a].
4.1 Montrer que pour ¢ suffisamment grand,
fy@))
< —p.
y(t)

4.2 En déduire qu’il existe C' € IR t.q.

y(t) < Ce Pt vt > 0.
4.3 Montrer qu'’il existe C' € IR, t.q. la solution du schéma d’Euler implicite
construite a la question 3 vérifie :

1
1+ hp

ynSC( ) Vn € N,
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Exercice 76 (Méthodes semi-implicite et explicite) Correction en page
6.4 page 221

On s’intéresse dans cet exercice au systeme différentiel :

z1(t) = —21(t) — 21 (t)22(1),
(1) = _xz(t)7 t>0, (4.7.31)
Z‘l(t)
avec les conditions initiales
21(0) = a, x2(0) =10, (4.7.32)

ol a et b appartiennent & l'intervalle ]0, 1[.

1. On pose x = (z1,22)". Montrer que le systéme (4.7.31)-(4.7.32) s’écrit

ozt e

avec f € C1((R%)?, IR?).

2. Les questions suivantes sont facultatives : elles permettent de montrer que
le systéme (4.7.33) admet une solution maximale z € C'*([0, +oo, (IR)?).
Le lecteur pressé par le temps pourra admettre ce résultat et passer a la
question 3.

(a) Montrer qu’il existe a > 0 et z € C'([0,a[, (IR})?) solution de
(4.7.33) (on pourra utiliser, ainsi que dans la question suivante, le fait
que f est lipschitzienne sur tout pavé [g, A]? avec 0 < ¢ < A < +00).

(b) Soit # > 0, montrer qu’il existe au plus une solution de (4.7.33)
appartenant a C*([0, B[, (R*.)?).

(¢) Montrer que le systeéme (4.7.33) admet une solution maximale x €
C1([0,+oo[, (IR%)?). (Cette question est difficile : il faut raisonner
par l'absurde, supposer que T < 400, montrer que dans ce cas x
n’est pas solution maximale. . .)

(d) Montrer que la solution maximale z vérifie z € C>([0, +oc, (IR})?).

3. On considere le schéma suivant de discrétisation du systeme (4.7.31)-
(4.7.32) : soit k le pas de discrétisation, choisi tel que 0 < k < %

xgn—i—l) . ngn) B

n n) (n+1
o ) e,
xén—!—l) _ iré”) _ _xg"+1) (4734)
k xgn) 7
ng) = a, ing) =b.

(a) Montrer par récurrence sur n que les suites (2™ )nen et (28" )nen
données par (6.4.58) sont bien définies, décroissantes et strictement
positives.
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(b) Montrer que le schéma numérique (6.4.58) s’écrit sous la forme

L)) _ )

- = ¢(z™, k), (4.7.35)

avec 2™ = (2™ 20V) 6 € C®((R%)? x Ry, R?) et ¢(x,0) =
().

(¢) (Consistance)
Soit T > 0. Pour n € IN, on note ¢, = nk. Montrer qu’il existe
C(T) € Ry tel que

2(tni1) — 2(tn)

p = ¢(x(tn), k) + R,(c"), pour tout n tel que nk < T,

(4.7.36)
avec |R,(€”)| < C(T)k.
(d) (Stabilité)
Soit T > 0.
(n)

(i) Montrer que 2\ > (1 — k — kb)* pour tout entier n tel que
nk <T.

(ii) Montrer que

T
2

(1 —k—kb)*T — e~ 17T Jorsque k — 0,

et en déduire que inf0<k<%(1 — k- kb)% > 0.
(iii) En déduire qu’il existe a(T") > 0 et b(T") > 0 tels que

pour tout n tel que nk <T. (4.7.37)

(e) (Convergence)
Soit T' > 0. Montrer qu'’il existe D(T) € IRy tel que

|2 — 2(t,)| < D(T)k, pour tout n tel que nk <T.  (4.7.38)

En déduire la convergence du schéma (6.4.58).

(f) On remplace maintenant le schéma (6.4.58) par le schéma d’Euler
explicite pour le systeme (4.7.33). Ecrire ce schéma. Montrer que
pour tout pas de discrétisation k > 0, il existe des valeurs de n telles
que xgn) < 0 ou xén) < 0. (On pourra montrer que si xgn) > 0 et
xé”) > 0 pour tout n € IN, alors x§”> tend vers 0 lorsque n tend

vers +00, et donc qu’il existe n tel que xg") < 0, ce qui contredit
Phypothese). Commenter.

Exercice 77

Soit f € C?(R" xR ,IR™), T > 0, et y(® € IR™. On désigne par (.,.) le produit
scalaire euclidien sur IR"™ et ||.|| la norme associée. On suppose que :

Y(y,z) € (R")?, (f(y,t) = f(z,1),y — 2) <0. (4.7.39)
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On considere le systeme différentiel :
y'(t) = fly(t),t) vt € [0,T7, (4.7.40)

y(0) =y (4.7.41)
1. Montrer que pour tout y € R™ et ¢t € [0,T[, on a :

(f(y, 1)) < %(Ilf((lt)llz +lyl1*).- (4.7.42)

En déduire qu’il existe une unique solution y € C*([0, T[,IR"™) vérifiant (4.7.40)-
(4.7.41).

On se propose de calculer une solution approchée de y sur [0, 7). Pour cela,
on consideére une discrétisation de l'intervalle [0,7] de pas constant, noté h,
avec h = %, ou N € IN*. Pour k =0,...,N, on note t, = kh, et on se propose
d’étudier ’algorithme suivant, ou 0 < 6 < 1.

yo € R™ est donné (4.7.43)
Ye1 = Yr +O0hf(yr1,t, +60h), pour k=0,...,N —1, (4.7.44)
Yk+1 = Yk + hf(yk,l, tp +0h) pour k=0,...,N —1, (4.7.45)

2. Montrer qu’il existe une unique solution (yx)k=o,... v C IR" de (4.7.43)-

(4.7.44)-(4.7.45).

.....

Pour kK = 0,...,N — 1, on pose y(tx) = T, ol y est la solution exacte de
(4.7.40)-(4.7.41), tx,1 = tg + 6h, on définit g1 par :

Uk =T + ORf (G, te,1), (4.7.46)

et on définit 'erreur de consistance Ry, du schéma (4.7.43)-(4.7.44)-(4.7.45)
au point ¢ par :

Ry, = ?”“Lh_y’“ — F(Gbasten) (4.7.47)

3. Pour k = 0,..., N, on pose Jj, ; = y(tx,1), et, pour k =0,...,N —1 on
pose :

- 1 _ _
Ric = = @i = i) = 05 @y 1 tr). (4.7.48)

Montrer que pour tout k=0,...,N —1:
Jig — Tra = Oh(f @1 ti1) — f(Fpsten) + ARy, (4.7.49)

En déduire qu’il existe Cy ne dépendant que de y et de T t.q. : ||gr1 — yk71|| <
C1h2.

4. Montrer qu’il existe Cy ne dépendant que de f,y et T t.q.

|Tps1 — To — B @prtin) — hRg|| < Coh®, Yk =0,...,N —1.  (4.7.50)
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5. Déduire des questions précédentes qu’il existe C3 ne dépendant que de
y, fetTt.q.:

1
1Rxll < C5((0 = 5)h + h?) (4.7.51)
et en déduire l'ordre du schéma (4.7.43)-(4.7.44)-(4.7.45).

6. Montrer que pour tout k=1,..., N, on a :

U — oo f Wit tin) — f@1 i) < —O0h| F (ks ten) — F(Grrs te)]]
(4.7.52)

7. Montrer que pour tout k=0,..., N, on a :

lers1—hRi|1> = llexll*+2h(f (k.15 te,1)— f (Gr1s ti1) €x) 02 (a1 ten)— F Tt ten) ||

(4.7.53)
8. Montrer que si 6 > %, ona:
lexll < lleoll + Cs(h* + (8 — %)h), Vk=1,...,N. (4.7.54)
9. Soient (e;)rew C IR™ donnée et (zx)kew C IR™ définie par :
zo € R™ donné (4.7.55)
Zk1 = 2k + O0hf(zk1,tk1), pour k=0,...,N —1, (4.7.56)
Zk1 = 2 + ek + hf (26,1, te1) pour k=0,...,N —1, (4.7.57)
En s’inspirant des questions 6 et 7, montrer que si 6 > %, on a :
k1 — 2k +ekll® < llye — 212, (4.7.58)
et en déduire que -
Iy — 26l < llyo — 20l + > llesll- (4.7.59)

=0



Chapitre 5

Suggestions pour les
exercices

On donne dans ce chapitre des suggestions pour effectuer les exercices donnés
en fin des chapitres. Il est fortement conseillé d’essayer de faire les exercices
d’abord sans ces indications, et de ne regarder les corrigés détaillés qu’une fois
Pexercice achevé (méme si certaines questions n’ont pas pu étre effectuées), ceci
pour se préparer aux conditions d’examen. On ne donne pas de suggestion pour
les questions “faciles”, mais la correction détaillée est donnée au chapitre 6.

5.1 Exercices du chapitre 1
Suggestions pour ’exercice 1 page 27 (Matrices symétriques
définies positives)

3. Utiliser la diagonalisation sur les opérateurs linéaires associés.

Suggestions pour ’exercice 4 page 28 (Normes induites par-
ticuliéres)

1. Pour montrer 1’égalité, prendre x tel que x; = sign(a;, ;) ol iy est tel que
et il =200 v laigl, Vi=1,..., N, et sign(s) désigne le signe de
s.

2. Pour montrer I’égalité, prendre z tel que xz;, = 1 et x; = 0 si j # jo, ou
Joest tel que 37,y laij,| =maxj—=1. N> 1 ylaijl

3. Utiliser le fait que A*A est une matrice symétrique positive pour montrer

Iinégalité, et pour 1’égalité, prendre pour = le vecteur propre associé a la plus
grande valeur propre de A.

Suggestions pour ’exercice 8 page 29 (Rayon spectral)

1. Pour le sens direct, utiliser la proposition 1.9 page 20 du cours.

145
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2. On rappelle que lim sup;,_, , o, ur = limg_ SUPy, >, Un, €t liminfg_, 4o up =
limy ., 4 oo inf,, >4 u,,. Utiliser la question 1.

3. Utiliser le fait que liminfy_, o uy est une valeur d’adhérence de la suite
(uk) ke (donc qu'il existe une suite extraite (ug, )nenN telle que vy, — lminfy_ oo ug
lorsque k — +o0.
4. Raisonner avec éA ou o € IRy est tel que p(A) < a et utiliser la question
2 pour déduire que
limsup || A*||% < p(A).
k— o0
Raisonner ensuite avec %A ol B € IR, est tel que liminf,_ ;o0 [|A%||F < 3 et
utiliser la question 3.

Suggestions pour ’exercice 9 page 29 (Série de Neumann)
1. Montrer que si p(A) < 1, alors 0 n’est pas valeur propre de Id + A et
Id— A.

2. Utiliser le résultat de la question 1 de I’exercice 8.

Suggestions pour ’exercice 19 page 33 (Propriétés générales
du conditionnement)
3. On rappelle que si A a comme valeurs propres Ai,..., Ay, alors A7 a

comme valeurs propres )\1_1, R /\]_\,1 et A* a comme valeurs propres Ai, ..., Ay.
4. Utiliser le fait que AA? est diagonalisable.

6. Soient 0 < A < Ag... <Ay et 0 < py < pg...< upn les valeurs propres
de A et B (qui sont s.d.p.). Montrer d’abord que :

AN+ pN

conds(A+ B) < .
2( ) )\1 + H1
Montrer ensuite que

a+b a b .
d < max(z, E)a \V/(Cl,b, ) d) € (R+)4'

c+

et conclure

Suggestions pour 1’exercice 13 page 30

2. Soit ¢ le nombre de sur- ou sous-diagonales (p = 2¢ + 1). Compter le
nombre ¢, d’opérations nécessaires pour le calcul des colonnes 1 a g et N —g+1
a N, puis le nombre d,, d’opérations nécessaires pour le calcul des colonnes
n=q+1 N —q. En déduire I’estimation sur le nombre d’opérations nécessaires
pour le calcul de toutes les colonnes, Z,(V), par :

N—gq
2¢qg < Zp(N)2¢q + Z Cn.-
n=q+1
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Suggestions pour ’exercice 21 page 34 (Valeurs propres et
vecteurs propres de A.)

Chercher les vecteurs propres ® € R” de A sous la forme O, = p(x;),
j=1,...,N ou ¢ est introduite dans les indications de I’énoncé. Montrer que
les valeurs propres associées a ces vecteurs propres sont de la forme : A\ =

2 2 km
(1 — cos = " (1—cos—2).
h2( cos kmh) h2( Cos 1)

Suggestions pour ’exercice 22 page 34 (Conditionnement
efficace)

Partie 1
1. Pour montrer que A est inversible, utiliser le théoreme du rang.
2. Utiliser le fait que ® est un polynéme de degré 2.

1
3. Pour montrer que || A71|| = =, remarquer que le maximum de ® est atteint

en r = .5, qui correspond a un point de discrétisation car N est impair.

Partie 2 Conditionnement efficace
1. Utiliser la convergence uniforme. 2. Utiliser le fait que Ap = (1...1)".

Suggestions pour ’exercice 24 page 47 (Méthode itérative
du “gradient a pas fixe”.)

1. Calculer le rayon spectral p(B) de la matrice d’itération B = Id — a/A.
Calculer les valeurs de « pour lesquelles p(B) < 1 et en déduire que la méthode
itérative du gradient a pas fixe converge si 0 < a < ﬁ.

2. Remarquer que p(Id — aA) = max(|1 —adi|, |1 —ady — 1|, 00 A1,..., AN
sont les valeurs propres de A ordonnées dans le sens croissant. En tracant les
graphes des valeurs prises par |1 — aA1| et |1 — aAy — 1|en fonction de «, en
déduire que le min est atteint pour oo = ﬁ

Suggestions pour ’exercice 25 page 48 (Méthode de la puis-
sance pour calculer le rayon spectral de A.)

1. Décomposer xy sur une base de vecteurs propres orthonormée de A, et
utiliser le fait que —Ay n’est pas valeur propre.

2. a/ Raisonner avec y™ = 2(™ — 2 olt = est la solution de Az = b et
appliquer la question 1.

b/ Raisonner avec y(™ = (1) — z(n)

Suggestions pour ’exercice 26 page 48 (Méthode de la puis-
sance inverse)

Appliquer I'exercice précédent & la matrice B = (A — uld) L.
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Suggestions pour ’exercice 27 page 48 (Non convergence
de la méthode de Jacobi].)

Considérer d’abord le cas a = 0.

Si a # 0, pour chercher les valeurs de a pour lesquelles A est symétrique
définie positive, calculer les valeurs propres de A en cherchant les racines du
polyndme caractéristique. Introduire la variable u telle que ap =1 — A.

Pour chercher les valeurs de a pour lesquelles la méthode de Jacobi converge,
calculer les valeurs propres de la matrice d’itération J définie en cours.

Suggestions pour ’exercice 28 page 49 (Jacobi pour les ma-
trices a diagonale dominante.)

Pour montrer que A est inversible, montrer que Ax = 0 si et seulement si
x = 0. Pour montrer que la méthode de Jacobi converge, montrer que toutes
les valeurs propres de la matrice A sont strictement inférieures & 1 en valeur
absolue.

Suggestions pour ’exercice 31 page 50 (Méthode de Jacobi
et relaxation.)

1. Prendre pour A une matrice (2,2) symétrique dont les éléments diagonaux
sont différents I'un de I'autre.

2. Appliquer I'exercice 30 page 49 en prenant pour 7T 'application linéaire
dont la matrice est D et pour S I'application linéaire dont la matrice est £+ F.

4. Remarquer que p(J) = max(—p1, i), et montrer que :

si uy < —1, alors 2D — A n’est pas définie positive,

si uy > 1, alors A n’est pas définie positive.

6. Reprendre le méme raisonnement qu’a la question 2 a 4 avec les matrices
M, et N, aulieu de D et E + F.

7. Chercher une condition qui donne que toutes les valeurs propres sont
strictement positives en utilisant la base de vecteurs propres ad hoc. (Utiliser la
base de RY, notée {f1, ..., fn}, trouvée & la question 2.)

8. Remarquer que les f; de la question 2 sont aussi vecteurs propres de
J, et en déduire que les valeurs propres ,ul-w) de J, sont de la forme ul(-w) =
w(p; — 1 —1/w). Pour trouver le parametre optimal wy, tracer les graphes des
fonctions de IRy dans IR définies par w +— \u§“)| et w— |/,L§\‘,“)|, et en conclure

que le minimum de max(|u§w)|, |u§(,“)|) est atteint pour w = ﬁ

Suggestions pour l’exercice 33 page 51 (Convergence de
SOR..)

1. Calculer le déterminant de A.
2. Calculer le déterminant de éw - F.
3. Remarquer que les valeurs propres de L, annulent det(l_T“’I d+ F —

)\(éw —1E)). Apres calcul de ce déterminant, on trouve A\ = 1 —w, Ao = ﬁ,
J— —Ww
A = g

Montrer que si w < V2, p(L,) = |A3] et que p(Ly,) = |A1] siw > V2.
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4. Utiliser 'expression des valeurs propres pour montrer que la méthode

converge si w > 1+2 73 et que le parametre de relaxation optimal est wg = 1.

5.2 Exercices du chapitre 2

Suggestions pour ’exercice 36 page 71 (Méthode de mono-
tonie)

Pour montrer que la suite (v(™),,cn est bien définie, remarquer que la ma-
S ’

trice A est inversible. Pour montrer qu’elle est convergente, montrer que les

hypotheses du théoreme du point fixe de monotonie vu en cours sont vérifiées.

Suggestions pour ’exercice 41 page 73 (Valeurs propres et
méthode de Newton)

Ecrire le systeme sous la forme F'(z,A\) =0 olt F' est une fonction de RN
dans RN ™! et montrer que DF (X, T) est inversible.

Suggestions pour ’exercice 42 page 73 (Modification de la
méthode de Newton)

1. Remarquer que si A € My (IR) et A > 0, alors A*A + AId est symétrique
définie positive.

2. En introduisant la fonction ¢ définie par ¢(t) = f(tx,+(1—t)T), montrer
que f(x,) = (zn —T)g(zy), ou g(x) = fol f'(tx + (1 — t)T)dt. Montrer que g est
continue.

Montrer que la suite (2, )pen vérifie z,+1 — T = an(x, —T), ol

_ _f/(fn)g(fn)
RV ICAEEDY

et qu’il existe « tel que si z, € B(T, a), alors a, €]0,1[. Conclure.

3. Reprendre la méme méthode que dans le cas N = 1 pour montrer que
la suite (z,)nenN vérifie ,41 — T = D(x,)(x, —T), ou D € C(]RN,MN(IR)).
Montrer que D(T) est symétrique et montrer alors que || D(Z)||2 < 1 en calculant
son rayon spectral. Conclure par continuité comme dans le cas précédent.

Suggestions pour ’exercice 43 page 73 (Convergence de la
méthode de Newton si f/'() = 0)

Supposer par exemple que f”(Z) > 0 et montrer que si xg est “assez proche”
de T la suite (x,)nen est croissante majorée ou décroissante minorée et donc
convergente. Pour montrer que 'ordre de la méthode est 1, montrer que

H$n+1 B E”

1
— — lorsque n — 4o00.
|zn — T 2



150 CHAPITRE 5. SUGGESTIONS POUR LES EXERCICES

Suggestions pour l’exercice 46 page 75 (Méthode de New-
ton)

1. Pour montrer 'unicité, utiliser la croissance de f et le caractere s.d.p. de
A.

2. Utiliser le théoreme de convergence du cours.

Suggestions pour ’exercice 47 page 76 (Méthode de Stef-
fensen))

1. Utiliser la monotonie de f dans un voisinage de 7.

2. Développer le denommateur dans I’expression de la suite en utilisant le
fait que f(x, + f(:vn) - fo t)dt on ¥(t) = f(xpn +1tf(zn)), puis que
' (@n +tf(zn)) fo ds ou (t) = f’(xn + tf(xn)) Développer ensuite le
numérateur en utilisant le fait que —f(z,) fo O (t)dt ou p(t) = f(tT+ (1 —
t)zn), et que /(¢ + (1 — t)zn) = [y x(s)ds + x(0), owt x(t) = F(T + (1 — 1))

3. La convergence locale et 'ordre 2 se déduisent des résultats de la question
2.

5.3 Exercices du chapitre 3

Suggestions pour ’exercice 50 page 84 (Minimisation d’une
fonctionnelle quadratique)

1. Calculer la différentielle de f en formant la différence f(x + h) — f(x) et
en utilisant la definition. Calculer la hessienne en formant la différence V f(x +

h) =V f(z).

2. Utiliser le cours. ..

Suggestions pour ’exercice 49 page 84 (Convexité et conti-
nuité)

1. (a) Pour montrer la continuité en 0, soit « # 0, |z|] < 1. On pose a =
sgn(z) (= G ‘) Ecrire £ comme une combinaison convexe de 0 et a
et écrire 0 comme une combinaison convexe de = et —a. En déduire
une majoration de |f(z) — f(0)].

(b) utiliser la continuité de f et la majoration précédente.

2. (a) Faire une récurrence sur N et pour z = (x1,y)" avec —R < 71 < R et
y e RY™1 (N > 1), majorer f(z) en utilisant f(+R,y) et f(—R,y).

(b) Reprendre le raisonnement fait pour N =1
(¢) Se ramener & E = RY
3. (a) reprendre le raisonnement fait pour £ =R
(b) On pourra, par exemple choisir E = C([0,1],1R)
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Suggestions pour ’exercice 51 page 88 (Algorithme du gra-
dient a pas fixe)

1. Introduire la fonction ¢ définie (comme d’habitude...) par ¢(t) = f(tz +
(1 —t)y), intégrer entre 0 et 1 et utiliser ’hypothese (3.3.15) sur V f(x + t(y —

x)) = V().

2. Utiliser le cours pour la stricte convexité et I'existence et 'unicité de z,
et la question 1 pour montrer que f(x) — +oo lorsque |z| — +o0.

3. Montrer grace aux hypotheses (3.3.15) et (3.3.16) que |z,+1 — 2| < |2, —
Z2(1 — 2ap + M?p?).

Suggestions pour ’exercice 52 page 88 (Algorithme du gra-
dient & pas optimal)

2. Utiliser le fait que H est continue.
3. Etudier la fonction ¢ : R4 dans |R définie par ¢(p) = f(xn + pws,).

4. a. Montrer que f est minorée et remarquer que la suite (f(z,))nen est
décroissante.

4.b se déduit du 4.a

4.c. Utiliser la fonction ¢ définie plus haut, la question 4.b. et la question 2.

4.d. Utiliser le fait que le choix de p,, est optimal et le résultat de 4.c.

4.e. Etudier le polynéme du 2nd degré en p défini par : P,(p) = f(z,) —
plwn* + 3 M|w,[*p? dans les cas o |w,| < M (fait la quesiton 4.c) puis dans
le cas |w,| > M.

5. utiliser l'inégalité prouvée en 4.e. pour montrer que |w,| — 0 lorsque
n — +00.

6. Pour montrer que toute la suite converge, utiliser ’argument d’unicité de
la limite, en raisonnant par ’absurde (supposer que la suite ne converge pas et
aboutir a une contradiction).

Suggestions pour ’exercice 53 page 89 (Cas ou f n’est pas
croissante a 1’infini)

S’inspirer des techniques utilisées aux exercices 26 et 27 (il faut impérativement
les avoir fait avant...) .

Suggestions pour ’exercice 54 page 102 (Méthode de Polak-
Ribiére)

1. Utiliser la deuxieme caractérisation de la convexité. Pour montrer le com-

portement & linfini, introduire la fonction ¢ habituelle. .. (p(t) = f(x +

ty)).
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Pour montrer la concurrence, utiliser le fait que si w,, - V f(z,) < 0 alors
w,, est une direction de descente stricte de f en z,,, et que si p,, est optimal
alors V f(z,, + ppw,) = 0.

Utiliser la fonction ¢ définie par p(0) = V f(z,, + 0prwy,).

C’est du calcul...

5. Montrer d’abord que —gnw, < —7y|wy||gn|. Montrer ensuite (en utilisant

la bonne vieille fonction ¢ définie par ¢(t) = f(xn + tpn), que g, — 0
lorsque n — 4o00.

Exercice 59 page 112 (Fonctionnelle quadratique)

1. Pour montrer que K est non vide, remarquer que comme d # 0, il existe

feRY telqued- -z =a # 0. En déduire 'existence de = € RY tel que
d-z=c.

Montrer par le théor‘eme de Lagrange que si T est solution de (3.5.32),
alors y = (Z, \)! est solution du systéme (3.5.41), et montrer ensuite que
le systeme (3.5.41) admet une unique solution.



Chapitre 6

Corrigés détaillés des
exercices

6.1 Exercices du chapitre 1

Exercice 1 page 27 (Matrices symétriques définies positives)

1. Supposons qu’il existe un élément diagonal a; ; négatif. Alors Ae; -e; <0
ce qui contredit le fait que A est définie positive.

2. Soit z € R™, décomposons z sur la base orthonormée (f;)i—1n : & =
Zil x; f;- On a donc :

N
Ax-sz/\ix?. (6.1.1)
i=1

Montrons d’abord que si les valeurs propres sont strictement positives alors
A est définie positive :

Supposons que \; > 0, Vi = 1,...,N. Alors pour Vz € RY, d’apres (6.1.1),
Az -x > 0 et la matrice A est positive.

Supposons maintenant que A; > 0, Vi = 1,...,N. Alors pour Yz € RY,
toujours d’apres (6.1.1), (Az -z = 0) = (x = 0), et et la matrice A est donc
bien définie.

Montrons maintenant la réciproque :

Si A est positive, alors Af; - f; > 0, Vi =1,...,N et donc \; > 0, Vi =
oy N

Si A est définie, alors (Aaf; - af; = 0) = (a« =0), Vi = 1,...,N et donc
A >0,Vi=1,...,N.

3. Comme A est s.d.p., toutes ses valeurs propres sont strictement posi-
tives, et on peut donc définir 'application linéaire S dans la base orthonormée
(fi)iziy par: S(fi) = VAifi, Vi=1,...,N. On a évidemment SoS =T, et
donc si on désigne par B la matrice représentative de 'application S dans la
base canonique, on a bien B2 = A.

1

153
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Corrigé de ’exercice 2 page 27 (Normes de l’identité)

Si [|.]| est une norme induite, alors par définition, || Id|| = sup,cg~ |z [[{dz| =
1.

Si maintenant ||| n’est qu’une norme matricielle, comme ||Id|| = ||IdId| <
([ Zd||||Id]|, et que ||Id|| # O, on a bien le résultat demandé.

Corrigé de l’exercice 4 page 28 (Normes induites parti-
culiéres)

1. Par définition, [[Allc = sup,ern |jz)=1 [[AZ]/00, €t

[Az]eo = max | > aigrl < max | D lagllagl.
T j=1,..,N j=1,...,N

Or ||z|loc = 1 donc |z;| <1 et

Jalloe < max |30 lail.

yeees J=LN

Posons maintenant o = max;=1, . n | ijl,---,N |a; ;| et montrons qu’il existe
z € RY, ||z]| = 1, tel que ||Az]|oc = . Pour s € IR, on note sign(s) le signe
de s, c’est & dire sign(s) = s/|s| si s # 0 et sign(0) = 0. Choisissons = € R
défini par z; = sign(a,, ;) ou iy est tel que ijl,...,N @i, ] > Ejzl,...7N la; 51,
Vi=1,...,N.On abien ||z||c =1, et

N

[Az]loc =  max Izawsgn(am)l
j=1

Or, par choix de @, ona >,  y|ai,;| = mazi=1,. N Zj 1. laij]- Onen
déduit que pour ce choix de x ‘on a bien ||Az| = maxz 1,..N ijl N 1G]

.....

2. Par définition, [|Al[1 = sup,erw~ |z, =1 [[42]1; et

([ Az||1 :'Z LY gl < Y a1 gl

=1, ,N j=1,..N j=1,..N =1, N
< max | S o aigl Yl
R N j=1,...N

Et comme ijlw,N |zj| =1, on a bien que ||All; < maxj_1,. ..~ Zi:l,...,N la; ;.
Montrons maintenant qu’il existe 2 € RY, ||z = 1, tel que ||Az|; =
> i—1,..n laij|. 11 suffit de considérer pour cela le vecteur x € RY défini par

zj, = leta; = 0sij # jo, ol joesttelque o,y v laijo| =maxj—1. N>y nlaijl
On vérifie alors facilement qu’on a bien ||Az|; = max;j=1 .~ Zi:17,,,7N la; ;1.

3. Par définition de la norme 2, on a :

All5 = sup Az - Ax = sup At Az - z.
z€RN ||z 2=1 z€RN ||z)2=1
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Comme A'A est une matrice symétrique positive (car A*Az -z = Az - Az > 0),
il existe une base orthonormée (f;)i=1,...n et des valeurs propres (f;)i=1,... N,
avec 0 < py < po <... < upy tels que Af; = p; f; pour tout i € {1,..., N}. Soit
=3, NOfi€ R"Y. On a donc :

AtAx-x:( Z Miaifi)'( Z azfz = Z a//*l<;U'NH$”2

i=1,...,N i=1,...,.N i=1,...,N

On en déduit que ||A]|3 < p(ATA).
Pour montrer qu’on a égalité, il suffit de considérer le vecteur z = f ; on a
en effet || fn]l2 =1, et |Afn[|3 = A"Afn - fv = pn = p(A"A).

Corrigé de ’exercice 5 page 28 (Norme non induite)

1. On a ||Id||s = VN et donc par l'exercice 2 page 27, la norme ||.||s ne
peut pas étre une norme induite si N > 1. Montrons que la norme ||.||s est
matricielle. Soient A = (ai,j)i:LNJ-:LN et B = (bi,j)izl,NJ:LN, et C = AB.

N N N 2
Alors ||C|12 = 32,5, Zj:l (Zk:l az}kbk,j) :

Or si (ug)r=1,~5 €t si (Vg)k=1.8 € RY, alors (inégalité de Cauchy-Schwarz) :

N N
Zukvk < Zu ZU,%

k=1 k=1 k=1
N «N N «N
On adone [|C|[3 < 37501 Yooy a7k 2oj=1 2okt Vi j» et done O < [|A[Z]| BIJ3.

2. On obtient facilement que : Tr(A'A) = Y1, ST a? , = || A2

On a vu a l'exercice 4 page 28 que ||A||3 = p(A*A) = uy ol ux est la plus
grande valeur propre de A*A. Or la trace d’une matrice diagonalisable est aussi
la somme de ses valeurs propres. On a donc || A3 < Efil wi = Tr(A*A). On en

conclut que
[All2 < [|A]ls. (6.1.2)

De plus, ||A||2 = Tr(A*A) < Np(A*A). Donc ||Alls < VN|All2.
Enfin, comme || Az||2 < || A||2]|z| 2, on déduit de (6.1.2) que || Az||2 < || 4] s]|z]|2-

3. Soit ||.|| une norme induite, on a donc || Id|| = 1 par le résultat de 'exercice
2 page 27; alors pour N > 1, la norme A definie par N'(A4) = %[/ A vérifie
N(Id) = % < 1, ce qui prouve, toujours par ’exercice 2 page 27, qu’elle n’est
pas une norme matricielle.

Corrigé de ’exercice 6 page 28 (valeurs propres nulles d’un
produit de matrices)

1. Soit A # 0 valeur propre de AB, alors il existe v € R", v # 0, ABv =
Av. En multipliant & gauche par B (ce qu’on peut faire car ABv € IR",
v € R™) on obtient que BABv = ABv, et on a donc BAw = Aw avec
w = Buv; de plus, w # 0 car si w = Bv = 0 alors A = 0 ce qui contredit
I’hypothese.
Le raisonnement est identique pour BA.
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2. Supposons que A = 0 est valeur propre de AB. Alors il existe z € IR™;
x#0, ABx = 0. Si Bz # 0, alors BA(Bz) = 0 avec Bx # 0 donc Bz est
vecteur propre de BA pour la valeur propre A = 0.

Si Bx = 0, on distingue 2 cas :

— Si ImA = IR", application linéaire associée & A est donc surjective,
donc dJy € R?, y # 0, Ay = x. On a donc BAy = Bz =0,et A=0
est donc valeur propre de BA.

— Si ImA # IR", alors lapplication linéaire associée & A est non surjec-
tive, donc, par le “ miracle” de la dimension finie, (et car n < p), non
injective. Il existe donc y € R", y # 0; Ay = 0, et donc BAz = 0,
ce qui entraine que A est valeur propre nulle de BA.

Corrigé de ’exercice 7 page 29 (Rayon spectral)

Jp N .

Il suffit de prendre comme norme la norme définie par : ||z|| = >, oZ ot les
(cv;)i=1,n sont les composantes de x dans la base des vecteurs propres associés
a A.

Pour montrer que ceci est faux dans le cas ou A n’est pas diagonalisable,
. 0
il suffit de prendre A = 00

nulle, [|A]| # 0.

), on a alors p(A) = 0, et comme A est non

Corrigé de ’exercice 8 page 29 (Rayon spectral)

1. Si p(A) < 1, griace au résultat d’approximation du rayon spectral de la
proposition 1.9 page 20, il existe € > 0 tel que p(A) < 1 — 2¢ et une norme
induite ||.||4,c tels que ||Al|lae = pu < p(A) +e=1—¢ < 1. Comme ||.||4,c est
une norme matricielle, on a ||A¥|| 4. < u* — 0 lorsque k — co. Comme I'espace
My (IR) est de dimension finie, toutes les normes sont équivalentes, et on a donc
||A*|| — 0 lorsque k — oc.

Montrons maintenant la réciproque : supposons que A* — 0 lorsque k — oo,
et montrons que p(A) < 1. Soient A une valeur propre de A et x un vecteur
propre associé. Alors A¥z = Az, et si A¥ — 0, alors A¥z — 0, et donc ANz — 0,
ce qui n’est possible que si [\ < 1.

2. Si p(A) < 1, d’aprés la question précédente on a : [|A¥|| — 0 donc il
existe K € IN tel que pour k > K, |A¥|| < 1. On en déduit que pour k > K,
| A¥||1/k < 1, et donc en passant & la limite sup sur k, limsup,_, | | A¥||* < 1.

3. Comme liminfy ., || A¥||/* < 1, il existe une sous-suite (k,),nn C IN
telle que A% ||/#rtendsl < 1 lorsque n — 400, et donc il existe N tel que pour
n > N, AFn||Vkn < p avecn €]0,1[. On en déduit que pour n > N, Akn|| < nfn,
et donc que A*» — 0 lorsque n — +o0c. Soient A une valeur propre de A et 2 un
vecteur propre associé, on a : A¥»z = \fnx; on en déduit que |A| < 1, et donc
que p(A4) < 1.

4. Soit o € Ry tel que p(A) < . Alors p(2A) < 1, et donc par la question
2

limsup || A*||* < a, Ya > p(A).
k—+o00



6.1. EXERCICES DU CHAPITRE 1 157

En faisant tendre « vers p(A), on obtient donc :

limsup || A*|| ¥ < p(A). (6.1.3)
k—+o00

Soit maintenant 3 € R, tel que liminfg o [[A¥|* < B. On a alors
liminfg 4 o0 ||(%A)k|\% < 1 et donc par la question 3, p(%A) < 1,donc p(A) < 5
pour tout 8 € R4 tel que liminfg_ 4o ||Ak|\% < (. En faisant tendre § vers
liminfj_ o ||A¥| ¥, on obtient donc

p(A) < lim inf | AF % (6.1.4)
— 400

De (6.1.3) et (6.1.4), on déduit que

limsup || A*||* = liminf || A*||* = lim ||A*||% = p(A). (6.1.5)
k— o0 k—+o0 k—+o00
5. Si ||.|| est une norme matricielle, alors ||A*|| < ||A||* et donc d’apres la

question précédente, p(A) < || 4]l

Corrigé de ’exercice 9 page 29 (Série de Neumann)

1. Si p(A) < 1, les valeurs propres de A sont toutes différentes de 1 et —1.
Donc 0 n’est pas valeur propre des matrices Id — A et Id + A, qui sont donc
inversibles.

2. Suppposons que p(A) < 1. Il est facile de remarquer que

N
Y- AM)(Id - A) =1d— ANT (6.1.6)
k=0

Si p(A) < 1, d’aprés la question 1. de I'exercice 8 page 29, on a A¥ — 0 lorsque
k — 0. De plus, Id — A est inversible. On peut donc passer a la limite dans
(6.1.6) et on a donc (Id — A)~1 = 3,20 AF.

Remarquons de plus que la série de terme général A* est absolument conver-
gente pour une norme ||- || 4, donnée par la proposition 1.9 page 20, avec & choisi
tel que p(A)+¢e < 1. Par contre, la série n’est pas absolument convergente pour
n’importe quelle norme. On pourra s’en convaincre facilement grace au contre—
exemple (en dimension 1) suivant : la série sy = 142 +-- -+ 2* est absolument
convergente pour la norme | -| sur IR pour |z| < 1, ce qui n’est évidemment plus
le cas si 'on remplace la norme par la norme (pourtant équivalente) ||-|| = 10|-|.

Réciproquement, si p(A) > 1, la série ne peut pas converger en raison du
résultat de la question 1 de ’exercice 8 page 29.

Corrigé de ’exercice 10 page 29 (Normes matricielles)

1. Comme p(A) < 1, la série de terme général A7 converge (voir exercice
9) et donc on a Z;’;l |A7z|| < +oo. D’autre part, il est immédiat que
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llz|l« > 0, et si ||z]+ = 0 alors |47z, = 0. De plus si = et y sont des
vecteurs de RY, alors

lz+ylle =D 147 @+ )l < D 1A + A7yl = Jall + [yl
§=0 §=0

Enfin, si o € IR, il est facile de vérifier que ||az||. = |||z«

2. Par défnition, || Az, = T3, A7l = S50, A% = [, — ]|
Donc si ||z]|« =1, on a ||Az|. =1 — ||z].
La fonction z + ||z|| atteint son minimum sur Pensemble {z € RY; ||z|. =
1}, et celui-ci est différent de 0 car ||.|| est une norme.
On déduit de ceci que

[A]l. = max [[Az|l. <1,
el =1

3. On ne suppose plus que p(A) < 1. Soit C' > p(A) donné, et soit B la
matrice définie par B = %A. On a donc p(B) < 1. On peut donc appliquer
A B la question précdente. Il existe donc une norme induite || - ||+, telle que

| B+ < 1. On en déduit que 5[|Al[.« < 1, soit %H** < C. En choisissant
C < p(A) + ¢, on a le résultat souhaité.

Remarquons que cette construction de norme a nécessité la démonstration de
convergence de la série, qui elle méme nécessite la proposition 1.9 page 20 (voir
exercice 9. Cette construction ne peut donc étre employée comme démonstration
directe de la proposition 1.9 page 20.

Exercice 11 page 30 (Décompositions LL' et LDL" )

1 0 a 0
l.OnposeL:(,Y 1 )etD:( 0 3 )
Par identification, on obtient a = 2, § = —% et v = %
Si maintenant on essaye d’écrire A = LL! avec L = ( Z 2 ), on obtient
2= —% ce qui est impossible dans IR.

En fait, on peut remarquer qu’il est normal que A n’admette pas de décom-
position LL?, car elle n’est pas définie positive. En effet, soit x = (21, xg)t S IR2,,
alors Az -z = 2x1(x1 + 22), et en prenant z = (1,—2)! on a Az -z < 0.

2. 2. Reprenons en ’adaptant la démonstration du théoréme 1.3. On raisonne
donc par récurrence sur la dimension.

1. Dans le cas N =1, on a A = (a1,1). On peut donc définir L = (¢1,1) ou
ly1=1,D=(a11),d1,1 #0, et on a bien A= LDL".

2. On suppose que, pour 1 < p < N, la décomposition A = LDL? s’obtient
pour A € M,(IR) symétrique définie positive ou négative, avec d;; # 0
pour 1 < i < N et on va démontrer que la propriété est encore vraie
pour A € Mpy41(IR) symétrique définie positive ou négative. Soit donc
A € Mpy41(IR) symétrique définie positive ou négative; on peut écrire A
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sous la forme :

(6.1.7)

ou B € My(IR) est symétrique définie positive ou négative (calculer Az-x
avec = = (y,0)!, avec y € R™ pour le vérifier), « € RY et a € IR.

Par hypothese de récurrence, il existe une matrice M € My(IR) M =
(miyj)%:]_ et une matrice diagonale D = diag(di 1,d22,...,dn,n) dont
les coefficients sont tous non nuls, telles que :

(a) m;; =0s1j>1

(b) my;=1

(c) B=MDM:".
On va chercher L et D sous la forme :

O G S

e L T

avech € RY, )\ € R tels que LDL! = A. Pour déterminer b et A, calculons
LDL? avec L et D de la forme (6.1.8) et identifions avec A :

o 1 I

b Lo T Do T Loowre | v

On cherche b € R™ et A € R tels que LDL! = A, et on veut donc que les
égalités suivantes soient vérifiées :

MDb=aetbtDb+ \=a.

La matrice M est inversible (en effet, le déterminant de M s’écrit det(M) =
Hf;l 1 = 1). Par hypothese de récurrence, la matrice D est aussi inver-
sible. La premiere égalité ci-dessus donne : b = D~!M~1a. On calcule
alors A = o — b* M ~1a. Remarquons qu’on a forcement A#£0,carsi A =0,
[MDMt ‘ MDb"
A=LDL'=

{thMt ‘ thbJ
qui n’est pas inversible. En effet, si on cherche (z,y) € RY x R solution

[MDMt MDb

{btﬁMt thb
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on se rend compte facilement que tous les couples de la forme (—M ~tby, y)?,
y € IR, sont solutions. Le noyau de la matrice n’est donc pas réduit a {0} et
la matrice n’est donc pas inversible. On a ainsi montré que dy 41,841 7# 0
ce qui termine la récurrence.

3. On reprend ’algorithme de décomposition LL® :

Soit A € My (IR) symétrique définie positive ou négative; on vient de mon-
trer qu'il existe une matrice L € My (IR) triangulaire inférieure telle que ¢; ; = 0
sij >, 4;; =1, et une matrice D € My (IR) diagonale inversible, telles que et
A= LDL! On a donc :

N
aij = Llixdrrlir, V(i,j) €{l...N}>. (6.1.9)
k=1

1. Calculons la lere colonne de L; pour j =1, on a :

ay1 = d1,1 donc d1,1 = ai,1,
a21
a1 = 52,1611,1 donc £2,1 = 5
ad171

i1 .
a;1 = &)1@171 donc €i71 = 7 Vi € {2 . N}
1,1

)

2. On suppose avoir calculé les n premieres colonnes de L. On calcule la
colonne (n + 1) en prenant j = n+ 1 dans (1.2.8)

n

, 2
Pouri=n+1, ant1,n+1 = E Cri1 ki k + dpy1ng1 done
=1

n

dn+1,n+1 = 0n+4+1,n+1 — Z€i+1)kdk’kj- (6110)
k=1

On procede de la méme maniere pour i =n+2...N;on a :

n+1 n
Aipt1 = E Ui ki lnt1,k = E Ui ki ilnt1,k + Lint1dn+1,n410n+1,n41
k=1 k=1

et donc, comme on a montré dans la question 2 que les coefficients dy, i
sont tous non nuls, on peut écrire :

- 1
bimi1 = <ai7n+1 - Z€i7kdk,k‘€n+1,k> T (6.1.11)

b1 n+1,n+1

Exercice 12 page 30 (Sur la méthode LL")

Calculons le nombre d’opérations élémentaires nécessaires pour chacune des
méthodes :

1. Le calcul de chaque coefficient nécessite N multiplications et N — 1 ad-
ditions, et la matrice comporte N? coefficients. Comme la matrice est

symétrique, seuls N(N + 1)/2 coefficients doivent étre calculés. Le calcul

(2N—1)N(N+1)
2

de A? nécessite nécessite donc e opérations élémentaires.
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Le nombre d’opérations élémentaires pour effectuer la décomposition LL?
de A? nécessite NT?’ + NTZ + & (cours).

La résolution du systéeme A%xr = b nécessite 2N? opérations (N? pour la
descente, N? pour la remontée, voir cours).

Le nombre total d’opérations pour le calcul de la solution du systeme
AZ%x = b par la premiere méthode est donc w + NT3 + % +& =

% + O(N?) opérations.

2. La décomposition LL! de A nécessite NT3 + NT2 + %, et la résolution des
systemes LL'y = b et LL'x = y nécessite 4N? opérations. Le nombre
total d’opérations pour le calcul de la solution du systeme A%z = b par la

deuxiéme méthode est donc NT3 + 9];’2 + &= NTg + O(N?) opérations.

Pour les valeurs de N assez grandes, il est donc avantageux de choisir la deuxieme
méthode.

Exercice 13 page 30 (Décomposition LL' d’une matrice bande)

On utilise le résultat de conservation du profil de la matrice énoncé dans le
cours. Comme A est symétrique, le nombre p de diagonales de la matrice A est
forcément impair si A ; notons g = p—gl le nombre de sous- et sur-diagonales non
nulles de la matrice A, alors la matrice L aura également ¢ sous-diagonales non
nulles.

1. Cas d’une matrice tridiagonale. Si on reprend ’algorithme de construc-
tion de la matrice L vu en cours, on remarque que pour le calcul de la colonne
n+1,avec 1 <n < N —1, on a le nombre d’opérations suivant :

n
Z 1/2 .
— Calcul de £n+1,n+1 = (a'n+1,n+1 - €n+1,k€n+1,k) / >0:
k=1
une multiplication, une soustraction, une extraction de racine, soit 3 opé-
rations élémentaires.

n
1
— Calcul de €n+2,n+1 = | @n42,n+1 — § én—Q—Q,kén—Q—l,k o
h—1 én+17n+1

une division seulement car £,,42 1 = 0.

On en déduit que le nombre d’opérations élémentaires pour le calcul de la co-
lonne n+ 1, avec 1 <n < N — 1, est de 4.

Or le nombre d’opérations pour la premieére et derniere colonnes est inférieur
a 4 (2 opérations pour la premiere colonne, une seule pour la derniere). Le
nombre Z1(N) d’opérations élémentaires pour la décomposition LL* de A peut
donc étre estimé par : 4(N —2) < Z1(N) < 4N, ce qui donne que Z1(N) est de
Pordre de 4N (le calcul exact du nombre d’opérations, inutile ici car on demande
une estimation, est 4N — 3.)

2. Cas d’une matrice a p diagonales.

On cherche une estimation du nombre d’opérations Z,(N) pour une matrice
a p diagonales non nulles (ou ¢ sous-diagonales non nulles) en fonction de N.
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On remarque que le nombre d’opérations nécessaires au calcul de

n

‘€n+1,n+1 = (an+1,n+l - Z€n+l7k‘€n+1,k)l/2 > 01 (6]-]-2)
k=1

- 1
et lypny1 = <ai,n+1 — Z&,kénﬂ,k) —_— (6.1.13)

3
=1 én+17n+1

est toujours inférieur a 2q + 1, car la somme 22:1 fait intervenir au plus ¢
termes non nuls.

De plus, pour chaque colonne n + 1, il y a au plus ¢ + 1 coefficients ¢; 1
non nuls, donc au plus ¢+ 1 coefficients a calculer. Donc le nombre d’opérations
pour chaque colonne peut étre majoré par (2g + 1)(g+ 1).

On peut donc majorer le nombre d’opérations z, pour les ¢ premieres co-
lonnes et les ¢ dernieres par 2¢(2¢ + 1)(q¢ + 1), qui est indépendant de N (on
rappelle qu’on cherche une estimation en fonction de N, et donc le nombre z,
est O(1) par rapport a N.)

Calculons maintenant le nombre d’opérations z, nécessaires une colonne
n=qg+1aN-—q—1 Dans (6.1.12) et (6.1.13), les termes non nuls de la
somme sont pour k =i —gq,...,n, et donc on a (n — i+ ¢ + 1) multiplications
et additions, une division ou extraction de racine. On a donc

n+q+1
Ty = Z (2(n—i+q+1)+1)
1=n+1
q+1
=> (2-j+q+1)+1)
j=1
q+1
=(g+1)(2¢+3)—2> j
j=1
= (¢+1)%

Le nombre z; d’opérations nécessaires pour les colonnesn =qg—+1a N —q—1
est donc
zi = (¢ +1)*(N - 2q).

Un encadrement du nombre d’opérations nécessaires pour la décomposition
LL! d'une matrice & p diagonales est donc donnée par :

(a+1)*(N —2q) < Zy(N) < (g +1)*(N —29) +2¢(2g + 1)(q + 1), (6.1.14)

et que, & ¢ constant, Z,(N) = O((g +1)?>N)). Remarquons qu’on retrouve bien
I’estimation obtenue pour ¢ = 1.

3. Dans le cas de la discrétisation de I’équation —u” = [ traitée dans le
cours page 18, on a ¢ = 1 et la méthode de Choleski nécessite de 'ordre de 4N
opérations élémentaires, alors que dans le cas de la discrétisation de I’équation
—Au = f traitée dans le cours page 25-26, on a ¢ = VN et la méthode de
Choleski nécessite de 'ordre de N2 opérations élémentaires (dans les deux cas
N est le nombre d’inconnues).
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On peut noter que 'encadrement (6.1.14) est intéressant des que g est d’ordre
inférieur a N¢, a < 1.

Exercice 14 page 30 (Décomposition LL' d’'une matrice tri-
diagonale symétrique)

1. Comme A est une matrice symétrique définie positive, le théoreme de
décomposition de Choleski vu en cours s’applique, et il existe donc une
unique matrice L € My (IR), L = (£; ;)N;—;, telle que :

(a) L est triangulaire inférieure (c’est & dire ¢; ; = 0si j > 1),

(b)  4;; >0, pour tout i € {1,..., N},

(¢c) A=LIL%
Il nous reste & montrer que ¢; ; = 0 si j < i — 1. Reprenons pour cela le
calcul des coefficients ¢; ; vu en cours. On a :

6171 = /01,1 (al,l > 0 car 51,1 existe ),

a21

a1 = 01011 donc by 1 = === = [,
a€1,1

a1 =il done £y = /’1 =0Vie{3,...,N}.
1,1

s

Supposons que les colonnes p = 1 & n soient telles que ¢;, =0sii > p+1,
et montrons que c’est encore vrai pour la colonne n+ 1. On a

n
1 )
liny1 = | Giny1 — Z‘gi,kénJrLk ———, pouri=n+2,...,N.
k=1 ¢

n+1l,n+1
(6.1.15)
Or, pour ¢ > n+1, on a a; ,+1 = 0 par hypothese sur A, et ¢; , = 0 pour
k =1,...,n par hypothese de récurrence. On en déduit que ¢; ,41 = 0

pour i > n + 1. La matrice L est donc bien de la forme

aq 0 0
ﬂg (65 0 0
L= o . . ...0
0 0 ﬂN an

2. L’algorithme de calcul des coeflicients ¢; ; a été vu en cours, il suffit de
I’adapter ici au cas tridiagonal. On obtient :

Premiere colonne

a1 = 4/a1,1,

a21
P2 = —.
aq

Nombre d’opérations : 1 racine carrée, 1 division.
Colonnes 2 a N —1
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Pouri=1,...,N — 2,

2 \1/2
Ap41 = (an+1,n+1 - n+1)

3

Nombre d’opérations : 1 multiplication, 1 soustraction, 1 racine carrée.

an+2,n+1
6714—2 -

41
Nombre d’opérations : 1 division.

Colonne N
an = (ann — 62)"7,
Nombre d’opérations : 3 (1 multiplication, 1 soustraction, 1 division).
Le nombre d’opérations élémentaires est donc de 2+4(N —2)+3 = 4N —3.

3. Un calcul facile donne :

1 0 0 0 O

-1 1 0 0 0

L= 0o -1 1 0 0

o o0 -1 1 0

o o0 0 -11

4. Non, par exemple 'inverse de la matrice

1 -1 0 3 21
A= -1 2 -1 |etA'=]|2 2 1
0o -1 2 11 1

Exercice 15 page 31 (Minoration du conditionnement)

1) On peut écrite B = B+ A— A = A(Id + A~Y(B — A)). Et comme
|A— B < HA—I*IH’ ona ||[A=YB — A)|| < ||A—1]||B — A]| < 1. La matrice
Id + A=Y(B — A)) est donc inversible (voir théoréme 1.11 page 21, et donc B
lest aussi.

2) En prenant la contraposée de ce qui précede, on obtient que si det(B) = 0,
alors

1 _
1A= Bl > —=, et donc [A[[|A™"]| > [|A][|A - B]|.

On en déduit le résultat en passant au sup sur les matrices B de déterminant
nul.

Exercice 16 page 31 (Minoration du conditionnement)

1. Comme A est inversible, A +0A4 = A(Id+ A='5A), et donc si A+ JA est
singuliere, alors Id + A~16 A est singuliere. Or on a vu en cours que toute
matrice de la forme Id + B est inversible si et seulement si p(B) < 1. On
en déduit que p(A~16A) > 1, et comme

p(AT10A) < [ATI0A| < [ AT [[loA],

on obtient

A
|A7|||[6A]| > 1, soit encore cond(A) > %,élh
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2. Soit y € RY tel que ||y|| = 1 et [|[A" y|| = ||AY||. Soit z = A~ 'y, et
t
0A = =4~ ,on a donc
—y at —y ztx
(A+éA)r=Ar — ——a =y — —; =0.
rt ztx

La matrice A + §A est donc singuliere. De plus,

1
A = —=|ly y* A71.
641 = Tl v' A7)

Or par définition de x et y, on a ||z|? = [|[A~!]|%. D’autre part, comme il
s’agit ici de la norme L?, on a ||A~!|| = ||A7!||. On en déduit que
1 1

I6A] = = llPIA™ ] = -
|A=112 A=

On a donc dans ce cas égalité dans (1.2.21).

3. Remarquons tout d’abord que la matrice A est inversible. En effet, detA =
0 0 0
202 > 0. Soit 04 = | 0 —a « |. Comme det(A + 6A) = 0, la
0 —a —«a
matrice A + JA est singuliere, et donc

cond(A4) > |5iA”|| (6.1.16)

Or ||64] = 2a et ||A|| = max(3,1+2a) = 3, car « €]0, 1[. Donc cond(A4) >
£
Exercice 17 page 32 (Minoration du conditionnement)

1. Par dfinition, cond(A?) = [|A2[|||[(A=1)?|| < ||[A7|||A™Y|| = (condA)?.
2. Si A est symétrique, on a : condy(A?) = p(A?) = (condaA)?. e
3. Non. Il suffit de prendre
0 1
=(00)

qui n’est pas une matrice symétrique, mais qui est telle que p(A4) = 0, et
A? =0.

Exercice 18 page 32 (Calcul de l'inverse d’une matrice et
conditionnement)

1. (a) L’inverse de la matrice A vérifie les quatre équations suivantes :
X—A1 =0, X'1-4 = 0,

AX-Id = 0, XA—1Id = 0.

Les quantités e, es, e3 et e4 sont les erreurs relatives commises sur
ces quatre équations lorsqu’on remplace X par B; en ce sens, elles
mesurent la qualité de approximation de A1,
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(b) On remarque d’abord que comme la norme est matricielle, on a
[MP| < ||M]|||P]| pour toutes matrices M et P de My(IR). On
va se servir de cette propriété plusieurs fois par la suite.

(o) Comme B=A"'+E, ona

o B _ A7 _
JA=T] = AT

E.

(8) Par définition,

[B7'— Al _ (AT + E)t - A
1A]l 1A]l

€9 =

Or

(A'+E)"1—A = (A'(Id+AE)'— A

(Id+ AE)TA— A

(Id + AE)"Y(Id — (Id + AE))A
= —(Id+ AE)"'AEA.

On a donc
ea < [[(Id+ AE)~ | Al E].

Or par hypothese, [|[AE|| < ||A|||E|| < cond(A)e < 1; on en
déduit, en utilisant le théoreme 1.11, que :

ot donc ey < —20nd(4)
1 — eco

[(Id+ AE)7!| < )

v

1—|AE|’

(v) Par définition, e3 = ||AB —Id|| = ||A(A~'+ E) - Id|| = ||AE| <
[AIE| < [|Alle]| A~ = econd(A).

(6) Enfin, e, = |BA - Id| = (A" + E)A - Id| < |BA| <
| B[/ A]l < econd(A).

(¢) (o) Comme B= A"'(Id+ E’'), on a

A=Y Id+ E')— A~
_ A7 d+ ) ||§||Id+E'—Id||Ss.

€1

[ A=H]
(6) Par définition,
—1
ey = ”(IHEHJ)“H A—A|
[(Id+E") " (A—(Id+E")A)||
[N

<|Ud+E)7M|[1d - (Id+ E")| < 1=

car € < 1 (théoréme 1.1).

(7) Par définition, e3 = ||[AB — Id|| = ||AA~Y(Id + E') — Id|| =
IE']| <e.

(6) Enfin, e4 = ||BA—Id| = [|[A~'(Id + E")A — Id| = [|[A~' (A +
B'A- A)| < [AY[[AB'] < ccond(4).
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2. (a) On peut écrire A+64 = A(Id+A"154). On a vu en cours (théoreme
1.11) que si ||[A7164]| < 1, alors la matrice Id+ A~ 4 est inversible.
Or [[A=154| < [JA7Y|[|6a]l, et donc la matrice A+ §4 est inversible

si [[6a] < ——.
[ A=]

(b) Onpeut écrire ||(A+64)"t — A7 = [[(A+54) " (Id—(A+54) A1 <
[(A+064)" Il1d — Td — 64A7H| < [[(A+64) " [0all[|A7Y]]. On en
déduit le résultat.

Corrigé de ’exercice 19 page 33 (propriétés générales du
conditionnement)

1. Comme || - || est une norme induite, c¢’est donc une norme matricielle. On
a donc pour toute matrice A € My (IR),

12dl| < [l All |A7"|

ce qui prouve que cond(A) > 1.
Par définition,

cond(ad) = [ladll [|(ad)™"|
1 _
= ol IIAIIEIIA 'l = cond(4)

2. Soient A et B des matrices inversibles, alors AB est une matrice inversible

et
cond(AB) = |[AB| [[(AB)7![| = |AB| B~'A7|
< JAILIBI BT AT

car || - || est une norme matricielle. Donc cond(AB) < cond(A)cond(B).

3. Par définition, on a conda(A) = [|A|]2]|A7|l2. Or on a vu a Pexercice

3 que [|A]lz = (p(A°A))/? = /on. On a donc A7z = (p((A71)PA™1)V? =

1/2
(A4t
la matrice AA?. Or les valeurs propres de AA? sont les valeurs propres de A'A

(si A est valeur propre de AA? associée au vecteur propre x alors A est valeur
propre de AA? associée au vecteur propre Alz).

On a donc condz(A) = 4 7N
01

Si A est s.d.p., alors A'A = A% et 0; = A\? ou \; est valeur propre de la
-

4. Si condy(A) =1, alors /2% = 1 et donc toutes les valeurs propres de AtA

1
. Et p((AAYH)~1) = p ol 07 est la plus petite valeur propre de

matrice A. On a dans ce cas condz(A)

sont égales. Comme A*A est symétrique définie positive (car A est inversible), il
existe une base orthonormée (f1 ... fn) telle que A*Af; = o f;, Viet o > 0 (car
AtA est s.d.p.). On a donc A'A = old A = a?A~! avec a = /7. En posant
1 1
Q=—-A onadonc Qt=—-A'=ad ' =Q L.
o o

Réciproquement, si A = aQ), alors A*A = o?Id, 28 =1, et donc cond (A) =
1.
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5. A € My(IR) est une matrice inversible. On suppose que A = QR ou @
est une matrice orthogonale. On a donc :

condz(A) = [All2 A7 ]2 = QR[> |R7'Q".

. ON |
On a aussi condz(A) = , /[ — ol 01 < ... < oy sont les valeurs propres de A A.
01

Or A'A = (QR)'(QR) = R'Q'QR = R'R. Donc condz(A) = conda(R).

6. Soient 0 < Ay < Ag... <Ay et 0 < g < po...< pup les valeurs propres
de A et B (qui sont s.d.p.). Alors conds(A 4+ B) = Z;—N, o0 < <...<vun
sont les valeurs propres de A + B. '

a) On va d’abord montrer que
AN+ pN
A+

Remarquons en premier lieu que si A est s.d.p., alors

conda(A+ B) <

condy(A) = zli=1 777 Av-
2 - ianng:l Ar - x

En effet, si A est s.d.p., alors sup Ax-z = Ay ; il suffit pour s’en rendre
lzll2=1
N
compte de décomposer x sur la base (f;)i=1.. n. Soit z = Z a; fi. Alors :
i=1

N
Az-z=> afX <ANEa] = Ay Bt Afy - fv = Ay

i=1
De méme, Az-x > \1¥a? = A\ et Az-x = A\ siz = f1. Donc inf Az-x =

\ llzll=1
1-

. . SUD |y =1 AL - T
On en déduit que si A est s.d.p., condz(A) = ———————
1nf|\r|\:1 Ar -z
Sup|g=1(A + B)z - @

onc condz(A + B) inf—1(A+ B)z -

Or sup (Az-xz+ Bx-x) < sup Az -x+ sup Br- -z = AN+ un

[le]=1 [lz]|=1 [lz]|=1
et ”irHlfl(Aa:-a:—&—Bx-x) > ”iﬂlflAa:-a:—FHiﬂlex-xzkl—!-m
donc w4
UN
condy(A + B) < 2N TN
2( = AL+

b) On va montrer que
a+b a b N
T d < max(z, E), Y(a,b,c,d) € (R})™.

¢ +Z > % alors (a+b)c > (c+d)a c’est a dire be > da donc

Supposons que
c

be+bd > da + db soit b(c + d) > d(a +b); donc &2 < & On en déduit
que condz(A + B) < max(condz(A), conds(B)).
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Corrigé de ’exercice 20 page 33 (Discrétisation)

1. Si f est constante, alors —u" est constante, et donc les dérivées d’ordre
supérieur sont nulles. Donc, par lestimation (1.2.17) page 24 sur 'erreur
de consistance, on a R; =0 pour tout ¢ =1,..., N.

Si on appelle U le vecteur de composantes u; et U le vecteur de compo-
santes u(x;), on peut remarquer facilement que U — U = A7'R, ot R est
le vecteur de composantes R;. On a donc U — U = 0, c.q.f.d..

2. Il est facile de voir que f n’est pas forcément constante, en prenant f(z) =
sin 2mrax, et h = 1/2. On n’a alors qu’une seule inconnue, qui vérifie u; = 0,
et on a également u(1/2) =sinm = 0.

Corrigé de l’exercice 21 page 34 (Valeurs propres et vec-
teurs propres de A.)

1. Pour montrer que A est définie positive (car A est évidemment symétrique),
on va montrer que Ax -z > 0si x # 0.

On a
1 N-1
A!’E-ﬁzﬁ 21‘1—$2 —|—le "Ez‘,l+2$i—$i+1)+2$?\7—$1\],1x1\]
=2
On a donc
N-1 N
h2Ax-x = 233% — T1Ty — Z (xix¢_1 + 23:12) — ina:i_l + 23:?\, — IN_1ZN
i=2 i=3

N
22 +
z; E 11—|—xN—2E TiTi_1

=2

(z; —xio1)? + 27 + 23 >0.

M= HMZ

s
I|
N

De plus, Am-széx%:xN:Oetxi:xi,l pour i =2 a N, donc x = 0.

Pour chercher les valeurs propres et vecteurs propres de A, on s’inspire des
valeurs propres et vecteurs propres du probleme continu, ¢’est—a—dire des valeurs
A et fonctions ¢ telles que

_ /I(x) =\ ("E) €T E]O’ ]_[
{ w(%) = @(1)i 0 (6.1.17)

(Notons que ce “truc” ne marche pas dans n’importe quel cas.)

L’ensemble des solutions de 1’équation différentielle —p” = Ay est un espace
vectoriel d’ordre 2, donc ¢ est de la forme ¢(x) = a cos vV Az + Bsin vV Az (A > 0)
et o et § dont déterminés par les conditions aux limites ¢(0) = a = 0 et
©(1) = acos VA + fsinv/A = 0; on veut 3 # 0 car on cherche ¢ # 0 et donc
on obtient A = k?72. Les couples (), ) vérifiant (6.1.17) sont donc de la forme
(k272 sin k7).

2. Pour £k =1 a N, posons <I>Ek) =sinkrnz;, ou x; =th, pour i =1 a N, et
calculons A®*)

(ADM); = —sinkn(i — 1)h + 2sin kn(ih) — sin kr(i + 1)h.
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En utilisant le fait que sin(a + b) = sinacosb + cosasinb pour développer
sinkn(1 —i)h et sinkw(i + 1)h, on obtient (apres calculs) :

(AD®)), = 3™ i=1,... N,
2 2 k
ol /\k:ﬁ(l—coslmrh):—(l—cos T

h? N + 1) ]
On a donc trouvé N valeurs propres A; ... Ay associées aux vecteurs propres

oM .. o) de RN telsquetl)gk):sinN_:l,i:l...N.

Remarque : Lorsque N — +o0o (ou h — 0), on a

2 k2m2h?
A = 3 (1 —l 0(h4)) = k?¢* + O(h?)

Donc
A ke =
h — 0.

N7
N+1

1 _ he_m
)\1 1—(308]\]—_"_1

Ay 1 —cos
Calculons condz(A). Comme A est s.d.p., on a condz(A) = —

On a : h2Axy = 2(1 — cos ]\J,Vfl) — 4 et A\ — w2 lorsque h — 0. Donc

h?conds(A) — =% lorsque h — 0.

Corrigé de ’exercice 22 page 34 (Conditionnement efficace)

Partie 1
1. Soit w = (uy ...un)". On a
1 1 .
Au=b < { ﬁ(uz _ui—l) + ﬁ(uz —u¢+1) =b;, Vi=1,...N,
quuN_H:O.

Supposons b, > 0, Vi = 1,...,N, et soit j € {0,...,N + 1} tel que u; =
min(u;, ¢ =0,...,N+1).

Sij=0ouN+1,alorsu; >0Vi=0,N+1 et donc u > 0.

Sijed{l,...,N}, alors

1 1
ﬁ(“j —uj—1) + ﬁ(“j —ujt1) >0

et comme u; —uj—1 < 0 et u; —ujp; < 0, ceci entraine que u; = uj_; et
u; = ujy1, ce qui n’est possible que si u; = up = 0, Vi = 1, N, auquel cas u = 0.

Montrons maintenant que A est inversible. On vient de montrer que si Au > 0
alors u > 0. On en déduit par linéarit que si Au < 0 alors u < 0, et donc que
si Au = 0 alors u = 0. Ceci dmontre que 'application linaire reprsente par la
matrice A est injective donc bijective (car on est en dimension finie).

1
2. Soit ® € C([0,1],IR) tel que ®(z) = 53:(1 —x) et &, = b(x;),i=1,N,

ou x; = ih.
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(Ap); est le développement de Taylor & l'ordre 2 de ®”(x;), et comme ® est
un polynéme de degré 2, ce développement est exact. Donc (Ag); = ®”(x;) = 1.

3. Soient b € RY et u € RY tels que Au=b. On a:
(A(u £ [|bll))i = (Au)s £ [[b]] (Ap)i = bi & [[b]].
Prenons d’abord b; = b; + ||b|| > 0, alors par la question (1),
u; +||bllg; >0 Vi=1...N.
Si maintenant on prend b; = b; — ||b]| < 0, alors
u; — ||bljp; <0 Vi=1...N.
On a donc —||blje; < [[b][:-
On en déduit que [l oo < 5] ligle : 0 lglloe = 5 Doi oo < 511011
On peut alors écrire que pour tout b € RY,

[A™b]l0 _ 1 <A1
o S g don AT <
[bls — 8

1
|4~ 8] < 5Bl done

| =

=

1
On montre que ||A g o prenant le vecteur b défini par b(z;) = 1,

Vi=1,...,N.Onaen effet A=1b = ¢, et comme N est impair, 3i € {1,..., N}
tel que z; = % ;07 ||]|oo = go(%) = %.

4. Par définition, on a [|A|| = sup, =1 [[Az]], et par la question 1 de I'exer-
cice 4 page 28, on sait que [|A[| = max;—1 N >_;_; ylai;|, ce qui démontre le
résultat.

5. Grace aux questions 3 et 4, on a, par définition du conditionnement pour

la norme || - [, cond(A) = [| A | A~ = 5.
‘ [0l 106l B 1
On a vu en cours que Tl < cond(A) T ou cond(A) = ||A| [JA™H|

Partie 2 Conditionnement efficace

1. Soient ™ et f(M) les fonctions constantes par morceaux définies par

ON bR
o (z) :{go(zh)—golsuce]xl 5, ri+ 3, i=1,...,N,

0sixel0,5] ouzell —§,1].
£ () :{ Fih) = b, gixe]xi;g, xi—'_%[’h
f(ih) =0siz€[0,5] ouw €]l - 3,1].

et

Comme f € C([0,1],IR) et ¢ € C?([0,1],IR), la fonction f;, (resp. @) converge
uniformément vers f (resp. ¢) lorsque h — 0. On a donc

3 by () !
h) bip= dr —,_, da.
;w Afcw wxhoéwwwm
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N
Comme b; >0et f; >0Vi=1,...,N, on a évidemment Sy = Zbiw >0 et
i=1

1
Sy — / f(@)p(r)de =5 > 0.
0
Donc il existe Ng € IN tel que si N > Ng, Sy > g, t donc Sy > a =
min(S’o,Sl .. .SND, g) > 0.

2. On a Nljul| = Nsup,_; y |ui| > Zfil u;. D’autre part, Ap = (1...1)*

N
donc u - Ap = Z u;;oru-Ap = Alu-p = Au- @ car A est symétrique.
i=1
al !
Donc u - Ap = Z b;p; > — d’apres la question 1.
i=1 h

Comme 6, = A~16, on a donc

I6ull < AT (16,
| 11 I[f 1l oo
soit < = —hN|d|| =+
[l 8a (o]l
Ceci entraine
19ull 1 £1loo 100l
full = 8o [|b]

3. Le conditionnement cond(A) calculé dans la partie 1 (question 5) est

d’ordre 1/h?, et donc tend vers I'infini lorsque le pas du maillage tend vers 0,
[|8 I

est
[l

alors qu’on vient de montrer dans la partie 2 que la variation relative

. , . N « ez . . . )
inférieure & une constante multipliée par la variation relative de ””be”. Cette

derniere information est nettement plus utile et réjouissante pour la résolution
effective du systeme linéaire.

Corrigé de ’exercice 23 page 35 (Conditionnement, réaction
diffusion 1d)

1. Pour k=1 a N, calculons BUj, :

1

(BUyg); = —sinkm(j —1)h + 2sinkn(jh) —sinkn(j 4+ 1)h, ot h = N1

En utilisant le fait que sin(a + b) = sina cosb + cos a sin b pour développer
sinkmw(1 — j)h et sinkn(j + 1)h, on obtient (apres calculs) :

(BU); = \e(Uy)j, j=1,...,N,

k
ou A =2(1 — coskmh) = 2(1 — cos N i 1). On peut remarquer que pour

k=1,...,N,, les valeurs A\ sont distinctes.
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On a donc trouvé les N valeurs propres A1 ... Ay de B associées aux vec-

k
teurs propres Uy, ..., Uy de RY tels que (Ug); = sin NL—i—jl’j =1,...,N.

2. Comme A = Id+ #B , les valeurs propres de la matrice A sont les valeurs
Hi = 1 + #)\z
3. Comme A est symétrique, le conditionnement de A est donné par

1+ %(1—cos )
COTLdg(A):M—N: N+17

M1 14 Z(1—cos )

™
N +1
Corrigé de l’exercice 24 page 47 (Méthode itérative du
“gradient a pas fixe”)

1. On peut réécrire litération sous la forme : x,41 = (Id — al)x, + ab.
La matrice d’itération est donc B = Id — aA. La méthode converge si et
seulement si p(B) < 1; or les valeurs propres de B sont de la forme 1 —a\;
ou A; est v.p. de A. On veut donc :

“l1<l—-a)N<1, Vi=1,...,N.

c’est—a—dire —2 < —a\; et —aX; <0, Vi=1,...,N.

Comme A est symétrique définie positive, A\; > 0, Vi = 1,..., N, donc il
faut a > 0.

De plus, on a :

2
Vi, 1,...,N) <= (a < —).

(—2< —a)\; Vi=1,...,N) <:>(oz<y

2
La méthode converge donc si et seulement si 0 < a < W
p
2. Ona: p(Id—ad) = sup |1 —a);| = max(|1 — aAi], |1 — aAy]). Le minimum
de p(Id — aA) est donc obtenu pour «gp tel que 1 — apA1 = agAny — 1,

c’est—a—dire (voir Figure (6.1) ag = ———.
( g (6.1) ag Nt Ay

Corrigé de l’exercice 25 page 48 (Méthode de la puissance
pour calculer le rayon spectral de A)

1. Comme A est une matrice symétrique, A est diagonalisable dans IR. Soit
(f1,.--, fn) € RM)N une base orthonormée de vecteurs propres de A
associée aux valeurs propres (A1, ...,Ay) € RY. On décompose z(®) sur
(fi)ie1..nv 2@ = Ef;l a;fi. On a donc Az(®) = Zf\]:l N fi et A"z(0) =
PORRPYII
On en déduit :

m Mo\
X i
i —Z(AN) a; fi.

=1
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[1—a(l =)
———————— [1—a(l = Ay)|
—  max(|1 —a(l — A1), |1 —w(l = AN)|)

1 1
Ny 0 N1 @

F1G. 6.1 — Graphes de |1 — a)i] et |1 — aAn]| en fonction de a.

Comme — Ay n’est pas valeur propre,

Ai .
lim (—)" =0si \; # An. (6.1.18)
n—-+o0o )\N
Soient Aj,..., A, les valeurs propres différentes de Ay, et A\py1,..., Ay =

An. On a donc

limy, 4 oo %;’) = Efim_l o; fi = x, avec Az = Ayz.

De plus, = # 0 : en effet, 20 ¢ (Ker(A — AyId))* = Vect{f1,..., fo},
et donc il existe i € {p+1,..., N} tel que a; # 0.

Pour montrer (b), remarquons que :

N N
20 = 3" A g et 2] = S AP
=1 i=1

car (f1,..., fn) est une base orthonormée. On a donc
[
lz™HDY T AR =l _
W— NW_))\NW_AN lorsquen—>+oo.
AN

2. a) La méthode I s’écrit a partir de z© connu : (Y = Bz(™ + ¢ pour
n > 1, avec ¢ = (I — B)A=1b. On a donc

(n+1) _ = Bz™ 4 (Id — B)z —
x x x x—x
~ Ba™ —5), (6.1.19)
Si y™ = 2™ — g on a donc y™*tY) = By et d’apreés la question
la) si y(© f Ker(B — unId) ol uy est la plus grande valeur propre
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de B, (avec |un| = p(B)et — pny non valeur propre), alors

51 ) ors .
W 1% orsque n — +0Q,
c’est—a—dire
(n+1) _
™ — 2 — p(B) lorsque n — +o0.
[ — 2|

b) On applique maintenant 1a) & y™ = 2+t — 2 ayec
YO Z ) _ 50 gy 5 () = 450,

On demande que () — z(9) ¢ Ker(B — uyId)* comme en a), et on
ly 0|

a bien y("t) = By donc POl

— p(B) lorsque n — +00.

Corrigé de l’exercice 26 page 48 (Méthode de la puissance
inverse)

Comme 0 < |p — Aj| < | — Aj| pour tout j # ¢, la matrice A — pld est
inversible. On peut donc appliquer I'exercice 14 & la matrice B = (A — uld)~*.

Les valeurs propres de B sont les valeurs de ,J=1,...,N,oules \; sont

J
les valeurs propres de A.

1
Comme [p — Aj| <[ — Aj|, Vj#1i,onap(B)= Y
i
Or, — est valeur propre de B et ne l'est pas. En effet, si ————
/\i — K Hm— /\z 1 Hn— /\z
était valeur propre, il existerait j tel que = ——— ce qui est impossible

B=Ai A
1

car |p— A;| < |p— Aj| pour j # 4. Donc p(B) = N

Id) = Ker(A — \;Id), donc

On a également Ker(B —
Ai —
1

ﬂ®¢maw_A Id))* = (Ker(A — M\ Id)*.

T

On peut donc appliquer I'exercice 25 page 48 qui donne 1 et 2.

Corrigé de l’exercice 27 page 48 ([Non convergence de la
méthode de Jacobi))

— Sia =0, alors A = Id, donc A est s.d.p. et la méthode de Jacobi converge.
— Sia # 0, posons ap = (1 — M), et calculons le polynéme caractéristique de
la matrice A en fonction de la variable p.

ap a a w11
P(‘u) =det| a ap a = agdet 1 1 1 — a3('u3 _ 3/,L + 2)
a a ap 1 1 p
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On a donc P(u) = a®(pu — 1)%(n + 2). Les valeurs propres de la matrice A sont
donc obtenues pour p=1et g =2, c’est-a-dire: \y =1 —aet Ay =1+ 2a.
La matrice A est définie positive si A1 > 0 et Ay > 0, c’est—a—dire si —% <
a <1
La méthode de Jacobi s’écrit :

X+t = p~Y(D — A)X™),

avec D = Id dans le cas présent; donc la méthode converge si et seulement si

p(D—A) < 1.
Les valeurs propres de D — A sont de la forme v = 1 — X\ ou A est valeur
propre de A. Les valeurs propres de D — A sont donc v; == —a (valeur propre

double) et vo = 2a.. On en conclut que la méthode de Jacobi converge si et
seulement si —1 < —a<let —1<2a<1, ie. % <a< %

La méthode de Jacobi ne converge donc que sur l'intervalle | — %, %[ qui est
strictement inclus dans lintervalle | — %, 1[ des valeurs de a pour lesquelles la
matrice A est s.d.p..

Corrigé de l’exercice 28 page 49 (Jacobi pour les matrices
a diagonale dominante stricte)

Pour montrer que A est inversible, supposons qu'il existe z € IRY tel que
Ax =0; on a donc

N
Zaijmj =0.
j=1

Pour i € {1,...,, N}, on a donc

lasillzil = lasimil = | Y aijag] < > laigllefeo, ¥i=1,...,N.
Jii Jiti

Siz #£ 0, on a donc

Zj;i;éj ;5|

|| <
|aiq

[Z)lo < |Z]|o0, Vi=1,...,N

, ce qui est impossible pour 7 tel que
7] = [|@]|oo-

Montrons maintenant que la méthode de Jacobi converge : Avec le forma-
lisme de la méthode II du cours, on a

M=D= T ,etN:M_A.

0 AN N

La matrice d’itération est
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CLl_& 0 0 — Q4,5
J=M"'N=D"IN =
L 0 a;v}N @i,j 0
—- a2
0 ~ar:
_ %11 0
- aN,N

Cherchons le rayon spectral de J : soient z € IRY et A € IR tels que Jz = Az,

alors
a; x
Z — =Lz, = Az, et donc |A||z;] < Z |ai ;] H ||°°
—a — |a; ;|
Jii#d Jii#d
Soit i tel que |x;| = ||2]|co et & # 0, on déduit de I'inégalité précédente que

[A| < L 100a] g pour toute valeur propre A. On a donc p(J) < 1. Donc la

laiil

méthode de Jacobi converge.

Corrigé de l’exercice 28 page 49 (Jacobi pour les matrices
a diagonale dominante forte)

1. (a) Le raisonnement de discrétisation fait en cours amene au systeme

suivant :
Uit1 + ui—1 — 2u, .
- B +au; = f(x;), Vie{l< N},
ug = O,UN+1 =1.

Ce systéme peut se mettre, apres élimination de ug et uy41 sous la
forme Az = b avec A = (a; ;)i j=1,§ OU :

2
Qi —ﬁ—FOé,VZ.:l,...,N,

1
@i Z—ﬁ,Vizl,...7N7j=ii1,
Qi :O,Vizl,...,N,‘i—j‘>1.

ot b= (f(e1). f(w)s-.., f(en—1), f(en)) + 1.

(b) Dans le cas ot a > 0, il est facile de voir que A est une matrice a
diagonale dominante stricte, et on a vu en exercice (Exercice 19) que
dans ce cas la méthode de Jacobi converge.

(c¢) Dans le cas ou a = 0, calculons p(J). Soit A une valeur propre de
J associée au vecteur propre x. On a donc Jr = Az, c’est-a-dire
D~YE + F)z = Az, soit encore (E + F)z = ADx, ce qui donne

2
(D—(E+F))x=Arx=D(Id—J)x = ﬁ(l —Az.
On en déduit que A est valeur propre de .J associée a x si et seulement

siA=1-— %h2u ou p est valeur propre de A; Or on a vu (exercice
15) que les valeurs propres de A sont de la forme % (1 — coskmh),
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k=1,N—1,ouN = % est le nombre de points de discrétisation. On
en déduit que les valeurs propres de J sont de la forme A\, = coskmh,
k=1,N — 1. En conséquence, p(J) < 1.

Si A est symétrique définie positive alors Ae; - e; > 0 pour tout
vecteur e; de la base canonique. Tous les coefficients diagonaux sont
donc strictement positifs, et donc aussi inversibles. On en déduit que
la matrice D est inversible et que la méthode de Jacobi est bien
définie.
i. Soit A une valeur propre de J associée au vecteur propre x. On
a donc Jxr = Az, cest-d-dire D~Y(E + F)z = Mz, soit encore
(E 4 F)xz = ADz. On a donc

1> ai | = |N]aiql|al.
iFi

Soit 7 tel que |z;| = max;=1 n |x;|. Notons que |z;| # 0 car x est
vecteur propre, donc non nul. En divisant 1’égalité précédente
par |z;|, on obtient :

1’)

|ai ;]
AED D R
g#i Lt

par hypothese. On en déduit que p(J) < 1.
ii. Soit z € R™ tel que Jx = Az avec |\| = 1. Alors

|Z a; ;2| = lai||x;|, pour tout s =1,...N. (6.1.20)
J#i
On a donc
> laiglla] lailleil =Y ai ]
J#i J#i
Z |a; ;||x;| pour tout i =1,...N.
J#i

IN

IN

(6.1.21)
Si A est diagonale, alors en vertu de (6.1.20), z; = 0 pour tout
i1 =1,..., N. Supposons maintenant A non diagonale. On déduit
alors de (6.1.21) que

|4

||

< 1 pour tout i # j.

Donc |z;| = |z;| pour tout ¢, j.
Comme de plus, par hypothese,
|ai0,io| > Z |ai0,j|7
J#io
on a donc, si |z, | # 0,

D aig jl1Tiol < laig,ioiol <D lig il

J#i0 j#io
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ce qui est impossible. On en déduit que x = 0.

On a ainsi prouvé que J n’admet pas de valeur propre de module
égal & 1, et donc par la question précédente, p(J) < 1, ce qui
prouve que la méthode converge.

iii. La matrice A de la question 1 est a diagonale fortement domi-
nante. Donc la méthode de Jacobi converge.

Corrigé de ’exercice 30 page 49 (Diagonalisation dans R )

1. Montrons que T est inversible. Soit x tel que Tz = 0, alors (T'z,z) = 0 et
donc z = 0 car T est définie positive. L’application T est donc injective,
et comme on est en dimension finie, 71" est bijective donc inversible.

L’application définie de E? dans IR par :

(x,y) - (‘T,y)T = (Tgc7y)

est une application bilinéaire car T est linéaire, symétrique car T est
symétrique, définie positive car T est définie positive donc c’est un produit
scalaire.

2. Montrons que T~ 1S est symétrique pour le produit scalaire (-, -)7. Soient

z,y € F,
(T7'Sz,y)r =TT 'Sz,y) = (Sz,y)
= (z,Sy) car S est symétrique
= (z,TT~'Sy)
et comme T est symétrique,
(T~'Sz,y)r = (T, T~'Sy)
= (z, T_lsy)T

donc T~1S est symétrique pour le produit scalaire (-, -)r.

Montrons maintenant qu'il existe (f1,..., fx) € (RM)N et (Af,...,\y) €
RY tel que T~'Sf; = Nifi Vi € {1,N} avec (Tfi, f;) = 6ij. D’aprés le
lemme 1.15 page 26, comme T~1S est symétrique pour le produit scalaire
(-, )7, il existe {fi,..., fn} € RM)N et (A ... A\n) € RY tels que T'f; =
)\1,]01 pour tout © = 1, e 7]\/v7 et (flf])T = (Tfif]) = 51',3‘. D’ou le résultat.

Corrigé de l’exercice 31 page 50 (Méthode de Jacobi et
relaxation)
1. J = D7Y(E+ F) peut ne pas étre symétrique, méme si A est symétrique :
En effet, prenons A = ( % i > .
Alors

o= (592 8)-(8

donc J n’est pas symétrique.

)#(

= O

0)

(eI
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On applique 'exercice précédent pour 'application linéaire T de matrice
D, qui est, par hypothese, définie positive (et évidemment symétrique
puisque diagonale) et S = F + F', symétrique car A est symétrique.

Il existe donc (f1 ... fn) base de E et (u1...un) € RY tels que

Jfi=D Y E+F)fi=pifi, Vi=1,...,N, et (Dfi, f;) = 6.
Par définition de J, tous les éléments diagonaux de J sont nuls et donc sa

N
trace également. Or TrJ = Z“i' Sip; >0Vi=1,...,N,alorsTrJ >0,
i=1
donc Fig; p; < 0 et comme p; < py,, on a g1 < 0. Un raisonnement
similaire montre que uy > 0.

La méthode de Jacobi converge si et seulement si p(J) < 1 (théoreme
1.22 page 39). Or, par la question précédente, p(A) = max(—p1, un).
Supposons que 1 < —1, alors p; = —a, avec a > 1. On a alors D™1(E +
F)f;1 = —afi ouencore (F+F)fi = —aD f1, ce qui s’écrit aussi (D+ E +
F)fi = D(1 — a)f; c’est-a—dire (2D — A)f1 = Df; avec § < 0. On en
déduit que ((2D — A) f1, f1) = 8 < 0, ce qui contredit le fait que 2D — A
est définie positive. En conséquence, on a bien pu; > —1.

Supposons maintenant que gy = o« > 1. On a alors D™Y(E + F)f; =
—afn, soit encore (F+ F)fy = —aDfn. On en déduit que Afy = (D —
E-F)fy =D —a)fy = DBfn avec 8 < 0. On a alors(Afn, fn) <0,
ce qui contredit le fait que A est définie positive.

Par définition, on a :Dz("tVs = (E 4+ F)z(™ 4+ b et (D = wz+D 4
(1 —w)z™. On a donc (™Y = W[D~YE 4 F)2™ 4+ D=5 + (1 — w)z(™
cest-a-dire ("t = [Id—w(Id— D~ (E+ F))]z™ +wD~1b,, soit encore
LDa+) = 1D — (D — (E+ F))]z™ +b. On en déduit que M, 2"+ =
Noz™ +bavec M, = 1D et N, = 1D - A

La matrice d’itération est donc maintenant J,, = M I N,, qui est symétrique
pour le produit scalaire (-,-)s,, donc en reprenant le raisonnement de la
question 2, il existe une base (f1,..., fx) € (RM)N et (fi1,...jin) C RY

tels que

. - 1 - -
Jofi=M,"'N,fi =wD™! (—D — A) fi=jifi, Yi=1,...N,
w

1 ~ o~
et _Dfi'szdija Vi,:].,...N, V_]7:].,N
w

Supposons fi; < —1, alors iy = —a, avec @ > 1 et wal(%D — A)fl =
_ N 1 . .

—afy, ou encore %D — Afy = —a—Df1. On a donc %D —Afy = (1 -

w

1~ 2 [
a)—D f1, ce qui entraine (—D — A) f1 - f1 < 0. Ceci contredit ’hypothese
w w

2
—D — A définie positive.
w
De méme, si iy > 1, alors iy = « avec a > 1. On a alors
1 = 1_ -
(=D —A)fn =a—Dfn,
w w
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et donc Afy = (1— a)%DfN ce qui entraine en particulier que Afy - fy <
0; or ceci contredit I’hypothese A définie positive.

7. On cherche une condition nécessaire et suffisante pour que
(%D - A> x-x >0, Vo#0, (6.1.22)
ce qui est équivalent a
(%D—A) fi-fi>0, Vi=1,...,N, (6.1.23)

ot les (fi)i—1,n sont les vecteurs propres de D™'(E + F). En effet, la
famille (f;)i=1,... n est une base de RY, et

(2p-a)r
w

%D—D+(E+F)) i
- (2 1) Dfi + D, (6.1.24)
= z -1+ ,Uq') D f;.

w

On a donc en particulier (%D — A) fi- fj =01is i # j, ce qui prouve que
(6.1.22) est équivalent a (6.1.23).
De (6.1.23), on déduit, grace au fait que (D f;, f;) = 1,

<(%D—A> fi,fi) = (%‘H’”)'

On veut donc que %—1+U1 > 0 car p; = inf p;, c’est—a—dire : —% < pu1—1,
2

ce qui est équivalent a : w <

—
8. La matrice d’itération J, s’écrit :

1 \'/1 1
Jo=|—-D —D—-A|=wl,, avec I, =D (=D — A).
w w w

Soit A une valeur propre de I, associée a un vecteur propre wu ; alors :
(1 ) 1

D —D—-—Alu=Mu, ie. (—D—A)u=ADu.

w w

On en déduit que

1
(D —Ayu+ <— - 1) Du = ADu, soit encore
w

DY E+ F)u= <1—l+/\) u.
w

Or f; est vecteur prore de D~1(E + F) associée a la valeur propre u;
(question 2). On a donc :

DY E+F)fi=pfi = <1 - i +/\) fi,
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ce qui est vrai si u; = 1 — % + A, c’est-a—dire A\ = p; — 1 — % Donc

w 1 -
ME )= w <ui -1- —> est valeur propre de J,, associée au vecteur propre
w
fi.
On cherche maintenant & minimiser le rayon spectral
1
p(Jo) = sup |w(p; — 1 — —)|
i w
On a
1 1 1
Wl = 1= =) Sl —1- =) Swloy —1- =),
et 1
iy = 1= =) € —wl —1— =) € —wl —1- ),
donc

pJ) = max (Iwww 1= D) |- —1- 5))

dont le minimum est atteint (voir Figure 6.1) pour

2
w(l — —1=1—-w(1- cest-a—direw = —M—.
( p1) ( UN) 2 — N
|w(1 — 1) + 1
ffffffff w1 = i) + 1
max(|w(l — pn) + 1, jw(l = p1) + 11)
1
1 2 1 w

1—p1 2—p1—pN 1—pN

Fic. 6.2 — Détermination de la valeur de w réalisant le minimum du rayon
spectral.

Corrigé de ’exercice 32 page 51 (Jacobi et Gauss-Seidel)

La. Soit p € C,A#0 et x € CN, soit z,, = (v1, pw2, ..., pF Loy, pN " tay)?,

et soit A est valeur propre de J associée au vecteur propre x. Calculons (uFE +
Lpyg,
M Mo
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((LE + %F)xp.)l = pa; i1 + %ai,i+1,ui$i+1 = pYaji—1zio1 +
aiit1Tip1 = W H(E 4 F)z); = N(Dzy,)i.

On a donc (uE#—%F)xH = ADz,,. En prenant p = X dans légalité précédente,
on obtient : $ Fzyx = A(D — E)xy, et donc (D — E)"'Fz\ = Az, déduire que
si A # 0 est valeur propre de J alors A2 est valeur propre de G (associée au
vecteur propre ).

1.b. Réciproquement, supposons maintenant que A\? est valeur propre non
nulle de G, alors il existe y € R,y # 0 tel que (D — E)"'Fy = A\?y. Soit
z € RY tel que y = x, cest-d-dire 2; = X\ ~%y;, pour i = 1,...,N. On en
déduit que 3 Fzy = A2(D — E)zy, et donc (AE + 3 F)xx = ADa.

Il est alors facile de vérifier (calculs similaires & ceux de la question 1.a) que
(E + F)x = ADz, d’oti on déduit que A est valeur propre de J.

2. De par la question 1, on a finalement que A € C, A # 0 est valeur propre
de J si et seulement si A2 € C, A # 0 est valeur propre de G.

On en déduit que p(G) = p(J)?.

On a donc en particuler que p(G) < 1 si et seulement si p(G) < 1, ce qui
prouve que les méthodes de Jacobi et Gauss-Seidel convergent ou divergent
simultanément.

De plus, on a vu a ’exercice 25 page 48 que si B désigne la matrice d’itération
d’une méthode iérative (") = Bz(™ + ¢ pour la résolution de Az = b, alors

Y —

— p(B) lorsque n — +00.
() — a

On en déduit que lorsqu’elle converge, la méthode de Gauss-Seidel converge plus
rapidement que la méthode de Jacobi.

3.1 Soit L, la matrice d’itération de la méthode SOR associée a A, et soit v,
une valeur propre de £, = (1 D—F)~!'(:=2D+F). Il existe donc y € e,y #0,
tel que

(1-—wD+wF)y=v,(D—wE)y.

Ceci s’écrit encore : (wWF 4 v ,wE)y = (v, — 11 + w)Dy, et aussi, en notant A
une valeur propre non nulle de J,

Aw AVy,w

(

E)y = \D
Vo — 14w Vp — 14w )y 9

soit encore

1
(uE + ;F)y = Dy, (6.1.25)
avec
AVyw 1 Aw
p=———"—"—"—e—=———.
Vo — 14w " Vo — 14w

Ceci est possible si v, — 1 +w # 0, Aw # 0, et

Vo — 14w Aw
= . 6.1.26
AV,w Vy—1+w ( )

Remarquons tout d’abord qu’on a forcément v, # 1 — w. En effet, sinon, le
vecteur propre y associé a v, vérifie wF'y = —wFy, ce qui est impossible pour
w €]0,2[ et y # 0.
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On a également A\w # 0 car A #Z 0 et w # 0.

Voyons maintenant pour quelles valeurs de v, la relation (6.1.26) est vérifiée.
La relation (6.1.26) est équivalente a (v, — 1+ w)? = (Ay,w)(Mw) ce qui revient
a dire que v, = p2, ol ,, est solution de 'équation

B2 — whty +w —1=0. (6.1.27)

La relation (6.1.26) est donc vérifiée pour v, = p2, olt y, est racine de
I'équation p2 —wAp,+w—1 = 0. Soit donc ) et ug, les racines (ou éventuellement
la racine double) de cette équation (qui en admet toujours car on la résoud dans
0).

Donc si A # 0 est valeur propre de J associée au vecteur propre x, en vertu
de (6.1.25) et de la question 1.a, les valeurs v, telles que v, = (j,,)? ol i, est
solution de (6.1.27) sont valeurs propres de la matrice £, associés au vecteurs
propres I (fl,).

Réciproquement, si v, = p2, ot p, est solution de I’équation (6.1.27), est
valeur propre de L, alors il existe un vecteur y # 0 tel que L,y = v,y. Soit
z € RY tel que z,, =y (i.e. ; = pl~y; pour i = 1,..., N). On a alors :

(1 —w)D +wF)z,, = p2(D —wkE)z,,,, soit encore w(E + F)z, = (u2 —
(1—w))Dz,,,. Or p2 — (1 —w) = wAp,, grace a (6.1.27), et donc (E + F)z,, =
AMiwDzy,, . On vérifie facilement que ceci entraine (E + F)z = ADz. on a ainsi
montré que A est valeur propre de J.

On a montré que A # 0 est valeur propre de J si et seulement si v, = u?2,
ol p,, est solution de I’équation (6.1.27). On en déduit que

p(Ly) = max {lnol; g = Aop +w —1=0}.
A valeur propre de J

est valeur propre de L, v, telles que = (u))? et v, = (u,)? sont valeurs propres
de la matrice £, associés au vecteurs propres x(,ujj) et x,—. En déduire que

p(Ly) = max {lpl; p2 = dwpy +w —1=0}.
A valeur propre de J

Corrigé de l’exercice 33 page 51 (Une méthode itérative
particuliere)

1. Det (A) = —1 et donc A est inversible.

2. Det (lld—E) _1 <i2 —2). Or w €]0,2].
w w\w

1 2
Donc la matrice —Id — E est inversible si w # -
w

3. Les valeurs propres de £,, sont les complexes A tels qu’il existe z € C3, x #
0, t.q : L,x = Az, c’est a dire :

<F+ 1_—‘”1d> =\ (lfd—E) z,
w w

soit encore My ,x =0, avec My, = wF + AwE + (1 —w — \)Id.
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Fi1G. 6.3 — Graphe des valeurs propres A1 et A3

et (M) = (1—w— A)((L—w— A)? — 2022)

—l-w-N1-w—-14+vV2)N)1 —w—(1—v2w)\)
Les valeurs propres de L,, sont donc réelles, et égales a
l-w l-w
M=l-wdg=——F et \g=——.
' TV T - Vaw
Par définition, le rayon spectral p(L,,) de la matrice £, est égal & max(|A1], |2, [A3])-
Remarquons tout d’abord que |14++v/2w| > 1, Vw €0, 2[, et donc |A\;| > | X2, Vw €
10, 2[. II ne reste donc plus qu’a comparer |A1| et |Ag]. Une rapide étude des fonc-
tions |A1] et |A3| permet d’établir le graphe représentatif ci-contre.
On a donc :

1l—w

=72 si w €]0,V?2]

P(L0) = Paw)] = \

p(Ly) = M(w) =1 —w|siwe[V2,2]

4. La méthode est convergente si p(L,,) < 1;Siw € [v2,2,p(Ls) =w—1<
1;siw €]0,v2],

1—w
L,)=|——|<1
p(Ls) ‘1—\/%‘
1—w 2
des que ——— < 1, clest a dire w > ———.
E V2w —1 +v2

Le minimum de p(L,,) est atteint pour wy = 1, on a alors p(L,) = 0.

Corrigé de ’exercice 34 page 52 (Méthode des directions
alternées)

1. On a vu en cours qu'une méthode itérative définie par

u® e R,
u*t) = Bu®) 4 ¢

converge si et seulement si p(B) < 1.
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Mettons donc l'algorithme (1.3.41) sous la forme (6.1.28). On a :
(Y + add)u™V = —X[(X + add)" (=Y u'® +b)]
+Db soit encore
uF Y = (Y 4 add) " X (X + ald) " Y u®)
(Y + old) ' X(X + ald)"'b+ (Y + ald)"'b.
On peut donc bien écrire la méthode (1.3.41) sous la forme 6.1.28 avec
B= (Y +ald) ' X(X + ald)"'Y.

Donc la méthode converge si et seulement si p(B) < 1.
Il reste & montrer qu’elle converge vers u solution de Au = b. Soit u =

lim «®. On veut montrer que Au = b.
uU——+00

Comme u®) converge et que u*+1/2) est défini par (1.3.41), on a aussi
que u*+t1/2) converge.

Soit v = hgrfoo u**1/2) On a donc, en passant & la limite dans (1.3.41) :
(X +aldyv=-Yu+b (6.1.28)
Y +aldju=—-Xv+b (6.1.29)

En additionnant et retranchant ces deux équations, on obtient :
(Xv+Yu+aldlu+v) =—Yu— Xv+2b) (6.1.30)
(Xv—-Yu+aldlv—u)=-Yu+ Xv (6.1.31)

L’équation (6.1.31) entraine ad(v — u) = 0, c’est—a dire v = u car a # 0,
et en reportant dans (6.1.30), on obtient :

X+Y)u+2au=—(X+Y)u+b
soit encore
(X +Y +ald)u =b, c’est—a—dire Au = b.
2. On veut montrer que si X + %I detY + %I d sont définies positives, alors
p((X +ald) 'Y(Y + ald)"1X) < 1.

a) Grace a I’exercice 1, on sait que les valeurs propres de (Y +ald) =1 X (X +
ald)™1Y sont égales aux valeurs propres de Y (Y + ald) "1 X (X +

ald)~1L.
On a donc p((Y +ald) ' X (X +ald)™'Y) = p(X (X +ald) 'Y (Y +
ald)™1).
b) Comme les matrices X (X +ald)~! et Y (Y +ald)~! sont symétriques,
en posant
Z=Y(Y +ald) ' X(X +ald)™*,
ona:
p(Z2) = YV +ald) ' X (X +ald) ™|
< Y (Y +ald) 2| X(X + ald) |2
et donc

p(Z) < p(X(X + ald) )p(Y (Y + ald) ")
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¢) Soit p valeur propre de X (X + ald)~!.
Soit A\ valeur propre de X, associée au vecteur propre w. On a Xw =

Aw et (X + ald)w = (A + a)w. Donc

Xw=

X I .
)\—i—a( + ald)w

A
On en déduit que p = e est valeur propre de X (X + ald)~!
a

associé au vecteur propre w.

Pour que p(X (X +ald)~!) < 1, il faut et il suffit donc que |/\ m | <
et

1 pour toute valeur propre de .

A A
Or comme o« > 0,81 A >0, |——| = —— < 1. Si A < 0, il faut
A+« A+«
distinguer le cas A < —q, auquel cas |
A €] —a,0]
Remarquons qu’on ne peut pas avoir A = —« car la matrice X + ald
est supposée définie positive. Donc on a dans ce dernier cas :

| = —— < 1ducas

A+« A+«

A = —A
Ata' A+a

et la condition p(X (X + ald)™!) entraine

A< A+«
c’est—a—dire a
A>——
2

@
ce qui est équivalent a dire que la matrice X + EI d est définie positive.

d) On peut donc conclure que si les matrices (X + %I d) et (Y + %I d)

sont définies positives, alors p(8) < 1 (grace a b) et ¢)) et donc la
méthode (1.3.41) converge.

6.2 Corrigé des exercices du chapitre 2

Exercice 35 page 71

1/ Par définition, T = Df(z) est une application linéaire de R™ dans R",
qui s’écrit donc sous la forme : T'(h) = Zi\;l a;h; = a - h. Or Iapplication T’
dépend de z, donc le vecteur a aussi.

Montrons maintenant que (a(z)); = 0;f(x), pour 1 <i < N Soit h(¥ € RN
défini par h;i) = hd;j, ou h > 0 et §;; désigne le symbole de Kronecker, i.e.
0i,j =1sii=7etd;; =0 sinon. En appliquant la définition de la différentielle
avec h(), on obtient :

f(x+h9) = f(a) = Df(@)(h(i)) + |AV]|e(n®),
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c’est—a—dire :
@y, ..z, @i+ hyxio, .. xn) — f(21,...,2x5) = (a(z))ih + he(RD).

En divisant par h et en faisant tendre h vers 0, on obtient alors que (a(x)); =

2/ Comme f € C%(R™,R), on a (9;f(z) € C*(RY,R), et donc ¢ €
CYRY,RY). Comme Dp(z) est une application linéaire de RY dans IR,
il existe une matrice A(x) carrée d’ordre N telle que Dy(x)(y) = A(x)y pour
tout y € R™. Tl reste & montrer que (A(z));; = 83jf(x) Soit A € RY défini
a la question préceédente, pour ¢, j =1,..., N, on a

(Dp(x)(hY))i = (A(2)hP); Za k(@)h D)y, = hay j(2).

Or par définition de la différentielle,

o1l + D) — gi(z) = (Dpla) (W) + [P es(hD),
ce qui entraine, en divisant par h et en faisant tendre h vers 0 : 9;¢;(x) = a; ;(x).
Or ¢;(x) = 0; f(x), et donc (A(x))i,; = a; (x) = 8l2Jf(a:)

3/ Soit f € C?(IR* R) la fonction définie par f(x1,x2,23) = 23 + x3xs +
x5 cos(z3). Donner la définition et 1'expression de V f(x), Df(z), Df, D?f(z),
Hy(z), D?f. Calculons les dérivées partielles de f.

81f(331,3}‘2,3}‘3) = 2I1(1 + IQ),
Do f (w1, 2, x3) = 3 + cos(z3),
03 f (w1, T2, 13) = —x28in(z3).

On adonc Vf(z) = (2z1(1+z2), 22 (23 +cos(x3)), — —z2 sin(z3))*. L’application
Df(x) est une application linéaire de IR* dans IR, définie par

Df(z)(y) = (2x1(1 + 22))y1 + za(x? + cos(x3))ya — zosin(x3)ys.  (6.2.32)

L’application D f appartient & C'(IR®, £(IR?,IR), et elle est définie par (6.2.32).
Calculons maintenant les dérivées partielles secondes :

0F 1 f(x) =2(1+22), OF,f(x) =21, 0f 3f (x) =
031 f(x) = 21, 05 5f (x) =0, 52 af(@) =— Sin(fﬂ3))7
031f(x) =0, 5o f(x) = —sin(zs), 93,f(x) = w2 cos(as).

La matrice Hy(x) est définie par Hy(x);; = 07 ; f(x), pour4,j =1,...,3. L’ap-
plication D?f(z) est une application linéaire de IR*® dans £(IR?,R), définie par

D?f(z)(y) = Yuy et (D*f(2)(y))(2) = ¥uy(2) = Hf(x)y - 2. Enfin, I'applica-
tion D? est une fonction continue de IR® dans £(IR?, £L(IR?,TR)), définie par
D?f(z)(y) = s, pour tout z, y € R>.

Corrigé de ’exercice 36 page 71 (Méthode de monotonie)

Montrons que la suite v(") est bien définie. Supposons v(™ connu; alors
v 1) est bien défini si le systeéme

Ap(n D) = g(m),
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ot d® est défini par : dE”) = aif(vgn)) + Ab; pour ¢ = 1,..., N, admet une
solution. Or, grace au fait que Av > 0 = v > 0, la matrice A est inversible, ce
qui prouve l'existence et 'unicité de v 1,

Montrons maintenant que les hypotheses du théoreme de convergence du
point fixe de monotonie sont bien satisfaites.

On pose REA)(u) = o f(u;) + Ab;. Le systeme a résoudre s’écrit donc :

Au = RW (u)
Or 0 est sous—solution car 0 < a; f(0) + Ab; (grace au fait que f(0) =0, A >0
et bz Z 0)
Cherchons maintenant une sur-solution, c’est-a-dire & € R™ tel que
@ > RM(a).

Par hypothese, il existe > 0 et u(®) > 0 tel que
(Aul™); = af (ul) + pbs.
Comme A < pet b; >0, on a
(Au); > i f(u?) + Ab = R ().

Donc u(® est sur-solution. Les hypothéses du théoreme dont bien vérifiées, et
donc v(™ — @ lorsque n — 400, olt @ est tel que Au = R(1).

Corrigé de I’exercice 39 page 72 (Newton et logarithme)

La méthode de Newton pour résoudre In(z) = 0 s’écrit :
af b = —2Fn ().

Pour que la suite (z¥)pen soit bien définie, il faut que 2z > 0. Montrons
maintenant que :

1. si (9 > e, alors 2! < 0,

2. si (9 €]1, e[, alors ™M) €]0, 1],

3. st 29 =1, alors ), = 1 pour tout ,

4. si 20 €]0,1[ alors la suite (x(®)),cy est strictement croissante et majorée

par 1.

Le plus simple pour montrer ces propriétés est d’étudier la fonction ¢ définie
par : ¢(z) = x — zlnz, dont la dérivée est : ¢'(r) = —Inz. Le tableau de
variation de ¢ est donc :

0

¢'(z)

p(z)

©SO——|—a —|o

0 + + - |
Grace a ce tableau de variation, on a immédiatement les propriétés 1. a 4.
La convergence vers 1 est une conséquence immédiate du théoreme du cours (on

peut aussi 'obtenir en passant a la limite dans le schéma).

| 1
| |
| + 0 -
| |
| 1
| |
| |




190

CHAPITRE 6. CORRIGES DETAILLES DES EXERCICES

Corrigé de ’exercice 40 page 72 (Méthode de Newton pour
le calcul de linverse)

1.

(a)

Soit g la fonction définie de R* dans R par g(z) = % — a. Cette

fonction est continue et dérivable pour tout  # 0, et on a : ¢'(z) =
—w%. L’algorithme de Newton pour la recherche d’'un zéro de cette
fonction s’écrit donc bien :

(0) e
{ z'\%) donné, (6.2.33)

(D) = () (2 — gz (™),

Soit (2(™),en définie par (6.2.33). D’apres le théoréme du cours, on
sait que la suite (z(™), e converge de localement (de maniére qua-
dratique) dans un voisinage de % On veut déterminer ici 'intervalle
de convergence précisément. On a ("1 = p(2(™) ot ¢ est la fonc-
tion définie par de IR dans IR par ¢(z) = (2 — az). Le tableau de
variation de la fonction ¢ est le suivant :

x | o 1 2
o'(z) | + 0 - (6.2.34)
p(z) | —o0 /o N\ -

11 est facile de remarquer que lintervalle ]0, %[ est stable par ¢ et
que ¢(]%, 2[) =]0, 1[ Done si 2(® €], 2] alors M) €]0, L[, et on se
ramene au cas z(®) €]0, 1],

On montre alors facilement que si (¥ €]0, [, alors 2("+Y > (™
pour tout n, et donc la suite (2(™),cn est croissante. Comme elle
est majorée (par é), elle est donc convergente. Soit £ sa limite, on a
¢ =10(2—al), et comme £ >2® >0, onal=1=1

Il reste maintenant & montrer que si (9 €] — oo, O[U]%, +oo[ alors
limy,— 4o 2™ = —o0. On montre d’abord facilement que si (¥ €
] — 0,0][, la suite (z,)nen est décroissante. Elle admet donc une
limite finie ou infinie. Appelons ¢ cette limite. Celle-ci vérifie : £ =
£(2 —al). Si ¢ est finie, alors £ = 0 ou £ = é ce qui est impossible car
¢ < 29 < 0. On en déduit que £ = —oo0.

Enfin, I'étude des variations de la fonction ¢ montre que si (¥ €
]%, +-00], alors (1] — 00, 0[, et on est donc ramené au cas pécédent.

L’ensemble GLx (IR) est ouvert car image réciproque de 'ouvert IR*
par 'application continue qui a une matrice associe son déterminant.

L’application T est clairement définie de GLy(IR) dans GLy(IR).
Montrons qu’elle est dérivable. Soit H € GLx(IR) telle que B + H
soit inversible. Ceci est vrai si |[H||||B~!|| < 1, et on a alors, d’apres
le cours :

(B+H)™' = (B(Id+ B *H)) ' = S (—-B~'H)*B .
( )
k=0
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On a donc :
“+o0
T(B+H)-T(B) = Y (B'H)*B™'-B"!
k=0

“+o0
= (Id+> (-B'H)" —I1d)B™"
k=1

“+o0
= Y (-BT'H)*B".
k=1
On en déduit que
—+oo
T(B+H)-T(B)+B 'HB'=> (-B'H)*B™".
k=2

L’application qui & H associe —B~'HB™! est clairement linéaire, et
de plus,

—+oo

IT(B+H) =T(B)+ B HB™'| < B~ Y _(IB MIIH])".
k=2

Or || B7Y|||H|| < 1 par hypothese. On a donc

|T(B+ H)-T(B)— B"*HB™ B e
] | < IB~H PN B HD
k=0
— 0 lorsque ||H|| — 0.

On en déduit que l'application T" est différentiable et que DT'(B)(H) =
—~B~'HB™ 1.

La méthode de Newton pour la recherche d’un zéro de la fonction g
sécrit :

{ BO ¢ GLN(IR),
Dg(B")(B"! = B") = —g(B").

Or, d’apres la question précédente, Dg(B™)(H) = —(B")"'H(B™)L.
On a donc

Dg(Bn)(Bn+1 _ Bn) _ _(Bn)fl(BnJrl _ Bn)(Bn)fl

La méthode de Newton sécrit donc :

B ¢ GLy(IR),
{ —(B"™' = B") = (Id— B"A)B". (6:2.35)
soit encore
BY% ¢ GLy(R),
{ Brtl — 2NB(n _) B"AB™. (6'2'36)
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(d) Par définition, on a :
Id — AB"*' = Id — A(2B™ — B"AB™) = Id — 2AB™ + AB" AB™.
Comme les matrices I'd et AB™ commutent, on a donc :
Id — AB™! = (Id — AB™).

Une récurrence immédiate montre alors que Id — AB™ = (Id —
AB®)?". On en déduit que la suite Id— AB™ converge (vers la matrice
nulle) lorsque n — +o0o0 ssi p(Id — AB®) < 1, et ainsi que la suite B"
converge vers A~! si et seulement si p(Id — ABY) < 1.

Corrigé de ’exercice 41 page 73 (Valeurs propres et méthode
de Newton)

On écrit le systeme sous la forme F(x, \) = 0 olt F est une fonction de R+
dans RNV *! définie par

Axr — \x
F = = (270,
et on a donc A _
~ _ Z— Az —UT
DR = ().

Supposons que DF (%, \)(z,v) = 0, on a alors Az — Az —vZ = 0 et 2z -z = 0.
En multipliant la premiere équation par T et en utilisant le fait que A est
symétrique, on obtient :

2- AT —Mz-Z—vZ-T =0, (6.2.37)

et comme AZ = AT et Z - % = 1, ceci entraine que v = 0. En revenant & (6.2.37)
on obtient alors que Ar — Az = 0, c.a.d. que x € Ker(A — Ad) = IRZ car \ est
valeur propre simple. Or on a aussi Z - z = 0, donc z L Z ce qui n’est possible
que si z = 0. On a ainsi montré que Df(Z, \) est injective, et comme on est
en dimension finie, Df(Z, \) est bijective. Dnc, d’apres le théoréme du cours, la
méthode de Newton est localement convergente.

Corrigé de ’exercice 42 page 73 (Modification de la méthode
de Newton)

1.Si A€ My(IR) et A > 0, alors A'A + A\Id est symétrique définie positive.
En prenant A = Df(x,), on obtient que la matrice D f(z,)!Df(z,) + Al d est
symétrique définie positive donc inversible, ce qui montre que la suite (2, )nen
est bien définie.

2. Soit ¢ la fonction ¢ définie par ¢(t) = f(tz, + (1 — t)T), alors p(0) =
f(@) =0et ¢(1) = f(zy). Donc

1 1
f(zn) = ¢(1) = ¢(0) = /O ' (t)dt = (xn — f)/o f'(ten + (1 = t)T)dt.
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On a donc

oug(zx) = fol f!(tz+(1—t)Z)dt. La fonction g est continue car f € C*(RY,RY),
et g(x) — f’(i‘) lorbque x — T.

La suite (2, )nen est définie par

En utilisant (6.2.38), on a donc :

_ SN f'(@n)g(@n
Tnt1 — T = an(Ty —T), OU ap :1—%.
Soit a la fonction définie par :
f(@)g(x . f(@)? .
a(m)zl—% ; onaa(m)zl—%éﬁn,l—?n[, oun >0,

et comme g est continue, il existe o € IR} t.q. si €] — a,7 + af, alors

a(x) €]n,1—n[. Donc si g €]T—a, T+a[,onaag €|n, 1—n| et 1 —T = ag(zo—7),
/ — n—1 _

et par récurrence sur n, a, €]n,1—nlet x, =T = [[;_, ai(xo —T) — 0 lorsque

n — +00, ce qui prouve la convergence locale de la méthode.

3. Par définition de la méthode, on a :
Tni1 =T =2p — T — (Df ()" Df(xn) + Md) ' Df(2n)" f(2n)

En posant, pour t € R, ¢(t) = f(tz, + (1 —¢)T), on a :

1
flan) — f@) = / o (B)dt
= G(zn)(zn —T),

ot G € C(RY, My (IR)) est définie par

1
_ / Df(tz + (1 — t)7)dt.
0
On a donc :

Tny1 — T = H(xp)(xn —T), (6.2.39)
ott H € C(R™, My(IR)) est définie par :
H(z) = Id— (Df(x)'Df(z) + \d) ' Df(x)'G(z).

On veut montrer que || H(x,)|| < 1 si 2, est suffisamment proche de Z. On va
pour cela utiliser la continuité de H autour de Z. On a :

H(T) = 1d — (Df(Z)'Df(T) + \d) ' Df(z)'Df(Z).
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La matrice B = Df(Z)'Df(T) est évidemment symétrique. On a donc :
H@)! = (Id—(B+\d)'B)
= Id—B(B+Md)™!

Pour montrer que H(T) est symétrique, il reste & montrer que B et (B+ Ald) !
commutent.

Or (B + A\d)(B + \d)~' = Id.

Donc B(B+ \d)™' = Id—XB+ \d)™*
= (B+Md) " (B+Xd) - \XB+\d)™*
(B + \d)™'B.

On en déduit que H (T) est symétrique. On a donc ||H(Z)||2 = p(HT)). Calculons

le rayon spectral de H(Z). Comme Df(Z)!Df(Z) est diagonalisable dans IR, il

existe (A1,...,An) C RN et (f1,..., fn) base orthonormée telle que :
Df@)'Df(®@) fi =Nfi, i=1,...,N.

Deplus A; >0,i=1,...,N.On a:

H(x)fi = fi = (Df(@)' Df (@) + Md) "'\ f;

Or (Df(@)'Df(T) + Ad)fi = (\i + A) fi, donc

Df@)Df(z) + Md)~1f; = 3 :_ )\fi. On en déduit que

Ai

H(f)fzzuzfl, Z:L,N, oﬁuzzl—

On a donc 0 < p; < 1 et donc p(H(Z)) < 1. On en déduit que |H(T)||2 < 1, et
par continuité il existe az > 0 tel que si « € B(T, «) alors ||H(x)]|2 < 1.
On déduit alors de (6.2.39) que la méthode est localement convergente.

Corrigé de ’exercice 43 page 73 (Convergence de la méthode
de Newton si f'(Z) = 0)

Comme f”(Z) # 0, on peut supposer par exemple f”/(Z) > 0; par continuité
de f”, il existe donc n > 0 tel que f'(z) < 0si x €T —n,T[ et f'(z) > 0 si
x €]T, T+n, et donc f est décroissante sur |T—n, Z[ (et croissante sur |Z, T+ n]).

Supposons x¢ €T, T + 1, alors f'(xg) > 0 et f"(xg) > 0.

On a par définition de la suite (2, )nenN,

f(@o)(x1 —x0) = —f(x0)
= f(@) — f(xo)
F'(&)(T — x0), ot & €|T, xo]

Comme f’ est strictement croissante sur |Z,Z + [, on a f' (&) < f'(zo) et donc
X1 E]T, $0[.
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On montre ainsi par récurrence que la suite (x,)nen vérifie
To>T1 >To...> Ty > Tptl > ... > L.

La suite (z,)nen est donc décroissante et minorée, donc elle converge. Soit
sa limite ; comme

I (xn)(Tng1 — ) = — f(xy,) pour tout n € IN,

on a en passant a la limite : f(z) =0, donc z =T.
Le cas f"(%T) < 0 se traite de la méme maniére.
Montrons maintenant que la méthode est d’ordre 1. Par définition, la méthode

est d’ordre 1 si _
Tyl — T

lrues =7 g e e

|lzn — |

Par définition de la suite (z,)nenN, On a :

P ) Enss — ) = —f () (6.2.40)
Comme f € C3(R) et f'(T) = 0, il existe &, €|T,z,[ et n, €T, z,[ tels que
flxn) = " (&) (xn —T) et —f(zp) = —%f”(nn)(f — ,)%. On déduit donc de
(6.2.40) que

FE) s =) = =5 ) ),
soit f"(€0) nir ~T) = (~5f"m) + () @0 — )
Donc HiCnJrl _f” _ |1 _ lfﬂ(nn)

— | — = lorsque n — +oo.
an -7 2

2 f"(&n)

La méthode est donc d’ordre 1.
On peut obtenir une méthode d’ordre 2 en appliquant la méthode de Newton

A fl.
Corrigé de ’exercice 44 page 74 (Modification de la méthode
de Newton)

1.  On a évidemment (¥ = zy € I. Supposons que (™) € I et montrons
que 2"t ¢ I. Par définition, on peut écrire :

S0t _ () f@™) = flzo)  fl=o)
f'(y) f'y)

Donc

(€)@ — 20) — f(o)
I'(y)

{E(n+1) — Ty = (E(n) — Xy — ) ou §n € [x(Jax(n)]'

On en déduit que

2D (1 f'(&n) L) _ gy (o)
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Ceci entraine :

1 | f(z0)|
(n+1) _ l 1 (n)
T — T = — n) — T — x| +
1 c
< /\2—/\0—1— ﬁ)\ C
Donc z(™*+1) ¢ I.
2. On a :
x(n+1) — x(n) T f(m(n)) - f('f) N f(j) ]
f'(w) f'()
Donc|z™ ™ —z| < [&™ —2||f'(y) — f'(nn)] |f,}y)| ou 1, € [z,2M)];
Par hypothese, on a donc
D) _ g < et - :E%A

< §|x(”) — .
On en déduit par récurrence que
2™ — 7| < 2in|x<0> — .

Ceci entraine en particulier que

z™ Sz
n — 4o00.

Il reste & montrer que la convergence est au moins linéaire. On a :

|x(n+1) — jl | £ 1( (1) 1
"+ — g f'(x)
—_— 1-— =62>0

Done [ —3 ' TE
n — +00

La convergence est donc au moins linéaire, elle est linéaire si /(%) # f/(y)
et super-linéaire si f'(z) = f'(y).

3. Le fait de remplacer y par 4™ ne change absolument rien & la preuve de
la convergence de z(™ vers Z. Par contre, on a maintenant :

|x(n+1) _ﬂ _ / _ql 1
_ f' ()
I f’(yn)|

Or f'(nn) = /() et donc si f'(yn) = f'(Z) la convergence devient

superlinéaire.
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4. L’algorithme pour NV > 1 se généralise en :

2O = 2,
{ et =z — (DF(y) =" f(«™).

On a donc

2D gy = 2 oy (DF(y))" (£(@™) — f(z0)) + (DF(y))~"f (o).
Or f(z™) — f(@®) = p(1) - p(0) = / o/ (t)dt, oi

p(t) = f(tz™ + (1= 1))
et donc
@' (t) = Df(tz™ 4+ (1 — )z @) (2™ — £©),
Donc

L) (0)

(2 =) (1—<Df<y>>—1 /0 Df(t$")+(1—t)x(0))dt>
HOfW) e =

2 _ 4 - D o

( 0))(Df(y)) ! (/0 (Df(y) Df(t ( )+(1 £) (0)) dt)
+(Df () f (o).

On en déduit que :

D) — 5O <
1
o) == OS] [ IDS ) = DIt + (1= 02t

+HIDF )M IIf (o)l

Si on suppose que (™ € I, alors tz(™ + (1 —t)z(®) € I. L’hypothese (iii)
généralisée a la dimension N s’écrit :

IDf(@) = DI < 55 Viwv) € I

si on suppose de plus que
c

() [[f(zo)]| = 55 et

(iv) [[(Df(x))"Y|| < X Vo € I, alors 6.2.41 donne que

1 c
(n+1) _ .(0) < (n) _ .(0)
B V| < e VIAgy + Aoy
< ¢

ce qui prouve que ("t € I.

On montre alors de la méme manieére que 2 — z, (car ||zt — 7| <
Sz — z)

5 .
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Corrigé de ’exercice 45 page 74 (Méthode de Newton)

1) Pour que la suite (z,,)nemnv soit bien définie, il faut que ¢’ o f(x,) #
0,¥n € IN. On remarque tout d’abord que ¢'(f(Z)) = ¢'(&) # 0, par hypothese.
Orge C3(R,IR) et f € C*(IR,IR), donc g’ o f est continue; on en déduit qu’il

!
existe n > 0 tel que |¢g' o f(z)| > @ >0,V €]z —n,z +n[.

Pour montrer que la suite est bien définie, il reste a montrer que la suite
(Zn)nen est incluse dans cet intervalle. Pour ce faire, on va montrer que h est
contractante sur un intervalle |z — «, Z 4+ «f. En effet, on a

@) =1-— 1 () — g o f(x) — f(2)g” (f(x))g(z
h(x) =1 (g,of(x))g(g() g o flx) = f'(x)g" (f(x))g(x))
Donc 1
W(z)=1- ((9'(2))* = 0.

(¢'(z))?
Comme g € C3(IR,R) et f € C1(IR,R), on a h € C(IR,IR) et donc h’ est
continue. On en déduit qu’il existe 8 > 0 t.q. h'(x) < 1, V& €]Z — 8,Z + B[. Soit
a =min(n, 8). Sur I, =] — «,Z + «f, on a donc g’ o f(x) # 0 et A'(z) < 1. En
particulier, A’ est donc contractante sur I,,. Donc si zg € I, on a

|21 = 2| = [h(x0) — h(Z)] < |zo — 7|

et donc 1 € I,. On en déduit par récurrence que (z,)neN C Io, et donc que
la suite est bien définie.

Par le théoreme du point fixe, on en déduit également que (2, )neN converge
vers 'unique point fixe de h sur I, c’est a dire Z, lorsque n — —+oo.

2) Montrons que M est borné indépendamment de n. En effet, on
Tp — T
a: "
Tpnt1 — T =h(z,) — T
_ - 9(wn)
=Tp— X 7o)
Comme ¢(Z) = 0, on a donc :
- _ g(wn) —g(@) Tp — T
Tptl —T =Ty — T — = - .
Tp —T g o f(irn)

Par le théoreme des accroissements finis, il existe &, € I,, tel que

Ty — T -9
On a donc I
Tpgl — T = m l9'(f(zn)) — 9'(n)]

Comme g € C3, on peut appliquer & nouveau le théoréme des accroissements
finis sur ¢’ : il existe ¢, € I, tel que

gl(f(xn)) - g/(fn) = g"(Cn)(f(CEn) —&n)-
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On a donc :
— |mn_j| " — —
Tptl — 2| = —F— n Tn)—T+T &,
|xn_5f| "
<2 — g ()2 —
e AL

4
supg”||zn — 2|

Ce qui montre que la convergence est d’ordre 2.

3)Allons-y pour les développements limités, dans la joie et 1’allégresse. .. On
pose a = ¢'(Z) , B = ¢"(Z), et v = f'(T). on notera dans la suite a, b, et ¢ des
fonctions bornées de IR dans IR, telles que :

g(@) = (z = D)a+ (z = 2)*B + (z — 7)a(z)

¢'(@) = a+28(z — 7) + (z — 7)2b(x)

fl@) =2 +~(z —2) + (z — 7)%c(a).

On a donc :

J(f@) =a+28(f(2) - &)+ (f(x) - 2)*b(a)
— a+28y(x - &) + (z — 2)2d(x),

ou d est aussi une fonction bornée de IR dans IR. On en déduit que

(z — D)o+ (@3)20+ (¢ — 7)°a(2)

M) - ) + (- 2Pd)

=z— |(ze—2)+ (x—2)=—+ (v — z)3~(aj)] [1 — 2 (x — &) + (z — 7)%d(x).

On en déduit que h(z) = 7 + §(27 —1)(z —2)* + (v — 2)%d(2),

ou d est encore une fonction bornée.
Cette formule donne :

Tpy1 — T = =2y = 1)(2n — 2)* + (2, — 2)3d(z,,),

SR e
l

. L s . N 1,
ce qui redonne 'ordre 2 trouvé a la question 2; dans le cas ou v = 3 ie.

1
fl(z) = 37 on obtient bien une convergence cubique.

4) Comme ¢’ ne s’annule pas sur I3, la fonction f est de classe C? sur Ig,
et f'(z) =3
Soit v = min(a, 8), ot « est défini & la question 1.

Les hypotheses des questions 1 et 3 sont alors bien vérifiées, et ’algorithme
converge de maniere au moins cubique.
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Corrigé de ’exercice 46 page 75 (Méthode de Newton)

1.

Soient u et v solutions du systéme non linéaire considéré. On a alors :

(A(u —v)); + a;(f(us) — f(v;)) =0 pour tout s = 1,..., N.

N N
Donc Z(A(u —v))i(u—v); + Z a;(f(ui) — f(vi))(u; —vi) = 0.

Comme f est croissante, on a f(u;) — f(v;)(u; —v;) >0Vi=1,..., N.
On en déduit que A(u —v) - (u —v) = 0. Comme A est symétrique définie
positive, ceci entraine u = v.

Soit F' la fonction de R™ dans IR™ définie par :
(F(u))l = (Au)l + aif(ui), i=1,...,N.

Comme f € C%(IR,IR), on a F € C>(IRY,IRY). La méthode de Newton
de recherche d’un zéro de F' s’écrit

w™tD = ™ 4 (DF ™) F (™).

D’apres un théoreme du cours, la méthode de Newton converge localement
(avec convergence d’ordre 2) si la matrice jacobienne DF(u) est inversible,
ou @ est I'unique solution de F'(@) = 0.
Calculons DF'(a) :
on a

(F(u)); = (Au); + a;f(u;), pouri=1,..., N, et donc

(DF(u)-v); = (Av)i +aif'(ui)v;
= ((A+ D)v);.
ou D = diag(a1f'(u1),...,anf (un)). Comme o; > 0 et f'(u;) > 0 pour

tout ¢ = 1, N, la matrice A+ D est symétrique définie positive donc DF()
est inversible.

On en déduit que la méthode de Newton converge localement.

Corrigé de ’exercice 47 page 76 (Méthode de Steffensen)

1.

Comme f/(T) # 0, il existe @ > 0 tel que f soit strictement monotone
sur B(Z,@); donc si f(z) =0 et x € B(Z, @) alors x = T. De plus, comme
x + f(x) — T lorsque © — T, il existe « tel que si x € B(T,«), alors
flz+ f(z) € B(T,a). Orsi z € B(x,a), on a :f(x) # 0 si x # T, donc
z+ f(z) # x et comme z+ f(x) € B(T,a) ou f est strictement monotone,
ona f(z) # f(x+ f(x)) si z # T. On en déduit que si z,, € B(T, «), alors
flzn + f(zn)) # f(zn) (i 2, # T) et donc x, 11 est défini par x,41 =

(f(zn))?
f(@n + fzn)) — flzn)

. Ceci est une forme de stabilité du schéma).
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2.

Montrons maintenant que la suite (x, )nen vérifie :
Tpy1 —T = a(zy)(xn —T)* siz, #T et x9 € B(T, ),

ol a est une fonction continue. Par définition de la suite (zy, )new, on a :

_ (f(2n))?

Tpy1 — T =Ty — T — . (6.2.41)

f(@n + flar)) = f(zn)
Soit ¥y, : [0,1] — R la fonction définie par :

Yn(t) = fan +tf(22))
On a ¢, € C*(]0,1[,R), 1n(0) = f(an) et ¥n(1) = f(zn + f(2a)).

On peut donc écrire :

F(n + F(en)) — Flan) = (1) — 0 (0) = / (bt

Ceci donne :

1
Fln + Flan)) — Flen) = /0 P (n (@) f ()t

On pose maintenant &,(t) = f'(z, + tf(x,)), et on écrit que &,(t) =

/0 €1()ds + £,(0).

On obtient alors :

1 t
@t f @)~ fan) = flan) [fm) / / (@ + 5F(@a))ds + f(20)] -
0 0
(6.2.42)
Soit b € C(IR,IR) la fonction définie par :

bx) = /01 (/Ot iz + sf(x))ds) dt.

1
Comme f € C(IR,IR), on a b(z) — if”(i) lorsque © — T
L’égalité (6.2.42) s’écrit alors :

Flan + flzn)) = fzn) = (f(@n))?b(zn) + f(za) f (zn).  (6.2.43)
Comme zg € B(T,«a), on a x, € B(T,a) et donc f(z,) # 0 si x, #T.
Donc pour z,, # T, on a grace a (6.2.41) et (6.2.43) :

f(@n)b(zn) + f'(zn))
1
On a maintenant — f(z,,) = f(T) — f(x,) = /0 @' (t)dt ot p € C}(IR,IR)

est définie par o(t) = f({T + (1 — t)z,,).

(6.2.44)

T4l — T =Ty — T —
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Donc

1
— f(@n) :/0 FUT+ (1 = ) (T — ) dt.

Soit ¥ € C*(IR,R) la fonction définie par x(¢t) = f'(tT + (1 — t)z,),
on a x(0) = f'(x,) et donc :

—f(zn) = /01 [/Ot (f"(sT+ (1 = 8)2n)(T — wp) + f(xn)) ds(T — mn)} dt

Soit ¢ € C(IR,IR) la fonction définie par

o(x) = /01 </Ot P57+ (1 — s)x)ds) dt,

1
on a c(z) — §f”(5) lorsque z — T et :

—f(an) = (@) (T — 2)* + f'(22) (T — x0) (6.2.45)
De (6.2.45) et(1.3.41), on obtient :

7 —(p —T c(zn)(@n —T) — f'(2n)
Tn+1 ( n ( ) 1_'E f(xn)b(xn) + f/(xn)
= F(@a)b(wn) + () (melen)(@ = za)"b(an)

_f/(mn)(i - xn)b(xn) + f/(xn) + C(In)(mn - E) - f/(xn))

On en déduit :

(1 —T) = (zn — 7)%alzy,) (6.2.46)

ou

c(x)b(x)(x —T) + f'(2)b(x)b + c(x)
f(@) + f'(x)

La fonction a est continue en tout point = tel que
D(z) = f(z)b(x) + f'(z) # 0.

Elle est donc continue en Z puisque D(Z) = f(Z)b(Z) + f'(T) = f'(T) # 0.
De plus, comme f, f’ et b sont continues, il existe un voisinage de T sur
lequel D est non nulle et donc a continue.

a(z) =

Par continuité de a, pour tout € > 0, il existe n. > 0 tel que si x €
B(z,n.) alors

(1) la@) — a(@)] <.
Calculons

F@NE) + ()
7@

= 1 "z Lfl(f)

e

a(T) =

I
=
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1

Soit v = min(n, m), si x € B(ZT,7), alors |a(x)] < 8+ 1 grace a
1

T,et |z —7)| < —.

(7). et [p =71 < g

On déduit alors de (6) que si z,, € B(T, "), alors
1 _
|xn+1 - $| S §|xn - $|

Ceci entraine d’une part que z,+1 € B(T, ) et d’autre part, par récurrence,

la convergence de la suite (z,,)neN vers .
Il reste & montrer que la convergence est d’ordre 2.
Gréace a (6), on a :

|33n+1 - E| o

Or on a montré a I’étape 3 que a est continue et que a(z) — S € R. On
a donc une convergence d’ordre au moins 2.

6.3 Corrigé des exercices du chapitre 3

Corrigé de ’exercice 50 page 84 (Minimisation d’une fonc-
tionnelle quadratique)

1. Puisque f(z) = 1Az -z —b-2, f € C°(R",R). Calculons le gradient de

-2

I
1
fle+h) = §A(x+h)~(x+h)—b~(x+h)
= 1A +1A h+1Ah +1Ah h—b-z—b-h
= JAv-z+ A 5 T+ x

- f(a:)+%(Aa:~h+Ah-x)—b-h+%Ah~h
= J(@)+ 3(Aw+ A) B bt JAR-h
Et comme || AR - k| < ||Al|2 ||k, on a :
Vf(z) = %(A;v + Alz) —b. (6.3.47)

Si A est symétrique V f(x) = Az — b. Calculons maintenant la hessienne de f.
D’apres (6.3.47), on a :

Vi(z+h) = %(A(Hh) 4 A @+ ) — b= Vi(z)+ %(Ah+Ath)

et donc Hy(z) = D(Vf(z)) = 3(A+ A"). On en déduit que si A est symétrique,
Hf (:E) =A.

2. Si A est symétrique définie positive, alors f est strictement convexe. De
plus, si A est symétrique définie positive, alors f(z) — +oo0 quand |z| — +oo.
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En effet,

Ah-h > alh|? ol « est la plus petite valeur propre de A, et a > 0
e’
F(h) = SRl = BllliAl; or Al < 8]l [IA]

f(h) = |A] (@—b) — oo quand h — +00
On en déduit I'existence et I'unicité de T qui minimise f. On a aussi :
Viz)=0% f(Z)=inff
IRN

Par la question 1. Z est donc I'unique solution du systeme Az = b.

Corrigé de l’exercice 51 page 88 (Convergence de 1’algo-
rithme du gradient a pas fixe)

1. Soit ¢ la fonction définie de IR dans R”Y par : o(t) = f(z + t(y — ).
Alors p(1) — p(0) = fol Vi@+itly—=))- (y—z)dt, et donc :

o)~ @) = [ Vit bl - 1) - (5 )it
On a donc :
)= @)=V @) (y=o) = [ (VS a1y (g—) - () (y—a))it,
c’est & dire :

1
f) = @)=V i) -(y—=) = /O (Vf(x+t(y =) = Vf(z)) (y—x)dt.

>at(y—=)?

Grace a la premiere hypothese sur f, ceci entraine :

1
o .

F0) = £@) = Vi(a) (r=2) 2 a [ tly—afidt=Gly—aP > 05y £

0
(6.3.48)
2. On déduit de la question 1 que f est strictement convexe. En effet, grace
a la question 1, pour tout (z,y) € E?, f(y) > f(x) + Vf(z)- (y —x); et
d’apres la premiere caractérisation de la convexité, voir proposition 3.11

p-47, on en déduit que f est strictement convexe.

Montrons maintenant que f(y) — 400 quand |y| — +o0.
On éerit (6.3.48) pour z = 0 : f(y) > £(0) + VF(0) -y + %|y|2.
Comme Vf(0) -y > —|Vf(0)|(y), on a donc

F@) = £0) = VO Iyl + 5

@) = 50) + Iyl (51l = VF(0)]) = +oc quand [y| + o,

|y, et donc :
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3. On pose h(z) = z — pV f(x). L’algorithme du gradient & pas fixe est un
algorithme de point fixe pour h.
Tnt1 = T — pV f(zn) = h(zy).
Grace au théoreme 2.3 page 57, on sait que h est strictement contractante si
2a
Donc z,, — T unique point fixe de h, c’est-a—dire T = h(Z) =z — pV f(Z).
Ceci entraine

Vf(z) =0donc f(z) = i%ff car f est convexe .

Corrigé de l’exercice 52 page 88 (Convergence de 1’algo-
rithme du gradient & pas optimal)

1. On sait que f(x) — 400 lorsque || — +oo. Donc VA > 0, 3R € IR, ;
|z| > R = f(z) > A. En particulier pour A = f(z() ceci entraine :

JReRy; € Bg = f(x) > f(xo).

2. Comme f € C?(R",R), sa hessienne H est continue, donc ||H|| atteint

son max sur Br 1 qui est un fermé borné de R Soit M = max,eBp., ||[H (),

ona H(z)y -y < My-y < Myl*.
3. Soit w, = =V f(z,).
Si wy, =0, on pose Tp1+1 = Tn,.
Si w,, # 0, montrons qu’il existe p > 0 tel que

flzn + pwy) < f(zn + pwy) Vo > 0.

On sait que f(z) — +oo lorsque |z| — +o0.
Soit ¢ : IRy — IR définie par ¢(p) = f(xn + pwy). On a ¢(0) = f(x,) et
o(p) = f(xn + pwy,) — +oo lorsque p — +o0.
En effet si p — 400, on a |z, + pw,| — +00. Donc ¢ étant continue,
¢ admet un minimum, atteint en p, et donc Ip € Ry ; f(z, + pw) <
fzn + pwy) Vo > 0.

4. a) Montrons que la suite (f(z,))nen est convergente. La suite (f(z,))nen

vérifie

f(@ni1) < flan).

De plus f(x) — 400 lorsque || — +oo donc f est bornée inférieurement.

On en conclut que la suite (f(x,))nen est convergente.

b) Montrons que z,, € Bg ¥n € IN. On sait que si ¢ Bg alors f(z) >
f(zo). Orlasuite (f(zn))nemr est décroissante donc f(x,) < f(xo)Vn,
donc z,, € Bgr, Vn € IN.

2
¢) Montrons que f(z, + pwn) < f(wn) = plunl? + S-Mlwnf?, ¥p €

1
[0, m] Soit ¢ définie de IR dans IR par ¢(p) = f(x, + pwy). On

2(p) = p(0) + p¢(0) + 59" (5), ot 5 €10, p].
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Or ¢'(p) = V(@ + pwn) -wy et " (p) = H(zn + pwp)wy, - wy. Done

2
0(p) = 0(0) +p V f () Wy + = H (2 + pon )y - wy.

—~— ——— 2
0 —Wn
Sipe[0,——]ona
|wn|
- 1
|2n + pwnl < [on| + T |wal
|wh|
< R+1,

donc x,, + pw, € Br41 et par la question 2,
H(zy + pwn)wy, - wy, < Mwy|?.

On a donc bien

2
@(p) = f(@n + pwn) < flwn) = plwal? + - Mlw, .

2
d) Montrons que f(zn41) < f(z,) — % si |wy| < M.

Comme le choix de p, est optimal, on a

f(@ns1) = f(@n + ppwn) < flan + pwy), VpeRy.

donc en particulier

f(@ni1) < f(zn + pwn), Ype[0,—].

" |wn|

En utilisant la question précédente, on obtient
s P 2
F@nt1) < flan) = plunl” + - Mlwal” = ¢(p), Vp € [0,

Or la fonction ¢ atteint son minimum pour

_|wn|2 + pM|wn|2 =0

. . . .1
c’est—a—dire pM = 1 ou encore p = ﬁ ce qui est possible si |— >
Wn,

1 1
Y (puisque 6.3.49 est vraie si p < w)

Comme on a supposé |w,| < M, on a donc

Y |wn|®
< S e LN o ] B - ,
lwal* - Y
e) Montrons que —f(zp+1) + f(zn) > o Ol M = sup(M, M) avec

M =sup{|Vf(z)|, z € Cr}.
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On sait par la question précédente que si

|wn|2
n < M7 - n - n Z .
[wnl < M, ona — f(@nt1) = flzn) 2 S5
: |wn|2
Montrons que si |wy,| > M, alors —f(zp41) + f(2n) > EYR On
aura alors le résultat souhaité.
On a
2, P 2
F@nt1) < flan) = plwn|” + Z-Mlwa|", Vo € [0, m]-
Donc )
: P
f(@ni1) < 1111 ] [f(zn) — plwn|2 + ?M|wn|2]
Twn
Pn(P)
— ler cas si |w,| < M, on a calculé ce min & la question c).
— si |wy| > M, la fonction P,(p) est décroissante sur [0, ﬁ] et le mini-
W,
1
mum est donc atteint pour p = ﬁ
Wn,
1 M |wy |
(0] Pn T - n) — n — < n) T A
(P () = Sl =l + < ) -
|wy[*
< Tp) — —.
< Jln) =T

5. Montrons que Vf(z,) — 0 lorsque n — +4oc0. On a montré que Vn,
|wn|? < 2M(f(2y) — f(@n41)). Or la suite (f(xn))nen est convergente.
Donc |w,| — 0 lorsque n — +o0 et w, = V f(x,,) ce qui prouve le résultat.
La suite (zy,)nenN est bornée donc I(ng)kew et & € RY: T, — x lorsque
k — +o00 et comme V f(z,,) — 0, on a, par continuité, V f(Z) = 0.

6. On suppose 3! Z € RY tel que Vf(Z) = 0. Montrons que f(z) < f(x)
vz € RY et que 2, — Z quand n — 4oo0. Comme f est croissante &
I'infini, il existe un point qui réalise un minimum de f, et on sait qu’en ce
point le gradient s’annule ; en utilisant I’hypotheése d’unicité, on en déduit
que ce point est forcément Z, et donc f(z) < f(z) pour tout z € RV,
Montrons maintenant que la suite (z,,),en converge vers Z. En raison de
I’hypotese d’unicité, on a forcément = Z, et on sait qu’on a convergence
d’une sous-suite de (z,,)neN vers T par la question 5. Il reste donc & mon-
trer que c’est toute la suite qui converge. Supposons qu’elle ne converge
pas; alors

Je>0; VEke N, Ing >k et |ax,, —T >¢ (6.3.50)

Mais d’apres la question 5), on peut extraire de la suite (z,, )reN une
sous—suite qui converge, ce qui contredit (6.3.50). Donc la suite (,)nen
converge.
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Corrigé de ’exercice 54 page 102 (Méthode de Polak-Ribiére)

1. Montrons que f est strictement convexe et croissante a l'infini. Soit ¢ la
fonction de IR dans IR définie par

p(t) = flz +t(y —x)).

On a p € C?(R,R), p(0) = f(x) et p(1) = f(y), et donc :

1
o) = f@) = £/ + [ (=020 (6.3.51)

Or ¢'(t) = V(z +t(y —z)) - (y — ) et donc " (t) = H(x +t(y — z))(y —
z) - (y — ). On a donc par hypothese ¢ (t) > aly — z|2.
On déduit alors de 6.3.51 que

F() 2 f@) + V(@) - (y - @) + Gy — al, (6.3.52)

L’inégalité 6.3.52 entraine la stricte convexité de f et sa croissance a I'infini
(voir démonstration de la convergence du gradient & pas fixe, exercice 27).
Il reste & montrer que ensemble VP(H (z)) des valeurs propres de H(x)
est inclus dans [a, 3]. Comme f € C?(IR,IR), H(z) est symétrique pour
tout € R, et donc diagonalisable dans IR. Soit A € VP(H (x)) ; il existe
donc y € RY, 3 # 0 tel que H(z)y = Ay, et donc ay -y < Ay -y < By - v,
VA € VP(H)(z)). On en déduit que VP(H(z)) C [«, 3]

2. Montrons par récurrence sur n que g™ = 0 et g(™.¢(") = ¢(n).qy(M)
pout tout n € IN.
Pour n =0, on a w® = ¢g(® = —Vf(z®).
Si Vf(x(©) = 0 I’algorithme s’arréte. Supposons donc que Vf(x(?)) # 0.

Alors w® = —Vf(2(®) est une direction de descente stricte. Comme
2 = 20 4 pow® ol py est optimal dans la direction w(®, on a g -
w® = —Vf(xM) . w® = 0. De plus, on a évidemment ¢g(® . w(©) =
g® . g,

Supposons maintenant que ¢ - w™=D =0 et g(*=D . gln=1) = 4(n=1).
w1 et montrons que g("t1) . w™ =0 et g™ . g(") = 0.

Par définition, on a :
w™ = g(") + )\n,lw("*l), donc

w™ g = g g 4 3 p(n=1) L gm) — g(m) . g(m)

par hypothese de récurrence. On déduit de cette égalité que w™ - g™ > 0
(car g™ # 0) et donc w™ est une direction de descente stricte en (™.
On a donc V f(x("+1)) . (™ =0, et finalement g+ . (™ = 0.
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3. Par définition, g™ = —Vf(z(™); or on veut calculer g(»+1) — g(n) —
~Vf(2+)) + Vf(2™). Soit ¢ la fonction de IR dans TR définie par :

plt) = VI (&™) (a1 — 20)).
On a donc :

e(1) —p(0) = gt — g

/O 1 o' (t)dt.

Calculons ¢’ : ¢/ (t) = H(z™ +t(xFD — z())(2(+D —2()) Et comme
2t = () 4 p ™ on a donc :

gt — g =y Jw™, (6.3.53)
De plus, comme g("*+1) . w(™ = 0 (question 1), on obtient par (6.3.53) que

g™ <™

P = ) )

(car J,w™ - w(™ #£ 0, puisque .J,, est symétrique définie positive).
4. Par définition, on a w(™ = ¢ 4+ X\, 1wV et donc
[w™] < g™ + Apa]Jw® D). (6.3.54)
Toujours par définition, on a :

_ g(n) . (g(n) — g(n_l))

An—1 g(n=1) . g(n—1)

Donc, par la question 3, on a :

\ _ png(n) .J(n—l)w(n—l)
n-1 g1 g(n=1)

En utilisant la question 2 et a nouveau la question 3, on a donc :

T 1) ()
N J(n=1)qp(n=1) . y(n—-1)"’

An—1=

et donc
|J(n*1)w(n*1) .g(n)|

T J 1) . gyn—1)°

)\nfl

car J("~1 est symétrique définie positive.
De plus, en utilisant les hypotheses sur H, on vérifie facilement que

alz? < Tz .z < flz)? Yo e RY.
On en déduit que

| T (=D gyn=1) . g(m)|

alw=D2

/\n—l S
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On utilise alors 'inégalité de Cauchy—Schwarz :

T DD g < Dy D] gD
< Bl V] g,
On obtient donc que
B lg" |
)\nfl S a |’U}(n71)| )

ce qui donne bien grace a (6.3.54) :
0] < lg1 +2).

5. e Montrons d’abord que la suite (f(z(™)),cn converge. Comme f(z("+1)) =
fz™ 4+ pw™) < f(z™ + pw™) ¥p >0, on a donc en particulier
f(zmtDYy < f(2™). La suite (f(2(™)),en est donc décroissante. De
plus, elle est minorée par f(z). Donc elle converge, vers une certaine
limite ¢ € IR, lorsque n tend vers +o0.

e La suite (z(™),cn est bornée : en effet, comme f est croissante &
l'infini, il existe R > 0 tel que si |z| > R alors f(z) > f(z(®). Or
f(z™) > f(z©) pout tout n € IN, et donc la suite (z(™),cn est
incluse dans la boule de rayon R.

e Montrons que Vf(x(n)) s 0 lorsque 1 — +00.
On a, par définition de z("t1),

f@) < @™ 4 pw™), ¥p>o.
En introduisant la fonction ¢ définie de IR dans IR par ¢(t) =

f(z™ + tpw™), on montre facilement (les calculs sont les mémes
que ceux de la question 1) que

1
@™ 4pw™) = f(x(”))+pr(x("))-w(")+p2/ H (2™ +tpw™)w™ ™ (1—t)dt,
0
pour tout p > 0. Grace a I’hypothese sur H, on en déduit que
FEH0) < @) + 9 FE) w4 5, > 0.

Comme Vf(z™) . w™ = —g . = g2 (question 2) et
comme |w(™| < |g™]|(1 + g) (question 4), on en déduit que :

Fmt D) < f@™) = plg™ P + p*41g"™ P = ¢ulp), Yp =0,

ouy = %2 +(1+ g)g La fonction %, est un polynome de degré 2 en

1
p, qui atteint son minimum lorsque ¥/, (p) = 0, i.e. pour p = o On
Y

a donc, pour p = —

_|g(’ﬂ)|2,



6.3. CORRIGE DES EXERCICES DU CHAPITRE 3 211

d’out on déduit que

9™ < 4y (fat™) = ™) -0

n—-+oo

On a donc V f(z(™) — 0 lorsque n — +oc.

e La suite (m(”))nem étant bornée, il existe une sous—suite qui converge
vers z € RY, comme Vf(z(™) — 0 et comme
nablaf est continue, on a V f(x) = 0. Par unicité du minimum (f est
croissante a 'infini et strictement convexe) on a donc = = Z.

Enfin on conclut a la convergence de toute la suite par un argument
classique (voir question 6 de ’exercice 52 page 88).

Corrigé de l’exercice 55 page 103 (Algorithme de quasi
Newton)

Partie 1

1. Par définition de w(™, on a :
w™ . Vf(x(”)) — —K(”)Vf(x(”)) ) Vf(a:(”)) <0

car K est symétrique définie positive.

Comme p,, est le parametre optimal dans la direction w(™, on a
b-w™ : on en déduit que

B g™ (™
Pn = "L )
Comme w™ = —K (g™ ceci s’écrit encore :

g K

Pn

2. Si K™ = A~1 la formule précédente donne immédiatement p,, = 1.

3. La méthode de Newton consiste a chercher le zéro de V f par I'algo-
rithme suivant (a litération 1) :

Hy (@) (@® = 2%) = =V (=),
(ott Hy(x) désigne la hessienne de f au point x) c’est-a—dire
A(z® — 20y = —A2© 1,

On a donc Az(™ = b, et comme la fonction f admet un unique
minimum qui vérifie Az = b, on a donc z(!) = z, et la méthode
converge en une itération.

Partie 2 Méthode de Fletcher—Powell.
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1. Soit n € IN, on suppose que ¢(™ # 0. Par définition, on a s =
2t () = —p K g(") avec p, > 0. Comme K (™) est symétrique
définie positive elle est donc inversible; donc comme ¢g(™ # 0, on a
KM g =0 et donc s(™ # 0.

Soit i < n, par définition de s(™, on a :

s As = —p KM g . 450
Comme K (™) est symétrique,

s A5 = —p g KM A0,

Par hypothese, on a K™ As(® = s() pour i < n, donc on a bien que
sii<n

s . A5 =0 e g . 50 =,
Montrons maintenant que g(") s =0 pour i < n.

*Ona , . . 3
gD L) = g+ D) L (i) g

— —pig it ).

Or gt = Vf(2(+D) et p; est optimal dans la direction w(®.
Donc ‘ ‘
S+ 50 — g,

e On a

(g™ — gFHD) . 4 = Az — ggliHDy. (O
n—1
= 3 (AalD - Az )50
k=i+1

n—1

= 3 A0,
k=i+1

= 0

Par hypothese de A-conjugaison de la famille (s());—; 1 on
déduit alors facilement des deux égalités précédentes que g™ -
s = 0. Comme on a montré que ¢\ - s() = 0 si et seulement
si s(M . As() =0, on en conclut que la famille (s();—; _,, est
A—conjuguée, et que les vecteurs s(*) sont non nuls.

2. Montrons que K (1) est symétrique. On a :

(K(n+1))t _ (K(n))t+ (s() (st _ [(K My (K my )]t _ f(nt1)
s(n) . gy(n) K Mm)yn) . y(n) ’

car K™ est symétrique.
3. Montrons que K@D As) = 5() g 0 <i<m. Ona:

n n)\t n n n n)\t
KD 440 :K(”)As<i>+5( )(s(m) As“)—(K( )y (M) (K (1) (y(m)) e
(6.3.55)
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— Considérons d’abord le cas ¢ < n. On a
s (50t A = s[5t AsD] = s(M[s(M) . 4500 = 0

car (™ . As() =0 si i < n. De plus, comme K™ est symétrique,
on a :

(KM ) (K )yt A5 — Ry () () e (m) 4000

Or par la question (c), on a K (™ As() = s() si 0 < i < n. De plus,
par définition, y(™ = As(™. On en déduit que

(KM M) (KM M) 45D — )y (45 g = gy ) (st 4460 —

puisque on a montré en (a) que les vecteurs s(o), ceey s(") sont A-
conjugués. On déduit alors de (6.3.55) que

KO+ () — () g0 — (@)
— Considérons maintenant le cas ¢ = n. On a

(n) (5(m)yt Ky () () )yt
(1) 4o(n) _ ge(n) qo(m) S8y (EyT)( y (n)
KA = KA+ oy A Koy gm A8

et comme y(™ = As(™  ceci entraine que
KD gg(n) — gr(n) gg(n) 4 () _ K(n)y(n) = s

4. Pour x € IRN, calculons K"tz .z :

(n) (g(n)yt K (Mg ()Y (J (), (n))t
K. g = KMg.gpq 2 (™) x-x—( y ) ) z-x.
s(n) . y(”) K(")y(”) . y(")
Or s (sM)ty = sM(sM . 2) . 2 = (s . 2)% et de méme,

T
(KMym) (K Mgty . = (K™y™ . 2)2. On en déduit que

M. 2)2  (Ky) . )2
(1), . fr(n),. . (s z) _ ( Y z)
K e e =Ko+ Gy~ Km0

En remarquant que y(™ = As(™ et en réduisant au méme dénominateur,
on obtient alors que

(KM g 2)(KM™ym) gy — (K mym) )2 (5(0) . )2

() —
K e (R ) -3 U EORROL

Montrons maintenant que K (1 est symétrique définie positive.
Comme K est symétrique définie positive, on a grace a I'inégalité
de Cauchy-Schwarz que (K ™y . 2)2 < (KMg . 2)(K™y™) avec
égalité si et seulement si z et y(™ sont colinéaires. Si z n’est pas
colinéaire & y™, on a donc donc clairement

KM 2> 0.



214 CHAPITRE 6. CORRIGES DETAILLES DES EXERCICES

Si maintenant z est colinéaire & y(™, i.e. x = ay™ avec a € IR, on
a, grace au fait que y(™ = As("),

(s(n) x)? ) (S(n) -As("))2

_ (n+1),.
At s — « 1ot 5 > 0, et donc K z-x>0.

On en déduit que K™t est symétrique définie positive.

5. On suppose que g™ # 0si 0 <n < N — 1. On prend comme hy-
pothese de récurrence que les vecteurs (0, . .., s(»=1) sont A-conjugués
et non-nuls, que K As(® = s() si 0 < i < j < n et que les matrices
K sont symétriques définies positives pour j =0, ..., n.

Cette hypothese est vérifiée au rang n = 1 grace a la question 1 en
prenant n = 0 et K (Dsymétrique définie positive.

On suppose qu’elle est vraie au rang n. La question 1 prouve qu’elle
est vraie au rang n + 1.

Il reste maintenant & montrer que (Nt = A=1p = Z. On a en effet
KM As®) = s pour i =0 & N — 1. Or les vecteurs s(9, ... s(»=1
sont A-conjugués et non-nuls : ils forment donc une base. On en
déduit que KM A = Id, ce qui prouve que KV = A~! et donc,
par définition de x| que 2V = A~ 1p = 7.

Exercice 57 page 111 (Sur D’existence et I'unicité)

La fonction f : IR — IR définie par f(x) = 22 est continue, strictement
convexe, et croissante a 'infini. Etudions maintenant les propriétés de K dans
les quatre cas proposés :

(1) L’ensemble K = {|z| < 1} est fermé borné et convexe. On peut donc
appliquer le théoreme d’existence et d’unicité 3.33 page 106. En remarquant
que f(xz) > 0 pour tout x € IR et que f(0) = 0, on en déduit que I'unique
solution du probleme (3.5.32) est donc & = 0.

(73) L’ensemble K = {|z| = 1} est fermé borné mais non convexe. Le
théoreme d’existence 3.31 page 106 s’applique donc, mais pas le théoreme d’uni-
cité 3.32 page 106. De fait, on peut remarquer que K = {—1,1}, et donc
{f(x),z € K} = {1}. Il existe donc deux solutions du probleme (3.5.32) :
1 =1etx; =—1.

(791) L’ensemble K = {|z| > 1} est fermé, non borné et non convexe. Ce-
pendant, on peut écrire K = K; U Ko ou K1 = [1,+o00[ et Ko =] — 00, —1]
sont des ensembles convexes fermés. On peut donc appliquer le théoreme 3.33
page 106 : il existe un unique Z; € IR et un unique Z2 € IR solution de (3.5.32)
pour K = K; et K = K> respectivement. Il suffit ensuite de comparer Z; et Zs.
Comme T; = —1 et o = 1, on a existence mais pas unicité.

(1v) L’ensemble K = {|z| > 1} n’est pas fermé, donc le théoreme 3.31 page
106 ne s’applique pas. De fait, il n’existe pas de solution dans ce cas, car on a
limgy_1+ f(z) =1, et donc inf g f = 1, mais cet infimum n’est pas atteint.
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Exercice 58 page 112 (Maximisation de ’aire d’un rectangle
a périmetre donné)

1. On peut se ramener sans perte de généralité au cas du rectangle [0, 21] X
[0, 22], dont Daire est égale & zix2 et de périmetre 2(z1 + x2). On veut donc
maximiser z;x2, ou encore minimiser —x1xs. Pourz = (x1,22)" € IR?, posons
flx1,22) = —x129 €t g(x1,x2) = o1 + 2. Définissons

K — {x = ({L'l’xg)t = (IR,+)2 tel que r1 +$2 = ]-} .

Le probléeme de minimisation de l'aire du rectangle de périmetre donné et égal
a 2 s’écrit alors :

(2)es
2 (6.3.56)
f(@1,T2) < f(x1,22) V(x1,20) € K

2. Comme z7 et x5 sont tous deux positifs, puisque leur somme doit étre
égale a 1, ils sont forcément tous deux inférieurs a 1. Il est donc équivalent
de résoudre (6.3.56) ou (3.5.40). L’ensemble K est un convexe ferme borné, la
fonction f est continue, et donc par le théoreme 3.31 page 106, il existe au moins
une solution du probléme (3.5.40) (ou (6.3.56)).

3. Calculons Vg : Vg(z) = (1,1)", donc rang Dg(z,y) = 1. Par le théoréme
de Lagrange, si z = (x1,x2)" est solution de (6.3.56), il existe A € IR tel que

{ Vf(z,9)+XVg(z,y) =0,
T+y=1.

Or Vf(z,y) = (—z,—9), et Vg(z,y) = (1,1)". Le systeme précédent s’écrit
donc :

On a donc

Exercice 59 page 112 (Fonctionnelle quadratique)

1. Comme d # 0, il existe # € R” tel que d- % = a # 0. Soit = = =7 alors
d - x = c. Donc 'ensemble K est non vide. L’ensemble K est fermé car noyau
d’une forme linéaire continue de RY dans IR, et K est évidemment convexe.
La fonction f est strictement convexe et f(x) — +o0o quand |x| — 400, et donc
par les théoremes 3.31 et 3.32 il existe un unique Z solution de (3.5.32).

2. On veut calculer z. On a : Dg(x)z = d - z, et donc Dg(x) = d'. Comme
d # 0 on a rang(Dg(z)) = 1, ou encore Im(Dg(xz)) = IR pour tout z. Donc le
théoreme de Lagrange s’applique. Il existe donc A € IR tel que Vf(Z)+AVyg(Z) =
0, c’est-a~dire AT — b+ Ad = 0. Le couple (Z, A) est donc solution du probleme
suivant’ :

{ AZ —b+ Ad =0, ’ (6.3.57)

d-T=c
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A d
qui s’écrit sous forme matricielle : By = e, avec B = € Mny4+1(IR),
d 0
b
Yy = [ f\ ] e RV et e = e RV, Montrons maintenant que B est
c

inversible. En effet, soit z [ /Cj } e RV avec 2 € RV et uw € IR tel que

Bz = 0. Alors
A d

=
a | o H '

Ceci entraine Az —du =0 et d'x = d-2 = 0. On adonc Az-x— (d-z)p = 0. On
en déduit que x = 0, et comme d # 0, que g = 0. On a donc finalement z = 0.

On en conclut que B est inversible, et qu’il existe un unique (z, \)! € RNT!
solution de (6.3.57) et et T est solution de (3.5.32).

Exercice 63 page 113 (Application simple du théoréme de
Kuhn-Tucker

La fonction f définie de F = IR? dans IR par f(z) = 2 + y? est continue,
strictement convexe et croissante & l'infini. L’ensemble K qui peut aussi étre
défini par : K = {(z,y) € R? g(z,y) < 0}, avec g(x,y) = 1 —x — y est convexe
et fermé. Par le théoreme 3.33 page 106, il y a donc existence et unicité de la
solution du probleme (3.5.32). Appliquons le théoréme de Kuhn-Tucker pour la
détermination de cette solution. On a :

Vo) = ( ) ) @i = (5 ).

Il existe donc A € IR tel que :

2 — A =0,

2y — A =0,

Al -z —y)=0,
l-z—-y<0,
A>0.

Par la troisieme équation de ce systeme, on déduit que A=0oul—z—y =0.
Orsi A =0, 0n ax =y =0 par les premiere et deuxieme équations, ce qui est
impossible en raison de la quatrieme. On en déduit que 1 — x — y = 0, et donc,
1

par les premiere et deuxieme équations, v =y = 3.

Exercice 3.6.3 page 119 (Exemple d’opérateur de projec-
tion)

2. Soit px l'opérateur de projection définie a la proposition 3.43 page 113,
il est facile de montrer que, pour tout s =1,..., NV, :
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(pr(y)i =wi sty € |ag, Bil,
(pr(W))i =oa; siy <oy, ce qui entraine
(rx(y)i =06 siyi>pBi,

(pk(y))i = max(ay;, min(y;, 5;)) pour tout i = 1,...

217
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6.4 Corrigé des exercices du chapitre 4

Corrigé de I’exercice 66 page 136 (Condition de Lipschitz
et unicité)

Pour a > 1, la fonction ¢, : Ry — IRy définie par : @q(z) = 2% est
continiiment différentiable, et sa dérivée est ¢’ (z) = az®'. Elle est donc lip-
schitzienne sur les bornés. Si a = 0, la fonction ¢, est constante et égale a 1, et
donc encore lipschitzienne sur les bornés.

Soit maintenant a €]0, 1[, supposons que soit lipschitzienne sur les bornés.
Alors, pour tout A > 0, il existe M4 > 0 tel que |, (x)] < M4|z|. Ceci entraine
que la fonction z — \‘O“T(w” est bornée sur B(0, A). Mais |‘0“T(w)| = |27 = +o0
lorsque x — 0. Ceci montre que la fonction ¢, n’est pas lipachitzienne sur les
bornés si a €]0, 1].

Par le théoreme de Cauchy-Lipschitz, si ¢, est lipschitzienne sur les bornés,
alors le probleme (4.7.23) admet une unique solution qui est la solution constante
et égale a zéro.

Si ¢, est lipschitzienne sur les bornés, i.e. si a €]0,1], la fonction nulle est
encore solution du probleme (4.7.23), mais on peut obtenir une autre solution
définie par (calcul élémentaire de séparation de variable) :

yalt) = [(1 - a)t] = .

(Notons que cette fonction n’est définie que pour a €]0,1[.)

Corrigé de ’exercice 71 page 137 (Stabilité par rapport aux
erreurs et convergence)

1. Par définition du schéma (4.1.6) et de lerreur de consistance (4.2.10), on

Thr1 = i + hpo(zr, te, he)
Tk+1 =Tk + hk(b(i‘k, tr, hk) + hiRy,.

Comme le schéma (4.1.6) est supposé stable par rapport aux données, on a en
prenant yi = Ty et € = hi Ry dans (4.2.12) page 127 :

k—1
ert1 < K(|Jzg — Zo| + Z |h;R;|) pour tout k =0,...,n— 1.
i=0

Comme le schéma est consistant d’ordre p, on a R; < Ch? et donc par 'inégalité
précédente : ex11 < Kleg| + ChP) ot C € R4 ne dépend que de f,T, Ty (et pas
de h). On en déduit que le schéma est convergent d’ordre p.

2. Soient (x)k=0,....n—1 €t (Yk)k=0,... n—1 vérifiant (4.2.12), c’est a dire :

Thy1 = Tk + hed(@g, th, hi),

our k=0,...,n—1,
Yk+1 = Yk + hd(Yr, te, hi) + €, P

alors grace a 'hypothese sur le caractere lipschitzien de ¢, on a :

|2kt — Yrp1] < (1 + ReM)|zg — yi| + len] < e Moy — yi| + |ex]-
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On en déduit par récurrence sur k que

k

k—1
2k — yel < e Mleol + ) el THIM g | < K(leo| + ) |eil),
=0 i=0

avec K = eT™. On a donc ainsi montré que le schéma (4.1.6) est stable par
rapport aux erreurs.

Corrigé de ’exercice 74 page 138 (Méthode de Taylor)

1. Soit x solution du probleme de Cauchy (4.1.1). Montrons par récurrence
que

2D (t) = fO (a(t), 1).
Pour m = 0, on a (M (t) = f(x(t),t) = f©(x(t),t). Supposons que
2P (1) = f@) (a(t), 1) pour p=0,...,m,
et calculons z(™*2)(t). On a
et () = Oy fU (a(t), t)a’ () + Do f ) ((2), 1)

DT (a(t). ) F (o) 1) + 0 F) (x(t), 1)
— O (a() 1),

2.0na fO =0:f +(@11)f, et f& = (@1fD)f + (92fD), soit encore
FO = (2102 + (B})f + (01)%) + 05 + (2102) f + (01f)(D2f)-

3.Dans le cas p = 1, on a ¢,(y,t,h) = f(y,t) et donc le schéma (4.7.27)
s’écrit :
Zo = Zo,
Tpt1 = Tk + hf(xg, tg), pour k=1,...,n

On reconnait le schéma d’Euler explicite.

4.a/ Puisque f(y,t) =y, ona f*) = f pour tout k, et donc

p—1 hi
Up(y,t, h) = > (j+1)!f(y,t)-
7=0
4.b/ Par définition,
p—1 hj . p .
x1:i0+hf(a§0,0)zsfo+hjgo(j+ +hz +1 ZJZJ+1

Supposons que

k
P
(Zh—') pour k=1,...,¢,

=0
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et montrons que cette relation est encore vérifiée au rang £+ 1. On a bien :
p—1 hi D i
T =aekh) —pee=)  —ae,
j=0 §=0

ce qui termine la récurrence.

4.c/ Comme z est la solution de (4.1.1) pour f(y,t) =y et Tg = 1, on a
évidemment z(t) = et, et donc z(t) = e"*.
Le résultat de la questlon 4.b/ permet de déduire que

N\ k
P
=0 1

T =
avec 0 < R(h) < e" (Zil On a donc
K r(n) |
z, = €%h (1 - =R )
= e"h(l —a)¥,

avec a = % €]0,1[. On en déduit que
0<Z — gekh(l—(l—a)k).
Comme k > 1 et a €]0, 1], on en déduit (par récurrence sur k) que (1—a)* >
1 —ka. On a donc
p+1 hP

<te .
)

(p+1!

0< 2 —a < kae*" < kebr

5. Un développement de Taylor montre que

p

hio .
CE]C+]_ = Z —'x(J)(tk) +Ck’hhp+1
j=0 J:
= xk—l—z j 1) Jik tk)+0khhp+l

avec Cpp, < C €IRy. On a donc

_ — p —1
T - hi
% — Z - f(J 1) (l“k tr) + Crnh?
=
M
= fY9YN(Zk, te) + Crnh?
2 g/ @)

= ¢p(mk)tkah‘) +Ck,hhp-

Le schéma est donc consistant d’ordre p. Il suffit alors d’appliquer le théoreme
4.10 page 128 (car 1), est de classe C*> donc lipschitzienne sur les bornés) pour
obtenir I'existence de A > 0 et C' > 0 ne dépendant que de Zo, T et f, tels que
si 0 < h < h, alors |z — z(t;)| < ChP, pour tout k =0,...,n+ 1.
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Corrigé de ’exercice 4.7 page 141 (Méthodes semi-implicite
et explicite)

1.
n+1 n
Jﬁg + )k_ 3;5 ) _ —Qj‘gn) _ xgn)ménJrl)’
xé”“) - xén) _ _a:é"“) (6.4.58)
k MO
x:(LO) =a, acéo) =0b.

Onaxgo):a>0etm§0):b>0.Deplus,ona

ow__L,

1+ £
donc a:gl) est bien défini, et 0 < xgl) < a:go) =b. Or xgl) =a—k(a+ ab)
et comme a et b appartiennent & ]0,1[, on a a + ab €]0,2[, et comme
0 <k <1/2, on en déduit que 0 < acgl) < x:(LO) =a.

Supposons que les suites soient bien définies, décroissantes et strictement
positives jusqu’au rang n, et vérifions-le au rang n + 1. On a

n 1 n

=0

et donc en utilisant I’hypothese de récurrence, on obtient que xg"H) < xé”)

et 0 <2l < b,
De plus

xﬁ”“) = a:&’“ - kargn) - kx&n)xénﬂ) = a:%")(l —k- kl"énﬂ))a (6.4.60)

et donc grace au fait que 0 < wg"H) < b (et donc 1 — k — kxg"H) >

1 — k — kb, et & ’hypothese de récurrence, on déduit que a:§"+1) < x§”> et

0 <" <a.

2. Apres calcul, on obtient que le schéma numérique (6.4.58) s’écrit sous la

forme
p(n+1) _ 4(n)

k
avec (™ = (;vgn),xg"))t, et olt ¢ € C((IR%)? x R, IR?) est définie par

= ¢z, k), (6.4.61)

T1T2

— 1 +
o(x, k) = xlig T1+ 2 : (6.4.62)

_xl—i—k

et on vérifie bien que ¢ € C°((R})? x R, R?) (en fait ¢ est de classe
C> sur RZ x Ry \ {0} x Ry x {0}.) et que ¢(x,0) = f(z). Ceci montre
que pour (z\™, z{™M) € (IR%)? et k > 0, le couple ({0 gy
défini par (6.4.58) de maniere unique.

est bien
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3. Comme z € C*([0,+o0[, (IR%)?), on a

et

tn —x(ty
) 220 ) < e,

|¢(x(tn), k) — ¢(x(tn), 0)] < kr[gaT>]< [ D2¢((t), 1)].

Or la solution exacte z sur [0,7] vit dans un borné [a,5]* de R, et
ses dérivées atteignent ses bornes sur le compact [0,7], donc il existe
C(T) € Ry tel que maxy 7 |z”| < C(T) et maxy ) |D2g(x(t),t)] <
C(T). Comme de plus ¢(x(tn),0) = f(z(ty), on en déduit par inégalité
triangulaire que \R,SL)| < C(T)k.

4. (Stabilité)

(1)

(iii)

Soit 7' > 0. De (6.4.60) et du fait que 0 < 20 < b on déduit que
2 > 21— g — k),

et donc par récurrence sur n que
2 > 201 — k- kb)",

Donc pour tout entier n tel que nk < T, on a n < %, et comme
1—k—kb>0 (car k<1/2), onaz{™ > (1 —k—kb)F

Ona (l—k—kb)% = exp(Ln(l -k — kb)), et In(1 — k — kb) est

équivalent & k — kb dans un voisinage de £ = 0. On en déduit que

(1 -k —kb)* — e~ 1HDT Jorsque k — 0.

La fonction ¢ définie par (k) = (1 — k — kb)* est continue, stric-

tement positive sur [0,1/2], et sa limite lorsque k tend vers 0 est

minorée par un nombre strictement positif. Donc la fonction est elle-

méme minorée par un nombre strictement positif. On en déduit que
T

inf0<k<%(1 —k—Fkb)* >0.

D’apres les résultats des questions 3 (a) et 3 (d) (ii), on a a(T) <

xgn) < a, pour tout n tel que nk <T', avec a(T) = infojc1 (1 -k —

kb)* .

En utilisant ce résultat (et la question 3 (a)), on déduit alors de

(6.4.59) que

(n+1) 1w
Ty > T,
1+ a(h)
et donc que
n 1 ®
A2 () el

Une étude similaire a celle de la question précédente montre que la

fonction
1 T
b ()
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est continue et strictement positive sur [0,1/2] et sa limite lorsque &

tend vers 0 est strictement positive. On en déduit que b(T") < acg") <
b, pour tout n tel que nk < T, avec

=~

1
b(T)=0>b inf _ > 0.
() ke[l(?l/Q](l—F%)

5. (Convergence) Soit 7' > 0. On ne peut pas appliquer directement le
théoreme du cours car ¢ n’est pas lipschitzienne sur les bornés, mais il
suffit de remarquer que :

— la solution exacte sur [0, 7] vit dans un borné [a, §]* de R%.

~ le schéma est inconditionnellement stable : z(™) € [a(T'), a] x [b(T), b].
Or la fonction ¢ est de classe C' sur [A, B]*?x R* , ou A = min(«, a(T), b(T))
et B = max(0,a,b). Donc elle est lipschitzienne par rapport a la premiére
variable sur le pavé [A, B]?. La démonstration par récurrence faite en cours
dans le cas ¢ globalement lipschitzienne s’adapte donc tres facilement. (elle
est méme plus facile car ey = 0 et le pas de discrétisation est constant. . .)

6. On remplace maintenant le schéma (6.4.58) par le schéma d’Euler expli-
cite. Celui s’écrit :

xgn—i—l) . ngn)

_ _mgn) o xgn)mgn)7
(n+1)k (n) (n)
) Ty _ Ty (6.4.63)
) k ) x§71)
xg)za, xg)zb.

Supposons sr:g”) > 0 et xé”) > 0 pour tout n. La premiere équation de

(6.4.58) donne alors que

n+1) - (n)

$§ o (n)
k )

= _'/'Cl

et done "™ < (1 — k)2z!™. On en déduit par récurrence que z{" <

(1—k)*a — 0 lorsque n — 0 (on supposera que k < 1 pour que le schéma
soit bien défini. Donc pour un pas de temps k donné, il existe n tel que
x§”> < k. Or pour cette valeur de n,

k
n)

oY =2V (1 - ) <o,

2}
ce qui contredit I’hypothese xén) > 0 pour tout n.

Ceci montre que le schéma d’Euler explicite n’est franchement pas bon
dans ce cas. (Etudier si le coeur vous en dit le schéma totalement impli-
cite...)



