
HAL Id: cel-00092974
https://cel.hal.science/cel-00092974

Submitted on 12 Sep 2006

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépôt et à la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche français ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.

Relativité générale avancée
Bernard Linet

To cite this version:

Bernard Linet. Relativité générale avancée. DEA. 2006. �cel-00092974�

https://cel.hal.science/cel-00092974
https://hal.archives-ouvertes.fr


���������
	���
���������������������� �����"!#	%$&������')(�*+	%$&��� �#')(�(�*+	%$&��� �#,)(�*-�/.10-*2,
3546487:9<;>=?=>@BAC;>=?=ED

FHGJILKNMPOQKSRTG/UWVXMYOQK
Z\[^]
_a`cbedfbg`ah ifhjFkh^Z\_l]m[

n/�o��p2$q���srN(t.1�u�
vLw>xqy?z{wB|}y?~�z 9��89<� wB|}� 7�� w�|}~���� 9���9 |%���E� � ~���� 9J� � 7 y>z{~���� 9

���5�%�6�>� � ��� =?�?��� � 4 ~�� 9 z � ~�| 7J� z}w 48� y?~ � � wBx 9�  w>~ �
�2w>z¢¡ �89<£ z}w 46�6� y 4 | �E¤?;>=?=¥�§¦ �%�5�

  ~ 469 |t¨�©6�E� �:ª � 4 ~�� A |}y?�8z �:ª¬« z



� ������� �	��
 � ��
���������


� ��������� �"!"#$�&%'�(�()*�+�-,�!/.0�&�213#$�&45,��6�7#98;:=<>�@?'�A8>!B?DC'E'!/4F<>G�%H� I
J ª J £ 7�467 z{w   ~�| 7�� ªJªJªJªJªJª/ªJª/ªJªJª/ªJª ª/ªJª/ªJªJª/ªJª/ªJªJªJªJªJª/ªJª/ªJªJª/ªJª ª D
J ª ; ¦ x �{9 z¢�BwB| 9 �6z � ªJªJªJªJª/ªJª/ªJªJª/ªJª ª/ªJª/ªJªJª/ªJª/ªJªJªJªJªJª/ªJª/ªJªJª/ªJª ª �
J ª � K�� ©ew>¡ 9 A | 9:� © �ML w   ~  �7:9:4 ª/ªJª/ªJªJª/ªJª ª/ªJª/ªJªJª/ªJª/ªJªJªJªJªJª/ªJª/ªJªJª/ªJª ª �
J ª @ v�y?~ ��489-N |}y 4 ~ 9�46469:�§�69   w � � 4 w � ~��o� 9 ª/ªJª/ªJªJª/ªJª/ªJªJªJªJªJª/ªJª/ªJªJª/ªJª ª O
J ª D K�� ©ew>¡ 9 A | 9:� © �N� ~ 4QP y NN�3P ~ 9:4 ªJªJª/ªJª ª/ªJª/ªJªJª/ªJª/ªJªJªJªJªJª/ªJª/ªJªJª/ªJª ª J =
J ª � v�y?~ � z 9:  wB|}~���~ � | 9:���69   w � � 4 w � ~���� 9 ª ª/ªJª/ªJªJª/ªJª/ªJªJªJªJªJª/ªJª/ªJªJª/ªJª ª J �

R SUT'V�:W�X<;�Y?'�AZ��7[�#$:WE�?'�Y8;!]\W� !7�'<^#$!"# <;:WE �&_
;�ª J v�y?~ ��` wB|{|{z}w>¡ |}~�y 4aL z}w��o~�|}wB|}~�y 46469� � �959 |§©6z¢~ 4 ¡�~�© 9���` 7 ���6~��>w  �9:4 ¡ 9u« w>~�x  �9 ªJªJª/ªJª ª J O
;�ª ; b�7 z{~dc6¡�wB|{~�y 46�T92e © 7 z{~ � 9�4 |}w  �9��N� �Q©6z{~ 4 ¡:~�© 9u��` 7 ���6~��Bw  �9�4 ¡ 9u« w>~�x  �9�ªJª/ªJªJª/ªJª ª ; J
;�ª � K �o�6wB|}~�y 4Q�69 � ¡ �6zgf � ~ 4QL?9 z 9 |§©6z{~ 4 ¡:~�© 9u��` 7 ���6~��Bw  �9�4 ¡ 9u« w>~�x  �9 ªJª/ªJª/ªJªJª/ªJª ª ;>�
;�ª @ K �o�6wB|}~�y 46��4692N |}y 4 ~ 9:46489:�§� � � y?�8� 9:��9:4 | ��` � 4ih �6~ �69 ªJªJªJªJª/ªJª/ªJªJª/ªJª ª ;?D
;�ª D j57 ¡:w   w L?9u�69:�N« z 7 ��� 9:4 ¡ 9:�§� w 46� � 4 ¡ �ew � © �69kL z}w��o~�|}wB|}~�y 4 ªJªJª/ªJª/ªJªJª/ªJª ª ; �

l mn8;V+4o�+EW# �@?H�Y.0!/8p.7%H8q#r�+EH��:s�X<>�&8t�&E��+�-,�!/.0�u!"vwE'� Rs_
�8ª J 35 dL0x x6z 9 | 9�46� y?z¢~ 9� � �95��` � 4 9�� ©ew>¡ 9 � 9 ¡ |}y?z¢~ 9: �ª/ªJªJª/ªJª/ªJªJªJªJªJª/ªJª/ªJªJª/ªJª ª ;yO
�8ª ; ��z{y � �6~�| � ¡�w   w>~�z 9u� w 48� � 4 9�� ©ew>¡ 9 � 9 ¡ |}y?z¢~ 9� jªJªJª/ªJª/ªJªJªJªJªJª/ªJª/ªJªJª/ªJª ª �E;
�8ª � K�� ©ew>¡ 9 wXz 489J9 | 9:� ©ew>¡ 9 w(z 469 ��7 |}z¢~���� 9 ª/ªJªJª/ªJª/ªJªJªJªJªJª/ªJª/ªJªJª/ªJª ª �?�
�8ª @ � � � | x:��9:�§�69 ¡:yoy?z � y 46467:9�� ¡:�6z ��~   ~ L?469:� ªJª/ªJªJª/ªJª/ªJªJªJªJªJª/ªJª/ªJªJª/ªJª ª � �

{ mn8;V+4o�+EW# �@?H�u\WV�:W45V7#$�X<;��?H<^|tV&� �&E=# <;�&8p8;�i?q}~%HEH���Q!Q�X<;V�#rV {H�
@6ª J b w>z{~ 7 | 7�� ~d� 7 z 9:4 |}~�w>x  �9Hª/ªJª/ªJªJª/ªJª ª/ªJª/ªJªJª/ªJª/ªJªJªJªJªJª/ªJª/ªJªJª/ªJª ª @ J
@6ª ; � �ew � © �69 � 9 ¡ | 9 �6z �%9 | �69 | 9�46�{9 �6z �jª ª/ªJª/ªJªJª/ªJª/ªJªJªJªJªJª/ªJª/ªJªJª/ªJª ª @?@
@6ª � � 7 |{z{~��o� 9J9 | 7: �7�� 9�4 | �69 �?y   � � 9 ~ 46� �6~�| ªJª/ªJªJª/ªJª/ªJªJªJªJªJª/ªJª/ªJªJª/ªJª ª @ �
@6ª @ j57 z¢~�� 7:9 �69 v�~ 9u9 |N� 9 ¡�| 9 �6z �69�� ~  �  ~ 4"L ª/ªJª/ªJªJª/ªJª/ªJªJªJªJªJª/ªJª/ªJªJª/ªJª ª @E�
@6ª D � y 46469�e ~�y 4"  ~ 467 w>~�z 9B� |{y?z � ~�y 4Q9 |�| 9:46�¢9 �6z �69 ¡:y>�6z{x6�8z 9sªJªJªJªJªJª/ªJª/ªJªJª/ªJª ª D>=
@6ª � � y 46469�e ~�y 4 z{~ 9:� w 464 ~ 9:4646959 |N| 9�46�{9 �6z �89 � ~ 9�� w 464Hª/ªJªJªJªJªJª/ªJª/ªJªJª/ªJª ª D?;

I SUT'V�:W�X<;�&�64oV�#r�(<>G�%'�&�@?H�A8;!]\s�X!7�'<^#$!"#$<>:WE IsI
D�ª J ¦ z{~ L ~ 469��YªJª/ªJªJªJªJªJª/ªJª/ªJªJª/ªJª ª/ªJª/ªJªJª/ªJª/ªJªJªJªJªJª/ªJª/ªJªJª/ªJª ª D?D
D�ª ; K�� ©ew>¡ 9 A | 9:� © �N9 ~ 46� | 9 ~ 4 ~ 9�4"9 |§©6z{~ 4 ¡:~�© 9��89 ¡�y��>wBz{~ w 4 ¡ 9WªJªJªJªJªJª/ªJª/ªJªJª/ªJª ª D?¤
D�ª � ¦ x �{9 z¢�BwB| 9 �6z 9:4 ¡ ���8| 9J  ~�x6z 9�9 |§©6z{~ 4 ¡:~�© 9u��` 7 ���6~��Bw  �9�4 ¡ 9 ��`�K ~ 46� | 9 ~ 4 ª/ªJªJª/ªJª ª DyO

;



D�ª @ � y � ©ew>z}wB~ � y 419:4 |}z 9J �9:� | 9�� © ���69:� y?x �¢9 z¢�BwB| 9 �6z �fªJª/ªJªJªJªJªJª/ªJª/ªJªJª/ªJª ª � ;
D�ª D � y?�6©   w L?9u�69  p` 7� �9 ¡ |}z¢y � w L?467 |{~ �¢� 9��#  w L z}w��o~�|}wB|}~�y 4Qª/ªJªJªJªJªJª/ªJª/ªJªJª/ªJª ª � D
D�ª � � y?�6©   w L?9u��` � 4"� ~   ~ 9 � � wB| 7 z{~ 9: ��   w L z}w��o~�|}wB|}~�y 4fªJª/ªJªJªJªJªJª/ªJª/ªJªJª/ªJª ª �?�
D�ª ¤ � y?z � w   ~ �{��9%  w L z{w 4QL ~ 9:4W� w 46�N �9 ¡�w �§� ` � 4 ¡ �ew � ©"¡   w �{� ~���� 9/ªJªJª/ªJª/ªJªJª/ªJª ª � �

� SUT'V�:W�X<;�Y?t} mn<pEH�-#$�&<>E�?'�A8;!B\s� !7�'<^#$!"# <;:WE :W%�� �&8>!"#$<;�'<^#$V \sV&EHV�� !/8;� � �
� ª J K �o�6wB|}~�y 46����`�K ~ 46� | 9 ~ 4 �89J  w L z}w��o~�|}wB|}~�y 4WªJª/ªJªJª/ªJª/ªJªJªJªJªJª/ªJª/ªJªJª/ªJª ª ¤ J
� ª ; � y?z � w   ~ �{��9%  w L z{w 4QL ~ 9:4W� �"¡ �ew � © L z}w��o~�|}wB|}~�y 46469�  ª/ªJªJªJªJªJª/ªJª/ªJªJª/ªJª ª ¤>�
� ª � � w>z}wB¡�| x z 9 �E�o© 9 z{xqy   ~��o� 9u�69:�§7 ���ewB|{~�y 48�§� ` K ~ 48� | 9 ~ 4�ª/ªJªJªJªJªJª/ªJª/ªJªJª/ªJª ª ¤?D
� ª @ 3 ©6©8z{y e ~ � wB|}~�y 4W4692N |}y 4 ~ 9:46489/�69   w<|}� 7 y?z{~ 9u��` K ~ 46� | 9 ~ 4 ªJªJªJªJª/ªJª/ªJªJª/ªJª ª ¤ �
� ª D � 7 |{z{~��o� 9J9�e | 7 z¢~ 9 �6z 9 ©qy � | A 4692N |}y 4 ~ 9:46489J� ` � 4 ¡:y>z{© �§� w �{� ~ «TªJªJª/ªJª/ªJªJª/ªJª ª ¤?¤
� ª � 3 �Bw 4 ¡ 9 � �"© 7 z{~�� 7:  ~ 9��69/� 9 z{¡:�8z 9 ªJª ª/ªJª/ªJªJª/ªJª/ªJªJªJªJªJª/ªJª/ªJªJª/ªJª ª ¤>�
� ª ¤ j57 �o~�wB|}~�y 41�69   w   � � ~ x z 9%9 | � ~�z}w L?9 L z{w��o~�| wB|{~�y 46489:  ª/ªJªJªJªJªJª/ªJª/ªJªJª/ªJª ª �?=

� � :W� ,��94o!/�r�r<��M��#�#$� :W%�?'�u�W��� �-#$!+# <pG %H�&�@�7#	�o�-C'4oV�#r�(<;�i��,�THV��X<pG %H� 
sl
¤�ª J � 7 |{z{~��o� 9J� | wB|{~���� 9u9 | �#� � ��7 |{z{~ 9u� ©6� 7 z{~���� 9uªJªJª/ªJª/ªJªJªJªJªJª/ªJª/ªJªJª/ªJª ª �?�
¤�ª ; � y?z{© �§� w �¢� ~ «��#� � ��7 |}z¢~ 9u� ©6� 7 z¢~���� 9 ª ª/ªJª/ªJªJª/ªJª/ªJªJªJªJªJª/ªJª/ªJªJª/ªJª ª �>@
¤�ª � � 7 |{z{~��o� 9J� | wB|{~���� 9u�69 � ¡ � N w>z
� � ¡ �6~  �� ª/ªJª/ªJªJª/ªJª/ªJªJªJªJªJª/ªJª/ªJªJª/ªJª ª �E¤
¤�ª @ � z¢y?� �69 � 9 z � | wB|{~���� 9 9 | �#� � ��7 |}z¢~ 9u� ©6� 7 z¢~���� 9 ª/ªJª/ªJªJªJªJªJª/ªJª/ªJªJª/ªJª ª �0O


 m |t:WE�?'� �&45�&E=#6\W� !7�'<^#$!"# <;:WE�E'�&8q�7#6#$� :W%�EH:W<;�	�o�-C'4oV�#r�(<;����, T'V��X<pG�%'� _D�
�8ª J ¦ x �{9 z¢�BwB| 9 �6z 9:4 ¡ ���8| 9J  ~�x6z 9�� w 46�N  w ��7 |}z¢~���� 9u�69 � ¡ � N w>z
� � ¡ �6~  ���ªJª/ªJªJª/ªJª ª O J
�8ª ; K ��y 48� z 9�� 9�4 | L z{w���~�| wB|{~�y 48469: ���` � 469 x�y?�  �9u�69nh �6~ �69�� ©6z 9��{� ~�y 4"4 �  � �9lªJª/ªJª ª O?�
�8ª � � z¢y?� 4 y?~�z �69 � ¡ � N w>z�� � ¡ �6~  ��jªJªJª/ªJª ª/ªJª/ªJªJª/ªJª/ªJªJªJªJªJª/ªJª/ªJªJª/ªJª ª O �
�8ª @ K e | 9:46� ~�y 4"� w e ~ � w  �9§�69 � z¢� �gP w   ªJª ª/ªJª/ªJªJª/ªJª/ªJªJªJªJªJª/ªJª/ªJªJª/ªJª ª OE¤

_ �aV&E'V&� !/8><^#$V&�6��%H� 8>�&� #$� :W%���E':=<;�X� ���'�
O8ª J j ~ w L z}w ����95�69 � w>z | 9 z A � 9:4 z¢y �{9^ª/ªJª ª/ªJª/ªJªJª/ªJª/ªJªJªJªJªJª/ªJª/ªJªJª/ªJª ª J = J
O8ª ; ��z{y?©6z¢~ 7 | 7:� L>7:467 z}w  �9:�N�69:� |}z¢y?� ��4 y>~�z � ª/ªJª/ªJªJª/ªJª/ªJªJªJªJªJª/ªJª/ªJªJª/ªJª ª J =B@
O8ª � � z¢y?� 4 y?~�z � | w�|}~�y 464 w>~�z 9��69��u9 z¢z ª/ªJª ª/ªJª/ªJªJª/ªJª/ªJªJªJªJªJª/ªJª/ªJªJª/ªJª ª J =?¤
O8ª @ ��z{yo¡ 9:�¢� � �§��` 92e |}z{w>¡�|{~�y 4"��` 7:469 z L ~ 9sªJª ª/ªJª/ªJªJª/ªJª/ªJªJªJªJªJª/ªJª/ªJªJª/ªJª ª J0J =

���ASUT'V�:W�X<;�Y8><pE'V�!Q�X<p�-V&��?'�A8>!A� �&8;!"# <^�'<;#rVi\sV&E'V&� !/8;� �W�&l
J =8ª J � �ew � © L z}w��o~�|}wB|}~�y 46469� ��   ` w>©6©6z¢y e ~ � w�|}~�y 4W  ~ 467 w>~�z 9jª/ªJªJªJªJªJª/ªJª/ªJªJª/ªJª ª J0J �
J =8ª ;�K �o�6wB|}~�y 46����`�K ~ 46� | 9 ~ 4   ~ 467 w>z{~ �{7�9:� ªJª ª/ªJª/ªJªJª/ªJª/ªJªJªJªJªJª/ªJª/ªJªJª/ªJª ª J0J @
J =8ª � � y   �8|}~�y 4 z 9 | w>z �67:9J�69��§7 ���ewB|}~�y 46�N��`�K ~ 46� | 9 ~ 4Q  ~ 487 w>z¢~ �{7�9:� ªJªJªJª/ªJª/ªJªJª/ªJª ª J0J �
J =8ª @j¦�46�69 ©   w 469nL z}w��o~�|}wB|}~�y 46469� � �9%� w 46�N �9 �o~ �69 ªJªJª/ªJª/ªJªJªJªJªJª/ªJª/ªJªJª/ªJª ª J0J O

�s��� !7CW:=EHE'�+4o�+EW#9\s� !7�'<^#$!"# <;:WE�E'�&8 �7#6:W�������$�Q!"#$<>:WEH� �+RD�
J0J ª J � �{9 � � y A | 9:46�¢9 �6z 7:489 z L ~ 9 A ~ � ©6�  �� ~�y 4 L z}w��o~�|}wB|}~�y 46469� � �9 ªJªJªJªJªJª/ªJª/ªJªJª/ªJª ª J ; J
J0J ª ;�K�469 z L ~ 9nL z{w���~�| wB|{~�y 48469: � �9 z{w��?y 46487:9 ª ª/ªJª/ªJªJª/ªJª/ªJªJªJªJªJª/ªJª/ªJªJª/ªJª ª J ;>D
J0J ª � K e89�� ©  �9u��` � 4 ¡:y?z¢© � z¢~ L ~ �6959�4 z¢y>| w�|}~�y 4
ªJª/ªJªJª/ªJª/ªJªJªJªJªJª/ªJª/ªJªJª/ªJª ª J ;>¤
J0J ª @ � y?z{¡ 9u�69 z 7 wB¡�|}~�y 4Q�69 z}w��?y 46469:��9:4 | L z}w��o~�|}wB|}~�y 46469�  ª/ªJªJªJªJªJª/ªJª/ªJªJª/ªJª ª J ;B�
J0J ª D ���  �� w>z�x6~ 4 w>~�z 9 � �8� J O J ��� J � ªJª/ªJª ª/ªJª/ªJªJª/ªJª/ªJªJªJªJªJª/ªJª/ªJªJª/ªJª ª J �>=

�



J0J ª � ��z{~ 4 ¡:~�© 9:���89J�87 | 9 ¡�|{~�y 4Q��` � 469 y 46�69 ©   w 469nL z{w���~�| wB|{~�y 48469: � �9 ªJª/ªJª/ªJªJª/ªJª ª J �?;
�&Rumn��,H!/.0�&�213#$�&45, �6?'�A8>!B.0:W�r45:W8;:s\=<;� �+l �

J ;�ª J v 9 ©6z{y?x   x:��9 ¡:y �{� y   y L ~���� 9fªJªJª/ªJª ª/ªJª/ªJªJª/ªJª/ªJªJªJªJªJª/ªJª/ªJªJª/ªJª ª J � �
J ;�ª ; ¦ x �{9 z¢�BwB| 9 �6z �N« y 46� w � 9�4 | w>� eW9 | ��7 |}z¢~���� 9�� ¡�y �{� y   y L ~���� 9��/ªJªJª/ªJª/ªJªJª/ªJª ª J �>�
J ;�ª � K � 9 |��§�6x6x  �9u� � �67 ¡:w   w L>9 � 9 z �% �9 z{y?� L?9 ª/ªJªJª/ªJª/ªJªJªJªJªJª/ªJª/ªJªJª/ªJª ª J @ J
J ;�ª @ � 9�  wB|{~�y 4 9:4 |}z 9/  � � ~ 4 y � ~�| 7 w>©6©6w>z 9�4 | 9/9 |   � � ~ 4 y � ~�| 7 w>x � y   � 9WªJª/ªJª/ªJªJª/ªJª ª J @?�
J ;�ª D � y �Qx: �9:� ¡:y �{� y   y L ~���� 9:��9 | 7 �>y   �8|{~�y 4Q�69  p` � 4 ~�� 9 z �^ª/ªJªJªJªJªJª/ªJª/ªJªJª/ªJª ª J @ED
J ;�ª � �%y?z¢~ ��y 41�69:� ©ew>z |}~�¡:�  �9:��9 | �89:46� ~�| 7 ¡�z{~�|{~���� 9 ªJªJª/ªJª/ªJªJªJªJªJª/ªJª/ªJªJª/ªJª ª J @0O
J ;�ª ¤�� 4"h wB|{~�y 419 | 9:� ©6w>¡ 9tA | 9�� © �%�69 �69 � ~�|{| 9 z ªJª/ªJªJª/ªJª/ªJªJªJªJªJª/ªJª/ªJªJª/ªJª ª J D J

� � :=4o, 8;V&45�&E=# �@?'�Y\sV&:W45V7#$�X<;� ��#9?'�Y� �&8>!"#$<;�'<^#$V \sV&EHV�� !/8;� �+I �
3<ª J 35 dL0x x6z 9u92e | 7 z{~ 9 �6z 9J9 | � ~d� 7 z 9:4 |}~�wB|}~�y 4192e | 7 z{~ 9 �6z 9YªJª/ªJªJªJªJªJª/ªJª/ªJªJª/ªJª ª J D>¤
3<ª ; J A « y>z ��95�69 ¡:y 484692e ~�y 4 ª/ªJª/ªJªJª/ªJª ª/ªJª/ªJªJª/ªJª/ªJªJªJªJªJª/ªJª/ªJªJª/ªJª ª J D(O
3<ª � K �o�6wB|}~�y 4Q�69�j ~�z{w>¡ 9:4"9:� ©ew>¡ 9tA | 9:� © � ¡�y?�6z¢x 9 ªJª/ªJª/ªJªJªJªJªJª/ªJª/ªJªJª/ªJª ª J � =
3<ª @ � y?�6z¢x6�6z 9 9�e |{z{~ 46�gx �o� 9/��` � 469 �E�o© 9 z � �8z « w>¡ 9cªJªJª/ªJª/ªJªJªJªJªJª/ªJª/ªJªJª/ªJª ª J � �
3<ª D � y 46� ~�|}~�y 46���69 z{w>¡:¡�y?z �69�� 9�4 |§�o~ �69 A � wB|{~ x z 9 ªJªJª/ªJª/ªJªJªJªJªJª/ªJª/ªJªJª/ªJª ª J � D
3<ª � � y?z � w   ~ �{��9 �6w � ~   |{y 4 ~ 9�4 � �Q�o~ �69 ªJª ª/ªJª/ªJªJª/ªJª/ªJªJªJªJªJª/ªJª/ªJªJª/ªJª ª J �>�

@



� � �����W
i�i� �

� ��
 ����� � 
i�	�	��
�
���
����
�w��
�� 
i��� ��
 � 
 ��� �D
 �	�

�D� ����� ��� �����	�

����� i���� ��V"!$#&% I'�NM

� y?� �+4 ` w  �  y 48� ©ew � | 9:4 | 9 z-� 469�« y?z � �   wB|{~�y 4 w e ~�y � wB|{~���� 9T�89�  w 4 y>|{~�y 4 �89 | 9:� © ��9 | ��` 9�� ©ewB¡ 9
� w>~ ��� ~ � ©  �9:��9:4 |X~ 4 |{z{y � �6~�z 9�� � �>y�¡:w>x6�   w>~�z 9>ª � y?� � w��?y 46� � 469 ~ 4 |{�6~�|{~�y 4 ©6z 9�� ~ x z 9T�69N  w 4 yB|}~�y 4
��` ~ 46� | w 4 | 9 | �69�  ~ 9 � ª �2w>z � �6~�| 9>�>4 y?� � ©qy?�8�>y 46� ¡:y 46� ~ �67 z 9 z  �9T� y>| 7 � 7�469:��9:4 |)(?¡ ` 9�� |-¡ 9 ���6~e© 9 ��|
� �8z¢� 9�4 ~�z 9:4 � 4   ~ 9 � 9 | � � 4 ~ 46� |}w 4 | ª v 9#� 9 ~  � �9 �8z 92e�9�� ©  �9#9:� |/¡ 9�  �6~ �89�  w1¡:y  �  ~ � ~�y 4 �69��69 � e
©ew>z |}~�¡:�  �9:�:�o� w>~ � x6~ 9�4W�+* z�~  q��` w L ~�| ��` � 4 ¡�y 4 ¡ 9 ©8|§w>x � |}z{w>~�| ���6~ 469�487 ¡ 9��{� ~�| 9 ©6w � � 4 ©8� 7:4 y �9x�469
©6�E� � ~��o� 9 z 7:9:  ª

v ` 9�� ©ew>¡ 9 A | 9:� © �"9:� |   w z 7 � 4 ~�y 4 �69 |}y?� �1 �9:�17 � 7:489:��9:4 | � ©�y �{� ~�x  �9��:ª �  u�-` w L ~�| � y 4 ¡ ��` � 4
9:48�{9:� x  �9N�69 ©qy?~ 4 | ��ª?� y?�8|  �9 |{z}w��Bw>~  6� � ©6�E� � ~�¡:~ 9:4 ¡:y 46� ~ � | 9 �u� 9 |{|}z 9N� �6z-¡ 9�  �6~ A ¡�~8� 469§� |{z{�6¡ |}�6z 9
� wB|}� 7�� w�|}~���� 9Bª �-�8~ � ��� 9 4 y?� � w � y?©8|{y 46� � 489W�69:� ¡:z¢~�©8|{~�y 4 ¡�y 4 |}~ 4 � 9W�69W p` 9�� ©ew>¡ 9 A | 9:� © ����4 y>� �
�69 �?y 46�/ �9 � � 4 ~�z ��` � 469 |}y>©�y   y L ~ 9>ª � y?� � z 9�� |}z 9 ~ L?4 y 46�   w1|{y?©qy   y L ~ 9¥�69# p` 9�� ©ew>¡ 9 A | 9:� © � � , |}z 9
  yo¡�w  �9:��9:4 |§�6y ��7 y � y?z¢©6� 9 �

IR4
���67 c 4 ~ �{� w 4 |�� 469 �Bw>z¢~ 7 | 7 |{y?©qy   y L ~���� 9>ª vLw � ~ ��9:46� ~�y 4 ���ewB|}z 9

9:� | � 469 �E�o©�yB|}� x��{9 ©6�E� � ~���� 9 |{z x:��« y>z¢| 9Bª �   ©�y?�8z{z}wB~�| 9�e ~ � | 9 z �69��u� ~ ��9:48� ~�y 46�5� �6©6©  �7:��9:4 | w>~�z 9��
���6~ 469 �{9 z}w>~ 9:4 |§©ew � ~ ����7:� ~�wB| 9�� 9�4 |T© 9 z{¡ 9 ©8|{~�x  �9:� � 4 y>|}z 9u7 ¡ � 9� � �9 wB¡�|}� 9: � �9u��` y?x �{9 z¢�BwB|{~�y 4.-tª

� y?� � ©qy?�6z¢z{~�y 46�N� ~�z 9 ¡�| 9:��9:4 |%©�y � |}�  �9 z   w � |}z{�8¡�|}�8z 9UL>7 y ��7 |{z{~���� 9 �69J  ` 9:� ©ew>¡ 9 A | 9:� © �N9 |  �9��
  y>~ � ©6�E� � ~��o� 9:� ���6~Lz 7-L ~ �¢�{9:4 |  �9:� ©6� 7�4 y �6x:469��5� w 46� ¡ 9 | 9�� ©ewB¡ 9 A | 9�� © ��ª � 9/�{9 z}w>~�|   w�¡�y?� 7 z 9:4 ¡ 9
9 |  �9:� ¡:y 48�{7 ��� 9�4 ¡ 9��¥92e © 7 z¢~ ��9:4 | w  �9:��9:4 |u� 7 z{~~c 7:9�� ���6~ 9:4 w �¢� �6z 9 z}wB~ 9:4 |   w0/¢� � |}~~ce¡�wB|{~�y 4�ª � y>� �
©6z 7�« 7 z¢y 46�N�67-L w L?9 z �69:� ¡:y 4 ¡ 9 ©8| ��� ¡�y ��� 9 ¡ 9:  �6~ ��` y?x �¢9 z¢�BwB| 9 �6z ª � y?� � © 9:48� y 46� ��� ` ~  g9�� |§~ � ©�y>z A
| w 4 | �69 ¡�y � ©8z 9:48� z 9 ¡:y � ��9:4 |-¡ 9�  �6~ A ¡�~ 9:� |+©   y 4"L?7�� w 46�- p` 9�� ©ew>¡ 9 A | 9:� © ��ª � y?� � z 9 |}z¢y?�8� 9 z{y 46� ¡ 9
¡:y 4 ¡ 9 ©8| � w 48�X �9��2� ~�� 9 z �{9�� ¡:y 4 ¡ 9 ©8|{~�y 48�X��` 9:� ©6w>¡ 9�� A | 9:� © � ���6~8y 4 | 7 | 7T� �6¡�¡ 9:�¢� ~�� 9:��9:4 |+©6z¢y?©�y �{7:9��
w>�Q¡:y>�6z �§�69   ` �6~ � |}y?~�z 9%�69   w ©6�E� � ~���� 9 ©qy?�6z �67 ¡:z{~�z 9   w¥z 7 w   ~�| 7 ©6�E� � ~���� 9Bª
1
10−18 2436587:9<;>=@?A5&36BC=D3E=D;>5GFIH6JAKLBCM>=N9OFI5&7:365&BI303E=P9"Q:5&BOFIM>?AR6;>=P9<JA;>JA2D=A7�FS58M>BC=+9T2@5&M>9"?U=AFOFI=@JP?SH6=P;V;>=WQXK&R:YZ5&7�F[ FIBC="\6M>=A7]9CR6QXJABIMV=PR6BC="QXK&R6B�;_^ MV7�FC=PBI5L?`FIMVKL7GaLBI5ZYbMVFI5cFIMVKL7676=P;V;>='de5&REFC=f3g^ =UhEQXJABIMV=P7:?U=+9�58REij3E=+9C9CK&R:9�3E= 10−4 2lk

D



����� ��� M�K�V��l! ILKNUWV2M

v ` 9�� ©ew>¡ 9 A | 9:� © ���¢9 z¢| ��` w>z x�469 w>� e � y?�8� 9�� 9�4 | ���69�� ¡:y>z{© ��� wB| 7 z{~ 9: ��:ª �  �� � y 4 |�x8~ 9:4 � y?�8� 9:4 |
~ �87 w   ~ �{7�� ©ewBz   w 4 y>|}~�y 4W�69 ©6w>z¢|{~�¡:�  �9:� ©�y 4 ¡�|{� 9: � �9:��ª v 9�� y?�8� 9:��9:4 | ��` � 469 ©ewBz¢|}~�¡:�  �9 ©qy 4 ¡ |}� 9� � �9
9:� | �67 ¡:z¢~�|¥¡�y ��� 9 � 469 � �6¡�¡ 9:�¢� ~�y 4 ¡:y 4 |{~ 4 � 9 � ` 7 � 7:489:��9:4 | � ©ewBz<� 469 ¡:y?�8z{x 9>� ¡ ` 9:� | A ��A � ~�z 9 � 469
w>©6©   ~�¡:wB|}~�y 4 ¡�y 4 |}~ 4 � 9u�69

IR
� w 48��  w<�Bw>z{~ 7 | 7 |}y?©qy   y L ~���� 9B� ��� 9 4 y>� � w>©6© 9:  y 46� � 489J  ~ L?4895��` � 4 ~ A

� 9 z ��ª
� y?� � w �{� ~ � ~   y 48�5 �9<� y?��� 9:��9:4 | ��` � 4 y?x �{9 z¢�BwB| 9 �6z � ¡ 9�  �6~ � ` � 489 ©6w>z¢|{~�¡:�  �9 ©qy 4 ¡ |}� 9� � �9�� ~  

9:� | �67 ¡�z{~�|u©ew>z�� 469   ~ L?469<� ` � 4 ~�� 9 z � O � w 46�u p` 9�� ©ew>¡ 9 A | 9:� © ��ª�� w>~ � � 4 y?x �¢9 z �>w�| 9 �8z w ��` wB�8|}z 9:�
wB|¢|}z{~�x6�8| �:� |}~�z 7�� �69§  ` 92e © 7 z¢~ 9:4 ¡ 9 � � � 9� � �9§� ` y?x �{9 z �BwB|}~�y 4g� ¡�w>z-~   w/¡:y 46� � �69:� w>©6©ew>z 9 ~  ����69§� 9�� �6z 9
©qy?�6z 9�e ©   y?z 9 z � y 4�9:4 �o~�z¢y 46469�� 9�4 | ª ��y?�6z � wB|}~ �¢« w>~�z 9J4 y>|}z 9 © 9 z{¡ 9 ©8|{~�y 4 ~ 4 |}�6~�|}~�� 9<9 | �  p` w>~ �69J�69
¡:y 4 ¡ 9 ©8| � ��� ` ~  g« w>�8|N¡�y 46� ~ �67 z 9 zN¡:y � ��9 ©6z¢y �o~ � y?~�z 9:���e4 y?� �N� ~ � y 48�:ª

J ª �   ©�y �{�gx��69 � 489 �6y?z   y L>9>ª � ` 9�� |u� 4)� � � | x:��9 ©6�E� � ~��o� 9 ¡:y 48� �6~ � w 4 | � � 4 ©6� 7�4 y �6x:469 ©6z 7tA
| 9:46� ��¡ �o¡   ~���� 9>ª vLw � ~d� 7 z 9�4 ¡ 9 �89 | 9�� © �59:4 |}z 9 �69 � e)7 � 7:469�� 9�4 | � �69¥� w   ~ L?489<��` � 4 ~�� 9 z �
9�� |§� 4Q� �   |}~�©  �95�89u  w¥© 7 z{~�y �89>� ¡ �6y>~ � ~ 9 ¡:y ����9 � 4 ~�| 7>�8��` � 4 ©8� 7:4 y �9x�469 ¡��o¡   ~���� 9>ªe3 ©6z x��
� 4 ¡ �8y?~ e w>z{x6~�|}z{w>~�z 9/��` y?z¢~ L ~ 469>�&  ` �6y?z   y L>9<� y 48469¥ �9 | 9:� © �

t
�69¥ p` y>x �{9 z¢�BwB| 9 �6z ª � ` 9�� |N/¢� �CA

��� ` � ©6z 7��{9�4 |¥� 4 « w>~�| ��` 92e © 7 z{~ 9:4 ¡ 9 ��� 9 |}y>� �< �9:� ©6� 7:4 y �6x:489:� ¡ ��¡   ~��o� 9:�:� ¡   w �{� ~���� 9:� y?�
���ew 4 |{~���� 9:���&� y 46469�4 |  �9u� ,�� 9 | 9:� © �

t
ª

;�ª �  X� ~ � ©qy �¢9 ��` � 469 z x-L? �9 L z}w � � 7:9 � w 48�u� y 4 �?y>~ � ~ 4 w L?9 ~ ��� 7�� ~ wB| ª � y?� � w �6� 9 |{|{y 46� ��� ` w>�
¡�y?�6z �"� �j| 9:� © � ~   © 9 �8|   w �67 ©   w>¡ 9 z � w 46� ¡:y 4 |{z}w>~ 4 | 9>ª � ~ �69 � ej7 � 7:469�� 9�4 | � © 9 �8� 9:4 |, |}z 9 z 9:  ~ 7:� ©ew>z   ` ~ 4 | 9 z ��7:� ~ w>~�z 9��69 ¡ 9 |{| 9 z x�L? �9 w   y>z � ~  ��<� y 4 | � ~�| �¥� ~ � �   |}w 467�� ©�y>�6z¥¡ 9 |
y?x �{9 z �BwB| 9 �6z ª

v ` 9�46�{9�� x  �9 �69 |{y?� �< �9:�J7 � 7:469�� 9�4 | � � ~ � �   |}w 467�� w�� 9 ¡W� 4 ©qy?~ 4 | �69   w   ~ L>469#��` � 4 ~�� 9 z � w>�
| 9�� © �

t
9:� |#w>©6© 9: �7  p` 9�� ©ewB¡ 9 w>� | 9�� © �

t
�69W p` y?x �{9 z �BwB| 9 �6z ª � y?� � ©qy � |{�   y 48�<9:4 ¡:y 46�¢7 ��� 9�4 ¡ 9

��� 9 ¡ �ew>��� 9"9:� ©ew>¡ 9 w>� | 9:� © �
t

�89" p` y>x �{9 z¢�BwB| 9 �6z �2�67 c 4 ~ � w 46�#� y 4 �>y?~ � ~ 4 w L?9 ~ ����7:� ~�wB| �L9:� |
4 y>|{z 9%9:� ©6w>¡ 9 � � � 9�  � ¡ ` 9�� | A ��A � ~�z 9%9�� |�� 4 © 9 |}~�| y?�8� 9 z | �695 p` 9�� ©ewB¡ 959 �6¡   ~ � ~ 9:4 � |}z¢y?~ �+� ~ ��9:48� ~�y 46�:ª
K �o~ �69�� ��9:4 | ��  w�z x�L> �9 L z}w � � 7:9iL w>z �69 w>� ¡�y?�6z � � � | 9�� © �   w � ,:��9Q  y 4"L � 9 �8z�©qy?�6z   w ��7 A
|}z¢~���� 9#9 �8¡   ~ � ~ 9�46469#�69 ¡ �ew>��� 9 9:� ©ew>¡ 9Bª v ` 9:� ©ew>¡ 9 9:� |¥w>~ 46� ~2� 469 ¡:y 46� |}z¢�6¡�|{~�y 4
�69:� |}~ 487:9	� w>~ �69 z
  ` y?x �¢9 z �>w�| 9 �8z � w 46�N� w z 9 ©6z 7��{9�4 |}wB|}~�y 4 � ©ewB|{~�y A | 9:� ©qy?z 9� � �9§�69 � y 4 9�4 �o~�z{y 46489:��9:4 |§~ ��� 7�� ~ wB| ª

��y?�8z�z 9 © 7 z 9 z%� 4�7 � 7:469�� 9�4 | � w 46�%  ` 9:� ©6w>¡ 9tA | 9�� © �:�q4 y?� � ~ 46� ~ � |{y 46�§� �6z  �9J« wB~�|%�o� 9¥  ` y?x �¢9 z A
�BwB| 9 �6z � y?~�| �¢9J� y 46469 z�� 4 z 9 © x z 9u� w 46� ¡ �6w>��� 9 9:� ©6w>¡ 9 9 �8¡   ~ � ~ 9�4gªQK�4 ¡ �ew>��� 9 ©qy?~ 4 | �89u  w   ~ L?469
��` � 4 ~�� 9 z � O �e4 y>� � ¡ �6y?~ � ~ �¢� y 46� � 4 |}z¢~ x�� z 9

ei (i = 1, 2, 3)
�69 � 9 ¡�| 9 �6z � y?z¢|{�6y 4 y>z ��7:�:ª � y?~�| ¦c �9

©qy?~ 4 | �695  w   ~ L?469N��` � 4 ~�� 9 z ��9:4
t

9 |�� � 4 ©�y?~ 4 | �69%  ` 9:� ©ew>¡ 9 w>� | 9:� © �
t

�69%  ` y?x �¢9 z¢�BwB| 9 �6z ª �  q9:� |
z 9 © 7 z 7 ©ewBz  �9�� |}z¢y?~ � ¡:yoy?z � y 46467�9:� ¡�wBz¢| 7�� ~ 9:46469��

yi (i = 1, 2, 3)
�67 c 4 ~ 9:� ©ew>z  �9 z 9 © x z 9
	 ¦¥�

ei � �69
  ` 9:� ©ew>¡ 9J9 �6¡   ~ � ~ 9:4
�

OP =

3
∑

i=1

yiei soit OP = yiei.

v 9:� ¡:yoy?z � y 46467:9��
yi

� y 4 | /¢� � | 9:��9:4 | � 9�� �6z 7:9:� ©ew>z   w#z x�L> �9�L z}w � � 7:9/ �9J  y 4QL �69<  w � z{y?~�| 9 | w 4�A
L?9�4 | 9 � ¡ �ew>��� 9 � 9 ¡ | 9 �6z �69"  w xew �¢9

ei

�69  p` 9�� ©ewB¡ 9"9 �6¡   ~ � ~ 9:4�ª � y � ©�| 9 | 9�4 � �69:� ©6z{y?©8z{~ 7 | 7��
��� KLR:9�REFIMV;>M>9CK&7 9�;>5D?UKL7bY&=A7�FIMVKL7G3g^ � M>7:9 FI=AM>7]Q KLR6B�; 5N9CK&2D2@5cFIMVKL7 36=P9�M>7:3EM ?U=P9'BCJPQ JAFCJP9Pk

�



O
C

O P

e

e

1

2

espace au temps t

t

O

origine du
temps

O

i (t)y

� �8©6©�y �{7:9��<�69# p` y?x �{9 z �BwB| 9 �6z �g �9:� ¡�y�y?z � y 46487:9:�
yi

� y?~�� 9:4 | , |{z 9 x 9 w>�6¡�y?�6© ©   � � © 9 |{~�| 9:� ��� ` � 469
¡ 9 z¢|}w>~ 469u  y 4QL � 9 �6z

`
|yi | � `� y 4 |   w<�Bw  �9 �6z 4 � ��7 z¢~���� 9 �67 © 9�46� z}w �69   w � ~�|}�6wB|}~�y 4 ©6�E� � ~���� 9 ¡:y 46� ~ �67 z 7:9>ª

K�4W« w>~�| � ©ew>zT¡ 9 |¢| 9 �E�o©�yB|}� x��{9>�84 y?� � w��>y 46��� ` 9�� x  �7�9 w �8� ~ � ��� 9 ¡ 9 |¢| 9��69�� ¡�z{~�©�|}~�y 4 � �W©   y 4�A
L?9�� 9�4 | �69�  ` y?x �¢9 z �>w�| 9 �8z � w 48��  ` 9:� ©6w>¡ 9tA | 9�� © �X4�` 9:� |X©ew � z¢~ L y?�8z 9 � �{9:��9:4 | 9�e w>¡�| 9>ª7K� � �9 9�� | � ` w>� A
| w 4 | ��9 ~  � �9 �6z 9 ��� 9# �9 �>y?~ � ~ 4 w L>9¥9:� |/© 9 |{~�| ���1  w   ~ � ~�| 9 ~ 4 c 4 ~�| 7:� ~ � w   ª v ` 9�e | 9:46� ~�y 4 � ©6wB|}~�w  �9/�69
  ` �6y?z   y L>9 9 | �69�  w
z x�L> �9uL z}w � � 7:9�� y?~�| , |}z 9 x 9 w>�6¡:y>�6© ©   � � © 9 |}~�| 9 ��� 9�  w   y 4"L � 9 �8z

`
©�y?�8z

� w�|}~ � « w>~�z 9  �9�� ©6z¢y?©6z¢~ 7 | 7:� z 9 �o�8~ �{9��<�69 ¡ 9 |{| 9 �69�� ¡:z¢~�©8|{~�y 4�ª �  +9�4m�¢9 z}w �69�� ,�� 9 ©qy?�6z  �9:� w>��|}z 9��
w>©6©6w>z 9 ~  ��#�69"��9:� �8z 9>� ©ew>z 92e�9�� ©  �9 � 4 |}� 7 y � y   ~�| 9 ©qy?�6z � 9�� �6z 9 z�� 4 w 4QL> �9 ©ew>z�z}w>©8©�y?z | w>�
|}z¢~ x�� z 9

ei

ª
v ` y?x �{9 z �BwB| 9 �6z �&� � 4 ~ � �Q| 9:� © �

t
9 | ��` � 4 |{z{~ x:� z 9

ei

� z 9 © x z 9 w>~ 48� ~�w>��|}y?�6z �89J  �6~g� 4"7 � 7:469tA
��9:4 | �89<  ` 9:� ©ew>¡ 9 A | 9:� © � ©6w>z

t
9 |
yi

ª � y?� �5� y ��� 9��%� y 4 ¡<©ew �{�{7���� �8x6z 9 ©8|}~�¡ 9:��9:4 | � � | 9�� © �
t�69§  ` �6y?z   y L?9 � � 469 ¡:yoy?z � y 46467�9 | 9:� ©�y?z 9: � �9

t
ª v 9:� ¡:yoy?z � y 46467:9��

yi
����9:� �6z 7�9:� w�� 9 ¡   wJz x�L? �9ML z}w A

� � 7�9>��� y 4 | � ©ewB|{~ w  �9:�:ª � 9�  w ¡�y?z{z 9:� ©qy 46� � 4 y>|{z 9/« w � y 4 � � � 9� � �9J�69 © 9�46�{9 z�� 4 z 7 « 7 z 9:4 |}~ 9:  ªWj w 46�
 �9�� ¡�y�y?z � y 46487:9:�

(t, yi)
�B p` y?x �{9 z �BwB| 9 �6z O �67 ¡�z{~�|   w   ~ L?469-��` � 4 ~�� 9 z � C ��` � 469 ©ewBz¢|}~�¡:�  �9 ©qy 4 ¡ |}� 9� � �9

©ew>z  p` 7 ���ewB|}~�y 4
yi(t)

ª � y>� � ©�y?���?y 46�N�67 c 4 ~�z§� 469 ��~�| 9��{�{9 z 9�  wB|{~�� 9�9 |§� 469 w>¡�¡ 7� �7 z{wB|}~�y 4 z 9�  wB|{~�� 9

vi =
dyi

dt
et ai =

d2yi

dt2
.

�   z 9:� | 9 � 4 ©�y?~ 4 | 9��{�¢9:4 |}~ 9:  ª�� �ew 48� �69 � e y?x �¢9 z �>w�| 9 �8z � © 9 ��� 9:4 |5z 9 © 7 z 9 z§� 4"7 � 7�469:��9:4 | �69
  ` 9:� ©ew>¡ 9 A | 9:� © � z 9:� © 9 ¡�|{~�� 9�� 9�4 |�©ew>z

(t, yi)
9 |

(t′, yi′)
�J  ` w>~ �69�� ` �6y>z   y L?9:�+9 | �69 z x�L? �9:�qL z}w � � 7:9��

~ �89:4 |}~��o� 9:�:� ��� 9� � �9¥9:� |   w z 9�  wB|{~�y 4 9:4 |}z 9 ¡ 9:� � ~~� 7 z 9:4 | 9:� ¡:yoy?z � y 46467�9:��� ��y?�6z z 7 ©�y 46� z 9 ~  �« w>��|
¡:y 464 w���|}z 9�  w � |{z{�6¡ |}�6z 9 L>7 y ��7 |{z{~���� 9T�69N  ` 9:� ©6w>¡ 9tA | 9�� © ��9 | � w��?y>~�z�¡:y � ��9:4 |  p` y?x �{9 z �BwB| 9 �6z � w�� 9 ¡
�{9�� wB©6©ew>z 9 ~  ����69 ��9:� �8z 9>� � 9:� |%©   y 4QL?7Bª

¤



����� [jM�� !/RTK���ILK�� �"M	� !$#L%&#&��K��

vLw L?7 y � 7 |}z¢~ 9��69§  ` 9:� ©ew>¡ 9tA | 9:� © � L w   ~  �7:9�4 9:� | ¡ 9� � �9§� ` � 4 9:� ©6w>¡ 9 w(z 469�� ���ewB|}z 9%� ~ ��9:46� ~�y 46�
� � 4 ~ ��` � 469J« w � ~  � �9§�69J� y?� � A 9�� ©ewB¡ 9:� w(z 469:� � |}z{y>~ ��� ~ � 9�46� ~�y 46� ©ew>z{w  � dx: �9:��9�4 |{z 9J9 � e"9 |%w��?w 4 |
9:4 y?�8|}z 9 � 489 L?7 y � 7 |}z{~ 9N��` 9�� ©ewB¡ 9u9 �8¡   ~ � ~ 9�4gª � y?� � w��?y 48��� y 4 ¡%� 469 wB©6©   ~�¡�wB|{~�y 4

T
�69%  ` 9:� ©6w>¡ 9tA

| 9�� © � L w   ~  �7:9�4W� w 48�
IR

�o�8~�©ew>z}w � 7 |}z{~ �{9 ¡ 9 |{| 9u« w � ~  � �9%�69 � y?� � A 9:� ©ew>¡ 9��:ª
b y��?y 46� ¡:y � ��9:4 |   ` y?x �¢9 z �>w�| 9 �8z 9�� |§©   y 4QL?7u� w 46�N  ` 9:� ©6w>¡ 9tA | 9�� © � L w   ~  �7:9�4gª
J ª v 9 | 9:� © �

t
�695 p` �8y?z   y L?9N�69§  ` y?x �{9 z¢�BwB| 9 �6z ¡:y�
 4 ¡:~ �69>��� � 469 ¡�y 46� |}w 4 | 9 w �6� ~�|{~�� 9 ©8z x:��� w�� 9 ¡

T
� y � �   yJ� 4 ¡ �6y>~ e ��` � 4 ~�| 75�69 | 9�� © ��ª vLw � ~�z 9 ¡�|{~�y 4�� � « �8|{�6z 9�� | � w 46�T �95�¢9:46� ¡�z{y?~ �{� w 4 |

�69
T � ª;�ª v ` 9:� ©6w>¡ 9 w>�W| 9:� © �

t
�69� p` y?x �{9 z �BwB| 9 �6z�¡:y

 4 ¡�~ �69 w�� 9 ¡   ` 9:� ©ew>¡ 9u9 �6¡   ~ � ~ 9:4 �69�  w « w � ~  � �9��69

� y?� � A 9:� ©ew>¡ 9�� ©qy?�6z
T = t

ª
� y?� � ¡�y 46� |}wB|}y 46� �o� 9/ �9 | 9:� © �N9:� |�wBx � y   � ª vLw � ~ � �   |}w 467 ~�| 7%�69:�§7 � 7:469�� 9�4 | ��9:� |   w � ,�� 9

©qy?�6zN|}y?� �§ �9�� y>x �{9 z¢�BwB| 9 �6z � (q��� ` � 4)7 � 7�469:��9:4 | � y?~�|%w��Bw 4 |�y?� w>©6z x�� � 4 w>�8|{z 9J469/�87 © 9:46� ©ew �
�69§  ` y?x �¢9 z¢�BwB| 9 �6z ª � ~ �69 � e y?x �{9 z �BwB| 9 �6z � �69%  ~ L?489���` � 4 ~�� 9 z � O 9 | O′ ©6z 9:46469�4 |   w � ,:��9 y>z{~ L ~ 469
� �1| 9�� © ��9:4 ¦ w   y?z �� �9 �6z��6y?z   y L>9 ~ 48� ~���� 9 z}w  �95� ,�� 9 | 9:� © � ���ew 48�" �9 �6z ��  ~ L?469:� ��` � 4 ~�� 9 z �§�¢9
z 9 ¡:y?�8© 9 z{y 4 | ª

O

O’ O

t

t = 0

K�4 |{y?�8|1| 9�� © �
t
� � 4 z 9 © x z 9 �69�  ` 9:� ©ew>¡ 9 9 �6¡   ~ � ~ 9:4 9:� | « y?z ��7�� � ©qy?~ 4 | ¦k�69   w   ~ L?469

��` � 4 ~�� 9 z � O w>�j| 9�� © �
t

9 | � �j|}z¢~ x:� z 9 y?z¢|{�6y 4 y?z � 7
ei

ª K�4 ¡�y 46�¢7 ��� 9:4 ¡ 9>� � 4 y?x �{9 z �BwB| 9 �6z
© 9 �8|�z 9 © 7 z 9 zT|{y?� �� �9:�T7 � 7�469:��9:4 | �N�695  ` 9:� ©6w>¡ 9tA | 9�� © � L w   ~  �7�9:4 (�� 417 � 7�469:��9:4 | �{9 |{z{y?��� 9�� w 46�
� 4 9:� ©ew>¡ 9 � � « 9 �6~  � �9 | w L?9 ¡:y?z¢z 9�� ©qy 46� w 4 | w>� | 9:� © �

t
9 | � w 46�1 �9 ��� 9�  ~  59�� |Qz 9 © 7 z 7 ©6w>z  �9��

¡:yoy?z � y 46467�9:� ¡�wBz¢| 7�� ~ 9:46469��
(yi)

z 9�  wB|{~�� 9:� w>� |{z{~ x�� z 9
ei

ª �  u4�` � w ©ew �Q  ~ 9 � ��` ~ 4 |}z{y � �6~�z 9 � 469
  y 4QL � 9 �6z

`
ª

� y?� � ©�y>�8�?y 48��� wB~ 4 | 9�4 w 4 | � w��?y?~�z � w 48��  ` 9:� ©ew>¡ 9tA | 9:� © � L w   ~  �7:9:4 ¡�y � ��9:4 | �69 � e y?x �¢9 z �>w A
| 9 �6z � z 9�� © 9 ¡ |}~�� 9:��9:4 | �69/  ~ L?489:����` � 4 ~�� 9 z � O 9 | O′ 9 | �69 |}z¢~ x:� z 9:�

ei

9 |
ei′

z 9 © x z 9�4 |5� 4 � ,�� 9
7 � 7:469�� 9�4 |�©ew>z  �9:� ¡�y�y?z � y 46487:9:�

(t, yi)
9 |

(t′, yi′)
ªsjU` w>©6z x:�N4 y � �E�o©�y>|{� x:�¢9:����4 y>� � w��>y 46�

t′ = t+ d0

��� KLR:9�QXK&R6YLK&7:9�?SH6KLM>9CMVB�R67:=f58REFIBC="Q:5&BI5&2NJAFCBIM>9I5cFIMVKL7 T ′ = aT + b 5ZYL=P? a > 0 k
�



y��
d0

9�� |u� 469 ¡:y 46� |}w 4 | 9 ��� 9¥4 y?� � ©8z 9:4 y 46��4 �  � �9<9 |  �9:� |{z{~ x:� z 9:�
ei

9 |
ei′

� y 4 |uz 9�  ~ 7:� ©ew>z5� 469
z{yB| wB|{~�y 41�69  p` 9�� ©ew>¡ 9 � 9 ¡ |}y?z¢~ 9� �9 �6¡   ~ � ~ 9:4

Rj′

i (t)
�67 © 9�46� w 4 | � �"| 9:� © �

ei =

3
∑

j′=1

Rj′

i (t)ej′ soit ei = Rj′

i (t)ej′.

K�4)�67�� ~ L>4 w 4 |�©ewBz
di′(t)

 �9�� ¡:yoy?z � y 46467�9:� ¡:w>z¢| 7:� ~ 9:48469:��� �)©�y>~ 4 | ¦ ©qy?�6z   ` y?x �¢9 z¢�BwB| 9 �6z O′ w>�
¡:y>�6z �N� �Q| 9�� © ���e4 y?� � y?x�| 9:4 y 46�

yi′ = Ri′

j (t)yj + di′(t).

� 9 © 9:46� w 4 | ���89:� ©8� 7:4 y �9x�469:� ©6�E� � ~���� 9���� © 7 ¡�~dce��� 9�� w>©6©6w>z}w>~ �{�¢9:4 |�©qy?�6zN¡ 9 z¢|}w>~ 46� y?x �¢9 z �>w A
| 9 �6z � �o� 9W4 y?� � w>©6© 9: � �9 z¢y 46� w>¡:¡ 7: �7 z 7��:��� w>~ � wB¡:¡ 7� �7 z 7:� ©ew>z<z{w>©6©qy?z¢| � ���6y?~ � vLw"z 7 ©qy 46�¢9W9:� |
« y?�6z 4 ~ 9 ©ew>z   ` 92e ~ � | 9�4 ¡ 9N��` � 469 ¡   w �¢�{9 ©6z{~��o~  �7-L ~ 7�9T��` y?x �¢9 z �>w�| 9 �8z �:��� ~�| � ~ 469 z |}~ 9: ��2� w 46�-  ` 7 |{� �69��69��
  y>~ ���69   w � � 4 w � ~���� 9>ª � y?� �N �9�� ¡�w>z{w>¡�| 7 z¢~ � y 46�N�69   w « w � y 4"� �6~��Bw 4 | 9>ª

J ª v 9 �8z   ~ L?469u��` � 4 ~�� 9 z ��9�� |�� 469<� z¢y?~�| 9/�89/ p` 9�� ©ew>¡ 9 A | 9:� © � L w   ~  �7�9:4g�64 y 4 ~ 4 ¡   � �{9J� w 46�§  ` 9:�CA
©ewB¡ 9>ªe3 �6¡:� 469/4 ` 9�� |§©6z{~��o~  �7-L ~ 7�9 ©ew>z�z{w>©6©qy?z¢| �   w « w � ~  � � �9N�69:�N� y>� � A 9:� ©6w>¡ 9��59 �8¡   ~ � ~ 9�46�:ª

;�ª � �ewB�o� 9 � 9 ¡ | 9 �8z
ei

� �u|}z¢~ x�� z 9��¢9 |{z}w 48� ©qy?z¢| 9 ©ew>z�©ew>z{w  � �7:  ~ �{��9L �9�  y 4QL��69�  w   ~ L>469X��` � 4 ~�� 9 z �
� w 46�5 p` 9�� ©ew>¡ 9 A | 9:� © � L w   ~  �7�9:4gª v 9��

ei

� y 4 |5y?z¢|{�6y 4 y?z � 7��N� w 46� ¡ �ew>��� 9¥9�� ©ew>¡ 9<9 �6¡   ~ � ~ 9:4gª
� y?� � ©�y>�8�?y 48�§� ~�z 9 ��� ` ~  �� ¡:y 48�{9 z � 9�4 |5� 469J� ~�z 9 ¡ |}~�y 41��` 9�� ©ewB¡ 9 c e�9 w>�Q¡�y?�6z �N� �Q| 9�� © �:ª

v 9:� ¡:yoy?z � y 46467�9:�
(yi)

w �¢� yo¡:~ 7:9:� �W  ` y?x �{9 z¢�BwB| 9 �6z%~ 469 z¢|}~ 9:  O � y 4 | w>©6© 9: �7:9�� L w   ~  �7�9:46489:�:ª vLw
  ~ L?469�� ` � 4 ~�� 9 z �§��` � 4 wB�8|}z 9 y>x �{9 z¢�BwB| 9 �6zN~ 469 z¢|{~ 9:  O′ w#©�y>�6z 7 ���ewB|{~�y 4Q9�4"« y 4 ¡�|}~�y 4Q� �Q| 9:� © �

xi(t) = vit+ xi
0

y��
xi

0

9 |
vi

� y 4 | �69:� ¡�y 46� | w 4 | 9��:ª vLw �o~�| 9:�{�¢9 z 9:  wB|}~�� 9 �69 O′ ©6w>z¥z}wB©6©�y>z¢| � O 9:� |
vi

ª � y>� �
4�` w��?y 46� ©ew � x 9�� y?~ 4���` � 4 y?x �¢9 z¢�BwB| 9 �6zu~ 469 z |}~ 9:  ©6z{~���~  �7-L ~ 7B� ©8z 7:�¢9:4 | 467 w 46� y>~ 46�%� w 46�u  w © 9:46�¢7:9
�69 � 9-N |{y 4g� ©6w>z�z}wB©6©�y>z¢|Tw>�6��� 9: �4 y?� ��� w>�6z¢~�y 46� � ~ 4 y?� ��� y ��� 9�� w 4 ~ � 7�� ��` � 469 �o~�| 9:�¢�{9BªQK�4 z 9tA
�Bw 4 ¡ � 9B�>4 y>� � ©qy?�8�?y 46�X� w>~ 4 | 9�4 w 4 | �67 c 4 ~�z2� 4 y?x �¢9 z¢�BwB| 9 �6zXw>¡:¡ 7: �7 z 7 9 | 9�4 z{y>|}wB|}~�y 4 ©ew>z2z{w>©6©qy?z¢|
w>� e y?x �{9 z¢�BwB| 9 �6z � ~ 469 z |}~ 9� ���ª

vLw�z 9:  w�|}~�y 4"9�4 |}z 9J �9�� ¡�y�y>z � y 48467:9��
(t, yi)

9 |
(t′, yi′)

�69 ¡ 9��5�69 � e y?x �¢9 z �>w�| 9 �8z � ~ 469 z |}~ 9: �� O9 | O′ 9:� |N� 4 ¡�w � ©6w>z¢|{~�¡:�   ~ 9 z �89u  w « y?z � �  �9 L?7:487 z}w  �9 ©6z 7 ¡ 7:�69�� ��9:4 | 7 |}w>x   ~ 9 ���6~g©8z 9:48�  �9�4 y �
�69 |}z{w 46� « y?z � wB|}~�y 4W�69/£ w   ~  �7�9

t′ = t et yi′ = Ri′

j

(

yj − vjt− yj
0

)

y��
Rj′

i

9:� |§� 489 z¢y>| w�|}~�y 4 ¡:y 46� | w 4 | 9/�69  p` 9�� ©ew>¡ 9 � 9 ¡ |}y?z¢~ 9� �9 �6¡   ~ � ~ 9:4 | 9: � �9 ��� 9
ei = Rj′

i ej′
ª

����� ] G0%�M �1K���ILG � % K�� �1KNM O1K #�! O�� � ! � %	� U1K

� ` 9�� |1©6w>z z{w>©6©qy?z¢| �
  w ¡   w �¢�{9 ©6z¢~��o~  �7�L ~ 7:91�69�� y?x �¢9 z �>w�| 9 �8z � ~ 469 z |}~ 9: ����69   ` 9:� ©6w>¡ 9tA | 9�� © �
L w   ~  �7:9:4 �o� 9/ �9:��  y>~ ��4692N |}y 4 ~ 9:48469:�§�69   w � � 4 w � ~��o� 9J� y 4 | « y?z � �  �7:9��:ª

O



J ª vLw ©6z 9�� ~ x z 9Q  y?~ � |{~�©6�  �9 �o� ` � 489 ©ew>z |}~�¡:�  �9 ©qy 4 ¡ |}� 9� � �9"� y?� � ~ �¢9 � w>�6¡�� 469"« y?z{¡ 9 9�� | 9:4
� y?�8� 9:��9:4 | �69 |}z}w 46�{  wB|}~�y 4 � 4 ~ « y?z � 9 ©qy?�6z<� 4 y?x �{9 z¢�BwB| 9 �6z¥~ 469 z |}~ 9:  ª � ` 9:� |  �9 ©6z{~ 4 ¡:~�© 9
��` ~ 489 z¢|{~ 9 ���6~T¡:w>z}w>¡ | 7 z{~ �¢9 /¢� � | 9�� 9�4 |  �9:� y?x �¢9 z¢�BwB| 9 �6z � ~ 489 z¢|{~ 9� ��:ª � 469 w>�8|{z 9�« w � y 4m�69W �9
� ~�z 9u9�� |§��� 9/� w   ~ L>469���` � 4 ~�� 9 z �%9�� |§� 469J� z¢y?~�| 9�� w 46�N p` 9�� ©ew>¡ 9 A | 9:� © �ML w   ~  �7:9:4�ª

;�ª vLw �69 � e ~ x:��9   y?~ 9:� |   w   y?~ « y 48� w ��9:4 | w  �9��69+  w � � 4 w � ~���� 9 ©qy?�6z�� 469 ©ew>z¢|{~�¡��  �9 ©qy 4 ¡ |}� 9� � �9
�69 � w �{�¢9 ~ 469 z¢| 9

m
� y?� � ~ �{9 � � 4 ¡ �ew � © �69u« y?z¢¡ 9��§9�e | 7 z¢~ 9 �6z 9��

f i(xj)

m
d2xi

dt2
= f i(xj(t)).

� y?� ��92e ~ L?9 y 48� ��� ` ~  �4�` �1w>~�|�©6w ����` y?x �{9 z¢�BwB| 9 �6z � ©6z¢~��o~  �7�L ~ 7:��ª ��w>z�¡:y 48�{7 ��� 9�4 | �q  w   y>~ « y 4�A
� w � 9�4 |}w  �9u�89/  w � � 4 w � ~��o� 9J� y?~�| , |{z 9 ~ 4 �Bw>z¢~ w 4 | 9 �69 « y?z � 9 ©qy?�6zN|}y?� �§ �9:� y?x �¢9 z¢�BwB| 9 �6z �
~ 469 z |}~ 9� ���ª83 ~ 46� ~   w « y?z{¡ 9u�{9 |}z{w 46�¢« y>z ��9u� �6~��>w 4 |   w   y?~

f i′(xk′

) = Ri′

j f
j(xl(xk′

, t))

y��
xl(xk′

, t)
9�� |  p` ~ 4 � 9 z �{9 �69�  w�|}z{w 46� « y?z � wB|}~�y 4J�69�£ w   ~  �7�9>ª � ` 9:� |  �9 ©6z{~ 4 ¡:~�© 9+�69 z 9:  wB|}~��o~�| 7

L w   ~  �7:9�46469>ª"K�4"« w>~�| � ¡ 9:  �6~ A ¡:~ � y?~�| , |}z 9 �oz{w>~�©�y>�6z�|}y?��| 9:�N �9:�N  y?~ �T�69   w#©8��� � ~���� 9>ª
�8ª vLw�|{z{y?~ � ~ x:��9/  y?~ 9:� |u¡ 9� � �9J�69¥ p` wB¡�|}~�y 4"9 | �89<  w�z 7 w>¡�|{~�y 4 � w 46� � 4)� � � | x:��9¥�69 ©6w>z¢|{~�¡:�  �9:�

©qy 4 ¡ |}� 9� � �9��T9�4 ~ 4 | 9 z}w>¡ |}~�y 4gª � ~�� 4 ¡�y?z{© �
a

92e�9 z¢¡ 9 � 469�« y>z{¡ 9
f i

(ab)

� �6z�� 4 ¡:y?z¢© �
b

w   y?z �   w
« y?z¢¡ 9

f i
(ba)

92e�9 z¢¡ 7:9 ©ew>z  �9 ¡:y?z¢© �
b

� �6z  �9 ¡:y?z¢© �
a

9:� |N| 9: � �9 ��� 9
f i

(ba) = −f i
(ab)

ª
�  �9�e ~ � | 9u�69�4 y � x6z 9 � �{9��§9�e © 7 z{~ 9�4 ¡ 9�� ���6~ � y 4 |}z 9�4 |���� 9u �9�� ¡:y 48�{7 ��� 9�4 ¡ 9��%�89 ¡ 9���  y?~ �T4692N�A

|}y 4 ~ 9�46469:�%� y 4 | � ~ �¢9:�%9:4)�67 « w>�8| ª � 9�  w |{y?�6¡ � 9¥  w L?7 y ��7 |}z¢~ 9 �69¥ p` 9�� ©ewB¡ 9 A | 9�� © � L w   ~  �7�9:4 ¡�w>z%~  
4�` � w 9:4 z 7 w   ~�| 7 ©6w �5�69 | 9�� © � w>x � y   � ©�y?�8z  �9:� y>x �{9 z¢�BwB| 9 �6z ��ª � 469<7 ��~ �69:4 ¡ 9¥� ~�z 9 ¡�| 9 ©6z{y��o~ 9�4 |
�69���92e © 7 z{~ 9:4 ¡ 9:��� �6z  �9 | 9�� © �T�69 �o~ 95�69���� �6y 48�T9 � 9 ¡ |}� 7�9:��� w 46�� �9�� w 48467:9�� ���ew>z}w 4 | 9�� w 48�� �9��
z}w��>y 46� ¡:y �¢� ~��o� 9:�N9 |N©   � � z 7 ¡ 9:����9:4 | � w 46�N �9�� w>¡:¡ 7: �7 z}w�| 9 �8z �N�69 ©ew>z |}~�¡��  �9��:ª

����� [jM�� !/RTK���ILK�� �"M � %����<G � M�� %�K��

v ` 9�� ©ew>¡ 9 A | 9:� © �1� ~ 4QP y NN�gP ~ 9�4 9:� |W� 4 9:� ©ew>¡ 9 wXz 489 � ���ewB|{z 9)� ~ � 9�46� ~�y 46� � y 4 |  p` 9�� ©ew>¡ 9
� 9 ¡�|{y?z{~ 9:  z 7:9:  w �{� yo¡:~ 7¥9:� | � � 4 ~ ��` � 4 ©8z{y � �6~�| � ¡�w   w>~�z 9<  y?z 9�4 | �:~ 9:4

η
� ¡ 9�  w � ~ L?4 ~~c 9 ��� ` ~  �92e ~ � | 9

� 469 xew �{9
ea (a = 0, 1, 2, 3)

�69  p` 9�� ©ew>¡ 9 � 9 ¡ |}y?z¢~ 9�  | 9: � �9 ��� 9
η(ea, eb) = ηab avec ηab = diag(−1, 1, 1, 1).

� 9 |¢| 9 xew �¢9 ¡�y 46� |}~�|{� 9u  w¥| 7 |}z{w �69   y>z 9:4 |
�:~ 9�46469Bª � y?~�|
X

� 4 � 9 ¡�| 9 �6z �&4 y?� �§7 ¡�z{~��>y 46�

X =
3
∑

a=0

Xaea soit X = Xaea.

y��
Xa

� y 4 |  �9:� ¡�y � ©�y � w 4 | 9��T�69
X

� w 46� ¡ 9 |{| 9 xew �¢9>ª vLw 4 y?z ��95�89
X

wB�W¡�w>z¢z 7%9:� | � y 46487:9 ©ewBz

η(X,X) =
3
∑

a=0

3
∑

b=0

ηabX
aXb soit η(X,X) = ηabX

aXb.

J =



��y>�6zN� 4 � 9 ¡ | 9 �8z
X

�e4 y?� � w��?y 46�N �9:�N�67 c 4 ~�|{~�y 46��� �6~��Bw 4 | 9:�
η(X,X) < 0 X

y?z{~ 9:4 | 7 � w 46�N �9 | 9�� © �
η(X,X) = 0 X

~ � y>|}z¢y?© 9
η(X,X) > 0 X

y?z{~ 9:4 | 7 � w 46�N  ` 9:� ©6w>¡ 9Bª
� 469 ¡:y>�6z{x 9 ��� 9�  ¡�y 4 ��� 9 �89  p` 9�� ©ew>¡ 9 A | 9:� © ��� ~ 4QP y NN�3P ~ 9:4 9:� | �67 ¡:z¢~�| 9 ©ew>z#� 489 7 �o�6wB|}~�y 4

xµ(τ)
y��

τ
9�� |#� 4 ©ewBz}w �6x |{z 9>ª v 9 � 9 ¡�| 9 �6z A �67 z¢~�� 7:9 �)  w"¡:y?�6z¢x 919�� |

dxµ/dτ
ª v 9 � ~ L>469W�69W  w

4 y?z � 9u� �"� 9 ¡�| 9 �6z A �67 z{~�� 7:9/9:� |%~ 46�67 © 9�46� w 4 | � �"¡ �6y?~ e1� �Q©ew>z}w � 7 |}z}w L?9>ª � y?� �N4 y>|{y 46�
dxµ/dτ

|{y?�:/¢y?�6z � y?z{~ 9:4 | 7u� w 46�N �9 | 9�� © � ¡:y?�8z{x 9
xµ(τ)

� � L>9:4 z 9 | 9:� © �
dxµ/dτ

|{y?�:/¢y?�6z � ~ � yB|}z{y>© 9 ¡:y?�8z{x 9
xµ(τ)

� � L>9:4 z 9J  � � ~ x z 9
dxµdτ

|}y>�:/¢y?�6z � y>z{~ 9�4 | 7u� w 48�§ p` 9�� ©ewB¡ 9 ¡:y?�8z{x 9
xµ(τ)

� � L>9:4 z 9J9�� ©ewB¡ 9>ª
� 4 z 9 © x z 9��69� p` 9�� ©ewB¡ 9 A | 9�� © ��� ~ 4"P y NN�gP ~ 9�4#9:� |-¡�y 46� |}~�|{� 7���` � 469 y?z¢~ L ~ 469T¦j9 | ��` � 469 | 7 |{z}w �89

  y>z 9:4 |
�:~ 9�46469
ea

ª � 4 7 � 7:469�� 9�4 | �S9:� |�z 9 © 7 z 7 ©ew>z  �9:� ���ewB|{z 9 ¡�y�y>z � y 48467:9��
xµ (µ = 0, 1, 2, 3)L z��>¡ 9��   w¥z 9:  w�|}~�y 419:4"9:� ©6w>¡ 9 w(z 469

OM = x0e0 + xiei.v 9:� ¡:yoy?z � y 46467�9:�
(xµ)

� y 4 |%w>©6© 9: �7:9��§� ~ 4"P y NN�gP ~ 9�46469��:ª
� y?� � w��?y 46��  w 4 y>|}~�y 4 �69+� ~ � | w 4 ¡ 9 � ~ 4"P y NN�gP ~ 9�46469+9:4 |}z 9 �89 � e ©qy?~ 4 | �

M1

9 |
M2

�69+  ` 9:� ©6w>¡ 9tA
| 9�� © �§� ~ 4"P y NN�gP ~ 9�4g�e�67 c 4 ~ 9 wB� ¡:w>z{z 7 ©6w>z

s2(M1,M2) = η(M1M2,M1M2).
j w 48� � 4 z 9 © x z 9>�� �9:� ¡�y�y?z � y 46487:9:� � ~ 4QP y NN�gP ~ 9�46469:�u�89

M1

9 |
M2

� y 4 | z 9:� © 9 ¡ |}~�� 9:��9:4 |
xµ

1

9 |
xµ

2

9 | 4 y?� � w��?y 46�§  ` 92e ©6z 9:�¢� ~�y 4 9�4 ¡�y�y?z � y 46487:9:�§�69   w � ~ � |}w 4 ¡ 9J� ~ 4"P y NN�gP ~ 9�46469
s2(M1,M2) = ηµν(x

µ
1 − xµ

2 )(xν
1 − xν

2).� y>� � w>©6© 9:  y 46�
ηµν

  w ��7 |}z¢~���� 91� ~ 4QP y NN�gP ~ 9�46469>ª � y?� �#4 y>|{y 46�
ds2

 �9 ¡�w>z¢z 7Q�69Q  w � ~ � |}w 4 ¡ 9
� ~ 4QP y NN�3P ~ 9:48469 9:4 |}z 9/�69 � e ©qy?~ 4 | � ~ 4 c 4 ~ � 9�4 |��?y?~ � ~ 46���69 ¡:yoy?z � y 46467�9:�

xµ
9 |
xµ + dxµ

ds2 = ηµνdx
µdxν.

�  -« w>�8| « w>~�z 9 w�|{| 9�4 |}~�y 4 ��� 9
s2(M1,M2)

© 9 �8| , |}z 9 4 �   ��487�L wB|{~ « y?�m©qy � ~�|}~ «Cª � y?~�|J� 4 ©�y?~ 4 | �
�
  ` 9:48�{9:� x  �9-�69�� ©qy?~ 4 | ��� � 469+� ~ � | w 4 ¡ 9+� ~ 4QP y NN�3P ~ 9:46489 4 �  � �9��69T��9�� |2w>©6© 9: �7� �9 ¡�� 469+�69+  � � ~ x z 9
~ �¢� � �69/�
�e4 y>| 7

CM

ª
� y?� � w  �  y 46� �87 c 4 ~�z)� 469 y>z{~ 9�4 | wB|{~�y 4 | 9:� ©qy?z 9� � �9Bª � y?� ���67 ¡:~ � y 46� ��� 9 ©qy?�6z)� 4 z 9 © x z 9

(O, ea)
�� �9)�89:� ~ A ¡�� 469 �o�8~�¡:y 4 |{~ 9:4 |

e0
9:� |  �9)�89:� ~ A ¡�� 469"« �8|}�6z

C+
M

ª v ` w>�8|}z 9��69:� ~ A ¡�� 489 9:� |
 �9 �89:� ~ A ¡�� 469 ©ew �¢�{7

C−M
ª�� y?�8|J� 9 ¡�| 9 �6z

X
y?z¢~ 9�4 | 7#� w 46�J �9 | 9:� © �/�¢9 z{w � ~�| � y?~�| � ~�z¢~ L?7 � 9 z �< �9

« �8|{�6z � ~
X0 > 0

� ¡ ` 9:� | A � A � ~�z 9
η(X, e0) < 0

�6� y?~�| � ~�z{~ L?7 � 9 z �§ �9 ©ew �{�{7J� w 48�§ �9 ¡�w � ¡�y 4 |}z}wB~�z 9Bª
� y?� � ©qy � |{�   y 48� ��� 9   w   ~ L>469-��` � 4 ~�� 9 z ����` � 469 ©6w>z¢|{~�¡:�  �9 ©�y 4 ¡�|{� 9: � �9+9:� |�� 469 ¡:y?�8z{x 9T� � L?9:4 z 9

| 9�� © �:ª � y?� � z 9�� wBz{���6y 46� ��� 9<4 y?� � ©�y?���?y 46� ©ew>z{w � 7 |}z 9 z   w#¡:y?�8z{x 9 ��  ` w>~ �69u� ` � 4 ©ew>z}w �9x |}z 9
s

| 9:  ��� 9J �9 � 9 ¡�| 9 �6z A �67 z{~�� 7:9
dxµ/ds

� y>~�| �69 4 y?z � 9 −1
9 | � ~�z{~ L?7 � 9 z �§ �9�« �8|{�6z

ηµν
dxµ

ds

dxν

ds
= −1 et

dx0

ds
> 0,

J0J



s
7 | w 4 | �67 c 4 ~ � � 469 ¡:y 48� | w 4 | 9 w �8� ~�|{~�� 9 ©6z x:��� ª � y?� � w>©6© 9:  y 46� ¡ 9 � 9 ¡�| 9 �6z A �67 z{~�� 7:9 �#  w   ~ L?469

��` � 4 ~�� 9 z �%  w¥���ew � z¢~ A �o~�| 9:�¢�{9 �69   w¥©6w>z¢|{~�¡:�  �9 ©qy 4 ¡�|{� 9: � �9B�8� y>�8� 9�4 | �67:4 y>| 7�9
uµ

ª
� y?� � w  �  y 46� |}y?�8| �69u� �8~�| 9 ~ 4 |}z¢y � �8~�z 9 � 469 ¡   w �¢�{9 ©8z{~��o~  �7�L ~ 7:9N��` y?x �¢9 z �>w�| 9 �8z �:�e� ~�| � ~ 469 z¢|{~ 9: ��:�

�69   ` 9:� ©ew>¡ 9 A | 9:� © �N� ~ 4QP y NN�3P ~ 9:4gª � y 46� ~ �67 z¢y 46� � 4 z 9 © x z 9
(O, ea)

w�� 9 ¡
e0

� ~�z{~ L?7 � 9 z �§ �9�« �8|{�6z ª
� y>� �T�67 c 4 ~ �{� y 46�� �9 ©   y 4QL?9�� 9�4 | �69%  ` y?x �¢9 z¢�BwB| 9 �6z O w �{� y�¡�~ 7�� ¡ 9 z 9 © x z 95�895  w « w � y 4W� �8~��Bw 4 | 9Bª

J ª � w   ~ L>469 � ` � 4 ~�� 9 z �¥9�� |   w � z¢y?~�| 9 � � L?9:4 z 9 | 9�� © �<��` 7 ���ewB|{~�y 4
xi = 0 (i = 1, 2, 3)

ª vLw
���ew � z{~ A �o~�| 9��{�¢9 ¡�y�
 4 ¡:~ �89 w�� 9 ¡

e0
9 |  �9 ©6w>z}w �6x |{z 9

s
¡�y?z{z 9:� ©qy 46� �

x0
ª � y?� � w �6��9 |¢|}y 48�

��� 9  �9 | 9:� © �
t

�69  p` �6y>z   y L?95�69 ¡ 9 |§y?x �¢9 z¢�BwB| 9 �6z 9:� |

t =
1

c
x0 � y?~�|§w>� �{� ~

t =
s

cy��
c

9�� |�� 489 ¡:y 48� | w 4 | 9 � 4 ~�� 9 z �{9� � �9�� ���6~ �-` ~ 4 | 9 z¢©6z 7 | 9 z}w��   | 7 z¢~ 9 �6z 9�� 9�4 |2¡:y ����9   w§�o~�| 9:�{�¢9
�69   w   � � ~ x z 9>ª

;�ª v ` 9:� ©6w>¡ 9 w>�)| 9:� © �
t

�69¥ p` y?x �{9 z �BwB| 9 �6z 9:� |   ` 9:� ©ew>¡ 9 9 �6¡   ~ � ~ 9:4)�87 c 4 ~2©ew>z
x0 = ct

ª �  29�� |
y?z |}�6y L y 4 w   �"  w   ~ L?469 � ` � 4 ~�� 9 z ��ª v 9 |}z¢~ x:� z 9

ei

�89  p` y?x �{9 z �BwB| 9 �6z ~ 469 z¢|}~ 9:  ¡�y�
 4 ¡:~ �89 w�� 9 ¡
¡ 9:  �8~ �87 c 4 ~&©ewBz  �9:�

ei

�69§  wu| 7 |}z{w �69§  y?z 9:4 | ��~ 9:48469% �9N  y 4QLJ�69§  w � z{y>~�| 9N��` 7 ���ew�|}~�y 4
xi = 0

ª
� �ewB�o� 9 � 9 ¡�| 9 �6z

ei

�{9 |}z{w 46� ©�y?z | 9 � y 4 ¡J©6w>z�©ew>z{w  � �7:  ~ �{��9% �9u  y 4"L��89J  w   ~ L?469���` � 4 ~�� 9 z �:ª

e 1

e 2

e 0

O

x 0 = 0

x i = 0 espace au temps t = x 0 / c

v ` y?x �{9 z �BwB| 9 �6zN~ 469 z¢|}~ 9:  © 9 �8|Nz 9 © 7 z 9 z�|}y?� �T �9:�T7 � 7�469:��9:4 | �%�69u p` 9�� ©ewB¡ 9 A | 9�� © ��� ~ 4"P y NN�gP ~ 9�4
L z��>¡ 9 w>� e ¡:yoy?z � y 46467�9:�W� ~ 4QP y NN�gP ~ 9�46469:�

(xµ)
� w 46�W �9�� ��� 9� � �9��

x0
9�� |

c
« y?~ �  �9 | 9:� © �

t
�69

  ` y?x �¢9 z �>w�| 9 �8z 9 |  �9��
xi ¡�y�
 4 ¡�~ �69�4 |5w�� 9 ¡  �9:� ¡�y�y>z � y 48467:9�� L w   ~  �7:9�46469��

yi
�89/ p` y?x �{9 z �BwB| 9 �6z ª

� 4 w>�8|}z 9 y?x �{9 z¢�BwB| 9 �6z+~ 469 z¢|{~ 9:  O′ � ~ � ©   ~�¡:~�| 9:��9:4 |2w�� 9 ¡ �69:� �6y?z   y L?9���9 | �69�� z x�L? �9:�tL z}w � � 7:9��
~ �89:4 |}~��o� 9:�:��9:� |u¡�w>z{w>¡�| 7 z¢~ �{7 ©ew>z�� 4 z 9 © x z 9
	 ¦@`��

ea′ � w�� 9 ¡   w ¡�y 46� ~�|}~�y 4
e0′

� ~�z¢~ L?7 � 9 z �u �9/« �8|{�6z ª
v 9:� ¡:yoy?z � y 46467�9:��� ~ 4QP y NN�gP ~ 9:46469�� w �¢� yo¡:~ 7:9:��� y 4 |

(xµ′

)
ª vLw z 9:  w�|}~�y 4 9:4 |}z 9  �9�� ¡:yoy?z � y 46467:9��

(xµ)
9 |

(xµ′

)
��` � 4 � ,:��9u7 � 7:469�� 9�4 | 9:� | � y 46467�9 ©6w>z   w<|}z{w 46� « y?z � wB|}~�y 4W�69 ��y?~ 4 ¡:w>z 7

xµ′

= Lµ′

ν x
ν +Dµ avec L0′

0 > 0y��
Dµ

� y 4 |  �9:� ¡:yoy?z � y 46467:9��5� � ©�y?~ 4 | ¦ ©qy?�6z   ` y?x �{9 z¢�BwB| 9 �6z§©6z{~ � 7J9 |5y��
Lb′

a

� y 4 |  �9:� |}z{w 46�CA
« y?z � wB|{~�y 48�T�69 v�y?z 9�4 |
� �e� ~�| 9�� y?z¢|{�6y�¡ �8z{y 469��:�&� w�|}~ � « w>~ � w 4 |

ea = Lb′

a eb′

� � KLR:9�5cFCFCM>BCKL7:9D;_^ 58FOFC=P7�FCM>K&7 9OR:B@;V=lFIJA;>=P9I?UK&Q 58a&=l3E=$9CMVaL76=]5ZY&=+?); 5�3EM 9 FS587:?A= 2DM>7��&K��'9	�bMV=P7676=lM>7�
:76MVFCJ+9OM>2@58;>=
ds2 = ηµνdxµdxν k

�
c = 2, 997 924 58× 108 2 kC9 −1 k�
j; 9A^ 58aLM F 3g^ R676=NYZ5&;V=PR6B"=Uh65&?UFC=���R6M 9O=PBOF�� 3EJABIMVYL=AB";_^ R67:M FIJD36=N;>K&7:a&R6=PR6B<36=;_^ R67:M FIJf3E="FC=P2NQ 9'3E=AQ:R6M>9��������6k

J ;



���6~�¡:y 46�¢9 z � 9:4 |   w ��7 |{z{~��o� 9J� ~ 4"P y NN�gP ~ 9�46469
ηρσ = Lµ′

ρ L
ν′

σ ηµ′ν′

w�� 9 ¡
ηρ′σ′ = ηρσ

ª=K�4 w6/¢y?�8|}w 4 |
��� 9N �9�� |}z{w 46�¢« y>z � wB|}~�y 46� ¡�y 46�¢9 z¢� 9:4 |   ` y?z{~ 9:4 | wB|{~�y 4/�69:� | 7 |{z}w �69��

ea

9 |
ea′

� ¡ ` 9:� | A � A � ~�z 9
detLµ′

ν =
1
��4 y?� � y?x8| 9�4 y 46�J �9�� |}z}w 46�¢« y?z � w�|}~�y 46� ©6z¢y?©6z 9�� y>z¢|}�8y�¡ �6z¢y 469��/� � L z¢y?�6© 9��89 v�y?z 9:4 | � ��4 y>| 7�9:�

L0(4)
y?�mx6~ 9�4

L↑+(4)
ª �   ��` w L ~�| � � � y?� �CA L z¢y?�6© 9 ¡:y 464692e�9 �   ` ~ �69�4 |{~�| 7 � � L z{y?�6© 9 �89 v�y?z 9�4 | �

¡:y � ©  �9 |
L(4)

ª
vLw « y?z ��9iL?7:467 z}w  �9 �69�� |}z{w 46� « y?z � wB|}~�y 46� © 9 �8| , |}z 9 y?x8| 9:4 � 9>ª � y?� �W4 y?� � ¡:y 4 | 9�4 |}y 46� �69

� y 48469 z   w<|{z}w 48�¢« y?z � wB|{~�y 41� © 7 ¡:~�w  �9u�69 v�y?z 9:4 | �

x0′ =
x0 − wx1

√
1 − w2

x1′ =
x1 − wx0

√
1 − w2

x2′ = x2 x3′ = x3

y��
w

9�� |X� 469 ¡�y 46� | w 4 | 9 ©   � � © 9 |}~�| 9 ��� 9 � 4/9:4 �Bw  �9 �6z�w>x � y   � 9>ª v ` 7 �o�6wB|}~�y 4/�89T  w   ~ L?469-��` � 4 ~�� 9 z �
�69� p` y?x �{9 z �BwB| 9 �6z O′ 9:� | x1′ = 0

� y?~�|
x1(x0) = wx0

ª � 9 ¡:~ � y 46469N  w%�o~�| 9:�¢�{9 z 9�  wB|{~�� 9 ©ew>z�z{w>©6©qy?z¢|
�m p` y?x �{9 z �BwB| 9 �6z O ���6~uwm©qy?�6z 92e ©6z 9��{� ~�y 4

v1 = cw
ª+3 ~ 48� ~ �+  w �o~�| 9��{�¢9 z 9:  wB|}~�� 9"9:4 |}z 9��69 � e

y?x �¢9 z �>w�| 9 �8z � ~ 469 z |}~ 9� �� O 9 | O′ 9:� |�|}y>�:/¢y?�6z � ©   � � © 9 |{~�| 9 ��� 9
c
ª � ~

v1/c � 1
9 |
v1x1/c � x0w   y?z ��4 y>� � z 9 |{z{y?���?y 46�N  w |{z}w 48�¢« y?z � wB|{~�y 4 � © 7 ¡:~�w  �9u�89<£ w   ~  �7�9>ª

� y?� � w��?y 46�5 �9<� ~ w L w � ��9 �69 � ~ 4QP y NN�3P ~ �69¥  ` 9:� ©ew>¡ 9 A | 9:� © �5� ~ 4"P y NN�gP ~ 9�4g� z 7:� �8~�| � �69 � e
� ~ � 9�46� ~�y 46�2� �6z  �9T� ¡ � 7:� w�¡:~ A �69:�¢� y?� �:� ©qy?�6z  �9:���69 � e y?x �¢9 z �>w�| 9 �8z � ~ 489 z¢|{~ 9� ����69�  ~ L?469��2��` � 4 ~�� 9 z �
x1 = 0

9 |
x1′ = 0

ª

O

e 0

e 0’

e 1’

e 1

cone de lumière

x 1

x 1’

x 0
x 0’

� y?� � ¡:y 48� | w�|}y 46� �o� 9� �9§« 9 �6~  � �9 | w L>9§� ` 9�� ©ew>¡ 9:��9 �6¡   ~ � ~ 9:46��� ©ewBz}w  �  x: �9:�-9:4 |{z 9�9 � e��8�67 © 9�46�Q� �
¡ �6y?~ e �69% p` y>x �{9 z¢�BwB| 9 �6zT~ 469 z |}~ 9:  ª>3 ~ 48� ~q�o� ` � 4 7 � 7�469:��9:4 | � y?~�| w��Bw 4 |�y?� w>©6z x�� � 4 w>�8|}z 95�67 © 9�46�
�69  p` y?x �{9 z �BwB| 9 �6z ªDK�4 z 9 �Bw 4 ¡ � 9B��� ~X� 4 7 � 7:469�� 9�4 | �

1

9�� | � w 46�u �9¥�69�� ~ A ¡�� 469<« �8|{�6z�~ �¢� � ��` � 4
7 � 7:469�� 9�4 | �

2

w   y?z � |}y>� �� �9:� y?x �{9 z¢�BwB| 9 �6z � z 9 © x z 9�4 | �
1

w>©6z x:�X�
2

ª � ` 9�� |   w 4 yB|}~�y 4/�69 ¡�w>� � w   ~�| 7
�Bw   wBx  �9 ©qy?�6z�|{y?�8|Ny?x �{9 z �BwB| 9 �6z ª

� 4 y?x �{9 z¢�BwB| 9 �6zL��� 9:  ¡:y 4 �o� 9>��� ~�|�w>¡�¡ 7� �7 z 7>� 9:� | �67 ¡�z{~�| � w 46�� p` 9�� ©ewB¡ 9 A | 9�� © �L� ~ 4QP y NN�gP ~ 9�4 ©ewBz
� 469u  ~ L?489%��` � 4 ~�� 9 z ��� � L?9�4 z 9 | 9:� © �:ª"K�4 ¡ �ew>��� 9 ©�y>~ 4 | �695  w   ~ L?469§��` � 4 ~�� 9 z �N�69�  ` y?x �¢9 z �>w�| 9 �8z
��� 9:  ¡:y 4 �o� 9>�§4 y?� � ©qy?�8�?y 46� |{z{y?��� 9 z"� 4 ¡ 9 z¢| wB~ 4 y?x �{9 z¢�BwB| 9 �6z"~ 469 z¢|{~ 9:  | w 4QL>9:4 |"�o�8~J¡�y�
 4 ¡:~ �89
~ 48� | w 4 |}w 467�� 9�4 | � ¡ ` 9:� | A ��A � ~�z 9 | 9:  ��� 9

eµ
0′ = uµ y �

uµ
9:� |   w"���ew � z{~ A �o~�| 9��{�¢9 �69�  ` y?x �¢9 z �>w�| 9 �8z

w>¡�¡ 7: �7 z 7 w�� 9 ¡
u0 > 0

ª � 9�  w � � L0Lyx z 9 ��� 9<4 y>� �§« w �{� ~�y 46�§ �9�� �E�o©�yB|}� x��{9:�5� �6~��>w 4 | 9:� ©�y?�8z �87 c 4 ~�z
 �9 | 9:� © �N9 |  p` 9�� ©ew>¡ 9/�89 ¡ 9 |§y?x �¢9 z �>w�| 9 �8z ª

J �



O

e0’

e 0

e 1

e 1’

cone de lumière

x 1

x 0 O’ O

� y>�8| ��` w>x�y>z �g�? �9 | 9�� © �
t
� y 46467 ©ew>z  p` �8y?z   y L?9T�89�  ` y?x �{9 z¢�BwB| 9 �6z-w>¡�¡ 7� �7 z 7���` 92e ©6z¢~ ��9 ��  ` w>~ �69

� �"©ew>z{w �9x |}z 9
s

�69   w   ~ L?4695��` � 4 ~�� 9 z � ©ewBz

t =
s

c
.

3 ~ 46� ~   ` �6y?z   y L?9 469N�69 �oz}wB~�|-©ew � , |}z 9 wX� 9 ¡�| 7�9 ©ew>z � y 4 wB¡:¡ 7� �7 z}wB|{~�y 4 |{y?�8|+w>� � y?~ 46� �   w�©6z 7 ¡:~ � ~�y 4
w>¡ |}� 9� � �9u�89:� �6y?z   y L?9��:ª v 9 ©ew>z{w �6x |}z 9

s
9�� |%w>©6© 9: �7J �9 | 9�� © � ©8z{y?©6z 9���ª

� ~ �69 � e y?x �{9 z �BwB| 9 �6z ����� y 4 |�� 4 9:� |#©6w>z 92e�9:� ©  �9 ~ 469 z¢|}~ 9:  � ©8z 9:48469:4 |   w � ,:��9 y?z¢~ L ~ 4691¦
� �m| 9:� © � ©qy?�6z  �9 �6z<�6y>z   y L?9 w   y?z �:� ���ew 46� ~  �� �{9 z 9 ¡�y?�6© 9:4 | ��  ` �6y?z   y L?9#�69W p` y>x �{9 z¢�BwB| 9 �6z 4 y 4
~ 489 z¢|{~ 9�  ~ 46� ~���� 9 z}w5� 469�� �6z 7:9 ©   � � © 9 |{~�| 9 ��� 9 ¡ 9� � �9 �69� p` y?x �{9 z �BwB| 9 �6zX~ 489 z¢|{~ 9�  ª � �6z  �9�� ~�w L z{w � ��9
��` 9:� ©ew>¡ 9tA | 9:� © ���69 � ~ 4QP y NN�3P ~ �84 y?� � w��?y 46� ¡:y 4 |{z}w>~�z 9�� 9�4 |�w>� e w>©6©6w>z 9�4 ¡ 9�� 4s < 4x0

ª � ` 9:� |
 �9 ©6w>z}w � y e�9#�69�� /¢� � 9 w>� e y>�  �9 �?y��Ew L?9 �6z �69 vLw 4QL>9 �o~ 4gª � 4 /¢� � 9 w>� ©ew>z |}~ 9�4 �>y��Ew L?9�9:� |/w>�
z 9 |}y?�8zT©   � � / 9 � 469 �o� 9 ¡ 9�  �6~&z 9�� | 7 ~ 469 z¢|{~ 9:  ª ��y?�8z  �9 ©6z¢y?�8� 9 z 4 y>� � w  �  y 48�+� y 4 |}z 9 z+��� 9� �9 | 9�� © �

∆

O

s

x 1

x 0

∆ x 0

©6z¢y?©6z 9
s

9:� | 92e |}z 9:� � � ©qy?�6z   w � z{y?~�| 9Bª � y?� � ¡:y 46� ~ �67 z{y 48� � 469 ¡:y?�6z¢x 9%� � L?9�4 z 9 | 9:� © �
xµ(τ)

ª
vLw � ~d� 7 z 9:4 ¡ 91�69 | 9�� © � ©6z{y>©6z 9 4s 9�4 |}z 9Q �9:�¥�69 � e 7 � 7�469:��9:4 | � ¡�wBz}w>¡ | 7 z¢~ �¢7:� ©ew>z

τi
9 |
τf

w
©qy?�6z 92e ©6z 9:�¢� ~�y 4

4s =

∫ τf

τi

√

−ηµν
dxµ

dτ

dxν

dτ
dτ,

~ 48�67 © 9:46� w 4 | 95� � ¡ �6y?~ e�� � ©6w>z}w �6x |{z 9
τ
ª&K�4 ©6z 9:4 w 4 | ¡:y ����9 ©6w>z}w �6x |{z 9§  wu¡:yoy?z � y 46467�9

x0
�69

� 
j;��G5NR67]5&\6R:9�3E="Y&KE?P58\6R6; 58M>BI=<?P58B�M>; de58REF 3EM>YbM>9C=AB�Q 58B c k
J @



  ` y?x �¢9 z �>w�| 9 �8z§~ 469 z |}~ 9:  �o4 y?� � y>x8| 9�4 y 46�

4s =

∫ x0
f

x0
i

√

1 − v2

c2
dx0 car

dxi

dx0
=
vi

c
et donc 4s < 4x0.

� 9 � 9�4 y 46� �  p` 9�� ©ewB¡ 9¥�69<  ` y?x �{9 z¢�BwB| 9 �6z5w>¡:¡ 7: �7 z 7Bª �2wBzuw 4 w   y L ~ 9 w�� 9 ¡   ` y?x �¢9 z �>w�| 9 �8z5~ 489 z¢|{~ 9�  �
4 y?� ��� y?�6�6w>~�| 9 z{~�y 46� ��� 9u p` 9�� ©ewB¡ 9 �69 ¡ 9 |Ny?x �¢9 z¢�BwB| 9 �6z � ���6~ 9:� |N� 4Q9:� ©ew>¡ 9 9 �6¡   ~ � ~ 9:4g�o� y?~�|�y?z |}�6y A
L y 4 w   ��  w����ew � z{~ A �o~�| 9:�{�¢9�9:4 |}y?��|-©�y?~ 4 | �69�  w   ~ L?489���` � 4 ~�� 9 z �:ª � 9 © 9:48� w 4 | � ¡ 9��-9:� ©6w>¡ 9�� 469�� y 4 |
©ew � ©6w>z}w  �  x� �9:�§9:4 |{z 9 9 � e 9 |u~  �� �?y 4 | �{9 ¡�y?�6© 9 z ª � y?� � wB�6z{y 48��467 ¡ 9:�¢� w>~�z 9:��9:4 |J� 469   ~ � ~�|}wB|}~�y 4
�69Q  ` 9:� ©ew>¡ 9>ª � 9 z¢| 9��:�-4 y?� � ©�y?���?y 46� ~ 4 |{z{y � �6~�z 9 � 4 |{z{~ x�� z 9 y>z¢|}�8y 4 y?z � 7

ei

���6~ � y?~�| � w 46� ¡ 9��
9:� ©ew>¡ 9:� 9 | �67 c 4 ~�z  �9:� ¡�y�y>z � y 48467:9��

(yi)
w �{� yo¡:~ 7:9���� wB~ �§  w ��� 9�� |}~�y 4�9:� | �69¥� w��?y?~�z � ~ 9: � �9:� y 4 |

� 469 ~ 4 | 9 z{©6z 7 |}wB|}~�y 4 ©8��� � ~���� 9>ª vLw � ~~z�¡:�   | 7 ��~ 9:4 | � � « w>~�|N�o� 9<4 y?� �5469 ©�y>�8�?y 48� ©   � �%��9:� �6z 9 z
w�� 9 ¡%� 489 z x�L? �9 L z}w � � 7:9 ¡:w>z-~  64�` 92e ~ � | 9 ©ew �+�89§� y?�8� 9:��9:4 |+z{~ L ~ �69 �o� 9:  ¡�y 4 ��� 9§9:4�9:� ©ew>¡ 9tA | 9:� © �
� ~ 4QP y NN�3P ~ 9:4 ¡:y ����9J p` w � y 4 |}z 7�� y>z 4"9:4 J O>=0O8�6� y � �   y#� 469J�67 c 4 ~�|{~�y 4"��` � 4 � y?�8� 9:��9:4 |%z{~ A
L ~ �69>ª � y?� �N4�` w  �  y 46� ©ew �N� y 46469 z   w �67�� y 46� |{z}wB|{~�y 4Q�69 ¡ 9�  w ª �  g« wB�8| � y?�   ~ L?489 z���� 9J  w � ~�|}�ewB|{~�y 4
9:� |+z}w � ~�¡�w  �9:��9:4 | � ~~� 7 z 9�4 | 9��69 ¡ 9� � �9 �o�8~e©6z 7 �>wB�8| � w 46�- p` 9�� ©ew>¡ 9 A | 9:� © �tL w   ~  �7:9:4 y��   ` y 4 �67 ©   w>¡ 9
  ~�x6z 9�� 9�4 | � 4 ¡�y?z{© �/� y   ~ �69 �¢9 z �>w 4 | �69 z 7�« 7 z 9�4 |{~ 9�  ª � 7 w 46� y?~ 48�:��4 y?� � ©qy?�8�>y 46� w �6� 9 |{|{z 9 ��� 9
 �9�� ¡:yoy?z � y 46467�9:�

(yi)
©6z 9:46� z¢y 4 |  �9 �8z �{9:48� � � � 9:  ©qy?�6z�� 4 z 7 « 7 z 9:4 |}~ 9: �� w 48�§  w   ~ � ~�| 9

|yi | � ` avec ` =
c2

| ai |
y��

`
9�� |   w �{9 �  �9u  y 4QL � 9 �6z � ~ � ©qy 4 ~�x  �9 ©qy?�6z�� 4 y?x �{9 z �BwB| 9 �6z � ` w>¡�¡ 7� �7 z{wB|}~�y 4 z 9�  wB|{~�� 9

ai � ª� y?� � w  �  y 46� ©6z 9�46� z 9   ` 92e�9:� ©  �9 �69�  ` y?x �¢9 z �>w�| 9 �8z � 4 ~ « y?z ��7:��9:4 |Ww>¡:¡ 7: �7 z 7)� w 46� z¢y>| wB|{~�y 4
��` w>¡:¡ 7: �7 z}w�|}~�y 4 z 9�  wB|{~�� 9

(a, 0, 0)
ªXj w 46�X �9 ©   w 4

x2 = x3 = 0
�B� w   ~ L?469+��` � 4 ~�� 9 z � w5©qy?�6z 7 ���ewB|}~�y 4

x0(s) =
c2

a
sinh

as

c2
, x1(s) =

c2

a
cosh

as

c29 |   w¥�o�6w � z{~ A �o~�| 9:�¢�{9
uµ w ©�y?�8z�¡:y � ©�y � w 4 | 9��

u0 = cosh
as

c2
, u1 = sinh

as

c2
.

� y>� � ¡ �6y?~ � ~ �¢� y 46� ¡�y � ��9 � 9 ¡�| 9 �6z
e1

� �"|{z{~ x�� z 9u �9 � 9 ¡�| 9 �6z �89 ¡�y � ©�y � w 4 | 9��

e01 = sinh
as

c2
, e11 = cosh

as

c2
.

vLw5���ew � z¢~ A w>¡:¡ 7: �7 z}wB|{~�y 4
aµ = duµ/ds

� y?z |}�6y L y 4 w  �9 �
uµ

� w5©�y>�6z2¡�y � ©qy � w 4 | 9:�
(a/c2, 0, 0)

� w 46�
 �9 |}z{~ x:� z 9

ei

©6�8~ � ��� 9
aµ = (a/c2)eµ

1

ªDj w 46�u �9 ©   w 4
x2 = x3 = 0

��  ` 9:� ©ew>¡ 9 9�4 � 4 ©�y>~ 4 | �69   w
  ~ L?469�� ` � 4 ~�� 9 z �§9:� |   w �69:� ~ A � z{y>~�| 9 ©ew �¢� w 4 |%©ew>z�¡ 9 ©qy?~ 4 | 9 |5w��?w 4 |%©qy?�6zNy?z¢~ L ~ 469u¦¥ª �  �9�� |§¡   w>~�z
� �8z  �9+� ~ w L z{w ��� 9��69T� ~ 4QP y NN�gP ~o��� 9 ¡ 9 |�y?x �{9 z¢�BwB| 9 �6z 469 © 9 ��|2©ew � z 9 © 7 z 9 z�|{y?� �� �9:��7 � 7:469�� 9�4 | �
�69/  ` 9:� ©6w>¡ 9tA | 9�� © �%� ~ 4QP y NN�gP ~ 9�4gª � y?� �§� y ����9:� ¡ 9 © 9:48� w 4 |u~�¡�~ � w 46� � 4 ¡:w � ©ewBz¢|}~�¡:�   ~ 9 z�¡�w>z§~  
��` w L ~�| ��` � 4 � y?�8� 9:��9:4 |§z{~ L ~ �69 � 4 ~ « y>z ��7:��9:4 |Nw>¡�¡ 7: �7 z 7>ª
� � KLR:9'5ZY&KL7:9 3E= ;>5N2@58BIa&="Q6R:M>9 ��R6= ` ≈ 1016 2 QXK&R6B�R:76=f5&?P?UJA;>JABS5cFIMVKL7G3E= 10 2 kC9 −2 k

J D



O

u

e 1

cone de lumière

observateur

espace orthogonal

x 1

x 0

����� ] G0%�MYV�K@#�!uI'% � %�MgILKNMlO1K #�! O�� � ! � %	� U1K

vLwJ©6z 9:� ~ x z 9�  y>~ �69§  w � � 4 w � ~���� 9N� ~�|-��� ` � 469 ©ewBz¢|}~�¡:�  �9 ©�y 4 ¡�|{� 9: � �9�� y>� � ~ �{9 � w>�6¡�� 469N« y?z{¡ 9
9:� | 9�4 � y?�8� 9:��9:4 | �89 |{z}w 46�¢  wB|{~�y 4 � 4 ~ « y?z � 9 ©qy?�6z�|{y?� �§ �9:� y?x �{9 z �BwB| 9 �6z � ~ 469 z¢|}~ 9: ��:� w>��|}z 9�� 9�4 |
� ~�| � w   ~ L?469���` � 4 ~�� 9 z �§9:� |§� 489/� z¢y?~�| 9�� � L?9:4 z 9 | 9�� © �N� w 46�N  ` 9:� ©6w>¡ 9tA | 9�� © �§� ~ 4"P y NN�gP ~ 9�4gª

K�4 L>7:467 z}w   ��  w �69:� ¡:z¢~�©8|{~�y 4 �69   ` ~ 4 | 9 z}w>¡ |}~�y 4 ©qy?�6z¥� 4 � � � | x�� 9Q�69 ©ew>z¢|{~�¡��  �9�� ©qy 4 ¡�|{� 9: � �9��
469 �¢9¥« w>~�| 9 z�¡�w>¡ 9:��9:4 |J��� 9#� w 46�u �9 ¡�w � z 9 ��` � 469 |{� 7 y?z¢~ 9 ¡   w �¢� ~��o� 9 �69:� ¡ �ew � © ��ªDj w 48�J �9 ¡:w �
©6z 7:�{9�4 | �?4 y>� � w  �  y 46�L� ~ � ©  �9�� 9�4 |�¡:y 46� ~ �67 z 9 zX� 489 ©ew>z |}~�¡��  �9 ©qy 4 ¡�|{� 9: � �9+�69�� w �{�¢9 ~ 489 z¢| 9

m
� w 46�

� 4 ¡ �6w � © �69 « y>z{¡ 9��<9�e | 7 z¢~ 9 �8z 9:��ª vLw   y?~-z 9�  wB|{~��o~ � | 9 �69   w � � 4 w � ~���� 9 9�� | « y?z � �  �7:9 ©qy?�6z/� 4
y?x �¢9 z �>w�| 9 �8z2~ 489 z¢|{~ 9�  � ¡ ` 9�� | A ��A � ~�z 9 � w 46� � 4<� � � | x:��9T�89 ¡�y�y?z � y 46487:9:��� ~ 4QP y NN�3P ~ 9:46489:�

(xµ)
ª � y?~�|

� 4 ¡ �ew � © �69 ���ew � z{~ A « y?z¢¡ 9:��92e | 7 z{~ 9 �6z 9:�
F µ(xλ)

�>4 y?� � w��?y 48��  w   y?~�z 9:  wB|}~���~ � | 9 �69T  w � � 4 w � ~��o� 9

m
duµ

ds
= F µ(xλ(s)) avec ηµνu

µF ν = 0

y��
xµ(s)

9:� |   w   ~ L?469���` � 4 ~�� 9 z �+�69N  wu©ew>z |}~�¡��  �9 w�� 9 ¡
s

 �9 | 9:� © � ©6z¢y?©6z 9N9 |
uµ

  wu�o�6w � z{~ A �o~�| 9:�¢�{9>ª
vLw ¡:y 46� ~�|}~�y 4 w  dL?7 x6z¢~���� 9u9�� | 467 ¡ 9:�¢� w>~�z 9 ©�y?�8zNw �{� �6z 9 z   w¥¡:y � ©ewB|{~�x6~   ~�| 7 ¡:w>z

d

ds
(ηµνu

µuν) = 0 soit mηµνu
µdu

ν

ds
= 0.

v 9 � 9 ¡ | 9 �6z 7�469 z L ~ 9tA ~ � ©6�  �� ~�y 4
pµ

�69   w¥©ew>z |}~�¡:�  �9>� y>� ���ew � z{~ A ~ � ©6�  �� ~�y 4g��9:� | �67 c 4 ~ 9 ©6w>z
pµ = mcuµ.

J �



vLw   y?~�z 9:  wB|}~��o~ � | 95�69u  w � � 4 w � ~���� 9 w>�6z}w   w � ,�� 9§« y?z ��9 ©qy?�6zT|{y?� �� �9:� y?x �{9 z �BwB| 9 �6z � ~ 489 z A
|}~ 9: ��J� ~  �9 ¡ �ew � © �69 ���ew � z{~ A « y?z{¡ 9:�/9:� |<x6~ 9�4 � 4 ¡ �ew � © �69 � 9 ¡ | 9 �8z � �69   ` 9:� ©6w>¡ 9tA | 9�� © �<� ~ 4�A
P y NN�3P ~ 9:4g� ¡ ` 9�� | A ��A � ~�z 9u� ~�©ew>zN¡ �ew 4"L?9:��9:4 | �69 ¡:yoy?z � y 46467�9:�§� ~ 4QP y NN�gP ~ 9:46469�� y 4 w

F µ′

(xρ′) = Lµ′

ν F
ν(xσ(xρ′)).

� w�|}�6z 9: � �9:��9:4 |   w ¡�y 46� ~�|}~�y 4 w   L?7 x6z{~��o� 9�9:� | 9:4 ¡:y?z 9 � 7 z{~~c 7:9
ηµ′ν′uµ′

F ν′

= 0
ª �   4�` �jw ©6w �

��` y?x �¢9 z¢�BwB| 9 �6z � ~ 469 z |}~ 9: �� ©6z{~���~  �7-L ~ 7��:ª � ` 9�� |  �9 ©6z¢~ 4 ¡�~�© 9��69 z 9�  wB|{~��o~�| 7>ª(K-4#« w>~�| � ¡ 9 ¡�~ 9�� |-�oz}w>~8©�y?�8z
|}y>�8| 9��� �9:�2  y?~ �2�69�  w�©6�E� � ~���� 9B�E7 � 9�4 |}� 9� � �9�� 9�4 | 9:4#�{9N  ~ � ~�| w 4 |�w>� e |}z{w 46�¢« y>z � wB|}~�y 46���69 v�y?z 9�4 |
�
©6z¢y?©6z 9��

L0(4)
ª

vLw   � � ~ x z 9 w � 4Q� |}wB|}��|N©ew>z¢|{~�¡��   ~ 9 z � w 46�N  ` 9:� ©ew>¡ 9tA | 9:� © ��� ~ 4QP y NN�3P ~ 9:4gª v ` ~ 4 �Bw>z¢~ w 4 ¡ 9 z 9�  w A
|}~��o~ � | 9<�69�� 7 ���ewB|{~�y 46�5�69�� w e&N 9: �  ~ � ©   ~��o� 9 ��� 9#  w ¡:y 46� |}w 4 | 9

c
9�� |   w���~�| 9��{�{9 �89   w   � � ~ x z 9>ª

� y ��� 9 � 469 ¡:y 48�{7 ��� 9�4 ¡ 9 �89 ¡ 9���7 ���ew�|}~�y 46�:�& �9 � 9 ¡�| 9 �6z �89 ©6z¢y?©ew L w�|}~�y 4
kµ

�69/  w   � � ~ x z 9u9:� |
~ � y>|}z¢y?© 9>ª � 9:� ¡:y � ©qy � w 4 | 9:��� y 4 |N¡�y 46� | w 4 | 9�� ©�y?�8z�� 4 y?x �{9 z¢�BwB| 9 �6z�~ 469 z |}~ 9�  ª vLw   ~ L?4895��` � 4 ~�� 9 z �
��` � 4 ©6�6y>|{y 4g� ¡�y 46� ~ �67 z 7 ¡:y ����9 � 469 ©ewBz¢|}~�¡:�  �9 ©qy 4 ¡ |}� 9� � �9 �69 � w �¢�{9�4 �  � �9>� 9:� |Q� 469 � z{y>~�| 9
� � L>9:4 z 9   � � ~ x z 9>ª �  N9:4 z 7:� �   | 9 ��� 9)  w �o~�| 9:�¢�{9 z 9:  wB|}~�� 9Q�69   w   � � ~ x z 9Q9:� |

c
©�y>�6z�|{y?� �� �9��

y?x �¢9 z �>w�| 9 �8z � ~ 469 z¢|}~ 9: ��:ªQK�4"9 � 9 | �e9:4 ©6z 9�4 w 4 |   w � ~�z 9 ¡ |}~�y 4 ¡:z{y>~ �{� w 4 | 9
x1

�e4 y?� � w��>y 46�
x0(λ) = k0λ (k0 > 0) x1(λ) = k1λ mais k0 = k1 donc x1(x0) = x0.

K�4 ¡:yoy?z � y 46467:9���� ~ 4QP y NN�3P ~ 9:48469:�
(xµ)

��4 y>� � z 9 ©6z 7��{9�4 |{y 46� � 469 y 46�69 ©   w 4895� y 4 yo¡ �6z{y � w A
|}~���� 9 ©ew>z   w « y 4 ¡�|{~�y 4 ¡:y � ©  �92e�9

A(xν) = a0 exp(−iηµνk
µxν)

y��
kµ

9:� |  �9 � 9 ¡ | 9 �8z �89 ©6z{y>©ew L wB|{~�y 4 �o�8~ 9:� |�~ � y>|}z¢y?© 9
ηµνk

µkν = 0
ª � y>� � ©6z 9�4 y 46�

k0 > 0
ª v 9

©qy?~ 4 |�~ � ©qy?z¢|}w 4 | 9�� |-��� 9N  w%©6�ew �¢9��69�  ` y 46�69T9:� |-� 469�« y 4 ¡ |}~�y 4 �69�  ` 9:� ©ew>¡ 9tA | 9:� © ��� ~ 4QP y NN�3P ~ 9:4gª
� y>� � ©qy?�8�>y 46���67 c 4 ~�z   w « z 7 �o� 9:4 ¡ 9

ν[u]
��9:� �6z 7�9 ©6w>z�� 4 y?x �¢9 z �>w�| 9 �8z2~ 489 z¢|{~ 9� ?�69 ���ew � z{~ A �o~�| 9:�{�¢9

uµ ©ew>z  p` 9�e ©6z 9��{� ~�y 4
ν[u] = − c

2π
ηµνu

µkν,
9:4
« w>~ � w 4 |¥wB|¢| 9�4 |{~�y 4 ��� 9

ηµνu
µkν < 0

� ���6~ 9�� |/�>w   w>x  �9#� w 46� |}y?�8| � � � | x:��9W�69 ¡:yoy?z � y 46467�9:�
� ~ 4QP y NN�3P ~ 9:48469:��ª � y?� � ©qy?�8�>y 46�%7�L w  �9:��9:4 |§~ 4 |}z¢y � �6~�z 9u  w � ~�z 9 ¡�|{~�y 4"�69 ©6z{y>©ew L wB|{~�y 4

nµ[u]
�69

  ` y 46�89 ©   w 489 z 9:  wB|}~�� 9 �   ` y?x �¢9 z �>w�| 9 �8z§~ 469 z |}~ 9: 
uµ ©6w>z   ` 92e ©6z 9:�{� ~�y 4

nµ[u] =
1

(−ηρσkρuσ)
(kµ + ηρσk

ρuσuµ)

���6~ � wB|}~ �¢« w>~�|
ηαβn

α[u]nβ[u] = 1
9 |
ηαβn

α[u]uβ = 0
ª � ` 9�� | � 4 � 9 ¡�| 9 �6z y?z¢~ 9�4 | 7¥� w 48��  ` 9:� ©ew>¡ 9B�

©qy?�8�Bw 4 | � y 4 ¡ ��` 92e ©6z¢~ ��9 z � w 46�N �9 |}z¢~ x�� z 9
ei

�e4 y>� � w��>y 46�
nµ = nieµ

i

ª
v ` ~ 4 | 9 z¢©6z 7 | wB|{~�y 4 L?7 y ��7 |{z{~��o� 9m�69 ¡ 9:� ���ew 4 |{~�| 7:�)� w 46�  p` 9�� ©ew>¡ 9 A | 9:� © �)� ~ 4"P y NN�gP ~ 9�4 9:� |

¡   w>~�z 9>ªDK� � �9 ¡:y>z{z 9�� ©qy 46� �"  w �87 ¡:y � ©qy � ~�|}~�y 4�� � � 9 ¡ | 9 �6z
kµ

� �6z
uµ

9 | � �6z  �9#� y?� � A 9:� ©ew>¡ 9 y?z A
|}�8y L y 4 w  ��

uµ �o�8~ 9�� |  p` 9�� ©ewB¡ 9<�89/ p` y?x �{9 z �BwB| 9 �6z ª vLw « w � y 4 � y 4 |%¡ 9�� ���ew 4 |}~�| 7��%�67 © 9�46�69�4 | �69
uµ

�   ` y?x �¢9 z �>w�|}~�y 4 9 | �  p` 7�� ~ �{� ~�y 4 ¡:y 46� �6~�|�w>� e"« y?z � �  �9��%�69/  ` 9 � 9 | j y?©6©  �9 z%z 9�  wB|{~��o~ � | 9 9 | �69
  ` w>x 9 z¢z}wB|{~�y 4gª+K�4 ©6w>z¢|{~�¡:�   ~ 9 z ��4 y?� � w��?y 48�%  w « y?z � �  �9�� � �67 ¡�w   w L?9u�69��§« z 7 ��� 9:4 ¡ 9:�

νe

νo

=
ηµνk

µuν
e

ηµνkµuν
o

.

J ¤



[u]

k

n

µ

µ

u

espace orthogonal

µ
observateur

v ` 9�e ©6z 9��{� ~�y 4 w � y?©8| 7:9-�69 A c e�9
kµ

ª � 9 © 9:46� w 4 | � w 46�L  w�©6z}w�|}~���� 9B�� �9 � 9 ¡�| 9 �6z �69 ©6z¢y?©ew L w�|}~�y 4u�69
  w   � � ~ x z 954�` 9:� | � y 46487 ��� ` � � 469 ¡:y 46� |}w 4 | 9 � �   |}~�©   ~�¡:wB|}~�� 9 ©6z x:�:ª � ~ 9:419�4 | 9:48� � � ¡ 9�  w 4�` w(� 9 ¡�| 9
©ew �N p` 9 � 9 | j y?©6©  �9 zNz 9�  wB|{~��o~ � | 9

νe/νo

ª
��y?�8z5� 4 y?x �{9 z �BwB| 9 �6z�w>¡�¡ 7� �7 z 7<�69 ���ew � z¢~ A �o~�| 9:�¢�{9

uµ
�q4 y?� � w>�6z¢y 46�5 �9:�%� ,�� 9��%9�e ©8z 9:�¢� ~�y 46�

�69u  w « z 7 ��� 9�4 ¡ 9
ν[u]

9 | �89u  w � ~�z 9 ¡ |}~�y 41�69 ©6z¢y?©ew L w�|}~�y 4
nµ[u]

� w 46��  ` 9:� ©ew>¡ 9u�89J p` y>x �{9 z¢�BwB| 9 �6z �
w�� 9 ¡ |}y?��| �69 � ,�� 9�  w"z 9�� |}z¢~�¡ |}~�y 4 |{y?�8| 9 |}� 7 y?z{~���� 9

ν[u] � | ai | /c ©6�6~ � ��� 9 ©qy?�6z « w>~�z 9 � 469
��9:� �8z 9��69+« z 7 �o� 9:4 ¡ 9 ~  E« w>�8|2� 469 ¡ 9 z | w>~ 469T9�e | 9:46� ~�y 4 | 9:� ©�y>z 9: � �9Bª � 469 wB�8|}z 9 « w � y 4¥�69  �9T� ~�z 9+9:� |
��� 9   ` y 4W469 © 9 ��|N©   � � ¡�y 46� ~ �67 z 9 z�� 4 y>x �{9 z¢�BwB| 9 �6z�~ 489 z¢|{~ 9�  ¡:y

 4 ¡�~ � w 4 |�~ 46� |}w 4 | w 487:��9:4 | � �6z{w 4 |
 �9 | 9:� © �N�69   w ��9:� �6z 9 �69   w « z 7 ��� 9�4 ¡ 9 w�� 9 ¡   ` y?x �¢9 z¢�BwB| 9 �6z§w>¡�¡ 7� �7 z 7>ª

� 9 |¢| 9ML?7 y � 7 |}z{~ 9T�69T  ` 9:� ©6w>¡ 9tA | 9�� © ��� ~ 4QP y NN�gP ~ 9:4 9:� |�|}y?��| �5« w>~�| � wB|{~ � « w>~ � w 4 | 9 ©qy?�6z �87 ¡:z¢~�z 9
  w¥©8��� � ~���� 9 |}w 4 |N��� 9/ �9:��9 � 9 | � L z}w��o~�|}wB|}~�y 46469� ��T489J� y 4 |§©ew � ©6z{~ ��9:4"  ~ L?469��69 ¡�y � ©�| 9>ª

J �



� � �����W
i�i� �

� ��� ���u��� �	� � ��� 
 �
� �	� �D� � ��� � �W
���
i��� �

� ��� ] G0% O��`! I�I�V<!/R+I'%�G0� �JV<! � % I !uI'% G � �1K@#L# K K�I �QVT%L�"RW% ��K O��`� ��U % �
�l!�# K��QRTK
	 !$% � # K

j w 46�5  ` 9:� ©6w>¡ 9tA | 9�� © � L w   ~  �7:9:4��e4 y?� � w��>y 46�5« y>z � �  �7/ p` 7 ���ewB|}~�y 4Q« y 46� w ��9:4 |}w  �9J�69<  w � � 4 w A
� ~���� 9 ©qy?�6z �69:� y?x �¢9 z �>w�| 9 �8z � ~ 489 z¢|{~ 9� ��:ª ��y>�6z�� 469 ©6w>z¢|{~�¡:�  �9 ©qy 4 ¡ |}� 9� � �9

a
�69u� w �{�{9 ~ 469 z¢| 9

ma� y 4 |   w   ~ L?489���` � 4 ~�� 9 z �%9�� | �67 c 4 ~ 9 ©ew>z
xi

a(t)
�e4 y?� � w��>y 46�

ma
d2xi

a

dt2
= f i(xk

a(t))

©qy?�6z � 4 ¡ �ew � © �69 « y?z¢¡ 9��W92e | 7 z{~ 9 �6z 9:�
f i �o�8~ �{9 |{z}w 48�¢« y?z � 9 ¡:y ��� 9 � 4 � 9 ¡�| 9 �6z � y?� � � 469

|}z{w 46� « y?z � wB|}~�y 4W�69/£ w   ~  �7�9>ª
vLw   y>~ ��` w�|{|}z{w>¡�|{~�y 4 L z{w���~�| wB|{~�y 48469: � �9>� ©6�6x   ~ 7�9 ©6w>z � 9-N |{y 4 9:4 J � �E¤�� w 48�  �9:����
��������������>�

� |{~�©6�  �9 ��� 9�  w « y?z{¡ 9
f i

92e�9 z{¡ 7�9
� �6z1¡ 9 |{| 9 ©ew>z¢|{~�¡��  �9
a

©ew>z � 4 9:46�¢9:� x  �9��69 ©ew>z |}~�¡:�  �9:�W9�� |
� y 48467:9 ©ew>z

f i = m(p)
ga g

i

y��
m

(p)
ga

9�� |   w � w �{�¢96L z}w�� 9 ©ew �¢� ~�� 9 �89   wQ©6w>z¢|{~�¡:�  �9
a

9 |Jy��
gi

9:� |  �9 ¡ �ew � © L z{w���~�| wB|{~�y 48469: 
�69�� w>�8|{z 9:� ©ew>z |}~�¡��  �9��:ªWj w 48�� �9 ¡�w �%��` � 469¥�¢9 �  �9 w>�8|{z 9 ©ew>z¢|{~�¡��  �9 ©�y 4 ¡�|{� 9: � �9

b
�89<� w �{�¢9UL z{w�� 9

w>¡ |}~�� 9
m

(a)
gb

�
gi w#©qy?�6z 9�e ©8z 9:�¢� ~�y 4

gi(xk) = −Gm(a)
gb

(xk − xk
b )

|xi − xi
b |3y��

G
9:� |T� 469 ¡:y 46� | w 4 | 9%�69 ¡:y>�6©   w L?9 L z}w��o~�|}wB|}~�y 46469�  ª � y?� �-4 yB|}y 46� ��� 9 ¡ 9 |¢| 9N  y>~ 9:� |T~ 4 �Bw>z¢~ w 4 | 9

�69u« y?z � 9u� y?� � � 469 |}z}w 46�¢« y?z � w�|}~�y 4W�69<£ w   ~  �7:9>ª � y>� � ~ 4 |}z¢y � �8~ � y 46�� �9 ©qy>| 9�4 |}~ 9� �469-N |{y 4 ~ 9:4"�69
L z{w��o~�| wB|{~�y 4W� � ¡�y?z{© �

b

U(xk) = Gm
(a)
gb

1

|xi − xi
b |
.

v ` 7�469 z L ~ 9 ©qy>| 9�4 |}~ 9� � �95��` ~ 4 | 9 z}w>¡ |}~�y 4 ©�y?�8z   w ©ew>z |}~�¡��  �9
a

9:� |
Va = −m(p)

ga U
ª

J O



� 9 © 9:46� w 4 | 9:4 � 9 z¢|{� �69-  ` 7�L w   ~�| 7X�69- p` w>¡ |}~�y 4u9 | �69+  w�z 7 w>¡ |}~�y 4g��4 y?� � �>y �>y 46� ~ ��� 7�� ~ wB| 9:��9:4 |
��� 9

m
(p)
ga m

(a)
gb = m

(p)
gb m

(a)
ga

ª � y?� � ©�y � y 46�� �9 z}w>©8©�y?z | �89:�2� w �¢�{9:��L z}w�� 9:� w>¡ |}~�� 9:��9 |2©ew �{� ~�� 9:�X7-L w  �9
� � 419 |�~  q92e ~ � | 95�{9 �  �9:��9:4 |  �9:� � w �¢�{9�� L z}w�� 9��

mga

9 |
mgb

ª � 9 ¡ �6y>~ e c e�9�  w/�Bw  �9 �6z 4 � � 7 z{~��o� 9
�69%  w ¡:y 46� | w 4 | 95�69 � 9-N |{y 4gª � 9: � �9 A ¡:~ 9�� | �87 | 9 z � ~ 467�9 ©6w>z �89:�T9�e © 7 z{~ 9�4 ¡ 9���9:4   w>xqy?z}w�|}y?~�z 9�� w 46�
 �9�� ��� 9� � �9��-  w « y?z{¡ 9 L z}w��o~�| w�|}~�y 46469: � �9�9�4 |}z 9§�69 � e x�y?�  �9:�-9�� | ��9:� �6z 7�9>ª � 9N« �8|Tz 7 w   ~ �¢7�  w ©6z 9�� ~ x z 9
« y?~ � ©ew>z � w�� 9�46� ~ � � 9�4 J ¤(O?�8ªQK� � �9�9�� |N|}z¢y?�8� 7�9 w�� 9 ¡J� 469u« w>~�x  �9 ©8z 7 ¡�~ � ~�y 4Q4 � ��7 z{~���� 9 -�9 |N©�y?�8z
� 469 ©   w L>9%�69%� ~ � | w 4 ¡ 9�9�4 |{z 9� �9:� �69 � e � w �{�¢9:� © 9 � 7 | 9�46� � 9BªQj w 48�� �9%� � � | x:��9�� y   w>~�z 9>���{9 �  ��  �9��
©6z¢y � �8~�| �

Gm
y��

m
9:� |   w � w �¢�{9�� �#¡�y?z{© � ¡ 7: �9:� | 9�� y 4 |-¡�y 464 � � w�� 9 ¡�� 469 |}z x:�*L z{w 46�69 ©8z 7 ¡�~ � ~�y 4gª

� 9 � 9�4 y 46���# p` 7 ���ewB|}~�y 41�69   w � � 4 w � ~��o� 9u��` � 469 ©6w>z¢|{~�¡:�  �9 ©qy 4 ¡ |}� 9� � �9u7 ¡:z¢~�| 9u� y?� �§  w « y?z � 9

m
d2xi

dt2
= mgg

i.

K� � �9 © 9 �8| ��` w>©6©   ~���� 9 z � w 46�T �9 ¡:w � y��
gi

9:� |�©6z{wB|}~��o� 9:��9:4 |T¡�y 46� | w 4 | � ©ew>z 92e�9:� ©  �9 �<  w � �6z « w>¡ 9
�69N  w ��9 z¢z 9>ª�¦ z-~   � wJ� 4#« w>~�| 92e © 7 z{~ � 9�4 |}w   z 9 ¡:y 464 �W©ew>z £ w   ~  �7�9>� ©qy?©6�   w>z¢~ �{7 w�� 9 ¡   ` 92e © 7 z{~ 9:4 ¡ 9
� ��|}�8~���� 9N�69§  w5|}y>�6z �69 ��~ �{9>� ��� 9 |}y>� �- �9:� ¡�y?z{© � ¡ ���8| 9:4 | �69§  w � ,:��9�« w � y 4 ~ 46�67 © 9:48� w ��� 9�4 |
�69  �9 �6z � w �{�¢9J9 | �69  �9 �8z�¡:y � ©�y � ~�|{~�y 4 ~ 4 | 9 z 469Bª � 9:  w ©6z¢y?�8� 9 ��� 9

m = mg.

� 9 ¡�~ 9:� | |{y?�8| �W« w>~�|�z 9:� w>z¢�o�6w>x  �9 ©6�6~ � ��� 9
m

9 |
mg

� y 4 | �69:� ¡�y 4 ¡ 9 ©8| � ¡:y � ©  dx | 9:��9:4 | � ~d� 7 A
z 9�4 | �:ª � ` 9:� |5¡ 9 ��� ` y 4 w>©6© 9: � �9u �9 ©8z{~ 4 ¡:~�© 9 ��` � 4 ~�� 9 z � w   ~�| 7 �69J  w ¡ ���8| 9<  ~�x6z 9Bª �   © 9 z ��9 | ��` 7 ¡:z¢~�z 9
  ` 7 ���ew�|}~�y 41� � � y?�8� 9:��9:4 | ��` � 469 ©ew>z¢|{~�¡��  �9�� w 46� � 4 ¡ �ew � © �69kL z{w���~�| wB|{~�y 4

gi
� y?� �N  w « y?z � 9

d2xi

dt2
= gi.

� ` 9:� | � 4 7 |}wB| �69"« wB~�| 9�4 |{� 7 y?z¢~ 9Q�69 � 92N |}y 4 �69Q  w L z{w��o~�| wB|{~�y 4 � w>~ � ~  �9�� | z}w>~ � y 464 w>x  �9 �69
© 9:46�¢9 z§�o� 9 ¡ 9 ¡�~ 9�� |§� 4Q« w>~�|�¡:z{�8¡:~ w   ª

� y 46� ~ �67 z{y 46�1� w>~ 4 | 9:4 w 4 | � 4 y?x �{9 z �BwB| 9 �6z � w 48� z{y>|}wB|}~�y 4 9 | ��` w>¡:¡ 7: �7 z}w�|}~�y 4 ¡:y 48� | w 4 | 9
ai���6~�w ©�y?�8z 7 �o�6wB|}~�y 4

xi(t) = ait2/2
©�y?�8z �69�� �Bw  �9 �6z � ~ 4 ~�|}~ w  �9:� w �67 ���ewB| 9:��ª �   4 ` 9�� | ©ew �<� ~ « A

ce¡�~  �9<�69 �?y?~�zu��� ` � 4
7 � 7:489:��9:4 |<z 9 © 7 z 7 ©ew>z
(t, yi)

9:� |/z 9 © 7 z 7 ©ew>z  �9�� ¡:yoy?z � y 46467�9:�
(t′, yi′)

�69
  ` y?x �¢9 z �>w�| 9 �8z%wB¡:¡ 7� �7 z 7 � �6~��Bw 4 |   w « y?z � �  �9

t′ = t et yi′ = yi − 1

2
ait2.

� 489 ©6w>z¢|{~�¡:�  �9u  ~�x6z 95��` 7 ���ewB|}~�y 4
yi(t) = vit + yi

0

9�� | �67 ¡�z{~�| 9 ©ew>z   ` y?x �¢9 z �>w�| 9 �8zNw>¡:¡ 7: �7 z 7 ©ew>z   w
¡:y>�6z{x 9

yi′(t)
���6~�� 7 z¢~dc 9  p` 7 �o�6wB|}~�y 41� �6~��Bw 4 | 9

d2yi′

dt2
= −ai.

� 9 |¢| 917 �o�6wB|}~�y 4 � � � y?�8� 9:��9:4 | 9:� | � z{w>©6©6z¢y�¡ � 9 z �69 ¡ 9: � �9 � ` � 489 ©ew>z¢|{~�¡��  �9�� w 46� � 4 ¡ �ew � ©
�69BL z}w��o~�|}wB|}~�y 4

gi ©6z}w�|}~���� 9�� 9�4 | ¡�y 46� | w 4 | ª K�4 ¡�y 46�¢7 ��� 9:4 ¡ 9>�%4 y?� �"469 ©qy?�8�?y 46� ©6w � � w��?y?~�z
1
G ' 6, 673× 10−11 2 3 k �ba −1 kC9 −2 k

;>=



  yo¡�w  �9:��9:4 | � ~ 4 y?� ��� y ��� 9�� � 4 y?x �{9 z¢�BwB| 9 �6zL~ 489 z¢|{~ 9�  y?x �¢9 z �>w 4 |�� 469 ©6w>z¢|{~�¡:�  �9�� �8x6~ �¢� w 4 |   ` w>¡�|{~�y 4
��` � 4 ¡ �ew � © L z}w��o~�|}wB|}~�y 46469�  � 4 ~ « y>z ��9

gi y?�<x8~ 9:4/� ~ 4 y?� ��� y ����9:� � 4 y?x �{9 z �BwB| 9 �6z � w 46� z¢y>| wB|{~�y 4
� w>~ � wB¡:¡ 7� �7 z 7>��� ` w>¡�¡ 7� �7 z{wB|}~�y 4

ai = −gi
� y?x �{9 z¢�Bw 4 |�� 469 ©ew>z |}~�¡��  �9   ~�x8z 9>ª � 9 |¢| 9Q« y?z � �   wB|{~�y 4

��` w>©6© 9: � �9 w   y?z �T �9 ©6z¢~ 4 ¡�~�© 9u��` 7 ���6~��Bw  �9:4 ¡ 9 « wB~�x  �9>ª
j59T« w � y 4¥7 �o�8~��Bw  �9�4 | 9>� ¡ ` 9:� |   wN¡ 7�  x x6z 9 �8~ � |{y?~�z 9 �89T  ` w � ¡ 9:48�{9 �8z 9:4 ¡ ���8| 9�  ~�x6z 9-� w 48�X �9 ¡ �ew � ©

L z{w��o~�| wB|{~�y 46489: L�69   w ��9 z{z 9>� z 7:9: � �9�� 9�4 |%� 7 ¡:� 9 �  p` ~ 4 | 7 z¢~ 9 �8z ��` � 4 w��o~�y 4)� ~ �%9:4 ¡ ���8| 9   ~�x8z 9J9:4
¡:y>�6©ew 4 | �{9��N� y>| 9 �6z � ��� 9:  �o� 9:�N� ~ �:w>~ 489:���69u�¢9 ¡�y 46�69��:ªWK�4"9 � 9 | � ©qy?�6zT� 4 y?x �{9 z¢�BwB| 9 �6zNw>¡�¡ 7� �7 z 7
  ` 7 ���ew�|}~�y 41� � � y?�8� 9:��9:4 | ��` � 469 ©ew>z¢|{~�¡��  �9�  ~�x6z 9�9:� |

d2yi′

dt2
= −ai + gi

©qy?�6zu� 469 © 9:� w 4 | 9 �8z/¡�y 46� |}w 4 | 9
gi

ª�¦ z −ai + gi = 0
� w 46�  �9 z 7�« 7 z 9�4 |{~ 9� �9:4 ¡ �o��| 9�  ~�x8z 9 ¡ ` 9�� |

©qy?�6z{���6y>~  �9/� y>�8� 9�� 9�4 | ��` � 469 ©ew>z |}~�¡:�  �9<9:� |uz 9 ¡�|{~   ~ L?469J9 |5� 4 ~ « y>z ��9<� w 48� ¡ 9 z 7�« 7 z 9:4 |{~ 9:  x6~ 9�4
��� ` ~  +� y?~�|¥w>¡�¡ 7� �7 z 7W� � ©qy?~ 4 | �69 �o� 91� ` � 4 y?x �{9 z¢�BwB| 9 �6z¥~ 469 z |}~ 9:  ª�¦�4 � ~�|<��� ` ~  +9:� |   yo¡�w  �9:��9:4 |
~ 489 z¢|{~ 9�  ªQK�4 z 7 w   ~�| 7��69 � e ©ew>z |}~�¡:�  �9:��9:4 ¡ ���8| 9J  ~�x6z 9u�¢9 z}w>©6©8z{yo¡ � 9:4 |%¡�w>zN¡ 9 ¡:~ 4�` 9:� |%�Bw   w>x  �9 ��� 9
� ~  p` y 4"487�L?  ~ L?9

∂ijU
� ¡ ` 9:� | A � A � ~�z 9u �9��N9 � 9 | �N�69 � w>z 7�9>ª

� ��� d���VT%�� RD!uI'%�G0�QM K�� � ��V<% � K�� I !�# KNM OQU �1VT%��QRN% ��K O��S� � U % �]! �
# K��QRTK 	X!$% � # K

vLw)©6z 9�� ~ x z 9 � 7 z¢~dce¡:wB|}~�y 4 9�e © 7 z¢~ ��9:4 | w  �9W�691 p` 7-L w   ~�| 7#�691  w � w �{�¢9 ~ 469 z¢| 9W9 | �691  w � w �{�¢9
L z{w�� 9 w 7 | 7J« w>~�| 9 ©6w>z £ w   ~  �7�9 � 9 z � J � J = w�� 9 ¡ �69�� ©   w 46� ~ 4 ¡   ~ 467�� ©6�6~ ���  p` w>~ �69 � �)© 9:46� �  �9Bª � ~
L

�67�� ~ L?469   w   y 4QL � 9 �6z � �"© 9�46� �  �9>�e  w¥© 7 z{~�y �69
T

�69:� © 9 |}~�| 9:� y � ¡:~  �  wB|}~�y 4 9�� | � y 46487:9 ©ew>z

T = 2π

(

m

mg

)1/2 (
L

g

)1/2

y��
g

9:� |   ` w>¡:¡ 7: �7 z}wB|{~�y 4/�69�  w�© 9:� w 4 | 9 �6z � ª v ` y?x �{9 z¢�BwB|{~�y 4 � y 4 |}z 9 ��� 9 ¡ 9� � �9tA ¡�~ 9:� |-~ 46�87 © 9:46� w 4 | 9
� � z}w>©6©qy?z |

m/mg

ª � 9-N |{y 4 z 9 ©6z 9:46� z{w<¡ 9 |{| 9%9�e © 7 z¢~ 9�4 ¡ 9Bª vLw ©6z 7 ¡:~ � ~�y 4�9:� |}~ � 7�9§�¢9 z{w>~�| �69
10−3

ª
� 9 © 9:46� w 4 | �69:� z 7:� �   | w�| � ©   � � ©8z 7 ¡�~ � © 9 ��� 9:4 | , |}z 9 y?x8| 9�4 � � �   ` w>~ �89 ��` � 469 xew   w 4 ¡ 9 �69

|}y>z � ~�y 4 � �8~��Bw 4 |#� 469 ~ �67:91� � 9 �AK f>|¢�0f � ��  wuc 4 � � J O������J� ~ x ¡  �9>ª v 9�� 92e © 7 z{~ 9:4 ¡ 9:� z 7 ¡ 9:4 | 9:�
xew �¢7:9�� � �6z#¡ 9 ©6z{~ 4 ¡:~�© 9 y 4 | �69�� ©8z 7 ¡�~ � ~�y 46� w  �  w 4 |)/¢� � ��� ` �

10−12
ª b �  p` ~ � ©qy?z | w 4 ¡ 9 �69 ¡ 9 |{| 9

92e © 7 z¢~ 9:4 ¡ 9>�&4 y>� � w  �  y 46���67 | w>~  � �9 zT��� 9�  ��� 9 © 9 �  �9 ©6z{~ 4 ¡:~�© 95�69   ` 92e © 7 z{~ 9:4 ¡ 9>ª
� y?~ 9:4 | �69 � e � w �¢�{9:�

a
9 |
b

� ~�|{� 7:9�� wB� e 92e |{z 7:� ~�| 7:�#3l9 | ��� � he7 w>� � ` � 489 xew   w 4 ¡ 91�69
|}y>z � ~�y 4 ���6~ 9:� |�z 9�  ~ 7§9�4"¦ w>� c  q�69 |}y?z � ~�y 4g��  �6~ A � ,:��9 c e�7 w>�Wx ��|}~ ª v 9���� w �{�{9����69�� ¡:y>z{© �

a
9 |

b
� y 4 | � �6©6©qy �{7�9:� |}z x:� �>y?~ � ~ 469��:ª v 9 x �B|}~ �69¥  w xew   w 4 ¡ 9¥�69 |}y?z � ~�y 4)9:� | c e�7 � w 46�5 �9 z 7�« 7 z 9�4 |{~ 9� 

  ~ 7 �   w � �6z « wB¡ 9J�69<  w ��9 z¢z 9Bª �  �9�� | � y 4 ¡ 9:4 z¢y>| w�|}~�y 4 ©6w>z%z{w>©6©qy?z¢|%w>�"z 7 « 7 z 9:4 |}~ 9: 'L?7 yo¡ 9�4 |}z{~���� 9
� �8©6©�y �{7 ~ 469 z |}~ 9:  ª �   � w � y 4 ¡�� 469 w>¡:¡ 7: �7 z}wB|{~�y 4 ¡ 9:4 |}z¢~ « � L?9

ci
�89�4 y?z ��9 | ci | = Rω2 cosφ

9 |
  ` w>¡�¡ 7: �7 z{wB|}~�y 4

gi
� * w>� ¡ �6w � © L z{w���~�| wB|{~�y 48469: g�89J  w ��9 z{z 9>ª

�
g ' 9, 8 2 kI9 −2 k

; J



φ

c

g

ω i

i

i

v 9:�§� w �¢�{9��§� �6x6~ �{�{9�4 |5z 9:� © 9 ¡ |}~�� 9:��9:4 |  �9���« y?z{¡ 9:�§� �6~��>w 4 | 9:�
F i

a = mgag
i +mac

i et F i
b = mgbg

i +mbc
i

y��
mga

9 |
mgb

� y 4 |  �9:��� w �¢�{9:� L z}w�� 9��u9 |
ma

9 |
mb

 �9:��� w �¢�{9:� ~ 469 z¢| 9��:ª j57:� ~ L?4 y 46� ©ew>z
ni

 �9
� 9 ¡�| 9 �6z§� 4 ~�| w>~�z 9�9�4)¦ � y 464 w 4 |   w � ~�z 9 ¡�|{~�y 41� � c  �9 |%©qy � y 46�

T i = Tni et Ci = Cni

y��
T i

9:� |   w�| 9�46� ~�y 4 9�e�9 z{¡ 7:9 ©6w>z  �9�h67 w>� � �6z  �9 c  �9 |
Ci

 �9 ¡�y?�6©  �9/9�e�9 z{¡ 7 ©ew>z  �9khe7 w>� � �8z  �9
c   ª

bati

fil de torsion

A

B

n

F

F

a

b

i

i i

3a  ` 7 ���6~   ~�x6z 9>�o4 y?� � w��?y 48� �
F i

a + F i
b = T i et εijk(OA)jF k

a + εijk(OB)jF k
b = Ci

�  -« w>�8| �87 | 9 z � ~ 469 z
C

ª ��y?�6z¥¡ 9:  w 4 y?� � ¡�w   ¡:�   y 46�
CiT

i
��� y?~�|

CiT
i = εijk(AB)iF j

aF
k
b

�29 |¥©ewBz
� �8~�| 9

C =
1

| F i
a + F i

b |εijk(AB)iF j
aF

k
b =

mgamb −mamgb

| F i
a + F i

b | εijk(AB)igjck.

�
εijk = 1 9CM i, j, k Q =PBC2WREFI58FCM>K&7 Q:5&MVBI=)3E= ������� �]=UF εijk = −1 9CM i, j, k Q =PBC2WREFI58FCM>K&7 M>2DQ:58M>BI=G3E= ������� �]=UF

εijk = 0 9OM 3E=PREhGM>7:3EM ?U=+9�9OKL7�F�M 3E=P7LFIM ��R6=+9Ak
;?;



� y>� � �>y �>y 46� ��� 9W �9 ¡�y?�6©  �9
C

� 9�� �6z 9W� ~�z 9 ¡ | 9�� 9�4 |   w 4 y 4�A ¡:y   ~ 467 w>z{~�| 7#�69��<« y?z{¡ 9:�
F i

a

9 |
F i

b

ª
� ` 9:� |N/¢� � | 9�� 9�4 |  �9 ¡:w ��� ~

mga/ma 6= mgb/mb

ª K�4 |{y?�6z 4 w 4 |  �9 x �B|{~ �69
180o

� y 4�7 ¡ �ew 4"L?9  �9��
� w �{�¢9:�

a
9 |
b

9 |N©ew>z�¡�y 46�¢7 ��� 9:4 |
C  −C ª � ~

C 6= 0
~   z 7�� �   | 9 w   y?z � � 469u�67 �o~ wB|{~�y 41� � h67 w>� ª

� y>|{y 46� ��� 91 �9:�¥9�e © 7 z{~ 9�4 ¡ 9��# �9:� ©   � � z 7 ¡ 9:4 | 9:�#� y 4 |#¡�y 46� ~ �67 z 7:9�� � w 46�¥ �9 ¡ �ew � © L z{w���~�| w A
|}~�y 46469� X� � � y  �9 ~   ª � ` 9:� |¥w>©8z x:� J ; � 9 �6z 9�� ��� 9� �9��u� w �¢�{9��

a
9 |
b

� y 4 |J~ 4 | 9 z � 9 z |}~ 9:��L z �>¡ 9 �Q  w
z{yB| wB|{~�y 4 �69�  w ��9 z{z 9Bª v 9 ©6z¢~ 4 ¡�~�© 95��` 7 ���6~��>w  �9:4 ¡ 95« w>~�x  �9§�{9�� x  �9 w>~ 48� ~qz 9:� w>z¢�o�6w>x  �9�� 9�4 |T� 7 z{~~c 7
��ªsj w 46�% �9�« �8|}�8z � ~  �9:� |§©6z 7 �o� �89:�N92e © 7 z{~ 9:4 ¡ 9:�%� wB| 9: �  ~�|}w>~�z 9:� ( � � ��� ¦ �6� ¦ � K 	 � � ��� ¦ � wB| 9:  A
  ~�| 9	� � y � © 9�46� wB|{~�y 4m�69 |}z{w>~ 487:9 ©qy?�6z   ` ¦ x �{9 z �BwB|}~�y 4m� � ��z¢~ 4 ¡�~�© 9 ��`�K �o�8~��Bw  �9�4 ¡ 9 � 9 | � �MK �
	�� ��������� �����
	��
������������������� ��� ���������
� � 
�������������� � ª/j59 � e ¡:y?z¢© �%� w �¢� ~ « ��  ~�x6z 9:� �#  ` ~ 4 | 7 z{~ 9 �6z � � � w A
| 9� �  ~�| 9N� y 4 | 9:4 y?z¢x6~�| 9 wB�8|}y?�8z �69�  w ��9 z¢z 9>ª6¦�4W9:� © x z 9 z 9�� © 9 ¡ |}~�� 9:��9:4 |�� 489 ©6z 7 ¡:~ � ~�y 4W�69� p` y?z � z 9
�69

10−15
9 |

10−17
ª

� ��� [ ��U !uI'% G � O1K � R �WV"!�O %L� �JK�V K�I �1VT%��QRN% ��K O �S� � U % �]!$#�K��QRTK
	 !$% � # K

��y?�8z � 4 y>x �{9 z¢�BwB| 9 �6z ~ 469 z |}~ 9: N� w 46�   ` 9:� ©ew>¡ 9tA | 9:� © � L w   ~  �7:9�4g�X  ` 7 ���ew�|}~�y 4 �69 � ¡ �6z3f � ~ 4QL?9 z
©qy?�6z   w « y 4 ¡�|{~�y 4 ��` y 46�69

Ψ
�67 ¡�z{~��Bw 4 |�� 469 ©ew>z |}~�¡��  �9 ©�y 4 ¡�|}� 9: � �95�69u� w �¢�{9 ~ 489 z¢| 9

m
� y?� � ~ �¢9 �

� 469 7�469 z L ~ 9 ©qy>| 9�4 |{~ 9� � �95��` ~ 4 | 9 z{w>¡�|{~�y 4
V

w ©qy?�6z 92e ©6z 9:�{� ~�y 4

i~
∂

∂t
Ψ = − ~

2

2m
4Ψ + VΨ

y��
~

9:� |   w¥¡:y 46� | w 4 | 9/�69 �   w 4 ¡ P ��ª
��z 9:4 y 46� � 469 ©ewBz¢|}~�¡:�  �9�  ~�x6z 9%9 |��>y��?y 46� ��� 9: � �9��¢9 z{w   w �69�� ¡:z¢~�©8|{~�y 41�89 ¡ 9: � �9tA ¡:~�©ew>z�� 4 wB�8|}z 9

y?x �¢9 z �>w�| 9 �8zJ~ 469 z |}~ 9:  ���6~ 9:� | �67 c 4 ~�©ewBz�� 469 |}z{w 46� « y?z � wB|}~�y 4 � © 7 ¡:~�w  �9 �69�£ w   ~  �7�9/�89 ��~�| 9��{�{9
v� w 48�§  w � ~�z 9 ¡ |}~�y 4

x
ª � y?� � |}z¢y?�8�>y 46�

i~

(

∂

∂t′
− v

∂

∂x′

)

Ψ = − ~
2

2m

∂2

∂x′2
Ψ.

v ` 7 ���ewB|}~�y 4 �69 � ¡ �6z3f � ~ 4QL?9 z w>�6z{w   w � ,:��9<« y?z ��9¥� ~ 4 y?� � ¡ �ew 4QL?9 y 46�   w « y 4 ¡ |}~�y 4���` y 46�69 ©ewBz
� 4 | 9 z ��9u�69 ©6�ew �¢9

Ψ′ = Ψ exp− i

~

(

mvx′ +
1

2
mv2t′

)

.

� 
j; de58REF"FIK&REF 3E=D2 [ 2D=N9CM>a&7:5&;V=PB ��R ^ MV; ��5 ��R6=A; ��R6=P9"587:76JA=+9<?A=ABCFI5&MV76=+9 =AhEQ JPBCM>=A7:?A=P9<K&7�F 9OR:a&a&JPBCJ ; ^ =UhEM 9 FI=A7:?A=3g^ R676=D?UM>7 ��R6M$#A2D=fd KLBI?A=�� 3EK&7:? Q:5&9T76J+?U=P9I9I58M>BC=P2N=P7�F a&BS5ZYbM FS5cFCM>K&7:76=A;>;V= � ��R6M ?UK&7�FIBCM>\6R6=PBI5&M FT36=W; 5@de5&%UK&7$9CR6M>Yc587�FC= �
;_^ JP76=ABIa&M>="Q K&FC=A7�FIMV=P;V;>= 3g^ M>7�FC=PBI5L?`FCM>K&7 V = −G∞mamb

r

(

1 + αab exp− r

λ

) K&' G∞
=P9OF';>5NYc58;>=AR:B'3E= ;>5D?AK&7:9OFI5&7LFI=3E= � = ��FCKL7 � ;_^ M>7�
:7:M � λ R676=@QXK&BCFCJA=DM>7�FC=ABI2DJP3EM 58M>BI=N3E=@;_^ K&BS3EBC=D3E= �)(&()2 � � �b2 =AF αab

9O=PBI5&M F R67 ?UKb=+*@?AMV=P7�F3EJPQ =P7:36587�F'3E="; 5N?AK&2DQXKL9CM FIMVKL7G3E=+9�?UK&BIQ:9 a =UF b � |αab |< 10−4 k-, ^ K&BIM>a&M>76=<36="?A=UFCFC=<d K&BS?U="YbMV=P7:3EBS58MVF�36R ?AK&R6Q6; 58aL=5ZY&=+?@;>=G76KL2 \6BI=)3E= \:5&B �LK&7:9 K&R H �bQ =PBI?SH 58BIa&=�3EJPQ =P7:36587�F@3EK&7 ?)3E= ;>503EM/.XJPBC=P7:?U= 3E=P9WBI5&Q6QXK&BCFI9 B/µ � 76K&2W\6BI=3E=0\:58B �&KL7:9�9CR6BG; 5�2@5&9I9C=$=A7 R:76M FIJ 58FCKL2NM ��R6=&k104?P58R:9C=�3E= ?U= ?UK&R:Q6;>5&a&= � 3E=P9 ?UKLBCQ 9�2@5&9I9OMVde9)36=03EM/.XJPBC=P7�FC=P9?UKL2DQ K�9OMVFCM>K&7:9�7:=TFIK&2W\ =PBI5&MV=P7LF�Q:5L9�3E= ; 5W2 [ 2N="de5&%UKL7 k
�
~ ' 1, 054 573× 10−34 2 kC9Pk

;>�



3 ~ 46� ~   w « y 4 ¡ |}~�y 41��` y 46�69 4�` 9:� |%©6w � � 4Q� ¡�w   w>~�z 9�� y?� � � 469 |}z{w 46� « y?z � wB|}~�y 4W�69/£ w   ~  �7�9>ª � 9 �6z 9 � A
�{9�� 9�4 | �¢9 �  �9   w 4 y?z � 9u9�� | � 9�� �6z{w>x  �9 ©6�6~ � ��� 9 ¡ ` 9:� |   w �89:46� ~�| 7J�69 ©6z 7:�{9�4 ¡ 9J�69   w ©ewBz¢|}~�¡:�  �9>ª

� y?� � w  �  y 46�+4 y?� � ©qy �{9 z � w>~ 4 | 9�4 w 4 |   w � ,:��9 ��� 9:� |}~�y 41� wB~ � ©qy?�6z   ` y?x �¢9 z¢�BwB| 9 �6z�w>¡:¡ 7: �7 z 7B�
��` w>¡:¡ 7: �7 z}w�|}~�y 4 ¡�y 46� | w 4 | 9

a1
� w 46�N  w � ~�z 9 ¡�|}~�y 4

x
�e9 | � w 46� z{y>|}wB|}~�y 4gª � y?� � |}z¢y?�8�>y 46�

i~

(

∂

∂t′
− a1t′

∂

∂x′

)

Ψ = − ~
2

2m

∂2

∂x′2
Ψ.

v ` 7 ���ewB|}~�y 4 �89 � ¡ �8zgf � ~ 4QL>9 z+©�y?�8z  p` y>x �{9 z¢�BwB| 9 �6z w>¡:¡ 7: �7 z 7 ©6z 9�46� � 489%« y?z � 9N� ~ � ©  �9�� ~   ` y 4�9 � 9 ¡ A
|}� 9J �9 ¡ �ew 4QL>9:��9:4 | �69 ©6�ew �¢9

Ψ′ = Ψ exp− i

~
ma1

(

x′t′ +
1

6
a1t′3

)

¡:y 46� �6~ � w 4 |%w   y>z � �#  ` 7 ���ewB|{~�y 4

i~
∂

∂t′
Ψ′ = − ~

2

2m

∂2

∂x′2
Ψ′ +ma1x′Ψ′.

� y?� � ©�y>�8�?y 48�X� wB~ 4 | 9�4 w 4 |Xz 9 � 9�4 ~�z2w>� ©6z¢~ 4 ¡�~�© 9 ��` 7 ���6~��Bw  �9�4 ¡ 9T« wB~�x  �9>ª v ` 7 ���ewB|}~�y 4¥�69 � ¡ �6zgf A
� ~ 4QL?9 zJ©qy?�6z � 469 ©ew>z¢|{~�¡��  �9#�69�� w �{�{9 ~ 469 z¢| 9

m
� w 46� � 4 ¡ �ew � © �89 L z{w��o~�| wB|{~�y 4 � 4 ~ « y?z ��9

g1� w 48��  w � ~�z 9 ¡ |}~�y 4
x

¡:y>z{z 9�� ©qy 46� ��  ` 7:469 z L ~ 9 ©�yB| 9:4 |{~ 9: � �9
V = −mgg

1x
y��

mg

9:� |   w � w �{�¢9
L z{w�� 9>�e� y?~�| �

i~
∂

∂t
Ψ = − ~

2

2m

∂2

∂x2
Ψ −mgg

1xΨ.

� y>� � w��?y 46�u� y 4 ¡   ` w 4 w   y L � 9 ���ew 4 |}~���� 9 � � ©6z{~ 4 ¡:~�© 9/��` 7 ���6~��Bw  �9:4 ¡ 9¥« w>~�x  �9 ( � ~
m = mg

4 y>� �
w>�6z¢y 46� � 469 �69:� ¡:z{~�©8|}~�y 4 7 ���6~��Bw  �9:4 | 9B� � � 469 |}z{w 46�¢« y>z � wB|}~�y 4 � 4 ~�|}w>~�z 9 ©6z x��:��9:4 ©8z 9:4 w 4 |

a1 =
−g1

ª � y?� � 4 yB|}y 46� ��� 9�4 y?� �u4�` w��>y 46� ©ew �  �9 ©6z¢~ 4 ¡�~�© 9¥��` � 4 ~�� 9 z � w   ~�| 7 �69#  wW¡ ���8| 9�  ~�x6z 9<��` � 469
©ew>z |}~�¡:�  �9 ���ew 4 |}~��o� 9>ªqK�4 |{y?�8|�¡�w ��� � 4 y?x �{9 z¢�BwB| 9 �6z 9:4 ¡ ���8| 9"  ~�x6z 9W�¢9 z{w   y�¡:w  �9�� 9�4 |¥~ 469 z¢|}~ 9: 
� w 48�§ �9 ¡�w � z 9 ���ew 4 |}~��o� 9>ª

��y?�8z 9:�{� w�� 9 z �69< �9 � 7 z{~~c 9 z 92e © 7 z{~ � 9�4 |}w  �9�� 9�4 | � ~  L« w>�8| � ~ � ©qy �{9 z ��` � 469 9�e © 7 z¢~ 9�4 ¡ 9 ���ew 4oA
|}~���� 9-� w 46� � 4 ¡ �ew � © �69qL z{w��o~�| wB|{~�y 4 � 4 ~ « y?z � 9B��9:4J  ` y�¡�¡:�6z 9:4 ¡ 9 ¡ 9:  �6~ �69-  w ��9 z{z 9>ª � ` 9:� |2©�y �{� ~�x  �9
w�� 9 ¡  p` ~ 4 | 9 z « 7 z¢y � 7 |}z¢~ 9��W469 ��|}z{y 46�u9 |  p` 9�e © 7 z{~ 9�4 ¡ 9 w 7 | 7¥« w>~�| 9J9:4 J OE¤>D�ª � 469 � y>�6z{¡ 9 7:��9 | �69��

S

M

A B

D C

h

l
��� 7 5�BIJP?A=A2D2D=A7�F K&\:9C=ABIY&J 36=P9 JAFI58FI9 ;>M>JP9 3E= ?U=AFOFI= J ��R:58FCM>K&7f3E=��E?SH6B��b36MV76aL=AB =P7"de58M 9C5&7�F BC=P\ KL7:3EM>B 3E=+9 76=PREFCBIK&7 99CR6B�R67lQ6; 587 H6K&BIM��PK&7�FI5&;

;B@



469 �8|}z¢y 46�N �9�4 | � � � 469 �o~�| 9:�¢�{9
v
ª �   �Ww¥�o�6wB|}z 9 ¡:z{~ � |}w>� e ���6~�z 7-h67 ¡ �6~ �{�¢9:4 |5©6w>z¢|{~ 9: � �9�� 9�4 |  �9%« w>~ �CA

¡ 9 w>� �69§469 �8|}z¢y 46�:ª vLw/©ew>z |}~ 9 � 3 � 9�� |T�6y?z{~ �:y 4 |}w  �9 w>~ 46� ~&��� 9 j � �f� w>~ � � � 489 �ew>��| 9 �8z
h
ª �   �

w �69 � e ¡ � 9:� ~ 48� ©�y �¢� ~�x  �9�� ���6~ �{9 | 9 z � ~ 489:4 |N©ew>z�� 469 � �6© 9 z¢©�y � ~�|{~�y 4 ���ew 4 |{~���� 9u9:4 �
ª �  ���` w L ~�|
� y 4 ¡Tx6~ 9:4<� ` � 4 ©8� 7:4 y �9x�469T��` ~ 4 | 9 z « 7 z 9�4 ¡ 9 ���ew 4 |{~���� 9 9:4 ©6z 7:�¢9:4 ¡ 9���` � 4 ¡ �ew � © �69 L z}w��o~�|}wB|}~�y 4gª

� y?� � ©qy?�8�?y 46� « w>~�z 9N  wu|}� 7 y?z¢~ 9§�69% p` 9�e © 7 z{~ 9�4 ¡ 9%� w 46�  �9 ¡�w � z 9%�695  w |{� 7 y?z¢~ 9 ���ew � ~ A ¡   w �¢� ~��o� 9
�69   ` 7 ���ew�|}~�y 41�69 � ¡ �6zgf � ~ 4QL?9 z

Ψ ∝ exp

(

−iEt
~

+
i

~

∫ x

p(x)dx

)

avec p(x) =
√

2m(E − V (x))

y��
m

9:� |   w � w �{�¢9/� � 469 ��|}z{y 4 � ª&3 ~ 46� ~ �e �9:� �Bw>z{~�wB|}~�y 46���69 ©6�ew �¢9<� �6z  �9:� ©ew>z |}~ 9�� �8y?z{~ �:y 4 | w  �9:�
� y 4 |§z 9:� © 9 ¡ |}~�� 9:��9:4 |

δSABφ =
l

~

√
2mE et δDCMφ =

l

~

√

2m(E −mgh).

w�� 9 ¡   ` 7:469 z L ~ 9 ©qy>| 9:4 |}~ 9: � �9 ©6z{~ �{9"4 �  � �9"� �8z 3 ����ª v 9�� ©ew>z |}~ 9:��3 jf9 | � � � y 4 | � � ��7 |{z{~���� 9��
9 | � y 48469:4 |   w � ,�� 9 ©8�ew �{9Bª ��w>zQ¡:y 48�{7 ��� 9�4 | �5 �9 �67 ©6�6w � w L>9
�69�� �89 � e ¡ � 9�� ~ 46�Q9:4�� 9:� |
δφ = δSABφ− δDCMφ

ª/K�4"�67 � 9:  y>©6©ew 4 | 9:4
g
�84 y?� � y?x�| 9:4 y 46�N  ` 92e ©6z 9:�{� ~�y 4 w>©6©8z{yo¡ � 7:9

δφ ≈ mglh
√

2mE

2~E
soit δφ ≈ mglh

1

~v
.

3 ~ 46� ~  �9#4 y � x6z 9 �89 469 �8|}z¢y 46� ¡:y � ©8| 7�� 9:4 � z 7�� �   | w 4 | �69  p` ~ 4 | 9 z « 7 z 9:4 ¡ 9 �Bw �67 © 9:46� z 9 �89   w
�Bw  �9 �6z �69

δφ
ª �  -9:� |<wB~ �{7#�69#� y � ~dc 9 z

h
9:4 « w>~ � w 4 |u|}y>�6z 469 z  p` ~ 4 | 9 z « 7 z¢y �9x |}z 9 w>�8|{y?�6z �69#  ` w e�9

3 � « w>~ � w 4 |Jw>©8©ew>z}w ��|}z 9¥�69��J� w e ~ � � � �%9 | �69�� � ~ 4 ~ � � � ��ª � 9 ¡:~-© 9 z ��9 | �69#�67 | 9 z � ~ 489 z
g

w>�
¡ 9�4 |}~ x�� 9 ©6z x:��ª v ` 92e © 7 z¢~ 9:4 ¡ 9 w 7 | 7u« w>~�| 9u9:4 z 7 « 7 z 9:4 |}~ 9:  w>¡�¡ 7: �7 z 7>ª

� ��� [ ��U !uI'% G �QM��1K���ILG � % K�� �QKNM\OQU � G<U �<K�� K��#I�O��CU � � U %�O1K

�  %�¢9 z{wm�8|}~  �9"�69 ¡�y 464 w ��|}z 9 � w 46�W  w � �6~�| 9  �9�� 7 ���ewB|}~�y 46� �69   w |}� 7 y?z¢~ 9"�69 � 9-N |}y 4 �69   w
L z{w��o~�| wB|{~�y 4�� w 46�T �9 ¡:w �T� ` � 4 h �6~ �69%�67 c 4 ~g©ew>z   w �69:46� ~�| 7 �?y   � � ~���� 9%�695� w �{�¢9

ρ
�� �9 ¡ �ew � © �69

�o~�| 9:�{�¢9:�
vi

9 |   w ©6z 9:�{� ~�y 4
p
ª v 9 ©qy>| 9�4 |}~ 9� g�69kL z{w��o~�| wB|{~�y 4

U
� wB|}~ �¢« w>~�|   ` 7 ���ew�|}~�y 41�69 ��y?~ �{� y 4

4U = −4πGρ

9 |  �9:��7 ���ew�|}~�y 46�N� � � y?�8� 9:��9:4 | � � h �6~ �69 � y 4 |
∂

∂t
ρ+

∂

∂xi

(

ρvi
)

= 0

∂

∂t
(ρvi) +

∂

∂xk
(ρvkvi) = ρ

∂

∂xi
U − ∂

∂xi
p

�
m ' 1, 7× 10−27 �ba k� , 5D9CK&R6BS?U="Q6BIKE3ER6MVF�36=P9�76=PREFCBIK&7 9�;V=P7LFS9�3E= ;>K&76aLR6=AR6B�3g^ K&7 3E= λSAB ' 1, 4 � k

;?D



� w 48�  �9:� ��� 9: � �9:�< �9 ©6z¢~ 4 ¡�~�© 9 ��` 7 ���6~��Bw  �9�4 ¡ 9 « wB~�x  �9 w 7 | 7 w �6� ~ ��ª �  +« w>�8| x6~ 9:4 �P* z#w6/¢y?�8| 9 z¥� 469
7 ���ew�|}~�y 4"� ` 7 | wB|

ρ(p)
ª

v 9 ©6z¢y?x  dx:��9u�69 �69 � e ¡�y?z{© �%7 | 9:48� � �
a

9 |
b

9�� |%¡ 9:  �6~ �69J�69 � e x�y>�  �9��§�89kh �6~ �69Bª vLw � w �{�¢9
�69 ¡ �ew>��� 9 ¡:y>z{© �N9:� |

ma =

∫

ρad
3x

���6~ 9:� |5x8~ 9:4Q�P* zN¡:y 46� | w 4 | 9>ª v 9 ¡ 9:4 |{z 9J�69 � w �¢�{9
ai

� � ¡�y?z{© �
a

9:� | �87 c 4 ~L©ewBz   w¥z 9�  wB|{~�y 4
∫

ρa(x
i − ai)d3x = 0 soit maa

i =

∫

ρax
id3x.

K�4 �87 z{~��Bw 4 |N©ew>zNz}w>©8©�y?z |§w>�1| 9�� © ���e4 y?� �N9�4 �67�� �6~ � y 46� ��� 9

maȧ
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dŨdṼ +
r2 sin2(Ṽ − Ũ)
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∫
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Ṗ ' −2, 4 × 10−12.���6~ � ��� 9 ¡ 9#� � � | x:��9��89��89 � e ¡�y?z{© � �¢9:� x  �9 ©6z{y?©8z 9>� ¡ ` 9:� | A ��A � ~�z 9 � w 48�J« y?z¢¡ 9 © 9 z |}�6z¢xewB|}z¢~�¡ 9 �69
« z 9 ~ 4 w L?9>��  w �{9 �  �9 �E�o©qy>|}� x��{9 ©qy �{� ~�x  �9T9�� |���� 9 ¡ 9 |¢| 9�� ~ � ~ 4 �8|}~�y 4 z 7:� �   | 9T� � z{w��>y 46469�� 9�4 | L z}w��o~ A
| w�|}~�y 46469: �� � � � � | x�� 9Bªg3 � 9 ¡   w « y?z � �  �9 �o�6w � z{�8©�y   w>~�z 9<��`�K ~ 46� | 9 ~ 4g�q4 y?� � ©qy?�8�>y 46� ¡:w   ¡��  �9 z  �9
� y � 9�4 |����ew � z¢�6©�y   w>~�z 9

Qij ©�y?�8z  �9�� y?�8� 9:��9:4 | 4692N |}y 4 ~ 9:4#�69����69 � e ¡:y?z¢© � ©�y 4 ¡�|{� 9: ���9 |-w>~ 46� ~
�67 | 9 z � ~ 469 z   w¥© 9 z¢| 9J� ` 7�469 z L ~ 9 |}yB| w  �9

c
d

dt
P 0

T = −32G4

5c5
m2

am
2
b(ma +mb)

a5

1

(1 − e2)7/2

(

1 +
73

24
e2 +

37

96
e4
)

w�� 9 ¡
cP 0

T = mac
2 +mbc

2 + E
y��

E
9:� |  p` 7�469 z L ~ 95469-N |{y 4 ~ 9�46469J� � � � � | x:��9

E = −Gmamb

2a
.

vLw �{9 �  �9 ���ew 4 |}~�| 7 � � � ¡ 9 ©8|}~�x  �9 �69 �Bw>z{~ 9 z 9�� |  �9u�69�� ~ A L z{w 46� w e�9
a

©ew>z   w « y?z � �  �9
1

a

da

dt
=

2a

Gmamb

dE

dt
.

¦ z   w © 7 z{~�y �89��69 z 7 �?y   �8|}~�y 4
P

9:� |%z 9:  ~ 7:9 �
a

©ew>z   w¥|{z{y?~ � ~ x�� 9%  y?~ �69�� 9 ©  �9 z

P =
2πa3/2

√

G(ma +mb)
,

9 |JwB~ 46� ~ 4 y?� � y>x8| 9�4 y 46�   w��>wBz{~ w�|}~�y 4)�69 © 7 z{~�y �89¥9:4�« y 4 ¡ |}~�y 4��69:� ©ewBz}w �6x |{z 9:�u489-N |}y 4 ~ 9�46� � �
� � � | x:��9 x6~ 4 w>~�z 9>ª�¦ zJy 4 ¡�y 464 w ��|J|}y?� �/ �9�� ©ewBz}w �6x |{z 9:� ©ew>z   ` w 4 w   � �{9 ©6z 7 ¡ 7��69:4 | 9B� ¡ ` 9:� | ©qy?�6z A
���6y?~  p` wB¡:¡:y>z � ©ew>z « w>~�| �691  ` y?x �¢9 z¢�BwB|{~�y 4 w�� 9 ¡   w)©6z 7:� ~�¡�|{~�y 4 �89"  w « y?z � �  �9 |}� 7 y?z{~��o� 919:� |#� 469
¡:y 4 cez � wB|{~�y 417 ¡   w�| w 4 | 9u�89J  w z 9:  wB|}~��o~�| 7 L?7:487 z}w  �9>ª

J � J



���0� � � V<%L�QRN% ��KNM O1K O ��ILKNR+I'%�G0� O � U �QK G �QO1K � #L!0�1K � V<! � % I ! �
I'% G � �1K@#L# K

vLw ��7 |}z¢~���� 9�� w 46� � 4 © 9 |{~�| �?y>~ � ~ 4 w L?9#�69   ` 9:� ©ew>¡ 9tA | 9:� © �:�L  y>~ 4 ��` � 469 � ~ � |{z{~�x6�8|}~�y 4 � w�| 7 A
z{~ 9: � �9 ���6~-z}w��>y 464699L z}w��o~�|}wB|}~�y 46469� � �9�� 9�4 | � © 9 ��| , |}z 9 w>©8©6z{y e ~ ��7:9 ©ew>zJ¡ 9� � �9 ��` � 469 y 48�69 ©   w 489
L z{w��o~�| wB|{~�y 46489: � �9>ª �   � w � ` w>��|}z 9�� ¡ �ew � © � L z}w��o~�|}wB|}~�y 46469� �� ¡�y � ��9  �9 ¡ �ew � © � | wB|{~���� 9J� w>~ � ~  ��
4�` y 4 |§©ew �N  w � ,:��9 ¡�w>z{w>¡�| 7 z¢~ � |{~���� 9 ��� 9 ¡ 9�  �6~ �89/ p` y 48�69nL z}w��o~�|}wB|}~�y 46469� � �9>ª

K | w 4 | � y 46487 � 4 y?x �{9 z �BwB| 9 �6z 9�4 ¡ ���8| 9   ~�x6z 9 ©ew>z z{w>©6©qy?z¢| �� p` y 48�69aL z}w��o~�|}wB|}~�y 46469� � �9>� y 4
© 9 �8|1|{y?�:/¢y?�6z � |}z¢y?�8� 9 zQ� 4 � � � | x:��9 �89 ¡�y�y>z � y 48467:9��

(xµ)
y��

xi = 0
9:� |   ` 7 ���ewB|{~�y 4 �69�  w

  ~ L?469���` � 4 ~�� 9 z �T�89% p` y?x �{9 z �BwB| 9 �6z � w 46�+ �9 �o� 9: &  w � 7 |}z¢~���� 9N�69§  ` y 46�69 ©   w 469ML z}w��o~�|}wB|}~�y 46469� � �9T9:� |
92e ©6z¢~ ��7:9u� w 46�%  w)/{w>� L?9 |{z}w 48� � 9 z �¢9<� w 46� |}z}wB¡ 9>ªq¦�4 ©6z 9�46�

ds2 = −(dx0)2 + (δij + hij(kµx
µ))dxidxj avec

3
∑

i=1

hii = 0

y��
kµ

9�� |§~ � y>|}z¢y?© 9
ηµνk

µkν = 0
ª/K�4Q« w>~�|T|}y?�8| 9:�§ �9�� ¡:y?�6z¢x 9��

xi =
¡:y 46� | ªe� y 4 | �69:� L?7 y �67�� ~��o� 9:�

� � L?9:4 z 9 | 9�� © ��ª
� y?~�|

ei

 �9 |}z¢~ x�� z 9u�69  p` y?x �{9 z �BwB| 9 �6z 9:4 ¡ ���8| 9J  ~�x6z 9�� w 46� z{yB| wB|{~�y 4gª v 9:� � 9 ¡�| 9 �6z �
ei

�{9 |}z{w 46�CA
©qy?z¢| 9:4 |�©ew>z ©ew>z{w  � �7:  ~ �{��9� �9%  y 4QL/�69�  w<¡:y?�8z{x 9 L?7 y �67�� ~���� 9

xi = 0
ª8¦u4 �Bw<©qy?�8�>y?~�zTw �{� y�¡�~ 9 z  �9��

¡:yoy?z � y 46467�9:�N�69 �e9 z � ~
(y0, yi)

w�� 9 ¡ |yi | � `
©qy?�6z �87 ¡:z¢~�z 9u  ` 9:� ©6w>¡ 9tA | 9�� © � w>�1�?y?~ � ~ 4 w L?9��69u  w

  ~ L?469u��` � 4 ~�� 9 z �:ª&3 ���6y?~L¡:y>z{z 9�� ©qy 46� � w 46� ¡ 9 ©6z¢y?x   x�� 9u  w   y 4QL � 9 �6z
`
� � ` 9:� |5x6~ 9�4Q9:4 | 9�46� �   w

  y 4QL � 9 �6z ��` y 46�69
λg

�69   ` y 46�89nL z}w��o~�|}wB|}~�y 46469� � �9Bª
j w 46�5 �9 �?y?~ � ~ 4 w L?9J�69<  w   ~ L?469 ��` � 4 ~�� 9 z �:��4 y?� �%9 � 9 ¡ |}�6y 48�� �9 ¡ �ew 4QL>9:��9:4 | �69 ¡:yoy?z � y 46467:9��

�   ` w>©6©6z¢y e ~ � w�|}~�y 4W  ~ 467 w>~�z 9

y0 = x0 +
1

4
h′ij(x

0)xixj , yi = xi +
1

2
hij(x

0)xj avec |xi | � λg.

�   ¡:y 46� �6~�| �#  w 4 y?�8� 9: � �9u92e ©6z 9:�{� ~�y 4 �69   w ��7 |{z{~���� 9 �  p` w>©8©6z{y e ~ � wB|}~�y 4W  ~ 467 w>~�z 9

ds2 = −
(

1 − 1

2
h′′ij(y

0)yiyj

)

(dy0)2 + δijdy
idyj avec |yi | � `.

v ` y>x �{9 z¢�BwB| 9 �6z �Bw ¡�y 46� ~ �67 z 9 z  �9:� ¡�y�y?z � y 46487:9:�#�69"�e9 z � ~
(yi)

¡�y ��� 9W�89:� ¡:yoy?z � y 46467�9:��L w   ~ A
 �7�9:46489:� ©qy?�6zu� 469 ��7 |{z{~��o� 9¥469-N |{y 4 ~ 9:46469Bª �2w>z  p` 7 |}� �89¥��` � 469�L?7 y �67�� ~���� 9 � � L>9:4 z 9 | 9:� © ��� ~  
� 9 z{z{w � 469 « y?z¢¡ 9 469-N |{y 4 ~ 9:46469

mh′′ij(y
0)yj/2

� �6z§� 469 ©ew>z |}~�¡:�  �9 ©�y 4 ¡�|}� 9: � �9 �69/� w �¢�{9
m

� ~�|}� 7�9
9:4

yi
ª �   ¡�y 46� |}wB| 9 ��� 9 |}y>�8| �{9 ©ew �¢�{9 ¡:y ��� 95��` ~   �Qw��Bw>~�|�� 4 ©qy>| 9:4 |}~ 9: g4692N |}y 4 ~ 9:4"�69 � w>z 7�9

UW =
1

4
h′′ij(y

0)yiyj.

�  ���` w L ~�| ��` � 4 9 � 9 | � �1| 9:48�{9 �8z �69 � ~ 9�� w 484 ©6�6~ � ��� 9
R0i0j = h′′ij(y

0)/2
9:4

yi = 0
ª

v 9 �67 | 9 ¡ | 9 �6z ��` y 46�69�L z}w��o~�|}wB|}~�y 46469� � �91 �9 ©   � � w 4 ¡:~ 9:4 9�� | ¡ 9:  �6~ �69 � 9 x 9 zW���6~ � wB| 9 �69��
w 46487:9:�u� y?~ e w 4 | 9 A � ~ e�ª � 4 ¡��   ~ 46� z 9<7:  w � |{~���� 9/� � � © 9�46� � �g� ` 9�4 �o~�z{y 4 � 489 |}y 48469>� © 9 �8| 9:4 |{z 9 z 9:4

J �?;



z 7�� y 4 w 4 ¡ 9	�19:4 �o~�z¢y 4
1 660

� ��w�� 9 ¡ � 489 y 46�69�L z}w��o~�|}wB|}~�y 46469� � �9<� y 4 |   w   y 4QL � 9 �6z ��` y 46�89�9�� |
9 � 9 ¡ |}~�� 9:��9:4 |�x 9 wB�6¡:y?�8©1©   � � L z}w 46�69 ��� 95 �9:�T� ~ ��9:46� ~�y 48� � � �67 | 9 ¡�| 9 �6z ª/jU` w>�8|{z 9:�T92e © 7 z{~ 9:4 ¡ 9:�
�69 ¡ 9 | �o© 9¥� y 4 | wB¡�|}� 9: � �9:��9:4 | 9:4 ¡:y>�6z �%� w>~ � wB�6¡:� 489¥�67 | 9 ¡ |}~�y 4)�+* z 9¥4�` w 7 | 7<« w>~�| 9>ª�¦�4 © 9:46�¢9
©qy?�8�?y>~�z �67 | 9 ¡ | 9 z �69�� y 46�69��%��` w � ©   ~�|}� �89

h ' 10−18
ª

��y?�8z �67 ¡:z¢~�z 9 ¡ 9 |¢| 9"92e © 7 z{~ 9:4 ¡ 9>� ~  T« wB� � z}wB~�| ��9 |¢|}z 9Q9�4 � �8�oz 9 � 469 |{� 7 y?z¢~ 9 z 9:  w�|}~��o~ � | 9 �69
  ` 7:  w � |{~�¡�~�| 7 ���6~ �{9 z{w>~�|+�Bw   wBx  �9 x6~ 9�4W�+* z � w 48��4�` ~ � ©�y?z | 9 ��� 9: �� � � | x:��9��69 ¡�y�y?z � y 46487:9:��ª � 9 © 9�4�A
� w 4 |5� 4 z}w>~ � y 48469:��9:4 |�� 9 �6z¢~ � |{~���� 9 w�� 9 ¡ �69 � e � w �¢�{9����69¥� w �{�¢9

m
z 9:  ~ 7:9�� ©ew>z%� 4 z 9��{� y?z¢| �69

¡:y 9 z�¡�~ 9:4 |
k

�67 ¡:z¢~�|  �9 ¡:y � ©qy?z¢| 9:��9:4 | �69<  w�xewBz{z 9J7:  w � |{~���� 9Bª=j w 46�§ �9:� ¡:yoy?z � y 46467�9:�%�69¥�e9 z � ~
(yi)

�e  ` 7 ���ew�|}~�y 4W« y 46� w ��9:4 |}w  �9u�69   w � � 4 w � ~���� 9 w>©6©   ~���� 7�9�� ¡ 9 � � � | x:��9/� y 46469

z̈i +
2k

m
zi =

1

2
h′′ij(y

0)zj

y��
zi

�87:4 y>| 9%  w �{7 ©6w>z}wB|{~�y 4#9�4 |{z 9% �9:�-�69 � e � w �{�{9��:��� w 46� | 9:4 ~�z-¡:y � ©8| 9N� � « w>¡�| 9 �6z ��` w � y?z¢|{~ �¢�{9 A
��9:4 |§y?� « wB¡�| 9 �6z �69 �o�6w   ~�| 7>ª v ` 9 � 9 | 9:� | � w e ~ � � �P� ~   w « z 7 �o� 9:4 ¡ 9¥�69   ` y 46�69kL z{w���~�| wB|{~�y 48469: � �9
¡:y

 4 ¡�~ �69 w�� 9 ¡   w « z 7 ��� 9�4 ¡ 9J�69 z 7�� y 4 w 4 ¡ 9 √

2k/m
ª

m

m y

y1

2

y3

3 ¡�|{� 9: � �9:��9:4 | �69����67 | 9 ¡ | 9 �8z �N��` y 46�69kL z{w��o~�| wB|{~�y 46489: � �9 xew �{7��N� �6z  p` ~ 4 | 9 z « 7 z{y � 7 |}z{~ 9 y>©8|}~��o� 9
w�� 9 ¡ �69:� x6z{w �<�891�YP��S� y 4 | 9:4 ¡�y 46� |{z{�6¡ |}~�y 4 (2v � £J¦ 	�� � � ��
���������
�� ��
 � 	 ������
 � 
 ��� ��� ����� � �����
� ������� ��� ��
 � ����� 
 � � wB� e K | wB| � A � 4 ~ �L9 | b�� � £/¦ 	�� � 4 y � �69+  ` w � w ���69+  w b ~ 9 z L>9 � 9:4 � | w   ~ 9X� w 46�
� 469 ¡�y�y>© 7 z}wB|{~�y 4 « z{w 4 ¡�y A ~�| w   ~ 9:48469>ª v 9 �6zNw��Bw 4 | w L?9u9:� |N�o� ` ~  �� © 9 �8� 9:4 | �67 | 9 ¡ | 9 z � w 46� � 469u  w>z L?9
xew 48�69 �89�« z 7 ��� 9:4 ¡ 9:� w>� A �69:  �"�69 J = � ��©qy?�6z ¡�w>� �{9��69 x8z{�6~�| � � ~ �{� ~���� 9:� 9 |�/¢� � ��� ` �

104 � � ª� yB|}y 46� �o� ` ~  292e ~ � | 9 � 4 ©6z{y:/ 9 | ��` ~ 4 | 9 z « 7 z{y ��7 |{z{~ 9/9:4 |}z 9 � wB| 9: �  ~�| 9:�§� w 46�5  ` 9:� ©6w>¡ 9B� v � � 3 	�� � � ��

��������
�� ��
 � 	 ������
�� � � �
��� ������� ��� � � ���6~&©�y?�8z{z}wB~�| �67 | 9 ¡ | 9 z � x6w �{�¢9%« z 7 ��� 9:4 ¡ 9��69

10−4 � � � J � � ª
� w>~ � y 46� � 469 |}� 7 y?z¢~ 9 7: �7:��9:4 | wB~�z 9<�69   w �67 | 9 ¡ |}~�y 4 ~ 4 | 9 z « 7 z{y � 7 |}z{~���� 9 ��` � 469 y 46�69�L z{w���~�| w A

|}~�y 46469� � �9>ª � y 46� ~ �67 z¢y 46� � 4 y?x �¢9 z �>w�| 9 �8z 9 | � 4 � ~�z{y?~�z§|{y?� �u �9:�u�69 � e 9:4 ¡ ���8| 9#  ~�x6z 9¥� w 46� � 469
y 46�89 L z}w��o~�|}wB|}~�y 46469� � �9>ª v ` y?x �{9 z¢�BwB| 9 �6z 9�4 �>y?~ 95�69�  w   � � ~ x z 9 ���6~ �¢9 z 72he7 ¡ �6~�| � �8z  �9%� ~�z{y?~�z�©�y?�8z, |{z 9 y>x �{9 z¢� 7�9 w>©6z x:� � 4 | 9:� © � �69�  ` y?x �¢9 z �>w�| 9 �8z

δT1

ª v ` w 4 w   � �{9%9:� |�©   � �T� ~ � ©  �9N� w 46�T �9:� ¡:yoy?z A
� y 48467:9��

(xµ)
~ 4 ~�|}~�w  �9�� 9�4 | ~ 4 |}z{y � �6~�| 9�� � w 46�� �9�� ��� 9� � �9���  ` y?x �¢9 z �>w�| 9 �8z 9:� | 9:4

xi = 0
ª v 9�� ~�z¢y?~�z

�{9 |{z{y?�8� 9/9�4
xi = δxi

1

ª
v 9 | 9:� © �N� ~ � ©qy?�6z   ` y?x �¢9 z �>w�| 9 �8z

δT1

w   ` 92e ©6z 9:�¢� ~�y 4 w>©8©6z{yo¡ � 7:9

cδT1 = 2
√

(δij + hij(x0))δxi
1δx

i
1.

J �>�



laser

séparatrice

déplacement des franges
d’interférence

miroir
miroir

Observateur

x i = 0 x i =

δ

δ

T

x i

1

1

Miroir

J �B@



� y?~�|
L0

  w � ~ � |}w 4 ¡ 9/� ©ewB|}~�w  �959:4 |}z 9/ p` y?x �{9 z �BwB| 9 �6z 9 |  �9 � ~�z{y>~�z 9�4 wBx �{9�4 ¡ 9/��` y 46�69�L z}w��o~�|}wB|}~�y 4�A
469� � �9BªHK-4 ~ 4 |}z¢y � �8~ � w 4 |  �9 � 9 ¡�| 9 �6z<� 4 ~�|}w>~�z 9

ni
1 = δxi

1/L0

���6~ � y 46469   w � ~�z 9 ¡�|{~�y 4 � � � ~�z¢y?~�z �
4 y?� � y>x8| 9�4 y 46�

δT1 =
2L0

c

(

1 +
1

2
hij(x

0)ni
1n

j
1

)

.

v 9 ©6z¢~ 4 ¡�~�© 9 �89   ` 92e © 7 z¢~ 9:4 ¡ 9 z 9 ©qy �{9 � �6z   ` ~ 4 | 9 z « 7 z¢y ��7 |}z¢~ 9 9�4 w6/¢y?�8|}w 4 |¥� 4 ©ew>z{¡�y?�6z � w�� 9 ¡1� 4
�{9 ¡:y 48� � ~�z¢y?~�z ª v ` y 46�69 L z{w���~�| wB|{~�y 48469: � �9#4�` w)©ew �< �9 � ,:��9 9 � 9 | � w 46�<�69:� � ~�z 9 ¡�|}~�y 46�/��` w 4QL? �9
π/2

ª�3 ~ 46� ~ � y 4 ¡:y � ©ewBz 9
δT1 − δT2

w>��¡�y?�6z ��� ��| 9�� © � �   ` w>~ �89<� � �67 ©6�ew � w L?9 ~ 46� �6~�| 4φ =
ω(δT1 − δT2)

y��
ω

9:� |   wJ©6�  �� wB|{~�y 4W�89�  w   � � ~ x z 9>ª v ` y?x / 9 ¡ |}~ «L9:� | �69���9:� �8z 9 z �69:�
h

�69� p` y>z � z 9
�69

10−21 �?y>~�z 9u�89
10−22 ©6w>z�¡ 9 � y � 9:4gª

�  �92e ~ � | 9 � 469 � y?�6z¢¡ 9T�P* z 9 �69 z}w��?y 48469:��9:4 | L z}w��o~�| w�|}~�y 46469:  (  �9 ©8�  �� w>zLx6~ 4 wB~�z 9 � �8� J O J � � J � ª
� ~�|}� 7 �59:4 �o~�z¢y 4

15 000
w 46467:9�� A   � � ~ x z 9>�  p` w � ©   ~�|}� �69-�69T p` y 48�69 L z{w���~�| wB|{~�y 48469: � �9�� �8z ��9 z{z 9�4�` 9:� |

©ew � wBx � y   � ��9:4 | 467�L>  ~ L>9 w>x  �9%� w>~ ��� w « z 7 ��� 9:4 ¡ 9 9:� |§x 9 w>�8¡:y?�6©Q|}z¢y?© « w>~�x  �9 ©�y?�8z , |}z 9u�67 | 9 ¡ | 7:9Bª
� 9 © 9:48� w 4 | � ~  T92e ~ � | 91� ` w>��|}z 9�� � � � | x:��9:� x6~ 4 w>~�z 9:� ���6~ 7 �?y   � 9:4 | � y?� �#  ` w>¡�|{~�y 4
�691  w « y>z{¡ 9 �69
z 7 w>¡�|{~�y 4 �69 z{w��?y 46489:��9:4 | L z{w��o~�| wB|{~�y 46489:  ª v 9����69 � e ¡:y?z¢© ��� �8~�� 9�4 | �69�� y?z{x8~�| 9�� �89 ©   � �T9�4 ©   � �
©6z¢y�¡ � 9�� ���6~ �69 �o~ 9:48469:4 |X¡�~�z¢¡:�   w>~�z 9:�:ª �  �� |}y>�6z 469�4 | � y 4 ¡ �69 ©   � �L9:4 ©   � � ��~�| 9 /¢� � �o� ` � J =?= � �-©6�6~ �
9:4#���¢9 ¡�y 46�69�� /¢� � ��� ` �

1 000
� ��w��Bw 4 |   w5¡�y  �  ~ � ~�y 4 c 4 w  �9>ª � ` 9�� |-¡ 9 ��� ` y 4 wB©6© 9� � �9   w5¡:yEw  �9:� ¡ 9�4 ¡ 9

�69�� x6~ 4 wB~�z 9��:ª v 9 z}w��?y 46469:��9:4 | L z{w���~�| wB|{~�y 48469: o9:� |�|}z x�� ~ 4 | 9:46�¢9�� �6z}w 4 |X¡ 9:���89 z 4 ~ x z 9:��� ~ 4 �8| 9:�X9 |
~  ��¢9 z}wB~�| �87 | 9 ¡�|}w>x  �9 ©ew>z  �9:� ~ 4 | 9 z « 7 z{y �6x |{z 9:��ª v 9 ©6z{y?x   x:��9+9:� | �69 ¡�y 464 w���|}z 9  �9T4 y � x6z 9 ©6z{y?x6w>x  �9
�69 | 9� ���7 � 7:489:��9:4 | � ©ew>z§w 4Q� w 46�N4 yB|}z 9 w � w ���69kL w   w e ~ 9���9 | � w 46�N �9:� w � w � ©8z{yo¡ � 9:��ª

J �?D



� � �����W
i�i� � �

� 
����
�w��
�� 
i��� ��
 �	� �D� � � 
a� � ��� � ���

� � �L� ]
K �1V2G � # ��� KSRTG/M � G0# G ��%	� U1K

�>� � ��� ` � ©6z 7:�{9�4 | 4 y?� � w��o~�y 46� ¡:y 46� ~ �67 z 7 �69��<� ~ � |{z{~�x8�8|}~�y 46� � w�| 7 z¢~ 9� � �9���� ©6wB|}~�w  �9�� 9�4 |Jxqy?z A
467�9:�:ª vLw � 7 |}z{~���� 9 �69�  ` 9:� ©6w>¡ 9tA | 9�� © �J7 | w>~�| �67 | 9 z � ~ 467:9 ©ew>z  �9:� 7 ���ew�|}~�y 46� ��` K ~ 46� | 9 ~ 4�� w��?w 4 |
©qy?�6z � y>�6z{¡ 9 ¡ 9 |¢| 9Q� ~ � |}z¢~�x6��|}~�y 4 � w�| 7 z¢~ 9� � �9B�L9:4 w6/¢y?�8|}w 4 |  �9�� ¡:y 48� ~�|{~�y 46� w>� e   ~ � ~�| 9:�J� � � ~ w A
L z{w � ��9<�89 � w>z¢| 9 z A � 9�4 z{y �¢9 w �{� �6z}w 4 |/w>~ 46� ~��o� 9� p` 9�� ©ewB¡ 9 A | 9�� © �u9�� |Jw � � � ©8|{y>|}~���� 9:��9:4 | � ~ 4�A
P y NN�3P ~ 9:4gª

� �ew 46� y 4 �67 ¡:z{~�|   ` � 4 ~�� 9 z �:� ~  T9�� |#z{w>~ � y 464 w>x  �9W��` w �6��9 |¢|}z 9 �o� 9"  w � wB|}~ x z 9 y�¡�¡:�6© 9 |}y?��|
  ` 9:� ©ew>¡ 9%� ~ 4 y 4 ~   ��wB�6z}w>~�|-� 4 9�� ©ewB¡ 9 A | 9�� © �+� ~ 4QP y NN�3P ~ 9:4�� ¡ 9:  �6~qw � � � ©8|}y>|{~���� 9B� �o�8~ �¢9:� x  �9 z{w>~�|
©6z 7:92e ~ � | 9 z �   w � ~ � |}z¢~�x6�8|{~�y 4 � wB| 7 z{~ 9: � �9>ª v ` ~ �67:9"9:� | ��� 9   ` 9:� ©6w>¡ 9tA | 9�� © � �67 ¡:z¢~��Bw 4 |  p` � 4 ~�� 9 z �
9 |   w � wB|{~ x z 9<� y 4 |u~ 4 |}~ � 9�� 9�4 |   ~ 7:��ª � 9 �o�8~ 469 � 9 �8| ©6w ��� ~�z 9 ��� 9 ¡ 9:  �6~ A ¡:~ 9:� | ¡:y � ©   x | 9�� 9�4 |
�67 | 9 z � ~ 467 ©ew>z   w � wB|{~ x z 9>ª

v 9 ©8z{y?x  dx:��9 ¡:y �¢� y   y L ~���� 9 ¡:y 48� ~ � | 9 �N�67 | 9 z � ~ 489 z   ` 9:� ©ew>¡ 9 A | 9:� © �L�67 ¡�z{~��>w 4 |  p` � 4 ~�� 9 z �L� w 46�
� y 4�9:46�¢9:� x  �9>ª b �   w ¡:y � ©  �92e ~�| 7/�89:� ©6� 7�4 y �6x:469�� ©6�E� � ~���� 9��J�-` � �67 z¢y?�   w 4 | � ~  �9:� | ¡   w>~�z%��� ` ~  
« w>�8| « wB~�z 9 � 469 ~ �67 w   ~ � wB|{~�y 4�ª�¦�4 �67 | 9 z � ~ 469 z{wW� 469#� |{z{�6¡ |}�6z 99L?  y?xew  �9<�69# p` 9�� ©ew>¡ 9 A | 9:� © �u�69#  w
¡:y �{� y   y L ~ 9>� ¡�wBz}w>¡ | 7 z¢~ �¢7:9 ©ew>z�� 469§��7 |}z¢~���� 9

gµν

� ���6~ 469N�{9 z{w � 7 z¢~ « 7:9 ��� ` � � 489§7 ¡ � 9: � �9N� �+z � w � A
��9:4 | L z}w 48�69>ª v�yo¡�w  �9:��9:4 | � � © 9 |{~�| 9:�N7 ¡ � 9� � �9:�:� ~   �QwB�6z}w#x 9 w>�6¡�y?�6© ��` ~�z{z 7�L �   w>z{~�| 7��:ª

¦�4 ©ewBz¢| � �"©6z{~ 4 ¡:~�© 9 ��� 9   ` y 4 © 9 �8| � ¡ � 7:� wB|}~ �{9 z  �9u� ~   ~ 9 � � w�| 7 z¢~ 9�  ¡:y 46� |{~�|}�6w 4 |  p` � 4 ~�� 9 z �
©ew>z�� 4 h �6~ �69 ¡:y 4 |}~ 4 � �89 | 9:48�{9 �8z 7�469 z L ~ 9tA ~ � ©6�  �� ~�y 4

Tµν

ª � y?� � ¡:y 48� ~ �87 z{y 46� � 4ah �6~ �69 ©ew>z « w>~�|

T αβ = (ρc2 + p)uαuβ + pgαβ avec uαuα = −1

y��
ρ

9�� |   w �69:46� ~�| 7��69�� w �{�¢9>�
p

  w/©6z 9:�¢� ~�y 4"9 |
uα

  w<���ew � z{~ A �o~�| 9��{�¢9�� � h �6~ �69>ª"j w 46�� p` � 4 ~�� 9 z �
w>¡ |}� 9�  �E �9�� ©6w>z¢|{~�¡:�  �9:�-�69 ¡ 9 L w � � y 4 |Tw>� e�� ~ ��9:46� ~�y 46�-�69§  ` � 4 ~�� 9 z � (E¡ 9%� y 4 |  �9:�qL w   w e ~ 9��:� �>y?~�z 9
 �9�� w � w ���69ML w   w e ~ 9:�29 |+y 4 © 9 �8| 9:� |}~ ��9 z���� 9§  w�©8z 9:�¢� ~�y 4 �89§  w � w�|}~ x z 9 �o~ � ~�x  �9�9:� | 467�L?  ~ L?9 w>x  �9>�
� y>~�|

p = 0
ª � 7 w 46� y?~ 46�:� y 4 9:� |}~ � 9 ��� 9   w1©   � �kL z{w 46�69 ©ew>z |}~ 9��89   w � ~ � |{z{~�x6�8|}~�y 4 � w�| 7 z¢~ 9� � �9

�69/  ` � 4 ~�� 9 z �54�` 9:� |�©ew � �o~ � ~�x  �9>ªWK�4 z 9 �>w 4 ¡ � 9¥� w 46�5 p` � 4 ~�� 9 z � ©6z{~ � y>z � ~�w   �o4 y?� � � 9 z¢z{y 48� ��� 9<  w
| 9�� © 7 z{wB|}�8z 9

T
9:� |J|}z x:�/7: �9 � 7�9 9 |<~  �4�` �
w"©   � � ��� 9 �69�� ©ewBz¢|}~�¡:�  �9:�J7: �7:��9:4 | w>~�z 9��:ª vLw 4 yB|}~�y 4

�69aL w �1w�w>~ 48� ~T¡ �6w 4QL?7Bª v 9:� ©ew>z |}~�¡:�  �9:�<� w �¢� ~�� 9:� �691� w �¢�{9
m

� y 4 |#�   |}z{w A z 9:  w�|}~��o~ � | 9�� �o�6w 46�

J � �



mc2 � kBT
9 |1|{y?�8| �{9 ©ew �{�{9 ¡:y � ��9)� ~uy 4 w��Bw>~�|1� 4 L w � �69 ©ewBz¢|}~�¡:�  �9:�1� w 46�Q� w �{�{9Bª vLw

©6z 9:�{� ~�y 4
pr

9�� |�w   y?z � � y 46467:9 ©ew>z
ρrc

2/3
ª&j59 ©   � ���o  w �69�46� ~�| 7%�695� w �{�¢9

ρr

9�� |�©8z{y?©qy?z¢|{~�y 48469: � �9
�

(a/2)(Nb + 7
8
Nf )T

4 y��
Nb

9 |
Nf

� y 4 |¥z 9:� © 9 ¡ |}~�� 9:��9:4 |  �9:�/4 y � x6z 9:�/�69 �69-L z 7��<�69   ~�x 9 z¢| 7
�69 � ©8~ 4 ©�y?�8z  p` 9�46�{9�� x  �9��69:� x�y � y 46�"9 | �69��"« 9 z � ~�y 48� �   |{z}w A z 9:  wB|}~��o~ � | 9:� �   w | 9:� © 7 z}w�|}�6z 9
T

�
a

�67:� ~ L?4 w 4 |   w"¡�y 46� |}w 4 | 9W�89 � | 9�« w 4 - ª � 9 © 9�46� w 4 | ¡ 9:��h �6~ �89:� �   |}z{w A z 9:  wB|}~���~ � | 9:� © 9 �8� 9:4 |
¡:y 92e ~ � | 9 z �#�89:� | 9:� © 7 z}w�|}�6z 9:�N� ~d� 7 z 9:4 | 9��N��` ~  ���4 ` y 4 |§©ew �N��` ~ 4 | 9 z}wB¡�|}~�y 4gª
�  L92e ~ � | 9 �69 |}y?�8| 9u« w � y 4"�69�� ©ewBz¢|}~�¡:�  �9:��� w 46�§� w �¢�{9 ¡:y ����9u �9 ©6�6yB|}y 4 w�� 9 ¡

Nb = 2
ªe3 ~ 46� ~

 �9 L w � �69 ©6�6yB|}y 46��� ��z{w��?y 46489:��9:4 | �89 ¡:y?z¢© �-4 y?~�z ��  w5| 9�� © 7 z{wB|}�8z 9
T

w�©qy?�6zX| 9:46�¢9 �6z 7�469 z L ~ 9tA
~ � ©6�  �� ~�y 4

T αβ
γ =

4

3
aT 4uαuβ +

1

3
aT 4gαβ avec uαuα = −1.

� � 9: � �9:�L� y 4 |  �9:� y?x �{9 z¢�BwB|{~�y 46� ¡�z{�6¡�~ w  �9:�L� �6z   ` � 4 ~�� 9 z � ��� 9 « wB~�|�w>¡ |}� 9� � �9�� 9�4 |L� 4 y?x �{9 z �BwB| 9 �6z
| 9 z{z 9:� |{z 9 �iK�4 z 7 w   ~�| 7>� ¡ 9�� y?x �{9 z¢�BwB|{~�y 46�<� y 4 | z{w � 9�467:9�� � � 4 y?x �¢9 z �>w�| 9 �8z ce¡�|{~ « w 4 ~ � 7���` � 4
¡ 9 z¢|}w>~ 4Q� y?�8� 9�� 9�4 |%©6w>z�z}w>©8©�y?z | �   ` y?x �{9 z¢�BwB| 9 �6z�| 9 z{z 9:� |{z 9Bª

J ª �   �>y?~�|   w � ,:��9N� ~ � |}z¢~�x6�8|{~�y 4 � wB| 7 z{~ 9: � �9 � � 469N7 ¡ � 9: � �9N� �"z � w � ��9:4 | L z}w 46�69N� w 46� |{y?�8| 9��
 �9:��� ~�z 9 ¡ |}~�y 46�:ª � 9 |{| 9 7 ¡ � 9� � �9 4�` 9:� |§©ew ��« w>¡:~  �9 � 7 �>w   � 9 z � w>~ ���{9 z}w>~�|§w>� � y?~ 46���69  p` y?z � z 9
�69/;>=>= � ©�¡ � ª �   |{z{y?�8� 9 � y 4 ¡ ��� 9J  ` � 4 ~�� 9 z ��9:� |%~ � y>|{z{y?© 9 w>�8|{y?�6z �69   �6~ ª

;�ª �   y?x �¢9 z¢� 9 � 41�67 ¡�w   w L?9 � 9 z �� �9 z{y?� L>95�69���� © 9 ¡ |}z 9����69:� L w   w e ~ 9:�+9 |�wB�8|}z 9:� y?x / 9 | � ¡:y ��� 9
 �9:� ���ew � w>z � w>©6©ewBz}w ��� 9�4 |�©6z{y>©�y?z |}~�y 46469� ��  �9 �8z � ~ � | w 4 ¡ 9

d

z ≡ νe

νo
− 1 ≈ H0 ×

d

c
(z > 0)

y��
H0

9:� |   w#¡�y 46� | w 4 | 9 �69 �§�6x6x  �9>� ~ 4 |{z{y � �6~�| 9�9:4 J OE;>¤��69:4"4 y>|}wB|}~�y 4 w � |}z{y>©6�E� � ~���� 9

H0 = 100 h
Po�^ª{�

−1
ª � ©q¡

−1 soit H−1
0 = 9, 78 × 109 1

h

w 46467:9��
.

� 9�� � 4 ~�| 7�� y 4 |5©qy?�6zNy?z¢~ L ~ 469�  ` ~ 4 | 9 z{©8z 7 |}wB|}~�y 419:4 | 9 z ��9 �69 �o~�| 9:�¢�{9J�69 « �6~�| 9u�69:� L w   w e ~ 9:�
� w 46�N �9 ¡:w � z 9 �69  p` 9 � 9 | j y?©6©  �9 z�¡   w �¢� ~���� 9Bª vLw �Bw  �9 �6z �69

H0

4�` 9:� |5©6w � x6~ 9�4 ¡:y 464 � 9 ¡�wBz
~  g9:� | � ~dz�¡:~  �9���` 7 �Bw   � 9 z

d
ªq¦�4 |}z¢y?�8� 9 wB¡�|}� 9: � �9:��9:4 |   ` ~ 4 | 9 z¢�Bw  � �9

0, 6 < h < 0, 7
ª

�8ª �   y?x �¢9 z¢� 9 � 4 z}w��?y 48469:��9:4 | 7� �9 ¡ |}z¢y � w L?467 |{~���� 9J�69 « y 46� w�� 9 ¡¥� 4 � © 9 ¡�|{z 9¥�89 ¡:y>z{© �%4 y?~�z
� � 469 | 9:� © 7 z}wB|{�6z 91�89";�� ¤>; � � �X�67 ¡�y?�8� 9 z¢| 9:4 J O � D�ª v 9 z{w��>y 46469�� 9�4 | 9�� |#~ � y>|}z¢y?© 9 �

10−5 ©8z x:��� � 469u« y?~ ��7:  ~ � ~ 467%� y 4"� y>�8� 9�� 9�4 |N©6w>z�z}w>©8©�y?z | � ¡ 9 � 4 L w � �69 ©6�8y>|}y 48�§� y 4 |
4 y>� � w��>y 46��� y 46467" �9 | 9:46�¢9 �6z 7:469 z L ~ 9 A ~ � ©6�  �� ~�y 4

T αβ
γ

ª � y>� � x6w>~ L?4 y 46�#� w 46� ¡ 9 ��� ` y 4
w>©8© 9� � �9  �9 « y 48� � ~d��� � ¡:y �¢� y   y L ~���� 9 � ª � 9 © 9�46� w 4 | w�� 9 ¡  �91� wB| 9: �  ~�| 9 � ¦ � K 	�� � �
	 � �
� � ��� � 
 � � � � ��� ����� 
 ��
 � � y 4 �?y?~�| �69�� w 4 ~ � y>|}z¢y?©6~ 9:�:ª ��y>�6z#w 4 w   � �{9 z �89:� ¡:y>z{z 7�  wB|{~�y 48�:� y 4
��9:� �6z 9   w � ~d� 7 z 9:4 ¡ 9 �69 | 9�� © 7 z{wB|}�6z 9 � � « y 46�/� ~d��� � ¡:y �¢� y   y L ~��o� 9�9:4 |}z 9T�69 � e¥� ~�z 9 ¡�|{~�y 46�
« w>~ � w 4 |N� 4 w 4QL> �9�� y 46467 ©6�6~ � y 4Q« wB~�|   w � y�� 9�46469 � w 46�N �9 ¡:~ 9�  ª

1
a = π2k4

B/15c3
~

3 =UF a ' 7, 564 1× 10−16 2'kO2 −3 k�� −4 k� � QX? ' 3 × 1016 2 9CK&MVF��"Q ? ' �D5:k ;_k��� � ��� � ��� � �
� � � � 
 		� ����� ��� � � ��
"=P7l5&76a&; 58M 9 � � �
�Tk

J �?¤



@6ª �  �9:�¢� w�� 9 ��` 7 �Bw   � 9 z   w �69�46� ~�| 7<� y�� 9�46469¥�69/� w �{�{9
ρ0

�69/  ` � 4 ~�� 9 z � w>¡ |}� 9�  ª � 9<4 ` 9�� |u©ew �
� ~ � ©  �9 ¡:w>z¥|}y>�8| 9Q  w � wB|{~ x z 9W4�` 9:� | ©ew � �o~ � ~�x  �9>ª � 9 © 9:46� w 4 | ~   ¡:y 48� | w�| 9 ��� 9

ρ0

9:� | w>�
� y?~ 48� � ~  � �9"« y>~ � ©   � �aL z{w 46� ��� 9   w �69:46� ~�| 7��69�� w �{�{9�� � « y 46� � ~d��� � ¡�y �{� y   y L ~���� 9
ργ = aT 4/c2

�
ργ ' 7 × 10−31

P&L�ª¢�
−3

ª �   © 9 �8|�w>� �¢� ~ 7 �Bw   � 9 z � w 46�#  ` � 4 ~�� 9 z � w>¡ |}� 9� 
 p` w>xqy 46� w 4 ¡ 9 z 9:  wB|}~�� 9u�69��§7� �7�� 9�4 | � ¡ �6~ � ~���� 9��� �7�L>9 z � 	 � �/j<� � 9>�Lª�ª�ª � ªD�ª �  X�87 | 9 z � ~ 469<  ` � L?9¥�69�� � |}z¢�6¡�|{�6z 9��  �9:� ©   � � w 4 ¡:~ 9:46469�� w(c 4 ��` y?x8| 9�4 ~�z   ` � L?9¥� ~ 4 ~ � � 4 �69
 p` � 4 ~�� 9 z � ���6~ �¢9 z}wB~�|§w>� � y?~ 46�T�69/� ~ e1� ~  �  ~�w>z �6�-��` w 46487:9:�§� w>~ ��� w 46�§� y?�8| 9 ©   � ��ª

��y?�8z ¡�y 46� |{z{�6~�z 9Q �9�� 9:� ©ew>¡ 9�� A | 9:� © � �69Q  w�¡:y �¢� y   y L ~ 9>� ~  T« w>� � z}w w6/¢y?��| 9 z � ¡ 9�� 7� �7:��9:4 | �
y?x �¢9 z �>w�|}~�y 46469: �� ©   � � ~ 9 �6z � �E�o©�yB|}� x��{9:� ¡:y �{� y   y L ~���� 9:��ª

� � � � ��� MLK�V �]!uILKNUWVXM 	�G0�"O ! � K��#I !JU � K�I � ��I�VT%	� U1KNM RTG/M � G0# G �
��% ��U1KNM

jU` w>©6z x��2 �9:�L� y 46487:9:� y?x �¢9 z¢�BwB|{~�y 48469: � �9:��� ~  E9�e ~ � | 9 � 4 y?x �{9 z �BwB| 9 �6z2���6~E�?y>~�|   ` � 4 ~�� 9 z � ~ � y>|}z¢y?© 9
w>�1| 9�� © � wB¡�|}� 9: 

to
ª

Observateur

t o temps actuel

partie observée de l’Univers

�  L« w>�8|%x6~ 9�4 z 7 w   ~ �{9 z%��� 9 ¡ 9 |5y?x �¢9 z¢�BwB| 9 �6z 469 �>y?~�|   ` � 4 ~�� 9 z �§� �6z  �9 ¡�� 469 ©ew �¢�{7 ��� 9¥� �6z}w 4 |5� 4
|}z x:� © 9 |}~�|N~ 4 | 9 z¢�Bw  � �95�89 | 9:� © � ©ew>zNz}wB©6©�y>z¢| �#  ` � L?9��89J p` � 4 ~�� 9 z �:ª

� y?� � w  �  y 48�T« w>~�z 9��69 � e �E��©qy>|{� x:�¢9:� ~ 4 � 7 z¢~dc&wBx  �9��§9�4 9� � �9:� A � ,�� 9���� wB~ ��  w#¡�y?� 7 z 9:4 ¡ 9J9 |  �9��
¡:y 46�{7 �o� 9:4 ¡ 9:��� � � y �Qx� �9 ��� 9J  ` y 4 © 9 �8|%w   y?z � ¡�y 46� |}z{�8~�z 9u9�4 w �{� �8z 9:4 |   wG/¢� � |}~dc6¡�wB|{~�y 4gª

J ª ��z 9�� ~ x z 9 ���o©qy>|}� x:�{9 ¡:y �{� y   y L ~���� 9>ª
�  -4�` �
w w>�6¡�� 469 z{w>~ � y 4 ©�y?�8z/��� 9  �9 | 9:� © � w>¡�|{� 9: 

to
� ` y?x �{9 z �BwB|}~�y 4m�69   ` ~ � y>|}z¢y?©6~ 9 � y?~�|

©6z¢~��o~  �7�L ~ 7>ª 3 ~ 46� ~   ` y?x �{9 z¢�BwB| 9 �6z �?� ~�|Xy?x �{9 z¢�BwB| 9 �6z « y 48� w ��9:4 | w   � � 9 z{z{w>~�|   ` � 4 ~�� 9 z � ~ � y>|}z¢y?© 9
9�4 |{y?�8|�| 9�� © �§�89J� w   ~ L?489���` � 4 ~�� 9 z �:ª
� 9�  w � ~ L?4 ~~c 9 ��� 9� p` 9�� ©ew>¡ 9 A | 9:� © �19�� | � � � ��7 |{z{~ 9 � ©6� 7 z{~��o� 9 w>�8|}y>�6z �69 ¡ �ewB�o� 9 ©qy?~ 4 |
�69<  w   ~ L?489/��` � 4 ~�� 9 z �u�69¥ p` y>x �{9 z¢�BwB| 9 �6z « y 48� w ��9:4 | w   ªWj w 46�� �9<� � � | x�� 9 �69 ¡:yoy?z � y 46467:9��
(x0, r, θ, ϕ)

| 9�  ��� 9
r = 0

�67 ¡:z{~�|   ` y?x �¢9 z¢�BwB| 9 �6z �e  w ��7 |{z{~���� 9 �69  p` � 4 ~�� 9 z � © 9 ��| �-` 7 ¡:z¢~�z 9

ds2 = −eν(x0 ,r)(dx0)2 + eλ(x0,r)dr2 + eµ(x0 ,r)(dθ2 + sin2 θdϕ2).

J �>�



� 9� � �9tA ¡�~ � y>~�| , |}z 9 z 7-L �   ~ x z 9/9�4
r = 0

ª ��w �{� y 46�u9:4 ¡�y�y>z � y 48467:9�� ¡�w>z | 7�� ~ 9�46469��
(xi)

w �{� y A
¡�~ 7:9�� �

(r, θ, ϕ)
ª vLw ¡:y � ©qy � w 4 | 9

g00

469 ¡ �ew 4QL?9 ©ew �:ª � w   ¡:�   y 46�
∂iν = ∂rν∂ir = ∂rνx

i/r
ª

j w 46�5  w   ~ � ~�| 9
r → 0

�&4 y?� � w��>y 46� � 469¥9�e ©8z 9:�¢� ~�y 4 x6~ 9�4 �67 c 4 ~ 9<� ~
∂rν = 0

ª � 9�L w>z � y 46�
� w>~ 4 | 9:4 w 4 |   w   ~ L?469u� ` � 4 ~�� 9 z �§�69J  ` y?x �{9 z¢�BwB| 9 �6z « y 46� w � 9�4 |}w  �9:4

r = 0
� y 4 |   w#���ew � z{~ A

�o~�| 9:�¢�{9
uµ w  �9:� ¡:y � ©qy � w 4 | 9:�

(e−ν/2, 0, 0, 0)
ª �-�8~ � ��� 9  �9"� � � xqy  �9Q�69 � �6z{~ � |{yy� 9� 

Γr
00�-` w 484 �  �9<9�4

r = 0
�&4 y>� � � 7 z{~~cey 46� �o� 9<  ` y?x �¢9 z �>w�| 9 �8z « y 46� w � 9�4 | w  L� �8~�|%� 469UL>7 y �67:� ~���� 9

� � L?9�4 z 9 | 9�� © �:ª
;�ª j59 � e ~ x�� 9 �E�o©�y>|{� x:�¢9 ¡�y �{� y   y L ~���� 9Bª
�  �4�` �)wQw>�6¡:� 469 z}w>~ � y 4 ©�y?�8z���� 9#  w ©qy � ~�|}~�y 4 �69  p` y>x �{9 z¢�BwB| 9 �6z « y 48� w ��9:4 | w  �� y?~�|u©6z¢~��o~ A
 �7�L ~ 7:9>ª�3 ~ 48� ~-~  �9�e ~ � | 9 � 4Bh y>| �69�  ~ L?469:� ��` � 4 ~�� 9 z �<� ` y?x �{9 z �BwB| 9 �6z �J« y 46� w ��9:4 |}w>� e � w 46�
|{y?�8|   ` � 4 ~�� 9 z ��ª
¦�4 © 9 �8|/|{y?�:/¢y?�8z � � �6©8©�y �¢9 z/�o� ` ~  �92e ~ � | 9�  yo¡�w  �9:��9:4 |u� 4
� � � | x:��9 �69 ¡:yoy?z � y 46467�9:�/4 y?z A
� w  �9����69/£ w>� �{�

(t, xi)
| 9�  ��� 9/  w � 7 |}z¢~���� 9u��` 7 ¡�z{~�� 9

ds2 = −c2dt2 + gij(t, x
k)dxidxj

� w 46�X  wB�o� 9: � �9  �9:��  ~ L>469:����` � 4 ~�� 9 z �
xi =

¡�y 46� | ª>� y 4 | �69:�*L>7 y �67:� ~���� 9:� �o�8~ ��` ~ �69�4 |}~dc 9:4 |-w>� e
y?x �{9 z �BwB| 9 �6z �§« y 46� w ��9:4 |}w>� e�ª ���6~ � �o� 9 ¡ 9 ¡:~ 9:� |%�oz{w>~ L?  y?x6w  �9�� 9�4 | �6  ` 9:� ©ew>¡ 9 A | 9:� © �N9:� |  �9
©6z¢y � �6~�|

IR× Σ
y��

Σ
9�� |§� 469 �E�o© 9 z � �8z « w>¡ 9/� � L?9�4 z 9 9:� ©ew>¡ 9/��` 7 ���ew�|}~�y 4

t =
¡:y 46� | ªq¦u4

w>©8© 9� � �9
t

 �9 | 9:� © � ¡:y �{� y   y L ~���� 9>ª vLw ��7 |{z{~���� 9 ~ 46� �6~�| 9�� �6zN¡ �ew>��� 9
Σ

9�� |

dσ2 = gij(t, x
k)dxidxj.

� 9 © 9�46� w 4 | ��4 y?� � w��>y 46�<�89 ©   � �   ` ~ 4�« y?z � wB|}~�y 4 ¡:w>©6~�| w  �9 �o� 9 ¡ �ewB�o� 9 y?x �{9 z �BwB| 9 �6z
xi =¡�y 46� | ª �?y?~�|   ` � 4 ~�� 9 z � ~ � y>|}z¢y?© 9Bª

t = const.

Observateurs fondamentaux

x i

Σ

K e ©   y?~�|}y 46�# �9:� �69 � e �E��©qy>|{� x:�¢9:� ¡�y �{� y   y L ~���� 9��:ª ��y?�6z
t
c e�7B�+  w � 7 |}z{~���� 9

gij

�69
Σ

9:� |
�m� � ��7 |{z{~ 9 � ©8� 7 z¢~���� 9 ©ewBz z}wB©6©6©qy?z¢| � |}y?� �  �9�� ©qy?~ 4 | �

xi
ª � 9:  w � ~ L?4 ~~c 9 ��� 9  �9 | 9:46�¢9 �6z �69

� ~ 9:� w 464 469 ©6z 7:�¢9:4 | 9 ©ew ���69�� ~�z 9 ¡�|}~�y 4 ©8z{~��o~  �7�L ~ 7:9Bª vLw �{9 �  �95« w � y 4W� ` 7 ¡:z{~�z 9 � 4 | 9:  | 9�46�{9 �6z 9:� |
  w � �6~��Bw 4 | 9

Rijkl = K(gikgjl − gjkgil).

J �yO



�2wBz � �6~�| 9
Rjl = 2Kgjl

9 |
R = 6K

9 |   w ¡�y 46�{9 z¢�BwB|{~�y 4 � � | 9:46�¢9 �6z � ` K ~ 48� | 9 ~ 4
Rij − 1

2
gijR� y 4 |}z 9 ��� 9

K
9:� | � 469 ¡:y 46� | w 4 | 9>ª�¦�4 � ~�|���� ` y 4 w
� 4 9:� ©ew>¡ 9 � ¡�y?�6z{x8�6z 9 ¡:y 46� | w 4 | 9>ª � 9��

9:� ©ew>¡ 9:� y 4 |  �9u4 y � x8z 9 � w e ~ � � 41�69 � � ��7 |{z{~ 9:� ©6�6~ � ��� ` ~  �� ©�y �¢�gx��69:4 | � ~ e � 9 ¡ | 9 �6z �%�69�� ~  �  ~ 4QL6ª
j57 | 9 z � ~ 4 y 46�N �9���� 7 |}z¢~���� 9:�N�69 ¡ 9:�N9:� ©ew>¡ 9��5� y?� �N  w « y?z � 9

dσ2 = eλ(r)dr2 + r2(dθ2 + sin2 θdϕ2)

©qy?�6z§� 4 ¡ �6y>~ e"�69 ¡:yoy?z � y 46467:9 z}w � ~ w  �9
r
ª vLw ��7 |{z{~��o� 9J9�� | � � � ��7 |{z{~ 9J� ©8� 7 z¢~���� 9 ©6w>z%z{w>©6©qy?z¢|

w>�1©qy?~ 4 |
r = 0

���6~�w 7 | 7 ¡ �8y?~ � ~�w>z{x8~�|}z{w>~�z 9:��9:4 | ª vLw¥¡:y 46� ~�|{~�y 4 ��` 9:� ©6w>¡ 9�� ¡:y>�6z{x6�8z 9 ¡:y 46� |}w 4 | 9
�{9 |{z}w � �8~�|N©ew>z  �9:� ¡:y 46� ~�|{~�y 48�

dλ

dr
e−λ = 2Kr et

(

1 − e−λ
)

= Kr2

���6~�¡:y 46� �6~ �{9:4 | �   w ��7 |}z¢~���� 9

dσ2 =
1

(1 −Kr2)
dr2 + r2(dθ2 + sin2 θdϕ2).

� ` 9:� |%� 469 �67 | 9 z � ~ 4 wB|{~�y 41� w 46� � 469 ¡�wBz¢| 9�� ~  g4�` 9:� |§©ew �N92e ¡   � ��� ` y 4 ©6�6~ �{�{9J  ` 7 | 9:46� z 9>ª
�   �Qw¥|}z¢y?~ � | �o© 9:�§��` 9�� ©ewB¡ 9:��� ¡:y?�6z¢x6�6z 9 ¡�y 46� | w 4 | 9J� �8~��Bw 4 |  �9u� ~ L?469 �69

K
ªq¦�4 ©�y �{9

K =
k

R2
avec k = −1, 0, 1

y��
R

9�� |§� 469 ¡:y 46� |}w 4 | 9 w��Ew 4 |   w � ~ � 9�46� ~�y 41��` � 469J  y 4"L � 9 �8z ª
J ª K�� ©6w>¡ 9 � ¡:y?�6z¢x6�6z 9J487�L wB|{~�� 9

k = −1

K � 9 ¡�|{�6y 46�T �9 ¡ �6w 4QL?9�� 9�4 | �69 ¡�y�y?z � y 46487:9 r

R
= sinhχ

w�� 9 ¡
0 ≤ χ <∞ ��9:414 yB| w 4 |���� 9

χ
9:� | � w 46�N� ~ ��9:46� ~�y 4 �8  w ��7 |}z¢~���� 9u�69 �o~ 9:4 |

dσ2 = R2
[

dχ2 + sinh2 χ(dθ2 + sin2 θdϕ2)
]

.

¦�4 y?x8|{~ 9:4 |   ` 9:� ©ew>¡ 9 �E�o© 9 z{xqy   ~���� 9
H3

ª �  �9�� | � ~�|Ny?�8� 9 z¢|§¡�wBz � y 4 �?y   � ��9u9:� |%~ 4 c 4 ~ ª
;�ª K�� ©6w>¡ 9 � ¡:y?�6z¢x6�6z 9J4 �  � �9

k = 0� ` 9:� |  p` 9�� ©ew>¡ 9 9 �6¡   ~ � ~ 9:4 � |{z{y?~ ��� ~ ��9:46� ~�y 48�:ª
�8ª K�� ©6w>¡ 9 � ¡:y?�6z¢x6�6z 9 ©qy � ~�|}~�� 9

k = 1

� y?� �§9 � 9 ¡�|{�6y 46�5 �9 ¡ �ew 4QL>9:��9:4 | �69 ¡:yoy?z � y 46467�9 r

R
= sinχ

w�� 9 ¡
0 ≤ χ < π/2

� 9 |{| w 4 |
  w � 7 |}z{~���� 9u� y?� �%  w « y?z ��9

dσ2 = R2
[

dχ2 + sin2 χ(dθ2 + sin2 θdϕ2)
]

.

� 9 © 9�46� w 4 |   ` ~ 4 | 9 z¢�Bw  � �9N�69 �Bw>z¢~ wB|{~�y 4��69
χ

© 9 �8| , |}z 9 ©6z{~ � /¢� � ��� ` �
π

w �{� �8z}w 4 |N� 469592e | 9�4�A
� ~�y 4Q�69 ¡ 9 | 9:� ©6w>¡ 9Bª�¦�4 y?x8|{~ 9:4 |§w   y?z �T  w � ©6� x z 9

S3 �o�8~ 9�� |§� 4"9:� ©ew>¡ 9 « 9 z � 7Bª

J @?=



K�4 z 7 w   ~�| 7>�   w �69:� ¡:z{~�©8|}~�y 4 � wB|}� 7�� w�|}~���� 9+9:� |�©   � � ¡:y � ©  �92e�9 ¡:w>z 4 y>� � w��?y 46� ~ � ©   ~�¡�~�| 9:��9:4 |
� �8©6©�y �{7 ��� 9§  wu|}y>©�y   y L ~ 9T�69§  ` 9:� ©ew>¡ 9§9:� | � ~ � ©  �9�� 9�4 |-¡�y 46469�e�9>� ¡ ` 9:� | A ��A � ~�z 9 �o� 9 |{y?�8|   w>¡ 9 | 9:� |
�6y � y>|{y?© 9 � � 4 ©�y>~ 4 | ª ��w>z 92e�9:� ©  �9 � w 46�% �9 ¡�w �§9 �8¡   ~ � ~ 9�4g�64 y>� � ©�y?���?y 46�N« y?z � 9 z�� 4 |{y?z 9

T 3©ew>z ~ �69:4 |}~~ce¡�w�|}~�y 4��69:� « w>¡ 9��/� ` � 4 ¡:�6x 9>ª v 9 |}y?z 9#9:� |   yo¡�w  �9:��9:4 | 9 �6¡   ~ � ~ 9:4 � w>~ �u  w1|{y?©qy   y L ~ 9
L?  y?xew  �9"9�� |1¡�y � ©   x | 9:��9:4 | � ~d� 7 z 9:4 | 9Bª ��y>�6z 7:  ~ � ~ 469 z ¡ 9�� |}y?©qy   y L ~ 9��:� y 4 © 9 ��|1~ 4 �?yo��� 9 z � 4
w>z L � ��9:4 | �69 � ~ � ©   ~�¡�~�| 7 �5� w>~ � c 4 w  �9:��9:4 |N¡ ` 9:� |   ` y?x �{9 z¢�BwB|{~�y 4 ���6~ � y?~�|�|}z{w 4 ¡ � 9 z ª

� 9 � 9�4 y 46� �§  ` 9:� ©ew>¡ 9tA | 9:� © �2�67 ¡:z¢~��Bw 4 |  p` � 4 ~�� 9 z �:ª vLw%���ew 4 |}~�| 7
R

¡:y 46� |}w 4 | 9T� �6z2¡ �6w>��� 9
Σ

�Bw
�67 © 9�46� z 9N� � | 9:� © �

t
ª7j w 48�� �9�� � � | x�� 9N�69 ¡�y�y?z � y 46487:9:�

(t, χ, θ, ϕ)
�B  w ��7 |{z{~���� 9 ¡:y �¢� y   y L ~��o� 9

w   w « y?z � 9 L>7:467 z}w  �9

ds2 = −c2dt2 +R2(t)
[

dχ2 + σ2
k(χ)(dθ2 + sin2 θdϕ2)

]

avec σk(χ) =







sinhχ k = −1 0 ≤ χ <∞
χ k = 0 0 ≤ χ <∞
sinχ k = 1 0 ≤ χ < π� w 48�T  wB�o� 9: � �9 ¡ �ew>��� 9 �E�o© 9 z � �6z « w>¡ 9

t =
¡�y 46� | ªo9:� |T� 4W9�� ©ew>¡ 9 � ¡�y?�6z¢x6�6z 9

k/R2(t)
ª8¦u4 � ~�| ��� 9

  ` 9:� ©ew>¡ 9 A | 9:� © � ¡�y �{� y   y L ~���� 9%9:� |N�8y � y L0x:469%9 |N~ � y>|{z{y?© 9>ª � �ew>��� 9   ~ L?469§��` � 4 ~�� 9 z �
χ =

¡:y 46� | ª��
θ =

¡�y 46� | ªE9 |
ϕ =

¡�y 46� | ªE9:� |+¡ 9: � �9�� ` � 4 y?x �¢9 z �>w�| 9 �8z « y 48� w ��9:4 | w   ª � ~ 9:4#�+* z  �9 ¡ �6y?~ e
χ = 0

9:� |
w>z¢x6~�|{z}w>~�z 9>ª �   z 9�� | 9 � 469��¢9 �  �9%« y 4 ¡ |}~�y 4

R(t)
�<�67 | 9 z � ~ 469 zT��� ` y 4 w>©6© 9: � �9§  w « y 4 ¡�|{~�y 4 ��` 7 ¡ � 9: � �9Bª

v 9-4 y � L?7�467 z¢~���� 9-�69 ¡ 9��L9:� ©6w>¡ 9�� A | 9:� © ��9:� |�¡ 9�  �6~ �69+� z¢~ 9��6� w 464�A v 9�� w���|}z 9 A � y?x 9 z | � y 4�A �mw   PB9 z ª
v ` � 4 ~�� 9 z � ¡�y 4 |}~ 9:4 |�� 4Yh �6~ �69 ©ew>z « w>~�|%���6~ 9�� | w>� �{� ~��6y � y L0x�469<9 |u~ � y>|}z¢y?© 9Bª�¦u4 ¡�y � ©6z 9�46�

w>~ �{7:��9:4 |u��� ` ~  2469 � y?~�|u©ew �u9�4 � y?��� 9:��9:4 | ©ewBz�z}w>©8©�y?z | w>� h y>| �69:�   ~ L?469��5��` � 4 ~�� 9 z � �69:� y?x A
�{9 z¢�BwB| 9 �6z �W« y 46� w ��9:4 |}w>� e�ª ��w>z � �6~�| 9>�T  w
���ew � z{~ A �o~�| 9��{�¢9)� � h �8~ �69

uµ wm©qy?�6zW¡�y � ©�y � w 4 | 9��
(1, 0, 0, 0)

9 |
ρ

9 |
p

� y 4 | �69:��« y 4 ¡ |}~�y 46���69
t
ª

� y?� � w>�6z{~�y 46� ©6� 9:4 �o~ � w L?9 zT� 469 |{z{y?~ � ~ x�� 9 �E�o©�y>|{� x:�¢9 ¡:y �¢� y   y L ~��o� 9>� ~ �67�9 ©6z 9:� ~ x z 9���`�K ~ 4�A
� | 9 ~ 419:4 J O J ¤�ª �  �4�` �1w¥w>�8¡:� 469 z{w>~ � y 4 ©qy?�6z���� 95  ` � 4 ~�� 9 z ��� y>~�| � ~d� 7 z 9�4 |Nw>�1¡:y>�6z ��� �W| 9:� © ����ª
� 9:  w � ~ L?4 ~dc 9 ��� 9#  w ��7 |{z{~��o� 9 ¡:y �¢� y   y L ~���� 9/� y?~�| , |}z 9¥� |}wB|}~��o� 9 9 |   w « y 4 ¡�|{~�y 4

R(t)
, |}z 9 � 469

¡:y 46� |}w 4 | 9
R0

ª � y>� � � 9 z¢z{y 48� ��� 9   ` y?x �¢9 z �>w�|}~�y 4"7�  ~ � ~ 469 ¡ 9 |{| 9 ©�y �¢� ~�x6~   ~�| 7Bª

� � � � [ � K�I��kU �
� # KSO"U O �NRD!�#L! �/K �<K�VXM #�KkV�G<U �JK

�  §« wB�8| � 7 z¢~dc 9 z ��� 9 ¡ 9:� � 7 |}z{~���� 9:� ¡:y �¢� y   y L ~���� 9:�#92e ©   ~���� 9�4 |   w   y?~ �89 �%�8x6x  �9"� w 48�  �9
¡�w � z 9/�69:� |}� 7 y?z{~ 9:�§� 7 |}z{~���� 9:�§�69J  w L z}w��o~�|}wB|}~�y 4gª �  L« w>� � z{w>~�|�| 9:4 ~�z%¡�y � ©8| 9J� � � y?�8� 9:��9:4 | �69
  w L w   w e ~ 9%7�� 9 |{|{z{~�¡ 9>� y?� ��` � 4 w>�8|{z 9 y?x / 9 | ��9 | �89 ¡ 9:  �6~ �89�  ` y?x �¢9 z¢�BwB| 9 �6z | 9 z¢z 9�� |}z 9 ©ew>z�z{w>©6©qy?z¢|
w>� e   ~ L?469��-�69 ¡�y?�6z{w 4 | � � h �6~ �89 ¡�y �{� y   y L ~���� 9Bª ��y?�6z � ~ � ©   ~dc 9 z 4 y?� � ©6z 9:4 y 48� ©qy?�6z   ` 7:� ~ �{� ~�y 4
� 469   ~ L?489/�69 ¡�y?�6z{w 4 |

χ = χe

�
θ = θe

9 |
ϕ = ϕe

���69 ���ew � z¢~ A ��~�| 9��{�{9
uµ

e = δµ
0

ª � w 48� © 9 z¢| 9<�69
L?7�467 z{w   ~�| 7>��4 y?� � ¡ �6y>~ � ~ �{� y 46� ©qy?�6z  �9 z 7 ¡ 9 ©8| 9 �6z   w   ~ L?469%�69 ¡:y?�8z}w 4 |

χo = 0
�6�89 ���ew � z{~ A �o~�| 9:�{�¢9

uµ
o = δµ

0

ª
� � 7 � � ������3E= �EM FCFC=AB Q =P7:9C5&M F ��R6=";_^ =+9OQ 5&?U= Σ ;V= Q6;>R:9'9CM>2NQ:;V="QXK&R6B k = 1 =P9OF';_^ =+9OQ:5L?U="Q6BIK � =+?`FCMVd BIJA=P; IRP 3 k
� 
j;gY&KLR6;>5&M F�58R 9C9CM��LR:=<;>=P9�H �bQX=ABS9OR6BCde5&?A=P9 t = ?UK&7 9 F+kb9CK&M>=A7�F d =ABI2DJA=P9 � k = 1 �E=AF'?U=A; 5WMV2DQXKL9C= Λ > 0 =A7GFCH6JPK&BIMV=3g^ � M>7:9 FI=AM>7$3E=";>5NaLBI5ZYbMVFI5cFIMVKL7 k

J @ J



Σ

χ χ
eo t e

t o

k

u

u

C o C e

µ

µ

µ

e

o

vLw   � � ~ x z 9 /¢y?~ L?4 w 4 |   ` 7:� ~ �{� ~�y 4Q9 |   w#z 7 ¡ 9 ©8|{~�y 4"� �6~�|5� 469 L>7 y �67:� ~���� 9J� � L?9�4 z 9J  � � ~ x z 95�69
� 9 ¡�| 9 �6z �69 ©8z{y?©ew L wB|}~�y 4

kµ ©qy?�6z�� 4 ©6w>z}w �6x |{z 9 wXz 489
λ
ª v 9:��« z 7 ��� 9:4 ¡ 9:�§��` 7:� ~ �{� ~�y 4�����` y?x �¢9 z A

�BwB|}~�y 419 |  �9u�67 ¡:w   w L>9 � 9 z �% �9 z{y?� L?9 � y 4 |§z 9�� © 9 ¡�|{~�� 9:��9:4 |

νe ∝ gµνk
µuν

e , νo ∝ gµνk
µuν

o et z =
νe

νo

− 1.

3 ¡�w>� �{9 �69   w � � ��7 |{z{~ 9u� ©6� 7 z{~���� 9 w>�8|{y?�6z �69
χo = 0

�8  w<|}z{w6/ 9 ¡ |}y?~�z 9u�69   w   � � ~ x z 9�9:� |§z}w � ~�w  �9
9:4

θ = θe

9 |
ϕ = ϕe

ª vLw L>7 y �67:� ~���� 9 wm©qy?�6z 7 ���ewB|{~�y 4 ©ew>z}w � 7 |}z{~���� 9
t(λ)

9 |
χ(λ)

9 |  �9
� 9 ¡�| 9 �6z A �67 z{~�� 7:9/� wB|{~ �¢« wB~�|

−c2(kt)2 +R2(t(λ)(kχ)2 = 0.��y>�6z�¡�w   ¡:�  �9 z  �9��5« z 7 �o� 9:4 ¡ 9:� ~  �� �"z#| �69 ¡:y 464 w���|{z 9¥  w ¡:y � ©qy � w 4 | 9
kt

ª v ` 7 ���ew�|}~�y 4��69¥  w L?7 y A
�67�� ~���� 9 © 9 �8| �-` 7 ¡:z{~�z 9

dkt

dλ
=

1

2
∂tgχχ(kχ)2.

¦�4 ©8z 7�«;x z 9 �67 | 9 z � ~ 469 z
kt

9:4Q« y 4 ¡ |}~�y 41�69
t
ªe3 � �¢� ~Ly 4 ©�y �¢9

ktdkt

dt
= c2

1

R

d

dt
R(kt)2 avec kt = −c2kt

���6~+© 9 z ��9 | �69 ¡�y 4 ¡   �6z 9 ��� 9   w1�>w  �9 �8z �69�  wQ¡:y � ©qy � w 4 | 9
kt

9:4
t

9:� |
[R(t)]−1

� � 4m« w>¡ | 9 �8z
¡:y 46� |}w 4 |%©8z x:��ª �2w>zN¡:y 46�{7 �o� 9:4 | �q �9 z{w>©6©qy?z¢| �69���« z 7 ��� 9�4 ¡ 9��59�� |

νe

νo
=
kt

e

kt
o

9 |%w>~ 46� ~
1 + z =

R(to)

R(te)
.

v ` y?x �{9 z �BwB|}~�y 4 � y 4 |}z 9 �o� 9  �9:��L w   w e ~ 9:� 9 |  �9:� y?x / 9 | ��  y?~ 4 | w>~ 46� y 4 | �69:� z}w>~ 9:� � © 9 ¡�|}z{w  �9��
�67 ¡�w  �7:9:� � 9 z �# �9 z{y?� L>9>� ¡ ` 9�� | A ��A � ~�z 9

z > 0
ª �2w>z ¡�y 46�{7 ��� 9:4 | �-4 y>� � w��>y 46�

R(te) < R(to)
9 |

J @E;



  ` � 4 ~�� 9 z �19�� | 9:4j92e ©ew 46� ~�y 4�ª �2w>zQ¡�y 46�{7 ��� 9:4 |   w   y?~ �69 �%�6x6x  �9�92e ¡   �8|  �9�� y �Qx: �9)� |}wB|}~��o� 9
��`�K ~ 46� | 9 ~ 4gª v 9:� ���ew � w>z � y?x �¢9 z � 7:�% �9�� ©   � ��  y?~ 4 | wB~ 46� y 4 |

z ≈ 5
ª

� ~Xy 4 ¡�y 464 wB~ �{� w>~�|  �9<« wB¡�| 9 �6z ��` 7 ¡ � 9� � �9
R(t)

y 4 w>�6z}wB~�|�� 4�� y�� 9�4 �69 z 9 © 7 z 9 z  �9:� L w   w e ~ 9:�:ª
� 9 © 9:48� w 4 | � w 46� � 4 �?y?~ � ~ 4 w L?9��69   ` y?x �¢9 z �>w�| 9 �8z « y 46� w ��9:4 | w   � ~  �9:� |"¡   wB~�zW��� ` 9:4 ©6z 9�� ~ x z 9
w>©6©8z{y e ~ � wB|}~�y 4   w ��� ~ � | w 4 ¡ 9 �

d
�¥  w>��� 9� � �9§�{9 |{z{y?��� 9u  w L w   w e ~ 9%7�� 9 |{|{z{~�¡ 9�9:� |

c(to − te)
ªQj w 46�

¡ 9 ¡:w �N4 y?� � y?x8| 9:4 y 46�%  w « y?z � �  �9�� ~ � ©  �9

z ≈ 1

R

d

dt
R
∣

∣

∣

t=to
(to − te) soit z ≈ H0 ×

d

c
y��

H0

9�� |   w ¡�y 46� |}w 4 | 9J�69 �%�6x8x  �9

H0 =
1

R(to)

d

dt
R(to).

� � � � Z K@#L! I'% G � K�� I�V�K #�U � %��1G/M�% I'� ! � � ! V�K��#ILK K�I�#:U � %L�1G<M�%tI'�
! � M�G�#:U1K

� 4Q�69�� x6�8| �T�69u  wJ¡:y �¢� y   y L ~ 9%9�� | �69��87 | 9 z � ~ 469 z�©ew>z   ` y?x �{9 z¢�BwB|{~�y 4   ` w  �  �6z 9§�69�  w « y 4 ¡ |}~�y 4
��` 7 ¡ � 9� � �9

R(t)
ª�¦u4  p` y?x�|}~ 9�4 | 9:4 |}z¢y?�8�Bw 4 | �69:� z 9�  wB|{~�y 48��9:4 |}z 9#�69:� y?x �¢9 z �>wBx  �9��J� ` y?x / 9 | �   y?~ 4�A

| wB~ 46��ª � y?� � w  �  y 46� ©6z 9�46� z 95  ` 92e�9:� ©  �9§�69%  w/z 9:  wB|}~�y 4 �o�8~ 92e ~ � | 9%9:4 |}z 9�  w   � � ~ 4 y � ~�| 7 w>©6©6w>z 9�4 | 9
9 |  �95�87 ¡�w   w L?9 � 9 z �� �9 z{y?� L?9 ©qy?�6zT� 469u  � � ~ 4 y � ~�| 7 w>x � y   � 9%� y 46487:9 � ª6¦u4 © 9 �8| 9:41�87:� �6~�z 9 � 469
�67 c 4 ~�|{~�y 4
�69   w � ~ � |}w 4 ¡ 9 �69 ¡ 9 |<y?x / 9 | � w>~ � ~  �� y>~�| , |}z 9 ¡   w>~�zJ��� ` ~  +��` w L ~�| ��` � 469 ¡:y 4 � 9:4 |}~�y 4
�{9 z¢�Bw 4 | �69J� �6©6©qy?z | ��4 yB|}z 9 ~ � w L ~ 4 w�|}~�y 4gª

� y?� � w��?y 46� �87 / ��7 |{� � ~ 7Q p` y?©�|}~���� 9aL>7 y ��7 |{z{~���� 919�4 |{� 7 y>z{~ 9Q��7 |{z{~���� 91�89"  w L z}w��o~�|}wB|}~�y 4gª
��y>�6zT� 489 y 48�6957� �9 ¡ |}z¢y � w L?467 |{~���� 9 z 9 ©6z 7��{9�4 | 7:9 ©ewBz Aµ

� w 46�T  wD/{w>� L?9%�89 v�y?z 9:4 | � ��4 y>� � w��?y 46�
� y 4 |}z 7 �o� 9� �9 � 9 ¡�| 9 �6z �69 ©8z{y?©ew L wB|}~�y 4

kµ
9:� | L?7 y �67:� ~���� 9�9 |Q�o� 9

aµ
0kµ = 0

ª�¦u4 wB©6© 9� � �9
a = (aµ

0a0µ)1/2
 p` w � ©   ~ � � �69��69§  ` y 46�69Bªo¦�4 � 7 z{~~c 9 �o� 95  ` y?z � z 9N9:4

ω
�89% p` 7 �o�6wB|}~�y 4 �87 | 9 z � ~ 4 w 4 |

 �9 ©qy>| 9:4 |}~ 9: g7� �9 ¡ |}z¢y � w L?467 |{~���� 9
Aµ ¡:y 48� �6~�| �

∇µ

(

a2kµ
)

= 0

���6~ 9:� | 7 ���6~��Bw  �9�4 | �   w   y?~ �69 ¡�y 46�{9 z¢�BwB|{~�y 4 � � 4 y � x6z 9"�89 ©6�6yB|}y 46�	�   ` w>©6©6z¢y e ~ � wB|{~�y 4m�69
  ` y?©8|{~���� 9qL?7 y � 7 |}z{~���� 9>ª � y � ©8| 9 | 9�4 � �89�  ` 92e ©6z 9:�{� ~�y 4<� �¥| 9�46�{9 �6z 7:489 z L ~ 9 A ~ � ©6�  �� ~�y 4J� �¥¡ �ew � ©
7: �9 ¡ |}z{y � w L>467 |{~���� 9>�8 �9 | 9�46�{9 �6z 7:469 z L ~ 9 A ~ � ©8�  �� ~�y 4 �69   ` y 46�69u9�� |

T µν ∝ a2kµkν

���6~ � w�|}~ � « w>~�| ∇µT
µν = 0

� ¡ 9 |{| 9 w>©8©6z{y e ~ � wB|}~�y 4gª
� y 46� ~ �67 z{y 46� � 4 y>x �{9 z¢�BwB| 9 �6z C �69 ���ew � z{~ A �o~�| 9:�{�¢9

uµ
ª vLw �69�46� ~�| 7u��` 7:489 z L ~ 9�7� �9 ¡ |}z¢y � w L?467 A

|}~���� 9 ©qy?�6z�¡ 9 |Ny?x �¢9 z �>w�| 9 �8z 9�� |
T µνuµuν

ª ��y?�6z�� 469 y 46�69 ~   y?x �¢9 z � 9 z{w�� 4 h � e1��` 7:489 z L ~ 9�� w 46�
� � 7lREFCM>;VM 9C= =A7Gde58MVF';V=+9�2D5&a&76MVFCR 3E=P9'5&Q6Q:5&BC=P7LFI=P9 =UF'5&\:9OKL;VR:=P9�3E=+9�K&\ � =AFI9Pk

J @?�



  w � ~�z 9 ¡�|{~�y 4<�69 ©6z¢y?©ew L w�|}~�y 4
nµ[u]

�69�  ` y 46�89�7�L w   �5  w �69:48� ~�| 7���` 7:469 z L ~ 9>ª ��w>z�¡:y 46�{7 �o� 9:4 | �E4 y>� �
w>©6© 9:  y 46��  � � ~ 4 y � ~�| 7 w>©6©ewBz 9:4 | 9/�69   w � y?�6z¢¡ 9   � � ~ 469 � �¢9 ©�y>�6z�¡ 9 |5y?x �{9 z �BwB| 9 �6z   w¥���ew 4 |}~�| 7

l[u] = −cT µνuµnν [u].

�   w � y 46�-4 y?� �+� w 48�+ p` 9�� ©ewB¡ 9 A | 9�� © � ¡�y �{� y   y L ~���� 9Bª v ` y>x / 9 | �o� �6©6©qy �{7 ©qy 4 ¡�|{� 9:  �E9:� | 9�4
χe =

0
9 |+~  e7�� 9 | �69:� y 46�69�� � ©6� 7 z{~���� 9��:ª v 9:�qL?7 y �67:� ~���� 9�� z{w � ~ w  �9:��� � L?9�4 z 9§  � � ~ x z 9 y 4 |T� 4 � 9 ¡�| 9 �6z

| w 4QL?9:4 |
kµ(t, χ, θ, ϕ) =

(

R(te)

cR(t)
,
R(te)

R2(t)
, 0, 0

)

y��
te

9�� |  �9 | 9�� © � ��` 7:� ~ �¢� ~�y 4gª �  N9:� | ©6z¢y?©qy?z¢|{~�y 46489:  � � 4 « w>¡ | 9 �8z ¡�y 46� |}w 4 |WwB� � 9 ¡�| 9 �6z �69
©6z¢y?©ew L w�|}~�y 4gª vLw � ~�z 9 ¡ |}~�y 4 �69 ©6z{y>©ew L wB|{~�y 4 9:� |

nµ[u] = (0, R(t), 0, 0)
ª ��w>zQ¡:y 46�¢7 ��� 9�4 |   w

  � � ~ 4 y � ~�| 7 w>©6©ew>z 9:4 | 9 �69  p` y?x / 9 |N�o� 9 ©ew>z�� 4 y?x �¢9 z¢�BwB| 9 �6z 9:4
χ = χo

w>�1| 9:� © �
to

9�� |

lo ∝ a2R
2(te)

R2(to)
.

v ` w � ©   ~�|{� �69
a

w>�¥¡�y?�6z �2� �<| 9�� © �2�69� p` y 46�69+� ©6� 7 z{~��o� 9���` y?x8|{~ 9:4 |�©6w>z�~ 4 | 7�L z}wB|{~�y 4/�69T p` 7 �o�6wB|}~�y 4
� 7 z{~~c 7:9 ©ew>z

a2kµ
� y 4 |}z{y>�8� 9

a2σ2
k(χ)R2(t) = Cy��

C
9:� |u� 469 ¡�y 46� | w 4 | 9 ©�y?�8z   ` ~ 48� | w 4 |�w>z{x8~�|}z{w>~�z 9>ª ��y?�6z�� 4 y?x �{9 z¢�BwB| 9 �6z

uν
e

�   w ©qy � ~�|}~�y 4"�69
  w � y?�6z¢¡ 9>��4 y?� � ~ 4 | 7-L z{y 46�u �9Uh � e ��` 7:469 z L ~ 9 � �6z � 489�� ©6� x z 9#�69 z}w��?y 4 ~ 4 c 4 ~�| 7�� ~ � w  �� w 46� � y 4
9:� ©ew>¡ 9>ª � y?� � wB©6© 9�  y 48��� y 4 ¡   � � ~ 4 y � ~�| 7 w>x � y   � 9u  w#���ew 4 |{~�| 7

Le = − lim
χ→0

c

∫

S2

T νµueνnµ[ue]R
2(te)σ

2
k(χ) sin θdθdϕ

9 |§©ewBz � �6~�| 9
Le ∝ 4πC

ª � y?� � y>x8| 9�4 y 46� w>~ 46� ~   w z 9:  wB|}~�y 419:4 |{z 9   w   � � ~ 4 y � ~�| 7 w>©6©ew>z 9:4 | 9 9 |   w
  � � ~ 4 y � ~�| 7 w>x � y   � 9

lo =
R2(te)Le

4πR4(to)σ2
k(χo)

.

¦�4 �87 c 4 ~�|§©ew>zN¡:y 4 � 9:4 |}~�y 4   w � ~ � |}w 4 ¡ 9 A   � � ~ 4 y � ~�| 7
dL(z)

©ew>z
lo = Le/4πd

2
L(z)

���6~ L?7:467 z}w   ~ �¢9
  w z 9:  w�|}~�y 4W9:4 9:� ©6w>¡ 9tA | 9�� © �§� ~ 4"P y NN�gP ~ 9�4gª vLw#¡�y 464 wB~ �{� w 4 ¡ 9/�69

dL(z)
9�� | 7 ���6~��Bw  �9:4 | 9 � ¡ 9� � �9

�69
R(t)

ª
3 ©ew>z¢|{~�z �89J  w �67 c 4 ~�|}~�y 41�69

z
y 4 y>x8|}~ 9:4 |N~ ��� 7�� ~ w�| 9:��9:4 |  �9u�67 � 9:  y?©6© 9:��9:4 | � �6~��Bw 4 |

z = H0(to − te) + (1 +
1

2
q0)H

2
0 (to − te)

2 + · · ·
y��

q0
9:� |  �9 ©ew>z{w �9x |}z 9u�69 �67 ¡ 7: �7 z}wB|{~�y 4Q�67 c 4 ~�©ewBz

q0 = − 1

R(to)H2
0

d2

dt2
R
∣

∣

∣

t=to
.

J @>@



K�4 ~ 4 � 9 z � w 4 | � y 4"�87 | 9 z � ~ 469
to − te

9�4"« y 4 ¡�|{~�y 4Q�69
z

to − te =
1

H0
z

(

1 − (1 +
1

2
q0)z + · · ·

)

.

�   z 9�� | 9 � ¡�w   ¡:�  �9 z
χo

©ewBz   ` 7 ���ewB|{~�y 4Q�69   w L>7 y �67:� ~���� 9 � � L?9:4 z 9   � � ~ x z 9

χo = c

∫ to

te

dt

R(t)
=
c(to − te)

R(to)

(

1 +
1

2
H0(to − te) + · · ·

)

.

���6~ � ��� 9
σk(χ) = χ+O(χ3)

�64 y?� � w��>y 46� c 4 w  �9:��9:4 |   w#z 9:  wB|}~�y 4 w>©6©8z{yo¡ � 7:9

lo =
LeH

2
0

4πc2z2
[1 + (−1 + q0)z + · · ·] .

v ` y>x �{9 z¢�BwB|}~�y 4#�69
lo

9 | �69
z

�89:� y?x / 9 | �-� y 4 |Ty 4�� �6©6©qy �{9 ¡:y 464 w���|}z 9
Le

� ¡ 9 ���6~ 9:� |T� 4 ©6z¢y?x   x�� 9
� ~~z ¡�~  �9 9:4 w � |}z{y>©6�E� � ~���� 9B� © 9 z � 9 | �691�67 | 9 z � ~ 469 z  �9:� ©ewBz}w �6x |{z 9:� ¡�y �{� y   y L ~���� 9��

H0

9 |
q0

ª
� ~ 9:4Q�+* zN©qy?�6z �69 © 9 |}~�| 9�� �>w  �9 �8z ���69

z
y 4 z 9 |{z{y?�8� 9/  w   y?~ �69 �%�6x6x  �9

dL(z) ≈ cz/H0

ª

� � � � � G O �@# KNM RTG/M � G0# G ��%	� U1KNM K�I � �¥G�#:UWI'% G � O1K # ��� � % �<K�VXM

£ z��>¡ 9 � ~ � ©  �9�� 9�4 |"wB� ej�69 � e ���o©qy>|}� x:�{9�� ¡:y �{� y   y L ~���� 9:����  w « y?z � 9��89
  w ��7 |{z{~��o� 9��69
  ` 9:� ©ew>¡ 9 A | 9:� © �§�67 ¡�z{~��Bw 4 |   ` � 4 ~�� 9 z � w 7 | 7J�67 | 9 z � ~ 467:9J� w 48� �8|{~   ~ �{9 z  �9��§7 ���ewB|}~�y 46�§�69J  w L z}w��o~ A
| w�|}~�y 4gª � 9� � �9�� A ¡:~ �69 �oz}w>~ 9:4 | 4 y?� �L� y 48469 z �69�� ~ 48« y?z � wB|{~�y 46�q� �8©6©  �7�� 9�4 | w>~�z 9:��ª K ¡:z{~��?y 48�� �9:�L7 ���ew A
|}~�y 46� ��`�K ~ 46� | 9 ~ 4 w�� 9 ¡ ¡�y 46� | w 4 | 9 ¡:y �¢� y   y L ~���� 9

Λ
©6�6~ � ��� 9 � ,:��9 © 9 |}~�| 9#9: � �9 © 9 �8|<w��?y?~�zJ� 469

L z{w 46�69 ~ 4+h � 9:4 ¡ 9 � �6z  p` 7 �?y   �8|}~�y 41�69   ` � 4 ~�� 9 z �

Rµν −
1

2
gµνR + Λgµν =

8πG

c4
Tµν

y��
Tµν

9:� |  �9 | 9:46�¢9 �6z 7�469 z L ~ 9tA ~ � ©6�  �� ~�y 4 � � h �6~ �69 ¡�y �{� y   y L ~���� 9 ���6~ �{9 z¢| � � ¡ � 7�� wB|{~ �¢9 z   w
� ~ � |}z¢~�x6��|}~�y 4"� wB| 7 z{~ 9: � �9>ª � 4 |}z{y � �6~ � w 4 |   w « y?z � 9 �69/  w � 7 |}z¢~���� 9J� w 46� ¡ 9��57 ���ew�|}~�y 46�:�&4 y?� � y?x A
| 9�4 y 46� ��� 9   w « y>z ��9"� � | 9�46�{9 �6z 7�469 z L ~ 9tA ~ � ©6�  �� ~�y 4 � � h �6~ �89 ¡�y �{� y   y L ~���� 919�� | ¡ 9: � �9Q��` � 4
h �6~ �69 ©ew>z « wB~�| �69J�69:46� ~�| 7<�69J� w �{�{9

ρ
9 | �69 ©6z 9��{� ~�y 4

p
� w 46�§ �9 ��� 9: �  w#���ew � z¢~ A �o~�| 9:�¢�{9

uµ w  �9��
¡:y � ©qy � w 4 | 9:�

δµ
0

ª vLw �69�46� ~�| 7 �69 � w �{�{9
ρ

9 |   w¥©8z 9:�¢� ~�y 4
p

� y 4 | � y 46467:9�� ©6w>z

3

c2R2

(

kc2 +

(

dR

dt

)2
)

− Λ =
8πG

c2
ρ,

− 1

c2

(

2

R

d2R

dt2
+

1

R2

(

dR

dt

)2

+
kc2

R2

)

+ Λ =
8πG

c4
p.

� ~2y 4 w �6��9 |5� 469¥7 �o�6wB|}~�y 4)��` 7 |}wB|
ρ(p)

w   y?z � y 4 ©�y?�8z{z}w �67 | 9 z � ~ 489 z   w « y 4 ¡�|{~�y 4)� ` 7 ¡ � 9: � �9
R(t)

� w 46�N �9�� ¡�w �
k = −1, 0, 1

©�y>�6zN¡ �ew>��� 9 �>w  �9 �8z �69   w¥¡:y 46� |}w 4 | 9 ¡:y �¢� y   y L ~��o� 9
Λ

ª
J @ED



� y?� �§4 y>|}y 48� ��� 9J  w   y?~ �89 ¡�y 46�{9 z¢�BwB|{~�y 4 ∇µT
µ
ν = 0

�-` 7 ¡:z¢~�|
dρ

dt
+ 3

(

ρ+
p

c2

) 1

R

dR

dt
= 0.

¦�4)9:4��87:� �6~�|���� 9¥� ~   w ©6z 9:�¢� ~�y 4�9:� | 4 �  � �9 w   y?z �
ρ ∝ 1/R3 w>�)¡�y?�6z �5� �)| 9:� © �:ª=K�4 z 9 �Bw 4 ¡ � 9

©qy?�6z � 4 L w � �89 ©ew>z¢|{~�¡��  �9�� �   |{z}w A z 9:  wB|}~��o~ � | 9:� y?� x6~ 9�4 �69 ©ew>z |}~�¡��  �9��¥� w 46�#� w �¢�{9 y 4 y?x�|}~ 9�4 |
ρr ∝ 1/R4

r

w>�Q¡:y?�8z �N� �Q| 9:� © ��ª
� 7 ¡:z¢~��?y 46�   w"©6z 9�� ~ x z 9 7 ���ewB|{~�y 4 � ` K ~ 48� | 9 ~ 4 �  p` wB~ �69��6914 y>|}wB|}~�y 46�/� © 7 ¡:~~ce��� 9:��ª*K�4 9 � 9 | �

� 469u« y?~ � ¡:y 484 � 9/  w¥¡:y 46� | w 4 | 9/�69 �§�6x6x  �9
H0

� y 4 �87 c 4 ~�|   w �69�46� ~�| 7 ¡:z¢~�|{~���� 9
ρC

ρC =
3H2

0

8πG
' 2 × 10−26 h2 P�L�ª{�

−3.

¦�4 ~ 4 |}z{y � �6~�|  �9:� ©ew>z{w �9x |}z 9:��� w 46�%� ~ ��9:46� ~�y 4

Ω0 =
ρ0

ρC

y��
ρ0

9�� |   w �89:46� ~�| 7 �69 � w �{�¢9 w>¡�|{� 9: � �9 w>�1| 9�� © �
to

9 |

ΩΛ =
Λc2

3H2
0

.

¦�4 y>x8|}~ 9:4 |§w   y>z �
ΩΛ + Ω0 = 1 +

kc2

R2(to)H2
0

.

� 4 �89:� ©8z{y?x  dx:��9:� 9:4 ¡:y �¢� y   y L ~ 9¥9:� | �69�� w��?y>~�z 7 �Bw   � 9 z
Ω0

ª�3 � e
�69 z 4 ~ x z 9��<4 y?��� 9: � �9��:� ~  
�{9 z}w>~�| 9:4iL z{y �§  w � y ����9��69:� ¡:y 4 |{z{~�x6�8|}~�y 46��� �6~��Bw 4 | 9�� (

Ω0 ≈







0, 01
��` w>©6z x:�§  w � wB|}~ x z 9 ��~ � ~�x  

e
0, 1

w�� 9 ¡ 9:4 ©   � �N  w � wB|}~ x z 95� y � x8z 9 xew>z �?y 4 ~���� 9
0, 3

w�� 9 ¡ 9:4 ©   � �N �9:��« y>z ��9:��4 y 4 xew>z �?y 4 ~���� 9:�N�69   w � wB|{~ x z 9�� y � x6z 9
3 ~ 46� ~ �T  wm©   � �aL z}w 48�69 ©ew>z | �69   w � wB|{~ x z 9)4�` 9:� |Q©ew � �o~ � ~�x  �9>ª �   � w x 9 w>�6¡�y?�6© �69�� wB|}~ x z 9
� y � x6z 9Bª v 9:�u489 �8|{z{~ 4 y �u� w �{� ~ « �%« y 4 |u©6w>z¢|{~ 9¥�69���« y?z ��9:�%4 y 4 xew>z �?y 4 ~���� 9:�u�89   w � wB|}~ x z 9/� w>~ �
x6~ 9:4m� ` w>��|}z 9��<� © 7 ¡:�   wB|}~�y 46� ~ �{� � 9:�/�69   wQ|{� 7 y>z{~ 9��69�� ©ew>z |}~�¡:�  �9:�J7: �7�� 9�4 | w>~�z 9:� � y 4 |¥©qy �{� ~�x  �9:�:ª
� ~  p` y 4Q� y?�6�ew>~�| 9 ��� 9

ΩΛ + Ω0 = 1
©qy?�6z �69�� z{w>~ � y 46�N� �6z  �9:� ��� 9� � �9:�N4 y?� � z 9 �o~ 9:48� z{y 48�:� w   y>z � ~  

92e ~ � | 9 � 489 ¡�y 46� | w 4 | 9 ¡:y �{� y   y L ~���� 9 w�� 9 ¡
ΩΛ ≈ 0, 7 �

ª
vLw �69 � e ~ x�� 9u7 �o�6wB|}~�y 4 � ` K ~ 48� | 9 ~ 41« y?�6z 4 ~�| �69:� ~ 48« y>z � wB|}~�y 46�T� �6©6©  �7:��9:4 | wB~�z 9��

2q0 + 2ΩΛ = Ω0 +
8πGp0

c2H2
0

��� 7 5 Λ = 8πGΩΛρC/c2 36K&7�FW; 5�Yc5&;V=PR6BW7bR62DJPBCM ��R6= 36K&7676= ; 5$\XK&BI76= 9CR6QXJABIMV=PR6BI=G9CR6B Λ Q6BIJP?AJP3E=P2D2N=P7�F3EKL7676JA= � Λ ≈ 10−122 `−2
P
k

J @ �



� ~  p` y 4 w
� 469 �87 | 9 z � ~ 4 w�|}~�y 4 �89
q0

©ew>z   ` y?x �¢9 z �>w�|}~�y 4 �69�� �87 ¡�w   w L?9�� � 9 z �  �9 z{y>� L?9>ª � 4 ¡:w �
« w��?y?z{w>x  �9)�{9 z}w>~�|

p0 = 0
ª � 9 © 9:46� w 4 | � y 4 © 9 �8|Q~ � w L ~ 469 z ��� 9   w � wB|{~ x z 9 wB~�|W� 469 ©6z 9��{� ~�y 4

467-L wB|}~�� 9 � ~  �9 | 9�46�{9 �6z 7�469 z L ~ 9tA ~ � ©6�  �� ~�y 4 9�� |§¡ 9�  �6~ �89 ¡ �6w � © � ¡�y �{� ~���� 9��:ª
j57 z¢~��>y 46� � 469 w>�8|{z 9 z 9�  wB|{~�y 4W9�4"« y>z � w 4 |

ρc2 + 3p
� ©6w>z¢|{~�z �69��§7 ���ewB|}~�y 46�N��`�K ~ 46� | 9 ~ 4

3

c2
1

R

d2R

dt2
= Λ − 4πG

c4
(ρc2 + 3p).

v ` �E�o©qy>|}� x��{9 ©6�E� � ~���� 9¥� �6z   w � w�|}~ x z 9 � � � 9: � �9 ��� 9
ρc2 + 3p > 0

� ¡�y 46� �6~�| � w 46�§ �9 ¡�w �
Λ = 0w>� « w>~�|���� 9   w �67 z¢~�� 7:9 �{9 ¡:y 48�69#�69

R
9:� | 487�L wB|{~�� 9>�

R̈(t) < 0
ª �  29:4 z 7�� �   | 9 ��� 9 � ~
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k = 0
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Λeff
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RI(t) = aI expHIt avec HI = c

√

Λeff

3
.
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R̈(t) > 0
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H '
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9 |
tf − ti ' 10−32

� 9 | � y 4 ¡
HI(tf − ti) ' 100
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Rf

Ri

= expHI(tf − ti) soit
Rf

Ri

' 1043.
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ff

©qy?�6z   w<�Bw  �9 �6z
ti
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ηI =
c

aI

∫ tf

ti

exp(−HIt)dt =
c

aIHI
(exp(−HIti) − exp(−HItf ))
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t = tf
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bt
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f = aI expHItf
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ηr/ηI
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RI(η) = −bI

η
avec −∞ < η < 0
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η
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big bang χ

η
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INFLATION
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k = 0
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Ω(t) = 1
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k = 0
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k = ±1
ª � 9�� © 9 ¡ |}~�� 9:��9:4 |%©�y?�8z

k = 1
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k = −1

�e4 y?� � |{z{y?���?y 46�

R
(1)
I (t) =

c

HI

coshHI(t− tO) et R
(−1)
I (t) =

c

HI

sinhHI(t− tO).
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Ωi ≈ 1086Ωf .
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Ωi
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k = 0
4 y?� � z{w>©6© 9:  y 46��  w ��7 |{z{~��o� 9

ds2 = −c2dt2 + exp 2Ht
[

dr2 + r2(dθ2 + sin2 θdϕ2)
]

9:4 ©qy � w 4 |
H = HI

9 | 9:4 wBx � y?z¢xew 4 |
aI

� w 46� � 469 z 9��67 c 4 ~�|{~�y 4W�89�  w<¡�y�y>z � y 48467:9
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  yo¡�w  �9:��9:4 |�� 4 9�� ©ew>¡ 9 A | 9:� © � � ¡:y?�8z{x6�6z 9 ¡�y 46� | w 4 | 9 ©qy � ~�|}~�� 9 ©6�6~ � ��� ` y 4 � 7 z¢~dc 9 ��� 9

Rµνρσ =
Λeff

3
(gµρgνσ − gνρgµσ).
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t = T +
1

H
ln

(

1 − H2

c2
R2

)

et r =
R

√

1 − H2

c2
R2

exp(−HT )

�67 c 4 ~ � w 48�% p` y?��� 9 z |
0 ≤ R < c2/H2

ª v�w ��7 |{z{~���� 9 ©8z 9:48� w   y?z ��  w « y?z ��9u� |}wB|}~���� 9 � �6~��>w 4 | 9

ds2 = −c2
(

1 − H2

c2
R2

)

dT 2 +
1

1 − H2

c2
R2

dR2 +R2(dθ2 + sin2 θdϕ2).

� y?�8|   ` 9 � 9 | �69J  ` 92e ©ew 48� ~�y 4 ¡�y �{� y   y L ~���� 9 � 9:4 wB~�| � � « wB~�|���� 9J4 y?� � ©6z¢~��o~  �7�L ~�y 46�� �9:� �E��© 9 z � �6z A
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t(T,R) =
¡:y 46� | ªq�89 ¡ 9 | 9:� ©ew>¡ 9 A | 9:� © �:ª
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  ` 9:� ©ew>¡ 9 A | 9:� © �§�69<�69 � ~�|{| 9 z �:ª=j w 46�5 �9/� � � | x�� 9/�69 ¡�y�y>z � y 48467:9��

(t, χ, θ, ϕ)
w�� 9 ¡

0 ≤ χ < π
�

  w ��7 |{z{~��o� 9u�69 �69 � ~�|{| 9 z �-` 7 ¡:z¢~�|

ds2 = −c2dt2 +
c2

H2
cosh2Ht

[

dχ2 + sin2 χ(dθ2 + sin2 θdϕ2)
]

.

� y>� � z 9:� w>z{���6y 48� ��� 9   w1|}y?©qy   y L ~ 9 9�� |
IR × S3 ©6�6~ � ��� 9  �9:� �E��© 9 z � �6z « w>¡ 9��

t =
¡�y 46� | ª�� y 4 |

�69���� ©6� x z 9��
S3

ª � 9 | 9:� ©ew>¡ 9 A | 9:� © � w  �9%4 y � x6z 95� w e ~ � � 4 �69�� � ��7 |{z{~ 9:� ©8�6~ � �o� ` ~   ©qy �{�3x:�695� ~ e
� 9 ¡�| 9 �6z �5�69�� ~  �  ~ 4"L6ª
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(t, r, θ, ϕ)
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r(t, χ) =
coshHt sinχ

coshHt cosχ+ sinhHt
,
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t(t, χ) =
1

H
ln
(

coshHt cosχ+ sinhHt
)

� w 48�1  ` y?�8� 9 z¢| �89)  ` 9:� ©ew>¡ 9tA | 9:� © �W�69 � ~�|{| 9 z �87 c 4 ~5©ew>z
coshHt cosχ + sinhHt > 0

ª � y>� �
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t = −∞ 9�� | � � L?9:4 z 9Q  � � ~ x z 9Bª K� � �9 ¡:y�
 4 ¡:~ �69
w�� 9 ¡   ` �E��© 9 z � �6z « w>¡ 9

R = c/H
� w 46�/ �9�� ¡�y�y?z � y 46487:9:�

(T,R, θ, ϕ)
ªL3 ~ 46� ~ � � 4 y>x �{9 z¢�BwB| 9 �6z �89

  ~ L?469 ��` � 4 ~�� 9 z �
R = 0

469 © 9 ��|�©ew � �?y?~�z%w>� A �89:  �#�69/  w � �6z « wB¡ 9
R = c/H

ª � 9 ¡�~ 9:� |5�oz}wB~�©qy?�6z
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−(X0)2 + (X1)2 + (X2)2 + (X3)2 + (X4)2 =
c2

H2
.

K�4"« y 4 ¡�|{~�y 4Q�69�� ©6w>z}w �6x |{z 9��
(t, χ, θ, ϕ)

�6� y 4Q7 �o�6wB|}~�y 4 9�� |
H

c
X0 = sinhHt ,

H

c
X1 = coshHt cosχ ,

H

c
X2 = coshHt sinχ cos θ ,

H

c
X3 = coshHt sinhχ sin θ sinϕ et

H

c
X4 = coshHt sinhχ sin θ cosϕ.
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(t, χ, θ, ϕ)
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(xµ)
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gµν = ηAB
∂XA

∂xµ

∂XB

∂xν
(A,B = 0, . . . , 4)
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j w 46� ¡ 9 |{| 9 z 9 ©6z 7��{9:4 |}wB|}~�y 4g�g4 y>� � �?y��?y 46� x8~ 9:4 ��� 9  �9¥� � � | x:��9#�69 ¡:yoy?z � y 46467�9:�
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Ht = ln

(

H

c
(X0 +X1)

)

avec X0 +X1 > 0.
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t = const.   (espace euclidien  R 3 )

t = -oo 

t = const.  (sphère  S 3 )
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φ1 ∧ · · · ∧ φp
)

(X1, . . . , Xp) = εi1,...ipφ
i1(X1) · · ·φip(Xp)y��

εi1...ip
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