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Résumé

Le but de ce cours dispensé en DEA est d’esquisser, d’une maniére pédagogique, les
méthodes fonctionnelles (intégrales de chemins) en Mécanique Quantique. D’entrée
de jeu, je commence par un rappel des fondements de la Mécanique Analytique et
de la Mécanique Quantique. En suite, je rappelle la quantification par la méthode
des "Intégrales de Chemins”. Il s’agit d’'une méthode plus élégante que la quan-
tification canonique usuelle, qui se base sur la notion importante du propagateur.
Parmi les vertus d’une telle méthode est qu’elle est a la base de ’approximation
semi-classique de la Mécanique Quantique. Aussi, elle constitue le point de départ
du formalisme fonctionnel de la Théorie Quantique des Champs, qui méne aux tech-
niques de perturbation par rapport a la constante de couplage et a la théorie de la

renormalisation.



Chapitre 1

Fondements de la Mécanique

Analytique.

Nous nous proposons de passer en revue les différents formalismes de la Mécanique
Classique. Nous insisterons sur les plus couramment utilisés, a savoir les formal-
ismes de Newton, de Lagrange ou de Hamilton. Cela veut dire que nous ignorerons
le formalisme de Hamilton-Jacobi, qui est basé sur I'action de Maupertuis. Nous
signalons que ce dernier est également intéressant, surtout quand on veut évaluer
les corrections semi-classiques de la Mécanique Quantique.

Nous notons que tous ces formalismes sont équivalents pour la description de la
physique. Le choix du formalisme adéquat est décrit par la nature du probléme a

étudier.

Formalisme Newtonien.

Pour simplifier, considérons une particule de masse m, qui est soumise & l’action
d’une force dérivant d’un potentiel V. Nous supposons que ’espace dans lequel est
plongée cette particule est de dimension 1. Le mouvement de la particule est alors

régi par I’équation de Newton

mIT= ——— (1.1)
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ou le second membre décrit I'action de la force, et x désigne la dérivée seconde de
la position z par rapport au temps t.

En dimension quelconque d, nous aurons naturellement

—
&7 —

m—s =-VV. (1.2)

—
Ici, 7" € R? est le vecteur position et V 'opérateur gradient a d dimensions.

Formalisme Lagrangien.
Equation d’Euler-Lagrange. Désignons par
T () =— ", (1.3)

I’énergie cinétique de la particule, ou = représente la dérivée premiére de la position
x par rapport au temps t (vitesse).

Considérons la fonction a deux variables (:B, a:)
L(z,2)=T(z) -V (z) . (1.4)

La dérivation de la relation (1.4) par rapport a la variable x, nous donne

oL av

=T 1.5

ox dx (1.5)
La dérivée de L par rapport a la vitesse x est

oL .

D’apreés la relation (1.1) de Newton, nous avons

d (0L av

En tenant compte de la relation (1.5), nous obtenons I’équation dite d’Euler-Lagrange

OL d (0L
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La fonction L est appelée ”fonction de Lagrange” ou encore ”Lagrangien”.

Il est & noter que si la force ne dérive pas d’un potentiel (c’est le cas des forces
de frottement), le Lagrangien n’est pas de la forme (1.4). Dans la section qui va
suivre, nous dériverons précisément les équations d’Euler-Lagrange pour des situa-

tions quelconques.

Principe de moindre action. Un siécle aprés que Newton énonca sa fameuse
loi fondamentale, Lagrange élabora sa mécanique analytique (1787). Au lieu de
chercher la position x (t) et la vitesse v (¢) de la particule, connaissant sa position et
sa vitesse initiales z (0) et v (0), Lagrange se posa la question sous un autre angle.
Quelle serait la trajectoire réellement suivie par la particule, sachant qu’a l'instant
initial ¢;, sa position est z;, et a I'instant final ¢;, sa position est xy ? A priori, on
peut imaginer plusieurs chemins possibles, mais quelle serait la loi qui détermine la
bonne trajectoire 7

Pour ce faire, I’on suppose qu’il existe une fonction L (a:, x; t), qui dépend de la
position x et de la vitesse 7, et éventuelement du temps d’une maniére explicite!.
L est la fonction de Lagrange ou encore Lagrangien. A titre d’exemple, pour une
force conservative, nous avons la relation simple reliant le Lagrangien L aux énergies
cinétique T' et potentielle V : L =T —V.

A toute trajectoire émaginée, 1’on associe la quantité

Ala] = /t L (o, a51) | (1.9)

appelée ”action”, qui est une fonctionnelle de la position x.

Désignons par X (t) la trajectoire réellement suivie par la particule. D’aprés
Lagrange, la trajectoire effectivement suivie par la particule est celle qui rend ’action
extrémale (voire minimale).

Soit z (t) une trajectoire infiniment voisine de la trajectoire réelle, nous écrivons

z(t) =X (t) + 62 (t) . (1.10)

1’est le cas, par exemple, d’une charge dans un champ électrique alternatif.
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Nous avons aussi

B (t) =X () + 6 (t) . (1.11)

Par la suite, nous admettrons la commutativité
: d
bz (t) =—[ox(t)] . (1.12)
dt
Par hypotheése, nous avons
oz (t;) = dx (ty) =0. (1.13)
La variation de ’action s’écrit

§A[z] = A[X + 62] — A[X] :/:fdt [L (X+6a:,X +6$;t) —L(X,X;t)} .

(1.14)
Par ailleurs,
. _ . oL . 0L
L(X+6x,X+6:B,t>_L<X,X,t>+6xa—X+6:)sE+.... (1.15)
Soit
b oL . 0L
5Ax:/ dtléx—+5z—.} . 1.16

Par intégration par parties du deuxiéme terme du second membre de la relation

(1.16), nous obtenons

§A[z] = /t;f dtéz [g—i —% (;—;)} | (1.17)

L’action est stationnaire, c’est-a-dire que nous devons avoir : §A [x] = 0. Ceci doit

avoir lieu pour toute variation é6x. D’ou ’équation d’Euler-Lagrange

OL d (0L

Pour un systéme conservatif ou L =T — V, 'on retrouve bien la relation (1.18).
L’équation d’Euler-Lagrange précédente s’étend aisément & un systéme a s de-
grés de liberté de nature quelconque. Nous désignons par (qi, ..., gs) les coordonnées

généralisées associées. Ainsi, pour un systéme & N particules, nous avons s = 3N
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degrés de liberté, qui sont les coordonnées (z;, y;, z;) des particules. Pour un pend-
ule simple, nous avons un seul degré de liberté, qui est 'angle 6 que fait le fil avec
I’axe vertical. Pour I’étude de la mécanique d’un solide, I’on a besoin de 6 degrés
de liberté, qui sont les 3 coordonnées (z¢g, yg, 2g) du son centre de masse G et les 3
angles d’Euler (0, ¢, ).

Pour un systéme dynamique quelconque, on se donne une fonction de Lagrange
. L (ql, s Gy A1y ooy t), et on construit une action par intégration sur la variable

temps, qui est une fonctionnelle des coordonnées généralisées

tf ) )
Alqry -y gs) :/ dtL (ql,...,qs,ql,...,qs;t> ) (1.19)
t;

La loi de mouvement d’un tel systéme s’obtient par application du Principe de
Moindre Action, c’est-a-dire A = 0. Ceci fournit les équations d’Euler-Lagrange

généralisées

oL d [ 0L |
z.a (%) 0, (i=1,...5) . (1.20)

Remarque 1 : Sans doute, 'avantage principal du formalisme Lagrangien ré-
side dans le fait que les équations d’Fuler-Lagrange sont valables dans n’importe
quel systéme de coordonnées. Par exemple, pour une particule de position (z,y,z),
ces équations restent vraies lorsqu’on passe aux coordonnées sphériques (r,0,p).
Mazis, d’une maniére générale, comme nous [’avons noté ci-dessus, ces équations
s’appliquent & n’importe quel systéme, pour lequel on peut définir une fonction de

Lagrange.

Remarque 2 : Malgré cet avantage, ce formalisme souffre d’un inconvénient
majeur, & savoir que le Lagrangien n’est pas une quantité intrinséque, en ce sens
qu’il est défini a un arbitraire prés. Plus précisément, si l’'on ajoute au Lagrangien
la quantité : 4; f (q;) relative & une coordonnée généralisée q;, les équations d’Euler-

Lagrange restent inchangées, et ceci pour toute fonction arbitraire dérivable f.
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Pour s’affranchir de cet arbitraire, nous allons introduire le formalisme canonique
de Hamilton. Pour cela, nous définirons I’énergie du systéme, ensuite nous ferons

une transformation de Legendre sur L.

Formalisme Hamiltonien.

Energie du systéme. D’entrée de jeu, supposons que le systéme est isolé, auquel
cas : OL/0t = 0. Cela veut dire que le Lagrangien n’est pas une fonction explicite
du temps, mais il en dépend implicitement a travers les coordonnées généralisées g;
et leurs dérivées ¢;. Calculons alors la dérivée totale de L par rapport a t

dL (0L . 0L .
Z (— q; +—— qi> , (1'21)

dt — \0y; d 4,

qui vaut, en tenant compte des équations d’Euler-Lagrange (20),

C;_f _ ;% (qi %) - (1.22)
Soit .
%(;qi%_L>:o. (1.23)
Posons -
E:;qia—qi—L, (1.24)

qui est une intégrale premieére de mouvement (ou constante de mouvement). C’est
I’énergie du systéme. Ceci nous conduit immédiatement au formalisme Hamiltonien.
Remarquer, en passant, que la quantité F est intrinséque : si ’on ajoute & L la

fonction arbitraire ¢; f (¢;), E ne change pas.

Moments conjugués. Nous posons

oL

=, i=1,...,s) , 1.25
4. (4 s) (1.25)

Di
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qui est la quantité intervenant dans I’expression (1.24) de I’énergie, elle est appelée
moment conjugué de la variable ¢;. Ainsi, pour une particule de masse m et de
position x, p = m x, c’est-a-dire que ce moment conjugué coincide avec la quantité
de mouvement (ou impulsion). En revanche, si les forces s’exergant sur le systéme
dépendent des vitesses (forces de frottement, etc.), ou sil’on se place dans un systéme
de coordonnées autre que le systéme cartésien, le moment conjugué ne coincide pas
avec la quantité de mouvement.

Au lieu de travailler avec les coordonnées (ql, o sy 1, s Qs), il serait commode
de travailler plutot avec les variables (q, ..., qs; P1, ---, Ps), qui vont définir I’état du
systeme.

Lorsqu’on passe des premiéres coordonnées aux derniéres, comment se trans-
forme la fonction de Lagrange L 7 La réponse est que cette fonction se transforme
en lui appliquant une transformée de Legendre. Nous regardons L comme une fonc-
tion des vitesses (Ql, - QS) (les coordonnées généralisées sont fixées). Les variables
conjuguées de Legendre de ces variables sont simplement les moments conjugués

(p1, .., 0s). La transformée de Legendre de L est alors

H(Ql? -y Q4s; P1, “‘7p8) = Zpl ql —L (Cha --'7QS7q17 "-aqs) ) (126)
=1

ou la fonction H est appelée fonction de Hamilton ou encore Hamiltonien. Pour un
systeme conservatif, cette fonction coincide avec I’énergie F, définie par I’expression
(1.24). Nous avons les conditions de stationnarité

OL . 0OH
= 8_% , = :

pi (1.27)

Equations de Hamilton. En tenant compte des relations précédentes, il est facile

de voir que la dérivée totale du Hamiltonien H est

dH = i <q1 dpi— pz dqz) — %—fdt s (1.28)
=1
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soit
B o0H b OH
B Op; ’ o dq; ’

qui constituent les équations de Hamilton. Elles sont de premier ordre en ¢; et p;,

g;

(1.29)

et symétriques (au signe pres) dans ces mémes variables.

Nous faisons remarquer que les équations précédentes peuvent étre obtenues
également par le Principe de Moindre Action. En effet, d’apres la relation (1.27),
nous avons

Ldt = " pdg — Hdt . (1.30)
=1

L’action s’écrit alors comme

ty S
Alqr, - Gsip1s e s) :/ > pidg; — Hdt | . (1.31)

ti i=1
Exigeons que cette action soit stationnaire par rapport a ses variables gy, (t) et py (t),

avec les conditions aux bords : 8¢ (t;) = 0qi (tf) = 0. Aucune condition n’est

imposée aux variables py (t). Nous avons alors la variation de ’action

ty s . OH dbg; OH
A= (g, 22 D04 T 1.32
5 / dt;{m (qz api)+<pz i aqi(qu)} (1.32)

Par intégration par parties du terme en ddg;/dt, 'on trouve

tf ° . O0H . OH
s [ (i-20) o (5 28Y] s
t Z_; . Opi ! 9q; (1.33)

L’action est stationnaire, auquel cas : 61 = 0, et ceci pour toutes variations d¢q; et

op; ; d’ou les équations de Hamilton (1.29).

Evolution dans le temps. Considérons une grandeur F' (qi, ..., ¢s; p1, ---, Ps; t) quel-
conque définie sur 'espace des phases £p. Nous nous proposons d’étudier I’évolution
dans le temps d’une telle grandeur. Sa dérivée totale s’écrit

—~ (OF OF OF
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En utilisant les équations de Hamilton (29), nous obtenons

. <~ [(O0FOH OHOF\ OF
F_;(aqi dp; g ap)*g- (1.35)

Par définition, le crochet de Poisson de deux grandeurs F' et GG est la quantité

. (OF G O0GIF
{F’ G} B ; (a% api a 3%‘ api) ' (1'36)

En terme du crochet de Poisson, la relation (1.35) se réécrit

. OF
P={F.H}+ 5. (1.37)

C’est ’équation d’évolution de la grandeur F. Remarquer que cette évolution
est régie par le Hamiltonien qui refléte la physique. Si la grandeur F' ne dépend pas
explicitement du temps et son crochet de Poisson avec le Hamiltonien est nul, alors
elle est une constante de mouvement.

Les équations de Hamilton peuvent se réécrire d’'une maniére symétrique en

terme du crochet de Poisson

(1<i<s).

Nous dressons, ici, une liste de propriétés du crochet de Poisson

{F,G} = —{G,F}, (antisymétrie) , (1.39)
{aF + 8G, H} = a{F,H} + 8{G,H} ,  (bilinarité ) , (1.40)
(FG,HY = F{G,H} + {F,H} G, (1.41)

{¢, F (p;)} = OF/0pi , (1.42)

{F(¢;),pi} = OF/0q; , (1.43)

{¢i,0;} ={pisp;} =0, {gi,p;} = bij , (1.44)

{F,{G,H}} +{G,{F,H}} +{H,{G,F}} =0, (Identité de Jacobi) , (1.45)

%{F, G} = {F,G} + {F G} . (1.46)
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Quantification canonique.

Le principe de correspondance stipule que le passage de la Mécanique Classique a la
Mécanique Quantique se fait en remplacant les positions ¢; et les impulsions p; par
les opérateurs position ¢; et impulsion p;, qui agissent sur I'espace de Hilbert £p.
Donc, toute grandeur physique classique F' (g;, p;) définie sur I’espace des phases
Ep devient un opérateur F (qi, pi) agissant sur Eg. D’un autre coté, le crochet de

Poisson devient un commutateur

1 r~ ~
FG} - - [F G] . (1.47)
Ici, /i est la constante de Planck divisée par 27 et i (i> = —1) est I'imaginaire pur.

Nous signalons, enfin, que les propriétés précédentes du crochet de Poisson

restent valables pour le commutateur.



Chapitre 2

Fondements de la Mécanique

Quantique.

Dans ce chapitre, nous retracons les fondements de la Mécanique Quantique. D’en-
trée de jeu, nous introduisons la notion de la fonction d’onde. Ensuite, nous esquis-
sons le théoréme d’Ehrenfest et ’opérateur évolution. Nous terminons par le rappel

de la notion importante du propagateur.

2.1 Fonction d’onde.

Il s’est avéré que les particules les plus infimes ou élémentaires (atomes, éléctrons,
noyaux...) n’obéissant pas aux lois de la Mécanique Classique. Leur description
s’inscrit donc dans une nouvelle mécanique, a savoir la Mécanique Quantique. Dans
cette mécanique, la trajectoire n’a plus aucun sens et I'on parle de la probabilité
de présence. En fait, une particule élémentaire se manifeste dans ’espace comme
une onde. Soit ¥ (7,t) la fonction d’onde associée, ott 7 est la position de la
particule dans I’espace et t le temps. La probabilité de présence dans un élément de
volume autour de 7 est tout simplement le carré du module de la fonction d’onde
(7))

Comme pour toute onde, 1 doit satisfaire une équation d’onde. C’est I’équation
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de Schrodinger, définie par
o (71) = Ho (71) (21)

ol H est le Hamiltonien du systéme et A la fameuse constante de Planck, divisée par

27. Pour une particule de masse m, subissant 1’action d’un potentiel V (7°), I'on a

12 .
H=—7—Ap +V(T) (2.2)

ou A+ est I'opérateur Laplacien.

Il est souvent commode de se placer dans la représentation de Dirac. Au lieu
de décrire la particule par une fonction d’onde 1 (77, ), on la décrit par un vecteur
instantané | (t)), appelé vecteur état. Les vecteurs état sous-tendent un espace de
Hilbert, 5. Le vecteur [1) est appelé ”vecteur ket”, qui est construit & partir de la

fonction d’onde de la fagon suivante

(T 1Y) =v (7.1 . (2.3)

Cela veut dire que la projection du ket sur la base continue {|7°)} est la fonction

d’onde. De I’équation d’onde (2.1), 'on déduit I’équation de Schrodinger pour le ket

AV (2.4

olt cette fois-ci le Hamiltonien H est un opérateur agissant sur ’espace de Hilbert

Ep. A coté du ket, 'on définit le ”bras”, comme le conjugué hermitique du ket

(W (O] = ) . (2.5)

Comme le Hamiltonien est un opérateur hermicien (f[ t—=H >, I'on déduit de la

relation (2.4) I’équation de Schrodinger pour le bras

L d{ ()] -~
—ih = = (v (1) H (2.6)
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2.2 Théoréme d’Ehrenfest.

2.2.1 Valeur moyenne.

En Mécanique Quantique, les grandeurs physiques sont représentées par des observ-
ables (opérateurs hermiciens). Vu le caractére probabiliste des états du systéme, ces
grandeurs physiques sont des valeurs moyennes des observables associées, sur I’état
dans lequel se trouve le systéme. Soit |1 (t)) état de la particule. Par définition,
la valeur moyenne d’une grandeur physique A (énergie, quantité de mouvement,

moment cinétique, polarisation...), sachant que le systéme est dans I'état |1 (¢)), est
AW = (v |11 6®) = [aPaT v (70" AT, T 00 (T L (27

ou A(7, 7' t) = <7 |A(t) | _>’> A étant Dobservable associée a la grandeur

physique A.

2.2.2 Evolution dans le temps.

Considérons une observable A (t) et cherchons la loi d’évolution de sa valeur moyenne

dans le temps. Intéressons-nous a la dérivée de (A (t)), par rapport au temps,

S =210y = (N A+ @ D+ (01 1Y) . ey

D’apres les équations de Schrodinger (2.4) et (2.6), l'on a

d

Lty =Ll [A8] )+ w1 21w . (29

L’on déduit le résultat (Théoréme d’Ehrenfest)
S 1. a1 0A

=— |AH — 2.1
A= [AH]+ 5 (2.10)

qui représente ’équation d’évolution temporelle de ’observable A. Nous avons in-

~

troduit I'observable A, telle que : < A> =d(A) /dt.
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2.3 Lien entre Mécanique Analytique et Mécanique
Quantique.

La comparaison des équations d’évolution (1.37) (du Chapitre 1) et (2.8) nous font
découvrir une chose étonnante : il y a une analogie de structure frappante entre
la Mécanique Analytique et la Mécanique Quantique. Notons aussi ’analogie entre

crochets de Poisson et commutateurs canoniques
{xk,pl} = 5kl — [fk,]/)\l] = zﬁékl . (2.11)

Cette identité de structure des deux mécaniques fut une des premiéres grandes
découvertes de Dirac. Bien entendu, la nature mathématique et l'interprétation
physique des étres manipulés sont différentes, mais les équations qui les relient sont

les mémes & condition de faire la correspondance suivante :

Reégle de quantification. On remplace les crochets de Poisson de la Mécanique
Analytique par les commutateurs des observables correspondantes de la Mécanique

Quantique, divisés par th

(F,G} — %[ﬁ@] (2.12)

Voila la véritable forme du Principe de Correspondance.

2.4 Opérateur évolution.

2.4.1 Définition.

L’on suppose que 1’on connait 'état du systeéme, |1 (¢9)), & instant ¢y. La solution

de 'équation de Schrodinger (2.4) peut s’écrire

v (1)) = U (t, o) [ (to)) (2.13)
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ou U (t,to) est 'opérateur ”évolution”, qui fait passer I’état du systeme de ¢y a ¢. 1l
doit satisfaire I’équation
au

h— — HU . 2.14
ih— U (2.14)

L’opérateur U caractérise la ” propagation” dans le temps.

2.4.2 Propriétés de 'opérateur U.

Rappelons les principales propriétés de 'opérateur U -

i) U (to, to) = I:il n’y a pas de propagation.
i) U (t, to)_l =0 (to,t) : propagation dans le sens opposé.

(t',t") = U (t,t") : propagation progressive.

(t,to)" =T : conservation des probabilités de transition.

2.5 Propagateur.

Ecrivons la relation (2.13) dans la représentation x (nous nous restreignons a une

particule se mouvant dans un espace & une dimension)

@9 @) = (o1 T(t.to) |0 (t0)) = [ dou (s T (tto) [ 20) fo0 | (1)
(2.15)

Nous avons utilisé la relation de fermeture

/da:o 10) (o = T . (2.16)
Posons
G (2,1t 70, to) = <x | T (t, to) | 3:0> , (2.17)

appelé ”propagateur”, qui fait passer la particule de la position zg, a 'instant ¢g, &
la position x, & I'instant t.

Finalement, nous avons la relation fondamentale

Y (z,t) :/dxoG (x,t; 20, to) ¥ (xo, to) (2.18)
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qui se généralise aisément au cas de plusieurs degrés de liberté. Il en ressort claire-
ment que tout le probléme de la Mécanique Quantique revient & la détermination

du propagateur ; c’est ’objet fondamental. L’on a la relation évidente
G (z,to; w0, to) = 6 (x — x0) (2.19)

qui exprime ’absence de propagation, pour des instants initial et final égaux. l



Chapitre 3

Quantification par la Méthode des

Intégrales de Chemins.

Le but de ce chapitre est de rappeler 'esprit de la quantification par la méthode
des intégrales de chemins. Il s’agit d’'une méthode équivalente & la quantification

canonique usuelle, mais plus élégante.

3.1 Essence de la méthode.

Pour simplifier la discussion, nous considérons une particule dans un espace a une
dimension, subissant ’action d’un potentiel V' (Z). La physique de cette particule

est gouvernée par le Hamiltonien

2

ﬁ:;—m+V(5:\) . (3.1)

Ici, T et p sont, respectivement, les opérateurs position et impulsion.

La particule part de la position z;, a 'instant ¢;, et arrive a la position z, a
I'instant t;. Essayons d’exprimer le propagateur en termes de positions et instants
intermédiaires. Pour ce faire, nous subdivisons l'intervalle de temps [t;,t¢] en n + 1

segments de méme longueur

tr—t
=L 1 3.2
€= (3.2)
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Partons de la définition (3.3) du propagateur. Par utilisation de la propriété de
progressivité de I'opérateur évolution et I'introduction de n relations de fermeture,

nous trouvons

Gz tyzit) = /da:l(tl)...dxn(tn)<a:f|U trtn >
U

<xn\ﬁ(tn,tn_1)\xn_1> <x1\ (tr, 1 )\xl> (3.3)

qui peut s’écrire encore comme

G(xp, tra,t;) = /d:):l (t1) ...dzy (t) G (zf, tp; 2, tn) X
G(Q?n,tn;%n,l,tn,l) X ..o X G(Q?l,tl;l‘i,ti) . (34)

Les z; et t; (i =1,...,n) sont, respectivement, les positions et instants intermédi-
aires. Ainsi, nous avons réécrit le propagateur sous forme d’une somme sur tous les
”chemins brisés” possibles.

Par ailleurs, pour un systeme isolé, 'opérateur évolution s’écrit simplement
comme

O () = exp {—% (t—t')ﬁ} | (3.5)

avec t > t'. Dans ces conditions, 1’'on a
Gz, t;2,t) = (x| e TH |37y (3.6)

Comme le Hamiltonien contient I'opérateur impulsion p, nous aurons besoin de

nous placer dans la représentation p, telle que

plp)y =plp) . (3.7)

Le passage de la représentation x a la représentation p se fait moyennant la trans-

formation de Fourier

dp 72 X/ h
o) = [ g ) (39

Nous aurons aussi besoin de la formule

V(2) ) =V () |2") - (3.9)
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Il s’ensuit que

2

o dp . . . P T+
AN Y ip(x—z')/h | £
<:13 | H (z,p) | £E> = | 5.7:¢ [Qm +V ( 5 )] : (3.10)

Ceci nous permet de réécrire (3.6) sous la forme

dp e a/n i p? T+
el 4\ — ip(x—z')/h v TTAN B
G (z,t;2',t") s exp{ ﬁ(t t') [2 +V( 5 . (3.11)

Donc, la relation (3.4) se réécrit, en appliquant la formule (3.11) aux n + 1 propa-

gateurs, comme suit

Gz ts;mt;) (H/@) (

avec les notations xy = x; et x,41 = zy. La formule (3.12) est évidemment indépen-

n+1

I /32 LY (5 — 1)
2mh i

FON (8 — tya) H (25 py)
(3.12)

dante du nombre de subdivisions n.

Maintenant, nous allons passer & la limite continue, qui consiste & augmenter
indéfiniment le nombre de points intermédiaires (n — o), tout en diminuant leur
intervalle (e — 0). D’une maniére compacte, le propagateur, défini par (3.12), se

réécrit comme

G(xf,tf;xi,ti):/{éfrd;] exp{%/t;f dt [paz:—H(x,p)}} , (3.13)

avec la notation

da:dp n n+1 dp
= i da; [T == . 3.14
{ 2mh ] nglgo]l;[l T k1;[1 2mh (314)

L’intégration sur les impulsions se fait immédiatement, puisque le Hamiltonien est

quadratique dans ces mémes impulsions. Utilisant la formule

O dp o omieh]V/? -
D ipx/h —iep?/2mh — me —ma? /2ieh 3.15
/ orh"  © m ‘ ’ (3.15)

—00

Apres intégration sur les impulsions, la relation (3.12) devient

. 2mieh /2 - L€ - % (Ij_;jflf
Glaptrmnty = Jim |2 [Tamew iz S| * 0 2 L1
j=1 J=1 V( 2 )
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qui s’écrit encore comme

:c(tf):wf 'l
Gptrant= [ Do {anl} (3.17)
w(t,):wl
ou
iy
Alz] :/ dtL (z,@;t) (3.18)
t;

est 'action classique. Nous avons utilisé la notation

omi (tp — t;) ] T2 L

j=1

Dz = lim [

n—oo

L’intégrale dans I’égalité (3.17) porte sur tous les chemins possibles partant de
x;, & Uinstant ¢;, et arrivant & xy, & Uinstant ¢;, avec la "mesure” (3.19). Notons
la présence de 'action classique dans I'argument de I’exponentiel figurant dans la
relation (3.17).

Ainsi, nous avons exprimé le propagateur en termes d’intégrales de chemins.
Ces intégrales portent non seulement sur le chemin classique (celui qui minimise
l'action), mais sur tous les chemins possibles. Un chemin non classique est un
chemin fluctuant. Notons que la relation (3.17) s’étend aisément au cas de plusieurs
degrés de liberté.

Dans ce qui suivra, nous allons donner des exemples, pour illustrer la relation

trouvée (3.17).

3.2 Exemples.

3.2.1 Propagateur d’une particule libre & une dimension.
Pour cette particule, ’action est donnée par
iy
Ala] = / dt% i (3.20)
t;

et le propagateur par

.’E(tf)Z.’ltf Z tf m .o
G(xf,tf;xi,m:/ Dxexp{%/ i (t)} S 321
t;

:c(t,):w.b
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Pour calculer GG, nous passerons aux chemins discrets, et écrivons

G (g ty;mty) = [2L] (n+1) ﬂfH"“ dz;jé (Tny1 — ) 6 (o — ;) ¥

n+1 2 (3.22)
exp {2715 Zj:l (xj - xjfl) } )
avec Tpy1 = Ty et 19 = z;. Il est commode de passer aux variables ”maillons”
Uj =Tj — Tj-1 , jzl,,n+1 . (323)
En termes de ces nouvelles variables d’intégration, le propagateur se réécrit
G (Zlff, tf; z;, tz) — [27rzeh} (n+1)/2 eroo Hn+1 dU](S (l'f oz — Z;rll Uk) %
il (3.24)
exp{%6 Z] LU } )
Ecrivons .
X oo dk nt1
5 — oz — _ S lk-(ﬂ?f—ﬂ?i—zkzl uk) ' 9
(azf x Zuk> /_Oo 5, (3.25)
k=1
Soit,
omieh] T2 oo gy, oo ]
G ts; 7 ti = Z (wf—ilfi) / d —ik.u imu®/2he )
ot [E] [t [[ce
(3.26)
Or
+o00
/ due—ik.ueimu2/2h5 _ e7271'/4 27T€ﬁ'e—iehk2/2m ] (327)
oo m

Finalement, G se présente comme une intégrale d’une gaussienne dans la variable k.
Apres intégration, 'on obtient

211 (tf — ti) h

~1/2
- } exp {im (zy — z;)? )2k (t; — t)} . (3.28)

G (g, ty @, t;) = l

Remarquer que G' ne dépend que de la distance entre extrémités z; — z; et de
I'intervalle de temps t; — ¢;, il est donc invariant par translation dans I’espace et
dans le temps. En plus, notons que, dans la limite ¢t; — ¢;, I’on retrouve bien la

propriété
G(xp tiszity) =0 (xp — ;) (absence de propagation) . (3.28a)
Celle-ci découle de la formule

§ (z) = lim 27 exp {—2?/2)} . (3.29)

A—00
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3.2.2 Propagateur d’une particule libre 4 d dimensions.

Le résultat précédent se généralise immédiatement lorsque la particule se meut dans
un espace euclidien a d dimensions. Le propagateur associé est simplement un
produit de propagateurs a une dimension. Soit,

omi (t; — t;) h] ™

G(E}jﬁ??hg):[——lfg——Lﬁ <mp{wn(7f—7?0%@ﬁ@f—t»},
(3.30)

qui est manifestement invariant par translation dans ’espace et dans le temps. Aussi,

'on a la propriété, pour des instants égaux (ty = t;),

qui découle de la limite
64(T) = lim 27N exp {~T?/2)) . (3.31)

3.2.3 Oscillateur harmonique 4 une dimension.

L’action décrivant ce systéme est donnée par

tf 2
AMz/dﬂ%ﬁ—%%ﬂ, (3.32)
t;

ol w est la pulsation et m la masse de la particule oscillante.
Cherchons tout d’abord le chemin classique, c’est-a-dire celui décrit par I’équa-

tion de mouvement
T 4wl =0, (3.33)
avec les conditions : x (t;) = x;, x (t) = zy. Un calcul simple donne comme solution

de I’équation différentielle précédente

— P
Ll (t):a:icosw(t_ti)+xf T cosw( f )

1 t—1t;) . 3.34
sinw (ty —t;) X sinw ) (3:34)

Le propagateur associé a cet oscillateur est le suivant

x(tf):zf

. ty 2
G (zys,tp;o,t;) = / Dx exp {i/ dt (ﬁ ot x2)} . (3.35)
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Pour son calcul, nous posons
z(t) =za(t)+y() , (3.36)

ou y (t) est un chemin décrivant les fluctuations quantiques, qui satisfait : y (¢;) =

y (ty) = 0. Avec cette nouvelle variable, I’action s’écrit

ty 2
mw m .2 mw
Alz] = 2422 tr—t;) — 2x; /dt—— 2) .
(2] TR T— [(z7 4 23) cosw (ty — t;) — 2x5my]+ ) 5 Y 5 Y

(3.37)

Le propagateur devient alors
mw
2hsinw (ty — t;)

[(xf + CE?) cosw (ty —t;) — Qxixf}} ,
(3.38)

G (xg, tya,t;) = f(ty —t;)xexp {

avec la notation

y(tr)=0 [t _ 2
e S A e | IR XD
y(t:)=0 h ti 2 2

qui ne dépend pas des valeurs z; et z;.

Par ailleurs, chaque chemin y () peut étre représenté par une série de Fourier

y (t) = ian sin (mr - t) . (3.40)

Cette substitution donne

b m .2 mw? , m = nr \° | ,
R TR = — (ty — t; — . A1
/ti dt < 5 Y 5 Y ) 5 (tr—t;) x E [(tf _ti) w”| az (3.41)

n=1

Les intégrales sur y dans la relation (3.39), pour des instants intermédiaires, peuvent

étre remplacées par des intégrales sur les coefficients de Fourier a,,. Soit,

flt;—t)=A xfll [/:OdaneXp{g—ng (ty —t;) x [(tfn—ﬂti>2 —w2] ai}]

(3.42)

La constante A n’est rien d’autre que le Jacobien de la transformation (3.40), qui
est d’ailleurs indépendante de la pulsation w. L’intégration sur les a,, dans 1’égalité

(3.42) se fait immeédiatement, et ’on obtient

< -\
f(tf—ti):anll—ﬁ(fm ) ] : (3.43)
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ol B est une constante qui reste a déterminer. Le produit précédent a la valeur

[ ()] =[] ow

n=1
Comme le coefficient B ne dépend pas de w, il peut étre déterminé par le fait que

’actuel propagateur, lorsque w — 0, doit tendre vers le propagateur libre (3.28).

Soit,
omifi(ty —t;)]?
B— [M] | 5.15)
m
Finalement, le propagateur recherché est alors donné par
2mih —1/2 ¢ v
G (l’f, ty;x;, ti) - |: U sin w (tf — tl):| exp thmw(tf—tl)
mw [(azf + xfc) COs w (tf — ti) — 2$¢£Uf]
(3.46)

Remarquer que G n’est pas invariant par translation dans ’espace. En fait, il ne
I’est que dans la limite w — 0, ot il se réduit & un propagateur d’une particule libre.
II est facile de voir que, dans la limite ¢y — ¢;, le propagateur précédent se réduit a

la distribution de Dirac 6 (x; — x).

3.2.4 Oscillateur harmonique anisotrope.

Considérons un oscillateur harmonique a d dimensions, soumis a un potentiel anisotrope
m
_ 2
Vi(xy,...,xq) = 5 E wjT; (3.47)

j=1
Le propagateur sera un produit de d facteurs, dont chacun a la forme (3.46), avec

les pulsations respectives wy, ...,wg. W



