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Chapitre 1

Divers théorémes

1.1 Notations

On note

5" = {z € R flaf| = 1},

D" = {x € R [lal| < 1},

DY = {(zg,....,xn) € S™ : 2, > 0},
D" = {(zg,...,xn) € S" 1z, <O0}.

~ signifie isomorphe, ~ signifie homologue et ~ signifie homotope.

1.2 Théoréme de Sard-Brown

Définition 1 Soit K un ensemble inclus dans R™, K est dit de mesure nulle si
pour tout € > 0 il existe {Q;},c; famille de cubes ouverts telle que

1. Kc Qi

iel
2. Y wvol(Q;) <e.
i€l
Soit f:RP — R* a = (ay,...,a,) € N", on note

o ol f(xy, ..., xn
Df(l”):ﬁ
M. Ozh

ol la| =a1 + ...+ ay.
On dit qu'une fonction est lisse si elle est de classe C'*°.

5
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Proposition 2 Si chaque point x € K C R" posséde un voisinage N qui vérifie
K NN de mesure nulle, alors K est de mesure nulle.

Proposition 3 5i K C R” est un espace compact dont lintersection avec
chaque hyperplan R"~! x {t} est de mesure nulle dans Uhyperplan, alors K
est de mesure nulle dans R™.

On peut maintenant énoncer le théoréme de Sard-Brown donné par exemple
dans [1].

Théoréme 4 (Théoréme de Sard-Brown) Soit M™ une variété lisse, f :
M"™ — RF une application lisse et C = crit(f) C M™ l'ensemble des points
critiques de f, alors f(C), qui est 'ensemble des valeurs critiques de f, est de
mesure nulle.

Preuve. On pose f = (fi,..., fr). Nous allons montrer le résultat par récur-
rence sur n.

Le cas n = 0 est vrai.

Supposons le résultat vrai a 'ordre n — 1. Soit

D={xeM";D*f(x)=0,|la| =1} C C

I’ensemble des points ou la dérivée de f s’annule. Nous allons scinder la preuve
en deux parties :

1% partie : Montrons que f(D) est de mesure nulle dans R”. Si la dérivée
de f s’annule en z, il en est de méme de la dérivée de f;. Si E est 'ensemble
des points critiques de fi, alors

f(D) C fi(E) x Rk,

Comme R*~! peut étre recouvert par un ensemble dénombrable de cubes de
volume inférieur & 1, fi(E) x R¥~! est de mesure nulle dans R* si f;(E) est de
mesure nulle dans R. Ainsi, il suffit de prouver le résultat pour k£ = 1, i.e. pour
f:U — R ouU est un ouvert de R™.
Soit
D= {zeU:Df(z) =0,]a| <i}

alors on a
D=D,>Dy>...OD,

et tous les D; sont fermés.

Mountrons que f(D,,) est de mesure nulle. Il suffit de montrer que f(D,, N Q)
est de mesure nulle pour tout cube @ C U, d’aprés la Proposition 2. Soit @) un
cube de coté s. On partitionne () en m™ petits cubes de coté = de diamétre

Sf ou m € N*. Soit zg € Q N D,, et soit @’ un des petits cubes contenant

xg. Comme les dérivées partielles de f d’ordre n + 1 sont bornées sur @, on en
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déduit d’apres la formule de Taylor, qu’il existe une constante ¢, indépendante
de m, telle que

ﬁ)"“_

PeQ = 1)~ ) < clle -zl <o (5%

Ainsi f(Q') est contenu dans un intervalle de longueur —% ol a est une
constante indépendante de m. Par conséquent, f(D,, N Q) est contenu dans une
réunion d’intervalles de longueur

m" a

<qg— = —.
- am”+1 m

Comme lim % =0, f(D, N Q) est de mesure nulle.

m—oo

Montrons que f(D; \ D;+1) est de mesure nulle pour i < n. Soit xy €
D;\ D;+1. Toutes les dérivées partielles d’ordre inférieur a ¢ de f sont nulles en
g, et il existe une dérivée partielle de f d’ordre i + 1 qui ne s’annule pas en
Zg. Soit g une dérivée partielle d’ordre i de f telle que sa dérivée en xy soit non
nulle. Ainsi par continuité, on en déduit que la dérivée de g est non nulle dans
un voisinage ouvert V de xg. Comme g = 0 sur D; \ D;11, on a g(zg) = 0 et
d’aprés ce qui précede, zy est un point régulier de g. On en déduit que 0 est une
valeur réguliére de g (i.e. 0 n’est pas une valeur critique de g). Posons

Vit =g7(0)

qui est une sous-variété de R™ de dimension n — 1. Comme g(z9) = 0, on en
déduit que la dérivée de f|yn-1 s’annule en xg. Ainsi on a zg € crit(fly-1) et

((Dl \ Di+1) n V) C Crit(f|‘/n71).
Par conséquent,

J((Di\ Diz1) NV) = flya-1((Di \ Dig1) N V) C flyn-s(crit(flyn-1))

et comme f|ya—1(crit(f|yn-1)) est de mesure nulle d’aprés ’hypothése de ré-
currence, on en déduit que

F((Di\ Dir1)NV)

est de mesure nulle. Enfin, on applique la Proposition 2, et il vient que f(D; \
D;41) est de mesure nulle.

2¢me partie : Montrons que f(C\ D) est de mesure nulle dans R¥. Soit zy € C,
comme la dérivée de f ne s’annule pas en xg, il existe une application dite de
projection de la derniére coordonnée

g: RF — R
(tl,...,tk) = tk
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telle que la dérivée de g o f ne s’annule pas en xg. Ainsi, il existe un voisinage
de U de xg ou la dérivée de go f ne s’annule pas, i.e. ou go f : U — R n’a que
des valeurs réguliéres. Pour ¢t € R,

_ -1
Vi =(go /)7 (t)
est alors une sous-variété lisse de dimension n — 1. Soit
fo=flyp VT = g7H () = R x {8}

On voit que si g est un point critique pour f, alors zy est un point critique
pour f;. D’aprés 'hypothése de récurrence, ’ensemble des valeurs critiques de
fi est de mesure nulle dans R¥~! x {¢} pour tout t. Ainsi

(fC\D)NUNQ) N (R*! x {t})

est de mesure nulle pour tout ¢ et pour tout cube Q). D’aprés les Propositions 2
et 3, on en déduit que f(C\ D) est de mesure nulle. m

1.3 Théoréme d’Hurewicz
Rappelons le théoréme de Hurewicz que 1'on peut trouver dans [1].

Théoréme 5 (Théoréme d’Hurewicz) Soit X un espace topologique connexe
par arcs, rg € X,
(X, 20) = (X, 20)/ [m1,71]

et soit ® le morphisme défini par

O: (m(X,20),%) — (Hi(X),+)
([f]] = [f]

®, définie par le diagramme

m(X,z0) = Hy(X)
[
L pr /!
m1 (X, x0)

est un isomorphisme.

Preuve. D’abord, on définit 'application qui sera l'inverse de ®,. Soit f €
A4 (X), posons

r_ -1
f = >‘f(0) * f * /\f(l)
ou A, désigne un chemin allant de xy a z. Ainsi, ]?est un lacet en xg. Notons

w: Al(X) — 7T1(X,JJO)

ro= (]
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o 0O0) = W rg-f-9)
= ||[7]] < 1an+[|7]] 1@
Par conséquent, ¥ s’étend a un morphisme

v Al(X) — %1(X,170)

et 'on note m la classe de [[f]] dans 71 (X, z0).
Montrons que ¥ envoie By (X) sur 1z (x 4,)- Soit

g . AQ — X
un 2-simplexe, posons o(e;) = y;, f=0?, g=c®, h=0¢®. Ona
V(Do) = V(o® - 4 o3)

Wlg '+ £) = U] +g— h
- W)+ wqjj

]
: Hf* N
|
0

[A kPR x A+ g# At x (A *hfl*x;)””
[
A

U*f*)\yl *)\y1*9*)‘y2 *)\yg*h*)\yo]]

Y
yo*f*g*h*)\yo]]

[[cons tan tel]

homotope
= lm(xa) car fxgxh '~ constante.

On sait que ¥ induit un morphisme
\I’* : Hl(X) — ;T\I(X, xo).

Si f est un lacet et si Ay, est le chemin constant égal a zg, alors

U, 0@, [[f]] = U, [f] = [\ * £+ A5 = [/

On a donc montré que ¥, o &, = 17 (X 0)-

Soit o un 1-simplexe dans X, alors on a
q)* o \I’(O') = (I)* |:|:Ao'(0) * 0 * )\;(11):”
= )\0(0) * 0 * )\;(11):|

= )\0(0) +o0+ )\;(11)]
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et ceci est possible car si f et g sont deux chemins tels que f(1) = g(0). Alors
f*g—f—g=0 en homologie, ainsi

P, 0W(0) = [Asio) + 0 — Ao(1)]
car si f est un chemin, alors f~! + f = 0 en homologie. D’oi, il vient
@.0W(0) = [0 — Aaa]
Ainsi, si ¢ est un 1-cycle alors
@, 0T(c) =[]

d’ott @, 0 U, (c) =[], ce qui termine la preuve. m

1.4 Le lemme des 5

Non allons maintenant énoncer et démontrer le lemme des 5 que 'on peut
trouver par exemple dans [1].

Lemme 6 (Lemme des 5) Soit (4;)1<i<5 et (Bi)i<i<s deuxr familles d’es-
paces topologiques, on considére le diagramme suivant

Al — A2 — Ag — A4 — A5
LA L fe L3 L Ja L[5

Bl — B2 — Bg — B4 — B5

dont chaque carré commute, et dont les 2 suites horizontales sont exvactes. Si
fi,, fo, fa, et fs sont des isomorphismes, alors fs est un isomorphisme.

Preuve. On note

Al — A2 & Ag & A4 - A5
LA Lf2 Lfs L Ja 1fs

B M B, fop, Mo Mop
Soit a3 € ker(f3), alors f3(az) = 0. Or on a que
fa(gs(as)) = hs(fs(as)) = h3(0) = 0.
Par conséquent, on en déduit que
g3(az) = aq € ker(fy) = {0}.

Ainsi, on a g3(ag) = 0, et donc

as € ker(gs).
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La suite étant exacte, il vient az € Im(gs). Il existe alors as € As tel que
az = g2(az). On a
fg(ag) = bg S B2
de plus
ha(f2(a2))) = ha(b2) = f3(g2(az)) = fs(as) =0
ainsi
by € ker(hz) = Im(hq).

Par conséquent, il existe by € B; tel que ba = hq(by). f1 étant un isomorphisme,
il existe a1 € A; tel que by = fi(a1). Les carrés étant commutatifs, on a que

b2 = h1(fi(a1)) = f2(g1(ar)).

Ainsi
ba = fa(g1(a1)) = fa(az)
et comme fo est un isomorphisme, on a g;(a;) = as. Par suite, on a
as € Im(g1) = ker(gz).

Donc

92(az) = g2(g1(a1)) = a3 =0
ce qui entraine que f3 est injective.

Soit b € Bs, on pose hs(bs) = bs. On note alors
fi(hs(bs) = [ (ba) = a4 € Ay,
h4(b4) =b5 € Im(h4) = {0} .
Ainsi, on en déduit que b5 = 0, d’ou
ga(as) = as = f5 ' (ha(ba)) = f51(0) =0
car f5 est un isomorphisme. Donc, d’aprés ’exactitude de la suite supérieure, il
existe ag € Aj tel que g3(az) = aq. On a
hs(fs(as) —b3) =0
car
hs(fs(as)) = fa(gs(as)) = fa(as) = by = h3(bs).
Ainsi d’aprés I'exactitude de la suite inférieure, il existe by € By tel que
h2(b2) = f3(as) — bs.
On pose fy ' (by) = ag, et ga(az) = ay. On a

f3(g2(az2)) = ha(fa(az))
d’on
f3(az) = ha(b2) = f3(as) — bs.
Par conséquent
fslaz —a3) = bs
ce qui montre que f3 est surjective. m
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1.5 Commutativité de 7,

Donnons un résultat sur la commutativité de m,, que I’on peut trouver dans

[5]-

Théoréme 7 Soit X un espace topologique, xo € X ; pour n > 2, le groupe
(X, 20) est commutatif.

Preuve. Nous allons faire la preuve dans le cas n = 2, le cas général étant
identique. Soit
¢7¢ : (SZ7N) - (X,JZ())

deux applications continues, o N est le pole nord de la sphére. On définit le
produit dans mo (X, xg) par

[[o]] * [[¥]] = [[¢]]
ou
o(x) si  est sur la calotte nord
o(z) =< Y(x) si x est sur la calotte sud

d(x) =(x) =zp six est sur 'équateur
S™ étant homéomorphe D™ /S~ 1 ¢ et 1) peuvent étre représentées par
¢7¢ : (D27N) - (X7:CO)
ot N est le pole nord du disque. (/gzvb est définie par

. o(x) st x est dans le semi dique supérieur
PY(x) = (x) si  x est dans le semi disque inférieur
o(x) =¢(x) =29 si x est sur le bord de chaque semi disque

On réalise une rotation du diamétre de I’équateur de D? autour du centre de
D2, Pour un angle « € [0, 7], on note

L, :D?— D?

Papplication continue définie par la rotation d’angle a autour du centre. On
note par ¢, 'application continue définie par

a(@) = 00 0 La().
On a qupo = %ﬂ, d’ott PPy = Y,. Par conséquent

[[¢¢]] = [[¢vhol] = [[¥ =]l = [[¥¢]] -
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1.6 Théoréme de Jordan pour les courbes
Définition 8 Soit X et Y deux espaces topologiques,

f: X—=Y
est un plongement si f: X — f(X) est un homéomorphisme.

Proposition 9 Soit Y un espace topologique compact tel que pour tout plonge-
ment f , on ait

H.(S™\ f(Y)) =0
alors pour I =[0,1], on a
H,(S"\ f(I xY)) =0.
Corollaire 10 Soit n € N*, alors pour tout r € N, si
fiD"— 5"

est un plongement alors
H.(S"\ f(D")) =0

et en particulier S™ \ f(D") est conneze.
Preuve. On montre le résultat par récurence. Le résultat est clair pour r = 0

d’apres le résultat (2.2).
On suppose le résultat vrai a 'ordre r — 1. D’aprés la Proposition 9, on a

H.(S"\ f(Ix D"")) =0,
Or D" ~ 1 x D"™!, ainsi on a
H.(S™\ f(I x D"™1)) = H.(S"\ f(D")) =0.
Ceci montre en particulier que
Ho(S"\ f(D" 1) =2Z = 7#{ composantes connexes de S™\f(D" ")}
et donc que S™\ f(D"71) est connexe. m
Théoréme 11 Si f: S™ — S™ est un plongement, alors

Z sii=n—r—1

Hy(S™\ f(S7)) ~ { 0 sinon

c’est a dire que I/Z(S” \ f(ST)) ~ E(Snfrfl)'
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Preuve. On va montrer le résultat par récurrence sur r.
Pour r =0, on a

S™\ f(0) = R™\ {0} = 5"

donc S™ \ f(0) et S"~! ont la méme homologie.
On suppose le résultat vrai a l'ordre r — 1, i.e.

Z siti=n-—r

T7.(Qn r—1\\ ~
msmsy={ §
Alors, pour un plongement f de S™ dans S™, on pose

Uy = S"\ f(D})

et
U_=8"\f(D).
On a
Uy NU-=8"\ f(5")
et

U UU_ = 8™\ f(S™h.
On applique le théoréme de Mayer-Vietoris & UT et U™ et on a la suite
exacte longue suivante
= Hip1(Uy) @ Hipa(U-) — Hia(S™\ F(S™71) — Hy(S™\ £(S7))
0
— Hi(Uy) ® Hipa (U-) -

0

Or, d’aprés le Corollaire 10, les termes en somme directe sont nuls, ce qui montre
que les termes intermédiaires sont isomorphes, d’oul le résultat. m

1.7 Lemme de Nakayama

Proposition 12 Soit A un anneau unitaire commutatif. Si B = (b;j)1<i j<n €
M, (A) , alors

dét(B) = > &(0)bo(1),1 - - ba(n)n
oES,

Théoréme 13 (Lemme de Nakayama) Soit A un anneau local et m son
idéal maximal, M un A—module finiment engendré et N un sous-module de
M tel que

M CN+mM

alors M = N.
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Preuve. Soit M’ = M/N et mq,...,m, des générateurs de M. On voit
alors que

1. les classes d’équivalence 1y, ..., m, engendrent M’
2. M =N+mM = M =mM'.

En particulier, d’aprés le point 2., on a

m1 = a11m1 + ...+ alpmp

Mp = Ap1M1 + ...+ AppMyp

ou (aij)i<ij<p € M-
On écrit le systéme sous forme matricielle et il vient

my 0

(I—4)

My 0
ot A = (aij)1<ij<p €t I est la matrice identité. On multiplie par la transposée
de la matrice des cofacteurs et on obtient
™my 0
myp 0
D’aprés la Proposition 12, on a
dét(I — A) =1+ a, a € m.

1 + a est inversible dans A, car sinon 1 € m et on aurait m = A!! D’ou
my 0
a+a)| : |=
myp 0
ce qui montre que m; = 0 pour 1 <7 < p. Comme

M’ = (i, ..., 1) A

on conclut que M' = {0}, ce qui signifie que M = N. m

1.8 Variétés de dimension 1

On s’intéresse ici aux variétés de dimension 1 dont voici I'un des principaux
résultats que l'on peut trouver dans [2].
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Théoréme 14 Une variété lisse connexe et dénombrable a linfini de dimension
1 est difféomorphe a S' si elle est compact et G R si elle n’est pas compacte.

La démonstration du résultat repose sur le fait qu’on sait qu’une telle variété
admet un plongement dans R3. Donnons un résultat préliminaire.

Définition 15 Soit C' une sous-variété de dimension 1 d’un espace euclidien
et

p:la, b= C

une paramétrisation de C, on dit que @ est une paramétrisation par longueur
d’arc de C si pour tout t € |a,b[, ||¢'(t)|| = 1.

Lemme 16 Soit C une sous-variété de dimension 1 d’un espace euclidien, J
est un intervalle ouvert de R et

p:J—-C

une paramétrisation de C' alors

(i) il existe une paramétrisation par longueur d’arc de C' de méme image
o(J).

(i) si o1 : J1 — C et pg : Jo — C sont deuzr paramétrisations par longueur
d’arc de C, alors il existe ¢ € R, tel que pour tout t € Jy

©a(t) = p1(c+1)

ou bien
pa2(t) = p1(c —t).

Preuve. (i) Soit ty € J, on pose
t
S(t) = t ¢’ (w)]] du.
(0]

La fonction S est lisse, et sa dérivée est partout non nulle. Si I = S(J), la
fonction
poS™1:I—C

donne une paramétrisation par longueur d’arc de C.
(i) Soit maintenant ¢q : J; — C et ¢y : Jo — C deux paramétrisations par
longueur d’arc de C' d’image (J). La fonction
prlowa: s — )

est un difféomorphisme. De plus, en dérivant la relation

@2 =10 (7" 0p2)
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on voit que ’(@;1 o @2)’ (t)‘ = 1. Donc la dérivée (7" o <p2)l (t) est égale a 1
ou—1. m

Preuve. (du Théoréme 14) Soit ¢ : |a,b] — C une paramétrisation par
longueur d’arc. On peut la supposer maximale (éventuellement a = —oo ou
b= +00).

¢ (Ja,b]) est ouvert car ¢ : Ja,b[ — C est un difféomorphisme local. Soit

z € ¢ (Ja;b) \ ¢ (Ja, b)), on a

x = lim o(t,)
n—oo
ol (tn)n>0 est une suite de points de ]a,b[. Aprés extraction d’une sous-suite,
on peut supposer que (t,)n>0 converge. Sa limite est soit un point de ]a, b, soit
a, soit b. Le premier cas est exclu, car on a supposé que x ¢ I'm(p). Supposons
par exemple que la limite soit b. Soit

V:]—e e[ = C

une paramétrisation par longueur d’arc de = dans C, telle que ¥(0) = x. Alors
o(tn) € Y(J) pour n assez grand. Plus précisément, on a ¢(t,) = ¥(n,), pour
un unique 7, tel que lim n, = 0. D’aprés le Lemme 16, on a

n—oo

o(t) = h(nn £ (t —tn)).

Pour n assez grand, ¢ (n,, + (¢t — t,,)) fournit un prolongement de ¢ au dela de b,
ce qui contredit I’hypothése de maximalité. Ceci montre que ¢ (]a, b]) est fermé.
Donc ¢ (Ja, b]) est fermé et ouvert dans C, ce qui montre par connexité que ¢
est surjective.

— Si @ est injective, on a une immersion bijective qui est un plongement, et
donc ¢ réalise un difféomorphisme entre |a, b[ et C'. Ceci prouve que C' est
difféeomorphe a R.

— Si ¢ n’est pas injective, prenons t1,t2 € Ja, b tels que

p(t1) = p(t2).

On peut supposer que t; = 0 et t3 = ¢ > 0. Les vecteurs ¢’(0) et ¢'(c)
sont de norme 1 et tangents & C' en un méme point, donc

©'(0) = +¢'(c).

Le cas ¢'(0) = —¢’(c) est exclu car le Lemme 16 appliqué aux paramétri-
sations ¢(t) et p(c —t) sur [0, ¢|, donnerait
p(t) = plc—1)

soit en dérivant ¢'(t) = —¢'(c —t), puis ¢'(§) = 0, ce qui est impossible.
Ainsi, ¢'(0) = ¢'(c), et le Lemme 16 donne

o(t) = plc+1), c+t€ladf.
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Mais, si |a,b] # R, cette relation donne aussi un prolongement de ¢ au
dela de ]a,b[, donc ]Ja,b[ = R et ¢ est périodique. Soit T sa plus petite
période, si ¢(t1) = ¢(ta), d’aprés le raisonnement précédent

ot) =p(ta —t1 +t) VY (ta —t1) € TZ.

Ainsi, par passage au quotient R/TZ, ¢ donne une immersion injective de
R/TZ sur C, donc un plongement.

1.9 Le lemme de Morse
On énonce le lemme de Morse dont la preuve se trouve dans [3].

Théoréme 17 (Lemme de Morse) Soit po € M un point critique non dégé-
néré d’une fonction lisse f : M — R. Alors il existe une carte ¢ : U — R"™ ou
U est un voisinage de po tel que ¢ (po) =0 et pour tout x € U

(fo¢_1)(w):f(PO)—iU12—-~~—$k2+$k+12+...+xn2

k s’appelle l'indice de f en pgy et il ne dépend pas du choix de la carte.
1.10 Familles de courbes réelles

Notation 18 Soit {X;},.p une famille de courbes réelles C*° telle que
X:U&QW
teR
soit une surface algébrigue C*° non compacte. On pose
f: X—>R
la restriction d’une fonction polynomiale
F:R" - R.

Définition 19 On dit que s € f(X) est typique si Uapplication f est une C*
fibration triviale en s (i.e. de fibre f=1(s)); sinon s est dite atypique.

L’ensemble des valeurs atypiques de f est noté Ay.

Définition 20 Soit a < b deux réels tels que Ja,b[ C f(X)\Af, Y une compo-
sante connere de f=1 (Ja,b[), Y; = Xy N, on dit que p € X est limite quand t
tend vers a de la famille {Y;}, o, ,( il existe une famille {pi}; ey de points de

Y telle que pr, — p et f(pr) — a.
k—oo k—oo
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On note alors

, lirr%> Y, = {p € X | p est limite quand ¢ tend vers a de la famille {Yt}te]a,b[}

On définit de maniére analogue, lim Y.
t—b,t<b

Remarque 21 On voit que lim Y; C f~(a) et que lim Y, C f~1(b). Y}
t—a,t>a t—b,t<b
est connexe pour tout t € la, b.

Définition 22 Soit s € |a,b| et Yy une composante connexe de f~1(s), on dit
que la famille {Y}}te]a,b[ disparait o Uinfini quand t tend vers a, t > a si
lim Y, =0.
t—a, t>a

On définit de maniére analogue, la notion de disparaitre o linfini quand t tend
vers b, t < b.

Lemme 23 Soit a € f(X) une valeur réquliére de f, alors avec les notations
précédentes on a
: . 0
Y = , )
(9 tﬂlg,”}m ¢ réunion de certaines composantes connexes de f~(a)
(it) si{Y{}ic)qp( €5t une famille de courbes de certaines composantes connezes

de ) et si
. . /
(tlzﬁgan) n (t—{?ﬁt@an) 7é @
alors {Yt}te]a,b[ = {Yt/}te]a,b['

Preuve. (i) Comme a est une valeur réguliére, on peut montrer que . lintl Y;
—a,t>a

est un ouvert en utilisant des coordonnées locales de f~!(a). Mais cette limite
est aussi un fermé, ce qui montre le résulat.
(ii) Evident m

Définition 24 On dit que la famille {Yt}te]a,b[ se partage quand t tend vers a,
t>a st . lint1> Y; contient au moins deux composantes connezres non vides de
—a, a

).

Notation 25 On note les conditions

(B) : le nombre de Betti de la fibre X; est constant pour t dans un voisinage
de 0.

(E) : La caractéristique d’Euler x(X;) est constante pourt dans un voisinage
de 0.

(nV) : 1l n'existe pas de composantes connezes de X; qui disparaissent a
Uinfini quand t tend vers 0, t >0 ou t < 0.

(nS) : Il n'existe pas de composantes connexres de X qui se partagent a
linfini quand t tend vers 0, t > 0 ou t < 0.
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Donnons le principal résultat dont la preuve se trouve dans [4].

Théoréme 26 Supposons que 0 € f(X) soit une valeur réguliére de f, alors
on a les équivalences suivantes :

(i) 0 est une valeur typique de f

(ii) (B) et (nV)

(iii) (E) et (nV)

(iv) (B) et (nS)



Chapitre 2

Exercices

2.1 Homologie
Exercice 1 Soit P"(R) = (R"*1\ {0})/ ~ ou

r~y<=INER"; y= Az

et
U; = {[x1 i Zpt1) €EPY(R) iz #0}.
Montrer que
n+1
P"(R) = | J Ui
i=1

Solution 1 (C) Pour tout i € {1,...,n}, on a U; C P*"(R). Ainsi on a que
wacpwm.
z:1(3) Soit [x1 1 ... Tpy1] € P*(R), posons
o: R\ {0} — P*(R)
(1, Tpp1) — [T1 1o Tt

(1, .0y Tny1) # 0. Il existe i € {1,...,n+ 1} tel que x; # 0. Ainsi
H(a:l, ...,a)‘n+1) ey;

ce qui montre que
n+1

T1i...:Tpe1] € U Us;.
i=1

Donc on a que
n+1

P"(R) = | U..

21
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Exercice 2 Soit U; = {[z] = [z1:...: Zpy1] € PP(R) : 2; # 0} et
@; - Ul — R™
[¢] = (&b,..., sl Zem o Indly

Monter que ; est bijective.
Solution 2 Soit (y1,...,yn) € R™ alors
Ci(Y1Yir - Vi1 Yir Vir Ui Vit 1Y - Yn¥i) = (Y15 -5 Yn)
86 (Y1iy -oos Yio1Yis Yir Y2 Yit 1Yiy s UnYi) € Ui, c'est-a-dire si y; # 0. Ainsi @;

est surjective.
Soit [x] et [y] dans U; tels que

r _— Y
a3 Yi
Ti—1 __ Yi—1
Zq Yi
Tit1l _ Yit1
Zi Yi
Tn41 — Yn+1
Zq Yi

Si A = 2t alors il vient [z] = [Ay]. Or on a [y] = [Ny, ainsi [x] = [y] et ¢; est
injective.

Exercice 3 Calculer H,(CP™).

Solution 3 D’aprés I’Exercice 1, on a
cpt =c[Jc [T JIc' [
homeo

ot C' =R? "~ D?. On sait que la suite en homologie

2 B (CPY) " P, (CBM) 25 L. By (CB™) 2 0

nous donne
H,.(CP") = ker §,/ Im ..

0
" P, ((CP”) — g#{cellules de dimensionsi de CP™}
B 7  sii est pair et 0 <1< 2n
n 0 sinon

ainsi la suite en homologie devient

0o

5 S2n Som -~ O3n—1 o Oan_
~'O 21«{)»20 ZLTIZ&)O 21)12 27_}2”.2—)0
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d’ou
Im do, =0 pour 0 <k<n
kerdor, =7 pour 0 <k<n

et

Imdop—1 = 62k—1(0) pour 1 <k<n
ker doi,_1 =0 pour 1 <k<n
Donc, il vient

H; (CP") = 7Z pouri pair et 0<1i<2n
= 0 sinon

Exercice 4 Soit A C X deux espaces topologiques et i : A — X une A rétracte
de X.

(i) Montrer que la suite exacte longue de la paire (A, X) se décompose en
suite exactes courtes

0 — Hy(A) ™ H(X) "2 H(X, 4) =0

pour tout k € N
(i) En déduire que Hp(X) ~ Hy(A) ® Hi(X, A) pour tout k € N.

Solution 4 (i) Pour tout k € N, on a la suite exacte longue de la paire suivante

o Hea (X, A) S B () i 00 B (x A) B () -
On en déduit que Tm(ig). = ker(jx).
Il exister : X — A tel que r o1 =1idy, ainsi
((rod)r)e = (ri)« o (i) = id, (a)

d’ot (i )+ est injective.
On a
Ur)a : Ap(X) — Ap(X, A) = Ap(X)/Ak(A)

qui est surjective et comme

k)« Hie(X) — Hg(X,A)
[c] = [(Jk)a(o)]

on en déduit que (ji)« est surjective.
(i) D’apreés (i), on en déduit que

Hy(X)/ ker(jk )« = Im(jik).

Or, on sait que Im(ji). = Hp(X, A) et que ker(ji). = Im(ix)«. De plus, on a
que Im(ig). ~ Hy(A). Par conséquent,

Hy(X)/Hp(A) ~ Hi(X, A)

ce qui montre que
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Exercice 5 Soit (X,Y,Z) un triplet topologique (i.e., Y C X et Z CY) et
(AL(X),07), (AL(Y),0)) et (A(Z),07) les complexes de chaines respectifs.

(i) Montrer que la suite

0 — AR(Y, 2) "2 AL, 2) Y20 ALX,Y) — 0

est exacte pour tout k € N,
(i) En déduire pour tout k € N la suite exacte longue d’homologie du triplet :

(35 )%

s HW (Y, 2) " H(X, 7))

) Hy(X,Y) (%) Hy (Y, Z) )

Solution 5 (i) Soit i : Y — X linclusion, on note ¢ + Ap(Z) un élément de
A(Y,Z) = Ap(Y)/Ak(Z). On pose

(ia)k: Ag(Y) = Ag(X)

CH— C

linclusion. On a alors

(iA’)k : Ak(Y, Z) — Ak(X, Z)
c+Ap(Z) = c+ Ar(Z)

linclusion qui est injective.
On pose
(Ua)k: Ap(X,Z) — A(X)Y)
c+Ar(Z) — c+ AR(Y)

qui existe car Z C'Y C X et est surjective.
(C) Soit c+ Ap(Z) € Ap(Y,Z), on a
(Ja)k o (ia)k(c+ Ar(Z2)) = (ja)klc+ Ar(Z))
= c+ Ak(Y)
= AR(Y) carce Ag(Y).
(D) Soit ¢+ Ax(Z) € ker(jix )k, c’est a dire que c € Ap(Y') alors

c—+ Ak(Z) = (iA/)k(C+ Ak(Z))
via Uinclusion (iar)k, ce qui montre que
ker(jA/)k C Im(iAr)k.

(i) Ce résultat vient du théoréme suivant [1, Theorem 5.6].

Exercice 6 Montrer que S"~1 n’est pas une rétracte de D™.

Solution 6 Supposons que i : S"~1 < D™ soit une S"1 rétracte de D™, alors
il existe
r:D" — 8"t
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tel que roi =1idgn-1. On a alors
((T © i)k—l)* = (kal)* © (ikfl)* = idﬁ;:(sk—l) (21)

ol
E;_/l(skil) (lk;i)* E;:_/l(Dk) (Tk;:)* Ek\_/l(skfl).
Or on sait que
=~ Z siti=mn
Hi(S ){ 0 sinon (2.2)

Ainsi, les égalités (2.1) donnent la suite

7 (ikj)* 0 (Tk;}l)* 7
Soit z € Z, d’apres (2.1) on a

(Fh_1)s 0 k1), (2) = (71)2(0) = = (23
Soit 2 € Z\{z}, alors

(rk—1)x 0 (ik-1), (2) = (rk-1)+(0) = 2

d’apres (2.3), ce qui contredit (2.1)!

Exercice 7 (Théoreme de Brouwer) Montrer que toute application continue

f:D"*— D"
posséde un point fize.

Solution 7 Supposons que f : D™ — D™ continue, ne posséde pas de point fize.
On construit alors
r: D" — gn-t
r = [f(x),z)nS"!

ot [f(x),x) désigne la demi-droite d’origine f(x) passant par x. r est continue
et elle définit une S"~1 rétracte de D", ce qui contredit I’Exercice 6.

Exercice 8 Monter que

HZ-(S”):{ Z sii=mn

0 sinon



26 CHAPITRE 2. EXERCICES

Solution 8 Posons

| L sit=n
Hi(S") = { 0 sinon (Sn)
n on— Z sii=mn
H(D",577) :{ 0 sinon (Dn)
n mny_ | L sit=mn
Hy(S", DY) = { 0 sinon (£n)

Montrons ces 3 assertions par une récurrence “en cascade” sur n.
D’abord, on a

Z sii=0

(Q0 DOy ~ H. ; ~
H;(S", DY) ~ H;({point}) ~ { 0 sinon

Montrons que (Ry,) < (Sy). Ceci vient de la suite exacte en homologie de la
paire (S”,Di) et du fait que DY soit contractible :

0= H;(D}) — Hy(S") = Hi(S", Dlt) — Hi_1(D}) =0

Montrons que (Ry,) < (Dy,). Soit U un “petit” voisinage du pole nord de S™,
d’apres l'ariome d’excision, on a

Hy(S", D) > Hy(S" \ U, D} \ U).
Or (S*\U,D \U) = (D™, S™ 1), on sait que
Hy(S"\ U, D" \U) ~ H,(D", 8" ")

ce qui montre le résultat.
Montrons que (Dy,) < (Sn—1). Ceci vient de la suite exacte en homologie de
la paire (D", S"’l) et du fait que D™ soit contractible :

i—1

0= H;(D") — H;y(D",S"~") — H,_1(S"™") — H;_,(D") = 0

Finalement,on a

(Do) & (Ro) & (So) = (D1) = (B1) = (S1) = (D2) = -+~

Exercice 9 Si f : S™ — S™ est continue, on définit le degré de f comme entier
deg(f) vérifiant

(o). (2) = (deg(f))z, Vo€ Hy(S") ~Z
On remarque immédiatement que

deg(f o g) = deg(f) deg(g) (2.4)
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et on suppose connu le fait que le degré de
f: s” - S”
(X0, T1y .-y Tn) +—  (—T0,T1,...,Tp)
est —1. Montrer que le dégré de l’application antipodale
g: S" — Sm
r = -

est (—1)"*.

Solution 9 L’ application f n’est pas topologiquement différente des applica-
tions inversant une autre coordonnée. Ainsi toutes ces application sont de dégré
—1. Comme g est la composée de ces n+1 applications, on a d’aprés la remarque
(2.4) que

deg(g) = (—1)""".

Exercice 10 Soit (X, A) une paire d’espaces topologiques. i : A — X est une
rétracte de déformation s’il existe

¢ X — X, t e [0,1]

ol
$o = idx
(bl (X) CcA
$1]la =ida
On a alors ¢1 01 =1d4.
(i) Montrer que ¢1 est une homotopie d’équivalence.
(11) Déduire que Hy(X) ~ Hy(A)
(111) En déduire Hi (X, A).

Solution 10 (i) Posons
F: Xx[0,1] — X
(z,1) = Pi(x)

alors F(x,0) = idx et F(x,1) = io0 ¢1(x). Ainsi, F est une homotopie. Donc
on a
io¢1 ~idx

Et comme ¢1 01 =1id4, on en déduit que ¢1 est une homotopie d’équivalence.
(i) L’homotopie étant un invariant homologique, on a

Hk(X)ZHk(A), vk e N
(iii) Par théoréme, on a la suite exacte longue suivante
- — Hp 1 (X,A) = Hp(A) S Hy(X) — Hy(X,A) — - -

ce qui montre que
Hy(X,A) =0, vk € N.
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2.2 Singularités

Exercice 11 Soit n,m € N*, calculer le nombre de Milnor u(f) pour le germe

en 0 de
f: cC? — C
(z,y) — a"+y"

Puis généraliser.
Solution 11 On pose I = ("1, y"1)O. On a

f(xay) = Zai,jxiyj

i>0
j=>0
i j n—2 j n—1 i,
= E ap;y’ +x E a1y + -+ g n—2Y + T E Qign—1,;2'Y
j=>0 j=>0 j=>0 >0
j=0
n—1ltermes
el

Considérons un des n — 1 termes z* 3" ax jy7. Il vient
j=0

k Pk —2 “1 ;
T E a ;v =" |ako+ag 1y + -+ apm_1y"C +y™ E Ak, jtm—1Y’
j=0 3=0

m—1 termes

el

On voit ainsi que l’on obtient une base de O/I formée de (n — 1) (m — 1) termes;
donc

p(f) = (n—1)(m—1).

On montre de la méme maniére que pour

g: C" — C
(xl,...’xn) — x’f1+"'+$ﬁn
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