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Introduction

La géométrie différentielle est une continuité du calcul infinitésimal, elle
permet d’étudier grace aux techniques du calcul différentiel une nouvelle
famille d’espaces topologiques appelées ”variétés différentiables”, permet-
tant la rénovation de la vieille géométrie des courbes et des surfaces de R3
a la Gauss-Darboux, et en la plagant selon un esprit actuel dans un cadre
contemporain.

Le calcul différentiel permet d’étudier I’évolution d’un phénomeéne au
voisinage d’un instant donné (sa vitesse, son accélération) lorsque celui ci
décrit une portion d’un espace dans lequel on a une structure d’espace vec-
toriel normé.

Notre but est de montrer qu’on peut faire de ’analyse mathématique
en dehors des espaces qui n’admettent pas de structure d’espace vectoriel
normeé.

Empiriquement, nous pouvons mesurer des portions de la terre, nous
nous déplacons entre les villes, les pays, on peut décrire presque toutes les
régions du globe terrestre d’une maniére adéquate, en utilisant un petit livre,
appelé atlas, formé d’un ensemble de cartes, qui sont des ouverts du plan
R2. Ici, chaque point du globe peut étre représenté dans une carte. En
s’'inspirant de la cartographie, on définit une variété différentiable de dimen-
sion n (n € N) par un atlas qui est un ensemble d’ouverts de R™ appelés
cartes. H.Poincaré a saisi 'importance du concept d’une variété différen-
tiable, il s’est arrété sur les changements de cartes d’un atlas. C’est Whitney
(en 1944) qui a réglé définitivement ce probléme; c’est dans les changements
de cartes ot réside la notion de variété différentiable.

Pour se déplacer entre divers villes de notre planéte terre, on choisit assez
souvent les chemins les plus courts (géodésiques), ces trajectoires ne sont pas
des droites. La formulation géométrique de ces notions a conduit & introduire
des métriques sur des variétés différentiables (variétés riemanniennes), et par
la suite, & des modeéles non euclidiens :



viii

(1) Modéle de Riemann. La sphére S? (munie de la métrique induite
par le produit scalaire habituel de 'espace R?) admet pour géodésiques
les grands cercles, et il est clair que tous les grands cercles se coupent.
Si nous appelons droites paralléles, des géodésiques qui ne se rencon-
trent pas, on voit que le cinquiéme postulat d’Euclide tombe en défaut;
ici, par un point extérieur a une droite, il ne passe aucune paralléle &
cette droite.

(2) Modéle de Lobatchevski : le demi-plan de Poincaré est défini par :

P={(z,y) |y >0}
muni de la métrique ds? = y 2 (dar:2 + dyz) . Ici, les géodésiques sont

(a) les demi droites d’équation = = cte,

(b) les demi-cercles centrés sur 'axe Oz.

Ainsi, par deux points distincts du demi-plan de Poincaré, passe une
géodésique et une seule, & savoir :

(a) la parallele a I'axe Oy si ces deux points ont méme abscisse,

(b) le demi cercle passant par ces deux points et centré a 'intersection
de 'axe Oz et la médiatrice du segment joignant les deux points.

On déduit donc le résultat suivant :
Par un point extérieur & une géodésique ~y passe une infinité de géodésiques
ne rencontrant pas -y.

Ici aussi, le cinquiéme postulat tombe en défaut, et on aboutit & un
modele de géométrie non euclidienne.
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Nous constatons ici la cohabitation entre géométries euclidienne et non
euclidienne; en effet, la géométrie euclidienne coexiste avec divers édifices
géométriques : géométrie différentielle, géométrie algébrique, géométrie pro-
jective, etc...

La géométrie différentielle utilise un arsenal trés riche et varié de méth-
odes mathématiques faisant de cette branche des mathématiques, un car-
refour des mathématiques, nécessitant 1'utilisation de nombreuses théories
structurées (calcul différentiel, intégration, algébre linéaire, topologie générale
et algébrique, etc,...), comme elle conduit a des directions importantes en
mathématiques et aussi & des applications en physique :

1. Les groupes et algébres de Lie sont trés importants en mathématiques
en raison de leurs applications fondamentales & la géométrie, & la mé-
canique, 'analyse, etc,...

2. La géométrie symplectique traite des objets qui issus de la mécanique

(a) La géométrie symplectique donne le formalisme géomeétrique de la
mécanique hamiltonienne classique, il s’agit en fait d’une géométrie
de l'espace de phase (fibré tangent TM, d’une variété différen-
tiable M, muni de la forme de Liouville); les équations de Hamil-
ton proviennent de la dualité entre les fibrés des repéres et des
corepeéres. elle permet de calculer aussi précisément que possible
les trajectoires de planetes.

(b) La géométrie symplectique est utilisée en optique géométrique,
en mécanique quantique etc,...

3. Le probléme cosmologique : L’univers (espace-temps) est une variété
différentiable de dimension 4. Le probléme cosmologique consiste &
déterminer la forme globale de cette variété, ainsi que les structures
diverses exprimant la distribution et ’évolution de ’énergie.

Dans sa théorie de la relativité générale, A.Einstein représente le po-
tentiel gravitationnel, donc les distributions des masses, par une métrique
locale d’espace temps. La géométrie locale de I’espace-temps (en parti-
culier les géodésiques, donc les rayons lumineux qui sont des géodésiques
particuliéres) est ainsi déterminé par la distribution de masses, les I‘f:j
de la connexion associée représentant la magnitude de la force gravi-
tationnelle.

4. La covariance des lois de la physique : Les lois et grandeurs physiques
sont covariantes par le groupe de relativité. Plus le groupe est gros,



plus les conditions de covariance sont restrictives, plus les lois et grandeurs
physiques sont déterminées par la géométrie de ’espace.

En mécanique quantique, les états d’un systéme physique sont représen-
tés par les vecteurs d’'un espace vectoriel et les grandeurs physiques
par des opérateurs linéaires sur cet espace ol opére naturellement le
groupe de relativité (éventuellement grossi de toutes les symétries du
systéme). Une particule élémentaire est un systéme physique irré-
ductible, donc est associé & une représentation irréductible du groupe
de relativité. Les paramétres servant a classer ces représentations ir-
réductibles doivent donc classer les particules qui apparaissent ainsi
comme des propriétés géométriques de I'Univers.

Les particules élémentaires sont classées par divers nombres quan-
tiques. On ignore naturellement si les catalogues actuels de particules
et de nombres quantiques sont complets. On n’a pas encore trouvé non
plus un groupe de Lie tel que les parameétres classant ses représenta-
tions irréductibles correspondent exactement aux nombres quantiques
connus.

On voit donc que la géométrie différentielle constitue un domaine tres
riche et trés vaste, et comme elle reste la matiére la plus négligée des pro-
grammes marocains, puisqu’on ne trouve pas de trace de la géométrie des
surfaces, ni celle des courbes algébriques, ni des groupes de transformations,
ni géométrie projective, etc,...

On se propose dans ce cours, qui est enrichi par des exposés, de combler
les lacunes du programme d’enseignement marocain qui concernent cette
discipline d’une part, et d’autre part, de donner les éléments de base et
outils nécessaire pour ’étude la géométrie différentielle, et particuliérement
les géométrie symplectique et multi-symplectique, les systémes dynamiques
et certaines applications.

Azzouz Awane
Casablanca le 8 janvier 2002



Chapitre 1

Eléments du calcul tensoriel

1.1 Dualité

1.1.1 Espace dual

Soit E' un espace vectoriel sur K.

On appelle forme linéaire sur E, ou covecteur de FE, toute applica-
tion linéaire de E a valeurs dans le corps K, l'espace Lk (F,K) des formes
linéaires sur F est appelé dual de 'espace E, et est noté E*.

On appelle forme bilinéaire canonique, I’application bilinéaire

(#,w) — (z,w) = w(z)

,de F x E* dans K, et le scalaire (z,w) = w(x) est appelé produit scalaire
du vecteur x € E par le covecteur w.
Pour tout K—espace vectoriel E, on a :

1. Le noyau d’une forme linéaire non nulle sur £ est un hyperplan de F,
c’est-a-dire un sous espace vectoriel de E de codimension 1.

2. Pour tout hyperplan H de E et pour tout vecteur e de F n’appartenant
pas & H, il existe une forme linéaire unique w sur £ nulle sur H, telle
que w (e) = 1, en particulier on a Imw = K.

3. Deux formes linéaires wi et wy sur E ayant le méme noyau si et seule-
ment si elle sont proportionnelles, c’est-a-dire, il existe A € K — (0)
telle que w1 = Awa.

Etant donné deux espaces vectoriels E et F sur K, alors pour toute
base (e;);c; de I'espace vectoriel E et pour toute famille quelconque (f;);c;

1



2 CHAPITRE 1. ELEMENTS DU CALCUL TENSORIEL

d’éléments de F), indexée par I, il existe une application linéaire unique de
FE dans F, telle que
u(e;) = f; pour tout ¢ € I.

Cette application est injective (resp. surjective, resp. bijective) si et seule-
ment si, la famille (f;);c; est libre (resp. génératrice, resp. base) de F.

En particulier, pour F' = K, alors pour toute famille de scalaires (o), ,
indexée par I, il existe une forme linéaire unique w sur F, telle que

(e;,w) = o pour tout i € I,

autrement dit, siz = >, ; r'e; € E, ol (z’)l g st une famille presque nulle

de scalaires on a : '
(xv w> = Z xlaiy
el
de plus I'application (;);c; — w, de K’ dans E*, ou w est Punique forme
linéaire sur F telle que

(e;,w) = o pour tout ¢ € I,

est un isomorphisme de K/ sur E*. Ici K’ est 'espace vectoriel de toutes les
applications de I & valeurs dans K.

Soient maintenant un hyperplan H de E et une forme linéaire w sur F
de noyau H, (e;);c; une base de E. Pour tout ¢ € I, on pose (e;,w) = a;.
Alors un élément x = ), ; x'e; de E est dans H si et seulement si :

(r,w) = Zl‘iai =0,

i€l

ol (:EZ)Z ¢ est une famille presque nulle de scalaires; ce qui montre que
I’hyperplan H de F est défini dans une base donnée par une relation linéaire.
Désignons par K I’ensemble des familles presque nulles ()\’)Z cI d’éléments
de K. K& est un sous espace vectoriel de 'espace K de toutes les familles
(Ai)iel d’éléments de K.
Le fait que (e;);c; est une base de I est équivalent & dire que 'application

z— (N (@)

de E dans KO, on (/\i (av))Z o est la famille de scalaires presque tous nuls

telle que z = 3,.; A’ (z) ¢;, est un isomorphisme. On a donc :

1. E est isomorphe a K1),
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2. E* est isomorphe a K.

3. E est de dimension finie si et seulement si E* est de dimension finie,
et dans ce cas on a dimg FF = dimg E*..

Proposition 1.1 Soient I un espace vectoriel sur K et (e;),.; est une base
de E. Pour tout j € I, on désigne par €/ l'unique forme linéaire sur E telle
que pour touti € I on a :

N [ lsii=j
<6i’ej>:5§:{ 0 sii+#j.

el est appelée j — eme forme coordonnée. On a :
1. La famille (ei)iel est libre dans E*.

2. La famille (ei)iel est une base de E* si seulement si F est de dimen-
sion finie.

Soient E un espace vectoriel de dimension finie n sur K et (€;);,,, est

une base de F. Le systéme (ei) des formes linéaires sur E telle que

1<i<n
pour tout i (i =1,...,n),on a:

<ei, el > = 5{ ,
qui est une base de E*, est appelée base duale de la base (e;),,,, - L’application
e — €'

de E dans E*, est un isomorphisme d’espaces vectoriels, qui n’est pas canon-
ique. il dépend en fait de la base choisie. Considérons par exemple la
nouvelle base (v;) de E définie par vi = ae,v; = €,1 # 1, a # 0.
L’isomorphisme f de E dans E* donné par f(v;) = v* ou (v’) est la base
duale de (v;) , ne coincide pas avec I'isomorphisme e; — ¢’, dés que a® # 1.

1.1.2 Orthogonalité

Soit E un espace vectoriel sur K et E* son espace dual.

1. Deux éléments x € F et w € E* sont dits orthogonaux si :

(x,w) = 0.
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2. Deux parties A C F et B C E* sont dits orthogonaux si :
(x,w) =0
pour tous z € A et w € B.

3. Soit A C E. On appelle annulateur de A, que 1'on note Ann (A),
I’ensemble :

Ann (A) ={w € E* | (x,w) = 0, pour tout = € A}.

Ann (A) est un sous espace vectoriel de E* et l'on a :

Ann (A) = Ann (Vect (A)) .

4. Soit B C E*. On appelle orthogonal de B, que I’on note B+, ’ensemble

Bt ={z € E| (x,u) =0, pour tout u € B}.

B1 est un sous espace vectoriel de E et l'on a :

Bt = (Vect (B))*.

Soient E un espace vectoriel sur K, (e;);c; une base de E et .J une partie
de I. Alors pour qu'un élément x soit dans l'orthogonal {ej |jed }J‘ de
{67 |j€ J}, il est nécessaire et suffisant que <:L‘,€]> = 0 pour tout 5 € J,
si et seulement si les coordonnées 7 (j € J)de z sont nulles, ce qui est
équivalent a dire que z € Vect (e; | i € I — J), ainsi,

{ej|j€I}L:Vect(e¢|i€I—J).

Supposons que I — J soit fini. Pour qu'une forme linéaire w sur E soit
dans I'annulateur Ann {e; | j € J} delapartie {e; | j € J}, il faut et il suffit,
(ej,w) = 0 pour tout j € J.

Considérons la forme linéaire

oc=w-— Z (e, w) €',

iel—J

cette forme linéaire est nulle, et par conséquent

w= Z <e¢,w>ei€Vect(ei|i€I—J).
el—J
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Soit maintenant w € Vect (¢" | i € I —J). Il existe des scalaires (A;);c;_;

telle que w = Y. \;e’, et donc, pour tout j € J,
iel—J

(ejw) = ) Ailej, ey =D N =0,

el—J iel—J
donc w € Ann{e;j | j € J}, on a donc
Ann{ej|j€J}:Vect(ei|i€I—J).

On déduit, que si E est un espace vectoriel sur K de dimension finie, alors
pour tout sous espace vectoriel F' de E et pour tout sous espace vectoriel G
de E*, on a

1. dimg (Ann (F)) = dimg £ — dimg F,

2. dimg G+ = dimg E — dimg G.

Et pour tout sous espace vectoriel F' de F, on a :
(E/F)" ~ Ann (F).

En particulier si ' de dimension finie, alors dimg (E/F) = dimy, (Ann (F)) =
dimg F — dimg F.
De méme on a :
E*/Ann (F) ~ F*.

Définition 1.1 Soit E un espace vectoriel sur K et E* son espace dual. On
appelle bidual de E, le dual (E*)" de E*, on le note E**.

Considérons ’application
vp: B — E*,

telle que pour tout © € F, g () = = est la forme linéaire sur £*, donnée
par :

Z(w) = (z,w)
quel que soit w € E*, est un homomorphisme injectif de K—espaces vecto-
riels.

Exercice 1.1 Montrer que ¢f est un isomorphisme si et seulement si E
est de dimension finie.
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1.1.3 Transposition

Soient F et F deux espaces vectoriels sur K. A toute application linéaire
u: E — F, on peut associer une unique application linéaire tu : F* — E*,
appelée transposée de u, définie par :

tu(w)=wou,
c’est-a-dire, pour tous z € F et w € F*, on a :

<a:,tu (w)> = (u(z),w).

Exemple 1.1 Soient F' un sous espace vectoriel de E, i : x —— x de F
dans E l'injection canonique de F' dans E et p:x+— x =x+ F de E sur
E/F, la surjection canonique. Alors

1. (W) =woi= w|r est la restriction de la forme linéaire w au sous
espace vectoriel I, pour tout w € E*,

2. 'p: (EJF)" — E* telle que
p(w)(z) =w(x+F)
ot T =z + F est la classe modulo F' du vecteur x.
Proposition 1.2 Dans les hypothéses et notations ci dessus on a :

1. L’application uw — 'u de Lx (E,F) a valeurs dans L (F*, E*) est
K—linéaire.

2. Yidp = idp~
3. Soit G un troisiéme espace vectoriel sur K, v € Lx (E,F) et v €

Lk (F,G), alors

tlwou) = tuo v

4. Siue GLg (E), alors 'u € GLg (E*) et l'on a :
()" =" ().
De méme on a :

Proposition 1.3 Soient E et F' deux espaces vectoriels sur K etu € Lx (E, F).
On a les relations suivantes :
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1. Im'u = Ann (keru),
2. ker' u = Ann (Imu),

3. le rang de tu est fini si et seulement si, le rang de u est fini et l'on a :
rg ("u) =rg (u)

Proposition 1.4 Soient E et F' deux espaces vectoriels sur K etu € L (E, F).
Alors le diagramme suivant

E YE E**
»L U ttu

F o e

est commutatif :

tt _
USPYPrp =PYrou,

jci ty =t (tu) .

Proposition 1.5 Soit E un espace vectoriel sur K, F un sous espace vec-
toriel de E et G un sous espace vectoriel de E*. Alors :

1. (AnnF)* =F
2. dim I est finie si et seulement si dim AnnkE’ est finie et l'on a :

codim £’ = dim AnnF,

3. dim G est finie si et seulement si dim G+ est finie et l'on a :

G = Ann (GL> :

1.2 Produits tensoriels d’espaces vectoriels

Les résultats des deux paragraphes qui vont suivre, restent valables en rem-
placant un espace vectoriel sur un corps commutatif K par un module sur
un anneau commutatif A et un espace vectoriel de dimension finie par un
module libre de type fini.
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1.2.1 Combinaisons linéaires formelles

Soient K un corps commutatif et X un ensemble. Rappelons que K(*X) est
I'ensemble des familles presque nulles (A\*)_ .y des éléments de K, autrement
dit,

K&)

est I’ensembles des applications
u: X —K

telles que
{z e X |u(z) # 0}

soient finis.
L’ensemble K(&X) est un sous espace vectoriel de K¥ formé de toutes les
applications u : X — K.

Pour tout = € X, on considére élément 8, de K(X) défini par :
_Jlsiz=y
0z (y) = { 0 sinon.

La famille (J,),.y est une base de KX) et pour tout u € K*), on a :
U= Z u()0y. (1.1)
zeX

Soit f : X — G une application de X dans un espace vectoriel G sur K. I
existe une application linéaire unique

KX — @

telle que N
f(0z) = f(2).

Généralement, on identifie I’élément J, de la base de ’espace vectoriel
K) a I’élément 2 correspondant de X et on remplace les expressions (1.1)

par :

rzeX

Définition 1.2 Les éléments de KX) sont appelés combinaisons linéaires
formelles de X a coefficients dans K.
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1.2.2 Propriété fondamentale des produits tensoriels

Soient E et F deux espaces vectoriels sur un corps commutatif K. On

considére I'espace
C(E,F)=KExF)

des combinaisons linéaires formelles de E x F' & coeflicients dans K. Compte
tenu des notations du paragraphe précédent ou on identifie chaque élément
(z,y) de E x F al’application d(z,y), cet espace admet pour base I’ensemble

{(z,y) telsquex € Fety € F}.

Soit N le sous espace vectoriel de C (E, F) = K(ExF) engendré par les
éléments de la forme :

Az + Na',y) = Mz,y) = XN (2, y)
et
(z,my + 1Y) — p(z,y) — i (2,9)
ou M, N, p, 1/ €K, z,2' € Eety,y € F.
On appelle produit tensoriel des espaces vectoriels E et F), 'espace vec-

toriel quotient
C(E,F)/N

que ’on désigne par
E®F.

Pour tout (z,y) € E x F, on désigne par
T®Y

I’élément de
E®@F=C(E,F)/N

représenté par 'élément (z,y) de E X F. On a :

Proposition 1.6 L’application (z,y) — z® vy, de E X F dans E® F est
bilinéaire et les produits x ® y engendrent l’espace vectoriel E & F.

Démonstration. Pour tous \, X', u, i/ €K, z,2' € E et y,9' € F on a
(Az+Na',y) = Az, y) — XN (¢/,y) €N

et
(z,py + 1'y) — p(z,y) — ' (z,9') €N,
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donc les classes d’équivalence de ces éléments sont nulles, soit
()\x—i—)\’a:') RY-—Iy—-Nr'®@y=0
et
@ (py+py) —prey—prey =0.
par conséquent l'application p : (z,y) — z® y, de E' x F dans E ® F est
bilinéaire.
Soit 7 un élément de E ® F avec u € C (E,F). On a

u= Y ulzy) (),

(z,y)eEXF

donc la classe w de v modulo N s’écrit :

u= Y ulzyzey,

(z,y)eEXF

et la proposition est démontrée. W

Proposition 1.7 (Propriété fondamentale du produit tensoriel). Soit
f une application de E x F dans un espace vectoriel H sur K. Alors les
propriétés suivantes sont équivalentes :

1. f est bilinéaire.

2. 1l existe une application linéaire unique

F.EQF —H ExF L. H
telle que Q| —
flxy)=flz®y) Eer 77

Démonstration. Il existe une application linéaire unique f: C(E,F)—
H telle que

f <$7y) =“f (5(1,y)) 7= f(a:ay)
Supposons que f est bilinéaire. Pour tous z,2' € E,y € F et \,\ € Kon a

F(Qz+Na'y) = May) = N(@'y) =FfOa+Na'y) =M (z,9) - XNf(2
= f ()‘:L' + )‘levy) - )‘f ($>y) - /\If (ZL‘

<

~—
Il

VO

de méme on a :

F(@py+py) —p(y) = (z,9)) =0
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quels que soient = € E,y,y’ € F et u, ' € K, par conséquent on a :
kerp =N C ker ]?
Il résulte qu'il existe une application linéaire unique!
fE®@F=C(E,F)/N —H

telle que f (z ® y) = f(x,y) pour tout (z,y) € E x F, d'ou (1) = (2).
La réciproque est immédiate. W

Proposition 1.8 Soient a1,...,a, des vecteurs quelconques de E. Alors
pour tous by, ...,b. € F indépendants dans F, la relation

zr:al'@bi:()
=1

entraine a1 = ... = a, = 0.

Démonstration. Supposons qu’il existe i (i = 1,...,7) tel que a; ne soit
pas nul. Considérons la forme linéaire o' sur E telle que a’ (a;) = 1 et pour
tout j(j =1,...,7), on considere la forme linéaire &/ sur F' définie par

; ; lsij=k
Y
b (b) = 0} = { 0 sinon.
Soit f : ' x ' — K, la forme bilinéaire sur £ x F' définie par :

flz,y) = a' (z) V' (y)

pour tous (z,y) € E x F. Il existe une forme linéaire unique fsur E®F
telle que

Fxey) = flz,y) =a (z)b(y),

en particulier on a :

T

0=TF (D a;@b; | => Flay@b;) = a'(aj)¥' (b)) =1,
=1 =1

Jj=1

ce qui est absurde, par conséquent a3 =...=a, =0. W

Tci on utilise le résultat suivant : étant donné trois espaces vectoriels E, F et G, et
étant donné deux applications linéaires v : K — F et v : E — G avec v surjective.
Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. kerv C keru

2. Il existe une application linéaire unique ¢ :: G — F telle que u = pow
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Corollaire 1.1 Soient E et F' deux espaces vectoriels sur K, (a;);c; une
base de E et (bj);.; une base de F, alors

(ai ®b7); jyerxs

est une base de £ ® F.
En particulier si E et F' sont de dimension finie, alors dmFE ® F =
(dim F) (dim F') .

1.2.3 Propriétés du produit tensoriel

Soit F un espace vectoriel sur K. Tout élément de 'espace E ® K s’écrit :

n n n
Z.’L‘i R a; = Z(azl‘z ®1)= (Zazl‘z> ®1
i=1 i=1

i=1
avec x; € F et a; € K, et par conséquent, tout élément de F ® K s’écrit :

z®1avecx € E.

La propriété fondamentale du produit tensoriel montre que ’application
bilinéaire b : (z,a) — azx de F x K dans F, induit une application linéaire

V:EQK — FE

telle que b (z ® a) = ax.

L’application linéaire x —— z ® 1 de F dans F ® K et ’application
linéaire b sont inverses I'une de I’autre, ainsi les espaces vectoriels £ @ K et
FE sont isomorphes :

FoK~F.

Etant donné trois espaces vectoriels E, F et H sur K, alors a toute
application linéaire f de E dans I’espace des applications linéaires de F' dans
H (f € Lx (E,Lx (F,H)), associons 'application bilinéaire f de E x F' a
valeurs dans H (fe ﬁg) (E,F; H)), définie par :

fy) = F () ().

Inversement, & toute application bilinéaire b de Ex F dans H (b € E]% ) (E,F;H))
on associe l'application linéaire b, € Lx (F, Lk (F, H)) définie par :
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pour tout x € E, ou b(z,.) est 'application linéaire y — b (x,y) de F dans
H.

Il est clair que les applications 6 : f — fet ¢ : b — b, sont linéaires
et sont inverses I'une de 'autre, par conséquent

Lx (E, Ly (F,H)) ~ L (E, F; H))

La propriété fondamentale du produit tensoriel montre qu’a toute appli-
cation bilinéaire b : ¥ x ' — H, on peut associer une application linéaire
unique

b:EQF — H

telle que b (z ® y) = b(z,y)
La correspondance b — b, de [,]%) (E,F;H)) dans Lk (E ® F'; H)) définit
bien un isomorphisme :

£? (B, F;H)) ~ Ly (E® F; H)).

Proposition 1.9 Il existe un isomorphisme et un seul de EQF sur FQ E
appliquant T @ y sur y ® x.

Démonstration. Soit h: E X F' — F ® E 'application bilinéaire définie
par :
hz,y) =y @,

pour tous x € F et y € F. Il existe une application linéaire unique h de
E® F dans F' ® E telle que

hz®y)=y®w.

De méme, il existe une application linéaire unique g de F ® F dans F ® F
telle que
Jly@z) =10y,

pour tous x € E et y € F. Et, donc,
ﬁ og = tdrgE et ﬁoﬁ =1dggF.
Donc il existe un isomorphisme unique hde EQF sur F® F telle que

hMr®y)=y® .

pourtousz € Fetyec F. A
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Proposition 1.10 Soient E, F et G trois espaces vectoriels sur K. Alors, il
existe un isomorphisme unique de (E ® F)QG sur E® (F ® G), appliquant
(z®yY)Rzsurz® (y® z), pour tousx € B,y € F et z € G.

Démonstration. Soit x € E. L’application
0, FxG— (EQF)RG

définie par
0. (y,2) = (z@Y) @ 2,

est bilinéaire, donc il existe une application linéaire et une seule
0, FG—(EQF)®G

telle que
P (y®2)=(z@y) @2

L’application
0 EXxX(F®G) — (EQF)®G

définie par
o (z,u) = @, (u)

est bilinéaire, donc il existe une application linéaire unique
P EFR(FRG) — (EQF)®G

telle que
Preyez)=(20y) ez

De méme, il existe une application linéaire unique

V: (EQF)@G — E®(F®G)

telle que

P(r®y)®z) =10 (Y®2).
Comme on a o) = td(per)oa €t Yop = idpg(Fea), on déduit que P est
un isomorphisme de (F® F) ® G sur F ® (F ® G), appliquant (z @ y) ® 2z
sur x® (y®z), pour tous z € B,y € Fetze€ G. B
Définissons maintenant le produit tensoriel de plusieurs espaces vecto-
riels.
Etant donné n espaces vectoriels Ey, . .., E, sur un méme corps comimu-
tatif K. On dénote par C (Ey,..., E,) le K—espace vectoriel engendré par
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I'ensemble Ey X ... x E, et par N (EFy,...,E,) le sous espace vectoriel de
C (E1,..., E,) engendré par les éléments de la forme :
(wl,...,a:ci—i—ﬁxg,...,:cn) —a(wl,...,mi,...,mn)—B(wl,...,m;,...,:ﬁn)

pour tous z;, z; € E; et o, f € K.
On appelle produit tensoriel des espaces vectoriels Fq, ..., E,, I'espace

vectoriel quotient

C(E1,...,Ey)

N (Ey,...,E,)
que l'on désigne par E1®...®FE, et pour tout (z1,...,2,) € F1X...XE,,on
désigne par £1®. ..®z, la classe de (z1,...,z,) . Il est clair que 'application
(X1, .y ) — T1Q. . .Qxy, de By X. .. X E, dans E1®. . .®E,, est n—linéaire
et les produits 1 ® ... ® x,, engendrent ’espace vectoriel 1 ® ... ® E,.

Proposition 1.11 (Propriété fondamentale du produit tensoriel).
Soit f une application de Fq1 X ... x E, dans un espace vectoriel H sur K.
Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. f est n—linéaire.

2. Il existe une application linéaire unique

f:Ei®..®E, —H E,x. . xE, 45 H
telle que Q| —
Fe1®...®@an) = f(21,...,22) . Be. . oB 4

Ceci conduit & I’étude de l'algeébre tensoriel :
T(E)=KOFOoE PEQFPEQE ®E*QEOE* QEF*"®EQFERQFE+ ...

Proposition 1.12 Etant donné trois espaces vectoriels Ei,Ey et Fs3 sur
K, il existe un isomorphisme d’espaces vectoriels f : E1 @ Fy ® B3 —
(E1 ® E2) ® E3 tel que

f (z1 @z ®@x3) = (11 @ T2) ® 3

Démonstration. L’application trilinéaire (x1,x2,23) — (21 ® x2) @ x3, de
Ey x Ey x E3 a valeurs dans (E] ® Fa) ® E3, induit une application linéaire
f:E1®Fy® E3 — (E1 ® Ey) ® E3 telle que

[ (21 @22 ®@x3) = (11 @ 22) @ x3.
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Inversement, tout élément x3 € Fj3 fixé, correspond & une application bil-
inéaire

bmg B X By — 1 ® Fo ® E3
telle que by, (r1,72) = 1 @ T2 ® x3, qui induit & son tour une application
linéaire

byy : B1 @ By — 1 @ By ® E3

telle que by, (71 ® T2) = 21 @ T2 @ T3.
On définit ensuite I’application bilinéaire

E:E1®E2XE3%E1®E2®E3

donnée par :

b(u,x3) = by, (u), avec u € Fy ® Ey et x3 € Es.
Il en résulte qu’il existe une application linéaire
g: (E1®E2)®E3 —>E1®E2®E3

telle que
g (u®z3) =b(u,x3),

et, donc,
g ((x1 ®@m2) ®x3) = 71 @ T2 ® T3.

Les applications linéaires f et g sont inverses 'une de l'autre, donc elles
définissent un isomorphisme. H

Remarque 1.1 Dans la pratique, on confond (xQy) ® z et © @ (Y ® 2)
qu’on écrit x @ Yy ® z, et on désigne par E ® ' @ G l’espace engendré par
rQ@YRz,oux € B,yeF etzed.

Et, on définit le produit tensoriel

E1®E2®...®Ek
des espaces vectoriels Fn, ..., Ey sur K par :
E1®E2®...®Ek:E1®(E2®...®Ek),

et on confond aussi v1 @ x2 @ ...z} avec 1 R (T3 ® ... @ xp) .
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Soient E, F,G et H quatre espaces vectoriels sur le corps K.
A tout couple (u,v) dans lequel u € Lk (E, F) et v € Lx (G, H) , asso-
cions ’application bilinéaire

(z,y) — u(z) @0 (y)

de F x G a valeurs dans F' @ H.
La propriété fondamentale du produit tensoriel montre qu’il existe une
application linéaire unique

uRUV: EQG —FQH

telle que
uRv(zey)=u(®)v(y)?.

De plus I'application (u,v) — v ® v, de Lg (E,F) x Lk (G, H) a valeurs
dans Lk (E ® G, F ® H), est bilinéaire, donc il existe une application linéaire
unique

T:Lx(E,F)® Lxg (G,H) — Lx (E®G,F® H)

associant au produit tensoriel u®wv des vecteurs u et v, 'application linéaire
URV: EF®G— F®H.Ona:

Proposition 1.13 Dans les hypothéses et notations ci-dessus, [’application
linéaire

T:,CK(E,F)@,CK(G,H)—>£K(E®G,F®H) (1.2)

est injective.
Si de plus les espaces B, F,G et H sont de dimension finie, alors T est
un isomorphisme.

Démonstration. Supposons qu’il existe w € Lk (E, F) ® Lk (G, H) non
nul tel que 7' (w) = 0.

Par conséquent, il existe uq,...,u, € Lk (E,F) linéairement indépen-
dants, et vy,...,v, € Lk (G, H) linéairement indépendants tels que

wW=uU1 QU1+ ...+ Uy Q VUp,

%]a notation classique u®u peut prter une confusion, car elle possde deux significations
diffrentes :

1. u®v est le produit tensoriel du vecteur u € Lx (E, F') par le vecteur v € Lk (G, H)

2. u®v: E®G — F ® H est une application linaire, dfinie par la proprit universelle
du produit tensoriel..
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et, donc,
T(w)zz (u; @ v;) Zul®vz— )

par conséquent on a :
n n
Zui@)vi (z,y) = ZU’Z () @ (y) =0 (1.3)
i=1 i=1

pour tout (z,y) € E x G. Choisissons a € E tel que uy (a) # 0.
Soit p > 1 le nombre maximal de vecteurs indépendants dans ’ensemble

{ur (a),...,un(a)}.

On peut supposer que u1 (a), ..., up (a) sont linéairement indépendants. On
a donc

Z)\’uz pour j=p+1,...,n,

et la relation (1.3) donne

-

Enj u; @ (a,y) = u; (a) @ v; (y)

i=1 =1
- Yu@eu)+ Y ua) @)
=1 Jj=p+1
- S w@eum+ S (z At <a>) v (y)
=1 ]:p-i,—l =1

s
I
MR
|
i
+
~

I
=
—~
~
&
&
S~—
_|_

T.

NE

>
32
S
—~~
~—

N——
I
)

pour tout y € GG, par conséquent

Z Ajivj (y) = 0 pour tout y € G.
j=p+1

On déduit que les v; sont linéairement dépendants, ce qui est absurde, donc
T est injective.

Si de plus les espaces E, F,G et H sont de dimension finie, alors les
espaces Lk (E,F) ® Lx (G, H) et Lx (E® G, F ® H) ont méme dimension,
donc T est un isomorphisme. W
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Lorsque F' = H = K, et E et I’ sont de dimension finie, il existe un
isomorphisme canonique

E*®2G — (E®G)". (1.4)

Et, lorsque F' = G = K, et E et H sont de dimension finie, il existe un
isomorphisme canonique

EF*® H — Lk (F,H), (1.5)
faisant correspondre au tenseur w ® x de E* ® H, 'application linéaire w :
FE —— H définie par :

u(y) = (y,w) .

Réciproquement, cherchons & déterminer le tenseur de £* ® H associé a une
application linéaire fixée u € Lx (F, H) .

Soient (ei);<;<, une base de E, (ez)lgigp sa base duale, (fj),<;<, une
base de H, et soient v € Lx (E,H) et t(u) le tenseur de E* ® H associé a
u. Ecrivons?

u(ei) = alfj

et

On a donc
t(u) (er) = Ne' @ f (ex) = N (ex, ') f5 = N64f5 = N.fj = uler) = al.fj,
par conséquent )\i = ai, d’ou :

t(u) = a{fe"®fj = ei®a{fj = @ul(e).

On montre facilement que si (€})1<i<p une autre base de E alors t(u) =
e @ u(e]).

Proposition 1.14 Soient E et F' deux espaces vectoriels sur K et [,]%) (E, F;K)
lespace des formes bilinéaires de E x F' dans K. Alors il existe un unique
homomorphisme injectif

T:E®F — LY (B, F*K)

3Convention d’Einstein : Sauf mention du contraire, chaque fois que dans un
monome figure deux fois le méme indice, une fois comme indice supéreur et une fois
comme indice inférieur, on doit sommer tous les monoémes obtenus en donnant & cet indice
toutes les valeurs possibles.
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appliquant [’élément
TRy

sur la forme bilinéaire J, sur E* x F* définie par :

Ty, 8) = (2,0) (3, 8) .
Et si de plus E et F sont de dimension finie, J est un isomorphisme.
Démonstration. Soit J 'application

(@,y) — Joy

de E x F dans L (E*, F*;K), définie par :

Jay(a, B) = (z,a) (y, ),
est bilinéaire, donc il existe une application linéaire unique

J:E®F — L(E*, F*5K)

telle que

J(x®@y) = Joy

pour tous x € E et y € F.
Montrons que I'application .J est injective. Soit (e;);c; une base de E et
(fj) e une base de F.

Soit ¢ un tenseur de F ® F' tel que 7(t) = 0. Par rapport a la base
(e; ® fj)(ij)e[xj de I'espace vectoriel E ® F, le vecteur t s’écrit :

t=Xe; ® fj,
ol ()\ij ) est une famille presque nulle de scalaires. On a donc
J(t) = AT (e; @ f;) = A Je, g,
par conséquent, on a
0=17(%) (ek, fl) — XU, J, (ek, fl) — \U <e ek> <fj, fl> — K
pour tout (k,I) € I x J, o pour tout i € I, e’ est I'unique forme linéaire

sur ’espace vectoriel E telle que <eu,ei> = 62 quel que soit u € I et f]:
est I'unique forme linéaire sur l’espace vectoriel F' telle que < fos f]> = 0J
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quel que soit v € J. On a donc montré que t est le tenseur nul, par suite
I’application J est injective.
Si E et F sont de dimension finie p et g respectivement, alors

dim E ® F = dim Lx (E*, F*;K) = pgq,

et Iapplication J est un isomorphisme. M

La proposition précédente montre que si les espaces vectoriels E et F'
sont de dimension finie, le produit tensoriel £ ® F' des espaces vectoriels
et I s’identifie a ’espace Efg ) (E*, F*;K) des formes bilinéaires sur E* x F™*

EwoF =LY (E*, F*K)

et le produit tensoriel x ® y des vecteurs x et y a la forme bilinéaire définie
sur E* x F* par :

r@y () = (z,a){y,p) .

Plus généralement, le produit tensoriel F; ® ... ® E, des espaces vec-
toriels Fi,...,E, de dimension pi,...p, (p; € N) s’identifie & l'espace
E]%) (Ef,...,E}; K) des formes n—linéaires sur Ef x ... x Ef :

E1®...®E, =L (B, E5K)

et le produit tensoriel 1 ® ... ® x,, des vecteurs z1,...,x, a la forme
n—linéaire définie sur £} x ... x E} par :

T1R...Q T, (wl,...,w”) = <x1,w1>...<azn,w”>.

Pour tout & = 1,...,n, on dénote par (ej;)
la famille

L<icp, N base de Ey, alors

(€1 @+ @ enin)i<iy<py...1<in<pn

est une base de F1 ® ... ® E,, en particulier
dm(F1 ®...Q E,) =pip2. .. Dn.

Rappelons que tout espace vectoriel E de dimension finie s’identifie & son
bidual £** grace a l'isomorphisme ¢ : E — E**  définie par :

i (2) (W) = (z,0),

pour tout = € F et w € E*.
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On voit ici, que le produit tensoriel £* ® F™* des espaces vectoriels E* et
F* g’identifie & I'espace E]g ) (E, F;K) des formes bilinéaires sur E x F’

E @ F* =LY (B, F;K)

et le produit tensoriel a® 8 des covecteurs « et 3 a la forme bilinéaire définie
sur ¥ x F par :

a® B (z,y) = (z,a){y,f).
Et plus généralement, le produit tensoriel Ef®...® E} des espaces vectoriels
Ef,...,E} de dimension finie s’identifie & I'espace E]%) (E1,...,Eq;K) des
formes n—linéaires sur By X ... X E,

E®. . 9E =LP(B,... E;K)

1

et le produit tensoriel w! ® ... ® w™ des covecteurs w',...,w" & la forme

n—linéaire définie sur F7 X ... X E, par :

W @w (1, ., T,) = <a:1,wl>...(xn,w">.

1.2.4 Tenseurs

Soit ' un espace vectoriel de dimension finie p. pour tout n € N, on désigne
par T" (E) l'espace £ ® ... ® E (n—fois) :

TM(E)=E*"=E®...® E (n— fois)

avec la convention
T0(E)=Ket T) (E) = E.

Les ¢léments de T (E) sont appelés tenseurs n—fois contravariants et I’espace
T™ (E) est appelé i — ieme puissance tensorielle de E.

Et, pour chaque entier naturel m,on dénote par T, (E) I’espace (E*)®™ =
E*®...® E* (m—fois) avec la convention T{ (E) = E*. Les éléments de
T9 (E) sont appelés tenseurs n—fois covariants.

Et enfin pour tout couple (n,m) d’entiers naturels, on définit

T3 (E) = (E)®™ @ E°"

Les éléments de T} (E) sont appelés tenseurs mixtes n—fois contravariants
et m—fois covariants. Les relations (1.4) et (1.5) permettent 'identification

suivante
T3 (B) = Lx (E®™, E7),
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et les relations (1.2) et (1.5) nous permettent de voir qu’il existe un isomor-
phisme canonique

T (E) @ T, (E) — T (E), (1.6a)

m—+m/

tel que pour tous u = @' ® ... A" XTI ® ... T, € TH(E) et v =
flo...0™ @yi ®...Q yy, le produit tensoriel © ® v s'identifie & :

LRv=0'®..0a"8'®..08" T1RQ .. QT O D ... R Y.

On étend la définition des isomorphismes (1.6a) au cas ot n = m = n' =
m’ = 0, en considérant les applications linéaires correspondant aux applica-
tions bilinéaires (o, z) — ax et (o, x) — za. Il est clair que pour trois
tenseurs quelconques t1,%9 et t3 on a :

(t1 @t2) Dtz =11 @ (t2 D 13).
De nouveau la relation (1.4) permet de voir qu’on a un isomorphisme

(T,

m

(E)" — T, (E)
grace auquel on a :
<a1®...®am®x1®...®xn,y1®...®ym®ﬁl®...®ﬁ">:H<yj,aj>H<xi,ﬁi>.

Désignons par (ei)1<i<p une base de F et par (ei)1<i<p sa base duale,
alors la famille o

< jl“"jm>
Pt 1< e <Dy 1< eyin <p
avec
1--- ] ]
et =l @... 0" Qe ®...Q ¢,

1.0
est une base de T (F) formée de p™+t™ éléments, et chaque tenseur n—fois

contravariant et m—fois covariant s’écrit sous la forme :

_ 4U1.dn 1 Jm . L 4818 g1 Jm
t= tjln_jme R..Q0e"Re, V...Q0¢, = tjl...jmeil...in .

11...0n

Les scalaires ¢ sont appelés composantes du tenseur ¢ par rapport

J1---Jm
a la base (€j);<;<, Désignons par <e£/))1<'< une autre base de F, par
<i< <i<p
(i . . _ ( z) : . .
(e )ISiSp sa base duale, P aj \<iie la matrice de passage de la base

, \ 9] .
(€i)1<i<p & la base (ei )1§z’§p :

r_ 3.
e; = a;e;.
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et on dénote par ) = (b’)
par ¢ I/ 1<i,j<p

a la base (e(’)i)1<i<p. La relation e/ = aie(/)i montre que les matrices P et
Q sont inverses 'une de 'autre.
Soient (t@ili"i")
Tredm J1<G1,Gm <p, 1<i1 i <p

rapport & la base (e(/)>

la matrice de passage de la base (ei)l <i<p

les composantes du tenseur ¢ par

v Ji<i<p

i1..n (1)i1...in ., '
Les composantes by et i sont liées par :
(Niyein _ g1 gmpit pihginein
R AL TR M T 8 (1.7)
et -/ ( )'I -/
1.l 01 in 1.J1 ];n 1)i] .0,
by = G G Yy U (1.8)

Le formules ci dessus sont appelées lois de transformations d’un tenseur
n—fois contravariant et m—fois covariant. Inversement on a :

Théoréme 1.1 Pour qu’un systéme de p"+t™ quantités attaché & une base
(ei)lgigp de lespace vectoriel I puisse étre considérée comme des com-
posantes d’un tenseur n—fois contravariant et m— fois covariant, il faut et il
suffit que, dans un changement de base, ce systéme se transforme selon les
lois (1.7) et (1.8).

1.2.5 Contraction d’un tenseur mixte

Pour tout couple (4,5) d’entiers naturels avec 1 <i < met 1 <j <mn, on
considére I'application

05 :E*x ... x E*xEx...x E— T} (E)
définie par :
Oi(w', ... W™z, 1) = (25,0 W!'R...QL'R. . QW RTI®. . .OF;®. . .ORTn,

ou l'accent circonflexe signifie qu’il faut omettre le facteur correspondant.
L’application 07 est (n + m)—linéaire, donc elle induit une application
linéaire unique

m—1

C: Ty (BE) — T~} (E)
telle que

Ciw'®.. . Qw"RT18. . .®RT,) = (2, w ) W' ®.. .RD'®. .. QW"RT1®. . .RT;®. . .ORT,



Cette application est appelée opérateur de contraction d’indice (i, 7).
Prenons par exemple n = m = 1 et considérons 'opérateur de contrac-
tion d’indice (1,1) :

cl:T'(E)=F"9F —T)(E) =K.

Evidemment on a :

Cll (wRz)=(r,w).

Rappelons que les éléments w ® x de £* ® E correspondent canoniquement
aux endomorphismes y — (y,w)z de E, et que, inversement, tout endo-
morphisme u de F est associé au tenseur ¢ (u) = €' @ u (e;) .

On appelle trace d’un endomorphisme u de I’espace vectoriel F, la valeur
de Popérateur de contraction Cf (¢ (u)) appliqué au tenseur ¢(u) correspon-
dant & u, on a donc :

Tr(u) = Ci (t(u) = (u(es) ') = a,

ol (a§>
1<ij<p
On vérifie aussitot que l'on a :

est la matrice de u dans la base (€;);<;<,, -

Tr(uov)=Tr(vou).

1.3 Formes extérieures

Sauf mention explicite du contraire, on suppose dans ce chapitre que K est
le corps R des nombres réels et les espaces vectoriels considérés sont réels de
dimension finie.

1.3.1 L’algebre des tenseurs contravariants

Soit E un espace vectoriel sur le corps R des nombres réels.
On appelle algébre des tenseurs contravariants, la sous algébre de Ialgébre
tensoriel T (FE), donnée par :

C(E) = KOEFOEQREQPEREQE+ ..
= CE)aCYE)2C*E)® ..

avec CP(E) = EQ® E®...Q E (p—fois).
Un élément de CP(E) est appelé tenseur p—contravariant et C(FE) est
appelé algébre des tenseurs contravariants de £. D’une maniére similaire,
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on peut définir la sous algebre C'(E*) de T'(E). C’est l'algebre des tenseurs
covariants de E.

Il existe un couplage naturel de CP(E*) avec (CP(E))*, il est défini par
la forme bilinéaire sur C(E) x C(E*) par :

0 siveCP(E)etyeCIE") avec p#q
(v,7) = Heipm . ah oy — _ ilipe, . oty — . Ld1dg
dw Yiy..i, S1 P = q avec v dw €iy..ip €t Y Zﬂyjl__.jpe .

Une forme extérieure de degré p (ou p-forme extérieure) sur E est un
tenseur p—fois covariant sur F anti-symétrique c’est a dire un élément 6 de
Pespace TV (E) = (E*)®P satisfaisant a :

9(131,"' ,ﬂji,...,IL’j,...,l‘p) = —9($1,-~~ ,l‘j,...,l'i,...,.’l,‘p)
pour tous 1, ,Zi,...,%j,...,Tm,m € I, ce qui est équivalent & dire que 0
est alternée, cela veut dire 6(z1,...,2;,...,2;5,...,2,) = 0 dés qu’il existe

un couple d’entiers naturels (4, j) avec 1 <i < j < m tels que z; = z;.
On en déduit que
O(z1, - ,2p) =0
siles vecteurs x1,- -+ ,24,...,Tj, ..., Tp linéairement dépendants sur E, ainsi,
toute p-forme extérieure sur F est identiquement nulle dés que p est supérieur
strictement & dim E.

Notons par A, (E) = A (E*) I'ensemble des p-formes extérieures sur .
Il est naturellement muni d’une structure d’espace vectoriel réel et la somme

directe
NE =D &),
p=0

ici Ay £ =R et \; E = E*, est appelée algebre extérieure de F.
Le groupe symétrique &, opére sur ’espace vectoriel produit P = E x
Ex...x Epar:

5(131, e ,l'p) = (:Ea(l), .. 'ama(p)) .
Proposition 1.15 On a :
go7(z1,...,2p) =T (@ (z1,...,2p))

pour tous 7,0 € &, et (z1,...,xp) € EP..
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En effet on a :

T@ (@1, 7)) =T (To(1)s- - To(p) =T W1+ Yp)

avec y; = Ty(;) pour tout ¢ = 1,...,p, par conséquent on a :

T@ (@1, mp)) = (o)) 2 Totr)) = (Toom @)1 Toor)))
d’ou
?(E(xl,...,xp)) =0or7(x1,.. .,.’I}p) .
On déduit que le groupe symétrique &,, opére sur 7, 19 (E) par :
ot=to0.
Il résulte aussitot que 'on a :
(coT)t=0(Tt)
pour tous 0,7 € S, et t € T)) (E).

Définition 1.3 (Opérateurs d’antisymétrisation). On appelle opéra-
teur d’antisymétrisation, Uapplication linéaire A : T)) (E) — T (E) définie
par :

At) :]% 3 (o)t

oeby,

ot (o) est la signature de la permutation o, (o) vaut 1 si o est une per-
mutation paire et elle vaut —1 si elle est impaire.

Proposition 1.16 Pour tout tenseur p—fois covariant t, on a:
1. A(t) € A, (E)
2. te \, (E) <= ot = (o)t pour tout o € &y,
8. Site N\, (E) alors A(t) =t,
4. A(A(1) = A(2).

Démonstration. Les démonstrations des assertions 2,3 et 4 sont laissées au
soins du lecteur. Pour toute permutation 7 € &,, on a :

TA(R) =T 1 Z g(o)at | = ]% Z g(o)(too)t= I% Z e(t)e(roo) (Too)t,

p!
0e6, 0e6y, 0e6,
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d’ou

1

TA(t) = e(7) H

S eroo)(roa)t| —e(m) [ = 3 et | —e(n)A ),

oeB,

ce qui montre la premiére
assertion. W

Définition 1.4 (Image réciproque d’une forme extérieure). Soient
FE et F' deux espaces vectoriels de dimension finie sur K et u : £ — F
une application linéaire. Alors pour toute p—forme extérieure w sur l’espace
vectoriel F, on peut associer une p—forme extérieure sur E, notée u*w et
appelée image réciproque de w par Uapplication linéaire u, cette p—forme est
définie par :

wrw(zr,. .., xp) =w (u(z1),...,u(xp))

pour tous x1,...,Tp € K.
Définition 1.5 (Produit extérieur). Soient a € )\, (E) et B € A\, (E).

On appelle produit extérieur de la p—forme extérieure o par la q—forme
extérieure B3, la (p + q) —forme extérieure a \ B sur E définie par :

!
ang =0 (00 p).
plg!

On voit clairement que (o, 8) — a A 8 de A\, (E) x A, (E) a valeurs
dans A\, (E) est une application bilinéaire.
Et, sans peine, on démontre qu’étant donné deux espaces vectoriels E, F'

et une application linéaire v : £ — F', alors

q

u (aAp) =u"aANuf

pour tout (o, 8) € A, (F) x A\, (F).

Proposition 1.17 Quels que soient « € A\, (E) et B € A\, (E), on a :
aANf=(-DPBAa.

Démonstration. Soit o, 4 la permutation

1 e q q+1 ... g+p
p+1 ... p+q 1 .p '
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On a
£ (0g) = (1.
Pour tous z1,...,%p, Tpy1,...,Tprq € F,0on a:
a® B (T1,. . Ty, Tpils -y Tpiq) = (X1, ..., Tp) B(Tpi1s .-, Tpiq)
et
Opqg (B@a)(T1, ., Tpy Tpi1y s Tprq) =L R(Tpi1,. . s Tpiqs T1,- .-, Tp)

=a(r1,...,2p) B (Tpt1, - Tptq)

par conséquent on a :
Upﬂ(ﬁ@@) :OK®B

Le produit extérieur o A 5 est donné par :

ahf = (qu!)!A(a@B)

Proposition 1.18 Quels que soient o € T)) (E) et § € T) (E), on a :
A((A0) @ B) = A0 ® 8) = A(a ® AB).

Démonstration. On a :

(Aa) ® = % Y g(o)oa ®6—% Y £(0) [(ca) @ B].
T 0eB,

T oEB,

On identifie le groupe &, au sous groupe ), , de &, , formé des permuta-
tions du type :

<1 . p+1 ... p+q>
c(l) ... o(p) p+1 ... p+gq

avec 0 € ;. On a donc
1
(Ao) © = Y o) (ap),

C0E€fpg
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par suite

A((A) ® B) = tran Lores,,, €T (Aa) ® B)
= G Loree, g E(T)T (% Yoes, . E@)0 (@ ® ,3))

=3 Y es,, (G Dreepe, S(D2(0) (ro0) (@@ B))
=1 e, Ala®f) = A(a® ).

De méme on a

Ala® A(B)) = Ala®f).

Et la proposition est démontrée. W
Proposition 1.19 pour tous o € A\, (E), B € \,(E) ety €\, (E) ona:
(@AB) Ay =an(BAm)

Démonstration. On a :

(p+q+m)! (P+q+r)
ABYAy=———ZA((a N =74 ,
de méme on a :
p+q+r)!
alN(BAy) = %A@@/B@’Y);
plg!r!
et la proposition est démontrée. W
Soient maintenant w!,w?,--- ,wP des formes linéaires de E*. On a

wl/\w2/\~-/\wp:p!A(w1®w2®~-®wp) = Z 5(0)0(w1®w2®-~®w”),

0EG,
et, donc, pour tous z1,x2,...,%, € E, on a :
<331,w1> <x1,w2> e (g, w™)
WAWAA- - AW™ (21, Ta, . . ., T) = det <x2,w1> <a:2,‘w2> (2, 6)
<xm;w1> <zm;w2> (X2, w™)

Le produit extérieur des formes est appelé produit de Grassmann de ces
formes.

Le fait que w'Aw?A- - -Aw™ soit une p—forme extérieure résulte des propriétés
du déterminant.
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Proposition 1.20 Pour que p covecteurs w',w?, ..., wP de E soient linéaire-

ment dépendantes dans E*, il est nécessaire et suffisant que le produit de
Grassmann w' Aw? A -+ AwP soit nul.

Démonstration. Supposons que les formes linéaires w!,w?,--- ,,wP soient

linéaire -ment indépendantes et considérons les vecteurs X, - - - , X, vérifiant
w'(X;) = 6;;. La matrice (w'(X;)) coincide avec la matrice identité. 11 s’en
suit que w! Aw? A AWP(Xq, -+, Xp) =1dotw Aw? A AwP £ 0.
Réciproquement, si fi,---, f, sont des formes linéaires sur £ linéairement
dépendantes dans E*, alors pour tout p-uple de vecteurs (Xi,---,X,), la
matrice (f;(X;)) est de rang strictement inférieur & p et son déterminant est
nul. W

Proposition 1.21 Le produit extérieur munit ’espace vectoriel

n
AE =B,

d’une structure d’algébre associative, unitaire non commutative.

La non commutativité du produit extérieur se déduit de la formule suivante
anB=(-1MBAa,

pour tous € A\ B, B€ A E.

Proposition 1.22 Soit {e!,--- ,e"} une base de E*. Alors les p-formes
TN Ne
avec 1 < i1 <ig < -+ < ip < n constituent une base de [’espace vectoriel
N, E- Ainsi,
n n!
dim E = = ——+— ¢t dim /\ E* =2™.
/\P < p ) pl(n —p)! A

Démonstration. Toute p—forme extérieure o sur F s’écrit :
= ai et Q- ®er,
par conséquent,

a=Aa=q;. ;A" @ - @e7) = — et A AN,
p!
ce qui montre que I'ensemble
i i
{e" AN NeP i <ip<o<ip<n

est une famille génératrice de /\p FE. L’indépendance de ces formes ex-
térieures est laissée au soins du lecteur.
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1.3.2 L’algébre graduée /A E*

. s . . * n

Nous venons de voir que l'espace vectoriel gradué A\ E* = Py A, E est
muni d’une structure d’algébre associative non commutative de dimension
2", Chaque élément « de A E* s’écrit sous la forme

a=qytoar+--+a, , ape/\pE

avec [\, £ = R. La p—forme extérieure a, est appelée composante homogéne
de degré p de .

1.3.3 Le produit intérieur

Définition 1.6 Soit a € /\p E une p—forme extérieure sur E , p > 1 et soit
X un vecteur de E. Le produit intérieur de X par « est la (p — 1)—forme
extérieure, notée i(X)a (ou X |a), définie par

i(X)a( Xy, -, Xp1) =a(X, Xq, -+, Xp).

L’application i(X) : o — i(X)a est une application linéaire de )\, E dans
/\p_1 E. On peut étendre cette application en un endomorphisme de )\ E*
en posant i(X)a = 0 si @« = a € R, et i(X)a = > i(X)w, ot o =
ag + -+ ap est la décomposition en composantes homogénes de o.

Proposition 1.23 Soient X et Y deux vecteurs de E. On a alors :
1. i(X+Y)=iX)+iY),

2. i(aX)=ai(X), a€eR,
3. i(X)i(Y)+i(Y)i(X) =0,
4. i(X)i(X) =0.

Ces identités se démontrent sans difficulté.

Proposition 1.24 Soient « (respectivement ) une p—forme (respective-
ment une q—forme) extérieure sur E. Pour tout vecteur X € E, on a :

i(X)(aAp) = (i(X)a) A S+ (=1)Pa A (i(X)B).

Démonstration. Considérons p + ¢ vecteurs indépendants {eq,--- ,epiq} et
supposons que X =ej. On a

i(X) (@A B)(e2, - seprq) = (@A B)(e1s s epiq)
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1
= W Z 6(5)0[(68(1), T aes(p))ﬂ(eS(P-l-l)? e >es(p+q))'

" 5€6p44

L’ensemble des permutations 6,4, est réunion disjointe du sous ensemble
S1 constitué des permutations dont la préimage de 1 est inférieure ou égale
a p et du sous ensemble So des permutations dont la préimage de 1 est
strictement supérieure & p. On a :

1 .
m Z E(S)O‘(es(l)v T >es(p))/8(es(p+1)7 T 7€s(p+q)) = (Z(X)OC) A ﬁ

sEST

et

1 .
il Z e(s)ales), s esp))BEspri)s =+ » Es(prq) = (1P A (i(X)B).
SESH

D’ou le résultat. W

1.3.4 Dérivations. Antidérivations

Définition 1.7 Un endomorphisme linéaire h de )\ E* est une dérivation
de \ E* s’il vérifie :

1. pour toute p—forme extérieure a sur E, h(a) est une forme dont le degré
est de méme parité que o

2. h(a A B) = h(a) A B+ a A h(B), pour tous o, 5 € \ E*.

Définition 1.8 Un endomorphisme linéaire h de \ E* est une antidériva-
tion de degré q € 7 de \ E* s’il vérifie :

1 MA,E) SNy B

2. (—1)deel®) = (—1)dearlN+1 pour tout  de degré deg(cr) donné,

8. ManB)=nh(a)AB+ (=1)Panh(B) pourtousa € N\, E, B € \E*.

La deuxiéme condition implique que le degré d’une antidérivation est néces-
sairement impair.

Exemple 1.2 Le produit intérieur par un vecteur X € E est une antidéri-
vation de degré —1.
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1.3.5 Sur la structure de ’algébre associative / E*

Muni du produit extérieur, I'espace vectoriel A E* est une algebre associa-
tive, unitaire, non commutative de dimension 2", ol n est la dimension de F.
Ces algebres jouent un role important dans I’étude de la variété de toutes les
algébres associatives que ’on peut construire sur I’espace E. Nous n’allons
pas développer cet aspect dans ce cours. Nous pouvons toutefois décrire en
petite dimension la structure de cette algébre associative.

1. n = 1. L’algébre A\ E* est de dimension 2. Une base est donnée par
{Leybavec 1€ \°E*=Rete; € E* =\, E :

IAN1T=1,1ANeg=e1ANl=¢€e1, et Ne; =0.

2. n = 2. Si{ej,e2} est une base de E*, une base de /\ E* est donnée
par {1,e1,e2,e3 = e1 Aea} et le produit est donné par :

1Ne,=e N1l =¢;, 1=1,2,3
e1Ney = —ex Nep = es,

les autres produits étant nuls.

Notons que toutes ces algebres associatives sont des algébres de Clif-
ford attachées a une forme quadratique nulle. Bien que la structure de ces
algébres n’a que peu d’intérét ici, les idéaux gradués vont jouer un role
important dans la détermination des invariants des formes extérieures.

1.3.6 Les idéaux gradués de A E*

Un idéal I de A E* est une sous algebre vérifiant
alNwel,

pour tous « € I et w e A\ E* Cet idéal I est dit gradué s’il admet la
décomposition vectorielle suivante :

I=heh® &l ,

avec Iy =1N\,E.
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Exemple 1.3 Considérons la sous algébre

/\iE @/\iﬂE@m@/\nE'

C’est un idéal gradué de N\ E*. Cet idéal est non commutatif (c’est-a-dire
INI#0) ce qui montre que l'algébre \ E* n'est pas une algébre simple.

Soit [ un idéal gradué de A E*. Tout élément o € I admet une décomposi-
tion
a=aytoar+--ta, , € E
0 1 n D /\p

en composantes homogénes. Comme [ est gradué, cette décomposition est
aussi la décomposition associée a la graduation de I.

Lemme 1.1 Si Iy # {0}, alors I = \ E*.

Démonstration. En effet A\ EN T = Ip. Comme I est un idéal, Iy # {0}
implique Iy = R. Il s’en suit que toute 1-forme linéaire sur E est dans I.
Comme toutes ces formes engendrent /\ E*, on a donc AE*=1.1

1.3.7 Systéme linéaire associé & une p—forme extérieure

Soit o une p—forme extérieure sur E. A partir d’une base {ej, ez, - ,en}
de F, on peut définir des formes linéaires v, iy...i,_, par :

ai1i2~-~ip,1 (X) = Oé(X, €i15Cig,y """ aeipfl)
pour tout X € E.

Définition 1.9 On appelle systéme linéaire associé o la p—forme « et & la
base {e1,ea, -+ ,en} le systéme linéaire

{ailiz...ip71 = 0
avec 1 < i <ig < --- <po1 <M.

Ce systéme dépend évidemment de la base choisie e1, e, - ,e,. Il permet
toutefois de construire un objet intrinséque associé a la forme « .
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1.3.8 Espace associé et rang d’une p—forme extérieure

Soit A*(a) le sous espace de A\; E = E* engendré par les formes linéaires

{aili2~“ip—1 }

Proposition 1.25 L’espace A*(«) ne dépend pas du choizx de la base choisie.
Il est appelé le sous espace associé a « et sa dimension r(«) est le rang de
Q.

4 . : / / !/ /
Démonstration. Soit {€),eh, -+ , el } une autre base de E et notons (¢, ;,..; )

le systéme associé correspondant. Si e} = a{ ej, alors

o (X) = oa(X,egl,e’ el )

1102 0p—1 129 ) Yy 1
_ Ju ... dp-1,
- Zail aip_loé.71.72"'.7p71(X)7

ce qui montre que I'espace engendré par les formes linéaires v, j,..q,_; coin-
cide avec l'espace engendré par les formes afi Vigeiy 1

Remarque 1.2 1. La construction de l’espace A*(a) montre que cet espace
est le plus petit sous espace de E* tel que la p—forme a se décompose en
un produit d’éléments de ce sous espace. En d’autres termes, A*(a)) con-
tient le minimum de formes linéaires nécessaires pour écrire . Ainsi, si
{wh,w?, - ,w"} est une base de A*(a), alors

o= g QipigeripW™ Ao s AW,
1<iy <--<ip<r

2. On a toujours
deg(a) < r(a),

deg(a) étant le degré de a. Une classe importante de formes extérieures est
composée des formes dont le degré est égal au rang.

1.3.9 L’espace A(«)
Soit A(«a) le sous espace de E défini par :

Alay ={X e E | i{(X)a=0}.
Théoréme 1.2 On a :

Ala) = (A (@) ={X €E | wX)=0 Ywe A*(a)}.
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Démonstration. Soit {w!,w? .-+ w"}, r = r(a), une base de A*(a). La
forme « s’écrit :

o= g QipigipW't Ao AW,
1<y <--<ip<r

Soit X € (A*(a))*. Alors wi(X) = 0 pour tout 7. Ainsi i(X)a = 0 et
X € A(a). Dot (A*(a))*t C A(a).

Inversement, soit X € A(«). Considérons une base {e1,e2, - ,e,} de E.
Les formes linéaires iy iy..5,_; = i(ei; )i(es,) - - - i(ei,_; ) engendrent A*(cv).
Comme X € E, i(X)a = 0 et i(X)aiiy.i,_, = 0. Ainsi w(X) = 0 pour tout
w € A*(a), ce qui démontre le théoreme. W

Remarque 1.3 L’étude des espaces A*(«) est intéressante pour aborder
la classification des p—formes extérieures. En effet, la dimension de ces
espaces est un invariant o isomorphisme prés de la forme «. Dans le
cas des 2—formes extérieures, cet invariant détermine entiérement la classe
d’isomorphie d’une 2—forme donnée. Mais ceci n'est plus le cas pour une
p—forme quelconque et la classification nécessitera ’étude de nouveauzr in-
variants.

1.3.10 Formes monomes

Une p—forme extérieure non nulle o sur E est dite forme mondéme s’il existe
p formes linéaires w', ..., wP linéairement indépendantes telles que :

a=w'A.. AP
Il est clair que si « est une p-forme monéme alors
rg (o) =p = deg(a)
Inversement on a la caractérisation d’une forme monoéme :

Théoréme 1.3 Soit a une p—forme extérieure sur . Alors o est une forme
monoéme si et seulement si rg (o) =p = deg(a) .

Démonstration. Soit a une p-forme vérifiant rg (o) = p . Considérons une
base {fi,..., fp} de 'espace A* (o) associé & a. D’apres la définition de cet
espace, on a @ = aw’ A ... AwP et a est une forme monome. M
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1.4 Exercices

Exercice 1.2 En utilisant la propriété fondamentale du produit tensoriel,
montrer que si E, F' et G sont des espaces vectoriels sur un corps commutatif
K, alors il y a un isomorphisme unique

(FEaF)oG=(ERG) & (F®G)
qui transforme (DY) Rz en (xR 2) D (Y® z).

Exercice 1.3 Soient E,F,E" et F' des espaces vectoriels sur K; u et v des
applications linéaires

w:E—E etv:F — F.
1. Montrer qu’il existe une application linéaire unique
w@v:EQF — F @F

telle que
(u@v) (z®@y) =u(r) ®v(y)

quels que soient x € E et y € F.

2. On suppose que ces espaces vectoriels sont de dimension finies p,q,p’

/ . . /
et q' respectivement. Soient (€i5);<;cp,1<jcqy € <ei,j, i<y 1< ji<q

deuz bases de EQF et E' @ F' respectivement. Calculer la matrice de
u® v par rapport o ces bases.

3. Définir a partir de la question précédente, le produit tensoriel A @ B
de deuxr matrices A et B, et calculer ce produit dans le cas ot A €
M(2x2,K) et Be M(3x3,K).

4. Soient E,F,E' F' et E', F' des espaces vectoriels sur K; u,u’ et v,v
des applications linéaires

w:E—FE J:E — E”.

et
v:F—F V:F — F.

Montrer que

(W ou)® (v ov) = (v ®V)o(u®w)



1.4. EXERCICES 39

5. En déduire qu’en dimension finie, on a la formule
(A'A)® (B'B) = (A ®B') (A2 B)

pour tous A, A’, B, B’ sont des matrices dont les produits (A’A) et
(B'B) ont un sens.

Exercice 1.4 On considére ici le module E = Z/pZ sur l'anneau Z. Mon-
trer que l'ensemble Ly (E*, F*;Z) des applications bilinéaires de E* x F*
dans Z, est réduit o 0, mais qu’il n'en est pas ainsi de E ® E. (On con-
sidérera Uapplication (z,y) — xy, multiplication des entiers modulo p, En
conclure que [’homomorphisme j, de la proposition ci-dessus relatives au cas
des espaces vectoriels de dimension finie, n’est pas bijectif (il est méme nul).

Exercice 1.5 Place l’exercice qui met en évidence les rapports entre produit
tensoriel lorsqu’on change de corps de base.
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Chapitre 2

Espaces vectoriels
symplectiques

2.1 FEtude des 2—formes extérieures

Soient F un espace vectoriel de dimension finie n sur un corps commutatif
K et 6 une 2—forme extérieure sur 'espace vectoriel E (6 € A\, (E)).
Rappelons que ’espace associé & 0 est le sous espace vectoriel

A0) = {z € E|i(z)0 =0},

o i(x)0 est le produit intérieur du vecteur = par la 2—forme extérieure 6.
Rappelons aussi que le rang de la 2—forme 6 est la codimension de ’espace
A(0).

Par rapport a une base donnée B = {ey,...,e,} de E. La matrice

A= (0 (e, 6j))1gi,j§n

est appelée matrice de la 2—forme extérieure 6 par rapport a la base B, et
on écrit
A= DMI0,B].
On a donc,
0(z,y) = ' XAY

ol X et Y sont les matrices colonnes associées au vecteurs x et y par rapport
a la base B
On appelle discriminant de 6 par rapport a la base 9B, le déterminant

disg (0) = det A.
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Par rapport a une autre base B’ de E, on a
O(z,y) = X' AY’

ou X’ et Y’ sont les matrices colonnes associées au vecteurs x et y par
rapport a B’

Soit P la matrice de passage de la base 9B a la base B’. Les relations
X = PX' et Y = PY’ donnent

A" ='PAP,

ce qui montre que les discriminants disg (0) et disgs (6) sont liés par la
relation :
disg (0) = (det P)? disg (0) .

Rappelons aussi que le produit intérieur donne naissance a une applica-
tion linéaire 0° : E — E* définie par :

0° (z) =i (x)6,

si cette application linéaire est injective (et donc, un isomorphisme d’espaces
vectoriels), on dira que la 2—forme extérieure 6 est non dégénérée. Et dans
ce cas on a :

rgf = dim F.

2.2 Orthogonalité symplectique

Deux vecteurs = et y de E sont orthogonaux par rapport & la 2—forme
extérieure 6 (ou tout simplement orthogonaux s’il n’y a pas de confusion a
craindre), et on écrit = L y, si

O(x,y) =0.

Deux sous-espaces vectoriels L et M de FE sont dits orthogonaux par
rapport & 6 (ou tout simplement orthogonaux), et on écrit L L M, si
x Ly pour tout (z,y) € L x M.

L’orthogonal symplectique d’une partie non vide A de E est le sous-
espace vectoriel de E défini par :

At = {z€E | O(z,y) =0, Yy € A}.

Deux sous-espaces vectoriels L et M de E sont dits supplémentaires or-
thogonaux si £ =L @O M et L= M= .

On déduit que pour toutes parties non vides A et B de FE, on a les
propriétés suivantes :
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1. ACB = BtCAl,

2. AC AL

Et pour deux sous espaces vectoriels quelconques H, K de E, on a :
1. (HNK)* = H- + K+,

2. (H+K)-=H'nK?t..

Proposition 2.1 Supposons que la 2—forme extérieure 6 est non dégénérée.
Alors

1. B+ = {0}.
2. pour tout sous espace vectoriel H de EE on a :

(a) H=H,
(b) dim H+ = dim F — dim H.

Démonstration. La premiére propriété résulte de la relation E+ = ker 6°.

En ce qui concerne la premiére partie de la seconde, on sait que H C
H'- d’une part, et d’autre part, pour lautre inclusion, il suffit de montrer
que pour quun élément hg € HL soit dans H, il faut et il suffit que
w (ho) = 0 pour tout w appartenant a 'annulateur Ann (H) de H. Soit donc
w € Ann(H). La dualité x — i(z)60 de E sur E*, montre qu’il existe
x € F tel que

w=1(x)0,
or la relation w € Ann (H) entraine que w(y) = i(x)0(y) = 0(z,y) = 0, quel
que soit y € H, par suite z € H*, et, donc,
w(ho) = 0(x, hy) = 0.

On a donc montré que w(hg) = 0 pour tout w € Ann (H) , par suite hg € H,
ce qui montre H = H+

Pour montrer la propriété 2.(b), nous rappelons la relation suivante :

dim (AnnH) = dim £ — dim H,
donc il suffit de montrer que
dim (AnnH) = dim H*,
or Visomorphisme 6° : z — i (z) 6 de E sur E*, transforme H sur Ann (H)
0 <HL> = Ann (H),
d’ott dim H+ = dim (AnnH) = dim E —dim H. &
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2.3 Classification des 2—formes extérieures

Soient F un espace vectoriel de dimension n sur un corps commutatif et
0 € N\, E, une forme extérieure sur £ non nulle.

Il existe deux vecteurs uy,v; € E tels que 6(u1,v1) = A ne soit pas nul.
Posons e; = A"ty et e} =1, on a donc

0 (e1,€}) =1

et la matrice S par rapport a la base B; = (e1,€}) de la restriction 0y, de
6 au sous espace vectoriel H; = Vect (e1, €}) est :

0 1
S =M (0s,,B1) = < . O).

Désignons par Hy = Hi-. On a :
E =H| & Hs.

En effet, tout élément © € Hy; N Hy s’écrit nécessairement sous la forme :
T = e + '€}

avec de plus
0 (z,e1) =0 (z,¢e)) =0,

par suite @ = o/ = 0, ce qui montre que le vecteur z est nul, c’est a dire que
l'on a Hy N Hy = (0).
Soit maintenant = un vecteur quelconque de E. Ecrivons

y=x+0(z,e1)e] — 0 (z,¢e))er.
On vérifie aisément que
0 (y,e1) =0et 0 (y,e1) =0,

ce qui montre que le vecteur y € Hi- = Ha, et, donc x € Hy + Ha, et la
somme est directe.

Si la restriction de 6 au sous espace Hs est nulle, on arréte le processus
qui consiste a :

1. il existe des vecteurs indépendant e; et €] tels que 6 (e1,€)) =1,
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2. si dim F est strictement supérieur & 2, 'espace E est somme directe
FE = Hl &) K,

avec Hy = Vect (e1,€}) et 0 est nulle sur le sous espace K qui est ici
Hs.

Si 0 est non nulle sur Ho, le méme raisonnement permet de voir qu’on
peut trouver deux vecteurs eg, e, € Ha tels que 0(eg, e¢5) = 1, et dans ces con-
ditions la matrice par rapport a la base (e2, €5) de la restriction de 6 au sous
espace vectoriel Vect (ez, €5) vaut S. Un raisonnement par récurrence sur la
dimension de E, permet de montrer qu’il existe 2p vecteurs indépendants

/ / /
€1,€1,€2,€9, .. .,ep,ep

tels que :
O(er,e1) = ... =0(ep,e,) =1,

et 'espace E s’écrit :

EZH;[@HQ@...@HP@K

avec H; = Vect (e, €;) . et 0 est nulle sur le sous espace K dans le cas ou la
dimension de E est strictement supérieure a 2p..

Complétons le systeéme ey, €], ez, €5, ..., ep, €, en une base
/ / /
B = {617 €1,€2,€2, ..., €p, Ep, Wopt1y- -+ 7wn}

de F, et la matrice de # par rapport a cette base s’écrit :

S1

avec

0 1
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2 : / N .
Désignons w!,w!, ..., wP WP ot ... o™ la base duale de B,c’est a dire

w' (ej) = (5Z ¢ =0et w (wj) =0

/
€
w' (ej) = 0,w" € = 0% et w' (w;) =0
o' (e; —Oa( >—Oetozi(wj):63-.
Théoréme 2.1 Dans les hypothéses et notations ci-dessus, les propriétés
sutvantes sont équivalentes :
1. Il existe 2p formes linéaires indépendantes w?, W', wPW'P sur Uespace

E telles que :
f=wAwl+.. . +wP AP

2. La forme extérieure 6 est de rang 2p :

rgd = 2p.

Corollaire 2.1 Soit A € M (n,K) une matrice antisymétrique d’ordre 2p.
Alors il existe une matrice P d’ordre n inversible telle que '"PAP est la
matrice 5.3.

Corollaire 2.2 Dans les hypothéses et notations ci-dessus, les propriétés
sutvantes sont équivalentes :

1. La 2—forme extérieure 0 est non dégénérée
2. rgd =dim E = 2p (0 est de rang mazimum).

Définition 2.1 Deux formes extérieures 01 et O sur un espaces vectoriel E
seront dites équivalentes, et on écrit 01 ~ 0y, s’il existe un automorphisme
u de E tel que 01 = u*6s.

Il est clair que ~ définit une relation d’équivalence sur ’ensemble A, E

Soient By une base quelconque de E, A (resp. B (resp. U)) la matrice
de 6, (resp. 62 (resp. u)) dans cette base.

On a donc,

01(z,y) = ' XAY et Oy(x,y) = ‘X BY

pour tous x,y € E, comme au début du chapitre, on désigne par X et Y
les matrices colonnes des vecteurs = et y dans la base By. Et la relation
01 = u*0y donne

A='UBU.

On a donc montré la :
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Proposition 2.2 Deux 2—formes extérieures 01 et 02 sur un espace vecto-
riel E de dimension n sont équivalentes si et seulement si, leurs matrices
respectives A et B par rapport & une base donnée vérifient :

A=1UBU
ot U est une matrice inversible d’ordre n.

Proposition 2.3 Soit 6 une 2—forme extérieure de rang 2p sur un espace
vectoriel E& de dimension n, alors elle est équivalentes a la forme extérieure

Op=w' Aw b+ ...+ wP AwP.

1 1

\ / 7z
ot (whwt, .. wP WP a?PTL L a™) est une base fivée de l'espace dual E*,

et dans ces conditions, il existe une matrice QQ d’ordre n inversible telle que

S1

'QM (6,)Q = .

avec

0 1
simsms= (0, 1),

On désigne par A la matrice de la 2—forme extérieure 6 dans la base 5
(A= M (6,9), si A est de rang maximum 2n, le déterminant de la matrice
@ est appelé Pfaffien de A et est noté Pf (A) :

Pf(A) = det Q.

Par convention, le Pfaffien de A est nul, si le rang de la 2—forme extérieure 6
est inférieure strictement a la dimension de E (rgd < dimFE) : Pf(A) = 0.
On déduit le :

Corollaire 2.3 Deux 2—formes extérieures 01 et 02 sur un espace vectoriel
FE de dimension finie sont équivalentes si et seulement si, elles ont le méme
rang :

rgfy = rgs
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2.4 Espaces vectoriels symplectiques

2.4.1 Définitions

Soit F un espace vectoriel de dimension finie sur K. Une forme symplec-
tique sur F est une 2—forme extérieure non dégénérée. Un espace vectoriel
symplectique, est un couple (F,#) dans lequel E est un espace vectoriel de
dimension paire 2n, et 6 est une forme symplectique.

Soit (F,0) un espace vectoriel symplectique de dimension 2n. La base

/ / /
B = {61,61,62,62, .. .,en,en}
de FE, dans laquelle la matrice de 6 s’écrit :

S 0 0
M (0,8) =

avec

est appelé base symplectique de F.
Dans la base duale {wl,wll, e ,w”,w’”} de la base symplectique de F,

la 2—forme extérieure 0 s’écrit :
f=w'Aw!+... +w" A"
Proposition 2.4 Soit E un espace vectoriel de dimension finie et § € Ny E

une 2—forme extérieure sur E. Alors les propriétés suivantes sont équiva-
lentes :

1. rgf = 2p,
2. 0P £0 et P =0
Démonstration. Cette proposition résulte de la relation suivante :
6P = plw! Awb AL AWP A WP =plv

pour = wr Awl4 ... 4w Aw?. W



2.4. ESPACES VECTORIELS SYMPLECTIQUES 49

2.4.2 Exemples

1. Dans le cas ou la 2—forme extérieure 6 est quelconque (non nécessaire-
ment non dégénérée). on définit une 2—forme extérieure 6 sur I’espace
vectoriel quotient F/ = %, par :

O(x+A0),y+A0)) =0(x,y)

pour tous x,y € E.

La 2—forme extérieure 6 est non dégénérée, et par conséquent elle
définit une structure symplectique sur I'espace vectoriel E.

2. On définit égalemnt une structure symplectique naturelle sur le produit
de deux espaces vectoriels symplectiques comme suit :

Soient (E1,601) et (Eq,02) deux espaces vectoriels symplectiques,
p1:E1XE2—>E1 etp21E1XE2—>E2

les projections canoniques. Considérons la 2—forme extérieure 0 €
Ns (E1 x E3) définie par :

0 = p161 + p30.
On vérifie aisément que la 2—forme extérieure 0 = p76; + p502 définit
une structure symplectique sur I’espace vectoriel produit £ X E 5.
2.4.3 Sous espaces d’un espace vectoriel symplectique

Soient (F,#) un espace vectoriel symplectique et H un sous espace vectoriel
de F.
Désignons par 0 la restriction de 6 au sous espace H. Evidemment on

Afg)={rc H|i(z)0g=0}=HNH",
par conséquent on a :
rg(0s) = dim H — dim (H N Hl) :

et si la 2—forme 6 est non dégénérée, alors cette relation montre qu’on a
aussi A(0y1) = HN H* puisque H+ = H, et comme on a dim H' =
dim F — dim H, on déduit la relation :

rg(0p) —rg(0gr) =2dimH —dimE.

Donnons ici les définitions suivantes :
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1. Ondit que H est un sous espace vectoriel symplectique (ou non isotrope)
si, (H,0p) est un espace vectoriel symplectique.

On dit que H est isotrope si H N H* # (0) .
On dit que H est totalement isotrope si H C H+.

On dit que H est coisotrope si H O H*.

A ol

On dit que H est lagrangien si H est un sous espace totalement isotrope
maximal (ici la relation d’ordre considérée est 'inclusion).

On déduit la
Proposition 2.5 On a les propriétés suivantes :

1. H est un sous espace symplectique si et seulement si, HNH+ = 0),.si
et seulement si O est non dégénérée, si et seulement si, E = H®H*.

2. H est un sous espace isotrope si et seulement si, O est dégénérée.

3. H est un sous espace totalement isotrope si et seulement si, O est
nulle.

Définition 2.2 Soit E un espace vectoriel de dimension paire 2n. On ap-
pelle polarisation réelle un couple (0, L) dans lequel 6 est une forme sym-
plectique et L est un sous espace lagrangien.

Proposition 2.6 Soit L un sous espace vectoriel de E. les propriétés suiv-
antes sont équivalentes :

1. L est lagrangien,
2. L=1L"

Démonstration. Si L est contenu strictement dans L+, alors il existe un
élément a de E — L tel que 6(a,y) = 0 pour tout y € L. Soit L' = LdKa.
On a évidemment L C L'. Soit z=x+Xa€ L', avec x € L et X € K.
On a

0(2,2") = 0(x + \a, 2’ + Na) = 0(x,2) + N(z,a) + N0(a,z') =0

pour tous 2’ = 2’ + Na appartenant & L' (' € L et \ € K), et, donc,
z e L't Dou L' ¢ L', ceci contredit le fait que L est un sous-espace
totalement isotrope maximal, ce qui montre 1 = 2. L’implication 2 =1
est immeédiate. l

Il résulte aussitot de I’égalité dim L+ = dim F — dim L, le



2.4. ESPACES VECTORIELS SYMPLECTIQUES 51

Corollaire 2.4 Pour qu’un sous espace totalement isotrope L de E soit
lagrangien, il est nécessaire et suffisant que dim L = n = %dim E.

On sait que lisomorphisme 6° : & — i ()0, de E sur E*, transforme
Lt sur Ann (L), et si L est lagrangien, alors 6° (L) = 6* (L+) = Ann (L),
et on particulier dim (Ann (L)) =n = 5 dim E

Proposition 2.7 Soit (0, L) une polarisation réelle sur E. Alors toute base

wl, ... w" de Uannulateur Ann (L) de L, peut étre complétée en une base

wh o wh Wt W™ de EF telle que :

=w' AW+ ..+ AW

Démonstration. Soient wl, ... w™ une base de I'annulateur Ann (L), que
'on compléte en une base w!, ..., w™ 0, ... ,n"de B* {u1, ..., up, v1, ..., Upn}
la base de E dont la base duale est w!,...,w™ 0, ... 0"

Il est clair que le sous espace L est défini par les équations w! = 0,...,w" =
0, et dans ces notations on a L = Vect (v1,...,vp).

La 2—forme 6 s’écrit :

0= Z aijwi/\wj—i- Z bz’jwi/\nj-i- Z Cijni/\nja

1<i<j<n 1<i,j<n 1<i<j<n

Comme L est lagrangien, on déduit que 6 (v;, v;) = 0, et, donc, ¢;; = 0 quels

que soient 4,5 = 1,...,n. par conséquent la 2—forme 6 s’écrit
n n n
0 = sz N Z aijwj + Z bijnj
i=1 §>i i=1

Posons W’ = (Z;;l aijw + 30 bijn]) )
La famille (w!,...,w" w", ... ,w™) est une base de E* dans laquelle la

2-forme 6 s’écrit .
0 = Z W' AW
i=1
Et la proposition est démontrée. W

2.4.4 Endomorphisme adjoint

Soient E un espace vectoriel de dimension 2n muni d’une structure sym-
plectique 6. Rappelons que Papplication 6° : z — i (z) 0 définit un isomor-
phisme de E sur son espace dual E*.
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Soit u un endomorphisme de F.

Pour chaque ¢ € E, il existe un unique t € E tel que (fuo 6°)(t) =
Qb(t’ ), la correspondance t — t' permet de définir une application de F
dans lui méme, notée u’, telle que pour tous t et x appartenant & E, on
ait :

0(t,u(z)) = 0(ul (t), x).
On déduit que pour tous u,v € End(E) on a les propriétés suivantes :
L. 0(t,u(x)) = O(u’ (t),z) pour tous t,x € F,
2. Tapplication u” est linéaire,
3. (u+v)T =ul +07 | Ow)T =T,
4. (wov)' =vlou®” | WT=w |, (idg)! =idp,
5. si u€ GL(E) alors u’ € GL(E) et 'ona (u7)™! = (u=H7T.
L’endomorphisme u” est appelé endomorphisme adjoint de .

2.5 Les groupes S, (E.,0) et Sp(1,n: E)

Soit E un espace vectoriel de dimension 2n sur un corps commutatif K, muni
d’une structure symplectique 6.

On sait qu’il existe une base e, €], ..., en, €, de E telle que, par rapport

a sa base duale el,e'l, ..., e", €™, la 2—forme extérieure @ s’écrit :

0=ce'Ne'h + ...+ A,

Un endomorphisme u de FE est dit symplectique s’il conserve la structure
symplectique 0, c’est & dire que 'on a :

ut0 =10,
et, donc,
w 0" = (u0)" = 0".
On déduit alors la relation suivante :
wer Autet AL AU AU = et AP AL AT A,

par conséquent on a detw = 1, ce qui montre que u est inversible, on a donc
montré la :

Proposition 2.8 Si un endomorphisme u d’un espace vectoriel symplec-
tique (E,0) conserve la forme symplectique 0, alors u est inversible, de plus
son endomorphisme adjoint est donné par :

U =u
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Démonstration. Le premier point est démontré, quant au second, on a :

T
0 (2,y) =0 (u(z),u(y)) =0 (v (u(@)),y),
pour tous z,y € F, donc u! o u = idg, par suite v’ =v"1. A
On dit qu'un automorphisme v de E est symplectique, s’il laisse invari-
ante la 2—forme extérieure @, autrement dit, pour tous x, y € E, on ait

0(u(z), uly)) = 0(z,y).

Les automorphismes de E qui conservent la forme symplectique 6 forment
un sous groupe du groupe linéaire GL (E), appelé groupe symplectique de
(E,0) et est noté Sp(E,0).

Pour simplifier les calculs, on ordonne la base symplectique comme suit

/ / /
B, = (el,eg,...,en,el,eQ,...en),

et dans ces notations on a :
M (0,8,)=J = < 0 I >

Pa suite, si U désigne la matrice d’'un automorphisme symplectique u par
rapport & la base By, alors on a :

tUJu = J.

Notons par Sp (n,K) le groupe des matrices des automorphismes symplec-
tiques de E par .rapport a la base B;. Ainsi, une matrice carrée

(55)

avec A, B, C et D sont des matrices n x n a coefficients dans le corps K, est
dans le groupe Sp (n,K), si et seulement si,

1. 'tAD — 'BC = I,,
2. 'AB et 'CD sont des matrices symétriques.

Soit maintenant (6, L) une polarisation réelle sur F, c’est a dire, 6 une
forme symplectique et L est un sous espace lagrangien. On sait qu’il ex-
iste une base Bs = ( e1,...ep,€],...,¢€,) de E telle que si on dénote par

el,...,e" el ... e sabase duale, on a :
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(a) le sous espace L est engendré par les vecteurs ey, .. . e,.
) O=el ANt +...+er A

On dit qu’un automorphisme u de F conserve la polarisation (6, L) si les
propriétés suivantes sont satisfaites :

1. u* 0 =10,

2. u(L)= L.

Les automorphismes de E qui conservent la polarisation (6, L) forment
un sous groupe de Sp (E, 0) ,noté Sp (1, n; E) et appelé groupe 1—symplectique.

Désignons par Sp (1,n;K) le groupe des matrices des automorphismes

symplectiques de E exprimées par .rapport a la base B;.
Les calculs qui préceédent, montrent que les éléments du groupe Sp (1, n; K)

sont les matrices du type :
A C
0 D)’

avec A,C et D sont des matrices n X n a coefficients dans le corps K, est
dans le groupe Sp (n,K), si et seulement si,

1. 'C D est symétrique,
2. LAD = I,

Ainsi, le groupe Sp (1,n;K) est formé des matrices du type :

A C
0 tA!

avec !C' ! (A_l) est symétrique.

Proposition 2.9 Dans les hypothéses et notations ci dessus, les automor-
phismes symplectiques (resp.l-symplectiques) transforment les sous-espaces
totalement isotropes (resp. lagrangiens) en sous-espaces totalement isotropes
(resp. lagrangiens).

Démonstration. Soient o € Sp(E,f0) et L un sous-espace vectoriel de E
totalement isotrope. Pour tous x,y € E on a

0(o(x),0(y)) = 0(z,y) =0,
donc le sous-espace o(L) est totalement isotrope.
Supposons que L soit lagrangien, comme o(L) est de dimension n =
%dim FE, on déduit qu’il est lagrangien. Wl
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Proposition 2.10 Soit L un sous-espace lagrangien, My un sous-espace
totalement isotrope de E supplémentaire & L. Alors il existe un sous-espace
lagrangien M de E, supplémentaire & L et contenant My .

Démonstration. Soit M un élément maximal de I’ensemble des sous-espaces
totalement isotropes de E transverses & L contenant M. Alors M est
un sous-espace lagrangien. W
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Chapitre 3

Variétés différentiables

On peut voir une variété différentiable M de dimension n comme une réu-
nion |JU (finie ou dénombrable) d’ouverts de R™ dont chaque ouvert est
munt d’un systéme de coordonnées locales (x;),<;<, et telle que si U et V
sont deuz ouverts de M d’intersection non vide, munis respectivement des
systemes de coordonnées locales (z;);<;<, et (yj)i<j<n alors chacun de ces
systémes se laisse exprimer différentiablement en fonction de l'autre et dont

le jacobien
oy
det <ﬂ>
0%i ) 1<ij<n

Un vecteur tangent a une variété M de dimension n, en un de ses points
x, par rapport & un systéme de coordonnées locales (z;);,;,, , est une famille
de nombres réels (u;);-,<, telle que si, par rapport A un autre systéme
de coordonnées locales (yi); <<, , ce vecteur soit représenté par une autre

famille de nombres réels (v;);<;<,, , alors les familles (u;);<;«, €t (Vi);<j<p
représentant ce méme vecteur, sont liées par la relation :

est non nul.

Comme exemple inhabituel de systéme de coordonnées locales et de variété
différentiable, considérons dans le plan (z,y), 'ensemble DA (2) des droites
affines de ce plan.
Une droite affine non verticale s’écrit y = ax + b, avec a,b € R, cette
droite est complétement déterminée par la connaissance du couple (a, b) .
On dénote par U,, ’ensemble des droites non verticales.
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De méme une droite affine non horizontale s’écrit z = ay —i—E avec E,Z €
R, cette droite est complétement déterminée par la connaissance du couple
(@0).

On dénote par Uy, 'ensemble des droites non horizontales. On a évidem-
ment :

DA (2) = Upy UUpp.

Une droite qui est a la fois non verticale et non horizontale, c’est & dire, un
élement de Uy, N Uy, s'écrit & la fois y = ax + b, avec (a,b) € R*XR et
T =ay + b, avec (E,b) € R* x R.

Les systémes de coordonnées locales (a, b) et (5,5) d’une méme droite

sont liées par la relation

Ici, DA (2) est une variété différentiable de dimension 2.

3.1 Variétés différentiables

Une variété topologique de dimension n est un espace topologique séparé M
dont chaque point posséde un voisinage homéomorphe & un ouvert de R™.

On appelle systéme de coordonnées locales (ou carte locale) de M tout
homéomorphisme ¢ d’un ouvert U de M sur un ouvert de R”. L’ouvert U
est appelé domaine de la carte (.

Pour mettre en évidence le domaine U d’une carte ¢, on dit & son propos
carte (U, ), ou carte ¢ : U — V si de plus, on veut mettre Paccent sur
le fait que ¢ est un homéomorphisme de 'ouvert U de M sur 'ouvert V' de
R™.

Désignons par (€;);<;<, la base canonique de R" et par pr’ : R* — R
les projections o

i hjej — hZ
j=1

Soit ¢ = (zt,...,2"), avec 2! = pri o ¢, un systéme de coordonnées
locales de M défini sur un ouvert U de M. Pour toute fonction f: M — R
de M a valeurs réelles, la restriction fj;y de f a U s’exprime en fonction de

1 n .

f|U =F <x|1U, e w‘"U> (3.1)
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L’écriture 3.1 est appelée expression locale de la fonction f dans la carte
©.

Etsiy = (yl, . ,y”) est un autre systéme de coordonnées locales défini
sur un ouvert V' de M, alors les fonctions coordonnées ZL“ZUﬂV s’expriment en

fonction des coordonnées (y\lUmvv . ,yﬁmv> et inversement :

7 ) 1 n
Liony = F <y|UﬂV7 e 7y|UﬂV>
et
i _ i1 n
Yunv = G (x\Uﬂvv e v$|Umv>

ici o™t = (Fl,...,F") et ol = (Gl,...,G”) . Les homéomor-
phismes
poy i (UNV) —(UNYV)

et
pop lip(UNV)—p((UNV)

sont appelés changements de coordonnées (ou changements de cartes).
Un atlas de M est une famille (¢;);c; dont les domaines U; recouvrent

M
M=|]JUs
i€l
La réunion de deux atlas de M est encore un atlas de M.

Un atlas (p;);c; est dit de classe C* (k € N|J{+00}), si tous les change-
ments de coordonnées ¢; o <pj_1 sont de classe C* deés que les domaines de
définition U; et U; (de ¢; et ¢; respectivement) ne sont pas disjoints.

Deux atlas A et B de M de classe C* sont dits C*—équivalents si leur
réunion A U DB est encore un atlas de classe CF. Cette relation est réflexive,
symétrique et transitive, c’est donc une relation d’équivalence entre atlas de
M de classe CF.

Il en résulte que la réunion de tous les atlas d’une classe d’équivalence
pour la relation “C*—équivalents” est le plus grand atlas de cette classe,
qu’on appelle atlas maximal.

Une carte C*—équivalente & toutes les cartes d’un atlas 2 appartient a
I'atlas maximal Anax.

On appelle variété différentiable de dimension n et de classe C*, une var-
iété topologique M de dimension n munie d’une classe d’équivalence d’atlas
de classe C* pour la relation :

AL B A et B sont C* — équivalents,
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ou, ce qui revient au méme, un atlas maximal de classe C¥.

Soient, (M, ;) et (Ma,As) deux variétés différentiables de classe C* et
de dimensions n et m respectivement.. Pour toutes cartes ¢ : Uy — V1 de
latlas 21 et ¢,y : Us — V4 de latlas 2y, on forme 'application ¢, X ¢y :
Uy x U — V4 x Vi définie par :

1 X 3 (r1,22) = (p1 (21) , 2 (72))

pour tous (r1,r2) € Uy x Us.

On vérifie aisément que ’ensemble des applications ¢ X @y : Uy x Uy —
Vi x Vo, telles que ¢ : Uy — Vi appartient a l'atlas 2y et ¢y : Uy — Vo
appartient & l’atlas s, est un atlas de classe CF, noté Ay x s et appelé
produit des atlas 21 et s, qui confére & My x Ms une structure de variété
différentiable de classe C* et de dimension n + m, appelée variété produit
de My et Ms.

Sauf mention du contraire, lorsqu’on parle de My x M5 en tant que variété
différentiable, il s’agit toujours de la variété produit.

Remarques 3.1 1. 1l existe des variétés topologiques compactes qui ne
soient sous jacentes & aucune structure de variété différentiable (cf

[39])

2. Un atlas de classe C* (k> 1) sur une variété différentiable M induit
un atlas de classe C pour tout | < k, en particulier, une structure de
variété topologique sur M.

Inversement, étant donné un atlas Uy de classe C* sur M, avec k > 1,
il existe un atlas B sur M de classe C*° induisant un atlas A de classe
C*, qui est C*—équivalent o Ay (A ~ o). Ce résultat a été démontré
par H. Whitney.

Désormais, quand nous parlons de variété différentiable (ou tout sim-
plement de variété) sans précision supplémentaire sur la classe, il s’agit
d’une variété différentiable de classe C*.

3. Si les changements de cartes d’un atlas sont analytiques, la variété M
sera dite analytique

4. Si lUon remplace R™ par C" dans les définitions qui précédent, on ob-
tient la notion d’atlas analytique complexe et de variété analytique
complezxe (variété analytique).

Un atlas analytique complexe est aussi un atlas analytique réel et la
structure de variété analytique réelle correspondante sera dite sous ja-
cente a la structure de variété analytique complexe.
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3.2 Exemples de variétés différentiables

3.2.1 L’espace R".

Muni de Papplication Idg» : x —— xz, 'espace R™ est une variété différen-
tiable de dimension n et de C°.

3.2.2 Surface réguliére de R?

Soit f une application d’un ouvert W de R3 a valeurs réelles, de classe C*
avec (k > 1) et soit M = f~!(0) 'ensemble des éléments (21,2, 23) € R3
tels que f(z1,x2,z3) = 0 supposé non vide.

On dit que M est réguliére si, pour tout p € M, le gradient;

(V1) () = (5—{1@), 2L ) g—i@)

de f est non nul.

Proposition. Si M est réguliére, alors, M est une variété différentiable
de dimension 2 de classe C*.
Démonstration. Notons d’abord que le sous-ensemble M muni de la topolo-
gie induite par celle de R? est séparée.

Soit p un point de M tel que (v f) (p) # (0,0,0). Si g—é(p) # 0,.on
considére Iapplication 3 : W — R3 définie par :

<P3 (961,962,963) = (331,962,f(951,962,9€3))-

Le jacobien J (<p3) (p) = a%%(p) # 0, donc, d’apreés le théoréme d’inversion

locale, il existe un voisinage ouvert U;’ de p dans R3 et un voisinage ou-

vert VS@) de ©3(p) dans R? tel que la restriction 90‘3[]3 de ¢ a UI‘:’ est un
p

Ck —diffeomorphisme de Up3 sur V(g’(p).

Identifions I'espace R? au sous espace vectoriel R? x {0} de R3. On a

3

sz(p) =R?N¢? (U3) est un ouvert de ¢?(p) dans R? et la restriction de ¢

a Ui =M Up3 est un homéomorphisme de Ui sur vi?’(p) =R2N 3 (Ug’) ,
c’est & dire une carte au point p définie par 3 (z1, 22, 23) = (21, 22) .
L’homéomorphisme inverse

(¢*) " Vi =R * (U3) — T, = MU}

s’écrit : X
(('03)_ (x1>$2) = (x17x2,¢3 (1‘1,1}2)) .
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Le théoréme des fonctions implicites montre que Iapplication ¥ est de classe
Ck,
Si a%Ll(p) # 0, on considére Iapplication ¢! : W — R3 définie par :

o' (z1,m2,73) = (22, 73, f (21,22, 73)) -
Le jacobien J (¢') (p) = a%Ll(p) # 0, donc il existe un voisinage ouvert UI}
de p dans R3 et un voisinage ouvert V(pll(p) de ¢'(p) dans R? tel que la
restriction ¢}, de p! a U} est un C*—diffeomorphisme de U} sur V1 .
U} P p ¢(p)

___Identifions I'espace R? au sous espace vectoriel R? x {0} de R3. On a
Vi = R*Ne! (Uy) est un voisinage ouvert de ¢'(p) dans R? et la

restriction de ! & Ull, =M U; est un homéomorphisme de U; sur V}p(p)
R2 N p! (UI}) , C’est & dire une carte au point p définie par ! (z1, 29, 73) =
(:B2> $3) .

L’homéomorphisme inverse

nN-1. 7l _p2 1 (771 77l _ 1
() Vo =R ﬂ<f’ Uy) — U, *MmUp
s’écrit : .
(") (22,23) = (V' (z2,23) , 32, 23) .
ot P! est de classe C*.
Sipe Uzl)ﬂﬁz, on a g—i(p) # 0 et g—é(p) # 0, et les changements de

, -1 )
coordonnées 3 o ((pl) est donnée par :

@®o (@1)_1 (22, 23) = ¢* (V! (w2, 33) , w2, 33) = (V' (22,23) , 22)

qui est un C*—difféomorphisme local.

Le méme raisonnement s’applique au cas ou (%%(p) # 0, et tous les
changements de cartes possibles étant de ce type, ce qui montre que I'atlas
ainsi défini confére & M une structure de variété différentiable de dimension

2 et de méme classe que f. W

3.2.3 La sphére 5™.
Pour chaque entier naturel n, on dénote par S™ la sphére unité de R?+1 :
S"={(z1,...,Tn,Tps1) | 2T+ ...+ 22 + 2l =1},

et, désignons par (e;)1<i<n+1 la base canonique de R+ et par E,, ’hyperplan
de R™+! défini par I'équation z, 11 = 0 (B, est appelé hyperplan équatorial
de S™), on identifie évidemment I’hyperplan équatorial avec R™.
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On appelle pole nord (resp. pole sud) de la spheére S™, le point N =
(0,...,0,1) (resp. S =(0,...,0,—1)).

On considére le recouvrement ouvert de la sphére S™ défini par les ouverts
suivants Uy et Ug définis par :

Uy = S" — {N} et Us = S" — {S}.

On appelle projection stéréographique du péle nord, P'application ¢, de
Uy a valeurs dans I’hyperplan équatorial F,, associant & un élément M
de S™ — {N}, lintersection ¢p (M) de la droite (NM) avec I’hyperplan
équatoriel E,, :

{pn (M)} = (VM) En.

De méme, la projection stéréographique du pole sud est I’application ¢g de
Us a valeurs dans ’hyperplan équatorial FE,,, associant & un élément M de
S™—{S}, l'intersection ¢ g(M) de la droite (SM) avec 'hyperplan équatorial
E, :

{ps(M)} = (SM) () En.

Ainsi,
on (1, Ty Tppg1) = e,
1—2Zn+ I —zpn
pour tout (z1,...,%n, Tn+1) € Un, €t
Tlyeeeyp, Tni+l1) = .
QOS ) ybny Lnt 1+xn+17 71+$n+1

L’ensemble {py; pg} définit un atlas de classe C*° sur la sphere S™, ce qui
confére a la sphére S™ une structure de variété différentiable de dimension
n et de classe C*°.

Remarque 3.1 Les spheéres de dimension < 4 ne possédent qu’une struc-
ture de variété différentiable, il s’agit de la structure naturelle définie par les
projections stéréographiques @y et @g, tandis que les sphéres de dimension
> 5 admettent plusieurs structures de variétés différentiables non difféo-
morphes a la structure naturelle, on les appelles sphéres exotiques. F.Pham
([19]) a montré le premier que ces sphéres s’introduisent naturellement en
géométrie algébrique.
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3.2.4 Espace projectif réel RP (n)

Munissons ouvert R"*1 — {0} | de la relation suivante : deux points u et
v de R"™1 — {0} sont équivalents, et on écrit u ~ v, si et seulement si, il
existe A € R*, tel que u = Av, en d’autres termes; u ~ v si et seulement si,
ils définissent la méme droite vectorielle.

La relation “~ ” est une relation d’équivalence, I’espace quotient est
appelé espace projectif réel de dimension n, et est désigné par RP (n) :

n+1
RP (n) = R—_{O}

~

Pour chaque i = 1,...,n + 1, on dénote par U; 'ouvert de R"*! défini par :
Ui = {(l‘l, PN ,ZL‘n,l'nJrl) S Rn+1 | €Ty 75 O} .

La famille (Us);;<, 41 constitue un recouvrement ouvert de R"*! — {0} .

On dénote par 7 : R"*! — {0} — RP (n) la surjection canonique, et par
U; I'image 7 (U;) par 7 de U;.

L’espace projectif réel RP (n) muni de la topologie quotient est recouvert
par la famille (E) l<i<nil”

Et, pour chaque ¢ = 1,...,n+ 1, on note par ¢, ’application de U; dans
R™ définie par :

1 Ti—1 Ti+1 Tn+1
Soi(xla"'a‘rn’xn-f—l):<_7"'7 ) yeeey )
pour tout (x1,...,Zn,Tpi1) € R™ et par ; I'application de U; dans R"

définie par :
?; (W) = ¢; (u)
pour tout @ € Uj;, ot T est la classe de v modulo la relation d’équivalence
Les p; définissent des applications bijectives, et compte tenu de la topolo-
gie quotient de RP (n), la famille (9;);<;<,, 1 confére a I'espace projectif réel
une structure de variété différentiable de dimension n et de classe C*°.

3.3 Fonctions différentiables

3.3.1 Définitions

Soit (M, 1) une variété différentiable de dimension n et de classe C* avec
E>1, A= (p;)icr et f : M — R une fonction réelle définie dans un
voisinage d’un point p € M.
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On dit que f est différentiable au point p, s’il existe une carte p € 2 en p,
c’est a dire que le domaine U de ¢ contient le point p, telle que 'expression
locale f o =1 de la fonction f dans la carte ¢ est différentiable au point
¢(p).

Cette définition est intrinséque, c’est a dire, elle ne dépend pas de la
carte choisie; en effet, soit 1 une autre carte au point p dont le domaine sera
dénoté par V. On a alors :

(Fo ™) jywavy = (£ jpwan © (024 )y
et comme
(po ¢_1)|¢(Urﬂ/) pUNV) —eUNV)

est de classe CF, et que f o o~ ! est différentiable au point ©(p), on déduit

que f o1 est différentiable au point 1 (p).

On dira que la fonction f est différentiable sur une partie ouverte U de
M, si la fonction f est différentiable en tout point de U.

On dit que f est de classe C* (I < k) sur U, si pour tout point p € U, il
existe une carte (U, ) autour de p, telle que I’expression locale f o ¢! est
de classe C! sur ¢ (U).

Comme exemple de fonctions différentiables de classe C¥, considérons
les composantes ¢ = pri o ¢ d’'une carte ¢ de 17atlas .

L’ensemble C* (M, R) des fonctions f : M — R de classe C*, muni des
opérations :

ot f,g € C*¥(M,R) et A € R, est une R—algébre. Bien entendu, on iden-
tifie le corps R des nombres réels au sous ensemble de C* (M, R) formé des
fonctions f : M — R qui sont constantes sur M.

Il est clair que l'algébre C* (M,R) est complétement déterminée par
Iatlas 2, en fait, deux atlas C*—équivalents sur M définissent la méme
R—algebre C* (M, R)

Remarque 3.2 Un atlas de classe C* donne un choixz particulier de fonc-
tions différentiables, bien entendu, une fonction f peut étre différentiable
par rapport a un atlas sans l’étre par rapport & un autre, par exemples, les
atlas A = {idr} et B = {ZL‘ — 1:3} formés d’une seule carte, ne sont pas
équivalents, par conséquent, ils définissent des structures différentes de var-
1été différentiable sur R, et par conséquent, ils donnent des choizx différents
pour les fonctions réelles différentiables.
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Soient (M7,%41) et (Ma,2%3) deux variétés différentiables de classe CF
(k > 1), de dimensions n et m respectivement, f une application de M;
dans Ms et p un point de M;. On dit que f est différentiable au point p, s’il
existe une carte (Uy, ;) au point p, une carte (Us, p5) au point f(p) avec
f (U1) C U, telles que I'expression locale

@0 fopit i (U1NUz) — ¢y (U1 NT2)

de f dans les cartes ¢ et ¢,, est différentiable au point ¢, (p).
Cette définition est intrinseéque, soit en effet (V7,1);) une autre carte au
point p et (Va,1),) une autre carte au point f(p). L’expression locale

Yoo foprt i (U1 NUz) — by (U1 NUs)

de f dans les cartes ¢, et 14 s’écrit :

Pyo foprt = (Paopyt) o (pyo foprt)o(proyrt).

Les changements de cartes (gol o wl_l) et (@bQ o cp;l) sont de classe C*,
Pexpression locale (902 ofo <p;1) de la fonction f dans les cartes ¢, et ¢4 est
différentiable au point ¢;(p), par conséquent, 1y o f o wl_l est différentiable

au point ¥ (p).

On voit bien que le rang de lapplication linéaire d (gog ofo 901_1)@1 ®)
ne dépend pas des cartes locales ¢; et ¢y, il exprime donc une propriété
intrinséque de l'application f, on 'appelle rang de f au point p, et on le

note

T3p (f)-

On a donc,
rgy (f) < min (n, m)

On dit que f est différentiable sur une partie ouverte U de My, si f est
différentiable en tout point de U.

On dit que f est de classe C? (p < k) sur U, si pour tout point p € U,
il existe une carte (Uj, ;) autour de p, une carte (Us, ,) autour de f(p),
telle que I'expression locale py 0 f o o7 ! est de classe CP sur ¢, (U7).

On dit que f est un C'—diffeomorphisme (I < k), d’un ouvert U de M;
sur un ouvert V de Ma, si f est un homéomorphisme de U sur V tel que f
et f~1 sont de classe C'.

L’ensemble Dif f* (My, Ms) des C*—difféomorphismes f : My — Mo
muni de la loi de composition des applications o est un groupe. C* (M, R)
est un module sur I'anneau C* (My,R).
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3.3.2 Fonctions plateau. Partition de "unité
Fonctions plateau

Proposition 3.1 Soient M une variété différentiable de dimension n de
classe C* et p un point de M. Il existe deux ouverts V et W de p dans M
tels que W C Vet une fonction f : M — R de classe C*, nulle sur M —V,
égale a 1 sur W et qui vérifie 0 < f (z) < 1 pour tout x € V. — W.

Démonstration. Considérons les fonctions réelles d’une variable réelle u, v
et w définies par :

0si |z| >1,

u (z) :{ exp (‘rﬂa) si- [a] <1

T

J u(t)dt
v(@) =15

J u(t)dt

—00

et w(z) = v (2—2%), et soit [ : R" — R la fonction réelle définie sur R”
par :

2
(@) = w(llal) = v (2 = Jl2IP)
avec ||(z1,...,2n)| = /2?2 + ... + 22 pour tout z = (z1,...,2z,) € R™

Il n’est pas difficile de voir que les fonctions u, v, w et [ sont différentiables
de classe C°.

La fonction [ vérifie :

1. [ est identiquement égale & 1 (I = 1) sur la boule unité B (0,1),

2. [ est identiquement nulle (I = 0) sur le complémentaire R" — B ((), \/§)
de la boule B (0, \/5) ,

3. 0<l(z) <1sur B(0,v3) —B(0,1).

Soit ¢ : U — V une carte locale au point p. Quitte & remplacer ¢ par

© — ¢ (p), on peut supposer que ¢ (p) vaut 0.
Soit a un nombre réel strictement positif tel que

aB (o, \/§) co(U)
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et soit f la fonction réelle définie sur M par :

Lo(z)) siz
f<“”)_{lo(s?i(¢)gi =

L’application f satisfait aux hypothéses du théoréme avec V = ¢! (aB (O, \/g))
et W=¢p1t(aB(0,1). H

La fonction f donnée par le théoréme précédent, est appelée fonction
plateau

Partition de ’unité

Tout d’abord, donnons les définitions suivantes :

1. Un recouvrement ouvert (U;);c; d'un espace topologique T est dit
localement fini, si pour tout x € T\ il existe un voisinage U de x tel

que ’ensemble
{z’eI|UiﬂU7é®}

est fini.

2. Un recouvrement ouvert (U;);.; d’'un espace topologique T est dit plus
) : 212 .

fin qu’un autre recouvrement (VJ) jesr St chaque élément U; du premier
recouvrement est contenu au moins dans un élément V; du second :

(Vi€ I)(3j € 1) (Us C V).

3. Un espace topologique T est dit paracompact si, il est séparé et si de
tout recouvrement ouvert de 7T, il existe un recouvrement ouvert plus
fin localement fini. Pour une variété M séparée et connexe (ou une
réunion dénombrable de variétés connexes), on démontre I’équivalence
suivante :

(a) M est paracompacte

(b) M posséde une base topologique dénombrable.

4. Une partition de I'unité sur une variété différentiable M est une famille
(¢;);er de fonctions positives telles que :

(a) la famille (supp (¢;));c; est localement finie,

(b) supp (p;) est compact
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(€) 2gi(x)=1

i€l

5. La partition de 'unité (¢;),;.; est dite de classe C! sin toutes les fonc-
tions ¢; sont de classe C'.

6. Une partition de I'unité (¢;);c; est dite subordonnée a un recouvre-
ment (Vj)jeJ si pour tout ¢ € I, il existe j € J, telle que suppy; C U;.

Théoréme 3.1 Pour tout atlas A = {(Ui, ;) | i € I} d’une variété para-
compacte de classe C*, il existe un recouvrement owvert plus fin auquel est
subordonné une partition de 'unité.

Pour la démonstration, on se refére a ’exposé de A. Eladraoui

3.3.3 Sous variétés d’une variété différentiable
Théoréme du rang constant.

Théoréme du rang constant 3.1 Soient (M;,%01) et (Ma,22) deuz var-
iétés différentiables de classe C* (k > 1), de dimensions n et m respective-
ment, f une application de M dans My de rang constant p de classe C!
avec | < k, et, soit xg un point de M. Alors, il existe une carte (U, ) en
xo, une carte (V,1) en yo = f (zo), telles que l’expression locale de f dans
les cartes ¢ et ¢ se réduit a :

'l/}OngDilI(Ul,...,un)f—>(u1,...,up,0,...,o).

Démonstration. Soient (U, ) une carte en xg, (U’,¢’) une carte en yy =
f(z0), et F=¢'ofoep ! 'expression locale de f dans les cartes ¢ et .
F' éant de rang p au point zg, donc on peut extraire de la matrice jaco-

bienne
(52 eten))

une matrice de rang p. Quitte a changer la numérotation des z; et des Fj,
ce qui revient & changer les cartes , on peut supposer que le déterminant :

i (plz0)) - GE(p(20)
d(zo) = : : :
FL(p(@0)) oo FE(p(a0)

1<j<n,1<i<m
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est non nul. L’application = — d () est continue (puisque f est de classe
C* avec k > 1), donc il existe un voisinage ouvert W de zy dans lequel
I’application d ne s’annule pas.

Soit G : R™ — R™ 'application de R™ dans R™ définie par :

G(z1,...,2n) = (F1(21,..s2pn) -, Fp (21, ., T0) , Tpt1s - oo, Tny) -

Le jacobien J (G) (p(x)) de lapplication G au point ¢(x) vaut d (z) :

pour tout x € W, le théoréme d’inversion locale implique qu’il existe un
voisinage ouvert V de ¢ (x9) et un voisinage V' de G (¢ (z9)) tel que G
définit un difféomorphisme de V sur V.

On voit donc que 'application

Yp=Gogp

définit un systéme de coordonnées locales au voisinage de xg. L’expression
locale H de f dans les cartes v et ¢’ s’écrit :

H=(Hy,....H,)=¢ ofoy t=¢pofoptoGt=FoG,
et par définition méme de G, on a :
H;(z1,...,op) =z pouri=1,...,p.

On a aussi
0H;

al‘j -

pour ¢,j > p+1, sinon, alors, en échangeant I'ordre dans x, 11, ..., z, et dans
Hpy1,...,Hy, on peut supposer que ¢ = j = p + 1, et dans ce cas, H serait
de rang > p + 1, ce qui est absurde; donc les composantes Hj11, ..., Hy, ne
dépendent que des variables (z1,...,zp) :

0

H;(z1,...,zp) = Hi (x1,...,2p) pour tout i =p+1,...,m.

Soit K : R™ — R™ l’application de R™ dans lui méme, dont les com-
posantes K; sont définies par :

r;sil<i<p
K; (xq,... =< o ;
Z(':Uh 7$m) {.’L‘Z'—Hi($1>---awp) pOUrtOUtZ:p+17--'7m



3.3. FONCTIONS DIFFERENTIABLES 71

On a
D(Ky,...,Kn)

D(z1,...,2m)

L’application ¢/ = K o ¢’ définit bien un systéme de coordonnées locales au
voisinage de yo = f (zo), et I'on a :

(Wofoyp™)(x1,. . zn) =K (& ofop™)(r,...,25)
=K (Hi(z1,...,20), ..., Hp (z1,...,20))

=1

=K (z1,...,2p, Hpp1 (x1,.. . 2p) ..., Hyy (21, . ...

:(J}l,...,l'p,Hp+1—Hp+1,...,Hm—Hm)
= (z1,...,2p,0,...,0),

ce qui montre que lexpression locale de f dans les cartes i et 1’ est
I’application
(1,...,2n) — (z1,...,2p,0,...,0)

de R" dans R™. W

Immersions.. Submersion.. Plongement

Soient M et M deux variétés différentiables de classe C* de dimensions n et
m respectivement et f : My — My une application de classe C! (1<1<k).

(i) On dit que f est une immersion, si elle est de rang n = dim M; en
tout point de M;; et dans ces conditions on a

dim My = n < dim My = m.

(i1) On dit que f est une submersion, si elle est de rang m = dim My en
tout point de Mji; ce qui entraine due I'on a :

dim M; = n > dim My = m.

(iii) On dit que f est un étalement , si elle est de rang

n = dili =m = dimMQ.

(iv) On dit que f est un plongement, si f est une immersion et si de plus,
f est un homéomorphisme de M sur f (M7) (f (M1) étant muni de la
topologie induite par celle de My).

Il résulte du théoréme du rang constant que 'on a :
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Corollaire 3.1 Si f est une immersion (resp. une submersion), alors pour
tout point xy € My, il existe une carte (U,¢) en xg, une carte (V,1) en
yo = f(xo), telles que l'expression locale de f dans les cartes ¢ et ¢ se
réduit a l'application :

(U, ..oy Up) — (Ugy ..o Uy, 0,...,0).

(resp. a (U1, ... Up) — (U, ..., Upy)).

Sous-variétés

Soit M une variété différentiable de dimension n de classe C* avec (k > 1),
soit p un entier naturel inférieur ou égal a n (p < n), et soient X un espace
topologique et f : X — M une application qui vérifie la propriété suivante

(P) Pour tout x € X, il existe un voisinage ouvert U de x, une carte

locale (V,¢) au point y = f(x) telle que f(U) C V et po f est
un homéomorphisme de U sur ¢ (V) [ RP, en identifiant RP au sous
espace RP x {0} de R".

Les couples (U, g o f) forment un atlas de classe C* sur X, définissant

ainsi une structure de variété différentiable de dimension p de classe C* sur
X; appelée image inverse par f de la structure de variété de M de classe
C*, pour laquelle f est une immersion

On distingue les cas suivants :

1. Si X est un sous espace topologique de M (X C M), f est I'injection

canonique x —— x vérifiant la propriété (P), on dit que X est une
sous-variété (plongée) de M.

. Si X est un sous ensemble de M muni d’une topologie qui n’est pas

nécessairement la topologie induite par celle de M, mais qui est telle
que l'injection canonique f : x — x soit continue et posséde la pro-
priété (P), X est appelée sous variété immergée dans M.

On remarque qu’une méme partie de M peut étre munie parfois de
plusieurs structures différentes de sous variété immergée.

Toute partie ouverte d’une variété différentiable M de dimension n et de

classe CF est une sous-variété de M de dimension n et de classe CF.

Tout sous espace discret au plus dénombrable d’une variété différentiable

M de dimension n et de classe C* est une sous-variété de M de dimension

0.
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Exemple 3.1 Soit f : R* — R une fonction réelle de classe C* (k > 1),
on suppose la surface M = f~1(0) d’équation f(z1,...,x,) = 0 est non vide
et est réguliere.

Pour tout xg € M, il existe i (i =1...,n) tel que O;f (z¢) ne soit pas
nul. L’application @' : R* —s R™ définie par :

Soi(xla s 7$n) = (xla ey Li—1, Tit1, - ~7wn7.f($17 s 7$n))

détermine un C*—difféomorphisme d’un voisinage ouvert U de xq sur un
voisinage ouvert de R™ tel que :

o (UM M) =¢ )R,

Par suite la propriété (P) est satisfaite, ce qui montre que M est une sous
variété plongée de R™ de classe C* et de dimension n—1. On dit que M est
une hypersurface de R™.

Pour les variétés différentiables paracompactes (ce qu’on va supposer par
la suite on a :

Théoréme de Whitney 3.1 Toute variété différentiable de classe CF (k >
1), de dimension n, paracompacte admet :

1. un plongement f dans R*"+1,

2. une immersion dans R2™.

3.3.4 Premiére approche des groupes et algébres de Lie
Groupes de Lie

On appelle groupe de Lie de dimension n, un groupe (G,.) muni d’une
structure de variété différentiable de dimension n de classe C°° compatible
avec la structure de groupe, c’est a dire, les applications

(z,9) — z.y et & — z 71,
de G x G dans G est de classe C*°.

Le groupe produit GGy x G2, d’'un groupe de Lie G de dimension n
par un groupe de Lie G2 de dimension m, muni de la structure de variété
différentiable produit, est un groupe de Lie de dimension n +m, en effet, les
applications

pri X pri et pra X pra,
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de (G x G2) x (G x G3) a valeurs dans G1 x Gp (resp. dans Ga x G3),
définies respectivement par :

pri X pri ((a, b), (a', b')) = (a,d’) et pro X pro ((a, b), (a', b')) = (b,b'),

sont de classe C'*°, donc 'application
((a, b), (a’, b’)) — (aa’; bb’) ,

de (G x G2) x (G x G3) a valeurs dans G1 x Ga, est de classe C*°, par
conséquent le produit G; x Ga est un groupe de Lie de dimension n 4+ m.
De méme 'application

(:Ev y) — (:E_lv y_l)

est de classe C™°.
Soit G un groupe de Lie de dimension n. Pour tout a € G, les applica-
tions
Ly,:x—ax et R, : z+— za,

de G dans lui méme, sont appelées translations & gauche et & droite respec-
tivement!.

Proposition 3.2 Les applications Lq : © — ax et R, : x — xa, sont des
C>*®—difféeomorphismes.

Démonstration. En effet, les applications
x+— (a,x) et (a,x) — ax

sont de classe C'*°, donc L, est de classe C'°, et comme (La)_1 =L,1,0n
déduit que L, est un C'°°—difféomorphisme.

Un raisonnement analogue montre que les translations & droite R, sont
des C'*°—difféomorphismes. W

Soient G un groupe de Lie et H une partie de G. On dit que H est un
sous groupe de Lie G si H est a la fois un sous-groupe et une sous-variété.

Il est clair qu’un sous groupe ouvert H de G est un sous- groupe de Lie,
en particulier la composante connexe de 'unité G, est un sous groupe de
Lie de G.

Pour les sous groupes fermés on a :

'La lettre L de la translation a gauche L, provient du mot anglais “left” et la lettre R
provient du mot ” right”.
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Théoréme de Chevalley 3.1 Tout sous groupe fermé H d’un groupe de
Lie G est un sous groupe de Lie de G.

Une application u d’un groupe de Lie (G dans un groupe de Lie Go
est appelée morphisme de groupes de Lie (ou homomorphisme de groupes
de Lie), si u est différentiable de classe C*° et est un homomorphisme de
groupes de G dans Ga. Si de plus u est un difféomorphisme on dira que
c’est un isomorphisme de groupes de Lie, et si G; = G2 = G, on dira que u
est un automorphisme de G.

Exemples

1. Le groupe additif R™ est un groupe de Lie

2. Le cercle St et le tore T"

L’ensemble C des nombres complexes est I’ensemble R? muni de 1’addition
(z,y)+ (2',y") = (x+2',y+7v'), ce qui confére & cet espace une struc-
ture de groupe commutatif, et de la multiplication décrétée par :

(z,y).(2",y) = (22’ — yy/, 2y + 2'y).

En désignant par 1 et i la base canonique de R?, on vérifie que i =
—1 et que 'ensemble C est un corps commutatif dont les éléments
s’écrivent sous la forme z = x 4 y¢ et sont appelés nombres com-
plexes, 'abscisse x est appelée partie réelle du nombre complexe z et
I'ordonnée y est appelée partie imaginaire du nombre complexe z. Le

complexe Z = x — yi est appelé conjugué de z est le nombre réel positif
|2] = /22 + y? est appelé module de z.

Il est clair que lapplication ((z,y), (¢/,y')) — (x2’ — yy', zy/ + 2'y)
est de classe C*°, donc le groupe multiplicatif (C*,.) est un groupe de
Lie de dimension 2.

Le cercle S! est 'ensemble des nombres complexes de module 1, c’est
un sous groupe fermé du groupe multiplicatif C*, donc c’est un groupe
de Lie commutatif de dimension 1.

Le produit S* x ... x S! (n—fois) du groupe de Lie S*, est un groupe
de Lie commutatif de dimension n, appelé tore de dimension n et est
dénoté par T™.

3. La sphére S3.
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L’ensemble H des quaternions (de Hamilton) est I’ensemble R* muni
de laddition (r,a,b,c) + (r',d',b/,d) = (r+r';a+d,b+b,c+ ),
ce qui confére & cet espace une structure de groupe commutatif, et
du multiplication (r,a, b, c).(r',d’, b, ) de (r,a,b,¢c) et (r',a', 0, ) est
décrétée par :

(7“.7“’ —ad — b —cc,rd +ar’ + b —cb,rb +br' +cd' —ac,rd +cr’ +al’ — ba') .

En désignant par 1,1, 7, k la base canonique de R%, on vérifie aisément
que 'on a :

==k =—letij=k jk=i,ki=j

et que ’ensemble H est un corps non commutatif dont les éléments
s’écrivent sous la forme ¢ = r+ai+bj +ck et sont appelés quaternions.
Le quaternion ¢ = r—ai—bj —ck est appelé conjugué de g est le nombre
réel positif |g| = /72 + a2 + b2 + 2 est appelé module de q.

Il est clair que Papplication (q,¢") — ¢.q" est de classe C*°, donc le
groupe multiplicatif (H*,.) est un groupe de Lie de dimension 4.

La sphére S3 est 'ensemble des quaternions de module 1, ¢’est un sous
groupe fermé du groupe multiplicatif H*, donc c’est un groupe de Lie
de dimension 3.

On démontre le résultat suivant :

Théoréme. Si la sphére S™ est un groupe de Lie, alors n = 1 ou
n = 3, de sorte que S' et S® sont les seules sphéres qui peuvent étre
munies d’une structure de groupe de Lie.

. Le groupe Gl(n,R).

L’espace M (n,R) des matrices carrées n X n, muni des lois :
(A,B)— A+ Bet (\,B)— AB

est un R—espace vectoriel de dimension n? qu’on identifie usuellement
2 .

a R™ . C’est un espace de Banach par rapport & n’importe quelle

norme, et application bilinéaire (continue)

(A, B) — AB,

de M (n,R) x M (n,R) a valeurs dans M (n,R) est différentiable de
classe C*°.
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Le groupe linéaire Gl (n,R), formé des matrices inversibles, est une
partie ouverte de 90t (n, R) , car ¢’est 'image réciproque, par ’application
continue d : A — det A, de R* (Gl (n,R) = d~1 (R*)).

Remarquons que toute matrice M € 9 (n,R) et pour tout entier na-
turel non nul n tel que % soit inférieur strictement a toutes les valeurs
propres éventuelles de M, la matrice M — %In est inversible, et on a

1
M — -1, — M quand n — 400,
n

par conséquent; Le groupe linéaire GI (n,R) est un ouvert dense dans
M(n,R).

Il est donc clair que lapplication (A, B) — AB, de Gl (n,R) X
Gl (n,R) a valeurs dans GI (n,R) est différentiable de classe C*°, de
plus l'expression de l'inverse d’une matrice A de Gl (n,R), donnée par
A7 = dZ?A permet d’établir aussi que I’application A —— A~ est
différentiable de classe C*°, par conséquent Gl (n,R) un groupe de Lie
de dimension n?; A étant la comatrice de A, c’est a dire la matrice des
cofacteurs de A.

5. Le groupe symplectique Sp(n, R) est le groupe des matrices inversibles
U € Gl (2n,R) telles que 'UJU = J, avec

0 I,
=% )

Le groupe Sp (n,R) est formé des matrices carrées du type :

A C
B D)’
avec A, B,C et D sont des matrices n X n a coeflicients dans le corps
R, vérifiant les relations
(a) YAD — 'BC = I,
(b) tAB et !C'D sont des matrices symétriques.

Le groupe Sp (n, R) est un sous groupe fermé du groupe de Lie Gl (2n,R) ,
donc c’est un groupe de Lie.

6. Le groupe orthogonal O (n,R) est le sous groupe de GI(n,R) formé
des matrices inversibles A telles que A A = I, c’est un sous groupe
fermé du groupe de Lie GI (n,R), donc c’est un groupe de Lie.
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7. Le groupe spécial orthogonal SO (n,R) est le sous groupe de Gl (n,R)
formé des matrices inversibles A telles que det A = 1, c’est un sous
groupe fermé du groupe de Lie Gl (n,R), donc c’est un groupe de Lie.

Algébres de Lie

Une algebre de Lie G sur K (K =R ou C) est un K—espace vectoriel muni
d’une application bilinéaire p: G X G — G vérifiant :

1. p(z,z) =0 pour tout z € G,
2. p(z, pu(y,2)) + p(y, u(z,2)) + p (2, p(z,y)) =0 pour tous z,y,z € G.
La premiére relation est équivalente ici & :

p(z,y) = —p(y,z)

quels que soient x,y € G.
La deuxiéme relation est appelée identité de Jacobi.
En général p(z,y) est dénotée par [z,y], et se lit ”crochet = y”.
Supposons que G soit de dimension finie n, et soit (€;);,,, une base du
R—espace vectoriel G, pour tous 4,j = 1,...,n, écrivons :

_ ik
1 (€, €5) = Cijeka
on a évidement les relations suivantes :

1. ij = —C]l»‘; quels que soient 7,7, k=1,...,n.
2. L’identité de Jacobi se traduit par :
ijC,Zl + le-kCZ-Tl + C,iiC}7l =0 pour tous 4,j,7r =1,...,n,

Les scalaires C’fj sont appelées constantes de structure de l'algebre de
Lie G.

Exemples 3.1 1. Tout espace vectoriel G est muni d’une structure triv-
tale d’algébres de Lie en posant :

w(X,Y) =0 pour tous X,Y € G,

cette algébre de Lie est dite abélienne.
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2. L’espace vectoriel R muni de produit vectoriel A est une algébre de
Lie

3. Soit A une algébre réelle associative dont la multiplication est désignée
par o. On peut munir cette algébre d’une loi d’algébre de Lie p en
posant :

p(r,y) =z0y—you.

cette algebre de Lie est dite sous jacente a la structure d’algébre as-
sociative de A. Par exemple, l’algébre End (V) des endomorphismes

d’un espace vectoriel, ou encore l'algébre M (n, K) des matrices carrées
) )

d’ordre n donnent naissance & des algébres de Lie notées respective-
ment par Gl (V) ou Gl (n,K).

4. Soient (G1,py) et (Ga, py) deux algébres de Lie. On munit naturelle-
ment G1 © Ga d’une loi d’algébre de Lie p en posant :

1 (1, 22), (Y1,92)) = (1 (21, 91) 5 pa (72, 92)) -

L’algébre de Lie (G1 & Ga, 1) , ainsi obtenue, est appelée somme directe.
des algébres de Lie (G1, 1) et (Ga, pg) -

5. L’espace réel R?PTY muni de Uapplication bilinéaire antisymétrique
définie par :
p(€2i, €2i41) = ex,
et les autres fi(e;,e;) sont nuls a lexception de ceux obtenus par
Uanticommutativité de p, est une algébres appelée algébre de Heisen-
berg d’ordre 2p + 1 et sera désignée par Hp; (ei)1§i§2p+1 étant la base
canonique de RZP+1,

Soit (G, p) une algebre de Lie. On dit qu’un sous espace vectoriel H de
G est une sous algebre de Lie de G si H est stable par la loi d’algébre de Lie

JI
n(H, H) CH.

Il est clair qu’une sous algébre de Lie est une algébre de Lie.

Exemples 3.2 1. Algébre spéciale linéaire sl (n,K) : le sous ensemble
sl (n,K) ={A e Mn,K)|trA=0}

est une sous algébre de Lie de M (n, K) appelée algébre spéciale linéaire.
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2. Algébre spéciale orthogonale so(n,R) : le sous ensemble
so(n,K)={AeMn,K)| ‘A=-A4}

est une sous algébre de Lie de M (n,K) appelée algébre spéciale orthog-
onale.

3. Algébre de Lie symplectique sp (n,R) : le sous ensemble
sp(n,K) ={AeM2n,K)| "AJ =-JA}

est une sous algébre de Lie de 9 (2n,K) appelée algébre symplectique,
ot J est la matrice carrée d’ordre 2n donnée par :

0 I,
1=(% o)

Une sous algebre de Lie Z de G est un idéal de G, si Z est une partie
permise de G c’est a dire,
w(Z,H)CT.

Etant donné un idéal Z de G, on peut définir 'espace vectoriel quotient

% d’une structure d’algébre de Lie, en posant

Ale+Z,y+7I)=p(x,y) +7,

I’algébre de Lie ainsi obtenue est appelée algebre de Lie quotient de G par
7.

Exemples 3.3 1. Pour toute algébre de Lie G, (0) et G lui méme sont
des idéaux de G.

2. Soit (G, 1) une algébre de Lie. On dénote par Z (G) le centre de G,
c’est a dire l'ensemble des éléments x € G tels que p(x,y) = 0 pour
touty € G :

Z(G) ={x € G tels que p(x,y) =0 pour tout y € G} .
Alors Z (G) est un idéal de G.

3. Soient (G, ) une algébre de Lie et H.une sous algébre de Lie de G.
On dénote par Ng(H) le normalisateur de H dans G, c’est a dire
l’ensemble des éléments x € G tels que p(z,H) CH :

Ng(H) ={x € G tels que p(x,H) CH}.

Alors Ng (H) est une sous algébre de Lie de G contenant H, et donc,
H est un idéal de Ng (H).
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Soient (G1, 11q) et (Ga, o) deux algebres de Lie sur le méme corps com-
mutatif K, et u : Gi — G2 une application linéaire, on dit que u est un
homomorphisme d’algébres de Lie si elle conserve la structure d’algébre de
Lie, c’est a dire :

u(p (2,y)) = p (u(2),u(y)) pour tous z,y € Gi.

Un homomorphisme bijectif d’algébres de Lie sera appelé isomorphisme
(d’algebres de Lie), un homomorphisme d’algebres de Lie, d’une algebre
de Lie dans elle méme, sera appelé endomorphisme (d’algeébres de Lie), et
enfin, un isomorphisme d’algébres de Lie, d’une algébre de Lie G sur G, sera
appelé automorphisme (d’algebres de Lie).

Nous admettons le résultat suivant :

Théoréme d’Ado 3.1 Toute algébre de Lie de dimension finie sur un corps
K de caractéristique nulle est isomorphe a une algébre de Lie de matrices.

3.3.5 Quelques procédés de construction de variétés.

Voir exposé

3.4 Espace tangent. Fibré tangent

3.4.1 Germe d’une application

Soient (M7,21) et (Mo, %A2) deux variétés différentiables de classe C*, et
soit x € Mj. On désigne par C, (M, Ms) Pensemble des applications f :
U (f) — Ma, d’un voisinage ouvert U (f) de = dans M; a valeurs dans M.

On dit que deux applications f : U (f) — My et g : U (g) — Ms de
D, (Mj, Ms) ont le méme germe au point x, et on écrit :

szga

s'il existe un voisinage ouvert W C U (f)(\U (g), tel que fir = g 1l
est clair que ~, est une relation d’équivalence sur D, (M1, M) . La classe
d’équivalence d’une application f : U (f) — Ma est appelée germe de f au
point = et est dénoté par JO (f).

On dénote par JO (M7, Ms) =

au point z d’éléments de C, (M, M) .

C, (M, M.
M I’ensemble de tous les germes
€T
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Lorsque My = R, I’ensemble quotient JO (M1, R) = M de tous les

germes au point z d’éléments de C, (M, R), muni en plus des los :

T +T2(g) = J2(f+g). JOO) =A2(f),
()Tl g) = J2(fg),

JO (Mi,R) est une R—algébre.

@ @

3.4.2 Vecteurs tangents a une variété

Soient (M, 1) une variété différentiable de dimension n et de classe C* (k >
1) et soit zp € M.

On désigne par D, (M1, R) Pensemble des applications f : U (f) — R,
d’un voisinage ouvert U (f) de x dans M; a valeurs réelles, telles que f est
dérivable sur U (f).

Une fonction f € Dy, (M,R) est dite plate en xg s'il existe une carte
(U, ) en zg telle que :

d (f o 90_1)<p(m0) =0.

Cette définition est intrinseque, en effet, si (V,4) est une autre carte en
Tg, alors on a :

d(fowil)w(zo) - d(fo(pil) ) od((powfl)w(xo) =0

w(wo

Remarque 3.3 Observons que pour deux éléments quelconque f, g € Dy, (M, R)
tels que f (zg) = g (zo) = 0. alors fg est plate en xg, en effet,

d(fg00™) iy =a((Foe™) (9007) o)

f(zo)d(go 90_1)@(10) +g(zo)d(fo 90_1)@(950) =0

On appelle dérivation en xg toute application
X : Dy (M,R) — R
vérifiant les propriétés suivantes :
L. X (Af+ng) = AX (f) + pX (9), (Forme linéaire)
2. X(fg) = f(20) X (9) + X (f) g (w0)

pour tous A\, u € Ret f,g € Dy, (M,R).
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Exemples 3.4 1. Placons dans le cas M = R"™. Pour tout u € R™ on
pose

(xo,u) .f = dfg(u).
Le couple (xg,u) définit bien une dérivation en xg.
Désignons par (e;)i1<i<n la base canonique de R™. Pour tout i(i =

1,...,n), ona:

(zo,€:) .f = dfue(€i) = gﬂ“i (z0) = <£z> (f),

quelle que soit la fonction f € Dy, (R",R). Ainsi, le couple (zo,e€;)

.. e S 9
s’identifie a lopérateur de dérivation B

xo
(w0, = (52
Zo,€i) = 0, 107
(z1,...,Tyn) étant le systéme de coordonnées cartésiennes.
2. Pour toute carte (U, = (x1,...,Ty)) en xg, on associe n dérivations

en To en posant

(3?01‘)% (f)i=d(fo (‘071)@(.730) (ei) == Er (z0) .

pour tout f € Dgy (M,R). De plus on a :

Qﬁ)maﬂzo

Proposition 3.3 Pour toute dérivation X en xg et pour toute fonction f €
Dy, (M,R), le nombre X (f) ne dépend que du germe Jgo (f).

si f est plate en xg.

Démonstration. Soient f,g € Dy, (M,R) telles que f ~, g. Soit (U, ) une
carte en xo. Il existe un voisinage ouvert W C U, tel que fyr = g et

une fonction plateau 6 : M — R, de classe C* telle que #(z) = 1 sur un
voisinage V' C W et §(z) = 0 sur M — W. On a donc,

X (0f) =X (0) f (zo) + X (f)
X (8g) = X (0) g (z0) + X (9),

comme 0f = 0g, f (z9) = g (x0), on déduit que X (f) =X (¢g). A
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Corollaire 3.2 Pour toute dériwation X en xg on a :

1. X (A) =0 pour tout X € R,

2. X (f) = 0 pour toute fonction constante dans un voisinage de xg.

Proposition 3.4 Pour toute forme linéaire X : Dy, (M,R) — R, les pro-
priétés suivantes sont équivalentes :

1. X (fg) = [ (z0) X (9) + X (f) g (w0) ,
2. X (f) =0 si f est plate en xo.

Démonstration. Soient X une dérivation en zg et soit f € Dy, (M,R). La
formule de Taylor avec reste intégral d’ordre 1 de f o ¢~ au point ¢ ()
donne

f=F(@)+) 0 (fo 07 pay) (@i — @i (20))+ > (@i — i (w0)) () — 5 (20)) g
=1

1,j=1
avec

1
— 2 -1
9ij (¥) = /0 (=005 (£ 097 ppeoyi(ota-ptaon

Si f est plate en @, alors f = f (zo)+3 7" ,_; (zi — z; (0)) (¥; — 7 (w0)) gij»
et il résulte de la remarque 3.3, que X (f) = 0, ce qui montre I'implication
(1) = (2).

Réciproquement, on suppose que X (f) = 0 dés que f est plate en xg.
Soient donc f,g € Dy, (M,R). Puisque la fonction (f — f(z0))(g — g(z0))
est plate en zg, alors X ((f — f(z0))(g — g(x0))) = 0, et comme on a :

fg = (f = f(xo) + f(x0))(g — g(x0) + g(z0))
= (f = f(z0))(g — 9(x0)) + f(x0) (g — g(z0)) + g(0))(f — f(20)) + f(z0)g(wo),

on déduit que

X(fg) = f(z0)X ((9 — 9(20))) + X ((f = f(20))) g(z0))
= f(z0)X(9) + X (f) 9(z0), -

d’ou (2) = (1), et la proposition est démontrée. W

Définition 3.1 On appelle vecteur tangent o la variété M au point xg, toute
forme linéaire X : Dy, (M,R) — R, vérifiant l'une des propriétés équiva-
lentes de la proposition 3.4.
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L’ensemble des vecteurs tangents & la variété M au point zg, muni des

lois
(X+Y)(f)=X(+Y(f)
(AX) (f) = AX (f)

est un R—espace vectoriel, noté T, M et est appelé espace tangent a la
variété M au point xg.
Soit maintenant (U, ¢ = (z1,...,x,)) un systéme de coordonnées en x

9 9
0x1 mo"”’ 0n, ) 4,

les vecteurs tangents associés & ce systéme de coordonnées locales. Montons
que ces dérivations forment une base de ’espace tangent Ty, M.
Pour toute fonction f € Dy, (M,R), la fonction

et

est plate en xg. donc,

X( =Y g o) X = X (=) ()
i=1 i v/ zo

par conséquent on a :

Ce montre que les dérivations (%) forment un systéme de générateurs de
L

I'espace vectoriel T}, M.
Soient maintenant A*, A2, ..., A\ des nombres réels vérifiant :

AL 9 + A2 9 +. o+ 9 =0,
81‘1 To 8%2 To a%'n To

La relation

0 .
— (xj) = 0;5, pour tous i,j =1,...,n
ox; ),

0
implique A’ = X2 = ... = A" = 0, et par conséquent le systéme est libre, ce
qui prouve que les dérivations associées au systéme de coordonnées x1, ..., Ty
en xo forment une base de T, M, en particulier on a : dim7,,,M = dim M..
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Soient maintenant ¥ = (y1,...,y,) un autre systéme de coordonnées
locales définies sur un ouvert V' de zg. Pour toute fonction f € D,, (M,R)
et pour tout (i =1,...,n), on a :

a‘ (f) = d(f © (p_l)go(xo)(ei) = d(f © ¢_1)¢(z0) (d(¢ © (P_l)go(zo)(ei)) :
ox; 0

Et comme

d(w © wil)w(wo)(ei) (d<y1 ° (Pil)go(xo)<ei)7 s 7d(yn © 8071)90(I0)(6i))

9 Oyn Oy;
(52 (o)., 32 (20)) = Ly 52 (w0)es,

on déduit

(aii)mo (f) =d(f o™ )y <Z?:1 %(m@q)
= s Gt (wo)esd(f o %) piany(e3) = T G (woles () (D),

On obtient ainsi, les lois de transformations des systémes de coordonnées

100&1(35 .
)lo _n] < yj)lo < )(10

7)., -2 (5, (65)

J=1

et

Ainsi, si un vecteur tangent X € T, M, de composantes (X i)l o (resp.

(Yi)1<i<n) par rapport a la base <<£Ei> ) (resp. <<8?;¢> ) )
- *0/ 1<i<n *0/ 1<i<n

alors les familles (X Z')1 <icn €F (Yi)l <i<p, SONt liées par les relations
4 " [ Ox; 4 . "L /Oy, ,
Xi— < ) Yi et ¥ = (_> X7,
j—zl Y3 /) o ; 0%; ) 4

On a vu que dans le cas de 'espace R", on a :

0
(8x1>x0 - <f130,61‘),

ainsi, l'espace tangent 75, R" coincide avec {zo} x R", évidemment, 7, ,R"
est muni de sa structure d’espace vectoriel définie par :

(xo,u) + (x0,v) = (zo,u+v) et A(zo,u) = (zo, \u) .
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On appelle fibré tangent & M, que 'on désigne par T'M, I'’ensemble de
tous les vecteurs tangents la variété M en ses points, c’est donc la réunion
de tous les espaces tangents T, M en ses divers points :

TM = U T, M.
xeM

Ainsi, chaque élément de T'M, peut étre identifié & un couple (z, X,), ou
reMet X, €T, M.

3.4.3 Application tangente

Soient (My, 1) et (Mz,2s) deux variétés différentiables de classe C*, avec
(k> 1) et f: My — My une application différentiable sur un voisinage
ouvert d'un point = de M;. Pour toute fonction réelle g € Dy, (M2, R), la
fonction g o f € D, (M;1,R), et si g est plate en y = f (), alors g o f est
plate en x, ceci permet de définir une application de T, M; & valeurs dans
T't(x) Mz, notée par df; :

dfy : Te My — Ty Mo

telle que pour tout X € T, My, df, (X) est la forme linéaire sur Dy (,) (M2, R)
définie par :

dfz (X) (9) = X (gof).

L’application df, est une application liné¢aire de T, My dans T,y Ma, appelée
différentielle de f en z, ou application tangente de f en z, on la note aussi
Jiz ou f, g .

Mettons maintenant en évidence la matrice de 'application linéaire df,
dans les bases définies par des systémes de coordonnées locales.

1. Soient (M, 2A) une variété différentiable de classe C* (k > 1) et (U, ¢ = (a1, . ..

un systéme de coordonnées en x et

9 9
oz /), T\ Ozn/,

les vecteurs tangents associés a ce systéme de coordonnées locales.
Alors pour toute fonction g € D, (R",R), on a :

(2. ((52) ) @ = (5) @29 = dos 0 = (0@) . o).

,Tn))
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12 ((32) ) = to(@.e0,

Ainsi, la matrice de 'application linéaire dg,, dans les bases <<8%> >
Jx

‘ol

1<i<n
et ((¢(x),€i))1<i<y, est la matrice unité I,,.

2. Soient maintenant M et My deux variétés différentiables de classe C¥,
avec (k > 1) de dimensions respectives n et p et soit f : M; — My
une application différentiable sur un voisinage ouvert d’un point z.
Fixons deux cartes(U, ¢) en x et une carte (V%) en f(z) avec ¢ =
(1,...,2n) et ¥ = (y1,...,Yp). Alorson a :

0 0 0z;
df <8—1'z>m (yj) = <al'z>m (yj © f) = 0 (yj of oY 1)@(33) = 837]1 ($),

ce qui montre que la matrice de 'application linéaire df,, dans les bases

o) 0 X
<<8xi)m>1gign et ((ayj>f(m)> e est la matrice

0z
(72 ) ,
i 1<i<n,1<j<p

On appelle application tangente d’une application différentiable f : M; —
M, I’application

avec z; = y; o f.

Tf:TM, — TMy
définie par :
Tf(z, X)=(f(z),dfz (X)).
On vérifie aisément que 'on a :
T(gof)=T(9)oT(f)
pour tous f € D (My, M) et g € D (M, Ms) lorsque f et g sont compos-

ables.
Pour My = My =M, et f =1idy; on a :

T (idpr) = idpp
et si f € Diff (M, Ms), alors T (f) est bijective et 'on a :
T(f) =T,
En particulier df, est un isomorphisme d’espaces vectoriels et ’'on a :

(dfe) ™ = (A7) 4oy
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3.4.4 Vecteur tangent & une courbe

Soient (M, 1) une variété différentiable de dimension n et de classe CF (k >
1) et soit zg € M.

On se propose dans ce paragraphe de mettre en évidence les liens entre
les vecteurs tangents au point xg € M et les vecteurs tangents a une courbe
différentiable.

Soit v € Dy, (R, M) une courbe différentiable sur M telle que 7y (tp) = xo.

On appelle vecteur tangent a la courbe v, que ’on note (Z—Z)to , la forme

linéaire
dy dy d(fo)
— : D M,R R — =———2(tp).
(%), P rm) —= s (T) (="
Il est clair que (Z—Z) définit un vecteur tangent a la variété M en xg.
to
Réciproquement, soit X € T, M.
Dans une carte (U, ¢ = (z1,...,zy,)) en o, le vecteur X s’écrit :

X = X' .
Z (8@)
i=1 o
Soit £ > 0 tel que ¢ (zo) + tdw,, (X) € ¢ (U) dés que [t]| < ¢, et soit

vil-e el — M, t— (1) = ¢~ (¢ (20) + tdpy, (X)) .

d
by oy
(),

3.4.5 Application cotangente

Il est clair que

L’espace dual Ty M de T,,M est appelé espace cotangent a la variété M en
x, on définit de méme, le fibré cotangent a M, que 'on désigne par T*M, la
réunion de tous les espaces T M = (T,,M)" en ses divers points :

T°M = | J Ty M.
zeM

Ainsi, chaque élément de T*M, peut étre identifié & un couple (z,w,), ou
reMetw, ecT;M.
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Dans les hypothéses et notations ci dessus, considérons un systéme de
coordonnées locales (U, o = (x1,...,2y)) en xg et

dl’l ($0) g 7d$n (f]fo)

les différentielles des composantes z; de la carte ¢ au point xg.

Evidemment, dz; (o) ,...,dz, (xq) € Ty M et on vérifie aisément qu’on

() m)-s

ainsi, dzq (xg),...,dzy, (zg) est la base duale de (%) fees (%) .
o ™/ xo

Soient maintenant ¥ = (y1,...,yn) un autre systéme de coordonnées
locales définies sur un ouvert V' de xg. On vérifie facilement que les covecteurs
dyr (z0) 5. -, dyn (x0) et dx1 (x0),...,dx, (xo) sont liés par,

dyi (z0) = i <gz;;>xo dzj (o)

=1

et

dz; (z0) = i <gz>xo dy; (o) -

Jj=1

Ce qui donne les lois de transformations des covecteurs suivantes, soit
n n
axo = Z aida:i (x()) = Z bidyi (x())
i=1 i=1

Iécriture du covecteur oy, dans les bases dz (zo) , . . ., dzy, (zo) et dyr (x0) , - . ., dyn (20)
de l'espace T, M des corepéres en g, alors les composantes (a;);<;<, et
(bi)1<;<,, sont liées par :

Soient maintenant (M7,2) et (Ma,s) deux variétés différentiables de
classe C*, avec (k > 1) et f : My — M> une application différentiable sur
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un voisinage ouvert d’un point xg de M;. On appelle application cotangente
de f en zo de My, qu’on dénote par f; ,la transposée de I’application linéaire

dfzy : TegM — Tr(z0) M,
telle que pour tout X € T, My, dfy, (X) est la forme linéaire
dfzy (X) : Dyrg) (Mo, R) — R, g dfsy (X) (9) = X (g0f).
ainsi, 'application cotangente de f en un point zg est I’application

o =t (dfe)
T7,My " — yo="F(wo) M2
définie par :

f;o (wyo) =" (dfmo) (wyo) = Wy © df-'EO'
Les applications contangente vérifient la relation de composition qui est la
suivante : étant données trois variétés différentiables M1, My et M3 de classe
CF avec (k> 1) et
My L, My 25 My

deux applications différentiables sur des voisinages ouverts des point xg de
M; et yo = f (x0) respectivement. Les applications cotangentes de f et g
aux points xq et yp :

fio 9o

T My & T My < T Ms,

0 0

avec yo = f (zo) et z0 = g (yo) , satisfont la relation :
(90 F)ay = fro © Iuo-

L’application cotangente de ’application identité idy; : M — M, d’une
variété différentiable M satisfait a

idyy = idrens.

Lorsque f € Dif f (M, Ms), alors, pour tout oy € M;, 'application cotan-
gente
Iz
T, M &0 T, Mo

0

est un isomorphisme et 'on a :

(1) = (),

Yo
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Au niveau d’une carte (U, ¢ = (z1,...,2,)) en un point xy d’une variété
différentiable M de dimension n et de classe C*, avec k > 1, on a évidemment
les applications linéaires suivantes :

dgoxo : TQ;OM — Tcp(zo)Rn = {go (xo)} x R™
et

* z * n ny*
TxoM — Tcp(ajo)R = {90 ($0)} X (R ) :

P . ; n )
On désigne pa%r (61?1§i§n la base canomqu.e de R™ et par (e )1§i§n sa base
duale. On vérifie aisément qu’on a la relation :

on (9 (x0),€")) = du; (x0)

Ao, (( 8*1)) = (pla) ),

3.4.6 Fibré tangent et fibré cotangent

qui est duale de

Structures différentielles de T'M et de T*M

Soient (M, = (Us, ¢;);c;) une variété différentiable de dimension n et de
classe C* avec k > 1..

Rappelons que le fibré tangent & M, est la réunion de tous les espaces
tangents T, M en ses divers points :

TM = | J ToM ={(z, X,) |z € M et X, € T.M}.
xeM
On désigne par 7 : T'M — M la projection canonique :
7 (z, X;) = .

Pour toute carte (U;, ¢;) € AU, on pose

Uy=nt(U) = {(z,X,) € TM | 7 (2, X,) = = € Ui}
et, soit @, : Uy — ¢, (U;) x R™, définie par :

@i (#, Xo) = (¢; (x) , d (), (Xz))
ici
d(p;), : TxM — R"
est un isomorphisme d’espaces vectoriels.
Vérifions que (Ui, @) - est un atlas de classe C*~1. En effet, on a :
1€
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1. les applications @, sont des bijections, la bijection réciproque de @;est
donnée par :

7 o) = (¢ ), [ (00),) 7 ()

2. UUi=TM
el

3. (% o ¢j_1> (y,v) = <<<Pi ° 90;1) (), d (% ° sDjl>yv>

On voit donc bien que la famille

(ﬁi’ @)ief

est un atlas de classe C*~! qui confére au fibré tangent TM une structure
de variété différentiable de dimension 2n et de classe C*~1.
En posant

9ij (@) = d (9"1‘ ° “051)%(30) ’

on vérifie les relations suivantes :
1. gii = idgn.

2. gi; est une application différentiable de classe C* de U; N U; a valeurs
dans le groupe linéaire GI (n,R).

3. gij () gji (x) = gt () pour tous i,j,l € I et x € Uy U; (UL

Ainsi, les applications g;; définissent un cocycle différentiable sur M
a valeurs dans le groupe linéaire GI(n,R) subordonné au recouvrement
(Ui)iel :

On opére de la méme maniére pour définir la structure canonique de
variété différentiable sur le fibré cotangent

T* M = U ToM ={(z,wy) |z € M et w, € T,M}
rxeM

On désigne par 7 : T*M — M la projection canonique :

(2, wy) = .
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Pour toute carte (U, ¢;) € 2, on note par U; = 7~ (U;) et par @; : Uy —
v; (U;) x R™, Iapplication définie par :

Bi(wwe) = (1 (2), (97) (@) ).

or (%'_1)* (wz) =wzod (‘Pi_l) (z) — Wz © [de; (x)]_l :

Pi
1\ *
T;i(m)Rn Gfl_) T; M,
et donc, en notant ¢; = (zi1,...,Tin) , Wy = ardxi () + ... + apdzi, (z) on

apour tout j(j=1,...,n):

(e (o) ) = (467 ) ) = () ) =

on peut donc écrire

@i (xyardziy () + ...+ apdziy () = (p; (), a1, ..., a,) .
On vérifie aisément que la famille <(71, @) s définit un atlas de classe
1€
C*k=1 qui confére au fibré tangent 7'M uns structure de variété différentiable
de dimension 2n et de classe C*~1

Champs de vecteurs et formes de Pfaff

Soit, (M, 2A) une variété différentiable de dimension n et de classe C* (k > 1),
On appelle champ de vecteurs sur M, toute application

X:M-—TM, z+— X,
telle que
WOX:idM,

7 étant la projection canonique 7w : TM — M, (z,v) — x. Autrement
dit, pour tout x € M, X, € T, M.

On dénote par I'(T'M) (ou X (M)) I’ensemble des champs de vecteurs
sur M. Muni des opérations :

(X+Y)(z) =X(z)+Y(x)
(fX) (x) = f(@)X(z),

I' (T'M) des champs de vecteurs sur M est un § (M, R) —module, ou § (M, R)
est 'anneau des applications f: M — R
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Un champ de vecteurs X est dit différentiable (resp. de classe C' avec
1 < k), si X est différentiable (resp. de classe C!) en tant qu’application de
la variété différentiable M dans la variété différentiable T'M.

A toute carte (U, = (21,...,2,)) est associé n champs de vecteurs sur
U
0 0
dr1’ 7 Oy,

et tout champ de vecteurs X sur 'ouvert U s’écrit sous la forme :

n ia

avec f1,..., f* € (U, R) . Il est donc clair que I' (TU) est un § (U, R) —module
libre de rang n.

On voit clairement, qu'un champ de vecteurs X est différentiable (resp.
de classe C! avec | < k), si, par rapport a une carte (U, = (21,...,2)),
les composantes f* le sont.

Convention : Désormais, sauf mention expresse du contraire, toutes les
variétés différentiables seront supposées différentiables de classe C*°, et les
applications différentiables seront supposées différentiables de classe C*°, les
champs de vecteurs sur M seront supposées de classe C'°°, ceci afin de ne pas
nous éloigner de notre but. On dénote par § (M) 'anneau des C* (M, R)
des applications différentiables de classe C*° sur M a valeurs réelles.

Pour tout champ de vecteurs différentiable X sur M, on associe I’application
de § (M) dans lui méme, notée également X, et définie par :

X () (@) = X (f)

pour tous z € M et f € F(M), (M) étant Palgébre des applications
f: M — R différentiables (de classe C* sur M.

Cette application X est une dérivation de § (M), c’est dire, X satisfait
les propriétés suivantes :

1. X est R—linéaire,
2. X(fg9) =X (f)g+ fX(g), pour tous f,g € §(M).

Réciproquement, une dérivation de § (M) définit un champ de vecteurs
sur M. Ainsi, un champ de vecteurs X sur M, peut étre considéré comme
dérivation de § (M) .
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Définition 3.2 Une variété différentiable M de dimension n est dite pa-
rallélisable si le § (M) —module T'(T'M) des champs de vecteurs sur M est
libre de rang n, c’est a dire, il existe n champs de vecteurs Xi,...,X, €
' (T'M), indépendants en tout point de M, tels que tout champ de vecteurs
X e I'(TM) s’écrit sous la forme :

n

X=3 fX;

i=1
avec fl,. ... freg(M).
Exemples 3.5 1. R™ est parallélisable.
2. Tout groupe de Lie est parallélisable (voir plus loin).

3. Les sphéres S, S% et S7 sont les seules sphéres parallélisables (voir

2])-
Pour tous X,Y € I'(T'M), on vérifie que I’application
feF (M) — X (Y (f)-Y (X(f) es (M),

est une dérivation. Le champ de vecteurs ainsi défini est appelé crochet de
Lie de X,Y € I'(T'M) et est désigné par [X,Y] :

(X, YT() =X (Y () =Y (X ()

Remarques 3.2 Soit (U, p = (x1,...,xy)) une carte de M et soient
0 0

Ox1’ 7 Oxy’

les n champs de vecteurs locaux sur U associés o ce systéme de coordonnées
locales. Alors

1. Pour tousi,j=1,...,n, on a :

0 19,
{a—xi’a—xj]—o

En effet, pour toute application différentiable f € C*° (M,R), on a :

o 0 o J 0 0 0? 0?
[%%} D)= om0, ~ 92,00, = 0moz;” " amjomy’ =

d’aprésapés le lemme de Schwartz.
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2. Soient

X = — Y = — e T (TU
alors le crochet [ X,Y] s’écrit :

_(p99 _ 0P\ 9
[X’Y] N (f 8.’1}1 —9 8.7,'@) 8.%'j‘

Proposition 3.5 On a :

1. [X, X] =0 pour tout X € I' (T'M),

2. (X, [V, Z)| + Y, [Z,X]] + [Z,[X,Y]] = 0 pour tous X,Y,Z € T'(TM)
(Identité de Jacobi).

Ainsi, I' (T'M) est une algebre de Lie reéelle.
On appelle forme de Pfaff sur M, toute application différentiable

a:M—TM, z+—— oy

telle que
mToa =1idyy,

m étant la projection canonique 7 : T*M — M. Autrement dit, pour tout
xeM, o, €T M.

On dénote par T’ (T* M) (ot Ay (M) ou A (T*M)) I'ensemble des formes
de Pfaff sur M. Muni des opérations :

(OZ—FB)x :ax+ﬁx
(fa)x = f($)04m,

Ay (M) des formes de Pfaff sur M est un § (M, R) —module, ou § (M, R) est
I’anneau des applications différentiables f: M — R
A toute carte (U, = (1,...,2,)) est associé n formes de Pfaff sur U

dxy,...,dz,,

et toute forme de Pfaff o sur Iouvert U s’écrit sous la forme :

a= i fidx;
i1
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avec f1,..., f* € §(U). Il est donc clair que ' (T*U) est un § (U) —module
libre de rang n.
Notons enfin le couplage suivant

(M) x \, (M) — § (M)
telle que pour tous X € X (M) et w € A\; (M), (X,w) est la fonction :
(X,w) :x— (Xp,wy) .

Groupe a un parameétre

Soit (M, = (Us,¢;);c;) une variété différentiable de dimension n.

Définition 3.3 On appelle groupe & un paramétre de difféomorphismes de
M, une application différentiable

p:RxM — M
satisfaisant aux propriétés suivantes :
1. pour tout t € R, Uapplication ¢, définie par :
pp x> p(t, x)
est un difféeomorphisme de la variété M,

2. Uapplication
t— ¢,

définit un homomorphisme de groupes de (R,+) dans (Dif f(M), o),
Diff(M) étant ’ensemble des difféomorphismes de la variété M.

Donc si ¢ est un groupe a un parameétre de difféomorphismes de M, alors
pour tous t,t’ € R on a :

L @y = propy
2. Yo = ZdM,

3. () =94
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Exemples 3.6 1. Considérons un champ de vecteurs linéaire sur R™ :

o A est une matrice carrée d’ordre n & coefficients réels. Pour tous
t € R et x € R", l'application définie par :

tA  t2A2 tn A"
o(t,z) = o(x) = exp(tA)x = (1+T+T+"'+ o —i—) x.
est un groupe & un parameétre de l’espace R™; cect découle des propriétés
de ’exponentielle d’une matrice.

2. Soit M la sphére S% = {(a:,y, 2) ER3 |22+ 92+ 22 = 1} . L’application
p:RxM — M définie par :

cost —sint 0 x rcost —ysint
o(t,(x,y,z)) = | sint cost 0 y | = xsint+ycost
0 0 1 z z

est un groupe & parameétre de difféomorphisme de la sphére S2.

3. Soient M = R? et ¢ Uapplication L’application ¢ : RxM —s M
définie par :
ot (z,y) = (t+2,y)

est un groupe & un paramétre de difféomorphisme de R2.

Intégration d’un champ de vecteurs

Soit X un champ de vecteurs sur une variété différentiable M. On appelle flot
local de X en un point xg de M, la donnée d’un intervalle J de R contenant
0, d’un ouvert U’ de M et d’une application

p: JxU — M
(t,z) — ot )

telle que pour tout € U’ on ait :

d (pi(x))

dt |t:0: X($)

avec p(0,x) = x.
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Soit ¢ un groupe & un parameétre de difféomorphismes de M. On appelle
orbite de z, ’ensemble

{p(t,x) |t € R}.

Soit ¢ un groupe a un parameétre de difféomorphismes de M. Pour tout
xz € F, on pose
X d (pi(z))
= - —
(:B) dt ’t—Ov

donc X (z) est le vecteur tangent & la courbe
t— o(t,x)
au point 0. Ceci nous permet de définir un champ de vecteurs

. d (¢4(2))
X:rv— — lt=0 -

Pour tout ¢ty € R, on a :

d (¢s(z)) d (¢1,44(7)) d (pi(ip1, (7))
EREL oty T | = T o= X (1, (@)
par suite,
T d (¢4, (pe(2))) d ( (z))
Aty )o (Xr) = dlpry)e (LG Jimg) = TR0 | g P |
d T
— (Wt(:ttg( ))) ’t:[): X (SOtO(.'L')),

X est appelé champ de vecteurs engendré par le groupe a un parameétre .

Soit X un champ de vecteurs sur M. On appelle courbe intégrale (ou
trajectoire) de X, une courbe différentiable v d’une partie I de R dans M
telle que

pour tout ¢ € I.
Etant donné une trajectoire v : I — M de X telle que + (I) soit contenu
dans le domaine U d’une carte (x1,...,2,) . On a donc

7' (t) (x;) = X* (y(t)) pour tout i =1,...;n,

ou

X:;X P,



3.4. ESPACE TANGENT. FIBRE TANGENT 101

soit,

o) ) = Xty

= (X0 ) ((w10m)(®),---, (wa0)(1)),
qu’on écrit tout simplement

D= X (21 07) (1) (n 07)(0)

ceci montre que 7y est solution du systéme d’équations différentielles suivant

%:Xl(ajl,...,wn)
%E:X”(xl,...,xn).

Puisque X est de classe C*, le théoréme d’existence et d’unicité des solu-
tions d’une équation différentielle, affirme que pour tout x € M, pour toute
carte (U, x1,...,xy,) en z, il existe ¢ > 0, un voisinage ouvert V' de = et une
application différentiable

¢ e[xV —U
telle que pour tout © € V et pour tout ¢ =1,...,n, on ait :
?(0,z) =2z

et

d(@i (6 (t2) _ 4
CREREL X (6 (k)

Soient s,t €] —¢,¢[ tels que |s+t| <ecetz €V, ona:

L e Y (e ¢(s,x)

L’unicité de la solution donne
Pyt = G5 0 Py
De méme on a :
1. ¢y = idy,
2. (¢) ' =y
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Soit X un champ de vecteurs différentiable sur M. Pour tout x € M, on
désigne par J(x) le plus grand intervalle ouvert de R sur lequel est défini la
courbe intégrale u, satisfaisant a u,(0) = .

Posons

D(X)= | (J(@) x {=}).
xeM
L’application
B:D(X)— M

définie par :
B(t,z) = ua(t)

ol uy : J(x) — M est la courbe intégrale maximale de X de condition
initiale z. L’application 5 est appelée flot global de X et D(X) est appelé
domaine de définition de ce champ de vecteurs.

Définition 3.4 Un champ de vecteurs X est dit complet s’il est engen-
dré par un groupe & un paramétre de difféomorphismes de E, c’est-a-dire
Uapplication ¢ est définie sur R x M.

Proposition 3.6 Si M est une variété différentiable compacte, alors tout
champ de vecteurs sur M est complet.

Démonstration. Soit X € X(M). Puisque M est compacte, il existe un
recouvrement ouvert fini (Ui)lgigp de M, un réel € > 0 et des applications

o] —ee[xU; — M (i=1,...,p)
de classe C'™ satisfaisant aux propriétés suivantes :

1 d (ﬁt(:c)) |t—o= X pour tous i(i = 1,...,p) et x € U;,

2. ¢l = ¢’ oyl pour tous |s|, [t| < e avec |s +t| < e,

3. @y =idy,, ()71 = ¢, pour tous i(i = 1,...,p) et |t| < e .

Ces relations nous permettent de définir une famille (@) <. de difféo-
morphismes de M telle que

V’i(izl,...,p), V‘t‘ <g, Pt|U; :(Pff
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La famille (¢;)j<. satisfait aux propriétés ci-dessus.
Soit t un nombre réel quelconque. Pour tout entier naturel m tel que
| L |<e, on pose
m
gpt:goio...ogoiz<goi> . (3.2)
Le difféomorphisme ¢, est défini pour tout ¢ € R. Il reste & montrer que la

deéfinition (3.2) est indépendante de I'entier m. Considérons tout d’abord un
entier m' = km avec k > 1. On a

et, donc,

()" = (o) = () " = ()"

Pour m’ quelconque satisfaisant a | % |<e, ona

mm/ m’ m
(b)) = (es) = (e2) -

m
donc (cpi> ne dépend pas de U'entier naturel m tel que | % |< e, par suite

la famille (¢;),cr définit un groupe a un parametre de diffeomorphismes
de M engendrant le champ de vecteurs X, ce champ de vecteurs est donc
complet. B

Intégrales premiéres

Soient M une variété différentiable de dimension n et X un champ de
vecteurs de sur M.

On appelle intégrale premiére du champ de vecteurs X, toute application
différentiable f : M — R telle que

X(f)=0.
Les propriétés suivantes sont équivalentes :
1. f est une intégrale premiére de X,
2. f est constante sur les courbes intégrales de X.

En effet, soit ¢ — ~y(¢) une courbe intégrale de X définie sur un intervalle
ouvert I. On a :

YOO~ paa) (/@) = FAONX ) = XA,

ce qui montre que (1) et (2) sont équivalentes.
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Proposition 3.7 Soit X € X(M). On a :

1. Pour tout x € M tel que X, # 0. il existe un ouvert U de M contenant
x et n—1 intégrales premieres f1,..., fn—1 de X indépendantes en tout
point de U.

2. Pour toutes intégrales premieres fi,..., fn—1 de X, indépendantes en
tout point de U, et pour toute application ® : R*1 — R de classe
Cl, la fonction ®(f1,..., fa 1) est une intégrale premiére de X. et
inversement toute intégrale premiére s’écrit sous la forme

O(f1,...y fno1)-

Démonstration. Le probléme étant local, on peut supposer dans la dé-
monstration que M = R" et que X (0) = (8%1)0 = ey, ou (x1,...,Ty) est

le systéme de coordonnées cartésiennes de R™. Soit

oty x1, ... xn) = (¢1(t,w1, N T I .,g{)"(t,ml,...,mn))

le flot local de X au point . On peut toujours supposer que ¢, : (1,...,T,) —
o(t,x1,...,zy) est définie sur la variété différentiable M. Soit ¢ 'application
différentiable définie sur M par :

V(X1 ..y Tn) = ¢(21,0,...,2p) = (gbl(:nl,O, ceyTp)y e, @ (21,0, ,:xn))
Puisque X (0) = e, la matrice jacobienne

oY’
(3%' (0)>

est la matrice identité. L’application 1 posséde une application inverse o
définie sur un voisinage ouvert U de 0 notée

o= (01,...,0n)
définissant ainsi, un systéme de coordonnées locales
Yi = 04 (x1>"'a$n)‘
On a donc

o (t,x1,...,70) = (&YW, Yn))
o(t, d(y1,0,92 ..., Yn)))
(ot +y1,0,92, -, yn))
Yt +y1,92, -5 Yn))

(t+y17y2,"'7yn)
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Ainsi, dans ce systéme de coordonnées locales, les courbes intégrales de X
sont les courbes :
t— (t+3/1’3/27---,3/n)7

et par conséquent le champ de vecteurs coincide avec la dérivation par rap-
port & y! en chaque point de U :

0
X(x)=|=— pour tout xz € U.
( ) <ay1):c
Posons
fir=wv2, - fi = Yit1s -5 fn1 = Un.
On a donc o/ 5
‘ Yi+1 +1
X f = ¢ = — = 57' fry 07
() oy Oy !
par suite fi,...,fi,..., fn1 sont des intégrales premiéres de X qui sont
indépendantes, car yi, ..., y, est un systéme de coordonnées locales sur M.

Soit @ une intégrale premiére de X. On a alors

donc ® est indépendante de y1, par suite ® ne dépend quede yo = f1,...,yn =

f n—1- n
Nous avons démontré en particulier le résultat suivant :

Théoréme 3.2 (de redressement d’un champ de vecteurs). Soient
X un champ de vecteurs sur M et uw € M tel que X, # 0. Alors il existe

une carte (U, (ZL‘l, .. ,x")) autour de x tel que
0
Xpy=—.
U= 941

3.4.7 Dérivée de Lie d’'un champ de vecteurs

Soit (M, ) une variété différentiable de dimension n et de classe C* (k > 1).
Considérons un champ de vecteurs X sur M et un flot local (got)m < de X
défini sur un voisinage ouvert U d’un point x € M et soit Y € X (M) un
champ de vecteurs sur M.

Pour tout [t| <€, on a

AY; =d (So_t)gat(x) Y‘Pt(z) — Y, e M
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Ay, d (‘Pft)got(m) Yo = Yo 4
(Lx¥), = Jimgy == = limg . =3 (10 Vo), € ToM.

L’application
z+— (LxY),

permet de définir un champ de vecteurs sur M, appelé dérivée de Lie de Y
par rapport & X. On les propriétés suivantes :

Proposition 3.8 Pour tous X, Y, Z € X (M) et f€F(M), ona :
1. Lx Y+ Z)=LxY + LxZ,
2. Lx (fY)=fLx (Y)+ X ()Y

Démonstration. Montrons la seconde assertion.
Soient x € M et (‘Pt)m < un flot local de X défini sur un voisinage ouvert

Udexze M. On a:

& & T alalhsls

=4
8 8

S
S S
+ 8
=0
=
!
=
8

I
e
=
&S
+
~
&
=
>
=
8

Tott Ly (fY) = fLx (Y)+ X (f)V. ™
Dans les notations ci-dessus, on appelle dérivée de Lie de la fonction f
suivant le champ de vecteurs X, qu’on note Lx f la fonction :

v (L) () = 5 (003 Fico = 5 ( (21 @))ico.

Les calculs qui précédent montrent que
Lxf=X(f).

Plagons nous sur le domaine U d’un systéme de coordonnées locales
(x1,...,25). On a

Lif_ﬁ

Ba; Ox;’
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et écrivons :

X—;X P, etY—;Yaxi.

La relation ¢_;, = (¢;) " donne

&Pi—t 390{ i
et, donc,
d (aw‘_t o, %, M
— (01 (%)) - (2) =0,
; dt \ oxz; 7 =0 8a:k Z 8.17] Oxy, o
soit,

i (%

par suite,

] 89015 _

i (G <w>>>t_0 ) —% (35;3 ).y

Calculons maintenant L X%. On a:

On déduit donc,
LxY =Y LxY's = ZYiLX% + ZX (Y?) 52
= _ZZYZ%);Z 896 +ZZX]((?93:/; oz

_ oY aXI
- % (XZ Oz; YZ ox; ) 8:)0] [X Y]
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par conséquent,
LxY =-LyX =[X,Y].

3.4.8 Image d’un champ de vecteurs par un morphisme

Soient M; et My deux variétés différentiables et f : My — My un mor-
phisme de variétés différentiables de M7 dans Ms.

Etant donné un champ de vecteurs X € T (T'My) , on sait que pour tout
xr € Mj,on a:

Posons nous la question suivante : peut on définir un champ de vecteurs
f+«X sur Ma, ou plutét sur 'image N = f (M;) de My par :

(feX), = dfs (Xs), sty = f(2)?

Evidemment, la réponse n’est pas toujours positive, cependant, si pour tout
y € Ms et pour tous x,z’ € M tels que y = f (z) = f(2'), on a

dfm’ (Xac’) = df:c (Xm) )
alors, on peut définir un champ de vecteurs f, X sur My par :
(f+X), = dfz (X3), pour tout y € My et z € My vérifiant y = f (2).

Le champ de vecteurs f, X est dit projetable par f.
Deux champs de vecteurs X € I'(TM;) et Y € T'(T'Ms) sont dits
f—reliés, ou compatibles pour f, si :

Y: f*X7

en particulier, X est projetable par f.

Supposons que f est un difféeomorphisme de M; sur Mo, alors tout champ
de vecteurs X € I' (T'Mj) est projetable par f, et évidemment, les champs
de vecteurs X et f,X sont compatibles pour f.X.

Proposition 3.9 Socint M une variété différentiable de dimension n, N
une sous variété différentielle de M de dimensionp eti: N — M [’injection
canonique. Alors pour tout X € X (M) tangent a la sous variété N, il existe
un champs de vacteurs X € X (N) tel que

i X = X oi.
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Démonstration. L’injection canonique: est une immersion, donc pour tout
u € N, il existe un unique vecteur X, € T, N tel que

diu Xy = X,.

Il reste a vérifier que 'application u — )f(\; est différentiable.

Soient donc u € N, (wl, Pyt ,y”*p) un systéme de coordonnées
locales de w défini sur un ouvert U de u tel que U N N soit défini par les
équations y' = c!,...,y" P = "1 (constantes).

Par rapport & ce systéme de coordonnées locales, le champ de vacteurs
X s’écrit :

p ' s n | o
X:ZXZ('%J’”":Up;yl;'."yn p)%_i_z YZ(:LJ?'..’:L,])’yl,“.,yn p)a_yz
=1 1=p+1
avec les X* (x17_”7xp7y17”_7yn—p) ot Y (x17”'7xp7y17”.7yn,p) sont dif-

férentiables sur U, donc

avec X! (a:l, cee mp) = X (xl, Pt ,c”*p) , est différentiable sur
UNN. 1

Considérons maintenant deux champs de vecteurs X et X’ sur M et
Y = f.X,Y' = f,X'. Par définition on a :

(feX)(g) o f=X(gof)

quel que soit g € C* (Ma,R). De méme on a :

Y, Y (g)of =YX (g)of-Y'(Y(g9)of
=X{Y'(g)of) =X (Y(g)of)
=X (X' (go f)) - X' (X(gof)=1[X,X"T(go f),

donc pour tout x € My, on a :

XX ) () = [X.X7), (g0 £) = dfs ([X.X'], (0)) = (£ [X.X7]) ) 0).
comme x et g sont quelconques, on déduit la relation :

[f*X> f*X,] = f* [X7X,] .
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Soient M une variété différentiable et f € Dif f (M) un difféomorphisme
de M. Un champ de vecteurs X sur M est dit invariant par f si f,X = X,
c’est a dire, pour tout x € M, on a :

(feX) fay = dfaXe = Xf(a).

Soient (¢;);cr un groupe a un paramétre et X le champ de vecteurs
engendré par (o), - La relation

[(01)s X]%(x) =dyp; (v) Xz = th(x)

montre que le champ de vecteurs X est invariant par la famille (¢;),cp -
Soit f un difféeomorphisme de M laissant invariant X. Alors pour tout
x € M, alors

dfe Xy = (f*X)f(m) = X}), quel que soit z € U,

L’unicité de la courbe intégrale de f.X, ayant pour condition initiale f (x)
pour t = 0, implique que 'on a :

et, donc,

fopy=wp,0f,

ainsi, f commute avec ;.
Réciproquement, on suppose que f et ¢, commutent, alors on a :

(M) _ () _y (de)
=0 =0

= xan
dt dt dt >t_0 o

soit,
Xy = (X)) »

on a donc montré que pour qu’un champ de vecteurs X soit invariant par f,
il est nécessaire et suffisant que f commute avec le groupe & un parameétre
du champ de vecteurs X.

Soient X et Y deux champs de vecteurs sur une variété différentiable M,
et soient (¢;), et (¢,), les flots locaux associés. alors on a :

) Y Y
Wtows:¢sowt:>(¢—t)*Y:Y:>th

lim . = LxY =[X,Y] =0.
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Réciproquement, on suppose que pour tout z € M, on a :

(LxY),=[X,Y],=0.

Posons
Zy = dp_ (0, (2)) Yo, 0) = ((0-0),Y), -
On a:
Zirs =dp_y g (¢t+s (95)) Yo, (@) =4d (50715 °© 8073) (‘pt+s (33)) Yo, ()
=dp_y (¢ () (do_s (Y1 () Yo, (0,(2))) »
et, donc,
lim 22220 = lim L (dp_y (9, (2)) (dps (Pa11 (2)) Y, o,00) — o (91 (2)) Yo, )

~ lim dp_ (¢4 (z) (d‘Pfs(@s+t(z))};¢t(¢s(z)))_Y<Pt(1)

=dp_; (o () (LxY), () =0,
d’ou a7z

t —_
dt 0,

par conséquent, 'application ¢ —— Z;, d’un intervalle ouvert I de R con-
tenant 0 & valeurs dans T, M, satisfait a % = 0, donc Z est constante, ce
qui montre que Z; = Zy quel que soit t € I, par conséquent on a :

(d‘P—t (‘pt (x)) Ygot(x)) =Yz,

ce qui prouve que l'on a :
(QD,t)* Y = K

le champ de vecteurs Y est donc invariant par le difféomorphisme ¢_;, on a
donc montré la :

Proposition 3.10 Les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. Le crochet de Lie [X,Y] est identiquement nul.

2. Le champ de vecteurs Y est invariant par le flot du champ de vecteurs
X au voisinage de chaque point de M.

3. Au voisinage de chaque point de M, les flots des champs de vecteurs
X etY commutent.
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Chapitre 4

Formes différentielles

4.1 L’espace fibré A? (T*M)

Soient (M,2() une variété différentiable de dimension n et de classe C*.
On dénote par AP (T*M), la réunion de tous les espaces AP (T} M) des
p-formes extérieures sur 1, M, en ses divers points :

AP(T*M) = | AP (T M),
xeM
L’ensemble AP (T* M) s’identifie & ’ensemble des couples (z,w;) tels que x €
M et wy € Ay (TpyM) = AP (T3 M), cest adire wy : Ty M x...xT,M — R
est une forme p—linéaire alternée sur T, M.
On désigne par m: AP (T*M) — M la projection canonique :

7 (2, wy) = .
Pour toute carte (U, ¢) € A, on pose
U=7"1U) = {(z,wy) € AP (T*M) | 7 (z,w,) =z € U}

et, soit

@:U—>¢(U)></\p(R”),

définie par :
?(@.we) = (¢ @), (67 o)
(¢ (wr) = wpod (p71) )@ @A (971) ) = wooldip ()]

113

®...Qlde (z)] !
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est définie par :

(671) (o) (eins i) = ([ (@) (i) oo T (@)] 7 (e3,) )

donc si, par rapport au systéme de coordonnées locales p = (z1,...,z,), la
p—forme w, s’écrit
Wy = Z iy..i, () dxiy () A ..o Adxg, (),

1<i <...<ip<n

alors,

oy (0 9
(QO )m(wm)(ezl,...,ezp) = (Ah;(axil,,..., A

on peut donc voir @ comme étant
$:U — o (U) x R,

définie par :

0|z, Z iy, () dayy () A A dxg, () | = ((p (x), (ailn_ip (x))1§i1<...<ip§n> ,

1<ir<..<ip<n

Il n’est pas difficile de voir que la famille ((NJ , c?)) Uy est un atlas de
P)E
classe C* conférant a AP (T*M) une structure de variété différentiable de

dimension n + C%.

4.2 Formes différentielles de degré p

Soient (M, %) une variété différentiable de classe C°, de dimension n et p
un entier naturel < ou égal & n . On appelle forme différentielle de degré p
sur M, (ou p—forme différentielle) toute application différentiable

w:M— A (T*M), z+— w(r)=ws
telle que
mTow = 1idyy,

7 étant la projection canonique 7 : AP (T*M) — M, (z,wy) — x. Ainsi,
pour tout x € M, w, est une p—forme extérieure su 1T, M .
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Aussitot, on voit qu'une fonction différentiable f : M — R est une
forme différentielle de degré 0 sur M et toute forme différentielle de degré
p>n=dim M est nulle.

On dénote par Ay, (M), ou I' (AP (T*M)) l'ensemble des p—formes dif-
férentielles sur M. Muni des opérations :

(a+p)(z) =az)+6(z)

(fe) (x) = f@)a(z),
Ay (M) est un §(M,R) —module, ou §(M,R) est 'anneau des applica-
tions différentiables f : M — R, et on voit clairement que A, (M) est

un R—espace vectoriel.
A toute carte (U, ¢ = (x1,...,x,)) est associé n formes de Pfaff sur U

dxi,...,dx,,
tels que, pour tout point x de U, lles p—formes extérieures
(dwiy Ao Aday) (@) == dxg, (x) AL Adwg, (),

avec 1 <11 < ... <1, < n, forment une base de AP (TxM) = NP (T:U) et
toute p—forme différentielle o sur 'ouvert U s’écrit sous la forme :et toute
p—forme différentielle o sur 'ouvert U s’écrit sous la forme :

o= Z az-l___ipda:il VAN da:ip

1<ir<...<ip<n

avec a;;..5, € § (U). Il est donc clair que A, (U) est un § (U) —module libre
de rang C%.

Pour toute p—forme différentielle « € A (M), on associe une forme
p—linéaire extérieure sur X (M) , notée aussi o,

a:X(M)x...xX(M)— F(M)

définie par
a (Xt XP) (2) = ag (XL, ..., XP),

pour tous X!,..., XP € X (M) et x € M. Et de toute évidence, elle vérifie
les relations suivantes

Loa(XY.  Xi+vYi  XP)=a (X, X ... XP)4+a (XL, Vi ..

2. a (XY f X XP) = fa (XY XL XP)
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pour tous X1, ..., X"\ Y? ... XPeX(M)et feF(M).
Ainsi v est une § (M) —forme multilinéaire sur le § (M ) —module produit
X(M)x...xX(M).

Théoréme 4.1 Dans les hypothéses et notations ci dessus, la correspon-
dance, qui & une p—forme différentielle o € /\p (M), fait associer la forme
§ (M) —multilinéaire & est un isomorphisme.

Démonstration.

Dans ce qui suit, on identifie « et a.

Le produit extérieur d’une p—forme différentielle o par une ¢-forme dif-
férentielle B est la (p + ¢)-forme différentielle o A 3 définie par :

(a A B)(z) = a(z) A B(z)
pour tout = € M. Notons que ce produit vérifie en particulier :
flanB)=fanB=aAn fB.

On a une application (e, 8) — a A B, de A\, (M) x A, (M) & valeurs dans
Np+q (M), munissant

n
AON=D-A, (1)
p=0 b
d’une structure d’algebre associative, Ici A, (M) = § (M) .

4.3 Image réciproque d’une forme extérieure

Soient M7 et My deux variétés différentiables de dimension n et m respec-
tivement, et

[+ My — My

une application différentiable.
L’image réciproque d’une p—forme « sur Ms par f est la p-forme f*«
sur M; définie par :

(f*Oé)x (h17‘ . '7hp) = Qf(r) (dfx (hl) yeee 7dfl’ (hp)) .

Soit
o= Z Oéill..ipdyil VANREIRIVAN dyip,
1<i1 <. <ip<m
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ol, .., : Ma — R sont des fonctions définies sur Ma, I'expression locale
de la p—forme différentielle @ par rapport a un systéme de coordonnées
(Y1 -+, Ym) défini sur un ouvert V de Mo, alors

Of of;
(Fra@= 3 D U)o L ) P RS o

0z, 0x; ox;
1<j1<<gp<n \1<i1<...<ip<m J1 T2 Jp

On en déduit les propriétés suivantes :

L f*(a+pB) = fra+ f*B.pour tous o, B € A\, (N),

2. f*(anp)=f*aA f*B.pour tous a € /\p (N)et g e /\q (N).

L’application f*: A, (N) — A, (M) s’¢tend a une application, notée
également f*,

o AN — A (1)
qui est un morphisme d’algebres de A (N) dans A (M). Et, si
My Ly 4 v

deux morphismes de variétés différentielles de M; dans My et de Ms dans
M3, alors les applications

A, () A A, Of) S A, () et \ () (gol)” A, (5)

sont liées par :

(gof) =frog"
Il en résulte aussitot que si f est un difféomorphisme d’une variété différen-
tiable M, alors f* est un isomorphisme et 'on a :

R
4.4 Produit intérieur

Soit e une p—forme différentielle sur une variété différentiable M de dimen-
sion n, et X un champ de vecteurs sur M, on appelle produit intérieur de
X par a, la (p — 1) —forme différentielle, notée i (X) o ou X |, définie par :

(1(X) ), =1 (X;) ag, quel que soit z € M,
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ainsi,
(i (X)a), (Xg. .. X2 =i (Xp) o (Xg, . XETY) = (X0 X, .. XETY),

pour tous z € M et X1, ... X' € T, M.
L’application o +— i (X)a de A, (M) — A,_; (M) s’étend a une
application, notée également i (z),

i(X): \ ) — A\ (M)
vérifiant les propriétés suivantes :
Li(X+Y)=i(X)+i(Y) pour tous X,Y € X (M),
2. i(fX) = fi(X) pour tous X € X (M) et feF (M),
3. et si f: M — N un morphisme de variétés différentiables alors
i(X) ffa = fri(fiX) a,

quel que soit a.

4.5 Différentiation extérieure

Soit f : M — R est une application différentiable, la différentielle df est
une forme différentielle de degré 1 sur M, et dans un systéme de coordonnées
locales (z1,...,z,) défini sur un ouvert U, df s’écrit :

dpf(z) =) gi ()da;.

Soit a une p—forme différentielle et

au = E Qi dTiy N oo Ndxy,.
1<ir<...<ip<m

Pexpression locale de o dans un systéme de coordonnées (z1,...,zy). En
définissant I'applications djiy : A, (U) — A, ;1 (U) par :

dya = Z dair"ip N dxiy N N dmip’

1<iy <...<ip<m

on obtient le résultat suivant :
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Théoréme 4.2 Il existe une unique famille d’applications
i\ () — A\ O)
vérifiant les propriétés suivantes :
1. Si fe§ (M), df estla différentielle usuelle de f,
2. d(a+ B) = da+ dB pour tous a, 8 € Ap (M)
8. d(aAB) =danB+(—1)PandB pourtousa € N\, (M) et B € \, (M),
4. dod =0,
5. d(f*a) = f*da.
6. si a une p—forme différentielle d’expression locales

ay = g Qg iy iy A oo N dy,.
1<y <...<ip<m
dans un systéme de coordonnées (x1, . ..,xy) sur un ouvert U de M, alors

(da)U =dypoa = Z dail...ip A diUil VANRERIVAN daji;ﬂ

1<i1<...<ip<m
da est appelée différentielle extérieure de «
Soit f : M — N un morphisme de variétés différentiables alors
do f* = f*od,
autrement dit, le diagramme suivant est commutatif :
f*
Np (M) — A, (N)
d] d]
f*
/\p+1 (M) — p+1 (N) :

Considérée comme forme p—§ (M) —multilinéaire alternée sur le § (M) —module,
X (M), la différentielle da d'une p—forme différentielle est donnée par :

» = v
dOz(Xl,"',Xerl) = Z(—l)zi X; (a<X1,...,Xi,...,Xp+1>>—|—

1=1

1+ v \/
Z(—l) ]Oz([XZ‘,X]'],Xl,...,Xi,...,,Xj ...,Xp+1>
1<j

v
ou les termes X; sont omis.
Démonstration. Faire la démonstration
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4.6 Lemme de Poincaré
Soit M une variété différentiable de dimension n.
Définition 4.1 Une forme différentielle w sur M est dite fermée si dw = 0.

Définition 4.2 Une forme différentielle w sur M de degré p est dite exacte,
s’il existe une forme différentielle o sur M de degré p — 1 telle que :

w = da.
La (p — 1)—forme « est appelée primitive de la p—forme w sur M.
Proposition 4.1 Une forme différentielle exacte est fermée.

Cela résulte de la relation d o d = 0, la réciproque de cette proposition
est fausse.

Définition 4.3 Une p—forme différentielle w sur M est dite localement ex-
acte, st pour tout a € M, il existe un ouvert U de M contenant a et une
(p — 1) —forme différentielle sur U (a € N\, ; (U)) telle que

wy = dao.

Exemples 4.1 1. Soit w la 1—forme différentielle définie sur M = R?
par :
w = xdx + exp(x)dy.
cette forme n’est pas exacte. En effet si cette fonction admettait une
primitive f, alors

:E_a—f et ex (x)—%
- Ox P oy’
et par conséquent on a d’aprés le lemme de Schwarz :
0% f B 0% f
0zdy  Oyoz’

par suite exp(z) = 0, ce qui est absurde, donc w n’est pas ezxacte.
2. La forme différentielle w définie sur M = R% — {(0,0)} par :

xdy — ydx
w=—"—
2 +y?

est fermée, localement exacte, mais elle n’est pas exacte.
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Pour tout ¢ = 0,1, on considére les injections canoniques j; : R" —
R x R™, définies par :
jJi(z) = (i, ).

Lemme 4.1 1[I existe une application linéaire
k: ARxRY) — A ®RY),

vérifiant les propriétés suivantes :

1k (Apar (RXR)) C A, (RY),
2. dk+kd = j; — 3.

Démonstration. On munit ’espace R x R™ d’un systéme de coordonnées
cartésiennes (t, 1, ...,xy,) . On définit Papplication k£ comme suit :

1. kf =0,s1 f e \g(RxR"), cest dire, si f est une application dif-
férentiable de R x R™ dans R,

2. ka=0sia=a(t,2r,...,20)dry A...Ndx;, ola:RxR" — R,
est une application différentiable,

3. kB = (fol b(t,z1,...,Tn) dt) driyA.. Ndxi,  sif=b(t,x1,...,2,) dA
driy N...ANdxi,_;, oub:RxR" — R, est une application différen-
tiable.

Par définition méme de 'application &k on a :

k </\p+1 (R x R”)) <, ®).
Il reste & montrer la relation
dk + kd = ji — j5-
Si f:RxR™ — R, est une application différentiable, on a :
dkf =0,

et
1
i = [ St = £ ()= 7 ) = G = 35) ()
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Pour o = a (t,21,...,2n)dzy A... Adx;, ot a:RxR" — R, est une
application différentiable, on a :

dka = 0,

et
1 da
kda = (/ E(t,m,...,m,ﬂdt) dziy A ... Ndxy, = (7 — Jg) o
0

Pour 3 =b(t,z1,...,2,)dt Ndxy; A... Ndz;,_, avec b: R xR" — R, est
une application différentiable, on a :

JiB = joB = 0.

Par définition a :

1
kB = (/ b(t,xl,...,$n)dt> dx;, /\.../\d:L‘ipfl,
0

donc,

" L ab
dkﬁ:Z( i 8—%(t,:1:1,...,:nn)dt> dz; Ndziy, A... Nd;, .
i=1

et

n 1

0b

kdp = —Z ( o (t,xl,...,a:n)dt> dr; Ndxyy N... Ndzg,_,
i=1

d’ou
dkB + kdB = (j1 — Jjo) B,

et le lemme est démontré. W

Proposition 4.2 (Lemme de Poincaré). Une forme différentielle fer-
mée de degré p (p > 1) sur R™ est exacte.

Démonstration. Soit o une forme différentielle fermée de degré p (p > 1)
sur R™. Considérons ’application A : R x R® — R", définie par :

h(t,zy,...,xy) = (tx1,... txy,).
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On a h o j; est lapplication identique, et h o jo est 'application constante
x +—— 0, et donc,
a = (jf —Jjg)h'a
=dk (h*a) + kdh*«
=dk (h*a),
ce qui montre que la forme différentielle « est exacte. W
La relation d o d = d?> = 0 montre que I'espace vectoriel des formes

exactes sur M est contenu dans ’espace vectoriel des formes fermées, et on
peut donc former ’espace quotient

ker (d: A, (M) — A,y (M)

Im <d Ny (M) — A, (M)>
et HO(M) = ker(d:§(M)= Ny (M) — A; (M)). Notons que H® (M)
s’identifie & R¢ ou ¢ est le nombre de composantes connexes de M.

HP (M) est appelé p—eme groupe de cohomologie de de Rham
Il résulte du théoréme de Poincaré que

HP (M) pour p > 1,

H? (R") = (0) pour tout p > 1.

4.7 Dérivée de Lie d’une p—forme

Soit (M, ) une variété différentiable de dimension n. Considérons un champ
de vecteurs X sur M et un flot local (got)m < de X défini sur un voisinage
ouvert U d'un point x € M et soit a € A, (M) une p—forme différentielle
sur M.

Pour tout |t| < &, on pose

. (SD )*O[ z) — Oz d % p *
(Lya), = lim =20 = ()" 0 ) g € \ (M)

L’application
x+— (Lxa),

permet de définir une forme différentielle degré p, appelée dérivée de Lie de
« par rapport a X.
Pour toute p—forme différentielle o on a la :

Proposition 4.3 Lxa =i (X)da+ di (X) «

Démonstration
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Proposition 4.4 La dérivée de Lie commute avec l'opérateur d de la dif-
férentiation extérieure :
Lxd=dLx.

Proposition 4.5 Pour tous X,Y € X (M), a € \,(M) et f € F(M) on a

1. Lxyy = Lx + Ly
2. Lyxa= fLxa+df Ni(X)a.
Proposition 4.6 Pour tous X,Y € X (M) on a :
1 [Lx;i(Y)] =i ([X, Y]),
2. [Lx; Ly] = Lixyj,

Proposition 4.7 Pour toute application différentiable f d’uneuen variété
M o valeurs dans une variété N, et pour tous X € X (M) et Y € X(N)
f—reliés, c’est a dire, Y = [, X, et a € /\p (N), alors :

f*Lxa = Lxf*a

4.8 Intégrale d’une forme différentielle

4.8.1 Variété orientable

Soit (M, %) une variété différentiable de dimension n.

On dit que M est orientable si elle posséde une n—forme §2,, différentielle
sans singularités.

Toute forme différentielle Q € A, (M) sans singularités s’écrit :

Q= fQ,, avec f € F(M) telle que f (z) # 0 pour tout = € M.

nous disons que 2 et ,, définissent la méme orientation (resp. des orienta-
tions contraires) si f () > 0 (resp. f (z) < 0) pour tout z € M.

Une variété orientable sera dite orientée si on a fixé une orientation €2,,.
Une autre orientation 2 = f€),, sera dite positive (resp. rétrograde ou
négative) si f (z) > 0 (resp. f(x) < 0) quel que soit x € M.

Proposition 4.8 Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. M est orientable,
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2. M posséde un atlas dont la jacobien des changements de cartes sont
strictement positifs :

J(po 1,[1_1) (x) = det <d (po w_l)w(m)) >0

quel que soit x € M.

4.8.2 Intégrale d’une n-forme différentielle.

Rappelons tout d’abord quelques propriétés préliminaires des intégrales des
formes différentielles.

Soit U un ouvert de R™. On appelle chemin différentiable dans U, une
application de classe C* de [0, 1] a valeurs dans U.

Un chemin différentiable v dans U, sera dit fermé (ou lacet) si :

7(0) =~(1).
Soit 7y : [0, 1] — U un chemin différentiable dans U. L’'image réciproque
Vw
par le chemin v de la 1—forme w, s’identifie & la fonction définie sur [0, 1]
par :
ft) = wl))y'(t).

La fonction f est continue sur [0, 1], et on peut définir l'intégrale

/0 b,

On appelle intégrale de la 1—forme w sur le chemin v, l'intégrale sur
[0, 1] de la fonction représentant y*w :

A o= [ o) ().

4.8.3 Intégrale d’une n-forme différentielle.

Soit U ouvert de R™.
Un chemin différentiable dans U est une application v : [0,1] — U de
clagse C°,

Le chemin v est dit fermé (ou que c¢’est un lacet) si :

v (0) =~(1).
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Soit v : [0,1] — U un chemin différentiable dans U et w € A; (U).
L’image réciproque :
7w
s’identifie & la fonction définie sur [0, 1] par :

f(t) = w(y ()Y @)

f est continue sur [0, 1], on peut donc définir intégrale

/0 "

On appelle intégrale de w sur le chemin ~, 'intégrale :

[o=] (O (1)t

Soit M une v. lisse paracompacte de dim. n orientée par Q € A, (M).
Soit w € A\,, (M) & support compact. Rappelons

supp (w) = {z € M [ w (z) # 0}

D’abord on suppose qu’il 3 (U, = (21,...,2y)), avec ¢ : U C M —
V CR", t.q.

supp(w) C U.
On a ¢ (supp(w)) est compact. (¢1)"w s'écrit :
(™) w=a(€,....&) des A .. AdE,.

(&q,...,€,) etant le S.C. cartésiennes de R".
Par définition, I’intégrale de w sur M, est I’intégrale multiple

usuelle,
/ w o= / (™) w
M n

- /Va@l,...,fn)dsw..wdan

= / adp.
v

Cette intégrale existe car a (&,...,&,,) est continue sur M et est & support
compact.
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Avant de montrer que cette définition est intrinséque, nous rappelons la
formule de changement variable pour les intégrales multiples. Soient donc
U un ouvert de R" et ¢ : U — V un diffeomorphisme. Si f € L' (V, du)
alors fo¢ € L' (U, du) et 'on a :

| tdu= [ foolr@ldn
—4(U) U

Montrons maintenant que la définition ci dessus est intrinséque. Soit
donc ¢ : U' € M — V' C R™ une autre carte M telle que supp(w) C U’
avec

J ((<,0 o 1/)_1)) > 0.
On a donc Les formules classiques de changements de variables pour les
intégrales multiples donnent :

[re = [ peorpetras

(gpowfl)*adflA.../\dfn

n

aoporh™t ((pow_l)*dfl/\.../\dfn
aogoow_lJ(gooz/)_l)dﬁl/\.../\dﬁn

aogpozpfl‘J(gpow*l)‘dfl/\.../\dﬁn

J
J.
J
J

n

= /adﬁl/\.../\dfn
Vv

- / (¢™) w,

ce qui montre que cette définition est intrinseque.

Soit maintenant (f;); une partition de I'unité. w et (U, ¢)une carte telle
que supp(w) C U. . Pour chaque i € I, la n—forme f;w est continue et est a
support compact, les f;w sont presque nulles. On a donc,

w= (Zﬁ) w=) (fw),

el icl

|- (Zfz’) o= [ ().

i€l 1€l

ainsi,
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Dans le cas général, supp(w) n’est pas nécessairement contenu dans le
domaine U d’une carte ¢, et soit (f;);c; une partition de I'unité subordonnée
a Datlas 2 définissant la structure de variété de M, c’est a dire, pour tout
i € I, supp(f;) est contenu dans le domaine U d’une carte ¢ de cet atlas.
Comme les f;w sont presque nulles, on peut définir

[ [ (Z5) =3 [ o
M M \er ier M
Soit donc (g;),c; une autre partition de I'unité subordonnée a l'atlas .

Par définition, on a :
fi=Y_ figs,

J€el

par suite,

w=fiw=>_ figiw

Jel
et donc,
/ fiw = Z/ figjw,

M Ser /M

par suite

Z/M Jiw = Z /M figjw.

iel igel

De méme on a :
> /gz‘Q: Z/ fig;SL.
el /M ijer?M

Z/Mgiw = Z/M fiw,

icl icl
ce qui définit d’'une maniére intrinseéque l'intégrale d’une n—forme différen-
tielle sur la variété M.



Chapitre 5

Distributions. Notion de
feuilletage

Soit M une variété différentiable de dimension n.

Définition 5.1 Une distribution de dimension p sur M (ou champ de p—directions)
est la donnée en chaque point x de M d’un sous espace vectoriel D (z)

de dimension p de T,M, autrement dit, un élément de la grassmannienne

Gy (T M) .

Exemples 5.1 1. Etant donné un champ de vecteurs X € X (M) sans
singularité. Ce Champ définit évidemment une distribution de dimen-
ston 1 sur M. Notons qu’on ne peut pas toujours associer & une dis-
tribution de dimension 1 un champ de vecteurs sans singularités, par
exzemple sur M = R? — {(0,0)}, associons a chaque point M (z,y), la
bissectrice des demi-droites [OX) et [OM)

2. Les distributions D (x) = {x} x {Op,a} et D (x) = T M de dimension
0 et n respectivement sont dites triviales.

3. Soit m: M — B une submersion de M sur une variété B de dimen-
ston m. Pour chaque point x de M on pose

D (z) = kerdm,
définit une distribution de dimension n —m.

Définition 5.2 Une distribution D de dimension p sera dite de classe C*
avec k € NU{+o0}, si tout point zo € M admet un voisinage ouvert U et

129
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des champs de vecteurs X1,...,X, € X(U) de classe C* tels que pour tout
z €U on ait :
D (xz) = Vect (Xi(x),...,Xp(x))

Par abus de langague, on dira que les vecteurs Xy, ..., X, forment une
base locale de la distribution D.

On dira aussi qu’'un champ de vecteurs X appartient a la distribution
D, et on écrit X € D, si pour tout x € M, X(x) € D(x).

Définition 5.3 Une carte (U, = (21,...,2,)) de M sera dite adaptée a
la distribution D si

per-vea((5%), - (a2) )

pour tout point x de U.

Définition 5.4 Une variété intégrale de D est une sous variété connexe de
M de dimension p vérifiant :

T.N = D(z)
pour tout x € N.

Exemple 5.1 Considérons une submersion m: M — B d’une variété M
de dimesion n = p + q sur une variété B de dimension q. Le théoréme du
rang constant montre que pour tout point xo de M, il existe une carte (U, p)
en xq et une carte (V,v) en f (xq) telles que l'expression locale 1o mo ™!
de m dans les cartes (U, @) et (V, 1) se réduit o :

(z,y) —y

de p(U) CRP x R? sur vy (V) C RI.

Notons ¢ = (xl,...,mp;yl,...,yq) et Y = (zl,...,zq).

Pour chaque b € B, la fibre 771 (b) au dessus de b est une sous-variété
de M de dimension p telle que

L) NU

est définie par les équations
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En effet, pour chaque u € 7 1(b) N U, on a d’une part ¢ (u) = (z,y) €
RP x RY, et d’autre part :

y=vomop T (x,y) =19 (b),
on déduit que p (u) = (x,v (b)), par suite,
e (b)) NU) = U) N (RP x {4y (b)}).
1l en résulte donc que les fibres de la submersion m sont des sous variétés de
M de dimension p dont les équations par rapport au systéme de coordonnées
locales (a:l, Pyt ,yq) sont
dy' =0,...,dy? =0.
Pour chaque v € M, on pose

D (u) = ker dmy,.

On a donc une distribution de dimension p sur M. Comme 7 est constante
sur la sous-variété w1 (7 (u)), on voit que

D (u) = kerdmy, = Tyr ! (7 (u)) .

Localement, par rapport au systéme de coordonnées locales (:vl, o xPiyt L ,yq)
et (zl,...,zq) on a :

d7ru<aii>(zj) _ <8ii>u(zj07r)

= d(zjowocp_l)w(u) (e;)=0(1<i<p)

e (&) ()

par conséquent, (331, Pyt ,yq) est un systéme de coordonnées locales
adaptées a la distribution D.

donc

Définition 5.5 Une distribution D sur M sera dite intégrable si tout point
de M appartient & une carte adaptée a cette distribution.
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Soit donc D une distribution de dimension p de classe C* avec k > 1
supposée intégrable. Considérons deux systémes de coordonnées locales
(U= (', ...oaPsyt, oo y?) et (U, ¢ = (2, ..., 2P,y ... y'7) )adaptées
a la distribution D.

La relation '

g 0x7 0 oyt o

- = - -4+ ———¢D
Oxt Ozt Oz Oxt Oyt <

o 1
montre que % = 0, autrement dit les fonctions 3" ne dépendent que de
x
Yyt oyl l o
v =y (v, ... y9),
L g’écrivent :
plop ™ (@y) = (f(2,9).9(1)- (5.1)

pour tous (z,y) € ¢ (U) C RP x RY.

Ainsi, la variété M est munie d’un atlas dont les changement de cartes
vérifient la relation 5.1. Cet atlas est dit feuilleté de codimension ¢ et toute
carte de cet atlas sera dite feuilletée.

par suite les changement de coordonnées ¢’ o o~

Définition 5.6 Un feuilletage de dimension p (ou de codimension q) et de
classe C* avec k > 1, est un atlas mazimal feuilleté de codimension q de
classe C*, c’est o dire, les changement de cartes sont du type 5.1.

Réciproquement, un feuilletage de codimension ¢ détermine une distribu-
tion intégrable de codimension q et de classe C* avec k > 1, cette distribution
est définie en chaque point x de M par :

o —ver (L) - (2) ).
1

oll (x coaP oyl .,yq) est une carte feuilletée en x. Les cartes de ce
feuilletage sont des cartes adaptées a la distribution D et (yl, e ,yq) sont
appelés coordonnées transverses.

Définition 5.7 Une variété différentiable munie d’un feuilletage § sera dite
feuilletée.

Définition 5.8 On entend par feuilletage modéle de dimension p, le feuil-
letage de dimension p de classe C° de R™ défini par la submersion w :
(z,y) — y, de R™ sur R? avec n =p+q.
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Les sous-espaces affines
RP x {a} ={(z,a) |z € RP}, a € RY,
sont appelés feuilles du feuilletage modéle de dimension p de R™.

Définition 5.9 Un difféomorphisme local ¢ : U — U’ de R™ est appelé
automorphisme du feuilletage modéle de dimension p si les composantes

SPTL P9 ne dépendent que de yt,. .., y?, autremant dit si :
a¢p+1 B B a¢p+q 0
oxt o Oxt ’
soit,

o(x,y) = (8" (2, 9), .. P (2,9), 1 (y), ... 8" (y))
pour tout (x,y) € U C RP x R4,

Pour tout (zg,y0) € U, on appelle plaque passant par (xg,yo) dans U, la
composante connexe dans U de §(zg.y0) VU, T(zo,50) = 1(To +2,%0) | € R}
étant la feuille feuilletage modele (de dimension p de R™) passant par (zg, yo) -

Ainsi, un automorphisme du feuilletage modéle de dimension p trans-
forme les plaques de U en des plaques de U’.

Soient maintenant § un feuilletage de dimension p de classe C* avec
k > 1 sur une variété différentiable M de dimension n et

p:UCM-—VCR"

une carte feuilletée de §. et soit uw € U. On appelle plaque de U passant par
u, I'image réciproque par ¢ de la plaques de V' passant par p(u).

Dans une carte feuilletée (:Ul, Pyt ,yq) de § définie sur U, la
plaque de U passant par u la composante connexe de la sous-variété de U de
dimension passant par le point u définie par les équations dy* =0, ..., dy? =
0.

On voit donc que si

p:UCM-—VCR"
est une carte feuilletée de § alors
o= (o',¢%)

avec
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Et si ¢ est une plaque dans U définie par les équations dy' = 0,...,dy? = 0,
alors (c, ol = (:Ul, e ,:L’p) ) est une carte de M, ces cartes forment un atlas
de M qui confere & M une structure de variété différentiable de dimension
.

Les composantes connexes de M munie de sa structure de variété de
dimension p définie par le feuilletage§, sont appelées feuilles de ce ce feuil-
letage.

On voit donc qu’une feuille de § passant par un point ug de M est une
sous-variété intégrale connexe maximale de la distribution ® associée au
feuilletage §, c’est-a-dire, la réunion de toutes les variétés intégrales connexes
de ® passant par le point xg.

Les feuilles de § forment une partition de M en sous variétés connexes
maximales de dimension p.

Définition 5.10 Une distribution D sur M sera dite involutive st pour tous
champs de vecteurs X,Y € D, le crochet de Lie [X,Y] € D.

Théoréme 5.1 (de Frobénius). Soit D une distribution différentiable de
dimension p. Alors les propriétés suivantes sont équivalentes

1. D intégrable,

2. D involutive.

Démonstration. Supposons que D soit intégrable. Soient donc X,Y €
D. Montrons que que le crochet de Lie [X,Y] € D. Désignons par N une
sous variété différentielle de dimension p de M et ¢ : N — M l’injection
canonique. Par hypothése on a

Xy, Yy € D(u) =T,N pour tout u € N,
donc il existe deux champs de vecteurs XetYeX (N) tels que :
i X = XoietiY =Yoi,
et comme on a

X,Y], = [z)?zﬂ — i [)Z' 17] e TN =D (),

par suite [X,Y] € D, et donc D est involutive.
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Réciproquement, on suppose que D est involutive. Montrons que chaque
point de M admet un systéme de coordonnées locales adaptées a la distri-
bution D. Soit donc w € M, il existe un ouvert U; de M contenant u et p
champs de vecteurs X1,..., X, € X (Uj) tels que :

D (v) = Vect (Xi (v),...,Xp(v)) pour tout v € U.

Le théoréme de redressement d’un champ de vecteurs montre qu’il existe
un systéme de coordonnées locales ¢ = (ul, . ,u") défini sur un voisinage

ouvert Uy de u contenu dans U; tel que ¢ (u) =0 et

0
X1|U2 == w
On peut supposer que Uy = Us.
Pour p = 1, le théoréme est démontré. Supposons que la proprété ainsi
définie est satisfaite jusqu’a I'ordre p — 1.
Soit N la sous variété de U de dimension n — 1 définie par I’équation
ul =0
N={zeU|u'(z)=0}.
Posons
Y1 =X,
Yy = Xo — Xo (uh) X1

Y, =Xp _”)'(p (“1) X1

Les relations
Yz(ul) =0, pouri=2,...,p

montrent qu’en chaque point u de N, les vecteurs Y3 (u),...,Y, (u) sont
tangents & la sous-variété N au point w :

Yo (u),..., Y, (u) € T,N.
Il en résulte qu’il existe p — 1 champs de vecteurs Ya, . .. ,z) € X(N) tels
que : N N
1xYo =Yo01,...,4,Y, =Y,01,

ou encore
}/2 :Y2‘N""7E) :}/AN

Les relations o
[0, Yin| = Y0, Yool € X (V)
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montrent que 372, . ,}71, engendrent une distribution D de dimension p—1.
Comme Xi,...,X, et Y7,...,Y), engendrent le méme sous espace, on déduit
que D est involutive, par suite

p P
(71 ¥] = i ¥l oy = 3 ChiYis = Y Ch T
k=1 k=2

est tangent a N (donc Cllm = 0); ce qui monte que D est involutive, donc
il existe un systéme de coordonées locales 22, ..., 2" défini sur un voisinage
ouvert V de u dans N tel que

ror-vee () ()

pour tout v € V.

Les fonctions (ZL‘l, Pyl ,yq) données par
( 5131 — ul
z? = 22 (u2,...,u”)
xP = 2P (u2,...,u”)
y' = 2Pt (W, )
Ly = Zerq‘("L;z, ")

définissent un systéme de coordonnées locales dans un voisinage ouvert W
de u dans M.
On a

%YQ (') = [%71/2] (%) = ke ClaYa (v)

Y (V) = [0, Y] (V) = i, ChYa (v) -
On voit donc que pour chaque j =1,...,9g =n — p, les courbes
2!l —s (Y1 (yj) (:Ul,...,mp,yl,...,yq),...,Y},(yj) (:Ul,...,zvp,yl,...,yq))

sont des solutions du systéme linéaire homogene de p — 1 équations(5.2). Et
on sait qu’on a une solution unique dés qu’on a fixé une condition initiale.
Or pour ' =0, on a :

(5.2)

Yi (') = Vi (yy) =0
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donc ces solutions sont nulles sur un voisinage ouvert U de u, par suite

p

Yi= Z af OxJ

sur U, on conclut donc que la distribution D est engendrée par les dérivations

0 0

Oz’ QP

sur 'ouvert U et par conséquent D est intégrable.

5.1 Variétés riemanniennes

5.1.1 Définitions

Variété riemannienne de classe C* (k > 1) : C’est un (M,g) dans
lequel

1. M est une V.D. de classe C*

2. g est un champ de tenseurs 2—fois covariant de classe C*~1 sur M t.q.
Yz € M, g, est une forme bilinéaire symétrique définie positive sur
T.M.

VX.,Y € X (M), la fonction réelle g (X,Y) :  — g4 (X5, Yy) est diff.
de classe C*~1. g est appelé tenseur métrique.

Localement :
Soit un SCL (U Y= ( ,w”))
Pose
()
On a
0 0

9(X,Y) = ( oY g J) = g; XYY,

Soit, ‘ ‘
ds? = g;jdz' @ da’

Exemple 5.2 Soit ’espace euclidien R™, muni du produit scalaire euclidien

<u—uel,v—vjej —5Juvj g ulv
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Sur la VD M =R" on définit

9z ((xvu) ) (a:,v)) = <U7U>
V(z,u), (z,v) € T,R™.

Une isométrie d'une VR (M, g) sur une VR (N, h) est un difféo de M

sur N t.q.
ffh=g

Isom (M, g) groupe

Sous-variétés riemanniennes :

(M,g) VR

N sous variété de M

N est munie canoniquement d’une structure de VR ¢go définie par la
restriction a N de g.

(N, go) est dite sous variété riemannienne de (M, g) .

Soit IV une sous variété de R™. Alors la métrique canonique de R™ induit
une structure de sous variété sur N donnée par :

()

(,) étant le produit scalaire euclidien et i : N — M l’injection canonique.
Produit de deux variétés riemanniennes
(M,g) et (N,h) deux VR
T(%y)M XN=T,M®T,N
g xh(Xa, Xn), (Yo, YN)) = 9 (Xar, Yur) + b (XN, Yn)

5.1.2 Distance géodésique

(M, g) une VR
7 : [a,b] C R — M, un chemin de classe C! par moceaux.
Longueur de v

b
L) = [ o 070 @)

b i 7 b
- Yo Z o Qu- [ a
" (1))

avec v (t) = (z' (¢),...,®
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Pour tous z,y € M, on note par § (z,y) ’ensemble des chemins de classe
C' par moceaux v : [a,b] — M, joignant x et y, i.e. v(a) =z et v (b) = .
Distance géodésique

d — inf L(v).
(z,y) U (7)

Proposition 5.1 La distance géodésique détermine sur M wune structure
d’espace métrique compatible avec sa topologie.

Dém. En exercice

La recherche des chemins de classe C? et de longueur minima joignat
deux points données nous ramene & déterminer les chemins  (t) = (2! (¢), ...
qui vérifient les équations d’Euler-Lagrange

d (08 oL .
%(@) ——=0(=1,...,n)

ou

&= \Joi (@1 (1) ... am (1) a’i (£) 2% (1)

(Calcul des variations). Les courbes obtenues ne dépendent pas des coor-
données locales. Ces courbes sont appelées géodésiques de (M, g). Nous
admettons le résultat suivant :

Proposition 5.2 Vxg € M, 3U € O (xg, M) t.q. Vz,y € U on ait :

1. 3 une géodésique unique contenue dans U joignant x et y.

2. La longueur de cette géodésique est égale a d(x,y) .

Le voisinage U est dit convexe.

Proposition 5.3 Si M est connexe et compléte pour la distance géodésique,

3" (1))

alors deux points quelconques x,y € M peduvent étre joignés par une géodésique

aur moins.

N.B. L’exemple de la sphére, montre qu’une géodésique ne réalise pas
nécessairement le minimum de la longueur.
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5.2 Dérivation covariante

Soit M une V.D.
Une connexion affine sur la variété M est une application

TM xX(M)— TM
(X V)eT,MxX(M)— Vyx,YeT, M
de satisfaisant & :
1. V est R—bilinéaire,
2. Vx, fY =X, (/) Yo + f(x)Vx,Y, VfeF (M),
3. VX,Y € X (M), 'application
VxY  z+— Vx Y
est un champ de vecteurs.
Il en résulte que l'on a :
VixY = fuxY

Vx,Y est appelée dérivation covariante du champ de vecteur Y dans la
direction du vecteur tangent X,.

Exemple 5.3 M = R". Pour tout xy € M, on pose

YIO +t Xy — Yxo
- 7r0 77

Vi, Y = dYe, Xy, = lim -

et dans ces conditions on a :

UxY —VyX = dY (X)—dX(Y)
= [X,Y]

Une connexion sur une VD M sera dite symétrique si
VxY — vy X =[X,Y]

Soit (wl, - ,w”) un S.C.L. défini sur un ouvert U.
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Ecrivons
0 g O
V0 97 T Mgk
Ozt

Les I‘fj sont des fonctions différentiables sur U appelées symboles de Christof-

fel et déterminent entiérement la connexion, en effet, pour tous

9 9
X=X __y=Yi_—
oz’ oxJ €xX(U),
on a : 8 K 8 a
. Y ‘ .
VxY = X' =— +ThYJ ) — = XYk —
X (8:51 L ) Oxk 'Ok
avec 8 k
Y .
vk =2 Tk

Pour la connexion ordinaire sur R™ les symboles de Christoffel sont nulles,
et pour pour une connexion symétrique on a

k _ 1k
Proposition 5.4 Toute variété paracompacte posséde une connexion.

Proposition 5.5 Vyx Y de dépend que Y (v (t)) o y(t) est une courbe dif-
férentiable définie sur un intervalle assez petit |—¢, e[ t.q.

7(0) =z et 7/(0) = X,.

Définition 5.11 Soit v : [a,b] — M un chemin de classe C*. On appelle
champ de vecteurs le long de la courbe v un chemin V : [a,b] — TM
relevant vy i.e.

m(V(t)=c(t), Vte]a,bl.

Exemple 5.4 %} (t) est un champ de vecteurs le long de la courbe 7.

Proposition 5.6 Soient (M,V) une VD munie d’une connexion affine, -y :
[a,b] — M un chemin de classe C* dans M et V un champ de vecteurs
le long de ~. Alors on peut définir un champ de vecteurs de classe C*~1 le
long de v, noté % appelé dérivée covariante de V' satisfaisant a :

1. % est R—Ilinéaire,

D(fV) _ 4 DV
9. >L2UN) _ &y gDV
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3. Pour toutY e X(M) et V(t) =Y (y(t)) ona :

DV
R

Définition 5.12 Un champ de vecteurs V le long de ~ est dit paralléle
pour la connexion V si % = 0. Un chemin ~y : [a,b] — M est appelé une

géodésique si son champ tangent est paralléle.

5.2.1 Courbure. Torsion d’une connexion

Torsion )
T(X, V)% vxY - vy X - [X,Y]
Courbure
R(X,Y)ZY 9xvyZ - 9yvxZ - vix v 2,
soit,

»
R(X,Y) Y 9xVy — Vyvx - Vix,Y]

5.2.2 Transport paralléle

Proposition 5.7 Etant donné un chemin v : [0,b] — M, b > 0 ou 400
de classe C* (k > 1) et un vecteur Vo € Ty 0)M. I existe un champ de vecteur
unique V' le long de ~y paralléle tel que V (0) = V. V (t) est appelé transport
paralléle de Vyle long de 7.

5.3 Espaces vectoriels symplectiques

5.3.1 Etude des 2—formes extérieures

E un e.v. de dim. finie n sur K (K corps commutatif), 8 € A, (E).
A0) ={zx e E|i(z)d =0},

rg0 & codim (A (9)).
Soit B = {ey,...,e,} base de E. Par déf.

A= MI[0,B] = (0 (e;,e;))

1<ij<n

On a donc,
O(z,y) = 'XAY

ot X =Mz, BletY =M [y, B|.
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Discriminant de 0 par rapport a 8 :
disg (0) = det A.
Soit B’ une autre base de F, on a
0(z,y) = ‘X' A'Y’
ou X'=M[z,B et Y =M [y, B].
Soit P = M [id,B’,?B] = matrice de passage de B a B’. Les relations
X = PX' et Y = PY’ donnent
A" =tPAP,

et donc,
disg (0) = (det P)? disgs (6).

On a une application linéaire ( : E — E* définie par :

((z) =i(x)b,
Définition
0 non dégénérée si ( injective.
Conséquence

0 non dégénérée —> rgf = dim F.

5.3.2 Orthogonalité symplectique

z,y€ b
x Ly sif(z,y)=0.

L, M deux sevde E
L1Msizly V(r,y) € LxM.

At = {ze€E | 0(z,y) =0, Vy e A}

L et M de E sont supplémentaires orthogonaux si
E=L®M et L=M" .
VA, BC FE, on a les pptés suivantes :

1. ACB = BtCAl,
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2. AC AL
Et pour deux sous espaces vectoriels quelconques H, K de E, on a :
1. (HNnK)t = H+ + K+,
2. (H+K)"=H'nK?L..
Proposition. Suppose 6 non dégénérée. Alors
1. B+ = {0}.
2. VH sev de F on a :
(a) H = H*,
(b) dim H+ = dim FE — dim H.
Dém.
1. résulte de B+ = ker (.
2. (a) Ona H C H.

Soit hg € H++.
On a I’équivalence

ho € H <= w (hg) = 0. Yw € Ann (H).

Soit w € Ann (H). Il existe z € E t.q. w =1 (x)0.
Or

we Ann (H) = w(y) = i(x)0(y) = 0(z,y) = 0,Vy € H,
par suite z € H', et, donc,
w(hg) = 0(x, hy) = 0.

donc w(hg) = 0 Yw € Ann (H) , par suite hg € H, ce qui montre H = H+
2. (b) Rappelons que

dim (AnnH) = dim £ — dim H,
donc il suffit de montrer que
dim (AnnH) = dim H,
or I'isomorphisme ¢ : x — i (z) 6 de E sur E*, transforme H~+ sur Ann (H)
¢ <HJ‘> = Ann (H),
d’ott dim H+ = dim (AnnH) = dim E — dim H. W
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5.4 Classification des 2—formes extérieures
E un e.v. dim. n sur K (corps commutatif) § € A, E, non nulle.

Jui, v € B : 9(u1,v1) = 75 0.

Pose e; = A"ty et e} =1, on a donc

0 (e1,€y) =1

Hy = Vect (e1,¢y). By = (e1,¢€)), 0, =0\, xm,- On a

0 1
S=M(0u,,B1) = < 1 0).
Désignons par Hy = Hi-. On a :
E=H, ¢ H,.

x € Hi N Hy s’écrit :
T =ae; +de]

avec de plus
0 (z,e1) =0 (z,¢e)) =0,

par suite a = o = 0.
Soit © € E. Pose

y=xz+0(z,e1)e] —0(z,¢})er.
On vérifie aisément que
0 (yael) =0et 6 (ya 6,1) = 07

:>y€H1J-:H2, et, donc x € Hi + Hy, = E = H; ® H».
Si 0n, = 0|1, m, est nulle, on arréte le processus qui consiste a :

1. 3 des vecteurs indépendants e et €} : 0 (e1,€}) =1,
2. si dim F > 2, I'espace F est somme directe
E—H 6K,

avec Hy = Vect (e1,€}) et 0 est nulle sur le sous espace K qui est ici
Hs.



146 CHAPITRE 5. DISTRIBUTIONS. NOTION DE FEUILLETAGE

Si 6 est non nulle sur Hy = Jeg, eh, € Hy : O(eg,€)) = 1, et donc,

0 1

Un raisonnement par récurrence sur la dimension de F, permet de montrer

qu’il existe 2p vecteurs indépendants
/ / /
€1,€61,€2,€9,..., ep, ep

tels que :
O(er,e)) =...= H(ep,e;) =1,

et I'espace F s’écrit :
E:Hl@Hg@...EBHp@K

avec H; = Vect (e, €,) . et 0 est nulle sur K lorsque dim E' > 2p..
Complétons le systéme e1, €], €2, €y, . .., €y, €, en une base

/ / /
B ={e1,€],€,€h,...,€p, €, Wapi1,..., Wy}

de E, et la matrice de 6 par rapport a cette base s’écrit :

S1
Sp

M (0,8) = 0 (5.3)

0

avec
0 1

imemsms= (0 1),

Désignons whw'l o wP WP a?Pt o™ 1a base duale de B,c’est a dire

wi(ej)zéz-,wi ei) =0etw (wj)=0

S

= 5;- et W' (wj) =0

=0et o (wj) = (53

W' (ej) = 0,w" (e

al(ej) = 0,0t (e;-

N— S

Théoréme. Les propriétés suivantes sont équivalentes :



5.4. CLASSIFICATION DES 2—FORMES EXTERIEURES 147

/ . ,
1. Jw',w!, ... wP.wP indépendantes :

0=w'Aw' +...+wP AP,
2. 0 est de rang 2p : rgf = 2p.

Corollaire. Soit A € M (n,K) antisymétrique d’ordre 2p. Alors 3P €
M (n,K) d’ordre n inversible : {PAP est 5.3.
Corollaire. Les pptés suiv. sont équiv.

1. 0 est non dégénérée,

2. rgf = dim E = 2p (0 est de rang maximum).

Définition. 61,02 € A, E seront dites équiv. (01 ~02), si Ju €
GL (E) . 91 = u*Gg.

Il est clair que ~ est une relation d’équivalence sur A, E.

Soient By une base quelconque de E, A (resp. B (resp. U)) la matrice

de 01 (resp. 02 (resp. u)) dans cette base.
On a donc,

01(z,y) = "XAY et Oz(z,y) = ‘X BY
VYz,y € E, la relation 1 = u*0 donne
A= 'UBU.

On a donc montré la :

Proposition. 01,0 € A\, E, dimE =n, 61 ~ 0y < A= 'UBUou U
est une matrice inversible d’ordre n.

Proposition. Soit § € A, E de rang 2p dim E = n, alors elle est
équivalentes a la forme extérieure

Op=w Awl 4+ ... 4+ wP AWP.

1 1

N\ / 2z
ot (wh,w, ... wP, WP a®t .. a") est une base fixée de I'espace dual E*,
et dans ces conditions, il existe une matrice () d’ordre n inversible telle que

S1

‘QM (6,)Q = .
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avec

0 1
simsms= () 1)

Soit A = M (0,B), si A est de rang maximum 2n, le déterminant de la
matrice @) est appelé Pfaffien de A et est noté Pf (A) :

Pf(A) = det Q.

Par convention, le Pfaffien de A est nul, si le rang de la 2—forme extérieure
6 est inférieure strictement a la dimension de £ : Pf (A) = 0.

On déduit le :

Corollaire. Deux 2—formes extérieures 61,02 € A\, E, E de dim. finie
sont équivalentes si et seulement si, elles ont le méme rang :

rgth = rgbs

5.4.1 Définitions

E un K—e.v. de caractéristique # 2..
Forme symplectique. Espace vectoriel symplectique
6 € N\, (E) est symplectique sur E £, 9 est non dégénérée
(E,0) est dit e.v. vectoriel symplectique
Et donc, dim E paire 2n et rg (6) = 2n
Base symplectique de F.

C’est une base B ={e1, €}, ea,€5,...,en, e, de E t.q.
S 0 0
. 0 1
M (0,8) = DL avec S = -1 0 /-
0o ... S
Soit {wl,wll, - ,w",w’”} la base duale de B, on a :

0=w' AWl 4. W AW

Proposition. Soit E un e.v. de dim. finie et # € A, (FE). Les pptés
suiv. sont équiv. :

1. rgf = 2p,
2. 6P £0et P =0
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Dém. Pour 0 = w! Aw™ + ...+ wP AwP =
0P = plw' AWl AL AW AWP. W
Exemples

1. 6 quelconque (non néce. non dégénérée).

Soit £ = %, Pose

O(x+A@0),y+A@0)=0(x,y), Vr,y€E.

0 non dégénérée. Conséquence 6 est symplectique sur E.
2. Soient (E1,61) et (Eg,02) deux e.v. symplectiques,
p1:FE1 X B — FEy et po: By X By — F
les proj. can.. Considere 6 € A, (E1 x Es) définie par :
0 = p101 + p30a.

0 = p]01 + p502 est une structure symplectique sur £y x Es.

5.4.2 Sous espaces d’un espace vectoriel symplectique

Soient (E,0) un e.v. symplectique et H un s.e.v. de E.
Désignons par 0g la restriction de 6 au sous espace H. Evidemment on
a:
Ag)={reH|i(z)0y=0'=HNH",

conséquence,

rg(0s) = dim H — dim (H N Hl) :

comme 6 est non dégénérée, alors A (01) = HN H* puisque H+-+ = H, or
dim H+ = dim F — dim H, on déduit :

rg(0g) —rg(0yr) =2dim H — dim E.
Définitions

1. H est un sev symplectique (ou mon isotrope) si, (H,0p) est un e.v.
symplectique.
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H est isotrope si HN H* # (0).

H est totalement isotrope si H C H+.

Ll

H est coisotrope si H D H+.
5. H est lagrangien si H totalement isotrope maximal.

On déduit la
Proposition. On a :

1. H s.e. symplectique<—= HN H' = (0) «<= 05 est non dégénérée<—=>
E=HoH.

2. H s.e. isotrope <= 0y est dégénérée.
3. H s.e. totalement isotrope <= 0 est nulle.

Définition. dim E paire 2n. On appelle polarisation réelle un (6, L) :
0 symplectique et L s.e. lagrangien.
Proposition. L s.e.v. de F. les pptés suiv. sont équivalentes :

1. L est lagrangien,
2. L=L"%

Dém. Si L ¢ L+, alors 3a € E—L : f(a,y) = 0 Yy € L. Soit
L'=L®Ka.OnalL CL'. Soit z=x+Xa€lL',avec z €L et A €K.
On a

0(z,2') = 0(x + Xa, 2’ + Na) = 0(x,2") + \0(x,a) + NO(a,2’) =0

Vo' = 2’ + Na € L'. et donc, z € L'*. Dou L' ¢ L'*, Absurde
(L totalement isotrope maximal). Donc 1 = 2. L’implication 2 =1
est immédiate. H

Il résulte aussitot de I'égalité dim L+ = dim F — dim L, le

Corollaire. Soit L s.e.t.i. Alors L lagrangien<—= dim L = n = % dim E.

On sait que Pisomorphisme 6° : & — i(x)6, de E sur E*, transforme
Lt sur Ann (L), et si L est lagrangien, alors 6° (L) = 6° (L) = Ann (L),
et on particulier dim (Ann (L)) =n=1dimE

Proposition. (0, L) une polarisation réelle sur E. Alors toute base
wl, ... w" de annulateur Ann (L) de L, peut étre complétée en une base
wh oW W™ de B telle que ¢

0=w' A+ .. AW
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Dém. Soient w?, ..., w" base de Ann (L), que 'on compléte en une base
wh oot oo ntde B, {ug, ..., Un, 1, ..., Up) la base de E dont la
base duale est w!,...,w™ 0t ... 0"

Il est clair que L | w! =0,...,w" =0, et on a L = Vect (v1,...,v,) .

0 s’écrit :

0= > ajAw’+ D bt an+ Y amt A,

1<i<j<n 1<i,j<n 1<i<j<n

L lagrangien = 6 (v;,vj) = 0, = les ¢;; = 0, donc 6 s’écrit

0= iwl N iaijwj + ibzﬂ?J
i=1 7> i=1

Posons w'* = <Z;L>z aijw’ + 30 bij77J> )
La famille (wl

2-forme 6 s’écrit

s w™ W w™) est une base de E* dans laquelle la

n
0= g W AW,
i=1

C.Q.F.D.

5.4.3 Endomorphisme adjoint

FE un e.v. de dim. 2n muni d’une structure symplectique 6. .

Soit u € End(FE).

Vi e E, 3 € E: (fuo@®)(t) = 6°¢t), la correspondance t — t/
permet de définir une application de v! : E — E :Vt.z € E, on ait :

0(t,u(z)) = 0(ul (t), x).

On déduit que Yu,v € End(E) on a :

L 0(t,u(z)) = 0(ul'(t),r) Vt,x € E,

2. u! linéaire,

3. (u+v)t =ul +07 | ()T =T,
4. (wov)' =vlou® | W'T=u |, (idg)! =idg,

5.si u€ GL(E) alors u’ € GL(E) et l'ona (u)™' = (u™H)7T.

u! appelé endomorphisme adjoint de w .
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5.5 Les groupes S, (F,0) et Sp(1,n: E)

FE un e.v. de dim. 2n sur K, muni d’une structure symplectique 6.
On sait qu’il 3 une base ey, €],..., ey, e, de E : par rapport a sa base

duale el e’t, ... e ", 0 sécrit :

0=c' Nl + ...+ ne,

u € End (E) symplectique<—> u*0 = 0,
et donc,
u " = (u'0)" = 6"

On déduit :
wel Autet AL AW Aure = e AP AL AT A ™,
Conséquence
detu =1,

en particulier u inversible. on a donc montré la :
Proposition. u conserve §# = u est inversible, de plus :

uT =y L

Dém. On a:

0 (x,y) =0 (u(x),u(y) =0 (u" (u(x)),y), Vo.ycE

donc u! o u = idg, par suite v’ =u"'. WA
u € GL (F) est symplectique<=Vz, y € E, §(u(z),u(y)) = 0(x,y).

T

Sp(E,0) = {u € GL(E) | u*0 = 0}

est un sous groupe de GL (FE), appelé groupe symplectique de (E,0) ).
Ordonnons la base symplectique comme suit :

/ / /
B, = (el,eg,...,en,el,ez,...en),

et dans ces notations on a :

o I,
M(e,%s)_J_<_In 0 )

Pa suite, si U = M (u,B;), alors

‘UJU = J.
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Notons par Sp (n,K) le groupe des matrices symplectiques de E par .rapport
B,. Ainsi, une matrice carrée

A C

B D)’

avec A, B,C, D € M (n x n.K), est dans le groupe Sp (n,K) <
1. tAD — 'BC = I,
2. AB et 'CD symétriques.

Soit maintenant (6, L) une polarisation réelle sur E. 3B, = (e1,...epn,€],...,€})
base de E :siel,... e el ..., €™, est sa base duale, alors :

(a) L ="Vect(er,...en).

() O=el Nt +...+er A
Un automorphisme v de E conserve (0, L) si :
1. u*0 =90,
2. u(L) = L.

Les automorphismes de FE qui conservent (0, L) forment un sous groupe
de Sp(E,0), noté Sp(1,n; E) et appelé groupe 1—symplectique.

Sp (1,n;K) = {M (u,Bs) |u€p(l,n; E)}

Ainsi, sont les matrices du type :

Sp(1,mK) = {(6‘ g)efm(Zn,K)

tC D symétrique, 'AD = I,,},

Ainsi, le groupe Sp (1,n;K) est formé des matrices du type :

A C
Sp(1,m;K) = {< 0 tA-l ) € M (2n,K)
tot (A_l) symétrique}.
Proposition. Les automorphismes symplectiques (resp.1-symplectiques)
transforment les s.e.t.i. (resp. s.e.l. ) en s.e.t.i. (resp. s.e.l.).
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Dém. Soient o € Sp(E,0) et L uns.e.t.i.. On a
0(o(z),0(y)) =0(z,y) =0, Vz,y € E

= o(L) est t.i.
Suppose L lagrangien. Or dimo(L) = n = 3 dim E, donc o(L) lagrangien.
|

Proposition. L un s.e.l., My un s.e.t.i. de FE supplémentaire & L.
Alors dM s.e.l. de E, supplémentaire a L et contenant M .

Dém. Soit M un élément maximal de ’ensemble des sous-espaces to-
tament isotropes de F transverses & L contenant My. Alors M est un
sous-espace lagrangien. H

5.6 VARIETES SYMPLECTIQUES

5.6.1 Structures symplectiques

Variété symplectique : (M, 0) dans lequel M v.d. dim M = 2n, 0 €

N (M) :
1. 0 fermée : df =0,
2. 0 non dégénérée : (VX e X(M))(1(X)0=0= X =0).
Ainsi,
L ¢:X(M) — A\, (M), X —i(X)0 estunisomorphisme de § (M) —module.
2. (T;M,0,;) est un e.v. symplectique

3. M orientable (orienté par : ™)

5.6.2 Exemples

1. Structure symplectique standard sur R?"
0 =dx' Ndy' + -+ da"™ A dy"

(a:l, oyt ,y”) S.C. cartésiennes de R?".

2. Variétés de dimension 2 (surface) : M orientable = M sym-
plectique.

3. Produit de variétés symplectiques :

(My,07) et (Ms,02) deux v.s.
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p1: My X My — My et py : My x My — M> les projections can. Alors
0 = p}0" + pso? VL g1 1 62
est une s.s. sur M7 x M.

5.6.3 Forme de Liouville sur un fibré cotangent 7*B

B une v.d. de dim. n, T*B son fibré cotangent.
7:T*B — B,u=(z,w,) — 2

la proj. can.
On définit A € A, (M) par :

Au (Xu) = Wy (d7r7r(u) (Xu)) ,

Vu = (z,w,) € T*B et X,, € T,,(T*B) , X est appelée forme de Liouville
du fibré cotangent T*B.
Rappelons que si (U, = (xl, e ,x”)) un S.C.L.
(U=n"1(U),®) défini par :

P (zws) — (a1 ()52 (2),p1(2) 5, (2))

avec w, = Zpidxi et z € U, est un S.C.L. sur U. Localement sur U, tout

X € X (U) s'écrit :
i 0 i 0
x=> :“axi+§ :bapi

et donc,
; 0
dﬂ'ﬂ(u) (Xu) = E a aa:l

par suite,

A (Xu) = w. (A7) (Xu)) = w2 <Z a' 82%) => ad'pi

par conséquent,

A= Zpida:i

0 =d\=>_dpAda'.

Pose

On voit donc que # est une structure symplectique sur T* B, appelée struc-
ture symplectique canonique.



156 CHAPITRE 5. DISTRIBUTIONS. NOTION DE FEUILLETAGE

5.6.4 Sous variétés d’une variété symplectique

Soient (M, 0) une v.s. et N une s.v.s. de M.

1. N est une s.v. symplectique (ou non isotrope) de M si, Vx € N, T, N
est un s.e.v. symplectique de (T, M, 0,)

2. N est isotrope siVx € N, T, N est un s.e.v. isotrope de (1T, M,0,).

3. N est totalement isotrope si Vx € N, T.N est un s.e.v. totalement
isotrope de (T, M,0,) .

4. N est coisotrope siVx € N, T, N est un s.e.v. coisotrope de (T,,M,6,).
5. N est lagrangienne si Vo € N, T, N est un s.e.v. lagrangien (T, M, 0,,).

6. Un feuilletage § de M est dit lagrangien, si toute feuille de § est une
sous variété lagrangienne de M.

Définition. dim M paire 2n. On appelle polarisation réelle un (6, F) :
0 symplectique et § est un feuilletage lagrangien.

Exemple.

On considére T* B muni de la structure symplectique canonique 6 = dA,
A étant la forme de Liouville de T*B. Alors le feuilletage §, défini par la
submersion 7 est lagrangien. par suite le couple (6,F) est une polarisation
réelle.

5.6.5 Systémes hamiltoniens

Soient (M, 0) une v.s.
Un champ de vecteurs X sur M est appelé automorphisme .
Soit X € X (M). Les pptés suivantes sont équivqlentes :

1. Au voisinage de chaque point, le flot local ¢, de X est un symplecto-
morphisme de 'ouvert ol il est défini sur son image,

2. Lx0 =0, (dérivé de Lie suivant X)
3. i(X)0 fermée.

Dém.

La relation Lx6 = i(X)df + di (X) 0 = di(X) 60 montre que (2) et (3)
sont équivalentes.

Montrons (1) = (2)
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Suppose que le flot local ¢, de X est un symplectomorphisme, donc
©r0 =10
par conséquent,

6100 _ d(h)

Lx0 = Jim == a O=0
Réciproquement, si
d (¢70)
L = =
(Lx0) =~ (0) =0,
alors 4(416)
S (1) = i (Lx6) =0,

par suite (¢;6), constante . d’ou

(#;0), = (#00), = bz

par suite,
©i0 =0

ce qui montre que ¢, est un symplectomorphisme V¢.

Définition. X € X (M) est appelé systeme localement hamiltonien s’il
vérifie I'une des pptés équivalentes de la propo. précédente. On dit aussi
que X est un automorphisme infinitésimal pour 6.

On dit que X est un champ hamiltonien si la forme de Pfaff ¢ (X) 0 est
exacte, i.e. si dH : M — R différentiable t.q.

i (X)0 = —dH

H est appelée application hamiltonienne ot hamiltonien.

La dualité ( : X (M) — A; (M), X — i(X)0, permet d’associer &
toute application différentiable H : M — R, un unique champ hamiltonien
X, dit associé a H, t.q.

i (Xp)0=—dH.

Expression locale dans 7™ B muni de le forme symplectique canonique
0 = dA.

Plagons nous dans un S.C. (ﬁ,:pl, e x™ P, .pn) de T*B.

Soit H : T*B — R, un hamiltonien et X le champ hamiltonien associé

i(Xy)0 = —dH.
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Par rapport & ce S.C. 0 et dH s’écrivent :

0 =d\=> dpAda'

et
OH . OH
dH = -dx’ dp;
S (G’ + o)
L’équation différentielle des courbes intégrales de Xy s’écrit :
do
— =X t

donc, dans ces coordonnées on a :

dz! _ OH
dt — Op;

dpi _ _0oH
dt — Ozt

Ces équations sont appelées équations de Hamilton.

5.6.6 Crochet de Poisson

Proposition. Soient H, K deux hamiltonien et Xpg, Xx les champs
hamiltoniens associés. Le crochet [Xp,Yx] est un Champ hamiltonien.
Plus précisément ’application

{H,K} = 0(Xu, Xk)

satisfait [Xy, Xx] = Xg x}. De plus (C*°(M),{ , }) est une algébre de Lie
de dimension infinie.
Dém.

Z([XHaXK])G = [EXH7i(XK)]9
—d(0(Xp, Xk)) = —d{H,K}.

Il est clair que {H,K} = —{K,H}.
Pour l'identité de Jacobi on a :

0 =df( Xy, Xk,X1)
=Xy (0(Xk,X1)) — Xk (0(Xu,X1))
+X1(0( Xy, XH)) —0([ X, Y1), XK)
+0 ([ Xu,Yk], X) — 0([ X1, Yr], XH),
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or,

X (0(Xk,X1) = —Xg({K,L})=-d{K, L} (Xp)
= i (Xr,ry) 0(Xn) = =0 (Xu, X(x,1y)
= {Hv{K7L}}

et,
0([Xm,Ye], Xk) =0 (Xqmry Xk) ={K,{H,L}},
d’ou
0 = do(Xuy,Xk,X1)
= {HAK, L}} —{K,{H,L}} +{L,{H, K}}
—{K,{H,L}} +{L,{H,K}} —{H{L,K}}

= 2({HAK L} +{K {L,H}} +{L,{H K}}),

ce qui montre l'identité de Jacobi.

{H{K,L}} +{K,{L,H}} +{L,{H,K}} =0.

Expression locale du crochet de Poisson dans les coordonnées
canoniques de T*B. Dans un S.C. (U,a:i, pj) de T*B la forme 6 s’écrit

0=> dp;Ada’
et donc, VH, K € C* (T*B), on a :

O0H 0K O0OH 0K
5.6.7 Variétés de Poisson

M v.d.
déf: Clest (C*(M),{.}): (H,K)— {H.K}. C®(M)xC>®(M)—
C*® (M), app. R—bilinéaire vérifiant :

1. {HK}=—-{K.H},
2. Jacobi: {H,{K,L}} +{K,{L,H}} +{L,K{H,K}}=0.
Leibniz :

{H KL} = {HKYL+K{H,L}.
(HK,L} = {HILYK+H{K,L}.

Exemple
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1. (M,0) v.s. Pour
{H, K} =0 (X, Xk) -

On a donc,
{H,K} = (i(Xn)0) (XK) = — (i (Xk)0) (Xn)
=Xk (H) = Xp (K).
par suite,

{H, KL} =Xy (KL) = Xy (K)L + KXy (L),
—{HK}L+ K {H,L}

{HK,L} = - X, (HK) = - X, (H)K — HX[, (K)
—{HL}K + H{K,L}

D’ou Leibniz, par suite (C*° (M), {.}) définit une str. de Poisson sur
M.

2. (G,[,]) alg. de lie de dim. finie. G* e. dual de G.

En partant de la différentielle de Gateaux, ou différentielle faible, de
H :G* — R en un point = € G* est application dH, : G* — R telle que
pour tout ©w € G* on a :

H —H

bien entendu dH, € G** =~ G et (,) dénote la mise en dualité (produit
scalaire naturel) G x G* — R.

1. Pour H K € C*® (G*,R), z € G*, on a:
dH,,dK, € G =G

Pose
{H,K} (z) = (z,[dH, dK,]) .

L’app. {,} est bil. anti-symétrique, et vérifie Leibniz
d(HK), = H (z) dK, + K (z) dH,,

vérifions Jacobi.
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D’abord, on a :
ady : G — G, adxY =[X,Y], VX, Y €g
et:

ady : G* — G*, (ad%z,Y) = —(x,adxY)
- <.’L‘, [Y7X]> , VX, Y € g7 Vo e g*.

On déduit
d{H,K} (z)(y) = (y,[dH,,dK,]) + (z, [d*H, (y) ,dK,])
+ (z, [dHI,d2K () ]>
= (y, [de,dK + dK x,d’H, (y )>
- <addH z, 2K, (y > y, [dH,, dK,)))
+< (addK $)>

= (v, @Ky (adjy, @)

pose
X=dH,, Y=dK, et Z=dL,,
on a donc,
d{H, K} (z) = [X,Y] + d*H, (ad}z) — d*°K,, (ad’z),
on déduit
{{H, K}, L} (z) = 2 ,h {H, ]K}]> z])
+(x, [ H, (adgy, 7) , dLy] )
— <:v, [ z (ad ) de]>
et comme,

{{H, K}, L} (z) + {K, L}, H} (2)
+{{L H}, K} (2)

= (z, HX7 Y] 7Z]> + (z, HK Z] , X1)

+ (@, [[2,X],Y])

+{(z, [d*H, (ady2) , Z]) — (z, [A° K, (adk ), Z])
(z, [d*K, (adyz), X]) — (z, [d*H, (adyz), X])
(z, [d2L (adxz),Y]) — (=, [d H, (adyz),Y])

161
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et
(z, [dz (adyx),Z]) — (=, [d2 (adyz),Y])
= (adyw, d’H, (ad}-x) ) — <ady,d H, (adyx))
= d’H, (ad}z, adyz) — d*H, (adyz, adirz) = 0,
conséquence

{{H,K},L} +{{K,L} ,H} +{{L,H} ,K} =0

Ainsi, G* posséde une structure naturelle de variété de Poisson, appelée
structure de Poisson de Kirillov de G*.

Un 2—cocycle symplectique de G est une forme bilinéaire 0 : G x G —

G:
(a) 0(X,Y) = —0(Y, X)
(b) 6([X,Y],2)+0([Y,Z],X)+60([Z,X],Y)=0
Pour (H, K) € C® (G*) et x € G* pose
{H, K} (z) = (¢, [dHy, dK,]) — 0 (dH,, dK,).

Exercice : {H, K }(9) structure de Poisson, appelée structure de Lie
Poisson associée au cocycle 6.

Soit M une v. de Poisson.
VH, l'application

K+—{H,K},C* (M) — C>* (M)
est une dérivation (Leibniz), donc 3 Xy € X (M) t.q.
Xpr (K) = {H, K} = — Xy (H).

Xp est appelé champ hamiltonien associé & H. La relation de Jacobi peut
s’écrire :

{{H7 K}’L} = {H7 {K7 L}} - {K7 {H7 L}}7
soit

Xmry (L) = Xp (Xk (L) — Xk (Xn (L))
d’ou

Xiaxy = [Xu, Xk].
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Proposition. (M, 0) une v.s., N une sous variété de M et i : N — M
I’injection canonique t.q. la forme induite 05 = ¢*0 soit de rang constant.
Alors la distribution

z— A0y (z)) = TuN N (TuN)*

est complétement intégrable sur V.
Dém. On a:

A(Oy) = TN N (TN)* sous-fibré de TN
et soient X,Y €' (A (0n)) =T (TNO (TN)J‘> .Ona:

i([X,Y])On =[Lx,iv]On
= LxiyOny —iyLx0On
= —iy (ixdaN +dz’X9N) =0,

par suite, [X,Y] € T'(A(fn)), donc cette distribution est involutive, et
par conséquent, elle est complétement intégrable d’aprés le théoréme de
Frobénius. W

Proposition. Les hypothéses et notations étant celles de la proposition
précédente. On suppose de plus qu’il existe

m: N — B, submersion surjective

telle que les fibres soient les sous variétés intégrales de la distribution

z— A(On (x)).
Alors il existe une forme symplectique g sur B telle que :

Oy =7*0p =1i"0.

Dém. Si 0p existe alors VZ € B,VX,Y € TzB
05 () (X,Y) =0y (z) (X,Y)

pour tous z € 71 (Z), X,Y € TuN t.q. dr,(X) = X et dr, (Y) =Y.
Donc si 0p existe, alors elle est unique.

Montrons lexistence de #pg. Il suffit de montrer que

On () (X,Y)
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ne dépend pas de & dans 7~ (Z) , nide X € (dm,) " (X)etY € (dmy) ™ (V).
Si X, X' e (dr,)™" (X)etY € (dmy) ™ (Y), alors

X —X ekerdr, = A0y (z)),
par suite,
Oy () (X - X’,Y) —0,
soit,

Oy (2) (X,Y) = Oy (2) (X’, Y) .

Le méme raisonnement montre que si Y, Y’ € (d7r$)_1 (7) , alors
O (z) (X/,Y> = Oy () (X', Y’) ,

donc,
Oy (2) (X,Y) = Oy (2) (X’, Y’) .

Soit z,2’ € m~!(Z), puisque 7! (Z) est connexe, alors il existe un ouvert
U de N contenant z et 2/, Z € X (U) t.q. Z appartenant a la distribution
x — A0y (z)) et z,2' soient dans la méme courbe intégrale Z. Notons
par ¢, (z) le flot local de Z.

s t.q. s (x) =2

Soient X,Y € T, N, vérifiant

dry (X) =X et dr, (Y) =Y.
Posons
X' =d(p,), (X) et Y =d(p,), (V)

Comme Z est une section de la distribution x —— A (fxy (z)), chaque
courbe intégrale de ce champ est complétement contenue dans une feuille du
feuilletage associé & cette distribution, donc

7ro<p527r7

par suite
dry (X') = dry (d(p,), (X)) =drp (X) =X

et
dry (Y') = dry (d (), (V) =dr, (Y) =Y
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On (') (X, Y') = On(ps (@) (d(py), (X),d(ps), (V)
= (¢sbn) (2) (X,Y),
et comme d
T (prOn) = pi (LzON) =0

Lz0n =i(Z)dON +di(Z) 0N
puisque dy =0 et Z € kerdm = A (). On a donc,
80;5‘(0]\7 — 0]\/7
par suite
On (2) (X7,Y") = 0w (2) (X, Y),
Ce qui montre 'existence et 'unicité de 6p.
L’espace
T-B identi gcation T.N .
kerdrn, = T,NN (T,N)~ = A(0n)

La définition de g et de la construction de la structure d’esp. vect.. sym-
plectique quotient étudié dans la partie linéaire montre que 0p est de rang
constant = dim B.
Enfin,
ﬂ'*d@B = d?T*QB = dQN =0

ce qui montre dfg = 0 car 7w étant une submersion, 7* injective. W
Proposition. Les hypothéses et notations étamt celles de la proposition
précédente. Soit H : M — R différentiable t.q.

Ve € N, Xy (z) € T,N

JH:B —R unique t.q. R
H\N =Hom

De plus, Xy et X sont m—reliés :
TeXH = Xg oT.

Dém. Puisque Vz € N, Xy () € T, N, alors

dH (z) € ((TIN)L>O,
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donc dH (z) = 0 sur
TN N (T,N)* =kerdr, =T, (7r_1 (m(2))),

donc H est constante sur les fibres de la submersion m, par suite il existe
H : B — R différentiable t.q.

H‘N:ﬁloﬂ':ﬂ'*<f‘\[).

On a donc
705 = Oy et d (Hyy) = dr* () ==* (ail).
on déduit
(i (dme (X)) 08) = —i (Xgy) Oy = —d (Hy)

— = (afl) =7 (i (X5) 0n)
m étant une submersion, 7* injective et p non dégénérée donc

Vo € N, dry (Xp (z)) = Xg (m (2)) .

5.6.8 Propriétés des variétés de Poisson

Soit M une variété de Poisson .
{,} le crochet de Poisson
Pour H € C*® (M), on pose

Xy ={H,.}.
La relation de Jacobi donne
{{FaG}aH} = {F7{GaH}}_{G7{F>H}}

par suite,
Xiray = [Xr, Xql.
La relation

{H,K} = Xpg(K)=(dK,Xn)
= _XK(H):_<dH>XK>



5.6. VARIETES SYMPLECTIQUES 167

montre que pour chaque z € M, la valeur de {H, K} (z) ne dépend que
des valeurs en = de dH (x) et de dK (x), cette dépendance est bilinéaire
antisymétrique, donc il existe une application bilinéaire antisymétrique

P,:T:MxTrM — R
t.q.
{H,K} (z) = P, (dH (z) ,dK (x)).

Par rapport & un systéme de coordonnées locales (:EZ) défini dans un voisi-
nage de x on a o ' ‘ -
{z',27} (z) = P, (da',da’) = P

Une variété de Poisson peut étre définie par un bivecteur P tel que ’espace
C> (M) muni du crochet

{H,K} = P (dH,dK)

est une algebre de Lie.
On peut associer a P un morphisme de fibrés vectoriels

P:T"M — TM,
ou encore une application linéaire antisymétrique
D: /\1 (M) — X (M)

tel que

Ainsi
Xg={H,.} =P(dH,.)=P(dH).
(M, P) V. de Poisson
Ve € M,
Espace caractéristique en x

Champ de caractéristique
C=P(T"M)

Morphisme de variété de Poisson
(M, P1) et (Ms, Py) deux V. de Poisson
@ : M1 — M5 morphisme de V.D.
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0 est un morphisme de variété de Poisson si
{QD*Hv (p*K}l = 90* {H7 K}2
soit,

dp, Py (z) = Py (¢ (2)) .

5.6.9 Quotient d’une variété symplectique ou de Poisson

EEV., dimFE < oo,
E* espace dual.
P: E* x B* — R forme bilinéaire.
P l'application linéaire

P.E* - E

définie par

Soit C =P (E*) =ImP et
0c:Cx(C—R

définie par
Oc (u,v) = P («, )

otu=2P(a)etv=P(f).
Proposition. (C,0¢) est un e.v symplectique et VF sev de E,

P (Ann (F)) = (FNC)*
Dém. ¢ est bien définie. Soient v, 3,0/, 3 € E* t.q.
u=P(a) =B (d) ctv=PE(3) =P (F)
alors

P(a,f) = P(a
= Efa ’) )=~ (o)
= —2(#) (@) =P(.7),

donc O¢ est bien définie. 0 antisymétrique.
Soit u € C' t.q. i (u)Oc = 0. Pose u =P (a). On a

P(a)(B)=0Vp e E*
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donc (u, 8) =0 VS € E*, par suite u = 0. Et donc ¢ est non dégénérée.
(C,0¢c) E.V. symplectique.
Soient o € Ann (F) et ve FNC. On a
GC (B(a) 7'U) == <O[7'U> = 0’
par suite P (o) € (FNC)™*, soit,
P(Ann(F)) C (FNC)*

Réciproquement, soit u = P (a) € (F'N C)L, on a donc

Oc (P (a),v)=—{(a,v) =0, VYve FNC

par suite,
acAnn(FNC)=Ann(F)+ Ann (C).
Or
Ann (C) = Ann (P (E*)) = ker P
donc

a= a1+ ag avec oy € Ann (F), ag € ker P;

par conséquent,
u=P ()€ P (Ann (F)),

ce qui montre que
(FNC)™ C P (Ann(F)),
d’ou
(FNC)*t =P (Ann (F)).
C.QF.D _ N N
Proposition. Soit £ = %, 7: E — Elasurj. can. 'n : E* — E*, la
transposée de , ! est injective et I’'on a :

tn (E’*) = Ann (F).

On définit une forme bilinéaire antisymétrique,

P:E*xE* R

définie par :

P(a,B) =P (r(),!'7(8)), a,B € E.
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Alors _
ker P = (Po t7r)71 (Fﬂ Cn(Fn C)J‘>

Dém. kerm = F et 7 surj. = !m est injective et Im' 7 = AnnF (cf

cours MP2).
Soient o, 3 € E*. On a :

d’ou

par suite

a € keI‘E<:>(7TO£Ot7T)<C¥):O
— (Bo t7r) (o) € F,

or, 1 () € Ann (F), donc
(Po 'r)(a) € P(Ann (F)) = (FNC)*,
d’une part, et d’autre part on a toujours
(Bo'7)(a) €C,
ce qui montre que
ker P = (Po tw)fl ((Fﬂ C)Nn(Fn C)L> .

Corollaire. On a :

1. 7 ((F N C)l) —p (E) :

2. rangP = dim C — dim (F N C) — dim ((F NC)N(FN C)L> .

Dém. On a:

Im'‘r = ‘'x (E*) = Ann (F)
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Bien entendu P <E‘*> = <(F N C)l) , et
ker 7 proyr = 0 (FNC)*,

et comme (FNC)" c Cona
ker 7yt = (FNC)N(FNC)*T

et donc B
rangP = dim (F N C)* —dim (FNC)N(FNC)*,

soit
rangP = dimC — dim (FNC) —dim (FNC)N(FNC)-. M
Cas particulier. Si (F,0) est un e.v.s. alors C = E et ¢ = 6, et donc,
rangﬁ =dim F — dim F' — dim (F N FJ‘) .

Fonctions basiques

Soit (M, §) V. feuilletée, f € C*° (M) est dite basique pour § si, VY €
T(3), Y(f) =0, ceci est équivaut a f est cste sur chaque feuille de §.

On note par B(M,F) = {fonctions basiques pour F}

B(M,F) sous-anneau de C* (M) et C* (M) est un B(M,F)—module.

Un X € X (M) est dit feuilleté (ou un automorphisme infinitésimal) pour
3§, si au voisinage de chaque point de M, le flot local (¢,) associé a X
laisse invariant le feuilletage.
£(M,F) = {champs de vecteurs feuilletés pour §}.

Proposition. (M, P) V. de Poisson et 7 : M — B une submersion
surjective . On a I’équivalence :

[t|<e

1. VH,K € C*(B),Yoe B, {Hom Ko ﬂ}lﬂ,l(b) est constante,

2. 1l existe une structure de Poisson sur B pour laquelle 7 est un mor-
phisme de variétés de Poisson..

Les propriétés ci dessus sont satisfaites lorsque les 71 (b), b € B sont
connexes et qu’au voisinage de chaque point de M, kerdr est localement
engendrée par des systémes hamiltoniens.

Dém.

L’application

H+—— Hoxm de C*® (B) dans B(M7S(7r))
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est un isomorphisme d’E.V.
Si la ppté 2 est satisfaite alors

{Hom, Kon}y, ={H,K}gom,

ce qui montre ’assertion 1.
Réciproquement si Vb € B, {H om, K o ﬂ}lﬂ,l(b) est constante, on définit

{H,K}5(b)={Hom Kon}, (x)

pour tout z € 71 (b) . Il est clair que {H, K} 5 est une structure de Poisson
pour laquelle 7 est un morphisme de V. de Poisson. D’ou 1 implique 2.

Supposons que les fibres 7! (b) ,b € B, sont connexes, et qu’au voisinage
de chaque point de M, kerdn est localement engendrée par des systémes
hamiltoniens. c’est dire que pour tout zo € M, Uy € O (x0) , (H;);c;, Hi €
C> (Uy) t.q. Yz € U,

kerdr, = Vect{Xp, (z) | i€ I}.
Soit donc H, K € C*° (B). Pour tout i € I on a :

i(Xp,)d{Hom,Kon} = {H;,{Hom,Kom}}
= {{H,Korn},Horn}+{Komn{H;,Kor}}
= {i(Xg,)d(Kon),Hon}+{Komi(Xpg,)d(Hom)}
= 0

car Hor, Ko sont constantes sur les fibres de 7, par suite, les {H o m, K o7}
sont localement constantes sur les fibres qui sont connexes, donc les { H o w, K o 7}
sont localement constantes sur les fibres, ce qui montre que ’assertionassertionassetion
1 est satisfaite. W

Remarque.

Dans les hypothéses et notations de la proposition précédente, on a :

rangP = rangP — dim (ker dr, N C (z))
— dim (ker dr, N C (2)) N (ker dm, N C ()™

Proposition (P. Libermann). Soit (M, ) une V.S. muni d’un sous fibré
intégrable de TM. On dénote par § le feuilletage défini par le sous fibré E.
Les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. VH,K € B(M,75), le crochet de Poisson {H, K} € B(M,5),
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2. E' est un sous fibré intégrable de T'M.

Lorsque ces conditions sont satisfaites, les sous fibrés intégrables E et
E* sont dits symlectiquement complets.

Lorsque le feuilletage est simple, i.e. défini par une submersion 7 :
M — B, alors § est symplectiquement complet si et seulement si, il existe
sur B une structure de Poisson telle que 7 soit un morphisme de variétés de
Poisson. Dans ces condutions, la structure de Poisson sur B pour laquelle
7 est un morphisme de Poisson est unique

Dém.
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Chapitre 6

Espaces fibrés

6.1 Espace fibré localement trivial

Un fibré localement trivial de base M et de fibre F' est un quadruplet
(P,M,7,F) ou P, M et F sont des espaces topologiques, 7 est une ap-
plication continue surjective de P dans M, appelée projection, satisfaisant
la proriété suivante: pour tout point x de M, il existe un voisinage U de
x et un homéomorphisme ¢ : 771 (U) — U x F tel que po ¢ = m, oil p
désigne la projection canonique de U x F' dans U.

On dit que:

P est 'espace total du fibré,

M est la base,

Fy = 171 (z) est la fibre au-dessus de © € M

Le couple (U, ¢) est appelé carte du fibré. Si (U, ¢) et (V,7) sont deux
cartes telles que U NV # (), on peut écrire

Yoot (b, f) = (bg(b) (f)) (6.1)

ol g est une application de U NV dans le groupe des homéomorphismes
de F.
On déduit que chaque fibre est isomorphe & F.

Remarque 6.1 L’espace total P hérite des propriétés topologiques (sépara-
tion, connexité, compacité) communes o M et F'.

6.2 Fibré vectoriel

Définition 6.1 Un fibré vectoriel est la donnée d’un fibré localement trivial
(P,M, 7, F) de fibre un espace vectoriel réel de dimension finie et d’une

175
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famille (mazimale) A = (Ui, ¢;) de cartes satisfaisant la propriété suivante:
les U; forment un recouvrement ouvert de la base M et

i0¢; " (. f) = (2,95 (2) - f) (6.2)

Definition 1 pour tous x € U;NV; et f € F ou g;j est une application de
U;NV; dans GL(F).

6.3 Fibré différentiel

On se place dans le cadre de la géométrie différentielle et on remplace espace
topologique par variété, continuité par différentiabilité, ...

Définition 6.2 Un fibré (différentiel) P de base M et de fibre F est un
quintuplet (P, M,w, F, A) ot P, M, et F' sont des variétés, m est une ap-
plication différentiable surjective de P dans M, appelée projection, et A est
une collection (E =711 (U;) ,(bl-), appelée atlas du fibré, satisfaisant cer-
taines propriétés. Les U; forment un recouvrement ouvert de la base M, les
@;, appelées trivialisations locales, sont des difféomorphismes (globaux) de
U, = 7= Y(U;) dans U; x F tel que po ¢, = m, ot p désigne la projection
canonique de U; X F dans U;. Enfin, et c’est le point essentiel, F' est munie
d’une certaine structure algébrique et les changements de carte ¢;o0 (bj_l sont
des isomorphismes de cette structure algébrique.

Les changements de cartes sont appelés fonctions de transition du fibré.

Si F' est un espace discret, on obtient le cas intéressant de la structure
dite de revétement. Si F' est un espace vectoriel, on obtient la structure de
fibré vectoriel. Si F' est un groupe de Lie, on obtient la structure de fibré
principal. Ce dernier fera ’objet des paragraphes suivants.

6.4 Espaces fibrés principaux

Définition 6.3 Un fibré (différentiel) principal P de base M et de fibre G
est un quintuplet (P, M,w,G,A) ou P et M sont des variétés, G est un
groupe de Lie, w est une application différentiable surjective de P dans M,
appelée projection, et A est une collection (E =71 (Uy) ,d)i), appelée atlas
du fibré, satisfaisant certaines propriétés. Les U; forment un recouvrement
ouvert de la base M, les ¢;, appelées trivialisations locales, sont des difféo-
morphismes (globauz) de U; = 7= (U;) dans U; x G tel que po ¢; =, ot p
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désigne la projection canonique de U; X F' dans U;. Enfin, les changements
de cartes ¢;o qS;l sont des isomorphismes de G de la forme

¢; 095" (2, 9) = (2,95 (2) - 9) (6.3)

Aux changements de carte ¢;o0 cb;l sont donc associées des fonctions de
transition g;; de U; NU; dans G' qui agissent par multiplication a gauche sur
la fibre.

Posons

¢; " (u) = (2, 9:) (6.4)
(2.91) = 60 67 (2.95) = (.91 (x) - 97)
donc g; = gi; (z) - g; pour tout x € U; NV}
On peut alors définir une action a droite de G sur M, u — ug, (on la
notera R ultérieurement) par les formules (u € 71 (z)):

¢; (ug) = (z,9:9) (6.5)

ug = ¢; " (z,959) = ¢, (w g5 (@) 9i9> = ¢; " (2, 9i9)

Cette action & droite est donc intrinseque (elle ne dépend pas de la
trivialisation locale utilisée), elle est libre (le stabilisateur de tout point
se réduit & l'identité) et transitive (il n’existe qu’une seule orbite) et les
éléments v de la fibre Gy, = 7! (7 (u)) passant par v s’écrivent de facon
unique sous la forme v = ug, g € G (ses orbites sont les fibres)

Exemple 6.1 :Le fibré des repéres linéaires:

L’exemple suivant est fondamental; il est & l'origine de toute la théorie
des espaces fibrés. Il fournit de plus un bon support & notre intuition
géométrique surtout quand on s’inétresse des espaces fibrés principaux. On
consideére:

e Un élément quelconque u € P comme étant un repére en © € M.
e Le groupe G comme étant un groupe de transformations de repéres.
e Une section locale o comme étant un repére mobile dans l'ouvert U.

e Les fonctions de transition g;; comme décrivant les changements de
reperes.
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Soit M une variété différentiable de dimension n. Un repére v en x € M
est la donnée de n vecteurs indépendants de T, M (autrement dit la donnée
d’un isomorphisme d’espaces vectoriels u : IR"™ — T, M) .

Notons G, ’ensemble de tous les repéres en x et posons P = UMGI.
S

Soit 7 Papplication qui & tout repére centré en x associe 'origine x elle
méme.

Soit (U;, ;) une carte de 'atlas définissant M. On définit ¢, : 71 (U;) —
U; x GL (n) par:

61 (1) = (7 (W), d (91) 5 0 1) (6.6)

Posons
6; () = (7 (), d (¢;) ) o) = (@,9) (6.7)
¢i005 " (2,9) = <37= A (@) r(uy © u) = (957 d (%‘ ° SOJ-_I>

(z, 9ij (z)-9)

p;om(u)

gij (z) =d (soi o ¢;1>¢_W(u) (6.8)

désignent les fonctions de transition.

Ainsi P est un fibré principal sur M de groupe structural GL (n) appelé
fibré des repeéres linéaires (“frame bundle” en anglais) sur M et noté L (M)
ou FFM.

6.4.1 Homomorphisme de fibrés principaux

Un homomorphisme ( respectivement isomorphisme) de fibrés principaux
(P, M, ) et (P,, M /,77/), de fibres éventuellement distinctes, est la donnée

d’un couple (H,h) d’applications différentiables (respectivement de difféo-
morphismes) H: P — P et h: M — M tel que ® o H =hom

Notons qu’un tel morphisme est compatible avec les projections, donc
envoie des fibres en fibres.

6.4.2 Fibré trivialisable
Définition 6.4 Un fibré principal (P, M,n,G) est dit trivialisable s’il est

isomorphe & un fibré trivial.

Choisissons une famille de sections locales o; : U; — P. Un tel choix
nous permet de définir des trivialisations locales:

od (Soj)ﬂ(u) © u) =
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;" (u) = (z,9: (u)) (6.9)

ouz =7 (u) et g; (u) est 'unique élément de G tel que u = o; (x) - g; (u).
les sections locales o; et o sonr reliés dans leurs domaines de définition
par la relation

oj(z) =0 (z) gij (2) (6.10)
les fonctions g; et g; sont reli¢es par la relation
gi (u) = gij (7 (u)) gj (u) (6.11)

Théoréme 6.1 Un fibré principal est trivialisable si et seulement il admet
une section globale.

6.4.3 Espace vertical et connexion

Soit (P, M,w,G) un fibré principal de base M. Soit G l'algebre de Lie de
G. En tout point u de P, la fibre G, = 77! (7 (u)) passant par u est une
sous-variété de P isomorphe a G. L’espace T, P tangent a P en u admet
un sous-espace canonique “vertical” (a l'aide de I'identification naturelle qui
fait que l’espace tangent & une sous-variété est un sous-espace de ’espace
tangent général).

Notons V,, P I'espace vertical (par abus d’écriture on écrira parfois V,,)

Pour tout A € G, les courbes uet4 habitent dans la fibre G, leurs
vecteurs tangents sont donc des éléments de V.

Posons

. d
A* (u) = p |10 ue (6.12)

La correspondance u —— A* (u) définit un champ de vecteurs dit champ
fondamental et I’on montre (voir Helgason) que V,, est engendré par les
vecteurs fondamentaux.

Par contre, il n’existe pas de maniére canonique de choisir, pour chaque
u, un supplémentaire H, de V, dans T P. Une connexion est une facon de
faire un tel choix.

Notion de connexion

Intuitivement, un vecteur de l’espace tangent T, P est un déplacement in-
fintésimal d’un repére; ceci peut s’analyser & l'aide de deux mouvements
différents (“supplémentaires”): on peut faire tourner le repére sans bouger
lorigine (des déplacements verticaux du point u qui correspondent & des
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mouvement de u dans sa fibre) mais on peut également déplacer 1’origine du
repére (des déplacements horizontaux) (et on peut faire les deux). L’espace
vertical est donc canoniquement défini par des déplacements infinitésimaux
du repére u qui n’entrainent aucun déplacement de l'origine z: on fait
tourner le repére grace a un ¢élément du groupe GL (n).

On souhaite également disposer d’un moyen d’assujetir le déplacement
d’un repére choisi lorsqu’on fait bouger ’origine dans la base.

Autrement dit nous souhaitons disposer d’une méthode nous permettant
d’associer & tout chemin allant d’'un point z & un point y dans la base
et & tout repére au point x un certain chemin dans l’espace de repéres
(transporter son repére avec soi)

Choisir une telle méthode ne se fait pas canoniquement et revient &
choisir ce qu’on appelle “connexion” dans le fibré des repéres linéaires.

Définition 6.5 Une connexion sur un fibré principal (P, M, 7, G) est la
donnée sur P d’un champ de sous-espaces vectoriels H : w+— H, C T,,P
satifaisant les propriétés suivantes:

Definition 2 1. H, est supplémentaire a V,, dans l’espace tangent: T,,P =
Vu® Hy

2. H, est invariant par l'action du groupe: Hy,y = Ry« H,, pour tousu € P
etge G

3. L’application uw — H,, est différentiable
Les vecteurs de H,, sont dits horizontauz.

La condition 2 signifie que tout champ de vecteurs tangent X € T, P
s’écrit de maniére unique:

X =o'X;+ X1 (6.13)
on les X; forment une base de G et X € H,
Théoréme 6.2 Soit H une connexion sur le fibré principal m: P — M.

Theorem 3 Il existe une 1-forme w sur P a valeurs dans l'algébre de Lie
G (we GT*P)telle que:

1. w(A* (u)) = A pour tout A€ G

2. Rgw = adgfu,u pour tout g € G
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w est dite la 1-forme de connexion associée a la connexion H.

Proof. On prend w (A* (u)) = A et kerw, = H,
Rappelons d’aprés la définition de la représentation ad que pour tout
AcGona

etadgA — getAg—l (614)

En dérivant cette relation en ¢ on trouve:

Ry A* = (ady—1A)" (6.15)
donc
w(RgA*) =w ((adgflA)*) =adg1A=ad; 1w (A") (6.16)
d’ou
Ryw = adgw (6.17)
ce qui s’écrit encore:
Rywug (X) = wuyg (RgeX) = adg-1wy, (X) (6.18)

pour tout X € T, P

Si 'on définit H, P comme étant le noyau de w en u, on retrouvera la
définition de connexion.

Cette définition a ’avantage de ne visiblement pas dépendre d’un atlas
particulier de P, elle est donc intrinséque (on peut d’ailleurs donner une
expresion locale de w au moyen des fonctions de tansition et des sections
locales.)

Tout fibré principal posséde une connexion: Si ();) est une partition de
I’'unité subordonnée au recouvrement ouvert de la base M, alors la forme de
Pfaff w = > (A o) (qﬁi—l)* a (o étant la forme de Maurer Cartan de G) est

2
une forme de connexion sur P.
De plus, si wg et wy sont des 1-formes de connexion sur un fibré prinicpal,
il en est de méme que t wy + (1 — ¢) wp .

Expression locale d’une forme de connexion

Le fait que tout fibré principal soit localement trivial va nous permettre de
définir la connexion non pas comme une l-forme sur P & valeurs dans G
mais comme une forme sur la base M a valeurs dans G.
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Soient (U;, ¢;) un atlas du fibré P et g;; : Uy N U; — G ses fonctions de
transition.

Soient o; une section locale définie sur 'ouvert U; et w une 1-forme de
connexion sur P.

On définit sur U; la 1-forme & valeurs dans G: A; = ow. Une telle forme
s’appelle le potentiel vecteurs associé a la connexion w par la section o;.

Notons g; la trivialisation locale associé a o;:

u=0;i(b)gi(u) et ¢; (u) = (b, gi (u)) (6.19)

Proposition 4 Etant donnés une collection (U;, 0, A;) formée d’ouverts U;
recouvrant la base, de sections locales o; : Uy — M (telles que mo o; = 1y,)
et de 1-formes A; sur U; a valeurs dans G, il existe une unique forme de
connexion sur P qui s’écrit dans Uouwvert 7= (U;) sous la forme:

w; = adg__ﬁr*Ai + Lg_—l* odg; (6.20)

ot g;* (u) = (9: (u)) ™

1. Proof. On démontre ceci:
2. w; est une forme de connexion sur 7! (U;)
* . —_— .
3. ngl = adg—le
*
4. oiw; = Ay
5. les w; coincident sur les intersections de cartes.

On aura besoin du lemme suivant:

Lemme 6.1 Dans les conditions de la proposition précédante, les A; sont
liées par la relation:

Lemma 5
./4]‘ = adgi;l.Ai + Lgij*dgij (6.21)

ot les g;j sont les fonctions de transition da l'atlas des trivialisations
locales associées aux sections locles o;

Dans toute la suite (P, M, 7, G) est un fibré principal muni d’une 1-forme
de connexion w.
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Théoréme 6.3 Soient v une courbe tracée sur la base M et ug un point de
la fibre au-dessus de 7 (0).

Theorem 6 Il existe une unique courbe v sur P telle que:
1. 7(0) = ug
2 moy=-r

3. les vecteurs tangents a v appartiennent a 'espace horizontal H, P as-
socié a la connexion w

La courbe v est dite relévement horizontal de ~

Théoréme 6.4 Pour tout vecteur ( € T, M, il existe un unique vecteur

E € H,P (ue€rmt(z)) tel que . <Z> =

Theorem 7 Le vecteur horizontal ¢ est dit relévement horizontal de

Dérivée covariante:

Définition 6.6 Soient ¢ € A" (P*) ® V une forme différentielle extérieure
de degré r sur P a valeurs dans un espace V' et X1, Xo, ..., X;41 des vecteurs
de T, P.

Definition 8 La dérivée covariante de ¢ est la v + 1-forme extérieure sur
P a valeurs dans V' définie par:

Vcb (X1>X2a"'aXT+1) :dd) (XfivXéqa?XT{——ll—l) (622)

Définition 6.7 La 2-forme de courbure est la dérivée covariante de la 1-
forme de connexion:

Q=VweA(P)®§ (6.23)

La courbure se transforme sous multiplication & droite par action ad-
jointe:
RZQ = ady-1{) (6.24)

Théoréme 6.5 Soient X, Y € T,,P. On a les équations de Cartan:
QX,Y)=dw(X,Y)+ [w(X),w (V)] (6.25)

Ce qui s’écrit encore:
Q=dw+wAw (6.26)
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6.5 Variétés complexes et presque complexes

6.5.1 Variétés complexes

Définition 6.8 Soient V' un espace vectoriel réel, et V¢ l’ensemble des élé-
ments de la forme u + v, ot u et v sont des éléments de V et i =/ —1.
V¢ est un espace vectoriel sur C, qui sera appelé le complexifié de V.

Ainsi nous avons :

V=V ®gC.

Proposition 6.1 Toute R-base {e1,...,en} de Viest aussi une C-base de
son complexifié V©.

La dimension donc complexe de V¢ est égal & la dimension réelle de V,
dimc V¢ = dimg V = m.

Définition 6.9 Une structure complexe sur un espace vectoriel réel V est
un endomorphisme J de V tel que J? = —idy .

Proposition 6.2 Soit J une structure complexe sur un espace vectoriel
réel de dimension 2n. Alors il existe n vecteurs linéairement indépendants
{X1,...,Xn} de V tels que les vecteurs {X1,...,Xpn, JX1,...,JX,} forme
une base de V.

Corollaire 6.1 Si{eq,...,en} est une C-base de V¢, alors{ey,...,en,ie1,.
est une R-base de V°.

La dimension donc réelle de V¢ est égal & deux fois la dimension complexe
de V¢,
dimg V¢ = 2dim¢ V° = 2m.

Définition 6.10 Soit M un espace topologique de dimension 2n. On appelle
carte locale complexe de M, ou systéme de coordonnées locales complezes,
un homéomorphisme

p: U — cn
1,2

z (z , 2 ,...z”)
d’un voisinage ouvert U de M sur un ouvert de C™. U est dit le domaine
de la carte, les n complexes (2%) sont dits les coordonnées complexes de z
dans la carte considérée.

ciem}
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Définition 6.11 La variété M est dite analytique complexe, s’il existe un
ensemble A = {(Ua, wa)aef} de cartes complexes, ou atlas, satisfaisant aux
conditions suivantes :

1. M= U,
ael

2. siVa,B €1 tel que Uy, NUg # B, ¢, © gogl sont holomorphes.

Le nombre n est appelé la dimension complexe de M,
n = dim¢ M.

Exemples 6.1 1. L’espace des nombres complexes C".
C™ muni de la topologie usuelle et de l’atlas formé par la carte unique
{C",id} est une variété complexe de dimension n.
2. Les espaces vectoriels complexes.

Soient V' un espace vectoriel complexe de dimension n , et (e1,...ep)
une base de V.

Posons :
p: V — (o
e+ ...+ 2%, — (zl,...,z")

V' muni de Uatlas formé par la carte unique {V,p} est une variété
compleze de dimension n.

3. La spheére S2.

SQ = {($1a$27$3) GR?) | JI%—FI‘%—}—:{;% = 1}

Soient
p: U=5%\(1,0,00 — C-{0}
($17$27$3) = ;I)i-_l—_;:?;g
et

v: V=52\(-1,00) — C-{0}

($1,$2,$3) = %2‘

Les changements de cartes sont donnés par :

(poqﬂflz C-{0} — C—{O%

—
z z

S? muni de Uatlas A = {(U, ), (V,1)}est une variété complexe de
dimension 2.
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4. L’espace projectif complexe P™ (C).

P" (C) est 'espace quotient de C"1—{0} par la relation d’équivalence,
z~ 2, si et seulement si IN € C — {0} tel que 2’ = Az.

Soit
Do Uy — cr
(EO, ,,En) — <Z£QL7 7 zz(j, zz;ﬂ, 7 %>
ot

Ua:{(EOw--azn)ePn(C) | ZQ#O,OZ:O,...,TL. }

L application réciproque @ de p,, est donnée par : VZ = (Z4,...,Zy,) €

cr,
ol (21, 2) = (71,...,7a,1,T,7a+1,...,Zn)
Les changements de cartes sont donnés par :
Paopz' s wg(UanUs) — Yo (Ua NUp)
(21 ey 2n) — (g—;,...,Z%;,%ﬁ,...,%,...,g—g)

ot le signe A signifie que le terme correspondant est omis.

P (C) muni de l’atlas A = {(Ua, goa)0<a<n}est une variété compleze
de dimension n.

Si (2%) est un systéme de coordonnées locales complexes, posons :

2% = % (z* +1i2%),(@=a+n).

Les 2n nombres réels (mk) sont dits les coordonnées locales réelles associées
aux coordonnées complexes (z%). Il en résulte que toute structure analytique
complexe définie sur M induit sur cette variété une structure analytique
réelle et, a fortiori, une structure différentiable de classe C*°.

Soient T, M I'espace vectoriel tangent en x & M et T, M€ son complexifié.

La donnée d’une structure analytique complexe sur M définit en chaque
point = de la variété une structure complexe sur ’espace tangent.

Soit J, : T, M — T,.M I'endomorphisme donné par :

0 0 0 0
T (%)x - (a—ya);'fl‘ <a—ya>x - (%);
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L’endomorphisme R—linéaire J, de T, M se prolonge en un endomorphisme
C—linéaire noté encore J, de T, M€ tel que Jﬁ = —idp,pe et Jyp (u+iv) =
Jz (u) +iJy (v) pour tout u,v € T, M. Ainsi nous avons

0 ) 0 0 . 15,
I <@>m ”(@)ﬂf (ﬁl - (ﬁ)g

D’autre part J, : T, M¢ — T, M posséde deux valeurs propres i et —i.
Soient T, M0 et T, MY les sous espaces propres associés aux valeurs
propres i et —i respectivement. On a

T,MI0) = (X e T,M° | J,X =iX}
et
T,MM0) = (X e T,M°| J,X = —iX}.

Ainsi l'espace tangent complexifié T, M¢ de T, M se décompose en la
somme directe

T,M¢ =T, M0 o 7, MO

Bases de T,M adaptées a une structure complexe de T, M

Soit (£4) une base de T, M (1.0) 1e systeme des vecteurs complexes conjugués
(Z2) définit une base de T, MO, 11 est clair donc que le systéme des 2n
vecteurs (?a, 5_5)) forme une base de T, M¢. Une telle base sera dite une base
T, M° adaptée a la structure complexe définie sur T, M.

Relativement & la base adaptée (4, 2z), les composantes du tenseur J]k

sont de la forme : 5
k o 7 g 0
i = < 0 —iog )

/. 2 S 12
Etant donnée une base adaptée (Z4,27) de T, M€, considérons les 2n
vecteurs réels (eq, €x) définis par :

=
7

Les vecteurs (e—>a, e—a)) définissent ainsi une base de T, M€, donc une base de
T.M.
Les composantes du tenseur .J f par rapport a la base réelle (e_>a , €z sont

données par :
0 I,
—-I, O

ol I,, est la matrice identité n x n.

1
1) et @ = — (iF - i)
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Formes vectorielles complexes

Soit M une variété différentiable, T, M ’espace vectoriel tangent a M au
point x et T, M¢ son complexifié. Soit d’autre part, V un espace vectoriel
complexe.

Soit ¢, une forme extérieure réelle en = & valeurs dans V; elle s’écrit
2m

Dy = Zej ® b, {e;} étant une base de V sur R et les @) des formes
j=1
extérieures & valeurs réelles. Soit maintenant . 'extension de ¢, a T, M*
et {ea};<a<,, une base de V sur C comme @, € V ®c (AT, M )" on ap, =
es ® @2 ot les o2 sont des formes extérieures complexes sur T, M¢. Alors,
¢, considéré comme restriction a T, M de P, peut s’écrire @, = es ® @3
ot les 2, restriction a T, M des @Z, sont des formes extérieures sur T, M a
valeurs complexes. Nous identifierons désormais o, et @, (resp. p2 et gp_;?)
de sorte que une forme extérieure a valeurs vectorielles complexes dans V/
au point x écrite
Y =40 SD;I?

ol les 4,0? sont des formes extérieures sur T, M a valeurs complexes, peut
étre interprétée soit comme application linéaire réelle de AT, M dans V soit
comme application linéaire complexe de AT, M€ dans V.

En fin, si ¢ est une forme différentielle extérieure sur M a valeurs dans
V, on I’écrira encore

<p:eA®<pA

ot les ¢ sont des formes différenticlles extérieures a valeurs complexe.

Connexions linéaires complexes

Considérons au point x de M ’espace vectoriel tangent T, M et son com-
plexifié T, M*€.

Les repéres de T, M¢ aux différents points x définissent un espace fibré
C (M), principal de groupe structural GL (n,C) . Ainsi C (M) (M, GL (n,C))
est appelé 'espace fibré principal des repéres linéaires complexes.

Définition 6.12 On appelle connexion linéaire complexe, une connexion
sur Uespace fibré principal des repéres linéaires complexes C (M) de groupe
structural le groupe GL (n,C).

Une connexion linéaire complexe peut étre aussi définie par la donnée
d’une 1—forme w a valeurs dans ’algébre de Lie du groupe linéaire complexe,
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une telle forme peut étre représentée en x au moyen d’une matrice d’ordre n
dont les éléments sont des formes linéaires en z a valeurs complexes. A toute
connexion linéaire complexe de forme w, correspond une connexion linéaire
complexe, dite sa complexe conjuguée dont la forme désignée par Tw.

On sait déja que toute base de T, M est une base sur C de T, M€, donc
L (M) C C(M). Il en résulte que toute connexion linéaire sur L (M) définit
une connexion linéaire sur C (M) avec laquelle elle peut étre identifiée et
qui coincide avec sa complexe conjuguée. A une telle connexion sur C (M)
on donne le nom de connexion linéaire réelle. La théorie des connexions
linéaires réelles développées dans le chapitre précédant s’étend trivialement
aux connexions linéaires complexes. En particulier, étant donnée une con-
nexion linéaire réelle, on peut 'envisager sur C' (M) c¢’est-a-dire la rapporter
A des repéres complexes; on pourra ainsi obtenir les tenseurs de courbure
et torsion, la différentielle absolue d’un champ de tenseurs, rapportés a des
repéres complexes.

6.5.2 Variétés presque complexes

Définition 6.13 Une structure presque complexe sur une variété différen-
tiable réelle M de dimension 2n est un champ de tenseurs J qui & chaque
point © de M associe un endomorphisme J, de l'espace TyM tel que J? =

—ideM.

Définition 6.14 Une variété différentiable réelle munie d’une structure presque
compleze est appelée variété presque complexe.

Exemples 6.2 1. Soit M = R?".
Soit Vopérateur Jy défint par :

0 0 0 0
Jo <8x1> B _3_%’J0 (8.%) ~ Oz

o (T1, ..., T, Y1, - .., Yn) est les coordonnées cartésiennes de R?™.

(]RQ”, Jg) est une variété presque complexe. Jy est appelé la structure
presque compleze canonique de R*™.

2. Soit M = S? = {(x1,x2,23) € R? | 2} + 23 +23 =1}.

L’espace vectoriel tangent en x & S? est donné par :

T,5* = {¢€ € R | (2,£) =0},
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(,) étant le produit scalaire euclidien.

Soit J, la transformation linéaire de T,S? définie par :
Jo (§) = & x §VE € T.5%,

o x désigne le produit vectoriel sur R3.

Alors Jy (z € 52) définit une structure presque complexe J sur S% et
le couple (5’2, J) est une variété presque compleze.
Torsion d’une structure presque complexe

Définition 6.15 Une structure presque complexe J sur M est dite inté-
grable s’il existe un voisinage owvert U de systéme de coordonnées (x1,. .., Ty)

tel que :
0 0 0 0
/ <f9%> T <8yz’> Oz

Définition 6.16 La torsion d’une structure presque complexe J ou tenseur
de Nijenhuis, est le tenseur N de type (1,2) défini par :

N(X,Y)=2(JX,JY] - JJX,Y] - J[X,JY] - [X,Y]) VX,Y € X(M)

Théoréme 6.6 une structure presque complexe J est intégrable si et seule-
ment si le tenseur de Nijenhuis est nul.

Connexions presque complexe

Soit (M,J) une variété presque complexe. Soit Jy la structure presque
complexe canonique de R?”. On définit I’espace de repéres suivant :

E°¢ = {u : Ty M — R?" isomorphismes R — linéaires tels que wo Jy = J o u} .

E¢(M,GL (n,C)) est un espace fibré principal, dit I’espace fibré principal
des repéres linéaires complexes.

Définition 6.17 Sur la variété presque complexe (M, J), on appelle con-
nexion presque complexe une connexion sur l’espace fibré principal E° de
groupe structural le groupe GL (n,C).

Théoréme 6.7 Toute connexion linéaire réelle sur une variété presque com-
plexe (M, J) induit sur cette variété une connexion presque complexe. Pour
que la connexion linéaire soit naturellement associée a la connexion presque
compleze qu’elle induit, il faut et il suffit que la dérivée covariante du tenseur
presque complexe J dans la connexion linéaire soit nulle,VJ = 0.
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Proposition 6.3 Toute variété presque complexe (M, J) posséde une con-
nexion presque complexe telle que sa torsion T est donnée par : N = 8T, o
N est le tenseur de Nijenhuis de J.

6.6 Géométrie des (G—structures

6.6.1 Espaces de repéres. G—structures.

Soient M une variété différentiable réelle ou complexe, L (M) Uespace fibré
principal des repeéres linéaires réels de M, et C (M) I'espace fibré principal
des repéres linéaires complexes de M.

Définition 6.18 On appelle espace de repéres réels (resp. espace de repéres
complezxes) sur la variété différentiable M, tout sous-espace fibré principal
différentiable de l’espace L (M) des repéres linéaires réels (resp. C (M) des
repéres linéaires complexes) de M.

Définition 6.19 On appelle G—structure (resp. G—structure compleze)
sur M, la structure E(M,Q) déterminée par la donnée d’un espace de
repéres réels E (resp. espace de repéres complexes) sur M, de groupe struc-
tural G.

G est donc un sous-groupe de Lie de GL (n,R) (resp. GL(n,C)). E
est dite de classe C* si F est un sous-espace fibré principal de L (M) (resp.
C (M)) de classe C*.

Les repéres de E sont appelés les repéres distingués ou adaptés a la
G—structure. Le co-repére dual d’un repére distingué est un co-repére dis-
tingué.

Exemples 6.3 1. Soit G = {idrn} . Une G—structure est un parallélisme,
c’est-a-dire la donnée de n champs de vecteurs linéairement indépen-
dants en tout point.

2. Soit G = GL™ (n,R), groupe des matrices de déterminant strictement
positif. Une G—structure est une orientation.

3. Soit G = SL(n,R), groupe des matrices de déterminant 1. Une
G—structure équivaut & la donnée d’une forme volume, c’est-a-dire
d’une n—forme non nulle en chaque point.
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4. Soit G = O (n,R), groupe des matrices orthogonales. Une G— structure
sur M est une structure riemannienne, définie par un tenseur g €
T (S2T*M) appelé métrique riemannienne, qui détermine un produit
scalaire sur l’espace tangent en chaque point de M.

5. Soit M une variété différentiable de dimension 2n, Vo € M, T, M est
l’espace vectoriel tangent et T, M€ son complexifié. Soit T un champ
de sous-espaces vectoriels complexe de T, M€ de dimension n et Th
est le complexe conjugué de Ty (d’ou Ty et Ty sont supplémentaires et
dimension de T = n).

Les bases adaptées (2q,25) de Ty MC, formées d'une base (25) de Ty
et de la base complexe conjuguée (z5) de Ty constituent un espace de
repéres complexes E? C C (M) ayant pour groupe structural le groupe
LY (C) des matrices

< 61 % > | A€ GL(n,C), A est le complexe conjugué de A,
groupe isomorphe & GL (n,C).

Une LY (C) —structure E® (M, L% (C)) est une structure presque com-
plexe.

0. Les bases réelles adaptées o la structure presque complexe, sont les
bases de T, M déduites des précédentes par :

: |
to=—r(EatE) eter=— ()

V2 V2

elles constituent un espace de repéres réels E* C L (M) dont le groupe
structural LE (C) est la représentation réelle de GL (n,C) dans GL (2n,R),
c’est-a-dire le groupe des matrices

( _BC g > ot B, C matrices réelles tel que B+iC = A € GL (n,C) .

Une L¢ (C) —structure E* (M, L% (C)) est une structure presque com-
plexe.
6.6.2 ('—structures définies par un tenseur

Proposition 6.4 Soient P (M,G) un espace fibré principal, V un espace
vectoriel de dimension finie muni d’une action & gauche de G définie par la
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représentation linéaire p : G — GL (n,R) . Soit 7 un tenseur sur P & valeurs
dans V' dont l'image est contenue dans l’orbite Gyg d’un point yo € V. Alors,
pour tout y € 7 (P), 771 (y) est un Hy—sous-fibré principal de P, ot H, est
le sous-groupe d’isotropie de G en y.

La proposition ci-dessus donne une méthode importante de construction
de sous-fibrés principaux a partir de certains tenseurs. Elle répond a une
question soulevée par D.Bernard dans [7].

Soit maintenant V' un espace vectoriel de dimension finie, muni d’une
représentation linéaire du groupe GL (n,R). Considérons sur L (M) un
tenseur 7 & valeurs dans V, et supposons que 'image 7 (L (M)) soit con-
tenue dans une seule orbite, que 'on appelleras S, de GL (n,R) dans V. Si
I’on choisit arbitrairement un point yg € S et si 'on pose

H={geGL(nR)|gyo=uwo},

H est un sous-groupe de Lie fermé de GL (n,R) et, d’aprés la proposi-
tion précédente, £ = 77! (yg) est une H—structure sur M, qui sera dite
H —structure définie par le tenseur 7.

Le lecteur pourra reconnaitre un certain nombre de structures de ce type
parmi les exemples précédents. Souvent, 1’espace vectoriel V' est 'espace
‘If (M), de sorte que le tenseur 7 peut étre regardé comme un tenseur de
type (k,1).

Notons enfin que dans la construction précédente la linéarité de I’action
de GL (n,R) sur V ne joue aucun réle. On pourra donc prendre pour V' une
variété munie d’une action a gauche de GL (n,R), 7 étant simplement un
tenseur sur L (M) a valeurs dans V.

6.6.3 (G—structures équivalentes

Définition 6.20 Soit une G—structure (réelle ou complexe) E (M, G). Une
G'—structure E' (M',G') est dite équivalente o E s’il existe | € GL (n,R)
(resp. GL (n,C)) tel que E' = El.

Définition 6.21 E compleze est dite équivalente au réel si elle admet une
structure équivalente réelle. Si E est réelle (resp. complexe), une structure
E’ équivalente a E est encore une G—structure réelle (resp. complexe) si et
seulement si | appartient au normalisateur N (G) (resp. N¢(G)) de G dans
GL (n,R) (resp. GL(n,C)), on dit alors que E’ est une G—structure réelle
(resp. complexe) associée o E.
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Exemple 6.2 La L! (C) —structure E* (M, L (C)) et la L% (C) —structure
E* (M, L% (C)) définies par une structure presque compleze (exemple?) sont
L . — — b P .
équivalentes, car si u = (Eq,e5) € E° est une base adaptée compleze et si
v = (€q, ex) € E* la base réelle correspondante, on a :

! l «l_i In In
Y A ] A

d’ow E* = E°@ et L2 (C) = I7'LY (C)1. E* étant réelle, E® est équivalente
au réel.

Dans la suite on appelle C—structure ’ensemble des G’ —structures équiv-
alentes a une G—structure donnée (G,G" € C).

Le probléme de la détermination de toutes les G—structures possibles
sur M est résolu lorsque G donné est fermé dans GL (n,R), elles correspon-
dent biunivoquement aux sections différentiables de ’espace homogene E/G.
Cependant, le probléme de la détermination de toutes les C—structures est
encore posé.

Soit un représentant G € C, une C—structure donnée admet dés que
N (G) # G plusieurs représentants qui sont des G—structures, et ces struc-
tures sont associées. Soit § le faisceau des germes de sections différentiables
de E/G que 'on peut appeler faisceau des germes de G—structures. L’espace
quotient §F/N est encore un faisceau, et si ¢ : § — §/N la projection canon-
ique, alors deux sections de § définissent deux G—structures associées, si et
seulement si elles ont la méme image par q.

Il y a donc un correspondance biunivoque entre les C—structures sur M
et les sections du faisceau §/N qui ont un relévement dans §. On peut
donc appeler §/N faisceau des C—structures sur M. La méme analyse est
évidemment valable dans le cas complexe.

Définition 6.22 Une G—structure E (M,G) sur M est dite intégrable si
au voisinage de chaque point © de M, il existe un voisinage ouvert U de
systéme de coordonnées locales (xl, ey :E'”) tel que la section du fibré L (M)
au-dessus de U définie par le champ de repéres naturels (%, ey %) est

a valeurs dans E.

Le systéme de coordonnées locales (1:1, e ,:U”) sur U sera dite adapté a
la G—structure E (M, G). si (wl, e ,:r") et (yl, - ,y”) sont deux systémes
de coordonnées locales adaptés sur les voisinages U et V' respectivement,
alors la matrice Jacobienne (%

_ tient & (7 b i d
8;1;]) 1 Si’jgnauppar ient & GG en chaque point de
unvV.
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Proposition 6.5 Soit E (M,G) une G— structure définie par un tenseur t
de type (k,l). E est intégrable si, et seulement si, il existe au voisinage de
chaque point de M des coordonnées locales (a:l,...,a:") dans lesquelles le
tenseur t a des coefficients constants :

o . 0
— 11Uk ] e]1 Ju
t= > Gpda" ®.. @d" @ ®... @5
1<ty igyg1yei<n

110k

avec ¢j " € R.
Soit (wl, e ,:U”) un systéme de coordonnées locales sur un ouvert U

de M. L’identification naturelle, en tout point x € M, de T, M avec R"
détermine une section standard og = (8%1""’8:%) du fibrée L(M). A

chaque sous groupe de Lie G de GL (n,R) correspond une G— structure
Es (M, G) c’est 'unique G— structure sur M qui admet og comme section
globale. On I'appelle G— structure standard sur M.

Une G— structure E (M, G) sur M est donc intégrable si elle est locale-
ment équivalente & la G— structure standard Eg (M, Q).

Le probléme d’intégrabilité pour les G— structures consiste a caractériser
les G—structures intégrables, c’est donc un cas particulier du probléme
d’équivalence.

6.6.4 Connexions adaptées a4 une G—structure

Définition 6.23 Soit E (M,G) une G— structure sur M. Une connexion
linéaire w sur M est dite adaptée & E si, en tant que connezion sur L (M),
elle est adaptée au sous-fibré E, on désignera encore par w la restriction a
FE de la connexion.

Dans le cas des structures définies par un tenseur, il est facile de carac-
tériser les connexions adaptées :

Proposition 6.6 Si la G— structure E (M, G) est définie par un tenseur t
de type (k,l) sur M, une connezion linéaire w est adaptée a E si, et seule-
ment si, la différentielle absolue de t dans cette connexion est nulle, Dt = 0.

Proposition 6.7 Soient w et W' deux connexions adaptées o une G— struc-
ture E (M, G), alors u = w' —w est une 1—forme tensorielle sur E o valeurs
dans G et de type adjoint.

Remarques 6.1 1. La 1—forme w d’une connexion adaptées a une G—
structure E (M, G) prend ses valeurs dans ’algébre de Lie G de G.
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2. La G— structure E (M, G) est intégrable si elle admet une connexion
adaptée o courbure et torsion nulles.

Dérivée covariante

Définition 6.24 Soient H (M,G) un espace de repéres réels (resp. com-
pleze) et ¢ une q—forme tensorielle (¢ =0,...,n) sur H & valeurs dans
lespace vectoriel V' (réel si H est réel, complexe si H est complexe), on
appelle dérivée covariante de o le tenseur sur H défini par :

Vi = tDtp.

L’opération de dérivation covariante est propre aux espaces de repeéres,

a la différence de la différenciation absolue qui s’opére sur toute espace fibré
principal différentiable.

ty étant un tenseur de type R (g)®A%g~! a valeurs dans V@gA? (K™), Dty
est une 1—forme de méme type et Vo est un tenseur de type R (¢g) @A9g~ ' ®
¢~ ! avaleurs dans V @y AIK™ @ K™*.

Lorsque ¢ est un tenseur 7, comme t7 = 7, alors V7 = tD7, on retrouve,
donc, la notion habituelle de dérivée covariante. Quand ¢ > 0, au contraire,
tD¢p est un tenseur & valeurs dans V ® AYTIK™* et de type R (g) @ Adtlg1
qui n’a donc aucune raison de coincider avec V.

Proposition 6.8 Sur un espace de repéres, le tenseur associé a la différen-
tielle absolue d’une q—forme @ est égal & l'antisymétrisé de la dérivée co-
variante de @ dans une connexion a torsion nulle; il en différe par un terme
bilinéaire par rapport & la torsion et au tenseur associé & ¢ lorsque la torsion
n’est pas nulle, suivant la formule :

q
A l A _ (k+1) op A
(tD(p)ioil...iq_Z (_1) (vw)il.io...z"z...iq - Z 2 (_1) Sikil (tgp)pzoz’;\cazq .
=0 k<l
k,=0,1,....q

6.6.5 Tenseur de structure d’une GG—structure

Soit w une connexion sur la G— structure E (M, G), O sa forme de torsion
et To : E — A’R™ @ R le tenseur de torsion.
Soit I'application
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ou

A R*®¢ — AR™@R"
S = A(S)  R'xR' — R"
(w,0) = A(S) (u,v) =S (w)v—S(v)u

est 'opérateur d’antisymétrisation, cet opérateur respecte les actions na-
turelles du groupe G sur les espaces R™ @ G et A’R™ ® R", de sorte que G
agit sur 'espace A2R™ @ R"/A(R™ ®G).

Définition 6.25 Le tenseur 7 = p o 1o sur E a valeurs dans A’R™ ®
R"/A(R™ ® G) est un invariant de la G— structure E (M, G) , appelé tenseur
de Chern-Bernard de E, ou encore tenseur de structure de E.

Proposition 6.9 Soit E (M, G) une G— structure sur M, si le tenseur de
structure de E est nul, alors il existe sur E une connexion sans torsion.

Proposition 6.10 [e tenseur de structure d’une G— structure intégrable est
nul.

Remarque 6.2 La réciproque, bien que fausse en général, est vraie pour
quelques types importants de structures.

Soit E(M,G) la G— structure définie par le tenseur presque compleze
J, E est intégrable si et seulement si le tenseur de structure T de E est nul.
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