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Chapitre 1

STRUCTURES
k-SYMPLECTIQUES

Introduction. La mécanique classique conduit à l’étude des équations
extérieures

θ = 0

où θ est une 2-forme extérieure de rang maximum. Dans le premier chapitre
nous avons rappelé la classification des formes extérieures de degré 2, sans
revenir sur l’étude classique des espaces vectoriels munis de telles formes.
Dans ce chapitre, on se propose de généraliser cette géométrie symplectique
en remplaçant l’équation symplectique par un système extérieur de type
symplectique. Nous aurions pu élargir la géométrie symplectique en con-
sidérant des formes de degré plus élevées: des travaux récents envisagent
des structures définies par une équation extérieure de degré 3. Notre moti-
vation d’envisager un système extérieur de degré 2 plutôt qu’une équation
extérieure de degré 3 provient de la mécanique. Cela semble une bonne ap-
proche pour formaliser la mécanique statistique, comme l’envisage Nambu.
Autre source de motivations : la classification des systèmes de formes bil-
inéaires alternées. Les systèmes multi-symplectiques, que nous allons étudier
dans ce chapitre, apparaîssent naturellement en dimension 3. En dimension
supérieure, une infinité de systèmes non algébriquement équivalents peuvent
être mis en évidence. Les systèmes k-symplectiques sont définis directement
par des conditions de régularité; ils peuvent être interprétés comme des
modèles de systèmes extérieurs de rang maximum.
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1.1 Classification de systèmes extérieurs

Soit (S) un système différentiel extérieur sur Rn engendré par les équations
θi = 0, où les θi sont des formes différentielles fermées de degré 2. Comme
dans le chapitre précédent, on notera (S) = {θ1, ..., θk} ce système et on
supposera que les 2-formes θi sont linéairement indépendantes dans Λ2(Rn)∗.

Si k = 1, la classification des systèmes (S) = {θ1} est entièrement déter-
minée par le rang de θ1. On se propose d’étudier la classification de ces
systèmes pour k ≥ 2 en petite dimension. Rappelons tout d’abord quelques
définitions.

1.1.1 Rang de (S)

L’espace associé au système (S) est le plus petit sous-espace A∗(S) de Rn∗

tel que
V
A∗(S) contienne un sous-ensemble engendrant I (S).

Définition 1.1 Le rang du système extérieur (S) est la dimension de l’espace
associé A∗(S).

Notons A(S) = {X ∈ Rn | i(X)θ = 0 ,∀θ ∈ S}. Il est clair que le rang
de (S) coïncide avec la codimension de A(S).

1.1.2 Classification pour k = 2 et n = 3

rg(S) = 1

Dans ces conditions dim(A(S)) = 2. Notons par {e1, e2} une base de A(S)
que l’on complète en une base {e1, e2, e3} de R3. Dans la base

©
ω1, ω2, ω3

ª
duale de {e1, e2, e3} les formes θ1 et θ2 s0écrivent½

θ1 =
P

C1ijω
i ∧ ωj

θ2 =
P

C2ijω
i ∧ ωj

où Cl
ij sont des constantes réelles. On a i(e1)θ

l =
P

j C
l
1jω

j = 0 et i(e2)θl =P
j C

l
2jω

j = 0 donc Cl
jk = 0 pour tous l, j = 1, 2. Ainsi θ1 et θ2 sont

identiquement nulles, et donc rg(S) = 0, ce qui est absurde. Ceci montre
qu’il n’existe pas de système de deux 2-formes de rang 1.

rg(S) = 2

Dans ces conditions dim(A(S)) = 1. Notons par {e1} une base de A(S) que
l’on complète en une base {e1, e2, e3} de E. Dans la base duale

©
ω1, ω2, ω3

ª
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de {e1, e2, e3} les formes θ1 et θ2 s0écrivent½
θ1 =

P
C1ijω

i ∧ ωj
θ2 =

P
C2ijω

i ∧ ωj

On a i(e1)θl =
P

j C
l
1jω

j = 0 donc Cl
1k = 0 pour tous l, k = 1, 2. D

0où½
θ1 = C123ω

2 ∧ ω3
θ2 = C223ω

2 ∧ ω3

et les formes θ1 et θ2 sont liées dans Λ2(R3)∗ ce qui est contraire à l’hypothèse.

rg(S) = 3

Dans ce cas le système (S) est non dégénéré (il est de rang maximal). Sup-
posons θ1 6= 0. On peut toujours trouver une base

©
ω1, ω2, ω3

ª
de R3∗

telle que θ1 = ω1 ∧ ω3. Posons θ2 = aω1 ∧ ω3 + bω2 ∧ ω3 + cω1 ∧ ω2. Le
système

©
θ1, θ2 − aθ1

ª
étant algébriquement équivalent à (S), on peut sup-

poser a = 0. L’hypothèse rg(S) = 3 implique que soit b soit c est non nul.

Supposons b 6= 0. Alors (S) est équivalent à
n
θ1, θ

2

b

o
ce qui permet de sup-

poser b = 1. Ainsi θ2 = ω2 ∧ ω3 + cω1 ∧ ω2 et le changement de base αi =
ωi , i = 1, 2 et α3 = ω3 + cω1 donne le modèle suivant :½

θ1 = α1 ∧ α3
θ2 = α2 ∧ α3

Un tel système sera appelé système extérieur 2-symplectique, ou plus générale-
ment système 2-symplectique. On en déduit la proposition suivante :

Proposition 1 Si (S) est un 2-système de rang 3 dans R3, alors c’est un
système extérieur 2-symplectique.

Dans ce cas le système (S) possède une solution maximale F de dimen-
sion 2 définie par F = Ker(α3).

1.1.3 Classification pour k = 3, n = 3

Soit (S) = {θ1, θ2, θ3} un 3−système (c’est-à-dire les trois formes θi sont
supposées indépendantes dans Λ2(R3)∗. Si le rang de (S) est 3, chacun des
2-systèmes {θ1, θ2}, {θ1, θ3}, {θ2, θ3} est un système 2-symplectique. En ef-
fet, d’après ce que nous venons de voir, si ce n’était pas le cas, les formes
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θ1, θ2, θ3 seraient liées. Comme {θ1, θ2} est 2-symplectique, il existe une
base

©
ω1, ω2, ω3

ª
de R3∗ telle que½

θ1 = ω1 ∧ ω3
θ2 = ω2 ∧ ω3

et
θ3 = aω1 ∧ ω3 + bω2 ∧ ω3 + cω1 ∧ ω2.

Le système {θ1, θ2, θ3 − aθ1 − bθ2} est algébriquement équivalent à (S). On
peut donc supposer que θ3 = cω1 ∧ω2. Par hypothèse c 6= 0, on peut choisir
c = 1 et l’on obtient le modèle⎧⎨⎩

θ1 = ω1 ∧ ω3
θ2 = ω2 ∧ ω3
θ3 = ω1 ∧ ω2.

1.1.4 Classification pour k = 3, n = 4, rg(S) = 4.

Solutions maximales

Soit (S) = {θ1, θ2, θ3} un système extérieur de rang 4 dans R4, les formes
extérieures θi étant de degré 2.

Proposition 1.1 Toute solution maximale est au plus de dimension 3

En effet, sinon le rang de (S) serait nul.

Systèmes munis d’une solution maximale de dimension 3

Soit H une solution maximale de (S) et {e1, e2, e3} une base de H. Complé-
tons en une base {e1, e2, e3, e4} de R4 dont on note

©
ω1, ω2, ω3, ω4

ª
la base

duale. Comme H est solution du système, on doit avoir

θi =
X

Ci
j4ω

j ∧ ω4.

Le rang du système étant maximum, le rang de la matrice (Ci
j4) est de rang

3. On en déduit que le système est équivalent à⎧⎨⎩
θ1 = ω1 ∧ ω4
θ2 = ω2 ∧ ω4
θ3 = ω3 ∧ ω4.

Un tel système est un système 3-symplectique dans R4.
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Cas où la solution est de dimension 1

Supposons que chaque forme θ =
P

aiθ
i du système (S) soit de rang max-

imum. Dans ce cas toute solution du système est de dimension 1. Sinon
l’existence d’une solution maximale de dimension 2 montre que l’idéal as-
socié au système est de dimension 2. Il existe alors deux formes linéaires
(ω1, ω2) telles que

θi = ω1 ∧ βi1 + ω2 ∧ βi2.
Le système (βi1, β

i
2)i=1,2,3 est au plus de rang 2. Il existe donc i tel que

βi1 = aβj1 + bβk1, avec i 6= j et i 6= k. La forme θ = θi − aθj − bθk est au
plus de rang 2 ce qui est contraire à l’hypothèse. Ainsi toute solution est de
dimension 1. Le problème de classification de tels systèmes consiste à classer
un système de formes bilinéaires antisymétriques de rang 4, telles que toute
combinaison soit aussi de rang 4 (ce problème est relié à la détermination
du nombre de champs de vecteurs indépendants en tout point sur la sphère
à trois dimension). Le système s’écrit alors⎧⎨⎩

θ1 = ω1 ∧ ω4 + ω2 ∧ ω3
θ2 = ω2 ∧ ω4 + ω3 ∧ ω1
θ3 = ω3 ∧ ω4 + ω1 ∧ ω2

.

Remarque

Le système 3-symplectique que nous venons de déterminer apparaît comme
le système le plus ”simple” de rang maximum. Tout autre système de cette
nature peut être vu comme une déformation de celui-ci.

1.2 Systèmes extérieurs k-symplectiques

Soit E un espace vectoriel de dimension n(k + 1) et soit F un sous espace
vectoriel de codimension n. Dans tout ce chapitre, le corps de référence K
est un corps commutatif de caractéristique différente de 2.

Définition 1.2 Un système extérieur k-symplectique associé à F est défini
par la donnée de 2-formes extérieures θ1, · · · , θk vérifiant :

1. le système extérieur
©
θ1, · · · , θkª est non dégénéré, c’est-à-dire

A(θ1) ∩ · · · ∩A(θk) = {0},

2. θα(x, y) = 0 pour tous x, y appartenant à F et α = 1, ..., k.
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Un tel système k−symplectique sera noté ¡θ1, · · · , θk;F¢ . Rappelons que
A(θ) désigne l’espace associé à la forme θ (voir chapitre 1). Un sous espace
E1 de E est totalement isotrope pour la forme θ s’il est solution de l’équation
θ = 0, c’est-à-dire s’il vérifie

θ(x, y) = 0

pour tous x et y appartenant à E1. Le sous espace F est donc totalement
isotrope pour chacune des formes θα.

1.2.1 Solutions d’un système extérieur k-symplectique

Soit (S) un système extérieur k-symplectique (on suppose fixé le sous espace
F ce qui évite toute référence à ce sous espace). Un sous espace H de E est
une solution de (S) si on a θα(x, y) = 0 pour tous x et y appartenant à H.
D’après la définition du k-système (S), le sous espace F est une solution.
Nous allons voir qu’elle est maximale.

1.2.2 Exemples

1. Considérons l’espace vectorielRn(k+1) muni de sa base canonique (eαi, ei),
1 ≤ α ≤ k, 1 ≤ i ≤ n. Soient (ωαi , ωi)1≤α≤k, 1≤i≤n la base duale
et F le sous-espace vectoriel de Rn(k+1) engendré par les vecteurs
(eαi)1≤α≤k, 1≤i≤n. Considérons le système extérieur⎧⎨⎩

θ1 =
Pn

j=1 ω
1j ∧ ωj = 0

....

θk =
Pn

j=1 ω
kj ∧ ωj = 0

Ce système définit un système extérieur k-symplectique sur Rn(k+1)

associé à F , qui sera dite canonique.

2. Un espace vectoriel symplectique est un espace vectoriel E de dimen-
sion 2n muni d’une 2-forme extérieure σ de rang maximum. Un sous
espace lagrangien de E est une solution maximale de l’équation ex-
térieure σ = 0. Une telle solution existe toujours et est de dimension
n.

Considérons k espaces vectoriels symplectiques (E1, σ1), ..., (Ek, σk) et soit
Lα un sous-espace lagrangien de (Eα, σα) . Chaque espace quotient Eα/Lα
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étant de dimension n, il existe un espace vectoriel B de dimension n et des
applications linéaires surjectives πα : Eα −→ B telles que

Ker πα = Lα

pour tout α(α = 1, . . . , k) . Considérons l’espace symplectique produit
(E1 × . . .×Ek , σ) où σ est la forme symplectique définie par

σ((x1, . . . , xk), (y1, . . . , yk)) = σ1(x1, y1) + ...+ σk(xk, yk).

Soit E le sous-espace vectoriel de E1 × . . .×Ek défini par :

E =
n
(x1, . . . , xk) ∈ E1 × . . .×Ek | π1(x1) = . . . = πk(xk)

o
L’ application linéaire π : E −→ B telle que

π(x1, . . . , xk) = π1(x1) = . . . = πk(xk)

pour tout (x1, . . . , xk) ∈ E est surjective et vérifie

Ker π = L1 × . . .× Lk.

Soient i : E −→ E1× . . .×Ek l’injection canonique et prα (α = 1, . . . , k) la
projection canonique E1× . . .×Ek −→ Eα. Pour tout α (α = 1, . . . , k) , le
composé prα ◦ i est la restriction de prα à E ; c’est une application linéaire
surjective. Il est clair que l’espace E est de dimension n(k+1) . Pour tout
α (α = 1, . . . , k) on pose θα = (prα ◦ i)∗σα. Alors (θ1, . . . , θk;Ker π) est
un système extérieur k-symplectique sur E.

1.2.3 Classification des systèmes k−symplectiques
Théorème 1.1 Si (θ1, . . . , θk;F ) est un système extérieur k-symplectique
sur E , il existe alors une base (ωαi , ωi)1≤α≤k, 1≤i≤n de E∗ telle que

θα =
nX

j=1

ωαj ∧ ωj , F = Ker ω1 ∩ · · · ∩Ker ωk.

Démonstration. Soient {f1, . . . , fnk , g1, . . . , gn} une base de E telle
que F soit engendré par {f1, . . . , fnk} et {γ1, . . . , γnk , ω1, . . . , ωn} sa
base duale. La seconde condition de la définition d’un système extérieur
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k-symplectique nous permet de voir que les formes bilinéaires θα s’écrivent
sous la forme suivante :

θα =
nX

j=1

Ã
nkX
s=1

bαjs γs +
nX

s=1

cαjs ωs

!
∧ ωj

avec bαjs , cαjs ∈ K. Pour tous α, j (α = 1, . . . , k et j = 1, . . . , n) on pose

ωαj =
nkX
s=1

bαjs γs +
nX
t=1

cαjt ωt , µαj =
nkX
s=1

bαjs γs.

Les formes linéaires µαj forment une base de l’espace dual F ∗ de F . En
effet, si un élément x de F vérifie µαj(x) = 0 pour tous α , j , alors les
formes linéaires i(x)θα sont nulles et il découle de la non dégénérescence
du système {θ1, . . . , θk} que x = 0. Les formes linéaires µαj sont donc
indépendantes dans F ∗ et forment par conséquent une base de F ∗. Les
formes linéaires ωαj étant alors indépendantes dans E∗, le système

(ωαi , ωi)1≤α≤k, 1≤i≤n

est une base de E∗ dans laquelle les 2-formes θα s’écrivent

θα =
nX

j=1

ωαj ∧ ωj .

Soit (eαi , ei)1≤α≤k,1≤i≤n la base de E ayant (ωαi , ωi)1≤α≤k, 1≤i≤n pour
base duale. Les bases (fi , gt)1≤i≤nk, 1≤t≤n et (eαi , ei)1≤α≤k, 1≤i≤n sont
liées par les relations :

fi =
kX

α=1

(
nX

s=1

bαsi eαs) , gt =
kX

α=1

(
nX

j=1

cαjt eαj) + et.

Ceci montre en particulier que les vecteurs eαj appartiennent à F et que
F = Ker ω1 ∩ · · · ∩Ker ωk d’où la proposition.

Corollaire 1 Le sous espace F est une solution de (S).

Définition 1.3 La base (eαi , ei)1≤α≤k, 1≤i≤n de E ayant pour base duale
(ωαi , ωi) est appelée base k-symplectique de E.
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Considérons à présent les sous espaces Fα définis par :

Fα =
\
β 6=α

A(θβ).

Proposition 1.2 Dans les hypothèses et notations ci-dessus on a 1. F =
F 1 ⊕ . . .⊕ F k (somme directe),

2. pour tout α (α = 1, . . . , k) l’application iα : x 7−→ i(x)θα définit un
isomorphisme d’espaces vectoriels de Fα sur l’annulateur Ann(F ) de F .

Ceci se déduit directement du théorème de classification. Rappelons
que Ann(F ) est formé des éléments f ∈ E∗ tels que f(x) = 0 pour
tout x ∈ F . Cet espace est isomorphe à (E/F )∗ . Si (eαi , ei)1≤α≤k, 1≤i≤n
est une base k-symplectique de E et (ωαi , ωi)1≤α≤k, 1≤i≤n sa base duale,
alors Ann(F ) est engendré par ω1 , . . . , ωn , et Fα est engendré par les
vecteurs eα1, . . . , eαn.

Définition 1.4 Les sous-espaces F 1, . . . , F k sont appelés sous espaces car-
actéristiques du système extérieur k-symplectique.

Pour tout α = 1, . . . , k, on pose

Gα = Fα ⊕ E

F
.

On a
θα(x, y + f) = θα(x, y)

pour tous x ∈ Fα, y ∈ E et f ∈ F, donc θα(x, y) ne dépend que de la classe
y de y modulo F, ceci nous permet de poser

θ
α
(x+ y, x0 + y0) = θα(x, y0)− θα(x0, y).

θ
α
définit bien une structure symplectique sur Gα = Fα ⊕ E

F .

1.3 Endomorphismes k-symplectiques

Soit E un K-espace vectoriel de dimension n(k + 1) et (θ1, . . . , θk;F ) un
système extérieur k−symplectique.

Définition 1.5 On dit qu’un endomorphisme f de E préserve le système
extérieur k-symplectique (θ1, . . . , θk;F ) s’il laisse invariants le système des
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formes extérieures
©
θ1, . . . , θk

ª
et le sous espace F , autrement dit, si les

conditions suivantes sont satisfaites :
1. f(F ) ⊆ F ,
2. il existe une permutation σ de {1, ..., k} telle que

θα(f(x), f(y)) = θσ(α)(x, y)

pour tous α(α = 1, . . . , k) et x, y ∈ E.

1.3.1 Le groupe Sp(k, n;E)

Les automorphismes de E qui conservent la structure k-symplectique de E
forment un groupe G. Le sous ensemble de G formé des automorphismes
qui laissent invariante chacune des formes θα est un sous groupe de G, noté
Sp(k, n;E) et appelé groupe k-symplectique de E. Comme tout élément de
G s’écrit comme une composée d’éléments de Sp(k, n;E) et de permutations,
l’étude de G se ramène à celle de Sp(k, n;E) .
Soit Sp(k, n;K) le groupe des matrices des automorphismes k-symplectiques
de E exprimées dans la base k−symplectique.

Proposition 1.3 Le groupe Sp(k, n;K) est formé des matrices du type⎛⎜⎜⎜⎝
T 0 S1

. . .
...

T Sk
0 t(T−1)

⎞⎟⎟⎟⎠ (1.1)

où T, S1, · · · , Sk sont des matrices n×n à coefficients dans K , T in-
versible et T tSα = Sα

tT pour tout α (α = 1, . . . , k).

Démonstration. Soient f ∈ Sp(k, n;E) , α(α = 1, . . . , k) et j, j0 =
1, · · · , n . Ecrivons

f(ej0) =
nX
i=1

t0ij0ei +
kX

β=1

(
nX
i=1

t0βij0 eβi)

avec t0ij0 et t0βij0 sont des scalaires. Les éléments du groupe Sp(k, n;E)
laissent invariant le sous-espace vectoriel F ; on peut donc écrire

f(eαj) =
kX

β=1

nX
s=1

tβsαjeβs.



1.3. ENDOMORPHISMES K-SYMPLECTIQUES 17

La relation θα(f(eαj), f(ej0)) = θα(eαj , ej0) = δjj0 , donne

nX
s=1

tαsαjt
0s
j0 = δjj0 ;

Désignons par T 0 (resp. T β
α α , β = 1, . . . , k) la matrice de coefficients

t0ij (resp. tβiαj ). Les matrices T 0 et Tα
α (α = 1, . . . , k) sont inversibles et

sont liées par :
Tα
α = t(T 0−1) .

Pour β 6= α , on a θβ(f(eαj), f(ej0)) = θβ(eαj , ej0) = 0 , et donc

nX
s=1

tβsαjt
0s
j0 = 0 ;

d’où T β
α

tT 0 = 0 . Comme la matrice T 0 est inversible, les matrices T β
α

sont nulles. La relation θα(f(ej), f(ej0)) = θα(ej , ej0) donne

nX
i=1

t0αij t0ij0 =
nX
i=1

t0ijt
0αi
j0 ,

et par conséquent les matrices Sα de coefficients t0αij (i , j = 1, . . . , n)
satisfont à

tSαT
0 = tT 0Sα

pour tout α (α = 1, . . . , k). Pour T = Tα
α = t(T 0−1) , la matrice de f

s’écrit par rapport à la base k-symplectique sous la forme voulue. D’où la
proposition.

1.3.2 L’algèbre de Lie sp(k, n;E)

On suppose dans tout ce paragraphe que K = R ou C. Dans ce cas le groupe
Sp(k, n;E) est un groupe de Lie. L’algèbre de Lie de ce groupe, notée
sp(k, n;E) , qui s’identifie à l’espace tangent de ce groupe en l’application
identique de E est constituée des endomorphismes u de E tels que idE+εu
soit dans le groupe Sp(k, n;E) à ε2 près. Les éléments de cette algèbre de
Lie sont les endomorphismes u de E satisfaisant à :

u(F ) ⊆ F , θα(u(x), y) + θα(x, u(y)) = 0

pour tous x, y ∈ E et α = 1, . . . , k.
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Soit sp(k, n;K) l’algèbre de Lie du groupe de Lie Sp(k, n;K). C’est
l’algèbre de Lie des matrices des endomorphismes de E appartenant à l’algè-
bre de Lie sp(k, n;E).

Proposition 1.4 Les éléments de sp(k, n;K) sont les matrices du type⎛⎜⎜⎜⎝
A 0 S1

. . .
...

A Sk
0 −tA

⎞⎟⎟⎟⎠
où A, S1, · · · , Sk sont des matrices n×n à coefficients dans K telles que
tSα = Sα pour tout α (α = 1, . . . , k) .

Démonstration. Soient u ∈ sp(k, n;E) , α = 1 , . . . , k . et j = 1, . . . , n.
Ecrivons

u(eαj) =
Pk

b=1(
Pn

h=1 c
βh
αj eβh) +

Pn
h=1 c

h
αjeh ,

u(ej) =
Pk

β=1(
Pn

h=1 c
βh
j eβh) +

Pn
h=1 c

h
j eh.

La relation θα(u(x), y) + θα(x, u(y)) = 0 , pour tous x, y ∈ E , donne

csαs = 0 , cαsβj = 0 si α 6= β

cαsαj + cjs = 0 , cαsj = cαjs .

La matrice de u s’écrit par rapport à la base k-symplectique sous la forme
voulue, d’où la proposition.

Corollaire 2 Le groupe Sp(k, n;E) est de dimension n2 + kn(n+1)
2 .

Corollaire 3 Le groupe k-symplectique et son algèbre de Lie laissent invari-
ants les sous-espaces caractéristiques du système extérieur k-symplectique.

Dans les hypothèses et notations du paragraphe précédent, on considère
l’espace Gα = Fα ⊕ E

F . muni de sa structure symplectique naturelle définie
par

θ
α
(x+ y, x0 + y0) = θα(x, y0)− θα(x0, y).

pour tous x+ y, x0 + y0 ∈ Gα, où α = 1, . . . , k.

Corollaire 4 Pour tout f ∈ Sp(k, n;E) , la correspondance

fα : x+ y 7−→ f(x) + f(y)

définit un élément du groupe symplectique Sp(θ
α
,Gα) de l’espace vectoriel

symplectique (Gα, θ
α
).



1.4. GÉOMÉTRIE K-SYMPLECTIQUE 19

Corollaire 5 Si (θ1, . . . , θk;F ) est un système extérieur k-symplectique
sur un espace vectoriel de dimension n(k + 1) alors les formes θ1, . . . , θk

sont de rang 2n.

1.4 Géométrie k-symplectique

1.4.1 Orthogonalité k-symplectique

Soit E un espace vectoriel de dimension n(k + 1) sur un corps commu-
tatif K de caractéristique différente de 2, muni d’un système extérieur k-
symplectique (θ1, . . . , θk;F ) .

Définition 1.6 Deux vecteurs x et y de E sont dits orthogonaux par
rapport au système {θ1, · · · , θk}, et on écrit x ⊥ y , si θα(x, y) = 0, pour
tout α (α = 1, . . . , k).

Deux sous-espaces vectoriels L et M de E sont dits orthogonaux par
rapport au système {θ1, · · · , θk}, et on écrit L ⊥ M , si x ⊥ y pour tout
(x, y) ∈ L×M.

L’orthogonal k-symplectique d’une partie non vide A de E est le
sous-espace vectoriel de E défini par :

A⊥ = {x ∈ E | θα(x, y) = 0 , ∀y ∈ A, ∀α (α = 1, . . . , k)}
Deux sous-espaces vectoriels L et M de E sont dits supplémentaires

orthogonaux si E = L⊕M et L =M⊥.

Remarques
La non dégénérescence du système {θ1, · · · , θk} est équivalente à

E⊥ = {0}.
L’orthogonal 2-symplectique X⊥ d’un élément X de E n’est pas

nécessairement un hyperplan. Considérons par exemple l’espace R3 muni
du système k-symplectique défini par½

θ1 = ω1 ∧ ω3
θ2 = ω2 ∧ ω3

et F = Ker ω3 , où {ω1, ω2, ω3} est la base duale de la base canonique
{e1, e2, e3} de E . L’orthogonal 2-symplectique e⊥1 de e1 est l’hyperplan
engendré par {e1 , e2} tandis que l’orthogonal 2-symplectique e⊥3 de e3
est la droite Re3.

Proposition 1.5 Pour toutes parties non vides A et B de E , on a :
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1. A ⊆ B =⇒ B⊥ ⊆ A⊥,
2. A ⊆ A⊥⊥ .

Définition 1.7 Un sous-espace L de E sera dit totalement isotrope si
L ⊆ L⊥.

Les sous espaces totalement isotropes sont caractérisés par la propriété
suivante :

θα(x, y) = 0

pour tousx, y ∈ L etα = 1, . . . , k. Tout sous-espace totalement isotrope est
contenu dans un sous-espace totalement isotrope maximal.

Définition 1.8 Un sous-espace totalement isotrope maximal sera appelé
sous-espace lagrangien de E.

Proposition 1.6 Les éléments du groupe k-symplectique Sp(k, n;E) trans-
forment les sous-espaces totalement isotropes (resp. lagrangiens) en sous-
espaces totalement isotropes (resp. lagrangiens).

Démonstration. Soient f ∈ Sp(k, n;E) et L un sous-espace vectoriel de
E totalement isotrope. Pour tous x, y ∈ E on a

θα(f(x), f(y)) = θα(x, y) = 0

pour tout α = 1, . . . , k . Le sous-espace f(L) est totalement isotrope.
Supposons que L soit lagrangien et montrons qu’il en est de même pour
f(L) . Si f(L) est contenu strictement dans f(L)⊥ alors il existe a0 = f(a)
appartenant f(L)⊥−f(L) tel que pour tout x ∈ f(L) on ait θα(a, x) = 0 .
Posons A = L⊕Ka . On a θα(u, v) = 0 pour tous u, v ∈ A , et A ⊆ A⊥;
par conséquent L n’est pas maximal ce qui est contraire à l’hypothèse; donc
f(L) est lagrangien.

Proposition 1.7 Soit L un sous-espace lagrangien, M0 un sous-espace
totalement isotrope de E supplémentaire à L . Alors il existe un sous-espace
lagrangien M de E , supplémentaire à L et contenant M0 .

Démonstration. Soit M un élément maximal de l’ensemble des sous-espaces
totalement isotropes de E transverses à L contenant M0 . Alors M est
un sous-espace lagrangien.
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Proposition 1.8 Pour tout sous-espace vectoriel L de E les propriétés
suivantes sont équivalentes :

1. L est un sous-espace lagrangien de E ,
2. L = L⊥ .

Démonstration. Montrons 1 =⇒ 2.
Si L est contenu strictement dans L⊥ , alors il existe un élément a

de E − L tel que
θα(a, y) = 0

pour tous y ∈ L et α = 1, . . . , k. Soit L0 = L ⊕ Ka . On a évidemment
L ⊂ L0. Soit z = x+ λa ∈ L0, avec x ∈ L et λ ∈ K . On a

θα(z, z0) = θα(x+ λa, x0 + λ0a)
= θα(x, x0) + λθα(x, a) + λ0θα(a, x0)
= 0

pour tous z0 = x0 + λ0a appartenant à L0 (x0 ∈ L et λ0 ∈ K ) et α =
1, . . . , k, et donc z ∈ L0⊥ . D’où L0 ⊂ L0⊥ , ceci contredit le fait que L est
un sous-espace totalement isotrope maximal.

L’implication 2 =⇒ 1 est immédiate.

Proposition 1.9 Soit L un sous-espace vectoriel de E.
1. Si L est un sous-espace totalement isotrope alors dim L ≤ nk,
2. Si L est lagrangien alors n ≤ dim L ≤ nk.

Démonstration. Soient L un sous-espace vectoriel de E totalement isotrope,
{f1 , . . . , fp} une base de L que l’on complète en une base de E notée
{f1 , . . . , fp, u1 , . . . , um−p} et {f∗1 , . . . , f∗p , u∗1 , . . . , u∗m−p} sa base duale.
Les 2-formes θα s’écrivent :

θα =

m−pX
j=1

Ã
pX

s=1

aαs jf∗s +

m−pX
s=1

bαsju∗s

!
∧ u∗j ,

avec aαs j , bαsj ∈ K. Considérons la matrice suivante:

A =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

a11 1 a12 1 · · · a1p 1

· · · · · · · · · · · ·
a11 m−p a12 m−p · · · a1p m−p

· · · · · · · · · · · ·
ak1 1 ak2 1 · · · akp 1

· · · · · · · · · · · ·
ak1 m−p ak2 m−p · · · akp m−p

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.



22 CHAPITRE 1. STRUCTURES K-SYMPLECTIQUES

et montrons qu’elle est de rang p . Pour tout X = (x1, · · · , xp) ∈ Kp ,
la relation A tX = 0 entraîne que le vecteur x1f1 + · · · + xpfp est dans
A(θ1) ∩ · · · ∩ A(θk); la non dégénérescence du système {θ1, . . . , θk} donne
X = 0, et donc, la matrice A est de rang p. Il résulte qu’on a en particulier
p ≤ k(m− p), d’où p ≤ nk et la première assertion est démontrée.

Supposons maintenant que L soit un sous-espace lagrangien de E
et considérons la matrice

B =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

a11 1 a11 2 · · · a11 m−p

· · · · · · · · · · · ·
a1p 1 a1p 2 · · · a1p m−p

· · · · · · · · · · · ·
ak1 1 ak1 2 · · · ak1 m−p

· · · · · · · · · · · ·
akp 1 akp 2 · · · akp m−p

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

Montrons que B est de rang m−p. Pour tout Y = (y1, · · · , ym−p) ∈ Km−p ,
la relation B tY = 0 entraîne que le vecteur y =

Pm−p
j=1 yjuj vérifie

θα(y, fs) = −
m−pX
j=1

aαs jyj = 0

pour tous α (α = 1, . . . , k) et s (s = 1, . . . , p); donc

θα(y, g) = 0

pour tous α(α = 1, . . . , k) et g ∈ L. Ceci montre que le vecteur y est dans
l’orthogonal k-symplectique L⊥ de L ; L étant un sous-espace lagrangien
de E , le vecteur y appartient à L , d’où Y = 0 . On a montré l’implication

B tY = 0 =⇒ Y = 0 ,

par conséquent la matrice B est de rang m− p , et donc m− p ≤ kp; d’où
n ≤ p , ce qui montre la seconde assertion.

Corollaire 6 Les sous-espaces vectoriels F et G = V ect(e1, . . . , en) sont
des solutions maximales du système⎧⎨⎩

θ1 = 0
....

θk = 0.



1.4. GÉOMÉTRIE K-SYMPLECTIQUE 23

Remarques
1. Pour k = 1, on retrouve le cas classique où tous les sous-espaces

lagrangiens sont de dimension n.
2. Les sous-espaces vectoriels F et G = V ect(e1, . . . , en) sont des sous-

espaces lagrangiens de E de dimensions respectives nk et n. Il existe aussi
des sous-espaces lagraniens de dimensions comprises strictement entre n et
nk; considérons par exemple, dans le cas où n = k = 2, le sous-espace
vectoriel L de E engendré par e11 + e1 , e12 et e22; L est un sous-espace
lagrangien de E de dimension 3 .

1.4.2 Endomorphismes adjoints

Soient E un espace vectoriel de dimension n(k + 1) et (θ1, . . . , θk;F )un
système extérieur k−symplectique sur E. Soit η̃ l’application de E dans
le K-espace vectoriel Hom(E,Kk) définie par

η̃(x)(y) = (θ1(x, y), . . . , θk(x, y))

pour tous x, y ∈ E. La non dégénérescence du système {θ1, . . . , θk} im-
plique que l’application η̃ est injective.

A tout endomorphisme u de E , associons l’application linéaire de
Hom(E,Kk) dans lui même, notée tu et appelée transposée de u, définie
par :

tu(ξ) = ξ ◦ u
pour tout ξ ∈ Hom(E,Kk) .

Proposition 1.10 Pour tous u, v ∈ End(E) et λ ∈ K on a :
1. t(u+ v) = tu+ tv , t(λu) = λ tu ,
2. t(u ◦ v) = tv ◦ tu ,
3. tidE est l’application identique de Hom(E,Kk) ,
4. si u ∈ GL(E) alors tu ∈ GL(Hom(E,Kk)) et (tu)−1 = t(u−1).

Soit u un endomorphisme de E vérifiant l’hypothèse suivante :

Im tu ◦ η̃ ⊆ Im η̃ . (1.2)

Pour chaque t ∈ E , il existe un unique t0 ∈ E tel que :

(tu ◦ η̃)(t) = η̃(t0)
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La correspondance t 7−→ t0 permet de définir une application de E dans
lui même, notée u∗ , telle que pour tous t et x appartenant à E , on ait :

(θ1(t, u(x)), . . . , θk(t, u(x))) = (θ1(u∗(t), x), . . . , θk(u∗(t), x)).

On déduit que pour tous u, v ∈ End(E) satisfaisant la relation (1.2) et
λ ∈ K , on a les propriétés suivantes :

1. θα(t, u(x)) = θα(u∗(t), x) pour tous α(α = 1, . . . , k) et t, x ∈ E ,
2. l’application u∗ est linéaire,
3. (u+ v)∗ = u∗ + v∗ , (λu)∗ = λu∗,
4. (u ◦ v)∗ = v∗ ◦ u∗ , u∗∗ = u , (idE)

∗ = idE ,
5. si u ∈ GL(E) alors u∗ ∈ GL(E) et l’on a (u∗)−1 = (u−1)∗.

Réciproquement, soit u un élément de End(E) pour lequel il existe un
endomorphisme u∗ de E satisfaisant à :

θα(t, u(x)) = θα(u∗(t), x)

pour tous α(α = 1, . . . , k) et t, x ∈ E ; on a donc tu(η̃(t)) = η̃(u∗(t))
pour tout t ∈ E , et, par conséquent, u satisfait la relation (1.2). On a
donc montré la proposition suivante :

Proposition 1.11 Pour un endomorphisme u de E les propriétés suiv-
antes sont équivalentes :

i) il existe un endomorphisme u∗ de E tel que θα(t, u(x)) = θα(u∗(t), x) ,
quels que soient α(α = 1, . . . , k) et t, x ∈ E,

ii) Im tu ◦ η̃ ⊆ Im η̃.

Définition 1.9 Si un endomorphisme u de E satisfait l’une des condi-
tions équivalentes de la proposition ci-dessus, l’endomorphisme u∗ est appelé
endomorphisme adjoint de u .

Remarque. Pour k = 1 , l’application Im η̃ est un isomorphisme d’espaces
vectoriels de E sur E∗ et la relation

Im tu ◦ η̃ ⊆ Im η̃ = E∗

est satisfaite pour tout endomorphisme u de E; ainsi à tout endomorphisme
de E est associé, dans ce cas, un endomorphisme adjoint. Cette situation
n’est pas automatique lorsque k ≥ 2 , puisque Im η̃ est de dimension n(k+
1); il est donc contenu strictement dans Hom(E,Kk) qui est de dimension
kn(k + 1) .
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Proposition 1.12 On suppose k ≥ 2. Pour un endomorphisme u de
E , les propriétés suivantes sont équivalentes :

i) u possède un endomorphisme adjoint,
ii) u(Fα) ⊆ Fα pour tout α(α = 1, . . . , k) et u|F 1 = · · · = u|Fk ,
iii) la matrice de u par rapport à la base k-symplectique de E s’écrit⎛⎜⎜⎜⎝

A 0 Q1
. . .

...
A Qk

0 B

⎞⎟⎟⎟⎠
où A,B,Q1, . . . , Qk sont des matrices n× n à coefficients dans K.

Démonstration. Cherchons tout d’abord à exprimer la matrice de u par
rapport à la base k-symplectique (eαi , ei)1≤α≤k, 1≤i≤n de E , sachant que
u vérifie la condition

Im(tu ◦ η̃) ⊆ Im η̃ .

Désignons par (fµ)1≤µ≤k la base canonique de Kk. Les éléments Eb
µ de

Hom(E,Kk) donnés par :

Eb
µ(ea) = δbafµ

où a et b ∈ { 11, . . . , αj, . . . , kn, 1, . . . , j, . . . n } et µ ∈ { 1, . . . , k }, forment
une base de Hom(E,Kk). Posons

η̃(ea) =
X
b,µ

γµa bE
b
µ.

Si a = αs (α = 1, . . . , k ; s = 1, . . . , n) on a

0 = η̃(eαs)(eβt) =
X
b,µ

γµαs bE
b
µ(eβt) =

X
b,µ

γµαs bδ
b
βtfµ =

X
µ

γµαsβtfµ

pour tous β, t (β = 1, . . . , k ; t = 1, . . . , n) , d’où

γµαsβt = 0

pour tous µ , α , β , s , t . De même on a :

δstfα = η̃(eαs)(et) =
X
b,µ

γµαs bE
b
µ(et) =

X
b,µ

γµαs bδ
b
tfµ =

X
µ

γµαs tfµ,
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donc
γµαs t = δµαδst

pour tous α , µ , s , t ; ainsi

η̃(eαs) =
X
µ

γµαs sE
s
µ = Es

α.

Si a = s (s = 1, . . . , n) , on a

η̃(es) =
X
b,µ

γµs bE
b
µ

où b = . . . αj . . . , . . . j . . . (α = 1, . . . , k ; j = 1, . . . , n) ; ainsi

0 = η̃(es)(et) =
X
b,µ

γµs bE
b
µ(et) =

X
b,µ

γµs bδ
b
tfµ =

X
µ

γµs tfµ,

d’où
γµs t = 0

pour tous µ, s, t . Des égalités

η̃(es)(eβt) =
P

b,µ γ
µ
s bE

b
µ(eβt) =

P
b,µ γ

µ
s bδ

b
βtfµ =

P
µ γ

µ
sβtfµ

= − η̃(eβt)(es) = − δstfβ,

il résulte que l’on a
γµsβt = − δstδ

µ
β = − γµβt s,

et par conséquent

η̃(es) =
X
β,µ,t

γµsβtE
βt
µ = −

X
β,µ,t

δstδ
µ
βE

βt
µ = −

X
β,µ

δµβE
βs
µ = −

kX
α=1

Eαs
α = Ωs,

ceci montre que Im η̃ est engendré par les applications linéaires

Ωsα = Es
α , Ωs = −

kX
α=1

Eαs
α

où α = 1, . . . , k , s = 1, . . . , n . On a donc montré que, pour un endomor-
phisme u de E, les propriétés suivantes sont équivalentes :
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i) il existe un endomorphisme u∗ de E satisfaisant à :

θα(t, u(x)) = θα(u∗(t), x)

pour tous α (α = 1, . . . , k) et t, x ∈ E ,

ii) Im (tu ◦ η̃) est contenue dans le sous-espace vectoriel de Hom(E,Kk)
engendré par Ωsα et Ω

s (α = 1, . . . , k , s = 1, . . . , n).

Ecrivons

u(eαs) =
kX

β=1

(
nX
t=1

tβtαseβt) +
nX
t=1

ttαset

et

u(es) =
kX

β=1

(
nX
t=1

tβts eβt) +
nX
t=1

ttset.

On a les relations suivantes :(
(tu ◦ η̃)(eβs) =

Pk
α=1(

Pn
j=1 t

s
αjE

αj
β ) +

Pn
t=1 t

s
tE

t
β

(tu ◦ η̃)(es) = −
P

α,β,j t
βs
αjE

αj
β −

P
t,ρ t

ρs
t Et

ρ.

Pour que l’endomorphisme (tu◦η̃)(eβs) appartienne à Im η̃ il faut et il suffit
que

Pk
α=1(

Pn
j=1 t

s
αjE

αj
β ) soit une combinaison linéaire des Ω

s; l’expressionPk
α=1(

Pn
j=1 t

s
αjE

αj
β ) se réduit donc au seul terme :

kX
α=1

(
nX

j=1

tsαjE
αj
β ) = tsβjE

βj
β .

L’hypothèse k ≥ 2 entraîne que les coefficients tsβj sont nuls.
Pour que (tu ◦ η̃)(es) soit dans Im η̃ il est nécessaire et suffisant que pour
tout s (s = 1, . . . , n) ,

P
α,β,j t

βs
αjE

αj
β soit une combinaison linéaire des Ωs .

L’expression
P

α,β,j t
βs
αjE

αj
β s’écrit alors sous la forme :X
α,β,j

tβsαjE
αj
β =

X
α,j

tαsαjE
αj
α .
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Dans ces conditions on a :X
α,j

tαsαjE
αj
α =

nX
i=1

λiΩ
i,

et donc, X
α,i

tαsαiE
αi
α (eβj) =

X
α,i

tαsαi δ
αi
βjfα = tβsβjfβ

et

nX
i=1

λiΩ
i(eβj) = −

nX
i=1

λi

kX
α=1

Eαi
α (eβj) = −

nX
i=1

λi

kX
α=1

δαiβjfα = −λjfβ.

Ainsi tαsαi = asi = −λi ne dépend pas de α (α = 1, . . . , k). Par conséquent
on a :

u(eαi) =
nX

j=1

ajieαj

et

u(ei) =
kX

α=1

(
nX

j=1

tαji eαj) +
nX

j=1

tjiej .

On a donc montré que la matrice de u par rapport à la base k-symplectique
s’écrit sous la forme demandée.

Corollaire 7 Si u est dans le groupe k-symplectique Sp(k, n;E) , alors u∗

existe et l’on a u∗ = u−1.

1.5 Transvections k-symplectiques

L’étude des symétries d’une structure donnée (i.e. les applications qui con-
servent cette structure) permet une étude fine de la géométrie sous jacente.
Dans chacune des monographies de E.Artin [1] et de J.Dieudonné [15] on
trouve une étude détaillée sur les générateurs du groupe linéaire et du groupe
symplectique. On y dégage le rôle que jouent les dilatations et les transvec-
tions. Ces transformations engendrent le groupe linéaire dès que le corps de
base K est différent de F2 (corps fini à deux éléments). Si E est un espace
vectoriel sur F2, alors le groupe linéaire GlK(E) coïncide avec le groupe spé-
cial linéaire SLK(E). Quant au groupe symplectique Sp(θ,E), relatif à une
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structure symplectique θ donnée sur E, il est engendré par l’ensemble de ses
transvections symplectiques.
Dans cette partie, nous allons étudier, conformément à l’étude classique
correspondant au cas symplectique, les transvections k-symplectiques, i.e.
celles qui conservent un système extérieur k-symplectique (θ1, . . . , θk;F ) sur
un K-espace vectoriel E afin de voir leur rôle dans l’étude des générateurs de
Sp(k, n;E). Nous verrons que, contrairement au cas classique d’une struc-
ture symplectique, les transvections k-symplectiques n’engendrent pas le
groupe Sp(k, n;E); elles engendrent un sous-groupe normal noté Tp(k, n;E).
Cette propriété s’explique aisément pour k = 1. Le groupe 1-symplectique
Sp(1, n;E) ne cōıncide pas avec Sp(n,E). En fait Sp(1, n,E) est le sous-
groupe de Sp(n,E) formé des éléments qui laissent invariant la structure
symplectique θ sur E et qui laisse aussi invariant un sous-espace lagrangien
L. Les transvections de Sp(1, n, E) sont donc les transvections de Sp(n,E)
qui laissent invariant ce sous espace lagrangien. Il est étonnant de voir
que le sous groupe Tp(1, n, E) engendré par ces transvections apparaît aussi
naturellement dans le cadre de la quantification géométrique de Kostant-
Souriau et également dans l’approche que fait Kirillov pour l’analyse har-
monique dans les groupes de Lie nilpotents.

1.5.1 Transvections

Définition 1.10 On dit qu’un élément τ ∈ GL(E) est une transvection s’il
laisse fixe les éléments d’un hyperplan H et s’il déplace tout vecteur x de E
d’un vecteur de H, c’est à dire pour tout x ∈ E , le vecteur τ(x)−x ∈ H .

Définition 1.11 On dira que τ est une transvection d’hyperplan H .

Proposition 1.13 Si τ est une transvection d’hyperplan H, alors il existe
t ∈ E tel que

τ(x) = x+ ϕ(x)t

pour tout x ∈ E , où ϕ est une forme linéaire sur E dont le noyau contient
H .

On dira que τ est une transvection d’hyperplan H et de direction la
droite Kt

Proposition 1.14 Soit τ(x) = x+ϕ(x)t une transvection d’hyperplan H
et de direction Kt . Les propriétés suivantes sont équivalentes:

i) τ 6= idE,
ii) t 6= 0 et ϕ 6= 0 .
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Ceci résulte directement de la caractérisation d’une transvection.

1.5.2 Transvections k-symplectiques

Définition 1.12 Soit E un K-espace vectoriel de dimension n(k+1) muni
d’un système extérieur k−symplectique (θ1, . . . , θk;F ) . Une transvection τ
de E d’hyperplan H et de droite Kt est dite k-symplectique si elle appartient
au groupe Sp(k, n;E).

Il en résulte qu’une transvection τ(x) = x + ϕ(x)t d’hyperplan H et
de droite Kt est k-symplectique si et seulement si la propriété suivante est
satisfaite

ϕ(x)θα(y, t) = ϕ(y)θα(x, t) (1.3)

pour tous x, y ∈ E et α(α = 1, . . . , k).

Proposition 1.15 Si τ(x) = x+ϕ(x)t est une transvection k-symplectique
d’hyperplan H et de droite Kt avec τ 6= idE alors H = t⊥.

Démonstration. La relation (1.3) montre que H ⊆ t⊥ , tandis que l’inclusion
t⊥ ⊆ H résulte la non dégéméréscence du système {θ1, · · · , θk} et de la
relation (1.3).

Proposition 1.16 Soit τ(x) = x+ϕ(x)t une transvection k-symplectique
d’hyperplan H et de droite Kt avec τ 6= idE . Alors pour tout α (α =
1, . . . , k) les propriétés suivantes sont équivalentes :

i) il existe x ∈ E −H tel que θα(t, x) 6= 0,
ii) pour tout x ∈ E −H , θα(t, x) 6= 0.

Cette proposition est une conséquence immédiate de (1.3).
A tout élément t ∈ E − {0} on associe le sous-ensemble I(t) de

{1, . . . , k} constitué des éléments α tels que i(t)θα 6= 0 . La non dégénéres-
cence du système {θ1, . . . , θk} permet de voir que l’ensemble I(t) 6= ∅ .
Soit τ(x) = x+ ϕ(x)t une transvection k-symplectique d’hyperplan H et
de droite Kt ; la relation (1.3) et la proposition précédente montrent que
l’on a

ϕ(x)

ϕ(y)
=

θα(t, x)

θα(t, y)

pour tous x, y ∈ E −H et α ∈ I(t) . Il existe donc des scalaires non nuls
µα (α ∈ I(t)) , tels que

ϕ(x) = µαθα(x, t)
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pour tous x ∈ E −H et α ∈ I(t). Comme cette équation ne dépend pas
de α dans I(t) , on a

µαθα = µβθβ

pour tous α, β ∈ I(t).
La proposition suivante permet de donner une caractérisation des transvec-

tions k-symplectiques.

Proposition 1.17 Soit t un vecteur de E. Pour que t soit une direction
d’une transvection k-symplectique τ avec τ 6= idE il est nécessaire et suff-
isant que t prenne la forme suivante :

t =
kX

α=1

(
nX

s=1

tsλαeαs) (1.4)

où ts (resp. λα ) sont des scalaires non tous nuls.

Démonstration. Pour k = 1, il suffit de montrer que t ∈ F. En effet on a
t⊥ = H = Ker ϕ et F est τ -invariant. Ainsi t ∈ F .

Supposons que k ≥ 2. Soit τ(x) = x + ϕ(x)t une transvection k-
symplectique d’hyperplan H et de droite Kt avec τ 6= idE . Les relations
qui précèdent montrent qu’il existe un sous-ensemble I(t) de {1, . . . , k} tel
que les formes linéaires i(t)θα , α ∈ I(t), soient proportionnelles. On peut
supposer que 1 ∈ I(t). Ecrivons

t =
kX

α=1

(
nX

s=1

tαseαs) +
nX

s=1

tses.

Si I(t) est réduit à {1}, alors i(t)θα = 0 pour tout α ≥ 2 , et t =Pn
s=1 t

1se1s . Ceci montre que t s’écrit sous la forme (1.4). Supposons
maintenant que I(t) ne soit pas réduit à {1}. Pour tout β ∈ I(t) , il existe
λβ ∈ K∗ tel que i(t)θβ = λβi(t)θ1; d’où

tβs = λβt1s , ts = 0

pour tout s ∈ {1, . . . , n} et t s’écrit sous la forme demandée.
Réciproquement, soit t un élément de E − {0} s’écrivant sous la

forme (1.4). Il est clair que I(t) est la partie de {1, . . . , k} formée des
éléments β tels que λβ 6= 0 et H est l’hyperplan de E d’équation

nX
s=1

tsωs = 0.
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On a

i(t)θβ = λβ(
nX

s=1

tsωs) (1.5)

pour tout β ∈ I(t) , et donc,

H = Ker (i(t)θ1) ∩ · · · ∩Ker (i(t)θk) = t⊥.

La relation (1.5) montre qu’il existe des éléments cβ (β ∈ I(t)) de K non
nuls, et une forme linéaire ϕ de noyau H tels que

cβi(t)θβ = ϕ

pour tout β ∈ I(t). L’endomorphisme τ de E donné par

τ(x) = x+ ϕ(x)t

pour tout x ∈ E, définit bien une transvection k-symplectique de E.

Corollaire 8 Pour toute tranvection k−symplectique d’hyperplan H de E,
on a F ⊆ H.

Corollaire 9 Pour une transvection τ de E , les propriétés suivantes sont
équivalentes :

i) τ est une transvection k-symplectique,
ii) τ s’écrit sous la forme

τ(x) = x+

Ã
nX

m=1

tmωm(x)

!Ã
nX

m=1

kX
α=1

tmλαeαm

!
.

1.5.3 Le groupe Tp(k, n;E)

On désigne par Tp(k, n;E) le sous-groupe de Sp(k, n;E) engendré par les
transvections k-symplectiques de E . Comme dans les sections précédentes,
nous noterons Tp(k, n;K) le groupe des matrices des éléments de Tp(k, n;E)
relatives à une base k-symplectique.

Proposition 1.18 Le groupe Tp(k, n;K) est le sous-groupe de Sp(k, n;K)
formé des matrices du type :⎛⎜⎜⎜⎝

In 0 S1
. . .

...
In Sk

0 In

⎞⎟⎟⎟⎠ (1.6)



1.5. TRANSVECTIONS K-SYMPLECTIQUES 33

où In est la matrice unité d’ordre n et S1, · · · , Sk des matrices n × n
symétriques à coefficients dans K. En particulier Tp(k, n;K) est un sous-
groupe abélien normal dans Sp(k, n;K).

Démonstration. Il découle du corollaire ci-dessus, que pour toute transvec-
tion k-symplectique τ de E on a τ(x) = x pour tout x ∈ F . Ainsi tout
élément de Tp(k, n;K) s’écrit sous la forme (1.6).
Réciproquement, soit M une matrice du type (1.6). Considérons les endo-
morphismes ταpqδ et ραpδ de E définis par :

ταpqδ (x) = x+ (δωp(x) + ωq(x)) (δeαp + eαq) , ραpδ (x) = x+ δωp(x)eαp.

où α = 1, . . . , k , p, q = 1, . . . , n et δ ∈ K . Les applications ταpqδ et ραpδ
sont des transvections k-symplectiques, contrairement au composé

σαpqδ = ταpqδ ◦(ραpδ2 )−1◦(ρ
αq
1 )

−1 ,

et on vérifie sans peine les relations suivantes :

1. ταppδ = ραp
(1+δ)2

,

2. σαpqδ (x) = x + δ (ωp(x)eαq + ωq(x)eαp) ,

3. σαpqδ (ep) = ep + δeαq,

4. σαpqδ (eq) = eq + δeαp,

5. σαpqδ (es) = es si s 6= p et s 6= q.

Pour tout α (α = 1, . . . , k) , considérons le produit

σα =

⎛⎝ Y
1≤p≤n

ραp
spp
(α)

⎞⎠⎛⎝ Y
1≤p<q≤n

σαpq
spq
(α)

⎞⎠
où les sijα (i, j = 1, . . . , n) sont les coefficients de la matrice Sα , pour tout
α (α = 1, . . . , k) . Par rapport à la base k-symplectique canonique de E ,
la matrice de σα s’écrit sous la forme (1.6) avec Sβ = 0 pour β 6= α.
Il en résulte que, par rapport à cette base, M est la matrice du composé
σ1 ◦ · · · ◦ σk .
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1.5.4 Le groupe affine Hp(k, n;E)

Nous supposons dans tout ce paragraphe que K = R ou C. Le groupe des
transformations affines

X 7−→ AX + B

de Kn(k+1) où A est dans Tp(k, n;K) est un groupe de Lie noté Hp(k, n;K).
Les éléments de ce groupe sont les matrices du type⎛⎜⎜⎜⎜⎝

In 0 · · · 0 S1 T1
· · · · · · · · · · · · · · ·
0 · · · · · · In Sk Tk
0 · · · · · · 0 In Q
0 · · · · · · 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
où In est la matrice unité d’ordre n, S1, · · · , Sk sont des matrices n × n
symétriques à coefficients dansK, et T1, . . . , Tk, Q sont des matrices colonnes
d’ordre n.
On désigne par (S1, . . . , Sk, Q, T1, . . . , Tk) les éléments de ce groupe. Pour
tous g = (S1, . . . , Sk, Q, T1, . . . , Tk) et g0 = (S01, . . . , S0k,Q

0, T 01, . . . , T 0k) ap-
partenant à Hp(k, n;K) on a :
i) gg0 = (S1 + S01, . . . , Sk + S0k, Q+Q0, S1Q0 +T1 + T 01, . . . , SkQ0 +Tk + T 0k),
ii) g−1 = (−S1, . . . ,−Sk,−Q,S1Q − T1, . . . , SkQ − Tk),
iii) [g, g0] = (0, . . . , 0, 0, S1Q

0 − S01Q, . . . , SkQ0 − S0kQ).

Proposition 1.19 Le groupe Hp(k, n;K) est un groupe de Lie nilpotent
connexe et simplement connexe dont le groupe dérivé cōıncide avec le centre.



Chapitre 2

VARIÉTÉS
k-SYMPLECTIQUES

Sauf mention du contraire, les variétés différentiables considérées ici
sont supposées connexes, séparées, paracompactes à base dénombrables d’ouverts,
et tous les éléments introduits dans ce travail sont supposés de classe C∞.

2.1 Introduction

L’un des problèmes majeurs de la géométrie différentielle concerne la
détermination et la classification des variétés différentielles munies d’une
structure géométrique donnée. Ces derniers temps, de nombreux travaux
se consacraient à l’étude des variétés feuilletées, que nous pouvons voir
dans le contexte de ce livre comme des variétés différentiables munies d’un
système de Pfaff intégrables. L’étude des variétés de contact et symplec-
tiques connait en ce moment un développement intéressant. Ces variétés
sont définies par l’existence soit d’un système de Pfaff de rang 1 de classe
maximum, soit d’une 2-formes extérieures différentiables fermées de rang
maximum. Nous pourrions nous intéresser ici à un cadre plus général con-
cernant l’étude des variétés munies d’un système de Pfaff non intégrable, de
classe constante donnée. Par exemple la détermination et la classification
des variétés connexes (simplement connexes) éventuellement compactes de
dimension 5 munies d’une structure définie localement par un système de
Pfaff de type S115 (f) semble des plus prometteuse. Des considérations liées
à la mécanique statistique et l’originalité d’une étude portant sur les sys-
tèmes de formes exterieures nous ont guidées vers une recherche de variétés
dont la géométrie est définie localement par des systèmes k-symplectiques.



36 CHAPITRE 2. VARIÉTÉS K-SYMPLECTIQUES

Rappelons également un des résultats établi au chapitre 3: les systèmes ex-
térieurs k-symplectiques sont des modèles de systèmes extérieurs de rang
maximum. Une étude générale des systèmes extérieurs passent, dans cette
optique, par celle des systèmes k-symplectiques. On se propose dans ce
chapitre de définir de telles variétés et d’approcher les théorèmes d’existence.
La démarche est classique : on étudie les variétés munies d’une presque
structure (en tout point l’espace tangent est muni d’un système extérieur
k-symplectique) et on dégage des conditions d’intégrabilité, c’est-à-dire des
conditions pour que la presque structure soit associée à cette structure. Le
cadre de la théorie des G-structures se prête bien à cette démarche. Nous
renvoyons les lecteurs à l’ouvrage de géométrie différentielle de S. Sternberg
pour tout ce qui concerne les notions de base.

2.2 Variétés k-symplectiques

2.2.1 Définition

Soit M une variété différentiable de dimension n(k + 1) munie d’un
feuilletage F de codimension n et soient θ1, . . . , θk des formes différen-
tielles sur M fermées de degré 2.

Le sous-fibré de TM défini par les vecteurs tangents aux feuilles
de F sera désigné par E , l’ensemble des sections du M -fibré TM −→M
(resp.E −→ M ) sera désigné par χ(M) (resp. Γ(E) ) et l’ensemble des
p-formes différentielles sur M sera désigné par Λp(M) .

Pour tout x de M , on désignera par Cx(θ
1), . . . , Cx(θ

k) les espaces
caractéristiques des 2-formes θ1, . . . , θk au point x. Rappelons la définition:

Cx(θ) = {Xx ∈ TxM | i(Xx)θ
α = 0 }

où i(Xx)θ
α désigne le produit intérieur du vecteur Xx par la 2-forme θα .

Définition 2.1 On dit que
©
θ1, . . . , θk

ª
est un système différentiel extérieur

k-symplectique associé au sous-fibré E ( où que le (k+1)-uple (θ1, . . . , θk;E)
est une structure k-symplectique sur M ) si pour tout x ∈M , les conditions
suivantes sont satisfaites :

1. Cx(θ
1) ∩ · · · ∩Cx(θ

k) = {0},
2. θα(X,Y ) = 0 pour tous X,Y ∈ Γ(E) et α(α = 1, . . . , k) .
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2.2.2 Exemples

1. Structure k-symplectique canonique sur Rn(k+1).

Considérons Rn(k+1) muni de ses coordonnées (xαi, xi)1≤α≤k,1≤i≤n. Soient
E le sous-fibré de TRn(k+1) défini par les équations

dx1 = . . . = dxn = 0

et θα (α = 1, . . . , k) les 2-formes différentielles données par

θα =
nX
i=1

dxαi ∧ dxi.

Le (k+1)-uple (θ1, . . . , θk;E) définit bien une structure k-symplectique sur
Rn(k+1) dite canonique. Cette structure induit une structure k-symplectique
naturelle sur le tore Tn(k+1).

2. Produit de fibrations lagrangiennes

Considérons k fibrations différentiables

ξ1 = (M1, B, π1) , . . . , ξk = (Mk, B, πk)

au dessus d’une même variété différentiable B , η le produit trivial

η = (M1 × . . .×Mk, B × . . .×B, π1 × . . .× πk)

et δ l’application diagonale x 7−→ (x, . . . , x) de B dans B× . . .×B . Le
produit fibré

ξ = ξ1 ×B . . .×B ξk

des fibrations ξα (α = 1, . . . , k) est par définition la fibration image ré-
ciproque par δ de η . C’est une fibration ξ = (M,B, π) dont l’espace to-
tal M est formé des éléments (x1, . . . , xk) de M1 × . . . × Mk tels que
π1(x1) = . . . = πk(xk) ; c’est une sous-variété fermée de M1 × . . . ×Mk.
Pour tout b ∈ B , la fibre π−1(b) est le produit (π1)−1(b)× . . .× (πk)−1(b).
Soient

i :M −→M1 × . . .×Mk

l’injection canonique ( i est un plongement) et

prα :M1 × . . .×Mk −→ Mα
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(α = 1, . . . , k) la projection canonique sur Mα. Pour tout α (α = 1, . . . , k) ,
le composé prα ◦ i est la restriction de prα à M ; c’est une submersion.

On suppose que les fibrations ξα sont lagrangiennes (c’est à dire Mα est
munie d’une structure symplectique σα pour laquelle les fibres définissent
un feuilletage lagrangien). Si 2n est la dimension commune aux variétés
Mα , alors les fibres de ξ sont de dimension nk et la variété M est de
dimension n(k + 1) , n étant la dimension de la variété B. Pour tout
α (α = 1, . . . , k) on pose θα = (prα ◦ i)∗σα

Proposition 2.1 Dans les hypothèses et notations ci-dessus, le (k + 1)-
uple (θ1, . . . , θk;E) définit une structure k-symplectique sur M , E étant
le sous-fibré de TM défini par les fibres de ξ .

Démonstration. Pour tout α (α = 1, . . . , k) on a

dθα = (prα ◦ i)∗dσα,

donc les formes θα sont fermées. Soient X et Y des sections du sous-fibré
E , x un point de M et α (α = 1, . . . , k). On a

θαx(Xx, Yx) = σα(prα◦i)(x)((pr
α ◦ i)TxXx , (pr

α ◦ i)TxYx) ,

(prα ◦ i)T étant l’application tangente associée à (prα ◦ i). Les applications
(prα ◦ i) envoient les fibres de ξ sur les fibres de ξα , donc les vecteurs
(prα ◦ i)TxXx et (prα ◦ i)TxYx sont verticaux dans Mα ; le feuilletage défini
par les fibres de ξα étant lagrangien par hypothèse, ainsi θαx(Xx, Yx) = 0.

Si pour un point x de M et un vecteur tangent Xx à M en x on a
i(Xx)θ

α = 0 pour tout α (α = 1, . . . , k) , alors

θαx(Xx, Yx) = 0.

pour tous α(α = 1, . . . , k) et Yx ∈ Tx(M) . Le fait que pour tout α (α =
1, . . . , k) , (prα ◦ i) soit une submersion et σα de classe 2n montre que
iTxXx = 0 ; d’où Cx(θ

1) ∩ · · · ∩ Cx(θ
k) = {0}.

Remarques
a) Si les variétés Mα sont compactes, il en est de même pour M et

toutes les feuilles du feuilletage défini par ξ sont compactes.
b) Si M1, . . . ,Mk coïncident avec le fibré cotangent T ∗B d’une variété

B (M1 = . . . = Mk = T ∗B) , on obtient une structure k-symplectique sur
la somme de Whitney T ∗B ⊕ . . . ⊕ T ∗B au dessus de B .



2.2. VARIÉTÉS K-SYMPLECTIQUES 39

3. Structure k-symplectique sur le fibré des k1-covélocités.

Cet exemple, souvent étudié dans le cadre des structures p-presque cotan-
gentes régulières, correspond à la structure k-symplectique canonique de la
somme de Whitney. Soit M une variété différentiable de dimension n .
On désigne par T ∗k1M le fibré cotangent des k1-covélocités de M ; c’est la
variété des 1-jets des applications différentiables de M dans Rk de but
0 ∈ Rk. La variété T ∗k1M est localement caractérisée de la façon suivante :
A un système de coordonnées locales (xj)1≤j≤n de M on associe le système
de coordonnées (xi, x1i , . . . , x

k
i )1≤i≤n de T ∗k1M défini par :

xi(Jx,01f) = xi(x)

xαi (Jx,01f) = (
∂fα

∂xi
)(x) ,

pour tous i = 1, . . . , n, α = 1, . . . , k , où Jx,01f est le 1-jet en x ∈ M de
l’application

f = (f1, . . . , fk) :M −→ Rk

telle que f(x) = 0 . T ∗k1M est une n(k+1) -variété différentiable. T ∗k1M est
un fibré vectoriel au dessus de M de fibre type Rnk . Soit π : Jx,01f 7−→ x
de T ∗k1M dans M , la projection canonique. On a un difféomorphisme
canonique

Λ : T ∗k1M −→ T ∗M ⊕ . . .⊕ T ∗M (k − fois)

de T ∗k1M sur la somme de Whitney T ∗M ⊕ . . .⊕ T ∗M défini par

Λ(Jx,01f) = (Jx,01f
1, . . . , Jx,01f

k).

Pour tout α (α = 1 , . . . , k) , on a une forme de Pfaff canonique λα définie
par :

λα(u)(X) = uα(x)(π∗X)

où u = (u1, . . . , uk) ∈ T ∗k1M , X ∈ Tu(T
∗
k1M) et π(u) = x. Posons θα =

dλα pour tout α (α = 1 , . . . , k) . Le (k + 1)-uple (θ1, . . . , θk;Ker π∗ )
définit bien une structure k-symplectique sur T ∗k1M .

2.2.3 Modèle local

Théorème 2.1 ( de Darboux) Si (θ1, . . . , θk;E) est une structure k-
symplectique sur la variété diffentiable M , alors pour tout point p de M
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il existe un voisinage ouvert U de M contenant p de coordonnées lo-
cales (xαi, xi)1≤α≤k,1≤i≤n dites adaptées, tel que les formes différentielles
θα soient représentées dans U par

θα =
nX
i=1

dxαi ∧ dxi

et le sous-fibré E soit défini par les équations

dx1 = . . . = dxn = 0.

Démonstration. Il résulte du théorème de Frobénius qu’il existe un sys-
tème de coordonnées locales (x1, . . . , xnk, x1, . . . , xn) défini sur un voisinage
ouvert U de M contenant p tel que les dérivations

∂

∂x1
, . . . ,

∂

∂xnk

engendrent l’espace tangent aux feuilles en tout point de U . Le problème
étant de nature locale, on peut supposer que U est un ouvert de Rn(k+1)

et que p = (x1(p), . . . , xnk(p), x
1(p), . . . , xn(p)) = 0 en est l’origine. Les

formes θα étant localement exactes (lemme de Poincaré ), on peut supposer
que dans l’ouvert U les expressions des formes θα soient les suivantes :

θα = d(
nkX
u=1

fαudxu +
nX

s=1

gαs dx
s)

où fαu et gαs sont des fonctions différentiables sur U ; ainsi

θα =
1

2

X
1≤u,j≤nk

(
∂fαu

∂xj
− ∂fαj

∂xu
)dxu ∧ dxj

+
nX

s=1

Ã
nkX
u=1

(
∂gαs
∂xu
− ∂fαu

∂xs
)dxu +

1

2

nX
t=1

(
∂gαs
∂xt

− ∂gαt
∂xs

)dxt

!
∧ dxs .

La seconde condition de la définition d’une structure k-symplectique donne

∂fαu

∂xj
=

∂fαj

∂xu
.

Pour tous α(α = 1, . . . , k) et i(i = 1, . . . , n) on pose :

xαi = gαi −
nkX
j=1

Z xj

0

∂fαj

∂xi
(0, . . . , 0, t, xj+1, . . . , xnk, x

1, . . . , xn)dt.
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La relation θα =
Pn

i=1 dx
αi ∧ dxi est équivalente à

∂xαs

∂xu
=

∂gαs
∂xu

− ∂fαu

∂xs
,

∂xαs

∂xt
− ∂xαt

∂xs
=

∂gαs
∂xt
− ∂gαt

∂xs
.

Comme la deuxième condition est satisfaite, la première l’est aussi. Un
raisonnement analogue à celui de théorème de la classification des systèmes
extérieurs k-symplectiques linéaires nous permet de voir que les formes dif-
férentielles dxαi et dxi sont indépendantes. D’où le théorème.
Remarque Si (θ1, . . . , θk;E) est une structure k-symplectique sur M ,
alors les formes différentielles θα sont de rang 2n .

2.2.4 Γ -structures associées à une k-structure symplectique

Proposition 2.2 Une structure k-symplectique sur une variété différen-
tiable M de dimension n(k + 1) est équivalente à la donnée d’une Γ -
structure intégrable, où Γ est le pseudo-groupe des difféomorphismes locaux
de Rn(k+1) qui laissent ivariante la structure k-symplectique canonique de
Rn(k+1) .

Démonstration. Il résulte du théorème de Darboux que si M est munie
d’une structure k-symplectique, alors elle admet un atlas A appelé atlas
de Darboux, dont les changements de coordonnées locales appartiennent au
pseudo-groupe Γ ; autrement dit, l’atlas A définit une Γ-structure inté-
grable sur M .

Réciproquement, si la variété M admet une Γ-structure intégrable,
alors elle admet un atlas A dont les changements de cartes conservent la
structure k-symlectique canonique (θ1, . . . , θk;E) de Rn(k+1) , c’est à dire
pour toutes cartes (U,ϕ) , (V, ψ) ∈ A on a:

i) (ϕ ◦ ψ−1)∗θα = θα pour tout α(α = 1, . . . , k) ,
ii) (ϕ ◦ ψ−1)∗Ex = E(ϕ◦ψ−1)(x) pour tout x ∈ ϕ(U)∩ψ(V ) .

Sur le domaine U d’une carte quelconque (U,ϕ) de l’atlas A , on pose

σαϕ = ϕ∗θα , Pϕ
x = (ϕ−1)∗Eϕ(x) ,

pour tous α(α = 1, . . . , k) et x ∈ U . Sur l’intersection U ∩V des domaines
des cartes ϕ et ψ , on a

σαϕ = σαψ , Pϕ
x = Pψ

x .

pour tous α(α = 1, . . . , k) et x ∈ U∩V ; ce qui montre que (σ1, . . . , σk; P )
définit une une structure k-symplectique sur M .
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2.3 Variétés à structures presque k-symplectiques

2.3.1 Définition

Soit M une variété différentiable de dimension n(k + 1) .

Définition 2.2 On dit que M possède une structure presque k-symplectique
si pour tout point x de M l’espace tangent TxM admet une structure k-
symplectique d’espaces vectoriels

(θ1x, . . . , θ
k
x;Fx)

où θα ∈ Λ2(M).

Bien entendu, on suppose que cette structure dépend de façon C∞

du point x . Ceci revient à dire que pour tout x0 de M, il existe un voisi-
nage U0 de x0 dans M et une section locale C∞ du fibré des corepères
notée (ωαi, ωi)1≤α≤k,1≤i≤n telle qu’en chaque point x de U0 les 2-formes
θα s’écrivent

θα =
nX
i=1

ωαi ∧ ωi

et le sous-espace F soit défini par les équations ω1 = . . . = ωn = 0 .
Une telle section locale du fibré des corepères de M sera dite adaptée à la
structure presque k-symplectique de M .

2.3.2 Connexion adaptée

Définition 2.3 On dit qu’une connexion linéaire Π sur une variété presque
k-symplectique est adaptée à la structure presque k-symplectique si la 1-
forme de connexion (Πuv) prend ses valeurs dans l’algèbre de Lie sp(k, n;R)
lorsqu’elle est exprimée par rapport à une section adaptée.

Autrement dit, les composantes de la connexion notées par rapport à la
section adaptée

(Πsj ,Π
αs
j ,Πsαj ,Π

αs
βj)

satisfont à
Πsαj = 0 , Παsβj = 0 si α 6= β

Παsβj + Πjs = 0 , , Παsj − Παjs = 0.
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Rappelons que la torsion d’une connexion linéaire Π est une forme vecto-
rielle T dont les composantes Tu sont liées à celles de la forme de connexion
(Πuf ) et de la forme fondamentale ωu du fibré tangent par la relation

T u = dωu +
X
f

Πuf∧ωf .

2.3.3 Intégrabilité des structures presque k-symplectiques

1. G−structure
SoientM une variété différentielle et F(M) le fibré des repères. Ce fibré est
principal au dessus de M, le groupe linéaire Gl(n) agit naturellement sur
chaque fibre (la fibre au dessus d’un point x ∈M est l’ensemble des repères
de l’espace vectoriel Tx(M)). Soit G un sous groupe de Lie de Gl(n). On
appelle G−structure, une réduction du fibré F(M) au groupe de Lie G
c’est à dire une sous variété BG de F(M) vérifiant : pour tout p ∈ BG et
g ∈ Gl(n), le point p.g défini dans F(M) appartient à BG si et seulement
si g ∈ G (autrement dit, il est permis de faire des changements de bases
modulo G).

Le fibré des corepères de M se définit en considérant pour tout point
x ∈M l’ensemble des bases duales des repères de T (M).

Une G-structure sur une variété différentiable M est dite intégrable s’il
existe au voisinage de chaque point de M un système de coordonnées locales
telles que leurs différentielles forment une section du fibré des corepères
adaptée à la structure. En général une G−structure n’est pas intégrable.
Une condition nécessaire d’intégrabilité est la nullité du tenseur de Bernard.

2. Etude de la Sp(k, n;R)−structure
Se donner une presque structure k-symplectique sur la variété M équiv-
aut à se donner une G−structure avec G = Sp(k, n;R). Dire que cette
G−structure est intégrable revient à dire que la presque structure k−symplec-
tique correspond à une structure k−symplectique. Nous pouvons donc nous
ramener au calcul du tenseur de Bernard pour intégrer cette G−structure.
Mais la nullité de ce tenseur est équivalente à l’existence d’une connex-
ion adaptée sans torsion. Nous allons donc étudier le problème d’existence
d’une telle connexion. Notons que si l’intégrabilité d’une G-structure im-
plique la nullité du tenseur de Bernard, la réciproque n’est en général pas
vérifiée. La proposition suivante précise que dans le cas des structures
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presque k−symplectiques, il y a équivalence entre la nullité de ce tenseur
(ou l’existence d’une connexion adaptéee sans torsion) et l’intégrabilité.

La structure presque k-symplectique est intégrable si et seulement si on
peut trouver au voisinage de chaque point x0 de M des coordonnées locales
(xαi, xi)1≤α≤k,1≤i≤n telles que les 2-formes θα s’écrivent

θα =
nX
i=1

dxαi ∧ dxi

et le sous-fibré F défini par les équations

dx1 = . . . = dxn = 0.

Proposition 2.3 Soit M une variété munie d’une structure presque k-
symplectique avec F intégrable. Alors la structure presque k-symplectique
est intégrable si et seulement si la variété M possède une connexion adaptée
à torsion nulle.

Démonstration. Soit Π une connexion linéaire adaptée à torsion nulle
c’est à dire pour toute section adaptée (ωαi, ωi)1≤α≤k,1≤i≤n , on a

dωαj = −
nX

s=1

(Παjs ∧ ωs + Παjαs ∧ ωαs)

et

dωj = −
nX

s=1

Πjs ∧ ωs.

Les différentielles extérieures des formes θα sont nulles puisque

dθα = −
nX

s,j=1

(Παjs ∧ ωs ∧ ωj + Παjαs ∧ ωαs ∧ ωj − ωαj ∧Πjs ∧ ωs).

Il résulte du théorème de Darboux qu’il existe un système de coordonnées
locales (xαi, xi)1≤α≤k,1≤i≤n tel que les 2-formes θα s’écrivent

θα =
nX
i=1

dxαi ∧ dxi

et le sous-fibré F soit défini par les équations dx1 = . . . = dxn = 0 .

Remarque Une Sp(k, n;R) -structure intégrable est du type infini car
l’algèbre de Lie sp(k, n;R) possède des éléments de rang 1.
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2.4 Systèmes hamiltoniens

Nous allons dans ce paragraphe généraliser pour k ≥ 2 le formalisme de la
géométrie symplectique classique.

2.4.1 Champs hamiltonniens

Soient M une variété différentiable de dimension n(k + 1) munie d’une
structure k-symplectique (θ1, . . . , θk;E) et j l’application de χ(M) dans
Λ1(M)× . . .× Λ1(M) définie par :

j(X) = (j1(X), . . . , jk(X)) = (i(X)θ1, . . . , i(X)θk)

pour tout X ∈ χ(M) .

Définition 2.4 Un champ de vecteurs X sur M est appelé automor-
phisme infinitésimal de F ( ou de E ) si au voisinage de tout point de M ,
le groupe à un paramètre local associé à X respecte le feuilletage F .

Proposition 2.4 Pour tout champ de vecteurs X ∈ χ(M) les propriétés
suivantes sont équivalentes :

i) X est un automorphisme infinitésimal pour F ,
ii) [X,Y ] ∈ Γ(E) pour tout Y ∈ Γ(E) .
iii) Dans un système de coordonnées locales distinguées

(xu, x
i)1≤u≤nk, 1≤i≤n ,

le champ de vecteurs X prend la forme

X =
nkX
s=1

ξs(x1, . . . , xnk, x
1, . . . , xn)

∂

∂xs
+

nX
t=1

ηt(x1, . . . , xn)
∂

∂xt
.

On notera I(M,F) l’algèbre de Lie des automorphismes infinitési-
maux pour F .

Définition 2.5 Un champ de vecteurs X sur M est appelé système hamil-
tonien si X est un automorphisme infinitésimal pour F et pour les 2-formes
θα à la fois; autrement dit, s’il satisfait les conditions suivantes :

1. X est un automorphisme infinitésimal pour F ,
2. les formes de Pfaff i(X)θ1, . . . , i(X)θk sont fermées.

Le champ de vecteurs X sera appelé automorphisme infinitésimal pour
la structure k-symplectique (θ1, . . . , θk;E).
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2.4.2 Applications hamiltonniennes

Soit X un système hamiltonien. Il résulte du lemme de Poincaré, que
pour tout x ∈ M , il existe un voisinage ouvert U de M contenant x et
une application différentiable H de U dans Rk vérifiant sur U la relation

j(X) = −dH .

Inversement, si H est une application différentiable de M dans Rk

telle que dH ∈ j(I(M,F)) , il existe un unique champ de vecteurs sur M
noté XH , et appelé système hamiltonien associé à H , tel que j(XH) =
− dH.

Les applications différentiables H de M dans Rk telles que dH ∈
j(I(M,F)) sont appelées applications hamiltoniennes de la structure k-
symplectique (θ1, . . . , θk;E) .

Proposition 2.5 Soit H = (Hα)1≤α≤k une application hamiltonienne
et XH le système hamiltonien associé. Dans un ouvert U de M muni
d’un système de coordonnées locales adaptées (xαi, xi)1≤α≤k,1≤i≤n , les com-
posantes Hα de H et XH s’écrivent respectivement :

Hα =
nX

j=1

fj(x
1, . . . , xn)xαj + gα(x1, . . . , xn)

et

XH = −
nX

s=1

kX
α=1

⎛⎝ nX
j=1

∂fj
∂xs

(x1, . . . , xn)xαs +
∂gα

∂xs
(x1, . . . , xn)

⎞⎠ ∂

∂xαs

+
nX

s=1

fs(x
1, . . . , xn)

∂

∂xs

où fj et gα sont des fonctions différentiables dans U .

Démonstration. Dans un ouvert U de M muni d’un système de coor-
données locales adaptées (xαi, xi)1≤α≤k,1≤i≤n le système hamiltonien XH

s’écrit

XH =
nX

s=1

kX
α=1

Xαs
∂

∂xαs
+

nX
j=1

Xj
∂

∂xj
.

Les relations

jr(XH) = i(XH)θ
r =

nX
j=1

(Xrjdx
j − Xjdx

rj) = − dHr (r = 1, . . ., k)
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donnent

Xrj = − ∂Hr

∂xj
, Xs =

∂Hr

∂xrs
,

∂Hr

∂xαs
= 0 si α 6= r.

X étant un automorphisme infinitésimal, donc par rapport au système de
coordonnées locales adaptées (xαi, xi)1≤α≤k,1≤i≤n on a

∂Xs

∂xαs
= 0,

et, donc, les composantes Hα de H s’écrivent sous la forme

Hα =
nX

j=1

fj(x
1, . . . , xn)xαj + gα(x1, . . . , xn)

où fj et gα sont des fonctions différentiables sur U .

Remarque Supposons que k ≥ 2 . Il résulte de la démonstration de la
proposition précédente que si les formes de Pfaff i(X)θ1, . . . , i(X)θk sont
fermées, X est nécessairement un automorphisme infinitésimal pour F .

2.4.3 Crochet de Poisson

Proposition 2.6 Soient H , K deux applications hamiltoniennes et XH ,
XK les systèmes hamiltoniens associés. Le crochet [XH , YK ] est un système
hamiltonien. Plus précisément l’application notée {H,K} de M dans Rk

définie par:
{H,K} = (θ1(XH ,XK), . . . , θ

k(XH ,XK))

satisfait
[XH ,XK ] = X{H,K}.

En effet, on a

i([XH ,XK ])θ
α = [LXH

, i(XK)]θ
α = d(θα(XH ,XK)) = − d{H,K}α

pour tout (α = 1, . . ., k) . Dans un système de coordonnées locales adaptées
(xαi, xi)1≤α≤k,1≤i≤n les composantes {H,K}α de {H,K} s’écrivent

{H,K}α =
nX

s=1

µ
∂Hα

∂xs
∂Kα

∂xαs
− ∂Hα

∂xαs
∂Kα

∂xs

¶
.

Soit ~(M) l’ensemble des applications hamiltoniennes de la struc-
ture k-symplectique (θ1, . . . , θk;E). La correspondance (H,K) 7−→ {H,K}
de ~(M)×~(M) dans ~(M) est une application R-bilinéaire antisymétrique
satisfaisant l’identité de Jacobi.
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Proposition 2.7 (~(M), {, }) est une algèbre de Lie réelle de dimension
infinie.

2.5 Liens avec la mécanique statistique de Nambu

Le théorème de Liouville sur la conservation des volumes est le point central
de la mécanique classique. Ce théorème joue un rôle important dans la
mécanique statistique. Le formalisme ”hamiltonien” classique n’est pas le
seul décrivant cette mécanique statistique. Tout système d’équations qui
conduit au théorème de Liouville convient également. Nambu propose une
généralisation possible de la dynamique hamiltonienne pour un espace de
phase de dimension 3. Nous allons voir, après avoir rappelé le système
d’équations de Nambu, que les applications hamiltoniennes de la structure
2-symplectique sur R3 engendrent les solutions de ce système.

Les équations régissant le mouvement de la mécanique statistique
de Nambu sont données par le système suivant :

dx
dt = D(H,G)

D(y,z) , dy
dt = D(H,G)

D(z,x) , dz
dt = D(H,G)

D(x,y)

où H et G sont deux fonctions réelles définies sur l’espace de phase M
décrit par le système de coordonnées (x, y, z) et où D(H,G)

D(y,z) désigne le Jaco-
bien

D(H,G)

D(y, z)
=

∂H

∂y

∂G

∂z
− ∂H

∂z

∂G

∂y
.

Les équations ci-dessus sont appelées équations de mouvement de Nambu
et le champ de vecteurs dont les trajectoires sont définies par les équations
de mouvement de Nambu sera désigné par Xn

(H,G) , et appelé système dy-
namique de Nambu.

Munissons l’espace M de la structure 2-symplectique canonique
(θ1, θ2;E) définie par ⎧⎨⎩

θ1 = dx ∧ dz,
θ2 = dy ∧ dz,
E = Ker dz.

Les applications hamiltoniennes de la structure 2-symplectique sont les
applications du type

H : M −→ R2

dont les composantes sont données par½
H1 = f(z)x+ g1(z),
H2 = f(z)y + g2(z),
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où f , g1 et g2 sont des fonctions réelles définies sur l’espace M . Les
trajectoires du système hamiltonien XH de la structure 2-symplectique sont
données par les équations suivantes :

dx

dt
= −∂H

1

∂z
,
dy

dt
= −∂H

2

∂z
,
dz

dt
=

∂H1

∂x
=

∂H2

∂y

Théorème 2.2 Soient H = (H1,H2) avec H1 = f(z)x+ g1(z) et H2 =
f(z)y+g2(z)), une application hamiltonienne de la structure 2-symplectique.
Alors le système hamiltonien XH et le système dynamique de Nambu Xn

H

sont liés par la relation Xn
H = f(z)XH .

Démonstration. Cela résulte directement des relations suivantes:

D(H1,H2)

D(y, z)
= −f(z)∂H

1

∂z
,
D(H1,H2)

D(z, x)
= −f(z)∂H

2

∂z
,

et
D(H1,H2)

D(x, y)
= −f(z)∂H

1

∂x
= −f(z)∂H

2

∂y
.

Corollaire 10 La fonction

(f(z))−1H = (x+ h1(z), y + h1(z))

est une solution des équations du mouvement de la mécanique statistique
de Nambu sur le domaine de l’espace où f(z) ne s’annule pas, ici

h1(z) = (f(z))−1g1(z) et h2(z) = (f(z))−1g2(z) .

2.6 Algèbres de Lie k-symplectiques

2.6.1 Définition

Soit G un groupe de Lie de dimension n(k + 1) d’algèbre de Lie G, muni
d’une structure k-symplectique

(θ1, . . . , θk;E).

On suppose que cette structure est invariante à gauche c’est-à-dire. pour
tous g, x ∈ G et α = 1, . . . , k on a
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1. L∗gθ
α = θα,

2. (Lg)∗Ex = Egx.
Soit F le feuilletage invariant à gauche défini par le sous-fibré E . La
feuille H de F passant par l’élément neutre e de G est un sous-groupe de
Lie connexe de G de codimension n. Désignons par H l’algèbre de Lie du
sous-groupe H. On a donc associé au sous-fibré E une sous-algèbre de Lie
H de G telle que:

θα(X,Y ) = 0

pour tous X,Y ∈ H (on identifie la forme différentielle θα(e) en l’élément
neutre de G avec la forme bilinéaire sur G correspondante, notée également
θα).

Réciproquement, soit H une sous-algèbre de G. Pour tout x ∈ G on
pose

Px = {Xx ∈ TaG | η̃(Xx) ∈ H}
η̃ étant la 1-forme de Maurer-Cartan de G. Le champ d’éléments de contact
P , ainsi construit, définit bien un sous-fibré intégrable de TG. La feuille H
du feuilletage F associé au sous-fibré P passant par l’élément neutre e de
G est un sous-groupe de Lie connexe H de G d’algèbre de Lie H tel que les
orbites de H agissant par translations à droite dans G soient les feuilles de
F .

Définition 2.6 Soient G une algèbre de Lie de dimension n(k + 1) sur
K (K = R ou C), θ1, . . . , θk des 2−formes fermées de Λ2(G) et H une sous-
algèbre de Lie de G de codimension n. On dit que (θ1, . . . , θk;H) est une
structure k-symplectique sur G si les conditions suivantes sont satisfaites :
1. le système extérieur

©
θ1, θ2, · · · , θkª est non dégénéré, c’est à dire

A(θ1) ∩ · · · ∩A(θk) = (0)
2. La sous-algèbre de Lie H est un sous-espace totalement isotrope par
rapport à chacune des 2-formes θα , c’est à dire θα(x, y) = 0 pour tous
x, y appartenant à H.

Exemple Soit A un espace vectoriel de dimension n(k+1) sur K (K = R
ou C) et (ωj)1≤j≤n(k+1) une base de l’espace dual A∗ de A.
Considérons l’application δ de A∗ dans Λ2(A∗) définie par :⎧⎨⎩ δωr =

Pn−1
i=1 ω

ik+r ∧ ωnk+i+1 pour 1 ≤ i ≤ k,
δωa = 0 si k + 1 ≤ a ≤ nk + 1,
δωnk+i = −ωnk+1 ∧ ωnk+i pour 2 ≤ i ≤ n.
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On a δ ◦ δ = 0, donc l’application δ confère à A une loi d’algèbre de Lie.
Soit (Xj)1≤j≤n(k+1) la base de A ayant pour base duale (ωj)1≤j≤n(k+1), et
soit J l’idéal de A engendré par (Xj)1≤j≤nk. Le (k + 1)-uple

(θ1 = δω1, . . . , θk = δωk;J )
définit bien une structure k-symplectique sur A.

2.6.2 Algèbres de Lie 1-symplectiques nilpotentes

Rappelons le théorème de A. Medina ([32])

Théorème 2.3 Soit G un groupe de Lie d’algèbre de Lie G complétement
résoluble. Si Ω est une forme symplectique invariante sur G alors (G,Ω)
possède un feuilletage lagrangien invariant.

Rappelons qu’une algèbre de Lie G est dite complétement résoluble si la
représentation adjointe de G est trigonalisable, autrement dit s’il existe une
suite décroissante d’idéaux de G de dimensions n, n − 1, n − 2, . . . , 0, où
n = dim G. Par exemple toute algèbre de Lie nilpotente est complétement
résoluble.

Corollaire 11 Toute algèbre de Lie symplectique nilpotente est 1-symplectique.

Conséquence : Classification des algèbres de Lie nilpotentes 1-symplectique
de dimension ≤ 6.

dimG = 2
L’algèbre de Lie est abélienne. Ses équations de structure sont

dαi = 0 (i = 1, 2).

dimG = 4
1. L’algèbre abélienne dont les équations de structure sont

dαi = 0 (i = 1, . . . , 4).

2. L’algèbre h3 ⊕ a définie par½
dα1 = α2 ∧ α3
dαi = 0 (i = 2, 3, 4).



52 CHAPITRE 2. VARIÉTÉS K-SYMPLECTIQUES

3. L’algèbre n4 définie par

⎧⎨⎩
dα3 = α1 ∧ α2
dα4 = α1 ∧ α3
dαi = 0 i = 2, 3.

dimG = 6
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Toute algèbre de Lie nilpotente de dimension 6 munie d’une structure 1-
symplectique est isomorphe à l’une des algèbres suivantes:

n6,3

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
dα3 = α1 ∧ α2
dα4 = α1 ∧ α3
dα5 = α1 ∧ α4 + α2 ∧ α3
dα6 = α1 ∧ α5 + α2 ∧ α4

n6,4

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
dα3 = α1 ∧ α2
dα4 = α1 ∧ α3
dα5 = α1 ∧ α4
dα6 = α1 ∧ α5 + α2 ∧ α3

n6,5

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
dα3 = α1 ∧ α2
dα4 = α1 ∧ α3
dα5 = α1 ∧ α4
dα6 = α1 ∧ α5

n6,6

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
dα3 = α1 ∧ α2
dα4 = α1 ∧ α3
dα5 = α2 ∧ α3
dα6 = α1 ∧ α4 + α2 ∧ α5

n6,7

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
dα3 = α1 ∧ α2
dα4 = α1 ∧ α3
dα5 = α2 ∧ α3
dα6 = α1 ∧ α4 − α2 ∧ α5

n6,8

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
dα3 = α1 ∧ α2
dα4 = α1 ∧ α3
dα5 = α1 ∧ α4
dα6 = α2 ∧ α3

n6,9

⎧⎨⎩
dα4 = α1 ∧ α2
dα5 = α1 ∧ α3 + α2 ∧ α4
dα6 = α2 ∧ α5 + α3 ∧ α4

n6,10

⎧⎨⎩
dα4 = α1 ∧ α2
dα5 = α1 ∧ α4
dα6 = α1 ∧ α5 + α2 ∧ α3 + α2 ∧ α4

n6,11

⎧⎨⎩
dα4 = α1 ∧ α2
dα5 = α1 ∧ α4
dα6 = α1 ∧ α5 + α2 ∧ α3
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n6,12

⎧⎨⎩
dα4 = α1 ∧ α2
dα5 = α1 ∧ α3 + α1 ∧ α4
dα6 = α2 ∧ α4

n6,13

⎧⎨⎩
dα4 = α1 ∧ α2
dα5 = α1 ∧ α3 + α2 ∧ α4
dα6 = α1 ∧ α4

n6,14

⎧⎨⎩
dα4 = α1 ∧ α2
dα5 = α1 ∧ α3 − α2 ∧ α4
dα6 = α1 ∧ α4 + α2 ∧ α3

n6,18

⎧⎨⎩
dα4 = α1 ∧ α2
dα5 = α1 ∧ α3
dα6 = α2 ∧ α4

n6,19

⎧⎨⎩
dα4 = α1 ∧ α2
dα5 = α1 ∧ α3
dα6 = α1 ∧ α4 + α2 ∧ α3

n6,20

⎧⎨⎩
dα4 = α1 ∧ α2
dα5 = α1 ∧ α3
dα6 = α1 ∧ α4

n6,21

⎧⎨⎩
dα4 = α1 ∧ α2
dα5 = α1 ∧ α3
dα6 = α2 ∧ α3

n6,23

½
dα5 = α1 ∧ α2 − α3 ∧ α4
dα6 = α1 ∧ α3 + α2 ∧ α4

n6,24

½
dα5 = α1 ∧ α2
dα6 = α1 ∧ α3 + α2 ∧ α4

n5,1 ⊕K
⎧⎨⎩

dα3 = α1 ∧ α2
dα4 = α1 ∧ α3
dα5 = α1 ∧ α4 + α2 ∧ α3

n5,2 ⊕K
⎧⎨⎩

dα3 = α1 ∧ α2
dα4 = α1 ∧ α3
dα5 = α1 ∧ α4

n5,4 ⊕K
½

dα4 = α1 ∧ α2
dα5 = α2 ∧ α3 + α1 ∧ α4

n5,5 ⊕K
½

dα4 = α1 ∧ α2
dα5 = α1 ∧ α3
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n4,1 ⊕K2
½

dα3 = α1 ∧ α4
dα2 = α1 ∧ α3

n3 ⊕ n3

½
dα3 = α1 ∧ α2
dα6 = α4 ∧ α5

n3 ⊕K3
©
dα3 = α1 ∧ α2

abélienne
©
dα = 0

les notations sont celles correspondant aux classifications données dans [27].
Les équations de structure triviales (dα = 0) non pas été écrites dans les
définitions ci dessus.

2.7 Algèbres de Lie k-symplectiques exactes

Soit A une algèbre de Lie k-symplectique définie par
¡
θ1, . . . , θk;J ¢ . Nous

allons supposer, dans ce paragraphe, que les formes définissant la structure
k-symplectiques sont exactes :

θ1 = dω1, . . . , θk = dωk,

où ω1, . . . , ωk sont des formes linéaires indépendantes sur l0algèbre de Lie A
vérifiant:

A = J + (Ker ω1 ∩ · · · ∩Ker ωk)

Nous allons également supposer que la sous algèbre J est un idéal de A de
codimension n. Ces algèbres de Lie seront dites exactes du type (k, n;J ).

Lemme Dans les hypothèses et notations ci-dessus, il existe une base
(Xj)1≤j≤nk de J telle que

ωr(Xj) = δrj

pour tous r, j (r = 1, . . . , k et j = 1, . . . , nk).
Démonstration. Soient e1, . . . , ek des éléments de A tels que ωr(ej) = δrj .
L’hypothèse ci dessus montre que pour tout i(i = 1, . . . , k), les vecteurs ei
s’écrivent sous la forme ei = Xi + Yi avec Xi ∈ J et Yi ∈ (Ker ω1 ∩ · · · ∩
Ker ωk). Pour tout i(i = 1, . . . , k on a

ωr(Xi) = ωr(ei) = δri .

Les vecteurs X1, . . . ,Xk sont linéairement indépendants. Montrons tout
d’abord qu’on peut les compléter en une base (X1, . . . ,Xk,X

0
k+1, . . . ,X

0
nk)

de J telle que ωr(X 0
u) ne soit pas nul pour r = 1, . . . , k et u > k. Complétons
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en effet (X1, . . . ,Xk) en une base quelconque (X1, . . . ,Xk,X
00
k+1, . . . ,X

00
nk)

de J . Pour tous r = 1, . . . , k et u = k + 1, . . . , nk, on pose

ρru = ωr(Xu)

et pour γ n’appartenant pas à l’ensemble {ρru | r = 1, . . . , k, u = k +
1, . . . , nk} ∩K∗, on définit

X 0
u = X 00

u − γ(X1 + . . .+Xk).

Les vecteurs X1, . . . ,Xk,X
0
k+1, . . . ,X

0
nk déterminent une base de J telle que

ωr(X 0
u) = ρru− γ 6= 0 pour tous r = 1, . . . , k et u = k+1, . . . , nk. Pour tout

A = (aji ) ∈ Gl(n− 1,K) on pose

Xk+v = −
kX
i=1

(n−1)kX
j=1

ajvω
i(X 0

k+j)Xi −
(n−1)kX
j=1

ajvX
0
k+j .

pour tout v = 1, . . . , n− 1. Les vecteurs (Xj)1≤j≤nk forment une base de J
telle que ωr(Xj) = δrj pour tous r = 1, . . . , k et j = 1, . . . , nk

Proposition 2 . Si (θ1 = dω1, . . . , θk = dωk;J ) est une structure k-
symplectique exacte, alors on peut compléter (ω1, . . . , ωk) en une base

(ω1, . . . , ωk, ωk+1, . . . , ωn(k+1))

de A∗ telle que la loi d’algèbre de Lie de A soit définie par

dωα =

n(k+1)X
a=nk+1

ÃX
s<a

Cα
saω

s

!
∧ ωa, α = 1, . . . , k,

dωr =
X

nk+1≤u<v≤n(k+1)
Cr
uvω

u ∧ ωv, r = nk + 1, . . . , n(k + 1),
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et la matrice ⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

C11,nk+1 C12,nk+1 . . . C1nk,nk+1
...

...
...

C11,n(k+1) C12,n(k+1) . . . C1nk,n(k+1)
...

...
...

Cr
1,nk+1 Cr

2,nk+1 . . . Cr
nk,nk+1

...
...

...
Cr
1,n(k+1) Cr

2,n(k+1) . . . Cr
nk,n(k+1)

...
...

...
Ck
1,nk+1 Ck

2,nk+1 . . . Ck
nk,nk+1

...
...

...
Ck
1,n(k+1) Ck

2,n(k+1) . . . Ck
nk,n(k+1)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
est inversible.

Démonstration. Soit (Xj)1≤j≤nk une base de J telle que

ωr(Xj) = δrj

pour tous r, j (r = 1, . . . , k et j = 1, . . . , nk) et soit (Xnk+1, . . .Xn(k+1)) une
base quelconque de Ker ω1 ∩ · · ·∩Ker ωk et (ω01, . . . , ω0k, ωk+1, . . . , ωn(k+1))
la base duale de (X1, . . . ,Xk,Xk+1, . . . ,Xn(k+1)). La relation

ωr(Xj) = ωr0(Xj) = δrj

pour tous r, j = 1, . . . , k, montre que ωα = ωα0 pour tout α = 1, . . . , k.
CommeJ est un idéal de A

[Xs,Xa] = −
n(k+1)X
r=1

Cr
saXr ∈ J

pour tous s = 1, . . . , nk et a = 1, . . . , n(k + 1), et par conséquent on a

Cr
sa = 0

pour tous r = nk + 1, . . . , n(k + 1), s = 1, . . . , nk; ce qui montre que

dωr =
X

nk+1≤u<v≤n(k+1)
Cr
uvω

u ∧ ωv,
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avec r = nk + 1, . . . , n(k + 1). Lorsque r = 1, . . . , k écrivons

dωr =
X

nk+1≤s<j≤nk
Cr
sjω

s ∧ ωj +
n(k+1)X
a=nk+1

(
X
s<a

Cr
saω

s) ∧ ωa.

La deuxième condition de la définition d’une structure k-symplectique mon-
tre que

Cr
sj = 0

pour tous r = 1, . . . , k et s, j = 1, . . . , nk , d’où

dωr =

n(k+1)X
a=nk+1

(
X
s<a

Cr
saω

s) ∧ ωa.

L’inversibilité de la matrice C résulte de la non dégénéréscence du système©
θ1, θ2, · · · , θkª .
Les algèbres de Lie k-symplectiques en codimension 1 (c’est à dire n = 1)

sont complétement détérminées par le

Corollaire 12 Dans les hypothèses et notations ci-dessus, si n = 1 la loi
d’algèbre de Lie de A est donnée par :⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

dω1 = (a11ω
1 + . . .+ a1kω

k) ∧ ωk+1
. . .

dωk = (ak1ω
1 + . . .+ akkω

k) ∧ ωk+1
dωk+1 = 0

la matrice A = (auv)1≤u,v≤k est inversible.

2.7.1 Algèbres de Lie du type (2, 2;J )
On se place ici dans le cadre des algèbres de Lie 2-symplectiques du type

(2, 2;J ). Ces algèbres de Lie sont données par⎧⎨⎩ dωα = (
P4

s=1C
α
s5ω

s) ∧ ω5 + (P5
s=1C

α
s6ω

s) ∧ ω6 α = 1, 2
dω5 = uω5 ∧ ω6
dω6 = vω5 ∧ ω6

avec u = C556 et v = C656. Les équations de Jacobi ddω
a = 0 vont permettre

de déterminer dω3 et dω4. Pour simplifier les calculs nous allons nous placer
dans le cas suivant

C115 = C225 = C136 = C246 = 1,
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les autres constantes de structure C1sj et C
2
sj étant nulles. L’algèbre de Lie

dont les constantes de structure non définies par ces conditions sont nulles
est l’algèbre 2-symplectique modèle (toute algèbre 2-symplectique est une
déformation de ce modèle) définie dans l’exemple du paragraphe 6.1. Les
relations ddω1 = ddω2 = 0 donnent⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

C335 = 1 + v , C315 = u
C312 = C313 = C314 = C323 = C324 = C325 = C334 = C345 = 0
C445 = 1 + v , C425 = u
C412 = C413 = C414 = C415 = C423 = C424 = C434 = C435 = 0.

Les relations ddω3 = ddω4 = 0 impliquent

2u+ v(C336 + u) = 0
−u2 − 2vC316 + uC336 = 0
−2vC326 + uC346 = 0
vC346 = 0
−2vC416 + uC436 = 0
2u+ uv + vC446 = 0
−u2 − 2vC426 + uC446 = 0
vC436 = 0

Si v = 0, alors on a aussi u = 0; on obtient ainsi une famille d’algèbres de
Lie qui dépend de 10 paramètres :⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

dω1 = ω1 ∧ ω5 + ω3 ∧ ω6
dω2 = ω2 ∧ ω5 + ω4 ∧ ω6
dω3 = ω3 ∧ ω5 + C316ω

1 ∧ ω6 + C326ω
2 ∧ ω6 + C336ω

3 ∧ ω6 + C346ω
4 ∧ ω6

+C356ω
5 ∧ ω6

dω4 = C416ω
1 ∧ ω6 + C426ω

2 ∧ ω6 +C436ω
3 ∧ ω6 + ω4 ∧ ω5 + C446ω

4 ∧ ω6
+C456ω

5 ∧ ω6
dω5 = 0
dω6 = 0

Lorsque v 6= 0 on obtient :⎧⎪⎨⎪⎩
C346 = C436 = C326 = C416 = 0

C426 = C316 = −u2(1+v)
v2

C336 = C446 = −u(2+v)
v ,
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les constantes C356 et C
4
56 étant arbitraires; on obtient ainsi une famille d’

algèbres de Lie qui dépend de 4 paramètres :⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

dω1 = ω1 ∧ ω5 + ω3 ∧ ω6
dω2 = ω2 ∧ ω5 + ω4 ∧ ω6
dω3 = uω1 ∧ ω5 − u2(1+v)

v2
ω1 ∧ ω6 + (1 + v)ω3 ∧ ω5 − u(2+v)

v ω3 ∧ ω6
+C356ω

5 ∧ ω6
dω4 = uω2 ∧ ω5 − u2(1+v)

v2
ω2 ∧ ω6 + (1 + v)ω4 ∧ ω5 − u(2+v)

v ω4 ∧ ω6
+C456ω

5 ∧ ω6
dω5 = uω5 ∧ ω6
dω6 = vω5 ∧ ω6

où u, v, C356, C
4
46 sont des paramètres avec v 6= 0.



Chapitre 3

VARIETES
k−SYMPLECTIQUES
AFFINES

3.1 Variétés affines

3.1.1 Définition

Soit M une variété différentiable de dimension n. On dit que M est une
variété affine s’il existe un atlas (Uα, ϕα) de M dont les changements de
cartes soient des restrictions d’applications affines de Rn. Se donner une
structure affine sur M équivaut à se donner une connexion

∇ : Γ(TM)× Γ(TM)→ Γ(TM)

telle que les tenseurs de courbure et de torsion

k(X,Y ) = ∇[X,Y ] − (∇X∇Y −∇Y∇X)

T (X,Y ) = ∇XY −∇YX − [X,Y ]

soient identiquement nuls.

3.1.2 Exemple

La sphère S1 est une variété affine. C’est en fait la seule sphère affine.
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3.2 Groupes de Lie affines

3.2.1 Définition

Un groupe de Lie G est dit affine s’il existe une structure affine invariante à
gauche, c’est-à-dire telle que pour tout x ∈ G l0application

Lx : G→ G

définie par
Lx(y) = xy

est affine. Autrement dit, G est muni d’une connexion plate invariante à
gauche.

3.2.2 Produit symétrique à gauche

Soit G l0algèbre de Lie du groupe de Lie affine G. En identifiant les champs
de vecteurs invariants à gauche sur G et les éléments de G, on définit un
nouveau produit sur G en posant

X · Y = ∇XY.

Comme ∇ est à courbure nulle, ce produit vérifie
X · (Y · Z)− Y · (X · Z) = [X,Y ] · Z.

Un tel produit est dit symétrique à gauche. Le crochet de Lie de G en est
l’anticommutateur.

Tout groupe de Lie symplectique est affine. En effet le produit dans
l’algèbre de Lie G donné par

θ(X · Y,Z) = −θ(Y, [X,Z])

où θ est la forme symplectique invariante à gauche, est symétrique à gauche
et associé au crochet. On en déduit

Proposition 3.1 Tout groupe de Lie 1−symplectique est affine.
Notons toutefois qu’il existe des groupes k−symplectiques non affines.

Prenons par exemple le groupe simple Sl(2). Il existe une base (ω1, ω2, ω3)
de sl(2)∗ vérifiant ⎧⎨⎩

dω1 = ω2 ∧ ω3
dω2 = 2ω1 ∧ ω
dω3 = −2ω1 ∧ ω3
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Les formes θ2 = dω2 , θ3 = dω3 et le sous groupe associé àKer ω1 définissent
une structure 2-symplectique sur le groupe Sl(2). Comme ce groupe est
simple, il n’admet aucune structure affine invariante à gauche. Le problème
est donc posé de déterminer les groupes k−symplectiques affines. Dans ce
chapitre, nous allons montrer que toute variété munie d’une structure k-
symplectique est affine en restriction à chacune des feuilles des feuilletages
canoniquement associés à cette structure.

3.3 Feuilletages caractéristiques

3.3.1 Définition

Soit M est une variété différentiable de dimension n(k + 1) munie d’une
structure k-symplectique (θ1, . . . , θk;E) . Soient TM/E le fibré quotient de
TM par E c’est-à-dire la réunion des espaces quotients TxM/Ex.Notons
ν la projection canonique TM −→ TM/E = νE et soit ν∗E le fibré dual
de νE , c0est-à-dire le fibré dont les fibres ν∗Ex sont égales à (TxM/Ex)

∗.
Le sous fibré E étant par définition intégrable, il définit un feuilletage surM
que l’on désignera par F . D’après le théorème de Darboux, il existe pour
chaque point x de M un voisinage U et un système de coordonnées locales
(xαi, xi)1≤α≤k,1≤i≤n définies sur U , dites adaptées, telles que

θα|U =
nX
i=1

dxαi ∧ dxi , E|U = Ker dx1 ∩ . . . ∩Ker dxn

pour tout α(α = 1 , . . . , k).
Ceci est équivalent à dire qu’il existe un atlas A de M , appelé atlas

de Darboux, tel que les changements de cartes soient dans le pseudogroupe
des difféomorphismes locaux de Rn(k+1) laissant invariante la structure k-
symplectique canonique de cet espace. Il résulte des expressions canoniques
de Darboux que les formes différentielles θα (α = 1, . . . , k) sont de classe
2n. La distribution

x 7−→ Cx(θ
α)

où Cx(θ
α) est l’espace caractéristique au point x de la 2-forme θα, définit

un sous-fibré intégrable de TM .
Pour tout α (α = 1, . . . , k) on pose

Eα =
\
β 6=α

C(θβ).
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En termes des coordonnées locales adaptées (xαi, xi)1≤α≤k,1≤i≤n , on a
1. νE est engendré par les dérivations ∂

∂x1
, . . . , ∂

∂xn, ,
2. ν∗E est engendré par les formes différentielles dx1, . . . , dxn,
3. Eα est engendré par les dérivations ∂

∂xα1 , . . . ,
∂

∂xαn .

Proposition 3.2 On a :

Proposition 3 i) pour tout α (α = 1, . . . , k) , le sous-fibré Eα est inté-
grable,
ii) E = E1 ⊕ . . . ⊕ Ek (somme directe) et

£
Eα, Eβ

¤ ⊂ Tγ 6=α,γ 6=β C(θ
γ)

dès que α 6= β,
iii) pour tout α (α = 1, . . . , k) l’application X 7−→ i(X)θα définit un
isomorphisme iα de fibrés vectoriels au dessus de M de Eα sur ν∗E.

Démonstration. Seule la deuxième partie de la propriété ii) nécessite un
commentaire. Soit X ∈ Eα et Y ∈ Eβ. On a

i([X,Y ])θγ = LXi(Y )θ
γ − i(Y )LXθ

γ

= −i(Y )LXθ
γ

= −i(Y )(i(X)dθγ + d(i(X)θγ))

= 0

dès que γ 6= α et β.

Définition 3.1 Les feuilletages Fα (α = 1, . . . , k) de M définis par les
sous-fibrés intégrables Eα sont appelés feuilletages caractéristiques de la
structure k-symplectique.

En termes de coordonées locales adaptées (xαi, xi)1≤α≤k,1≤i≤n l’application
iα exprime la dualité ∂

∂xαs 7−→ dxs entre la géométrie le long des feuilles
Fα et la géométrie transverse.

3.3.2 Structures affines des feuilles de Fα

Considérons l’atlas A de Darboux de M. Les changements de cartes locales
s’expriment par

x̄αi =
nX

j=1

∂xj

∂x̄i
xαj + ϕαi(x1, . . . , xn) , x̄i = x̄i(x1, . . . , xn) .

On constate que ces expressions sont affines par rapport aux coordonnées
xαi .
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Proposition 3.3 Toute feuille de Fα(α = 1, . . . , k) et de F est munie
d’une structure affine.

3.3.3 Connexion associée

La connexion de Bott 5 de E est définie par l’application R -bilinéaire

5 : Γ(E)× Γ(νE) −→ Γ(νE)

donnée par
5XZ = ν[X,Z] ,

pour tous X∈Γ(E) et Z∈Γ(νE) où Z ∈ χ(M) tel que ν(Z) = Z. La
valeur de 5XZ ne dépend pas du choix de Z. Rappelons que la courbure k̄
de 5 est donnée par

k̄(X,Y )Z = 5X5Y Z − 5Y5XZ − 5[X,Y ]Z,

pour tous X,Y ∈ Γ(E) et Z ∈ Γ(νE) .

Proposition 3.4 k̄(X,Y ) = 0 pour tous X , Y ∈ Γ(E).

Démonstration. Soient X,Y ∈ Γ(E) , Z ∈ Γ(νE) et Z ∈ χ(M) tel que
ν(Z) = Z. Posons

ν[X,Z] = [X,Z] , ν[Y,Z] = [Y,Z],

on obtient

k̄(X,Y )Z = 5X(ν[Y,Z]) − 5Y (ν[X,Z]) − ν[[X,Y ], Z]
= ν[X, [Y,Z]] + ν[Y, [Z,X]] + ν[Z, [X,Y ]]
= 0.

D’où la proposition.
Nous allons définir sur chacune des feuilles de Fα , à partir de cette

connexion de Bott, une connexion affine. Soit L une feuille de Fα. Pour
tous X, Y ∈ χ(L) on pose

5XY = i−1α (5∗X(iα(Y )))

où 5∗ est l’application de Γ(Eα)× Γ(ν∗E) dans Γ(ν∗E) définie par

(5∗Xσ)Z = LX(σ(Z)) − σ(5XZ)
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pour tous X ∈ Γ(Eα) , σ ∈ Γ(ν∗E) et Z ∈ Γ(νE) ; LX dénote la dérivée de
Lie par rapport à X. 5 définit une connexion sur la feuille L . Calculons
les tenseurs de torsion et de courbure de cette connexion.
Soient T le tenseur de torsion de la connexion 5, Z une section locale du
fibré νE −→ M et Z une section locale du fibré TM −→ M telle que
ν(Z) = Z . On a

θα(T (X,Y ), Z) = θα(5XY − 5YX,Z) − θα([X,Y ], Z)

et

θα(5XY − 5YX,Z) = θα(i−1α (5∗X(iα(Y ))− 5∗Y (iα(X))) , Z)
= (5∗X(iα(Y )))(Z)− (5∗Y (iα(X)))(Z),

donc

θα(5XY − 5YX,Z) = LXiα(Y )(Z)− iα(Y )5XZ − LY iα(X)(Z)

+iα(X)5Y Z = LX(θ
α(Y,Z)) − θα(Y, [X,Z])

+LY (θ
α(Z,X)) + θα(X, [Y,Z])

et par conséquent

θα(T (X,Y ), Z) = LX(θ
α(Y,Z)) + LY (θ

α(Z,X))
+ θα(X, [Y,Z])− θα(Y, [X,Z])− θα([X,Y ], Z)

= dθα(X,Y,Z).

La forme θα étant fermée, θα(T (X,Y ), Z) = 0. Mais θα(T (X,Y ), Z) =
−iα(Z) (T (X,Y )) , et comme Z est arbitraire et iα est un isomorphisme,
on a T (X,Y ) = 0 .
Soient k , k̄ et k̄∗ les tenseurs de courbure de 5 , 5 et 5∗ respectivement.
Ils sont reliées par

iα(k(X1,X2)Y ) = k̄∗(X1,X2)(iα(Y ))

où X1 , X2 , Y ∈ χ(L) . Mais k̄ = 0 , donc k̄∗ = 0 et k = 0 .
On a donc montré la proposition suivante :

Proposition 3.5 La connexion 5 est plate. Elle définit une structure
affine sur la feuille L.

Nous allons à présent définir une connexion plate sur chacune des
feuilles du feuillettage F induisant les autres connections affines plates que



3.3. FEUILLETAGES CARACTÉRISTIQUES 67

nous venons de définir sur chaque feuille des feuilletages caractéristiques.
Cette connexion se construit de la manière suivante : soitM une feuille de
F . Pour tout X,Y ∈ χ(M), on pose

DXY =
kX

α=1

i−1α (5∗X(iα(Y α)))

où les Y α ∈ Γ(Eα) sont tels que Y = Y 1+ · · ·+Y k. Il est clair que D définit
une connexion surM qui en restriction à L vaut ∇. Cette connexion est à
torsion nulle. En effet si X et Y ∈ Γ(E) , alors

θα(T1(X,Y ), Z) = θα(DXY − DYX,Z) − θα([X,Y ], Z)

et

θα(DXY − DYX,Z) =
Pk

β=1 θ
α(i−1β (5

∗
X(iβ(Y

β))− 5∗Y (iβ(Xβ))) , Z)

= θα(i−1α (5∗X(iα(Y α))− 5∗Y (iα(Xα))) , Z)

donc

θα(DXY − DYX,Z) = LXiα(Y
α)(Z)− iα(Y

α)5XZ − LY iα(X
α)(Z)

+iα(X
α)5Y Z = LX(θ

α(Y α, Z)) − θα(Y, [X,Z])
+LY (θ

α(Z,Xα)) + θα(X, [Y,Z]),

et par conséquent

θα(T1(X,Y ), Z) = LX(θ
α(Y,Z)) + LY (θ

α(Z,X))
+ θα(X, [Y,Z])− θα(Y, [X,Z])− θα([X,Y ], Z)

= dθα(X,Y,Z).
= 0.

Ainsi la torsion T1 de D est nulle. Ceci montre en particulier que si X
∈ Γ(Eα) et Y ∈ Γ(Eβ) alors

[X,Y ] = DXY −DYX.

Quant à la courbure, sa nullité se démontre d’une manière identique.

Théorème 3.1 Soit M une variété munie d’une structure k-symplectique.
Alors les feuilles du feuilletage F et des feuilletages caractéristiques sont
affines.
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3.3.4 Conséquences

Rappelons le théorème de R. Blumenthal :

Proposition 3.6 SoitM une variété différentiable compacte dont le groupe
fondamental est fini. Alors M n’admet pas de feuillettage avec une connex-
ion de Bott plate

Corollaire 13 Soit (M,F) une variété feuilletée possédant une connex-
ion de Bott plate. Si H1(M,Z) = 0 , alors le feuilletage F admet un
élément de volume transverse; c’est à dire F est défini par une q-forme
fermée sans singularité sur M où q = codim(F).

On déduit

Proposition 3.7 Soit M une variété k-symplectique. Alors :

Proposition 4 1 . Si M est compacte alors le groupe fondamental π1(M)
de M est infini.

2. Si H1(M,Z) = 0 alors le feuilletage F est défini par une n-forme
fermée sans singularité sur M , n = codim(F).

Rappelons qu’un automorphisme infinitesimal X du sous-fibré E est
un système hamiltonien si les formes différentielles i(X)θ1, . . . , i(X)θk sont
fermées. Soit X un système hamiltonien de la structure k-symplectique
(θ1, . . . , θk; E) . En termes des coordonnées locales adaptées

(xαi, xi)1≤α≤k,1≤i≤n ,

le champ de vecteurs X prend la forme

X = −
nX

s=1

kX
α=1

⎛⎝ nX
j=1

∂fj
∂xs

(x1, . . . , xn)xαs +
∂gα

∂xs
(x1, . . . , xn)

⎞⎠ ∂

∂xαs

+
nX

s=1

fs(x
1, . . . , xn)

∂

∂xs

où fj et gα sont des fonctions différentiables. Le champ de vecteurs X
satisfait à

LX◦5Y Z − 5Y ◦LXZ = 5[X,Y ]Z,

pour tous X , Y ∈ Γ(E). Comme ceci caractérise les transformations in-
finitésimales affines, on a :
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Proposition 3.8 Soit X un système hamiltonien. Alors le flot du champ
de vecteurs X respecte la structure affine des feuilles de F . i.e. X est une
transformation affine infinitesimale de l’espace M muni de sa structure de
variété différentiable de dimension nk définie par les feuilles de F .

3.4 Connexion en drapeaux de sous-fibrés

Soient M une variété différentiable, E un sous-fibré de dimension
q de TM , Λp(M) l’espace des p-formes différentielles sur M et Γ(E)
(resp. χ(M) ) le Λ0(M) -module des sections de E (resp. TM ). Soient
TM/E le fibré quotient de TM par E , ν la projection canonique TM −→
TM/E = νE et ν∗E l’espace dual de νE . Lorsque le sous-fibré E sera
intégrable, on désignera par F le feuilletage qui lui est associé.

Un repère transverse en un point x de M est un isomorphisme linéaire
de Rq sur l’espace transverse (νE)x . L’ensemble de tous ces repères est
un espace fibré principal ET (M,νT , Gl(q, R)) . Rappelons ([13]) qu’une con-
nexion ω sur ET est basique si et seulement si l’opérateur de Koszul associé

5 : χ(M)×Γ(νE) −→ Γ(νE)

satisfait la condition
5XZ = ν[X,Z]

pour tous X ∈Γ(E) et Z ∈Γ(νE) , où Z est un champ de vecteurs sur M
se projettant sur Z ( ν(Z) = Z).

En choisissant une métrique riemannienne sur M , on peut regarder
νE comme un sous-fibré de TM supplémentaire à E (TM = E⊕ νE ).
Sous ce point de vue, l’opérateur 5 vérifie

5XZ = ν[X,Z]

pour tous X∈Γ(E) et Z ∈Γ(νE).
Soit 5 une connexion de Bott (basique) de E. Elle vérifie :

5fXY = f5XY , 5XfY = X(f)Y + f5XY.

pour tous X∈Γ(E) , Y ∈Γ(νE) et f∈Λ0(M) .
Nous allons, dans ce paragraphe, élargir la notion de connexion de Bott

à notre structure. Rappelons dans un premier temps un résultat relatif aux
structures symplectiques.
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Proposition 3.9 Soit (M, θ) une variété symplectique munie d’un feuil-
letage lagrangien F . Alors toute feuille de F est munie d’une connexion
affine plate.

Ceci étant, soient M une variété différentiable connexe, E un sous-fibré
de TM de codimension q et F un sous-fibré de TM contenu dans E
(F⊆E). Si E est intégrable, alors [X,Y ] ∈ Γ(E) pour tous X,Y ∈Γ(F ) .

Soit Z∈Γ(νE) , alors il existe un champ de vecteurs Z ∈ χ(M) tel que
Z = ν(Z); Z est bien défini modulo Γ(E) , donc pour tous X∈Γ(F )
et Z∈Γ(νE), 5XZ = ν[X,Z] est bien défini. On construit ainsi une
application R-bilinéaire

5 : Γ(F )× Γ(νE) −→ Γ(νE)

vérifiant

5fXY = f5XY , 5XfY = X(f)Y + f5XY.

pour tous X∈Γ(F ) , Y ∈Γ(νE) et f∈Λ0(M) .

Definition 5 Une connexion en drapeau sur (E,F ) est une application
R−bilinéaire

5 : Γ(F )× Γ(νE) −→ Γ(νE)

telle que
5XZ = ν[X,Z],

pour tous X∈Γ(F ) et Z∈Γ(νE) , où Z ∈ χ(M) satisfaisant à ν(Z) = Z.

Une telle connexion sera appelée F -connexion sur E.

Proposition 3.10 Soit E un sous-fibré de TM tel que

E = F 1⊕. . .⊕F p

où F 1, . . ., F p sont des sous-fibrés de TM tels que pour tout α (α = 1, . . . , p)
il existe une Fα-connexion 5α

sur E . Alors le sous-fibré E admet con-
nexion de Bott.

Démonstration. Soient X =
Pp

α=1X
α ∈ Γ(E) , Xα∈Γ(Fα) et Z∈Γ(νE) .

Si l’on pose

5XZ =

pX
α=1

5α
XαZ ,
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on obtient

5XZ =

pX
α=1

ν[Xα, Z] = ν[X,Z],

où Z ∈ χ(M) satisfait νZ = Z ; ceci montre que 5 est une connexion de
Bott sur E.

Proposition 3.11 Soit F un sous-fibré intégrable de TM tel que F⊆E ;
soit 5 une F -connexion sur E et soit k̄ sa courbure. Alors k̄(X,Y ) = 0
pour tous X , Y ∈ Γ(F ).

Démonstration. La courbure k̄ de la F -connexion 5 est une corre-
spondance qui associe à tout couple (X,Y ) ∈ Γ(F ) × Γ(F ) l’application
k̄(X,Y ) : Γ(νE) −→ Γ(νE) définie par

k̄(X,Y )Z = 5X5Y Z − 5Y5XZ − 5[X,Y ]Z, Z ∈ Γ(νE) .

Soient X,Y ∈ Γ(F ) , Z ∈ Γ(νE) et Z ∈ χ(M) tel que ν(Z) = Z. Si l’on
pose

ν[X,Z] = [X,Z] , ν[Y,Z] = [Y,Z],

on obtient

k̄(X,Y )Z = 5X(ν[Y,Z]) − 5Y (ν[X,Z]) − ν[[X,Y ], Z]

= ν[X, [Y,Z]] + ν[Y, [Z,X]] + ν[Z, [X,Y ]]
= 0.

Cette notion de connexion en drapeaux permet de retrouver l’existence de
structure affine sur les feuilles des feuilletages caractéristiques.

3.5 Variétés k-symplectiques affines

3.5.1 Structure des variétés k-symplectiques affines

Définition 3.2 Une variété M de dimension n(k+1) munie d’une struc-
ture k-symplectique

(θ1, . . . , θk; E).

est dite k-symplectique affine si l’atlas de Darboux associé à la structure
k−symplectique définit sur M une structure de variété affine.
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Nous avons vu qu’il existait des variétés k−symplectiques non affines. Le
groupe de Lie Sl(2) en est un exemple. Par contre, les feuilles des feuilletages
caractéristiques sont toujours munies d’une structure affine. Dans le cas de
Sl(2), ces feuilles s’identifient à des 2-plans symplectiques donc affines.

Soit Gp(k, n;R) le groupe des transformations affines de Rn(k+1)

laissant invariante la structure k-symplectique canonique de Rn(k+1). Le
groupe Gp(k, n;R) est l’ensemble des transformations affinesX 7−→ AX+B
de Rn(k+1) telles que A ∈ Sp(k, n;R) (défini dans le chapitre 3).

Proposition 3.12 Soit M une variété k-symplectique connexe affine
complète de dimension n(k+1) . Alors M est un quotient M = Rn(k+1)/Γ
de groupe fondamental Γ , où Γ est un sous groupe de Gp(k, n;R) qui opère
de manière proprement discontinue sans point fixe sur Rn(k+1) :

M = Rn(k+1)/Γ , π1(M) = Γ.

Rappelons qu’une variété affine est complète si les géodésiques de la
connexion plate sont définies sur R.
Démonstration. La variété M étant connexe affine complète, c’est un
quotient Rn(k+1)/Γ dont le groupe fondamental π1(M) est isomorphe à Γ ,
où Γ est un sous groupe de A(n(k + 1)) opérant proprement discontinu
sans points fixes sur Rn(k+1) (voir [46]) . Soit

q : R n(k+1) −→ M = Rn(k+1)/Γ

la projection canonique ( q est un revêtement), et soit P le sous-fibré de
TRn(k+1) défini par q∗Px = Eq(x) pour tout x ∈ Rn(k+1) . Le (k+1)-uple
(q∗θ1, . . . , q∗θk;P ) définit une structure k-symplectique Γ-invariante sur
Rn(k+1). Les changements de coordonnées de M sont des transformations
affines de Rn(k+1) laissant invariante la structure k-symplectique canonique
de cet espace. La définition de la variété quotient M = Rn(k+1)/Γ , nous
permet de voir que Γ est contenu dans Gp(k, n;R) .

3.5.2 Cas où le feuilletage F est de codimension 1

Soit Hp(k, n;R) le groupe affine k-symplectique⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
In 0 S1 T1

. . .
...

In Sk Tk
0 In Q
0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
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où In est la matrice unité d’ordre n , S1, · · · , Sk sont des matrices réelles
symétriques du type n × n et T1, . . . , Tk, Q sont des vecteurs colonnes de
rang n. On désigne par (S,Q, T ) les matrices de cette forme où S =
(S1, . . . , Sk) , T = (T1, . . . , Tk).

Proposition 3.13 Soit M une variété k-symplectique connexe locale-
ment affine complète de dimension k+1 . Alors M = Rk+1/Γ ayant pour
groupe fondamental Γ , où Γ est un sous groupe de Hp(k, 1;R) agissant de
façon proprement discontinue sans point fixe sur Rk+1 :

M = Rk+1/Γ , π1(M) = Γ .

Démonstration. Il découle de ce qui précède que la variété M est un
quotient Rk+1/Γ dont le groupe fondamental est isomorphe à Γ , où Γ est
un sous-groupe de Gp(k, 1;R) opérant de manière proprement discontinue
sans point fixe sur Rk+1. Une transformation affine g ∈ Gp(k, 1;R) est sans
points fixes si et seulement si les conditions suivantes sont satisfaites :
(1) g = (S, q, T ) ∈ Hp(k, 1;R).
(2) T /∈ R.S .
En particulier on a Γ ⊂ Hp(k, 1;R).

Cas particulier n = 1 et k = 2 .
Soit Γ020122 le sous groupe de Hp(2, 1,Z) engendré par

(S0, 0, T 0) , (mS0, 0, T 1) , (S2, q2, T
2)

où S0, S2, T 0, T 1, T 2 ∈ Z2, q2 ∈ Z∗ , m ∈ Q avec q2 6= 0, Det(T 0, T 1) 6=
0 et δ = mD2 ici δ et D2 désignent les déterminants Det(T 1, S0) et
Det(T 0, S0) respectivement.

Proposition 3.14 On a
(i) le sous groupe Γ020122 opère proprement discontinu sans points fixes

sur R3,
(ii) le quotient M = R3/Γ020122 est une variété 2-symplectique compacte

connexe affine orientable et complète.
(iii) La variété M = R3/Γ020122 est homéomorphe au tore T3 si et seule-

ment si S0 = 0 .

Démonstration.
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(i) Tout élément g de Γ020122 s’écrit g = (S, q, T ) avec

(a) S = ((
Pn

i=1 αi) + m(
Pn

i=1 βi))S
0 + (

Pn
i=1 γi)S

2

(b) q = (
Pn

i=1 γi)q2

(c) T =
³Pn

p=1

³Pp
j=1(αj + mβj)

´
γp

´
q2S

0 + q2P( n
i=1 γi)

S2

+ (
Pn

i=1 αi)T
0 + (

Pn
i=1 βi)T

1 + (
Pn

i=1 γi)T
2

où n est un entier naturel, αi, βi, γi ∈ Z quels que soient i , j , k = 1 , . . . , n et Pγ =
γ(γ− 1)/2. Si g a des points fixes alors Pn

i=1 γi = 0 et il existe λ ∈ Q tel
que T = λS ; ceci montre que⎛⎝ pX

j=1

(αj + mβj)

⎞⎠ = 0 ,

et aussi que g = (0, 0, 0). Si D2 6= 0 alors⎛⎝ pX
j=1

(αj + mβj)

⎞⎠D2 = 0

et g = (0, 0, 0). Si D2 = 0 alors δ = 0 et on a deux possibilités :

1. Si S0 = 0 alors g = (0, 0, 0).

2. Si S0 6= 0 alors T 0, T 1 ∈ R.S0 et det(T 0, T 1) = 0 ; ceci contredit le
fait que det(T 0, T 1) 6= 0 . Ainsi D2 6= 0 et g = (0, 0, 0).

Nous avons prouvé que le sous groupe G = Γ020122 agit librement sur R3 .
Montrons maintenant que l’action de G est proprement discontinue. Pour
cela les conditions suivantes doivent être satisfaites :

1. tout point Q0 ∈ R3 possède un voisinage ouvert U tel que l’ensemble
{g ∈ G | gU∩U 6= ∅} est fini,

2. si deux points Q1 et Q2 de R3 ne sont pas congrus modulo G ,
alors Q1 et Q2 possèdent des voisinages ouverts U1 et U2 tels que
gU1∩U2 = ∅ pour tout g ∈ G.

Deux cas sont possibles.
1. S0 6= 0.

Soient p0 ∈ Z et q0 ∈ N∗ tels que m = p0
q0
. Soient Q0 = (x0, y0, z0) ∈

R3 ,

ε = min(
1

2q0
,

|D2|
2q0(|S01 | + |S02 |)

) ,
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et soit U0 la boule ouverte B(Q0, ε) de centre Q0 et de rayon ε (pour la
norme ||(u, v, w)|| = max(|u|, |v|, |w|)). Soient g ∈ G tel que gU∩U 6= ∅
et soit Q = (x, y, z) ∈ U tel que g(Q) = (x0, y0, z0) ∈ U . On a

|x− x0| < 2ε , |y − y0| < 2ε , |z − z0| < 2ε.

Il résulte de (a) , (b) , (c) que l’on a

|z − z0| = |(
nX
i=1

γi)q2| < 2ε < 1

et, donc, |Pn
i=1 γi| est un entier naturel inférieur strictement à 1, doncPn

i=1 γi = 0 et z = z0 . Les inégalités |x − x0| < 2ε et |y − y0| < 2ε
impliquent

|S02(x0 − x) − S01(y
0 − y)| ≤ 2ε(|S01 | + |S02 |).

De nouveau on obtient (en vertu de (a) , (b) , (c) )

|
Ã
(

nX
i=1

αi) + m(
nX
i=1

βi)

!
q0| < 1 ,

donc (
Pn

i=1 αi) + m(
Pn

i=1 βi) = 0; d’où q0|x − x0| et q0|y − y0| sont
des entiers naturels inférieurs strictements à 1, donc x = x0 , y = y0 et par
suite g = (0, 0, 0) ; en d’autres termes, on a

{g ∈ G | gU∩U 6= ∅} = {idR3}.

Considérons maintenant deux points Q1 et Q2 de R3 non congrus modulo
G , soit K une partie compacte de R3. Soit r > 0 tel que K ⊂ B(Q1, r) ;
où B(Q1, r) est la boule ouverte de centre Q1 et de rayon r. Les ensembles
suivants

E1 = {γ ∈ Z | |γq2| < r}
E2 = { (α + mβ)q0 | |α+ mβ| < 2r(|S01 |+ |S02 |) , α , β ∈ Z}
et
E(s,3) = { (α + mβ)z1S

0
s + γT 2s + u | (α+mβ)z1S

0
s + γT 2s + u| < r ,

(α+mβ)q0 ∈ E2 , γ ∈ E1 , u ∈ Z} (s = 1 , 2)

sont finis, donc G.Q1∩K est fini; ceci implique que

inf{ d(Q, Q1) = ||−−→QQ1|| | Q ∈ G.Q1} = α > 0.
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Soient

ε0 = min(
1

q0
,

|D2|
4q0(|S01 | + |S02 |)

,
α

2
) ,

et U1 (resp. U2 ) la boule ouverte de centre Q1 (resp. Q2 ) et de rayon ε0 .
On a

G.U1∩U2 = ∅.
2. S0 = 0.

Cette partie se traîte de la même manière que le premier cas. Obser-
vons dans ce cas que Γ020122 est un groupe abélien libre à trois générateurs.

(ii) Le fait que les vecteurs (T 0, 0) , (T 1, 0) et (T 2, q2) sont linéairement
indépendants nous permet de voir que le quotient R3/Γ020122 est une variété
compacte. L’orientabitité de cette variété résulte du fait que tout élément
du groupe Hp(2, 1,R) est de déterminant positif.
(iii) Deux variétés compactes connexes complètes localement affines M1

et M2 sont homéomorphes si et seulement si les groupes fondamentaux
π1(M1) et π1(M2) sont isomorphes; ceci implique que M = R3/Γ020122 est
homéomorphe au tore T3 si seulement si π1(M) = Γ020122 est un groupe
abélien ce qui est équivalent à S0 = 0.



Chapitre 4

VARIETES
k-SYMPLECTIQUES
HOMOGENES

4.1 G-espaces k-symplectiques

4.1.1 Systèmes hamiltoniens stricts

Soit M une variété de dimension n(k + 1) munie d’une structure k-
symplectique (θ1, . . . , θk;E) . On désigne par F le feuilletage défini par le
sous-fibré E . De la relation

LXω = i(X)dω + d(i(X)ω)

pour tout ω ∈ Λp(M) , on déduit :

Proposition 4.1 Pour qu’un automorphisme infinitésimal de F soit un
système hamiltonien il est nécessaire et suffisant que l’on ait

LXθ
1 = . . . = LXθ

k = 0.

Définition 4.1 Un système hamiltonien X sur M est dit strict s’il existe
une application H ∈ C∞(M,Rk) telle que

j(X) = −dH

où
j(X) = (j1(X), . . . , jk(X)) = (i(X)θ1, . . . , i(X)θk).
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On désigne par Ξ(M) l’ensemble des systèmes hamiltoniens et par H̄(M)
l’ensemble des systèmes hamiltoniens stricts de la structure k-symplectique
(θ1, . . . , θk;E) . La variété M étant supposée connexe, on a alors

Proposition 4.2 Soient H une application hamiltonienne de la structure
k-symplectique (θ1, . . . , θk;E) et XH le système hamiltonien associé. Alors
les propriétés suivantes sont équivalentes :
1. j(XH) = 0,
2. XH = 0,
3. H est constante sur M .

Conséquence. La suite d’algèbres de Lie

0 −→ Rk inj−→ ~(M) ν−→ H̄(M) −→ 0

est exacte, ν étant l’application de ~(M) dans H̄(M) définie par

ν(H) = XH

pour tout H ∈ ~(M) et inj l’injection canonique.

Proposition 4.3 On a les propriétés suivantes :
1. [Ξ(M),Ξ(M) ] ⊆ H̄(M),
2. H̄(M) est un idéal de Ξ(M) .

Démonstration. On a :

i([X,Y ])θα = [LX , i(Y )]θ
α = LX(i(Y )θ

α) = − d(θα(X,Y ))

pour tous X et Y appartenant à Ξ(M) , d’où [X,Y ] ∈ H̄(M). La deux-
ième propriété s’en déduit.

4.1.2 G-espaces k-symplectiques

Soient G un groupe de Lie connexe d’algèbre de Lie G et M une
variété connexe de dimension n(k+1) munie d’une structure k-symplectique
(θ1, . . . , θk;E) . On suppose que G opère différentiablement à gauche sur
M par :

ϕ : G×M −→ M .

Pour tout g ∈ G , on désigne par ϕg le difféomorphisme

x 7−→ ϕ(g, x).
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Définition 4.2 On dit que M est un G-espace k-symplectique si pour tous
g ∈ G et x ∈M on a :

1. ϕ∗gθ
α = θα. pour tout α(α = 1 , . . . , k) ,

2. (ϕg)∗Ex = Eϕ(g,x) .
Si de plus l’action de G sur M est transitive, on dira que M est un

G-espace k-symplectique homogène.

Pour tout X ∈ G , on désigne XM le champ fondamental associé à
X par l’action de G sur M . Il est défini par

XM(x) = d/dt|t=0 (ϕ(exp(tX), x)).

Ce champ de vecteurs XM est complet et la correspondance σ : X 7−→
XM , de G dans χ(M) est un anti-homomorphisme injectif d’algèbres de
Lie c’est-à-dire

[X,Y ]M = −[XM , YM ].

Si de plus l’action de G sur M est effective, alors σ est injective ([35]).
Soit x ∈ M . On désigne par G.x la G-orbite de x et par Gx

le sous-groupe d’isotropie de x par rapport à cette action. Gx est un
sous-groupe fermé de G et l’espace homogène G/Gx admet une structure
naturelle de variété différentiable; on conviendra de munir la G-orbite G.x
de la structure de variété différentiable pour laquelle la bijection g.Gx 7−→
ϕ(g, x) , de G/Gx sur G.x , est un isomorphisme de variétés différentiables.
Pour M non nécessairement connexe on a

Proposition 4.4 ([28]). Pour tous x ∈ M et y appartenant à la G-
orbite G.x de x , l’espace tangent Ty(G.x) de G.x au point y est formé
des vecteurs tangents du type XM(y) tels que X ∈ G et l’algèbre de Lie Gx
du groupe Gx est formée des vecteurs X de G tels que à XM(x) = 0 :

Ty(G.x) = {XM(y) | X ∈ G} , Gx = {X ∈ G | XM(x) = 0} .

Il existe une action naturelle du groupe G sur Hom(G,Rk) , dite
coadjointe, définie par :

< Ad∗g(f),X > = < f,Adg−1(X) > ,

pour tous g ∈ G , f ∈ Hom(G,Rk) et X ∈ G. Les orbites de cette action
sont appelées G-orbites coadjointes.

Il résulte aussitôt de la définition d’un G-espace k-symplectique que
l’on a
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Proposition 4.5 Soit M un G-espace k-symplectique. Pour tout X ∈
G , le champ de vecteurs XM est un système hamiltonien.

Définition 4.3 Un G-espace k-symplectique M est dit strict si pour tout
X ∈ G , le champ de vecteurs XM est un système hamiltonien strict.

Proposition 4.6 Pour qu’un G-espace k-symplectique M soit strict, il
est nécessaire et suffisant qu’il existe une base (X1, . . . ,Xp) de G telle que
les champs fondamentaux (X1

M , . . . ,Xp
M ) soient des systèmes hamiltoniens

stricts.

Proposition 4.7 Un G-espace k-symplectique M est strict dans les cas
suivants :

1. Le groupe de cohomologie de De Rham H1(M,R) est trivial.
2. G vérifie [G,G] = G .

Démonstration. Soient M un G-espace k-symplectique et X ∈ G . Si le
groupe de cohomologie de De Rham H1(M,R) est trivial, alors les formes
de Pfaff i(X)θ1, . . . , i(X)θk sont exactes. Il existe H ∈ C∞(M,Rk) tel que
j(XH) = −dH , et donc M est un G-espace k-symplectique strict.

Si [G,G] = G , il existe des vecteurs (X1, Y 1 . . . ,Xν , Y ν) ∈ G tels
que

X =
νX
i=1

[Xi, Y i]

et par conséquent on a

XM = −
νX
i=1

[Xi
M , Y i

M ].

Comme [Ξ(M),Ξ(M) ] ⊆ H̄(M) et que les champs de vecteurs fondamen-
taux sont des systèmes hamiltoniens, alors

[Xi
M , Y i

M ] ∈ H̄(M)

pour tout i(i = 1, . . . , ν), et par conséquent XM est un système hamiltonien
strict, ce qui montre que le G-espace k-symplectique M est strict.

Définition 4.4 Soit M un G-espace k-symplectique strict. On appelle
relèvement de M un homomorphisme d’algèbres de Lie J de G dans ~(M)
tel que pour tout X ∈ G , le champ de vecteurs XM coïncide avec le système
hamiltonien associé à l’application hamiltonienne −J(X) ; autrement dit,
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un homomorphisme J de G dans ~(M) est un relèvement de M s’il rend
commutatif le diagramme suivant :

G
−J ↓ & σ

0 −→ Rk inj−→ ~(M) ν−→ H̄(M) −→ 0.

Un G−espace k-symplectique strict muni d’un relèvement est appelée
G−espace hamiltonien.

4.1.3 Applications moments

Définition 4.5 Soit M un G-espace hamiltonien muni d’un relèvement
J . On appelle moment de J, l’application J̃ de M dans Hom(G,Rk)
définie par

J̃(x)(X) = J(X)(x)

pour tous x ∈M et X ∈ G.

4.1.4 Etude de l’espace k-symplectique canonique

Considérons l’espace réel Rn(k+1) muni de sa structure k-symlectique
canonique (θ1, . . . , θk;E) définie par les 2-formes

θα =
nX
i=1

dxαi ∧ dxi.

et par le sous-fibré E de TRn(k+1) défini par les équations

dx1 = . . . = dxn = 0.

(xαi, xi)1≤α≤k,1≤i≤n étant les coordonnées cartésiennes de Rn(k+1). Soit M
l’espace M = Rnk×(Rn−{0}) muni de la structure k-symlectique induite
par la structure k-symplectique canonique de Rn(k+1) . L’action naturelle
du groupe k-symplectique Sp(k, n;R) sur M est effective et M est un
Sp(k, n;R)-espace k-symplectique homogène strict. En effet tout élément
X de sp(k, n;R) s’écrit

X =

⎛⎜⎜⎜⎝
A 0 S1

. . .
...

A Sk
0 −tA

⎞⎟⎟⎟⎠
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où A, S1, · · · , Sk sont des matrices n × n à coefficients dans R telles
que tSα = Sα pour tout α (α = 1, . . . , k) . Désignons les coefficients
de la matrice A par uij et ceux de la matrice Sα par sαij . Le champ
fondamental XM associé à X par l’action de Sp(k, n;R) sur M est donnée
par

XM(x) = X.x

pour tout x ∈ M = Rnk×(Rn\{0}) . Dans les notations ci-dessus avec
x = (xαi, xi)1≤α≤k,1≤i≤n on a :

XM(x) =
nX
i=1

(
nX

j=1

kX
α=1

((uijx
αj + sαijx

j)
∂

∂xαi
− ujix

j ∂

∂xi
))

=
nX
i=1

⎛⎝− kX
α=1

(
nX

j=1

∂fj
∂xi

(x1, . . . , xn)xαi +
∂gα

∂xi
(x1, . . . , xn))

∂

∂xαi

+ fi(x
1, . . . , xn)

∂

∂xi

¶
où

fj = −
nX
i=1

ujix
i , gα = −1

2

nX
i,j=1

sαijx
ixj .

Il résulte aussitôt que l’application H de M dans Rk de composantes

Hα =
nX

j=1

fj(x
1, . . . , xn)xαj + gα(x1, . . . , xn)

est une application hamiltonienne de XM . La correspondance X 7−→ −H
permet de définir, grâce à la construction précédente, une application J de
sp(k, n;R) dans ~(M) satisfaisant à

J(X)(0) = 0.

et

XJ(X) = −XM .

On vérifie aisément que J est un morphisme d’algèbres de Lie. Donc
l’application J confère à M une structure de Sp(k, n;R)-espace hamil-
tonien.
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Les composantes J̃α de l’application moment du relèvement J est l’application
de M dans sp(k, n;R)∗ définie par :

J̃α((xαi, xi))(X) = −(
nX

i,j=1

ujix
jxαi +

1

2

nX
i,j=1

sαijx
ixj)

pour tous x ∈M et X ∈ sp(k, n;R) .

4.1.5 Propriétés de l’application moment

Soient M un G-espace k-symplectique. Pour tous H ∈ ~(M) et g ∈ G ,
ϕ∗g ∈ ~(M) et plus précisément on a :

Xϕ∗gH = (ϕ−1g )∗XH .

Si à présent M est un G-espace hamiltonien muni d’un relèvement J , alors
pour tous X ∈ G et g ∈ G on a

Xϕ∗gJ(X) = (ϕ−1g )∗XJ(X) .

Il en résulte :

Proposition 4.8 Soit M un G-espace k-symplectique. Pour tout g ∈ G ,
l’application ϕ∗g est un isomorphisme d’algèbres de Lie de ~(M) dans lui
même.

Rappelons ([43]) que pour tout X ∈ G , g ∈ G et t ∈ R on a

exp (tAdgX) = g exp (tX) g−1.

En dérivant par rapport à t on obtient

(ϕg)∗XM = (AdgX)M .

Si M est un G-espace hamiltonien admettant J pour relèvement, on a
alors la relation suivante :

Xϕ∗
g−1J(X)

= (AdgX)M ,

pour tous X ∈ G et g ∈ G . Autrement dit, pour tous g ∈ G et X ∈ G ,
l’application

Θ(g)(X) = (ϕg−1)
∗J(X) − J(AdgX)
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définie sur M et à valeurs dans Rk est constante sur M ; ainsi il existe une
application différentiable de G dans Hom(G,Rk) , notée également Θ, telle
que pour tous g ∈ G et x ∈M on ait :

Θ(g) = J̃(ϕg−1(x)) − Ad∗g−1(J̃(x)).

Soit c l’application de G dans Hom(G,Rk) définie par

c(g) = Θ(g−1).

pour tout g ∈ G . On a

c(g1g2) = J̃(ϕg1(ϕg2(x)))−Ad∗g1(Ad
∗
g2(J̃(x)))

= J̃(ϕg1(ϕg2(x)))−Ad∗g1(J̃(ϕg2(x)))
+Ad∗g1(J̃(ϕg2(x)))−Ad∗g1(Ad

∗
g2(J̃(x)))

= c(g1) +Ad∗g1(c(g2)),

pour tous g1, g2 ∈ G et x ∈ M , donc les composantes cα de c (qui sont
des applications de G dans G∗ ) satisfont la condition

cα(g1g2) = cα(g1) +Ad∗g1(c
α(g2))

caractérisant les 1-cocycles de G pour la représentation coadjointe, d’où

cTg = Ad∗g ◦ cTe ◦ LT
g−1 ,

pour tout g ∈ G (voir [31]), où cT désigne l’application tangente de c, e
l’élément neutre de G et L la translation à gauche du groupe G .

Proposition 4.9 Pour tous g ∈ G et X,Y ∈ G on a

Θ(g)([X,Y ]) = 0.

En effet on a

J(Adg[X,Y ]) = J([AdgX,AdgY ]) = {J(AdgX), J(AdgY )},
Θ(g)(X) et Θ(g)(Y ) étant constantes sur M , d’où

J(Adg[X,Y ]) = {(ϕg−1)∗J(X), (ϕg−1)∗J(Y )}
= ϕg−1)

∗{J(X), J(Y )}
= (ϕg−1)

∗J([X,Y ]),

d’où
Θ(g)([X,Y ]) = 0.
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Proposition 4.10 Pour tous g ∈ G et X ∈ G , l’application Θ est
constante sur la courbe γ(t) = g exp (tX) .

Démonstration. Pour tout Y ∈ G , on a :
( ddtΘ(γ(t)|t=0)(Y ) = d

dt((ϕg exp (tX)−1)
∗J(Y ))|t=0 − J(Adg[X,Y ])

= dJ(Y ) ◦ ( ddt((ϕexp (−tX) ◦ ϕg−1)|t=0)− J(Adg[X,Y ])

= −dJ(Y )(XM) ◦ ϕ−1g − J(Adg[X,Y ])

= (ϕ∗g)−1{J(X), J(Y )}− J(Adg[X,Y ])
= (ϕ∗g)−1J([X,Y ])− J(Adg[X,Y ])

= Θ(g)([X,Y ]) = 0.

Y étant quelconque, donc on a ( ddtΘ(γ(t)|t=0)(Y ) = 0 .

La proposition ci-dessus montre que ΘT
e = 0 , et cTe = 0 ; par suite

cTg = 0 pour tout g ∈ G . CommeΘ est constante sur les composantes
connexes de G , on a

Θ(g)(X) = Θ(e)(X) = J(X) − J(X) = 0 ,

pour tous g ∈ G et X ∈ G , d’où,
ϕ∗g ◦ J = J ◦Adg

pour tout g ∈ G . On a donc démontré la proposition suivante :

Proposition 4.11 L’application moment J̃ est équivariante c’est à dire
pour tout g ∈ G on a

J̃ ◦ ϕg = Ad∗g ◦ J̃ .
Corollaire 14 Soient M un G-espace hamiltonien, H une application
hamiltonienne G-invariante; c’est à dire H(ϕ(g, x)) = H(x) pour tous
g ∈ G et x ∈ M . Alors J̃ est constante sur les trajectoires du champ
de vecteurs XH .

Considérons maintenant un G-espace k-symplectique strict, X1, . . . ,Xp

une base de G et H1, . . . ,Hp des applications hamiltoniennes de X1
M , . . . ,Xp

M

respectivement. L’application linéaire J0 de G dans ~(M) définie par

J0(X
i) = −Hi

pour tout i(i = 1, . . . , p) satisfait la relation

XJ0(X) = −XM .



86 CHAPITRE 4. VARIETES K-SYMPLECTIQUES HOMOGENES

pour tout X ∈ G . Lorsque J0 est un morphisme d’algèbres de Lie, M
est un G-espace hamiltonien. Supposons que J0 ne soit pas un morphisme
d’algèbres de Lie. Considérons à cet effet, l’application

µ : G × G −→ ~(M)
(X,Y ) 7−→ {J0(X), J0(Y )}− J0([X,Y ]).

Pour tout (X,Y ) ∈ G × G on a

Xµ(X,Y ) = 0 ,

donc µ(X,Y ) est constante sur M et par conséquent µ définit une appli-
cation R-bilinéaire anti-symétrique β de G × G à valeurs dans Rk .

Proposition 4.12 Dans les hypothèses et notations ci-dessus on a les pro-
priétés suivantes :

1. δβ = 0 ,
2. s’il existe α ∈ Hom(G,Rk) tel que β = δα , en particulier si le

groupe de cohomologie de De Rham H2(M,R) est trivial, alors M admet
un relèvement (qui n’est pas unique en général),

3. si H2(M,R) est trivial et [G,G] = G , le G-espace M possède un
relèvement unique,

4. si β n’est pas un cobord, il existe un groupe de Lie connexe et
simplement connexe G̃β d’algèbre de Lie G̃β = G × Rk pour la loi

B((X,T ), (Y, S)) = ([X,Y ], β(X,Y ))

tel que M soit un G̃β-espace hamiltonien.

Démonstration. Soient Z1, Z2, Z3 ∈ G . On a :
δβ(Z1, Z2, Z3) = −β([Z1, Z2], Z3) + β([Z1, Z3], Z2)− β([Z2, Z3], Z1)

= −{J0([Z1, Z2]), J0(Z3)}+ {J0([Z1, Z3]), J0(Z2)}
−{J0([Z2, Z3]), J0(Z1)},

et pour tout α (α = 1, . . . , k) on a :

{J0([Z1, Z2]), J0(Z3)}α = −θα([Z1, Z2]M , Z3M) = (i(Z3M)θ
α)([Z1, Z2]M)

= −[Z1, Z2]M(Jα0 (Z3)) = [Z1M , Z2M ](J
α
0 (Z

3))
= [XJ0(Z1), XJ0(Z2)](J

α
0 (Z

3))

= X{J0(Z1),J0(Z2)}(J
α
0 (Z

3))

= −(i(Z3M)θα)(X{J0(Z1),J0(Z2)})
= −θα(X{J0(Z1),J0(Z2)},XJ0(Z3))

= −{{J0(Z1), J0(Z2)}, J0(Z3)}α
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donc,

{J0([Z1, Z2]), J0(Z3)} = −{{J0(Z1), J0(Z2)}, J0(Z3)}

par suite on a :

δβ((Z1, Z2, Z3) = {{J0(Z1), J0(Z2)}, J0(Z3)}− {{J0(Z1), J0(Z3)}, J0(Z2)}
+ {{J0(Z2), J0(Z3)}, J0(Z1)}
= 0,

et l’assertion 1 est démontrée.

Supposons qu’il existe α ∈ Hom(G,Rk) tel que β = δα . Soit J
l’application de G à valeurs dans ~(M) définie par

J(X)(x) = J0(X)(x)− α(X)

pour tout X ∈ G et x ∈M . On a

({J(X), J(Y )}− J [X,Y ])(x) = {J0(X), J0(Y )}(x)− J0[X,Y ](x)
+α([X,Y ]) = µ(X,Y )(x) + α([X,Y ])
= β(X,Y ) + α([X,Y ])
= δα(X,Y )(x) + α([X,Y ]) = 0

pour tous X,Y ∈ G et x ∈M . L’application J définit bien un relèvement
de M , ce qui montre l’assertion 2.
Montrons l’unicité du relèvement. Supposons que H2(M,R) = {0} et
[G,G] = G . La propriété 2 montre que le G-espace k-symplectique M
admet un relèvement. Soient J1 , J2 deux relèvements de M . La relation

XJ1(X) = XJ2(X)

pour tout X ∈ G , montre que l’application

J1(X) − J2(X) ,

de M dans Rk est constante pour tout X ∈ G ; donc J1 − J2 définit une
application de G dans Rk qui est un homomorphisme d’algèbres de Lie de
G dans Rk ; d’où

(J1 − J2)([X,Y ]) = 0

pour tout X,Y ∈ G. Ainsi la restriction de l’application J1 − J2 à [G,G]
est nulle, et l’égalité [G,G] = G montre que J1 − J2 = 0.
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Démontrons le point 4. Supposons que β ne soit pas un cobord.
Soient G̃β l’espace produit

G̃β = G ×Rk

et B l’application

B : G̃β × G̃β −→ G̃β
(u, v) 7−→ B(u, v) = ([X,Y ], β(X,Y ))

où u = (X,T ) et v = (Y, S) ∈ G̃β . Cette application est R-bilinéaire
antisymétrique. La relation δβ = 0 montre que l’identité de Jacobi est sat-
isfaite, et donc, (G̃β , B) est une algèbre de Lie réelle. Soit J l’application
de G̃β dans ~(M) définie par :

J(u) = J0(X) + T

pour tout u = (X,T ) ∈ G̃β . On a
{J(u), J(v)}− J(B(u, v)) = {J0(X), J0(Y )}− J0([X,Y ])− β(X,Y ) = 0 ,

pour tous u = (X,T ) , v = (Y, S) ∈ G̃β , donc J est un morphisme
d’algèbres de Lie de G̃β dans ~(M) vérifiant :

XJ(u) = −XM

pour tout u = (X,T ) ∈ G̃β . Soit G̃β un groupe de Lie connexe et simple-
ment connexe d’algèbre de Lie G̃β et H̃β le sous-groupe de Lie connexe de
G̃β ayant pour algèbre de Lie H̃β = 0G × Rk . La sous-algèbre de Lie H̃β

est un idéal de G̃β , donc H̃β est un sous-groupe de Lie normal de G̃β. La
variété quotient G̃βÁH̃β est un groupe de Lie connexe et simplement con-
nexe dont l’algèbre de Lie est isomorphe à G ; il existe donc un revêtement
différentiable

p : G̃βÁH̃β 7−→ G

de base G et d’espace total G̃βÁH̃β . Soit p̃ l’application de G̃β dans G
définie par :

p̃(g̃) = p(g̃H̃β)

pour tout g̃ ∈ G̃β. Le groupe G̃β opère différentiablement sur M par:

ϕ̃(g̃, x) = ϕ(p̃(g̃), x)

pour tous g̃ ∈ G̃β et x ∈ M . Par rapport à l’action ϕ̃ on a

XJ(u) = −uM = −XM ,

pour tout u = (X,T ) ∈ G̃β c’est à dire J est un relèvement du G̃β-espace
M ; ce qui montre que M est un G̃β-espace hamiltonien.
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4.2 Le groupe de Heisenberg d’ordre k.

Soit M l’espace réel Rn(k+1) muni de sa structure k-symlectique cano-
nique définie par les 2-formes θα =

Pn
i=1 dx

αi∧dxi et par le sous-fibré E de
TRn(k+1) donné par les équations dx1 = . . . = dxn = 0 ; (xαi, xi)1≤α≤k,1≤i≤n
étant les coordonnées cartésiennes de Rn(k+1). Le groupe additif G =
Rn(k+1) opère différentiablement et transitivement sur M par l’application
ϕ définie par

ϕ(g, x) = x+ g .

Cette action est effective (elle est même libre). L’algèbre de Lie G du
groupe de Lie G est l’espace Rn(k+1) muni de sa structure triviale d’algèbre
de Lie, les actions adjointes et coadjointes de G sur M et Hom(G,Rk)
respectivement sont également triviales. Pour tout X ∈ G , le champ de
vecteurs XM associé à X est défini par

XM(x) = X

pour tout x ∈M .

Proposition 4.13 La variété M est un G-espace k-symplectique.

La famille

(
∂

∂xαi
,

∂

∂xi
)1≤α≤k,1≤i≤n

défini par les dérivations associées au système de coordonnées cartésiennes
(xαi, xi)1≤α≤k,1≤i≤n forme une base de G . Les applications Hαi , Hi (1 ≤
α ≤ k, 1 ≤ i ≤ n) , de M dans Rk , définies par

Hαi = −(δα1xi, . . . , δαkxi) , Hi = −(x1i, . . . , xki)

satisfont à

XHαi = (
∂

∂xαi
)M , XHi = (

∂

∂xi
)M .

Soit J0 l’application R-linéaire de G dans ~(M) définie par

J0

⎛⎝X
αj

Xαj ∂

∂xαj
+
X
j

Xj ∂

∂xj

⎞⎠ = −
⎛⎝X

α,j

XαjHαj +
X
j

XjHj

⎞⎠ .

Cette application satisfait à

XJ0(X) = −XM ,
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pour tout X ∈ G , donc M est un G-espace k-symplectique strict. Le fait
que G est une algèbre de Lie abélienne et que ~(M)ne le soit pas montre
que J0 n’est pas un morphisme d’algèbres de Lie et que l’application β
définie ci-dessus n’est pas un cobord. Considérons l’algèbre de Lie

G̃β = G × Rk

munie de la loi
B((X,T ), (Y, S)) = (0, β(X,Y ))

avec

β(X,Y ) = {J0(X), J0(Y )}− J0([X,Y ]) = {J0(X), J0(Y )}.
Soit H̃(n,k) le groupe de Lie

H̃(n,k) = Rn(k+1) ×Rk

dont la loi du groupe est donnée par

u.v = (X + Y, T + S +
1

2
β(X,Y ))

pour tous u = (X,T ), v = (Y, S) ∈ H̃(n,k) .

Définition 4.6 Le groupe de Heisenberg d’ordre k est le groupe de Lie con-
nexe et simplement connexe de dimension (k+1)n+k dont le groupe dérivée
cōıncide avec son centre.

Ce groupe possède une r-structure de contact invariante à gauche (voir
chapitre 4). Il joue le même rôle que le groupe de Heisenberg par rapport aux
structures de contact. Il peut se représenter comme le groupe des matrices
de la forme ⎛⎝ Ik P T

0 In Q
0 0 1

⎞⎠
où In désigne la matrice identité d’ordre n. Son algèbre de Lie H(n,k) est
l’algèbres de Lie des matrices du type

(X,Y, T ) =

⎛⎝ 0 X T
0 0 Y
0 0 0

⎞⎠
où X une matrice réelle k × n et T (resp. Y) est une matrice colonne
d’ordre k (resp. n ).
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Proposition 4.14 H̃(n,k) est un groupe de Lie connexe et simplement
connexe ayant pour algèbre de Lie G̃β et est isomorphe au groupe de Heisen-
berg H(n, k) d’ordre k .

Démonstration. Soit

(X,Y, T ) =

⎛⎝ 0 X T
0 0 Y
0 0 0

⎞⎠
un élément de H(n,k). L’application

(X,Y, T ) 7−→ ((X,Y ), T )

de H(n,k) dans G̃β est un isomorphisme d’algèbres de Lie.

Proposition 4.15 L’application J de H(n,k) dans ~(M) définie par

J(X,Y, T ) = J0(X,Y ) + T

pour tout (X,Y, T ) appartenant à H(n,k) , est un relèvement de M , et donc,
M est un H(n,k)-espace hamiltonien.

Le moment correspondant est l’application de M dans Hom(H(n,k),Rk)
définie par

J̃(x)(X,Y, T ) = J0(X,Y )(x) + T

pour tous x ∈M et (X,Y, T ) ∈ H(n,k) .

4.3 Opération coadjointe associée

Soient M un G-espace hamiltonien homogène muni d’un relèvement
J de moment J̃ et soit HE le sous-ensemble de G formé des éléments X
tels que XM ∈ Γ(E) . HE est une sous-algèbre de Lie de G .

Proposition 4.16 Soit x ∈ M . L’espace tangent au feuilletage F au
point x est donné par :

Ex = {XM(x) | X ∈ HE}.
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Démonstration. Il résulte aussitôt de la définition de HE que l’on a

XM(x) ∈ Ex

pour tout X ∈ HE . Réciproquement soit vx ∈ Ex . En munissant la variété
M de la structure de variété différentiable définie par le feuilletage F . Cette
variété est de dimension nk et les feuilles sont les composantes connexes.
L’espace tangent à M au point x pour cette structure de variété n’est rien
d’autre que Ex . L’opération de G sur M étant transitive, il existe X ∈ G
tel que

vx = XM(x) .

Or pour la structure initiale de variété différentiable de M , XM est une
section de E , donc X ∈ HE ; autrement dit :

vx = XM(x)

avec X ∈ HE .

Proposition 4.17 Si l’action de G sur M est effective, alors la sous-
algèbre de Lie HE est abélienne.

Démonstration. Comme les champs fondamentaux sont hamiltoniens, pour
tous X,Y ∈ HE et α(α = 1, . . . , k) on a

LXM
θα = LYM θα = 0 ,

et par conséquent on a :

i([X,Y ]M)θ
α = − i([XM , YM ])θ

α = − [LXM
, i(YM)]θ

α

= −LXM (i(YM)θ
α) = d(θα(XM , YM))

= 0

pour tout α (α = 1, . . . , k) , puisque XM et YM sont tangents aux feuilles
de F , et donc,

[X,Y ]M ∈ Cx(θ
1) ∩ . . . ∩Cx(θ

k),

d’où
[X,Y ]M = 0.

L’action de G sur M étant effective, on a

[X,Y ] = 0,
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ce qui montre que l’algèbre de Lie HE est abélienne.

Exemple. Reprenons le cas de l’espace k-symplectique canonique. HE est
la sous-algèbre de Lie tp(k, n;R) du sous-groupe Tp(k, n;R) de Sp(k, n;R)
engendré par les transvections k-symplectiques. La sous-algèbre de Lie
tp(k, n;R) est un idéal abélien de sp(k, n;R) .

Pour tout X ∈ G , on désigne par X∗ le champ fondamental associé à
X par l’action coadjointe de G sur Hom(G,Rk) ; il résulte de l’égalité

d

dt |t=0
Adexp(tX)Y = [X,Y ],

que l’on a

Proposition 4.18 Pour tous X,Y ∈ G et f ∈ Hom(G,Rk) on a

< X∗(f), Y ∗(f) >= − < f, [X,Y ] > .

Soient O une G-orbite coadjointe, f = (fα)1≤α≤k un point de la G-
orbite O et X1,X2, Y ∈ G tels que

X∗
1 (f) = X∗

2 (f).

Pour tout α(α = 1, . . . , k) on a

< fα, [X1, Y ] >=< fα, [X1 −X2, Y ] > + < fα, [X2, Y ] > .

En effet X1 −X2 est dans l’algèbre de Lie Gf du sous-groupe d’isotropie
Gf de f relativement à l’opération coadjointe, donc

< fα, [X1 −X2, Y ] >=< (X1 −X2)
∗(fα), Y >= 0,

et par conséquent on a

< fα, [X1, Y ] >=< fα, [X2, Y ] > .

Ceci montre qu’on a

Proposition 4.19 Sur toute G-orbite coadjointe O , on a k formes différen-
tielles Ω1, . . . ,Ωk de degré 2 définies par :

Ωαf (X
∗(f), Y ∗(f)) = − < fα, [X,Y ] >

pour tous f = (fα)1≤α≤k appartenant à la G-orbite O , X∗(f), Y ∗(f) ∈
TfO et α = 1, . . . , k . Ces formes différentielles Ω1, . . . ,Ωk sont fermées.
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Démonstration. Soient f = (fα)1≤α≤k ∈ O , X,Y,Z ∈ G et α = 1, . . . , k .
Les égalités

Ωαf ([X
∗, Y ∗], Z∗) −Ωαf ([X∗, Z∗], Y ∗) + Ωαf ([Y

∗, Z∗],X∗)
=< fα, [[X,Y ], Z] > − < fα, [[X,Z], Y ] >
+ < fα, [[Y,Z],X] >= 0

impliquent

dΩαf (X
∗, Y ∗, Z∗) = X∗

f (Ω
α
f (Y

∗, Z∗)) − Y ∗f (Ω
α
f (X

∗, Z∗)) + Z∗f (Ω
α
f (X

∗, Y ∗)).

Or
X∗
f (Ω

α
f (Y

∗, Z∗)) = d
dt |t=0(ψ(Ad

∗
exp(tX)(f)))

= d
dt |t=0(Ω

α
Ad∗

exp(tX)
(f)(Y

∗, Z∗))

= − d
dt |t=0 < fα ◦Adexp(−tX) , [Y,Z] >

=< fα , [X , [Y,Z]] >

avec ψ = Ωα(Y ∗, Z∗) ; et donc,

dΩαf (X
∗, Y ∗, Z∗) =< fα , [X , [Y,Z]] > − < fα , [Y , [X,Z]] >

+ < fα , [Z , [X,Y ]] >= 0,

ce qui montre que les formes différentielles Ωα sont fermées.

Proposition 4.20 Si l’action de G sur M est effective, alors

Ωα(X∗(f), Y ∗(f)) = 0

pour tous X,Y ∈ HE , f ∈ O et α = 1, . . . , k .

Soient M un G-espace hamiltonien homogène muni d’un relève-
ment J , J̃ le moment associé à J et x0 un point de M . La transitivité
de l’action de G sur M montre que pour tout x de M il existe g ∈ G tel
que x = ϕ(g, x0) et l’équivariance de J̃ donne

J̃(x) = J̃(ϕ(g, x0)) = Ad∗g(J̃(x0)) ,

ce qui montre que J̃(M) est une G-orbite coadjointe. Soient f ∈ Hom(G,Rk),
O = G.f une G-orbite coadjointe de f et Jf l’application de G dans
C∞(O,Rk) définie par

Jf (X)(p) =< p,X >
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pour tout X ∈ G et p ∈ O . On a :

J̃∗(Jf (X))(x) = Jf (X)(J̃(x)) =< J̃(x),X >= J(X)(x)

pour tous X ∈ G et x ∈M , d’où

J̃∗ ◦ Jf = J .

Il résulte qu’on a la

Lemme 4.1 Pour tout X ∈ G , si Jf (X) est constante sur O , alors J(X)
est constante sur M .

L’application moment étant équivariante, pour tous X ∈ G et x ∈M
on a

(J̃∗XM)(J̃(x)) = J̃Tx XM(x) = J̃Tx

³
d
dt |t=0ϕ(exp(tX), x

´
= d

dt |t=0J̃(ϕ(exp(tX), x))
= d

dt |t=0Ad
∗
exp(tX)(J̃(x))

= X∗(J̃(x)),

et
J̃∗XM = X∗ .

Soient X,Y ∈ G , f ∈ Hom(G,Rk) , O = G.f une G-orbite coadjointe
de f , p ∈ O et α = 1, . . . , k . On a

d(Jαf (X))p(Y
∗) = d

dt |t=0J
α
f (X)(Ad

∗
exp(tY )(p) =

d
dt |t=0 < Ad∗exp(tY )(p

α),X >

= d
dt |t=0 < pα, Adexp(−tY )X >=< pα, [X,Y ] >

= −Ωαp (X∗(p), Y ∗(p)) = − (i(X∗)Ωαp )(Y ∗).

D’où

Proposition 4.21 Pour tous X ∈ G et α = 1, . . . , k on a

i(X∗)Ωα = − d(Jαf (X)).

Soient X ∈ G , f ∈ Hom(G,Rk) et O = G.f . Les trois proposi-
tions qui précèdent montrent que l’égalité J̃∗XM = 0 entraîne que Jf (X)
est constante sur O ; et donc J(X) est constante sur M , par conséquent
i(XM)θ

α = 0 pour tout α = 1, . . . , k ; il résulte de la définition d’une struc-
ture k-symplectique que XM = 0 et l’application J̃ est une immersion; en
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particulier on a dim G ≤ dim (O) . L’équivariance de l’application moment
montre alors que

Gx0 ⊆ GJ̃(x0)

où Gx0 , GJ̃(x0)
sont les sous-groupes d’isotropie de x0 et de J̃(x0) re-

spectivement; d’où dim(M) ≥ dim(O). Il en découle que les composantes
connexes de l’unité Ge

x0 et G
e
J̃(x0)

coïncident, et par conséquent, le quotient
GJ̃(x0)

ÁGx0 est discret; ceci montre que la fibration

J̃ : M = GÁGx0 −→ O = GÁGJ̃(x0)

dont la fibre type est discrète, est un revêtement.

On a donc montré le résultat suivant :

Proposition 4.22 Soient M un G-espace hamiltonien homogène muni
d’un relèvement J de moment J̃ . Alors J̃(M) est une G-orbite coadjointe
et l’application J̃ définit un revêtement de M sur une G-orbite coadjointe
O .

On suppose que l’action de G sur M est transitive et effective. Soit
E(O) le sous-fibré de TO défini par

E(O)p = {X∗
p | X ∈ H(E)}

pour tout p ∈ O . La proposition précédente montre que la variété O est
de dimension n(k+1) et que le sous-fibré E(O) de TO est de codimension
n et est intégrable.

Proposition 4.23 Soient M un G-espace hamiltonien homogène, x0 un
point de M et f = J̃(x0) . Alors

(Ω1, . . . ,Ωk;E(O))

définit une structure k-symplectique sur O = G.f .

Démonstration. Si pour un point p = (pα)1≤α≤k de O et X ∈ G on a
i(X∗)θα = 0 pour tout α = 1, . . . , k , alors

< pα, [Y,X] >=< X∗(pα), Y >= 0 ;
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pour tout Y ∈ G ; Y et α étant quelconques, X∗(p) = 0 , ce qui montre
que la première condition de la définition d’une structure k-symplectique est
satisfaite; quant à la deuxième condition, elle résulte du fait que

Ωα(X∗(f), Y ∗(f)) = 0,

pour tous X,Y ∈ HE.

Proposition 4.24 Dans les hypothèses et notations de la proposition précé-
dente on a :

1. La G-orbite coadjointe O = G.f de f est un G-espace hamiltonien
homogène et Jf en est un relèvement,

2. L’application moment J̃ est un morphisme de variétés k-symplectiques;
plus précisément on a ½

J̃Ωα = θα, α = 1, ..., k

J̃∗(E) = E(O).

Démonstration. Pour tous X,Y ∈ G , α (α = 1, . . . , k) et p ∈ O on a :

(ψ∗gΩ
α)p(X

∗(p), Y ∗(p)) = Ωαψg(p)((ψg)
T
pX

∗(p), (ψg)
T
p Y

∗(p))

où ψg = Ad∗g . Or

(ψg)
T
pX

∗(p) = ((ψg)∗X
∗)p = (AdgX)

∗(p),

donc,

(ψ∗gΩα)p(X∗(p), Y ∗(p)) = Ωαψg(p)
((AdgX)

∗(p), (AdgY )∗(p))
= − < pα, Adg−1([AdgX,AdgY ]) >
= − < pα, [X,Y ] >
= Ωαp (X

∗(p), Y ∗(p)).

On donc montré que la première condition de la définition d’un G-espace
k-symplectique strict est satisfaite; quant à la deuxième condition, elle
provient de la relation J̃∗XM = X∗ . La relation

i(X∗)Ωα = − d(Jαf (X))

montre que l’orbite O est un G-espace k-symplectique strict. Soient X,Y ∈
G , α (α = 1, . . . , k) et p ∈ O . On a :

{Jf (X), Jf (Y )}(p) = − (Ω1p(XJf (X),XJf (Y )) , . . . ,Ω
k
p(XJf (X),XJf (Y )))

= − (Ω1p(X∗(p), Y ∗(p)) , . . . ,Ωkp((X∗(p), Y ∗(p))
=< p, [X,Y ] >
= Jf ([X,Y ])(p) ,
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donc Jf est un morphisme d’algèbres de Lie de G dans ~(O) , et par con-
séquent la G-orbite coadjointe O est un G-espace hamiltonien homogène,
et la propriété 1 est démontrée. La propriété (b) provient de la relation
J̃∗XM = X∗ et de la proposition 8.22. Soient maintenant X,Y ∈ G ,
α (α = 1, . . . , k) et x0 ∈M . On a :

(J̃∗Ωα)x0(XM(x0), YM(x0)) = Ωα
J̃(x0)

((J̃∗XM)(x0), (J̃∗YM)(x0))
= Ωα

J̃(x0)
(X∗

M(J̃(x0)), Y
∗
M(J̃(x0)))

= − < J̃α(x0), [X,Y ] >
= − < Jα([X,Y ]), x0 >
= {J(X), J(Y )}α(x0)
= θαx0(XM(x0), YM(x0)) ;

ceci achève la démonstration de (a) et la proposition est démontrée.
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