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Chapitre 1

Suites

I Suites numériques

1 Définition

Une suite numérique est une image d’une application g : N — R ou C :
n— g(n). <

N.B. : N peut étre remplacé par F avec ¥ C N. L’ensemble N peut méme
étre remplacé par Z ou une partie de Z.

Notation : On pose
uy, = g(n)

que l'on appelle terme général de la suite et on parle de la suite (uy,)nen ou,
Simplement? (un) ou U, UL, U2y Up, .

En pratique : Une suite peut étre définie par

— la donnée des wu; s’ils sont en nombre fini ou
— la donnée du terme général u,, ou
— une relation de récurrence & deux termes

Up = fQ(Un—l)

avec la donnée d'un terme (en général le premier) ou une relation de
récurrence a trois termes

Up = f3(un—17 un—Q)

avec la donnée de deux termes (en général les deux premiers) ou fs et
f3 sont deux fonctions données.
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Exemple 1 : L’énumération 1,2,---,100 définit la suite des cent premiers
entiers positifs.

Exemple 2 : La suite (%) - & Pour terme général
n *

1
Uy = —
n

Ici 'application correspondante est g : N* — R : n+— g(n) = % On peut

aussi définir cette suite numérique par I’énumération 1, %, cee %, o

Exemple 3 : La relation de récurrence
Up = (n+ Du,—1 avec wug=1

définit une suite (uy)pen. L'élément ug est donné; on en déduit uy = 2ug =
2, puis ug = 3u; = 6, etc.

Exemple 4 : La relation de récurrence
Up = Up—1 + Up—9 avec ujp =ug =1

définit une suite (up)nen+. On a évidemment ug = ug + w3 = 2, puis
Uy = u3z + ug = 3, etc.

N.B. 1 : Dans le cas d'une suite définie par une relation de récurrence on
parle de suite récurrente.

N.B. 2 : De fagon générale, la suite est dite finie (respectivement, infinie)
si elle a un nombre fini (respectivement, infini) de termes.

2 Convergence (d’une suite infinie)

a Deéfinition

On dit que la suite numérique (u,,) est convergente et converge vers u si
Uy, — u lorsque n — oo. Autrement dit

nlLrgo(un —u) =0
ce que 'on peut traduire par

Ve >03n(e) e N|Vn>ne):|u, —ul <e

et I'on écrit w = lim,_. o, u,. Une suite qui n’est pas convergente est dite
divergente. &
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b Propriété

La limite u si elle existe est unique. <
Démonstration (ab absurdo). Supposons que la suite (u,) converge vers
{1 et £5. On a alors
by — Aty ="l —up +up — £

Donc
11121010(51 — 62) = nlLIIgo(el — Up + Uy — 52)
b —ly = nh—{%o(el — un) + nlmgo(un — 62)
li—4y = 040
lh—0, = 0
D’ou fl = fg.

¢ Suite de Cauchy

Par définition, une suite (u,) est dite de Cauchy si

2B B (1 = tig) =0

soit encore
Ve >0 3dn(e) e N | Vp>n(e) Vg >n(e) : lup —uy| < ¢

en termes de n et de e. ¢

d Théoréme (critére de Cauchy)

Une condition nécessaire et suffisante pour qu’une suite (numérique) soit
convergente est qu’elle soit de Cauchy. <&

Démonstration (partielle). La condition est nécessaire. En effet, si la suite
(up) converge vers u, on a

Up — Ug = Up — U+ U — Ugqg

donc
Jim lim (up —ug) = lim (up —u) + lim (u — ug)
= 040
=0

et la suite (uy,) est de Cauchy. On admettra que la condition est suffisante
(c’est-a-dire que toute suite de Cauchy est convergente).

L’intérét de ce critére réside dans le fait que pour s’assurer qu’une suite
est convergente il suffit de vérifier qu’elle est une suite de Cauchy (sans qu’il
soit besoin de déterminer la limite de la suite).
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e Propriétés

Soit deux suites convergentes (u,) et (v,) de limites u et v, respective-
ment. Alors, on a

— la suite (u, + v,,) converge vers u + v

— VA € C, la suite (Auy,) converge vers Au

— la suite (unvy,) converge vers uv. <
3 Suites monotones et suites bornées

On considére ici le cas de suites dans R avec g : F — R ou E est N ou
une partie de N.
a Définitions

- Une suite (un)nep est dite monotone croissante si
Vn € FE :upp1 > Uy
Elle est dite monotone décroissante si
VneFE :up < uy

- Une suite (u,)nep est dite majorée si il existe M € R (M = majorant)
tel que
VneFE u, <M

Elle est dite minorée si il existe m € R (m = minorant) tel que
YneFE:u,>m

Une suite majorée ou minorée est dite bornée. <&

b Théoréme

Toute suite croissante et majorée est convergente. Toute suite décrois-
sante et minorée est convergente. &

4 Cas des suites récurrentes

Dans le cas d’une suite récurrente (u,) définie par une relation de ré-
currence & deux termes u, = fa(u,—1), la limite u, si elle existe, s’obtient a
partir de

u= fo(u)

(qui fournit une équation permettant de calculer u).
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IT Suites de fonctions

1 Définition

Soit F' I’ensemble des fonctions d’une variable réelle & valeurs réelles ou
complexes. On appelle suite de fonctions (f,,)nen 'image d’une application
N—-F:nw— fpouf,:D—RouC:t— f,(t) avec D C R (le domaine
D est R ou un intervalle dans R). <

En pratique : On parle de la suite de fonctions

(fr)nen ou (fn) ou fo, fi, -+, fns- -

a laquelle est associée la suite numérique

(Fn®)pen 0w (fu(t)) ou fo(t), fr(t),- -~ fault), -

(il y a une suite pour chaque valeur de t).

N.B. : N peut étre remplacé par une partie (finie ou pas) E de N.

2 Convergence simple
Définition

On dit que la suite de fonctions ( f,,) converge simplement vers la fonction
f sipour tout ¢t € D la suite numeérique (fy,(t)) converge vers f(t) c’est-a-dire
si

Vte D: nlLHc}o fu(t) = f(t)
Autrement dit, on a
Ve>0 Vte D In(e,t) e N |Vn>net): |fult)— f(t) <e

ol n dépend de € et de t. &

3 Convergence uniforme
a Deéfinition

On dit que la suite de fonctions (f,) converge uniformément vers la fonc-
tion f sin(e,t) = n(e), c’est-a-dire que l'entier n(e) ne dépend pas de t. <
b Critére de convergence uniforme

La convergence est uniforme sur D si

sup|fn(t) — f(t)] <e
teD
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des que n > n(e), soit encore si

lim sup | f(t) = f(t)] = 0

=0 teD

(cette derniére relation constituant un critére trés utile). <
La signification de la convergence uniforme s’obtient en traduisant gra-
phiquement la relation

VieD: f(t)—e < fu(t) < f(t)+e désque n>n(e)

(considérer les graphes de f et f, en fonction de ).

4 Propriétés des suites uniformément convergentes

Les suites de fonctions uniformément convergentes ont des propriétés
remarquables. Nous donnerons trois propriétés (P1 a P3) et trois corollaires
(C1 a C3) sans démonstration.

a Propriétés
P1 (continuité). Si (f,) est une suite de fonctions continues sur D qui

converge uniformément sur D vers la fonction f, alors f est continue sur D. &

P2 (intégration). Si (f,,) est une suite de fonctions continues sur D fini
(D = [a,b]) qui converge uniformément sur D vers la fonction f, alors

b b b
tim [ fa(tyde = / Tim_ fu(t)dt = / F()dt
(on peut intervertir les signes [ et lim). <&

P3 (dérivation). Si (f,) est une suite de fonctions continues et déri-
vables sur D fini qui converge uniformément sur D vers la fonction f et si
( % fn) est une suite de fonctions continues sur D qui converge uniformément
sur D vers la fonction g, alors on a

lim ifn: 4 lim f,

n—oo dt dt n—oo

soit encore g = f’ (on peut intervertir les signes % et lim). &

b Corollaires

C1. Si une suite de fonctions continues converge vers une fonction qui
n’est pas continue, alors la convergence est simple. ¢
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C2. Si (sous des hypothéses évidentes)

b b
lim [ fu(t)dt # / lim f,(t)dt
n—oo a a n—oo
alors la convergence est simple. <

C3. Si (sous des hypothéses évidentes)

.d d .
o g1 7 g A I

alors la convergence est simple. <

III Exercices et problémes

Exercice 1

On considére la suite finie 1,2, ---,100. Calculer la somme des termes de
cette suite. Plus généralement, montrer que la somme Sy des termes de la
suite finie 1,2,---, N avec N € N* est donnée par

1

(11 suffit d’écrire Sy =1+2+---+Net Sy = N+---+2+1dou l'on tire
2SN en ajoutant les deux relations.)
Exercice 2

La suite ((—1)"),,cn est-elle convergente ?

Exercice 3
La suite (up)nen de terme général

n—1
n—+1

Up =
est-elle convergente ?

Exercice 4

La suite (up)nen+ de terme général

1
Uy = tan ! (n + —)
n

est-elle convergente ?
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Exercice 5

On considére la suite numérique (u,)pen+ de terme général

()
Up =nsin | —
n

Déterminer la limite de cette suite.

Exercice 6

La suite (%) , dite suite harmonique, est-elle convergente ?
nelN*

Exercice 7

On considére la suite (uy,)pen+ définie par
up,=a+(n—-1)r, a€R, reR

Cette suite est appelée suite arithmétique de premier terme a et de raison
r. Cette suite est-elle convergente ? Calculer la somme Sy des N premiers
termes (N € N*) de cette suite.

Exercice 8

On considére la suite (u,)pen de terme général
up, =aq", a € R*, g€ R}

Cette suite est appelée suite géométrique de raison ¢ et de premier terme a.
Montrer que

— si ¢ > 1 : la suite diverge
— si 0 < ¢ <1 : la suite converge vers 0
— si ¢ =1 : la suite converge vers a.

Montrer que la somme Sy des N (avec N € N*) premiers termes de la suite

(un)nEN est

1—qN

1—-g¢q

SN:a

En déduire que la somme S de tous les termes de la suite (uy)nenN est

pour 0 < g < 1.
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Exercice 9
On consideére la suite (u,)pen définie par U'intégrale

(n+1)m
Up = |sint| dt
nm

Calculer ug, u1 et us. Montrer que cette suite converge vers u = 2.

Exercice 10

On consideére la suite (u,)nen définie par U'intégrale
1
Uy = / 2" Inz dx
0

Calculer ug et ui. Pour n arbitraire dans N, montrer que

1
(n+ 1)

Up = —

et vérifier que ce résultat est compatible avec ceux obtenus pour n = 0 et
n = 1. La suite considérée est-elle convergente ?

Exercice 11

On consideére la suite (uy,)nen définie par 'intégrale
[e.e]
Uy = / t"et dt
0

Montrer au moyen d’une intégration par parties que 'on a la relation de
récurrence

Unt1 = (n+ Duy,

En itérant cette relation, montrer que
Up = (1 X2x3x---Xn)ug
Montrer que ug = 1 et en déduire que
U, = n!

La suite (up,)nen converge-t-elle ?
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Probléme 1

On considére l'intégrale

I(x) :/ t* et at
0

avec x > 0.
1) Montrer que la fonction I' : R} — R satisfait la relation de récurrence

Mz+1) =2(x)
2) Calculer I'(1), I'(2) et I'(3).
3) On considére la suite (uy,)nen définie par
1
Uy = —————
I'(n+1)

Calculer le terme général de cette suite. Cette suite est-elle convergente ?
4) On considére la suite (v,), définie par

1
w=r(r+3)

Calculer le terme général de cette suite en fonction de I' (%)

Exercice 12
On considére la suite (a;);en définie par

1

_ ol i=2.3. ...
T R

a; —
avec a; = 0 et oil v est un paramétre réel positif ou nul. Montrer que tous
les termes impairs de la suite considérée sont nuls (c’est-a-dire que Vk € N :
agk+1 = 0). Déterminer le terme général pair as,, p € N, en fonction de ay.
Que devient ce résultat pour v =07

Exercice 13

On considére la suite récurrente (uy)nen+ & deux termes définie par

1 1
_ - 1
Un+1 Unp,

avec u1 = 1. Déterminer le terme général u,, de cette suite. Déterminer la
limite de cette suite.
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Exercice 14
On considére la suite numeérique (uy,)nen définie par la relation de récur-
rence ) 1
Un+1 = §un + 5
avec ug = 2. Calculer les quatre premiers termes de cette suite. Montrer que
la limite de cette suite récurrente est u = 1. Reprendre ’exercice avec

Upt]1 = Up + 5

et up = 2. Montrer que dans ce cas la suite (uy),en n'a pas de limite.

Exercice 15

On consideére la suite (uy,)nen+ définie par la relation de récurrence
4
i1 = — 3
Un

avec u1 = —1. Calculer les dix premiers termes de la suite. Montrer que cette
suite récurrente converge vers u = —2v/2.
Exercice 16

On considére la suite numérique (uy)nen+ définie par la relation de ré-

currence
1 ( n 2 )
Upt1 = = | Up + —
n+1 2 n u,

avec up = 1. Calculer us, ug et ug a 'aide d’une calculette. Montrer que la
limite de la suite (w, )nen+ est u = v/2.
Exercice 17

On consideére la suite (uy,)nen+ de terme général

1\"

Calculer au moyen d’une calculette le terme correspondant a n = 1000.
Appliquer la formule du binéme de Newton

VneN: (a+b)" = Z Cha"PbP
p=0

ou
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aucasa=1et b= % En déduire que

1+1n_1+1+1 1 1 —i—l 1 1 1 2 +
n) 1! 21 n 3! n n

et que
i 1 1\" 1 1 1
Zl
nzon!
= e

ou e est la base des logarithmes népériens. En déduire que la suite (uy,)nen+
converge vers e.

Exercice 18

Montrer que la suite de fonctions (fy,)nen+ définie par
fni Ry 2Ry it fn(t) =e

converge simplement vers la fonction

) ) ) 1pour t=0
Solution
On a
. _ 1pour t=0
nt __
nh_)rgoe _{ 0 pour t >0

D’oi la limite f donnée dans I’énoncé. La convergence n’est pas uniforme car
f n’est pas continue. On peut obtenir ce résultat (de fagon plus compliquée)
en calculant |f,,(t) — f(¢)|. On a pour t =0

|fnt) —f(t))]=1—-1=0<e désque n>1
Pour t # 0, on a
Ifn) — f@O)] =le™ —0] =e ™ < ¢ dés que nt > —Ine

(car e < ¢ = nt > —Ing). On peut donc prendre

n(e,t) = Ent <—IDT€>

ot Ent(z) désigne la partie entiére de x € R. Il est clair que ’on ne peut pas
faire disparaitre la dépendance en t dans 7(e,t). La convergence n’est donc
pas uniforme.
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Exercice 19
Montrer que la suite de fonctions (fy,)nen+ définie par

Fa[01) = R st fult) = 2o

converge uniformément vers la fonction
f:[0,1] =Ry :t— f(t)=e"!

Solution
La limite f est évidente. On montre aisément que
te~t te™t
<

1 1
— <= W) — f)] ==
TS S O - 0=

|fn(t) = F(8)] =
dont la limite pour n — oo est nulle, de sorte que la convergence est uniforme.

Exercice 20
Montrer que la suite de fonctions (fy,)nen+ définie par

ne t 41t

fo i ]0,1] = Ry it = fi(t) = n+t

converge uniformément vers la fonction
f:[0,1] =Ryt f(t)=e"

Solution
On a

: _ ot
Jim f(t) =e
(car ne”! 4+t ~ne~ et n+t ~ n pour n infiniment grand). Dot la limite
f:t et De plus, on a
ne t+1¢ _, t—tet
L A g
n+t n+t

fa(t) = f(t) =

Mais pour ¢ € [0, 1], on a

t—te? ¢ 1 1 1
< < < — = sup |fult) = f(B)] =~
n+t n+t T n+t T N e n

dont la limite pour n — oo est nulle, de sorte que la convergence est uniforme.
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Exercice 21
Montrer que la suite de fonctions (fy,)nen+ définie par

t

fniR+—>R+1t'—>fn(t):m

converge uniformément vers la fonction

iRy = {0}t f(t) =0

Peut-on écrire

lim /0 ") dt = /0 " lim £, () dt

n—oo

ol a est fini 7 Vérifier la relation précédente par un calcul direct.
Solution
On a
lim f,(t) =0

n—oo

pour t = 0 et t > 0 de sorte que la suite (f,)nen+ converge vers f : ¢ —
f(t) =0. De plus, pour t € R; et n € N* on a

ot 1
2402~ 2n

[fn(t) = f()]

car 2nt < n? + t2. La convergence est donc uniforme. Il en résulte que la
relation proposée entre les intégrales est vraie ce que 'on vérifie par calcul
direct puisque

li L P I | e
LS e e KL 8 L S N
. 1. a?+n?
= lim —In
n—oo 2 n2
0

et

" lim fa(t) dt:/oaf(t) dt =0

0 n—oo

car f est la fonction nulle.

Exercice 22
Soit (fn)nen+ la suite de fonctions définie par

sin nt

frni0,m] = Rt — fr(t) =

n

Montrer que cette suite converge uniformément vers la fonction f : [0, 7] —

{0} : t— f(t) =0.
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Solution
On a

sin nt
im =
n—oo n

pour tout ¢ € [0, 7]. Donc la suite (f,)nen+ converge vers la fonction nulle
f =0 sur [0,7]. De plus, on a

sup [fult) — £(0)] = sup 100 _ 1

te[0,7] tejo,r] M n

et
1 1
—<eEeE=n>—
n €

n(e) = Ent (é)

ot Ent(z) est la partie entiére de x € R. Comme 7(¢) est indépendant de ¢,
la convergence est bien uniforme.

On peut donc prendre

Exercice 23
On considére la suite de fonctions continues (fy,)nen+ définie par
o1
sin =t
Jn:[0,7] = Rt = fo(t) = —5

n

Montrer que cette suite converge vers la fonction

filon] = R:t— f(t)=t

Exercice 24

On considére la suite de fonctions continues (fy,)nen+ définie par

Opour t <0
fatR—=1[0,1] 1t f,(t) = nt pour 0<¢t< L
1 pour tZ%

Tracer le graphe de f,. Montrer que la suite (fy,)nen+ converge simplement
vers la fonction

Opour t<0
: 1} = =
FiR— {01} 5t (1) {1mmt>0
(qui n’est pas continue).
Solution
La limite f s’obtient aisément & partir du graphe de f,. La fonction f
n’est pas continue en t = 0. Donc la convergence ne peut pas étre uniforme.
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Chapitre 2
Séries

I Séries numériques
1 Généralités
a Définition

Soit (uy)nen+ une suite numérique de terme général u,, (avec u, € R ou
C). La suite numérique (Sy,)nen+ dont les termes sont

Sl = U
Sy = up+u
Sp = wtuz+-Fuy

est appelée série. Si la suite (Sy,)nen+ converge vers S, on dit que la série est
convergente et a pour somme S. On écrit

n—~o0 n—oo <

S = lim S, = lim Zuj
7=1

qui est noté
o
S = Z Uj
J=1

Si la suite (Sy,)nen+ ne converge pas on dit que la série est divergente. <
Dans la pratique, on parle de la série

o (o]
S = Zuj ou Z Up,
j=1 n=1

ou plus simplement

S:Zuj ou Zun
7 n

19
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que la série soit convergente ou pas. Etudier la série Z‘;‘;l uj, c’est étudier
la suite (Sp,)nen+ de terme général S,, = uj + ug + - - - + uy,. Notons que wu,
s’appelle le terme général de S.

Par extension, on a

+oo j=tn
Z uj = lim lim Z uj
. m—00 Nn—0o0
J=—00 Jj=m
j=—1 Jj=n
= lim U; +u lim Uj
Jm > wg ot lim D u
jzfm j=1

et 'étude de la série Z;fi o0 Uj nécessite donc 'étude de deux séries.

b Condition nécessaire

Pour que la série Z;’;l u; soit convergente, il est nécessaire (mais non
suffisant) que u; — 0 pour j — oo. Si le terme général u; ne tend pas vers
zéro pour j — oo, alors la série est divergente. <

Démonstration. On a

Un = Sn - Sn—l
D’ou
lim u, = lim (S, —Sy,-1) = lim S, — lim S,
n—oo n—oo n—oo n—oo

de sorte que
lm u,=5—-5=0

n—o0

c Opérations sur les séries

Soit deux séries

o0 [o¢]
U:Zun et V:Zvn
n=1 n=1

convergentes. La somme S = U + V et le produit AU, avec A € C, sont
définis par

U4V => (un+vn) et AU=D_ Auy,

n=1 n=1

qui sont deux séries convergentes.

2 Critéres de convergence (série a termes positifs)

Soit une série numérique S = 02 u, de terme général u, positif (&
partir d’un certain rang).
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a Critére de comparaison

Si a partir d'un certain rang on a 0 < u, < vy, et si la série ) v,
converge, alors la série S converge. Si & partir d’un certain rang on a u, >
vp, > 0 et si la série ), v, diverge, alors la série S diverge. <&

b Critére de d’Alembert

Si
LU
lim —* <

n—0o0 Yy,

la série S converge. Si
. Un+1
lim —* > 1
n—00 Yy,

la série S diverge. On ne peut rien dire si la limite vaut 1. &

c Critére de Cauchy
Si
g, Ve <1
la série S converge. Si
g, Vin > 1

la série S diverge. On ne peut rien dire si la limite vaut 1. &

d Critére de Riemann

Si lorsque n — oo on a U, ~ n%, alors la série S converge pour a > 1 et
diverge pour a < 1. &
3 Série absolument convergente

Soit Y 02 ; u, une série numérique dont les termes appartiennent a R ou
a C (série a termes réels ou complexes).
a Théoréme

Si la série des modules Y 07 ; |u, | converge alors la série Y o2 | u,, converge. &
Démonstration. On a

[eS)
D> un
n=1

0o
n=1

et si Y o> |uy| converge alors |>°2 | uy| converge et donc > ; u,, converge.
La réciproque n’est pas vraie.
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b Définition

Si >0 |uy| converge, la série Y o2 ; u,, est dite absolument convergente.
Si >0 u, converge sans que y o |u,| converge, la série Y ~° | u, est dite
semi-convergente. <

c Critéres de d’Alembert et de Cauchy

Les critéres de d’Alembert et de Cauchy s’appliquent & la série S =
Yoo 1 uy, dont les termes u,, appartiennent & R ou C a condition d’introduire
des valeurs absolues. Autrement dit, la série S converge (respectivement,
diverge) suivant que

n—o0 Uy
est strictement inférieur (respectivement, strictement supérieur) a 1. De

méme, la série S converge (respectivement, diverge) suivant que

lim {/|up|
n—oo

est strictement inférieur (respectivement, strictement supérieur) a 1. Dans
les deux cas , on ne peut rien dire a priori si la limite vaut 1.
4 Série alternée (série a termes réels)
a Définition

Une série numérique Y o2 ; uy,, avec Vn € N* : u,, € R, dont les termes
sont alternativement positifs et négatifs est dite alternée. &
b Théoréme

Une série alternée > o2 ; u, dont le terme général w,, décroit en valeur
absolue et tend vers 0 pour n tendant vers I'infini est convergente. <
5 Valeur approchée

Soit

S = Zun
n=1

une série numérique convergente. Une valeur approchée de S est
Sp=ur +uz+---+u

et on appelle reste d’indice p la quantité R, = S — 5.
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II Séries de fonctions
1 Définition
Soit (fn)nen+ une suite de fonctions
fn:D—R ou C:t— f,(t)
La suite de fonctions (S, )nen+ dont les termes sont les fonctions

S1 = f
Se = fi+fo

Su = fitfot -t S

est appelée série de fonctions. Si la suite (S, ) eNn+ converge vers
S:D—R ou C:t— S(t)

on dit que la série est convergente et a pour somme S. On écrit

n—oo

S(t) = lim S,(t) = lim_ znj fi(t)
j=1

qui est noté
S(t) = fi)
j=1

En d’autres mots, la convergence de (S, )nen+ se traduit par
Ve >0Vte D In(e,t) e N* | n>net): |S(E)— Sp(t) <e

Si la suite (Sy,)nen+ ne converge pas on dit que la série est divergente. <

2 Convergence uniforme
Définition
Sin(e, t) est indépendant de ¢ € D, alors la convergence est dite uniforme.
On dit dans ce cas que la série est uniformément convergente. <
3 Critéres de convergence
a Cas général

Pour étudier la convergence d’une série de fonctions, on peut toujours
appliquer les critéres de convergence pour une série numérique » oo u, avec

Up = fn(t)
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b Théoréme

SiVt € D : |fu(t)] < v, ol v, est le terme général d'une série numé-
rique > o2, v, convergente, la série de fonctions > o2, f,, est uniformément
convergente sur D (et absolument convergente). <

4 Dérivabilité terme a terme

Théoréme

On a

| =

d 0.] [o.¢]

QU

t

si

— Vn € N* : f, est dérivable sur D
— >0 [n est convergente sur D
D % frn est uniformément convergente sur D.

On dit alors que la série de fonctions Y > f,, est dérivable terme a terme. <

5 Intégrabilité terme a terme

Théoréme

On a

/D 3 hod=3 /D Falt)dt

si D02 fn est uniformément convergente sur D. On dit alors que la série de
fonctions Y o2, fn est intégrable terme & terme. <&

III Séries entiéres
1 Définition
La série . -
S(t) = Zofn(f) = fo(t) + Zlfn(t)
est dite entiére si
Vn € N : f,(t) = a,t"

avec an, € R ou C. &



III. SERIES ENTIERES 25

2 Théoréme (Abel)
Si la série entiére

S(t)y=">_ ant"
n=0

converge pour t =ty € D, alors elle est absolument convergente pour tout ¢
tel que [t| < |to]. ©

3 Rayon de convergence

a Définition

Considérons la série entiére
o0
S(t)y=">_ ant"
n=0

Soit E C D l'ensemble des tg tels que Y o2 |an| |tf| converge. Deux cas
peuvent se présenter.

— Si F est borné par R € R, alors S(t) est absolument convergente pour
|t| < R et est divergente pour |t| > R. L’intervalle ouvert | — R, +R|
est appelé intervalle de convergence et R est dit rayon de convergence
de la série S(t). On ne peut rien dire a priori pour t = £R; une étude
spécifique est en général nécessaire lorsque t = +R.

— Si D = Retsi E n’est pas borné, alors S(t) est absolument convergente
pour tout ¢t dans R et on dit que le rayon de convergence est infini. <&

b Détermination du rayon de convergence

On montre que le rayon de convergence de la série S(t) est donné par les
formules (de Cauchy et Hadamard)

i — lim Gp4-1

R n—oo |
ou 1

— = lim /|a

qui rappellent les critéres de d’Alembert et de Cauchy. <&

4 Convergence uniforme
Théoréme

La série entiére S(t) converge uniformément sur tout intervalle fermé
contenu dans | — R, +R[. ¢
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5 Propriétés des séries entiéres
a Théoréme (de continuité)
Une série entiére définit une fonction continue en tout point de l'intervalle
de convergence. <
b Théoréme (de dérivabilité)

Une série entiére est (indéfiniment) dérivable terme & terme en tout point
de l'intervalle de convergence. En d’autres mots, on a

d o o
7 Z apt” = Z na,t" !
¢ n=0 n=1

(on peut intervertir les signes % et y). <

6 Quelques séries entiéres
a Série géométrique

La série géométrique (de premier terme 1 et de raison t)

o0
Sy = Y.t
n=0
= 1Ht+t2 4t

converge pour |t| < 1. On peut retrouver ce résultat a partir du critére de
d’Alembert en considérant la série

(e o]
S(t):Zun avec Yn € N:u, =t" ou te R
n=0
et en notant que
Un+1
Un

lim
n—oo

= |¢]

de sorte que 'on a convergence pour |t| < 1. Ce résultat s’obtient aussi en
calculant le rayon de convergence de la série

oo
S(t) = Zant” avec Vne N:a, =1

n=0

ce qui conduit &
Gn+41
an,

— = lim

R n—oo

=1=R=1

et on a bien convergence pour —1 < t < 1 donc [t| < 1. Il est clair que la
série diverge pour t = +1.
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On obtient la somme de la série géométrique en considérant

Sy = 14+t+t2 4+ 4tN"1 4 N
tSy = t+12 etV N N
qui donne
1—tN+1
Sy=—, t#1
N 1_+¢ 9 7é
et

: I
S(t)—]\}ganN— T o It] <1

(on retrouve au passage que le rayon de convergence de la série est égal a 1).

b Série géométrique alternée

En changeant ¢ en —¢ dans

> 1
Zt":—:1+t+t2+...+t"+...
n=0

1—t¢
on obtient
> 1
DD = —— =1—t+t— o+ (=1)"t"+ -
o 1+¢

ou chacune des deux séries convergent pour —1 < ¢t < 1.

¢ Quelques séries associées

L’intégration terme & terme des deux derniéres séries conduit &

2 3 tn
1n(1+t):t—5+§—---+(—1)"+15+---
et 2 t3 tn
—ln(l—t):t+5+§+"‘+;+'”

pour —1 <t < 1. En fait, I’étude de la convergence pour ¢ = £1 montre que

o0

tn
In(1+1¢) = Z(—l)"“— pour —1<t<1
n=1 n
et
X un
ln(l—t):—Z— pour —1<t<1
n
n=1

de sorte que

1+t t3 t2p+l
In—— =2(¢t+ — +...
tT T Tyttt



28 CHAPITRE 2. SERIES

soit encore
1 4t o0 t2p+1

g % + 1
—t =0 2P+
qui converge pour —1 <t < 1.
d Série exponentielle
La série
S(z) = kz_% ik

o z € R a un rayon de convergence infini. (Ce résultat reste vrai si on
remplace z par z € C.) On montre que la somme de cette série est exp z.

On a donc
< 1
expx = Z i P
k=0 "

(équation qui est quelquefois prise pour définition de exp x noté aussi e®).

e Séries entiéres et trigonométrie

Les lignes (ou fonctions trigonométriques) sphériques cos, sin et tan sont
définies par

exp(iz) + exp(—iz)

CoOsSxTr =

2
exp(izr) — —i
ging — &pliz) — exp(~iz)
2i
sinz
tanr =
cos T
avec * € R (ici i est Pimaginaire pur c’est-a-dire que i2 = —1). De fagon

similaire, les lignes (ou fonctions trigonométriques) hyperboliques cosh, sinh
et tanh sont définies par

exp() + exp(—a)

coshz =
2
L expla) —exp(-a)
2
inh
tanhx = S
cosh z

avec ¢ € R. En utilisant le développement en série entiére de I'exponentielle
dans chacune des définitions précédentes, on obtient les développements en
série entiere suivants
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cosx = Z(—l)k on z%k

sinhz = Z ——L
= (2k + 1)!

> 1
coshx = Z @x

k=0

2k

On vérifie aisément que toutes ces séries ont un rayon de convergence infini.

f Deéveloppements limités

Dans le cas oul t = € est un infiniment petit, les développements en série
entiére précédents donnent

1
1I€ = l4+e+e?2+0(?)
T5e 1—e+e?+0()
_ 1o 3
In(l4¢) = +¢ 5+ O(e?)
1
Inl—¢) = —e-— 582 +0(e%)
1 2
In 1i—i = 2+ ga?’l—i- O(£%)
expe = l+e+ 552 +0(e)
1
sine = e— 663 + 0(£%)
1
cose = 1— 562 +0(eh)
1
sinhe = e+ 683 + O(£%)
1
coshe = 1+ 562 +0(e")

ott O(e”) signifie que les termes négligés sont d’ordre supérieur ou égal a k.

7 Application aux équations différentielles

De nombreuses équations différentielles du deuxiéme ordre a coefficients
non constant du type

&*f L df

dx? +de +Qf =0,
ou les fonctions P: R - C:z+— Plz)et Q@ : R - C: z — Q(x)
sont données et ot f : R — C : z — f(x) est une fonction & déterminer,
admettent une solution développable en série entiére. Plutot que de faire une
théorie générale, nous illustrerons ce point avec un exemple et donnerons les

grandes lignes de la méthode dans le cas général.
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a Exemple
Chercher une solution de ’équation différentielle
d? af  1df
dz? ' zdx

sous forme d’un développement en série entiére
o
- . J
x) = E a;x
Jj=0

Ici P(z) = 1 et Q(z) = 1. 1l faut donc déterminer les a, et étudier la
convergence de la série obtenue.
Formellement, on a en dérivant terme & terme

df . 1
A Z]ajx]
dx =
d’f = . )
—5 = > j(j—Daja’~
dx? =

et, en reportant dans ’équation différentielle, il vient

(o]
Zzz—la,ll—l—Zzalll—i—Zaz =
=2

aprés multiplication par z des deux membres de I’équation. De fagon dé-
taillée, on a

2a0r + 6a3x2 + -
+ alxo + 2a0x + 3a3:c2 + -
+ a0m+a1x2+---:0

soit encore
a1 + (4ag + ap)z + (9az + a)a® +--- =0

qui est de la forme
[e.e]
chx”:0:>Vn€Z:cn:0

car cette derniére série doit étre nulle pour tout x. La considération de chaque
puissance de x conduit a

— terme en 20 : a; =0
— terme en z' : das +ag =0
— terme en z2 : 9a3 +a; =0
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Pour trouver le terme en 7, on fait j =i —2, j =i — 1 et j = i dans la
premiére, deuxiéme et troisiéme série de I’équation différentielle, respective-
ment. Il vient

o o
234—2 j+1aj+2x3+ —i—Z]—i—l a]+1x3 Zajmj+1:0

7=0 7=0
Mais
o0 [e.e]
Z(kz +Dagz® = a1+ Z(k + Dagyz®
k=0 k=1
0 .
= a1+ Z(j + 2)CLJ‘+21‘]+1

J=0

aprés avoir fait j = k — 1 dans la somme sur k de £ = 1 a 'infini. On a alors

o
ap + Z (G +2)(G + Dajra + (G + 2)ajre +aj]z? ™ =0
7=0

qui devant étre vraie pour tout x donne
aq =0 et (j—|—2)2aj+2—}—aj :0, j:o,1,2,“'
d’ou la relation de récurrence

ajt+2 = —W%ﬁ JeN
accompagnée de la condition a; = 0. On en déduit que

VkGNZagk_H:O

et on peut itérer la relation de récurrence pour j pair. On a

1
azp = —W@p—Q
G2 = T, gt
1
ay = —2—2610

dont la multiplication membre & membre donne

agp = (=1)P———=ag, p€ N

1
(2rpl)?
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Finalement on obtient la série entiére

flz) = ZagprP
p=0

> 1
— 2p
= ayy (1) ———5z
pzzo 22 (p!)?
dont on montre aisément que le rayon de convergence est infini.

b Cas général

Beaucoup d’équations du type

Af oA
dz Py T@I=0

(o P:xz— P(z) et Q:z+— Q(x) sont des fonctions données) se résolvent,
de la méme fagcon que pour 'exemple précédent, en cherchant une solution
sous forme d’un développement en série entiére. On introduit

=& L RF &,
f@)=> ajal, — = jaja’™", —5=>"j(j — Da;x
s dx ot dx o

dans I'équation différentielle considérée. On obtient alors une relation que
l’on essaie de mettre sous la forme

o
Z cpx™ = 0.
n=0

Cette derniére relation, devant étre vraie pour tout z, conduit & une rela-
tion de récurrence sur les a;. On itére la relation obtenue et on étudie la
convergence de la série correspondante pour f.

+P

IV  Exercices et problémes

Exercice 1

On considére la suite numérique (uy,)pen+ de terme général
1 1 1 1
un—§+2—2+?+"'+ﬁ

Calculer au moyen d’une calculette les six premiers termes de cette suite. On
montre dans I’étude des séries de Fourier (et cela n’est pas a faire ici) que la

limite de cette suite est égale & %7?2, c’est-a-dire que
oo
. _ 1 1,
LD D A
n—=

Quelle est 'erreur commise en limitant la sommation dans la série aux six
premiers termes ?
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Probléme 1

1) Montrer a partir du critére de Cauchy et du critére de d’Alembert que
la série géométrique

oo
S(t) :aZt" —a+at+at’+ - +at" +---
n=0
(ot a € R) converge pour [t| < 1 et diverge pour [t| > 1.
2) Montrer que la série S(t) a pour somme
1

S(t) =ay— = pow lt] <1

En déduire que la série

o
T(t):aZt":at—|—at2—i—at3+---+at"+---

n=1
a pour somme
T(t)=a ! pour |t <1
1—t
3) Déduire de ce qui précéde que
1_|_l+1_|_..._|_i_|_...:2
2 4 2n

4) Retrouver le rayon de convergence R = 1 des séries S(t) et T'(t) a
partir de la formule de Cauchy et Hadamard.

Exercice 2

En notant que

1 + >4
ProgtitEnie
9 T ot T 16T 2

montrer que la série harmonique
[e.e]
S=2.
n=1

est divergente. (Bien observer cependant que le terme général % — 0 pour
n — 00.) Retrouver ce résultat a partir du critére de Riemann. Par contre,
vérifier que le critére de d’Alembert ne permet pas de conclure & propos de
la convergence de S.

SEES
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Exercice 3

Montrer que la série harmonique alternée

[e.9]

1
T = Z(_l)n—l—l_
R ! 1
— 14 (=i
2+3 +(=1) n+

est convergente. Par contre, bien réaliser que la série T' n’est pas absolu-
ment convergente puisque la série des modules associée, c’est-a-dire la série
harmonique

> 1 =1
n+1 _ -
2| = 2
n=1 n=1
= 1+ = + L + -+ ! +
B 2 3 n
diverge.
Exercice 4
Montrer que les séries entiéres
N ’ n’ n?
n=0 n=1 n=1

convergent avec un rayon de convergence R = 1. Vérifier que A(t) diverge
pour t = +1, que B(t) converge pour t = —1 et diverge pour t = 1 et que
C(t) converge pour t = £1.

Exercice 5

Montrer que le rayon de convergence R de la série entiére
oo
Sy = Y nt"
n=1
= t4 22433+t 4

est R = 1. Etudier S(%1).

Exercice 6

Montrer que les séries entiéres

xuy=3 5 vo=3 (1)

ont un rayon de convergence infini.
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Exercice 7

Quel est le rayon de convergence de la série entiére

OOtn
n=0""
t? tn
= 14+t4+=4+--4+—=4+--.
21 n!

Calculer les septs premiers termes de S(1). Comparer le résultat obtenu avec
la valeur numérique de e. On rappelle que
o0
tn
IR
n!

n=0

ou e est la base des logarithmes népériens.

Probléme 2
1) A partir de
1
—1_t:1+t+t2+--~+t”+---

pour —1 < t < 1 (qui est le développement en série entiére de (1 — t)~*
pour [¢| < 1 obtenu & partir de I’étude de la série géométrique), montrer par
intégration que

pour —1 <t < 1.
2) En changeant ¢ en —t dans 'expression précédente, vérifier que

2 3 L t"
n(l+1t) 5 +3 + (1) n+
pour —1 <t < 1.
3) En déduire que
11 1+t t+t3+ N t2n+1 N
Zln 1= — 4.
21—t 3 2n +1

pour —1 <t < 1.
4) Dans le cas ou t = € ~ 0 et en négligeant les termes d’ordre supérieur
ou égal a trois, montrer que les développements limités
€2 g2 1+¢

Inl—¢e)~—-e——, In(l4+e)~e——, 1

~2
9 90 M1
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sont compatibles, c’est-a-dire que ’on obtient le troisiéme & partir des deux
premiers.

5) Montrer & partir de la question 1 (en changeant t en —v puis v en u?)
que

1

pour —1 <wu < 1.
6) Montrer par intégration de la relation précédente que

3 5 u2n+1

U U
t lu=u— — 4+ ... —1)"
an "u=u 3+5 +(-1)

il

pour —1 < u < 1 ot tan™—! désigne I’arc tangente.
7) En déduire que

1 1 1
S R A
T + +D"5

8) Dans le cas ot u = ¢ ~ 0, retrouver le développement limité

tan~! E~E

en négligeant les termes d’ordre supérieur ou égal a 3.

Exercice 8
Soit la fonction f: R — R définie par
fe)=0+t* a€eR
Calculer f'(t) et vérifier que f satisfait I’équation différentielle
14+t f —af=0

Chercher une solution de cette équation sous la forme d’un développement
en série entiére

fit)=>" ant"
n=0

Montrer que les coefficients a,, satisfont la relation de récurrence

1
n—+1

et en déduire que

1
(@ =n)an = an = —a(a—1)-- (@ =n+1)ag
n!

ant1 =

a(a—l)t2+”.+a(a—l)---(a—n—i—l)

n
9 nl B

(1+t)a:1+%t+

Montrer que le rayon de convergence de la série entiére obtenue est égal a 1
pour o € Z.



Chapitre 3

Séries de Fourier

Le cours ainsi que les exercices et problémes qui seront faits en
séance sont tirés de ’ouvrage :

M. Kibler, Eléments de mathématiques pour la physique et la chimie,
Editions scientifiques GB, Contemporary Publishing International
(Paris, seconde édition 2003).

I Séries trigonométriques

1 Deéfinition
Une série de la forme
S(t) = Z an cosn(wt + ¢) + by sinn(wt + )
n=0

ou de la forme

+o00
T(t): Z cnein(wt+tp)

n=—oo

avec t € R, w € R%, ¢ € R, (an,b,) € C? et ¢, € C, est dite série
trigonométrique. <&

2 Critére d’Abel

Toute série

avec t € R telle que

37
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e chaque terme u,(t) est de la forme

up (t) = T, (t)

® avec
N>M

Z vp(t)| < A(t)

p=M
ou A(t) est indépendant de M et N

e et ou la suite numérique (z,) est monotone avec x,, — 0 pour n — oo

est convergente presque partout. &

3 Corollaire
La série

S(t) _ Z xne2in(at+b)

n=ng

avect € R, a € R* et b € R, ou les coefficients x,, sont de méme signe et
tels que x,, — 0 pour n — oo, est convergente sauf peut étre aux points
donnés par

aty +b=kr, keZ

(si elle est convergente sauf aux points tg, on dit qu’elle est convergente
presque partout). <
Démonstration. La suite (z,) satisfait bien au critére d’Abel. Ici

?}n(t) _ eQin(at+b)

et on vérifie aisément que
N>M 1

2ip(at+b) | ~
E € S
fy ) | sin(at + b)|

ot le second membre est indépendant de M et N et est fini pour at+b # km,
ke Z.

4 Exemple

La série trigonométrique

00
n 2
S(t) _ Z - 4n2 el2 nt

n=1
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converge sauf aux points ty = k € Z. En effet, ici on a

n

T = T2

et la suite (x,)nen+ est monotone (les z, sont tous négatifs) décroissante
vers 0 (x,, — 0 pour n — o0). De plus, ici

a=m7,b=0=sin(at+b) =sinmt =0 pour t=k€Z

Il y a donc probléme pour t = k € Z et il faut étudier la série dans ce cas.

On a

[e o]

VkeZ:S(k Z

1—4n

qui diverge en vertu du critére de Riemann (le terme général se comporte
comme — ;- pour n suffisamment grand). La série S(¢) converge donc sauf
pour t = k: € Z. Notons que si la somme sur n dans S(t) allait de —oo &
400, il faudrait étudier séparément les séries pour n > 0 et n < 0 puisque

+o0 —1 0o

n i2m T s
Z 1_4n2el2 nt _ Z 1_4n2 12 nt Z 4n2 12 nt

n=-—00 n=—00 n—=1

le terme n = 0 ne contribuant pas.

IT Séries de Fourier

1 Théoréme (Dirichlet et Jordan)
a Hyptothése

Soit f : R — R (ou C) : t — f(t) une fonction périodique de période
T = 2” (w > 0) lisse par morceaux (c’est-a-dire C'*° par intervalles avec éven-
tuellement des discontinuités de premiére espéce). La "sinusoide redressée"
et la fonction périodique "créneau" sont des exemples de telles fonctions.

b Théoréme (forme 1)

Sif:R— R (ouC):t— f(t) est une fonction périodique, de période
T = 2” , et lisse par morceaux, alors la série trigonométrique

—+00

SEA[f](t) = Y ealfle™
ol
1 To+T

ealfl = = f(tyem " dt

T
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(avec Ty € R) converge presque partout vers f sauf aux points de disconti-
nuité de f. En un tel point ¢y, on a

N

Hm Y eyfle™ =

N—oo
n=—

f(tg) + f(t)]

DO | —

avec
f(tE) = lim f(tg+e)
e—0T

mais SF1[f](to) diverge. &

La fonction SF1[f] : R — R (ou C) : t — SF;[f](¢) définit la série de
Fourier de f ou le développement en série de Fourier de f. Les coefficients
¢n[f], ou simplement ¢, sont les coefficients de Fourier généralisés de f; ils
sont indépendant du réel Ty et ’on prend souvent Ty = 0 ou Ty = —%. Dans
la pratique on écrit souvent

+00 )
f(t) — Z cnemwt
n=-—00

mais il faut bien noter qu’il s’agit d’une égalité presque partout dans le cas
ou f présente des points de discontinuité de premiére espéce ou SFq[f](t)
diverge.

¢ Théoréme (forme 2)

La série de Fourier de f peut se mettre sous la forme

1 e )
SFa[f](t) = 5(10 + mzzjl G, €08 Mwt + by, sin mwt
on — 2 rTo+T
am = am[fl=F J7 f(t) cosmwt dt
b =bnlf] = %ijzoJrT f(t) sinmwt dt
avec
1 - . lr. - .
5(10 + mzzjl A, COS MWt + by, sin mwty = 3 {f(to )+ f(tg )}

ol tg est un point de discontinuité de f. On a

SFa[f] = SF1[f] p.p.

I’égalité ayant lieu sauf aux points tg. <

Démonstration. Le passage de la forme 1 (en termes d’exponentielles) a
la forme 2 (en termes de sinus et cosinus) se fait au moyen des relations
d’Euler. (Nous admettrons sans démonstration la forme 1.)
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Les coefficients a,, et b, sont appelés coefficients de Fourier ordinaires
de la fonction f. Ici encore, on écrit souvent

1 [o¢]
t) = —ap + Ay, COS MWt + by, sin mwt

m=1

mais il faut bien noter qu’il s’agit d’une égalité presque partout dans le cas
ou f présente des points de discontinuité de premiére espéce. Il faut bien
noter aussi que les formes 1 et 2 sont égales presque partout ; elles différent
aux points de discontinuité de premiére espéce de f.

2 Coefficients de Fourier

a Formules de passage

Le passage de la forme 1 a la forme 2 montre que

1 . 1 . .
Cm = §(am_1bm)’ Com = §(am—|—1bm) S Ay =+ Com, by =1i(cm —c—m)
ou m € N. Noter que ces formules donnent by = 0 et ag = 2¢y. On les
retrouve aisément en introduisant la relation d’Euler

e Mt — cos mwt — isin mwt

dans la formule donnant c,,.

b Parité

Le réel Ty étant arbitraire, on peut prendre 27y = —7 ce qui permet de
trouver des propriétés remarquables des coefficients de Fourier lorsque f est
paire ou impaire.

e Si f est paire : la formule donnant b,, avec 217y = —T et les formules
de passage montrent que

1
VmeN:bm:0<:>Vm€N:cm:c_m:§am

e Si f est impaire : la formule donnant a,, avec 27 = —T et les formules
de passage montrent que

1
VmeN:am:O<:)Vm€N:cm:—c_m:Ebm
i

En résumé, on a :

f(=t) = +f() = cnlf] = +c_mlf]
f(_t) = _f(t) = Cm[f] = _Cfm[f]
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3 Fonction génératrice
Définition

Soit f une fonction périodique de période T'. La fonction génératrice fr
de f sur [Ty, Tp + T est la fonction telle que

fr(t) = { f(t()) Ziiuifrs[To’To o

et f est alors I’extension périodique de fp. &
Les coefficients de Fourier généralisés peuvent alors s’écrire

1 To+T

alf] = g [ e d

1 rTo+T .
— fT(t)e—mwt dt

T
_ l /+oo f (t) —inwt dt

et des formules similaires peuvent étre données pour les coefficients de Fourier
ordinaires a.,[f] et by, [f].

4 Exemple
Soit f la fonction périodique de période T' et de fonction génératrice fr

sur [0, 7] définie par

_ t pour 0<t<T
fT(t)_{ 0sit<0out>T

(La fonction f est une rampe périodique comme le montre aisément son
graphe.)
Le calcul des coefficients de Fourier généralisés conduit &

pour n € Z*

2min

% pour n =20

aprés une simple intégration par parties. Le développement en série de Fou-
rier, en termes d’exponentielles, est alors donné par la forme 1 suivante

T T 1 0.t
SFl[f](t):g—% Eemz T
nezZ*

dont on peut étudier la convergence au moyen du critére d’Abel. La somme
sur n peut étre séparée en une somme sur n > 0 et une autre sur n < 0;
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nous nous limiterons a I’étude de la somme sur n > 0 (I’étude est similaire
pour n < 0). Dans les notations du critére d’Abel, on a

. 1 o =
xne&n(at-l—b) _ _GZmTt

d’ou

La suite (x,)nen+ est monotone et convergente vers 0. De plus,
sin(at + b) :sin%t:0:>tztk =kT, keZ

La fonction SF1[f] converge vers f sauf aux points t. En effet, en ces points

SFy[f](t5) = & — e 30+

2 27 neze ™

qui fait apparaitre la série harmonique divergente.
Le passage aux a,, et by, est immédiat

Gm = Cp+c_p=0 pour meN*
ag = 2cg=T pour m=0
by, = i(em —copm) = —% pour m € N*

D’oil le développement en série de Fourier, en termes de sinus et cosinus, de
f donné par la forme 2 suivante

T T

SFL[f](t) = Co Z —SIDQTFTTL% pP-p-

Pour t =t = kT avec k € Z, on obtient

T _ f(ty) + )

SFo[f](tk) = 5 = 5

qui montre bien que les fonctions SF;[f] et SFo[f] difféerent en ¢y.

IIT Théoréme de Bessel et Parseval

1 Le théoréme

Soit deux fonctions périodiques f et g de méme période T' et de fonctions
génératrices fr et gr sur [Tg, To+T], respectivement. On a la suite d’égalités

Tl gy dt = 3 [T () gr(t) dt
Tfjo%o fr(t) gr(t) dt
o0 Cnlf] Cn[g] -
faolflaolg] + 5 3521 am(f] am[g] + b [f] bm[g]
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ou la barre désigne la conjugaison complexe. <

Démonstration. L’égalité des trois premiéres intégrales est évidente. Pour
le reste, le point de départ consiste a remplacer f et g dans l'intégrale de
départ par leur développements en série de Fourier. On procéde ensuite a
Pinversion des signes "intégrale" et "somme" dans l'intégrale. On obtient
alors une double somme d’intégrales. Chacune des intégrales se calcule aisé-
ment et la double somme se réduit & une simple somme sur ¢, [f] ¢,[g]. On
peut alors utiliser les formules de passage pour passer des ¢, aux a,, et by,

Dans le cas particulier ou f = g, le théoréme conduit &

1 [To+T 9 too 2 2
7). Ol = Y lealfIP= \ao 1"+ Z\am 112+ [om[£117
0 n=—o00

En théorie du signal, dans le cas général comme dans le cas particulier,
le théoréme porte aussi le nom de théoréme énergétique. Il donne en effet
la répartition de ’énergie d’un signal sur une période suivant les différents
modes de fréquence.

Du point de vue mathématique, le théoréme de Bessel et Parseval permet
de ramener le calcul de la somme de certaines séries au calcul d’intégrales
élémentaires.

2 Exemple

Soit la rampe périodique décrite par la fonction périodique f de période
T et de fonction génératrice fp sur [0,7] définie par

fr(t)=t pour 0<t<T

On a vu que les coefficients de Fourier ordinaires de f sont donnés par

T
apm =0 st meN*, ay=T, bp,=—— st meN"*
™m

Le théoréme de Bessel et Parseval en termes des a,, et b, donne

1T, T T X1
— | Pdt=—+-—=> —
T/o 4_{_271'2m221m2

1 T2 2
— [ dt="—
!

d’ou la répartition de la puissance sur une période suivant les différents modes
m =20,1,2,--- donnée dans le tableau suivant.
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m 0 1 2
.. T2 T2 72 T2
partition de - T 37 52

partition de 0,33 (cas T'=1) | 0,25 0,05 0,01

Ce tableau fait clairement apparaitre I'importance des premiers modes puisque
les modes m = 0, 1 et 2 donnent 0,25 + 0,05 + 0,01 = 0,31 & comparer a
é ~ 0,33 que l'on obtient pour la somme de tous les modes (dans le cas ou
T=1).
En termes de somme de série, le théoréme de Bessel et Parseval conduit
ici a
T2 T2 2

3 271'2 Z m2
d’ott 'on tire
o0
Z L _1
—~ m?

qui est un résultat bien connu.

IV Application aux problémes de type Dirichlet

Les séries de Fourier peuvent intervenir dans la résolution de certaines
équations aux dérivées partielles avec conditions aux limites. C’est le cas par
exemple dans le probléme de Dirichlet qui consiste & trouver une fonction
harmonique, c’est-a-dire satisfaisant ’équation de Laplace

AV =0,

dans un domaine D de R? ou R? et prenant des valeurs données sur la
frontiére de D. C’est aussi le cas dans le probléme de la chaleur qui consiste
& trouver une fonction satisfaisant ’équation de la chaleur

ou
Au = ka
dans un domaine D de R, R? ou R? et prenant des valeurs données sur la
frontiére de D.
Les grandes étapes pour la résolution de problémes de ce type sont les
suivantes.
- On cherche des solutions particuliéres de 1’équation aux dérivées par-
tielles correspondante en utilisant la méthode de séparation des variables.
- On ne garde que les solutions continues dans le domaine D plus sa
frontiére.
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- On essaie de satisfaire aux conditions aux limites en formant une somme
en général infinie de solutions particuliéres. C’est 14 que peuvent s’introduire
les séries de Fourier.

- On vérifie que le résultat obtenu satisfait bien les conditions de 1’énoncé
en étudiant en particulier les problémes de convergence.

Nous ne développerons pas plus cette partie hors programme.

V Exercices et problémes

Exercice 1

Développer en série de Fourier la fonction périodique f de période T = 2
et de fonction génératrice fy définie par

1si0<t<l

fo(t) =

0si1<t<?2

En déduire la série de Fourier de la fonction périodique g de période T = 2
et de fonction génératrice go définie par

0siO0<t<l

g2(t) =
1sil<t<?2

Calculer
1

§=5—
= 2k + 1)

par application du théoréme de Bessel et Parseval au couple (f, g).
Solution
Les éléments de réponse essentiels sont

. xsinnZ
clf] = e ——2 neZ*
) nmw
cnlgl = e7™e,[f], neZ”
avec pour n = 0
1
colfl = colgl = 5
Le théoréme de Bessel et Parseval conduit ici &
1 1 ; sin? n%
0=3+—5 > ¢"—7j
nezZ*

ou les n pairs ne contribuent pas. Pour n impair, on a

a2, T
iny SINT NG 1

n? n?
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et de plus . .
2 aTrl
€Z* eN*

Donc
1

_ - 9=
w2 ZNQk—Fl 8

.-Jklr—‘

Probléme 1

1) Soit f: R — R la fonction périodique de période T' = 2 définie par
sa fonction génératrice

cosmt pour 0 <t <1
fi[0,2 = Rt folt) =
0 pour 1 <t<?2

Déterminer les coefficients de Fourier généralisés cnl f] de f. En déduire la
série de Fourier SF1[f] de f en termes des ¢, |[f].
2) Déduire de la question 1 que

3) Ecrire la série de Fourier SF5[f] de f en termes des coefficients réels
de Fourier ay,[f] et by[f].

4) Discuter de la convergence des séries SF1[f](t) et SFa[f](t). Que peut-
on dire de ces séries pour t = 0 et t = 17 Les séries sont-elles dérivables
terme & terme?

Solution
1) Le calcul des coefficients de Fourier généralisés conduit a

. 1 n _inT ™
enlf] = ;1—7126 2 cosny
i n ;
= — 1 T Z\{+£1
(e ), ne 2\
et 1
cxlfl =7
De maniére détaillée, on a donc
; 2L p .
nlfl = i vz
copt1lf] = 0 si peZ\{-1,0}
C+1[~] = C—l[f] =7

4
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D’ou la série de Fourier de f en termes d’exponentielles.
.+
2i f P i2npt
1 — 4p2

p=—00

. T
SF1[f](t) = Ze_mt + —e™ + =

W

2) Le théoréeme de Bessel et Parseval conduit a

—+00

1 /2 9 12
5 [ 1n@Pd= 3 |l
0 n=-—00
En faisant apparaitre dans la somme sur nlescasn=—-1,n=1,n=2p+1

(impair) et n = 2p (pair), il vient

1, 11 4 = p?
- Zrtdt = — + — + — —
2/0 cos” 16+16+7T2p2200 (1 — 4p?)2

d’ou l'on tire (apres calcul de 'intégrale)

Jr
f LQQ - i772
ot (1 —4p?) 32

3) Les formules de passage entre les ¢y, et les (ay,, by,) conduisent &

am, 0 si m#1
a; = % si m=1
by = —L1:Z(14e ™) si m#1
by = 0 si m=1

soit encore

_ 1 . 4 p
amZOSIm#la al:i’ b2p+1:0S1p€N, b2p:—;1_4p2

sipe N*

La série de Fourier de f en termes de sinus et cosinus est alors

~ 1 4 &
SFL[f](t) = 5 €08 7t — = Z T _p4p2 sin 27pt
p=1

4) En vertu du critére d’Abel, la série SF[f](t) converge presque partout.
Elle converge vers f (t) sauf aux points t =t = k avec k € Z. Elle est donc
divergente pour t = 0 et t = 1. Elle n’est pas dérivable terme a terme car
f est discontinue aux points t;, = k € Z (la série dérivée terme a terme
diverge).

En vertu du théoréme de Dirichlet et Jordan, la série SFo[f](t) converge
vers f (t) sauf aux points t = t;, = k avec k € Z ou elle prend la valeur

: 1 (=DF _ flt) + ()

SF2[f](tk):§COSk7T: 5= :
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de sorte que
~ 1 = 1

SPalfl(0) = 5 et SFalf)(1) =~

Elle n’est pas dérivable terme a terme car f est discontinue aux points ¢, =

ke Z.

Probléme 2
On considére les fonctions

f + R—0,1] : t — |cost|
g : R [0,1]:t+ |sinnt|

1) Quelle est la période de f7

2) Déterminer la série de Fourier de f. En déduire le développement de
f en sinus et cosinus.

3) Vérifier que la série de Fourier de f est convergente. Est-elle absolu-
ment convergente 7

4) Déduire la série de Fourier de g a partir de celle de f.

5) Déterminer la somme de la série

> 1
=2V ey

en utilisant le théoréme de Bessel et Parseval.
Solution

1) La fonction ¢ — cos7t a pour période T = i—’f = 2?” = 2. Le fait
de prendre le module de cos 7t introduit un redressement qui a pour effet
de diviser la période par 2. La période de la fonction ¢ — | cos7t| est donc
T=1.

2) Les coefficients de Fourier généralisés dont donnés par

1

t2 —inwt
enlf] = | cos 7t e dt

Ici on prend Ty = —% = —% car |cosmt| = cos wt pour t € [—%, %} Donc

I
~—
R

[SIES

Q

(@)

n

3

~

CD\
&
R
3
el

Q

=

cnlf]

+1 . 1 +1 .
f 2 oim(1=2n)t 4 +1 fff e—im(142n)t gy
2

[N

1 [eir—2n)t]t
= 3 [ )

1
e—in(1+2n)t T3
ir(1—2n)

1
+3 {fiw(1+2n) 1

= N

2
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Finalement
1
ol
a = 2072 —¢lgeminT —j_1)n
b — e-i3(1-2n) _ —if nm _ —i(=1)"
¢ = e-i3(42n) _ i —inm _ —i(=1)"
d 3 (142n) — (5 o—inT — j(_1)n
de sorte que
= gy AU+ 5 2D
c = oo ell— (1 + 2n) -\
" 90 (1 = 2n) 2im (1 + 2n)

que 'on peut mettre sous la forme

2 1
w1l —4n?

enlf] = (=1)"
La série de Fourier, en termes d’exponentielles de f est donc

+oo
S0 =2 3 ('

in2mt

Le passage de ¢, aux a,, et by, est évident. On a (pour m € N)

Ay, = Cpy+Copmpy
2 1 2 1
B B Y G
( )7T1—4m2+( ) w1 —4(—m)?
4 1
(=1) w1 — 4m?

et by, = 0 (car la fonction f est paire). D’ou 'expression de SF[f](t) en
termes de cosinus

s 1
Z (—1)m71 P cos 2mmit
—4m

m=1

(il n’y a pas de sinus car les by, sont nuls).
3) L’é¢tude de la convergence de SF[f](¢), en termes d’exponentielles, se
fait a 'aide du critére d’Abel. Ici
1
Ty = ——
"1 —4n?

et
v (t) _ ( l)neinQﬂt ein27rte—in7r ein2(7rt— 3)
n = = =
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si bien que les parameétres a et b du critére d’Abel sont

T
a ™ e 5

Les z,, sont tous négatifs (sauf xy que l'on isole) et z, — 0 pour n — +o0.
La série SF[f](t) converge vers f(t) sauf peut étre aux points tels que
1 2k+1

1
sin(at+b):sinw(t—§):0:>t5tk:k:+§= 5 keZ

En fait, en de tels points (ou f est continue mais n’est pas dérivable), la série
converge puisque

2k +1 2 X 1
SFW( 2 ):_ 2 1— 4n2

™
n=-—o00

qui est convergente en vertu du critére de Riemann. La série SF[f](¢), en
termes d’exponentielles, est absolument convergente car la série des modules
associée est convergente.

4) On a
1 . . 1
cos t—§ :sm7rt:>\smwt\:\cosw(t—i)l

d’ott 'on déduit que

SF[g](t) = SF([f] (t _ 1)

2
Comme
(_1)nein27r(t—%) _ (_l)neinQﬂte—inﬂ' _ ein27rt
On obtient
9 +o00 1 ot
SFlgl(t) == 3 ———ein?T

et il est donc inutile ici de calculer les ¢,[g]; en fait le développement précé-

dent montre que
2 1

71— 4n?2

5) L’application du théoréme de Bessel et Parseval au couple (f, g) donne

cnlgl =

+3 I
[ T0ewde= 3 alfll

1
2 n=-—00

soit encore

+3 4 = (—m
/_ |Sln7Tt||COS7Tt| dt:ﬁ Z m

S

n=—oo
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La difficulté réside dans le calcul de I'intégrale a cause des valeurs absolues.
Il faut scinder l'intervalle {—%, —1—%} de maniére convenable pour chasser les
modules

e pour t€[—31,0]:|sinmt|=—sinmt et |cosmt|=cosmt

e pour te€[0,+3]:|sinmt|=+sinmt et |cosmt|=cosmt

(on peut tracer le graphe de g et f sur {—%, —1—%} pour s’en persuader). Il

vient alors

+3 0 +1
/ ’ |sin7t| |cost| dt = / — sin 7t cos wtdt + / sin 7t cos mtdt
- 0

1
2

=

1 0 2
= — 3 / sin 2ztdt + — / sin 2mtdt
_5

_ 1 [ cosQTrt} 1 [ cos2mt] T2
2 2 12 2r o
1
= —(14+1)——(-1-1
S - (-1-1)
1
o
Il en résulte que
14 & (= = (="

2 (1—4n22 4

n=—oo

T Z (1 —4n2)?
n=-—00

On fractionne la somme de —00 & +00 en trois termes correspondant a n < 0,
n=0etn>0.

P x
Z (1 —4n?)? +1+Z 4n2 T4

n=—oo

si bien que
> )" 1 /7w
=—|-+1
> i = (1)
(=" m
Z (1—4n2)2 4
n=1
et en ajoutant 2 & chacun des membres de la derniére relation on a finalement

> k-3 (5

n=0



Chapitre 4

Transformation de Fourier

Le cours ainsi que les exercices et problémes qui seront faits en
séance sont tirés de ’ouvrage :

M. Kibler, Eléments de mathématiques pour la physique et la chimie,
Editions scientifiques GB, Contemporary Publishing International
(Paris, seconde édition 2003).

I Généralités
1 Transformation de Fourier

a Définition

Partie développée en cours.

b Exemple de la fonction porte

Partie développée en cours.

c Contre-exemple de la fonction de Heaviside

Partie développée en cours.

d Cas d’une fonction bornée a support borné

Partie développée en cours.

e Lien transformée de Fourier — coefficients de Fourier généralisés

Partie développée en cours.

53
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Transformation de Laplace
Définition

Partie développée en cours.

Exemple de la fonction porte

Partie développée en cours.

Exemple de la fonction de Heaviside

Partie développée en cours.

Cas d’une fonction bornée a support borné

Partie développée en cours.

Lien transformée de Fourier — transformée de Laplace

Partie développée en cours.

Lien transformée de Fourier — transformée de Laplace — coeffi-
cients de Fourier généralisés

Partie développée en cours.

II Transformation de Fourier dans L!, L? et S

1

Définition de L? et S

Partie développée en cours.

Transformation de Fourier dans L!

Partie développée en cours.

Transformation de Fourier dans L2

Partie développée en cours.

Transformation de Fourier dans S

Partie développée en cours.
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IIT Transformation de Fourier et convolution

Partie développée en cours.

IV  Tables de transformées de Fourier

Voir : M. Kibler, Eléments de mathématiques pour la physique et la chi-
mie, Editions scientifiques GB, Contemporary Publishing International (Pa-
ris, seconde édition 2003).
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Chapitre 5

Transformation de Laplace

Le cours ainsi que les exercices et problémes qui seront faits en
séance sont tirés de ’ouvrage :

M. Kibler, Eléments de mathématiques pour la physique et la chimie,
Editions scientifiques GB, Contemporary Publishing International
(Paris, seconde édition 2003).

I Définition et exemples
Définition
Soit

f:R — C(ouR)
t —  f(t)

une fonction de la variable réelle ¢ & valeurs complexes (ou réelles). La trans-
formée de Laplace bilatére de la fonction f est la fonction

L[f]:C — C
s — L[f](s)
définie par l'intégrale
+o0o
£lls) = [ riwe

sous réserve d’existence.
Trés souvent, le domaine de définition de la fonction L[f] (lorsqu’elle
existe) n’est pas C tout entier mais une partie de C. Nous écrirons quelquefois

s=p+iw avec peR et weR

o7
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Notons que dans certains d’ouvrages s = p € R.. Il faut noter aussi que dans
beaucoup d’ouvrages, 'intégrale définissant la transformée de Laplace est
prise de 0 & 400 (plutdt que de —oo & +00) : il s’agit alors de la transformée
de Laplace unilatére. ! 11 est évident que la transformée de Laplace unilatére
d’une fonction f :t — f(t) coincide avec la transformée de Laplace bilatére
de la fonction associée g : t — g(t) := H(t)f(t) ou H est la fonction de
Heaviside (avec H(t) :=0sit <0 et H(t) :=1sit > 0). Dans cet ouvrage,
nous nous intéresserons uniquement a la transformée de Laplace bilatére.

Notation
On dit que f a pour image L[f] ce que 'on note
FLI] ou f(t) D L[f](s)

Inversement, on dit que £[f] a pour 'original f ce que I'on note

LIfICf ou L[f](s) T f(t)

Dans la pratique, on utilise aussi £ [f(t)] et L£[f(¢)] (s) pour désigner L [f]
et L[f](s), respectivement.

Contre-exemple

La fonction f : t +— sint n’a pas de transformée de Laplace bilatére. Il est
en effet clair qu’il n’existe aucune valeur complexe de s telle que I'intégrale

+o0

L[f](s) = / sint e 5 dt

—00

converge.

Exemple 1

La fonction (semi-périodique) f : ¢t — H(t)sint admet une transformée
de Laplace. En effet, on montre aisément que

+00 +oo
L[f](s) = H(t) sinte ' dt = /0 sint e 5 dt

—00
converge pour R(s) > 0. En faisant deux intégrations par parties, on obtient
1
H(t)sint 3 o Avee R(s) >0

(11 faut toujours indiquer le domaine de définition, ici %(s) > 0, de la transfor-
mée de Laplace.) Bien entendu, la transformée de Laplace obtenue coincide
avec la transformée de Laplace unilatére de la fonction ¢ +— sin¢.

!Bien noter la différence : la transformée de Laplace unilatére est définie par une
intégrale de 0 & +oo par opposition a la transformée de Laplace bilatére qui est définie
par une intégrale de —oo a 4o00.
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Exemple 2

L’échelon unité de Heaviside H : ¢t — H(t) admet une transformée de
Laplace dans le demi-plan complexe {s € C: R(s) = p > 0} car l'intégrale
+oo +oo 1
ClHs) = [ H(b)e tdt = / oSt = —= ot
s

—00 0

t—-+o0

t=0

converge pour R(s) > 0. On a donc

1
H(t) 2 - avec R(s)>0
s
Par contre, la fonction H n’admet pas de transformée de Fourier (voir cha-

pitre 4) ce qui correspond au fait que L£[H|(s) n’existe pas pour s € iR.

Exemple 3

La fonction porte M : ¢t — [1(t), avec M(t) := 1 si —% <t< —i—% et

M(t):=0sit < —3 out>+1 admet une transformée de Laplace. En effet,
un calcul immédiat conduit &

+t3 _¢72  sinh$
L[N](s) = er-e 2 avec s€C
s §
2

avec prolongement par continuité en s = 0.

Exemple 4

La fonction ¢ — H(t)t admet une transformée de Laplace. On a

H(t)t O é avec  R(s) >0

comme on peut le voir par intégration directe.

Exemple 5
La fonction ¢ — H(t)e™*" avec a € C (avec en général R(a) > 0) admet
une transformée de Laplace. On obtient aisément

1

H(t)e 3
S+«

avec  R(s) > —RN(«a)

II Propriétés élémentaires

Nous donnons dans cette section cing propriétés importantes pour les ap-
plications. Ces propriétés sont en général vraies sous réserve d’existence des
expressions considérées. Les démonstrations des propriétés 1 a 4 (cf. les pro-
priétés correspondantes de la transformation de Fourier) sont élémentaires.
Par contre, la démonstration de la propriété 5 est assez délicate.
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Propriété 1 (linéarité)
La transformation de Laplace est linéaire. Autrement dit, on a
YA€ C, YueC : LN+ pug) = AC[f]+ uLl[g]

des lors que L [f] et L[g] existent.

Propriété 2 (translation en t)

On a la formule du “retard” ou de translation en ¢
L[ft,](s) = e StloL [f]1(s) avec fi,(t):=f(t—ty) ou toeR

qui correspond & une translation de la variable réelle t.

Exemple 6

La propriété 3 permet de retrouver facilement que

S S .
et2 —e”2 sinh$

S
S 2

En effet, en écrivant

on obtient

aprés application de la propriété de linéarité et de la formule de translation
en t. Il faut bien réaliser que I'expression obtenue pour L[] (s) est valable
pour s € C (et pas seulement pour R(s) > 0 comme on pourrait le penser
en considérant les transformeées de Laplace des deux fonctions H dans M).

Propriété 3 (translation en s)

On a la formule de translation en s
LIf1 (5= 50) = L[fu] (5) avec fuylt) = f(t) on sp€C

qui correspond & une translation de la variable complexe s.
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Exemple 7
La propriété 4 permet de retrouver facilement que

1

H(t)e ™ 3 ——
S+«

pour R(s+a) > 0; il suffit de prendre f = H et s = —a. En faisant o = —i
puis @ = +i et en appliquant la propriété 1, on retrouve que H(t)sint 1
(52 4+1)~! pour R(s) > 0.

Propriété 4 (dérivation en s)

On a la formule de dérivation en s

neN : CLl)= ()Ll avee fult) = 1)

(Cette propriété est une conséquence du théoréme de dérivation sous le signe
somme. )
Exemple 8

La propriété 4 permet de montrer facilement que
1
H(t)t 1 8_2

pour R(s) > 0; il suffit de prendre f = H et n = 1.

Propriété 5 (dérivation premicre en t)

On a la formule de dérivation premiére en ¢

£ 2] ) = s£11165) = S olsltto) e

to

ol o est un point de discontinuité de premiére espéce de f (la fonction f est
discontinue en ty avec un saut nul ou fini) et ou

olf)(to) = f(t5) — f(t) = lim f(to+¢) — lim f(to—n)

est le saut de la fonction f en tg.

Démonstration (idée). On commence avec un seul ¢ et on fait une in-
tégration par parties. On compléte la démonstration en prenant un nombre
discret (fini ou infini dénombrable) de points .

La propriété 5 est également connue sous l'appellation théoréme des
sauts.
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Exemple 9

Prenons f = H. Dans ce cas, on a un seul ¢ (& savoir ¢y = 0) avec
olH](0)=1-0=1

et comme
i _
a pp

la propriété 5 donne
£10pp] () = SL[H] () — 1 x e~

et I'on retrouve que
1
LIH](s) =
s
pour s # 0 (en fait, on sait que 'on a R(s) > 0).

Exemple 10

Prenons f = Hyp avec ¢ € C telle que f est a croissance modérée
(c’est-a-dire ne croit pas plus vite qu’un polynéme). Dans ce cas, il y a au
plus un seul ¢y (& savoir tg = 0) et o[f](0) = ¢(0). La propriété 6 conduit
alors a

En introduisant
il vient

Il faut noter que la formule précédente (qui dans beaucoup d’ouvrages pour
physiciens et ingénieurs est la seule formule de dérivation en t) n’est valable
que pour une fonction f présentant, au plus, le point tg = 0 comme point
de discontinuité de premiére espéce. Elle n’est pas valable si f présente des
sauts finis pour ¢ > 0. Dans le cas particulier ou f(07) = 0, c’est-a-dire
lorsque la fonction f est continue, on a

e T ) =116
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IIT Quelques transformées de Laplace

Les transformées de Laplace suivantes sont trés utiles pour la recherche
d’originaux.

Ht)e %coswt 1 ————, R(s+a)>0, weR

R(s+a)>0, wekR

Il faut remarquer que certaines transformées de Laplace peuvent étre
déduites d’autres transformées de Laplace. Par exemple, en faisant a = 0
dans la transformée de Laplace de la fonction t — H(t)e™%
transformée de Laplace de la fonction t — H(t).

on obtient la
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IV  Transformation de Laplace et convolution
1 Définition

Le produit de convolution f g de la fonction f : ¢ — f(t) par la fonction
g : t — g(t) (fonctions de la variable réelle ¢ a valeurs complexes) est la
fonction fxg:t— (f *g)(t) définie par

—+00

(Fro)):= [ fug(t = u)du

sous réserve d’existence de 'intégrale.

2 Propriété 1

Le produit de convolution f * g est linéaire en f et g.
Démonstration. On montre facilement que

AM)xg=Xf=xg) avec AeC
si f * g existe et que

(fi+t fo)xg=fixg+ faxg

si f1 x g et fo*x g existent. Ceci assure la linéarité en f. On procéde de la
méme fagon pour la linéarité en g.

3 Propriété 2

Lorsqu’il existe, le produit de convolution f * g est commutatif, c’est-a-
dire que fxg = g=* f.
4 Théoréme

La transformée de Laplace du produit de convolution est le produit or-
dinaire des transformées de Laplace :

L[f * gl = L[f] L[g]

c’est-a-dire que
L[f % gl(s) = L[f1(s) Lg](s)

sous réserve d’existence. &
La transformée de Laplace permet donc de transformer un produit de
convolution en un produit ordinaire.
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V Applications de la transformation de Laplace

1 Deétermination de transformées de Fourier

Le lien entre transformée de Laplace et transformée de Fourier n’est pas
toujours clair dans la littérature. A ce sujet, nous pouvons faire les remarques
suivantes.

— Une fonction peut avoir une transformée de Laplace sans avoir de
transformée de Fourier. La fonction de Heaviside H n’admet pas de
transformée de Fourier mais admet une transformée de Laplace.

— Si une fonction f admet une transformée de Laplace L[f] sur I'axe
imaginaire (donc pour R(s) = 0), alors f admet une transformée de
Fourier. Dans ce cas, on a

Flflv) = L[f](i27v) avec v eR

et on peut ainsi déduire la transformée de Fourier de la connaissance
de la transformée de Laplace. Bien str, la formule précédente est a
fortiori valable lorsque la transformée de Laplace de f est définie dans
le plan complexe tout entier {s € C}.

2 Détermination de coefficients de Fourier

Soit f une fonction périodique (bornée) de période T' = 27” et de fonction
génératrice fr sur [Ty, To + T avec Ty € R. On sait que les coefficients de
Fourier généralisés ¢, [f] sont donnés par

To+T
ealf] = 2

== t)e ety
T ) fr(t)

avec n € Z. Or l'intégrale dans I'expression précédente n’est pas autre chose
que la transformée de Laplace L[fr](s) de la fonction fr au point s = inw
(cette transformée de Laplace existe pour tout s dans C lorsque fr est une
fonction bornée et a support borné). On a donc la formule

enlf] = ZL1frinw)

Cette formule permet de déterminer les coefficients de Fourier généralisés
cnlf] de f sans intégration dés lors que 1'on connait la transformée de Laplace
de sa fonction génératrice fr. On peut alors en déduire les coefficients de
Fourier ordinaires a,[f] et b,[f] de f en utilisant les relations liant (¢, c_y)
et (an,b,) avec n € N. Dans la pratique, on a

‘c[fT] - Cn[f] - an[f] et bn[f]
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3 Résolution d’équations différentielles
a Cas général

La transformation de Laplace (et la convolution) sont des outils indispen-
sables pour résoudre des équations différentielles qui interviennent en élec-
tronique et dans la théorie du signal. La transformation de Laplace permet
de trouver (ou filtrer) la solution y, si elle existe, d'une équation différentielle
d’ordre n a coeflicients constants du type :

dny dnfly

%4‘@1%4‘“'4‘%&:6 pp

ou e est une fonction donnée et y une fonction & déterminer soumise aux
contraintes suivantes :

— la fonction y est nulle pour t <ty (ty donné)

— les fonctions y, %, e ‘2;%1%/ satisfont éventuellement des conditions
de saut données.

b Un exemple type

Fait en cours.

4 Application aux systémes linéaires

La transformation de Laplace peut étre appliquée a la résolution de sys-
témes linéaires d’équations différentielles. Plutét que de faire la théorie gé-
nérale, nous procéderons & ’aide d’un exemple.

On se propose de résoudre le systéme de deux équations différentielles a
deux fonctions inconnues

Cfi—j —2y=—H(t)sint, =+ 2% = +H(t)cost
ou les fonctions x : t — x(t) et y : t — y(t) satisfont z(t) = y(t) =0sit <0,
x € C%sauf en tg = 0 ot o[7](0) = 3 et y € C° sauf en to = 0 o1 oy](0) =1
(on rappelle que o[f](to) est le saut de f en tg).

On applique la méme méthode que si on avait une seule équation diffé-
rentielle avec une seule fonction mais ici on prend la transformée de Laplace
des deux équations différentielles : en posant £L[z](s) et § = L]y](s), on a

é—f](s) = s&—3
LiF(s) = sp—1
aprés avoir appliqué deux fois le théoréme des sauts (relatif a la dérivation

en t). La transformée de Laplace appliquée aux deux équations différentielles
donne

sE-3-2 = -5
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s
P 2(sj—1) =
T+2(sy ) s2+1
ou l'on a utilisé
H(t)cost O ﬁ, H(t)sint O o avee R(s) >0

On a donc un systéme linéaire de deux équations & deux inconnues % et .
On résoud ce systéme par les méthodes tradititionnelles (par substitution ou
a l’aide du calcul matriciel) et on trouve

- 1
z 35211 + 252+1
~ s 1
Y 241 s2+1
et on en déduit que
x(t) = H(t)(3cost+ 2sint)
y(t) = H(t)(cost —sint)

On vérifie aisément que les solutions obtenues satisfont bien les conditions
de I’énoncé.
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Chapitre 6

Calcul matriciel

I Deéfinitions

Cette partie sera développée en séance. Nous nous limitons ci-
dessous a un plan trés détaillé de cette section.

1 Généralités sur les matrices
a Matrice m xn

-) Une matrice m x n sur C™*" est un tableau de m X n nombres com-
plexes répartis en m lignes et n colonnes. Soit A une telle matrice. On utilise
la notation

a1l a12 o aln

a21 a22 e a2n,
A= i i )

am1 aAm2 *° Amp

Sous forme condensée, on écrit
A=(a;;) avec i=1,2,---.m et j=12,---,n

L’élément de matrice a;; est noté aussi (A);; : la notation a;; = (A4);; est
trés pratique. On dit que A est de dimension m X n.

-) Matrice nulle (notée O ou O ou simplement 0) : c’est la matrice dont
tous les éléments sont nuls.

-) Egalité de deux matrices : deux matrices A = (a;;) et B = (b;;)
de dimension m x n sont dites égales si a;; = b;; pour ¢ = 1,2,---,m et
ji=12-- n.

b Matrice m x m

-) Matrice carrée
-) Matrice triangulaire

69
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-) Matrice diagonale
-) Matrice constante
-) Matrice unité (notée I ou simplement 1)

¢ Vecteur colonne m x 1

d Vecteur ligne 1 xn

2 DMatrices associées a4 une matrice donnée
a Matrice transposée

b Matrice conjuguée complexe

¢ Matrice conjuguée hermitique
II Opérations sur les matrices

1 Multiplication d’une matrice par un scalaire
Définition
Soit A = (a;;) une matrice m x n. La matrice B = AA avec A € C est la
matrice B = (b;;) de dimension m X n et d’éléments b;; = Aay;.
2 Somme de deux matrices
a Définition

Soit A = (as;) et B = (b;j) deux matrices m x n. La matrice C = A+ B
est la matrice m X n définie par

C = (cij) avec ¢;j = a5+ bjoui=1,2,---,met j=1,2,---,n

b Propriétés

La somme est commutative c¢’est-a-dire que A+ B = B+ A et associative
c’est-a-dire que A+ (B+ C) = (A+ B)+ C que 'on note A+ B+ C.
3 Produit de deux matrices
a Définition

- Cas général : (m x p)(p X n) — m x n. Soit

A= (a;y) :mxp, B=(bg;):pxn

La matrice C' = AB, C = (¢;j), est la matrice m x n d’éléments

p
Cijzzaikbkj Ol\l’L':LQ’...’metj:1’27...’7}
k=1
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Le produit ainsi défini d’une matrice m X p par une matrice p X n est une
matrice m X n.

-Casn=1:(mxp)(px1) — mx1 (on passe d'un vecteur colonne
p X 1 & un vecteur colonne m x 1).

-Casm=1:(1xp)(pxn)—1xn (on passe d'un vecteur ligne 1 x p
a un vecteur ligne 1 x n).

b Propriétés

- Le produit de deux matrices diagonales est une matrice diagonale.

- Il est clair que Al = TA = A et AO = OA = O ou [ est la matrice
unité et O la matrice nulle.

- Le produit est distributif par rapport a I'addition c’est-a-dire que A(B+
C)=AB + AC).

- Le produit est associatif ¢’est-a-dire que A(BC') = (AB)C que 'on note
ABC.

- Dans le cas des matrices carrées, le produit n’est pas commutatif en
général c’est-a-dire que AB et BA sont en général différents. On définit le
commutateur [A, B] de A et B par

[A,B] = AB — BA

On dit que A et B commutent si [4, B] = 0 c’est-a-dire que [A, B] est la
matrice nulle. Les produits AB et BA sont égaux si et seulement si [4, B] =
0. Comme exemple trivial, deux matrices diagonales commutent.

c Interprétation du produit

Soit A une matrice p X n, B une matrice m X p et x un vecteur colonne
n x 1. Le produit y = Ax est un vecteur colonne p x 1 et le produit z = By =
B(Azx) est un vecteur colonne m x 1. Le produit matriciel étant associatif,
on peut écrire z = (BA)z. Dans le détail, on a

y= Az, z=By= z= B(Ax) = z = (BA)z

Le produit BA est donc la matrice m X n qui permet de passer du vecteur
T au vecteur z.

4 Inverse d’une matrice carrée
a Définition
Soit A une matrice carrée. Si il existe une matrice A’ telle que
AA=AA =1

on dit que A’ est I'inverse de A. En général, la matrice A’ est notée AL
La définition précédente est redondante. En fait, on montre que A’A = <

AA' =1. 0O
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b Unicité

Lorsqu’elle existe, la matrice inverse d’une matrice donnée est unique.

5 Produit scalaire de deux vecteurs
a Définition

Soit v et w deux vecteurs colonne m x 1. Par définition le produit scalaire
v - w est le nombre (a priori) complexe défini par

U"U):UTU)

b Expression

t

En définissant les vecteurs v et w par v' = (vi,v9, -+, vy) et w! =

(’Ll)l,U]Q,"','lUm), on a
m
v w =Twy + Vawy + -+ + Vg = Y iW;
i=1

Noter que cette derniére expression généralise le produit scalaire x -y =

T1Y1 + Tays +w3ys = 2i—y Tiy; de deux vecteurs z(z1, w2, 73) et y(y1, Y2, 3)
de l'espace euclidien & trois dimensions.

c Propriétés

On a

wv=V-Ww
de sorte que v - v est un nombre réel. Compte tenu de 'expression de v - v,
onav-v>0etv-v=0=v=0.

d Vecteurs orthogonaux

Les vecteurs (colonne) v et w sont dits orthogonaux si v - w = 0.

6 Norme d’un vecteur

Par définition, la norme || v || d’un vecteur v, défini par v = (v1,v9, -+, Um),
est donnée par

m
loll=vo-v=3_ vl
i=1

expression qui généralise la norme || z || (ou module noté souvent |z|) avec
lz| = 2 2 = /3", 22 d’'un vecteur x(x1,z2,73) de I'espace euclidien a
trois dimensions. Le vecteur (colonne) v est dit normé a l'unité si || z ||= 1.
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7 Reégles concernant la somme et le produit de matrices
a Transposée d’une somme

La transposée d’une somme de deux matrices m x n est la matrice n x m
égale & la somme des transposées des deux matrices

(A+B)!=A"+B'

b Conjuguée hermitique d’une somme

La conjuguée hermitique d’'une somme de deux matrices m X n est la
matrice n X m égale & la somme des conjuguées hermitiques des deux matrices

(A+ B)f = AT 4+ Bf

c¢ Transposée d’un produit

La transposée du produit d’une matrice m X p par une matrice p X n est
la matrice n x m égale au produit des transposées prises dans ’ordre inverse
des deux matrices

(AB)' = B' A

d Conjuguée hermitique d’un produit

La conjuguée hermitique du produit d’une matrice m X p par une matrice
pxn est la matrice n x m égale au produit des conjuguées hermitiques prises
dans 'ordre inverse des deux matrices

(AB) =BT AT

e Inverse d’un produit

L’inverse du produit d’une matrice inversible m x m par une matrice
inversible m x m est la matrice m x m égale au produit des inverses pris
dans 'ordre inverse des deux matrices

(AB)'=B"14A"!

On en déduit que
(ABC--)l=...c7 17141

sous réserve que chacune des matrices soit inversible.
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III Matrices carrées particuliéres

1 Matrice symétrique (anti-symétrique)
Une matrice carrée A est dite symétrique si
At =A

Elle est anti-symétrique si
At =—A

Il est clair que toute matrice anti-symétrique a tous les éléments de sa dia-
gonale égaux & zéro.
2 DMatrice inversible ou réguliére

Une matrice carrée inversible est dite réguliére.

3 Matrice hermitienne
Une matrice carrée A est dite hermitienne ou hermitique si
AT =A

c’est-a-dire si A est égale a sa conjuguée hermitique. Il est clair que toute
matrice symétrique réelle est hermitienne.

4 Matrice orthogonale

Une matrice carrée A est dite orthogonale si

AtA=AA'=1T

5 Matrice unitaire
Une matrice carrée A est dite unitaire si
ATA=AAT =T

Il est clair que toute matrice orthogonale réelle est unitaire.

Siz’ =Ux ety = Uy ou U est une matrice unitaire et ot x et y sont
des matrices de type vecteur colonne, alors ' -y = x - y. Autrement dit, le
produit scalaire est conservé par une transformation unitaire.

6 Matrice normale
Une matrice carrée A est dite normale si
ATA— AAT =0

c’est-a-dire si [A, AT] = 0. Il est clair que toute matrice unitaire est normale.
Il en est de méme de toute matrice hermitienne.
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IV Invariants d’une matrice
1 Trace d’une matrice carrée
a Définition

Soit A = (a;;) une matrice m x m. On appelle trace de A le nombre
(complexe en général) donné par

m
trd = Z aj;
i=1

b Propriétés
P1) Soit A et B deux matrices m x m. On a
tr(A+ B) = tr(A) + tr(B)

et, plus généralement, la trace d’'une somme de plusieurs matrices est égale
4 la somme des traces de chaque matrice.
P2) Soit A et B deux matrices m x m. On a

tr(AB) = tr(BA)

de sorte que la trace d’un produit de matrices est invariant par permutations
circulaires.

P3) Soit A et B deux matrices m x m. La matrice B est dite semblable
a la matrice A si il existe une matrice S inversible telle que

B=5"1458
L’application de la propriété P2 conduit &
tr(ST'AS) = trA = trB = trA
qui montre que deux matrices semblables ont méme trace.
2 Déterminant d’'une matrice carrée
a Définition

-) Cas d’une matrice 1x1
Soit A = (a) une matrice 1 x 1. On appelle déterrminant de A le nombre
(complexe en général) donné par

det A= (-1)"la=a

-) Cas d’une matrice 2 x 2
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a b
A =
(2 )
une matrice 2 X 2. On appelle déterrminant de A le nombre (complexe en
général) donné par

Soit

det A = (—1)'adet(d) + (—1)*2bdet(c) = ad — be

-) Cas d’une matrice 3 x 3 (régle de Sarrus)

Soit
a b c
A= (d e f)
g h 1

une matrice 3 X 3. On appelle déterrminant de A le nombre (complexe en
général) donné par

detA:(—l)l“adet(fL {>+(—1)1+2bdet<j {)+(—1)1+3cdet<g 2)

soit

det A = a(ei — fh) — b(di — fg) + c(dh — eg)

ou

det A = aei+ bfg+ cdh — afh — bdi — ceg

-) Cas d’une matrice m x m
Les cas particuliers précédents laissent entrevoir comment définir le dé-
terminant d’une matrice m x m. Soit

A:(aij) aveciet j=1,2,---,m

On appelle déterrminant de A le nombre (complexe en général) donné par
m
det A = Z(—l)Hkalk det Ay
k=1

ou Ay est la matrice A a laquelle on a retiré la ligne 1 et la colonne k.

Dans la formule précédente, le déterminant de A est calculé suivant un
développement par rapport a la premiére ligne. On obtient la méme valeur
pour det A en faisant un développement par rapport a n’importe quelle ligne
ou n’importe quelle colonne.
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b Propriétés d’un déterminant

P1) Le déterminant d’une matrice ne change pas de valeur quand on
échange les lignes et les colonnes de cette matrice. Autrement dit, on a

det A = det A

(le déterminant d’une matrice est égal a celui de sa transposée).

P2) Le déterminant d’une matrice change de signe quand on échange
deux lignes (ou deux colonnes) de cette matrice.

P3) Le déterminant d'une matrice qui a deux lignes (ou deux colonnes)
identiques est nul.

P4) Si on multiplie tous les éléments d’une ligne (ou d’une colonne) d’une
matrice A par un scalaire A € C, le déterminant de la matrice obtenue est
égal & A det A, produit du scalaire par le déterminant de la matrice d’origine.

P5) Le déterminant d’une matrice qui a deux lignes (ou deux colonnes)
proportionnelles est nul.

P6) Le déterminant d’une matrice ne change pas de valeur quand on
ajoute ou soustrait aux éléments d’une ligne (ou d’une colonne) les éléments
correspondants d’une autre ligne (ou d’une autre colonne) multipliés par un
méme scalaire.

Ces propriétés sont trés utiles pour calculer le déterminant d’une matrice.

¢ Quelques déterminants particuliers

-) Déterminant d’une matrice triangulaire

Le déterminant d’une matrice triangulaire est le produit des éléments de
la diagonale.

-) Déterminant d’une matrice diagonale

Comme cas particulier du précédent, le déterminant d’une matrice dia-
gonale est le produit des éléments de la diagonale.

-) Déterminant d’une matrice unité

Comme cas particulier du précédent, le déterminant de la matrice unité
I, (en dimension m x m), notée aussi simplement I, est égal a 1 :

VmeN*:detl =1
d Propriétés
P1) Soit A et B deux matrices m x m. On a
det(AB) = det Adet B

de sorte que le déterminant d’un produit de matrices est égal au produit des
déterminants des matrices.
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P2) Si la matrice carrée A admet un inverse A, alors on a

_ 1
T det A

det(A™1)

par simple application de la propriété P1.
P3) Soit A et B = S~!AS deux matrices m x m semblables. L’application
de la propriété P1 conduit &

det(S71AS) = det A = det B = det A

qui montre que deux matrices semblables ont méme déterminant.

e Rang d’une matrice quelconque

-) Définition. Soit A une matrice m x n. Soit B une matrice carrée t X t
extraite de A avec t < min(m,n) (on dit que B est une sous matrice de A).
Le déterminant de B est appelé un mineur d’ordre ¢ de A. On appelle rang
de la matrice A le plus grand entier r tel qu’il existe au moins un mineur
d’ordre 7 de A non nul.

-) Cas d’une matrice carrée. Si A est une matrice carrée m x m, on calcule
son déterminant. Si det A #£ 0, alors ¥ =m. Sidet A =0, alors r <m —1 et
r s’obtient en appliquant la définition ci-dessus.

-) Exemples.

V Deétermination de I'inverse d’une matrice

1 Théoréme

Une condition nécessaire et suffisante pour qu’une matrice A soit inver-
sible est que det A # 0. Autrement dit

- si det A = 0, la matrice A n’admet pas d’inverse (elle est dite singuliére)

- sidet A # 0, la matrice A admet un inverse unique (elle est dite réguliére
ou inversible). <

Démonstration (partielle). L’idée de la démonstration repose sur le fait
quesi A~ existeona AT1A=AA"' =T=det A-'det A=1=det A~ #
0.

2 Calcul pratique de l’inverse

a Cas d’une matrice 2 x 2

A= (2 )

Si la matrice
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est réguliére, c’est-a-dire si ad — be # 0, son inverse A~! est donné par

1 d —b
At =
ad—bc(—c a )

comme on le vérifie aisément en calculant AA~1L.

b Cas d’une matrice m x m

L’'inverse A~! d’une matrice réguliére A est donné par ses éléments de
matrice

1
(Afl)ij = (—1)“”@ X |co-facteur de ’élément (At)ij]

ou le co-facteur (appelé aussi mineur) de 1'élément (At)ij de la matrice A*
est le déterminant de la matrice déduite de A’ en supprimant sa ligne i et
sa colonne j.

A titre d’exercice, 'application de la formule précédente permet de re-
trouver aisément le résultat correspondant & m = 2.

c Reégle pratique
Pour déterminer A~1, donc les éléments (A71);; d’une matrice A régu-
liére,
-) on cacule det A
on détermine A°

)
-) on calcule le co-facteur de chaque élément (A');;
-) on applique la formule donnant les (A™1);;.

VI Systémes linéaires

1 Transformation linéaire
a Systéme de m équations a n inconnues

C’est un systéme du type

a1121 + a2 + - + a1y, = T3

/

2121 + 22T + + -+ + G, Ty, = Ty

!
Am1T1 + AmaX2 + - + AmnTn = X,

ol les z; sont les inconnues et les coefficients a;; et x} sont donnés (avec
i=1,2,---,met j=1,2,---,n). Sous forme condensée on a

n
/
Z Qijxj = T
=1
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ouni=1,2,---,m.

b Mise sous forme matricielle

En introduisant la matrice A = (a;;) et les vecteurs colonne z et =’ définis
respectivement par z' = (x1z9 - x,) et 2t = (z]x}--- ), on peut mettre
le systéme précédent sous la forme matricielle

Az =1’

La matrice A décrit une transformation linéaire qui permet de passer du
vecteur x au vecteur ' = Ax. Le systéme Az = 2’ est appelé systéme de m
équations linéaires a n inconnues.

Si 2’ = 0 (vecteur colonne dont tous les éléments sont nuls), le systéme
est dit homogéne ou sans second membre. Le systéme est dit inhomogéne ou
avec second membre si au moins une des composantes du vecteur colonne x’
est non nulle.

2 Systéme 2 x 2

Dans le cas m = n = 2, le systéme le plus général peut se mettre sous la
forme

au+bv = wu

cu+dv =

soit encore, sous forme matricielle, Az = x’ avec

(20 () o= ()

On a soit det A = 0 soit det A # 0.
Pour det A = ad — be # 0 (c’est-a-dire que A est de rang 2), le sytéme est
dit de Cramer. La matrice A admet un inverse A~! de sorte que z = A~ 'z’

soit encore
w) 1 d —b u
v) detA\—c a v’

que ’on peut écrire sous la forme

. 1 / no__ 1 u b
U= e bv)_detAdet(v’ d)
1

B b 1 a u
v detA(av cu)_detAdeJE c v

En résumé, on a une solution unique pour u et v si det A # 0. Cette solution
est la solution triviale u = v = 0 si le systéme est homogéne (c’est-a-dire
pour v’ =v' = 0).
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Pour det A = ad — bc = 0 (c’est-a-dire que A est de rang 1), les formules
précédentes laissent entrevoir que le systéme n’a pas de solution si du’—bv' #
0 (= av’' —cu’ # 0) ou a une infinité de solutions si du’ —bv' = av’ —cu’ = 0.
Pour det A =0 et du’ — bv' = av’ — cu/ = 0, on a le faisceau de solutions

(pour chaque valeur de uw on a une valeur de v). Ce faisceau contient la
solution triviale v = v = 0 lorsque le systéme est homogéne (c’est-a-dire
pour v’ =o' =0).

3 Systéme m xm
a Théoréme 1

Dans le cas m = n et lorsque A est de rang m (det A # 0), le systéme
Ax = 2/ est dit de Cramer et a une solution unique. Elle est donnée par

xr=A"17

qui permet de calculer z dés lors que 'inverse A~! de la matrice A est connue.
Les différentes composantes x; de z sont données par les formules de Cramer

_ 1
~ det A

T detA;, j=12,---,m

ol A; est la matrice m x m déduite de A en remplacant la jéme colonne de
la matrice A par 'unique colonne du vecteur z’. Dans le cas particulier d'un
systéme homogene (2’ = 0), la solution unique est la solution triviale x = 0
(dont toutes les composantes sont nulles). <

On observera que ce théoréme généralise les résultats obtenus pour un
systéme 2 x 2.

Dans le cas m = n et lorsque A est de rang r < m (det A = 0), soit le
systéme Az = 2’ n’admet pas de solution (le systéme est alors dit impossible)
soit il admet un faisceau de solutions (cf. le cas m = n = 2). Ceci peut étre
précisé par le théoréme suivant.

b Théoréme 2

Dans le cas m = n, une condition nécessaire et suffisante pour que le
systéme homogéne Axr = 0 admette des solutions autres que la solution
triviale (en plus de la solution triviale) est que det A = 0. <&
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VII Eléments propres d’une matrice
1 Définition

Soit A une matrice m x m. Si il existe un vecteur x, x vecteur colonne
m x 1, avec 2t # (00---0), tel que

Az = \x

avec A € C, on dit que z est vecteur propre de A avec la valeur propre A.

Les valeurs propres et vecteurs propres d’une matrice sont appelés élé-
ments propres de la matrice.

Si x est vecteur propre de A avec la valeur propre A, alors ax, pour tout
«a dans C, est vecteur propre de A avec la méme valeur propre A. Donc si
on connait un vecteur propre x correspondant & une valeur propre donnée
A, on peut générer une infinité de vecteurs propres linéairement dépendants
ax, a € C, correspondant & A.

Pour une méme valeur propre A, il peut exister plusieurs vecteurs propres
linéairement indépendants. Dans ce cas on dit que A est dégénérée. Le nombre
de vecteurs propres linéairement indépendants correspondant & une méme
valeur propre A est appelé degré de dégénérescence ou multiplicité de A. Si
la multiplicité de A est égale & 1 on dit que A est non dégénérée, si elle est
égale & 2 on dit que A est doublement dégénérée, etc.

2 Détermination des valeurs propres
a Théoréme

Une matrice m x m admet m valeurs propres qui sont les racines de
I’équation
det(A—AI)=0

ol I est la matrice unité m x m. <
Démonstration. On a Axz = Ax = Ax = Az, donc

(A= M)z =0

qui est du type Bx = 0, correspondant & un systéme homogéne, o B =
A — M. Pour avoir z tel que z* # (00---0), il est donc nécessaire que
det B =0 = det(A —AI) =0.

Le déterminant det(A—\I) est appelé déterminant séculaire et 1’équation
det(A — M) = 0 équation séculaire. Du point de vue pratique pour trouver
les valeurs propres A on résoud 1'équation det(A — AI) = 0 qui donne une
équation de degré m ayant m racines. (Si m = 2, les deux racines sont réelles
ou conjuguées complexes I'une de l'autre.)
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b Cas d’une matrice triangulaire

On vérifie aisément que les valeurs propres d’une matrice triangulaire
sont égales aux éléments diagonaux de la matrice.

3 Détermination des vecteurs propres

L’obtention des vecteurs propres = correspondant a la valeur propre A se
fait en reportant la valeur obtenue pour A dans 'équation (A — A\Il)xz = 0.
Eventuellement, le vecteur z ou les vecteurs z linéairement indépendants
correspondant & A sont normés (& 1'unité) en imposant la condition Tz =1
(soit z - x = 1).

4 Cas d’une matrice hermitienne
a Théoréme 1

Les valeurs propres d'une matrice hermitienne sont réelles. <&

b Théoréme 2

Les vecteurs propres d’une matrice hermitienne correspondant a deux
valeurs propres distinctes sont orthogonaux. <

Il faut bien noter que les deux théorémes précédents s’appliquent au cas
particulier d’une matrice symétrique réelle (une matrice symétrique réelle
est hermitienne).

VIII Réduction d’un endomorphisme

1 Interprétation de la notion de matrice
a Opérateur linéaire et endomorphisme

Définition

Une application A : E, — F,, : @ — A(&@) d'un espace vectoriel (sur C)
E,, de dimension n dans un espace vectoriel (sur C) F),, de dimension m telle
que

-,

Ya € C, V3 €C, Vi€ By, Wb € B, : A(ad+ b) = aA(@) + BAD)

est appelée opérateur linéaire. Dans le cas ot m = n, si I}, = F,, on dit que
A est un endomorphisme de E,,. &
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b Reéalisation matricielle d’un opérateur linéaire

Soit
aii ai2 A1n
a1 a2 a2n
A p—
Gml Om2 - OGmn

une matrice m X n. Au vecteur colonne

x1
T2
xTr =
Tn
associons le vecteur ¥(z1, za,- -, x,) de 'espace E,. Alors la relation
/
x = Ax
conduit au vecteur colonne
fv’l
/
’ T2
x = .
T
auquel nous pouvons associer le vecteur z/(x),zh, -+, a},) de V'espace F,.
Dans le détail, nous avons
/
Ty = 61121+ a2+ -+ a1pln
/
Ty = 02171 +a2T2 + -+ apTn
(1)
/
Ty, = Qm1T1+ m2ZT2 + -+ AmpTy

En résumé, a 2’ = Ax nous associons

' = A(Z)
avec A décrit par (1). Nous vérifions aisément que A est un opérateur linéaire.
A la matrice A, nous associons donc 'opérateur linéaire

A: E, —F,
i —a = A7)

Une matrice est donc la réalisation d’un opérateur linéaire (sur une base
donnée).

Une matrice carrée (cas out m = n) correspond & un endomorphisme d’un
espace vectoriel dans lui-méme.
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2 Diagonalisation d’une matrice
a Définition

Soit A une matrice carrée de dimension n X n et de valeurs propres
A1, A2, -+, Ap. La matrice A est dite diagonalisable si on peut trouver une
matrice réguliére (ou inversible) S de dimension n x n telle que

A
SLAS — A
An

Dans ce cas, on dit que 'on a réduit I’endomorphisme associé a la matrice

AO

b Théoréme 1

On a

trA = i )\z
i=1

ou trA désigne la trace de la matrice A. &
Démonstration. Faisons la démonstration dans le cas ou A est diagonali-
sable. On a
A1

A2
(S71AS) = tr

n
— DY

tr(ST1AS) = trd

D’otul le théoréme.

¢ Théoréme 2
On a
n
det A =] A\

i=1

ou det A désigne le déterminant de la matrice A.



86 CHAPITRE 6. CALCUL MATRICIEL

Démonstration. Faisons la démonstration dans le cas oit A est diagonali-
sable. On a

A
A2
det(S~tAS) = det
An
= H Ai
i=1
Or
det(S™1AS) = det A
D’oit le théoréme.
d Signification de S
Soit
1 0 0
0 1 0
bl = . ) b2 = . ) ) bn =
0 0 1
ol le 7 dans b; est situé sur la iéme ligne. On a alors
A1 A1 0
A b = A 1
An An 0
que 'on peut réécrire
A1 0 0
A b= N | =M 1
An 0 0

et b; est vecteur propre de STLAS avec la valeur propre \; puisque l'on a

A1
A2
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Donc

STLASH; = \;b;

soit encore

SS~TASH; = S\;b;
et comme SS~! = I est la matrice unité n x n, on a

TASb, = M\;Sb;
ASb;, = \;Sb;
A(Sb;) = X\i(Sb;)

Autrement dit Sb; est vecteur propre de A avec la valeur propre A;. Or

0
Suuo- Su oo S : St
Sop - Sop oo Sop ' S
Sbi = . . . 1 = .
0

qui est la iéme colonne de la matrice S.
Il en résulte que les colonnes de la matrice S sont des vecteurs propres
de A. Ceci peut étre précisé par le théoréme suivant.

e Théoréme 3

Une condition nécessaire et suffisante pour qu'une matrice soit diagona-
lisable est que ses vecteurs propres soient linéairement indépendants. <

f Aspect pratique

Pour trouver S, on cherche les éléments propres (valeurs propres et vec-
teurs propres) de A. Les vecteurs propres étant définis & une constante multi-
plicative prés, on peut prendre chaque vecteur propre sous une forme normée
a l'unité. Deux cas peuvent alors se présenter :

— Si les vecteurs propres (éventuellement normés a l'unité) de A sont
linéairement indépendants, la matrice S~! existe et A est diagonali-
sable par la matrice S dont les colonnes sont les vecteurs propres de A
(normeés & 'unité).

— Si les vecteurs propres (éventuellement normés a 1'unité) de A ne sont
pas linéairement indépendants, la matrice S™! n’existe pas et la ma-
trice A n’est pas diagonalisable. (Elle peut étre éventuellement trian-
gularisable.)
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Il faut bien noter que lorsque la matrice A est diagonalisable, la matrice
S n’est pas unique puisque les vecteurs propres de A sont définis & une
constante multiplicative prés. Le fait de prendre les vecteurs propres de A
sous une forme normée & 'unité limite les choix de S.

g Théoréme 4

Toute matrice hermitienne est diagonalisable au moyen d’une transfor-
mation unitaire. <&

Ce théoréme important s’applique au cas d’une matrice symétrique réelle
(donc hermitienne).

h Exemples

Exemple 1
La matrice

A:<0 1) avec teR

n’est pas diagonalisable. Pour le voir, déterminons ses éléments propres.
— Valeurs propres. Elles sont données par

1—-X ¢
det(A—)\I)—0:>det< 0 1_)\>—0

soit encore

1-=N1-N-0=0=(1-XN?=0

Donc A =1 est racine double (A = A1 = Ay =1).
— Vecteurs propres. L’équation

Ax = \x

(o) ()= ()=

1 +txg = 11
T = T2

conduit &

De sorte que

} =xo=0cart#0

d’on les vecteurs propres

AM=1 : (g) avec o € C

Ao =1 : (g) avec € C
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Ces deux vecteurs propres sont linéairement dépendant donc S~! n’existe
pas et il en résulte que A n’est pas diagonalisable. Cependant, A est trian-
gularisable (en fait elle est déja sous forme triangulaire).

Exemple 2
2 1+
A_<1—i 3 )

La matrice
est-elle diagonalisable ? Pour le voir, cherchons ses éléments propres.
— Valeurs propres. Elles sont données par

2\ 141 )
det(1—i 3—>\>_0

2-MB-N-(14i)1-i) = 0
A — BN +6—(1—1i?)
AN —BA+4 = 0

donc par

|
o

D’ou les deux valeurs propres distinctes Ay = 1 et Ay = 4.
— Vecteurs propres. L’équation

Ax = Az
conduit au systéme homogéne

(2—)\)1‘1 + (1—|—1)l‘2=0
(1—1).%1 + (3—)\)1'2:0

Dans le cas A =1, on a

x| + (1 + 1)1‘2 0
(1 — i)l’l +2x9 = 0

qui sont deux équations équivalentes (il suffit de multiplier la premiére par
1 — i pour s’en rendre compte). Donc

2$2 = —(1 — i):Cl

et, comme x est arbitraire, si on prend x; = 2, on obtient le vecteur propre

()

associé a la valeur propre A\; = 1.
Dans le cas A =4, on a

—2$1+(1+i)$2 = 0
(1—1).%1—1‘2 = 0
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qui sont deux équations équivalentes (il suffit de multiplier la deuxiéme par
1 +1i pour s’en rendre compte). Donc

T = (1 — i):c1

et, comme x est arbitraire, si on prend x; = 1, on obtient le vecteur propre

(1)

associé a la valeur propre Ay = 4.
Il est clair que v1 et vy sont linéairement indépendants. En fait, ces deux

vecteurs sont orthogonaux dans le sens ol
vIvg =0

que 'on vérifie aisément (et comme ils sont orthogonaux, ils sont linéairement
indépendants). On peut donc prendre

2 1
S:<1—1 1—1)

qui correspond & des vecteurs propres non normalisés & 'unité. On vérifie

alors que
140 (10
STHAS = ( 0 4

Si 'on veut des vecteurs propres normalisés & I'unité, on procéde comme
suit. Dans le cas A; = 1, on part de

_ 2
T (- Da

avec o € C. Il en résulte que

_ _ 2a
vIvl = (2a,(-i—1)a) ( (i—1a )

= (4ol +2[al?)
= (6lal?)
La condition de normalisation vJ{vl = 1 entraine que
1
oa=——

V6

(si on prend « réel et positif). D’ott le vecteur normé

2
= (5)
V6
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a un facteur de phase prés. Dans le cas Ao = 4, on part de

o 3
T\l a-9)p

avec B € C. Il en résulte que

_ = ﬂ
= (I8 +2I8%)
= (3[8P)

La condition de normalisation U;Ug = 1 entraine que

1
VG

(si on prend [ réel et positif). D’ou le vecteur normé

o~ (8)

a un facteur de phase prés. Une matrice S qui diagonalise la matrice A peut
alors étre prise sous la forme

2 1
s-(4 4)
V6 V3
e (10
SAS—<O4>

Mais il faut bien noter que la détermination de vecteurs propres normalisés
a I'unité n’est pas un passage obligé pour déterminer S.

Sl

—

=

et on vérifie que

3 Puissance d’une matrice
La puissance AP, avec p € N*, d’'une matrice carrée A est définie par
AP =AA--- A
ou il y a p facteurs. Il est quelquefois facile de calculer AP lorsque A présente

beaucoup de zéros mais lorsque A a une forme compliquée le calcul peut étre
inextricable.
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Dans le cas ou A est diagonalisable, le calcul de AP peut étre effectué de
la maniére suivante. Soit S une matrice qui diagonalise A. On a donc

A
S1AS = A
An

si A1, Ao, -+, A\, sont les n valeurs propres de la matrice A de dimension
n X n. On en déduit que

STIAPS = (ST'AS)(STIAS) .- (ST1AS)

oti 'on a p facteur S™1AS. Donc la matrice S~'APS peut s’écrire

A1 A1 A1
Ao Ao Ao
An An An
de sorte que
Ay
p
ST1APS = &
AL
d’ott 'on déduit que
A ,
A

AP = § _ S—1
L

n

Cette derniére relation fournit un moyen simple pour calculer AP.
En conclusion AP est connue dés lors que la matrice S et les valeurs
propres de A le sont.

4 Exponentielle d’'une matrice
Définition

A

Soit A une matrice m x m. La matrice exp(A), notée aussi e, est la

matrice m X m définie par la série
21
exp(A) = Z —'Ap
p=0F

avec par convention A? = I (matrice unité m x m). <



VIII. REDUCTION D’UN ENDOMORPHISME

5 Application aux systémes différentiels linéaires

Cette partie sera développée en séance.
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IX Exercices et problémes

Exercice 1

On considére les matrices

S(Z)z(é _1Z> et P(Z)z(_l ?)

a) Vérifier que la matrice

Mr = S(Z3)P(Z2)S(Z1)

N|=

(appelée en électronique matrice de transfert d’une cellule en T') est donnée
par

A

Z VAVA
My = < 1+17§ ~Zy—Zy 44 )
b) Vérifier que la matrice
My = P(Z3)S(Z2)P(Zy)

(appelée en électronique matrice de tranfert d’une cellule en IT) est donnée
par

71 73 ZiZs 1+Z_3

c) Vérifier que
det Mo =det Mg =1

le plus simplement possible.

Exercice 2

Montrer que les matrices

1 0 1 1 20 0 v3 0 0
V3 1 2 0

010 |, 31 2 |,

1 00 0 3 1 0 2 0 V3
0 0 V3 0

ont pour déterminant —1, —11 et 9, respectivement.

Exercice 3

On considére la matrice 3 x 3

a—b—c 2a 2a
A= 2b b—c—a 2b
2c 2c c—a-—>»

Montrer (le plus simplement possible) que

det A= (a+b+c)?



IX. EXERCICES ET PROBLEMES 95

Exercice 4

Soit A la matrice 2 x 2
A= ¢ b avec ad —bc # 0
“\le d v

Vérifier (par simple multiplication matricielle) que A admet pour inverse la
matrice 2 x 2
1 d —b
A==
A ( —c a )

avec A = ad — be. Retrouver ce résultat au moyen de la formule donnant
I'inverse d’'une matrice.

Exercice 5

On considére la matrice
0,6 0,81
U= ( 0,8 0,6 )

oil i est l'imaginaire pur (i> = —1). Vérifier que la matrice U est unitaire.
Quel est l'inverse U~! de U ?

Exercice 6

Refaire I’exercice 5 en remplacant U par

V:< a* b*> avec aa* +bb* =1
—-b* a

outa € Cetbe C (NB.: I'étoile désigne ici la conjugaison complexe de
sorte que aa* + bb* = 1 s’écrit aussi |a|? + b2 = 1).

Exercice 7

On considére la matrice
Ta)=| 1 @ €R
a) = 0 1 avec a

a) Montrer que
T(al) T(az) = T(a1 + a2)

b) En déduire que T'(a) admet une matrice inverse T'(a) ! donnée par
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c) Montrer que
Vn e N :T(a)" =T(na)

ou 'on utilise la notation A™ = AA--- A avec n facteurs.
d) Montrer que

detT(a) =1

e) Refaire les questions a) a d) en remplagant 7'(a) par

1
Sa)=10
0

O~ Q
_— o O

Exercice 8

On considére la matrice

cos singp
—singp cosp

M(go)z( ) avec p € R

a) Montrer que

M(p1) M(p2) = M(p1 + ¢2)

b) Montrer que le commutateur

[M(p1), M(p2] = M(p1) M(p2) — M(p2) M(p1)

de M(p1) et M(p2) est nul.
c¢) Montrer que M () admet une matrice inverse M (¢)~! donnée par

d) Montrer que
Vn e N: M(p)" = M(ny)

e) Montrer que
det M(p) =1

f) Refaire les questions a) a e) en remplagant M () par la matrice

cosp singp 0
N(p)=] —sinp cosp 0
0 0 1
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Exercice 9

On considére les matrices

- cosp singp [ a b
M(¢)_<—Sin<p cos<p> et A_<c d)

a) Montrer que la matrice M(y) est orthogonale. En déduire qu’elle ad-
met un inverse. Quel est I'inverse M () ™! de M(p)?
b) Calculer le produit matriciel

B = M(p) "t AM ()

c) Montrer que trB est indépendante de ¢.

d) Montrer que det B est indépendant de ¢.

e) Dans le cas ¢ = b, & quelle condition sur ¢ la matrice B est-elle
diagonale ?

Exercice 10

Montrer (par simple produit matriciel) que la matrice triangulaire

Retrouver ce résultat au moyen de la formule donnant I'inverse d’une matrice.

Exercice 11

Montrer (par simple produit matriciel) que la matrice

admet pour inverse

f 7T T 0
Al =21 -7 11 -1
0 -1 2

Retrouver ce résultat au moyen de la formule donnant I'inverse d’une matrice.
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Exercice 12

On consideére la matrice 3 x 3
1 -2 -2
A= -1 2 -1
1 1 4
a) Calculer le déterminant de A.

b) La matrice A admet-elle une matrice inverse ?
c¢) Montrer que I'inverse A~! de A est

9 6 6
A'=21 3 6 3
-3 -3 0

Exercice 13

Résoudre par substitution le systéme (de Cramer) de deux équations a
deux inconnues z et y

ax+by = e
cx+dy = f

avec ad — bc # 0. Retrouver le résultat ainsi obtenu au moyen du calcul
matriciel.

Exercice 14

Montrer que le systéme inhomogéne
r—y+32=6, x+3y—3z2=-4, dr+3y+3z2=11

n’admet pas de solution (on a un systéme impossible).

Exercice 15

Montrer que le systéme inhomogéne
r—y+32=6, 3x—2y+72=14, x+4+3y—3z=-4

admet la solution unique z = —1,y = 2,2z = 3.

Exercice 16

Montrer que le systéme inhomogéne
zr—y+z=1 2rx4+2=2, -2y+z=a

(on a est une constante) n’admet pas de solution pour a # 0. Montrer que
pour a = 0 il admet le faisceau de solutions (infinité de solutions)
z z

r=1——-, y= =, z=arbitraire
2 2
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Exercice 17

Le systéme homogéne
3r —2y=0, —12x+4+8y=0

admet-il une solution non triviale (c’est-a-dire x # 0 et y # 0) ?

Exercice 18

Le systéme homogéne
T+2y+32=0, 4o+5y+62=0, Tz+8y+92=0

admet-il une solution non triviale ?

Exercice 19

Le systéme homogéne
z4+3y+32=0, z—y+2=0, 22+y+32=0

admet-il une solution non triviale ?

Exercice 20

Montrer que le systéme homogéne
r—y+32=0, 3x—2y+72=0, z+3y—32=0

admet seulement la solution triviale x = y = z = 0 (solution unique).

Exercice 21

Montrer que le systéme homogéne
z—y+32=0, z4+3y—32=0, dx+3y+32=0

admet le faisceau de solutions (inifinité de solutions)

3 o
r=—-z, y=—z, 2z = arbitraire
2 2

(la solution triviale x = y = z = 0 est un cas particulier).
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Exercice 22
On considére le systéme linéaire
r4+2y+3z=a, 4dr+5y+6z=0>0, Tx+8y+9z=c

avec (a,b,c) € R3. Le systéme admet-il des solutions pour (a = 6,b =
15,¢ = 24) et pour (@ = 2,b = 5,¢ = 8)7 A-t-on une solution du systéme
pour (a =2,b=5,c=9)? Dans le cas général, montrer que a, b et ¢ doivent
vérifier la relation

a—2b+c=0

pour que le systéme proposé admette des solutions.

Exercice 23

On considére la matrice 2 x 2

T(a)z(é CI) avec a € R

et le vecteur colonne 2 x 1
z
vz(y) avec r€R yeR

a) Déterminer le vecteur colonne 2 x 1
u="T(a)v
b) Dans le cas ou y = 0, vérifier que v est vecteur propre de T'(a) avec la
valeur propre A = 1.
Exercice 24

Déterminer les valeurs propres (dans C) de la matrice 2 x 2

_ cosy +sinep
M((‘O)_<—sin<p Cos ¢ )

ol p € R.

Exercice 25
Montrer que les valeurs propres de la matrice 3 x 3

1 -2 -2
A= -1 2 -1
1 1 4

sont Ay =1, Ao =3 et A3 =3.
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Exercice 26

On considére la matrice

S

I
- A
co Ut N
© o w

a) Vérifier que
det A=0

b) Déterminer les valeurs propres de A.

Exercice 27

Montrer que la matrice

010
A=1]11 0 0
000
admet pour éléments propres
Mo=-1w | = (5 -5,0)
)\2 :0, u9 | ﬂg ( 0 )
Az =1, uz | U3 = (\f \}57 )

ou o désigne le vecteur ligne transposé du vecteur colonne u. Vérifier que les
résultats obtenus sont compatibles avec det A =0 et trA = 0.

Exercice 28

Montrer que la matrice

10
A= 0 0 1
010
admet pour éléments propres
_ _ 1 1
)\1 = —1, (U5} | Uy = 0, %,—E)
Ay =1, uy | g = (0, %, %)
Az =1, u3 | u3 ( 0)

ol @ désigne le vecteur ligne transposé du vecteur colonne u. Vérifier que les
résultats obtenus sont compatibles avec det A = —1 et trA = 1.
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Exercice 29

Montrer que la matrice triangulaire

0 0 2 0

0 -2 0 6
A= 0 0 -6 0

0 0 0 =12

admet pour valeurs propres 0, —2, —6, —12 et pour vecteurs propres corres-
pondants les vecteurs

1 0 1 0
0 1 0 3
0|’ 0|’ -3 |’ 0
0 0 0 -5
Exercice 30
On considére la matrice
0 10
M=]11 00
0 0 1
Montrer que les valeurs propres de M sont \; = 1, Ay = 1 et A3 = —1. Soit
la matrice
1 1 1
2 2 2
s=| 11 Sk )
V2o v2
2 2
Vérifier que
1 0 O
SMS™t=[01 o0
00 -1

et justifier le résultat obtenu.

Exercice 31

Montrer que les valeurs propres et les vecteurs propres de la matrice

2 141
M_<1—i 3 )

(ol i est I'imaginaire pur) sont



IX. EXERCICES ET PROBLEMES 103

On considére la matrice

2 1
NGEERVE]
S:
i1 1
NRVE]

Vérifier que

e [100
cus-(10)

et justifier le résultat obtenu. Montrer que M est hermitienne et que S est
unitaire.

Exercice 32

Montrer que la matrice
0,6 0,8i
M= < 0,81 0,6 )

est unitaire. Trouver ses valeurs propres et ses vecteurs propres. Vérifier que
les valeurs propres obtenues ont un module égal & 1. Montrer que la matrice

V2 2
est unitaire. Vérifier que
1 [ 0,6+0,81 0
s MS_( 0 0,6 —0,8i

et justifier le résultat obtenu.

Exercice 33

On considére les trois matrices

0 a O 0 ia 0 -1 0 0
Li=|a 0 a |, Le=| —ia 0 ia |, L3= 0 0 0
0 a O 0 —ia O 0 0 1
ou a = @ Montrer que ces matrices sont hermitiennes. Calculer les com-
mutateurs

X1 =[La, L3], Xo=[L3, L1], X3=[L1,Lo]

en termes de combinaisons linéaires des matrices L1, Lo et Ls. Montrer que
la matrice
C=L}+15+13
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commute avec chacune des matrices L1, Lo et L3. Déterminer les valeurs
propres et les vecteurs propres des matrices C et Lg. Vérifier que C et Lg

admettent les vecteurs

1 0 0
U1 = 0 ; Vg = 1 5 V3 = 0
0 0 1

comine vecteurs propres communs.



Chapitre 7

Annales

Epreuves d’examen

On trouvera ci-aprés quelques annales d’épreuves d’examen correspon-
dant & 'UV B113 dispensée & TARCNAM Rhoéne-Alpes durant les années
2001-2005.
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CNAM UV B113 - Enseignant : M. Kibler
Année 2001/2002 - Session de juin 2002 - Durée 3h

Les exercices et le probléme peuvent étre traités dans n’importe quel
ordre. Cependant l'exercice 1 et le probléme forment un tout qu’il est préfé-
rable de traiter dans 'ordre des questions de 1 & 11.

Exercice 1 (3 points)

1) Dire (sans démonstration) si la série numérique

=1
A:Zﬁ

est convergente ou divergente.
2) Les séries numériques

B — - —2n — — N
E ne et C E ne
n=1 n=1

sont-elles convergentes ?
3) Etudier la convergence de la série de fonctions

[e.9]

Z 1(2n+1)7rt — it io: 1 ein2mt
2n + 1° —2n+1

out € R.

Probléme (8 points)

4) Déterminer la transformée de Laplace L[fa] : C — C : s +— L[f2](s)
de la fonction fo: R — R :t — fy(t) définie par

fot)=1 si 0<t<1l; —1 si 1<t<2 0 si t<0 ou si t>2

Quelle est la valeur de L£[f2](0)?
5) On considére la suite (v, )pen+ définie par

= L[f2](n)

Cette suite est-elle convergente 7 La série

S = Zvn
n=1

est-elle convergente 7

6) Déterminer la transformée de Fourier F[f2] : R — C : v — F[f2](v)
de la fonction fy. Quelle est la valeur de F[f2](0)?

7) La fonction fo appartient-elle & L?(R,dt)? Peut-on lui appliquer le
théoréme de Parseval et Plancherel 7
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8) Déterminer la valeur de 'intégrale

+oo 1
I= / — (1 — cos 2mx)? dx

oo T2
(On pourra utiliser I'identité
(1 + e—|—47riy _ 26+27riu)(1 + e—47riy _ 26—27riy) — 4(1 — oS 27TV)2

valable pour tout v dans R.)
9) On considére la fonction périodique f : R — R : t — f(t) de période
T = 2 et ayant fy pour fonction génératrice. Déterminer la série de Fourier

+o0

SF(fI(t)= > calfle™™

n=—oo

(ot les ¢,[f] sont les coefficients de Fourier généralisés de la fonction f).
Etudier la convergence de SF[f](t). Cette série est-elle dérivable terme &
terme ?

10) Déterminer la somme de la série

+ZOO :

U= —
2

W (2k+1)

11) Mettre la série de Fourier SF[f](¢) sous la forme d’un développement
en sinus et cosinus. Que vaut I’expression obtenue pour t =n € Z7?

Exercice 2 (4 points)

Résoudre ’équation différentielle

& +vy = H(t)(cost —sint)
dt
ou H est la fonction de Heaviside et ot y : R — R : ¢ +— y(t) est une fonction
telle que y(t) = 0sit < 0 et y € C° sauf en t = 0 ot elle présente un saut
égal a 1.

On rappelle que les transformées de Laplace des fonctions ¢ — H(t) cost
et t — H(t)sint sont données par

H(t)cost] et H(t)sint]

s2+1 s2+1
avec Rs > 0.

Exercice 3 (5 points)

On considére la matrice
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ou les fonctions ¢ et s sont définies par

1 1
c:R—=>R:xz—c(z)= §(ex+e_$) et s:R—R:z— s(z)= §(e$—e_x)
1) Calculer la trace trA(z) et le déterminant detA(z) de la matrice A(x).
2) Calculer les valeurs propres de A(z).
3) Déterminer les vecteurs propres de A(z).
4) Déterminer la matrice

B(z,y) = A(z) A(y) — A(z +y)

otz € RetyeR.

5) Montrer que l'inverse de la matrice A(x) est une matrice A(y) ou y
est une fonction simple de x.

6) Question facultative : donner une matrice qui diagonalise A(z).
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Exercice 1

1) A diverge.
2) On a

an+1{—>%<1 pour B

an — - <1 pour C

pour n — oo, donc B et C' convergent.
3) 1l est clair que

oo
Z 1 oin2mt
= 2n+1
est du type
oo
Z xnei2n(at+b)
n=0
avec

1
xn—m>0 et ¢, — 0 pour n — o0

b=0, a=m=sinat=0 pour t=ke€Z

et le critére d’Abel = F converge pp sauf en t = k € Z.

Probléme

4) Par calcul direct de I'intégrale de Laplace, on obtient

S

L[f2](s) = /01 e Stdt — /12 e Stdt = L[f2](s) 1 (1+e 2% —279%)

et
L[£2)(0) =0
5) On obtient

1
Up = — (1—{—6_2”—26_") — 0 pour n —
n
de sorte que la suite (vy,)nez+ est convergente ; par contre, S diverge.

6) Icion a
Flfal(v) = Llfa](i2v)

donc

FIRI0) = o (147 —2675™) et F£](0) = 0

127y
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7) On a f» € L?(R, dt) car

+o0
| inRd =2

et on peut appliquer le théoréme de Parseval et Plancherel.
8) Le théoréeme de Parseval et Plancherel donne

/_+OO |f2(t)]* dt = /_+OO \Ffo]()|? dv = I = 2x?

9) On utilise la formule

als) = 57102 (5)

qui conduit &

1
el f] = E[l — (=1)"] pour n # 0 et ¢o[f] =0
de sorte que
1 1 . 9 Ix 1.
F E—— 1= (=1)" intt _ 2 i(2p+1)7t
S i”ng*”[ e iﬂpzoo p+1°

et SF[f](t) converge presque partout sauf en ¢ = k € Z. La série n’est pas
dérivable terme & terme.
10) Le théoréme de Bessel et Parseval donne

+o00 2

S lalilP=3 [ In@PasU="

n=—00
11) Le passage aux coefficients a,, et b, est immédiat
2
an=C¢p+c_n=0, by=ti(ch —c_pn)=—[1—(—1)"
W=t e =0, by =ifen —cn) = —[1~ (1]

avec n € N*, d’oul

et donc

Exercice 2

Par TL on a
L[fli{](S) + Llyl(s) = L[H(t) cost](s) — [H(t)sint]()
LI%)(s) = sLlyl(s) — 1= (s+DL)(s) = L5
= Llyl(s) = 7= y(t) = H(t)cost
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Exercice 3

1) On obtient aisément

tr A(z) = 2c(z)=e"+e "
det A(x) = (c())? = (s(x))* =1

2) L’équation A(z)u = Au conduit &

A=A =€, A=X_=¢e"

)\:)\+:u+:<1>ou%<i>
1 1 1
)\:)\_:u_:<_1>ouﬁ<_1>

4) On vérifie que

3) On a

A(r)A(y) = Az +y) = B(z,y) =0

5) Siy=—z,ona A(x)A(—x) — A(0) =0. Or

w-(39)

A(z)™' = A(—2)

Il en résulte que

6) Les vecteurs u4 et u_ conduisent a

1 1 1
=3 (1 )

pour matrice qui diagonalise A(z).
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CNAM UV B113 - Enseignant : M. Kibler
Année 2001/2002 - Session de septembre 2002 - Durée 3h

Les exercices et le probléme peuvent étre traités dans n’importe quel
ordre. Cependant I'exercice 2 et le probléme forment un tout qu’il est préfé-
rable de traiter dans l'ordre des questions de 5 & 14.

Exercice 1 (5 points)
On considére la matrice

ou a = %
1) Calculer la trace trM et le déterminant detM de la matrice M.
2) Déterminer 'inverse de la matrice M.
3) Calculer les valeurs propres de M.
)

4) Déterminer les vecteurs propres de M.

Exercice 2 (3 points)
5) La série numérique

S

n=1

est-elle convergente 7 Répondre par oui ou par non.
6) Etudier la convergence des séries numériques

> 1 > 1
B:E:_*Qn :E:_*n
ne et C ne
n=1 n=1

au moyen du critére de d’Alembert.
7) Etudier la convergence de la série de fonctions

[e9) 1 ( ) 00 1
F = i(2n+D)mt _ imt in2mt teR
;::O%Jrle ¢ nz::OQn—i—le ’

au moyen du critére d’Abel.

Probléme (8 points)
8) Déterminer la transformée de Laplace L[fs] : C — C : s — L[f2](s)
de la fonction fo : R — R : ¢+ fo(t) définie par

fot)=2 si O0<t<1l; 1 si 1<t<2; 0 si t<0 ou si t>2

Quelle est la valeur de £[f2](0)?
9) On considére la suite (v, )pen+ définie par

Up = ﬁ[fQ] (n)
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Cette suite est-elle convergente 7 La série

S = Zvn
n=1

est-elle convergente ?

10) Obtenir la transformée de Fourier F[f2] : R — C: v — F[f2](v) de
la fonction fy & partir de sa transformée de Laplace. Quelle est la valeur de
Flf2(0)?

11) Déterminer la valeur de I'intégrale

+oo 1
I= /_OO = (1 —cos2nmx) (5 + 4cos2mx) dx
par application du théoréme de Parseval et Plancherel. On pourra utiliser
I’égalité

1
|F[fo) @)|? = 52 ﬁ(l —cos2nv) (5 + 4 cos 2v)
sans la démontrer.
12) On consideére la fonction périodique f : R — R : ¢t — f(t) de période

T = 2 et ayant fy pour fonction génératrice. Déterminer la série de Fourier

+o0

SFIfI(t) = Y calfle™™

n=—oo

ou les ¢, [f] sont les coefficients de Fourier généralisés de la fonction f, coef-
ficients que 'on pourra déduire de la transformée de Fourier de la fonction
f2. Etudier la convergence de SF[f](t).

13) Mettre la série de Fourier SF[f](¢) sous la forme d’un développement
en sinus et cosinus. Que vaut I'expression obtenue pour t =n € Z7?

14) Déterminer la somme de la série

+ZOO :

T = —_—
2

W (2k+1)

par application du théoréme de Bessel et Parseval.

Exercice 3 (4 points)
Résoudre ’équation différentielle

dy 1 5

L 4 —y=2H(t)cost

at T 3¥ = g eos
ou H est la fonction de Heaviside et ot y : R — R : ¢t — y(t) est une
fonction telle que y(t) = 0sit < 0 et y € CY sauf en t = 0 ot elle présente
un saut égal a % On déterminera au préalable la transformée de Laplace

Lly]: C — C: s+ Lly](s) de la fonction y.
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On rappelle que les transformées de Laplace des fonctions ¢ — H (t) cost
et t — H(t)sint sont données par

H(t)cost] et H(t)sint]

s
s24+1 s24+1

avec Jts > 0. On pourra utiliser I'identité

5 1
32—1—1—1—53:(3—1—5)(3—1—2)

pour simplifier I'expression de L[y](s).
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CNAM UV 113 - Enseignant : M. Kibler
Année 2002/2003 - Session de juin 2003 - Durée 3h

Documents non autorisés : manuels. Les notes de cours, les notes de TD
et les documents remis en cours d’année par ’enseignant sont autorisés. Les
calculettes sont autorisées.

Beaucoup de questions sont indépendantes les unes des autres et peuvent
étre abordées dans un ordre quelconque. Il est cependant recommandé de
traiter chaque probléme dans 'ordre naturel des questions.

Probléme 1 (8 points)

1) On rappelle que e*, avec z € C, est défini par

© _n
z
o? 2 :
n=0

n!
En prenant z = it, ol i est 'imaginaire pur, avec t € R et en utilisant la
formule d’Euler, retrouver les développements en série entiére de cost et sin t.
2) Quel est le rayon de convergence des séries obtenues ?

3) On considére la matrice

0 —i
A =
(i o)
Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de A. La matrice A

est-elle diagonalisable ? Donner une matrice S qui réduit I’endomorphisme
associé a A.

4) Calculer A? et A3 et plus généralement A%F et AZF+1! on k € N*.
5) On considére la matrice

B =Y

n=0

(itA)"
n!

avec t € R. Autrement dit
t 2, .t
ou I désigne la matrice unité en dimension 2. Donner 'expression de B(t)

en termes de cost et de sint.

6) Calculer le produit B(t1)B(t2) en terme de B(t; + to) avec t; € R et
to € R. En déduire I'inverse de B(t).

7) Montrer que les vecteurs propres de A sont également vecteurs propres

de B(t).
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8) En déduire les valeurs propres de la matrice B(t).

Probléme 2 (12 points)
1) On consideére la fonction fo: R — R : t — fy(t) définie par
sintsi0<t<1
fo(t) = {

O0sit<Oout>1
Déterminer la transformée de Laplace L[fy] : C — C: s — L[fo](s) de fo.
2) Peut-on en déduire la transformée de Fourier F[fy] : R — C : v —
Flfol(v) de fo?
3) On considére la fonction f, : R — R :t — f,(t) définie par
sin7t(t —n)sin<t<n+1
fa(t) = {

Osit<nout>n+1
avec n € N. La suite de fonctions (fy,)nen est-elle convergente 7
4) Exprimer la transformée de Laplace L[f,] : C — C: s+ L[f,](s) de
fn en terme de celle de fy. En déduire 'expression de L[f,](s).

5) Déterminer la transformée de Laplace L[f]: C — C : s — L[f](s) de
la fonction f: R — R : ¢ +— f(t) définie par la série

f(t) = i fn(t)
n=0

On obtiendra L[f](s) sous forme d’une série dont on calculera la somme.
Pour quelles valeurs de s la série obtenue converge-t-elle 7

6) Tracer le graphe de la fonction g : R — R : t — g(t) définie par
g(t) = H(t)| sin 7t|
ou H est la fonction de Heaviside. Montrer que l'on a 1’égalité
g = [ presque partout
En déduire la transformée de Laplace de la fonction g.

7) Trouver la transformée de Laplace L[z] : C — C : s — L[z](s) de la
fonction z : R — R : t — x(t) solution de I’équation différentielle
d’x 9
a2 + m“x =0 presque partout
et satisfaisant les conditions
z(t)=0sit <0
reC”
Cfl—f € C sauf au point ty = 0 ot elle présente un saut égal a 7 et aux
points t, = n, avec n € N*, ot elle présente un saut égal a 2.
En déduire la fonction x.
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Probléme 1

1) On a
et = =0 (112)12
L. 1t.2 (it) 2k+1
COSt+ISIHt = Zk =0 (Qk)' +Zk =0 (2k‘+1)‘
. . 2k 2k+1
cost+1isint = Zk:(]( ) (2](:)! +12k=0( 1)km
et par identification, on obtient
cost = i(—l)kit% sint = i(—l)k#'t%Jrl
pr (2k)! = (2k + 1)!

2) On obtient ainsi des séries entiéres du type Y oo ant™ avec pour rayon
de convergence R tel que

An+1
Qnp

— = lim

n—oo

L’application aux séries cost et sint conduit & un rayon de convergence infini

dans les deux cas.
- i
det ( L ) =0

conduit aux valeurs propres A\; = +1 et Ao = —1. Les systémes

(10)(5)=2(3) o

conduisent aux vecteur propres

1 1
x<1> ou<i>81a:—1 pour A; = +1
x<_11> ou (_11> si x =1, pour Ay =—1

Ces deux vecteurs propres sont linéairement indépendants. La matrice A est
donc diagonalisable. Une matrice S qui réduit ’endomorphisme associé a A
est

3) La résolution de
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4) On obtient

o (1 0Y 3 (0 =1
A_<01 =1et A° = - =A

en faisant les produits A2 = AA et A% = A?A. Plus généralement, on a

. 42 (1 0 ok+1 _ (0 —1 ) _
Vke N*: A —<01>—letA =l 0 =A

NB : 1 désigne la matrice unité 2x2.
5) En développant B(t), on obtient

2 4 3 5
-G +7— ToFt -
B(t) =
3 5 2 4
—ntmomto l-mtnooc

de sorte que
cost sint
B(t) = .
( ) ( —sint cost )

6) En faisant le produit B(t1)B(t2) et en utilisant les formules d’addition
pour cos(t; + t2) et sin(t1 + t2), on obtient

B(tl)B(tQ) = B(tl + tg)

et dans le cas t1 = —t9 =t, on a

de sorte que

o . 1 1
si bien que la matrice B(t) a les vecteurs propres < ; ) et ( . ) avec les

valeurs propres e’ et e !, respectivement.
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Probléme 2
1) On a

cifls) = [ ooy i

1
= / sinwt et dt
0

— 21/1 (eiﬂte—st _ e—iwte—st) dt
1Jo

Le calcul des deux intégrales conduit &

7'(' s )
E[f()](S) = m(l +e ), S 7é +im
En faisant s = +inm dans les deux intégrales on obtient
i 1
L fo] (&im) = ii

résultat que I'on retrouve en levant I'indétermination de la forme 8” associée
a s = *im.

2) La fonction fy est bornée et a support borné. Elle admet donc une TL
pour tout s € C. On peut donc appliquer la formule

Flfol(v) = L[fol(i27v)

avec v € R. Cela donne

* 1 1 —i27v
W ER": Flfl(v) = — 7 (1+e2m)

et pour v = +1

5, 0n a

Fifl (£3) = £5;

3) On a
fu(t) =sinw(t —n) = (—1)"sinwt

et pour n — oo, on obtient

+sin 7t si n pair

=00 —sinat  si n impair

lim f,(t) = <

I1 en résulte que la suite (f,,)nen diverge sauf pour ¢ € Z auquel cas la suite
converge vers 0.
4) On a

Llfa)(s) = J2Z falt)e dt

[P sinw(t — n)e™st dt
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En posant 7 =t — n, on aura
Lfa)(s) = [ysinmre s gr

— 1 . —
= e " [ysinmT e dr

= Lfnl(s) = 7" L{fol(s)
5) On a (par linéarité)

L) = 3 LIAs)
n=0

sous réserve de convergence. Donc

LIfl(s) = ZaZoe "LIfo](s)
L{fol(s) XnZoe™™

Or - ,
nz::Oe_S" D p— si R(s) >0
et finalement )
LUNs) = T L1)(s), R(s) > 0

6) Si on trace les graphes de f et g, on voit aisément que f = g. (En fait,
f = g presque partout car g n’est pas définie pour ¢t = 0.)

7) Comme z est causale (z(t) = 0 si ¢t < 0), on peut procéder par trans-
formation de Laplace. En prenant la TL de I’équation différentielle et en
appliquant le théoréme des sauts, on a

L — d_.%' o - —sn

L)) = so|%] e - e
v ;_S,_/

$2L[z(s)

On obtient ainsi
s?Lz)(s) — m—2rE = +m2L[z](s) =0
= Llpl(s) = piar(142155)

Llz](s) = serLﬁz(l—f—efs)lfi_s, R(s) >0

4
5
B
=
Va)
~—
I

L[f](s) et finalement x = f = g pp.
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CNAM UV 113 - Enseignant : M. Kibler
Année 2002/2003 - Session de septembre 2003 - Durée 3 heures

Les notes de cours, les notes de TD et les documents remis en cours
d’année par ’enseignant sont autorisés. Les calculettes sont autorisées. Les
manuels ne sont pas autorisés.

Probléme 1 (8 points)
1) On rappelle que

> 1
t_ Lok
e = E k:!t
k=0
soit encore
t = 1 2n = 1 2n+1
= —t —t
RPN ILRD DYcremy]
n=0 n=0

avec t € R. En déduire les développements en série entiére de

t -t

2
et . .
sinht = ¢

2

2) Quels sont les rayons de convergence des séries obtenues ?

0 1
A4=(1 o)
Calculer A%, En déduire I'expression de A?" et A?"*! pour n € N. (On

rappelle que A% = I ou I est la matrice unité 2 x 2.)
4) On considére la matrice

— 1 % .k

3) On considére la matrice

soit encore

[
1
thAQn t2n+1A2n+1
—2 5 + Z @i

Exprimer les coefficients de B en fonction de cosht et sinht.

5) Calculer le déterminant et la trace de la matrice B. En déduire les
valeurs propres by et by de B.

6) Calculer les valeurs propres aj et ag de la matrice A.
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7) Calculer les vecteurs propres vi et vy correspondant & aj et ag, res-
pectivement. La matrice A est-elle diagonalisable ? Donner une matrice W
qui réduit 'endomorphisme associé a A.

8) Montrer que les matrices A et B admettent les mémes vecteurs propres.

Probléme 2 (9 points)
1) La série

oo
U=> Gir1e
- 0 2k:+ 1)2
est-elle convergente ?
2) On considére la série
> 1 2
V(t)= Z(—l)k cos —(2k + 1)t
okl T

ou t est une variable réelle et T' un paramétre strictement positif fixé.
a) Cette série converge-t-elle pour ¢t = (2p + 1)% avec p € Z7

b) Cette série converge-t-elle pour t = (2p + 1)L avec p € Z?
c) Cette série converge-t-elle pour ¢t = pT avec p € Z7

d

) Etudier la convergence de V(t) pour ¢t € R..
3) Soit fr la fonction définie par

0 si ——<t<——ou <t<%
_ )T T T
frt)=q 5 —7<t<3

: T T
081t§—§out25

La fonction fr admet-elle une transformée de Laplace ? une transformée de
Fourier ?

4) Calculer la transformée de Laplace L[fr] : C — C : s — L[fr|(s) de
fr. Quelle est la valeur de L[f7](0)?

5) Déterminer la transformée de Fourier F[fr]: R — C: v — F[fr](v)
de fr.

6) On considére la fonction périodique f: R — R : ¢t — f(t), de période
T, ayant fr pour fonction génératrice sur [—%, 5] Déterminer les coefficients
de Fourier généralisés c,[f] de f; on distinguera trois cas : n = 0, n = 2k
avec k € Z* et n =2k + 1 avec k € Z.

7) En déduire les coefficients de Fourier a,,[f] et by,[f] de f ainsi que
Iexpression [(t) de la série de Fourier de f en termes de cosinus et de sinus.

Quelle est la valeur de §(t) pour t = (2p + 1)% avec p € Z7



8) Déterminer la valeur de

—+00
2
a= Y lealf]]
n=-—o0o
En utilisant le fait que
+00 too

123

+oo
> lalfIP =leolfIP+ 3 lealfIP+ D learsalfIP

n=-—00 k=—00,k#0

trouver la somme de la série

Jio :
S =
k=—o00 (Qk + 1)2

Exercice (3 points)
Résoudre ’équation différentielle
A’z
dt?

+ a2 =0 presque partout

k=—o00

ot la fonction z : R — R : t — x(t) satisfait les conditions :

M x(t) =0s1t<0
*)%GCO

*) x € C° sauf au point £y = 0 ou elle présente un saut égal a 2.
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CNAM UV 113 - Enseignant : M. Kibler
Année 2003/2004 - Session de février 2004 - Durée 3 heures

Les notes de cours, les notes de TD et les documents remis par ’ensei-
gnant sont autorisés. Les manuels et calculettes ne sont pas autorisés. Les
questions peuvent étre traitées dans un ordre quelconque. Le sujet est im-
primé sur deux pages (une feuille imprimée recto-verso).

Partie A (2 points)
1) On considére les fonctions y : R = R:t—y(t) et c :R—-R:t+—
o(t) deéfinies par les séries
> 1 > 1

fy(t):Z(—l)kmtk et a(t):Z(—l)kmtk

k=0 k=0

Quels sont les rayons de convergence des séries y(t) et o(t)?
2) On définit les fonctions c: R — R et s : R — R par

Donner ¢(x) et s(z) sous forme de deux séries entiéres. Connaissez-vous la
somme de chacune des séries obtenues ?

Partie B (8 points)
1) On considére la matrice

a —b
=5 )
ot (a,b) € C% avec a® + b2 # 0. Calculer trX et detX.
2) Calculer le produit
P=X'X

3) Déterminer I'inverse X ! de X.

4) Calculer les valeurs propres et les vecteurs propres de X.
5) La matrice X est-elle diagonalisable ?

6) On considére la matrice

0 —i
Y=1|.
(i o)
ou i est 'imaginaire pur. Quels sont les valeurs propres et les vecteurs propres

de Y7
7) Soit la matrice
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Déterminer Z2* et Z2k*1 avec k € N. (On notera 1 = Z° la matrice unité
2 x2.)
8) Donner les expressions des matrices

00 00
1
C _ 2k‘22k t S _ 2k+1 Z2k‘+1
> )" ¢ kzzo @k + )"

ol z est une variable réelle. En déduire I'expression de

A=C+S
que 'on exprimera en terme de
> 1 > 1
e k 2k . _ k 2k+1
cosT = Z(—l) wx et sinz = Z(—l) mx

k=0 k=0

9) Vérifier que les vecteurs propres de X sont également vecteurs propres
de A. En déduire les valeurs propres de A.

Partie C (8 points)
1) On consideére la fonction A : R — R définie par

1— [t sift] <1
A(t) =

0si|t|>1

Tracer le graphe de A.

2) La fonction A admet-elle une transformée de Laplace ? Admet-elle une
transformée de Fourier ?

3) On admettra que la transformée de Fourier F[A] : R — R : v —
FIA)(v) de A est donnée par

i 2
FINw) = (?) pour v # 0

1 pour v =0

+oo 2
[ inwpa=

—00

Sachant que

trouver la valeur de l'intégrale

I= /+OO (siny)4 dy
—0 Yy
4) On consideére la fonction périodique f: R — R : ¢ +— f(t) de période
T = 2 et de fonction génératrice A sur [—1,1]. Déterminer les coefficients de
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Fourier généralisés c,, de f; on distinguera les cas n = 0, n = 2k avec k € Z*
et n=2k+1avec k € Z.

5) Donner la série de Fourier 3(t) de f en terme de sinus et cosinus. Cette
série est-elle convergente pour toute valeur de ¢ 7

6) Retrouver la somme de la série

> 1
vy -1
2
i (2k+1)
a partir de 3(0).
Partie D (2 points)
Résoudre 'équation différentielle
d*x
I + 92 =0 presque partout

ou la fonction x : R — R : ¢t — z(t) satisfait les conditions :
at)=0sit<0
*) ?l_:llf: c o
*) o € CY sauf au point ¢y = 0 ot elle présente un saut égal a 3.
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Partie A

1) La formule de Hadamard et d’Alembert conduit & un rayon de convergence
infini pour ~(t) et o(t).
2) En faisant ¢ = 22 dans v(¢) et o(t), on obtient

c(z) = Z?:O(_l)k@x% = ¢(z) = cosx
s(x) = Ziio(—l)’“m%’f“ = s(z) =sinz

Partie B

1) Pour les questions 1, 2 et 3, il suffit d’appliquer un formulaire. On

obtient
tr X =2a, detX =a’+b°

2) De plus
X'X =(a®+b)1

1 a b
_1_
X a2+ b2 (—b a)

4) La recherche des éléments propres de X conduit a

Ar =a+ib —>v+:< 1 )

3) Et enfin

—i

A =a—1ib —>v:<1>

(test : on vérifie que Ay + A =2a = tr X et A\, A\ = a® + b? = det X).

5) Les vecteurs propres v et v_ sont linéairement indépendants. Il en résulte
que X est diagonalisable.

6) La matrice Y se déduit de X en faisant a = 0 et b = i. Les éléments
propres de Y s’obtiennent donc a partir de 4) :

)\+ =-1 HU+:<_11>
Ao =+1 —>U:<}>

7) On obtient
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et un calcul direct conduit &
Z% = (—DkF1 et 2% = (—1)kZz

avec k € N.
8) Un calcul simple conduit a

C = cosS 0 S— 0 sinx oA cqsa: sinx
0 cos T —sinx 0 —sinx cosx

9) La matrice A est de type X avec a = cosz et b = —sinz. Les valeurs
propres et les vecteurs propres de A se déduisent donc de 4) :

. - 1
Ay =cosx —ising =e ¥ —>v+:< ;

.. . 1
A_ =cosx +ising =t —>v_:<i

Partie C

1) On trace aisément le graphe de A : ¢ — A(t). (Il correspond & un "accent
circonflexe".)

2) La fonction A est bornée (par 1) et a support borné ([—1,1]). Elle admet
donc une TL et une TF.

3) Le théoréme de Parseval et Plancherel donne

2
/Jr o0 (sin 7r1/)2
—c0 T
La derniére intégrale vaut % par hypothése de sorte qu’en posant v = y

(= dv = 1dy) dans la premiére, on obtient I = Z7.
4) L’utilisation de la formule

+oo 9
du:/ A2 dt

—00

conduit &

2
== kecZ
C2k+1 72 2k 1)2 pour K €

1
=55 o= 0 pour k € Z*;
5) La fonction f étant paire, on a
b,=0 et a,=2c, avec neN

donc

4
— 5 pour k € N

1
— 1 —0 k€ N*; - -
ag asj pour a2k+1 - (Qk 1)
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d’ont
1 [o.¢]
B(t) = 5 z:: 2k: cos(2k + 1)mt
Comme on a
VteR: ‘;008(2]?4-1) t| < 1
2k + 1)2 = k12

et puisque > 72, w est convergente, il en résulte que [(t) converge pour
toute valeur de t.
6) En faisant t = 0 dans (3(t), on obtient

1 4 2
B(0) = 2+7T2U:>U 3

Partie D

Soit L[z] : s — L[x](s) la transformée de Laplace (si elle existe) de la
fonction = : ¢t +— z(t). En prenant la TL des deux membres de 'équation
différentielle, on obtient

Llz](s) = 352+9 s # +3i

Les tables du cours donnent
x(t) = 3H(t) cos 3t

(test : x satisfait bien les conditions de I'énoncé).
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CNAM UV B113 - Enseignant : M. Kibler
Année 2003/2004 - Session de septembre 2004 - Durée 3 heures

Les notes de cours, les notes de TD et les documents remis par ’ensei-
gnant sont autorisés. Les manuels et calculettes ne sont pas autorisés. Les
questions peuvent étre traitées dans un ordre quelconque. Le sujet est im-
primé sur deux pages (une feuille imprimée recto-verso).

Partie A

1) Soit les suites (un)nen+ et (vp)nen= de terme général

L’ Up = (—1)"6—,

respectivement. Ces suites sont-elles convergentes ?
2) Soit les séries
—-n

§=S(-rio -S>
(-1) et T -
n=1 n=1

n

Etudier la convergence de ces séries.
3) Quel est le rayon de convergence Ry de la série
U(t) i ¢
— 2
ou t € R7 La série converge-t-elle pour t = 37

4) On consideére les séries

S.(0) = Ty e = (et
S = Ty e =S (o)

out € R et a est un paramétre réel fixé. Quel est le rayon de convergence
Rg de ces séries? Calculer la somme de chacune de ces séries. En déduire
que la somme de la série

S(t) = 5[5,.(1) + S_ (1)

est
t(cosa —t)

T 1—2cosa+t®

S(#)

Partie B
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1) Soit la matrice

cosf) —sinb a)
0 0 1

M(H,a,b):(sinﬂ cosf b

ou 0, a et b sont trois paramétres réels. Déterminer le produit

X = M(01,a1,b1)M(02,a2,b2).

2) Mettre X sous la forme
X =M(6,a,b)

ou l'on déterminera #,a et b en fonction de 01, a1, b1, 602, as et bs.

3) En déduire l'inverse de la matrice M (03, a9,be). Plus précisément,
déterminer les paramétres 01, a; et by de la matrice M (61, a1, b1) en fonction
des parameétres fo,a9 et by de la matrice M (03, a2,b2) tels que X soit la

matrice unité 3 x 3.
1 0 a
T=10 1 b].
0 0 1

Quelle est I'inverse 77! de T'?

4) Soit la matrice

5) Déterminer les valeurs propres de T

cos@ —sinf O
R= | sinf@ «cosf® 0.

0 0 1

6) Soit la matrice

Quel est I'inverse R~! de R?

7) Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de R.

Partie C
1) On considére la fonction
+1si0 <t <1,

fo:R—={-1,0,1} :t— fo(t) =¢ —1si —1<t<0,
Osit<—1lout>1.

Calculer la transformée de Laplace L[fs] : C — C : s — L[f2](s) de fa.
Quelle est la valeur de L[f2](0)?
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2) Déterminer la transformée de Fourier F[fa] : R — C : v — F|[f2](v)
de fz.

3) On considére la fonction périodique f : R — {—=1,1} : t — f(t) de
période T' = 2 et ayant fo pour fonction génératrice sur [—1,1]. Déterminer
les coefficients de Fourier ¢, de f (du développement de f en série de Fourier
en termes d’exponentielles).

4) En déduire les coefficients de Fourier usuels a,, et b, de f et le
développement (3(t) de f en série de Fourier en termes de sinus et de cosinus.

Que vaut G(k) o k € Z7?
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Partie A (13 points)

1. Calculer
u, = sinh(inm), v, = cosh(inm)

pour n € N. Les suites (un)neN €t (vn)nen sont-elles convergentes ?

2. Donner une valeur approchée (a I'ordre de £2) de
x =In[(1+¢)(1+2¢)(1 + 3¢)]

ot £ = 10~%. Justifier le résultat.

3. La série
[oe)

X_Z 2p+1

est-elle convergente 7 La série

o0

Z 2p+1) t teR
2p +1

est-elle absolument convergente 7 En notant que

— lt 1p7rt
Z 2p+1

étudier la convergence de Y'(t).

4. On considére la fonction f4: R — [—1,1] : t — f4(t) définie par
fat)=1+tpour —2<t<0; 1—tpour0<t<2; O ailleurs

Tracer le graphe de fy.

5. Soit L[fs] : C — C : s +— L[f4)(s) la transformée de Laplace de fy.
Déterminer L£]f4](0). Un calcul direct (qui n’est pas a faire ici) conduit a

L[f4](s) = 2 sinh 2s + %(COSh 25 — 1)
s s
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Sachant qu’au voisinage de s = 0, on a
sinh 2s ~ 25 4+ O(s%), cosh2s ~ 14 2s? + O(s?)

retrouver la valeur de L£[f4](0).

6. On considére la fonction périodique f : R — [=1,1] : t — f(t) de
période T' = 4 et de fonction génératrice fy sur [—2,2]. Déterminer, le plus
simplement possible, les coefficients de Fourier ¢, [f] de f.

7. Déterminer la série de Fourier de f en termes d’exponentielles. En
déduire la valeur de

“+o0o 1
7=y L
i (204 1)2

Suggérer une méthode pour évaluer la somme de la série

+oo 1
U= -
p;m (2p+ 1)1

(On se limitera a la description de la méthode sans faire les calculs corres-
pondants.)

Partie B (7 points)

On considére la matrice

0 1 0 0
0 01 0
A‘0001
e 0 0 0

ou ¢ € [0,2n[. Les auditeurs(trices) ayant des difficultés a traiter le cas
général ¢ € [0, 27| pourront prendre ¢ = 0, mais dans ce cas le baréme des
questions 8 a 11 sera divisé par 2.

8. Quel le rang de A?

9. Déterminer la conjuguée hermitique A de A. Calculer

B=A'A

10. Déterminer l'inverse A~! de A.
11. Montrer que les valeurs propres A de A satisfont 1’équation
M e =0
En déduire que A admet 4 valeurs propres distinctes.

12. On prend ¢ = 0. Montrer que A admet les 4 valeurs propres A =
1,—1,i et —i. Déterminer les vecteurs propres v; et vy associés aux valeurs
propres A\; = 1 et Ao = —1, respectivement. Calculer le produit scalaire v1-vo
des vecteurs vy et vs.
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