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Relation entre D et E. Propriétés générales de la constante
diélectrique

Larelation D = gE + P (Cf. 2.2.13), pour les champs statiques, va s’écrire pour
des champs variables
(A-1.1) D(r) = 5 E() + P(1)
ol le premier terme représente I'induction dans le vide, qui suit évidemment le
champ E(1); la polarisation P(r), au contraire, va suivre le champ E(r) avec un
certain retard (et persistera pendant un certain temps apreés coupure de l'excita-
tion E), da aux effets de I’inertie des charges.

D'aprés le principe de superposition, le champ E(7) aura la méme action
qu'un ensemble d’impulsion infiniment courtes.

Pour I’impulsion, de largeur dt, « allumée » en ¢ = 0, la réponse, proportion-
nelle & 4, pourra s’écrire, pour ¢ > 0

P(r) = 5 E(0) @ (1) dt, t>0
ou ®(7) est une certaine fonction décroissante de ¢, telle que, d’une part,
®(t) =0 pour ¢ <0, etd'autre part, @(r)—+0 pour 7t— + oo

avec un temps caractéristique T (par ex. @ (r) ~ e~"t). Pour 1'impulsion allum¢e
en t = T, on aura

(A-1.2) P () = g E(x) ©(t — =) d~, t> .

En superposant toutes les impulsions, de 0 a ¢, on aura donc

(A-1.3) P() = & [ E() Ot — ) d=

L]
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Piug
Eit\
Eir)
— - -\
RN \\ ~
Eio} \\
X f‘:‘ n
@H ) (!
t T 7T7+dr t

la valeur de P, a I'instant 7, ne dépendant que des valeurs de 'excitation avant cet
instant f, donc pour 0 < t < t (principe de causalité). Avec le changement de
variable =’ = t — =, (A-1.3) se met sous la forme (en appelant maintenant = la

variable ')
I

(A-1.4) P() = & ['E(r — ) ©(<) d=

-

qui conduit & (2.2.42) pour D(7), d’aprés (A-1.1).

Pour une variation sinusoidale dans le temps, on aura une réponse sinusoi-
dale déphasée, du type (2.2.14), si le champ E a été appliqué pendant un temps
suffisamment long devant le temps T de décroissance de ® (f) : en premicre
approximation, on peut donc étendre 1'intégrale de (A-1.4) jusqu’a © = oo : alors

D) = s Bl L% ['E(;— ) ®(x) d.
0
Pour E (t) = & cos wt, on obtient

(A-1.5) D(1) = &b [ca.f ot + [ cos(t — %) O() dT]
3

et, en développant le cosinus sous le signe somme, (A-1.5) prend la forme (2.2.14)
avec (2.2.15), ou

s glw) = 5 [1 g I‘:o.s‘mﬂl(-r) d-r]
(A-1.6) 1 it
( galw) = g [.S‘in wrt O(7) dr

relations sur lesquelles on vérifie & nouveau les propriétés de symétrie (2.2.46).
Revenons aux grandeurs complexes : d’aprés (A-1.6), on a évidemment

(A-1.7) @) = e + ity = & | 1+ [[er 0(x) |
0 :

qui aurait été directement obtenue pour E (1) = &e—*'. Compte tenu de ce que
®(z) = 0 pour r < 0, on a donc
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-+w
(A-1.8) g g a,[ €l9™ B () dr = ¢y 21 O (w)

ou ®(w) est la transformée de Fourier de ®(r); la transformée inverse est
+ oo
II)(T) = [‘B_!m“r (Il(m') dm".
En portant cette derniére expression dans (A-1.7), on obtient
B
§— 8y = 8 I d~ Ie““’_“*’”qi(m") des’

I
= g Jim /qﬁ(m")dm /e“"’ O g

.+m

g i — pl{w—w)R
=fsﬂl{§ﬂm}¢(m’)dm’ (L J

o — @'

ol le terme en e/(®—«IR pe contribue pas a 'intégrale sur «', lorsque R — oo.
D’ou
-+ oo

(A-1.9) g i3l ,-Eufm; D)

o —
L’intégrale dans (A.1.9) n’est pas définie pour @ = ' : on lui donne un sens en
considérant la variable « comme une variable complexe (Cf. Appendice A-6):
posons @ = w, + iw,; alors l'intégrale dans (A-1.7) ne converge que pour
les valeurs w; > {.'l, avec le facteur e—“*" : la fonction € — g, dans (A-1.8) n'est
donc définie que dans le demi-plan supérieur des « complexes (on I’appelle fonc-
tion « plus ») : on a done, d’aprés (A-6.2) et (A-6.3), lorsque wy — 0

+-eo et
‘B

/d w S0 _ g ja’ 26D 4 o)
soit i e
+ o
e — Eﬁ=ﬂaﬂ¢(m)-—i€'£fg“:‘¢}dm’
) —
et avec (A-1.8) i
+ o
sl __@fmdm
o — o
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En séparant les parties réelles et imaginaires dans ¢, on obtient les relations de
Kramers-Kronig

+ o
!
(A-1.10) 7, ML cjff L (CORPA,
™ @ — @
+o
(A-1L11) T, f LICHEL Y]
T W —

Champ électrique effectif agissant sur les électrons

Pour des milieux considérés comme continus, il figure dans les équations de
Maxwell des champs macroscopiques, définis & une échelle grande devant la
distance interparticulaire n—'s. Cependant, le champ effectif vu par les charges
représente la moyenne spatio-temporelle des champs microscopiques qui varient
beaucoup aux voisinages de ces charges. Il est donc nécessaire de relier le champ
effectif au champ microscopique.

D’autres définitions du champ effectif ont été utilisées (Cf. Panovski et
Phillips, 1955), comme celle identifiant ce champ & celui qui régne au centre
d'une cavité, forée a l'intérieur du milieu. Ce champ au centre résulte alors de
la superposition du champ extérieur et du champ da a la polarisation du milieu
entourant la cavité (la contribution au champ des charges voisines de la charge
considérée, contenues dans la région ol la cavité a été forée, étant nulle). En par-
ticulier, dans le cas d’une molécule fixée en un point d'un solide, on est conduit,
par raison de symeétrie, a prendre une cavité sphérique centrée sur la molécule,
ce qui conduit a ’expression

(A-2.1) Eg=E+—
35

ou P/3g est la polarisation de Lorentz. Mais ce champ représente la moyenne
temporelle, au point fixé ou se trouve la molécule.

L'application de (A-2.1) aux plasmas a été tentée et conduit 4 des difficultés
(Cf. par ex. Ginzburg, 1964). En fait, dans un plasma, la situation physique est trés
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différente, et seules les moyennes spatio-temporelles des champs ont un sens.
Ces champs moyens s'identifient avec les champs macroscopiques figurant dans
les équations de Maxwell (Rosenfeld, 1951). Un calcul rigoureux du champ effectif
(Kadomtsev, 1957), tenant compte des faibles corrélations entre les mouvements
des différentes particules(calcul au premier ordreen I' ; Cf. (1.4.8) et §1.6.1), conduit
a4 un champ effectif qui ne difféere du champ macroscopique figurant dans les
équations de Maxwell, que par des termes d’ordre 1 en I'. Dans 1’approximation
de Vlasov, on peut donc confondre le champ effectif moyen et le champ macros-
copique.

Tenseur de Green — Rayonnement d’un dipble dans un
plasma froid

Forme générale de g, (k) 3.1

Cette forme a été donnée par Kogelnik (1960). Nous la préciserons en fonction
du vecteur indice N. La relation (5.6.14) s’écrit

(NN — N1 4 %) - go(N) = — ——1

iwEey
d’ol s
i A
(A-3.1) gu(N) = W)
ou
(A-3.2) Ay(N) = AN* — BN? - C= A (N*— Nj) (N* — NI)

#, B, C étant donnés en (3.4.3) et NI et N? étant les deux solutions de A, (N) = 0,
étudiées au chapitre 3; et

(A-3.3) A (N) = N:NN — NtL + M

o, pour N = (N cosgsin, N sin ¢ sin 6, N cos 8)

an Lﬂ LIZ

(A-3.4) L=\ L, L, L

- I"ZE I-'zz LSS
ou
= %, 5in*0 + ng(1 — sin® psin®0)
= (iny + 3 sing cos ) sin*0
= sinf cos 0 (x,cos @ + ixy sinp)
(— iy + g 5in g cosp) sin*6
%, 8in0 + %4 (1 — cos®p sin®0)
s5in 0 cos O (%, sin @ — iy cos @)
= 5infcosO (%, cos p—inysing)
5in cosB (x,sing —ixgcosp)
% (1 + cos*)

et
i3

Il

L
L]

Sl
i

oot
855§
l l

w
w
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Kadg  Drgky 0
(A-3.5) M= —ixgey 3% 0 | =%(i—xd)x
0 0 wi—ud

w~! étant le tenseur inverse du tenseur x. Avec le choix des axes précisé au chapitre 2,
le tenseur A(N) est donc égal au produit, par ﬁ;. du tenseur inverse du tenseur
@

défini en (2.4.9); pour un plasma froid, ce tenseur prend la forme (3.4.1)

i Sax Boy 82,
(A-3.6) 0w (N) = m Bys 8yy By
8:2 By 812

ou
B = (x.'l =t N’J(M’B = Nﬂﬂﬂﬁﬂ)

8By = ntag— N2(x, sin®0 + x, cos*0)

8.: = (tg— NPcos0)(x,— N?)—»?

oy = — Byo = + ixg (g — NP sin’6)
8y: = — By = + ixgN%sinfcos 0

Bz — 8s; = — Nisin0cosh(x,—N?)

ol les x,5 sont donnés en (3.3.10). Le tenseur (A-3.6) caractérise alors 0«(N) pour
les ondes se propageant dans les directions du plan xOz: pour trouver le rayon-
nement total, il faudra ensuite sommer ces contributions pour les différentes
directions de xOz, relativement & J(r) qui est donné.

Puissance rayonnée par un dipble 3.2

En coordonnés sphériques (N, ¢, 8) pour N, I'éguation (5.6.19) s’écrit

T e 2n
] 2
Pm=4“:’ m[f;maaafN’dN qu?l]:}'gm(N)'Ja :
ey 0 ]
2

La derniére intégrale dépend de la position relative de J et N et peut étre évaluée
de deux maniéres différentes, grace A la symétrie de la solution autour de B, :
soit pour J,, fixé et N ayant une orientation caractérisée par (p, 8) avec g(N)
donné en (A-3.1); soit pour N fixé (par exemple dans le plan xOz, car g.(N) est
alors donné par (A-3.6)) et J,, ayant une orientation quelconque. Dans le second
cas, on bénéficie de la simplification de 1’expression (A-3.6) pour g(N).

Alors, avec J (k) = — —p
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!

ou, avec
p=(psinYcosep , psinTsing , pcos¥)

pP-0:p=plsin*'F (g,, cos’y + gy, sin’p) + g, cos®¥ + g, sin2¥ cos ¢]
L’intégration sur ¢ donne
2n

[dq:p-g-pznp’[m+nms2‘i“],
ou
m =g +£(§mm _l‘ng)

1
=y — E(gm + £uv)
conduisant, pour la puissance totale rayonnée, 3 une expression de la forme

peTm .N*casz¢)°§p=

avec

1 i ST B ‘NN
E(JHJ-I-JT)—S—ZJUIHVEEWH'& oA
0

-(u«,—.N’)*D—‘:Re ‘—5" anﬁJ NH‘*N (“m+ﬁﬂ)]

ol =1y pﬂ}—sﬁ est I'impédance c&racténsuquﬁ du vide, 3y = 2nc/w la longueur
d’onde dans le vide, et A,z les composantes de A données en (A-3.6). A titre
d’exemple, précisions le calcul de S

ALs(N) = (i — N cos 0) (4 — N?) —
A(N) = # (N*— N) (N* — Np). -
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Pour le péle N = N, (en supposant que le milieu présente des pertes faibles et
que par conséquent N, est tel que IJmN; « ReN,), l'intégrale sur N peut étre
évaluée par la méthode des résidus et donne

Nt
A 2N, (N — N3)

AS I(N)J‘

Or, d’aprés I’équation de dispersion A(N,;) = 0, et
%y
A (N) =— :s N3 sin®0 (N7 — N3)

-
ot Ny= (M]LT““)1sz est l'indice du mode extraordinaire défini en (3.5.20).
1

On a donc pour les deux péles

- n:oﬂ x, (str:“ﬁdﬁ(Ni—Ng Nz (NI— N2)
# (6) N:_ NI )

N, et N, étant fonctions de 0 & travers les coefficients #, B, C. Le calcul précédent
suppose essentiellement que les deux modes existent, c’est-a-dire s’applique
aux régions @, @, ®, @, @, @, ® du diagramme CMA. Lorsqu'un des modes
a disparu, N, par ex., on a Ni < 0, et le pole N, ne contribue plus a la partie
réelle de l'intégrale. De plus, I'intégrale sur 6 présente un péle pour £ (0) =0
(qui définit les résonances 0 = 0y). Des précautions doivent donc étre prises
dans les régions ol on a des résonances et au voisinage des coupures. Cependant,
pour les résonances, A — 0 : la distribution du courant dans 1’antenne intervient
(on ne peut donc plus assimiler I’antenne a un dipdle), en méme temps que le
modeéle plasma froid tombe en défaut.

Condition de rayonnement — Condition d’antirayonne-
ment (J.-P. Lafon)?

En régime permanent, on peut calculer le champ rayonné pour lequel la puissance
émise par un émetteur court dans un milieu ionisé, en utilisant, aprés transforma-
tion formelle de Fourier dans 1’espace, les équations de Maxwell.

On obtient tout d’abord la transformée de Fourier du champ électrique sous
la forme

(A-4.1) E (k, ©) = — ing, Rk, ©) - J (k, ©) + U (k, @) 8(DetR)

1. Cet appendice est un résumé de |'article cité en référence. J.-P, Laron, 1968.
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A1 étant un opérateur matriciel 3 x 3, inverse de 1'opérateur R, et qui comporte

donc le facteur (déterminant) R~

DetR = 0 est I’'équation de dispersion du milieu considéré,

U '8(DetR) est la solution générale de I'équation sans second membre (elle

concerne les ondes propres se propageant en I’absence de courant dans 1’émetteur).
Mais dans les cas ou la propagation est permise (indices N,, définis par la

relation de dispersion, réels) sans amortissement, on s’aper¢oit qu’on ne peut pas

définir E (r, 1) par la transformation réciproque

(A4.2) Emn=]hmmum4%
“espace des k
de la transformation de Fourier

(A-4.3) Emm=§dhmﬂﬁmﬁn

espace réel

En effet, le second membre de la relation (A-1.1) admet des poles dans le domaine
d’intégration.

Cela ne signifie pas véritablement que la transformation formelle des équa-
tions de Maxwell soit illicite, mais plutét que 1’'on a négligé une partie du rayon-
nement, la partie transitoire, en ne considérant que le régime permanent.

C’est pourquoi nous devons reconsidérer le probléme. Nous verrons alors que:

— la séparation du régime permanent du régime transitoire conduit a une

modification de la transformation de Fourier ;

— cette nouvelle définition de la véritable transformation, qui nous permet

de calculer directement les valeurs permanentes, constitue la condition de

rayonnement ou condition de causalité.

L'émetteur ﬂ

— 1l est court. Tous ses points sont en phase.
— La linéarité des équations de Maxwell et de la décomposition, en somme
d’un terme permanent et d’un terme non permanent, nous permet, apres décom-
position en série de Fourier, de ramener le probléme a4 une variation temporelle
sinusoidale pour I'étude générale.
— L’instant d’allumage est pris pour instant initial.

Le courant supposé connu qui le parcourt est donc de la forme

J(r, 1) = L, Y(2) sin ot T(r)

I,, amplitude du courant

Y (1), fonction de Heaviside

U(r), facteur d’espace que nous prendrons par la suite égal a 3(r) (distribution de
Dirac), ce qui simplifie les calculs sans en restreindre la généralité.
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Le plasma

4.2

Nous supposerons, ce qui est presque toujours réalisé, que la relation de dispersion
D(k, w) = 0, lorsque © tend vers I'infini par 1'intermédiaire de sa partie imagi-
naire oy (wy — -+ o0), ne s’annule plus pour k réel, dés que w, est supérieur 2 une
certaine valeur.

Cela revient & dire qu’il existe une abscisse d'holomorphie pour la transfor-
mée de Fourier-Laplace de 1’opérateur R,

La Méthode

4.3

Les équations de Maxwell deviennent, aprés une transformation de Fourier dans
I’espace et de Laplace dans le temps

If—m
f(l', r) =Ei;: f dﬂfd‘!kf(k'n) e“-f{nr-k.r_]

{E+ o  espace des k

£k, ©) =zT:£i f dt [ ar fir, 1) & @t-xr

o espace réel

L’abscisse (indifférente si assez grande) d’intégration £ sera choisie de telle sorte
que D(k,Q), ne soit pas nulle pour k réel (Cf. paragraphe précédent). Dans ces
conditions la partie U3 est nulle a I'intégration et n’est plus a considérer.
Les intégrations sont faites par la méthode des résidus suivant les parcours
des figures 1 et 2 respectivement quand on commence & intégrer en k ou en £,
La transformée a calculer est dans ces conditions (application de 1’équation
A-4.1)

ook ‘(i"j:‘ f dQ f dyp f sind do f kedk i o “’5" Q) —qr—xen

£+

Négligeant les intégrations sur les angles de coordonnées sphériques 6 et @ nous
considérons I’intégrale des pbles

fE—o + o0
- 1 1
o Q i —i Qi —km J3)
® ‘!Ed fna_ma T d*k
+® —w

Cette intégrale est toujours une fonction de p (avec kp = k . r) définie presque
partout.

Si I’on intégre en 2 par la méthode des résidus, on obtient deux contributions
de régime permanent (poles 4+ @) conjuguées, ce qui donne une partie réelle et
une autre partie provenant des pdles w; (racines de D (k, ) = 0), mais il est
impossible de couper I’'intégrale totale en 2 parties correspondant : ['une au régime
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permanent, 1’autre non, pour les mémes raisons que celles invoguées au para-
graphe d’introduction (fonction infinie dans le domaine k réel aux points k; (4 w)).

On peut alors montrer (pour plus de détail voir Lafon J.-P., 1968), en expri-
mant E;, champ permanent a la fréquence », comme somme de deux parties
conjuguées, dont 1’'une est donc la représentation complexe choisie,

ImLl
A E
0 o
B F Refl
Lo
FIGURE A-4.1, c
| Imk
!.‘l—t-n-t:l
Rek
| |
\ /
\ /
M d
FIGURE A-4.2, \-‘_____‘_____//
Ligne continue ou pointillée suivant le signe
de p (o k- r = kp)

— que la modification du parcours d’intégration en & depuis 1’axe réel jus-
qu’a un chemin gqui passe légérement au-dessus (ou au-dessous) de 1'axe réel
au voisinage des poles k; (- ), et dont le reste demeure confondu avec 1’axe
réel, ne change en rien la valeur totale de E (Cf. fig. 3);

— que le choix du chemin qui passe au-dessus (ou au-dessous) de 1’axe réel,
au voisinage d'un pdle, inclut une contribution de régime permanent, soit dans la
véritable intégrale de régime permanent (correspondant au pdle o en (2), soit
dans la partie transitoire (contenant éventuellement les ondes propres);
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— qu’un seul des deux choix possibles conduit a introduire cette contribu-
tion dans la partie authentiquement permanente, cependant que 1’autre absorbe
un terme décroissant vers zéro dans le temps.

Ce choix est fait de telle sorte que le pdle w;, qui prend pour k = k (w)
la valeur w, prenne une partie imaginaire négative (pour la représentation imagi-
naire en e~'*), lorsque k prend une partie imaginaire d’un certain signe.

Pratiquement cette condition sera utilisée dans I’autre sens, c’est-a-dire :
on donne a » une petite partie imaginaire positive (ce qui déplace les pbles du
c6té permis par le parcours modifié); on effectue le calcul (sans difficulté puisqu'’il
n’y a plus de pole sur 1'axe réel); puis on annule la partie imaginaire en question
(CT. fig. 4).

| |
k 4+ 8k
N\
s ¥ & >
ki &w)
W= o, + iw, — k —= k + 3k
FIGURE A-4.3. FIGURE A-4.4,

On peut en donner d’autres énoncés (Cf. Lafon, 1968) comme celui-ci, plus
« physique » :

On ajoute a la fréquence une partie imaginaire, de telle sorte que le phéno-
meéne croisse dans le temps, puis on effectue le calcul, et on annule la partie ima-
ginaire ajoutée.

Condition d'antirayonnement 4.4

On définit E;,, champ « entrant », par une symétrie dans le temps et les grandeurs
associces (B champ magnétique...), la cause suivant 1’effet. Cela veut dire qu’on
considére E;, comme le régime permanent d’une antenne émettant de — oo A un
temps fini, mais dont le régime d’émission transitoire apparait avant ’interruption
du courant.

On peut alors démontrer (Lafon, 1968) que ce champ, purement mathéma-
tique, est obtenu de la méme fagon que le champ E,, précédemment défini,
par modification de I'axe réel en k, mais avec une condition d’antirayonnement,
inverse de la précédente.

On ajoute a la fréquence une petite partie imaginaire de sorte que le phéno-
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meéne décroisse quand ¢ — -+ oo, puis on effectue le calcul, et on annule le sup-
plément imaginaire donné a w.

Le contour est modifié, si I'on utilise cette méthode, de fagon opposée A la
précédente (14 ol on passait au-dessus du pole, on passe au-dessous, et inverse-
ment).

Ceci est I'analogue de la décomposition en champ entrant et sortant du rayon-
nement de 1’électron,

Calcul hydrodynamique du tenseur de conductivité d'un
magnétoplasma chaud

Pour un plasma chaud, I’équation pour J,, associé & I'espéce s de particules
s’écrit (Quemada, 1961)

1 ib, 0

Ky dy— X Py =0 E, A,=(1—ibyx)=|—ib, 1 0

0 g 11

LY

ou Oys = logp?, % = klw.

Premier ordreent: % - Q =0
(AS1) @, —i(b, x @, + transp) =~ [(x - I)1 + xJ, + ] = 6.

Caleul de y, - ®, sans faire intervenir les indices s.

Introduisons les vecteurs @,;, de composantes O, =@, et G,; de compo-
santes G;; = G;; (j =1, 2, 3). L'équation pour ® se met alors sous la forme d’un
systeme de 3 équations pour les vecteurs @,

g &t P, + ib®, = G,
— ib®;, + & - B, = G,
( &-¢3=G3

ou, d’aprés (A-5.1), les G, s’expriment par

(A-5.2)

Iy 0 1

GIZE.G°J, ﬂ“_—(u X1 D
m

\%s 0

,’B n 0
KT

G2=;9‘J- B=1x 0 x

I\U s 0

Bz 0 n

G,=ET-J, vy={0 x» 0
m

% O 3xs

ol les x, sont les composantes du vecteur x.
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Le vecteur x - @ s’exprime a 1’aide des vecteurs @, et &,
X P = 0P + 1P
L’élimination de @, dans (A-5.2) conduit immédiatement a
B s el HiG =I%E(a‘t-a —ibR)-J

ou B = (A* — b™).
De sorte que

x_.b:%[xlg—r.(ﬁ.u— ibB) + xah7 - ¥] - J.

On a y,=yxsinf, yy=ycos®. Posons, pour simplifier 1’écriture, sin0 = 8§,
cos® =C,et

KTk* KT ,
T=——=
m w? m
Alors
x - ®=<M-J
avec

M=B"1.(4.P—ibQ) + A*.R

ou P, Q, R ont les expressions suivantes :

3¢ 0 SC 0 8 0 S| N 6.
P=10 S 0 Q=|% 0 S8C R=10.,€ 0
SC 0 8 0 SC 0 NC 0 3>
et
1 —2ib 0
1 —ib 0
1 ; i 1 2ib 1 0
Al=——\ib 1 0 ' 1=
]___bi(u 5 1-—-175) 1 — 4b* 0 0 11—4;);

On a successivement

38 0 SC
A -P— ibQ = | 4ibS* S* 2ibSC
SC -+ ibSC §*
(3 —8p%) 8° + 2ibS* (1—45%) SC

: 1 — 2ibS? s 0
_1' - —  —3
i A AT I—db e, 1—db o, 1—4bg
1—b* [—b% 1— b
; o M Yo sC
A R=1—— ibC* ibSC
—P\a-msc 0 30-8)SC
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TRANSFORMATION DE LAPLACE

d’oir
[ 3 — 8b® 1
o Mu = T e T R
TSI S (G S
1 — 4b? 1 — b
1
M, = 2
33 l—b’s 4+ 3C
<M=-—M SEN e S
= o [1-4&! 1 — b ]
14]
Mna=—Maa=l"_baSC
2 — B
Ill M13= Mﬂ_ 21___515(:.

Au premier ordre en =, on peut prendre, pour calculer x - @, I’approximation
d’ordre 0 pour J, ¢’est-a-dire celle des plasmas froids

JF =0t 1. E =0a" . E.

Alors, pour les plasmas chauds
A . J=0,[1+M-A]-E

d’ou

Jc=0-E=3X0,-E
avec, en revenant a 1’indice s

O; = Oog ["*;1 + Ty *’1:;1 -M,- J‘t:l]:-
Le tenseur diélectrique dans cette limite devient donc
€ = gX

avec

x =1—5pl (4 + 7s - My« £9),

ce qui conduit aux »,p, donnés en (6.5.1).

Transformation de Laplace®

Soit une fonction f(f) de la variable réelle ¢, telle que

(A-6.1) f(H=0 pour t<0

(A-6.2) f Ut | f(1)], bornée, ol o est un nombre réel quelconque.

1. Cet appendice et le suivant ont été rédigés d’aprés Balescu (1963).
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La transformée de Laplace ¢ (z) de f(r) est

(A-6.3) v () = [dte £ (o),
0

ou z est une variable complexe, le domaine d’intégration étant étendu de r=0a
t = oo, (Noter la différence avec la transformée de Fourier, F (w), ol @ est sup-
posée réelle, et le domaine d’intégration étendude 1 = — o0 d + o0.)

Dans (A-6.3), 'intégrale ne converge que pour tout z tel que Jmz =>o. Si
o, est la plus petite valeur de o telle que la condition (A-6.2) soit satisfaite, alors
Iintégrale (A-6.3) converge dans tout le demi-plan supérieur, que nous appel-
lerons S+, défini par Imz > o, o, étant appelé ordonnée de convergence
(fig. A-6.1).

Alors, 9(z) est une fonction analytique réguliére dans (S*), qu’on peut
prolonger analytiquement dans (S), ol se trouvent tous les points singuliers de
¢ (2).

Nous allons voir que la propriété fondamentale de o(z) est la suivante :
la nature et la localisation des péles de ¢(z), en nous limitant & ce cas, permet
de connaitre la dépendance temporelle de f (7).

La « formule d’inversion » de (A-6.3) est

(A-6.4) 1@ =5 [dzettq()
©

ou le contour d’intégration (C) du plan des z complexes est paralléle & 1’axe des
z réels, et situé au-dessus de 'ordonnée Jmz =g, D’aprés les propriétés des
intégrales d'une fonction d’une variable complexe, on peut déformer ce contour
(C) en n’importe quel autre, a la seule condition que ce dernier passe au-dessus
de tous les pdles. On peut par exemple prendre la droite Jmz = — oo, avec les
chemins verticaux et les cercles autour des poles (fig. A-6.2). Pour une fonction
% (z) n’ayant comme points singuliers que des pdles (simples z;, doubles z,,...)

b,
ol a3 ek
o(z) = ¥(2) + E = +z el 5 + ..
il n'y a pas de contributions a (A-l].4) le long des parties verticales de C (elles
se détruisent deux a deux) et le long des parties horizontales (1'intégrant est négli-
geable) : il ne reste donc que la somme des residus des poles, multipliee par 2ni :
d’ou

) = f[ L a; et + T b, ite™ + ]

i k

Ainsi, 'ordre du péle détermine la puissance de f, devant I’exponentielle (pole
d’ordre n «— "), tandis que la localisation du péle détermine le genre de varia-
tion de 1'exponentielle (pdle 4 1'origine — constante; pole sur 1’axe réel — oscil-
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lation stationnaire; pdle dans S+ — oscillation exponentiellement croissante;
pole dans S~ —> oscillation exponentiellement décroissante?).

l A 'mz
|

| Demi

| ©

| Plan de

(C)

i

T

E Convergence
| = Rez
|

FIGURE A-6.1.

i Imz

() = Rez

lhim

FIGURE A-6.2,

7. Propriétés de l'intégrale de Cauchy*
Définition 7.1

A toute fonction f(x) d’une variable réelle x, satisfaisant 4 des conditions générales
de continuité et de convergence a I’infini et définie sur un certain domaine de x
(par exemple de — oo & + o0), on associe la fonction de la variable complexe z

1. 8+ et S- désignent maintenant les deux demi-plans Jmz > 0 et Imz < 0.
2. Cf. note Appendice 6.
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v

*—Z

(A-7.1) ® (2) = (2ri)—? J F  —

®(z) est analytique dans tout S+ ou S—, excepté sur I'axe réel (car

reste

borné tant que Imz £ 0). |Imz &
T (89
. — Rez
I Y S~

Etude du cas dmz—0 7.2

Si z— y réel (avec Jmz > 0), @(z) — une limite bien définie ®+ (),
i (avec dmz < 0), ®(z)— O (y).
Les limites ®+(z) et ®(z) sont différentes : ®(z) est discontinue sur 1’axe réel.
Calcul de ©+(y) et ® [y réell.
Pour calculer ®+, on déforme le contour de facon que z reste dans S+ (au-

dessus du contour)
z

(A12) O+p) = —f(y) + X j i) . dx \
A\:j——- Rez
ol X=y
+ =g =
(A-7.3) ﬂ:fﬂdx.:mn f +f FAC)) . d.
xX=7 e—+0 X —
avec e > 0 B i

Pour ®(y), on proceéde de la méme maniére (z reste dans S)

o+ oo
e . 1 g ([ =
‘D(y)——zf(J-')—Fzﬂf@f;_ydr xz;\z

—

d’ou les Formules de Plemelj
) — () =S ()

() + D) = 91' S 4

Prolongements analytiques de @®*(z) dans S~ et de ®(z) dans S+ 7.3

Par la méme technique, on définit
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) y+in
@ Rez
'_ — -

@ 50

m+(y—fn)=§fo- in) + 5. 4 ﬁjgﬂr dx 7> 0

—_—0

@ JLY—"}‘

O i = =10+ m+ I@ﬁ_ff"_, dx 7> 0,

L
—ad

Origine de la discontinuité sur I'axe réel 7.4

En général f(x) peut &tre prolongée analytiquement pour tout x complexe : elle
posséde alors un certain nombre de péles x = x;. On peut calculer ®(z) par la
méthode des résidus en complétant 1’axe réel par un demi-cercle 4 1'infini, par
exemple au-dessus de 1’axe réel.

a) Alors, pour z € S*

O(z) = ®*(z) = 2mi [E Résidus des x = x} (au-dessus de 1'axe réel)]
j
+ 2ni (Résidu de x = 2)

b) et pour zeS-—
®(z) = ©(2) = 2ni [Z Résidus des x = x7],
i

=
o z
mais le prolongement analytique de @+, pour z €S-, est encore donné par (a);
de méme le prolongement de @~ pour z€ S* est donné par (b).

Expression de ®+(z) 7.5
(dans le cas ou f (x) peut étre prolongée dans S_.)

On a
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-+ on
d*(z) = (2mi)? L&) dx zgS?t
x—z

=0

-+ o0
OHz) = i) & [ xig_'—x};dx + % f(2) z réel
) :

+ oo
il 16 |
+ a— -1 = oL
O*(z) = (2xi) %fx_zdx + f(2) et
0*(z) = (2) + f(2). )
@+ est analytique dans S*: donc, si elle posséde un prolongement analytique
dans S, ses singularités (il y en a obligatoirement, sinon ®* = 0) sont dans S—;
mais dans S*, @ est réguli¢re, donc les singularités de ®* dans S— sont celles

de f (2).

Etude du mode longitudinal de basse fréquence dans la

limite T.» T;
Equation de dispersion 8.1

& c? m o
Avec x = o)fe?; g = Vi = %—“(m =eoui);m= Jr;:{g&l::: une fois ionisé);
0 _ x ., M my x LB milN

o el N
o m+l ' kB m+IN Tk &g X
I’équation (7.5.16) donne
(A-8.1) \ x =

Pour T, » T; (e;» ¢,), on obtient, pour x — o0, N* = me, = ;—%’ — \%
e 5

La théorie adiabatique (y = 3) a pression scalaire (Cf. Delcroix et Denisse, 1961)
donne, & la place de (A-8.1)
N N#
1——||1——
Y&, YE;

. N?
YME,
donnant la méme limite, pour x — oo, 4 condition de prendre y = 1.

X =

Courbes de dispersion 8.2

Pour a; « vy € a,, 0n a

(A-8.2) £ « N? «ﬁ c’est-a-dire =, « N°« ¢,
2 ﬂi'

da.
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]
2
L 1]
—3————-"—-————————-—- \
10% / i =N /
ﬁ -
10°- / i .
1Es ;,*3 s
1&s R o st SN BT €
104 ° "
4
104
Te=100T;
m = m;/me = 2.10°
2
10™ € =C*/Ve” = 30
(Te # 1,85 . 10* °K)
£, =c*NV =810
10 4
Es=c'NV;=86.10"
o =0y
T T T T T T -
1 10 102 10° 10* 10° X
FIGURE A-B.1.

Onde longitudinale ionique (T, » T,) : Onde pseudosonore et Onde de plasma ionique (pour T,= 100 T)
(1) Onde pseudosonore N!—eg x pour k' ki, (N® «ex)

— Théorie éq. (7.5.17) T m\
microscopique < (2) Oscillationdeplasma np_Si/ 4 X : .
T, »T; ionique éq. (7.5.21) " q (1 /l pour Kk}, «k® « ki :
(s,x « N® (e —)
m
emee | (-3)(1-X)
b= P Y i Amnemﬂdiﬁﬂﬂﬂﬂk,doncwm
aucune condition 0 Ne

de température 3,

Les courbes de dispersion sont tracées pour T, = 10°T; et T, = 10°T;. Dans le
premier cas, I"approximation (7.5.21) s’écarte notablement de la courbe exacte
et ne peut donc pas étre utilisée; cela provient de ce que kp, et kp; sont encore
trop voisins (kp/ko; = T,/T; = 10%) et qu’on ne peut pas négliger les termes
en k2. /k® pour k®« kZ. Dans le second cas, ’approximation est correcte et,
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dans tout le domaine (A-8.2), la théorie isotherme & pression scalaire serait une
approximation acceptable.

Te =10*T;
2
0 “ \\ 1/ E.:ofa
Ei
PR NI AL CE \/ (T, =1,85 .10° *K)
10%t \\\ £ = 6. 10°
Fa

/ 3 £s=6.10°
105 i / (2) /

10"_ /1
-
\
10% 1 (1)
1e X £
L& B '
.-—5 .;;"fw \"-—-________Ei
3 ¥ 3
10%¢
10 T
1 L™ =ﬂp’.'
1 10 102 10° 104 10° X
FIGURE A-8.2.

Idem fig. A-8.1 mais avec T, = 10'T;

Amortissement du mode basse fréquence 8.3

Dans la limite T, » T;, cet amortissement est trés faible. Par un calcul analogue
a celui du§7.5.1, mais en gardant les contributions électronique et ionique, on a

u”(k,u)=0 ﬁ=m—|—f‘ﬁ,

avec
. i
"’2’8 T e, (v) o bt
w(kyw)=1—% L 22T do - wiga] =
] kl (4] k
T

On en déduit
_ T

n=3azers(7)
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Pour
5&-: lf“e_m‘r“}
a.\Vr
il vient - \
Vr Wy (§ -
= YT o [ 9 e 2% ana:}
; YL re [aﬁ ‘I‘ﬂa‘—’
ol
2 _ () _KT, I w T,
(k) ‘. soit — 5 ‘«1, & 2:‘;1
Alors
\/’;: w? myle\ " T.
i op {1e iy
Yo p ﬂ”ag [1 4‘(me ,i) 21'.]

Dans les cas pratiques, le second terme est toujours « 1 : 'amortissement est
donc di essentiellement aux électrons et a pour valeur

e _ /r(m\he}_ _ . [xm0}

o \ 8§\m;| o? 8 m; w?
ou encore -

T mm, T; [ ko;\* :

== o toujours « 1.

@ Sm,-T,(k .

Intégration de I'équation de Viasov par la méthode des
caractéristiques (méthode des trajectoires). Tenseur dié-
lectrique d'un magnétoplasma chaud

Méthode des trajectoires 9.1

L’équation de Vlasov linéarisée, avec un terme de frottement d( aux collisions

(Cf. chap. 10) en —v,(f— fy) = —v,f; (on fera tendre v, vers zéro en fin de
calcul), s’écrit

; g A A
(A9.1) (w+ua+v 2+ @x av)n— E

m av

o1 on a posé (Cf. chap. 3) w, = —i B, pour chaque espéce de particules.

Posons f; = fie™¢. Alors

E f— h-!'a_j.; = ] .
(ar+vc)f1 et B e (a91) st

J L AN LO\F_ 4 g, %,
(A-9.2) (aﬁ" -+ (@ X V) av)fl— T L

Le premier membre représente la variation ‘%‘ le long des trajectoires du mou-

349



APPENDICES

vement non perturbé. Ces trajectoires sont définies par le systéme des « caracté-
ristiques » associées a 1’opérateur du premier membre de (A-9.2)

tfrf
——
ar
v’
-j?- =y Xy

équations dont les solutions donnent les trajectoires r'(+'). On considére la tra-
jectoire de la particule qui passe en r, avec la vitesse v, a I'instant 7. Cette trajectoire
sera définie 4 1’aide de la variable s = r — ¢’ (on remonte le temps a partir de ¢,
le long de cette trajectoire). On a donc

dr'jds = — v'(s)
ay'[ds = — wy, X V'(s)

avec les conditions « initiales » (& I’instant r)

r'(0) =r

v (0) = v.

Avec Oz le long de B,, la solution de (A-9.3) et (A-9.4) s’écrit

(A-9.3)

(A-9.4)

cos swy Sinsw, 0
vi(s) = R(s).v, ou R(s) =|—sinse, cossw, 0
0 0 1

ris) =r— ( [R@) d.s') v,
) I

Alors, (A-9.2) s’écrit

.

P —— Lo [, 1) ‘%("'3]

soit,a rfixé, t' =t—s

8 g, 0. 20D

En intégrant de s=0 & s=o00,avec fi(cc) = 0, on obtient

fl(r v, r)——-—’dse'wa(r t— ) ‘%(ﬁ_ﬂ
o
(A-9.5) r ——-r—~m£b[sm > .‘.ﬂ.( ) v, +Ezﬂ“’”]

vV =R(s)-v, +vy

R(5) =( cos 5wy  sin .s'm,,)

\ — sin sw, cos swy
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ol v, et v, désignent les composantes de v relativement 4 B,. Pour une pertur-

bation
E@, ) =Ek 0)d®—o0  fi(r,v,1)=f(K,V, )% r—o)

ona ¢
E(, 1 —s5) = E (k, o) ¢!&r—on JT®

oll, en posant £ = sw,, avec k = (k;,0,ky)
1 ) B
‘I—"(E) = ﬁTb [(m — k‘r‘r’ﬂﬁ}a— 2.5‘!::-52-161 (C‘a&’%'ﬂx ‘|“ S!HEUF)] y

Désignons par w cos ¢, w sin g, u les composantes de la vitesse v, ¢ étant 1’angle

des plans (k, By) et (v, By) : il vient

A q e 3 aﬂ,{{;’}
g Sk, v, w) __mmbE (k, @) de, e S0 (E)
1]

(A-9.6)
| ® (£) = o«f — Pw [sin ¢ — sin (p — £)]
en posant
_ o+ ive—kyu
o=
(A-9.7) Wy
_k
p= |

Dans le cas o1 f; (v) = n,g, (v) est isotrope (le cas f,(v) anisotrope est traité
dans Stix (1962) par ex.), on a

=== v
o oy (™) o)
puisque, dans le mouvement non perturbé, le module de la vitesse reste constant,
v'® = v?, Alors

aﬁ)_ Ej&]‘:zﬂ 080 v’=2.r:,,ag“ '

(A-9.8) L) = mzi‘: E (K, ©)- aif;%. [dzveene,

Cette expression est équivalente a celle que I'on déduit de I'intégration par la
méthode de Fourier (Cf. Bernstein, 1958).

Calcul du tenseur de conductivité 9,2

Nous allons calculer 'intégrale L (v) de (A-9.8). Tout d’abord, avec

+
vt = 5 J,(Bw) ém

m= — o
ou J,, est la fonction de Bessel d’ordre m, on a
eP® = % J (Bw) J,,,([Bw]e”“ﬁ""”"""w— Bl
n, m
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et

L) = fda v (£)e®® = z : o 0 L g fdg V() efla—mE.

Or, d’aprés (A-9.5)
wcos (p —E)
v (E) = | wsin(p — £) |
i

En passant en coordonnées tournantesL,, , (p =—1,0, + 1)

LR 4. [ E=i,

on a
Li: =5 fwn}:m Tl "c[":l:l(':F'}
A-9.9 %
ey Lo =i 2 0, 4(e)
avec ‘

A:,, (tp} g X I'e—-lm—m—#)m d Eel(nwm—-p)E

i ;
, le terme en iv, dans « assurant
& —Mm=—p

L’intégrale dans #, a pour valeur

e
la convergence ene - pour £ — oo, D’ol
e—iln—m=pg

9. fy =5 ———— =— :
(A-9.10) =i (p=—1,0,1)

Pour l'espéce de particules considérée, le tenseur de conductivité est, d’aprés

¥ 1 2gy0,° ogo
(A-9.8) o = f do 5 VL
soit
2iegge0 W g,
(A-9.11) o=— iﬂ[jun wdwg,,(u w) M (u, w) , avec g{(u, w) = a(v’)

ou, d’apres (A-9.9)

(A-9.12) M= |w'S, w'S, uwS,
uwR, wwR, u'R,

n
C, cos o
S; | = Z I Jn de | sing | 4, (I==x1y,2).
R, n,m . 1

w'C, wC, uwc,)

avec
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Le vecteur V,;, de composantes C;, S;, R;, s’exprime en coordonnées tournantes

V? ; (q=_1:us+lj‘

(A-9.13) Vit =C, £ S, VO = R,
et, on a
2
(A-9.14) Vi= % JJu [dp &% 4y
n, m

L]

la forme de(A-9.14),avec (A-9.10),conduit a définir le vecteur V4, p =—1,0, + 1,
tel que

(A-9.15) VY, = VI + iV, Vg = V1

d’ou, d’aprés (A-9.10)

Vg == E Jﬂjm‘]dqi ﬂ"qq: '&T
& E 3.7 /ﬂ' ‘:Fm+p+¢
en posant -
o eln—%
it & — k.
Or, 'intégrale
2 \ i pour A = n
qul ¥h = o—
0 r 0 pour i £ n.

Alors, en ne prenant dans la somme sur n que les termes non nuls 7 = 3,

A-9.16) 1 Ve=2xzj, —Jmista
Dot m ™ a— (m+p)
ou

1 J J
A-0.1 Vi="(V1 N . Umtld0- __Ym—14g &
(A9.17)  Vi=1(VE, + VL) ﬂﬁjm(u—(m-iwl)-{-m—{m—l))'

la somme sur m étant prise de — oo & + oo, on peut changer (m - 1) en m dans
le premier terme du second membre de (A-9.17) et changer (m — 1) en m dans le
second terme : il vient
Ve —'n.'E(J e —[—Jm_H) m—q _ 2% EmJ.—ﬂme—
a—m ﬁW m o —im
d’aprés la relation

(A-9.18) Im—1(¥) + Ty (x) = -T x) ,» x=Bw
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De la méme maniére

.-.-.l s = - — m_ ='211.'. r._I'M
_zi(v‘“ Vi) E{J ~1 m+1) e IEI_M
d’aprés la relation
(A-9.19) Tt ) =T 0 =2 )
et
i o
V=V = 2p E 224
m o« —m

On déduit alors les C;, S;, R;, d’aprés (A-9.14)

= %(Vil-l i vr1)

1
8 =5 (Vi) =V

R.":W.

Dans les C;, les termes en J,_, donneront J,., + J,_1= E—’:Jm; dans

S,, ils donneront J,,_; — J,, 41 = 2J,,; dans R, ils donneront J,,.
On a donc, avec wyx = @ + iv, — kjyju = wy a(u)
+ oo

cr—ﬂ—dhrmam,,m fmjwdwg.«(u w) Ko (u, w)

Yoo

ou
m* imw mu
= LA T I
g™ g B
K, (4, w) = i’%—" 2 L A iuwd, Ji,
’%“ T, — w3, Tl W2

I’argument des fonctions de Bessel étant Bw , indépendant de w.
Plagons-nous dans le cas ou f; est maxwellienne

= H‘v_tlﬂ
—(aym) e a , go (4, w) = — 5—,&-

Alors, dans o

+ oo L]

o 4 i E‘fﬂ_f_) E’d(‘f)e-“-‘ )
at \/h' m Wyt — Mty a a
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les intégrations se séparent. Les intégrales sur « sont de la forme
“+ @ + o0

Yoo [ ()= o [rend
i VTI.' a u kﬂﬂ \":1': t-m i

) —I— iv,,—k”a:— — Pty
i

— e —_ 0
L 0] —|— ["Uc — My,
iy sy kya
soit, avec la fonction de la variable { complexe
1 [e"dy
Z({) =—=
®© \/ml y=5

définie dans le 1/2 plan supérieur et qui correspond au terme iv, dans {,,

1
o PO B

1
Y™ =—2Z'({C)
2ky

Les intégrales sur w sont de trois types (: = }')

F, = J e~V'ydy I3, (Bay)
0

o

Gy = [ e=ydy T3 (Bay)

H, = [ ey Jn(Bay) Tu(Bay)

LS

on a évidemment
a éF
B i
2 8(Pa)
11 vient alors
4i
F
avec
TR = 2 YoFa Th = — T = - 2y,
™ = Y?'G,, T =—T& =iY"H,,
T = YMF,, TE=T{’§=%YE"F".
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2

Or, en posant Pay=z et (Ba)® = (%51 ) = 2) , l'intégrale dans F,, se met sou
b

la forme de Weber (Cf. Watson, 1956)

o

7 - fe_.-;.;. zdz J,, (2) = 2e—2 1,, ()
0

ol I,, () est la fonction de Bessel modifiée (Cf. p. 344). Alors

1

Fo ==1s =Ee_1lm ().

:

21
D’ou

_a @F, =gBFm' e

H”‘_Za(ﬁa) 2 a Var

=§s/2_1 e A L, =1L, () 1.

H]
Pour calculer G,, = (2%) Em
-]
e ——'-'/‘E"'"‘"l z%dz J}3(z)
0

on utilise les relations (A-9.18) et (A-9.19), qui donnent

12+ Z B =2 G + Tho)

d’ol1 en intégrant sur z i

-1
1 ol :
g+ mif =5 [ 2z Wi + T
0
L’intégrale peut s’évaluer a4 partir de f,, . et f,,—;. On a en effet
o 1
?.:'=2—ﬂ‘ e~y 2'dz J5(2)
0
donc

O = = 1+ N (fon + Syne) = — 1 + 32 D6 (i L)

Or, J1,(@») =i"1,(3), dou
. d
Lnti+ Lna =21 , In =%m'
Alors
gm =—me AL, + 2}."3—? (he=2 1)

= re 2 [— mPL, + 203 + 20 (1 — ) L.

De I'équation pour I,
B, +A1, — 02+ m) ], =0
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ETUDE DU VOISINAGE DE LA RESONANCE © = @y

on tire
NIy, — mfl, = 2L, — I},
d’ou
gm =Ae A [, + ML, + 2 (1 —2)1" ]
soit enfin
G, = ‘{e—m [+ (=201 + ALy
D’ol
O _OFy ==
ing ot we Esm (tn k”“)
8% = —m‘Z,,,[T”"
H=—Z,DIn + (1 —2)1, + L]
S;: = szl Iﬂl
m——Sm—iZL VA2 (I,—1L,)
S:; -— S;’l': = mZ;n—l'Im

\ V2

en accord avec les expressions (8.1.5) pour les composantes de » quand on fait
tendre v, vers zéro.

Etude du voisinage de la résonance = o,

Dans ce qui suit, on supposera que la condition 18—y « 1 est toujours satis-
Wy
“faite.
Etude du voisinage « lointain » : |(w — w,)| ka,| » 1.

2= %, pour |z| » 1, on peut négliger Im Z(z) ~ e, et

Posons z =
a

prendre Z (z) ~ — i On a alors

K22 [
RESR0.1) w? S o (0 — wy)
qui correspond a la solution plasmas froids.
Pour o > w, on a K purement imaginaire, correspondant & une onde
évanescente (on se trouve alors entre la coupure wy, et la résonance w,).
Pour o < wy, la solution de (A-10.1) donne K réel. Cherchons une solution
faiblement amortie K=Kk(1 4+ iy) avec 0 <y « 1. L’équation devient

e ; : .
(A-10.2) —Eu+mﬂ=+£iu—mzm
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&}—ﬁ.‘lb

= (1 — iy) = x (1 — iy). En développant Z (z) au voisinage de x réel

Zix(1 —iy)=Z(x) — iyxx Z'(x)

ol z=

avec, pour x» 1
Z(x)—u—-;lc +iyme=

et, aux termes en e~*' prés (justifié pour calculer vZ')
Z' (x)=—2( 4+ xZ) ~0.
Alors, dans (A-10.2), on a

ko - P N
5 (1 +20) =+ 21— ) [ +iVme]

soit

ke w? 1

st v = — —&_ (] — { 5

— (1 +3iy) mka,x(l V7 xe ")
d’olt

Be ol
(A-10.3) g
. 2
2 _ Vr(op — ©) (e —

(A-10.4) v=4 exp[ ( = ) ]

En fait, la condition vy « 1 est satisfaite pratiquement dés que |x| > 2. Avec
(A-10.3), cela fixe un écart Aw, = ®, — @, minimum, tel que

(A-10.5) (25‘ "‘J) P B g,

cwy @y
Cette solution n’existe donc, puisqu'’au « voisinage » de la résonance on a
(Awp/wy) « 1, que si B,= (aw,/cw,)* « 1, condition qui est réalisée en pratique’.
Cette solution correspond a la partie de la branche D, au voisinage w < w; de la
pseudorésonance © = w, (fig. 6.2, p. 239), telle que

"
(A-10.6) ANt -2 \".
m a
sz

pour A = 105, par exemple (et m = 2000), ces limites correspondent a

50 « N2 < 2,108,
1.On a en effet By = (“f)' :‘:!E 4 (fé)'i ob B, m et A sont définis en (2.3.9),
b

(3.4.22) et (3.5.11). Pour a,/c = 10-%, m = 2.10%, on a donc B, = 5.10-*A : la condition
Bg « 1 exige donc pour A des valeurs pas trop élevées, disons A < 104, c’est-i-dire des plasmas
pas trop denses (ce qui est aussi exigé par le modeéle de Vlasov), ou des champs magnétiques
pas trop faibles.
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PARTICULES RESONNANTES

Remarquons que la solution numérique pour le voisinage proche de w, (fig. 8.6),

i K <ky= 6y 0 t":ﬂ:ﬁlr.
= a,ct i

]

correspond 4 un indice

_ ke (caf\h_é g,
(A-10.7) N << ol (Gs mg) agﬁ

du méme ordre de grandeur que la limite supérieure dans (A-10.6).

Particules résonnantes

Dans I'approximation linéaire, on calculera la phase du champ E = Ege/k-r—a0
au point ou se trouve la charge a l'instant #, en prenant la position non per-
turbée (quand E = 0) de cette charge a cet instant .

Si By=0 111

le mouvement non perturbé est défini par r(r) = r, + vif, et on aura
(A-11.1) ker— ot =k-ry + (k-vy — o).

Le champ, et par suite, la force qui s’exerce sur la charge, ne dépendra pas du
temps si (en prenant k le long de Oz)

(A-11.2) Dos = = = Ug.

Les particules remplissant cette condition sont dites résonnantes; cela ne pourra
avoir lieu que pour 1’onde longitudinale, pour laquelle, au voisinage des réso-
nances plasmas, on peut avoir vy < ¢, tandis que pour 1’onde transversale on a
toujours vy > c.

Sl Byz=0 11.2

q

le mouvement non perturbé est défini par Y= = v<By, = w, xv, d'oll

(1) = Uy
'( vf) = v coswpt et rf) = :}Tl sin @yt +roq.
b
Alors, la phase devient, pour k = (k.. 0, k,)

k:r— of =k-r, + %"ﬂ sin oyt + (K ve; — o)t
b

ol l'nzf(f:()).
En utilisant le développement

+09
(A-11.3) e — I ()
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il vient

(A-11.4) gl r—on — Hk-ry +Em T, ('E?_‘_?Jg) pi(w —nap—ky, 0
n=—mm g

On obtient donc une superposition d’ondes se propageant dans la direction Oz.

Pour chacune d’elles, la phase du champ vu par la particule sera indépendante

du temps si

(A-11.5) © — nw, — kv, = 0, n=0, 41, + 2,...

Dans le référentiel ot la particule est au repos, la fréquence du champ E, modifiée
par effet Doppler, devient o’ = © — k,v,.. La condition (A-11.5) est donc la
condition de résonance dans le référentiel de la particule
w' = nwy.

Ces conditions

@ = neoy, + kv,
se trouvent réalisées, pour n== 0, aux voisinages des « résonances » gyroma-
gnétiques et de leurs harmoniques; pour n = 0, on retrouve la condition (A-11.2)
obtenue pour B, = 0.

Vitesse de groupe et vitesse de signal au voisinage d'une
fréquence d'absorption

Le concept de vitesse de groupe a été introduit pour des paquets d’ondes se pro-
pageant dans un milieu sans perte. Dans le cas ol la fréquence centrale o, d’un
paguet se trouve dans une bande d’absorption, Brillouin (1960) a montré que
cette vitesse de groupe v, perd toute signification physique, et doit étre remplacée
dans cette région par une vitesse vs, appelée vitesse de signal.

Cette modification peut s’expliquer ainsi : au cours de leur propagation, les
composantes du paquet sont plus amorties du « coté » de la bande d’absorption
gue de ['autre, et le paquet va se déformer pendant la propagation, son centre se
déplagant vers I'extérieur de la bande d’absorption. En définissant la vitesse du
paquet par celle du maximum de son amplitude on congoit que, par suite du
déplacement du centre, cette vitesse puisse étre différente de v,, vitesse du centre
en 'absence d’absorption.

Pour illustrer ce qui précéde, considérons un paquet d’ondes, de fréquence
centrale «,, s¢ propageant dans un milieu dispersif homogéne; caractérisons ce

paquet par?

(A-12.1) S(z,t)= [ A (o) elks—w g,
1. Nous nous limitons ici au cas ol le vecteur k a une direction Oz fixée ; dans un milieu

anisotrope cela n'est plus vrai et on devra tenir compte de la variation de 1’angle entre k
et v, au cours de la propagation.
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VITESSE DE GROUPE ET VITESSE DE SIGNAL

ou d’amplitude A (») est une fonction centrée sur «, : nous prendrons, pour
simplifier les calculs, une fonction gaussienne

(A-12.2) A (o) = Aye—2@—w)

)

oll & ~ (Aw)? fixe sur la « largeur en fréquence », Aw, du paquet.
1 — Supposons le milieu non absorbant pour les fréquences voisines de w,.
Alors, k = k (w) est réel, et en posant & = w, 4 1, on a

ok
k(m}:k(ma)_i_u(a_) oA
0 f & = ey
D’ou
'+m
S (2, 1) = Age!lar—ed [ du e+ itz —0u

Lo
- O

et, en posant 6 = t — kyz
-+ e

S(z,1) = Agelbor—0 e ((du e (~32)

ou I'intégrale vaut (w/a)*:. D’ol >
S(z,t) = A \/;IE g—';!’a ! Koz — wat)
o

la seconde exponentielle est la porteuse, tandis que la premiére fixe la « modula-
tion », ¢’est-a-dire "Tamplitude du signal en fonction du temps.

Enz=0,0na : | Siz,, H)
- 2
S(0,1) = A.,v T p—tod gt

[« 4

En z =z, on a un signal centré sur
I'instant r, = kyz,, de méme forme! que
le signal S (0, ¢)

A 510,
(A.12.3) . |
* ' 5 t
(a0, oetta fois-ci, 1a largeur:Ap du. paguet FIGURE A-12.1.

est caractérisée par a«': : on retrouve la
relation d’incertitude Ar-Aw ~ 1) : ce signal s'est donc propagé a la vitesse

zﬂz =1 — @-—J-
0 =5 = = (%),

1. 11 a déja &té signalé, au chapitre 5, que la déformation du paquet était lié an terme
suivant, ; k u* dans le développement de k. Nous préciserons ce point pour k complexe,

puisqu’alors on doit faire intervenir la déformation du paquet.

361



APPENDICES

2 — Pour k = B + iy, complexe, la situation est différente parce que I’amor-
tissement, caractérisé par vy (w), n'est pas le méme pour les différentes composantes

du paquet. On a
+ 00

S (z,1) = f A () e—¥F e Bz=6D gey,
"o
Avec @ = w, + u, en se limitant au second ordre en # pour £ et vy — ce qui
implique d’avoir un paquet assez étroit en fréquence (« grand*) et de ne pas étre
trop prés du maximum de 1'absorption —, on a

’ 1 ! 1
B = Bo + Bgu + 5 Bou; Y = Yo+ Yok + 3 vou'
et pour le paquet A (1) = A"
+ oo
(A-12.5) S(z, 1) = P —w) A o —Ye l du e —au*+bu

S == M
> porteuse amplitude de la mauﬁﬁm
ou

"

1 e
ﬂ=ﬂ-+£"|’n2—'2{ﬁnz

= — oz — I6, 0 =1t—fB,z
Avecv = u— ;—, Iintégrale s’écrit, (d'aprés les hypothéses, Rea > 0 et 'intégrale
t
converge)
ebl4a l e~ dy = T pbdl4a,
l_a a

L’amplitude (complexe) 4 (z, ¢) de la modulation est donc
A (z,1) = 3%0 p—Yoz+bYda_
a

En posant
A=1v2 p=2+7yvz v=pz

(quantités indépendantes du temps), on a, aprés calcul, une amplitude

2 e
(A-12.6) #(z,60) =A/2n Ay (u — iv) 2 H(z,0)
ou
1 .
H(z,0) =exp — {y,Z + 2 - o [6® + 2290 — A% + 7 (v0* — 2Ap0 — l“v)]%
dont le module est de la forme
1
(A-12.7) 14 (2, 0)] =4/27 Ag (U2 + v) "4 g0 o8~ 2000,

1. Plus précisement, By« « B, pour &~ o~"s, soit « » (B /B:)%, et de méme pour v, «» (vy/vo)"
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VITESSE DE GROUPE ET VITESSE DE SIGNAL

En un point donné z = z,, on a donc une amplitude de modulation
| (2o, B)] = K(z,) e—5:0"—2k8

ol K (z,) est un facteur constant et ol I’exponentielle contient, a travers 6, la
dépendance temporelle, Le centre du paquet, défini comme le point d’amplitude
maximum se trouve en 6 = 0, tel que

h v Boyoz?
(A-12.8) === =
g £o 1L 2 + o2

et est donc déplacé (4 droite ou A gauche suivant les signes de B" et v,) par rap-
port au point 6 = 0 qui était la position du centre du paquet lorsque le milieu
n’est pas absorbant. Lorsque 6, < 0, le centre du paquet est arrivé en z, au bout
d’un temps 1 << 1, : sa vitesse de propagation (appelée vitesse de signal v,) est donc
Uy > U,; au contraire, si 8, > 0, ona v; < v,

Rapporté 4 son centre 6 = 0,, le paquet en z, a pour amplitude
|"£ (zlﬂ! 7)1 ~3 K—(zn) ek:flt E_R‘TI, = — Bc

séparant une atténuation d’ensemble, exprimée par le facteur Ke#i/*, du facteur
temporel e~*™, qui fixe la « largeur du paquet »

3.2
AfP oo gt = o o ¥ _ &
(A~ g: pl+ Z[Zm—l— gtk e +W}

et précise 1’élargissement de ce paquet au cours de sa propagation. Lorsque &

"y
est réel, cet élargissement se réduit & Bo z',
(v 4

dt -
de®

En plus du déplacement (A-12.8) dans le temps, on observe au cours de la
propagation un déplacement de la fréquence centrale o, : en z donnée, celle-ci est

définie par &, = — (%?) , @ étant la phase dans (A-12.5) : avec (A-12.6) on
0=t
a donc
1 A YoZ
A-12.9 = Wl e F) ey =y o= A+
( ) @, mﬁ+“,_+__‘,{c W) = i

Si les calculs qui précédent montrent simplement 1’essentiel de 1’effet de 1’absorp-
tion sur la propagation de 1'énergie, ils ne sont pas rigoureux. L’intégrale (A-12.4)
doit étre évaluée par la « méthode du col », qui traduit analytiquement /e principe
de la phase stationnaire; la contribution principale a (A-12.4) s’obtient alors en
effectuant 1’intégration le long d’un contour du plan des @ complexes, sur lequel
la phase reste stationnaire et pour lequel 'intégrant présente un maximum (le col).

Au premier ordre en 21 les résultats (Quemada et Velut, 1967) sont les suivants :
e 4
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— le paquet, centré en w,, parti de z = 0 & ¢t = 0, arrive en z 4 I'instant

(A-12.10)

— la fréquence centrale est

i
* z
rg jia gaz + a:m
oZ
w, = mo—Tl

r 4

d’ol, en développant §3; au voisinage de w,

(A-12.11)

8= (EEHT——"§:z+4—§)z

le déplacement (A-12.8) en temps 6, est donc modifié par le facteur en £f.

Vitesse de signal et vitesse de groupe en un point donné

D¢finissons la vitesse de signal v, par v;* = fi—r. soit, d’aprés (A-12.12).

dz

Aot i
" Z
ot = T 4

Pour le paquet centré en «, au départ, on a donc une vitesse de propagation v,,
telle que (en négligeant le terme en B” pour « et z grands)

FIGURE A-12.2.

FIGURE A-12.3.

v#—l = .U;l gkt ﬁgz

o
différente de v, dés que v’ n’est plus négligeable.

A titre d’exemple, considérons la région o < o,
avec f =k, et vy = k, déterminés a la fin du cha-
pitre 8 par la théorie des plasmas chauds.

Les courbes B (w) et vy (w) sont tracées sur la figure
8.6, On en déduit I"allure de v;?, qui présente un
maximum pour une fréquence comprise entre la
fréquence donnant v ;' maximum et la fréquence e,
(fig. ci-contre).

Ces résultats sont comparables 4 ceux obtenus
par Brillouin (Ann. Physik (1914) in Brillouin, 1960);
en particulier, ils donnent une vitesse de signal finie
en w = w,, ol v, - oo, et perd donc tout sens
physique.



