Ondes AV

dans les magnétoplasmas froids,
homogénes et limités

Les plasmas de laboratoire et, souvent, ceux rencontrés dans la nature, sont néces-
sairement limités: nous allons voir que cela entraine de profondes modifications
des résultats obtenus au chapitre précédent.

La description diélectrique nous a permis de caractériser les modes propres
pouvant exister dans un plasma homogéne. Dans cette description, qui repose
essentiellement sur 1’hypothése 2p, « L (3p, étant la longueur de Debye électro-
nique et L une dimension caractéristique du systéme), les effets d’éventuelles
parois, limitant le plasma, sont négligeables devant les interactions binaires entre
particules; en particulier, on pourra laisser de coté les chocs sur ces parois pour
étudier les phénoménes ayant licu au sein du plasma. Néanmoins, sur ces parois,
les champs doivent satisfaire & certaines conditions aux limites, et, & travers les
interactions collectives, la structure des modes propres, méme loin des parois,
sera changée. Aussi, méme lorsque les longueurs d’onde 5 considérées sont telles
que % « L, — on aurait pu alors espérer pouvoir appliquer, loin des limites, au
sein du plasma, les résultats obtenus pour le plasma de dimensions infinies —
on doit recommencer 1’étude de la propagation, compte tenu des conditions
aux limites.

Par ailleurs, la présence de limites modifie les propriétés de 1’équilibre, le
plasma devenant inhomogéne et s’écartant de la neutralité électrique (Cf. chap. 1).
On observe alors des couplages de modes, des instabilités,... que nous n’aborderons
pas ici. Lorsque ces inhomogénéités & 'intérieur du plasma sont assez faibles,

c’est-a-dire lorsque % « L1 et qu’elles sont principalement localisées au

voisinage des parois (sur des distances < )p,), On peut, en premiére approximation,
étudier le probléme de la propagation en considérant le plasma comme un di€lec-
trique homogéne limité, de la méme maniére qu’on traite la propagation dans les
guides d’ondes, partiellement ou complétement emplis de diélectrique solide.
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Le traitement présenté ici sera donc analogue a celui du chapitre 3, aux
conditions limites prés, et en considérant que les modes propres, comme dans
les guides, ne sont plus des ondes planes, mais des ondes dont la structure est
liée aux caractéristiques géométriques de la surface limite du plasma; de plus, la
nature du milieu entourant le plasma (vide, diélectrique isotrope ou conducteur
métallique) influera beaucoup sur les résultats.

Signalons que les problémes de transmission et de réflexion, qui n’avaient pas
été rencontrés dans le cas des plasmas illimités, oi1 ces concepts n’ont pas de sens,
vont étre d’une importance fondamentale pour les plasmas limités. Ces questions
seront traitées au chapitre 5 dans le cas particulier d’une surface plane séparant le
plasma et le vide; de plus, le rayonnement d’une source ponctuelle et des théorémes
généraux sur le rayonnement des antennes y seront abordés. On trouvera des
développements de ces questions, du point de vue expérimental, dans 1’excellent
ouvrage de Heald et Wharton (1965).

Nous nous limiterons dans ce chapitre au cas d’une géométrie cylindrique,
de section arbitraire, les génératrices étant paralléles au champ magnétique exté-
rieur By, pris le long de Oz. Nous étudierons, pour les raisons de simplicité, le cas
de la lame de plasma avant de donner les résultats pour le cylindre de plasma, de
révolution autour de B, (sans entrer dans le détail des calculs qui, sans présenter
de difficulté, sont quelque peu fastidieux). Au début, nous rappellerons les résultats
dans le vide et, toujours pour des raisons de simplicité, nous étudierons les limites
B, = 0 et B, infini.

Le cas o le champ B, est perpendiculaire a 1’axe Oz du cylindre ne sera pas
traité ici. L’étude compléte et détaillée en a été donnée (en méme temps que pour
B,//Oz) par Bers (1963).

Equations générales : séparation des composantes paral-
léles et perpendiculaires. Conditions aux limites

On déduit des équations de Maxwell, comme au chapitre 2, 1’équation d’'onde,
valable 4 l’intérieur du plasma, pour une onde & (r,7) = E (r) e—/o!

2
(4.1.1) VX(VXE)—%K-E=0
et de maniére analogue, pour H
(4.1.2) V x(Vx H) +iogV X (x-E)=0

ol x est le tenseur diélectrique réduit des plasmas froids

w, —ing 0
(4.1.3) w(w) = | i, %, 0
0 0 x

défini en (3.3.9) et (3.3.10).
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En géométrie cylindrique, la symétrie de translation dans la direction Oz et
la structure de  (w) entrainent I’existence de solutions de (4.1.1) en €'*, ou «
ne dépend que de w. Dans (4.1,1) et (4.1.2), nous pourrons séparer 1’opérateur

V= -g;_ en composantes V, et V), respectivement perpendiculaire et paralléle a Oz.

Pour les grandeurs du type
414 &2z =E(x,y)®% = [E, (x,)) + Ey (x, y)] e*—?
on a donc
(4.1.5) V=V, +V,=V, +ia

ol a est le vecteur, de module «, dirigé suivant Oz, et ol en coordonnées rectangu-

laires, V, — (ai ;—y n)

Pour tout vecteur A = A, + A, on a donc
(4.1.6) V. A=V A +iazAy
(va)1=leA”-|-fn>cAl

(4.1.7)
(V xA)y =V, xA
(4.1.3) j WX(WXA‘)].I. :le (vl >'(:‘EA‘J_')_'_I:I'!IA‘.I. +iﬂ'-'v]_A”
[Vx (Vx A ==ViA) +ia(Vy -A)
tandis que d’aprés (4.1.3), on a, pour I'induction électrique
(4.1.9) Dy = g (x - E)y = ey
@110) Dy =GB = By, w=(2 ). :

Projetées successivement sur Oz et sur xOy, les éguations de Maxwell s’écrivent
donc

(4.1.11) V, x E; = iopHy

(4.1.12) V, xE; +ia x E, = iopwH,

(4.1.13) V, x H =—iwgxE

(4.1.14) Vi, xHy +ia X H =—iogun +E;
(4.1.15) Vi-(-E ) +iang Ey =0

(4.1.16) V,-H, +iaHy = 0.

De méme, (4.1.1) et (4.1.2) se séparent, d’apres (4.1.8), en
4.1.17) VIE) — o (V, - E)) + 2wy = 0
(4.1.18) ViH,; — o*H; — iwg,V, x (%, -E, ) =0
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le long de Oz (en tenant compte de (4.1.16) dans (4.1.18)); et, dans le plan xOy
(en tenant compte de (4.1.11) et de (4.1.13)), elles s’écrivent

(4.1.19) (—- o -1-3‘:,1@2:1-)14:1 = ia V,Eyy + iouV, x Hy
(4.1.20) o'H, =—iaV , Hy + wga x (%, -E,).
Avec (4.1.12), (4.1.20) peut se mettre sous une des formes équivalentes 2 (4.1.19)

2
(4.1.21) (-— m’—lw%xa) H, =ix V H) —iogy, V, XEy — wg a x [(x, —%31) - E]

(4.1.22) (— o 4 %') H, = iz V,Hy — fog, V, X By — weg e X [(¢, — 1) - E,].

Les conditions aux limites traduiront, a la traversée de la surface de séparation,
la continuité de la composante tangentielle du champ E (relativement a cette surface
de séparation), et la continuité de la composante normale de H, puisque B = yH :
ces conditions s’écrivent, n étant un vecteur unitaire normal 2 la surface de sépa-
ration, orienté du milieu 1 vers le milieu 2

(4.1.23) n X (E;—E)=0
et
(4.1.24) n-(H;—H,;) = 0.

Lorsque la surface limite peut supporter des densités superficielles de charges
o, et de courant j,, telles que
iwe, =V -j,

la continuité de la composante normale de 1'induction électrique D = ¢ - E et
de la composante tangentielle du champ magnétique H s'’expriment alors par

(4.1.25) n-(D,—D,) =g,
et
(4.1.26) n x (H,—H,) =j.,.

En fait, on naura besoin pratiquement d’exprimer qu’une seule de ces conditions
aux limites (4.1.23) et (4.1.24). Les conditions (4.1.25) et (4.1.26) permettront de
déterminer les densités superficielles de charge ou de courant.

Ondes guidées dans le vide

Nous allons rappeler briévement les résultats principaux de la propagation des
ondes guidées par des conducteurs métalliques parfaits.
Dans le vide » = 1 : alors, d’aprés (4.1.15) et (4.1.11)

VJ_- E]. = a— ith” et v-l- X(Hl° EJ_) = I-CIJ‘HHH
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qui, portées dans (4.1.17) et (4.1.18), donnent pour les composantes paralléles
Fj; = E;; ou Hy,, une équation du type

(4.2.1) (Vi+s)F; =0
ou
4.2.2) = Ec’:; a8

tandis que les composantes perpendiculaires s’expriment en fonction de E; et Hy;,
par (4.1.19) et (4.1.22)

for i
4.2.3) E, == V.E+ "5? V,x Hy

1] 0

424 ot i
0

0
En géométrie cartésienne, la recherche des solutions de (4.2.1) en etiksxdikuw
conduit, pour k = (k,, k,, 0), a I'équation
mﬂ

H=k+k=g=5—

qui, avec & = ky, s’écrit k* = %:c'&it-ﬁ-dire N?* = 1, identique a la solution
en milieu infini.

D’apres (4.2.1), les composantes E;; et H;, sont indépendantes (nous verrons
que ce n’est plus le cas dans un plasma en présence d’un champ magnétique); il
existe deux types de modes : les modes TM (ou modes E), & champ magnétique
transversal : Hy; = 0 et E;; % 0, et les modes TE (ou modes H) 4 champ électrique
transversal : E; = 0 et H;, £ 0. Le type de solutions de (4.2.1) dépend de la
géométrie du systéme et, pour une géométrie donnée, les conditions aux limites
ne seront satisfaites que pour certaines valeurs particuliéres de s,, formant une
suite infinie discréte, dépendant en général de deux paramétres (géométrie A deux
dimensions). Ces « valeurs propres » dépendant des conditions aux limites seront
désignées dans la suite par [,,,; on parlera alors de mode TE,, ou TM,,,. Suivant
les cas, on aura s§ = 0.

Pour la valeur propre s, = I,,,,, on a donc |"équation de dispersion (relation
antre o et ©)
4.2.5) o = T k.
qui définit une fréquence de coupure (» = 0) pour chaque mode
4.2.6) o™ =l .

Pour @ < o™, on aura «® <0, c’est-d-dire une onde évanescente dans la
lirection Oz.
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Pour des limites planes, la solution générale de (4.2.1) sera une combinaison
linéaire des solutions en ex/ax+iy 5% L 42 — & c’est-d-dire en produits de
sinus et cosinus circulaires (s§ > 0) ou hyperboliques (s§ < 0).

Pour des limites circulaires r = (x®* -+ »*)% = C'¢, la solution générale sera
de la forme [A],, (s,r) + BN,, (5r)]€"® ol m est un entier quelconque, = 0;
¢ est I'angle polaire dans le plan (x, y); J,, et N,, sont respectivement les fonctions
de Bessel et de Neumann, d’ordre m, solutions de I’équation de Bessel (Cf. par
exemple G. Goudet, 1954). Lorsqu’il n'y a pas de conducteur central, on doit
prendre $ = 0 pour avoir des solutions finies en r = 0 (N,, (0) = ). Lorsque
55 < 0, on exprimera les J,, et N,, (d’argument imaginaire) par les fonctions de
Bessel et de Neuman modifiées I, et K, ..

A titre d’exemple, rappelons les résultats pour le guide & faces paralléles,
pour le guide rectangulaire et pour le guide circulaire,

Pour le guide & faces paralléles 4.2.1

(x =a, x = —a), les champs sont indépendants de y, et on a
F;; = A sin syx + B cos spx ou Fy; = CShyea + DChyea, avec y2 = — s3.

Modes TM : la continuité de E tangentiel impose pour x = a et —a, E; =0,
conduisant aux deux types de solutions pour s > 0

427 E,, = EY sin sox 85 = ’”T“ m entier =£ 0

(4.2.8) E;;y = Ef cos sx So=0m+1) 2"? m entier
et aucune solution pour s§ < 0.

Modes TE : la continuité de H normal impose, pour x =a et —a, H, =0
conduisant encore a deux types de solutions pour s2 > 0

4.2.9) Hy;; = H sin sox so = (2m + 1)%, m entier

(4.2.10) Hj; = HJ cos sox Sp = m?n' m entier 5= 0

et aucune solution pour s§ < 0.
Par exemple, pour le mode TE symétrique (relativement & x = 0), (4.2.10),
on a donc I'équation de dispersion

ot = olct 4 (-@T—Ey
a
représenté (Fig. 4.1) sur le diagramme de Brillouin (z, )
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FIGURE 4.1. x

Courbes de dispersion des modes TE et TM d’un guide a faces paralléles

Pour le guide rectangulaire 4.2.2

O0<<x=a 0<y=<b, onade méme des modes TM et TE, pour s > 0 (il n’y
a pas de solution pour 5,2 < 0) :

Modes TM ,,
4.2.11) E = E, sinkx sin py.
Modes TE,,
(4.2.12) H; = H,coshx cos hy
o1, dans les deux cas, 1:"—:, y.:p—:

ﬂ.
4.2.13) =20 = (;a +§)

et p étant entiers, tous les deux différents de zéro pour les modes TM et au moins
I'un différent de zéro pour les modes TE.

La plus basse fréquence de coupure est donc celle du mode TE,,, qu’on appelle
pour cette raison, mode fondamenial ou mode principal.

On a des courbes de dispersion analogues a celles de la figure 4.1.

Pour le guide circulaire 4.2.3

r = a, il n’existe pas de solutions 4 s§ < 0 et, pour s* > 0, on a encore des modes
TM et des modes TE :

Modes TM

(4.2.14) E; = E, " J,(sr)
avec J, (5,a) = 0, soit

4.2.15 — np

( ) 5o =

ol g, est la p"™e racine de J,, (x) = 0.
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Modes TE,,

(4.2.16) H) = H, " J,(se")

avec J'(sa) =0 (oﬁ ¥i(x) = j—xl,,(x)), soit
q 4

4.2.17) 5y = 2

a
ol g,,, est la p?™¢ racine de J, (x) = 0.

Numériquement, on a dans 1’ordre croissant
gn=1841 ; gu=2405 ; gu=3054 ; gqu=q,=138302;.

La plus basse fréquence de coupure est donc celle du mode TE,,, puis vient celle
du mode TM,,, etc.

Dans chague cas, une fois E;; ou H; déterminés, les champs transverses
seront déduits a 1’aide de (4.2.3) et (4.2.4) et éventuellement les densités o, et j,
par (4.1.25) et (4.1.26).

Modes TEM

A coté des modes TE et TM, il existe aussi, en général, desmodesot E;; =H;; = 0.
Cependant de tels modes n’existent qu’en présence de deux conducteurs : ce sera
le cas du guide a faces paralléles et du guide coaxial par exemple. Les solutions
s’obtiennent A partir de la solution pour le potentiel électrostatique. Nous ne
développerons pas ce point (Cf. par ex. Bers, 1963).

Ondes guidées dans un plasma isotrope

Lorsque le milieu est un plasma isotrope, limité par un conducteur métallique,
les résultats précédents sont peu modifiés, le changement principal étant en général
un déplacement des fréquences de coupure, di 4 la présence du plasma. Cependant,
un plasma limité, placé dans le vide ou dans un di€lectrique, comme par exemple
une colonne de plasma contenue dans un tube de verre, peut se comporter de fagon
notablement différente, des ondes pouvant se propager dans le milieu extérieur.
Nous ¢. dierons successivement ces deux cas aprés avoir défini les fréquences de
coupure.
Equations générales. Fréquences de coupure 4.3.1

Pour le plasma isotrope, on a

3
@3.0) ) e
w
d’ou, d’apres (4.1.15) et (4.1.11),
Vi E =—iaEy ; VX (¢ E)=xV, XE =iouH,
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qui, portées dans (4.1.17) et (4.1.18), montrent que E, et H, sont encore découplés
et vérifient 1’équation

(43.2] {?1 + .5") F_;; = ﬂ, FH = E” ou HH
avec

2
(4.3.3) j“ —— % xﬂ g m‘-

On aura donc des modes TE et TM. En coordonnées cartésiennes, pour des modes
en exk=x =tk ona — V} =k, (ol k,= (kg k,, 0)) et ’équation (4.3.2) exige,
pour avoir des solutions F;; non nulles, que

—ki+s=0
c’est-a-dire, avec o = k
o? o —
= i+ R =50 = eﬂ
! = wf + k¢

on retrouve naturellement 1’équation de dispersion (3.2.13 et 3.2.14) en milieu
illimité.
Les composantes des champs transverses seront données par (4.1.19) et (4.1.21)

(4.3.4) E, =3 V.E) +=1V,xH)
43.5) H, = SV.H, —©2V,xE,

les valeurs de s étant déterminées par les conditions aux limites. On obtiendra une
suite de valeurs propres /,,,. Alors, d’aprés (4.3.3.), les fréquences de coupure
seront définies par

2
fu-
c’est-a-dire
(4.3.6) W = (w} + 13 cY%

et I'équation de dispersion s’écrit

(4.3.?} b:li — mgup)a _'_ o2 L'II
ou encore, pour N = acjw

() 2 w?
(4.3.8) mﬁd_ci_x, x =2
On aura une suite infinie de modes
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@ NG
1
FIGURE 4.2. (-1 1 x
Courbes de dispersion des modes dans un plasma isotrope limité
(====- plasmas illimités; plasmas limités)

Plasma isotrope limité par des conducteurs parfaits 4.3.2

Les conditions aux limites sont les mémes que celles pour les guides vides. On a donc
les mémes types de solutions, avec les mémes valeurs propres /,,,,. La seule différence
est que les coupures (4.2.6) sont déplacées vers les fréquences plus élevées, confor-
mément & (4.3.6). En particulier, pour un guide circulaire, totalement empli de
plasma on aura

— pour les modes TM,,,,

(4.3.9 o) = (mg % fg_c_i)%
— pour les modes TE,,,
(4.3.10) i — (mg 4 q:::%é Y

oll g, et g, sont définies en (4.2.15) et (4.2.17).
Remarquons que pour »® << w§ + =°¢%, s* devient < 0 : il n’existe pas de
solution de (4.3.2), satisfaisant aux conditions aux limites.

Plasma isotrope limité par un diélectrique (ou par le vide) 4.3.3

Dans ce cas, une onde va pouvoir se propager dans le diélectrique extérieur. Cette
onde devra se raccorder 4 ’onde existant dans le plasma, en satisfaisant aux
conditions aux limites (4.1.23) et (4.1.24), apportant des modifications essentielles
au cas précédent. On aura, néanmoins, encore découplage entre E, et H,
conduisant, par continuité de E ;;, a des modes « extérieurs » de méme type (TM ou
TE) que les modes intérieurs. De plus, pour chaque couple de modes considéré,
I'un & 1'intérieur, I’autre a ’extérieur du plasma, la loi de Descartes imposera la
méme dépendance en ¢*, a=Lkj}, tandis que 1'égalité des composantes tangen-
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tielles & la paroi exigera nx (k? — k¥) = 0, k0 et k? étant les composantes,
relativement & Oz, du vecteur d’onde a I'extérieur du plasma, kJ, = o et k} étant
celles a 'intérieur.

Dans certains domaines de fréquence, on pourra avoir (k7)* > 0 ou <0.
Dans le premier cas, on aura dans le diélectrique extérieur (supposé illimité) une
onde qui s'écartera du plasma : on parlera alors de modes rayonnants, Dans le
second cas, on aura, dans le diélectrique, une onde se propageant le long de Oz,
mais dont les champs iront en décroissant & partir de la surface limite du plasma :
on parlera alors de modes non rayennants; si a ces valeurs k5* < 0 sont associées,
par les conditions aux limites, des valeurs (k1) < 0, on aura aussi dans le plasma
des champs décroissants a partir de la limite, on dira que ces modes sont des
ondes de surface. Nous allons préciser ces points sur un exemple simple : celui de
la lame de plasma située dans le vide, qui va montrer, sans complications de
calcul, les aspects essentiels du probléme,

z

FIGURE 4.3. X

Lame de plasma # faces paraliéles a B,

Etudions les modes TM, pour o* > 0 (modes propagatifs, dans la direction Oz).
Dans le vide, on a les solutions

(4.3.11) 89 = Ef (x) e=—a0
avec
(4.3-12) E?.' = Auem_]_ Bﬂe—‘"z
ol i g — o,
Dans le plasma, on a de méme
(4.3.13) El = Aels* + Be—isx,
2
(4.3.14) =3:3xn_¢-=,g_%"9.
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Les modes rayonnants, s3 > 0, seront donc obtenus pour

W > og
tandis que, pour les modes non rayonnants, on aura
W < o,
w
modes rayonnants i

FIGURE 4.4,

433.1. MODES RAYONNANTS (52 > ()
D’aprés (4.3.14), il y a deux cas possibles : s* > 0 et 5? < 0,
Premier cas: s> 0 si si> %, c'est-a-dire o® > of 4 o
Pour la solution symétrique (par rapport 4 x = 0), on aura d’aprés (4.3.4)

43.15) E' —Bcossox , EL=2%E  ganslevide
53 éx
(4.3.16) Bf = Ercosge , Eim 3% dans le plasma

La continuité de E,; et de D, = ¢E, en x=-1a donne alors

E® cos sqa = EF cos sa

E° et
Ey— Sin S,a = :ux"]ismsa
So C.

soit
43.17) RN
So s
avec
' |
4.3.18 e
( ) 5* = s} 2

L’équation (4.3.17), avec (4.3.18), définit un ensemble de racines s,a=E,, , donc
2
de valeurs propres s,= F‘:"‘, dépendant du paramétre % On obtient, avec ces

nouvelles valeurs propres, des modes analogues aux cas du guide vide et du guide
entiérement empli de plasma, dont I’équation de dispersion est

&b = Bt (%E)'
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2
Deuxiéme cas: s* <0 si 0<s} < E;:, c'est-a-dire o’c® < w? < wf + oict

]
Posons s*'= — %% , » = \/ %‘;’ — s3. La solution dans le vide est inchangée
(éq. (4.3.15)), mais dans le plasma on a
H P
(4.3.20) E} = E*Chyx, g . R
¥ ox

et les mémes conditions aux limites conduisent a

(4.3.21) s *

sl

systéme qui n'admet pas de solution dans la région considérée.

. MODES NON RAYONNANTS, (33 = 'D}

D’aprés (4.3.15), on a alors s* < 0.
Dans le vide, on a donc, avec y§ = — s

E)y =E'¢e %* pour x> a
3 S
(etend ( B =E’e™* pourx <—a

le choix des signes assurant des champs nuls pour x - 4+ oo,

Dans le plasma, avec ¥* = — 5% on a la solution (4.3.20).
La continuité de E;; et de D, donne alors, pourx = + a

Ele—%** = E*Chya

0
(4.3.23) —~ 1 popne = L prshya
Yo X
Dol la condition
(4.3.24) WThya = — *
Xo
avec
&
(4.3.25) = + tgs_p
soit
(4.3.26) WThY = — 4-1"—-—.
VY= e
ou Y=ya, m= "’;"
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— Pour x* > 0, c’est-a-dire © > «w,, (4.3.26) n’admet pas de solution, ThY ne
pouvant pas étre du signe de — Y.

— Pour »® <0, w < w, on a des solutions (voir la construction graphiqu
ci-dessus).

Etudions la limite @ — 0. Alors, ¥ - — oo, La solution graphique devien
ay = m, c’est-a-dire y = wyfe. Cette limite @ — 0 correspond donc d’une part i
%o = 0, puisque y? = Z—Jf + ¥i, et d’autre part 4 « = 0 ;: on a donc ® = «ac
au voisinage de 1'origine du plan (x, w).

D’autre part, quand o — oo, ¥ — oo aussi, et ThY — 1 par valeurs infé
rieures : on a alors, dans (4.3.25), — »® = 1, soit

(4.3.27) & <

Dans le cas général ou le milieu extérieur aurait été un diélectrique de constant:
diélectrique eyp, on aurait eu le facteur x, au premier membre de (4.3.23), e

(4.3.27) serait devenu i @ __
V1 + %
(11
W = 3AC
el IR, S 1 e e o =
V2
= x
Vide Vide
x
FIGURE 4.5, FIGURE 4.6.
Ondes de surface Dispersion des modes de surface
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On a donc un mode de basse fréquence, avec des champs a 'intérieur et a 'exté-
rieur du plasma, décroissants quand on s'écarte de la limite : ce sont des ondes
de surface (fig. 4.5 et 4.6). Le champ, dans le plasma, décroit exponentiellement
(plus exactement en Chx), conformément & 'effet d’écran des particules pour
@ < wy. Pour @ = 0, la profondeur de pénétration

Xt = c(wy— )%

correspond & celle obtenue dans le plasma illimité (Cf. § 3.2).

Pour les ondes TE, on a des résultats analogues pour les modes rayonnants,
mais il n’existe pas de modes non rayonnants, ce qui montre que ces derniers sont
associés a la présence d’un champ E,, longitudinal, qui se couple, a la surface
du milieu, aux oscillations de plasma.

Ces différentes caractéristiques sont générales et se retrouvent dans toutes
les structures. Nous les rencontrerons 4 nouveau dans le cas de guides partielle-
ment emplis de plasma. Nous allons aussi les retrouver dans les magnétoplasmas,
en examinant d’abord la limite B, — cc.

Ondes guidées dans un plasma plongé dans un champ
magnétique axial infini

Pour B, infini, on a (Cf. 3.3.10), %, =1, x3=1—
Dy, = eg%E;,. Dot d’aprés (4.1.15)

Alors D, =¢E, et

A1

V, -E; =—imgEy,
et, d’aprés (4.1.11)
V% (- E) =V, x E =iopH;

Les équations (4.1.17) et (4.1.18) deviennent

(4.4.1) (VE+sHE; =0
(4.4.2) (Vi+sa)H; =0
avec
(4.4.3) 5§ = (Ec: i 'ﬂ) *y
mﬂ
=— —of
(4.4.4) Sii e

différentes pour E;; et Hy. On a encore des modes TE et des modes TM avec
des fréquences de coupure différentes. '
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Plasma limité par des conducteurs parfaits

441

Pour les modes TE, on a les mémes solutions que dans le vide, avec la coupure
(4.2.6). Pour les modes TM, on a encore les mémes valeurs propres /,, que dans
le vide, mais 1'éguation de dispersion est maintenant

4.4.5) %(?—-ﬂ):lw

et Ies fréquences de coupure sont données par
(4.4.6) ol = o + A,

comme dans le cas des plasmas isotropes (4.3.6).

La différence entre les modes TE et TM s'explique ici par I’absence de mou-
vement perpendiculaire & By, dans la limite By — oo : seul subsiste le mouvement
paralléle a By; pour les modes TE, seul H;; est différent de zéro mais n’agit pas
sur le mouvement des particules le long de B, : on retrouve les mémes modes
que dans le vide; pour les modes TM, le champ E; = 0 affecte ce mouvement,
ce qui se traduit en particulier par la coupure (4.4.6), dépendant de w,.

Plasma plongé dans le vide (ou dans un di¢électrique isotrope)

4,42

Nous allons retrouver, comme pour B, = 0, des modes rayonnants et des modes
non rayonnants, dans le cas des modes TM; les modes TE se propageant comme
dans le vide, ne seront pas affectés par la présence du plasma,

Pour les modes TM, on aura donc dans le vide et dans le plasma

(Vi + s) Ej, =0,
4.4.

240 % (V}+ SDE] =0,
ol s3 et 52 sont définis en (4.2.2) et (4.4.3), avec
(4.4.8) Sz = %5t

On a donc relativement aux signes de si et 52, quatre régions, délimitées par
w=w et w=ac

(0]
w = oc
modes R
55? =0 modes NR
s2<0
blu
modes R
k2 <o modes NR
s2>0
FIGURE 4.7.
Modes TM pour B, infini «
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Reprenons 1'exemple de la lame de plasma. On montre qu’il n’existe pas de
solutions pour s < 0,

4421. POUR LES MODES RAYONMNANTS,
58> 0, ®w>w, onadonc
dans le vide Ef} = E°cos spx
dans le plasma E}, = EF cos sgx.

Puisque x, = 1, on a, dans le vide et dans le plasma

g — @By
st ax
La continuité, en x = + a4, de E;; et de D, , conduit a
Sg 12 sg@ = Sy 12 Spa
449
A Sp = %5

qui définissent une suite infinie de valeurs sz = [,; d’ou 1’équation de dispersion
des modes TM dans le plasma

I3 c*

o = ofc? |- w>ac et w> w
g
ou
(4.4.10) (0 — a?)(® — o?c?) = [0
et, avec N;; = aclo,
LY x
4.4.11) NI =1— (— = 0<x<l
wy,/ 1—x
(] N2
i l modes NR
|
|
1 s . i S — .  m— - —— — v
S modes R ||
non rayonnants I
|
@ = 1:3

FIGURE 4.8,

Courbes de dispersion des modes TM pour une lame de magnétoplasma dans le vide (B, — o0)
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Les coupures sont obtenues pour les valeurs
W, = (wf + I.-?:Cz)}&-

4422 POUR LES MODES NON RAYONMNANTS,
52> 0, »® < w,, on a comme au § précédent

S E%e— %o x> a,
dans le vide Ef, =
f E%e+xex x<a

dans le plasma Ef} = E* cos sx.
Les conditions aux limites donnenten x = + a
E%e e = EF cos sga
1o Ble 8 = sgEF sin sga
2
d’oll, avec s2 = (g — 1) xb

(4.4.12) it ]
% 8
en posant ﬁ:\fhﬁ;;s:M_!:E’.
i

Si p, est la solution, pour 0 < sa <:g , de (4.4.12), on a alors

Sg=ha= E%"E, n entier, g (s¢a)
et 1’équation de dispersion s’écrit B —— — - ——
1 | |
‘:’_3 z iy Ly !
Qz_x){mcﬂvm)_gﬂa | i ¥
pn SEa

Quand © — 0, B — oo, et alors p,— 0

e
W = —-_t-
\/ {4+ (E—")
W
Pour le mode principal (n = 0), on a donc un mode basse fréquence w = ac de
vitesse de phase c¢. Pour les autres modes on a vy < ¢. Quand w — ©,, (avec

® {%),B—*Oetpu—>1—;:alorsm’—* oo,

2 g2 /"
W o
1 ——

R
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Ces deux limites correspondent &
2
=1+ (%) pour x-—» &0
L3

Nt = [Q"—h%—)“"} Ty peme. bt s B

Les courbes de dispersion sont représentées sur la figure 4.8.

Ondes dans un magnétoplasma homogéne, emplissant
entiérement un guide (B, axial)

Avec B, dirigé le long de Oz, on a

— 3
4.5.1) ®, = ("1 “") O ..

ing %, w?

Nous allons voir que les composantes E; et H; ne sont plus indépendantes
comme dans les cas étudiés précédemment.

Equations générales

45.1

Dans les équations (4.1.17) et (4.1.18) figurent V,.E, et V, x (%, - E,). Nous
allons exprimer ces termes en fonction des composantes paralléles. En coor-
données cartésiennes (le résultat est vrai aussi pour des coordonnées quel-
conques) on a, »,; et ¥, étant indépendants de x et »

V,-Dy =V, -(x -E)
a y & ..
= & [ 55 CuBa— iE,) + o (Ey +4Ey) |

=g [, V- E; —i%, (VX E, )]
D’ou, pour »; £ 0, d'apres (4.1.15) et (4.1.11)

(4.5.2) V,-E, =—iz Ey— o Hy
1

y

D’une maniére analogue, on calcule
V, x(%,-E)=ixa V,-E, +% V, XE,,
soit avec (4.5.2) et (4.1.11)
P |

(4.5.3) ['c;'l % (%, -El)] =a¥0E, | jup, 25y,

¥y "1

fi
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En portant (4.5.2) et (4.5.3) dans (4.1.17) et (4.1.18), on obtient, avec Nj, = “55

(4.5.4) - (ViI+ sDE,;=nrHy,
) oot
. (e = b}
(4.5.5) ) S & x (1 — Njj),
oLy %y
(4.5.6) ]\ rg = — iwpge "’
et
4.5.7) S (V2 + s3) Hy = raEy),
B | —_—y
(4.5.8) == (“1 = N?;),
C L
(4.5.9) 8 ra = iwg @.
"y

Ces expressions ont été données aussi par Fainberg et Gorbatenko (1959) et par
Bers (1963).

On vérifie bien sur ces équations que pour le plasma isotrope (x; = 0), les
composantes E;, et H;, se découplent, conduisant alors & des modes TE ou TM.
Pour le plasma anisotrope, il n’existe plus d’ondes TE ou TM pures.

Les composantes E, et H, seront déduites des solutions E; et H; a l'aide
des relations (4.1.19) et (4.1.20), qui s’écrivent alors, aprés quelques calculs,

45100 B, = A {(x,— N2) [iaV,E)) + iouV, X H]

+ %y [0V X Ejy + oV Hy ]
@511)  H, = A {0 — N2) iaV,H, — G, — & — xNE) gV, x Ky
- — % [2V, X Hy — 0gNAV,E ]|

(4.5.12) A =% b — NP —

expressions qui, dans le cas isotrope, »; = 0, %, = %9, se réduisent 3 (4.3.4) et
(4.3.5).

Les équations (4.5.4) et (4.5.7) montrent que toute solution pour laquelle
E; = 0 sera nécessairement telle que H;; == 0. Décrivons-la avec E; en €liminant
H,. En appliquant I’opérateur V? & (4.5.4), on obtient, avec (4.5.7)

(Vi + 52 VDE; = re (ruEy — siHy)
= rgruBy — 55 (Vi + s Eyp,

qui s’écrit
(4.5.13) (Vi +aVi +B)E; =0,
ol
= P e . %
(4.5.14) G=s 4 c,[ {1 Nﬂ.
(4.5.15) b = 33t — rgr =-‘°—'“~‘[(x1—Nﬂ‘—-xs’]
ote HYE E'H A % I X
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En portant (4.5.2) et (4.5.3) dans (4.1.17) et (4.1.18), on obtient, avec N;, = %.

4.5.4) " (ViP+SDE,=rHy,
\ oo
W e — 2
(4.5.5) ) - 2 % (%3 — Nf),
TR '
(4.5.6) ]\ rg = — lopgx =,
et
(4.5.7) S (V2 + 53) Hy = raEy),
QA
4.5.8) == (“1——“—* - N?;).
C %y
(4.5.9) 8 P = ioggm X3,
y

Ces expressions ont été données aussi par Fainberg et Gorbatenko (1959) et par
Bers (1963).

On vérifie bien sur ces équations que pour le plasma isotrope (x; = 0), les
composantes E;, et H; se découplent, conduisant alors & des modes TE ou TM.
Pour le plasma anisotrope, il n’existe plus d’ondes TE ou TM pures.

Les composantes E; et H, seront déduites des solutions E; et H; a l'aide
des relations (4.1.19) et (4.1.20), qui s’écrivent alors, aprés quelques calculs,

@5.10)  E, = A {(x,— N2) [iaV,E)) + iopeV,y 3 HyJ

+ %y [0V, X Ejy + opoV Hy/lt
@511)  H, = A (g — N2) eV, H) — (¢, — 32 — 3, NE) ioeV, X B,
o — % [V, X Hyy — 0NV, E ]

4.5.12) A= “‘; 66 — NB)2 — 53]

expressions qui, dans le cas isotrope, %, = 0, %, = %%, se réduisent & (4.3.4) et
(4.3.5).

Les équations (4.5.4) et (4.5.7) montrent que toute solution pour laquelle
E;; == 0 sera nécessairement telle que H;; &= 0. Décrivons-la avec E; en éliminant
H,. En appliquant I'opérateur V? a (4.5.4), on obtient, avec (4.5.7)

(VE+ 58 VDE, = re(raEy — sgHy)
= rgraBy — 55 (Vi + 5D Eyp,

qui s’écrit
(4.5.13) (Vi+avVi+b)E,; =0,
ol
= s _ O [H—% L *s
(4.5.14) a=s+ st c,[ T (14 Nﬂ.
4
(4.5.15) b = sist— rgra = %E [66, — NB) — 53],
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On obtient pour E;; une équation différentielle du 4¢ ordre, qui conduit, lorsqu’on
en cherche des solutions en &* '™, a quatre valeurs possibles pour le vecteur
d’onde transverse k, , avec V, = ik, , valeurs qui sont solutions de

(4.5.16) ki —ak? + b =0.

Elles correspondent aux quatre solutions trouvées dans le cas du plasma illimité
(deux solutions en N? qui fournissent deux couples + k; et + k;); 'équation

(4:5.16). pour ‘%5=Nsmﬂ et %’:“—:N:mﬂ . Bétant'angle (B, K),

redonne d’ailleurs 1’éguation de dispersion générale (3.4.2).

En particulier, pour k, = 0 (ondes planes se propageant dans la direction
Oz), on a & = 0 : on retrouve le mode droit et le mode gauche Nf = (¢, + )
et 1’oscillation de plasma », = 0 du cas illimité, en propagation paralléle a B,.

Inversement, pour N;; = 0, on obtient I’équation pour N, = k,c/e,

2

. T .
Nf—(“ “‘=+xa)Nl+ua“1 . )

x *

qui admet de fagon évidente les deux racines
%7 — 8
Ni=u o Ni=-=—=F 3
¥
on reconnait les expressions des indices ordinaire et extraordinaire des plasmas
illimités, en propagation perpendiculaire au champ B,. Ce cas correspond aux

coupures pour o = 0, dans la propagation le long de 0z.
La composante H;, se calcule en fonction de E;; a partir de (4.5.4) ou (4.5.7),
avec Vi = — ki.
s; — ki r
4.5.1 H,=2——1E,=—2— Ey.
(4.5.17) I e TR

Les conditions aux limites fixeront les valeurs de k, , qui formeront en général une
suite discontinue de valeurs s. L’équation de dispersion, reliant « et , s'écrira
donc

(4.5.18) st—as*+56=0,

ou a et b, fonctions de N;; = %€ et de w, sont données en (4.5.14) et (4.5.15);
@

¢’est une équation bicarrée en «

2 2 (2 —52
4.5.19 | (5 s2—22 2 (s"—‘i )(ﬁ—w)=ﬁ.
(4.5.19) gt [ Gua o) = 255 g | @2k (52— e

L’équation (4.5.18) admettra toujours deux solutions en s* : sf et s3. Sa solution
générale sera donc une combinaison linéaire de ces deux solutions (chacune
contenant les solutions + )
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(4.5.20) E; = AEY}; + BE? (ou A et B sont des constantes);

par exemple, pour une lame de plasma, on aura pour chacune des solutions une
combinaison linéaire de sinus et cosinus : d'ol

E; = (EY sin s;x + EY cos 5;:x) + (E® sin s,x + E cos s,x).

Une solution s = 0 de (4.5.18) correspond, nous I’avons vu, aux modes droit et
gauche et &4 1'oscillation de plasma o = , du plasma illimité, Dans le cas du
plasma limité, & des valeurs finies des E; et H;, seraient associées, par (4.5.10)
et (4.5.11), des champs transverses infinis pour les ondes droite et gauche; pour
® = wy, 1'éguation (4.5.19) donne, soit @ = oo (cas qui sera examiné plus loin),
soit = fini; on montre que cette derniére solution conduit 2 des champs partout
nuls, dans le cas ou les limites sont des conducteurs parfaits (Bers, 1963). Ces
trois modes ne peuvent donc pas se propager dans un guide métallique entiére-
ment empli de plasma; il en résulte que (4.5.18) doit donc avoir ses deux solutions
non nulles.
Fréquences de coupure (x=0) 4.5.2

Revenons aux expressions (4.5.4) & (4.5.9). Pour « =0, on a rg=ry = 0: les
deux composantes E; et H; sont a nouveau indépendantes (au voisinage des
coupures, les modes sont donc TM ou TE purs) et satisfont & :

(4.5.21) (V2 + s E; =0,
(4.5.22) (V: + s?) Hy =0,
avec
2

(4.5.23) d=5%

C

SE—

(4.5.24) P oat

(i ¥y

Les équations (4.5.23) et (4.5.24) montrent respectivement que les modes TM
correspondent aux ondes ordinaires et les modes TE aux ondes extraordinaires,
conformément aux polarisations trouvées au chapitre 3 pour la propagation per-
pendiculaire (z— 0 donne N;;— 0)

Les expressions (4.5.10) et (4.5.11) donnent alors, gquand o = 0

— pour la coupure TM

g EJ. oy 01
4.5.25 i cﬁ s — 1
( ) P H, = — iog — 111 nleEu=vaxEﬁ
— pour la coupure TE
fw .
(4.5.26) ﬁ S w3 _Mun (V% Hy — %,V H))
5i :
?- HJ_ = 0.
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Les conditions aux limites fixeront les valeurs de s; et de 5y
5z = €np Sa = hypy
Les fréquences de coupure seront donc déterminées, avec (4.5.23) et (4.5.24) :
— pour les coupures TM, par
4.5.27) s ("f—m&z)’

c’est-a-dire
@' = (0} + cel)h

d’une maniére analogue au cas isotrope;
— pour les coupures TE, par

(4.5.28) i = xE _ (f’::p)‘.

L’équation (4.5.28) est susceptible d’une résolution graphique simple, utilisant
les courbes de dispersion du mode extraordinaire (fig. 3.18, 3.19, 3.20) qui donnent,
pour chaque valeur de &, les valeurs de w telles que

Lo ().

Si hyp est la plus petite des valeurs propres h,,, on aura donc les fréquences de
coupure correspondantes en prenant k;, = k,,. On obtient ainsi trois domaines
pour ces fréquences de coupure w,, <o < oy , W, <0 <o e ©> Wy
(en blanc sur la fig. 4.9).

FIGURE 4.9,
Détermination des L
coupures des modes TE hag k,
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Reprenons 1'exemple de la lame de plasma, limitée par des plans paralléles par-
faitement conducteurs, x = + a, pour les solutions symétriques, E; ou Hy,
en cos SX.

— pour les modes TM, la situation est identique a celle des plasmas iso-
tropes (mémes équations pour E;, E, et H) : on a donc (Cf. (4.2.8)),

m = (2m + 1) 42%. comme dans le vide, d’oli les coupures @ = "V telles que
'(2m + 1) =\ %
mfr:1=[m:+((m2a)1'r>]s

— pour les modes TE, les conditions aux limites en x = + a donnent, pour
un conducteur parfait (continuité de E,)
sinsga = 0,
d’ol
N =m7n , m entier # 0
comme dans le vide (Cf. (4.2.10)).

Cependant, pour une géométrie quelconque, la continuité de la composante
tangentielle de E, fait intervenir a la fois V, x Hy, et V,H;,. La détermination
de h,, exigera la résolution simultanée de I’équation exprimant les conditions
aux limites et de la relation (4.5.28). Prenons par exemple un guide cylindrique
entiérement empli de plasma, et placé & la coupure = = 0. Pour un mode TE,,,,
caractérisé par

Hy; = Hyl (sur) &%,
la continuité de E,, en r = g, s’exprimera par
(4.5.29) w1y x Ji(x) — mee J(x) =0, ol x = sgua,

— pour n = 0, on retrouve la condition du vide J(x) = 0, soit

!

Su = ‘1;2 = hyy (CF. (4.2.18))

et la construction graphique de la figure 4.9 donnera la solution.

— pour n == 0, la valeur x = ah,, sera une solution commune de (4.5.29)
et (4.5.28) dont la résolution sera spécifique du probléme considéré.

Freguences de résonance (x— o)

4.5.3

Revenons aux équations couplées pour E; et Hy, (4.54) & (4.5.9). La limite
« — oo, c’est-d-dire N, —+ oo pour w fini, dépendra des valeurs de x,, %,, ¥,
c’est-a-dire des fréquences considérées. Nous allons étudier successivement le
résonance plasma et les résonances gyromagnétiques, les valeurs de k, =
restant naturellement finies.
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4.531. RESONANCE PLASMA o — w,, ¥3—> 0.

On a alors

re~Z2ox, , indéterminé

¥
et (4.5.17) donne
(4.5.30) H) :’-;? E,
conduisant 2 H;, = 0 pour tout Ej, fini : on a des modes TM. Alors, avec
2 2
A — BNy - Y
Lo | #*y
g
et g~ —4—> 0
¥y

on tire de (4.5.4) et de (4.5.30)

(‘UE—% E”NCI'.&EH—PO pourEHﬁni.
o

— Si  %za®— oo, on obtient E;; = 0.
— Si o reste fini, on a alors Ej fini, non nul, et 1'équation définissant les
résonances au voisinage de © = o, s’écrit
(4.5.31) k=5t =— s
Lo |

sg étant défini par les conditions aux limites. Pour les champs transverses, on a,
d’aprés (4.1.19) et (4.1.20)

EL et — ileH—)‘ D

H, ~— - V,H; 0,
ol

pour E), fini. Le champ est donc longitudinal (relativement & k= =). Dans ce
cas, on adonc V x E; =V, x E; + ia x E; = 0,d"aprés (4.1.12) : le champ E
est irrotationnel et le probléme peut étre traité dans I’approximation gquasi sta-
tique; c’est dans cette approximation que (4.5.31) a été d’abord obtenue (Trivel-
piece et Gould, 1959). On remarque, comme dans le cas illimité, la polarisation
longitudinale des ondes au voisinage des résonances.

Voisinage de la résonance plasma

Les valeurs propres s étant réelles, on obtient o* > 0 dans (4.5.31) pour
—(%3/%,) > 0 : on retrouve la condition d'existence des résonances g%z > 0 (Cf. fig. 3.27
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et 3.28) du cas illimité; en haute fréquence au voisinage de ® = ®,, en négligeant les ions,
cette condition est [ = w; étant la racine de ¥, = 0 (Cf. (3.4.24))] :

(0* — ) (m*-—-m:) (w*—w}) < 0.

Wy < wp = Wy < by =
On a donc deux cas possibles wp < @ < @, ou @, <o < w;, pour 'allure de la courbe
@ (), au voisinage de w,, dans la limite o — oo.
4532 RESONANCES GYROMAGNETIQUES ® — @, 0U L), , ¥%; et ¥y —> oo,

Pour @ —> wy,, avec wy, = wp Ou £, 0N a x; ~x; ~ (e’ — wy)™" tandis que
d’aprés (3.5.6) et (3.5.7), xi—x3 = N2N3, avec N} ~ (0 — w)™! et Ng fini,
ou N2 ~ (00— Q,)* et N2 fini; d’ol

2 _ .8
(4.5.32) X fni
#
1~ -
My l:'J'—l —-—1 (tﬁrzq—nw(m—mb)ﬁ-—:r D), si 00— O,
(4.533) 22— “1N * - * o
" e .1 -0 1 (de méme — — ﬁ). pour © — (.
| ?4:1 xp x'l
Alors
Sy ~—oat—> —co d'apres (4.5.32),
Fu ~ 0 Eyttiy (ﬁ)
Xy

d’ou, d’aprés (4.5.17)
4.534) H, ~ -—imeoﬁ<?l> E;; — 0 pour E; fini : on n'a donc encore que
o

des modes TM.
L’équation pour E; devient alors

9 ! o ] g Xy
[Vl = K"‘(c’ x}) Ey m!-!uﬂleu
: |
~— % “a(:l)s Ey,
d’aprés (4.5.34), et ou, de (4.5.33), (y/xr)* = 1.
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Par suite
VIE; + %(2‘— e E‘I)EH ={)
— 8i  («®/%;)—> co,ona E;— 0
— 81 (o%/x%,;) reste fini, on a E; fini, non nul, et I'équation de dispersion aux
voisinages des résonances gyromagnétiques est

2 2
(4.5.35) T (z - i—l)

Les champs transverses, calculés avec (4.5.10) et (4.5.11), compte tenu de (4.5.32)
et (4.5.33), sont, pour oc’,hcl fini

ml S 2
(4.5.36) E, f‘ ( [(—az)mﬁ”‘,%_lenzﬂ] -

it ;
H, ~ He%__ I:le E” = I?VJ_E”] ¥

et 2o 1
%y e
fini, non nul, soit, d’aprés (4.5.35)
(4.537) H, =— :m,,;i; [V, x Ey & iV,Ej),
E

+ pour w =

ou les signes sont
— pour @ = {},.

Quelle que soit la géométrie du probléme, on obtient donc des champs H; pola-
risés circulairement. On retrouve, avec E, = 0, la polarisation longitudinale
(relativement a Oz) du champ E aux résonances, mais on n’a plus un champ
irrotationnel puisque, d’aprés (4.1.12)

V, X Ey = iopH, =0 :
I’approximation quasi statique n’est donc plus valable dans ce cas (elle donnerait
d’ailleurs un résultat identique a (4.5.31)).

Voisinage des résonances gyromagnétiques
En posant
wi = of + st
(4.5.38) i ;(mg + wd)
on a
ol ed — 24 (0* — oY)
¥y

et «* est du signe du produit %%, (@ — ;). Au voisinage de w = w, on aura donc
a® = 0 pour
(0 —0p) (0 —wy) (@—0y) (@—o)) >0

avec w; > Wy, Wy, et o, > w,. On obtient done pour « — oo, 3 cas possibles :
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} @10U W)

mh -3 ——__-

-

wGw<w ° o, <o 5wy o Wy Wy, Hw *

Au voisinage de o ={}, (en se limitant au cas Q, <, qui donne
(@ —,p) (@—0) > 0et (@ —w,y) (0 —w;) > 0),0ona * = 0si (©—£2) (& —ay) >0
avec wy > (1, conduisant au seul cas possible » < (2,

(i}
nh 1 [ Pt f.—
o

453.3. RESONANCES D'UNE LAME DE PLASMA, LIMITE PAR DES CONDUCTEURS PARFAITS

Aux voisinages des résonances, les ondes deviennent des ondes TM; la condition
E; = 0, pour x = -+ a, donne pour la solution symétrique

(4.5.39) E;, = E cos sgx sz = (2m + 1)%
— pour o # «,, on a donc

nﬂ
4. ’—_—,—ﬁ 13¥® —
(4.5.40) o xs(Zrnf]— }4.::“
— pour ® # w, ou £,

A PN A5 .
(4.5.41) o —xa[zc,xa (2’”"'1)’4.-.:*] ;

avec V, = (a—i' 0, 0), on obtient d'aprés (4.5.37), avacz-* = 4 ]

1
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.6E
Bl

_ _9Ey,
H" ox

Le champ H, est donc polarisé circulairement & droite pour @ = w; et a gauche
pour @ = £, traduisant les effets de résonance a w, pour les électrons et a
pour les ions. Dans le référentiel qui tourne autour de Oz a la fréquence w,, dans
le sens direct, les électrons voient un champ H, constant : sous 1’action de E,
de fréquence oy, ils ont donc, au second ordre par rapport a la perturbation, un
mouvement de dérive, perpendiculaire a E; et H;, qui s’ajoute a un mouvement
oscillatoire qui correspond a une résonance paramétrique. En revenant au réfé-
rentiel fixe, ils décrivent donc des spirales dans les plans z = C'¢, ce qui exprime
le gain d’énergie cinétique associé a la résonance, gain da aux effets non linéaires.

Limite des trés hautes fréquences 4.5.4

Pour o » ©,, o, x— 1, on retrouve la limite du vide. Les modes d’ordre de
plus en plus élevé, avec des fréquences de coupure o,» w,, se rapprocheront
donc de plus en plus des modes TE et TM du vide, avec w — ae.

Limite des trés basses fréquences 4.5.5

Pour w « £}, ;, ona

=14 A A="20
1 o skl
=0
2
Ky = — X x=232—>+m
| @)

Alors, d’aprés (4.5.6 et 9), ry = 0 : il existe des modes TM et des modes TE.
Pour les modes TM, on a
(Vi +s)E; =0,
d’oll
(i -2y
A\l + A
soit pour sg = €,

2
Np = (14 "’i}t’)(l + A).
Wy
C’est le mode d’Alfvén, modifié par les conditions aux limites sz = e,,.
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Les champs transverses sont

ic N
E,=——1_VE
1 o kl == Nﬁ L H
1 *y
—_— V, xE
L i@{lg e = Nﬁ L I
N
14+ A4

FIGURE 4.10.
Mode d’Alfven (TM) x

Pour les modes TE, E; = 0; si ry est fini, (4.5.7) donne

Vi+sDH; =0
d’ol

2 g o 2
ki =-fn=-c;(1 + A — Nj)
soit pour sy = h,,
ch, .\
NE =1 +A—(—"2) x.
wy

C’est un second mode d’Alfvén; il présente des coupures pour

o = L+ A
: iy
NG
14+ A4
e
\‘\:\'-..
\\
\\
FIGURE 4.11. + \ X
Mode d’Alfvén (TE) 1 (0 = ol

Cette coupure n’est autre que la coupure basse fréquence w,, de la figure 4.9.
Les champs transverses sont
1

e - A
E]. men(K:—NﬂJ 1 i
_le Ny 9w,
HJ. © ® — N?! J,HH
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FIGURE 4.12.

Dispersion
fréquence

GUIDE ENTIEREMENT EMPLI DE PLASMA

Dans le diagramme de Brillouin (x, ), ces courbes de dispersion sont montrées
sur la figure 4.12.

des modes basse

o

Ces modes d’Alfvén TE ont été observés expérimentalement en géométrie
cylindrique dans le sodium liquide (Lundquist, 1949), la théorie devant alors
tenir compte d’effets de résistivité finie, ce qui restreint 1’intervalle de fréquence
o1 ces ondes existent. Les modes TM ne peuvent pas étre observés dans un liquide
(incompressible), puisqu’ils possédent une composante E;;, & laquelle est associée
une composante de vitesse paralléle 4 k : on ne peut donc plus satisfairea V . v = 0.
Plus récemment le mode torsionel a été observé dans un plasma d’hydrogéne
(Wilcox et al, 1961; Jephcott et al., 1961).

Allure des courbes de dispersion

4.5.6

Les résultats qui précédent permettent de tracer les courbes de dispersion dans
le plan (=, ). Nous donnerons ces courbes dans les deux cas w; > w,, et @, < @y
Les caractéristiques générales de ces diagrammes sont les suivantes :

— aux basses fréquences, il apparait des modes du type Alfvén, comme dans
le cas illimité : ces modes sont dus essentiellement & la présence du
champ B;. Le mode d’Alfvén proprement dit, © ~ «V,, présente une
résonance 4 o = {2,. L’autre mode qui n’est du type Alfvén que dans
un domaine de », centré sur o = {),, présente une coupure w, = ot
quand «— 0, et une résonance, quand « — oo, pour une fréquence égale
4 la plus petite des valeurs o, et w;.

— aux plus hautes fréquences, on observe d’une part deux modes du type
ondes guidées dans le vide, avec les coupures @, et @, et qui tendent vers
I’onde dans le vide pour w et @ — o0; et d’autre part un mode « plasma »,
dont la coupure ®,, donnée en (4.5.27), est indépendante de B,, et qui
résonne sur la plus grande des deux fréquences w, et w,. Pour certaines
valeurs des paramétres, lorsque @, < w,, on a donc un point de cou-
plage entre le « mode plasma » et un des « modes de guide » : alors,
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PIGURE 4.13 bf ey < w= . < W,

Allure des courbes de dispersion pour un magnétoplasma emplissant entiérement un guide, & B, axi:
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GUIDE PARTIELLEMENT EMPLI DE PLASMA

un des modes de guide est coupé a @ = w,, mais se trouve trés perturbé
entre w, et w,, tandis que le mode plasma, trés perturbé lui aussi, est
coupé 4 o = wyy.

De nombreux cas existent, et 1’allure des courbes obtenues dépend en grande
partiec des valeurs respectives des fréquences de coupures et de w;, ®, o,
(Cf. 4.5.38), etc., compte tenu de 1'étude du voisinage des résonances gyromagné-
tiques [Cf. Bers, 1963; dans le cas des hautes fréquences, Stover et Kino, 1964;
Halpern et Schmidt, 1965.]

Ondes dans un guide partiellement empli de plasma

Plasma isotrope

4.6.1

Lorsque B, = 0, nous avons étudié au § 4.3 les modes pouvant exister dans un
plasma limité par un diélectrique isotrope, en particulier par le vide. Nous avons
alors obtenu des modes rayonnants, ou des modes non rayonnants, ces derniers
apparaissant en général comme des ondes de surface. Le probléme du guide
partiellement empli de plasma s’en déduit facilement en imposant, & 'onde exté-
rieure, les conditions aux limites sur le guide conducteur. Pratiquement, on doit
tenir compte d’un diélectrique entourant le plasma (c’est par exemple un tube de
verre), et du vide séparant le diélectrique du guide. On doit donc raccorder trois
types de solution, une dans chacun des milieux. Les calculs sont plus compliqués,
mais les caractéristiques de la propagation, dégagées au § 4.3, restent valables.

Guide
vide
diélectrique

plasma

On trouvera des développements dans le cas de la géométrie cylindrigue dans
de nombreux articles; en général, pour les modes non rayonnants, les calculs
reposent sur 1’approximation quasi statique. Nous donnons ici les courbes de
dispersion dans le cas de la géométrie cylindrique (Branch et Mihran, 1955; Tri-
velpiece, 1958; Trivelpiece et Gould, 1959) pour les modes indépendants de ¢
(Cf. fin du § 4.5.2).

On voit sur les courbes de dispersion la faible influence du rayon extérieur fini b.
Seule la constante diélectrique du milieu extérieur joue un réle, déja signalé : la
n i

limite supérieure de  pour ces modes non résonnants est 7
+ ¥p

1AS



MAGNETOPLASMAS FROIDS, HOMOGENES ET LIMITES

(1]

“wp /m = ac
I (INATR S ORI oWl == i 1 1o, 0 N —
V2 / vide X =1
7 Guide
@vida
s Plasma
N vide
0.5 @diélactriqua
. 'Plasma
1 ~
" Ry e b =S

Bl
diélectrique
Plasma

(®

paramétre F3

+ t i ! + T,
0 1 5 aa
FIGURE 4.14.

Courbes de dispersion des ondes de surface dans le cas d’une colonne de plasma, le milien extérieur étant
le vide (xp = 1) ou le verre (xp = 4) (mode TE,,, indépendant de )

Dans le cas des modes dépendant de ¢, en €%, on a des résultats analogues
pour a — oo, mais pour « —> 0, les fréquences de coupure sont finies. Par exemple,
pour le « mode dipolaire » (n = 1), et pour le vide (%, = 1), on a les courbes de
dispersion ci-dessous (fig. 4.15).

=it
Wp
R,
V2
0,7 1
b
0.6 paramétre =
FIGURE 4.15. 0,5 + A :
Dispersion du mode dipolaire 1 5 «a
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Champ magnétique axial

46.2

Dans le cas ol B, 5 0, on doit encore raccorder les solutions sur les surfaces
limites. On aura la aussi des modes rayonnants et des modes non rayonnants.
Néanmoins, les calculs deviennent fastidieux et, le plus souvent, seuls des cas
particuliers ont été étudiés dans la limite de I’approximation quasi statique
(Smullin et Chorney, 1958; Stover et Kino, 1964) ou de 1’approximation MHD
(Stix, 1957; Gajewski, 1959; Wilcox et al., 1961). Des approches générales ont
cependant été déja effectuées (Akhiezer et al., 1958).

Cependant, 'approximation quasi statique tombe en défaut dés que la fré-
quence n’est plus basse et que les champs transverses ne sont plus négligeables :
nous avons déja signalé les différences au voisinage de © = w,. Aussi une étude
systématique, excluant cette approximation, est nécessaire : elle a été faite par
A. Bers (Allis et al., 1963).



