Transferts ergie Vv

dans les magnétoplasmas froids homogénes.
Rayonnement d'une source.
Rayons dens les plasmas faiblement inhomogénes

Nous avons défini, au chapitre 3, les modes propres qui peuvent exister dans un
magnétoplasma froid, homogeéne, illimité. Ces modes transportent en général de
I’énergie, et c’est 1’étude des caractéristiques de ces transferts d’énergie qui va étre
traitée dans ce chapitre.

Trois types de problémes se posent, qui correspondent a trois préoccupations
fondamentales :

a) connaitre les propriétés énergétiques intrinséques du milieu et la vitesse
de propagation de 1'énergie (qui apparaitra comme la vitesse de groupe);

b) créer les modes propres considérés a 1’aide de sources intérieures ou exté-
rieures au plasma;

¢) transporter de 1'énergie sur un mode donné, et en particulier faire parvenir
I’énergie de ce mode en un point donné : ¢’est la notion d’accessibilité définie par
Stix (1962).

Ces trois problémes seront traités successivement. Tout d’abord, nous déga-
gerons les relations entre les densités et les flux d’énergie, définis localement dans
le milieu, la notion de vitesse de groupe et le réle des pertes dans le milieu. Puis
le rayonnement d’une source ponctuelle et le passage de ce rayonnement 4 travers
une surface plane vide-plasma seront traités lorsque la source est soit dans le vide,
soit dans le plasma; en particulier, de premiére importance en physique spatiale,
le probléme des antennes sera abordé. Enfin, nous étudierons la propagation de
I’énergie; on sait que dans un milieu anisotrope comme un cristal, cette propaga-
tion ne se fait pas suivant le vecteur d'onde, mais suivant des trajectoires qu’on
appelle les rayons : dans un plasma faiblement inhomogéne, comme 1'ionosphére,
nous préciserons les méthodes qui permettent le tracé des rayons, et nous aborde-
rons le probléme de 1'accessibilite.
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Densité et flux d'énergie instantanés dans un plasma froid

Pour créer une onde, il faut fournir de I’énergie, qui, généralement, apparaitra
aussi bien sous forme d’énergie de 1'onde elle-méme que sous forme d’énergie
cinétique des particules; en particulier, dans un plasma froid, si I’'onde créée a une
composante longitudinale de champ électrique, elle engendrera des oscillations
des particules qui, de ce fait, pourront acquérir de 1'énergie. Il n’est géncralement
pas nécessaire de connaitre 1'énergie totale de 1'onde entiére (répartie dans I’espace),
et I’énergie cinétique totale du plasma (lesquelles ne sont pas définies dans un
plasma illimité); il suffira de décrire les phénoménes & 1’aide des densités d’cnergie
et de flux d’énergie.

Pour un plasma froid, la connaissance des équations linéarisées du mouve-
ment pour chaque espéce s de particules

G.1.1) m, j; v, = g, (E + v, X By)

permet de déterminer la densité d’énergie cinétique des particules : en multi-
pliant (5.1.1) scalairement par v, et en sommant sur s, on obtient, avec

Js:nﬁsqsvs

(5.1.2) EE ll':.].m,,.v“ =£W;=ZJ-E=J-E
o= Cr e o SR at Ay

(5.1.3) Wk = E’Z % Mgt 0%

ot J est la densité de courant total, et Wx la densité d’énergie cinétique totale.
On déduit, pour le vecteur de Poynting (densité de flux d’énergie)

(5.1.4) S=ExH
I’égquation
V.-S=(VxE-H — E-(VxH)
qui, avec les équations de Maxwell (description charges dans le vide), s’écrit
(5.1.5) v.s+£wnm=_J.E
ol
(5.1.6) Waw = 3 (uoH? + B = Wae + Wi

est I’expression bien connue de la densité d’énergie électromagnétique a chaque
instant. Avec (5.1.2) et (5.1.5), on obtient 1’équation de conservation instantanée

(5.1.7) VoS + L We=0,  Wo=Wu+Ws + W
W, étant la densité d’énergie totale instantance.
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FIGURE 5.1.

DENSITE ET FLUX D’ENERGIE INSTANTANE

Intégrée sur un volume V, limité par une surface (v), 1’équation (5.1.7) montre
que la diminution de ’énergie totale contenue dans V, y compris sous forme
d’énergie des particules, est égale aux flux du vecteur S a travers la surface (5).

En revenant 2 la figure 2.2, dans le triedre (D, H, k), attaché & 1’onde, on voit
que ce vecteur S, perpendiculaire & H, est aussi dans le plan commun 4 D, E, k,
et qu’il forme donc, avec k, un angle égal a (D, E) (fig. 5.1).

k L)

i |

Orientation du vecteur de Poynting

La densité d’énergie cinétique considérée ci-dessus a ¢ét€ définie & partir des pertur-
bations linéaires du systéme. En réalité, 1’énergie physique de ce systéme, lorsque
celui-ci n’est pas linéaire, contiendra A coté des termes v,® considérés, d’ordre 2
par rapport a la perturbation, des termes v,v,, de méme ordre, ou v, est la vitesse
non perturbée et v, la perturbation d’ordre 2, c’est-a-dire non linéaire. Ces termes
n’existeront donc pas si le systéme est linéaire, ou si la grandeur a 1’équilibre est
nulle. Dans le cas d’un plasma froid, neutre 4 1’équilibre, on aura v, = 0, et I’éner-
gie cinétique du milieu linéarisé se confondra avec 1’énergie réelle du systéme.
Parce qu’elles sont additives, les énergies linéarisées sont d’une grande importance
en pratique et nous nous limiterons a de telles énergies dans toute la suite.

Signalons enfin que lorsqu’il existe une grandeur non nulle & I’équilibre,
comme par exemple un champ magnétique B, homogéne, remplissant tout 1’espace,
une densité d’énergie constante lui est associée, B,*/2u,; une telle énergie n’entrera
évidemment pas dans les équations de transfert d’énergie; on peut d’ailleurs
1’éliminer en effectuant un changement d’origine des énergies. Le role des termes
d’ordre 1 par rapport 4 la perturbation — en ByB,, par exemple — sera examiné au
prochain paragraphe.
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Valeurs moyennes dans le temps

Les champs, vitesses, etc., ont été représentés par des grandeurs du type
A = A, e7™, ol A, est complexe : en fait, on ne s’intéresse, par exemple, qu’a la
quantité ReA. Les densités et les flux d’'énergie seront donc des produits de telles
grandeurs, du type ReA - ReB.

Lorsque « = @ est réelle, ces produits contiendront des termes oscillants & la
fréquence 2w et des termes constants : les premiers auront une valeur moyenne
nulle dans le temps et nous ne nous intéresserons donc qu’a la partie non oscillante.
En particulier, il en résultera que la densité d’énergie magnétique, dans un magné-
toplasma, dont I’expression instantanée est Wy = -21— (B, - B,)? ol B, est

Ho
I"induction magnétique de 1’onde, aura pour valeur moyenne dans le temps
<Wy> = E;:, < B} + 2B+ B, + B{ >

ol <B,-B;> = B,: < B, > = 0. En laissant de cbté 1"énergiec magnétostatique
By?/2414, Oon aura donc il
Wan = Bi/2u,.
On définira la valeur moyenne, dans le temps, d’un produit AB par
T
<AB> — < ReAReB> — !r J (ReAReB) di

ou T représente un temps long devant la période 7, : nous prendrons pour T un
grand nombre de périodes T = nr,.

Dans le cas o « = w est réelle, cette moyenne s’identifie avec la moyenne du
produit sur une période, que nous noterons

(5.2.1) AB — ReA - ReB = | (ReAReB) di
, 0

soit,

(5.22) AB — ; (ABS + AfBy) — 3 Re(AcBY).

En particulier, on définira le flux moyen d’énergie S, ou vecteur de Poynting moyen’,
par

§=ifE“>< H# + Ef ><Hu}=;:ﬂe{Eo « HE)

1. Certains auteurs définissent un vecteur de Poynting complexe § = P + iQ = % (E x H*)

séparant le flux moyen d’énergie en partie active (P) et partie réactive (Q). On a évidemment
P =S.
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Lorsque « est complexe, = = & — iy, on a des ondes décroissantes (v > 0) ou
croissantes (v < 0). Le produit ReAReB s’écrit

(5.2.3) -ji (AgBoe20t 1 ASBYelory g2t i (ABE + ASB) 21t

et la valeur moyenne AB dépendra, en particulier & travers e—2¥!, de 'intervalle
de temps sur lequel elle est définie. Cependant, dans le cas ol v « @, on définira

AB de la maniére suivante : considérons la quasi-période * = 2rw1, centrée sur
un instant donné ¢; on pourra considérer le facteur e 2" comme constant sur cette
quasi-période = : en faisant la moyenne sur =, les deux premiers termes de (5.2.3)
donnent zéro, d’ol

(5.2.4) K= i (AB? + AIB)e 2" |, vo

en accord avec (5.2.2). Mais alors, cette valeur moyenne AB est elle-méme une
fonction du temps, 4 variation lente : on pourra définir ses variations sur des
temps longs devant la quasi-période 7, conduisant, d’aprés (5.2.4), a des équations
d’évolution de la forme

(5.2.5) 2

AB = — 2vyAB.
= 2vAB

Ce qui précéde revient 4 considérer des amplitudes lentement variables pour les
grandeurs A = (Age ") e’ = A, (1) e, C'est de cette évolution lente des
amplitudes /&, (1), ou des produits /&, (1) B, (1) = @ (1) dont nous allons nous occupe

ici. Plus généralement, dans le cas ou v est elle-méme une fonction lentemer

variable du temps, la solution d'une équation du type (5.2.5) sera

AB (f) = AB(0) exp [- 2 /"TU,} dt’]
0

c’est dans ce sens qu'il faut comprendre la définition (5.2.4) de la valeur moyenne
AB, fonction lente du temps. Signalons, au passage, qu'il existe (Frieman, 1963)
une méthode générale (¢laborée plus spécialement pour traiter les problémes non
linéaires), ol I’on considére plusieurs échelles de temps (ici, il y en a deux, définies
par o™ et v1), et qui pourrait étre utilisée ici. Dans toute la suite, nous nous pla-
cerons dans le cas ou y est indépendant de 1.

Le vecteur de Poynting moyen S sera donc défini par !

(5.2.6) S = i (ExH* 4+ E* xH)e 2"

1. En supprimant les indices zéro : E et H sont ici des amplitudes complexes, du type A,,
essentiellement indépendantes du temps, 4 ne pas confondre avec les grandeurs figurant dans
les expressions instantanées du § précédent, ol E et H sont de la forme Age —ia2,
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Pour une variation temporelle en e~/®, les équations de Maxwell s'écrivent
(5.2.7) VXE=iopH e —VxH=iugE—J
ol gy E*— _ja*uH* et —V x H* = — jn*eE* — J*.
En prenant la divergence de I’éqguation (5.2.6), on trouve
V.S= i o2 [s (& — a*) (uoH - H* + ¢E - E¥) — (E - J* + E*-J)]
soit, avec &« — a* = — 2iy
(528) V.§= i |21 ol HE + «lE[D— E- 3% + E*. 9] e2v.
Nous verrons plus loin (§ 5.5) que le terme réel i (E -J* 4 E*. J) e 2 contient,

D

d’une part 1’énergie moyenne dissipée 0 dans le milieu, sous I'influence des

pertes, et d’autre part une partie de 1’énergie de 1’onde, sous la forme d’énergie
du mouvement organisé des particules.
En tenant compte de (5.2.5), on peut mettre (5.2.8) sous la forme

Z

(529 V-S4 2 (Wut W) =— ;@G E+J.E)e?w

ou les densités moyennes d’énergie, lentement variables dans le temps, sont
définies & partir de (5.2.4) et (5.1.6)*
(52.10) Wi = 3 volHP o2 | Wy = 2 o |EJter,
La relation (5.2.9) sera utilisée pour établir le théoréme de Poynting dans le cas
des milieux faiblement dissipatifs (§ 5.5).

Bien entendu, le cas « réel s’obtiendra facilement en faisant v = 0 dans les
relations précédentes.

Ondes réelles (« et k réels). Caractéristiques géométriques
de la propagation

A partir des équations de Maxwell, pour I'onde en ¢ 'r—©9 on obtient la partie
longitudinale de S a I'aide de

1

k-8 5

Re [k-(E x H¥)] = %.‘Re [(k x E)- H*] = —-% Re [(k x H*)-E]

Re [ H[F = %.‘R.e[meu[EP —iJ* . E).

b=

I. De W, -%HH‘, ot tire WHW?gi(H-H*xH*-H)e-ﬂf$=s%u.,IH]’e—“'“:

il en est de méme pour les autres énergies.
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(5.3.1) k- 8 = 20Wy = 26W, + % Im (3* - E).

La partie transversale de S s’obtient & partir de
k xS =%.‘Re[k % (E X H¥)]

=%iﬂe[{k.H*)E—(k-E)H*]

(5.3.2) kx8§=— %.‘Re [(k - E) H¥]

puisqu’on a toujours k - H = 0, et par conséquent k - H*_= 0.
On obtient alors 1’expression de S & partirdek % (k x S) = (k - S)k — A*S,
soit, d’aprés (5.3.1) et (5.3.2)

(5.3.3) kS = 20Wyk + %:Re [(k - E) (k x H¥)]

pour un milieu isotrope, ona k - E = 0, donc S est dans la direction de k:

pour un milieu anisotrope, on a encore k - E = 0 pour les ondes principales,
toutes polarisées perpendiculairement & k, sauf I'onde extraordinaire; dans ce
dernier cas, cependant, le vecteur S est encore colinéaire a k : pour ce mode
(Cf. § 3.5), e, étant le vecteur unitaire le long de Oy, on a

k- E=kE, H
—k xH = (kH) e, = we, (x - E)e, lﬂﬂ
= wegy (E, + % E,)e,
avec (3.5.19); d’ou, d’aprés (3.4.11) iH

kH =iwg,

. e
L g —ieeNEEE,
% % s s

soit

i—,ﬂi CE) (k X H*) = i (cfuo)'% N:; |Eq|%e,,

k

imaginaire pur !, 5
Pour toutes les ondes principales, on a donc

e

S =— Wyk

k’ M

qu’on peut encore écrire
(5.3.4) S =2Wyv,, ol v =§k=v k/k.

l. Ce terme correspond donc &4 un flux de puissance réactive dans la direction k x B,
(Cf. note page 203).
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En propagation oblique, cela n’est plus vrai et S et k ne sont plus colinéaires.
Comme en optique cristalline, pour une onde plane définie par k et par un indice
N = ON (ou N est I'intersection de k avec la surface des indices (fig. 5.3), la
direction de S (qui est celle du rayon lumineux) est perpendiculaire au plan tangent
en N 4 la surface des indices.

H R R R
I 2 - 'h‘ - - = IP}
/[/ \ A \
j i [
N : % ¥ o
I
P
0 o 0 (P

Rayons et surfaces d’ondes

FIGURE 5.3.

Orientation de S relativement a
la surface des indices

En effet, le plan d'onde (P) & I’instant 7 est ’enveloppe des différentes surfaces d’onde
élémentaires £, X', £’... émises par les différents points O, O', O"... du plan d’onde (P,)
a I’instant #,, ces différents points étant considérés comme des sources synchrones (Prin-
cipe d’"Huyghens). Soient R, R’, R”... les points de contact de ces surfaces X, X', £""...
avec le plan d’onde (P). La distance OH entre les deux plans (P,) et (P) est telle que
OH = vy (t —1y), 00 vy = ? est la vitesse de phase, mesurée suivant la normale k au plan
d’onde (vitesse normale). Or, d’aprés le principe de Fermat, le rayon arrivant en R est
celui qui correspond & la durée de trajet minimum, ¢’est-a-dire au trajet OR : I’énergie
qui parvient en R provient donc du point O, centre de la surface d’onde Z, tangente en R
au plan d’onde (P). Pour une durée de trajet égale a |'unité, on a

0H=n¢=]%-

Si N est le point de surface des indices correspondant au plan d’onde (Pg) ON’=N; on a
donc OH.ON’ = ¢ : le plan (P), tangenten R A X, est donc le plan polaire du point N’ par
rapport 4 la sphére (5,) de centre O et de rayon 4/¢ - Inversement, le point R est le pole
du plan tangent & la surface des indices en N’ : Ja direction OR du rayon est donc bien
perpendiculaire & ce plan tangent. (Nous établirons cette propriét¢ au § 5.9.3.)

176



CARACTERISTIQUES GEOMETRIQUES

Ainsi, pour déterminer les différents modes qui contribuent 2 I’énergie regue
en un point P, dans une direction ¢ donnée, on déterminera les différents k.,
correspondant aux points de la surface des indices ol les normales sont paralléles
a g (fig. 5.4). Cette régle sera précisée au § 5.6.

I

FIGURE 5.4,

Modes contribuant au champ
en P

Du fait de cette propriété, la surface des indices étant de révolution autour de
By, le vecteur S, normal au plan tangent A cette surface, est dans le plan méridien
passant par k : S est dans le plan (k, By). De plus, 'angle ¥ = (k, S) dépend de
I'angle 6 (2 travers la valeur N = N (0)); on a en effet (fig. 5.5)

dN 1 d
% g =—=——
(3.3.9) &Y = Nap~ 2N 40
Bn f
ﬁ \ %
dN s
Nd§ —
db —
Surface des
indices
FIGURE 5.5,
Angle du rayon et du vecteur d’onde k

On peut appliquer (5.3.5) & 1’expression (3.8.8) d’Appleton-Hartree pour N2

X
T T AL
Na U=T+
ou, rappelons-le,

X<, y=2 yoy42 , g R
(1]

‘ = = gt N 1,
o 50— & A=(T+Y'cos0)
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Il vient alors
IN2 —1 Y%sinbcosb
5.3. 1g¥ =~ —=
G B e el AT v WX
ol1 + A est pris avec le méme signe que dans N_?. Quand les collisions sont
négligées (U = 1), on retrouve, au moyen de (5.3.6), les propriétés des ondes prin-

cipales : ¥=0 pour 6 =0 ou 0 = g; et celles du milieu isotrope :

¥~ Y%A ~Y — 0, Quand les collisions ne sont plus négligeables, U est com-
plexe, ainsi que N? et les propriétés précédentes ne sont plus vérifiées; I'angle ¥
peut alors étre défini & partir de Rek et de la surface des indices de propagation
(ReN) : méme pour les ondes principales cet angle est en général différent de zéro,
ce qui montre le role important des pertes dans le milieu. Néanmoins, il faut que
ces pertes soient faibles, c’est-a-dire JmU « ReU =1, v« o, ImN « ReN, pour
qu’on puisse encore parler de rayon.

La figure 5.6 représente 1’ensemble des vecteurs attachés a 1’onde, dans le
cas général ol les vecteurs E et H sont polarisés elliptiquement (propagation
oblique)

Rayon

Plan d’onde ;;

Caractéristiques géométriques de la propagation dans les milieux anisotropes (Plasmas froids). (D’apres
Deschamps, 1965)

La figure 5.7 précise les relations angulaires, avec
N =DN( et g% =N}N
entre les différentes vitesses

vitesse de phase v, = k = k|

L9
N k'
vitesse de groupe v, = dw/dk ; vitesse radiale vy = vy/cos¥
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FIGURE 5.7.

VITESSE DE GROUPE

(la vitesse « radiale » vy est la vitesse de propagation du plan d’onde, comptée
le long du rayon). On a

S « kfk = Scos'¥ = LN H|2 = 9 N|Eq|?
E:=(1—k'k)E, G=mn0"= (uo/cp)"

Surface des
indices

N= E\_..
“ \..
- [+

Y N, =
1 b
Nt 1
dof-ry,
akl/ °

Plan d'onde

Relations angulaires dans le plan k, S

5.4.

Vitesse de groupe

Les modes propres (w, k) trouvés au chapitre précédent, du type
A (k) = Apelr=en 4 = o (k)

sont des ondes planes, d’amplitude constante, qui remplissent tout 1’espace; ils
se propagent avec des vitesses v, = w/k, bien définies géométriquement (vitesses
de phase), mais cette propagation ne correspond a aucun transport d’énergie (il
n’y a donc pas de difficulté a ce que vy > ¢).

Les perturbations rencontrées en pratique sont le plus souvent limitées, soit
dans le temps, soit dans 1’espace, soit dans les deux & la fois. Ces perturbations
(par exemple, les impulsions radar lancées vers ’ionosphére, lors de sondages
ionosphériques) peuvent étre représentées par une somme d’ondes monochroma-
tiques, en ¢ &r—©0_ les valeurs (k, @), solutions de 1’équation de dispersion,
restant respectivement voisines de valeurs centrales k; et w, = o (k;). Un tel groupe
d’ondes constitue ce qu’'on appelle un paguet d’ondes (ks, ©,).

Au cours de la propagation du paquet, chaque onde composante se déplace
avec sa vitesse de phase propre, ce qui conduit, en dehors du centre du paquet,
4 une interférence destructrice (appelée aussi mélange de phases) entre les diffé-
rentes composantes : au cours du temps, cet effet se traduira par un mouvement
du paquet et un changement de sa forme. Ici, seul nous préoccupe le mouvement du
paquet, c’est-a-dire le mouvement de son sommet. Ce sommet correspond au
maximum d’amplitude, c’est-3-dire au point pour lequel I’interférence est au

179



TRANSFERTS D’ENERGIE. RAYONS

contraire constructrice : ceci a lieu lorsque la phase est stationnaire. Précisons ce
point : pour un paquet d’ondes limité dans 1’espace, et centré sur un vecteur

d'onde ky, k =k, + Ak (avec Ak ~ Elr)' le champ sera représenté par une

intégrale de Fourier
(5.4.1) E(r, 1) = [ A(k) gkr—e®a gof,

ou A (k) est essentiellement différent de zéro pour k voisin de k,;. Ces ondes mono-
chromatiques interféreront de maniére non destructrice lorsque la phase sera
stationnaire, c’est-d-dire lorsque

& d dw
S _ — w — — — — — k =
2k ? (k) ok [ker— w(k)t] =r t =0, pour ko

2k
soit
(5.4.2) r—v,t=0.
Le vecteur e, étant le vecteur unitaire de la direction «, la vitesse
dw dw da dw
(5.4.3) va—a—£e¢+5g;e,+a—he, pourk =k,

est la vitesse de groupe, représentant la vitesse de déplacement du paquet d’ondes,
On vérifie que la composante de v, le long de k est (Cf. fig. 5.7)

o
ekl

(5.4.4) W)k =

A

FIGURE 5.8.

Paquet d’ondes 4 t = 0

Un point de vue quelque peu différent conduit au méme résultat : on peut consi-
dérer que le paquet d’ondes est constitué d'une onde porteuse, modulée en ampli-
tude sur un faible intervalle Ar (fig. 5.8); cela apparait, en effet, & partir de I'expres-
sion (5.4.1), en développant I’exponentielle au voisinage de k;. On a en effet, en
posant k = k, + 3k et par conséquent

(5.4.5) m(k)zm':ko)+(3‘—mk'af=%+(2—m°' 5k
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Ak
E( )= e'{lo-r—ﬂ-ﬂfA k) &' "~ G- gy,
—Ak

(5.4.6) EG, 1) =G[r— (aa—i) t] eter—en;

I'onde porteuse el®r—) g upne amplitude G(r) 4 l'instant r = 0; dans le

référentiel qui se déplace a la vitesse v, = (dw/ék),, la « forme » G(r) reste inchan-

gée, v, apparaissant donc bien comme la vitesse de déplacement du paquet’.
Avec |'équation de dispersion D (k, m) =0,ona

aD
=" ok + — 3 =0
et (5.4.3) s°écrit
D [ &D
(5.4.7) i ﬁ / E.

Pour les ondes principales (une seule composante de k), v, est donc bien colinéaire
a k, c’est-a-dire au flux moyen d’énergie S. Mais dans les autres cas, v, n’est plus
paralléle 2 k, de méme que S (Cf. (5.3.3)) ; nous montrerons que, pour les plasmas
froids, v, et S sont encore colinéaires, ¥, apparaissant donc comme la vitesse
d’énergle vg. Cette derniére pmpnété ¥, = Vg se retrouvera encore pour les plas-
mas chauds, mais sans que v, et S soient colinéaires, S ne représentant dans ce
cas qu’une partie du flux total d’énergie (Cf. chap. 9).

Dans le cas ol ® (ou k) est complexe, il est nécessaire d’avoir Ime « Rew
(ou Imk « Rek) pour que le concept de vitesse de groupe reste valable, et pour que
la vitesse de groupe s’identifie avec la vitesse de propagation de 1’énergie (vitesse
de signal) (Brillouin, 1960). Une discussion générale des relations qui existent
entre ces vitesses a été effectuée par Hines (1951). En considérant le paquet comme
une modulation d’une onde porteuse, une généralisation du calcul précédent dans
le cas ol k est complexe est donnée dans I’Appendice 12, et montre que, dans la
région d’absorption, la vitesse de signal est différente de la vitesse de groupe, cette
derniére perdant alors tout sens physique.

A titre d’exemple, étudions le mode sifflement, dans la région des grands
indices (N*» 1) et pour des fréquences w « w, cos O (Storey, 1953); 'équation
de dispersion (3.8.21) se met alors sous la forme

2
(5.4.8) Niew. 22
soit o
(5.4.9) g—;: = 2£\/aw, cos b~ Vo
»

1. La déformation du paquet serait liée aux termes suivants dans le développement (5.4.5) de
@ (k). [Cf. Appendice 12.]
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ce qui explique la variation de ton au cours de la réception, les signaux centrés
sur des fréquences élevées se propageant plus vite que ceux centrés sur des fré-
quences basses. Lorsqu’on observe le phénoméne aux fréguences plus élevées,
et qu’on ne peut plus, dans (3.8.4), négliger w devant o, la vitesse de groupe
présente un maximum pour une fréquence critique appelée « fréquence de nez »;
I"'enregistrement, en fonction du temps, des signaux recus a 1’allure caractéristique
montrée sur la figure 5.9 (siffiement & « nez »). On montre que wy = wy/4.

|

M"l-__

t
e
FIGURE 5.9,

Enregistrement (Sonagramme) d’un sifflement présentant un nez (nose Whistler)

*B.

@]

o &

FIGURE 5.10.
Directions de k et v, pour les sifflements

Revenons au cas o « wy cos B (fig. 5.10). Avec les composantes k, = k sin0
et k, = k cos 0 de k, (5.4.8) sécrit

kk,=i%m=7m avec k*=ki+ ki et "|'=ch‘:’;
On en tire
b B0 _ ke, P . GO e .
0ok, yk % ok, vk
D’ol
(5.4.10) tg® = oo . Kk 4 ST SIS

v, K+ Kk 2+ 1g%0
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S reste intérieur au cone d’axe B, et de 1/2 angle au sommet 6. Remarquons
d’ailleurs que la condition (5.4.10) correspond a la relation (5.3.5) 1g'¥" = N¢/N,
soit d’aprés (5.4.8)

(5.4.11) tg ¥ =%;ga

on vérifie bien que ® = 6 — ¥, en prenant les tangentes. Pour le paquet centré
sur une valeur 0 = 6, la valeur maximum de rg © est IN 8 qui donne @ ~ 199,
d’ol 6, ~ 559, Cette limitation angulaire sur v, traduit le fait que les sifflements
ont tendance & se propager le long des lignes de forces du champ magnétique
terrestre; de plus, alignées le long de ces lignes de force, il existe des colonnes
(fibres d’ionisation) ou I'ionisation différe de I’ionisation ambiante (Smith,
Helliwell et Yabroff, 1960; Smith, 1961); la propagation est alors guidée (comme
la lumiére dans les jets des fontaines lumineuses), ce qui limite 1'angle 0, donc &
fortiori I’angle @.

Ondes complexes [« (ou k) complexe, k (ou ) réel]

Dans un plasma froid, des solutions complexes de I'équation de dispersion
n’existent que lorsqu’il y a des collisions, seul mécanisme susceptible d’absorber
de 1’énergie dans ce cas. Nous verrons qu’il n’en sera pas de méme pour les plas-
mas chauds dans lesquels, méme en 1’absence de collisions, il existe des processus
dissipatifs. En nous limitant aux plasmas froids, nous allons généraliser les résul-
tats des paragraphes précédents, dans le cas ou les fréquences de collision
charges-molécules neutres v, sont suffisamment petites devant les fréquences o
considérées pour que les pertes soient faibles.
L’équation du mouvement s’écrit alors

il
(5.5.]) mgé_tvs = g4 (E i ‘rax Bﬂ) — Vgoltls¥ye

En procédant comme au § 5.1, on obtient pour les grandeurs instantanées
(5.5.2) a% Wy = J-E — T vioftom,t?

oll Wy est la densité d’énergie cinétique instantanée et ol le dernier terme s’in-

. 8
terpréte comme la perte d’énergie, — -%, par frottement sous 1'effet des col-

lisions (c’est en effet le travail effectué par seconde et par unité de volume par la
force de frottement — v m.v,).

Le théoréme de Poynting instantané s’écrira donc, sous sa forme habituelle,
en portant J-E, tiré de (5.5.2), dans (5.1.5)
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W W,
a1 V.8 =0 _''¥
() 8 at &t
ou Wy, = Wy + Wi + Wk est la densité d’énergie totale, et ou
(5.5.4) agp = vregmysh

Mais la dissipation due aux collisions, bien que faible, entraine, pour les grandeurs
oscillantes telles que Wy, une variation lente dans le temps, et ¢’est cette évolution
lente du systéme qui nous intéresse. On devra alors définir des moyennes tempo-
relles, comme nous I’avons fait au § 5.2, par exemple

(5.5.5) Wy — i (z oy, | Vi =)e—rr=

pour une variation en e~'®, avec &« = @ — iy, y € w; (5.5.1) s’écrit alors

(5.5.6) (— i + vog) my¥, = g, (E 4 v, X By).

En multipliant (5.5.6) par n,,v¥ e *', en sommant sur s, et en posant d’aprés
(5.5.4)

(5.5.7) i

1
e _ (5 v ) e

on obtient avec (5.5.5)

15W;
2 3t

LR S - o S i i J*.Ee-tv 4 ig Trogdls (v X V) - Boe = .

La somme de (5.5.8) et de son complexe conjugué conduit a
oW
8t

les termes magnétiques disparaissant dans la somme. Le théoréme de Poynting
(5.2.9) s’écrit donc, compte tenu de o« — a* = — 2jy

(3.5.9) — i — a*) Wx + = i(J*- E+J-E¥) e

(5.5.10) V.S +£,(WM+W’3) -2y W — 3;‘;’1-
soit, d’aprées (5.2.5) i

o O == — s SWp
(5.5.11) V.S 4 (W + Wa + W) = — 22

qui généralise le théoréme de Poynting dans le cas des milieux faiblement dissi-
patifs,

Dans (5.5.9) et (5.5.10), le terme — (J*+ E + J* . E*) contient donc deuxeffets ;
d’une part, lorsque 1’onde est amortie (y > 0), la diminution — a% Wx = 2y Wxde
la densité d’énergie cinétique des particules et d’autre part, la diminution — %‘3
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de la densité d’énergie cinétique sous 1’effet des collisions, énergie qui est convertie
en chaleur; la premiere, associée au mouvement des particules, organisé sous
I’effet de ’onde — et dont I’amplitude diminue en méme temps que celles des
champs (diminution Wy, et Wg) — entre dans la variation de la densité d’énergie
du milieu (Cf. 5.5.11); la seconde est associée aux mouvements désordonnés des
particules, sous 1'effet des collisions, et exprime la véritable dissipation .

Le résultat précédent semble contradictoire ; dans un plasma froid sans
pertes, J et E sont, d’aprés (5.1.1), en quadrature, et le produit (J *E) étant ima-
ginaire pur, on a (J*-E + J.E*) = 0, d’ou I'utilisation habituelle de ce
terme pour exprimer les pertes dans le milieu. En fait, il n'y a pas contradiction,
car, dans (5.5.6, 8 et 9), aussi bien que dans (5.2.8), le courant J a été évalué
comme réponse A 'excitation e—™, o = w — iy. Pour y « o, on peut donc écrire

i Y f-.-% Iw).
D'od
(5.5.12) % Re [J%() - E] e~ — %.‘Re [J* () - E] & = 27

1 aJ*(w) g

—*{iﬂm [ o5} E]e :
Le premier terme du second membre exprime bien la perte d’énergie réelle, J (o)
n’étant plus en quadrature avec E (le terme en phase exprime justement cette
perte d’énergie (Cf. chap. 2)), tandis que le second terme contribue & la densité
d’énergie totale (A travers le mouvement cohérent des particules). Nous précise-
rons ce résultat, d’une maniére plus directe, en utilisant la description diélec-
trique (chap. 9).

Un exemple simple illustre ce qui précéde. Considérons 1’oscillation de
plasma électronique en présence de collisions électrons-molécules (avec vy « @)
et en négligeant le mouvement des ions, La résolution de I’équation de disper-
sion donne alors la solution « =  — iy, avec @ = w, et y = vu/2 (Cf. chap. 9).
On a alors, d’apres (5.5.7) et (5.5.5),

(5.5.13) 3::*' - % Voo Mgty | Vo|? € = 20 = 2v,0Wx

(ce résultat est d’ailleurs valable pour toutes les ondes de hautes fréquences pour
lesquelles on peut négliger les ions). En portant (5.5.13) dans (5.5.10), [ol, pour
I’onde longitudinale on a S = 0, Wy = 0], on obtient

1. La différence entre ces deux types d'énergie apparaitrait clairement si, le systéme devenant
instable, les ondes étaient faiblement amplifiées (y<0) : on aurait alors une augmentation de

I’énergie organisée tandis que la variation — % resterait égale 4 la diminution d'énergie

due aux collisions.
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(5.5.14) a::" — 2¥Wy — 2v, Wi
d’od &

W _ _ . _ Vs
(5-5'15) Y o ZTWK = 2t

qui exprime 1'égalité Wy = Wy, laquelle résulte de 1’égalit¢ Wy = Wy entre les
densités d'énergie instantanées (I’énergie est alternativement sous les deux formes
W; electrostatique, et Wy cinétique). L’énergie totale est évidemment

(5.5.16) Wit = We + We = 2 W = 2 Wk
d’ou, d’aprés (5.5.15)

B 2
(5.5.17) 27 Weodd = = 2¥Wiot = —Veo Wiot

en accord avec (5.2.5), et montrant que ’énergie s’amortit en e ~¥~f, conformément
3 la forme du terme de collision (Cf. chap. 10).

L’ég. (5.5.14) montre que dans (5.2.3) le terme — i (J*-E+ J-E¥) e 2V

contient non seulement la perte d’énergie dissipée — a;:" = —2v,,Wx , mais
; TN ? b SR . oWy G
aussi la diminution d’énergie cinétique de 'onde — it 2y Wk.

En vertu des remarques précédentes, la définition de la densité totale d’éner-
gie, dans la description « charges dans le vide », est assez delicate. Comme dans
le cas « = w réelle, on a (Cf. (5.3.1)) pour & = w — iy,

(5.518) k.S =(a+a*) Wa=(a+ a*)WE—;‘;(J*-E— J E¥)e-2v,

quimontre que la densité moyenne d’énergie enmmagasinée par les particules est lice
3 Jm (J*-E), quantité représentant la seule contribution du terme instantané
J-E quand il n’y a pas de pertes (J et E en quadrature). Pour relier ce terme
Im (J*- E) & I’énergie cinétique moyenne Wx, on prend la différence entre (5.5.8)
et son complexe conjugué : on obtient

(5.5.19)
(= + u*)Wz =£(J*'E — JE%) e + i?ﬂaﬂsﬁ:xva_ Ve X ¥3)s Boe =510

les termes magnétiques (qui ne disparaissent plus dans la différence) représentant
’énergie de couplage entre le champ B, et les courants J,, laquelle participe a la
densité d’énergie totale. Lorsque B, = 0, on a donc I'égalité

(5.5.20) Wi = Wy — Wi
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et on retrouve, pour l’oscillation de plasma, la propriété (5.5.15), We = W
Lorsque B, == 0, 1’énergie de couplage magnétique intervient. Compte tenu de la
&
contribution du terme Jm ( 'Zi E) (signalée en (5.5.12)), & la densité
(1]
d’énergie, on voit qu’il est difficile de préciser la forme générale de la densité
d’énergie dans la description « charges dans le vide », exception faite de cas simples
comme |'oscillation de plasma ol I’on définit, & priori, la densité d’énergie totale
par W, = Wy + Wg. Dans le chapitre 9, nous la définirons sans ambiguité 4 1’aide
de la description diélectrique. :

Rayonnement d'une source située dans un plasma homo-
geéne illimité

Le probléme du rayonnement d’une source ponctuelle dans un milieu anisotrope
a €té étudié depuis longtemps. On s’est d’abord intéressé au cas d’une source
lumineuse placée dans un cristal biréfringent, puis, plus récemment, au rayon-
nement Cerenkov dont I’étude a été faite par différents auteurs (Ginzburg, Eid-
man, 1959; Ginzburg, 1960), en particulier en utilisant la transformation de
Fourier dans I’espace (Sitenko, Kolomenskii, 1956); cette méthode sera reprise
dans ce paragraphe. Certains de ces travaux reposent sur la notion de ten-
seur de Green (Cf. par exemple Morse et Feshbach, 1953) que nous rappelle-
rons plus loin et qui raméne le probléme du rayonnement & une simple
intégration. Les tenseurs de Green ont été étudiés d'une maniére générale
(Bresler, Marcuvitz, 1956), et ont été déterminés dans le cas particulier d'un
dipble €lectrique rayonnant dans un diélectrique anisotrope (Bunkin, 1957;
Kogelnik, 1960); nous étudierons ce dernier probléme en le traitant par la méthode
de Fourier (Lighthill, 1959), puis par la méthode équivalente du tenseur de Green.

Méthode de la transformée de Fourier 5.6.1

Soit une source, par exemple un courant J,,(r) dans une antenne, placée dans un
plasma homogéne et illimité, et travaillant sur une fréquence donnée w. Cette
source crée en tout point du milieu un champ E(r), satisfaisant aux équations
de Maxwell, c’est-a-dire & 1’équation de propagation

]
(5.6.1) VXV x Em_%u-Em = iopedy,
qui, aprés transformation de Fourier, s’écrira (Cf. chap. 2)
w? 3
(kl: — 1+ x)vE‘., Y = - S Bk,
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Elle est de la forme (en omettant les indices w)

(5.6.2) R(k)-E(k) = 8(k)
et conduit, aprés inversion du tenseur f(k), &
(5.6.3) E(k) = R7Y(k) - (k).

Dans cette derniére €quation, le second membre pourra s’écrire T(k)/R(k), ou
T(k) sera un vecteur dépendant du terme source S(k) et des composantes de
R(k), et ot R(k) = Der||R(k)||; I"équation de dispersion pour les modes propres
s’écrit donc R(k) = 0. On a alors

_T),
E(k) R
Le champ E(r) est donné par la transformation de Fourier inverse
(5.6.4) E() = f E (k) &% g% — [' i—{(:)) e o,

L’intégrale de 1’expression (5.6.4) est singuliere sur la surface R (k) = 0 (nous
supposons que T (k), dépendant du courant dans I’antenne, ne contribue pas aux
singularités, ce qui est vrai en général (Cf. Lighthill, 1959)); cette surface, en fait,
n’est autre que la surface des indices (plus exactement, son homothétique dans le
rapport ¢/w).

Prenons Oz dans la direction d’observation r, et décomposons k en « = ky,
suivant Oz, et B = k, suivant Ou (fig. 5.11). On peut alors, dans (5.6.4), s¢parer
les intégrations sur ¢ = |a| et B.

(5.6.5) E(z) = f]‘ a [ %’gaﬂm.
: LS
o = ku .‘r\.\'“
\5 k
!
I
1
I
0 : y
!
|
p= kJ,,
X u

Dans la derniére intégrale, le dénominateur s’annule sur la surface R = 0, défi-
nissant, pour chaque B, un pole g tel que

R (ag, B) =0.
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On intégre cette derniére intégrale par la méthode des résidus, et il reste alors
la somme des contributions de chaque pole g Pour chacun de ces pdles (sup-
posés simples), on aura donc une contribution Eu au champ total

T (25, B)
T 2 _ﬂ_ 8.
z) 2rf‘d[3 {B’me‘

Cette intégrale se transforme facilement en intégrale de surface, étendue a la
surface des « indices » R = 0. La normale & cette surface R = 0, définie par
VR, a donc pour composantes Rg,, Riy, Ry; si ' est I'angle entre Oz et la
normale & R = 0, et si do est 1’élément de surface de R = 0, on a (fig. 5.12)

dp =docos't et R&(ua, B) = |V.R| cos'¥

o= k_z
xg >~
B
Ky
ou VR est évalué au point (x,, B).
D’ou :
(5.6.6) Er.lﬂ(z) ZTFI‘/’TV R Emp’dd.

La condition de rayonnement a grande distance (qui implique des champs qui
tendent vers 0 quand r— o0) conduit 4 éliminer certains poéles, c’est-d-dire 4
n’intégrer que sur une portion (R,) de la surface R = 0. Cette portion est définie
par la condition suivante : 1’angle entre k et le vecteur r doit étre inférieur & /2.
Dans le cas général, cette condition angulaire est trés difficile a formuler : il
est alors plus simple d’exprimer la condition de rayonnement sous forme mathé-
matique (Deschamps, 1961); ainsi, une régle générale, due a J.-P. Lafon (1967) est
donnée dans I’appendice 4.

Puis, pour évaluer I'intégrale (5.6.6), on montre, comme en optique, que
lorsque z est grand, seuls entrent en ligne de compte les points de (R,) ol la
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FIGURE 5.13.

Principe de la phase stationnaire

FIGURE 5.14,
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phase est stationnaire, c’est-a-dire les points ol la normale & R = 0 est paralléle
a la direction d’observation (fig. 5.13). Ce « principe de la phase stationnaire »
correspond a la propriété suivante : dans 1'intégrale (5.6.6) la phase %,z (dans
I’exponentielle ¢/*3*) varie beaucoup, pour z grand, lorsqu’on prend deux direc-
tions voisines k; et k,, correspondant aux

Ko deux valeurs voisines, mais différentes, «; et
) SegmmLe g s
5 ®y; la superposition de ces deux modes se
By jesrett o e ki—;‘ détruira donc par interférence. Pour les ondes
-1?_ T gt 1

voisines de la direction k,, les valeurs corres-
pondantes des « seront égales & «,, au second
ordre prés, et ces ondes, restant pratiquement
en phase, interféreront de maniére construc-
u tive.
Enfin, en introduisant la courbure de
R =0 au voisinage de ces points station-
naires, on peut calculer le champ Ema (r) dii a chaque pdle, et en en faisant la
somme, le champ total rayonné. Nous ne nous préoccuperons pas ici du calcul
des amplitudes, cette question étant traitée en détail dans I'article de Lighthill,
(1959), mais seulement de 1’identification des modes contribuant au rayonnement,
modes qui s’obtiennent donc (en se limitant & la partie R, de la surface des
indices) par la régle déja donnée au § 5.3 (fig. 5.14).

Nous allons maintenant appliquer cette régle
au cas d’une source rayonnant dans un plasma
indéfini; ensuite, nous examinerons le probléme
du rayonnement a travers une limite plane vide-
plasma.

Plagons-nous par exemple dans la région @
(fig. 3.31), ol la surface des vitesses u = ¢/N est
constituée de deux nappes, une nappe (D) avec
cone de résonance, intérieure a la sphére de rayon ¢,
et une nappe (G) extérieure, La surface des in-
dices N = ¢/u, inverse de la précédente par rapport
a cette spheére, a donc une section dont la forme
est indiguée sur la figure 5.15.

Pour le mode correspondant & la nappe (G),

Direction des vecteurs d’ondes des modes il existe des solutions kg dans toutes les direc-
contribuant au rayonnement dans la di-  (jong : on aura donc un rayonnement sur ce mode

rection r

quelle que soit la direction d’observation choisie.
Pour le mode correspondant 4 la nappe (D) (fig. 5.15 et 5.16 a), il n'y aura
de solutions kp qu’a 'intérieur du cébne de résonance; le rayonnement se fera
donc uniquement & 1'intérieur d'un c6ne (C) dont les génératrices seront perpen-
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Surface des vitesses

FIGURE 5.15.

Surface des vitesses et surface des indices

(D) et (G)
(C) 2 ondes / (%3]

2 ondes
(D) et (G)

FIGURE 5.16.

Rayonnement d’une source ponctuelle dans un plasma indéfini
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diculaires aux kp limites, c’est-a-dire aux génératrices de ce cone de résonance.

On obtient donc au total des directions ou les deux ondes (D) et (G) parti-
cipent au rayonnement, et d’autres oll seule une onde (I'onde (G)) est rayonnnée
(fig. 5.16 b), ce qui définit deux régions, respectivement intérieure et extérieure
a (0.

Pour les directions situées sur (C), 'évaluation de 1'intégrale (5.6.6), qui
fait intervenir la courbure de la surface des indices, requiert quelques précautions,
car le rayon de courbure tend alors vers 1’infini. On obtient une augmentation de
1’intensité rayonnée dans ces directions particuliéres.

Tenseur de Green

5.6.2

L’équation (5.6.1) montre qu’il existe une relation linéaire, entre la « réponse » E(r)
et I'excitation J(r), de la forme

(5.6.7) Eor) = f Bolr, ) - Jult) d*

ou le tenseur G dépend du milieu. L’expression (5.6.7) définit la solution de 1’équation
inhomogeéne (5.6.1).

La généralisation (Cf. Morse et Feshbach, 1953) de la méthode des fonctions de
Green pour la résolution des équations différentielles inhomogénes (rappelons que, une
fois déterminées, ces fonctions, réponses 4 une excitation élémentaire, permettent, par
une simple intégration, de trouver la solution générale, réponse & une excitation quel-
conque) permet de chercher les solutions Gu(r—r,) (fonctions de r—r, quand le
milieu est homogéne) de I’équation (5.6.1), pour une excitation unité, localisée au point r, :
cette excitation est alors exprimée 4 1'aide de la fonction 8(x) de Dirac? sous la forme
(27)* 3(r—r,) 1, ol 1 est le tenseur unité, déjd défini en (2.3.5), I’expression 3(r—ry)
ssyn}hoﬁs?)nt le produit 8(x—x,) 3(y—y) 8(z—2z). On aura donc 1’équation pour

wll — I

(5.6.8) (vax —"-;;u.) Bt — o) = iy 2r)* 3 —r1) 1.

Les solutions de (5.6.8), une fois connues, la solution générale de (5.6.1) s’exprimera
(Cf. par ex. Arfken, 1966) par la convolution, de la forme (5.6.7)

(5.69) Ea®) = @) [Gule —1) - J0) .
Pour calculer Gu(r—r’), on passe en transformées de Fourier dans 1’espace : on a
(5.6.10) Eu(r) = | Eu(k) elk-r g%
(5.6.11) Eo(k) = (Zr:}—’j Eo(r) e~k gt
1. Pour laquelle nous rappelons les caractéristiques fondamentales :
00 e
8() = 2m)1 [elrx g7 - ,f{x)a{x—x.)dx=f(xu).
—C -_q
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et des relations analogues entre J(r) et Ju(k), et enfin

(5.6.12) Gulr—r) = [ gu(k) efk-@=m do%.

Cela conduira, par substitution de (5.6.12) dans (5.6.9), et compte tenu de (5.6.11), pour J,
a la relation entre les composantes de Fourier de Eq(k) et Jo(k)

(5.6.13) Ew(k) = gulk):Ju(k).
La transformée de Fourier de (5.6.8) déterminera g.(k)

2
(5.6.14) (kk —k1 4+ ‘%u)  golk) = ioy,1
puisgue 8(r—r) = (2,1-)—:’3&-:!—:'} d®k.

En appelant, comme ci-dessus, R(k) le tenseur coefficient de g.(k) dans (5.6.14), on
aura donc

(5.6.15) guw(k) = iop, R;(K).

De méme qu’en (5.6.3) et (5.6.4), cela fera apparaitre, comme pbles du second membre,
les racines de 1’équation de dispersion

R(k) = Det (Rw) = 0.

La solution (5.6.15), pour une orientation quelconque de k, a été donnée par Kogelnik
(1960), pour un plasma froid. Elle est donc de la forme (Cf. Appendice 3)

_ £,
(5.6.16) guk) = R(k)

La solution (5.6.16) pour g.(k) permet donc, en principe, de calculer le champ
rayonné par une distribution de courant J, (r) quelconque. Bien entendu, on pourra lui
superposer n'importe quelle solution libre, solution de 1’équation (5.6.1), écrite sans
second membre. La solution générale devra néanmoins satisfaire & la « condition de
rayonnement », déduite du principe de causalité,

Lorsque, dans (5.6.16), k = k (w) sera solution de 1’équation de dispersion, un pdle
apparaitra dans g.(k) et ces termes contribueront de maniére dominante dans I'intégrale
(5.6.10) pour E(r) qui, avec (5.6.13), s'écrit

(5.6.17) E(r) = f geo(k)* Jo(k) ek r g2 :

on retrouve les résultats du calcul direct (Eq. (5.6.9)). Ces contributions seront évaluées
par la méthode des résidus, nous en verrons un exemple plus loin.

A partir de I"expression (5.6.16) pour g.,(k), on peut exprimer la puissance rayonnée
par une distribution de courants élémentaires J(r)

_1 f(.]*.n: + I EN @ =] m.e:/'(J*-E) ®r.

2
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Avec (5.6.9) et (5.6.12), cette puissance se met sous la forme (en omettant les indices w)
= ; (2r)—* Re J-‘J*(r)-G(r — ') J(r') d d*’

= % (2)2 Re / :l*(rj cg(k) e®- =12, J(¢") d d¥ d®k

ol I'on reconnait, dans I'intégrant, les transformées de Fourier inverses J*(k) et J(k)
(Cf. éq. 5.6.11); d’ou

(5.6.18) P, = 4n* Re ] JE (k) gulk) - Jo(k) d2k
soit, en fonction de I'indice, en remplagant chaque composante ky par %Nm
(5.6.19) Po —4“—“) J{eIJE;,(N) Qu(N) - J,(N) d*N.

Appliquons ce dernier résultat au calcul du rayonnement émis, dans un plasma froid,
par un dip6le élémentaire de moment pe—®’, placé 4 'origine des coordonnées et orienté

de fagon quelconque; on a
Jo(r) = —iwp 3(r)

et

Ju(k) = (2 )a p, indépendant de k;
d’ou, d’apres (5.6.18)

2
(5.6.20) Po = 4 [p*T(@)p + p-T*()-p*]
avec
t 1 2. 2ne

(5.6.21) I'w) = (211)"":’9@&} d* = ﬁfgm(NJ d®N, o = % =

Ecrite avec les composantes py, I'xs , (5.6.19) devient
Po =% = [PaTuppy + puTuis ]
soit, en permutant les indices « et B dans le deuxiéme terme de la somme
(5.6.22) Py = “;p--n .p
ouIy = ; (" + I't) est la partie hermitique du tenseur I" 1.
On donne en appendice (Appendice 3) un exemple d’application de (5.6.22).

Généralités sur le probléme des antennes (Cf. Deschamps
et Weil, 1965)

Le comportement d'une antenne plongée dans un plasma dépend de nombreux facteurs,
en particulier du role de la gaine qui se forme au voisinage de la surface de 1’antenne et
de la répartition du courant dans I’antenne elle-méme; en outre, lorsque cette antenne est

1. I't est le conjugué hermitique I' (c’est le conjugué du transposé (I'thag = (Cap)*).

194



GENERALITES SUR LE PROBLEME DES ANTENNES

fixée sur un véhicule spatial, les effets de son mouvement dans le plasma environnant,
ainsi que le role de son sillage et de celui du véhicule, deviennent importants.

D’une maniére générale, on ne sait pas traiter exactement la plupart de ces pro-
blémes et seuls des résultats trés partiels ont été obtenus, au cours des derniéres années,
en utilisant des méthodes approchées.

Une situation particuliére, qui ne se rencontre que lorsque 1’antenne est plongée dans
le plasma, est obtenue lorsque la fréquence de 1’onde émise conduit & v, = 0 au voisi-
nage de I'antenne : 1’énergie ne se propage plus; elle s’accumule dans le milieu environnant
lorsque 1’antenne émet et lui est restituée lorsque celle-ci devient réceptrice. On observe
alors, au voisinage de cette fréquence, un élargissement du signal qu’on appelle « fléche
de résonance »; ces fleches de résonance ont été observées pour la premiére fois sur les
ionogrammes enregistrés par le satellite Alouette (Cf. par ex. Lockwood, 1963) et leurs
fréquences ont été calculées par de nombreux auteurs (Cf. Dougherty et al, 1965); dans
le cas de la propagation perpendiculaire & By, I'étude théorique et une vérification expé-
rimentale en laboratoire ont été effectuées (Crawford, 1965; Crawford et al, 1967).

Pour des raisons de simplicité, nous nous limiterons ici au cas des antennes fixes,
plongées dans un plasma stationnaire et homogéne, mais rendu anisotrope par la présence
d’un champ magnétique statique. Il ne sera guestion, dans ce qui suit, que des plasmas
froids,

Nous rappellerons, tout d'abord, les caractéristiques générales des antennes dans les
milieux non ionisés.

Caractéristiques d'une antenne dans le vide 5.7.1

Nous nous limiterons, pour la réception, & des ondes incidentes complétement polarisées,
ou totalement dépolarisées. Les définitions qui suivent se généralisent aux cas intermé-
diaires (Ko, 1962).

Une antenne est un dispositif linéaire qui assure la transition entre une onde guidée
et une onde libre. Elle peut étre décrite par une impédance

Z=R +iL
identique en réception ou en émission, ce dispositif étant passif,

Dans toute la suite, nous supposerons négligeables les pertes dans I’ensemble constitué
par 1'antenne et par le circuit récepteur ou émetteur. Si I est le courant dans "antenne,
la puissance complexe transmise est

P=27ZI.
La grandeur R, = ReZ est appelée la résistance de rayonnement de 1’antenne : elle carac-
térise la puissance totale rayonnée par I’antenne et perdue par effet Joule dans le milieun

P, = R,
Mais, I’antenne ne rayonnant pas également dans toutes les directions, on définit un
diagramme de rayonnement qui peut étre caractérisé par le gain directionnel en émission Gg;

en réception, les propriétés de 1’antenne sont représentées soit pas le gain directionnel en
réception Gy, soit par la longueur équivalente h de 'antenne.

GAIN DIRECTIONNEL EN RECEPTION Gl

Si ¢ et 0 repérent la direction du vecteur de propagation k dans un systéme de référence
li¢ a I'antenne, on a
(5.7.1) Gy = AEE; )
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Antenne

X

ou A (0, @) = g—z}est la surface effective de I’antenne; P, la puissance extraite de 'onde

(pour la polarisation de E incident la plus favorable, c’est-a-dire qui donne P maximum)
et S la densité de flux d’énergie incidente, dans la direction de k, pour un intervalle de
fréquence Af: et ou

1
A.,=4—nfdm(ﬂ. o)

est la surface effective moyenne; des considérations thermodynamiques permettent de
montrer que cette surface est indépendante de I'antenne

13
(5.7.2) =
Donc

4
(5.7.3) G0, ) = 75 A(G,9).
GAIN DIRECTIONNEL EN Emission Og
On définit G de la méme maniére

0,
Gi0,9) = L3

ol T (6,9) est la puissance rayonnée dans la direction (0, @), par unité d’angle solide et
par intervalle de fréquence Af, et ol :

1
“TG =E'/‘dﬂﬂt{ﬂ,q})-
On montre que
2
(5.7.4) A, ) = :‘—“ Gg

de sorte que Gy = Gy : mais cette relation n’est valable que dans un milieu isotrope.

LONGUEUR EQUIVALENTE h

Elle caractérise la tension moyenne V induite aux bornes de ’antenne par un champ
Eine indident =,

V=h-Ep
h et Gy sont évidemment liés, en vertu des définitions précédentes.
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Pour un circuit adapté (R’ = R,), la puissance moyenne délivrée au récépteur est
P Récepteur - Antenne

P=RT -
avec RI=V |
_ 1 _. |hEp |

(5.75) . ‘4"[{—'1.‘"‘ = 4Rr . Filtre

Or cette puissance par intervalle de Af |
fréguence est égale a

2
ASAf = }E G4SAf o

S=,|Re®xHY)| = nE N Rr

(i)
= o
En caractérisant la longueur effective de I’antenne dans la direction de Ej, par

hjj = h+Eqne/|Egnc|, on a donc

h
(5.7.6) Ga @, ) = 2n g2 0.

Les concepts Gy et ky; sont donc équivalents.

Résistance de rayonnement d'une antenne plongée dans un plasma
froid anisotrope 5.7.2

Lorsqu’on néglige les ions, 1’étude de la propagation des ondes planes dans un plasma
froid anisotrope a montré (Cf, chap. 3) qu'en général il y a au plus deux ondes transver-
sales qui se propagent, une, ou les deux, pouvant étre éteintes pour certains domaines de

2
m - # & -
valeurs des paramétres X = mj; et Y = —2. L’existence des ces modes caractéristiques a
iy L]

été précisée sur le diagramme CMA (fig. 3.33) en hautes fréquences.

5.7.24. EN L’ABSENCE DE CHAMP MAGNETIQUE

(Y =0), on a un milieu isotrope, de constante diélectrique e = go%, = g, (1 — X).
Or, la résistance de rayonnement d'un dipdle de longueur / dans le vide est

R = %ﬂ \/E-E—: ?Ti.), = 80x=* ()\%’)’l ohms

ol M= =

soit

Dans le milieu de constante diélectrique =, on aura donc, pour le méme dipdle

1.7 :—E i Czﬂ)*” =Vi-X.
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5722, EN PRESENCE D'UN CHAMP MAGNETIQUE, il faut tenir compte des différents modes caractéris-
tiques qui peuvent se propager, et de leur polarisation, Sur le diagramme CMA, on voit
immédiatement que, dans la région ®, R, = 0. Dans les régions @, @, ®, il existe des
résonances (N — e0) qui conduisent & des difficultés (la puissance tend vers I’infini,
done, pour un courant fini dans 1’antenne, R, — o) sur lesquelles nous reviendrons,

Pour les régions D et @, un calcul numérique (Weil et Walsh, 1964 et 1965) a partir
des expressions théoriques (Kogelnik, 1960) pour R,, a été fait dans les cas du dipdle
électriquement court et de la boucle magnétique.

8,

p (Antenne)

rd

Nous avons vu, au § précédent, qu'’il ¥y a deux modes de propagation possibles, et
que la puissance totale est la somme des puissances rayonnées sur chacun de ces modes.
La résistance de rayonnement contient alors deux termes, 1’'un A(, indépendant de 1’orien-
tation de ’antenne par rapport 4 By, et 1'autre N> qui en dépend (Cf. Appendice 3) :

M| %=&+.N’msz¢

ot M=MXTY) e N=NXT)

Pour le dipdle électrigue ;

0,6 -

FIGURE 5.17.

Variations des composants (. et )\’ de la puissance rayonnée par un dipble
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On trouve la loi G =\/1—X pour Y =0. Pour Y 30, il apparait, sur ces
courbes, I'influence énorme du champ magnétique, particuliérement au passage des
régions (1) & (@, ol M décroit trés vite, tandis que N croit trés vite (cela est di a la dispari-
tion du mode estraordinaire quand on passe de (D a @). Ces effets ont été observes (Walsh
et al, 1964) sur un satellite en rotation sur lui-mé&me, ce qui a permis de séparer M et
N’ (on recevait le bruit radioélectrique cosmigue).

Pour une boucle magnétique de rayon a, on a des résultats analogues. Dans le vide

R} :%‘ T, (koa)* ~ &'/:, ce qui donnera donc ici, en 1'absence de champ magnétique
(5.7.8) R,/R = M = (1 =X)".

On obtient des variations moins brutales qu’avec le dipdle et, de plus, N’ reste toujours
négatif,

Dans les régions 3, @ et @, il existe, pour chaque valeur de 0, une courbe de réso-
nance (N — oc). Il lui correspond alors une puissance infinie, donc la théorie faite jusqu’a
présent tombe en défaut. En effet, un certain nombre d’objections peuvent €tre faites :
on n’a pas tenu compie des ions; un modéle fluide et froid (traitement hydrodynamique),
quand N — oo, % — 0, n'a plus de sens; de plus, au voisinage des résonances, avec N fini
mais trés grand, la puissance rayonnée est trés grande, donc les champs le sont aussi :
la linéarisation des équations n’est plus correcte; enfin, on n’a pas tenu compte des colli-
sions, Méme en laissant toutes ces objections de coté, et en gardant la description plasma
froid, les résultats précédents (pour un dipdle électriquement court) ne sont plus valables,
guand A — 0, car alors ’antenne n’est plus électriquement petite ni en longueur, ni méme
en diamétre. Comme dans le vide, on doit alors tenir compte du déphasage entre les champs
émis par les différents points de I’antenne, c'est-a-dire qu'il faut connaitre la répartition
du courant dans I'antenne.

On a montré, au § précédent, que la puissance rayonnée est de la forme

P ~Re [3*(0)- g () - 30O %

P est convergent, quand k — oo, si | J(K) |* ~ O(k—%).
Une solution approchée a été trouvée (Staras, 1964) en choisissant une répartition

de courant dans une antenne cylindrique :
Z

g—F J’
u

(5.7.9) J(p) =Ct

(u est le vecteur unitaire de )

Eﬁ _|_ 4 2
avec p* = -a—a-q- -+ 1
et la demi-longueur effectifs de I’antenne; cette ré-
partition limite évidemment le courant dans le \
voisinage de la surface et laisse la puissance finie \
lorsque k — oo, puisque \
”ﬂ 3§ 8 8 Je1—1 s \q
4?[1—{- kla +.k”f]

ol a et [ sont le rayon

J;p;=
X

ol k, et k; sont les composantes de k par rapport 4 la direction de I’antenne.
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Avec cette répartition de courant, on peut caleculer I'impédance Z = R, -+ iL.
Pour R;, un calcul numérique, dans le cas o

f=5ke, f =1,4Mes, f;=9Me¢, v=0 (X =23,610°%Y =810 Région ®)
donne (Staras, 1964) les courbes de la figure 5.18.

Rr chms

R ohms
10%1

10°+
10°

10°-
1

10 1
107 —f - 1

10 1 10° | métres
FIGURE 5.18.

Résistance de rayonnement pour le courant (5.7.9).

Une telle approximation semble néanmoins justifiée, parce que 1’on peut montrer que Z
est une fonction stationnaire du courant J, et qu’elle est donc peu sensible au choix du
courant au voisinage de sa valeur exacte (il existe d’ailleurs une méthode variationnelle
du calcul de Z, se référer & Ament, 1964). De plus, dans la limite du dipdle court et mince
(a «l, kol < 1, kpa « 1) dans le vide, on trouve pour R, et L, les expressions classiques

RO — m(’ﬂ)' Lo — — 120 (Lag lar _ 1)
A olart a

ol /.7y est la longueur effective de 1’antenne définie par /.4y = 11;‘ 1 Jdvy = 21,

Réactance d'une antenne, plongée dans un plasma froid, anisotrope

5.7.3

Il existe trés peu de résultats concernant cette réactance. La raison principale en est
I’existence d’une gaine au voisinage de la surface métallique de I'antenne, qui a pour
effet d’ajouter une capacité C; a la capacité C de I'antenne nue : on mesure donc une
capacité Cy,

CC
(5.7.10) Con=-—"2_.

cC

La théorie des gaines étant encore imparfaite, on ne connait pas trés bien C,. Ainsi, deux
théories, tenant compte des effets de gaine, sont en complet désaccord : I’'une (Balmain
1964) a éte contrdlee, en laboratoire, par des mesures d'impédance de sonde; 1'autre
(Bramley, 1965) est liée 4 des mesures effectuées 4 bord d’une fusée.
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Dans le vide on a, pour un dipble électriquement court et mince (longueur 2I,
rayon a)

1P == Log——- l-I e~ En_}’é
3 a

qui tend vers |'infini pour ¢ — 0.

On aura donc, pour Y = 0 (B, = 0), dans un milieu de constante di¢lectrique e
et dans les régions ot il n’y a pas de résonance (I'approximation dipdle est alors valable),
par exemple pour les régions @ et @, une capacité (sans gaine)

(5.7.11) € _\/o=a-%=%.
(& E
]
Un résultat théorique, pour une antenne réelle (avec J ~ €~ et sans tenir compte

de la gaine), conduit & une inductance L (tandis que dans le vide c’est une capacitance),
pour @ = 0, et pour les valeurs données plus haut des paramétres X et Y?* (région ®).

#L ohms
cl
c® 10% -
10% 4
10 -
1
" =
107 T T T T T S
0 T 1072 1 10° | métres
FIGURE 5.19.

Capacité et self d’un dipéle (B, = 0)

Pour B, % 0, quand on néglige la présence d’une gaine, et dans les régions oli il n’y a pas
de résonance, on peut calculer C dans la limite quasi statique. Le probléme se raméne
alors & la résolution de 1’équation de Poisson dans le vide, mais avec une antenne dont la

surface est transformée par x' =x, y' =y, z' = \/ﬁ z. Si C' est la capacité calculée
Ay

dans cet espace (x’, »’, z°), la capacité de ’antenne est alors
ad
(5.7.12) C= \ %y %g c’.

On obtient ainsi des expressions de C pour des antennes cylindriques ou coniques.

En fait, un certain nombre de résultats expérimentaux montrent 1'influence importante
des gaines autour de I’antenne. Cette influence (qui joue aussi bien sur R, = ReZ que sur
ImZ) est liée, semble-t-il, & la génération d’ondes de plasma, qui absorbent une partie de
la puissance rayonnée; mais cette question n’est pas encore bien élucidée a 1’heure actuelle.
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c Pl c (pF) c (pf)

1 404 -90-

X = 0,835 X =333
g yi=23.33 ¥1=0,835
1 4
0 T T = 10 T T - =30 T :
o ao° 60° L 0° 30° 60° ¥ o° 30° 80" L

FIGURE 5.20.

Capacité d’un dipdle (B, = 0)

Ces effets sont d'ailleurs considérablement augmentés pour les antennes en mouve-
ment : il apparait alors un sillage ionisé dont les dimensions peuvent atteindre un grand
nombre de fois celles de 1’antenne. De la méme fagon, il existe un sillage di au mouvement
du véhicule sur lequel est fixée 1’antenne, et les effets observés dépendent trés fortement
de sa position par rapport 4 'antenne, surtout aux trés basses fréquences (Storey, 1963).

Diagrammes de Rayonnement d'un dipéle plongé dans un plasma froid,
anisotrope 5.7.

I~

En tenant compte des différents modes caractéristiques, on peut calculer (Kuehl, 1962)
le vecteur de Poynting associé aux ondes émises par un dipble p (pz, O, p,). Les expressions
) B se simplifient pour », = 0 (B, trés fort ou
basses fréquences) :
Pour un dipble le long de Ox, on trouve
/ o (5.7.13) S= (0, @)

= ‘.’ﬁ xﬂt% cos* 0 cos®* @ ey
P [[xi. cos*0) - My sin® ﬁ]l‘ll ca \J’xz sin® @

avec

A = ki32r2es ot

donnant un diagramme de rayonnement qui
n’a pas la symétrie de révolution autour de
I'axe du dipdle.

Pour un dipéle le long de Oz

2
(5.7.14) S*(0) = A P28 sint O [y c05* 0 + 3¢g sin* 0] =,
r

Pour B, = 0, on retrouve bien (%, = %) le diagramme habituel, avec § ~ \f g \," e X
Dans le plan (B, p), oit ® = 0, on a, en prenant la direction d’observation par rapport au
dipdle (r, p) = o,

S (e, 0) = 5% ().
Dans la limite B, — 0o, on trouve dans les deux cas suivants:
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5.74.1. DIPOLE DIRIGE SUIVANT Ox:

pour X < 1 la puissance totale reste finie, avec une résistance de rayonnement

(! = longueur du dipdle) :
Ii
R = g\f ;—‘:-1—3(4 ~X)

pour X — 1, toute la puissance est pratiquement rayonnée dans la direction du dipdle
pour X > I, on a une puissance totale rayonnée qui tend vers I'infini;

00 200 ﬂn 2°u

1.3 40°

mﬁ

Boﬂ

wﬁ
100°
1207

180° 160° 140°
FIGURE 5.21. 180° 160° 140°
Diagramme de rayonnement d’un dipble Ox. (D’aprés Kuehl, 1962)
5.7.4.2. DIPOLE DIRIGE SUIVANT Oz
o° 20° 40°
i
1.2

114 g0°

— | 4 l'_= 1'05-.‘ Boﬁ

2l N8 N i
SN 7 ol

120°

180° 160° 140° 180° 160° 140°

FIGURE 5.22,
Diagramme de rayonnement d’un dipble Oz. (D’aprés Kuehl, 1962)
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pour X < 1, on a une résistance de rayonnement
2 \/ o I#
R® =Ty /P2l
* 3 ¥V g N
avec, quand X — 1, une directivité le long de Oux, c’est-a-dire, perpendiculaire au dipdle.
pour X = 1, on a encore une puissance totale rayonnée qui devient infinie.

Cas des plasmas chauds b5.7.5

1l existe peu de résultats. Kuehl (1963) a donné un calcul basé sur 1'approximation hydro-
dynamique, mais un tel modéle n’est pas correct au voisinage des résonances, car les effets
thermiques deviennent alors trés importants (v — 0), Il faut revenir dans ce cas au modéle
microscopique et tenir compte également des effets de gaine,

Avec les gaines, le probléme devient beaucoup plus difficile, car on peut penser que
les ondes longitudinales naissent 4 la « lisiére » de la gaine, par couplage avec les
ondes électromagnétiques transversales. Ceci dépend beaucoup du modele choisi
pour décrire la gaine.

58. Rayonnement a travers une surface plane vide-plasma

Plasma isotrope 5.8.1

Dans le cas ou B, = 0, le plasma se comporte comme un diélectrique isotrope,
de constante diélectrique, scalaire, e = g;x° =g (1 —_ o;—!:).

La surface des indices est alors une sphére, de rayon »%% << 1 dans le plasma,
et de rayon 1 dans le vide.

Les conditions aux limites (Cf. chap. 4 : continuité des composantes tangen-
tielles E, et H, sur la surface de séparation X) impliquent que toutes les ondes,
réfléchies ou transmises, aient des vecteurs d’onde de mémes composantes tan-
gentielles que le vecteur d’onde incident : c’est la loi de Descartes.

Au vecteur k; incident dans le
plasma, correspond donc une onde
réfléchie k, dansle plasma et une onde
transmise k; dans le vide (fig. 5.23),
et ce, pour tout vecteur incident k;;
on obtient, a la limite, k; paralléle a
la surface de séparation (rayon laté-

ral), par conséquent un angle de ré-
oo sliandilciopeiio = o fraction limite définissant un cone 2
I’intérieur duquel se trouvent toutes
les ondes transmises; sur la surface de ce cone, on aura un maximum de puissance
transmise.

Inversement, parmi les ondes émises par une source placée dans le vide,

Plasma

Vide
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seules pénétreront dans le plasma celles pour lesquelles k est intérieur & ce cone
(fig. 5.24).

FIGURE 5.24.
Pénétration d’une onde
dans un plasmsa isotrope

Plasma anisotrope 5.8.2

Les mémes régles s’appliquent. Les modifications essentielles proviennent de ce
que la surface des indices comprend en général plusieurs nappes (fig. 5.25), entrai-
nant I’existence de plusieurs ondes réfléchies et de plusieurs ondes réfractées;
les rayons correspondants sont perpendiculaires 4 la surface des indices, aux
points ol aboutissent les k/k, associés. Mais, en dehors du cas ou le plan d’inci-
dence passe par By, le résultat dépendra beaucoup des orientations de k et de la
surface de séparation I, par rapport a la surface des indices.

Examinons, & titre d’exemple, le cas particulier o I est perpendiculaire

FIGURE 5.25,

Surface des indices et direc-
tions des rayons
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a B, et plagons-nous encore dans le cas de la région @ (fig. 3.31) : la surface des
indices comprend alors deux nappes (fig. 5.25).

5.8.2.1. PASSAGE VIDE-PLASMA

Plasma

Vide

FIGURE 5.26a.
Rayons au passage vide-plasma

Considérons tout d’abord une source située dans le vide (fig. 5.26a). Au rayon
incident « correspondront un rayon réfléchi «’ dans le vide et, dans le plasma,
deux rayons réfractés B et y (avec la condition k - S > 0), correspondant & chacune
des deux nappes (1) et (2). Il existe un angle limite «, pour lequel le rayon = donne,
dans le plasma, un rayon {; et un rayon latéral v,. (Cf. fig. 5.25).

Les directions ' et v', qui correspondent a des ondes réfléchies, ne donnent
évidemment aucun rayon dans ce cas.

On voit, en particulier, la possibilité d’avoir des ondes inverses (« backward
waves ») ol les composantes tangentielles, par rapport a X, des directions de
propagation k (de la phase) et f (de 1’énergie (rayon)) sont de sens contraires.

5622 PASSAGE PLASMA-VIDE

Vide
Plasma
Vide )
AR /
Plasma s LS ’ ”' / 1|E"z
\ j !
Vs g X N T
: Ny et o
= - \\4 .
ﬁ? L \ | -
i
FIGURE 5.26b. BUNL L L7
Rayons au passage plasma-vide \"
Source
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FIGURE 5.27.

Régions d’

5.8.2.3.

RAYONNEMENT A TRAVERS UNE SURFACE PLANE VIDE-PLASMA

Un rayon « dans le vide pourra étre engendré (fig. 5.26b), soit par un rayon
(nappe 1), soit par un rayon y (nappe 2) dans le plasma. Chacun de ces rayons
et y engendrera deux rayons réfléchis p’ et y'.

Pour le rayon latéral émergent «,, on aura une seule onde possible @3,; et
dans toute la région comprise entre les 2 cones définis par f, et B (normal aux
génératrices du cone de résonance), le mode (1) subira la réflexion totale. Remar-
quons que ce mode (1) ne peut étre émis, & partir de la source, que dans un cone
T
2
directions; le mode (2), de méme, peut étre émis dans toutes les directions, mais
n’émerge que dans des directions situées a I'intérieur d’un cone de 1/2 angle au
sommet © — ¢ (Cf. fig. 5.24).

Ces considérations permettent de préciser, pour chaque mode, les régions
d’ « illumination » dans le plasma, lorsqu’un pinceau d’ondes planes incidentes,
de direction arbitraire, dans le vide, tombent sur le plasma. A partir des rayons
indiqués sur la figure 5.25, on obtient deux régions, I'une ol les deux modes
existent, et une ot un seul mode existe (fig. 5.27).

de 1/2 angle au sommet _ — Oy, et qu’il émerge dans le vide, dans toutes les

2 ondes
(1) et (2)

« illumination » dans un plasma

EFFETS DE FOCALISATION

Ces effets peuvent étre observés dans certains cas. Par exemple, & partir d’une
source placée dans le vide, on observe que I'ensemble des rayons émergents § admet une
enveloppe, c’est-a-dire une surface caustique, et forme une image de la source (fig. 5.28a).

Il en est de méme dans le cas oul la source est située dans le plasma (fig. 5.28b), la
surface caustique ayant alors une forme différente (Cf. Felsen, 1963-1964). Cette différence
est liée au fait que la courbure de la nappe (1), qui, pour les grands angles d’incidence, varie
moins vite que celle de la sphére de rayon ¢, varie au contraire plus vite que cette derniére
pour les petits angles d’incidence.
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FiGURE 5.28.

Effets de focalisation

5.9.

TRANSFERTS D'ENERGIE. RAYONS

Caustique

Foyer
Plasma
Vide
Source
Vide
Plasma

Propagation dans les milieux faiblement inhomogénes —
Tracé des rayons '

Lorsque le milieu n’est plus homogéne, on ne peut plus appliquer les méthodes
utilisées dans les chapitres précédents. Néanmoins, si les inhomogénéités sont
faibles, on pourra, en premiére approximation, utiliser les résultats du chapitre 3
en assimilant le milieu, au voisinage de chaque point r, 4 un milieu homogéne,
Toutes les grandeurs caractéristiques du milieu étant fonction de r, on définira
ainsi un indice N(r). Plus précisément, le milieu sera considéré comme faiblement
inhomogeéne relativement a la perturbation considérée, lorsque ses propriétés
(indice de réfraction par exemple) varieront peu sur des distances de ’ordre de
grandeur de la longueur d’onde % de la perturbation. Sous cette hypothése, le
milieu pourra étre considéré comme localement homogéne (a 1’échelle de cette
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longueur d’onde 2), et on lui appliquera donc, localement, les résultats obtenus
précédemment dans le cas complétement homogéne.

Cependant, une telle approximation n’est plus possible aux basses fréquences
lorsque la longueur d’onde devient trop grande pour qu’on puisse considérer
I'ionosphére comme un milieu faiblement inhomogeéne. 11 faut alors résoudre le
probléme par des méthodes plus précises — par ex. pour le calcul du coefficient
de réflexion, en introduisant I'impédance (ou I’admittance) d’onde — [Cf. la
méthode de lintégrale de phase, due a Eckerley (1932), dont Budden (1961) donne
un exposé et des applications].

Au début de ce chapitre, nous avons vu que la propagation de 1’énergie ne
se faisait pas dans la direction du vecteur d’onde k, mais suivant celle de la vitesse
de groupe v,.

Dans ce qui suit, nous allons étudier la propagation de 1'énergie sur des
distances grandes devant la longueur d’onde ). D’aprés les hypothéses de I"optique
géométrique, cette propagation se fera le long des rayons, chacun d’eux étant
défini comme la trajectoire d’un paquet d’ondes, tangente en chaque point &
¥;. Nous nous intéresserons donc au tracé de ces rayons, pour lequel nous don-
nerons plusieurs méthodes.

Surfaces équiphase

5.9.1

En I"absence de champ magnétique extérieur, I’équation des ondes transversales,
déduite des équations de Maxwell, s’écrit

VIE — k3OE = 0,

ou x® = 1 — (wy/w)?, et en posant k, = w/ec, nombre d’onde dans le vide.
Dans le cas ou le milieu est homogeéne, »° est constant et nous avons vu que
cette équation admet des ondes planes du type

(5.9.1) E = E, & r—00, k=N,
ol |N| est déterminé par 1’éguation de dispersion
(5.9.2) N2 =3,

Dans le cas du milieu faiblement inhomogéne, 9, a travers w?, varie; donc N
n’est plus constant, mais devient une fonction lentement variable des coordon-
nées (x, y, z); il en résulte qu’on pourra chercher des solutions du type précédent

(5.9.3) E = Ey(r) élom—wn
Au voisinage d'un point r,, on aura donc, en négligeant pour I’instant la variation

d’amplitude
E@) = En(l'n) 100 =0
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oi1, en développant la fonction @ (r) au voisinage du point r,, pris comme origine

(5.9.4) O =041 %, 0, = @ (r).
Alors
(5.9.5) E(r) = Eot,) el [22 1—ar],

L’onde (5.9.3) sera solution de (5.9.1) si, dans V?*E, =V-(VE,) pour la compo-
sante E,, la contribution de la variation de son amplitude peut étre négligée devant
celle de la variation de sa phase, c’est-a-dire, si dans

VE, = V [Equ(r) 10— 1]

= (VEgx + iEoV®) el 1@ —1],
le premier terme est négligeable devant le second :
(5.9.6) |V (LogEg)l « |V@|

pour tout « = x, y ou z. La relation (5.9.6)est la condition de validité de ’optique
géométrique : elle traduit le fait que dans un milieu faiblement inhomogene,
I’amplitude varie peu sur une distance de 1’ordre de la longueur d’onde, puisqu’elle
est déterminée par la valeur de I’indice (qui change peu), tandis que la phase varie
beaucoup; d’ailleurs, si le milieu est faiblement dissipatif, la variation de 1’ampli-
tude sera essentiellement due & un facteur de phase exp — [:ﬁm%? . r] , comme

dans le cas homogéne ot 1’on avait un facteur exp(— x - r). (Ch. chap. 2.)
En comparant (5.9.4) et la phase dans (5.9.1), on déduit le vecteur d’onde

local ta @’
ar
‘o1 k est alors lui-méme une fonction lentement variable de r.

Ecrivons maintenant la relation définissant I'indice N (r) du milieu,

(kJko* = N®
on obtient
o[22 e
soit
(5.9.7) (V) — (-‘g)’ 4 (%59’ + (%g)’ = kN2 (x, 7, 2)

ol la fonction N(r) est, en principe, connue & partir des propriétés locales du
milieu [n, (r), By (r),...]. La fonction @ (r) représente la partie spatiale de la phase;
on I'appelle « fonction eikonale». Nous admettrons que (5.9.6) fixe encore la condi-
tion de validité de (5.9.7) quand on se trouve dans un milieu anisotrope, et que
I’équation de dispersion s’écrit sous la forme

vx(gxE) — kg»-E =0.
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L’équation (5.9.7) définit les surfaces de phase constante, dont les trajectoires ortho-
gonales caractérisent les directions de propagation k (la normale & ces surfaces
@ = Ct* est évidemment suivant V@). Les rayons seront obtenus, comme en
optique, par les trajectoires orthogonales des surfaces enveloppes des surfaces
équiphases : cela revient en effet & exprimer que la phase est stationnaire.

Rayons dans un milieu stratifié, en I'absence de champ magnétique
extérieur 5.9.2

Pour un milieu stratifié, parallélement 4 un plan, et caractérisé par un indice
lentement variable N(z), les rayons, de proche en proche, vont suivre la loi de
Descartes en chaque point; en se plagant dans le milieu d’indice N = l,enz = 0,
on a en M (fig. 5.29)

(5.9.8) N(z) sing = sin g,

qui exprime que la projection du vecteur N sur le plan z = 0 est constante,

FIGURE 5,29,
Rayon dans un milien isotrope
stratifié
On a évidemment
gf=!gq:= sin g = sin @
dz + V1 —sinp  + VNXz) — sintqy
d’ol

x = 4 sin %ﬁt [N*(X) — sinegy] %

Exemple — Pour 1’onde électromagnétique classique, N¥z) = 1 — E:'%, on a,
dans le cas d’une couche ou la densité varie linéairement n(z) ~ z

Niz)=1— az
On obtient alors des rayons d’allure parabolique (fig. 5.30).
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km “z

100

FIGURE 5.30. 0 B0 100 150" km
Rayons dans une couche, d’indice N? — 1 — f'ﬁ- (D’aprés Kelso, 1964)

On rend compte, ainsi, de la réflexion sur les couches ionosphériques; en
prenant un modéle parabolique N® = 1 — 4%z%, cette réflexion se fait sur un
couche d’autant plus basse que I'angle d’incidence est grand. Au contraire, au
voisinage de la verticale, on peut avoir transmission (fig. 5.31).

mourg 5,31, densité n o

Modele d’ionosphére N* = 1 — a®z® : reflexion et traversée des rayons

Rayons dans un milieu stratifié, en présence d'un champ magnétique
extérieur B, 5.9.3

Dans le cas de la propagation oblique par rapport au champ magnétique B,, la
théorie des rayons, comme 1'étude des modes propres, se complique considérable-
ment. Différentes méthodes ont été proposées : on en trouvera une revue détaillée
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dans un article de Bremmer (1958); nous examinerons successivement les trois
plus importantes.

METHODE DITE DE LA QUARTIQUE DE Booker (1935, 1936, 1939)

On utilise un systéme de coordonnées ol Oz est vertical, k et B, ayant des orienta-
tions & priori quelconques dans ce systéme: nous continuerons i designer par 0
I"angle (By, k). Une onde plane tombe sur le milieu, stratifié parallélement 2 xOy,
en un point de cote z = 0, le vecteur k, situé dans le plan xOz, faisant I’angle g,
avec Oz.

On a alors dans le milieu une onde du type

E = Eoel®r— o

ol k, li€ a I'indice, est fonction lentement variable de la coordonnée z.

Avec s = k/k = (sing, 0, cos ) :
et k = k| = k,N(z), on a
k-r = kN(z) s-r iy 4
= koN(2) [x sinp + z cos ¢]. :
1
En tenant compte de la loi de Descartes 2 :
=~
(5.9.9) N(z) sinp = sin g, e i
il vient Plan d’onde ™ . | %
(5.9.10) k-r = ky(x sing, + gz) o y
en posant ~ .
(5.9.11) q = N(z) cos g S

ou, le milieu étant anisotrope, N(z) dépend aussi de et de ¥, Remarquons que
la quantité kog n’est pas autre chose que la composante verticale du vecteur
d’onde k.

Dans le cas ou 'onde tombe normalement sur les couches d’égale densité,
sin gy = 0, et I’onde prend la forme

E = Eﬂé (kogz — i)

qui est du méme type que les solutions trouvées dans le cas homogeéne, avecg = N :
I’équation d’Appleton-Hartree, dans ce cas, était une €quation bicarrée en NZ;
nous aurons donc ici, pour I'incidence normale, une équation pour g

(5.9.12) A@GPP—-—BgsF+C=0
et les représentations des solutions, pour un angle 0 entre k et B, fixé, correspon-
dront aux variations de N? en fonction de X = w}/w?, & son tour fonction de z

a travers la densité n(z) du milieu. Ces variations ont été données page 124 et
sont reproduites sur la figure 5.32.
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FIGURE 5.33.

Mais on peut aussi considérer (5.9.12) comme une quartique en g, ce qui donne
des solutions réelles + g (pour N®= 0) (fig. 5.33), ou complexes conjuguées
(pour N? < (),

Revenons maintenant au cas ou I’incidence n’est plus normale. L’axe O
étant fixé par la direction du gradient de densité, I’orientation du champ magné-
tique B, est quelconque. L équation de dispersion (2.4.9) reste valable, ¢ désignant
’angle de k avec Vi : il suffira d’y porter les composantes de N = (sir gy, 0, g) en
vertu de (5.9.10) et (5.9.11); on obtient 1’équation de dispersion générale (en
posant sing, = S et cos gy = C)

Keg — G° Koy %z + Sq
(5.9.13) Xyu Ry — ST — ¢* Xys = 1)
%3z + Sq Koy Hag — S

C’est le calcul de x qui est modifié; nous écrirons de nouveau I’équation de mou-
vement (3.1.5), avec un terme de frottement di aux collisions, — vmymv entre élec-
trons et neutres (les ions étant considérés comme immobiles) : on est ainsi conduit
a une équation analogue 4 (3.3.1)

(5.9.14) (—io +v—wyX)J = gulE

mais dans laquelle w, a une direction quelconque. En posant

s i) .
b © + iv' e o (o + iv)

(5.9.14) est identique A 1’équation (3.3.3), dont la forme inversée est donnée en
(3.3.11)

I ""*"’u + () — (bb.)] E

Il lui correspond le tenseur diélectrique (3.3.12), ce qui donne

(5.9.15) x =1 — (ivg)lo=1— T [1 — bb + ig].
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i
Avec les notations déji introduites X = %‘!, Y= de composantes (a, B, v),
L]

eten posant U =1 + fﬁoonnne cela a été fait pour ’équation d’Appleton-
Hartree, on a donc

1 0 =Y ﬁ
p’:X!U’ thﬂJ! =37 Y 0 -
U
B o 0
et (5.9.15) s’écrit, aprés avoir multiplié haut et bas par U?
X - U= —iUy—af iUB — ay
(5.9.16) o= iUy — of U2 —pB* —jUax— By
O —¥7) —iUB — ay iUa — By gl
En portant(5.9.16) dans (5.9.13) et en développant, on obtient la guartique de Booker
(5.9.17) F(@ = a + aq + aq* + a&¢* + ag* =0
ol

a = (U — X)(CU — X)! — C[Y(CU — X) + §%'X]
a; = — 2C*SayX

(5.9.18) a=2CU-X)[Y*—-UU - X)] + X(Y?— C* + S%)
gy = 28xyX
a, =U((U*— Y?) — X (U — +%).

Bien entendu, les courbes g = ¢(X) ne sont plus symétriques, comme dans le cas
g0 = 0 (fig. 5.33), mais dissymétriques (fig. 5.34).

Il nous faut maintenant définir les rayons. Ce seront les trajectoires suivies
par un paquet d’ondes, c¢’est-d-dire les courbes le long desquelles la phase reste
stationnaire. Pour un parcours de 0 i z, en prenant comme origine des z la
« limite inférieure » de I'iono-
sphére, la phase sera (Cf. 5.9.11) : 4 .I.

(59.19) @ E’ k-dr — wt cos g,
. z
= ko [Sx + [q @ d¥ — er),
ot le paramétre S = sin ¢, carac-

térise le paquet d’ondes — qui
est constitué d’un pinceau étroit

FIGURE 5.34.
Solutions de (5.9.17).

(D et G repérent les deux solutions qui pour —cos ¢,
0 petit seraient les ondes droite et gauche)
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d’ondes pour lesquelles on a, en z = 0, une légére variation de I'angle d’inci-
dence autour d’une position moyenne définie par § = §, —; les rayons seront
donc déterminés par

k1 = 0,
. (55 S=8 +[‘ oS s-s.

soit

(5.9.20) v 28)s_s. ° q = g (z, S).

(Remarquons que dans le cas ou le rayon ne reste pas dans le plan d’incidence,
on devra ajouter & (5.9.20) une équation analogue sur la variable y

(2
&R/R =0

obtenue pour une variation du terme (k - r), = kRy dans la phase, variation
autour d’une valeur initiale centrée sur R = 0.)
On calcule @¢/éS a partir de la quartique de Booker

dF aFaq_l_éaa,‘ 0

ds aq a8 =10 as

L’équation (5.9.20) se met donc sous la forme

dx
(5.9.21) = =

ot les dérivées, fonctions de S, sont prises pour la valeur S = S,

Un certain nombre de propriétés du rayon sont directement déduites de
I’équation (5.9.21), et elles sont a relier aux propriétés de la composante k, (pro-
portionnelle a g), visible sur la figure 5.34. Considérons un rayon incident sur
I’ionosphére !, Dés son entrée dans la couche inférieure, ce rayon se décompose
en deux ondes [correspondant, dans la limite 0 4 0, aux ondes (D) et (G)]. Suivons
une de ces ondes, par exemple 1’'onde (D). D’aprés la figure 5.34, ¢ va en décroissant.

Puisque N sin p=sinp,=S=C'" et que Ncosg=qg , il en résulte que 1g o =—

va en croissant : le vecteur propagation s’écarte de la normale jusqu’a devenir
horizontal, pour ¢ = 0 (fig. 5.35), trajet AB); mais au point B, le rayon est encore

1. Le plan d’incidence définit le plan xOz : nous supposerons dans la suite qu'il n'y a pas de
« déviation latérale », c'est-a-dire que le rayon reste toujours dans ce méme plan d’incidence
initiale. Mais ceci n'est pas le cas général, et on observe des déviations latérales, généralement
trés faibles, dues au champ magnétique; nous négligerons cet effet, qui d’ailleurs disparait
guand certaines conditions de symétrie entre B, et xOz sont satisfaites,
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Vecteur d'onde k Rayon (les fléches indiquent la direction de k)
FIGURE 5.35.

Vecteur propagation et rayon sous incidence oblique. (D’aprés Budden, 1961)

dirigé obliquement. Puis on arrive au point C ou deux des quatre racines de la
quartique sont égales, donc ou 8F/8g = 0. D’aprés (5.9.21), ce point correspond &
dx/dz = oo : le rayon est horizontal, mais en ce point g < 0 et k est dirigé obli-
quement vers le bas. Puis le rayon ressort de I'ionosphére avec le méme angle
d’incidence. Le comportement du mode (G) serait comparable, la réfiexion inter-
venant a des altitudes supérieures. [I1 est important de se souvenir que la courbe
tangente au vecteur d’onde k n’a aucun rapport avec le tracé du rayon !]

On trouvera dans 1’ouvrage de Budden (1961) de nombreux développements
relatifs & cette méthode.

5942 METHODE pE poeverLEin (1948, 1949, 1950)

D Il existe une deuxiéme méthode permettant
le tracé des rayons, basée sur une construc-
tion graphique. On applique, pour les pas-
sages successifs a travers les différentes couches
de I'ionosphére, les constructions des rayons
du type de celles étudiées au § 5.8.

On trace (fig. 5.36), avec la méme origine,
les sections des surfaces des indices par le plan
d’incidence, pour des valeurs successives du
parameétre X. En portant la valeur S = sin ¢,
de départ sur la trace de la limite de sépa-
ration des couches, on a la valeur de la pro-

_.|i|._
FIGURE 5.36,

Construction de Poeverlein (cas ol le plan d’incidence est plan méridien de la surface des indices).
Une seule nappe de la surface a été représentée
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jection de tous les indices intéressés (loi de Descartes); aux intersections A, B, C,...
avec les différentes surfaces des indices (chacune correspondant aux valeurs des
paramétres prises a l’altitude z, on peut les repérer par la valeur de z), on
connait la direction des rayons et on peut tracer graphiquement le rayon en
fonction de I’altitude. Un grand nombre de cas ont été étudiés par Budden (1961);
nous lui empruntons la figure 5.37. Sur cette figure, la section de la surface des
vitesses radiales vy précise, pour chaque direction du rayon, la valeur de I'in-
dice radial Ny = ¢/vg en fonction de I'altitude.

2 o
08 0.9 | 4
AT T

Paramétre : X ; Y =

/
i
/
£

L3
2

Section de la surface des indices (mode D ou X) Section de la surface des vitesses radiales
(1erquadran)
FIGURE 5.37.

Construction de Poeverlein. Rayon « D » (Paramétre X). (D’aprés Budden, 1961)

59.33. METHODE DHAseLrove (1954)

Nous allons étudier, pour terminer, la méthode de Haselgrove (Cf. par ex. Kelso,
1964) qui repose sur le principe de Fermat et une formulation hamiltonienne des
équations définissant le rayon, que 1’on résout ensuite sur calculateur électronique.
Cette méthode est utilisée en particulier pour 1’analyse de 1I’Effet Faraday observé
dans I'ionosphére.

1. Relation entre la surface des indices et la surface des vitesses radiales

Considérons le cas d’un rayon dans 1’ionosphére et un point P de ce rayon :
P(r). En ce point P, la valeur de I’'indice N(r), pour une fréquence donnée, ne
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dépend! que de I'orientation du vecteur :
d'onde k; soit x = k/k le vecteur unitaire k(r) }
dans la direction de k, au point P (r). La P |
direction du rayon en P sera repérée par le
vecteur unitaire de S, ¢=S/S, ou S=1S| : r .~/
la vitesse radiale vz ne dépendra que de la /
direction du rayon, c’est-a-dire de ¢. Lorsque Y
P décrit le rayon, la direction S est celle de

la tangente a la trajectoire de P : on a donc,

s étant 1’arc compté le long du rayon X
(5.9.22) g =g,

Introduisons les deux vecteurs

(5.9.23) U= i k = Ny

(5.9.24) V = vyo.

Si ¥ est I"angle entre k et S, on a donc

(59.25) U.V = Nogx-o = Nogcos¥ = ¢ e sboidiiasss

- o ! entre U, Ey et V, iy
puisque, par définition v, = vy cos V.

Quand on donne & ¥ toutes les orientations possibles, I’extrémité N du vec-
teur U décrit la surface des indices Iy, tandis que 1'extrémité R du vecteur V
décrit la surface des vitesses radiales Z;. Ces surfaces peuvent étre respectivement

définies par les relations
U] = N(x), |V| = valr).

Définissons les deux fonctions

o
(5.9.26) G ) = gl
(5.9.27) Fir, V) e Y
Ug(T, ©)

considérées chacune comme fonctions de deux variables. En un point r donné, les
deux équations
(5.9.28) Gr,U)y=1 e FrV)=1

sont respectivement les équations des surfaces Ty et Zg.

1. Cela n’est vrai que pour un plasma froid, ol les a8 ne sont fonctions que de w.
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— Des propriétés analytiques de ces deux fonctions résultent de leur défini-
tion : lorsqu’on multiplie U et V par un scalaire m

G(r, i) = ”—ILIF—' = mG(r,U)

F(r, mV) = @ = mF(r, V)

ces deux fonctions sont donc des formes homogénes du premier degré respec-
tivement en U et V, et d’apres le théoréme d’Euler, on a

( G(r,U)=U". z—g
(5.9.29) i
( F(, V)=V

de plus, il résulte de (5.9.25), que

[VI-]U] _ U-V 5y _
va N cos ¥ vge

(5.9.30) FG =

— Les propriétés géométriques des deux surfaces ont été déja précisées au § 5.3
(page 176) : nous allons montrer que la direction du rayon est perpendiculaire au
plan tangent en N & la surface des indices. Nous avons vu que la direction de k
(c’est-a-dire de N) était normale au plan tangent (le plan d’onde), en R, a la surface
des vitesses radiales (qui est la surface d’onde pour une durée de trajet égale a
I'unité) : si N et R’ sont respectivement |’extrémité de N et son intersection avec

le plan d’onde, on a
PN-PR'"=U-V=c¢

conformément au résultat du § 5.3. Soit N’ la projection de N sur le rayon : on a

de méme
PR-PN'=U.V=c¢c

Les points R’ et N d'une part, R et N’ d’autre part, sont donc conjugués par
rapport 4 la sphére de centre P, et de rayon Ve. 1l en résulte que, lorsque R décrif
la surface Xg, R’ décrit la surface podaire de X, par rapport a P, tandis que N
décrit la surface des indices £y. Ces deux derniéres surfaces étant inverses 1'une de
’autre, il en résulte (propriété de la transformation par podaires réciproques)
que 2y est I’inverse de la surface podaire N de X par rapport 4 P; or cette derni¢re
est le lieu de N', inverse de R. Donc N’ est dans le plan tangent en N a la surface
des indices.

Par conséquent, U et V sont respectivement dans les directions des gradients
aF/aV et ¢G/aU; posons -

el

eG
U—Ota—“; V—Ba'—l']
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soit avec (5.9.25) et (5.9.29)
dF
Y-U _“V'Eﬁ' =H = ¢
G
L] —_— U - — ===
Uu.-v=2§ 50 BG =c¢
1’ou ¢ oF
U=+
‘ F oV
(5.9.31) Joe oG
G aU

2. Equations canoniques du rayon

Le mouvement du point P, le long du rayon fixé par (5.9.22), suit la loi

dr _dr ds _
dt  ds dt ¥
g étant la vitesse vp par définition. D’aprés (5.9.24) et (5.9.30), — en y faisant
G = 1, d’aprés (5.9.28) —
on a
dae’ o ik
(5.9.32) == Y= e

D’autre part, nous avons montré, au § 5.9.1, que le vecteur d’onde k(r), au point
a@

P(r), était le gradient de la fonction eikonale @ : d’aprés (5.9.23) k = - s'écrit
_c ad :
@ or
Il en résulte que
aU eU au U aU eU
5‘.3 v :0‘, ‘——ﬂ:{}; —_— = %o ; _"___'9::0‘
(2:9:39) i ay 6z 0z ox ox ay

Or, puisque G = 1 (surface des indices), toutes les dérivées totales de G s’annulent :
par exemple

dG eG , éG aU
A O = e
dx ox + du éx
soit, d’aprés (5.9.33)
8G . 8G 8U, , 8G 9U, , G aU,
oot bl ==}
E}x+ eU, éx +3U-u ay T eU, @z
qui s’écrit
oG . oG
ML L L =0,
8x i au Us=0
Avec (5.9.32), on a
oG 1dr 1dU
AR - ) I - L MR a2
au Al cdt Ue ¢ di
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D’ou I'on tire
dU, oG
dt ax
et des relations identiques pour les autres composantes, c’est-a-dire au total
du oG
(5.9.34) s c .

Les équations (5.9.32) et (5.9.34), de forme identique aux équations de Hamilton,
sont les équations canoniques du mouvement pour les variables conjuguées r et U,
la fonction G (r, U) jouant le réle de I’hamiltonien

. &G S e
(5.9.35) r= caU. ) = c—ar
. O gaae] e
ol la notation g désigne la dérivee —-

di

Ces équations (5.9.35) peuvent aussi étre déduites d'une formulation variationnelle,
a partir du principe du Fermat

B
(5.9.36) 3 [Nnds =10
A
I'intégrale étant prise le long du rayon joignant deux points A et B fixés. Or
ds = vadt = V| dt, Ng = vi.’ d’oil Ngds = ¢ l%l di = cF et (5.9.36) s'écrit, en utilisant

R
(5.9.32)

(5.9.37) 3 J F (r,v) dr =0.
Les équations d’Euler associes a (5.9.37) sont
(5.9.38) d (B_F) — oF

dt \ er ér

oli les composantes de r sont les coordonnées courantes d'un point du rayon et

. dr
e,

S

Or, d'aprés (5.9.30) et (5.9.31)
¢F @&8F F 1
—_—= — = — U _— —
o oV ¢ cG =

et (5.9.38) devient

(5.9.39) d 9) g D1

a\Gc)” “al\G

soit, en effectuant les dérivations
éG

GU—-GU =—¢—
or

qui pour la surface G = 1 (et donc G = 0) redonne bien (5.9.34).
1. Avec (5.9.26), I'éq. (5.9.32) se met sous la forme trés simple ¥ = r‘:-_(u —g
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3. Loi de Descartes

Avec G = %l I’équation (5.9.39) s’écrit, pour % = UJ|U]

d g S Y
(5.9.40) LM =c ( IUI)
C’est la généralisation de la loi de Descartes. Pour un milieu stratifi¢ horizon-
talement, avec Oz vertical, on a en effet z
7 d
= R e 0: b d
A k' %
x = (sin ¢, 0, cos @) Yt
et (5.9.40) projeté sur Ox donne X
| %
‘% (N sing) =0 : E'
le long d’un rayon, on a donc | L)
Nsing = Cte, ;
Haselgrove a écrit les équations canoniques
en coordonnées généralisées : ce sont x

ces équations (Cf, par ex. Haselgrove, 1957) qui sont résolues sur ordinateur et
donnent le tracé des rayons. Plus simplement, avec le choix des axes ci-dessus, on
obtient (Budden, 1961).

E: i€ (N.ﬂ'mp — cﬂsrpil\—])
dt * dp
“'.E_i( ; QE)

(5.9.41) i Ncose + sing 5
d

Signalons enfin que lorsque les propriétés du milieu dépendent lentement du
temps, une méthode générale, basée sur 1’équation eikonale (5.9.7), a été développée
par Weinberg (1962) et conduit : d’une part aux équations canoniques (5.9.35),
d’autre part aux équations déterminant le changement de » le long du rayon.

Accessibilité. Couplage de modes

5.9.4

L’étude du tracé des rayons qui vient d’étre faite montre qu’une région particu-
liére, par exemple de forte densité, ne sera atteinte par le signal issu d’un récepteur
(généralement situé dans des régions de faible densité) que sous certaines condi-
tions, en dehors desquelles ce signal sera réfléchi. Si la région qu’on cherche a
atteindre peut étre le siége d 'une résonance, par exemple, et qu’on cherche a exciter
cette résonance, il est de premiére importance de connaitre ces conditions qu’on
appellera conditions d’accessibilité (Stix, 1962).
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Nous avons vu que lorsqu’on tend vers une coupure, 1’onde est réfléchie; la

(E: condition d’accessibilité (k, et &,
restant constants en vertu de la loi

P) de Descartes) est donc que k, ne
s'annule pas au cours de la pro-

pagation. Il peut cependant arriver,

lorsque les fréquences de coupure

wp et wg sont assez voisines des

5l fréquences de résonance, qu’un

(D) oY S effet « tunnel » ait lieu & travers la

bande non passante, ol I'onde est

= &vanescente, et qu'une partie de

FIGURE 5.39. =y “=® X jsénergie émerge du coté de la ré-
Couplage mode G, mode plasma sonance (Budden, 1955).

Une autre possibilité existe lorsque des couplages de modes sont possibles.
Ainsi (fig. 5.39) en propagation oblique, de 1'énergie envoyée sur le mode
« gauche » se propage et se réfléchit sur la coupure plasma. Au retour, les condi-
tions de propagation ayant changé puisqu’on ne revient pas par le méme trajet,
il peut se faire qu'un point de couplage existe entre le mode (G) et 1'oscillation de
plasma (P) (cas de propagation & 6 # 0). De 1’énergie passe alors sur ce dernier
mode et la résonance est atteinte (Cf. Gershman et al, 1957; Ginzburg, 1960). Un
tel couplage peut étre obtenu dans 1’interaction cohérente de deux ondes dans
I'ionosphére (Blachier et Bouchet, 1966); la trajectoire d’une des ondes, de fré-
quence voisine de la fréquence plasma dans la région d’interaction, y est déterminée
par une résolution, sur ordinateur, de la quartique de Booker. Signalons enfin
que de tels couplages ne sont vraiment efficaces que lorsque le gradient de densité,
sur une longueur d’onde mesurée dans le vide, est assez élevé : ainsi on pourrait
exciter, au voisinage de la résonance hybride supérieure, des ondes longitudinales
4 partir d’une onde transversale se propageant perpendiculairement 4 B, dans un
plasma inhomogeéne, avec Vn, - B, = 0 (Kuehl, 1967).

Enfin, des transferts d’'énergie d’un mode sur un autre peuvent avoir lieu;
ainsi, dans 1’exosphére, on observe la génération de sifflements protoniques, qui ne
peuvent avoir un éclair atmosphérique comme origine : le mode ionique est coupé
pour les fréquences wg; = @ == Q,; (Cf § 3.10) et seul le siflement électronique se
propage. A plus haute altitude, et sous certaines conditions, la composante de fré-
quence o d 'un siflement électronique peut engendrer la composante & d’un siffiement
protonique lorsqu’elle passe a I'altitude ol cette fréquence est égale a la fréquence
de croisement (Cf. §. 3.10) : les deux signaux ont alors méme vitesse de groupe.

Le calcul de 1’accessibilité directe, sans effet tunnel et sans couplage de modes,
est spécial 4 chaque cas particulier. Stix (1962) en donne quelques exemples.



