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AVANT-PROPOS

Ce document polycopié correspond au support de cours de Mécanique des Fluides enseigné en premiére année a
I’Ecole Centrale. Il constitue une introduction & I’ éude des phénoménes de transport de masse, de quantité de

mouvement et d’ énergie dans les écoulements de fluides.

La premiére partie (chapitres 2 & 9) présente les notions et principes généraux de la thermodynamique et de la
Mécanique qui permettent d' éablir les équations de bilans dans un fluide. Leur formalisation en écriture locale dans
le cas des fluides usuels aboutit aux éguations dites de Navier-Stokes. Ces dével oppements généraux, associés a un
formalisme rigoureux, peuvent apparaitre quelque peu théoriques aux yeux d'un ééve ingénieur, maisils constituent
la base indispensable de I'analyse des systémes fluides. Ils permettent de cerner les approximations usuelles
généralement utilisées dans I’ étude simplifiée des écoulements industriels complexes. A ce propos, le chapitre 10
présente les notions essentielles permettant de réduire consciemment le systéme de Navier-Stokes et de justifier au
cas par cas les hypothéses simplificatrices qui conduisent aux différentes classes d' approximations de la Mécanique

des Fluides.

L a deuxiéme partie du document (chapitres 11 a 15), aprés quel ques é éments de Statique et des (rares) solutions
exactes des équations de Navier-Stokes, présente un aspect plus appliqué, adapté a la formation d’un ingénieur
généraliste. Les équations de hilans intégraux de masse, de quantité de mouvement et d'énergie, illustréesici sur le
cas simple des écoulements de conduites, permettent d'aborder d'un point de vue global, de nombreux problémes
courants de la Mécanique des Fluides Industrielle. L’essentiel des manipulations de Travaux Pratiques porte sur
I’illustration de ces notions.

Un enseignement complémentaire électif est proposé en 2°™ année aux éléves qui le souhaitent®). 11 s agit non
pas tant d’ étendre les concepts ou le contenu au-dela de ce qui est présenté ici, mais de mettre en ceuvre les acquis

sur des applications industrielles concrétes par |’ étude de quel ques classes d' approximations.

Pour la rédaction de ce cours polycopié, j'ai utilisé librement de nombreux ouvrages classiques et quelques
documents de certains collégues, tous disponibles & la bibliothéque de I’ Ecole Centrale. J espére que ce polycopié

constituera une invitation alalecture de ces livres.

Jean-Francois Sini
Nantes, le 4 juillet 2006

) Cet enseignement électif (MFLAP), incontournable pour les options Hydrodynamique Navale et Génie Océanique et
Mécanique des Fluides Numérique, est fortement recommandé pour les ééves s orientant en 3™ année vers les options
Energétique & Environnement et Génie Civil ... les autres sont aussi les bienvenus!
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Chapitre1 VECteUr s et tenseurs

Ce chapitre présente I’ essentiel des notions mathématiques portant sur |es opérateurs vectoriels et tensoriels et la

notation indicielle, qui est largement utilisée dans le cours de M écanique des Fluides.

On consultera les références [1] ou [6] pour une présentation plus rigoureuse et plus détaillée.

1.1 Vecteurs
1.1.1 Espace vectoriel Euclidien

La Cinématique Classique est construite a partir de I’ espace euclidien ¢ de dimension 3 dont les éléments sont
des points et d'une définition du temps, ou chronologie, le temps étant représenté par la variable réelle t. A un
couple de points (P,Q) correspond un élément X d'un espace vectoriel euclidien E de dimension 3, soit
(P,Q® X:F?Q. On définit e produit scalaire de X et de y , notéX«y, comme |’ application bilinéaire symétrique
de (EXE) dans|’ensemble des réels R dont la forme quadratique est définie positive:

(X +by).z=a(X+2)+b(y-2), " (ab)l R,
X

30

Xe

<l
<

2:7(.

xi
xi

Ayant fait le choix d'une base &,€,,&, ou & (i=1, 2, 3) de E, X Sexprime sous forme de la combinaison
linéaire:

3
X=X8 +X,8 + X8 = Q X § (L1)
i=1

ou les x; sont les composantes de X . La base est orthonormée si et seulement si

&.6=d, (,i=1273)

j=1si=] (d,=d,=d,=1
ol d, est le symbole de Kronecker di::' 5= (0, =d, =d =)
: ' 1=0siitj (d,=d,=..=d,=0)

Les d; sont les éléments de la matrice unité. Sauf mention explicite contraire, nous n’ utiliserons dans ce cours que

des bases orthonormées.



1.1.2 Convention de I’indice muet

On convient d'écrire larelation (1.1) sous laforme:
X=X.8 1.2
Selon cette convention (dite convention d'Einstein), lorsqu’un indice est répété 2 fois dans un monbéme, ce

mondme représente en fait la somme de tous les termes obtenus en donnant a cet indice lesvaleurs 1, 2, 3. L’indicei
dans (1.2) est dit muet car la lettre qui le représente est sans importance; par exemple, xy, etx;y, désignent le

méme produit scalaire Xy .

Il N’ est pasinutile de préciser ici quelques indications sur I’ utilisation de cette convention d’ écriture.
Dans une relation, un indice non muet est dit franc; il ne peut apparaitre qu'une seule fois dans un méme
mondme. Ainsi dans larelation
T =S n (1.3)

i est unindice franc alors quej est un indice muet.

= || faut toujours désigner un indice muet par une lettre différente de celles qui sont utilisées pour les indices

francs.

Notons que (1.3) exprime que T est une formelinéairede 1 et lamatrice S, représente dans la base considérée
' opérateur linéaire T® 1 . En supposant qu’ on ait aussi
n=A;m,
alorslasubstitution dans (1.3) devra s’ écrire
T=5;A; m

= Ceci montre clairement que 2 indices muets qui interviennent dans le méme mondme doivent toujours étre

désignés par 2 lettres différentes.

1.1.3 Changement de base

*

Soient & et & deux bases orthonormées de E. Les vecteurs €

peuvent naturellement s exprimer comme des
combinaisons linéaires des vecteurs €, €, ete;:
€=Rg (4)
En multipliant scalairement les deux membre de (1.4) par &, il vient

é*'ék:F?j €6 =h djk:Pik

et I'on observe que P, est alafoislacomposante de & sur & danslabase (€,8€,,8,) et aussi lacomposante de
& sur & danslabase (& ,€,,€,) . On peut donc écrire:

e=P g (1.5

1 -l
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La comparaison de (1.4) et (1.5) montre que les matrices transposées P, et P, sont également réciproques,
elles sont donc orthogonales.

Ceci s écrit en notation indicielle: P P.=d;

R B :dij

et en notation matricielle; PPT=PTP=1

Désignons par X, et x; les composantes d’'un méme vecteur X dans les bases & et & ; on obtient en utilisant

(14) et (15);

><>(-

X= .”e*:foi. )
X=X, & =x; P, X

ce qui donne les relations de changement de base:

X; =B, X,
X, =P, X;
et en notation matricielle:
X =PX
x=P" X'

1.2 Tenseurs
1.2.1 Définitions

Un tenseur S du second ordre est un opérateur linéaire qui fait correspondre a tout vecteur i de E un vecteur
T deE etl’onécrit T=  (A). Il est défini de maniére unique par les 3 vecteurs:

7 (8)=T,¢

c'edt-a-dire par les 9 nombres T, appelés composantes du tenseur dans la base orthonormee €, ou encore par la

matrice T d’ éléments T, .

Ladonnéede 2 vecteurs A et B permet de définir un tenseur par I’ application linéaire
A® A(B.A) (1.6)
Ce tenseur est le prodiuit tensoriel de A et B. Onlenote AA B et ses composantes sont smplement A B .

Les produits tensoriels de 2 vecteurs forment un sous-ensemble de I’ espace vectoriel des tenseurs d’ ordre 2
(espace a9 dimensions) qui contient en particulier les 9 éléments

8 Ae,(,i=123)

qui sont linéairement indépendants dans I’ espace des tenseurs d’ ordre 2. On peut en particulier écrire un tenseur du

second ordre quelconque sous laforme

wml

=S8 Ag (1.7)



Le tenseur défini par I’ application identité est dit tenseur unité ou tenseur d'isotropie et noté 1. 10 est représenté
dans toute base orthonormée par ses composantes d; (matrice unité):

=

:élAél+é2Aé2+é3Aé3=dijé Aéj

L es notions précédentes se généralisent facilement pour définir les tenseurs d ordres supérieurs. Ainsi un tenseur

d’ordre 3 est un opérateur linéaire qui a tout vecteur i de E fait correspondre un tenseur du second ordre. Les

écritures suivantes généralisent respectivement (1.6) et (1.7)

!

® A A B(Cq)

St

ol

=Gy & A g Ag (1.8)

De laméme maniére, on peut considérer qu’ un vecteur est un tenseur d’ ordre 1:
A® (A.N)
A=Ag
et qu'un scalaire est un tenseur d’ ordre O:
n® (n.n)
I =nn,

1.2.2 Changement de base

Il s agit de déterminer les composantes d' un tenseur dans une base orthonormée & connaissant ses composantes

dans une autre base orthonormée € . On écrit:

(@]
1l
0]

Or, compte tenu de (1.4) et (1.5) et delalinéarité du produit tensoriel

|

|

A8 =PP, 8 A%
.

(!
1l

=RPEAE

on obtient
S;/ =R, F;S;, & S,=RPB, S”

gu’ on peut encore écrire
S;=PR«S P, e ;=R S P (1.9

s0it en notation matricielle
S'=PSP" & S=P'S'P



1.2.3 Opérationssur lestenseurs

a) Multiplication tensorielle

Soient un tenseur S=AA B dordre 2 et un tenseur V' d'ordre 1. On définit le produit tensoriel de S et de V

par

SAV=(AAB)AV=AABAV (1.10)

ol SAV est un tenseur d’ordre 3 gue nous noterons G.
On écriradonc sous forme indicielle dans |a base orthonormeée &

G, =(SAV)=(A8 AB®B)A(V,8)=ABV,8AgAg

Ou encore
Gy =(S;& Ag)A(V,&)=S;V, 8 AgAg (1.11)

L es composantes du tenseur G s obtiennent donc par simple produit des composantes de S et V danslabase
commune

=SAV« G, =S,V, (112)

1

ol

Lerésultat du produit tensoriel de 2 tenseurs respectivement d’ ordre n et m est un tenseur d’ ordre n+m.

b) Contraction

A un tenseur d’ordre n on peut faire correspondre un tenseur d’ ordre n-2 par contraction de deux indices francs

voisins en deux indices muets. La convention de sommation (cf. 81.1.2) est alors appliquée.

* Remarque 1: Lacontraction du tenseur unité du second ordre 1=d; € A € est le scaaire

d =3. (113)

» Remarque 2: Le scalaire représenté par la contraction des 2 indices d'un tenseur S dordre 2 est appelé la

trace de ce tenseur et noté Tr{ § }
Tr{S}=S,. (1.14)

¢) Transposition

R = . =T
A partir d'un tenseur du second ordre S=S; & A €, on definit le tenseur transpose S par transposition des 2

T

(7]
1]

indices S,8A8=S,8A¢g

= =T
Lesmatricesreprésentant S et S danslabase & sont dites transposées |’ une de |’ autre



T _
Sij _Sji (1.15)

Un tenseur est dit symétrique s'il est égal & son transposé:
S, =S, (1.16)

Un tenseur est dit antisymétrique s'il est égal al’ opposé de son transposé:
S;=-S; (1.17)

La partie symétrique (ou paire) et la partie antisymétrique (ou impaire) d'un tenseur S sont définies

respectivement par

= _1 = =T _]_

SS_E(S+S ) ou Sijs—E(Sij +S;) (1.18)

Sa—E(S' S ) ou Sija_E(Sij - Sji) (119)
s bien que

= = = =T = =

S=S:+Sa et S =Ss- Sa

d) Multiplication contractée

Le produit tensoriel contracté s'introduit naturellement en opérant dans la multiplication tensorielle une

contraction sur le dernier indice du ler tenseur et le ler indice du deuxiéme. L’ opération correspondante est notée

par un point.
* Notation intrinséque: R=S. T
* Notation matricielle: R=ST
* Notation indicielle: R; =S, Ty

En reprenant I'exemple du § 1.2.3-a, larelation (1.10) devient:
S.V=(AAB).V=AAB.V (1.20)
ol § «V est un tenseur d ordre 1 (un vecteur) que nous noterons U . On écrira donc sous forme indicielle dans la
base orthonormée &
Ug=(S-V)=(ABABRE) - (V,&)=ABV,8

Oou encore
Ue=(S¢ A g) - (Vi&)==S;V ¢ (1.21)

Les composantesde U danslabase & sont donc U, =S, V.

Le résultat du produit contracté de 2 tenseurs respectivement d'ordre n (n=1) et m (m=1) est un tenseur d’ ordre

n+m-2.



Deux tenseurs S et T sont dits inverses ou réci progques si les produits S.T et TS sonttousdeux égaux au

tenseur unité
é . ?:? . é:i ; Sukaj :TikSq :dij (1.22)
*Remarque 1: Lacontractionde & A€ est & - € =d, (1.23)
*Remarque 2: Le produit scalaire de 2 vecteurs U et V est le résultat de la multiplication contractée des 2
vecteurs U et V:
0.V =(Ug) - (Vig)=UV,d,=UV,
*Remarque 3: Le résultat du produit doublement contracté de 2 tenseurs respectivement d’ ordre n (n=2) et m
(m=2) est un tenseur d’ ordre n+m-4. Cette opération est notée par un double point:
S:D=(S;¢& A €): (D& A®) =(S;€) - (D, &)=S,D; (1.24)
*Remarque 4: Le produit contracté de 2 tenseurs symétriques n’est en général pas symétrique.

1.2.4 Letenseur d’orientation

a) Définition

Le tenseur d orientation ize”.k & Ag Ag est défini apartir du symbole de Lévi-Civita, noté e, , qui est une
fonction alternée desindicesijk telle que e,,; = 1. Par transposition de 2 indices e, prend une valeur opposée.

i +1si (i, j,k) est unepermutation pairede(l, 2,3); 231par ex.
€k :} - 1si (i, j,k) est unepermutationimpairede(l, 2,3); 213par ex. (1.25)
1 0si deuxindicesau moinssont égaux; 122 par ex.

b) Produits contractés du tenseur d’ orientation

e.e.=d d -d d (1.26)

1jk ~pak ip ~iq iqg “jp

€ €y =20, (1.27)

€ €y =6 (1.28)

On trouvera la démonstration de ces identités dans laréférence [1].

c) Produit vectoriel de 2 vecteurs A,B

En effectuant |e produit doublement contracté du tenseur d’ orientation J par BA A on obtient les composantes

du produit vectoriel A UB

<l

L (BA A):(eijk §AgAg)(BEAAR)=e,A B

ains (AUB) =g, A B, (1.29)

]




d) Produit mixte de 3 vecteurs A,B,C

Son expression indicielle résulte directement de (1.29)

A.(BUC)=¢, AB,C, (1.30)

€) Vecteur associé a un tenseur antisymétrique

S \TV est un tenseur antisymétrique du second ordre (W, =-W,),

1
Wi :Eeijk ij (1.31)

définit les composantes du vecteur associé (ou vecteur axial) a W. Réci proguement, a tout vecteur W, on peut
associer un tenseur antisymétrique

ET (1.32)

U]

1.3 Opérateursvectorielset tensoriels

1.3.1 Notations

Dans un espace euclidien orthonormé d'axes Oxj, & désignant les vecteurs unitaires de la base de I’ espace

vectoriel associé, on définit les opérateurs gradient, divergence, laplacien et rotationnel par leurs composantes.

D’une maniére générale, les objets de la Physique (et de la M écanique des Fluides) sont des champs, ¢’ est-a-dire
des fonctions de |’ espace et du temps associant & un point X et aun instant t un scalaire j (X,t), un vecteur V(X,t)

ou un tenseur dordre 2 (rarement plus) §(X,t). Les champs sont (sauf discontinuités locales traitées
spécifiquement) continus et supposés dérivables jusqu’a |’ ordre utile.
Pour compacter le formalisme les opérateurs de dérivation partielle s écrivent a I'aide de la notation virgule.

Ains

fi (%, o iRy, S KA P
it ! ' T, ! ' ™,
désignent respectivement la dérivée partielle par rapport au temps, par rapport a la variable d’ espace x; et la dérivée

seconde par rapport a x; et ;.

1.3.2 Définitions

a) Gradient

L’ opérateur gradient associe au champ scalaire j (X,t) le champ vectoriel défini par
gradj =j ;& (133




Il S ensuit que les composantes du gradient sont

R notéj , (direction@)

1

i =grad] +& soit noteJ , (directiong,)

o
i
i1
o —
|

‘ITJ

T —— notéj , (directiong,)

iy 3 &

S j (X,t) est, par exemple, un champ de pression, le vecteur gradj est orienté dans ladirection ou la pression

varie le plus vite, il est dirigé vers les hautes pressions et son module indique, a chague instant, |'intensité de la

variation de pression par unité de distance dans cette direction.

Plus généralement le gradient d’un tenseur d’ordre n est un tenseur d ordre n+1; par exemple gradV est le

tenseur d ordre 2 (dit tenseur gradient de V) défini par

gadV=V, A& (1.34)
wl,l V1,2 V1,3 9

et qui a pour composantes V,; soit gvu V,, Vis (1.35)
8\/3,1 V3,2 V3,3 E

b) Divergence

L’ opérateur divergence associe & un champ de vecteurs V(%,t) lafonction de points a valeurs scalaires

divV =V, (1.36)

La comparaison de (1.34) et (1.36) montre que la divergence V,; est la forme contractée du tenseur gradient

V., cest-adire divV =Tr{ gradV }.

ij?

Si V(X,t) est, par exemple, le champ de vitesse dans un fluide, le champ scalaire divV indique I’intensité des

contractions ou des expansions locales au sein du fluide. Cette notion peut étre illustrée en considérant la quantité de

fluide qui entre ou sort d’ un élément de volume infinitésimal d 7 pendant I’ é ément de temps dt.

divw <0 divv =0 divVv >0
Zone de convergence ) Zone neutre Zone de divergence
Compression ou contraction Ecoulement de fluide incompressible Détente ou dilatation
locale et indilatable locale

Plus généralement la divergence d’'un tenseur d ordre n est un tenseur d’ordre n-1; par exemple divs est le

vecteur défini par
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divs=s, & (1.37)
Notonsquesi | est un champ scalaire, puisque (j d;) ;=] ;, onal’identité
div( 1)=gradj . (1.38)

¢) Rotationnel

L’ opérateur rotationnel associe & un champ de vecteurs V |e champ de vecteurs défini par

rotV=e,V,, & (1.39)

e 1 1—-
*Remargue : Le vecteur associe a gradV apour composantes Ee'jk V. ¢ est donc le vecteur Erotv .

d) Laplacien

Lelaplacien, noté Dj , d'un champ scalaire j (X,t) estlescalaire défini par

Dj =div(gradj )=j (1.40)
Lelaplacien, noté DV , d'un champ vectoriel V(X,t) est le vecteur défini par

DV =div(gradV) =V, , & (1.41)

ou encore DV=(DV,)&

1.3.3 Notation dyadique
On simplifie les écritures en utilisant la notation dyadique qui introduit le vecteur symbolique nabla, noté N ,
dont les composantes formelles sont |es opérateurs de dérivation partielle par rapport aux variables d' espace x1, X2,

X3.
: A noté ,
£ X, :
l’\ﬂ T noté )
iﬂ—xa noté ,

Opérateur Notation
gradient gradj Nj
tenseur gradient gradV Nv
divergence divV NeV
vecteur divergence divS RS
rotationnel rot V Nov
laplacien Dj N3
Laplacien vectoriel DV K2V

10



1.3.4 | dentités

Identité

Notation dyadique

grad(j +y)=gradj +grady

NG +y)=Nj +Ny

grad(j y)=j grady +y gradj

NG y)=j Ny +yKj

rot (U +V)=rot U+rotV

NUU+V)=NUU+NUV

rot (gradj ) =0

rot(j V)=j rot(V)+gradj UV

div(U + V) =divU +divw

N.NUV=0

div(rotV)=0
div(j V)=j div(V)+gradj

<

I
div(OUV)=VrotU- UrotV

div (j 1) =grad]

1.3.5 Relationsintégrales

a) Formules de Green-Ostrogradski

11

Soit 7 " un domaine volumique (connexe ou pas), de frontierey 7 sur laquelle est défini en tout point régulier le

vecteur unitaire extérieur i .

S j (X;,X,,X;) est un champ scalaire, \7(x1,x2,x3) un champ vectoriel et E(xl,xz,xs) un champ tensoriel

d'ordre 2, continusdans(7 "+ 7 ) ayant des dérivées premiéresdans 7 ', alors

@ Nds=ggypradj d /-

117

@V - nds=gylivvd /-
[ 4 7

S+ nds=ggsfivsd /-
[ ¥ 7

Ces formules (ou théoréme de la divergence) s étendent naturellement & des tenseurs d’ ordre supérieur a 2.

b) Formule de Stokes

pS S

@ nds=ggy d7
Q7 %

@V n, dS= gy, d 7

1

@S N dS=¢gS;, d 7

1

(1.42)

(1.43)

(1.44)

11
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Soit. un domaine surfacique de frontiére .~ sur lequel est défini en tout point régulier le vecteur unitaire

extérieur n .
_.)
n

-
t

1.~
Si \7(x1, X,,X;) est un champ vectoriel continu dans (.~ +1.>) ayant des dérivées premieresdans.”, alors

@V -tdl =(gyrot V)-ids soit QV, -, df=(gpi Vi, M dS (1.45)
1.7 / 1. s

ol le premier membre est la circulation du vecteur V lelong def./ (parcouru dans le sens direct autour de i) et

le second membre le flux du rotationnel de V atravers./ .

12
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Chapitre2 | Ntroduction

2.1 Concepts généraux

On appelle Mécanique I’ étude des déplacements et des déformations des corps au cours du temps, y compris
I"éétude des conditions qui entrainent ces mouvements. Nous considérerons ici la Mécanique au sens restreint ol
n'interviennent ni changements déat physique, ni transformations chimiques (vaporisation, cavitation,
combustion...).

La dynamique est la partie de la Mécanique qui étudie (sans expliciter la variable température) les mouvements
ou le repos dans leurs rapports avec les forces qui les engendrent.

La cinématique fournit le cadre spatio-temporel dans lequel sont décrits les mouvements dans I’ espace euclidien

a3 dimensions. La cinétique se construit a partir de la cinématique en introduisant la notion de masse.
2.1.1 L état fluide

Le physicien distingue classiquement 3 états de la matiére, solide, liquide et gazeux, en regroupant sous le
vocable fluide les gaz et la plupart des liquides. A |’ échelle microscopique, ce qui caractérise les fluides, ¢’ est que
les molécules ne sont pas bloguées dans leurs orientations relatives; elles ont ce degré de liberté (de désordre) que
n’ont pas les molécules dans |es solides.

L eurs propriétés communes sont qu’ils N’ ont pas de forme propre, ¢'est-a-dire qu’ils sont dépourvus de rigidité;
les forces nécessaires pour engendrer des déformations par glissement et assez lentes sont extrémement petites.

Cette distinction entre solides et fluides n'est pas parfaitement nette, puisqu’on trouve des corps comme les
gelées, les peintures, les pétes, certaines solutions concentrées de polymeres, qui manifestent a la fois des
comportements de solides (pendant des temps courts) et des comportements de liquides (pendant des temps longs).

Lesliquides: Les molécules sont liées en distance ce qui en limite le désordre. 1ls occupent un volume défini et
sont susceptibles de s organiser en gouttes. Leur densité est telle qu’on définit d’ ordinaire (assez mal) les liquides
par le fait qu'en situation de repos, ils présentent une surface libre discernable et perpendiculaire au champ de
gravitélocal.

Les gaz: Les molécules ne sont pas liées en distance et les gaz occupent tout le volume disponible. Les forces

permettant d’ engendrer des déformations volumiques (contraction ou dilatation) sont faibles.
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2.1.2 L e concept de milieu continu

La matiére a une structure discontinue et la notion de milieu continu est un pur schéma. Elle consiste a admettre
que la masse et toutes ses propriétés sont réparties contindment dans le matériau (ce qui n'exclut pas les
discontinuités aux interfaces). Bien entendu ce schéma ne prétend représenter que les phénomenes macroscopiques
dont les échelles caractéristiques sont treés grandes devant la distance intermol éculaire moyenne. Comme il n'est pas
question d'ignorer complétement les phénomeénes dont le siege est a I’ échelle moléculaire (comme celui de la
diffusion), ceux-ci devront étre représentés a travers une description macroscopique de leurs conséquences a grande
échelle.

Le concept du continuum présente I’immense avantage d’ autoriser le calcul différentiel et intégral dont les outils

sont présentés au Chapitre 1.

La premiére question concerne la définition de valeurs locales pour des grandeurs matérielles comme la masse,
I’enthalpie, la vitesse ou la contrainte. Imaginons qu’un instrument de mesure d une grandeur g puisse étre
miniaturisé a volonté, et portons la mesure de g en fonction de la dimension ¢ du volume d’ observation /2. Si 7 est du
méme ordre que la distance moyenne d (quelque 1010 m) entre molécules, g dépend du nombre de molécules
observées (quelques unités), elle oscille et semble mal définie. Si ¢ >>d, le nombre de molécules observées est treés
grand et g est une valeur statistique des observations qui ne dépend plus de . Cette valeur ¢ doit cependant rester
trés petite devant la taille L (" 1 m) de I’ expérience pour justifier que I'on considére la mesure comme locale ou

ponctuelle.

valeur locale deg

d d<</<<L L ¢

On admet donc que le volume observé, que nous désignerons particule fluide, est assez grand pour contenir un

trés grand nombre de molécules et assez petit pour définir une valeur “locae’ et un élément de volume
infinitésimal 7, permettant de justifier du calcul différentiel et intégral. En mécanique des fluides une bonne

représentation locale des micro phénoménes nécessite de considérer des particules de I’ordre de 1 mm3 & 1 cm,

c' est-a-dire d un diamétre ¢~ 103 4102 m. Dans des conditions normales, le libre parcours moyen dans les gaz est
de I’ ordre de 109 m et un volume 7, de 1 mm3 d'air, par exemple, contient 2,7 1016 molécules ce qui assure la

validité de I’ hypothése.

De méme on utilise couramment en Météorologie, dans I’ étude de perturbations atmosphériques de I’ ordre de

500 km, des “particules fluides’ dont lataille caractéristique est de 10 km.

16
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a) Masse volumique locale

Les considérations précédentes permettent de définir des densités volumiques

_ 0 €dG 1
g_dl!ng/, & H (2.1)

dG étant la valeur de la grandeur considérée portée par le volume d 7. Toute grandeur matérielle scalaire peut étre

définieal’aide de (2.1). Ainsi, lamasse volumique est définie localement au point P par:
édm g

& f

d'ou I’ expression de lamasse d'un volume matériel 7

r=Ilim
d/ ® 7

M )= (Dd 7

b) Vitesse locale

Un raisonnement semblable au précédent permet de définir la vitesse V(%,t) au point X. Si N est le nombre de

molécules, de vitesse individuelle V, et de masse mj, contenues dans 7, , V est la vitesse du centre de masse de

ces N molécules:

&
amivi
V(% t) ==L
am
i=1
. - _ édPu
soit encore V(X,t)=lim a&— 2.2
(R0=fim e (2.2)

ou dP est la quantité de mouvement des molécules.

c) Contrainte locale

Soit § 7~ lafrontiére (fictive) d'un volume fluide 7~ Le fluide extérieur &7 "exerce sur le fluide intérieur des
tensions qui se transmettent atravers |’ enveloppe I 7 *. Soient P un point de I’ enveloppe, dS un élément de surface

autour de P et n la normale unitaire orientée vers I’extérieur. La force éémentaire dF qui S exerce sur dS est

proportionnelle adS:

dF=T(A,%,t)dS (2.3)

Levecteur T aladimension d’une force par unité de surface et correspond & la contrainte moyenne qui s exerce
sur dS. Lorsque dS—> dSy , le rapport dF/dS tend vers une limite finie indépendante de la forme de I’ é ément dS.

Cette valeur limite définit la contrainte locale au point P

(2.4)

17
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-
Il est souvent commode de décomposer la Th

contrainte en ses composantes normale et tangentielle:

T=T,n+TSS

2.1.3 Limitesdel’ hypothese de continuité

L’ hypothése de continuité n’est pas admissible des lors que le libre parcours moyen des molécules n’ est pas trés
petit devant la dimension caractéristique du probléme considéré. C'est |e cas des problémes suivants qui ne sont pas

résolubles dans |e cas de la Mécanique des Milieux Continus:

1- Les phénomeénes de transport (diffusion, conduction) dus a I’ agitation moléculaire; nous verrons cependant
gu’ on peut étudier ces phénomeénes en Mécanique des Fluides sans référence al’ intimité de la structure moléculaire

de méme qu’ en Thermodynamique on traite de la chaleur sans faire appel a sa signification moléculaire,
2- Le mouvement brownien d’ une suspension de particules solides dans un liquide,

3- Certains écoulements d' huiles & grosses molécules; les molécules d huile pouvant ére du méme ordre de

grandeur que le jeu des piéces mécaniques a lubrifier,

4- |es probléemes d’' aérodynamique dans des gaz trés raréfiés.
2.1.4 Surfaces de discontinuité

Sous certaines conditions, on observe dans un fluide en mouvement des régions ou certaines grandeurs
matérielles (pression, vitesse, masse volumique...) varient trés rapidement au point que la notion de continuité est
mise en défaut localement. Ces régions sont assimilables a des surfaces de discontinuité. C'est le cas d' une surface
libre ou d'une poche de cavitation et plus généraement de I'interface entre des fluides non miscibles. C'est
également le cas des ondes de choc ou de la solution localement singuliére de certaines théories comme le modéle

de fluide parfait. La continuité s entend alors de part et d’ autre de ces surfaces.
2.2 Propriétésthermodynamiques des fluides

2.2.1 Axiomede I’ équilibrelocal

Un systeme thermodynamique est un systéme matériel séparé de I’ extérieur par une surface fermée permettant
les échanges de matiere, de travail et de chaleur. Dans un fluide en mouvement, tout volume isolé par la pensée

(volume de contrdle) est un systéme hors d’ équilibre. Les temps caractéristiques des déséquilibres correspondant

aux changements de formes et aux déplacements sont de I’ ordre de

18
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L»15
U

ol L est ladimension typique de I’ écoulement (disons L ~ 1 m) et U une vitesse caractéristique (disons U~ 1 ms?1),
et sont extrémement longs par rapport au temps caractéristique de I’ agitation moléculaire. Celui-ci est en effet de
I’ordre de

9 »10 s
C

otl d est |e libre parcours moyen moléculaire (d~ 109 m) et ¢ une vitesse caractéristique d' agitation (disons ¢~ 103
ms'1). La différence considérable entre ces échelles de temps permet o admettre que le mouvement fluide est
tellement lent qu'il ne change pas les propriétés thermodynamiques résultant des collisions extrémement
nombreuses des molécules méme pendant des temps trés courts. On peut donc en général considérer les particules
fluides comme étant en équilibre local thermostatique. Cette approximation est bien justifiée pour toutes les
mouvements dans les fluides dont les temps caractéristiques sont supérieurs & 106 s, ce qui est presque toujours le

cas.

2.2.2 Equation d’ état

C'est un fait d expérience que I'état d'un systéme thermostatique simple (nous excluons les mélanges) est
déterminé uniquement par deux paramétres, dits variables d'état. La pression P et la masse volumique r sont des
variables d'état. Toutes les autres variables d'état (la température Q ou I'enthalpie h, par exemple) sont ainsi
fonctions de ces deux paramétres d' état, et les relations qui les lient sont appelées équations d' état. L' état d’'un
systéme peut donc étre représenté par une relation de laforme

P=P(r,Q)

Les éguations d'état sont soit obtenues a partir d observations expérimentales, soit déduites d’une théorie
cinétique.

» Les gaz idéaux: Dans le cas des gaz assez dilués (jusgu’ a quel ques atmosphéres), |’ expérience montre que dans
des conditions normales de température, P, r et Q sont liés par la loi des gaz idéaux (nous réservons |’ adjectif

parfait pour les fluides non visgueux):

(2.5)
ou la constante R du gaz est le rapport de la constante universelle des gaz idéaux .~ (.» = 8 314,3 Joules par
kilomole et par degré) et de la masse molaire du gaz considéré:
R= .M
Ainsi, pour I'air (M = 28,964 kg/kmol), R = 287,06 J.kg1.K1.

* Les gaz denses: On utilise laforme correctrice de Van der Waals:

i:1+rA1(Q)+r2A2(Q)+...
rrQ
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 Les liquides: lls sont trés peu compressibles et peu dilatables; on peut en premiére approximation les

considérer comme parfaitement isovolumes. L' équation d’ état est alors:

2.2.3 Premier principeet énergieinterne
Le premier principe de la thermodynamique traduit le principe de la conservation de I’ énergie.

a) Systémes en équilibre:

Dans un systeme matériel en équilibre subissant une transformation quelconque, la somme du travail des forces
extérieures W et de la quantité de chaleur Q fournie au systéme est:
1- nulle si la transformation est fermée (état final identique al’ état initial),

2- indépendante du chemin suivi sur un diagramme d’ état.

On peut toujours ramener la comparaison de deux transformations non Pour ™) B
fermées (T1) et (T2) a la comparaison de deux transformations fermées, en n}ﬂ
leur associant une méme transformation de retour (T3). Ceci montre que la (T2)4 (Ta/)k i
proposition 2 résulte directement de la proposition 1. AT e

Q

Il résulte de ce principe que, si A et B sont deux états d’équilibre voisins, la somme du travail dW et de la

quantité de chaleur dQ fournis pour passer de A aB est une différentielle totale exacte:

dw +dQ =de (2.6)
bien que dW et dQ dépendent chacun du chemin thermodynamique suivi. La grandeur e ainsi introduite est une

variable d' état appelée énergieinterne.

b) Systémes hors d’ équilibre:

Toute partie d'un fluide en mouvement est un systéme hors d’équilibre. Les états A et B peuvent étre considérés
comme des états d' équilibre du point de vue thermodynamique, mais pas du point de vue mécanique. L’ axiome de
I’équilibre local conduit a considérer qu'il y a additivité (et aucune dépendance mutuelle) entre, d' une part la somme

dWyey + dQrg, = de
qui permettrait de faire passer le systéme en équilibre de I' état thermodynamique A a I'état B, et d'autre part la
somme

dWmeée + dQmee = dK

qui permet de faire évoluer I'état du mouvement de I'état A al’état B. La grandeur K est I’énergie cinétique du

systéme considéré.

20
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L’ expression du premier principe pour les fluides en mouvement est donc en définitive:

|dW +dQ = de+dK | 2.7)

Il reste a exprimer chacun des termes en fonction des variables d'état ou de mouvement du fluide. Nous

noterons” " un volume de fluide de surface enveloppe .

« Energie cinétique: Par définition dK :%r VZd 7 (V(X,1) étantlavitesselocale).

« Travail des forces extérieures: En notant f la densité de forces volumiques, T lacontrainte locale (voir §6.1.1)
et Pe la puissance des forces extérieures:

dW:Pedt=g@‘3rF-\7d'/’ '+@'T'-\7dsgdt (2.8)

Remarquons que le schéma qui consiste a séparer les changements d'état par transformation réversibles
(succession d' états d' équilibre) et les changements d’ état de mouvement conduit a affecter a dWyg, la contribution
du travail des forces de pression qui est contenue dans le dernier terme de (2.8). Le travail des forces de pression

pour faire varier de d 7 * le volume d’' une masse unitaire de fluide est:

&6 P P dr
—i=— dr =——

8r g I redt

Letravail fourni aun systeme matériel fini dans une transformation réversible s écrit donc:

dw,, =- Pd 7 =- Pd dt (2.9)

a
=d 7 adt (2.10)
dt g

* Quantité de chaleur: On différencie les contributions volumiques (densité de sources volumiques distribuées r)

des contributions surfaciques (par conduction par exemple). Par convention, ladensité surfacique de flux atraversla
surface.”/ délimitant le volume 7 “est notée - §-n de fagon a compter un flux positif quand il correspond a un

apport pour le systéme. En exprimant la puissance thermique fournie au systéme on écrira donc:

dQ:g@rd 7 c‘m-ﬁdsgdt (2.12)

dQrgy dépend du chemin thermodynamique suivi sur un diagramme d' état, et I’'usage a conduit a choisir un
chemin conventionnel constitué:
- d'un trongon a pression (ou masse volumique) constante (AC sur le diagramme),

- d’un troncon a température constante (CB sur le diagramme).
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Considérons la quantité de chaleur fournit al’ unité de masse par un processus réversible.

Ona dQ,, =de- dW,, =de+Pd 7 (2.12)

On appelle capacité calorifique la quantité de chaleur qu'il faut fournir &I’ unité de masse pour augmenter sa

température de 1 K et I’ on distingue la capacité calorifique a pression constante:

Qo _afled a7 ©
cp=~0 _&FlI€0  p 9 213
"6Qn 102 §1Q & &
et la capacité calorifique a volume constant:
Qo _afed
=- x> == 7 214
&Qy &MQp (214

« Sur le trongon AC du diagramme (aP ou r constante), on a donc:

dQ(p) =CpdQ ; dQ(/ ):CVdQ

(2.15)
On pourra expliciter la densité d’ énergie interne e en utilisant sa propriété d’ étre une différentielle exacte:
}dez% dQ+%d'/"=Cde+Ed'/"
! ’ Q Q (2.16)
.'.de=EdQ + T4 =deQ+EdP
1Qls Py TPy

Pour I'instant les dérivées partielles (fe/T 7 )|, et (e/ P)|, ne sont pas connues, pas plus que la quantité de

chaleur dQ, associée au troncon CB. On pourra exprimer que la quantité de chaleur fournie est la somme des

contributions a pression (ou volume) constant (trongon AC) et atempérature constante (trongon CB):

: Q = dQp +  dQg
Q= d,, +  dQq (218)
f troncon AC tronconCB

C'est-a-dire, en utilisant (2.15) et en introduisant deux coefficients aet b:

= CpdQ + adP
CcvdQ + bd/-
— —

trongon AC troncon CB

(2.19)

Mais ceci est encore provisoire puisque les coefficients a et b ne sont pas des propriétés du fluide mais des
paramétres caractéristiques de la transformation thermodynamique en cours. Leur expression sera déterminée au
8§2.2.5 aprés avoir exprimé le second principe de la thermodynamique.
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2.2.4 Second principe et entropie

Nous avons vu que toute partie d'un fluide en mouvement est un systéme thermodynamique hors d’ équilibre.
Les transformations réelles sont irréversibles et I'expérience montre qu'elles se font toujours dans un sens
déterminé. Ceci n’'est pas contenu dans le principe de conservation de I'énergie et il est nécessaire d’ admettre un
second principe, dit Principe de Carnot, qui permet de déterminer le sens des irréversibilités. Nous en donnons ici

deux énoncés équivalents; le premier est dil aKelvin, le second a Clausius:
1- On ne peut recueillir du travail a |’ aide d' un systeme associé a une seule source de chaleur.

2- Une transformation dont le seul résultat est de transférer de la chaleur d’un corps froid vers un corps chaud

est impossible.

La machine thermique la plus simple
compatible avec le principe de Carnot utilise

donc deux sources de chaleur. Elle emprunte
une quantité de chaleur Q1 (Q1 > 0) ala source

chaude et en restitue une partie Q2 (Q2<0;
|Q,|<Q,) a la source froide. La différence

Q- |Q,| apparait sous forme de travail. Le

rendement de la machine est défini par le

rapport:

h :ﬂ:—Q1 - |Q2| =]1- M(l

2.20
QG  Q Q (220

Il résulte du second principe que toutes les machines thermiques fonctionnant entre deux températures données
Q1 et Q2 ont le méme rendement. C' est le théoréme de Carnot qui affirme que h (et donc Q2/Q1) ne dépend que de

Q1 et Q2. Cette propriété fondamental e permet de construire une échelle universelle de température (¢’ est-a-dire liée

aaucune propriété d' un corps quelconque), dite échelle de Kelvin, telle que:

h:Ql' Q, |Q2|:&

=== et donc (2.21)
Q Q Q
» Dans une transformation réversible fermée, on a & + & =0
Q Q
alors qu’ en présence d'irréversibilités: &+&<0

1 2
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Toute transformation fermée peut étre décomposée en une suite de n transformations. A chague étape, la source
chaude est alatempérature Q; et céde au systéme la quantité de chaleur Qj, etI'on a

a Qeo

i1 Q

I’ égalité ne valant que pour des transformations réversibles. Dans le cas d'une décomposition continue cette
propriété devient:

8 R¢0

B
« Dans e cas d’ une transformation réversible non fermée d' un systéme passant d’un état A aun état B C)(jaQ doit
A
étre indépendant du chemin suivi. On peut donc écrire:

B

O =) s4)

A

ou pour une transformation infinitésimale; €Q =ds

2.22
9 (2.22)

La grandeur s est une variable d' état, appelée entropie, et définie a une constante additive pres; ds est une
différentielle totale exacte.

2.25Formedifférentielle del’ énergieinterne et del’ entropie

L’ expression (2.22) du second principe peut maintenant permettre de déterminer les coefficients a et b que nous
avons introduits (2.19) sous laforme:

1dQ = CpdQ + adP
{0 = cvdo + bd/ 2.23)
i 7 —
| troncon AC tronconCB
en considérant dans le premier cas Q et P et dansle second cas Q et 7~ comme variables d’ état indépendantes.
Les deux coefficients aet b doivent étre tels que:
} de=dQ- Pd 7 (lerprincipe)
i 2.24
: ds= @R (2nd principe) (229
7 Q

soient des différentielles total es exactes.

* Prenons d'abord P et Q comme variables indépendantes. On obtient en combinant la premiére ligne de (2.23)
et (2.24):
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d’ oul les conditions:

qui conduisent finalement &

,de CpdQ+adp- P& | a2 el
I é |P ﬂ |Q u
fds_EdQJerP

1V aled ¥ ades , fCp 17 _Ya
|1TP81TQB Q&IPS P QI 1Q
MTaeﬂSo 1 &so b 19Cp_19a a
f1P&IQ5 1Q&TPS QTP QIQ Q°

0/

= al,

25

(2.25)

(2.26)

* Prenons maintenant 7 * et Q comme variables indépendantes. On obtient en combinant la seconde expression

de (2.23) et (2.24):

d’ ol les conditions:

qui conduisent finalement &

j de=CvdQ+(b- P)d /-

—_—

fds=%dQ+6d 7

1 &feo_ T a=Te o

fov _1(b- P)

P
1/ &1Qs 1Q&T/ & 1/ 1Q

i
I
%
i T eelso_ T a&lso
f

19cv_19 b

iy L ol =)
1/ &1Qp Q&1 & QT QIQ @

b=
QﬂQ

Nous pouvons maintenant substituer dans (2.23) a et b par leur expression:

o}
O
1

CpdQ -

o}
O
1

CvdQ -

Q"
Qe

P .
%l ¢

drP

Q

De laméme fagon, la substitution dans (2.25) et (2.27) donne respectivement:

17 °1u 'ﬂ/‘" u
de C P— 4dP
i, g P ﬂQ pU 1P QH
:':ds— dpP
t Q ‘HQ

i é_ TP a, .
ide=CvdQ+aQ——| - Pgd 7
i yq,
Tas= g0+ | 4

t Q ° 1l

(2.27)

(2.28)

(2.29)

(2.30)

(2.31)
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L’identification de ces deux variantes conduit a une relation entre Cp et Cv connue sous le nom de formule de
Mayer:
P
Q

B
1R

Cp- Cv=Q (2.32)

P

2.2.6 Equations d’ état canoniques, enthalpie

A I’ side des deux premiers principes on peut déduire larelation de Gibbs:
de=Qds- Pd(l/r) (2.33)

ou, en introduisant |’ enthal pie, variable d' état définiepar h=e+P/r :

dh=Qds+(1/r)dP (2.34)

Puisque ces deux expressions ne font intervenir que des variables d'état et donc des différentielles totales
exactes, on peut écrire respectivement:

oeo P &Hed
=37 : RIS g 2.35
81Tsz ; " gﬂrg (2.35)
_agho - 1_aAho
&fsg ’ r &Pa (2.30)

Les expressions de |’ énergie interne e en fonction des variables s et r, ou de I’ enthalpie h en fonction de s et P
sont appel ées équations d' état canoniques. Si on connait e=e(s, r) ou h=h(s, P) on peut directement en déduire une

relation entre P, r et Q (I'éguation thermique) et une relation entre e, Q et r ou entre h, Q et P (I'éguation d’ état
calorique).

2.2.7 Quelques définitions

Nous verrons (88.2 et $9.1) que dans le cas des écoulements de fluides incompressibles les seules données
physiques nécessaires a la résolution des problémes de dynamique des fluides sont la masse volumique r et la
viscosité m(avec éventuellement la conductivité thermique K).

Dans le cas des écoulements de fluides compressibles d’ autres paramétres physiques interviennent.

« On définit le coefficient de compressibilité ¢ par larelation:

c :ledlg (2.37)
r &P,
Dans le cas d'un gaz idéal, le coefficient de compressibilité est inversement proportionnel ala pression du gaz:
c=1
P

« On définit aussi |e coefficient de dilatation & pression constante:
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1ar 6
b=- g2
r&1Qa

Pour un gaz idéal, le coefficient de dilatation est inversement proportionnel alatempérature du gaz:

1
c==—

Q

(2.38)

* Nous avons déa introduit (§2.2.3) les chaleurs spécifiques Cp et Cv respectivement & pression et & volume

constant. Elles sont définies par:

afh 6
cp=2M 0 239
P ¢ (239
cv=21e0 (2.40)

&1Q4

ou h et e sont I'enthalpie et I énergie interne par unité de masse. Dans le cas des gaz idéaux ces deux fonctions

ne dépendent que de latempérature et |’ on peut donc écrire;

dh
Cp=—
p a0
CV:E
dQ

Puisque, par alleurs, on ah = e+P/r = e+RQ, les chaleurs spécifiques sont reliées par larelation:
Cp=Cv+R (2.41)

Le rapport g des chaleurs spécifiques intervient aussi trés souvent: g= Cp/Cv. Dans le cas d'un gaz idéal on peut
exprimer Cp et Cv en fonction de R et g seulement:

I I |
Cp=—=—R ; =—R 242
P51 1 (242)

* Rappelons pour finir que la célérité ¢ du son dans un milieu est définie par
2 _&Po

= 243
gﬂr a (243)
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Chapitre3 Cinématique

Lacinématique est I' étude des mouvements indépendamment des forces qui les engendrent.
3.1 Description du mouvement
3.1.1 Notionsde référentie et de configuration

On appelle référentiel une relation bijective entre |’ ensemble des positions occupées par un objet et les particules

matérielles de cet objet. Nous dirons que X est la position et t I'instant ou un événement est observé dans le
reférentiel choisi. On rapporte I espace euclidien & 3 dimensions a un repére orthonorme de base (& , i= 1, 2, 3) et

d'origine O.

Considérons un certain domaine “ occupé, a un certain instant t=tg, par un systéme matériel continu; cela
signifie que chaque particule de ~ peut étre identifiée (nommee) par sa position X, (initiale ou de référence) a cet

instant (initial ou de référence). Le mouvement est la relation de correspondance entre chacune des particules X, et

les positions successives qu’ elles occupent au cours du temps.

intant t o

ol

-
X2

La matiére qui occupe “ atg se déplace et occupe le domaine ~~ al’'instant t. ~ est appelé configuration de

référence et~ configuration courante.
Chague point P de < peut étre identifié a une particule matérielle initialement située en un point P, de “q. Le

mouvement du systeme matériel est décrit en spécifiant I’ ensemble des positions X en fonction de X, et de (t-tp)

X=X(X,,t-t,)
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L e temps étant défini a une constante prés, on choisit e plus souvent t5=0, soit:
X=X(X,,t) (3.1)

Les composantes xq; de X, sont appelées coordonnées materielles et les composantes Xj de X coordonnées

géométriques.

Le vecteur déplacement d’ une particule est défini par:
a=x- X, (3.2

Une configuration est dite réalisable si elle satisfait au principe d’ exclusion qui interdit a 2 particules d' occuper

simultanément la méme position. L'application (3.1) est bijective pour toute configuration réalisable, c'est dire
qu’'on peut identifier chague particule X, (c’'est-&-dire sa position de référence) en fonction de ses coordonnées

courantes al’instant t:
X, =X, (X,1) (3.3)

La description du mouvement peut étre formulée

- al’aide des coordonnées mateérielles X, ; ¢ est ladescription de Lagrange; |es 4 variables indeépendantes (Xo4, Xop»

Xog: t) sont appelées variables de Lagrange,

- ou &’ aide des coordonnées géométriques X ; ¢’ est ladescription d’ Euler; les 4 variables indépendantes (x1, X2, X3,

t) sont appelées variables d'Euler.

3.1.2 Description Lagrangienne

Le point de vue de Lagrange consiste a considérer une particule bien définie comme un point matériel et a
caractériser le mouvement par ses positions successives. Ceci nécessite donc que I’ on identifie la particule qui est
considérée, par exemple par saposition initiale X(X,,0)=X, .

Le mouvement est alors caractérisé par les éguations paramétriques représentées par les composantes de la

relation (3.1):
X; =X (X,,t) ; 1=123

qui définissent latrajectoire de laparticule (83.4.1).

L e déplacement est exprimé en fonction des variables matérielles par:

a(X,, 1) =X(X,, t)- X

0!

o (34)

Le vecteur vitesse est défini comme |e taux de variation du vecteur déplacement:

_TR(X,. 1)

o (3.5)
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(puisque X, est constant pour une particule donnée) et le vecteur accé ération par:

@(Xo.t):; :; (3.6)

La description Lagrangienne présente une utilité certaine, par exemple lorsqu’ on veut suivre un traceur dans un
écoulement, mais elle conduit aussi a des difficultés d'analyse considérables dés que I'on souhaite exprimer le
gradient de la vitesse puisque les dérivations spatiales portent alors sur des particules différentes; ¢’ est pourquoi on

lui préfére le plus souvent la description Eulerienne.

3.1.3 Description Eulerienne

La représentation d’ Euler consiste & caractériser le mouvement a1’ aide des coordonnées géométriques X . Elle
est équivalente & la description Lagrangienne puisque la vitesse V(X,t) du fluide au point X al’instant t est aussi la
vitesse V(X,,t) delaparticule X, qui setrouve en ce point & cet instant.

La difficulté inhérente au point de vue d Euler est une certaine complication de I’ expression de |’ accélération
d'une particule fluide. La dérivée partielle TV /1t représente, non pas la variation de vitesse d’ une particule donnée,
mais la variation de vitesse en un point fixé; ce n’est donc pas |’ accélération d’ une particule qui, par nature, est une
guantité Lagrangienne. Cette remarque est valable pour toute grandeur matérielle (portée par le matériau) dont on
souhaite exprimer la variation temporelle. On appellera dérivée particulaire le taux de variation temporelle d’ une
grandeur matérielle dans |e systéme de coordonnées Euleriennes (X,t) .

L’ accélération Eulerienne sera exprimée (83.2.2) comme un cas particulier de la dérivation particulaire que nous
allons d’ abord expliciter (§83.2.1)

3.2 Dé&rivéeparticulaire

3.2.1 Taux devariation d’une grandeur materielle

Soit j lafonction de point (scalaire, vectorielle ou tensorielle) d'une grandeur matérielle. Elle peut aussi bien
étre décrite en mode de Lagrange ou en mode d’ Euler: j (X, 1) =) (X,1)
Le taux de variation de j lorsqu’on suit une particule dans son mouvement est obtenu en dérivant | par

rapport au temps a X, constant. Désignons par dj /dt ce taux de variation!

d _di 3,0 _fi R
dt dt |, ft

et exprimons-le en coordonnées géomeétriques:

g S [ Ge D8] 1 Ko t) T
dt It x, 1t it

1 Certains auteurs utilisent la notation D] /Dt
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ou apparaissent les composantes du vecteur vitesse définies par (3.5). On peut donc écrire finalement
di = ﬂl + ﬂi V, (3.7
dat Tt X,

qui définit la dérivée particulaire d’ une grandeur matérielle; soit encore:

d _1 —) -

—=—+(grad j |+V 3.8

o g Hloradi (3.8)
et dans le cas d’ un vecteur %=11]—/;\+ gradA)-V (3.9)

Les relations de définition (3.8) et (3.9) peuvent étre exprimeées sous une forme unique en définissant I’ opérateur
scalaire V -@> ; on écriradonc |’ opérateur dérivée particulaire de fagon symbolique

0 I L (V. gract ).
" +(v grad ) (3.10)
et sous forme indicielle
de 9. "’?/ 1 q M1 6
= LI VN Y e 3.11
IR AT AT PRAY v (10

* Interprétation
Illustrons la notion de dérivée particulaire par I’exemple du champ de température Q (considérée comme un
marqueur passif) dans un écoulement rectiligne dansla direction €, .

- -
V V.
R P SN P
B ° - ﬁ .
e N
grad Q ! — Ve
grad Q
(V.grad)Q = V,1Q/fx, >0 VA grad Q

Latempérature diminue au point P. Latempérature n’ évolue pas au point P.

Lavariation au cours du temps de la température en un point P fixé s écrit d’ apres (3.11)

dQ_10,,, 1Q

dt ft 9,
Dans le cas du repos (V 1=0), le taux de variation local de température au point P est égal a celui de la particule
qui S'y trouve

dQ_1Q

dt it

Ce terme peut étre non nul en présence d’ un phénomeéne physique comme un transfert de chaleur radiatif ou une

réaction chimique par exemple. Cependant, méme en |'absence de tels phénomeénes, le point P peut voir sa
température évoluer en présence d’'un écoulement (V170) si les différentes particules qui passent en P portent des
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températures différentes (Q/9x,* 0). Cette modification locale de la température est purement d origine

cinématique; on parle o’ advection et le terme (V- grad )Q est appelé terme d’ advection.

3.2.2 Accélération d’une particule fluide

L’ accélération en point P est |a dérivée particulaire du vecteur vitesse en ce point, soit d aprés (3.10)
v _v ( —)
—=—+|Vegrad |V 3.12
&t g (312
et sous formeindicielle
VA VRVE VIRV VIRV 319
de 1t X, X, X,

« Ecoulement permanent

Le terme TV /1t est le terme d’ accélération temporelle. Le mouvement est dit permanent (on parle aussi de
régime stationnaire) s'il se reproduit identique a lui-méme au cours du temps, ¢’ est-a-dire si
V.6
Tt
On notera que dans un écoulement permanent, le terme d’accélération spatiale (\7-grad>)\7 (advection du
vecteur vitesse) est, en général, non nul.
On pourra montrer, atitre d’exercice, que I’ accélération d’ une particule fluide peut se mettre sous la forme de
Lamb:
NV _IV L ad v+ (rot V)V (3.14)
a aH 2

3.3 Référentid inertiel et référentiel relatif

Les lois de la mécanique ne sont strictement applicables que dans un référentiel absolu (ou galiléen ou inertiel),
C'est-&-dire au repos ou en trandation uniforme par rapport au référentiel de Copernic qui est lié a un systéme
stellaire considéré comme fixe. 1l est pourtant, le plus souvent, intéressant de choisir un référentiel relatif non

inertiel (ou repére entrainé) comme ceux qui sont liesalaTerre.

X1

Exprimons |es relations entre les grandeurs cinématiques dans un référentiel relatif (O,e) caractérisé par une
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vitesse angulaire W et les grandeurs cinématiques absolues (voir la figure). En remarquant que %:WL‘J@, , on
obtient:
« Positions: X=R+X
« Vitesses: A X+ IR ok
dt dt
2y 2D A
* Accélérations: 9= ?jti( =g+ ?jtlf +2WUV +%NU>‘< +WU(WUK)

ol V, et g, sont respectivement la vitesse et I’ accélération dans le référentiel absolu (A,E,).

-
?jtlf est | accelération de I’ origine O du repere rel atif,
2WOV est | accél ération complémentaire dite de Coriolis
dw. . o

EUX est |I'accélération angulaire dite d’ Euler

WU(WUX) est | accélération centrifuge d’inertie © - }é grad (WUR)?

L’ accélération d’ entrainement est définie par la somme de ces 4 termes qui 0’ ont pas généralement tous la méme
importance. L’ accél ération de Coriolis est dominante dans les écoulements géophysiques de grande échelle, maisle
repére terrestre peut étre considéré comme galiléen pour I’ étude des écoulements de petite échelle comme les
écoulements de laboratoire. Nous verrons que le nombre adimensionnel de Rossby est le critére qui permet

d évaluer I’ approximation qui consiste a négliger ces effets.

3.4 Lignesfluides

3.4.1 Trajectoires
On appelle trajectoire la courbe orientée décrite par une particule au cours de son mouvement, c'est-a-dire

I’ ensembl e de ses positions occupée successivement entre deux instants.

Son équation, pour une particule X_, est directement donnée par:

X=X(X,,t-1,) (3.15)

ou tg est fixé arbitrairement.
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Lestrajectoires permettent de visualiser le champ de vitesse en mode de Lagrange.

3.4.2 Lignesde courant

a) Définition
La description Eulerienne conduit elle aussi a une représentation imagée du champ de vitesse, aun instant t, sous
la forme d’une famille de lignes tangentes en chaque point au vecteur vitesse, que I’on appelle lignes de courant.

Elles représentent une visualisation instantanée du champ de vitesse.
q

\Yj >

\%

<J

-
\%

L’ éguation des lignes de courant se déduit directement de cette définition en écrivant qu’un petit déplacement

dx sur laligne de courant est colinéaire au vecteur vitesse:

VUdx =0 soit e, V,dx, =0

En explicitant cette relation, on obtient:
1V, dx, - V,dx, =0

{ V,dx, - V,dx, =0
L v, dx, - V,dx, =0

Les lignes de courant sont donc les intégrales du systeme différentiel

dx, _ dx, _ dx,
Vi(X, 1) V(X 1) V,(X1)

(3.16)

dans lequel t alavaleur fixée (et joue donc le réle d’ un paramétre).

Contrairement aux tragjectoires, les lignes de courant ne peuvent pas se couper. Elles ne sont pas définies a un
point d'arrét (V =0).

Dans le cas général elles se déforment au cours du temps et sont donc distinctes des trajectoires qui sont, elles,
définies pour un intervalle de temps fini. Dans le cas particulier des écoulements permanents, ¢’ est-a-dire tels que le

champ de vitesse soit indépendant du temps, les lignes de courant sont elles-mémes indépendantes du temps et la
particule qui parcourt le chemin dx=Vdt pendant la durée dt reste toujours sur la méme ligne de courant; celle-ci

est donc aussi une trgjectoire.
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b) Tube de courant

On désigne ainsi une surface tubulaire engendrée a un instant donné par toutes les lignes de courant qui

s appuient sur une courbe arbitraire fermée.

Tube de courant

Si le contour du tube de courant délimite une section droite infinitésimale on parle de filet de courant.

3.4.3Lignesd’ émission

Une ligne d' émission est I’ ensemble des positions a un instant t de toutes les particules fluides qui sont passées

par un point P a un instant quelconque précédent.

Trajectoires —

I\ Ligne

d'émission

Si I’ écoulement est permanent, les trgjectoires issues du point P sont toutes confondues; les lignes d’ émissions et

les trajectoires coincident donc. C’ est seulement dans ce cas particulier que les 3 familles de lignes coincident.

Uneligne d' émission est visualisée en injectant un colorant de fagon continue en un point fixé de I’ écoulement
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Chapitrea Défor mation et rotation

La déformation d' un milieu continu est caractérisée par le déplacement relatif des divers points matériels qui
constituent ce milieu. Nous présentons, dans ce chapitre, I’ aspect géométrique des déformations par |a description
des mouvements simples: translation, rotation, dilatation, déformation angulaire. Il s'agit d'un simple rappel des
notions présentées dans le cours de Mécanique des Milieux Continus.

En Mécanique des Fluides, le paramétre important n'est pas tant la déformation que la vitesse a laquelle la

déformation intervient, et nous introduisonsici la notion de taux de déformation et de taux de rotation .

4.1 Trandation

< Définition: Une trandation pure est un mouvement dans lequel toutes les particules subissent le méme

déplacement.

En notant X la position d’une particule fluide un instant donné, X' sa position & un instant ultérieur et a le

déplacement:
X'=X+a(t) 4.2

Lafigure représente latranslation

d’un éément fluide de forme

géométrique simple.

Le volume matériel initial

conserve saforme. Le mouvement

de trandation s effectue sans

défor mation.
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4.2 Rotation

a) Définition: Une rotation pure est mouvement dans lequel toutes les particules tournent d’'un méme angle

autour d’un axe donné.

b) Illustration: Soit par exemple larotation d' un angle a(t) autour de I’axe Oz; une particule initialement en B se
S
déplace au point B’ tel queAB’ =ABeta= BAB' .

1 X'=xcosa - ysina z
On peut donc écrire; % y'=xsina +ycosa A
1,'2'22 d
ra
ou encore sous forme matricielle: X'=RX ou R est la matrice antisymétrique Bl 5 : B'
| e I
. L~z
delarotation | E‘)y i
asosa -sina 0§ i o) |
. So ]
R=%sna cosa O i S y
N ! - N
é 0 0 1y €x

¢) Taux de rotation:

Considerons le déplacement de laligne fluide AB. Si Vy est la vitesse du point A dansladirection &, lavitesse

du point B est V, +%dx . Le déplacement du point B pendant I'intervalle de temps dt est Vydt+%dxdt etle
X X

segment fluide AB subit donc une rotation d’angle a :%dxdt/dx:%dt On peut donc exprimer le taux de
X X

rotation instantané du segment fluide AB: Mdt/dt:M
X X
N
y Wy dyat
instant t Ty = Ay instant t+dt

cle—x—p

ey A l —Wy dx dt
fix
> > >
A B
-é>x X X
N L . . v v,
De méme le taux de rotation instantané du segment fluide AC est - 7 et le taux de
y

X dydt/dydt=- —*
iy

rotation moyen autour de I’ axe Oz est donc:

On peut aisément généraliser ce résultat au cas d’ une rotation tridimensionnelle:
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by _laav, vy 6
: " Zgﬂy z 5
i 144V, 1V,

= X z 4.2
L2812 X 42
: :l%_ T[VXO
fr28™ g

d) Vecteur tourbillon:

Le vecteur g, V, & =rot V est souvent appelé vorticité de I'écoulement. On appelle vecteur tourbillon le
vecteur W défini par (4.2) comme lamoitié de lavorticité
_1—>_
W:Erot \% (4.3)
et qui S'interpréte comme une vitesse angulaire locale.
Un écoulement est dit irrotationnel si W=0. Le rotationnel du champ de vitesse étant nul celui-ci dérive d’'un

potentiel:
V=grad F

et I'analyse de I’ écoulement peut étre faite al’ aide de cette fonction potentiel F.

4.3 Dilatation

a) Dé€finition: On appelle dilatation la déformation unitaire associée a une variation de la vitesse dans la

direction du mouvement.

b) lllustration: On observe une dilatation pure dans ladirection x sur le schéma ci-dessous.

instant t instant t+dt
AY ANY
dx+dedt
d , TIX N
clC— X —p N - %\
T —_ (o i D'
- dy > !
ey N l ey N :
> > > >
A B A’ - B’
_e)x X eX X
v

Si Vy désigne lavitesse au point A, on peut exprimer lavitesse en B par: V, +ﬂ—xdx et lalongueur du segment
X

A’'B’  par dx+ﬂ‘|;/X dxdt. La variation relative de longueur du segment AB sera donc:
X
g(dx+dedt)- de/dx:Mdt.
Tx ] 1

On définit donc le taux de dilatation linéaire dans ladirection x par

A

i (4.4

39



40

On observe, par exemple, une dilatation (dans la direction de I’écoulement) des particules fluides dans une
section convergente d'une conduite. Au taux de dilatation {V, /fx dans la direction x correspond un taux de

contraction w, 1y dansladirectiony.

instant t instant t+dt

c D’
S I —
? 1

A' B' X

De fagon générale, on appelle taux de dilatation volumique (ou cubique) la somme

WX+M+M:div\7
x Ty 1z

4.4 Cisaillement

a) Définition: On appelle cisaillement la déformation angulaire associée a une variation de la vitesse dans la

direction normale au mouvement.

b) Illustration: Un cisaillement alieu par exemple dans une conduite coudée puisque I’ écoulement est alors plus

rapide dans la partie intérieure du coude que dans sa partie extérieure.

Le segment fluide CD se déplace plus rapidement que le

segment fluide AB. La déformation angulaire est

proportionnelle ala différence de vitesse.

Considérons par exemple la déformation représentée sur le schéma de droite de la figure de la page suivante. Si

Vy est la vitesse du point A, V, +%dy représente celle du point C. Pendant I'intervalle de temps dt le point A
y

parcourt la distance Vy dt alors que le point C parcoure la distance V, dt+%dydt . Dans ces conditions le
y

segment AC pivote autour de A d'un angle %dydt/dy:% dt alavitesse angulaire %dt/dt:% .
y y y y

Dela méme maniére si la vitesse du point B différe de celle du point A, le segment AB pivote autour de A avec
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une vitesse ﬂ_ Lavitesse de déformation del’angle CAB  est la somme de ces deux vitesses angulaires:
X

W ﬂV (4.5)
% Ty
 Sur le schéma considéré nous avons pris M ﬂ‘l;/
Yy

bissectrice principale est conservée et la rotation moyenne est nulle. On dit que la particule fluide subit un
cisaillement pur.

™ Ve
> Ty

AN
™, W g / A 2
x Ty X

Rotation sans cisaillement

YA /

Cisaillement sans rotation
™ W
dy Tx ﬂy ;
_e>y /N l W Wx 10
\ AN ﬂX ﬂy
A 7 B 7
-é)x X
\
Rotation avec cisaillement
W, ‘ﬂvX L 0
X Ty
ﬂV ‘HVx 10
X Ty

* Si |les deux taux de déformation M

T % ne sont pas égaux la particule subit alafois une rotation et une
X y
déformation (schémadu bas sur lafigure).

et
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* Dans le cas ou les taux de déformation sont égaux et opposés (schéma du haut de la figure) on retrouve la

rotation pure décrite au §4.2-c.

4.5 Décomposition du mouvement genéral d’une particule

4.5.1 Cas2D

Nous alons voir que dans le cas général un mouvement quelconque peut étre décomposé en mouvements

simples purs. trandation, dilatation, déformation angulaire (cisaillement) et rotation. Considérons, pour simplifier

I’ exposé, un mouvement bidimensionnel quelcongue (figure). La généralisation au cas tridimensionnel ne présentera

aucune difficulté.

. iV
Vitesse au point A(X,y): VA}. ’
TVy

Vitesse au point D(x+dx, y+dy):

y+Vy dt R
1V Vs dx+W* dy Y A
-1 fix ‘Hy .
VD I ﬂV y----Y- B :
Ty, + 0 g s Vo g 2 A A—d— :
Prome Ty ®y ! ! !
> 1 1 1 >
o
3)( X X+dx x+Vy dt
1-x+VX . 3
A linstant t+dt le point A est passé en A’ de coordonnées: i y+V, ot et le point D en D’ de coordonnées:
T
x+dx+(V, +WX dx+Mdy)dt
fix iy

i

[

I
v v

Ly +dy+(V, +—Ldx+—Ldy)dt

iy y+( = Ty y)

(4.6)

On peut réécrire (4.6) en faisant apparaitre I'expression des mouvements simples de trandation, dilatation,
deformation angulaire et rotation; il suffit d’gjouter et retrancher Y/2(V, /fx )dydt a la premiére coordonnée et

12(1V, /1y )dxdt ala seconde;

i u
P oxrdx + Vo dt + N dxdt+—ea“ Vs Gyt + 1?“ ™, Oyt 1
.I. Positioninit.  Trandation ﬂX ﬂy TIX g ﬂy TIX g .I.
II,. 1]\I:)/ila(ation 1 Deformalc1>-r|1\a/nguz re 1 Rotation ‘I)./ ( 47)
' y+dy + V,dt + —_Ldydt+=c BV Y Ot + ff—“ IV, O dt:
Ty 28Ty X g 26 Ty g
| Positioninit.  Trandation !
T Dilatation Déformation angulaire Rotation p
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4.5.2 Cas3D

Il est aisé de généraiser I'expression (4.7) au mouvement général d une particule fluide dans un écoulement

tridimensionnel. On obtient:

i é u
Pxrdx 4 Vodt ¢ Negedt o+ graa WV Oy LV, TV, = Otz et
i X Sy g 28 W s g
| N
: e u
Dysdy + Vat o+ gy o+ gea Vo Oy, 1N TV Ot
¥ y 2e z Tvyg 26 TWg g
i é u
i z+dz + vV, dt r N o+ @Y. TV 0dx 1§TVZ+M9dYUdt
i 1z 25 zg 28 2y 4
! Position , o Dé&formation angulaire
o Translation Dilatation o
f initiale (Cisaillement)
. N
+ 135HV '"V 0 +1aé1V A gd udtl
&y Mg 2892 o g 7
i
e
" 1ae1v Ve O 1YV, O it
gZe Tz Tyg 28T Tyg gy (4.8)
o
é
, Gy, 1,0 1aarv -V, Oy g

=OX+
ezgﬂx 1z & &y Tzg g ¢
Rotation b

4.5.3 Taux ded’allongement d’un segment fluide

Nous allons maintenant déterminer le taux de d' allongement d d’ un segment fluide, ¢’ est-a-dire sa variation de

longueur par unitédelongueur et detemps.
Soit d¢ la longueur initiale d'un segment fluide PP orienté selon le vecteur unitaire t. Conformément aux

notations indiquées sur lafigure on a

(d0)? =dx, dx, (4.8)
et ui:Iim% (4.9
d@o d

Le taux d'allongement du segment est défini par:

d=lim é1 d(du
wooldl dt H
gu’ on peut encore écrire;
é1 1 d(d)?u ”mgl 1 d(dxidxi)g_“mgdxi d(dx;)u (4.10)

Taeo@2 (@) dt W aeof2 (@)’ dt Y asol@d)? dt U

Or, puisque dx; =x,(P)- x,(P),ona

d(ax;) _d[x(P)] d[{x(P)|_,, 0. v =V 2
( )— [ ]' [ ]—Vi(P)-Vi(P)—d\/i—ﬂ—)(jde+O((de))

dt dt dt
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ou les V; sont les composantes du vecteur vitesse qu’ on a développé en série de Taylor autour du point P.

En substituant cette derniére expression dans larelation (4.10) on obtient:

d=lime———1q,
d¢®ogWﬂXj d@g

soit encore, en exprimant les composantes de U d’ apres (4.9)

d:ui%uj (4.11)
j

= Aing, letaux d’allongement dansla direction U est déterminé par le tenseur gradient de la vitesse locale.

*Remarque 1: Ce résultat apporte une justification a la remarque que nous avions faite alafin du §83.1.2 sur

lalimitation majeure de la description Lagrangienne du mouvement dans les fluides.

*Remarque 2: Le taux d' allongement ne dépend en fait que de la seule partie symétrique du tenseur gradient

des vitesses. Ceci est démontré au 84.6 ou est introduit e tenseur des taux de déformation.

En notant G =gradV letenseur gradient des vitesses, on écrira:

d=0+G-0 (4.12)
?/1,1 V1,2 V1,3 9

avec Gy=¢Var Voo Voas (4.13)
8\/31 Vs,z Vs 3 Ej

4.6 Tenseur destaux de déformation et tenseur destaux derotation

On décompose classiquement le tenseur gradient des vitesses G enlasomme de sa partie symétrique D etde

sa partie antisymétrique V=V (voir les définitions 81.2.3-c):

G=D+W (4.14)
avec G, :M (4.15)
1,
: 0
p, =2 I%; 2 D, =D, (4.16)
28T, X 5 o
1y, v, 0
e [=—g—- —L+ W, =-W, 4.1
28, WX 5 i =Y (4.17)

Letenseur D est justement nommé tenseur des taux de défor mation (stetching tensor); il est symétrique.
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& 1 1 o]
o V1,1 E (V1,2 + V2,1) E (V1,3 + V3,1) =
a 1 :

Dij - QE (V1,2 + Vz,l) Vz,z E (Vz,s + V3,2) = (4-18)
1 1 i
§E (V1,3 + V3,1) E (Vz,s + V3,2) V3,3 =
2

Letenseur W est appel é tenseur des taux de rotation (spin tensor); il est antisymétrique.

& 1 1 o]
c 0 - E(Vz,l - Vl,z) E(Vls - V3,1) =
¢ 1 1 :
\Nij zé E (Vz,l - Vl,z) 0 - E (V3,2 - V2,3)i (4-19)
1 1 =
g' E (V1,3 B V3,1) E(V3’2 - Vz,s) 0 +
7]

Les composantes cartésiennes de ces tenseurs sont données en coordonnées rectangulaires, cylindriques et

sphériques en Annexes.

« Nous alons maintenant montrer que seul Djj intervient dans |a détermination du taux d’ allongement d. On peut

en effet décomposer I’ égalité (4.11):

d :uiMuj:ui D, u; +u, W, u
X;

Le dernier terme de cette expression peut étre écrit sous laforme:

u; VVij U :%ui VVij U +%ui Vvij U,

ou encore, en permutant les indices muets du dernier terme;
1 1 1
u; W :Eui W, u; +Euj W, u; ZEUi (W, +W, ) u;

Comme W est antisymétrique W, +W, =0 et I’on voit que u, W, u;=0.

En définitive, le taux d’allongement dans la direction U est déterminé uniquement par le tenseur des taux de
déformation D (et par les composantes uj de la direction considérée):

d=u D,u, (4.20)

1
et}

.
ol
.
et}

soit, sous forme intrinségue: d (4.22)

Rappel ons également que le taux de déformation angulaire, donné par larelation (4.5), est aussi déterminé par le

tenseur D (au facteur 1/2 pres).
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EXEMPLE: Taux de défor mation dans un écoulement de Couette.

X2 -
Vo
On appelle écoulement de Couette un écoulement h »’
bidimensionnel dans lequel la vitesse varie linéairement; > -~
par exemple I'écoulement d’un fluide entre deux plans '32 > ~ o
X2 =0 et xo = d dont la vitesse est définie par: 7
3 » dfz q
— — X 7 - = d .
V=V(x,)=V, 28 €1 |—7
¢
7 d 1
O e

X1
Dans ce cas particulier seules deux composantes du tenseur D sont non nulles: D,,=D, =V, /2h.
1d@)

ds dt
quelconque définie par U=cosqg +singe, .

Evaluons le taux d allongement d= un éément infinitésmal d¢ orienté dans une direction

On peut utiliser indifféremment laforme indicielle (4.20)
d=u, D, u
= Dll Uf + L’Il D12 L’I2 + L’I2 D21 L’Il + D22 U;

=D,,cos’q+(D,, +D,,)singcosq+D,,sin’q

=2D,, sinqcosq
ou larelation (4.21)
o LV g0
2h - )
o ~a€0SJ0
= : clV, g+ V.
d=u.D-U=(cosq sing 0)95? 0 o0 sing =—=sinqcosq

0o 0 oiéof?j

DO O

(%)

On voit donc que I’ allongement est maximum pour q = p/4:

Y/

)

d|q=p/4:%

mais qu'il est nul dansladirection € (d,=¢ D, e =D,,=0), ainsi quedansladirection &, (d,=¢ D, =D,,).
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Chapitres T héor emes de transport

5.1 Volumes et surfaces de controle
Un volume de contréle est un volume imaginaire sur lequel au procéde au bilan intégral d une grandeur
physique comme la masse, la quantité de mouvement ou encore |'énergie. On appelle surface de contrdle

I’ enveloppe d’ un volume de contrdle.

Le fluide peut entrer et sortir d’ un volume de contrle ¢’ est-a-dire traverser la surface de contrdle qui peut elle-

méme étre fixe ou mobile.

* Volume de controle fixe

i . Al s ) FPR----=---os-sseosose 1
Nous désignerons par 7 un volume de contréle figé dans I’ espace. :_ _I '\ L
S A A 7 !
L’ enveloppe congtituée par la surface de contréle correspondante sera =t===3! f 71 o
notée . 4. A titre d’ exemple la figure ci-contre représente le volume de : e LR 4!
S S
2

contréle compris

entre deux sections fixes Sq et Sy d’un pot de détente.

 \Volume de contréle matériel

Un volume de contrble matériel (qu’' on note 7)) se déplace avec le

fluide; chague point de son enveloppe (qu’ on note .4yy) est une particule

fluide.

La figure représente un volume matériel a deux instants différents

dans une tuyére convergente.

» Volume de contréle arbitraire:

Il est parfois utile de faire le bilan d’ une grandeur
matérielle sur un volume arbitraire dont le
déplacement et la déformation sont différents de ceux

du fluide qui le traverse.

On note 73 ce volume et .4 la surface de contrdle correspondante.
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5.2 Formulation desthéorémesdetransport

En Mécanique des Fluides, I’ évolution des grandeurs matérielles est analysée al’aide d' équations intégrales de
bilan sur des domaines fluides macroscopiques. Le transport de ces grandeurs dans I’ écoulement est explicité en
suivant le mouvement; il est par conséquent nécessaire d'établir I'expression de la dérivée particulaire d'une
intégrale volumique.

5.2.1 Casgénéral d’'un volume de contréle arbitraire

Soit un volume de contrdle arbitraire 74(t) limité par I'enveloppe fermée .o4(t). Soient f(X,t) une fonction

scalaire continue et dérivable et I(t) son intégrale sur le volume 73

1(t) = g (%, H) v

Letaux de variation dans le temps de I'intégrale I (t) est donné par

—I(t)——@‘ﬁ dv = '"ft v+ @f (V,+n)dS (5.1)

Va(t) Sa(t)

ou \7a désigne la vitesse locale de la surface de controle et N la normale extérieure. La relation (5.1), appelée

parfois régle de Leibnitz, s'interpréete de lafagon suivante;

Taux de variation de Intégrale de lavariation Flux de f(x,t) a
I'intégrale de f(X,t) surle = temporellede f(X,t) surle + | travers!’enveloppe . 4t)
volume 74(t) volume 74(t)

DEMONSTRATION:

Pour démontrer I’ expression (5.1) on peut remonter ala définition de I’ opérateur de différenciation:

é
@ﬁ(x t)dV—Ilgléé G (. t+ DO AV - Gy ROV (52)
Ly émtmt) Va(® b

ou encore, si I’on exprime que 7(t+Dt) = 74(t) + (1 1) - (1 1'1) (voir sur lafigure de la page suivante),

1

c‘o‘],‘j(x td 7 =lim [ gy (x.t+D)d 7 + gy (X,t+Dyd 7
7a(t) oo Dt 7a(t) (an
® @
- @ (X t+Dyd 7 - gy (x.Hd 7 g (5.3)
[(AED) 7a(t)
©) @
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Considérons maintenant les différents termes du second membre de (5.3).

AN ﬂf OSSN ﬂf

*Temes O et @: lim —[@ @)= @H-adV lim —[(D = gp-d’ (5.4)
Di® 0 Dt Va() Tlt Dt® 0 Dt I t
» Terme @: g&—[(@]—hm aj (. t+Dtyd 7
an
7, (t+Dt)

L’ élément de volume (I | ) au voisinage du point P (en grisé sur la figure) a pour valeur dV:(\7a-ﬁ Dt)dS. On

peut donc écrire en substituant cette expression de d 7 dans @:

ég@g g&—g c‘o‘j(xt+Dt)V -NdS ot

11

= (X )V, +ndS (5.5)

A1

ou.[| estlapartiedel enveloppede 73 qui balaye (I 1 ) pendant le déplacement.
e Terme ®: !{Q}_QC@H I|m(lclqll)j(xt+Dt)d/ :

L’ élément de volume (I | | ) au voisinage du point Q (en grisé sur lafigure) a pour valeur d 7 '=- (\7a-ﬁDt)dS

et |’ on peut écrire

1€
IIDLQwO—g(BDH lim Eg— F‘Df(xt+Dt)V ndSlaDt

= @f (X, V,-ndS (5.6)

An

ou [ estlapartiedel’enveloppede 75 qui balaye (I | 1) pendant le déplacement.

Substituons pour finir les expressions (5.4), (5.5) et (5.6) dans (5.3); on obtient

—C@‘j(x tyd /7 = ﬂft d7 + @y (1) (V, R dS+ g (X,1)(V, +R)dS

7a(t) 7a(t) A A
soit encore, puisque (-, U.7j,,) estI’enveloppetotale de 7(t)

d NN\ A\ ﬂf
(1) =y

- dv =
a

v+ pf (V,-R)dS (5.7)
7a(t) Za(t)
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5.2.2 Casd’un volume de controle fixe

Danscecas V, =0 et leflux def atravers|’ enveloppe est nul:

%@‘ﬁ d7 ':@ﬂ—“‘ﬂi d7- (5.8

a

5.2.3 Casd’un volumede controle matériel 7,(t)
Dans ce cas le volume de contrdle se déplace avec le fluide; la vitesse en un point de I’enveloppe .“m est la

vitesse V du fluide:

c‘@fd ' @ﬁd/ * @f (V- (59)
m(t) (t)ﬂ /m (1)

5.2.4 Expression du théoréme detransport en vitesse relative
Considérons maintenant un volume de contréle 74(t) qui coincide al’instant t avec un volume matériel 7p(t). A

cet instant t on peut écrire;
— \\\ Tlf

@j d/ =@hed/ + f (V,-m)ds (5.10)
/a([) Za(t)
et aussl
d AN\ = hSSY ﬂf AN 7 —
o anf d” @D_ﬂt d7 + @f (V,-n)ds (5.11)

7m(t) Zm (1) ()

Puisqu’'acet instant ona 75(t) = 7/m(t) et .“4(t) = .“m(t) on peut retrancher (5.11) de (5.10) et écrire

@bfd -4 —@d’ + @f (V- V,)-ndS (5.12)
/m () dt 7a(t) /a(t)

5.2.5 Théoreme detransport pour un champ vectoriel
Le théoréme de transport se généralise immédiatement au cas d’une fonction vectorielle W(X,t) . Il suffit de

considérer e transport de chacune des composantes. On obtient de fagon évidente:

9 S/ '_@TT—Nd + WV, +A)dS (5.13)

dt 7a(t) 7a(t) A0

5.3 Formes alter natives des théoremes de transport

* Le second membre du théoréme de transport peut étre mis sous la forme d'une intégrale de volume. Il suffit

d’ utiliser 1a formule de Green-Ostrogradski (1.43):

@f V-ndS= gyyliv(fV)d 7
7 /()
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On obtient:

d . () LN ) [
— Y d7 =cpe—+div(f V), d 7 5.14
o G 97 = gy vV (5.14)

7

« L’intégrand du second membre peut étre transformé en utilisant I’ identité div(fV)=f div(V)+V, -gradf

et en introduisant la dérivée particulaire

ﬂ:ﬁﬁ-\_]-gr—aif
dt 9t
On écriradonc
d a7 =+t divvld (5.15)
dt m %dt i

5.4 Théorémesdetransport en présence d’une surface singuliere

La démonstration du théoréme de transport présentée au 8§ 5.2.1 fait |’ hypothése que la fonction considérée est
continue dans le volume de contrdle. En présence d’ une surface singuliére ou la fonction présente une discontinuité

(82.1.4) il convient de prendre quelques précautions particulieres.

Considérons par exemple un volume de contrle matériel 7p(t) coupé en deux parties 71'et 72 par une surface
de discontinuité (S). Dans chagque volume 7j’lafonction f est supposée continue; on peut donc dans chacun d’ eux

utiliser (5.9):

9 sy d ':@ﬂd 7+ @f (Ven)dS+ @f (V) dS
ct 7i (1) Zi (1) t 4(1) S (1)

ou \7S est lavitesse propre de la surface (S).

(S
0= 40+ 200 RN
0= 40 + 20

?1’<__(:

b
1

=~

2

Ajoutons et retranchons V «fi, dans|’intégrand du dernier terme

S LI f AT N A T D
L @47 =@ d/ + @f (V-R)dS+ @f §Vs- V)en, +V-n s
Zi(t) Zi(t) /(1) Si(t)
:@D—‘“ﬂfd/‘+ f (Vi) dS- @f (V- Vs)-A, dS
Zi(t) t AtS; Si (1)
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Les 2 premiers termes du second membre sont |’ expression du théoréme de transport appliqué au volume 7 en

I’ absence de surface singuliére. Le dernier terme, ol apparait la vitesse relative du fluide par rapport a (S), traduit un

flux def atravers (S). En utilisant (5.14)

Ec‘@‘j d7 = Sl +div(f\7)le AN ()] (V- Vy)-f, dS
dt o a0 H s
d ¢ €d u .
et enremarquant que — qf d 7 =a é— gy d 7 "4 on obtient finalement:
dt =1 At a
E@‘jd? ':‘“‘?ﬁ+div(f\7)@d7 '-é’zlg“f\fv-ﬁ. dsg (5.16)
o @ @yt (R R R '

ol W=V - Vg est lavitesse relative du fluide par rapport &la surface de discontinuité (S).

5.5 Applications

5.5.1 Letaux dedilatation volumique

Considérons le cas particulier ou f(X,t) est lafonction scalaire constante f (X,t) = 1. L'intégrale I(t) représente

dans ce cas |e volume du domaine fluide considéré:

I0=",(0)= @id

/m(t)

et ladérivée particulaire di (t)/dt est le taux de variation du volume de contréle, soit, d’ aprés (5.9),

9 W= gpyivid
dt 7m(t)

ou encore, d'aprés (5.14)

E'/'m'(t): andivvd 7 (5.17)
dt /m(t)

Si on considére a présent un volume fluide élémentaire d 7y, larelation précédente s' écrit aors:

9/ _Givvd
ot

L dav
av_ dt

m

soit finalement: m =divV (5.18)
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La divergence de la vitesse locale du fluide représente donc le taux de variation relative du volume de la
particule fluide. On dit qu’'un écoulement de fluide est isovolume? (¢’ est-a-dire incompressible et indilatable) si le

taux de dilatation volumique est nul en tout point

Ecoulement de fluide isovolume .
U divV =0 (5.19)

(incompressible)

5.5.2 L’ équation de continuité
Examinons a présent le cas ou f(X,t) est lamasse volumique r (X,t) du fluide. L'intégrale I(t) représente dans

ce cas la masse du domaine fluide considéré:

M(” )= @y (X,0)d 7~

/m(t)

7m étant un domaine matériel, sa masse est conservée au cours du mouvement et donc

—M( @Dgﬂ +AV( V) Uy, =0 (5.20)

Dans le cadre de I" hypothése de continuité cette expression reste vraie sur un volume infinitésimal; on peut donc

écrire le principe de conservation de la masse (5.20) sous laforme locale

:TT—rt+div(r V)=0 (5.21)

appel ée équation de continuité.

En utilisant la définition (3.10) de la dérivation particulaire, I’ équation de continuité prend la forme équivalente

suivante

dr oo
E-H‘ divv =0 (5.22)

* Remarque 1: Onretrouve I’ expression (5.18)

ldr_ d7,ddm/d~”;)_ 1 dd7,
r dt dm dt d7, dt

et |’ interprétation physique que nous avions faite de I’ opérateur divergence au 81.3.2-b.

2 Les variations de volume dans un fluide sont liées atravers I’ équation d’ état a celles du champ de pression (on parle de
compressihilité) et a celles du champ de température (on parle aors de dilatation). Un abus de langage bien établi conduit a
quaifier d’incompressible un écoulement de fluide isovolume.
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* Remarque2:  Appliquons le théoréme de transport a une grandeur matérielle rf (ou f apparait comme une

densité volumique):

& 4Gy td7 = e wdiv(r tV)Sd /-

m(t) /m(t) 8 it H

et développons le second membre:

A\\ - \\\é a‘l &‘If +
Q]Drfd/ = e —+d|v(rV) +r " +Ve gradf d/
dt “m(® m(® € &t et %

Le premier terme entre crochets est nul d’ apres (5.21) et le second fait apparaitre la dérivée particulaire de f. On

obtient donc une forme particuliére du théoréme de transport:

df
Yy fd 7 =cmmy —d 7 5.23
P (mf (1) (5.23)

/m(t) /m(t)

Cette expression, trés utilisée, est parfois désignée dans la littérature sous le nom de théoréme de Reynolds.

* Remarque 3: Ladérivée particulaire d' une grandeur matérielle quelconquej s écrit d apres (3.7):
d _1i 9
—=—+V

dt it 9x,

Considérons maintenant le produit r dj /dt; ona

rdj i 'HrJV jéﬂr frv,u
—=—+——- ] &+ u
dt qt ‘ITxj é‘ﬂt ‘ﬂxJ g

%,_/
d' apres(S.Zl)

On pourra donc utiliser I’ expression suivante

d _9rj
- .24
r e —+div(rj V) (5.24)



Chapitres L € tenseur des contraintes

6.1 Efforts a distance - efforts de contact

6.1.1 Schéma macr oscopique des contraintes

Les particules matérielles qui ont une réalité physique sont les molécules; ce sont elles qui subissent les efforts
extérieurs (comme la pesanteur) ou qui exercent des efforts sur les molécules voisines. Cependant le schéma du
milieu continu nous conduit a “oublier” cette réalité et a introduire une schématisation macroscopique des efforts
réels.

On distingue 2 types de forces:

- celles qui sont exercées par un matériau situé en dehors du domaine fluide étudié et pénétrent al’ intérieur assez
loin par rapport aux dimensions microscopiques;

- et celles qui sont exercées par les molécules du matériau situé en dehors du domaine fluide étudié et qui ont

une portée voisine des dimensions microscopiques.

* L’exemple le plus courant dans la premiére catégorie est la force de pesanteur, mais aussi la force de Coulomb
(si le fluide porte des charges électriques) ou les forces fictives comme la force de Coriolis (si le repére n'est pas
galiléen). Nous écrirons la somme de ces forces de volume qui agissent au temps t sur la particule fluide de volume

d 7située au point X

rf(x,t)dv

desorteque r f représente la densité volumique locale des efforts et f désigne la densité massique locale.

« Leforces d origine moléculaire se distinguent des précédentes par le fait qu’ elles décroissent trés vite (comme
d~7 ou d-8) lorsque la distance d entre les molécules augmente. Pour la cohérence avec |e schéma du milieu continu,
il est clair que ces forces de tres courte portée doivent étre considérées comme ponctuelles. Considérons un domaine
fluide 7.1 faut distinguer deux situations possibles:

- ou bien les molécules en interaction (considérées deux a deux) appartiennent toutes a 7, et dans ce cas les

forces qu’ elles exercent I’ une sur I’ autre s annulent mutuellement en vertu du principe d’ action-réaction,
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- ou hien certaines d'entre elles n’'appartiennent pas a 7.
Dans ce cas, on globalise I'action moléculaire des molécules
extérieures agissant au temps t sur le fluide intérieur a 7, a
travers I’ élément de surface dS de la frontiere pris autour du

point X et de normale unitaire extérieure i

T(A,%,1)dS
Levecteur T est appelélacontrainte locale; il aladimension d' une force par unité de surface.

Larésultante des forces extérieures qui s applique au volume fluide 7limité par la surface .~/S écrit donc
iy F(x.0d 7+ @y (A, x,1)dS (6.1)

7

et le moment résultant des forces extérieures est:

Gy (XUF)d 7+ @gyxUT)ds (6.2)

Dans le cas ou la surface . représente une surface physique (surface libre, interface entre deux fluides non
miscibles, paroi solide...) la contrainte T représente effectivement I'action des forces moléculaires du matériau
extérieur. Dans le cas d'une surface fictive arbitraire on apercoit la possibilité de représenter des forces
“intérieures’. Les interactions dynamiques entre fluide intérieur et fluide extérieur atravers|’élément dS sont dues a
lafois aux forces intermoléculaires et a des échanges de molécules en nombre égal dans les deux sens a |’ échelle
macroscopique, ce qui annule tout transport net de masse; cependant le flux de quantité de mouvement est en
général non nul. Cette interprétation a |’ échelle macroscopique de la contrainte constitue la représentation des forces

intermol éculaires dans le schéma du milieu continu.

6.1.2 Propriété des contraintes |ocales

Mise a part la différence de leurs dimensions (force par unité de volume et force par unité de surface), il y aune
autre différence crucialeentre f et T: f est défini en tout point tout instant alors qu'a X et t fixés T dépends de
I'orientation A de |’ éément de surface considéré. Il faut cependant ne pas confondre le vecteur T et ladirection 7.

Nous allons montrer que la contrainte |ocale change de signe lorsgu’ on change le signe de lanormale:
T(- A, %,t)=- T(A,X,1) (6.3)

DEMONSTRATION:

Pour cette démonstration nous utiliserons le théoreme de la moyenne que nous rappelonsici:

b —
« cas monodimensionnel (- °[a,b]):  ¢f (x)dx=(b- a)f
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«casd'unesurface (~ ° ./ ): ay ds=f ~
«casd'unvolume (7~ ° 7 °): agd’ =t/

ou f est une fonction continue sur le domaine ~ et f savaleur en un point du domaine.

Considérons maintenant le domaine matériel
représenté par deux surfaces paralléles daire Gi
connectées par une bande d'épaisseur ¢ et d’are. «S

nous admettons que I'équilibre macroscopique du §f

domaine matériel est possible3 (situation de repos), la
résultante des efforts extérieurs est alors nulle, soit en

décomposant la surface enveloppe en 3 termes:

ay fd 7+ @(n,x)ds+ gy (- i, X) dS+ gy (i, X) dS=0
% % K4

7

D’ apres le théoréme de la moyenne, on peut aussi écrire;
r . 0+ @fT (R %) +T(- A,X)YdS+T(n,). =0

Prenonslalimite ¢ ® 0 (enremarquant qu'alors .~/ ® 0)
lim T (7, X)+T (- i, X)fdS=0

®0

Comme la surface . /est arbitraire, cette derniére égalité n’ est réalisée que si I'intégrand est identiquement nul:
T(A,%X)=- T(- A,X)

6.2 Letenseur descontraintes

6.2.1 Représentation des forces de surface par letenseur des contraintes

Nous venons de voir qu'en chaque point P(X, t) du fluide, il existe un vecteur contrainte T correspondant &
chague direction . Nous allons maintenant montrer que la contrainte peut étre représentée al’ aide d’ un tenseur s

appel é tenseur des contraintes et qui caractérise |’ état local des contraintes indépendamment de ladirection i

T(A,X,1)=S(X, 1)+ (6.4)

3 Cette hypothése n’ est pas indispensable. La démonstration est identique pour un domaine matériel en mouvement, mais

suppose connue I’ expression du bilan de quantité de mouvement qui est présentée chapitre 7.
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DEMONSTRATION: Considérons I’équilibre d'un petit tétragédre de volume infinitésimal d 7 dont les trois
faces orthogonales dSq, dSp et dSg sont les projections de la quatriéme face dS. Les notations sont explicitées dans

le tableau ci-dessous:

Facette Surface Normale unitaire extérieure Contrainte
Le tétraédre est assez petit pour que X | P1PoP3 ds fi T(R)
soit supposé invariant. La seule variable - ~ =
est donc fi. P2AP3 | 0S=ands -a -3
PJAP; | dS,=biidS b T(-b)
Ecrivons |’ équilibre® de ce tétragdre: PiAP, | dS,=CAdS - -9

r fdV+T(R)dS+T(- 8)dS +T(- b)dS, +T(- ©) dS, =0

soit, d’ aprés (6.3): rf dv+T(R)dS- T(8)dS - T(b)dS, - T(¢)dS,=0

et, en utilisant la deuxiéme colonne du tableau et en divisant par dS:

Prenons la limite dS® 0 (en remarquant qu'alors d 7 /dS® 0), on obtient en explicitant les produits
scalaires:
T(R)=T@an, +T(b)b,n, +T(©)c,n,

ou, en projection: T(M=§L(@a +T, (b)b, +T, (©)c, Hn,; (6.5)

Ainsi, lorsqu’on se donne le triédre orthonormé (&, b,¢ ), la contrainte T(R) varie linéairement avec f. Le

terme entre crochets de |’ expression (6.5) apparait alors comme I’ opérateur qui définit cette relation linéaire entre T

4 Cette fois encore |I'hypothése d'équilibre n’'est pas indispensable. La démonstration est identique pour un domaine
matériel soumis a un mouvement (le terme d'inertie disparaissant par passage a la limite) mais suppose connue I’ expression du
bilan de quantité de mouvement qui est présenté au chapitre 7.
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et . Par ailleurs, ces deux vecteurs sont indépendants du choix du référentiel (€ ) et le terme entre crochets doit
donc, lui aussi, jouir de cette propriété d'invariance. Ceci implique que ce doit étre un tenseur du second ordre. En
notant S ce tenseur, nommé tenseur des contraintes, et S, Sescomposantes, on ecrira

T (A,%,t)=s, (X, )N, (6.6)

ou, en notation intrinséque: T(A,%,1) :E(X, t)en (6.7)

6.2.2 Composantes du tenseur des contraintes

ﬁ
Conformément & larelation de définition (6.5): €, 'I‘ Sag
s; =T (@a +T(b)b, +T,(©)c, (6.8) N
= 1 S
les neuf composantes du tenseur S caractérisent les . I/H 23
13
composantes des contraintes sur les faces & normales : °32
S 1]
positives d'un parallélépipéde. Le second indice, j, 3l ‘
srise I'orientation de la f idérée; | 3 | >°22
caractérise I'orientation de la facette considérée; le s J—> S
o . 11 12
premier indice, i, caractérise la composante de la RahhhEEEEEE EEEEEE —_))
contrainte sur lafacette . 5 7 €2
€1

6.2.3 Symétrie du tenseur des contraintes
Dans les fluides simples (¢a n'est pas le cas des milieux diélectriques polarisés), le tenseur des contraintes

possede une propriété de symétrie qui réduit de 9 a 6 le nombre de ses composantes indépendantes:
S. =S (6.9
ij ji

DEMONSTRATION: Considérons un volume matériel fini 7 dont I’enveloppe . est de forme arbitraire. Ici

encore nous considérerons une situation d équilibre statique®. Le moment angulaire résultant (6.2) des forces

agissant sur 7 est alors nul; on peut donc écrire en notation indicielle, pour lacomposante i du moment:

Gy € X Fed 7+ @y X, T, dS=0 (6.10)

Le tenseur des contraintes est introduit en utilisant I’expression (6.6) de la contrainte et |’on transforme
I'intégrale de surface par application du théoréme de la divergence (1.44). La seconde intégrale de (6.10) devient

aors:

5 Méme remarque que pour les démonstrations qui précédent; |I'hypothése d'équilibre n'est pas indispensable. La
démonstration est identique pour un domaine matériel soumis a un mouvement (le moment de quantité de mouvement
disparaissant par passage alalimite).
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SN

C‘ﬂ‘f—'ijkxj-rkds:(‘ﬂ‘f—'ijkxj(skzn/;)dsz(}_ﬁ‘mjk(xjskﬁ),ﬁd7 ':mjk(skf Xj,1+XjSk/:‘,1)d/..
s s 7 7

Substituons cette expression dans larelation (6.10) en remarquant que s, X, , =s,, d;, =s,;; il vient:

@i & X fc sy +x S, fd 7 =0

Appliguons maintenant cette relation générale a un volume 7 qui tend vers zéro autour de I’ origine O (de sorte

que X tende aussi vers 0). Larelation précédente devient alors, en ne retenant que le terme d’ ordre le plus élevé:

SN

QP S d 7 =0

Et cette relation ne peut étre vraie, pour tout point O et pour toute forme de volume 7, que si, en chaque point:
€Sy =0 (6.11)

soit, en dével oppant et en ne gardant que les coefficients non nuls:

_}e123532+e132523:0 H S32:523
_|_ 9231513+9213S31:0 H S13:531
| - -
Ie312521+e321512_0 = S, =Sy,
Il apparait ains que s;; =s ;;, et le tenseur des contraintes ne comporte que six composantes indépendantes:

ji !

- les trois composantes diagonales s,,,S,,,S4. appelées contraintes normales puisqu’elles représentent la

contribution a la composante normale des forces de surface (schéma de la page précédente),

- les trois composantes non diagonales, appelées contraintes de cisaillement puisque nous verrons qu'elles

n'interviennent que dans des déformations de cisaillement.

6.2.4 Notion de pression statique

Nous alons maintenant dégager une propriété spécifique du tenseur des contraintes: dans les fluides au repos les
trois contraintes normales sont égales: S,;, =S, =S;,.

Dans les axes principaux, le tenseur des contraintes est évidemment purement diagonal et peut toujours étre
décomposé en la somme de deux tenseurs, dont I’ un est isotrope et dont I’ autre, le complément, est un déviateur (par

rapport al’isotropie des contraintes):
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& 0 & S o]

g% 0 0 - (;Sll_% O 0 -

e, 0 06¢ s ¢ s +
0 s, O _=g 0 =% 0 I+g 0 spok 0 N (6.12)

§0 0 5335 ¢ s : ¢ s :

éo 0 kT § 0 0 L Sy

3 g 39

La contribution du tenseur isotrope ( %dij ) alacontrainte est une composante normale qui ne varie pas lorsque

i varie. Le second tenseur a une trace nulle. Sa contribution a la force par unité de surface est également normale
(parce qu’on a choisi des axes principaux), mais varie nécessairement lorsque i varie; puisque la trace est nulle, il
faut bien que I’ une au moins de ces contraintes normales soit négative (une compression), et |I’une au moins positive

(une traction).

——|iT 'l [T 1
—|! 1€ ¢ ; !
% : : < Y : ':_
Ti“):sini — € ¢ 0 T  qo=%& _S«0,
3 % ] 1 |& & ol :l_ ! i 3 ﬁ !
T T T T T T T T T T (sommation sur k seulement)
Partie isotrope du tenseur E Partie déviateur du tenseur E

La figure illustre cet éat (& 2 dimensions pour plus de clarté). La partie isotrope peut étre équilibrée par un
changement de volume sans changement de forme. La partie déviatoire correspondrait, au contraire, a un
changement de forme sans changement de volume; ceci correspond a un état de mouvement et a la recherche d’une
nouvelle forme d' équilibre telle que les forces internes équilibrent les forces externesS. En conséquence, si le fluide
est au repos, le déviateur des contraintes est nécessairement nul; le tenseur des contraintes est donc isotrope, c'est-&

diredelaforme:

Sjj (X):' P(X) dij (613)

ou le signe - est purement conventionnel. Le scalaire P (en généra positif, car les fluides se trouvent

normalement comprimés) est appelé lapression au point X . Dans un fluide au repos, la contrainte

T,=s;n,=-Pd;n,=-Pn, (6.14)

6 Nous ignoronsici la contribution des forces de volume. Leur présence éventuelle n’a pas d'incidence sur le résultat que
nous alons établir. On peut toujours considérer un élément de volume assez petit pour que les forces de volumes soient
négligeables, dans |’ équilibre envisagé, devant les forces de surface.
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est normale a la surface considérée et agit en compression (dans la direction opposée a la normale extérieure

locale ).

« Equilibre des contraintes dans un fluide au repos
Larelation d' équilibre statique (6.13) permet de relier le champ scalaire de pression P(X) aux forces de volume.

La condition d'équilibre d’'un fluide au repos s écrit, en exprimant la nullité de la résultante (6.1) des efforts

extérieurs:

dy F(0d 7 - @Px)nds=0
soit, en utilisant le théoréme de la divergence (1.42):
ayr f- gradP)d 7 =0 (6.15)

Cette relation doit étre vraie quel que soit le volume matériel 7, par conséquent elle est vraie sur un volume

élémentaire d 7 et donc localement:

gradP=r f (6.16)

*Remarque 1: Cette condition nécessaire d'équilibre exclut que le fluide puisse étre au repos si la densité
volumique locale des efforts r f nest pas le gradient d’ un champ scalaire.

*Remarque 2: Si cette condition est satisfaite alors P(X) est constant sur les surfaces normales au champ de

force f(X) ; ces surfaces sont dites surfacesisobares.

6.2.5 Letenseur des contraintes visqueuses

Lorsque le fluide est en mouvement, il est commode de séparer la partie isotrope de la partie déviatoire. Pour

cela on décompose la contrainte T sous laforme générale:

T =s;n;=-Pd;n +t;n, (6.17)

ou le premier terme du dernier membre représente la partie (6.14) des contraintes qui est associée a la pression

statique et le dernier terme définit les composantes du tenseur t des contraintes vi sgueuses:
s;=-Pd, +t; (6.18)

ou, sous forme intrinseque: S=- Pi+? (6.19)

ou encore sous forme matricielle;
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&y Sp S130 %P 0 0 6 a11 t12 tlS(?
s, S, S -P 0 ty, (6.20)
§S31 Sz 533(2! éO - PIZJ ét s 33!5

Comme S et 1 sont des tenseurs symétriques, il s'ensuit que le tenseur des contraintes visqueuses est aussi
symétrique t; =t (6.21)

Dans la décomposition précédente, la pression statique est une variable thermodynamique qui ne dépend que de
I’état thermodynamique du systeme matériel étudié. Par contre, le tenseur des contraintes visqueuses dépend de

I’ écoulement (puisqu’il est identiquement nul dans le cas du repos); nous verrons plus précisément qu’il dépend du
taux de déformation locale.
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Chapitre7 EQuations de bilans

7.1 Forme généraled’un principe de bilan

Leslois générales de la physique s appuient sur le principe commun de |’ analyse de bilan appelée souvent loi de
conservation. Ce principe exprime gqu'une grandeur physique est soit invariante (d'ou le vocable loi de
conservation), soit varie d une maniere définie en fonction des influences extérieures (d' ou le vocable loi de bilan).
Il convient de préciser d’ emblée la démarche commune a toutes ces lois de bilan.

Remarquons d'abord que les grandeurs physiques astreintes a suivre des lois de bilan sont des grandeurs
extensives (masse, quantité de mouvement, énergie, nombre de molécules d’'une espéce particuliere...). Il s agit

donc de grandeurs matérielles dont on évalue la quantité intégrale sous la forme d’ une intégrale matérielle:

1(t)= gy f aV

Vi (1)

dont nous savons calculer la dérivée particulaire. Les lois de bilans sont donc des relations entre la variation

dans le mouvement de I (t) et les mécanismes physiques qui générent ces variations.

Les mécanismes physiques qui produisent (sources) ou détruisent (puits) la grandeur matérielle considérée
relévent de deux classes bien distinctes:

- des sources (ou puits), effectivement distribuées al’ intérieur du domaine 7y, mais commandées par un systéme
extérieur (¢’ est le cas des forces de volume comme source de quantité de mouvement),

- des sources distribuées sur la frontiére .4y, du volume de contrdle et commandées par le matériau situé hors de

’m (C'est le cas des forces de surfaces pour la quantité de mouvement). On peut donc écrire un bilan sous laforme

%c‘@b’fd/‘":@s‘“ d/ + @i -nds (7.0)

7m() (D) (D)
ou S est la densité volumique des sources internes et | le flux (vecteur ou tenseur) surfacique des sources
externes. En appliquant le théoréme de la divergence au dernier terme de larelation (7.1) et le théoréme de transport

dans saversion (5.23), on peut écrire:
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m (1)

@‘ﬁ%d /= @Y S+divi)d 7

/m(t)

(7.2)

Cette équation intégrale de bilan doit étre vraie quel que soit le domaine matériel considéré. On peut donc

considérer un domaine éémentaire d 7 et écrire laforme locale suivante du principe de bilan:

riz S+divj
dt

7.2 Equation de bilan de masse

(7.3)

La masse d'un systéme matériel étant conservative, les termes sources Set les flux |~ sont identiquement nuls.

L’ équation de conservation de la masse est obtenue en écrivant les formulations génériques (7.2) ou (7.3) pour f° 1.

Cette éguation a été établie au §5.5.2. Indiquonsici les différentes formes macroscopi ques utiles:

Forme (5.20):

ou, en exprimant le flux surfacique:

W ETr

ey f

W v aivev)dd 7 =0

@_111{ d/ + @yr (V+i)ds=0
7m(t)

t

/(1)

(7.4)

(7.5)

Dans le cas d’' un volume de contrdle arbitraire 74(t) qui coincide al’instant t avec un volume matériel 7m(t), on

peut écrire d’ aprés (5.12) (en substituant f°r ):

d

AN\

q @

7a(t)

d’ + @r(V-V,)-nds=0

Za(t)

Les formes locales de I’ équation de continuité ont été établies au § 5.5.2; rappelons-les:

"111—:+div(r\7):o

d—r+r divV =0
dt

7.3 Equation de bilan de quantité de mouvement

7.3.1 For mes macr oscopiques

(7.6)

7.7)

(7.8)

L' application du principe de bilan a la quantité de mouvement prend la forme du Principe d' Euler (loi

fondamentale de la Dynamique):
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Dans un référentiel galiléen, le torseur d’ accélération est égal au torseur des efforts extérieurs, a tout instant et
pour toute partie - d’un systéme matéridl .

On rappelle qu'un torseur est |I'ensemble des six éléments de réduction (a I’ origine du repére considéré) d’un
champ vectoriel, ¢’ est-a-dire le couple: résultante et moment résultant. On a ainsi, pour un domaine matériel < (de
volume 7 et d enveloppe .“4n):

* le torseur de quantité de mouvement:
1P= (‘i[‘)“V(x t)yd 7

i

L/
| MO(P)—ij(UrV(X,t)d 7
T “m

* le torseur d’ accél ération:
1 é:c‘@‘j*(x tHd 7

d | aves [Q)=5 )
T

N\

(G) @D(Urg(x t)d 7~

* e torseur des efforts extérieurs:

L@y fd/ +@ds B,
GR i /m avec || :densitémassiquedesforcesdevolume
[ = : .
T @‘j xUfd 7 "+ (‘ﬁ(UTdS 1 T:contraintesurfacique

Laloi fondamentale de la dynamique s écrit donc: [G] :%[P] =[F] .

En exprimant la dérivée particulaire du torseur de quantité de mouvement:

:E@ -:@Md/ +(‘°‘5V(V n)ds
d ;d il |
g=Sm 1
id_d‘ﬁ(ur\/d /"—®1T(erV)d/ +c‘ﬁerV)(V n)ds

m

on obtient laforme explicite suivante:

:u:(‘lt‘l‘)ﬂ;—vd/ +GUV(V ) ds= C‘o‘ﬁfd/ +a@yds

l ’m m

|

1 mﬂt (XUrV)d 7+ gyxUr V) (V + ) dS= ggyx Ur ) d 7 "+ g% UT) ds (7.9)

I /I'T\ 4 m /m

Ce théoréme est d'une importance essentielle. || permet en effet de calculer, a partir du champ de vitesse
V (%,t) dansle domaine considéré, le torseur des efforts exercés par un fluide en mouvement sur un obstacle. Il est
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spécialement intéressant dans le cas des écoulements stationnaires puisque alors la seule donnée du champ de

vitesse sur lafrontiére ./définit completement le torseur des efforts extérieurs.

Souvent, pour des raisons de symétrie, il apparalt clairement que le moment des efforts extérieurs est nul, aussi
est-ce la relation sur la résultante des efforts qui est la plus utilisée. Dans ce cas |’ équation intégrale de bilan de

quantité de mouvement se réduit &

dt@Vd -:(m_\“ﬂﬂ d/ +GUV(V A)dS= (‘ﬁjfd/ + @y as (7.10)

m /m

D’autres formes macroscopiques du bilan de quantité de mouvement peuvent étre exprimées a partir de

I'expression précédente en transformant le membre de gauche a I'aide du théoréme de Reynolds (5.23) et en
introduisant le tenseur des contraintes défini par T=S.h

dt@,‘jv (m d/ '_(‘ﬁ;fd/ +@s -AdS (7.12)

Appliguons le théoréeme de Green-Ostrogradski au dernier terme:

@Z—Ydy ':@‘]‘grf+&§§gd7' (7.12)

m m

Laformulation indicielle des relations (7.10), (7.11) et (7.12) est respectivement:

d eIV LA

a@de/ @Dﬂ—d/ +qay Vi (V;n,)dS= c@jfd/ +@ dS (7.13)

d N\\ ? N\\ d | ? N\\ Y ? N\

dtqmj'Vd/ ‘Giﬁ d/ _ij'fd/ +@p;*n; dS (7.14)

AN\ dV| d 7= \\\é f + ﬂs ij l:,jd A (7 15)
b} =ap f +—u ]

qmm dt e g

7.3.2 Formeslocales

Le volume de contréle 7y (t) est arbitraire et les intégrands apparaissant dans les deux membres de la relation

(7.12) doivent étre égaux:

r%:r f+divs (7.16)
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. S
soit, sous forme indicielle: r ﬂ:r f, +h (7.17)
dt 11X

On peut décomposer le tenseur § en utilisant (6.19) pour faire apparaitre la pression P et le tenseur t des

contraintes visqueuses dans ces deux derniéres équations:

r%—\::rf—ngP+ divt (7.18)
. t.

rﬂ:r f, - £+h (7.19)
dt x T

Lasignification physique de cette équation apparait clairement:

Variation de la quantité de Forces volumiques Forces associées ala Contraintes
mouvement par unité de = |par unitédevolume| + |pressionpar unitéde| + |visqueuses par unité
volume volume de volume

Nous alons écrire une autre forme locale du bilan de quantité de mouvement en exprimant la dérivée
particulaire qui apparait dans le membre de gauche de I’ équation (7.19):

dVi — q\/i + ﬂVi Q_ﬂrVi ﬂl‘ViVj_VGQ]r +ﬂer('?

— 'l =rec—L = 1

d EN M E o T, & W 5

L e terme entre parenthéses du membre de droite est nul en vertu de |’ équation (7.7) de conservation de la masse.

L’ équation locale (7.19) de bilan de quantité de mouvement peut donc étre écrite sous la forme dite conservative:

- rV.V. S. t
_ﬂrv' +ﬂ ! J:rfi+h:r fi-E+h (7.20)
It x; X i T
soit, en écriture vectorielle:
ﬂl’\7 — e - ——= - — —=
T+d|v(rVAV):rf+d|vS:rf- grad P+divt (7.21)

7.4 Théoremedel’ énergie cinétique

Le théoréme de |’ énergie cinétique établit que la variation de I’ énergie cinétique d'un systéme matériel est égale

a la somme des puissances des efforts (extérieurs et intérieurs) qui s exercent sur lui.
oK P,+P (7.22)
dt
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« |l est facile d’ expliciter le premier terme de cette relation (en utilisant |e théoréme de Reynolds):

dK _d o1 oy, sl
dt 7m(®) 2 7m(t)

dv?
dt

d/
dt

* Les efforts extérieurs sont définis par:
Gy Fd 7 +ggpends

et le second terme de (7.22) peut donc s écrire sous laforme:

7

(7.23)

— s o awWT e = _“\ér = LT U \“(? ﬂ(visij)l\:l
Po=qoV-rfd” +q@Ve-S: ndS—m% V-f+dlv(V-S)d/ _@ngifi+ ™ d/
“m /m “m 7m (1) i t

 La démarche naturelle pour déterminer la puissance Pj des forces de cohésion interne consiste a utiliser

I’ équation de bilan de quantité de mouvement, puis & comparer le résultat avec I’ expression (7.22) du théoréme de

I’ énergie cinétique. Formons donc le produit scalaire du vecteur vitesse V et de I’équation de bilan (7.17) de la

guantité de mouvement:

0 e s. U
v &MUy &1 Ty
g du g x; g
2 V. s :
Erdv —rVifi+ﬂ( ' ”)- ”M
2 dt fIx; 11X
. _ o]
Or, puisque s, =s ., le dernier terme peut s écrire: s..M:s..}%+M+=s..D.. ou
ij ji ij x uzgﬂx x = ij i
i i i g

apparéitre le tenseur B des taux de déformation. On obtient donc:

1 av?

1 (ED
dt

X

=r V. f + -s.D

ij —ji

nous avons fait

Intégrons cette relation sur le volume de contréle 7y, et identifions chague terme par comparai son avec (7.22):

2 é MV s.)u i .
CﬂD‘“lrdV d7° = @d Vifi+—( : ”)@df +  DE S;Djgd
w2 ot (0@ @ 0

LS Pe ]

dt

et on constate que la puissance des efforts intérieurs est nulle dans un mouvement rigide (5 =0)

(7.24)

A cette forme intégrale du théoréme de I’ énergie cinétique exprimée sur un volume fluide 7y quelconque,

correspond évidemment laforme locale;
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—-s5; Dy (7.25)

On peut encore décomposer |e tenseur S en utilisant (6.19) pour faire apparaitre la pression P et le tenseur t

des contraintes visqueuses; on obtiendra:

1 dv? = Mt
—r = rvf - v, Bl + v, —L
2 dt 1Ix; fix;
1 dv? -z - — o =
Er pm = rv.f - V.gradP + Ve divt (7.26)
| | S |
—_— Puissancedesforces Puissancedesforces Puissancedescontraintes
Taux devariation volumiquespar unité depression par unité visqueusespar unité
del'énergiecinétique devolume devolume devolume
par unitédevolume

Il est intéressant d'exprimer les deux derniers termes de cette équation en faisant apparaitre explicitement les
contributions strictement surfaciques (sous forme d'une divergence) et les contributions volumiques (travail des

effortsintérieurs). On procéde alatransformation

t. .
vy Pl g vopygrpi M
B, A, fx, X,

ou I'on peut faire apparaitre le tenseur des taux de déformation D en utilisant la propriété de symétrie du
= 18 Vv
tenseur t : t..M:— t ™,

.0
ij ij_+tji_Ji:tij Dji
™, 28", :

™ 5

Finalement le théoréme de |’ énergie cinétique prend la forme explicite suivante:

2 .
vt _ rv.f, + l(tijvi-PvJ.) + PV t, D,
2 dt 1x. .
! ! (7.27)
1 de _ . = ~ o = =
Er ol rv.f + dv|teV-PV| + Pdivw - 1t:D

7.5 Equation de bilan del’ énergie

- s ' o na o 1
Lagrandeur matérielle considérée est maintenant la densité d' énergie : f(x,t):e+EV2 .

L’ énergie contenue dans un volume matériel 7m(t) est:

@iy (e+5V)d
m(t) 2
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L’ expression de I’ équation de bilan I’ énergie s établit a partir du premier principe de la thermodynamique (2.7).
Selon ce principe I évolution temporelle de I énergie contenue dans /() est égale ala somme de la puissance des

forces extérieures et de la quantité de chaleur fournie au systéme:

_aW _ dQ

7.28
dt  dt (7.28)

dt(mlgg( 2V

ou le travail par unité de temps (voir 2.8) est celui qui est développé respectivement par les forces volumiques et
les contraintes appliquées a la surface .4, du volume de contrdle matériel:

(w Vd 7+ @T(m)-Vds (7.29)
m(t) /m (1)

et ou la puissance thermique fournie au fluide comporte éventuellement une contribution volumique associée a

une densité volumique r de sources distribuées et une contribution surfacique définie par un vecteur densité de flux
g sur I’enveloppe -“m :

L. = dyd - @a-nds (7.30)
dt m(t) /m (1)

On peut donc écrire le bilan d’ énergie sous la forme intégrale suivante’:

dt (1) (e+%V2)d =qy feVd7 +qggyds + @TM)-VdS- @aends (7.31)
m(t) 7m () 7m (1) /m (1) /m (1)

Une forme alternative de cette équation peut étre obtenue en explicitant la contrainte a I’aide de I’ expression

(6.17):

@ T(R)-Vds= @( Pd,n, +t, nj)vi ds= @( PV, +t,V, nj)ds
/m (1) /m (1) /m (1)

et en transformant cette intégrale de surface en intégrale de volume a |’ aide du théoréme de Green-Ostrogradski:

7 Remarque: On peut bien sr faire appel aux différentes formes du théoréme de transport pour exprimer le terme intégral

de variation de |’ énergie en intégrales de variations:

d 1
— qooy (e+=Vv?)d 7 = —(e+= V d7-
dt%j( V) GE? dt( V)

. d 1 ., N -] -

ou hien: — @y (e+-Vvi)d~ ‘GED_gr (e+ V )_d 7+ @ (et V )V nidS
dt 0 2 ) t ) (0
ou encore: d @y (e+— V )d 7 ':c‘io‘)gﬂ a(?(e+ V? ) +d|v r(e+ V )V d 7

dt, m(t) 2 7 (t)e 8 8 2 %
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N T (1) e V & TPy, TtV u
@TM-VdS=qpg —+————0ud~/
n(®) a0 T ;g

Laméme opération peut aussi étre faite sur le terme de flux (radiatif ou conductif) de chaleur:

En substituant ces expressions dans |’ équation (7.31) du bilan, il vient:

wo d o T W€ TPV, TtV Tg0,
—(e+=V)d 7~ :@6"‘ f\V+r- —+ -—ud v 732
9(]? dt( 2 ) aeL o fix; fix; ﬂxjg (7:32)

A cette forme intégrale du bilan d'énergie exprimé sur un volume fluide 7y quelconque, correspond

évidemment laforme locale:

ri(e+lv2) = fiVi + r + l(tij Vi - p\/j) B
dt 2 1X; X, (7.33)
r%(e%VZ) = rf.v + 1 4+ div(?-V-Pv) - divg

7.6 Equation de bilan del’énergieinterne

On obtient directement I’ équation pour I’ énergie interne en retranchant I’ équation (7.26) pour I’ énergie cinétique

del’équation (7.33) pour I’ énergie totale:

de flq; ™
r— = r L t, D, - P—-
dt fIx; 1X;
de _ o = = -
r— = r - divg + t:D - Pdivv (7.34)
dt [ — — —_ —
—— Apports Apportsde Apportsdechaleur Apportsdechaleur
taux devaration dechaleur chaleur par dissipation visqueuse par compression
del'énergieinterne envolume en del'énergiemécanique ou détente
par g\gg?eerxglsume surface (effetsirréversibles) (effetsréversibles)

Dans I'interprétation physique des différents termes de cette équation, les apports sont considérés dans
I’ acception algébrique du mot, sauf en ce qui concerne le terme ?B que nous noterons F, et dont nous
montrerons au 89.1.3 (dans le cas particulier des fluides newtoniens qui sont les seuls considérés ici) qu'il est
toujours positif. |l s'agit donc d’un terme source pour I’ énergie interne, terme qui apparait affecté d’ un signe moins
(terme puits) dans I’ équation de I’ énergie cinétique; il est donc interprété comme représentatif de la dissipation
irréversible de I’ énergie mécanique associée au travail des contraintes visqueuses. Ainsi les contrainte visqueuses

travaillent toujours & un accroissement de I’ énergie interne du fluide et donc de sa température.
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7.7 Forme enthalpique du bilan d’ énergie

Elle s'obtient aisément a partir de la définition de la densité d' enthalpie: h = e +P/r mise sous la forme

différentielle:

h_ éde 1dP _dedol_ de dP Pdr

F——=r g—+-—+P—(=2
dt  gdt rdt  dt&rgy dt dt r oot

R . . b S oo dr -
ou I'on exprime le dernier terme al’ aide de I” équation de continuité: ?j—t:- r divV

On obtient alors:
r @:r de dP, PdivV
dt dt dt

et |’ on substitue (r de/dt) par son expression (7.34). Il vient finalement:

dh ) daP ==
r—=r-divg+—+t:D 7.35
ot R (7.35)

7.8 Equation de bilan de’ entropie

Pour établir I’ équation du bilan de I’ entropie, on utilise

larelation deGibbs(2.33) : Qds=de+Pd(1/r)
w6 1y b Qds=ch- P
etlaformedifférentielledel ‘enthalpie: dh=de+Pd —2+—dPi r
rg r
gu’ on associe al’ équation (7.35) pour I’ enthalpie. On obtient:
ds ==
r Qazr- divg+t :D (7.36)

Remargue: En aérodynamique un grand nombre de phénomenes peuvent étre décrits en supposant le gaz non
conducteur et non visqueux. En outre les sources r de chaleur distribuées dans le volume peuvent souvent étre
négligées elles aussi. L’ équation pour I’ entropie devient alors simplement:

ds

—=0
dt

“Dans un fluide non visqueux et adiabatiquement isolé I’ entropie reste constante sur chaque ligne de courant”.
L’ équation pour I’ enthalpie se réduit alors &
dh_dP

dt  dt
« Equation pour latempérature

Au 82.2.5 nous avons écrit deux variantes (2.30) et (2.31) de |’ accroissement d’ entropie:
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icpdo- Q¥
st-l

Tcvd

i Q+Qy

gu’ on peut encore, pour une masse unitai re, écrire sous laforme
r
|CPdQ+ QI

Qds={
Q 1P
; dQ' —Zﬁrdr

Utilisons maintenant |’ équation (7.36) pour |’ entropie:
i o dQ QU

irep——+———

i da r ==
d_s:} TQle y =r- divg+t:D
dt ey dQ QﬂP dr,

{ dt r 1Q| dt|D

P

av

\%

dP

P

dPu

ou encore, en utilisant I équation de continuité pour expri mer dr /dt:

: p%—? 9% E—r divg+ ?B
r
! ) P o (7.37)
Iy —Q+Q‘"—‘ divV =r- divg+t:D
1 d " 1Q|

* Pour lesliquides: L’ équation d’ état peut étre écrite sous laforme

r=r,[1- b(Q- Q,)+c(P- R)]
ou b et c sont les coefficients de dilatabilité et de compressibilité. Les variations relatives de masse volumique
d origine respectivement thermique ou mécanique b(Q- Q,) et c(P- P)) sont en général trés faibles dans les
liquides. On approxime donc souvent I’ équation d’ état par:
r=r,
L’ équation de continuité qui relie divV aux variations de r impose alors que divV soit auss trés petit, et
comme Cp et Cv sont tres peu différents, les éguations (7.37) peuvent étre approchées

par: r Cp%—?:r- divq+T:B (7.38)

* Pour les gaz idéaux: L' équation d’ état permet d’ exprimer simplement les dérivées partielles dans (7.37)
Iry_.r . P _P
Q Q " 1 Q

On obtient donc les formes suivantes de I’ équation pour latempérature:

r deQ d——r- diva+?:B
dt
(7.39)

i

l

Ty Cvd—Q+Pd|vV—r dlvq+? D
T dt
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Chapitres L 0IS de compor tement

8.1 Principes généraux
8.1.1 Introduction

Les équations de bilan établies au chapitre précédent traduisent les principes généraux de la Mécanique et de la
Thermodynamique, et en tant que telles sont applicables a I’ étude du mouvement de tout matériau représenté a
I"échelle du continuum. La représentation du matériau a cette échelle conduit aignorer le détail des phénomeénes de
transport & I’ échelle moléculaire, perte d’information qu’il est maintenant nécessaire de réintroduire sous la forme

de relations empiriques dites constitutives ou |ois de comportement.

C'est un fait d expérience que, méme en |'absence de transport advectif, ¢’ est-a-dire en situation de repos
macroscopique (\7()?,t):0) , il existe un transport diffusif représentatif de I’ agitation moléculaire. Si une grandeur
physique g(X,t) (scalaire ou vecteur) est distribuée de maniére non uniforme dans un fluide (ou un solide), un
certain flux j g de g progresse des régions ou g est grand vers les régions ou g est petit, et finit par annuler les
différences initiales (a moins qu’elles ne soient continuellement restaurées de I’ extérieur). L’ exemple le plus banal
est certainement celui de la chaleur. Mais cette propriété s applique aussi bien a la quantité de mouvement, la

concentration en matériau dissout, en charge électrique, etc.

L’ expérience montre aussi que, pour une distribution initiale donnée, la vitesse de diffusion de g peut étre trés
différente d'un matériau a un autre. Tous les matériaux ne répondent pas de maniére identique a la méme
sollicitation: une méme contrainte appliquée sur de I’ eau ou du goudron n’engendre pas la méme déformation et la

conduction de la chaleur est trés différente dans |’ air et dans un métal.

L' une des caractéristiques essentielles des fluides est leur capacité de se déformer continment lorsqu’ils sont
soumis a des contraintes. La déformation du fluide se poursuit tant que la contrainte est appliquée aors qu’ un solide
soumis a une contrainte donnée présente une déformation qui s établit & un niveau indépendant du temps. Dans ces
conditions la déformation du fluide doit étre caractérisée par le taux de déformation (variation relative de la distance

entre 2 points par unité de temps), alors que, dans un solide, la déformation est simplement caractérisée par la
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variation relative de distance entre 2 points.

Ces différences de comportement rendent compte de propriétés physiques trés différentes qui ne sont pas
décrites a I’ échelle du milieu continu mais qui sont contenues globalement dans les termes de flux surfaciques que

nous avons introduits dans les équations de bilan.

L’ objet de ce chapitre est donc de formuler les relations constitutives gréace auxquelles peuvent étre décrits ces
flux. Jointes aux équations générales de bilan, a une loi d'état et aux conditions aux limites, les relations de
comportement doivent permettre la résolution compléte du mouvement du systéme compte tenu des données

initiales.

Nous limiterons dans ce cours au cas des fluides simples dits newtoniens qui sont caractérisés par une relation

linéaire entre forces et flux. Les fluides non newtoniens seront néanmoins évoqués au §8.3.

8.1.2 Axiomatique des lois de compor tement

Les relations qui traduisent le comportement physique du milieu considéré, bien que de nature expérimentale
(les études microscopiques a travers une théorie cinétique sont loin d'avoir abouti, sauf dans le cas des gaz pas trop
denses), doivent néanmoins satisfaire a un certain nombre de principes. On définit ainsi en Mécanique des Milieux
Continus toute une axiomatique des comportements.

Nous nous limitonsici al’ énoncé de quel ques-uns des axiomes les plus “évidents’.

* Principe de I’ homogénéité dimensionnelle:

Leslois de comportement doivent étre invariantes dans tout changement du systeme d’ unités.

* Principe d homogénéité spatiale:

On admet que laloi de comportement est la méme en tout point du matériau.

* Principe d objectivité ou d indifférence matérielle:

Cet axiome d'isotropie exprime qu’une loi de comportement doit étre invariante par changement de référentiel.

Autrement dit, les propriétés du milieu sont indépendantes de I observateur.

* Principe de causalité ou du déterminisme:

Selon ce principe, le comportement d’'un élément de matiére de position X a I'instant t est parfaitement
déterminé par I'histoire du milieu jusqu'a I’instant t; la situation actuelle ne dépend pas du futur. Pour les fluides
proprement dits, on admettra que le comportement local ne dépend que de I'état actuel; on dit qu'il s'agit de

matériaux dépourvus de mémoire.

* Principe de localisation spatiale:

Cet axiome stipule que le comportement ne dépend que des valeurs locales des variables du mouvement et de
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leurs dérivées spatiales. Un milieu est dit matériellement simple dans le sens ou seules les dérivées premieres

interviennent.

8.2 Relationslinéaires entreforces et flux

Soit g(X,t) la valeur locale instantanée de la densité volumique d'une grandeur physique matérielle. Notons
j 4(1,%,t) leflux par unite de surface de cette grandeur g, au point X, al’instant t, pour une orientation i de la

surface considérée (j , représente la quantite de g qui traverse I unité de surface pendant I’ unité de temps). g peut

étre un scalaire, un vecteur ou un tenseur. Nous nous proposons de caractériser, d'un point de vue
phénoménologique, les propriétés de transport diffusif des fluides par desrelations entre j , et g. Dans cesrelations

interviendront des coefficients différents d' un fluide al’ autre, et pour un fluide donné variables avec I’ état de celui-

ci.
On cherche donc une fonctionnelle de laforme:
i ,(%.1).00.1).%,8 =0

* Le principe de causalité admet que le passé détermine complétement le présent. Ceci impose que t £t dansla

relation précédente.

» Le principe d' objectivité admet que les propriétés de transport moléculaire du matériau sont indépendantes de
I’ observateur, notamment de sa position et de sa vitesse. Ceci impose que le temps t ne peut étre lui-méme un

argument de lafonctionnelle . # . On est donc conduit a écrire:

i (x0,90.1),%) =0

» Le principe d’ homogénéité spatiale suppose que, si le milieu est homogene, la fonctionnelle .~ ne peut

dépendre explicitement de X .

» Conformément &1’ axiome de |’ équilibre local, le fluide doit avoir une mémoire infiniment courte, de telle sorte

gue seulslesinstant t trés proches det interviennent dans le comportement du fluide al’instant t:
i (X1, 9.1} =0

et le principe de localisation spatiale revient a considérer le domaine d’influence extrémement petit, de telle sorte
gue seules interviennent les positions y trés proches de X :

i (%0, g(%,)} =0

Ce resultat signifie que dans un fluide les valeurs locales de j , sont fonctions a chague instant des valeurs

locales de g et de ses dériveées spatiales:
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j g(ﬁ,i,t):Ag(x,t)mj%h

i

Mais j , devrait étre nul dans le cas particulier d’une distribution uniforme du champ de g (toutes les dérivees

spatiales sont nulles), donc A° 0.

Conformément a I'hypothése du petit domaine d'influence nous ne considérerons ici que des milieux
matériellement simples pour lesquels les dérivées d ordre supérieur a un n’interviennent pas. On aboutit finalement
aunerelation lineaire entre les premieres dérivéesde g et lesflux j :

j (Ax=K, J9X0 8.1)
g J ﬂxj

Les variables g/ fx; sont parfois appelées contraintes genéralisées ou variables intensives parce qu'elles

caractérisent I'intensité du phénomene. Les variables | , sont appelées flux genéralises ou variables extensives.

Cette dénomination vient du fait qu’elles sont additives lorsqu’on réunit deux systémes en un seul, alors que les

variables intensives conservent laméme valeur que dans les deux systémes initiaux.

Remarquons que nous avons exprime le flux j ; pour représenter uniquement le transport de g dd a I’ agitation

moléculaire. Si I'on envisage un mode de transport qui n’exige pas de support matériel, comme le rayonnement

électromagnétique, il faut gouter un terme indépendant de g au second membre de larelation (8.1):

jg(ﬁ,x,t):ij@ 8.2

i

La physique propre a ce mode de transport doit permettre d’ expliciter ce terme R supplémentaire.

8.2.1 Casdela quantité dechaleur - Loi de Fourier

Si g(X,t) est un champ scalaire, lagrandeur j , est un vecteur flux ° tel que la quantité de g qui traverse par

unité de temps un éément de surface dS de normale extérieure i s écrit:

jendSs

Larelation linéaire (8.2) s écrit alors, en notation indicielle:

g

)

j i =R +K;

Cette relation doit étre invariante par changement de repére; j ; et 1g/x,; étant des vecteurs, le coefficient de

transport diffusif Kijj est donc un tenseur du second ordre. La condition d'isotropie du fluide impose a Kjj d' étre
proportionnel au tenseur d'isotropie d; :

K,=-Kd,

le signe - étant simplement la par convention pour que le flux soit positif lorsque le gradient de g est négatif (le flux
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de chaleur est orienté vers les zones froides, ¢’ est-a-dire opposé au gradient de température).
Laloi constitutive représentant le flux d’un scalaire est donc finalement:
fi9

Ji=Ri+K§ (8.3)

a) Loi de Fourier

S | désigne le vecteur flux de chaleur (noté q), alors g représente la température Q(X,t) . La quantité de

chaleur qui traverse par unité de temps I’ élément de surface dS est la somme de deux termes:
G-ndS=R.AdS- K A-gradQdS (8.4)

Le premier terme représente un mécanisme de transport possible dans un matériau & température uniforme; R
peut représenter le flux radiatif puisque le rayonnement n’exige pas de support matériel. Ce terme, qui peut étre
considéré séparément et exprimé al’aide d' un modél e radiatif, est souvent négligé car les fluides sont assez opaques

au rayonnement thermique.

Le dernier terme caractérise |’ aptitude du matériau a transporter la chaleur d'un point a I’autre en présence

d’inhomogénéités du champ de température. Laloi constitutive:

4=- Kgrad Q (85)

qui caractérise la conduction de la chaleur est appelée loi de Fourier. Le coefficient scalaire K est la conductivité

thermique du fluide.
b) Loi de Fick

S |7 désigne le vecteur flux de matiere d’une espéce, aors g représente la concentration (notée C) de cette

espéce. Le transport immatériel de matiére étant impossible, R=0. Laloi constitutive:

j=-Dgrad C (8.6)

qui caractérise le transport diffusif de matiere est appelée loi de Fick. Le scalaire © est le coefficient de diffusivité

matérielle

8.2.2 Casdela quantité de mouvement - Loi de Newton

Considérons maintenant que la grandeur g est le vecteur densité de quantité de mouvement (c'est-a-dire la
vitesse). Les dérivées g/ x; dans la relation générique (8.3) constituent un tenseur d'ordre 2, tout comme le

tenseur des contraintes S qui représente, comme nous |’ avons vu au chapitre 7, le flux de quantité de mouvement a

travers|’unité de surface. Larelation (8.3) prend alors laformelinéaire
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S; =R +Kyy, M
D X (8.7)

(2)

 Terme (1): Conformément a la remarque gque nous avions faite au 86.2.4, dans le cas particulier d’un fluide au

repos, on doit retrouver laforme isotrope (6.13):

ou P est |a pression thermodynamique qui vérifie I’équation d'état. Ceci impose que Rjj, la partie indépendante du

champ de vitesse, soit également de cette forme. Ceci nous améene donc a écrire larelation (8.7) sous laforme:

s; =- R(X,t)d; +K,, % (88)

4

ou R aladimension d'une pression, mais ce n’est pas la pression, valeur moyenne des trois contraintes principales
qui vérifiel’ équation d’ état en vertu de I’ axiome de I’ équilibre local. La pression est, d’ apres cette définition:
1 1, 1V,

P=->s =R- =K

Lok 8.9
3 jj 3 jike ﬂX[ ( )

» Terme (2): Décomposons le tenseur gradient de vitesse selon (4.14) en faisant apparaitre |les tenseurs des taux
de déformation D,, et derotation W, :

WV _1a&Ev, v,0 1a&v, fv,0

=— 2k “+>e - : (8.10)
ix, 2&%x, Wyg 28, W g
Dy, W,
taux dedéformation  taux derotation
Larelation linéaire (8.8) peut ainsi étre écrite sous laforme:
S =- Rdij +Kijk/ [Dké’ +\Nk/] (8.11)

A ce stade, on peut ramener le tenseur d’ ordre quatre K, @une forme assez simple et a un nombre reduit de

composantes. |l doit en effet vérifier le principe d’ objectivité de fagon que laloi de comportement soit invariante par

rapport au systéme d' axes dans lequel on I’ exprime. Ceci impose que:
Kijk[ =l dij dkf: +mik dj[ +h di[ djk

et réduit a trois le nombre de scalaires indépendants formant les composantes de K, . En outre, la symétrie du

tenseur des contraintes s, impose que K;,, =K, , c'est-a-dire: m=h. Il reste a substituer ces resultats dans la

relation générale (8.11):
Sij =- Rdij +l dij dk/ [Dké’ +Wke'] +n(dik djé’ +dié’ djk)[Dké’ +Wke']

s;=- Rd;+1 d;[Dy +W, | +mgD, +W, g+mgD; + W, j

82



83

ou encore, en tenant compte que W, est antisymétrique de trace nulle et que D est symétrique:

s, =[- R+l D, ]d, +2mD, (8.12)

Le transport diffusif de quantité de mouvement fait venir deux coefficients scalaires| et mdevant tous les deux
étre des variables d état. |1's sont appel és coefficients de viscosité dynamique, leur dimension est gM.L Tt H-

On peut encore substituer le scalaire R par son expression (8.9) en fonction de la pression:

R=p+2k, M G
3 X, y® R=P+(l += rr)Dkk (8.13)
K =@l +2md,, lo
On obtient finalement la loi de comportement connue sous le S;=- §D 2m Dkk Hd” +2nD;
nom de loi de Newton. Lesfluides qui se révelent suivre cetteloi
sont dits fluides newtoniens. Notons bien que seul le coefficient E:_ P1 @div\71+2ng
mintervient; le second coefficient de viscosité | a pour seule 3 y (8.14)
conséquence de relier le scalaire R, quantité sans intérét réel, ala tense“&ggﬁgﬂ&ai ntes
pression et aladilatation

cubique D, °

L e tenseur des contraintes visqueuses prend donc, pour les fluides newtoniens, laforme explicite suivante:

gz—mdlvv+2 ™, aa|\/1+ﬂV2 aM+M9 2
c 3 ﬂxl eﬂxz ﬂxl QJ eﬂxs ﬂxl g -
¢ L=
t, =¢ : —d|vV+2 e o @V, W0 (8.15)
g fix, efx;  Ix, g
¢ S - —d|vV +2m—= W3
g 3 x5 2

La plupart des fluides usuels (I’eau, I'alcool, I'huile... et tous les gaz dans des conditions de température et de
pression peu différentes de la normaleg) ont un comportement newtonien. Il faut cependant garder a I'esprit le

caractére essentiellement empirique de cette relation linéaire entre contraintes et déformations.

L’ approximation du fluide parfait

Notonsici le caractére particulier des fluides tel's que le tenseur des contraintes serait indépendant du tenseur des
taux de déformations. Une telle approximation connue sous le nom d’ hypothése du fluide parfait conduit a admettre

gue le tenseur des contraintes reste sphérique comme ¢’ est le cas dans un fluide au repos:

s, =- Pd, (8.16)

’ On remarquera que dans la classe trés large des écoulements i sovolumes (tels que Dgk = 0) P et R sont confondus.

Larelation de comportement (8.13) est cependant en défaut dans les gaz en présence d’ une onde de choc suffisamment
intense pour provoquer des taux de déformation extrémement élevés.

9
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Nous verrons que cette approximation peut se justifier, non pas en tant que loi constitutive d'un matériau
hypothétique, mais dans le cadre d’une classe d’ écoulements caractérises par |’ordre de grandeur du nombre de

Reynolds.

Illustration dela contrainte dans un écoulement de fluide visqueux

Si le fluide n'est pas parfait, il est dit visgueux. Le coefficient de viscosité ms'interpréte comme un coefficient de
résistance au glissement du fluide sur lui-méme. Considérons, a titre d'exemple, le cas simple de |’ écoulement
unidirectionnel cisaillé représenté sur lafigure et défini par le champ de vitesse:

1V, =Vi(x,)

tv,=0 X o 4

1V;=0

La seule composante non nulle du tenseur des
taux de déformations est:
_1tv,

12 e
2 ﬂx 2 e2/

gue nous noterons D. Nous allons exprimer la

contrainte T exercée au point M par le fluide situé
dans la région xo>xo(M) sur le fluide situé dans la région xo=x2(M) représenté en grisé sur la figure et de normale
extérieure locale n==g, . Cette contrainte s écrit de fagon générale:

Ti=s;n

avec, dans le cas d’ un fluide newtonien:

S =- §D+2_mD Uy +2mD;

3 kkH ij
Dans le cas considéré, I" écoulement est nécessairement isovolume: D, A +M +M:0
X, X, 9,
ge -P mM 0 9 )
¢ e 200
et donc: 'T':gmM P 0:61%= Ve 8- Pe,
c fix, =G = fix,
-0 ——
¢ 0 0 'P;S 2 contrainte
g B visqueuse

Outre la force normale de compression - P&,, le fluide de la région supérieure exerce sur le fluide de la région
basse des efforts tangentiels proportionnels au coefficient met au gradient de vitesse dans la direction normale ala
frontiére considérée. Ces efforts sont dirigés dans la direction & parce que nous avons choisi un gradient de vitesse
Vv, /1x, positif. On peut dire que, par suite de la viscosité, |es filets fluides les plus rapides tendent & entrainer les
filets fluides les moins rapides avec lesquels ils sont en contact. Réciproquement (changer i en - ), les filets
fluides les plus lents tendent a freiner les filets fluides rapides. Les contraintes visqueuses ont ainsi un role de
redistribution de la quantité de mouvement dans la direction perpendiculaire au cisaillement. Elles assurent en ce

sens une certaine cohésion du fluide en s’ opposant a toute discontinuité du champ de vitesse.
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Cette analyse a pour conséguence le principe d' adhérence selon lequel un fluide visqueux au contact d’ une paroi

solide prend la vitesse de cette paroi.

L’interprétation physique que nous venons de faire indique aussi qu'’il est raisonnable de supposer mpositif. Elle
montre encore que dans le cadre de I hypothése de fluide parfait, les filets fluides n’ exercent aucun effet tangentiel
d'accélération ou de retardement les uns sur les autres. Le concept de fluide parfait apparait donc comme un cas
limite schématique (dans lequel des discontinuités sont possibles) qui est utile pour représenter en premiéere
approximation des écoulements de fluides réels dans lesquels les effets visqueux sont faibles. Mais, strictement

parlant, il n’existe pas de fluide parfait dans la nature.

8.3 Lesfluides non newtoniens

En général, on considére que I’ état fluide est caractérise par des contraintes tangentielles nulles au repos et par
un écoulement continu sans rupture sous I’influence d’ une contrainte anisotrope. L’ état solide peut présenter des
contraintes tangentielles au repos et assume un équilibre de déformation lorsqu’il est soumis & un systeme de
contraintes. En fait tout dépend de I’ échelle temporelle de mesure car méme un solide, soumis a des contraintes,
s écoule aussi peu que ce soit mais avec des vitesses de déformation trés lentes (fluage) sans commune mesure avec
celles des liquides. Cette difficulté apparait clairement a la frontiére des deux états: il est difficile de distinguer un
solide d’ un fluide viscoélastique.

En ce qui concerne les fluides, on peut distinguer trois catégorie principales suivant la nature des arguments de

la fonctionnelle ./f‘{f,B,t} =0 qui forme la (partie déviatoire de la) relation constitutive entre contraintes

visqueuses et déformations:

» Les fluides indépendants du temps pour lesquels il existe une relation biunivoque entre t et D. Les fluides

newtoniens pour lesguels cette relation est linéaire (f=2n15 ) constituent un cas particulier (heureusement trés

fréquent). Le fluide parfait correspond au cas singulier fictif ot le coefficient mest supposé nul.

* Les fluides dépendants du temps pour lesguels le comportement rhéologique évolue au cours du temps. La

relation contrainte-déformation dépend du “ passé mécanique du fluide”.

* Les fluides viscoélastiques qui présentent a la fois les caractéristiques de fluides précédents et des solides et

retrouvent partiellement leur forme primitive aprés déformation.
Notre propos, dans ce cours, sera limité ala mécanique des fluides newtoniens, auss nous limiterons nous a une

description trés sommaire des fluides non newtoniens. Le lecteur trouvera un exposé plus complet et des références

spécialisées dans[2].
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8.3.1 Lesfluides non newtoniensindépendants du temps

Il s agit des fluides dont la relation de comportement, de la forme ?:, 7(3) , €st non linéaire. Par analogie au

cas newtonien unidirectionnel présenté dans I’ exemple du §8.2.2, on convient alors de définir un coefficient m, dit

de viscosité apparente de facon a représenter le comportement des fluides souslaforme: t =t_+m ™M .

fix,
Une fagon trés commune de représenter la rheologie de tels fluides est alors d’ exprimer le coefficient m, sousla

forme dite d’ Ostwald: m=Kc—=+

ou t_, lacontrainte critique, représente le seuil minimal de contrainte & appliquer pour que le fluide commence a se

déformer, k est appelé consistance du fluide. L’ écart al’unité de I’ exposant n traduit la “non-perfection visqueuse”

du fluide; n est appelé I’indice de I’ écoul ement.

On distingue ainsi:

AN
7

a) Les fluides sans contrainte critique

» Les fluides pseudo-plastiques (n>1) sont tels que la viscosité
apparente m, diminue lorsgue la déformation augmente. On

Contrainte

dit que ces fluides, qui sont les plus fréquents et les plus

importants en Génie des Procédés, présentent une

rhéofluidification. Appartiennent a cette classe les huiles et les —
O 7 . 4 ﬂx

. e . . Déformation 2

graisses de lubrification, le pétrole, le sang, les ciments, les

colles, certaines peintures, la plupart des solutions Fluides sans contrainte critique

polymeres...

» Les fluides dilatants (n<1) voient leur viscosité apparente m croitre avec la déformation. Ce type de

comportement est nettement moins fréguent. C'est le cas des suspensions avec forte teneur en solide comme les

solutions colloidales d’ argile dans I’ eau ou les empois d’ amidon.

b) Les fluides & contrainte critigue

Les fluides plastiques sont caractérisés par des courbes du

type ci-contre. En général, la courbe finit par devenir plus ou

Contraint

moins rectiligne a partir d'une certaine valeur t', de la

contrainte. On représente alors le comportement par morceaux

a l'aide d'une extrapolation a I'origine, e en premiére

roximation: 7

P ‘| 5 0 Déformation fix,
'I't'to:”LQ—1+ pourt >t . . . .
i eTX, g Fluides & contrainte critique
I
7oV, 0
ig—1+= pourt <t
| eﬂxz 7]
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On parle alors de fluide de Bingham. Les fluides qui sont justiciables de cette loi avec une bonne approximation
sont, par exemple, les peintures a |"huile, certaines pétes (dentifrice), les margarines, certaines graisses, la péate a
papier, certaines boues de forage...

Indiquons enfin que la loi puissance, trés utilisée par approcher le comportement des fluides indépendants du
temps dans une gamme limitée de vitesse de cisaillement TV, /9x, , est parfois insuffisante. Certaines opérations de
mise en cauvre des “plastiques’ peuvent en effet couvrir un intervalle de 102 & 108 s1. On est alors conduit & faire

intervenir des lois plus complexes (voir [2]).

8.3.2 Lesfluides non newtoniens dépendants du temps

Le comportement des fluides non newtoniens peut s expliquer par certaines modifications de leur structure
interne. Si ces modifications sont trés rapides, le temps n'intervient pas de maniére apparente dans leur loi

constitutive; par contre, si elles sont suffisamment lentes, la viscosité apparente mesurée dépendra du temps.

 Les fluides thixotropes: Il sagit des fluides @ mémoire tels qu'un cisaillement prolongé entraine une

désorganisation lente de la structure. La viscosité apparente décroit avec le temps. Les encres d'imprimerie,
certaines graisses, boues de forage, polymeres fondus ou peintures et de nombreux matériaux de I'industrie
alimentaire appartiennent a cette classe rhéologique. La thixotropie est un phénomeéne réversible, mais qui peut

comporter des hystérésis.

» Les fluides rhéopexes: |1 s agit des fluides tels qu’ un cisaillement durable entraine une organisation lente de la

structure. Ce phénomeéne trés complexe et rare n’ a été étudié que de maniére qualitative.

8.3.3 Lesfluides visco-élastiques

Les fluides visco-élastiques ont alafois un comportement visgqueux et élastique, en ce sens qu’ils récupérent une
partie de la déformation apres suppression des contraintes. La rhéologie de ces milieux a fait I’ objet de nombreux
ouvrages (voir [2]) en raison de I'importance industrielle de ces matériaux (la plupart des pétes plastiques actuelles,

bitumes, nylon...).

Nous nous limiteronsiici a la présentation sommaire du modéle simple dit corps de Maxwell qui associe en série

un ressort élastique de raideur k et un amortisseur de viscosité m

Pour un tel systéme soumis a une contrainte t, les déformations s gjoutent. Le taux
p . , . 1
de déformation s écrit donc: D=D, +D, _ld, t
kd 2m

Si un “fluide” de ce type est soumis a une contrainte de cisaillement t telle que dt/dt
soit trés petit (t ~ constant), on retrouve un comportement de fluide newtonien:

Par contre, pour des variations trés rapides du cisaillement tels que
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1dt t
>>

kdt ~ 2m

ce qui est d'autant vrai que mest grand et k petit, on a D:%% et ceci qui correspond effectivement au

comportement d’ un solide élastique de raideur k constante.

8.4 Quelques propriétés physiques desfluides
8.4.1 Laviscosité

Les dimensions du coefficient de viscosité dynamique msont celles d’ une force par unité de surface [M.L"1.T-2]
divisée par un taux de déformation [T-1], soit [n] = [M.L-1.T-1]. Dansle systéme international mest donné en kg.m-
151 (ou Pas) et cette unité arecu le nom de Poiseville”.

Il est souvent plus commode d’ utiliser le coefficient de viscosité cinématique n obtenu en divisant mpar la masse
volumique;

n=

m 8.17)
r

Les dimensions de la viscosité cinématique sont [M.L-1.T-1] / [M.L-3] = [L2.T-1]. Dans |e systéme international

n s exprime en m2/s,

L’ expérience montre que la viscosité des gaz croit lorsgue la température augmente, alors qu’ elle décroit dans le
cas des liquides newtoniens. L'influence de la pression sur la viscosité des gaz reste faible jusqu’ a 20 bars environ,
et dans la plupart des cas pratiques €elle est négligeable sur la viscosité des liquides en dessous de 40 bars. Pour la
détermination des coefficients de viscosité, on pourra consulter des ouvrages spécialisés comme ceux de Reid et al.
[3] ou Yaws[4].

Quelques valeurs usuelles de la viscosité sont données dans |’ Annexe 4.

8.4.2 La conductivité thermique

La conductivité thermique K est définie par larelation (8.5)

4=- KgradQ

comme le coefficient qui fixe, dans un milieu isotrope, I'importance du flux de chaleur en présence d’ un gradient de
température donné. Les dimensions du flux de chaleur @ sont celles d’ une énergie par unité de surface et de temps

[W.L-2T-1] et donc

° On fera attention a ce qu’ une unité encore souvent utilisée est le centipoise (cPo) qui est la viscosité de I'eau a 20 °C.

On al’équivalence 1 kg.ml.s1 =103 cPo.
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_[w.errh

WLLT Q™
[QL7] [ o

(K]
Il est souvent plus commode d' utiliser le coefficient de diffusivité thermique obtenu en divisant K par la masse
volumique et la capacité calorifique Cp:

a=t (8.18)

Les dimensions de ladiffusivité thermique sont

p ISR SRS
ML WM Q7]

Dans le systéme international a s exprime, comme la viscosité cinématique, en m?/s. Quelques valeurs usuelles

de la conductivité thermique sont données dans |’ Annexe 4.

8.4.3 Ladiffusivité matérielle

Le coefficient de diffusivité matérielle <, défini par larelation (8.6)

j=-"graqC (8.19)

(1 _[ML2TY_
[CIL*] [M.LP]L]

(L2114

apour dimension [~]1=

Dans le systéme international *~ s exprime, comme la viscosité cinématique et la diffusivité thermique, en m?/s.

8.4.4 Lesnombres adimensionnels du transport diffusif

On compare la diffusion de chaleur, de quantité de mouvement et de matiére en définissant des nombres

adimensionnels:

- nombre de Prandtl pr="= mCp (8.20)
a K
- nombre de Schmidt = /n (8.21)
-/
- nombre de Lewis Le= :’:1 (8.22)

-/

qui caractérisent lafacilité relative de transport diffusif d’ une propriété par rapport a une autre.

Dans des conditions normales pour les gaz, Pr, Sc et Le sont de I’ ordre de I'unité. Pour I'air, par exemple, le

nombre de Prandtl reste proche de 0,75 et les variations de n et a sont semblables (a augmentant un peu plus vite
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que n). Ceci signifie que dans les gaz, ou les chocs moléculaires sont relativement peu nombreux, les transports des

trois propriétés s effectuent avec pratiquement la méme efficacité.

Pour les liquides, n est trés variable: 106 m2.s'1 pour I’ eau par exemple et 2.103 m2.s1 pour la glycérine. La
diffusivité thermique a est de I’ordre de 107 m2.s'1 & I'exception des sels et des métaux fondus et la diffusivité
matérielle ~ del’ordrede 108 m2.s1 4109 m2.s1 . Ainsi nous aurons généralement pour les liquides 1 << Pr < Sc

etLe>>1.

Ces résultats signifient que, al’ échelle moléculaire, le transport de quantité de mouvement s effectue mieux que
le transport de chaleur et de matiére. Ainsi, pour transférer de la chaleur ou de la matiére, il faudra dissiper une
quantité relativement beaucoup plus grande d' énergie mécanique. Ce phénomene est évidemment di aux nombreux
chocs intermoléculaires qui participent pleinement au transfert de quantité de mouvement, partiellement au transfert

de chaleur et assez faiblement au transfert de matiére.
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Chapitreg L €S équations de Navier -Stokes

9.1 Etablissement des équations
9.1.1 Introduction
On appelle équations de Navier-Sokes I'ensemble des équations de bilans spécifiquement formulées pour les

fluides newtoniens. La méthode d’ obtention consiste donc simplement a reporter dans les équations de bilan établies

au chapitre 7 laloi de comportement de Newton (8.14):

][sij:— Pd; +t;
i 2m (9.2
*tij =- ?Dkk dij +2mDij
et de Fourier (8.5): q,=- K:TT—Q (9.2
X.
J

Notre propos sera donc limité, dans ce qui suit, aux seuls fluides classiques monophasiques et non réactifs
caractérisés par une relation linéaire et isotrope entre contraintes et taux de déformation et une relation linéaire et
isotrope entre flux de chaleur et gradient de température.

En outre nous supposerons pour simplifier que la viscosité dynamique mreste constante dans tout |’ écoul ement ",

ce qui revient a supposer que les variations de température ne sont pas trop importantes.

9.1.2 Quantité de mouvement

_ t,
(7.19) > r%:rfi BRI W o 5 1D
™ T yb r=t=rf,- T %, 2Mg0 O om—
2m 1 dt T[Xig 3 7] ﬂxj

(9D t;=- "Dy d; +2mD

]

ij b

" Si m= n(Q), un certain nombre de termes supplémentaires apparai ssent dans les éguations que nous allons établir.
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Explicitons le dernier terme par la définition du tenseur Djj:

LTI I VALV GV -1

m—=m— =M——+m—c—

fix; ﬂx gﬂx HX,Q, ™, X §9%,

Il vient finalement:

i
I i :
i dt X; X, TX
% . x; 2 “ ix; 93)
P& o f o grad F- Daivy O+ mDv
1 dt 8 3 17}
9.1.3 Energieinterne
(7.34)— r%:r-EH”:D.-Pﬂ,u :rd_e_H_ E__ +|:
dt X, ‘ﬂxjiﬂ:> : dt ™E x5 X (9.4)
1 i _
(92— q;=- s Ib irg—f-ﬁdw(KgradQ) PdivV +F,

ou hous avons noté F 1 le terme comportant e produit doublement contracté.

« Fonction de dissipation visqueuse: |1 est facile de montrer que F, est toujours positif (démonstration en fin de

ce chapitre). Ce terme apparait, affecté du signe + , dans|’ équation de bilan d' énergie cinétique et, affecté du signe -
, dans I"équation de bilan d' énergie interne. Il est donc interprété comme le taux d’ accroissement irréversible de

I’ énergie interne par dissipation visqueuse de I’ énergie cinétique.

» Forme enthalpique: Pour I'équation d énergie, on peut de fagon équivalente utiliser la forme enthalpique
(7.35). Laméme substitution que celle opérée pour obtenir I’équation (9.4) donne dors:
I dh T 1Q0

r—-= —-+—+F
dt ‘I]xg ‘I]xja dt ©.7)

)

)

1

1 dh dP
r—=r+div|KgradQ|+—+F,
I ( g Q) dt

« Equation pour la température: 1l est plus aisé de mesurer des températures au sein d’un écoulement que

énergie interne ou I’ enthalpie. Aussi utilise-t-on souvent les équations (7.37) pour la température, ou plutét leurs
formes approchées (7.38) et (7.39). Celles-ci s écrivent pour les fluides newtoniens:

- pour lesliquides: GC?j—?:Hdiv(K grad Q) +F, (9.8)
- pour un gaz idéal: rCpcjj—(t3:§+r+div(Kg_mEIQ)+F1 (9.9)
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9.2 Tableau récapitulatif

9.2.1 Le systeme d’ éguations complet

93

Les grandeurs locales et instantanées que I’ on cherche a déterminer sont en général au nombre de six: P, r, Q,

V. Elles sont liées par six équations couplées qui expriment pour un fluide newtonien:
- I"équilibre local du fluide (équation d’ état)

- la conservation de la masse (équation de continuité)

- laloi fondamental e de la dynamique (équation de bilan de quantité de mouvement)

- laconservation de I’ énergie (éguation de bilan de |’ énergie).

Dansle cas d un fluide dont la viscosité et la conductivité thermique varient assez peu avec les paramétres d’ état

im=n(P,Q)
{K=K(P,Q)

et peuvent donc étre supposees constantes, ces équations s écrivent:

Etat = f(P,r,Q=0
L, dr .-
Continuité > d—+r divv =0
t
Quantité de mouvement > r ﬂ:r f- grfa(f & MG 9+ mDV
dt &€ 3 5
Energie [N rj—fzwdiv(Kﬁb)- PdivV +F,

Equations de Navier -Stokes”

 Laforme de I’ équation d' état dépend de la nature du fluide considéré.

(9.10)

« f et r sont des données. Le plus souvent les forces de volume se réduisent aux seules forces de gravité; dans ce

cas f° g, § désignant I accélération locale de la pesanteur.

* F, estletaux de dissipation volumique donné par: F1:2m§Dij D; - ED“‘ZE

12

Tres souvent on réserve cette appellation aux seules équations de la dynamique (continuité et quantité de mouvement).
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9.2.2 Casd’un fluide parfait

Si le fluide peut étre considéré comme parfait (non visqueux et non conducteur de la chaleur) et non chauffé

(r=0), le systéme se simplifie comme suit (en prenant I’ équation d’ état des gaz idéaux):

Etat

Continuité

Quantité de mouvement

Energie

9.2.3 Casd'un fluideisovolume

-

P=rRQ

d—r+r divV =0
dt

Vot loadp
dt r
de_Qzﬁ

dt ot

(9.11)

Si le fluide peut étre supposé incompressible et indilatable, le systéme est ramené atrois systémes découpl és.

Etat
Continuité

Quantité de mouvement

Energie

111

r =constante

idivv =0
|

TN _f grad F %oy
7t & o

r Cp(ij—?:r+div(Kgrfad>Q)+F1

(9.12)

La premiére équation permet de considérer que la masse volumique r est, comme met K, une constante donnée.

Les équations de la dynamique forment un systéme fermé, découplé de I’ équation de I’ énergie, et permettent de
déterminer les champs de vitesse V(X,t) et de pression P(X,t). Enfin, I’équation de I’énergie permet, lorsque

V(%,t) et P(X,t) sont connus, de calculer le champ de température.

9.3 Lesdifférentes approches derésolution

A ce stade de la présentation des équations de la mécanique des fluides newtoniens, il convient d'analyser la

structure du systéme obtenu pour évaluer les difficultés de résolution et envisager la méthodologie la mieux adaptée

a chaque type de probléme concret.

Faisons d' abord quelques remarques préliminaires.
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* Cas particulier du repos. Le systéme de Navier-Stokes est évidemment adapté a I’ étude des configurations de

repos, ¢’ est-a-dire des conditions de I’ équilibre statique d' un fluide. En fait, les équations de la statique ne sont pas
seulement un cas particulier des équations de Navier-Stokes puisque, en |’absence de déformations, on fait
I’ économie d'une loi de comportement. Elles sont donc également valables pour I étude des fluides non newtoniens

en situation de repos.

* Les non-linéarités: Le systéme de Navier-Stokes est constitué d’ équations aux dérivées partielles non linéaires

et couplées entre elles. Les non-linéarités apparaissent dans les termes d'advection, par exemple le terme

d’ accélération:

N Wy M
d Tt 9

En dehors de quelques configurations assez académiques pour lesquelles les équations sont linéarisables et
découplées (voir chapitre 12), il n’est pas possible d’ envisager, dans le cas général, une résolution analytique directe

par intégration du systéme (9.10).

Plusieurs voies sont alors envisagesbles:

- Réduire le probléme en recher chant des solutions approchées. De nombreuses approches ont été
développées qui concourent toutes a établir un systéme réduit dans le cadre d’ hypothéses uniquement justifiées dans
un domaine de validité clarement défini: écoulements permanents, unidimensionnels, bidimensionnels,
irrotationnels, isovolumes, laminaires... de fluides non visqueux, isentropiques, isothermes, non pesants... et toute
combinaison de ces différents approximations. Les outils qui permettent d apprécier, pour chaque configuration
particuliere, la validité des approximations, reposent essentiellement sur I'analyse dimensionnelle, I'analyse
physique (recherche des échelles caractéristiques du probléme), I’ analyse de similitude (théorie des maquettes), mais

aussi... I'intuition, fondée sur la connaissance des phénomenes physiques, la prati quelg, I’ étude des expériences.

- Rechercher des solutions numériques: L'augmentation rapide de la puissance des calculateurs
scientifiques s est accompagnée, depuis les années 70, d’'un développement considérable des méthodes numériques
adaptées a la résolution des équations aux dérivées partielles. Ces méthodes conduisent & une formulation discréte
linéarisée du probleme continu et a la résolution d’'un systéme linéaire de relations algébriques couplées. La
Mécanique des Fluides Numérique trouve cependant ses limites (en particulier pour la simulation des écoulements
tridimensionnels turbulents) dans la puissance encore insuffisante des supercalculateurs et les colts importants des
calculs. La recherche de formulations réduites (les classes d’ approximations) des problémes de Mécanique des

Fluides est donc, dans ce domaine aussi, indispensable.

e A cetitre, les séances de Travaux Praticues, organisées en 1ére année puis en 2éme année (pour certaines options), sont

irremplacables pour acquérir les & éments de bon sens et d'intuition qui sont indispensables au savoir-faire des ingénieurs.
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Hypothese du continuum o
Principes de la Mécanique et de la Thermodynamique Rhéologie
I I
Equations de bilans Lois de comportement

N

/

) , Equations aux dérivées partielles non linéaires
Fluides non newtoniens
Conditions initiales et aux limites

Analyse dimensionnelle
Analyse physique
Analyse de similitude
Approche expérimentale

Echelles caractéristiques
Nombres sans dimensions

l

Classes d'approximations

Fluides newtoniens
Eq. de Navier-Stokes

Laminaire Incompressible Permanent Parfait 1D Isentropique
Turbulent Compressible Instationnaire Visgueux gg Adiabatique

i) i)

i)

Résolution analytique Résol utions approchées
(intégration exacte) (modéles empiriques)

Résolution numérique
(intégration discrete)

Quelques exempl es de solutions anal ytiques des équations de Navier-Stokes seront présentés au chapitre 12. Les

méthodes d’ analyse permettant d’ évaluer le domaine de validité des approximations et leur degré d’ imprécision font

I’ objet du prochain chapitre.
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Annexe du chapitre 9

Démonstration dela positivité de la fonction de dissipation visqueuse F

Par definition: F, =t V, ; avec, pour lesfluides newtoniens t, =m(V, ; +V,)- %mdiv\7 d;

Ainsi: Fo=m(V,;+V,)V,,- n‘d|vVV d.

i

Développons:

. 2, -
—= ngl,l)z + (\/2,2)2 + (V3,3)2 + H' 5 (d|VV)2 + (Vl,z +V2,1)2 + (V1,3 "'\/3,1)2 + (Vz,s "'\/3,2)2

o @)

Considérons séparément leterme @ :

. 2,
®= 28(\/1,1)2 + (Vz,z)2 + (\/3,3)2 H' § (divV) (V1,1 + Vz,z + V3,3)

=24V, - SV 2 @DV,
& H
S - 2
+ 2§(v2l2)2 - @WV;, §+ 2 (divV)V,,
é s 2, - u 2
+2g(v3y3) —E(dlvV)V3 S (d|vV)V33

3
- 2§v1,1 : %(divV)E . g(div\7)2 +§(div\7) Vi,

5 1 o 2 2
+27 Z(divW) g - =(divV)? +=(divV)V
3( )H 9( ) 3( Vs,

8 227

z 2
+28V,,- %(div\7)§ - g(div\7)2 +§(div\7)v3’3

g

0

On obtient finalement:

Fa o0& Lavinl +28 - 1wl +28 - Laiviy!
is gv 3@y +2§v2,2 3@y +2§v33 3@y

2

@
+ (V1,2 + \/2,1)2 + (V1,3 + \/3,1)2 + (V2.3 + \/3,2)2
@

soit encore, en faisant apparaTtre le tenseur des taux de déformation:

Flzzn]?é%l - kko +§%)22

g

Dy 6 u
: ?)33'%% +2D," +2D," +2D,"(1=0

97

(9.5)

97



98

. 1
* On peut aussi montrer que  F, :2_t” t;
m

e 2 , 2 , 2
> 2mF1:§2mvm- %n(divV)ﬁ +§2mV2’2- %n(divV)ﬁ +§2mV3,3— %n(divY/)E

1, N
= Flzgngtfl‘”gz+t§3+2tfz+2tf3+2t§3l€|

+ Zrﬁ (Vl,2 +V2,1)2 +2rﬁ (V1,3 +V3,1)2 +2rrf (V2,3 +V3,2)2

c'est-a-dire:

Flzit
2m

t

ij —ji
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Chapitrei0 Analyse dimensionnelle

10.1 Introduction

L' analyse dimensionnelle est conduite par identification des grandeurs fondamentales que sont la longueur, le
temps, la masse et éventuellement la température. Outre ces grandeurs fondamentales, les grandeurs “ secondaires”

qui sont listées dans le tableau ci-dessous sont usuellement utilisées en Mécanique des Fluides.

GRANDEUR SYMBOLE DIMENSION UNITES.I. NATURE
Longueur (,L,D,d [L] métre (m)
Temps t [T] seconde () fondamentale
Masse M, m [M] kilogramme (kg)
Température Q [Q] Kelvin (K)
Vitesse V,U LT m.si
Accélération g [L.T2 m.s2
Débit volumique Qv [L3T] m3.s1 cinématique
Viscosité cinématique n [L2T] m2.s1
Vitesse de rotation W T4 sl
Masse volumique r [M.L-3] kg/m3
Viscosité dynamique m [M.L-1T-Y Poisedille (PI)
Tension capillaire s [M.T2| kg/s2
Force f,F [M.L.T9 Newton (N) dynamique
Couple C [M.L2.T-2 métre-Newton (m-N)
Pression, contrainte Pt [M.L1T-2 Pascal (Pa)
Puissance mécanique i [M.L2T-3 Watt (W)
Puissance thermique A [M.L2T-9 Watt (W)
Quantité de chaleur Q [M.L2T-2 Joule (J)
Conductivité thermique K [M.L.T3.QY w.mlk-1 thermique
Diffusivité thermique a [L2TY mé.s1
Capacité calorifique Cp, Cv [L2T2.Q7 Jkglk-1
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Les équations de Navier-Stokes ne peuvent étre résolues que dans des cas trés simples. Pour cette raison, on est
souvent contraint d'utiliser les méthodes expérimentales pour évaluer I'importance relative des différentes
contributions au bilan des variables dépendantes. L’ estimation a priori des ordres de grandeurs des termes des
équations de bilan donne souvent des résultats utiles dans des situations compliquées. L’ analyse dimensionnelle est

I’outil efficace de cette procédure d' estimation.

L' analyse dimensionnelle permet de regrouper les parametres physiques (m K, Cp...), les variables dépendantes
(r, P, Q, Vj) etindépendantes (X, t), en nombres adimensionnels ayant une signification physique et qui permettent:
- de négliger les termes peu importants et donc de simplifier le probleme,
- d'obtenir des informations sur la solution avant d' avoir résolu le probléme,
- d’ optimiser une éventuelle approche expérimentale,

- d'étendre les résultats obtenus sur une maguette d’ échelle réduite au probléme grandeur nature (similitude).
Nous allons d abord introduire les techniques d estimation et faire apparaitre quelques nombres sans dimension

importants.

10.1.1 Echelles car actéristiques et estimationsa priori

Désignons par ¢, une dimension typique de |’ écoulement. 7, peut étre selon le cas |e diamétre d’ une conduite,

la largeur moyenne d’un canal ou d'un bassin, la dimension caractéristique d'un corps solide placé dans un

écoulement...
D’ une maniére générale cette échelle de longueur Zo
—_—)
doit caractériser la distance caractéristique sur —Uo—>
laguelle les variables dépendantes varient de facon e
significative. ’

Soit Ug une vitesse typique (caractérisant justement la variation significative que nous venons d’ évoquer); cette

échelle de vitesse peut étre la vitesse de débit pour un écoulement de conduite ou la vitesse moyenne a “I’infini
amont” pour le cas d'un écoulement en incidence sur un solide. On notera Py la variation typique de la pression dans

I’ écoulement. On caractérise aussi une masse volumique typiquer o, une viscosité typique ...

Les variations dans |le temps peuvent étre caractérisées par une période tg, ou une fréquence fg = /tg, typiques

des instationarités de I’ écoulement; ty sera par exemple de I'ordre de la seconde pour un champ de vagues, de

I’ordre de quelques dizaines de secondes pour la houle océanique, de quelques jours pour I’ étude des dépressions

atmosphériques...
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Muni de ces échelles, nous allons maintenant estimer les termes qui interviennent dans I’ équation de quantité de

mouvement:
PV rgadVeV = rg - gradP + mD\7+gradaé—ndiv\79
qt —_ — —— 83 17
o @) ® @
®

@ représente la quantité d’ accé ération instationnaire par unité de volume
V U

r ﬂ Mmr o o

it t,

=r, U, f, (10.1)

@ représente la quantité d’ accél ération advective par unité de volume (les forces d'inertie)
2

rgr%ad\ﬂl-\a/pro";O (10.2)

o

® représente la force de gravité par unité de volume
rogur,g (10.3)

@ représente laforce de pression par unité de volume

gadPy 5_0 (10.4)

[o]

® représente |es forces visqueuses par unité de volume
UO
f 2

[o]

mDV +g_ma§‘—3ndiv\79p m (10.5)
4]

10.1.2 Nombres sans dimension

On peut maintenant comparer ces estimations entre elles. |l suffit pour celad’en faire le rapport deux a deux:

@ _ Accééation instationnaire. r U f, _f ¢,

* Lerapport =2 10.6
P @) Forcesd'inertie H rouz/e, U, (106)
est appelé nombre de Strouhal (St). |l caractérise I instationarité de I’ écoulement.
" H 2 2
« Lerapport © _ Forcesd'inertie  1,U," /¢, _U,* (10.7)

® ~ Forcesde gravité r.g 2,9

est appelé nombre de Froude (Fr)14. Il caractérise I'importance relative de la force d’inertie et de la force de

pesanteur.
« Lerapport @© _ Forcesd'inertie r,U?//, _ U/ (108)
@ Forcesdepression’ P/¢, Pir, '
14

Certains auteurs définissent le nombre de Froude comme la racine carrée de ce rapport.
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caractérise I'importance relative des forces de pression.

Le nombre d’ Euler (Eu) est défini par le groupement sans dimension Eu= % 5 (10.9)
r

(o} [o]

On montre aussi que U ?/(P,/r ) est proportionnel au carré du nombre de Mach (Ma). En effet, la vitesse du
son ¢ est définie par ¢*=(fIP/r), qui peut étreestiméepar P, /r . Ains
@ U? _Up?

oM e, ¢ @M (010

© _ Forcesd'inertie  r UJ2/¢, _r U, ¢,

* L e rapport —=
P ® Forcesvisqueuses' m U, /¢ 2 m,

(10.11)

est appelé nombre de Reynolds (Re). Il mesure I'importance relative des forces d'inertie et des forces

Visqueuses.

D’ autres nombres sans dimension existent. Les principaux sont répertoriés alafin de ce chapitre.

On pourra, atitre d’ exercice, appliquer méme démarche al’ équation de I’ énergie (9.9)
dP

r Cpﬁ]—? + r CpV.@YQ = o + r + div(Kg_mHQ) + F,

D — = —_— P
< E 5 6 ?
(10.12)

en définissant une échelle typique Qg de variation de température. On fera aors apparaitre:
i ité f
O Instatlonnarlte_ u o Lo = St, le nombre de Strouhal
®© Transport advectif ©~ U, déf
i essi P,

© _Energiedepresson  F,/r, _ Ec, le nombre d’ Eckert (10.13)

© Energieenthalpique” CpQ, déf

En choisissant Py = r o U2, on aura Ec= U2 /CpQ, et pour un gaz parfait, on pourra écrire Ec=g/(g- 1) oug=

Cp/Cv est le coefficient adiabatique (ou nombre gamma),

@: Transport a(_jvect_|f o CPU, £, = Pe, le nombre de Peclet. (10.14)
® Transport diffusif K, déf

Ce nombre est I’homologue pour la thermique du nombre de Reynolds, auquel il est relié par: Pe= Pr x Re (ou

Pr est [le nombre de Prandtl que nous avons défini au §8.4.4 avec les nombres de Schmidt et de Lewis).

@ _ Transport advectif CpQ,r u,¢
® Dissipation volumique U’

°=Ec” Re
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10.2 Principe del’analyse dimensionnelle
10.2.1 Exemple

On présente ici une analyse systématique aveugle fondée sur la dimension des variables descriptives du
probléme étudié. Le principe fondamental repose sur I homogénéité dimensionnelle. Il faut:

 recenser |es variables du probléme (intuition, expérience...),

@ former avec ces variables une équation hypothétique (généralement un développement généralisé de type
polynomial),

© appliquer a cette relation le principe d’ homogénéité dimensionnelle;

O effectuer quelques expériences pour déterminer les coefficients constants qui subsistent dans I’ équation.

Exemple: Etude de I’ écoulement d un fluide isovolume dans une conduite cylindrique

@ Les variables retenues et leurs dimensions sont listées dans le tableau ci-dessous. La solution (la vitesse

moyenne de I’ écoulement) doit dépendre du gradient de pression (la seule force motrice) et des caractéristiques de la
conduite et du fluide. En observant que le diamétre D, la vitesse de débit Ug, laviscosité met la

masse volumiquer du fluide ne peuvent Variables!® Symboles Dimensions
dépendre de lalongueur L delaconduite, | Chute de pression par unité de longueur DF'/L M.L-2T-2
on peut écrire a priori que le gradient Diamétre de la conduite D L
lineique de pression doit s'exprimer en Vitesse moyenne du fluide Ud LTl
fonction des autres variables: Viscosité dynamigue m M.L-1T1
DPL = f(r.m Uq, D) Masse volumique r M.L-3

@ Développons lafonction f en série de puissance du type:

© Cette équation doit étre dimensionnellement correcte, ¢’ est-a-dire que dans |’ équation aux dimensions:
VLT 2= gM L gL T g Tt L]

les exposants de chagque dimension fondamental e doivent étre égaux. Par conséquent:

:[M] —  1=a, +b,
|[L] — -2=-3a,-b,+g,+d,
1] » -2=b-g
II'y aquatre inconnues pour 3 relations. On obtient, en conservant uniquement b, par exemple:
a,=1-b,;d =-1-b, ;0,=2-b,

15 L’ expérience autant que la solution analytique des équations de Navier-Stokes présentée au §12.4 justifient ces choix.
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* ‘bn
. DP i ! i r U2 & m O
soit -3 Anr(l Ba) e Ud(2 by) - (+bn) = d é An c e
A D 7 gru,D 4

et I'on voit apparaitre le nombre de Reynolds construit sur le diamétre et la vitesse de débit. On pourra donc écrire:

D DP _.
2C, =————=j (Re 10.15

relation qui montre que le hombre de Reynolds et le paramétre Cs sont les seuls nombres adimensionnels qui

interviennent dans e probléme. Le paramétre Cs est interprété comme un coefficient de frottement (812.4).

O Ladétermination des coefficients constants Ap, qui spécifient la fonction sur Re reléve de I’ expérimentation.

En fait, dans le cas particulier d'un écoulement laminaire dans une conduite lisse, nous verrons (812.4) que ces

coefficients peuvent étre déterminés anal ytiquement.

10.2.2 Le Théoreme P ou théoréme de Vaschy-Buckingham

Ce théoreme généralise la méthode qui vient d’ étre utilisée dans I’ exemple précédent.

Théoréme: Soit un phénomene physique décrit par une relation f(py, p2, ... , pp) =0 faisant intervenir n
parametres indépendants. Si k est le nombre désigne le nombre de grandeurs fondamental es nécessaires pour définir
les paramétres pq, p2, ... , Pn, dorslarelation initiale peut étre mise sous laforme:

f(P1,P2,...,PnhK) =0

ou les P sont des groupements, INDEPENDANTS et sans dimension, des n variables initiales.

Ce théoreme est trés important car il précise que dans I'exemple précédent ou 5 variables dépendent de 3
grandeurs fondamentales, la solution du probléme est obligatoirement une relation entre 2 nombres adimensionnels
indépendants (ce qui signifie que I’on peut déduire I'un de I'autre par multiplication, @évation de puissance,
division...). Ainsi une méthode de détermination systématique des groupements P n’est pas indispensable et il est
possible de faire appel al’intuition. La solution sera toujours correcte.

* s on obtient bien n-k nombres Pj;,
* si ces nombres font bien intervenir toutes les variables (p1, p2, --- , Pn),
« S'ils sont indépendants.

Toutefois, latechnique suivante est recommandée.

Détermination pratique des nombres sans dimension:
On commence par choisir k variables dimensionnellement indépendantes parmi les py, p2, ... , pn. On forme

ensuite les n-k groupes suivants:
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: P, iP5 e PR Pra
i Py = PEDPY DY Prez
i

.I.

|

[ .

|

P = PP PPy

Il reste findlement & déterminer les combinaisons d’exposants qui rendent chacun de ces groupements sans
dimension. Il suffit pour cela d exprimer les unités de chague quantité pj en fonction des grandeurs fondamental es

[M, L, T,Ql

REMARQUE: Corrélation desrésultats expérimentaux:

Revenons sur I’ exemple de I’ écoulement dans une conduite cylindrique pour lequel on a posé:
DP/L =f(r, m Ug, D)
et supposons qu’' on veuille caractériser I'influence de chacune des quatre variables sur le gradient de pression
DP/L par dix points expérimentaux. En toute généralité pour les quatre variables indépendantes cela nécessiterait

104 points de mesures.

L analyse dimensionnelle a établi larelation

_ D&
2Cf :LZE =j %e:r Ud 9
ru,”~ L 3 m g

qui permet de voir que dix valeurs du nombre de Reynolds permettront de tracer la courbe 2 Cf =j (Re). Les
variables sur lesguelles on pourra jouer pour modifier Re sont a priori n'importe lesquelles parmi r, m Ug et D; le

plus ssimple et le plus économique sera de faire varier le débit dans la conduite.

EXEMPLE: Portance et trainée d’une surface portante

Lesailesd’ un avion, lesvoiles, ladérive, le safran sont des exemples de surfaces portantes. Elles sont en général
minces et profilées. Lorsgu’ elles sont placées dans un écoulement de vitesse uniforme Ug et sous une incidence a,
I’ écoulement engendre une certaine distribution de contraintes normales (pression) et tangentielles (cisaillement

visqueux) sur |’ obstacle. C'est un probléme fondamental que de vouloir déterminer la résultante de ces efforts. On
décompose en général cette résultante en sa composante dans la direction de I’ écoulement (la trainée Fy) et dans la

direction orthogonale (la portance Fy).
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On peut considérer a
priori que ces efforts

doivent  dépendre  des

caractéristiques du fluide

(r, m, de I'écoulement
(Ug, a) et

de celles de la surface portante (sa corde d et son envergure L):

F (ouF)=f(d,L,r,U,,ma)

Le probléme comporte sept variables et ne fait intervenir que trois grandeurs fondamentales [M, L, T]; il est
donc régi par quatre nombres sans dimensions. Deux nombres apparaissent de maniére évidente: P1=1L/d et
P2 =a. Il suffit donc de déterminer les deux autres al’ aide de larelation:

F (ouF)=f(d,r,U,,mP,=L/d,P,=a)

On peut écrire par exemple pour latrainée Fx (comme pour la portance Fy):

P,=dr% U I:XEIH][MO.LO.TO]:[L]al[M.L'3]32 LT [MLT? U
P =d P U my  {IMCLTOI=[LI ML [LT 4> [M.L T4

dont larésolution sur les exposants donne;
i E (9
N . IP3_ ; 2
!a1:-2;a2:—1;a3:-2g|_>1 ru.d
i I
ib,=-1;b,=-1;b,=-1 } ;

ip,=M
1 ru,d

Larelationinitiale s écrit donc sous la forme suivante qui définit le coefficient de trainée Cy:

L:CX (Rea,L/d) (10.16)
}ér uzd?
et de méme, le coefficient de portance Cy:
F
—~>——=C (Rea,L/d) (10.17)
}/r ud>
2 ¥

De nombreuses expériences effectuées a basse vitesse confirment la validité de ces deux relations. Pour le cas
asymptotique d'un profil bidimensionnel (envergure infinie, L >> d) L/d n’intervient plus. Les figures ci-dessous
donnent qualitativement le Cx et le Cy pour un profil bidimensionnel typique. Pour des valeurs faibles de I'angle

1e Dans le cas tridimensionnel, on norme plutdt Fx par }/Zr Ui S ouS=dL estl'airedelasurface.
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d’'incidence, on constate que la portance n'est pas sensible au nombre de Reynolds. En revanche, aux fortes

incidences et pres du décrochage, on observe une influence notable de Re.

Le coefficient de trainée est souvent représenté sous laforme:
Cx(Re, @)™ Cp(a) + Ci(Re) (10.18)

Le terme Cp, représente la trainée de pression et Cr est la trainée de frottement qui dépend essentiellement du

nombre de Reynolds. Aux grandes vitesses et dans les gaz, |es effets de compressibilité deviennent importants et Cy

et Cy dépendent aussi du nombre de Mach.

dé h 7 10°
eCroc e
Cy 39\1, Cy 3 106\ ,
! 107 —
/! & Re
% 107 8
5 . 3
a8 3106 =
(] V4 ()
© ©
- 10° g
3 / O
/ 0 10 20 a’ a°

Cas d' une sphére ou d’un cylindre
Si I’objet considéré est une sphére, I'angle d’incidence n'est pas défini et le diameétre d est la seule longueur

caractéristique. Le coefficient de trainée apparalt comme une fonction unique du nombre de Reynolds:

F
% —c (R 10.19
vl (paa «(Re) (10.19)

Les mémes considérations sont applicables dans le cas d' un cylindre de grande longueur (L >> d) placé dans un
écoulement dont la direction est orthogonale al’ axe du cylindre. Pour ces deux cas les courbes Cy(Re) sont données

dans le fascicule de Travaux Pratiques de Mécanique des Fluides pour 101 = Re = 106.

10.3 Equations de Navier -Stokes adimensionnelles

10.3.1 Etablissement des équations

A |'aide des échelles caractéristiques que nous avons définies en introduction de ce chapitre, il est naturel de

construire des variables adimensionnelles pour reformuler les équations de bilan sous forme adimensionnée. Il sera
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ensuite facile de comparer le “poids respectif” des différents termes pour justifier d’ éventuelles simplifications en
négligeant les contributions mineures. Ceci permettra aussi d’ étudier la possibilité d' éudier les écoulements sur des

maquettes a échelle réduite et de justifier de la similitude des solutions.

variable sans
_ o _ variable echelle i _
L e tableau ci-contre indique pour chaque variable dimension
indépendante (x;, t) et dépendante (Vj, r, P, Q) I'échelle choisig ¢ = l, %
(affectée de I'indice 0) et la variable sans dimension correspondante  t = 1o t
(signalée avec un astérisque). \Y; = Uo A
Avec ces notations, |es opérateurs prennent laforme: P = Po =4
all 1 T .0 = Q *
grad =— +— 8 +—8, _-—grad Q = o Q
L8 e S v S, _ \
) r = No r
divziée'” T B ST mo o= m t
ﬂ 1 ﬂX2 ﬂxsﬂ (0 C] - g.o g,

2 2 2 &
_1 Ee‘ﬂ + ‘IT*2+ 1 9 1
e'"x ﬂxz ﬂxs a

On obtient ainsi facilement laforme adimensionnelle des équations de Navier-Stokes:

éfr'u r U,

rf g+ divV' j=0
oo g 0 g b=
é.vur U, ... —_ Ué eV
roufod —g—=—g Vv -gradV =r,g,r'g--—2> ° M D'V’ +grad” —d|v -0
e Tta 6 g @ L - a0

f L, €. IV U & ——F oy
a ——t& 'V egrad V' Y=
U, § rge e
8
90 of emDV +grad Q—d|v 0 (10.20)
Uogo é 20
et I’on voit apparaitre les nombres sans dimension suivants:
f 0 2
St = 22 |enombre de Srouhal, Fr = le nombre de Froude,
U, et g, 7,

P U
Eu = G > lenombred’Euler,  (ou encore Ma=—= le nombre de Mach,)
roU, c

r.u,/¢
e = % le nombre de Reynolds.
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Ainsi:
E.VU goce —i 1 . e . 16, o, @ . -, 00

St —+& V oegrad V' Y==1r"g - EuSgrad P Y+—ani D'V +grad (—div'V' o 10.21
§qge I aE O & 0 Re§" M E P (102

Il est clair que, si les échelles sont effectivement représentatives, les termes entre crochets sont en ~(1).

10.3.2 Interprétation du nombre de Reynolds

Considérons pour simplifier I'analyse un écoulement stationnaire (St™ 0), non pesant (go~ 0) de fluide

isovolume. Pour |’ étude de ce type d’ écoulement, on choisit en général comme échelle des variations de pression
P,=r U’ (lapression dynamique). L’ équation (10.20) se réduit alors &

R

r'V' egrad V' =- grad P +Rirﬁ DV’ (10.22)
e

Le nombre de Reynolds, défini comme le rapport des forces d'inertie aux forces de viscosité, peut aussi
Sinterpréter comme le rapport entre le temps caractéristique de la diffusion t,, =¢%/n, de la quantité de
mouvement par la viscosité (c'est-a-dire par I’'agitation moléculaire) et le temps de transit t,, =¢ /U, de la

tran

particule fluide dans le champ d’ expérience; en effet:

Re = rouogozgzorolrn):tdl
déf m 0 /U, t

tran

» Cas Re >>1: Il est clair que, s t,,, <<t,, (Re>>1), pendant sa présence tres courte dans le champ

d’ expérience la particule ne pourra pas étre beaucoup marquée par la diffusion de quantité de mouvement. Dans ce
cas, I'équation (10.22) montre que la contribution du terme de frottement visqueux est négligeable; les termes
d'inertie et de pression doivent s équilibrer mutuellement. On concoit bien que cette approximation, dite du fluide
parfait, peut entrainer des difficultés puisgu’ elle annule identiquement les frottements et la dissipation d’ énergie.
Remarquons que, si on accepte de changer d’ échelle de longueur pour traiter le terme visqueux, on pourra en trouver

une, tres petite devant ¢, qui le rende du méme ordre que les autres. Cela signifie qu'al’ échelle ¢, laviscosité est

sans effets, mais qu’il existe une petite échelle ou ils sont importants.

» Cas Re <<1: Si maintenant t,, >>t,, (Re<<1), la particule fluide demeure tellement longtemps dans le

tran
champ d’expérience que la marque de la viscosité sera trés profonde. Les termes d'inertie et de pression, tous les
deux trés petits, ne pourraient pas équilibrer les frottements visqueux. Mais ceci est inacceptable en vertu du
principe de moindre dégénérescence; aussi faibles que soient les variations de pression, nous ne pouvons pas

exploiter une approximation qui les élimine complétement. La encore, il faut revoir le choix des échelles. Bien
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entendu, ¢’ est I’ échelle utilisée pour les variations de pression (r,U2) qui s avére impropre pour ce cas limite Re
<< 1 puisque les forces d'inertie sont aors négligeables. En effet, nous pouvons estimer I’ échelle de pression Py

dans ce cas, en réécrivant I’ équation (10.20) sous laforme:
grad V' U=- Rols &rad P U+ gri DV
Uorn) ; 9] 8“ H

On voit que, s Re<<1, pour que les termes de pression et de viscosité puissent s équilibrer il faut que
P.»m U, /7. Cette échelle est évidemment sans commune mesure avec | énergie cinétique par unité de volume

(%1, U2).

10.3.3 Interprétation du nombre de Froude

Considérons maintenant un écoulement a surface libre pour lequel la référence de pression est P= Py a la

surface (assez peu courbée pour que la tension superficielle soit négligeable). La pression adimensionnelle est
définiepar: P =(P- P, )/r U2. L’ équation (10.20) s écrit maintenant (fluide isovolume, écoulement stationnaire):

ou le nombre de Froude (Fr=U,*/¢,g) caractérise le rapport des forces de pesanteur et des forces d' inertie. On

le définit souvent comme la racine carrée de ce rapport; dans ce cas, il mesure le rapport de la vitesse des particules

fluides aleur vitesse de chute libre dans le champ de pesanteur, ou encore le rapport de deux temps caractéristique:
le temps nécessaire pour qu’ une particule atteigne sa vitesse de chute libre (¢,/g,)"? et le temps de transit de la

particule dans le champ d’ expérience (¢, /U,) .

« Cas Fr >> 1: Lesforces d'inertie sont trés supérieures aux forces de pesanteur et sont équilibrées par les forces
de pression et de viscosité. C'est le cas des gaz a grandes vitesses pour lesquelles on fait usuellement |” hypothése de
fluide non pesant.

« Cas Fr << 1: On peut aors souvent négliger les forces d’inertie devant les effets gravitationnels. Les forces de
pesanteur sont alors équilibrées par les forces de pression (hypothése quasi-hydrostatique) avec éventuellement une
contribution visqueuse.

10.3.4 Equation adimensionnelle pour I’ énergie

La méthode utilisée au 8§ 10.3.1 pour |'équation de bilan de quantité de mouvement peut étre appliquée a

I’ équation pour I’ énergie. On aboutit aors alaformulation adimensionnelle suivante:
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€. .IQU & o —* up)
Sta'Cp —+& Cp V' .grad Q Y=
gf p Tt H g “P g Qg
P U T i) T .
Ste—g+Ec&V «grad PY+Cr +—div (K rad )+ F 10.21
& n e M’ Pe Il Q [ Ecre (1020)
avec
N _ Apports électromagnétiques
r,Cp,V,Q, Transport advectif
2
Pe = ronﬁzﬁ' Re le nombre de Peclet, Ec = P°/r°:L le nombre d’ Eckert.
e K, def CpQ, CpQ,

» Le nombre de Peclet est I"homologue du nombre de Reynolds pour le champ thermique.

* Le nombre d’ Eckert peut atteindre des valeurs de I’ ordre de I" unité si la vitesse est grande (par ex. de |’ ordre de

la vitesse du son) et si les écarts de température demeurent modérés. A titre d’ exemple, pour I'air (Cp ~ 103 Jkg-
1K-1), avec Ug =300 m.s'1, Qo = 100 K, on trouve:

_(300* _

T10° 10° =09

Ec

Mais dés que la vitesse est dix fois plus faible (30 m.s1), ce qui est encore une vitesse importante, Ec devient
assez faible (9. 10°3) pour pouvoir négliger de terme de pression devant le transport advectif de chaleur. Ceci
signifie que, pour les gaz, si la vitesse est nettement plus faible que la vitesse du son, I'équation d’'énergie peut

prendre la méme forme que celle que nous avons établie (9.8) pour lesliquides:

r Cp%—?:r+div(K@>Q)+Fl (10.22)

Cette équation, commune aux liquides et aux gaz a vitesse modérée, couvre un domaine d applications

extrémement vaste. Elle est donc trés importante. Dans de trés nombreux cas, on peut encore la simplifier en
négligeant la dissipation volumique F, (si le fluide est assez peu visgueux) et la production de chaleur r par les

sources internes. En supposant que K est constant, |’ équation pour |’ énergie devient:

aQ_
. =aPQ (10.23)

ou a=K/r Cp estle coefficient de diffusivité thermique.
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10.4 Analyse de similitude

Pour des raisons évidentes de rentabilité, on ne peut guére envisager d' entreprendre des études expérimentales
d écoulements sur des ouvrages en vraie grandeur. Il se pose auss souvent des problemes de faisabilité,
subordonnés a des impératifs d’ exploitation, des difficultés de contréle de parameétres dans le cas de phénoménes
naturels... On cherche donc autant que possible a travailler sur des écoulements de maquette a échelle réduite, et il

convient donc d’ établir des lois de similitude.

Deux écoulements (E1) et (E2) sont semblables si, a des instants homologues tels que t2 = g t1, les

domaines fluides (D1) et (D2) se correspondent dans une similitude géométrique de rapport constant, et
si, pour chague couple de points homologues X, et X, , il existe un rapport constant entre les vitesses,

un rapport constant entre les pressions, et de facon générale, un rapport constant entre toutes les

grandeurs de méme nature.

Il résulte de cette définition que si deux écoulements sont semblables, ils vérifient a la fois une similitude
géométrique (rapport d'échelle), une similitude cinématique (les trgjectoires sont géométriquement semblables) et
une similitude mécanique (les grandeurs physiques, dynamiques et éventuellement thermiques homologues sont

similaires).

10.4.1 Cas des écoulements isovolumes

Nous allons d' abord discuter des problémes de similitude dans le cas simplifié des écoulements stationnaires de
fluide isovolume en supposant que le probléme thermique est découplé.

Considérons donc deux systémes fluides (Eq) et (Ep) géométriquement semblables. Dans ce qui suit nous
repérons par I'indice 1 les grandeurs de I’ écoulement en grandeur réelle et par 2 celles de I' écoulement & échelle
réduite. Supposons aussi que les conditions initiales et aux limites de ces écoulements soient aussi semblables.
L’ écoulement est alors décrit pour le premier systeme (E1) par:

1divV" =0

| . L
D ovee ——is ‘n —_— . .. *+conditionsaux limites (CL
()ll-rv-gradv:irg—EulgradP+imDV (CLy)

| Frl Re.l.

et pour le systeme (Ep) par:

1divV' =0

| - A
2 ey e . —_ . .-, *conditionsaux limites (CL
()i-rV-gradV:irg-EuzgradP+RimDV (CL2)

| f €,
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Les deux écoulements sont décrits par des éguations identiques sous réserve que Rep = Rey, Eup = Eup et
Fr1 = Fro. Ces conditions, dites conditions de similitude, sont nécessaires pour que les solutions du champ de vitesse

adimensionnelle V' (X") et du champ de pression adimensionnel P'(X’) soient identiques. Les systémes qui

satisfont ces conditions sont dynamiquement semblables.

Nous allons examiner les critéres de réalisabilité pour que ces trois conditions puissent étre réalisées
simultanément. Les conditions de similitude s écrivent (en supposant g1 = g2 = g):

pour la similitude de Reynolds u,d, _U.d, (10.24)
n, n,
— u? _ U?
pour la similitude de Froude —4=—= (10.25)
gd, gd,
N , R P,
pour la similitude d' Euler = (10.26)
r1 Ul r 2 U2
En notant | le rapport d échelle géométrique entre les deux écoulements, | = do/dq, ces trois conditions
conduisent immédiatement &
&:I vz (10.26)
Ul
N2y (10.27)
nl
RIr,9)_, (10.28)
RI(r.9)

On peut déduire de ces trois relations

le rapport des débits volumiques (vitesse x longueur?) :

Q, u.d
: . t2 — d2 Ul — 2
le rapport des temps (longueur/vitesse): == =|
1 UZ dl

le rapport des puissances (débit massique x longueur): —=——2 "=z

On remarque que dans tous ces rapports, I’ échelle géométrique | intervient toujours a une puissance positive de
sorte que ce sont toujours les grandeurs relatives a la maguette qui ont les valeurs les plus faibles. En particulier, |
intervient avec des puissances élevées dans I'expression des débits et celle des puissances; ceci constitue une
circonstance tres favorable qui permet de réaliser des études sur maquettes a moindre colt. Autre avantage: le

modele réduit permet de “prévoir I'avenir’ dans le sens oul les événement se produisent dans des délais plus courts.
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On voit en outre que, une fois choisis I’échelle | de la maquette et |e lieu de |’ expérience (g1 €t g2), le rapport
des vitesses, les propriétés physiques du fluide 2 relativement a celles du fluide 1 et le rapport des pressions
(exprimées en hauteurs de fluides) sont déterminés. Dans la pratique la condition (10.27) sur les propriétés

physiques du fluide 2 est souvent rédhibitoire.

Le tableau ci-contre montre qu’elle impose habituellement des viscosités cinématiques | na/ng
trés faibles. Or les liquides satisfaisant a cette condition (si toutefois ils existent) sont d’'un 1/10 0,032
maniement tres difficile parce que toujours trés volatils. La similitude parfaite est donc 1/50 0,028
difficile & obtenir en dehors des cas (rares) ou le fluide 1 est trés visqueux. 1/100 | 0,001

La condition (10.27) étant une conséguence des conditions de Froude et de Reynolds, auss a-t-on cherché a
s affranchir de I’ une ou de I’ autre de ces conditions. Il est possible, par exemple, de réaliser une similitude partielle
en éiminant la condition de Froude. Celle-ci &ant liée & la pesanteur, son &imination ne peut étre qu’une
approximation qui consiste & négliger |’action des forces gravitationnelles. On peut en général s affranchir de la

condition de Froude dans |e cas des écoulements de liquides en charge 17 et dans les écoulements de gaz18.

A contrario, dans le cas des écoulements a surface libre, on pourra éliminer la condition de Reynolds si I’ effet de

ladiffusion visgueuse peut étre négligée (Re >> 1).

Notons pour finir que dans le cas des écoulements isovolumes, la pression de référence est la pression
dynamique (P=r U?) s bien que la condition d'Euler (10.28) n’intervient plus puisqu’ elle se confond avec la

condition (10.26).

10.4.2 Cas des écoulements compressibles

Dans le cas des écoulements de fluide compressibles, les forces gravitationnelles peuvent généralement étre
négligées. Pour maintenir la similitude dynamique, le nombre de Froude n’est plus pertinent, mais il faut tenir
compte des effets de compressibilité. On considére que ces effets ne sont plus négligeables des que le nombre de
Mach est supérieur & 0.2 environ. Nous avons montré au §10.1 que le nombre de Mach au carré est proportionnel au

rapport des forces d'inertie par unité de volume et des forces de pression par unité de volume;

17 On appelle ainsi les écoulements qui s effectuent dans des domaines limités exclusivement par des parois solides. La
présence d’ une surface libre se traduit une condition alalimite sur la pression qui réintroduit I’influence de la gravité a travers la
relation (10.28) d Euler.

18 Lesforces gravitationnelles sont en général négligeables dans |es écoulements gazeux.
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Ainsi, dans le cas d'un écoulement stationnaire de fluide compressible, I'équation pour la quantité de

mouvement s écrit sous la forme adimensionnelle suivante:

fees ——san L
g V .grad 'V H—— o

——a s (3 S— . B
&grad P H+iém D'V +grad ?idwv (10.32)
Reé 93

8L

Pour assurer la similitude dynamique, il faut donc conserver les nombres de Reynolds et de Mach. Pratiquement
la similitude compléte ne peut étre réalisée qu’ en faisant appel a des souffleries pressurisées.

Ainsi, I’ observation rigoureuse des régles de similitude conduit a des essais sur maquettes impossibles ou trés
coliteuses. L’ expérience montre cependant qu'’il est possible de se contenter d’une similitude approchée, notamment
lorsgqu’ un nombre limité de forces sont prédominantes.

En admettant maintenue la similitude géométrique, on pourra se fonder en premiére approximation sur |e tableau

suivant.

Approximation Classe d' approximation Critére principal a préserver
Ma~ 0 Fluides incompressibles (liquides) Similitude dynamique assurée par la
Re>>1 Fluides parfaits similitude géométrique
Ma~ 0 Fluides incompressibles (liquides) Re=" ud
Fr non pertinent Ecoulements en charge m
Fluides incompressibles (liquides)
Ma~ 0 o Fr=Y ’
) Faible viscosité ‘@
Re pas trop petit . )
Ecoulements a surface libre
Ma<0.2 Ecoulements faiblementt R _" Ud
compressibles (gaz) m
Ma> 0.2 . . Ma=—
Ecoulements compressibles (gaz) c

10.5 Les principaux nombres sans dimension

Le tableau suivant regroupe quelques-uns des nombres adimensionnels relatifs a la Mécanique des Fluides, le
symbole, leur définition et leur signification. On trouvera dans la référence [5] une liste plus compléte incluant

notamment les groupements adimensionnels utilisés en transferts de chaleur et de matiere.

115



116

Nombre Symbole Définition Signification
Coef. adiabatique g Cp/Cv
de Bond Bo Dr d? g/s F. de gravité/F. superficielle
Capillaire Nca mU/s = We.Re'l F. de viscosité/F. superficielle
de Cauchy C r U2/c F. d'inertie/F. de compression
de Darcy Da ° 4G
de Dean D Re (D/Ds)ll2 Re (F. centrifuge/F. d’inertie)
d’ Eckert Ec (PIr)I(Cp Q) Energie de pression/Energie enthal pique
d Euler Eu U2/(Cp Q) Energie cinétique/Energie enthal pique
de Fanning ° 4G
Coef. de frottement Cy [d/(2r U2)] (DPIL) F. de frottement/ (2 x F. d'inertie)
de Froude (1) Fr U2/(gd) F. d'inertie/F. de gravité
de Froude (2) Fr U/(gd) /2 « “
de Froude (3) Fr U2/(b g DQ d) F. d'inertie/F. d’ Archiméde
de Galilée r2gddn? Re (F. de gravité/F. visqueuse)
de Grashof Gr gb DQ d3/n? Re (F. d’' Archiméde/F. visqueuse)
delLava La uU/[2 g’(g+1).RQ]1/2 Vitesse/vitesse critique du son
de Lewis Le al~ Diffusivité thermique/diffusivité matérielle
de Mach Ma U/c Vitesse/vitesse du son
de Nusselt Nu kd/K Transfert de chaleur pariétal/diffusif
de Peclet Pe r CpUdK Transfert de chaleur advectif/diffusif
Coef. de portance Cy Fy/(L21 U2 d?) F. de portance/F. de pression dynamigue
de Pranditl Pr n/a Viscosité cinématique/diffusivité thermique
de Rayleigh Ra gb DQ d3/(n a) °Gr.pr
de Reynolds Re U d/n F. d'inertie/F. visqueuse
de Rossby Ro U/fd F. d'inertie/F. de Coriolis
Coef. de rugosité ed Hauteur moy. d’ aspérités/diamétre (conduite)
de Schmidt Sc n/< Viscosité cinématique/diffusivité matérielle
de Stanton St k/(r CpU) Transfert de chaleur pariétal/advectif
de Strouhal St f d/U | nstationnarité/advection
Coef. de trainée Cx Fx/(L/21 U2 d?) F. de trainée/F. de pression dynamique
de Weber We r d U2/s F. dinertie/F. superficielle
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Chapitre11 Statique des fluides

La Mécanique des Fluides étant réputée “en voie de disparition” dans les programmes des classes
préparatoires, il n’est peut-étre pas inutile de rappeler quelques éléments de Statique. Ce chapitre se limite a

I’ essentiel et ne constitue pas un pré-requis pour la suite.

11.1 Généralités

La relation générale de la statique des fluides a déja éé apercue au 86.2.4 comme un cas particulier
correspondant a la nullité de la résultante des efforts extérieurs. Ceci se traduit par |’ équilibre des contraintes

normales et des forces de volumes (6.16):

gradP=r f (11.2)

ol f représente la densité massique des forces de volume. Cette relation constitue I’ équation générale de la

statique des fluides.

“Dans un fluide en équilibre, la pression croit dans le sens du champ de force”.

* Silechamp f estirrotationnel (et dans ce cours nous nous placerons dans cette hypothése), on définit un

potentiel desforces f =- grad F et larelation d’ équilibre devient:
gradP=- r gradF (11.2)

“Dans un fluide en équilibre, les surfaces équipotentielles sont des surfaces isobares”.

» Cas ou les forces de volume se réduisent a laforce de pesanteur.
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Puisque fo g définit la verticale locale, les surfaces isobares sont horizontales. Il est alors commode de

choisir un repére tel qu'un des axes soit vertical; soit € cet axe que nous choisissons ascendant

z

|

e =-

z

® g=-ggradz

«Ql

L' éguation (11.2) S écrit dors:

E:O, E:O, @:_ rg (113)
x Ty dz

et pour un fluide isovolume (r = cste), elle prend laforme particuliérement simple:

P =P+r gz=constante (11.4)

ou la pression étoilée représente I’ énergie potentielle de I'unité de volume de fluide dans le champ de

gravité.

L’ accélération de la pesanteur § correspond a la résultante de la force d' attraction terrestre et de la force

centrifuge d'inertie due a la rotation intrinséque de la planéte (83.3). On considérant que la Terre est de densité

constante (d = 5,52), |" accél ération de pesanteur peut s’ exprimer par larelation:
g=9,[1- 0,002644cos(2j )- 31510 Z]

ol j estlalatitude du lieu, z est I' atitudel® exprimée en métres et g, =9,80619m.s™2.

Ainsi, au niveau du “sol”, g varie de 9,78 m2.s1 &I’ équateur & 9,83 m2.s'1 aux péles. Le plus souvent, on

prendrag = 9,81 m2.s1 dans | es applications courantes.

11.1.1 Lethéoremed’ Archimede

Soit un fluide (ou un systéme de fluides) en équilibre soumis a la seule pesanteur. Considérons une portion

du fluide (en grisé sur le schéma de gauche) d enveloppe (S). Le poids p de ce fluide est équilibré par

I'’ensemble des forces de pression exercées sur (S) par le fluide extérieur a (S). Ces forces de pression admettent
donc une résultante p, égale et opposée ap .

19 En toute rigueur, I' altitude d'un lieu est sa distance verticale (le long des lignes de champ) au géoide passant par le
zéro du marégraphe de Marseille (convention international€). Le plus souvent, on approxime que la Terre est une sphére et
I’ altitude est prise selon la verticale géométrique par rapport au zéro local (niveau local des plus basses marées d’ équinoxes).
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Remplagons le fluide contenu dans (S) par un solide limité par la méme surface. Les forces de pression qui
S exercent sur (S) n’ont pas changé; elles admettent toujours la méme résultante p, égale et opposée a p; d' ou
le théoréme d’ Archiméde:
Les forces de pression exercées par un systéme de fluides en équilibre sur un solide immergé admettent une
résultante, appel ée poussée d’ Archimede:
son support passe par le centre d’inertie de I’ ensemble des fluides remplacés;
elle est verticale ascendante

son module est égal a celui du total des poids fluides remplacés.

- \ : s . > . - =
S le systéme de fluides se réduit & un fluide p=-1¢79 p= 7 €
unique, de masse volumique r ; constante, et si le < T
solide est complétement immergé, le centre de - |\ -
poussée coincide avec le centre d'inertie du corps @D 7
immergé. - L
g p=rs7 g
- v 2
Si le corps est immergé dans plusieurs fluides P=rs” 9

(schémade droite), comme ¢’ est le cas d’un

flotteur dont la partie inférieure est dans un liquide et la partie supérieure dans un gaz (mais aussi dans le cas
d'un liquide strtifié en densité), le théoréme reste applicable, mais le centre de poussée n’a pas une position
invariable par rapport un repére lié au solide. La résultante des pressions exercées par le liquide et par le gaz (ou

a chaque niveau pour un fluide stratifié) est appliquée au barycentre du volume (le centre de poussée).

» Approximation de pression uniforme

Dans les applications, il arrive fréquemment que les variations de pression
gu'entraine I'existence du champ de pesanteur [égs. (11.3)] soient faibles
devant la valeur absolue de la pression: c'est le cas lorsque 2 particules
guelconques du domaine fluides sont a des adltitudes voisines, et
particulierement dans le cas d'un fluide de faible masse volumique

(atmosphére). La pression est alors considérée uniforme dans le domaine
considéré; savaleur Py est constante.

Dans le cadre de cette approximation, la résultante des forces de pression qui s exercent sur une surface

fermée .a pour valeur:

p=- @Pnds=- ggpradPd / =0 (11.5)
et le moment résultant:
M =- @ (OM Un)dS=- P, ggyot (OM)d / ‘=0 (11.6)

%
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“S la pression est uniforme, le systéme des forces de pression s exergant sur une surface fermeée constitue un
torseur nul”.

11.1.2 Equilibres pseudo-statiques

Les exemples présentés ici sont, en toute logique, des problémes de “dynamique” dans la mesure ou le fluide
se déplace par rapport a un systéme d’ axes fixes. En fait, ces problémes peuvent étre résolus dans un systeme

d axes qui se déplace alaméme vitesse (linéaire ou angulaire) que le fluide (mouvement solide).

a) Equilibre d' un liquide pesant soumis & une accélération constante

Dans ce cas, la densité volumique des forces est la somme de |’ accélération de pesanteur et de la force
dinertie: r f=r g- r g=gradP

Les surface isobares sont perpendiculaires aux lignes du
champ (G- @) . L’équilibre s écrit en projection:

1 P _ﬁ
:ﬂ—— rg - 6
i x €z
[P0 2
i Yz repérelié
i P alacuve
—=-r g
19z
. : e P P i
Les surfaces isobares sont fournies par |’ intégration de dP:ﬂ—dx+ﬂ—dz:0, soit:
X z

zZ=- =Xx+cste

b) Equilibre d' un liquide pesant soumis & une rotation constante

On considére, dans le champ de pesanteur, un réservoir cylindrique en rotation de vitesse constante W et
partiellement rempli d'un liquide. En réaction a I’ accélération centripéte d’ entrainement, le fluide est soumis a

I’ accélération centrifuge

2

g:wrz+ﬁ?ﬁr 9
2
e (7]

Laprojection de |’ équation d’ équilibre sur les axes d’ un repére cylindrique tournant alavitesse W donne:
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-:-%zrwzr
.I.

1—=0

.I. ﬂq
TP _
19z

Les surfaces isobares sont fournies par I'intégration de

_rg

dP:EdHEdz:O,soit: P:Mrz-rgz+cste X '
I 1z 2 | :
Les surfaces isobares sont donc des paraboles de révolution d'axe €, : E
orthogonales aux lignes du champ f:g+w2f.Avec V,=rw, il vient |§> \/:?
oo

rvzo
§3+rgz-4+:cste
é 2 g

qui constitue une forme trongquée de I’ égquation de Bernoulli (Eq. 14.11) pour I'équilibre pseudo-statique d'un

fluide en mouvement solide rel atif.

* Application ala centrifugation

Considérons un corps de volume 7 de masse volumique rg
immergeé dans un liquide de masse volumique r ¢ tournant a la vitesse ZT

. T W LT
w. Il est soumis alaforce de gravité, ala poussée d’ Archimede et aux »
forces centrifuge et centripéte schématisées ci-contre. Les forces i
-r,7°g e -r,7 WT représentent la réaction du fluide | € ‘ >
. . o . | -r, 7 WF r.7 w
environnant sur lecorps. Si rg>ry, lesolides'@oignedel’axe &,; s i ‘ s
rs<ry, lesolide se rapproche de I’ axe. Cette propriété est utilisée en | Yr g

centrifugation.

11.1.3 Fluides compressibles

En toute généralité, dans un fluide au repos macroscopique, la masse volumique est une fonction d'au moins
deux variablesd éat: r =r (P, Q), et les surfaces isobares (P = cste) ne sont pas en général confondues avec les
surfaces isopycnes (r = cste) ou les isothermes (Q = cste): on dit que le fluide est barocline. La stratification du

milieu peut étre représentée par différents modéles.

» modéle barotrope: Il s'agit du cas ou I'équation d' état peut étre représentée par la relationr =r (P). Les

trois familles d'iso-surfaces sont alors confondues.
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* modéle adiabatique: Les gaz sont de mauvais conducteurs de la chaleur, et I'on peut souvent les

représenter al’ aide du modéle adiabatique. Dans cette hypothéese, on peut écrire d’ aprés (2.29):

dQ=r CpdQ- QbdP=0

ou b est le coefficient de dilatation défini par (2.38). Ainsi, en utilisant larelation de la statique,

dQ

5 b 4p=D9, (11.7)

adiab. r Cp Cp

et I’on peut déterminer le profil vertical de température. En particulier, dansle cas d’un gaz idéal b = 1/Q, et

donc:
@ -9 (" -0,0097 K.n1 pour I'air sec)
0Z | i, Cp
oit, 02)=0,- I (z- z,) (11.8)
Cp

La température décroit effectivement (en moyenne) d environ un degré par 100 meétres de dénivellation dans

les basses couches de I’ atmosphére.

On peut alors exprimer la variation relative de pression:

(12.7)|—>—dQ :—1 _dPlL.J _Cp/R
Q ladien. GCQl,p dQ _Rde P_PGEQ(_)
Y© '~ T ~n D CL T
1 Q adiab. Cp P erﬁ
P=r RQ}

et finalement, en substituant I’ expression (11.8) du profil de température en utilisant I’ expression (2.42) du
coefficient adiabatique g

\9/(g-1)

g (z- 7,)y (11.9)
a

CpQ

é
P=R,d-
g

o

Ainsi, pour I'air atmosphérique, la décroissance de la pression est d'environ 1 hectopascal (1 millibar) par
100 metres de dénivellation dans les basses couches. La variation relative de pression au voisinage du sol est
d environ 0,012% par métre de dénivellation; ceci justifie que I’on considére la pression comme constante en

tout point dans les réservoirs de gaz industriels.

« modele isotherme: L’approximation Q = Qq, peu réaliste pour les fluides géophysiques, est souvent
acceptable pour les fluides industriels. On peut alors écrire pour un gaz idéal P =r RQ, et

124



125

(z- z,)

[ent] ey end

aors: dP=-rgdz f:—Ldzn—> P:Poexpg— 9
P RQO e o

relation qui confirme une variation relative de pression de 0,012% par métre de dénivellation.

11.2 Hydrostatique
11.2.1 Hypothéses de base

« Le champ des forces a distance se réduit au seul champ de pesanteur.

 La pression atmosphérique est constante en tout point du domaine considéré. Cette approximation est
correcte au 1/1000€ pres si |es dénivellations sont inférieures 27,5 métres.

« La masse volumique du fluide est indépendante de la pression et de la température. Ceci est vérifié au

1/1000€ prés dans le cas de I’eau jusgu’'a une pression de 20 bars et pour des variations de température

n'excédant pas 10 K.

11.2.2 Résultante de pression sur une par oi

Soit dS un éément de surface de la paroi d’'un récipient contenant un fluide au repos dans le champ de

pesanteur. Les forces s exercant sur la face interne et la face externe de cet éément sont respectivement0 (voir

les notations sur le schéma):

} dF, =P, dShi
{ oF, =- P, dSn

avec P - P =-rgz

Larésultante des forces de pression sur dS a pour expression

dF=dF, +dF, =(P, - P,)dSi=- r gzdSn

20 Rappelons la convention utilisée systématiquement en Mécanique des Fluides, qui consiste a orienter le vecteur
normal unitaire vers |’ extérieur du domaine fluide étudié . Ainsi, pour lesforces de pression exercées par la paroi sur le fluide

s écrivent: |Ep®f =- @Pﬁds. Par conséquent les forces de pressions exercées par le fluide sur la paroi sont:

Fiep=- Fpaf :(\I‘:Pﬁds

125



126

On se propose maintenant d'exprimer la résultante des

forces de pression sur une paroi de dimension finie.

a) Cas d'une paroi plane

On considére les notations définies sur la figure ci-contre.
D’apres ce qui précede, la résultante des forces de pressions
sur lasurface d’aire (S) s écrit

= A\

F=-r gi g)zdS=r gsina i (pxdS
S S

et en notant Xg I’ abscisse du barycentre G de (S) et Pg la

pression en ce point, il vient
F=r gsinax_Sh

N —
Fs

“La pression moyenne exercée par un fluide au repos sur une surface plane est égale a la pression qui régne

au barycentre de cette surface”.

Le centre de poussée P, point d' application de la résultante F, est obtenu en exprimant le moment de F par

rapport al’ axe horizontal Oy perpendiculaire au plan xOz:
|I\7I|:rgsina@‘j<2d8:rgsinal_i_] |
s i’,b X, =——
[=Fx,=r g b
=FXx,=r gsinax,Sx, b ©

ou | représente le moment d’inertie de (S) par rapport al’ axe Oy. En notant | le moment d’inertie de (S) par

rapport al’ axe horizontal passant par G, on obtient, d' aprés le théoréme de Huyghens:

_ 2
I=1_+Sx3

Par suite x, apour expression: X, =X, + SG (11.20)
X

G

qui montre, comme on pouvait S'y attendre, que le centre de poussée se situe en dessous du centre de gravité.

b) Cas d’ une paroi gauche

Dans ce cas, les forces éémentaires dF ne sont pas paralléles entre elles. On définit alors la poussée en

projection sur un axe vertical et sur un axe horizontal.

* Poussée horizontale dF, =- r gzdScosq=- r gzds,

On est donc ramené au calcul de la poussée sur une surface plane verticale.
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“La composante horizontale de la force de pression sur une surface quelconque (S) est égale a la poussée

qui S exercerait sur la projection verticale de (S)”.

= Conséquence immédiate: “La composante horizontale de la résultante de pression sur les parois d’'un

récipient est nulle”; un liquide au repos ne peut pas engendrer le mouvement horizontal d’un récipient.

* Poussée verticale dF,=-r gzdSsinq=-r gzdS,

“La composante verticale de la force de pression sur une surface
quelconque (S) est égale au poids de la colonne verticale de liquide
limitée par 1a surface (S) et la surface libre".21

= Conséguence immédiate: “La composante verticale de la

résultante des forces de pression exercées par un liquide au repos sur les

parois d'un récipient est égale au poids du liquide”.

11.2.3 Application a la mesure dela pression statique

a) Barométre de Torricelli

Le barométre de Torricelli permet de mesurer une pression absolue.
P.-R=rg(z-z)u

v® P, =P, =rgh
P =0 Kv) A= =g
S P . Ari 4— vide
L’expérience indique que la pression atmosphérique B A
normale (1,013 10° Pa) vaut
i =10,33md'eau
Mo 9 h
P
ou °— =0, 76 mdemercure p
r o g 7 A 0

La correspondance entre les différentes unités de pression utilisées en Mécanique des Fluides est donnée

dans un tableau a la fin de cette section.

b) Tube piézométrique

On définit une pression relative Py en un point M quelconque comme I’ écart de la pression vraie Py en ce

point et une pression de référence, en général 1a pression atmosphérique Py supposée constante.

21 Il s'agit d’un récipient baigné dans une atmosphére a pression constante. Dans le cas contraire, il faut évidemment
tenir compte de la différence de pression entre la face extérieure du récipient et la pression ala surface libre.
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Les manomeétres industriels sont gradués en pression
relative.

Un dispositif simple et pratique pour mesurer la pression
relative dans un liquide consiste en un simple tube ouvert au

sommet et relié au réservoir du liquide (tube piézométrique)

R=PFR -R=rgh

pression
absolue

¢) Tubeen U

Il sagit d'une variante adaptée a la mesure de la

pression relative dans les gaz.

P =R- P =rgh
La dénivellation est d’autant plus importante (lisible)

gue lamasse volumique du liquide utilisé est faible

La précision de la lecture peut étre améliorée en
inclinant le tube d'un angle a; la sensihilité est aors

amplifiée d'un facteur 1/sina.

P =P - P, =rgxsina

r 9

d) Micromanomeétre

manomeétre

incliné (Gaz )

R,- R =rgh
Le déplacement x est obtenu par I'écriture du Py P,
bilan de masse de part et d’ autre de I’index. I Il
1S Y
S—=sX>x==—=h
2 2s < 59--@ -------- hemmmmmmmmm -
h/2
et donc Pg-PO:ngéx —————————— \l’
S> k index
On amplifie ains lasensibilité d' un facteur 25/S. ] ]
0 X

€) Unités de pression
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« Lapression a pour dimension [M.L-1.T-2]. L' unité |égale est le Pascal; 1 Pa= 1 N.m2.

On utilise aussi fréquemment le bar; 1 bar = 10° Pa.

129

« Dans le systéme CGS parfois encore utilisé, I" unité de pression est labarye; 1 barye = 1 g.cml.s2,

« Nous avons vu que la pression relative lue sur un manomeétre a liquide s exprime en hauteur de ce liguide.
On transforme aisément la hauteur h de liquide en unité S.I. en utilisant larelation de I’ hydrostatique: P=(r g)h

L e tableau ci-dessous donne les facteurs de conversion entre les différentes unités courantes.

pou aventtonontreds ~ | P | Bave | emdea | SO | amoprere | ML
Pascal 1 10" 98,1 1333 1,013 105 6,895
barye 10 1 981 1,333104 | 1,013106 | 6,895 104
cm d eau 1,020 102 | 1,020 103 1 13,59 1033 70,31
cm de mercure 750104 | 7,5010° | 7,36 1072 1 76 5,172
atmosphere 0,987 10 | 0,987 106 | 9,68104 | 1,316 102 1 6,805 102
Ib/sq. inch (psi) 1,450 104 | 1,450 10-5 | 1,422 102 1,934 14,70 1

11.2.4 Phénomenes de tension superficielle

Les forces intermol éculaires sont faibles dans les gaz; elles sont méme nulles si la pression est suffisamment

basse, les molécules étant alors assez éloignées les unes des autres pour que les forces soient inopérantes. Elles

sont au contraire relativement importantes dans les corps condensés dans lesquels elles assurent une forte

cohésion (liquides et solides).

Cette différence entraine une anisotropie locale des contraintes d’ origine moléculaires au voisinage d'une

interface gaz-liquide. Celle-ci est aors le siege d'une tension superficielle s définie par analogie a la tension

d’ une membrane élastique uniformément tendue.

Imaginons une coupure rectiligne de longueur ¢ faite dans une telle membrane. Il faut exercer sur chague

|&vre de la coupure une force F normale & la coupure et de module indépendant de I’ orientation de |a coupure.

Latension, laméme quel que soit le lieu de la coupure, est par définition:

s=F//

[N.m1] © [Pam]
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Considérons, par exemple, une bulle de savon. Elle est constituée d'une
double interface. Puisque cette double membrane est tendue, la pression a
I"intérieur de la bulle est supérieure a la pression extérieure (analogie avec un

ballon gonflé).
Laforce de pression exercée sur un hémisphéreest (P - P,)pR*, ol R est le

rayon delabulle. Si I’ on coupait la bulle suivant un grand cercle,

pour maintenir les deux hémisphéres en contact, il faudrait exercer, de chagque lévre des 2 interfaces (gaz
extérieur-liquide et liquide-gaz intérieur) de la coupure, uneforce 2° (2pR” s) , précisément égale alaforce de
pression précédente. Ainsi:

(P- P)pR®=4pRs d ol P-P=—"" (11.11)

D’une maniere plus générale, si I'on considére une interface quelconque, il y a toujours accroissement de
pression quand on traverse |’ interface du cété convexe vers le cté concave. On démontre (théoréme de L aplace)

gue cet accroissement de pression est donné par la relation:

& 0
P-P=s gi + 10 (11.12)
eRl Rz a

ou s est la tension superficielle de I'interface (caractérisée par deux corps), R et Ry sont les rayons de

courbure principaux de I interface au point considéré.

En particulier, danslecasdelasphére, R1=Ro =R, etlI'on a

2s
P-P= 11.13
I e R ( )

et pour une bulle de savon, constituée de 2 interfaces voisines (s commun et R1 ™ R»), on retrouve larelation

(11.12).

Quelgues valeurs usuelles de latension superficielle a 20 °C

L’ air étant en contact avec le liquide, on trouve les valeurs suivantes (en N.m1):
Eau 7,28102 Eaudesavon 3,0102 Benzéne 2,88102
Alcool éthylique 2,28 102 Mercure 48,4 102

Ces valeurs varient peu avec la nature du gaz mais sensiblement avec la température.

a)_Cas detrois fluides

Examinons le cas de trois fluides se raccordant selon une aréte. L’'équilibre d'un élément d aréte d/

sexprimepar F, +F,+F, =0, avec:
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fluide 2

131

Fos

s
I
»
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g2
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wh
=]
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72}
w
=]

Il faut, pour que I’équilibre soit réalisé, que chacun des modules des

tensions soit inférieur a la somme des deux autres. Par exemple, dans le cas
d’une goutte d' huile ala surface de I’ eau:

=7,510*N.m™* s =1,810°N.m™* S e ar =3210° Nam™*

S eau- air eau- huile

On adonc s, i >S e hile T Shile.sr » € ' €quilibre est donc impossible. La goutte d huile va s étaler sur

I'eau, I'aire de contact huile-air augmentant indéfiniment.

b) Cas de deux fluides et d' un solide

On admet qu'il existe, entre chacun des fluides et |e solide, une tension interfaciale tangente aux surfaces de
séparation. Les forces F,_ entre liquide et solide et Ia:gs entre gaz et solide ont nécessairement la méme direction

et des sens opposés, mais leurs intensités sont ordinairement différentes.

L’'équilibre de I'élément d¢ sécrit donc en
projection (figure) s =s, +s, cosa. L'angle de
raccordement de I'interface liquide-gaz doit donc

satisfaire ala condition:

Ainsi, pour qu'il y ait équilibre sur le solide, il faut que s  <s, +s .

Si cette condition n'est pas satisfaite, le liquide s éale sur le solide. On dit aors que “le liquide mouille

parfaitement le solide”. C’est |e cas de certaines huiles sur du verre et des métaux.

Si lacondition d’ équilibre est satisfaite, deux cas sont & considérer.
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* Dansle cas le plus fréquent, ona s  <s <s  +s,, etl'angle _F—>

de raccordement est inférieur & 90°. On dit que “le liquide mouille _F_> é?:)a N : |
g

imparfaitement le solide”. s Frs
! , e ) -
*S s, >s,, I'angle de raccordement est supérieur a 90°. On dit Feg
ue “le liquide ne mouille pas le solide”. C’est e cas du mercure sur
q q p N @
du verre (a ™ 135°). Fgs " "Frs
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Chapitre12 Quelques solutions exactes de
Navier-Stokes

Les équations de Navier-Stokes sont des équations aux dérivées partielles non linéaires dont la résolution
analytique est généralement impossible. Cependant, pour certaines configurations simples, elles peuvent se
réduire a un systéme linéaire dont I’intégration permet d’obtenir des solutions exactes. Cette possibilité sera
illustrée sur quelques cas simples de la classe, quelque peu académique (mais fort instructive), des écoulements

parall@es?? de fluide isovolume.

Nous alons d'abord préciser ce qu’'on entend par “écoulements paralléles’ et montrer que les équations
prennent dans ce cas une forme particulieérement simple (812.1). Quelques exemples de solutions analytiques
sont ensuite présentés. La comparaison de la solution obtenue pour un écoulement de fluide visqueux isovolume
dans une conduite cylindrique (812.4) et de la réalité expérimentale sera une bonne occasion pour présenter

guel ques notions élémentaires sur la turbulence des fluides (812.5).

12.1 L es écoulements paralléles

Un écoulement est dit “paralléle’ lorsqu’ une seule composante du vecteur vitesse est non nulle. Toutes les

particules fluides suivent alors des trajectoires paralléles.

12.1.1 Equations pour les écoulements paralléles en canal

Considérons, a titre de premier exemple, un écoulement rectiligne paralléle a I'axe Ox dans le repére
cartésien rectangulaire (&, ,€,,€,) . Les composantes du vecteur vitesse sont:

1U=U(x,y,71)
bv=0
tw=0

22 Pour une présentation plus générale et plus compléte des solutions analytiques des équations de Navier-Stokes, on
pourra consulter laréférence [7].



134

Pour un fluide isovolume, I'équation de continuité se réduit dans

S y
cette situation &
22 =0 - —
fx ° -
— X

Les profils de vitesse restent donc identiques d’ une section droite a une
autre: V=U(y,z1)@,

Considérons maintenant I’ équation de quantité de mouvement en projection sur les trois axes (Annexe 1). En
définissant le potentiel de pesanteur F par g=- gradF et la pression étoilée P* par P'=P+r F , il vient pour

un fluide isovolume:

U _ 11]P naaIU 'ﬂUo
torIx &Ny ﬂZZéJ

%—O (12.1)
AL
{z

Il apparait que
« la pression étoilée ne peut évoluer que dans la direction de I'écoulement: P* = P*(x, t). Elle
représente la seule source de mouvement. De plus, P* varie linéairement en x; il suffit pour s'en convaincre de

dériver par rapport ax lapremiéere éguation de (12.1)
* lestermesinertiels non linéaires (U Y/ 9x +V 1/ ly +W 1/9z) sont identiquement nuls.

* le transport diffusif est nul dans la direction de I'écoulement (72/fx*=0). Les contraintes

visqueuses ne peuvent transférer de la quantité de mouvement que dans les directions perpendiculaires a la

direction de I’ écoulement (si le cisaillement est non nul).

Nous pourrons tirer parti de ces smplifications dans les exemples de résolution d'écoulements entre deux
plagues planes (812.2).

« Remarque 1: Si P* est constant (pression uniforme dans un fluide non pesant, ou équilibre hydrostatique),
le systéme (12.1) dégénére pour donner I’ équation de la chaleur23:

U _ af?U  T°U6
o Neert ezt
mw & 127 g

(12.2)

* Remarque 2: Si le mouvement est permanent (1/t=0), les pressions et les tensions visqueuses dominent

seules la situation. Si P /qx (qui est constant rappelons-le) a une valeur connue dP"/L, le profil de vitesse

23 Ce nom vient du fait qu'il s agit effectivement de I’ équation qui traduit I’ évolution temporelle de la température

2
d'une plague plane (dans |e plan yOz) par conduction de la chaleur: ﬂQ a@ Q 1111 QO
e y 2o
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satisfait & une éguation de Poisson:

dP’

12.1.2 Equations pour les écoulements paralléles en rotation

Envisageons a présent un écoulement plan de rotation autour d’'un axe Oz. Dans cette situation, il est plus
commode d’exprimer les eéquations de Navier-Stokes dans un repere de coordonnées cylindriques (&, ,€,,€,).

L es composantes du vecteur vitesse sont:

1V, =0
% V,=V,(r,q,zt)
1V, =0

Pour un fluide isovolume, I’ équation de continuité

se réduit dans cette situation a (Annexe 2):
1V,

—9=0

fa

Les profils de vitesse sont donc identiques dans tous les
plans azimutaux: V=V, (r,z1)g,

Vi 17

. . ) o
J{M:_iﬁmglaé_-ﬂ(wg)&ﬂ\ggg
P

TE:O

iz

Il suffit de dériver I'équation de la vitesse orthoradiale par rapport a ¢ pour constater que YP /g est
indépendant de q; la symétrie cylindrique impose alors P /9q=0. Ainsi P* = P*(r, ). On peut montrer par
ailleurs que Vg ne dépend pas de z; il suffit de dériver la premiere équation par rapport a z et de rapprocher le
résultat de la derniére équation. Ainsi Vg = V(r, t).

Nous venons de montrer que la symétrie axiale porte a la fois sur la cinématique et sur la dynamique. Le

mouvement satisfait donc le systéme suivant:

I
r I
N, T frVy) 6

t & T o (124)
Tr_1._
1z g
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Contrairement au cas d'un écoulement rectiligne, ou la cinématique est couplée avec la gradient longitudina

(constant) de pression étoilée (et ne peut étre déterminée qu’ avec la donnée de ce paramétre), ici la vitesse seule

est en cause dans la deuxiéme équation. Si, muni de conditions initiale et aux limites, on sait intégrer cette

équation, la distribution radiale de P* en résulte immédiatement selon la premiére équation qui exprime

I’ équilibre entre force centrifuge et gradient de pression étoilée.

12.1.3 Equations pour les écoulements paralléles en conduite

Envisageons a présent un écoulement paralléle dans un conduit cylindrique rectiligne. La encore un repére de

coordonnées cylindriques (&,,€,,€,) est bien adapté. Les composantes du vecteur vitesse sont:

T

Pour un fluide isovolume, I'équation de

continuité se réduit dans cette situation &

v,
9z

=0

Les profils de vitesse sont inchangés d'une

section droite aune autre: V =V, (r,q,t)€,

1V, =0
tVv,=0
1V, =V, (ra.21t)

Vv, =V, (r.q.1)

L’ équation de quantité de mouvement en projection sur les trois axes se réduit &

‘I *
'|' E :0
i
=0
i ﬂq

i .
iV 1P

i

a1z
&

xe1V,o6

(12.5)

Les trois formulations réduites que nous venons de considérer sont associées a des configurations

géométriques simples. Il convient maintenant, pour intégrer les équations et obtenir des solutions particuliéres,

de définir précisément les conditions initiales et aux limites, et donc de spécifier des problémes particuliers.

12.2 Ecoulements entr e deux plaques planes

12.2.1 Ecoulement dans un canal bidimensionnel

Nous allons traiter maintenant, a titre d'illustration, le cas de I'écoulement stationnaire (les conditions
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initiales sont donc caduques) et paralléle d'un fluide visqueux entre deux plagues planes paralléles infinies et

immobiles (cana bidimensionnel infini). Dans cette configuration (axes définis sur le schéma), les effets de
bords sont repoussés al’infini dans la direction y, et aucune force motrice n’ est active dans cette direction (P ne

dépend que de x); I'écoulement est donc indéfini dans cette direction, et ceci se traduit nécessairement par
1/9y=0. Leséquations (12.1) se raménent ainsi &

) "
md—LZJ:OIi avec U=U(2) etP' =P (x) (12.6)
dz® dx
Cette équation possede un premier membre qui .
ne dépend que de z et un second membre qui N’ est
| ]
fonction que de x. En conséquence, ces deux ¢ :
q Seq : L5 / !
membres doivent ére constants. Il est alors facile i — >
. 7 7 . —>
d’ intégrer cette équation: 2 y : > |
« | |
U= 224c 240, | > booX
2m dx / | — i
I |
T L 1
X1 X2

Les conditions aux limites sont ici les conditions cinématiques d’ adhérence qui expriment qu’au contact
d'une paroi un fluide visqueux a pour vitesse la vitesse de la paroi (conformément a |’ analyse présentée alafin
du §8.2.2):

U(z=-h)=0et U(z=h)=0

On en déduit les constantes d’ intégration:

Clzo;czz_ idihz
2m dx
et |’ on obtient donc un profil de vitesse parabolique:
U(z)=- idi(hz - 2%) (12.7)
2m dx
z/h
Le gradient de pression étoilée est 1
nécessairement orienté vers |’amont; il est 0,5
supposé donné a priori e sa vaeur 0 : : : : : o h
" & & , . —_—— —— = : e - — -
-dP /dx=(F - F,)/L determine : — ¥ : :
complétement le profil de vitesse. La -0,5

viscosité équilibre le gradient de pression

qui engendre le mouvement.
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Le maximum de vitesse est localisé sur le plan a mi-distance entre les deux plaques:

=U(0)=- i P h? (12.8)
2m dx

Lavitesse de débit par unité de largeur est donnée par:

S
U,= oéz— U(z)dzudy
y

et I’on obtient: U,=- idih EUm (12.9)
3m dx 3

Le débit-masse par unité de largeur dans une section droite est donc:
1R-P
=ry,(2h" )=—-L—-2n? 12.10
Qm d( ) 3n L ( )

Le tenseur des contraintes visgueuses s exprime simplement puisgue le tenseur des taux de déformation n'a

gu’ une composante non nulle:

o o PO
¢ dx -
t,=2mD;—>t;=¢ 0 0 0 =
¢ > -
dx [}

Le cisaillement est nul & mi-distance entre les deux plaques et maximal sur les particules fluides au contact
des parois. La contrainte visqueuse exercée par les parois sur le fluide au contact est:
8o &P
FOR -d—he +08§, +08§,

ij z=h
élﬂ

=%
¢ 0.=——hg, +08,+08,
dx

i |=n -
15

Cette contrainte pariétale est souvent exprimée sous la forme adimensionnelle d' un coefficient de frottement.
En prenant comme référence la pression dynamique r U; et en utilisant |’ expression (12.9), on obtient:

« sur laparoi supérieure: t| =t

« sur laparoi inférieure: T| =t

C, ————:6/Re (12.12)

Le frottement pariétal est inversement proportionnel au nombre de Reynolds de I’ écoulement.
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12.2.2 Ecoulement de Couette

Une variante de I'exemple précédent, appelée écoulement de Couette, est importante en théorie de la
[ubrification. Il s'agit du cas ou les plagues sont en mouvement relatif uniforme dans leur plan. L’équation

générale réduite (12.6) est encore valable, mais les conditions aux limites deviennent:
U(z=-h) =0; U(z=h) = Uq

ou Ug est lavitesse de la plague supérieure, le repére étant lié ala plaque inférieure.

Le profil de vitesse

1 dP U
U(z)=- ———(h*- 2°)+=2(z+h 12.12
(2) 2mO|X( )2h( ) (12.12)
Paroisfixes Couette

apparait alors comme la superposition d'un profil correspondant a un écoulement de Couette en I’ absence de

gradient de pression et du profil de vitesse pour un écoulement visgueux entre deux parois fixes.

2
On peut introduire un gradient de pression adimensionnel P =- h (iji et mettre la solution (12.12) sous
, Ox
é ..20 ..
laforme: U(z):ﬁp a- &0 u+$a§i+52
8 &h g 2 € hy

La figure ci-dessous montre les profils de vitesse pour le cas Ug > 0 et pour différentes valeurs du gradient
de pression adimensionnel. Lorsgue la pression est motrice (P > 0), elle travaille dans le sens de I’ entrainement
visqueux géenéré par la plague mobile et la vitesse est positive dans tout I’ écoulement. Pour P = 0, on obtient un

profil linéaire induit par le seul entrainement visqueux.

z/h Uo
1 T N
0,5 ........ :.....--.574 R B By o A1) ..:. D I
p= -3 -2 112 0 12 1 2 3
0 £ L LS [ A i ) 2h
05 N S
-1 v
-1,5 -1 -0,5 0 0,5 1 15 2 U/Ug

Dans le cas d'un gradient de pression adverse et inférieur & -1/2, la vitesse devient négative au voisinage de

laparoi fixe; la contrainte visqueuse a a ors une amplitude insuffisante pour compenser la contrainte de pression.
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12.2.3 Premier probleme de Stokes

Ce probléeme est aussi appelé, dans la littérature, probléme de Rayleigh. En fait sa solution est due a Stokes.

Il S'agit du cas instationnaire représenté par la mise en mouvement d’une plague plane infinie qui limite un
demi-espace occupé par un fluide visqueux initialement au repos. A I'instant initial tg, 1a plaque est brusquement

mise en trand ation dans son plan alavitesse uniforme U,

» Analyse cinématigue et dynamigue

v

Le fluide est initidlement au repos et, d'apres la condition
d’adhérence, la mise en mouvement de la plague entraine la 1
pellicule fluide au contact. Le cisaillement induit génére une
contrainte visqueuse orientée dans la direction x. C'est la seule

t>to
force motrice et le fluide ne peut se mettre en mouvement que

dans cette direction: V=U(x,y,z,t)& . La plague étant

indéfinie dans les directions x et y: V=U(z,1)& . Dans ces

v

conditions, les éguations du mouvement s’ écrivent > X

(12.13)

On voit que P* ne peut dépendre que de x. De plus, puisque I'équation de continuité indique que U ne
dépend pas de x, la seconde équation impose que P /fx est nécessairement constant, cette constante étant
évidemment celle correspondant & la situation initiale de repos hydrostatique: TP /x =0.24

Le probléme est donc réduit a la résolution de I’ équation unidimensionnelle purement cinématique ( dite

équation de la chaleur)

U U
n 2 - WZO avec U=U(z,t) (12.14)

24 En outre, un gradient de pression étoilée non nul serait incompatible avec une configuration indéfinie dans la
direction x.
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iU(z,t)=0  pourt£0

associée aux conditions aux limites: i
1U(0,t)=U, pourt>0

(12.15)

* Résolution
Profitons de cet exercice pour utiliser la notion d’ échelle présentée au chapitre 10. La seule échelle de vitesse

évidente du probléme est Ug. On peut aussi définir une échelle de longueur d caractérisant, a un instant t,

I’ épaisseur de fluide concernée par I’ entrainement visqueux. Cette échelle est nécessairement construite a |’ aide
delaviscositén:
dun®t®

et I’homogénéité dimensionnelle impose a= b = 1/2. Nous définissons d=2(nt)"? (le facteur 2 simplifiera les

écritures), et nous cherchons donc U(z, t) sous laforme adimensionnelle:

1£(0)=1
Yt avec h=z/d o 1O (12.16)
u, 1 (+¥)=0

Les dérivées partielles de U s écrivent maintenant
ifU_TUthTd_ Ugh

.I._:___:_ o f'(h)
i it 9h d Tt 2t
IE_Eﬂ_h_U_f '(h)
iz thiz d
|
ali v_Y f'h ﬂ—h—U—f "(h)
T 1z d 1z
et I'équation (12 14) prend donc laforme
U
c’f“(h)+ f(h) 0 c'est-a-dire 4—:[1‘ "(h)+2hf'(h)]:0 (12.17)
Une premiére intégration donne: f'(h)y=C,e n
h 2
et , en intégrant une seconde fois: f(h)=C,¢¢g" du+C,
0

Les conditions aux limites (12.16) permettent de déterminer les constantes:

if(0)=1=C,

T v o

i ~ -2 e\/BU 2

if(+¥)=0=C, g " du+C,=Ce——+1 b C=-—

’:\ 10 2 1é 2 0 1 \/B
2"

On obtient donc f(h)=1- T@“ du=1- ef (h)=erfc(h) (12.18)

Po

ou erf désigne lafonction d'erreur et erfc lafonction d’ erreur complémentaire.
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Le champ de vitesse s’ exprime finalement en A

fonction de la seule variable adimensionnelle de 2,0 4

similitude h et prend a chague instant le profil

. 1,54\ ... i
simple
U_ _ 10 NGaeen
U, e e ey ' erfe( h)
La vitesse du fluide 0’ est que de 1% de celle 0,5--------2 ------ N EETEEE -

de la plague pour h =2, cest-adire pour

h = 212(n /2

z=2d=4 (nt)”z, et la couche “concernée”’ par

le mouvement de la plaque s épaissit comme la

0,0 0,2 0.4 0,6 0,8

racine du temps.

12.3 Diffusion d’un filament tourbillonnaire

v

U/Ugq

Considérons maintenant |’exemple d'un écoulement plan en rotation autour de I’axe €,. Nous avons vu

(812.1.2) que le probléme est purement cinématique; il est décrit par I’ équation:

W, Tadfirvy)o
it & I

et le gradient de pression étoilée, radial centrifuge, est déterminé a posteriori par:

2 .
v, P
r qr

* Solution stationnaire

Dans le cas d' une solution stationnaire( /it =0), la solution est immédiate:

E%ME:O = M:rcl [N V(r):&r+ &
Ter T & r 2 o
rotation tourbillon

solide  bidimensionnel

(12.19)

(12.20)

La partie solide du mouvement ne présente pas d'intérét et nous n’allons considérer que le dernier terme de

cette solution (ce qui revient a admettre que le mouvement doit étre nul al’infini; soit C1 = 0). La constante Co

peut s exprimer en fonction de lacirculation Gsur un cercle de rayon r:

2p

G=V,(Nrdg=2pC, — C,=GI/2p
0
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Ainsi, I'une des solutions stationnaires de |’ équation (12.19) s écrit:

G

Vq(n) 2ot (12.21)

Il s'agit d’un écoulement irrotationnel, sauf sur I’axe €, ou le rotationnel est infini. Notons qu’ en admettant

I’existence d'une telle solution stationnaire, la viscosité est exclue du probléme et I’écoulement obtenu est
dépourvu d’amortissement dissipatif. Nous allons maintenant considérer que, sauf sur |I’axe r = 0, la solution

(12.21) peut représenter la condition initiale d’ un probléme instationnaire a solution dissipative telle que

!g@rqu(r,t):o

« Solution instationnaire
L’ éguation pour la quantité de mouvement orthoradial
Mo, T 1V,)0

— - (12.22)
t W& T
| | N V0=
est maintenant associée aux conditions aux limites: i 2p (12.23)
;:'!i@)nqu(r,t)—o

Ici encore, nous alons rechercher une solution adimensionnelle. 1l est naturel de considérer comme échelle
de vitesse la vitesse locale a I'instant initia: Ug = G2pr. La solution doit faire intervenir t, r et la viscosité

cinématique n. Le seul nombre sans dimension que |’ on puisse former avec ces trois quantités est h = r2/nt.

Le probléme doit pouvoir se ramener alarecherche de la solution d’ une équation de laforme:

q

G
V =——f(h
2pr ()

En substituant cette expression dans (12.22), on trouve facilement:
it _ 0 ér’f 19fu

=ngt 25 12.24
Tt &n ‘nrH ( )

avec, d aprés (12.23): [f(=1 pourh® % (12.25)
1£(0)=0

Les derivees partielles de Vq deviennent:

i 2
'I'E:_r_f'

ift nt?

{E:H !

: r nt

(11 _ere, 2
far® éntg nt
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2
et, en reportant ces expressions dans (12.22), on obtient: %[M "(h)+f '(h)]=0
n
En dehors de |’ axe singulier r = 0, une premiére intégration donne; 4f'(h)+f (h)=C,
dont la solution est: f(h)=C,+C,exp(- h/4)

Les constantes d’intégration sont obtenues par les conditions aux limites (12.25):
pour h® +¥ f(h)=1=C,

et f(0)=0=C, +C,

et le profil de vitesse a pour expression:

Vq(r,t):z—(sr d- exp(- 2/ 4nt)j (12.26)

Cette solution est due a Oseen et Hamel.

Elle est représentée a différents instants sur la Vq (m/s)

N
figure ci-contre pour un tourbillon d'eau a 20
20°C (n=1,0 10 m2.s'1) dont la circulation
initidleest G=1m2.s'L.
15 p-bf-nq---
On voit que la vitesse <Sannule I
instantanément sur I’axe. A un instant donné,
elleest maximalear~ 2,242 (nt)V/2, 10
En identifiant le “coaur du tourbillon” ala _ . ,
lieux du maximum de vitesse
région comprise entre I’ axe et le maximum de
vitesse, on observe que son diamétre 5
augmente en méme temps que sa vitesse de
rotation diminue (courbe en tireté). ‘
O PP B B | >
0 25 5,0 75 100 125 r (cm)

A 1 fixé, la vitesse décroit régulierement au cours du temps et devient moitié de la vitesse initidle at =-
r2/4nin(1/2) ~ 0,36 r2/n.

Lerotationnel de ce champ de vitesse

rot V :iexp(— r2/4nt) g,
4pnt
est initialement nul partout et infini sur I’ axe (filament tourbillonnaire). Aux instants ultérieur, il vaut G4pnt sur
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I’ axe et décroit régulierement pour s annuler al’infini: le tourbillon diffuse instantanément dans tout le fluide.

12.4 Ecoulement de Poiseuille dans une conduite cylindrique

Nous envisageons maintenant |I'écoulement paralléle et stationnaire d'un fluide visgueux incompressible
dans un tube cylindrique axisymétrique. Cet exemple de résolution analytique des équations de Navier-Stokes
est particuliérement important puisgu’il constitue un probléme de base de I'hydraulique industrielle. Nous
verrons que la solution obtenue n’est correcte que dans une gamme limitée de variation du nombre de Reynolds

et cette constatation nous conduira a considérer, au moins de fagon qualitative, la notion de turbulence fluide

Nous avons vu que, dans la configuration considérée, le probléme se réduit a celui de la résolution de
I’ équation (12.5) qui s écrit pour un écoulement permanent
dP_ é19TaeV,6, 177V, U
_—mé‘—gr T g2 U
dz gfre Trgr 99°3

ol le gradient de P*, qui constitue la force motrice, est constant et supposé connu. Nous noterons désormais
G = - dP"/dz la chute linéique de pression étoilée; ¢ est-a-dire qu’entre deux sections distantes de (zp-z1) = L,
G=(F -P)/L.

Si les conditions aux limites (la qualité de surface de la paroi du conduit) sont elles aussi homogeénes dans la

direction orthoradiale, la solution doit étre indépendante de g et I’ équation linaire réduite

Taeiv,0__ G, (12.27)
g rg m
est associée a une condition d' adhérence ala paroi: V,(r=R)=0d (12.28)
. y . o V,(r=0)<¥},
et aune condition de vitesse axiae finie: z

* Résolution
L’intégration de I’ équation (12.27) conduit immédiatement &la solution générale

G
V,(r)=- Enr2+C1Lnr+C2
La condition axiale impose C1 =0, et la condition pariétale implique: 0=- 4—C:nR2+C2, d'ou le profil

parabolique: Vz(r):%n(R2 - r?) (12.29)
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""" gﬁ.‘.. V=V, (022
L
2R < L
* * Z
</ Py P
12.4.1 Grandeur s cinématiques et dynamiques
* Vitesse maximale, vitesse de débit et débit volume
Le maximum du champ de vitesse est localisé sur |" axe de la conduite:
2
Vi =V, (0)= GR (12.30)
4m
et, en notant n le vecteur unitaire normal aune section droite, la vitesse de débit est donnée par:
2
U, ——(‘Q‘j/ nds= 1 5 Odqu (r)rdr—Gi—Vﬂ (12.31)
“S% PR 2
d ou I expression du débit volume (déterminée par Poiseuille en 1840):
4
V3 (‘n‘)V nds=su, =P8 @ (12.32)

On voit que la mesure de la chute linéique de pression et du débit constituent un moyen d'accéder

expérimentalement ala viscosité. Le profil de vit&sse peut étre écrit souslaforme

V,(N=V.. a?[ —2ud9 rs (12.33)

ﬂ

« Contrainte tangentielle visqueuse a la par oi
Le tenseur des taux de déformation a, dans le cas présent, une seule composante non nulle (I’ expression de

ses composantes en coordonnées cylindriques est donnée en Annexe 2):

geo o 1.6
¢ 2ﬂr.
—go 0 Oi
gl'"v 0 =
2 9r [}

et la contrainte visgueuse pariétale exercée par la paroi sur le fluide s' écrit simplement:

t| . =2mD f*i'”V 29 - . CR4
" =R ﬂr g 2
Le fluide au contact subit donc une contrainte retardatrice d’ intensité:
4muU
( =GR _4my, (1230
2 R

» Coefficient de frottement
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En définissant la “pression dynamique’ de référence?> par 1,1 U3, on exprime la contrainte pariétale sous la

forme adimensionnelle d' un coefficient de frottement:
t m 16
= P_=16 =
%'Ui "rDU, Re

ou Re est le nombre de Reynolds de I’ écoulement construit sur le diamétre D de la conduite et 1a vitesse de débit.

C (12.35)

* Forcetotale de frottement exer cée sur unelongueur L de conduite

Laforce visqueuse totale exercée sur une longueur L de conduite est
2p z+L

F=Rdg Ot,dz=2pRt,L=pR*GL (12.36)
0 z
Cette force est bien s0r orientée vers |’amont; réciproguement, la force exercée par le fluide sur la paroi tend
aentrainer celle-ci dans le sens de |’ écoulement: T:ﬂ R o S
ui paroi

12.4.2 Grandeur s éner gétiques

* Dissipation volumique locale

Du point de vue énergétique, on peut expliciter la dissipation volumique intrinséque F, que nous avons

identifié comme un terme puits dans |’ équation d’ énergie cinétique (7.27).
AV, 5 _16mU? 2

F,=t:D=2mD, D, = wE R (12.37)
soit, en utilisant I’ expression (12.34) de la contrainte pariétale:
F =2l (12.38)
1 Rg .

« Dissipation volumique totale sur unelongueur L de conduite

La quantité d’ énergie cinétique dissipée par le travail des contraintes visqueuses dans un volume fluide limité

par deux sections droites distantes de L et la paroi solide s’ écrit:

z+L R L

F, = (‘)dz(‘fl2prdr:2LpUthp:%Qvtp (12.39)
z 0

ou encore, en introduisant le coefficient de frottement al’ aide de I’ expression (12.34)

= 2
Fa =4C, LY (12.40)
rgQ, D 29

Dans cette derniere expression, le premier membre a la dimension d'une longueur; il représente, sous la
forme d’'une hauteur DH de fluide, la quantité d’ énergie dissipée par I'action des contraintes visqueuses, et

définit, dans le langage des hydrauliciens, la perte de charge.

25 Il s agit explicitement d’une densité volumique d’ énergie cinétique. Nous verrons au chapitre 14 que cette grandeur
est représentative de la pression dynamique en un point d' arrét de I’ écoulement.

147



148

Dans la pratique de I’ étude des écoulements en charge, |’ usage veut qu’on utilise, plutdt que le coefficient de
frottement Cs, un coefficient de pertes de charge défini par:
| =4C, (12.41)

La perte de charge comptée sur une longueur L de conduite prend s écrit donc sous laforme:

L U3

DH=l — =4 (12.42)

D 29

dite “formule de Darcy”. Le coefficient de pertes de charge | caractérise I'importance des pertes

énergétiques par dissipation visgueuse dans une conduite rectiligne. La solution analytique que nous avons
obtenue donne, en utilisant (12.35)

:E (12.43)
Re

12.4.3 Limitesde validité

Remarque 1:

L'expression intégrale (12.42) a été établie pour une
conduite cylindrique circulaire pleinement occupée par le fluide.
Dans le cas de conduites non circulaires ou partiellement
remplies, elle reste utilisable sous réserve de substituer D par le

diamétre hydraulique Dy, défini comme 4 fois e rapport de |’ aire

de la section de la conduite au périmeétre mouill&:
D,=4A/.»

On définit également le rayon hydraulique comme étant la rapport de la section mouillée B (section droite du
liquide) sur le périmétre mouillé .~ (périmétre de la conduite en contact avec leliquide). R, =B/.~

Le rayon hydraulique est le quart du diamétre hydraulique, alors que la rayon est la moiti€ du diamétre. Pour

2
une section circulaire, le rayon hydraulique Ry, vaut la moitié du rayon géométrique R : Ry, = gl = %
p
Remarque 2:
Le coefficient de frottement C; a été déterminé en supposant implicitement que la contrainte pariétale est

définie sur une paroi lisse. Dans le cas ou les aspérités de paroi ont une hauteur statistique e significative devant
le diamétre de la conduite, il est clair que le coefficient de frottement doit en dépendre. D’ une maniére générale

pour une conduite rugueuse, Cr doit dépendre, non seulement du nombre de Reynolds de I’ écoulement, mais

auss du paramétre e/D caractéristique de larugosité pariétale. Ainsi
| =f(Re,e/D) (12.45)

Remarque 3:
Lorsgue la conduite est courte, des effets d entrée peuvent exister. C'est certainement le cas lorsgue la

distance | entre la section considérée et |’ entrée du conduit est faible devant le diamétre D, au point de mettre en
défaut I" hypothese d’ écoulement paralléle. L’ expérience montre que les effets d’ entrée ne jouent plus des que

é >0,058Re (12.46)
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zone non cisaillée

profil établi
D - -4 1 e . >
z

La zone cisaillée, ou les contraintes visqueuses sont actives, correspond au développement d’'une couche

limite annulaire qui s élargit vers|’aval.

Remarque 4:
Lasolution analytique| = 64/Re est parfaitement confirmée par les mesures expérimentales en conduite lisse

tant que Re est inférieur a une vaeur critique. Au-dela de cette valeur, on observe que le régime laminaire par
lignes fluides paralléles est instable. L’écoulement présente un aspect désorganisé caractéristique du régime

turbulent et la solution analytique n’est plus valable.

12.5 Notions de turbulence

12.5.1 Généralités

L’ étude des écoulements turbulents a été initiée par les travaux d'Osborne Reynolds (1883) et portant

précisément sur |e critére de transition du régime laminaire au régime turbulent dans un écoulement de conduite.

<—— alimentation

Son instalation expérimentae est
schématisée sur la figure ci-contre. Elle

comporte un réservoir de liquide sous

»

ropplei
pression controlée débouchant sur un <«
conduit cylindrique horizontal long. Un
colorant
tube mince permet I'injection d'un - filet fluide marqué ‘
colorant permettant de visualiser un filet \ #

fluide.

L’ expérience montre que pour Re < 2000-2100 I’ écoulement reste parfaitement laminaire; le filet de colorant
reste mince régulier et paraléle & la paroi et une perturbation introduite dans |'écoulement s amortit
progressivement.

Lorsgue Re est de I'ordre de 2100 a 3600, des “paquets’ d'écoulement perturbé sont transportés dans la
conduite. Ces poches sporadiques de turbulence, séparées par des poches d' écoulement laminaires, sont typiques
d'un régime de transition. La mesure expérimentale du coefficient de frottement donne des résultats trés

dispersés.

149



150

Pour des nombres de Reynolds plus \\ \ Ecoulement laminaire
élevés, I'écoulement devient pleinement

turbulent. Le mouvement est irrégulier et
désorganisé. Une mesure fine de la 7 /
composante axiale de la vitesse montre que

& Ecoulement turbulent

des fluctuations aéatoires dans |’ espace et — —
— SOV LIIL

dans le temps se superposent au

mouvement moyen de I'écoulement. Le 4 /

colorant est tres rapidement dispersé.

La structure aéatoire spatio-temporelle d’'un écoulement n'est pourtant pas un critére décisif pour lui
conférer le caractére turbulent. Certains mouvements constitués par la superposition d’ un grand nombre d’ ondes
ayant des vecteurs de propagation, des amplitudes et des phases différentes peuvent présenter une telle
caractéristique d' apparence aéatoire, mais décomposable en modes élémentaires associés a des déplacements

parfaitement définis des particules fluides. C' est le cas des mouvements al éatoires irrotationnels, ¢’ est-a-dire des
écoulements associés a un potentiel des vitessestel que V =gradF .

Les écoulements turbulents sont plus spécifiquement caractérisés a un champ de vorticité aéatoire dans
I’espace et le temps. On représente classiquement un tel écoulement comme la superposition de structures
tourbillonnaires tridimensionnelles de dimensions trés différentes, associées a un processus non linéaire de

transferts d’ énergie.

Pour certaines options, les écoulements turbulents font I’ objet de cours spécifiques en 3eme année de la
formation ingénieur. Nous nous limiterons ici a la présentation de la solution pratique apportée par les
hydrauliciens pour les écoulements en charge. Celle-ci se révéle souvent tres satisfaisante, quoiqu’ elle laisse
entiére la question de savoir qu’ elle est la nature exacte de la turbulence... question qui est de toute fagon encore

sans réponse définitive.

12.5.2 Formules empiriques pour les écoulements en conduites

Lorsque I'écoulement est bien établi, le profil de vitesse moyenne (au sens statistique) est assez bien

approché par uneloi en puissance de laforme:
.1/n

V, (1 =V g‘t- %2 (12.47)
%]

I’ exposant étant une fonction faible du nombre de Reynolds.

Re=U,D/n | 4103 | 23104 | 105 | 1,110 | 2106 | 32106
n 6 6,6 7 8,8 10 10
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Il faut bien comprendre que cette formulation empirique n’est pas utilisable d’un point de vue local. On
remarque en effet que TV, /1r est nul alaparoi, ce qui exclut la possibilité d’ en déduire la contrainte pariétale,
mais par contre, ne |’ est pas sur I’ axe de la conduite.

D’un point de vue global, la formule (12.47) donne cependant des résultats satisfaisants. En particulier, la

vitesse de débit est assez bien approchée:

2 R rg’" U 2n?
Ud :? qud/max ?‘ E+ rar — v 4 = 1 142
PR 7 5 o (+n)(@+2n)

max

(12.48)

Pour des conduites lisses, si le nombre de Reynolds est compris entre 3400 et 105, on pourra déterminer le
coefficient de perte de charge al’ aide de laformule empirique directe de Blasius: | =(100Re) ¥* (12.49)

Si le nombre de Reynolds est supérieur & 10°, on utilisera la formule itérative de von Karman:

%:Zloglo ER;S{ % (12.50)
1,0 1
VAN e Nm
08 \\_}g
régime turbulent \/n/_;/ \ N

T
=
o
//

M:ai_ _rglln/

Vinax Ro
| N

I
] .
04 régime laminaire

<

vm_g?l 2o | N\
V, - _R2+

0z max 7] \

’

0,6

N
A\

/

0,0
0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0
r'R

L’influence de la qualité de surface des conduites sur la dissipation d’ énergie a été étudiée par Darcy puis par
Nikuradse. Dans les expériences de Nikuradse, les conduites étaient rendues artificiellement rugueuses en collant

des grains de sable calibrés sur les parois. Les rugosités relatives /D ainsi obtenues variaient entre 103 et 3.3

102, Dans les conduites industrielles, la qualité de surface est souvent de nature différente. On utilise le plus
souvent laformule de Colebrook:

@251 e/DO
+ .

=-2log g —+——=
glogRe\ﬁ 3,715

(12.51)

1
N3
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Le diagramme de la page suivante est une traduction graphique de la relation de Colebrook. Le paramétre de
rugosité e/D est donné pour chaque type de canalisation dans le tableau qui fait suite, mais les valeurs peuvent
varier de fagon significative. De cefait, le coefficient | n’est jamais déterminé amoins de 5 a 10% pres. De plus,
la rugosité évolue dans le temps du fait de la corrosion ou de I’ encrassement?® et il faut prendre cet aspect en
considération lorsqu’on doit concevoir et dimensionner une installation qui doit fonctionner sur une longue

période de temps.

26 On trouvera dans la référence [9] des abaques donnant I’ évolution de la rugosité en fonction de I’ &ge des conduites
pour différents types de matériaux.
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M atériaux Valeur dee M atériaux Valeur dee
(en mm) (en mm)

Acier laminé neuf 0,045 Fer galvanisé 0,15

“ “ rouillé 0,25 Fonte nue neuve 0,24

“ “ incrusté 2 “ “ rouillée 12
Acier riveté 18 Fonte asphaltée 0,12
Béton 0,12 Fonte bitumée 0,0024
Bois 0,6 Laiton poli 0,0015
Ciment lissé 0,3 Laiton industriel 0,025
Cuivre 0,0015 Verre 0,001

Vaeurs de larugosité e (en mm) pour différents matériaux de revétement intérieur des tuyaux.




Chapitre1z NoOtions de bilans intégraux

13.1 Introduction

Les équations générales locales de la Mécanique des Fluides ont été établies au chapitre 7 a partir d’'une
analyse de bilan global sur un volume de contr6le arbitraire. Nous avons souligné le caractére non linéaire et
couplé de ces équations et montré les difficultés d’ aboutir, sauf dans quelques cas particulierement simples, a

une solution locale exacte.

Nous alons revenir maintenant sur les formulations intégrales. Trés souvent en effet, on peut se satisfaire
d’'une solution intégrale traduisant le bilan global des grandeurs matérielles sur un domaine fluide fini. En

particulier, s'agissant des écoulements internes, il est rarement indispensable de connaditre la structure fine de

I’ écoulement en tous points. |l est alors judicieux de considérer I’ ensemble du systéme fluide comme une “boite
noire” et de tenter d'établir, entre les sections d’entrée et les sections de sortie, des relations globales sur les

grandeurs macroscopiques (débit moyen, flux moyens de quantité de mouvement et d’ énergie).

L’enveloppe du volume de contrOle est constituée par des parois solides étanches et fixes (conduites,
réservoirs...) ou mobiles (téte de piston, rotor de pompe ou de turbine, pales de ventilateur ou d’ hélice, machines
en général) et des sections fluides constituant les entrées et sorties du systéme (sections droites choisies “loin de
toute perturbation” dans une conduite), ou une région de repos hypothétique (la surface libre d'un réservoir de
“grandes dimensions’ ou I'infini dans I’atmosphére). On peut considérer les surfaces mobiles en tant que telles,
mais il est souvent judicieux de les exclure artificiellement du volume de contrdle supposé fixe. On définit alors
une surface fluide fictive autour des parties mobiles (voir I'exemple représenté sur le schéma de la page

suivante), lamachine étant alors représentée par ses effets intégraux sur cette surface.
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Rappelons la forme générale de I’ éguation intégrale de bilan d’ une grandeur matérielle de densité volumique

r f sur un volume fluide 7d’ enveloppe (fermée!)

B d 7+ ghrt (VeR)dS= @sd 7 + g - ndS
7 (1) it /(1) 0] /(1)

ou S(X,t) estladensité volumique de sources-puitsinternespour rf et ' (X,t) est le flux, sur I’enveloppe ., dl

aux sources-puits externes.

Si le volume de contréle est fixe, et en discernant les parties de ./ constituées de parois solides fixes (Sp) des

sections de sortie (Sg) et d'entrée (Sg) du fluide et des surfaces associées a la présence de machines
(Sm)..» =S,ES,ES,ES, , on peut écrire:

1

—F +qyf(Ven )dS+qyf (Ven,)dS+qyf (V-n,)dS=qgpsSd 7+ @ | -ndS+F,, (13.2)
I o s s Q) SESES, ®
® @ ® @ ®
ou I'on aposé:
FO=qgyfd I"intégrale sur 7 de ladensité volumique r f (X, t)
FoO=qyi -rf V).h_dS le résultat intégral de I’ action des machines sur Sy,
S

e (Ss)
_9
n p ‘< 1 -
N_—_—ns
1
flux d'entrée 7, 557 ” flux de sortie
N Np source ou puits
e d'énergie mécanique
e \ ]
Se) source ou puits
de chaleur

Exemple schématique d'un écoulement interne

* Remarque 1:
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Le terme d'instationnarité @ est nul dans le cas d' un écoulement en régime permanent. C'est dans le cadre
de cette approximation que la méthode des bilans intégraux conduit a des résultats pratiques utiles. Cette
restriction souléve la question de I'applicabilité de cette méthode dans le cas des écoulements en régime
turbulent, dont nous avons évoqué le caractere intrinsequement instationnaire. On parle alors d’ écoulements
(éventuellement) stationnaires en _moyenne si la mesure des grandeurs matérielles, faite sur un temps
suffisamment long devant |a période typique des fluctuations turbulentes, n’ évolue pas de fagcon notable au cours

du temps.

* Remarque 2:
Les termes @, ® et @ correspondent au transport advectif de la quantité r f par I’ écoulement. Les parois
solides fixes constituent toujours une ligne de courant puisque la condition d' éanchéité s écrit: \7p «n,=0.Le

terme @ est donc identiquement nul.

Le choix des sections d’entrée et de sortie éant libre, on choisit de préférence des sections droites dans
lesquelles les filets fluides peuvent étre considérés comme étant rectilignes et paralléles. Ainsi
V, e, =-V,<0
V,+f =V,>0

D’une fagon générale, si f est la densité massique d' une grandeur, on définit le flux moyen de cette grandeur
dans une section (Sg, par exemple) par

ds (13.2)

ou I'intégrale est I'intensité du débit de cette grandeur dans la section.

On pourra donc écrire:

S's°s ee’e

@+0+@=(r f,V,)S,- (rf.V.)S,
qui montre que le transport advectif intégral se réduit au bilan algébrique du débit entre la section d’ entrée et la

section de sortie.

Remarque 3:
Le terme ® exprime I'intégrale des flux sur les parois solides mobiles ou sur les surfaces fluides (Sy)

construites arbitrairement pour expulser du volume de contréle les parois mobiles. Celles-ci sont caractéristiques

de la présence éventuelle de machines ayant une action motrice ou résistante sur le systéme fluide considéré. Le
terme intégral F . est en général déterminé a partir des caractéristiques globales de la machine (puissance

électrigue associée a un rendement...)
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* Remarque 4:
Les deux termes ® représentent les productions ou destructions volumiques et surfaciques et dépendent bien
sOr de la grandeur f considérée. Nous allons expliciter successivement les bilans intégraux de masse, d’ énergie

(chapitre 14) et de quantité de mouvement (chapitre 15).

13.2 Bilan intégral de masse

Nous partons de |’ expression intégrale de I’ éguation de conservation de la masse dans un volume 7. En

notant M la masse totale du volume fluide de contréle, on a

dM d PN \ \\\ﬂr o p 7 =
- = d7 = d” + V.« n)dS=0
a0 @Dy @ (V1)

soit, pour un volume indépendant du temps:

l@dy‘ + D rV«ndS=0 (133
ﬂt 7 S ESESES,
M

Le flux de masse au travers des surfaces fluides (Sy) est intégralement nul (parce qu’elles sont choisies
commetelles). Par ailleurs, la condition d éanchéité des parois solides?” impose \7p N =0. Ainsi:

est:
fi |dS (13.49)

ou I'intégrale définit le débit masse Q (kg/s) dans la section.

On écriradonc:

M+Q,- Q=0 avec  Q=(rV)s (13.5)

27 Plus généralement, cette condition d’ étanchéité est applicable sur tout ou partie d’ un tube de courant.
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Cas stationnaire:

(139)

Le déhit masse est conservé entre la section d’entrée et la section de sortie; de maniére plus générale, dans

un écoulement stationnaire, le débit masse se conserve dans un tube de courant.

Si, en outre, le fluide est isovolume, ¢’ est le débit volume Qy qui se conserve:

Q=r,U,S=cste +>|Q,=U,S=cste (13.7)

ol udO(v>:é gV i
S

dS est lavitesse de déhit. (13.8)

On voit donc que le débit moyen peut étre mesuré en n’importe quelle section d' un systéme fluide a entrée-
sortie. On peut, selon les installations, procéder par pesée de la masse de fluide écoulée pendant un intervalle de
temps connu, utiliser un débitmétre constitué d’'une roue a aube et d'un compte-tours étalonné (systéme des
pompes a carburant). Nous verrons qu’ on peut aussi mesurer un débit de liquide dans une conduite al’aide d’un
Venturi, d’ un diaphragme calibré ou d’ un rotamétre.
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Chapitre 14 Bilans d’ éner gie cinétigue

14.1 Formulation générale
14.1.1 Bilan macroscopique sur un volume arbitraire

Nous partons de la formulation locale (7.27) du théoreme de I’ énergie cinétique, dans laquelle la dérivée

particulaire est exprimée al’ aide de |’ expression (5.24), soit:

T 20, 4y & 2y 0= VoF +divi «V - divPV +PdivV - 1:D
ﬂtSZ "] 82 7]

Intégrons cette équation sur un volume fluide arbitraire 74(t) dont

7
A />

I'enveloppe . 4(t), de normale extérieure i, se déplace & la vitesse V,
(figure).

\\\ﬂ é— 26 Vo AN 1 2\7 = — \ 9” t
Mo fV=d/ + @zrv-v.nds = ‘a()
ol &2 g a0 2
@ @
iy V-fd/ + @t-V) -idS- PV-ndS+ gpdivvd / - gy:Dd /- (14.2)
at) ) () &0 at)
©] @ ® ® @

Examinons chacun des termes tour a tour.

»termes @ et @: On peut exprimer le terme © al’aide du théoréme de transport (5.1):

k=9 5Zrve% =gyl Ervela s+ @‘)?r V29w, . myds
(%)

dt &2 2 Lo &2 2 A

ol K est letaux de variation de I’ énergie cinétique dans le domaine 7, . Ce terme n’est nul identiquement en

régime stationnaire que si le domaine d'intégration 7, est figé (V, =0).
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On écrira donc:

d & o J | v
O+@=— ier V22d 7+ =t V2 (V- V,)-idS
t 2 7] a
Za(t) ‘a(t)
. fluxd' énergiecinétique
K atravers|'enveloppe. /,

taux devar iationde
I"énergiecinétiquedans 7,

 terme ®: Ce terme représente la puissance des forces de volume. Dans le cas ou elles se réduisent a la
seule force de pesanteur (f =@) , on peut introduire e potentiel de pesanteur -gz oli z est |’ é évation:

rVeg=-rVgrad(gz)=- div(r gzV)+gzdiv(r V)

et, en utilisant I’ équation de continuité (divr V =- r /9t) :

rvVe.g=-dv(gzV)- %

Ecrivons|’intégrale sur 74(t):

@=- (Hr gzV-nds- (‘@‘)ﬂ—(rgz)d /
() el

et exprimons le dernier terme al’ aide du théoréme de transport (5.1), soit

d hOS.Y o AN\ AN \ 7/ —
E@jrgz)d/ =@%(rgz)d/ + (roz)(v,-n)ds

Za(t) Za(t) Za(t)

On obtient:

®=- Ec‘o‘ﬁr 9z)d 7 - @rgz(V-V,)-inds
X0 20

fluxd' énergiepotentielle
atravers|'enveloppe. /,

taux devariationde
I'énergiepotentielledans 7,

* terme @: Ceterme traduit la puissance des contraintes visqueuses f=? « N sur I’enveloppe .23
@= Pr-Vds

Za(t)

* terme ®: Puissance des forces de pression sur I’ enveloppe 4.

» terme ®: Puissance de compression/détente des forces de pression dans le volume, noté . 4.

» terme @: Taux intégral de dissipation irréversible d'énergie, noté F_1 , due au travail des contraintes
visqueuses dans le volume;.

Récapitulons:

K+p+ Gear Vi+r gzd(V- V,)-idS+ @PV-AdS= gHt-VdS+. - F, (14.2)
/3(1)82 g /() ()
o) ® )

162



163

14.1.2 Formulation pour les écoulementsinternes

Nous alons considérer maintenant un systéme fluide dont la surface de contréle comporte :

- des surfaces d' entrée (S) et de sortie (Sg),
Se .
- des surfaces solides étanches et fixes (Sp), e_:é, Sm\I I_.SS

- des surfaces solides mobiles (Syy) d’ éventuelles

machines.

Explicitons les trois intégrales de surface de (14.2) dans cette configuration typique des écoulements

internes.
sur les surfaces d entrée (So) et de sortie (S9): ~ V, =0,
sur les surfaces solides fixes (Sp): V=V,=0
sur les surfaces solides mobiles (Sy) V=V,
«terme @: ®= @bae—lr V2 +r gzg(\7- V,)+fidS= @bae—lr VZ+r gz?\7-ﬁds
/a(t)gz 2 seEggz a
- terme @: @= @PV-fdS= @PV-ndS+FPV-ndS
Za(t) SES Sh
sterme ®:

Dans la plupart des cas pratiques, on choisit des sections droites (Sg) et (Sg) de facon que la vitesse soit
paraléle a la directionni. Par conséquent (si le hombre de Reynolds n'est pas trop faible) la puissance des
contraintes exerceées sur ces sections est essentiellement celle des forces de pression (le terme @). On peut donc
négliger la puissance des contraintes visqueuses dans ces sections:

®= t-VdS= @t-VdS+gy-VdS»qy -VdS
s Sm

Za(t) SES m
négligeable

Introduisons ces résultats dans le bilan intégral (14.2); il vient:

K+p+ @ r V2 +P+r gz dS= G- P+A+1)-V dS+ 4 F, (14.3)
SEE§82 g Sn

>
~/m

ou encore, en utilisant la notation (13.2) des grandeurs moyennes dans les sections d’ entrée et sortie:

. . s
z 3 NS
K + p+gurv:)s+(P+rgz)v)sui = .» + .~ - F
2 m c 1
) puissance puissanceregue puissance
d\‘l!arencade'sﬂux moyens fournie par détente dissipéedans
d maglsnecafuque'amre ou consommée ou perdue levolume
lasortieet] " entrée parlesmachines par compression

taux dever iationde

| énergiecinétique

et potentielledans
levolume

Nous alons encore réduire I'écriture du bilan en considérant le cas plus restreint des écoulements

stationnaires de fluides isovolumes.
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14.2 Relation de Bernoulli pour lesfluides visqueux
14.2.1 Etablissement delarelation intégrale

Dans le cas d’'un écoulement stationnaire de fluide visqueux isovolume (r = constante), le bilan intégral
d’ énergie cinétique dans un domaine fixe (\7a =0) seréduit a

gur <V3>S+<P*V>Sli =4-F, (14.5)

oll nous avons utilisé la notation de pression étoiléeP* =P +r gz
Si P* est constant dans les sections d’ entrée et de sortie, cette derniére expression prend le nom de relation
de Bernoulli “ généralisée” . Nous allons voir que cette approximation est bien justifiée dans ces sections si le

nombre de Reynolds de I’ écoulement n’est pas trop faible.

* Relation entrela pression étoilée et la courbure d’uneligne de cour ant

Si on peut négliger localement les effets visqueux I’ équation locale de quantité de mouvement se réduit &
r % =- grad P’ (14.6)

-
Nous allons projeter cette relation sur les axes du repére local orthonormé vV

(/,ii) tel que 7 est tangent &laligne de courant et 1 orienté vers le centre de

courbure local dans le plan osculateur (schéma). Dans ce repére V=V 7/ et le

terme d’ accélération s écrit:

== (14.7)

Remarquons que, dans le cas d’'un fluide visqueux, les forces de frottement sont essentiellement liées au
cisaillement local et donc pratiguement normales a ni. L'éguation (14.7) reste donc encore une excellente
approximation.

Ainsi, dans la direction normale aux lignes de courant la pression étoilée varie comme I'inverse du rayon de
courbure local, les basses pressions éant vers le centre de courbure. Cette remarque justifie de choisir, pour
I’éude intégrale d’'un écoulement interne, des sections d entrée et de sortie telles que les filets fluides soient
rectilignes et paralléles. La pression étoilée est alors constante dans ces sections. C’est le cas dans les conduites

rectilignes assez |oin de toute perturbation (coudes, vannes, bifurcations...).
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» Coefficient d’énergie cinétique a

Il est d’' usage de définir le coefficient cinétique

A\ 73
V) o . . . @'
a =-—*=, soit avec notre notation de la vitesse de débit a= SSU3 (14.8)
V d

On pourra vérifier, a I'aide des résultats obtenus au chapitre 12 pour les écoulements en conduites, qu’en

régime laminaire (profil de vitesse parabolique) a =2. En régime turbulent, le profil en loi de puissance

.l/n 5 .
V,(N=V, o %- Lg conduit 3 a = (14+ n)° (1+2n) .
& Ro 4n* (3+n)(3+2n)

Re=U,D/n | 4103 | 23104 | 105 |1,1106| 2106 | 32106

n 6 6.6 7 8.8 10 10
a 1,08 1,06 1,06 1,04 1,03 1,03

On voit que, pour la plupart des applications industrielles, il est |égitime d’ approximer a~ 1 s le régime
d’ écoulement est turbulent.

Finalement, sous réserve d'un choix judicieux des sections d’ entrée et sortie, on pourra écrire la relation de

bilan d’ énergie pour un écoulement interne stationnaire de fluide isovolume sous laforme:

it U§+P+rgzgud83 =.4-F, (14.9)
%2 a Ue

* Notion de charge
En divisant par le débit masse Q=Q,=Q,=r U, S et par g, on obtient:
s Fu
—_— zl:l —_——
6 20 rg g 9Q gQ

ou chaque terme ala dimension d' une longueur:

(14.10)

Ui
. a—"2%
lahauteur dynamique 29
. P i La somme de ces trois hauteurs est appelée la
la hauteur piézométrique rg ?/ charge technique.
i
la hauteur géométrique ou élévation z i)
A
. DH = m i > 0 pour une machine motrice (pompe, ventilateur)
la Charge de la machine g Q 1 <0 pour une machine résistante (turbine, éolienne)
— F 1 . .y
la perte de charge DH _g_Q toujours positive.

On distingue les pertes de charge qui interviennent dans les parties du volume de contrdle constituées de

segments linéaires de conduites de celles qui se produisent dans des régions ou les filets fluides ne sont pas
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paraléles (coudes, élargissements, rétrécissements, bifurcations, vannes, diaphragmes, crépines... toute
singularité géométrique de I’ écoulement autre que celles qui correspondent aux machines). Les premiéres sont
appel ées, notées DH;, “pertes de charge réguliéres’, les secondes, notées DHs, sont appelées “pertes de charge

singuliéres’.

Lavariation globale de |a charge technique dans le volume de contrdle est donc égale ala somme algébrique

des charges fournies ou consommées par les machines diminuée de la somme des pertes régulieres et des pertes

singuliéres:
& U3 0 e U2 o)
ga_d+£+2+ - Qa—d+£+z+ =8 DH, - DH,- § DH, (14.11)
€ 20 rg g & 20 rg g
a) La charge des machines DH, DH. ., :;q% (14.12)

La puissance . 4, de la (ou des) machine(s) est, le plus souvent, la grandeur & déterminer sur la base d'un

débit imposeé par les exigences de service d’ une installation.

b) Les pertes de charge réguliéres DH,

Il Sagit des dissipations “en ligne’. Rappelons-en I’ expression (12.42), connue sous le nom de formule de

Darcy, établie alafin du chapitre 12:

2
DHr:| Lﬁ

14.13
D 2g (14.13)

oul estlecoefficient de pertes de charge réguliéres.

c) Les pertes de charge singuliéres DHg

L’ expression (14.13) n’est plus utilisable puisque lalongueur L et le diamétre D ne sont plus définis. On peut
cependant utiliser une expression analogue en définissant un coefficient de pertes singuliéres x, la perte de

charge singuliéere étant exprimée comme une fraction de la hauteur dynamique de référence”:
U 2
DH,=x 2—; (14.14)

Le coefficient x est une caractéristique de la singularité. Sa valeur nhumérique peut parfois étre calculée
analytiqguement, mais le plus souvent, elle est déterminée expérimentalement. On trouvera dans la référence [8]
les valeurs de ce coefficient pour la plupart des géométries simples et des éléments normalisés de la plomberie
industrielle.

Nous donnons ci-dessous les valeurs du coefficient x pour quelques éléments typiques.

® En cas d’ambiguité, la hauteur dynamique de référence est conventionnellement exprimée (sauf mention contraire

précisée par le fabricant) al’ aide de la vitesse de débit prise en aval de la singularité .
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« Elargissement brusque: Un calcul simple basé sur le bilan de quantité de mouvement (voir §15.2.2)
permet d obtenir I’ expression (15.16) de la perte de charge. En régime turbulent, celle-ci se réduit a larelation
(15.17) diterelation de Borda™:

8 U3
pH=F- 22 % (14.15)
e Spg 29
X
Lorsque S, ® ¥ , c'est-a-dire lorsque la conduite de vS
section S; débouche dans un réservoir de grandes 814@//
N
dimensions, le coefficient de perte de charge tend vers - ——
Ud1 e -Ud2

le coefficient cinétique a; (voir §15.2.2). Cette perte de

——
charge correspond a la dissipation de toute I’ énergie m

cinétique du fluide par les contraintes visgueuses.

« Diffuseurs. Si I'éargissement est graduel, I’ éément est appel é diffuseur et |a perte de charge associ ée peut

se mettre sous la forme:

.2 U
DH=kgl- 30 Y (14.16)

Le coefficient k augmente avec q selon le tableau ci-dessous. Au-dela d'une certaine valeur de q , le fluide

ne suit pluslaparoi, il se produit un décollement et I’ on est ramené au cas de |’ éargissement brusque. L’angle q
le plus favorable, réalisant une perte de charge minimale, est compris entre 6° et 8° pour $1/Sp compris entre

1/10 et 2/3. Pour q = 8°, lalongueur de cone produisant la perte minimale est de I’ ordre de 7 fois la différence

des diamétres.
angleq 5° 6° 7° 8° 10° 16° 18° 20° 30° 40°
k 0,049 0,062 0,075 0,088 0,119 0,245 0,307 0,389 0,8 0,9

® Barré de Saint-Venant, interprétant les expériences de Borda, propose de corriger la relation de Borda en
augmentant le coefficient de perte de charge de la quantité (%%) de fagon & compenser les approximations qui conduisent a

larelation théorique (14.15). La perte de charge corrigée est donc: DH=§§» 1': +1o 2
2
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* Rétrécissement brusque: Sl\l/
Dans ce cas, un décollement se produit sur |'aréte Q
annulaire. Les pertes de charge sont surtout associées | S \Lsz

dans ce cas a I’ écoulement en aval de la contraction. Si J—xé_

d=> " Ud
Sc désigne I'aire de la section contractée, la perte de  __ _— . J/'NK’I‘ 2
charge est exprimée par larelation: O
/[\
A .2 12
= 6 1Y
DH=&=2- 1+ ilg=e (14.17)

QESC a 9E| 29
Pour une réduction circulaire a bord franc, on prend généralement un coefficient de contraction
Cc=SdJdS2 ™ 0,62, ce qui conduit a un coefficient de perte de charge x™ 0,5. Pour une réduction profilée:

X" 0,04.

« Elémentsdivers (Re > 109):

Typed'élément X
1 2 2
Diaphragme —=S S (1+0,707\/1-E : g) ()
Raccord - 0,04
% .
/1 0,1a04
T standard — ,]\1— 15
—N\— 1,3
standard 0,75a0,9
Coude normalisé 90° grande courbure 0,45
courbure raide 1,3
Retour 180° faible courbure 15
a X
5° 0,05
Vanne a boisseau s ’461 10° 0,31
= 15° 0,88
20° 1,84
30° 6,15
45° 41,0
a X
—a 5° 0,24
Vanne papillon —> 4 10° 0,52
15° 0,90
20° 1,54
30° 3,91
45° 18,0
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14.2.2 Exemple et inter prétation graphique

Examinons le probléme de la détermination de la puissance d’ une pompe P ainstaller sur un circuit de fagon
& assurer un débit d'eau Qy = 250 m3/heure sur un dénivelé Dz = 100 m. Le circuit est constitué d’une crépine
d’aspiration, de deux qualités de conduites, de quatre coudes identiques et d' une vanne (voir la figure). Les
rugosités absolues (mm) et les coefficients de pertes singuliéres ont été obtenus par consultation des ouvrages

techniques (références[8] et [9]).

Nous allons utiliser larelation intégrale (14.11), mais, avant toute chose, il convient de définir le volume de
contrdle. Aux extrémités du conduit les pressions ne sont pas connues et le coefficient cinétique a est difficile a
estimer. 1l est plus judicieux de considérer comme sections d’ entrée et sortie les deux surfaces libres des bassins:

lapression y est constante et, compte tenu de leurs dimensions, les vitesses de débit peuvent étre négligées.

Pe=Ps Ug.” O Ug.~ O

e S

Larelation de Bernoulli se réduit donc &

o o
z,- z,=DH .- @ DH, - @ DH; (14.18)
cs i 150m > ¢y
4 P /F -
) . \ ) 4,6m
Tuyaux anciens en fonte corrodée 1 1 Tuyaux neufsen acier \l/ s
Diamétre intérieur: D=20 cm .e{ {%‘ Diamétre intérieur: D=20 cm —~Z_
Rugosité: e=1,5mm ! Rugosité:  e=0,2 mm f =
100m

<—100m—> 300m
Cy! J
_______ 1 P Sfmm e N
C2
I il ( P Ps
- crépine x o =2
cr -
Coefficients de pertes singuliéres: coudes: x = 0,9

vanne: X, = 15
élargissement en sortie: Xg = 1

« Vitesse de débit et nombre de Reynolds:
3
U, = QZ = 250/3(200 =22lms! - Re:rUdD:(lo)(z’il) ©2)
pD*/4 p(0,2)°/4 m 10
L’ écoulement est pleinement turbulent

» 4,4210°
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* Pertesde chargeréguliéres:

,3 .o _3 I
i = % =102 Iu Colebrook i = 1,510 =75 :|_0'3-|L-J Colebrook
D 02 y B> 1,»0020 D 02 y |, »0,035
Re=4,4210° b Re=4,4210° b
2 2 2
S A DH =& | L Ui _ 0,035200%4.6 (2,21) + 0,02 30041004150+ 4,6 (2,21) 18,37 métresd'eau
D 2g 0,2 2(9,81) 0.2 2(9,81)
DH, =4,56m DH,, =13,81m
* Pertesde charge singuliéres:
2 2
A DH, =3 x Yo - (2+4-0,9+1,5+1) 22) _ 2,02métresd" eau
29 2(9,81)

» Charge dela pompe:
DH oo =25 - Zo + @ DH, + § DH, =100+18,37+2,02=120,39metresd" eau

La pompe doit donc développer une pression

DP,e =1 9DH  =10°" 9,81" 120,39=1,18110° Pa=11,81bars

et donc une puissance

P, =r gDH .. Q, =DP,,..Q, =118110° " (250/3600)=8,2010° W

La pompe devra donc délivrer une puissance hydraulique d’au moins 82 kW pour assurer le débit exigé.

Compte tenu de son rendement (h ™ 0,9), on choisira une pompe dont la puissance électrique est supérieure a

91 kW.

* Tracédelalignedechargedel’installation:
Le tracé de la charge technique le long du circuit développé permet de visualiser I'importance des pertes de

charge. On choisit en général I’ origine des hauteurs géométriques a la cote de la section d’entrée du systéme

fluide.
2
La charge technique est définie par: H = a2—d + P + z (en métres de fluide).
g rg

H, =z, =0 (en prenant comme référencede pression P, =P, =P, =0)

8(2,21)% _

.. 2
Hsumeducuudel = He- &;(cr +I 1£+X02U_ =U- %+010354,6+0;9+ - 0,92 métr%
& D “a2g & 0,2  #2x981
2 2 R
cnréeporpe Hsomecoudel -1 1£_d =- 0192' 01035@% =- 5, 28 metres
" 29 0,2 2x9,81

= +DH ., =-5,28+120,39=115,11 metres

sortiepompe | | entréepompe pom
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2 " 2
s = Horro F o, 222 211511 5,02 3%40,002 20 2 107,41 matres
&’D “p2g §"7°0,2 T H2x981
2 2
sortiecoude3 = sortiecoude2 - % 2L +X +X 9&: 07141- % 02@ +1, 5+O 99 2 21 —104,32métres
& D 529 §770,2 529,
2
o =H -F L0 OV _104,32- %,02220 40,99 20)° =100, 36meétres
&°D “p2g §"7°0,2 g2 981
U2 5 2 )
Hs=H_, .- a(f2£+x 9—": 100,36- aE),02£+ 2—(2,' 21) =100, 00metres=z
& 229 7702 52 9,81

Les résultats numériques sont regroupés dans le tableau ci-dessous. La hauteur piézométrique est déterminée

par différence entre la charge technique d’ une part et les hauteurs dynamiques et géométriques d’ autre part.

En fait, Iinstallation ne peut pas fonctionner correctement. On observe en effet que la pression absolue a
I’ entrée de la pompe équivaut a une hauteur de 0,20 m d’ eau, soit une pression inférieure ala pression de vapeur

saturante (0.33 m d'eau). Le phénoméene de cavitation résultant conduirait a un dysfonctionnement de

I’installation.
2
Ud (m) % (m) z (m) H (m) % (m)

Surface e 0,00 0,00 0 0,00 10,33
Crépinecr 0,25 -0,25 0 0,00 10,08
Sortie coude 1 0,25 -5,77 4,6 -0,92 4,56
Entrée pompe 0,25 -10,13 4,6 -5,28 0,20
Sortie pompe 0,25 110,26 4,6 115,11 120,59
Sortie coude ¢ 0,25 102,56 4.6 107,41 112,89
Sortie coude c3 0,25 -0,53 104,6 104,32 9,80
Sortie coude ¢4 0,25 -4,49 104,6 100,36 5,84
Extrémité f 0,25 0,00 100 100,25 10,33
Surface s 0,00 0,00 100 100,00 10,33

Les résultats sont représentés graphiquement sur la figure ci-dessous. Les pentes de la ligne de charge

permettent d’ appréhender I'importance des pertes et de leslocaliser.
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Charge technique
H (métres d'eau)
N
15071 T 150
Fs ligne de charge c
‘?; 2 C3 C 4
1007 T == Ly
/ fs
/
I/
hauteur /]
piézométrique /
50T / u? T 50
/ Z+ta—»2Z
/! Zg
//
/
/
o e T T L LLLIT T ’ 0
-o—o—no |
: ~Fe : : : : : —
0 100 200 300 400 500 600 700

Longueur de circuit dével oppé (métres)

14.3 Relation de Bernoulli pour lesfluides parfaits

14.3.1 Laformulation locale pour un fluide isovolume

Dans le cas de I' écoulement d'un fluide non visqueux, la relation intégrale (14.9) établie au § 14.2.1 prend
une forme locale particulierement simple. Nous allons I’ établir en partant de I’ équation locale de quantité de

mouvement (7.18):

%:rﬁaam&m?
® ® @

) Leterme d’ accélération est exprimé sous laforme de Lamb (3.14):

®°d—V:ﬂ+iﬁv2+(H\7)U\7
a Mt 2

@) Les forces de volume dérivent d’ un potentiel F . Pour la seule force de pesanteur, en notant K le vecteur
unitaire vertical ascendant et z I’ élévation, ona F =gz
@=g=- gk=- ggradz=- grad(g2)

® Si lefluide est incompressible et indilatable: r = constante

®° - Lgadp=- grad®0
: & o

@ Si les contributions visqueuses sont négligeables devant les forces d'inertie, de gravité et de pression,

I” approximation du fluide parfait est acceptable:
@° Ldivt=0
r
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Dans le cadre de ces hypotheéses,
- les forces de volume dérivent d’ un potentiel,

- le fluide est isovolume et non visqueux,

I’ équation locale de quantité de mouvement s’ écrit:

‘ﬂt gradg—+P+gz +(rotV)UV 0 (14.19)

On peut projeter cette expression sur laligne de courant locale. Désignons par S le vecteur unitaire et 1/9s

ladérivée suivant cette direction: 'ﬂl = s-grad Laprojection de (14.19) suivant ladirection s donne:
s

LIV &/ P
grad9—+ +gz +s [(rotV)UV] 0
ﬂt %/—’

nul pwsqueéa \Y
sont colinéaires

et, en intégrant entre deux points quelconques delali gne de courant'

IV L1 av
O ds+ et + z ds cste
1t ‘ﬂsg r g E,uj
on obtient: (‘)ﬂﬂ—\:ds+9—+P+gz_ cste (14.20)
é2 o

Dans le cas particulier d’ un écoulement stationnaire, la quantité entre parentheses est constante le long d’un

filet fluide:

- les forces de volume dérivent d’un potentiel §=- grad(gz)

- lefluide est isovolumer = constante
- le fluide est dénué de viscosité t =0
- " écoulement est stationnaire /9t=0 (14.21)

2

Ve P .
> +—+Qgz= constante sur une ligne de courant
r

En généra la constante, que nous

noterons C, change d’ une ligne de courant

a une autre, La variation de C dans la

direction normale alaligne de courant est M, Ligne de courant \2/_2 T P +gz=C,
. . r
obtenue en projetant (14.20) suivant la /’M)//_ 9

normale fi:
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, )
ﬁ.@%+f+gzﬁ+ﬁ.[(ﬁV)UV]:o b € A.[(rotV)UV] =0
é r o fin

14.3.2 Ecoulementsirrotationnels de fluides par faits isovolumes

Le cas particulier rotV =0 correspond & la classe, trés importante en Mécanique des Fluides, des

écoulements irrotationnels. Pour ce type d’ écoulements, la constante de Bernoulli est la méme pour toutes les

lignes de courant:

- les forces de volume dérivent d’ un potentiel §=- grad(gz)
- lefluide est isovolumer = constante

- lefluide est dénué de viscosité t =0

- I’ écoulement est stationnaire 7/ t=0 (14.22)

- " écoulement est irrotationnel rotV =0

2

ve P .
> +—+Qgz= constante dans tout |’ écoulement
r

Lorsque I’ écoulement irrotationnel est instationnaire on peut encore obtenir une expression simple. Dans ce
cas, lavitesse dérive d'un potentiel V =gradj et larelation (14.19) seréduit alors a

o .
gradgal+V—+E+gzng)
eﬂt 2 r I}

La quantité entre parenthése est une fonction du temps uniquement:

T“ +V2+P+ =
WY T hgz=ft
w 2T gz=f(t)

On peut encore simplifier I’ écriture en posant j” =j - ¢§ (t)dt . Ainsi:

- les forces de volume dérivent d’ un potentiel §=- grad(gz)

- lefluide est isovolume r = constante
- lefluide est dénué de viscosité t =0
- |’ écoulement est irrotationnel rotV =0 (14.23)

ﬂf vz P

—+—+—+gz=0 danstout I’ écoulement
mw 2 r
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14.3.3 Le cas desfluides bar otropes

Les expressions précédentes de la relation de Bernoulli ont été obtenues dans |'hypothése du fluide
isovolume. On peut éendre la relation de Bernoulli a des écoulements de fluides compressibles barotropes,

' est-a-dire a des évolutions dans lesquelles |a pression ne dépend que de la masse volumique: P = P(r ).

C'est le cas, par exemple, lorsqu’ on considére un gaz parfait en évolution isotherme;
P=rRQ ; Q=constante

ou isentropique:

P/r?=constante

On peut aors écrire

L gradP=gradggyr o
r 8 "}

et lesformulations (14.21), (14.22) et (14.23) deviennent respectivement:

- les forces de volume dérivent d’ un potentiel §=- grad(gz)

- lefluide est barotrope P = P(r)
- le fluide est dénué de viscosité t =0

- |’ écoulement est stationnaire /t=0 (14.24)

v: dP .
- + Or_ +gz= constante sur une ligne de courant

- les forces de volume dérivent d’ un potentiel §=- grad(gz)

- lefluide est barotrope P = P(r)
- le fluide est dénué de viscosité t =0

- |’ écoulement est stationnaire /t=0 (14.25)

- I’ écoulement est irrotationnel rotV =0

vz dP .
- +(O——*+9z= constante danstout |’ écoulement
r
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- les forces de volume dérivent d’ un potentiel §=- grad(gz)
- lefluide est barotrope P = P(r)

- lefluide est dénué de viscosité t =0

- I’écoulement est irrotationnel rotV =0+ V =gradj (14.26)

f 2
% + V7 + (‘)d—P +gz= constante dans tout I’ écoulement
r

14.4 Exemples d’ application

Nous considéronsici des écoulements per manents de fluides isovolumes.

14.4.1 Ecoulements par desorifices

a) Relation de Torricelli

La figure ci-contre représente I’ écoulement, sous I'action de la pesanteur, Z,.J.4 =
d’un liquide qui s écoule d'un réservoir par un orifice de section s. On pourra
considérer que |'écoulement est stationnaire si le niveau du réservoir est
maintenu constant ou si le temps de vidange est suffisamment grand devant le
temps d'observation. Si I'on accepte |I'approximation du fluide parfait, les
conditions d'application de (14.21) sont réunies et I’on peut appliquer la
relation de Bernoulli entre deux points d’une ligne de courant. Soient A un

point de la surface libre et B un point du liquide au voisinage de la section de

sortie, on écrira:

2 2
Vo . b tz, =V +i+zB (14.27)
29 rg 29 rg

On peut considérer que la pression qui régne au voisinage du jet libre est égale a celle qui régne a la surface
libre du réservoir ouvert sur I’ atmosphere Py = Pg.
Si la surface libre du réservoir est importante par rapport a la section de sortie, la vitesse de Vp est

négligeable devant lavitesse V. En posant z - zg = h, on obtient larelation de Torricelli:

V,=/2gh (14.28)
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En fait, la pression Pg n’'est égale a la pression atmosphérique qu’ a I’interface jet-
air”. Lapression (étoilée si le jet n'est pas vertical) n'est constante dans toute la section
considérée que si les filets fluides sont rectilignes et paralléles. Une visuaisation de
I’ écoulement permettrait de voir que les lignes de courant convergent avant d’ atteindre

I’ orifice et leur convergence se poursuit au-deld. Le jet se contracte jusqu’ & une section

dite section contractée (s;) pour prendre ensuite une forme sensiblement cylindrique.

On appelle coefficient de contraction le rapport

Pour un orifice en paroi mince et un jet d'eau, I’ expérience donne C;~ 0,61. Le débit théorique ala sortie est
donc: Q, =s,V,=C_s,/2gh. En fait, I'"hypothése de fluide parfait conduit & une |égére surestimation de ce

débit; les frottements sur la paroi (méme trés mince) et sur I'air sont faibles: I’ expérience indique un coefficient

cinétique a compris entre 0,98 et 1. Le déhit volume al’ orifice est donc
Q,=C,s{2gh ou Cq = a C; est le coefficient de déhit.

b) Ecoulement d un gaz & partir d’ un réservoir en surpression

La figure ci-contre représente | écoulement d’'un gaz par I’ orifice
d'un réservoir dans lequel régne une pression uniforme Pt A

I’extérieur, la pression ambiante Pgyt peut aussi étre considérée
comme uniforme. Si le jet est subsonique, on observe que les lignes de
courant du jet sont rectilignes et paralléles dans la zone proche; la

pression étoilée est donc invariante dans une section droite du jet:

P =Pl =Py +1 0Z,.
Sur laligne de courant entre le point A intérieur et le point B extérieur, on peut écrire;

%r VA2+F?nt+r gZA :%rVBZ+Pe><t+r gZB

En outre dans le cas des gaz, les termes r gz correspondant a |I'énergie potentielle de pesanteur sont

négligeables devant les termes de pression et d énergie cinétique. De plus, si le réservoir est assez grand, la
vitesse V5 est faible devant V5 (sauf peut-étre dans la phase ultime d’'une vidange compléte) et I'on peut

négliger %r V2. Dans ces conditions:

V. » M (14.29)
r

* Il'y aenfait unetres |égere surpression due alatension superficielle du liquide au contact de |’ air.
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Ce résultat est applicable a des écoulements de gaz si les effets de compressibilité restent faibles. Il en est
ains lorsque la vitesse reste trés inférieure a la célérité du son c=(gP,, /r)"?. On peut considérer que C'est le

cas s le nombre de Mach de I’ écoulement Ma=V, /c est inférieur a0.2. La variation relative de densité est de

I’ ordre de grandeur du carré du nombre de Mach: Dr /r ~Ma® =0,2?=4%.

Ains pour un écoulement d'air (g=14) a 20°C (r =1,205kg.m3) sous la pression normale
(Pext = 1,01325 10° Pa)
c=(1,4" 101325/1,205)"?=343,1m/s

Lavitesse maximale en sortie est donc

(V,)pm =02 343,1=68,6m/s

correspondant & une surpression maximale dans le réservoir

(P

int

- Py :%r (V,)2,. =0,5" 1,205  (68,6)? =2837Pa=0,028atm

14.4.2 Pression d’arr ét

Considérons maintenant |’ écoulement uniforme d' un fluide isovolume

. . _—
en incidence sur un obstacle. Désignons par Ug et Pg la vitesse uniforme et
Py —> j
lapression &l’infini en amont (trés loin de la perturbation due a1’ obstacle). 3 N A
. . U¥ — N—
A I'approche de I'obstacle, le courant fluide se divise pour contourner —_—
—>

I’ obstacle. || existe donc une ligne fluide qui sépare les particules passant
d’un coté de celles qui passent de I’ autre cdté du corps solide. Soit A le point (que nous supposerons fixe) ol
cette ligne de séparation rencontre |’ obstacle. La vitesse s'annule en ce point A appelé point de stagnation ou

point d'arrét. Sur laligne de courant qui passe par le point d'arrét larelation de Bernoulli s écrit:
1 _
STUI+R +rgz, =R +r gz,

Si les forces de pesanteur sont négligeables (dans les gaz en général) ou si ladénivellation z, - z, est faible,

on approxime:

P =R, +%r u2 (14.30)

: s . N g . 1 .
La pression P, définit la pression d'arrét et I'éévation de pression P, - R, :Er UZ est communément

appelée surpression d arrét ou pression dynamique. Si I’on place lamain de fagon aintercepter un jet d' eau dont
la vitesse de moyenne est Ug = 20 m/s, la différence moyenne de pression entre les deux faces de la main est

(coef. cinétique pour un jet turbulent a ™ 1):
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DP=P - R, :%r aUj»0,5 1000" (20)* =2 10° Pa» 2atm

Si la“surface mouillée” delamain est S = 150 cm?, |aforce correspondante sera

F=DPS=210"" 15010*=3000N

soit une force équivalant au poids d'une masse de plus de 300 kg. Pour un jet d'air de méme vitesse, la

surpression d' arrét n’est que de

©P), =5 op), =22% 51055, 241pPa
r 998,2

eau

soit, pour laméme main, une force équivalant au poids d’ une masse de moins de 370 grammes.

On comprend pourquoi les jets d’air ne sont pas utilisés pour disperser une manifestation. Soulignons encore que
I"application de la relation (14.30) a un gaz n'est justifiée que si les effets de compressibilité sont négligeables
(Ma<<1).

14.4.3 Mesures de la pression dans un écoulement

* Mesuredelapression d’'arrét

Le résultat précédent peut étre exploité en disposant au point d’arrét d’un obstacle un orifice relié par un
conduit mince a un capteur de pression (un tube manométrique par exemple). On peut ainsi mesurer la pression
d'arrét Pa. Une telle sonde est appel ée tube de Pitot.

» Mesuredelapression statique

La pression thermodynamique dans un fluide en mouvement est, par définition, celle qu’indiquerait un
manomeétre qui se déplacerait ala vitesse du fluide. Cette définition explique pourquoi cette pression est souvent
appelée pression statique. La figure ci-dessous présente un dispositif qui, bien qu’'en déplacement relatif par
rapport au fluide, permet de mesurer la pression statique. Le dispositif est constitué d'un orifice, sans saillie ni

bavure, percé dans une paroi paralléle alavitesse de I’ écoulement, et relié a un capteur de pression.
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Si I’ orifice est suffisamment petit, I’ expérience montre qu’il

existe un fluide mort & I'intérieur du trou. Les lignes de

courant, dans la zone de passage au voisinage immédiat de
I’ orifice sont, comme dans la couche limite le long de la paroi
plane, paralléles aux lignes de courant au loin de I’ obstacle. De atm

ce fait, la pression dans le trou est la méme que dans

I’ écoulement non perturbé (Pg).

Trés souvent les mesures de pression d arrét et de pression statique sont effectuées simultanément a I’ aide
d'une seule sonde dite sonde de Prandtl. Cette sonde est constituée d’ un tube cylindrique profilé pour éviter le
décollement de I’ écoulement au voisinage du bord d’ attaque, et percé de plusieurs orifices latéraux permettant la

mesure de pression statique.

—_—>
Po —>03d d
_ A 4
L'orifice darét et les orifices U, —> l.::_—._
. s X — T -
latéraux sont reliés a un manométre e i
Mo —m> —— 0,1d
différentiel. Si la sonde est placée dansla B
N L. . . 3d 10d
direction dans une région ou la vitesse et
la pression sont uniformes, la mesure de R D
la différence entre la pression d'arrét Py
et la pression statique P, est donnée par
larelation de Bernoulli: Py
_1oe Fx
PA_PO_EroUo r[/

et conduit a la connaissance de la vitesse
Uo.
La sonde de Prandtl, associée a un manométre différentiel est donc un vélocimeétre. La vitesse est déterminée

par

2(F-R) u
U, =,|———= I / r,-r,
r, y|—>Uo= 2'r—gh (14.31)

P.- P.=r,gh=P - B+ ghj,

La mesure n'est strictement correcte que si I'axe du tube est paraléle a la vitesse, mais I utilisation de
plusieurs trous latéraux rend la sonde assez peu sensible aux faibles inclinaisons: elle reste exacte a 1 % prés
pour une inclinaison de 15 degrés.
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14.4.4 Mesures des déhits
a) Venturi

Dans un tube de courant d’un écoulement subsonique, la vitesse de débit augmente lorsque la section

diminue, aors que la pression diminue en méme temps que la section. Le débitmétre Venturi utilise ces résultats.

Considérons maintenant |’ écoulement permanent d'un fluide incompressible non visqueux dans le conduit

d'axe horizontal et de section lentement variable représenté sur la figure. Larelation de Bernoulli (version fluide

parfait) s écrit, entre deux points de laligne de courant axiae:

%r v?2 +P, :%r V2 + P, (14.32)

Si on accepte |I'hypothése du fluide parfait, la condition d’'adhérence a la paroi est relaxée et ce modéle
conduit a considérer que le profil de vitesse doit étre uniforme dans une section droite de section constante ou a
un col. Dans ces conditions, la vitesse axiale est égale a la vitesse de débit”, et la conservation du débit entre les

sections (1) et (2) donne:
rVy, S=rv, S (14.33)

En éliminant V, entre ces deux dernieres relations, on exprime V, = en fonction de la chute de pression
(P - PRy

é (P p ) 01/2
_ég Ay A, L’J

V, =65— —( (14.34)
T g E-E/S)HY
(1)
—>
g 2
ST o i G ST A S
1 Ly ; —>
l > B,
—>
B, epcmmmmmmmmmmmmmemee ] 1 C,
h
ry )

. C'est pourquoi les coefficients cinétiques a ont été pris égaux a 1 dans (14.32).
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Il reste & déterminer la chute de pression entre les deux sections. Examinons la possibilité d’ appliquer la
relation de Bernoulli successivement entre les points A1 et B1, B1 et Cq1, C1 et Cop, Co et Bp, Bo et Ao, L'analyse

est synthétisée dans le tableau ci-dessous.

Bernoulli entre: A1etBq B1etCq Ci1etCo CoetBo Bo et Ay
Ecoulement
localement oul oul oul oul oul
irrotationnel
écoulement renos renos renos écoulement
o uniforme _ep 0 _ep -0 _ep -0 uniforme
justification: V. =V, V, =V, = V, =V, = vV, =V, = V. =V,
Pressions PA1 = PBl PBl = PC1 P°1 = Pcz Pcz = PBz PBz = PAz
lignes de courant lignes de courant
justification: rectilignes et repos repos repos rectilignes et
paralléles paralléles

On remarque que B1 est un point singulier ou apparait une discontinuité de vitesse (mais pas de discontinuité

de pression). Ceci est une conségquence de I" hypothese de fluide parfait et de la condition de glissement qui en
résulte alaparoi. Ainsi, Vg est priségalealavitesse axiale V, en appliquant larelation de Bernoulli entre Ag

et By, mais prise égale a 0 en appliquant larelation de Bernoulli entre B1 et C1. Notons qu’il n’est pas [égitime

d'appliquer larelation directement entre A1 et Cq puisque |’ écoulement est localement rotationnel au passage de

. . ., .32
ladiscontinuité .

L’ application de larelation de Bernoulli successivement entre chacun des couples de point voisins le long du

manométre différentiel conduit a

P, - P, =(r,-r)gh (14.35)

Finalement, la substitution dans (14.34) donne

1/2

:22(r[-r) gh ﬂ
g T 8 S/S)H

A (14.36)

La mesure du débit est donc obtenue par simple lecture de la dénivellation dans le manométre. Méme s la
perte de charge est faible dans le convergent, les approximations faites entrainent une surestimation de quelques

% du débit et il convient donc d’ étalonner le débitmeétre Venturi par mesure directe et d'introduire un coefficient
correcteur Cg. L’ expression du debit masse réel est finalement:

- 1/2

€2(r,-r) gh 3

Q=C,rS, & : —; (14.37)
e STy

® Ces remarques valent évidemment aussi bien ala section (2).
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b) Rotamétre

Un rotamétre est un débitmétre constitué d’ un tube vertical transparent faiblement conique et d’un flotteur.
C'est la position verticale du flotteur dans |’ écoulement qui permet la détermination du débit. Pour accroitre la
stabilité du flotteur on le munit de rainures inclinées par rapport & son axe; le fluide en mouvement lui donne

ainsi un mouvement de rotation autour de cet axe, d’ ol le nom de rotamétre.

Si DP représente la chute de pression entre I'amont et I'aval, Sf la section maximale du flotteur, 7 ‘'son

volume et r 1 sa densité, on exprime |’ équilibre vertical en écrivant
-DPS =(r,-r)g7¢ (14.38)

Soit §(z) = §(2) - S¢ I'aire de la section annulaire de passage du fluide. La vitesse de débit est donnée par

I’ expression suivante” semblable & (14.34) établie pour le Venturi:
A1/2

é . u
g2 DR (14.39)
gr gl- (s/9 HEl
, z
!
La substitution de I expression (14.37) de DP donne !
|
~ 1/2 I
€ r.o-r 7y u
U,=&g-" - s——U (14.40) St
& rod- (s/9°gS % k= S_|_

Comme précédemment, les erreurs induites par les hypothéses du
calcul sont corrigées par I'utilisation d'un coefficient de debit Cgq

obtenu par étalonnage. Le débit masse réel est donc donné par une i
expression trés semblable & (14.37): ! l
! -
s & r, -r 7;'01/2 : 9
Q=C,r - 7 629 f =0 (14.41) T T TT T T T
g-(s/9°§ € " Sa
r

Ainsi Q est une fonction de s(z) et de s(z)/S(z) donc de la position
verticale z du flotteur dans le tube. On peut graduer le tube pour

permettre une lecture directe du débit.

® Un calcul détaillé est présenté dans |e polycopié de Travaux Pratiques de M écanique des Fluides de 1ére année. On

y présente également |la méthode qui permet d’ utiliser un diaphragme comme débitmeétre.
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c) Diffuseurs

La puissance dune turbine est

proportionnelle a la différence de pression
(PentréePsortie) Pour une alimentation donnée
(hauteur d'eau au-dessus de la turbine), c’est-

ardire Poyee fixée, la puissance récupérée est h

Au lieu d'évacuer I'eau en sortie de ]
\___—/

turbine par un jet libre dans I'atmosphére

plus impotante si on peut diminuer Pgie.

(Psortie = Pam), j€t qui S écoulerait ensuite dans B
un cours d' eau récepteur (canal de fuite), on ~  ETTT T T TTTT @@

dispose un diffuseur qui permet d’abaisser la

pression de sortie (Psrtie < Pam)- _/ canal defuite

Un diffuseur est un élément de conduit dont la section augmente de fagon progressive. Considérons un

diffuseur qui débouche sur un canal de fuite comme présenté sur la figure. Dans |’ approximation du fluide

parfait, |'application de la relation de Bernoulli entre la section S de sortie de la turbine et la section D

d’ échappement s’ écrit:
1., 1,
Er Vsonie + Psonie R PR _Er Vd + Pd trgz, (14.40)

Si la section de sortie est trés largement dimensionnée on peut négliger V?Z devant V2

sortie *

On peut aussi

supposer (en premiére approximation) que z, »0 et que P, » P, . Larelation de Bernoulli se réduit alors a

P

a
. »P - ~—T V
sortie am 82

2 +rghd (14.41)
7]
Ainsi, la pression a I'entrée du diffuseur est inférieure a la pression atmosphérique de la quantité
¥r V2 +r gh. EnI'absence de diffuseur, I’ échappement se ferait al’ air libre & une hauteur h au-dessus du canal
de fuite. On perdrait alors toute I’ énergie cinétique de I'eau a la sortie S et |’ énergie potentielle correspondant a
la chute de hauteur h. Le diffuseur permet d'obtenir une dépression en sortie de turbine et d éviter ainsi ces

pertes.

Lerésultat (14.41) est assez approximatif puisgu’on aen fait : ¥ z4 =-1" 1/2diamétrevertical dudiffuseur (< 0)
:Pd :Patm' MNean 924 > Patm

i

En outre, la perte de charge DH dans le diffuseur a été négligée comme tenu de | hypothése de fluide parfait.

Sans ces approximations, on obtiendrait :
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€1 - e 0 u
Psortie = Patm - (?Er eau Vszortieggg Sgortle :+ r eeughL,J+|El_||
e Sﬁ [4] g >0

<0

Il faut donc que DH soit faible (faible longueur de conduite entre la sortie de turbine et le diffuseur) et
Si >> S 0. Lemieux est d utiliser un diffuseur de forme oblongue comme celui-ci

Tur bine

Il faut s assurer qu’ aucun décollement n'a lieu dans le diffuseur; |I’augmentation de section doit donc étre
trés progressive. De plus, comme toujours en présence d’ une dépression dans un liquide, il faut vérifier que la
pression reste partout supérieure a la pression de vapeur saturante a la température de fonctionnement. Dans le
cas contraire un phénomene de cavitation entrainerait une discontinuité de I’ écoulement et un dysfonctionnement

du diffuseur.
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Chapitre1s Bilans de quantité de mouvement

15.1 Théoreme des quantités de mouvement pour les écoulements
stationnairesisovolumes

Nous alons d'abord présenter I'expression générale du bilan macroscopique de quantité de mouvement

applicable atous |es écoulements stationnaires de fluides isovolumes.

La relation intégrale que nous allons obtenir est particuliérement importante puisqu’ elle permet de
déterminer les efforts qu'exerce un écoulement sur un obstacle ou sur les parois d'un conduit, ou
réciproguement, les efforts exercés par une paroi solide sur le fluide au contact. Quelques illustrations sont

données au §15.2

15.1.1 Etablissement delarelation intégrale

Nous partons de la forme locale générale (7.18) de I’ équation de quantité de mouvement, dans laquelle la

dérivée particulaire est exprimée a1’ aide de I’ expression (5.24), soit:

ﬂ;]—tv+div(r\7-\7):r f- gradP+divt

Intégrons cette égquation sur un volume fluide fixe 7. Soit i la normale extérieure de I’ enveloppe .~/ de ce
volume de contréle.

C@D‘\‘ﬂ;tvd o+ Gy V)V.ﬁds:d‘]"jfd . @‘fﬁds+@‘j=-ﬁd8 (15.1)

Pour un écoulement stationnaire d’un fluide isovolume larelation intégrale (15.1) se réduit &

r HV)VRdS = - @y P AdS+ Gy -nds (15.2)
SES SESES, S

ol laforce de gravité a été intégrée dans P".

Un exemple de mise en oauvre de cette équation est présenté au § 15.2.2.
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15.1.2 Casparticulier des écoulementsinternes

Nous partons de la forme locale générale (7.18) de I’ éguation de quantité de mouvement, dans laquelle la

dérivée particulaire est exprimée al’ aide de I’ expression (5.24), soit:

ﬂ;]—tv+div(r\7-\7):rf- gradP+divt

Intégrons cette équation sur un volume fluide fixe 7.

Soit n la normale extérieure de I'enveloppe .~/ de ce

volume de contrdle (figure).

@D—‘“ﬂ;tvd 7+ @rV)Vends = gy fds - c‘o‘jDﬁdS+c‘o‘j=-ﬁdS (15.3)
/ 7 / /
o) @ ® ® ®

A\ N\ ﬂr \7
1t

_T[ SN

« terme @: Comme le volume 7est fixee @= ds- ﬁ@ Vd 7 noté .~ ,estlavariation dela

quantité de mouvement .~ attachée au volume 7. Ce terme est nul en régime stationnaire.

e terme @: Le flux de quantité de mouvement est identiquement nul a travers une ligne de courant
(\7 «fi=0) ; cette condition d’ étanchéité s applique aussi sur les parois solides non poreuses. Ainsi:
@=yr V)V +ndS=qgyr V)V, dS+gfr V) Vi, dS+qyr V)V.n_ dS
% S S S

—
nul

ou encore, en utilisant la notation (13.2) pour les flux moyens dans les sections (Sg) et (Sg)

@=((r V)V+i,)S, +((r V)V +h,)s,

« terme ®: Ce terme désigne la résultante des forces a distance s exercant sur 7, ¢’ est-a-dire le poids de la

masse . ~du fluide dans |e volume de controle:

NN = A\

=gy 9d” =gagyyd” =79

» terme @: |l représente la résultante des forces de pression sur I'enveloppe .. Explicitons, pour les
écoulements internes, les résultantes partielles sur les sections d’ entrée (Sg) et de sortie (Sg) du systeme fluide et
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sur les parties solides (Sp) de " enveloppe:
@=qPndsS=gPrn. dS+ qPn, dS+ qgPn, dS
/ S s S
ou encore, en définissant la moyenne des forces de pression dans les sections (Sg) et (Sg)

@:<Pﬁe>8e +<Pﬁs>SS +@pPn, ds
S

« terme ®: Ceterme est la résultante des contraintes visqueuses sur |’ envel oppe .
Trés généralement |’action des contraintes visqueuses sur les sections d'entrée-sortie (S, et S,) est trés
négligeable devant leur contribution intégrale sur les parois solides. On pourra donc approximer:

®= gy +NdS» Gy dS
/ S

Il reste areporter tous ces résultats dans le bilan intégral (15.3); il vient:

./;7+<(r \7)\7.ﬁe>se+<(r \7)\7.ﬁ5>ss = .78-(PR,)S,- (PA,)S, +qy dS- @Fn, dS
S S

Foot

En notant pr®f larésultante des forces exercées par les parois sur le fluide, on obtient:

§(r VIV i, ) +(PR IS, +§(r V)V A ) +(PAIS = /7 g+F, - .7

Si on choisit, contrairement a la convention usuelle, d’ orienter les normales dans le sens de |’ écoulement,
Veii,=-V, et Vi =V,, et |'on peut écrire finalement:

+Fg -/ (15.4)

«l

g<r V2>+<P>)S NEJZ = 7

VALABLE UNIQUEMENT POUR LES ECOULEMENTSINTERNES

o, pour éviter toute confusion, on note N les vecteurs unitaires orientés dans le sens de I’ écoulement. Cette

relation constitue laforme intégrale du théoréme d' Euler.

Casdes écoulementsinternes stationnair es de fluides isovolumes

Si maintenant on considére la forme (15.4), I’ hypothése de stationnarité impose que .~ =0, et puisque la

masse volumique est constante

dr(v?)+(P))sNE = /g+F,, (15.5)
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* Pression moyenne dans les sections d’ entrée-sortie
Les filets fluides étant localement rectilignes et paralléles dans les sections d’ entrée-sortie, la pression étoilée
y est invariante. Dans la section (Sg) par exemple:

(P),=(P -rgz) =(P) -rg(2),=P,

oU Pg est la pression prise au centre de la section.

« Coefficient cinétiqueb
Il est d' usage de définir le coefficient cinétique

A\ /2
b=-——-, soit avec notre notation de la vitesse de débit b==— (15.6)
V> SU;

On pourra vérifier, a I’aide des résultats obtenus au chapitre 12 pour les écoulements en conduites, qu’en

régime laminaire (profil de vitesse parabolique) b = 4/3. En régime turbulent, le profil en loi de puissance
LAin ) 2

V, (1) =V - —~2  condita b= (1: N @+2n)°”

&€ Ry 2n*(2+n)(2+2n)

Re=U,D/n | 4103 | 23104 | 105 |1,1106 | 2106 | 32106

n 6 6,6 7 8,8 10 10
b 1,03 1,02 1,02 1,01 1,01 1,01

On voit que, pour la plupart des applications industrielles, il est Iégitime d' approximer b~ 1 s le régime

d’ écoulement est turbulent.

Finalement, sous réserve d'un choix judicieux des sections d'entrée et sortie, on pourra écrire le bilan

intégral de quantité de mouvement pour un écoulement interne stationnaire de fluide isovolume sous la forme:

190



191

grbU§+P)SN&—grbU§+P)SNBe = ./ G+F, (15.7)

ou encore, en introduisant le débit masse Q=r Ug S

gbU,Q+PS) Njj - gbU,Q+PS) Ny = ./ G+F,, (15.8)

VALABLE UNIQUEMENT POUR LES ECOULEMENTSINTERNES, STATIONNAIRES ISOVOLUMES

Cette relation permet, par exemple, de déterminer la force exercée par un fluide sur une paroi: E® 0 =" T:p®f

15.2 Exemples d’application
15.2.1 Poussée dans un coude

On cherche a déterminer, la force exercée sur un coude 90° réducteur horizontal par un écoulement d’eau

(isovolume) en régime permanent.

Il convient d’abord de choisir correctement

Se =0,04m?
le volume de contréle pour pouvoir appliquer e - 2
I’ équation intégrale de quantité de mouvement Ss =001 m3
établie au § précédent. Qu=02ms

Les sections d'entrée et de sortie de la Pe =8bars
“boite noire” doivent étre prises suffisamment
loin du coude pour Sassurer que les filets
fluides sont rectilignes et paralléles entre elles. N S,

Dans ces conditions, la pression étoilée est Yd !
constante dans chacune de ces sections et les —_ i
contraintes visqueuses y sont négligeables :: i N’e
devant les forces de pression. :: -

Il sagit d'un écoulement interne et la —
relation (15.8) est alors directement utilisable:

Ff®p :'/g+(be Ude Q+Pese) Ne' (bs UdsQ+PsSs) Ns

Fe, estlaforce exercée par lefluide sur le coude: R, =- (T - P1i,)dS ,

S
ou
M est lamasse de fluide entre les sections d’ entrée et de sortie,

Pe et Pg sont les pressions sur |e plan horizontal médian respectivement en (Sg) et (Sg).
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Projetons sur les 3 axes.
Isuri: F =b,U, Q+R,S
Jirsur]: F=-b,U,Q-PS (15.9)

'Tl'surR: F=-.79

I Q_0 :
I de:_=—=5m51
i ' Anrite _ _ [ rSe 0,04
* Lebilan de masses'écrit: Q=r S, U, =r SU, | 0o (15.10)
1 U, -Q.02 =20ms™*
i % rs oo01
' U, (4S./p)"* 5(4" 0,04/p)"?
rre, = (10)_ SOy s
L es nombres de Reynolds sont: { "o 0 .
iU, (4s/p)” 20(4 0,01/p)"* )
[Re,= - =——5° =2,2610

L’ écoulement étant pleinement turbulent, on prendrabe = bg= 1.

» Larelation de Bernoulli, appliquée entre (Sg) €t (Sg) sur laligne de courant horizontale médiane, donne;

A V2
R

2
Pour un écoulement turbulent, on peut utiliser (12.48): Yo _ 2n
V (1+n)(@+2n)

max

L U, _U 2 V72 V2
et I'on prendraici n=101>—%=—%=__ 20" _ng7p —e»guﬁ et—s»gus
V, V. (@+n)@@+2n) 2 3 = 2 3 -

Larelation de Bernoulli donne donc:

Ps:Pe-ér(Ui-Ui) > P.=5510° Pa (15.11)

« La substitution des expressions (15.10) et (15.11) dans (15.9) donne, dans le plan horizontal:

i r Q2

) Fx: Qv +Pese N 4

i y o }F.=3,310° N

| , _, Soit numeériquement: IF 0.9510° N
.'.F:-aeQupsg =%

'y ¢ S s s

| e % 7]

* Remarque 1: Dans le cas d'un coude & section constante, la vitesse de débit est conservée et (15.11) se

L r Q2
réduit & Pe = Ps. On trouve aors F, :&+PS:- K.
S
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* Remarque 2: En prenant n=10, nous avons considéré que les profils de vitesse turbulente, dans les
sections (Sg) et (Sg), suivent laloi empirique de puissance (12.47). Ceci peut nous permettre d’ estimer (de fagon

trés approximative) le coefficient de perte de charge x dans le coude. Il suffit d’écrire la relation intégrale de
Bernoulli sur le tube de courant entre (Sg) et (S9):

2 P 2 P 2
e d 4 e = s & +—=+DH_, avec a,=a,»l et DH =X -
29 rg 29 rg 29

soit:

P=P- %r ((1+X) Ui - Ui)

dont la comparaison avec (15.11) conduit &

8
XZEQ -§;+ = X>>O,31
39 Seﬂ

15.2.2 Perte de charge dans un éargissement brusgue

Considérons deux conduites cylindriques de section (S1) et (Sp) raccordées sur le méme axe et telles que

Sy > Sq. L' expérience montre que I’ écoulement se sépare sur |'aréte annulaire du raccordement. Dans la région

décollée, on observe la formation d’'un tourbillon torique qui induit une perte de charge. A une distance
¢~ 20 Do, laperturbation est “oubliée” et I’ écoulement est a nouveau établi (le profil de vitesse n’ évolue plus).

Ud2 %

T
[RRRRRRRAN I

=
°
=
O
N

Pour calculer la perte de charge dans cette singularité, et le coefficient associ€, nous alons écrire les bilans
intégraux de masse, de quantité de mouvement et d’ énergie cinétique entre une section en amont et une section
en aval dans lesquelles I’ écoulement est établi (pas d’ évolution longitudinale des profils de vitesse, filets fluides

rectilignes et paralléles, écoulement unidimensionnel).

* Bilan demasse: Q=r, U, §=r,U, S, et noussupposeronsri=ro=r
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« Bilan de quantité de mouvement: Nous partons cette fois de la formulation générale (15.2) dans laguelle
le frottement pariétal est négligé. Ceci est justifié par le fait que la recirculation est une zone ou les vitesses sont

localement faibles, au point qu’ on peut la considérer comme une zone d’ eau morte.

r @(V)VendsS=- ¢ P ids (15.12)
SES, SESES,

Explicitons cette relation, sachant que V,+fi, <0 et V,+f,>0, et que P* est constant dans les sections

droites. Il vient:
r blujlslﬁlﬂ b, U§2 sn, = - Pl*Slﬁl- P;Szﬁz- (‘n‘f* nds (15.13)

Dans la zone d' eau morte on peut approximer que la pression est proche de la situation hydrostatique (cette

hypothése s appuie sur des observations expérimentales); ains la pression éoilée sur la section annulaire d’aire
Sp - S1 est assimilable a P, . Laprojection de (15.13) sur I axe de la conduite est donc:

-rb,U; S+rb, Ui S,
r (bz Ui Sz' bl Ui Sl)

FS-PS+R(S-9)

o (15.14)
(F-P)S,

* Bilan d’énergie: Larelation de Bernoulli sur le tube de courant limité par les parois entre (S1) et (Sp) est

(14.11):
® U2 6ae Ui po
a, e iogy “e RO, (15.15)
29 rgg§ 29 rgg

2
_ d
avec DH,, , =Xx—

Lasubstitution de (P - P,) de (15.14) dans (15.15) donnefinalement'

bSl“
'S, 129

é
DH1®2:(§a1+(2b2' az)$ (15.16)
é S

X

Les applications les plus courantes en hydraulique concernent des écoulements turbulent. A quelques % prés
on approxime en général a1 = a» = b1 =by = 1. On obtient alors larelation dite de Borda-Belanger:

_(Uy- U,

DH,, ,= 25 (15.17)

Le coefficient de perte de charge, selon que I'on considére la vitesse de référence en amont ou en aval de

I élargissement, est alors donné par:
2

pH=3. 3 Ya DH:g[ SZO — (15.18)
¢ Sg 29 & Sg 29
—_—

X X
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La perte de charge s annule lorsque S = Sp et elle est maximale lorsque S, ® ¥ , c'est-a-dire lorsque le

conduit 1 débouche dans un réservoir de trés grande section.

15.2.3 Puissance d’une hélice

Une hélice propulsive communique au fluide ambiant de la quantité de mouvement dans la direction de son
axe. Il en résulte, par réaction, une poussée P qui est transmise au bateau ou a I'avion (ou au support du

ventilateur). Nous alons expliciter laforce propulsive P et le rendement h de propulsion de I’ hélice.

Nous considérons une hélice qui se déplace a la vitesse constante W dans un fluide incompressible. Pour
simplifier, la pression de référence a grande distance de I'hélice sera prise arbitrairement a zéro. A I'infini
amont, le fluide est au repos, et loin en aval savitesse est Uu'. Au voisinage de I’ hélice en amont (section @ d'aire
S), lavitesse du fluide est u. Immédiatement en aval (section ®), on peut considérer pratiquement que la section
de débit est aussi S; ceci impose, par conservation de la masse, que la vitesse dans la section @ est également ul.

Toutes les vitesses et pressions définiesici sont les valeurs moyennes dans les sections.

Plagcons nous maintenant dans le référentiel en translation horizontale uniforme lié al’hélice. La vitesse du
fluide dans | es différentes sections est indiquée sur le schéma du bas. La vitesse évolue entre les sections © et @

d'une part, et entre les sections ® et @ d’autre part car I’ écoulement amont converge vers |’ hélice.

Référentiel liéau fluide au repos

-
® @) ® N @
Sl ? .
a - 1
1 | 1
i — '
| —
I -
' N
! —
:U]_:O

P1=0
W

Référentiel liéal'engin
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Les bilans intégraux de quantité de mouvement et d' énergie entre les sections @ et ® vont nous permettre de

déterminer la poussée recue par I’ hélice et la puissance utile au déplacement.
* Bilan de masse: Nous I’ avons dgjaexprimé Q=r,U,S,=r, U, S,

etpuisquer,=r, etSp~ Sg,onalUy=U3

 Bilan de quantité de mouvement: Dans la direction horizontale, le bilan intégral de quantité de

mouvement entre @ et @ s écrit (15.2), en notant S, I enveloppe solide de I’ hélice:

r HV)V-RdS=- G P ndS+ gy -nds

SES, SESES, s
=. P nds+ Cd P ﬁ+f-ﬁ)ds
SES; S
=R =-P

ou F,, estlaforce exercée par I'hélice sur lefluideet P I’ effort sur I’ hélice.

Exprimons les différents termes :

rb,(U,i) (- U,)S, +rby(U,i)(U,)S; =- By ()S,- Fi(-1)S,- P i

Dans ce type d' application, |’ écoulement est toujours pleinement turbulent, aussi pouvons-nous approximer
bo=b3™ 1. Ainsi :
-TUZS, +1USS; =-BS, +PS; - P

et puisqueUs = Uz et Sp~ Sg- P=(F-PF)S (15.19)

« Bilan d’énergie: Larelation de Bernoulli (14.11), appliquée au tube de courant horizontal entre @ et ®, est
(az=az” 1)

U_§+i;:U_§+i;+ i
2g rg 29 rg rgQ,

ol .7 est lapuissance motrice fournie par I’ hélice. Puisque Uz = U3, on obtient:
#=Q,(F-F) (15.20)

En rapprochant (15.19) et (15.20), on peut décomposer |a puissance motrice en deux termes:

2 =Q,P/S=P (W+u)=P W+P u) (15.21)
—_—— =

P

u

P

e

ou apparaissent ., interprété comme la puissance utile ala propulsion, et ., I’ énergie cinétique communiquée
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au fluide par unité de temps et dissipée dans |e sillage lointain. On définit le rendement de I’ hélice par |e rapport

PW _ W

= (15.22)
P(W+u) W+u

h:_’y"'/:
.’/n‘]

Nous pouvons aler plus loin en recherchant une relation entre les vitesses u et u'. Pour cela nous alons
écrire larelation de Bernoulli sur le tube de courant, respectivement entre les sections @ et @, et les sections @
et d.

_ W2 _(W+u)® | P, u
centre® et @: —— 0t i
29 29 rg I r.. .
; P P-P=—u'(2W+u) (15.23)
centre® et @: W+u® P _(W+u)*y 2

y
29 rg 29 p

La substitution de cette expression de P3 - P> dans |’ expression (15.19) de la poussée donne;

J(2W +u")

P=rSu (15.24)

Ecrivons pour finir le bilan de quantité de mouvement du fluide contenu dans le tube de courant entre les

sections @ et @. En projection horizontale larelation intégrale (15.8) se réduit &

(W+u)Q- WQ=P

o -
. @ —
- ! ® -
; : : — ©
i | o —
W ' I WHU W+
P1=0 P, Py P4=0

Référentiel liéal'engin

et, en substituant Q=r (W +u)S, on obtient une autre expression de la poussée:
P =r Su'(W+u)

qu’ on peut rapprocher de (15.24). On aboutit alors& u=u'/ 2, ¢’ est-&-dire par conservation du débit S4 = S/2.
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Section (©) @e® @
Vitesse moyenne W —_—) | WHU |y W+2u
Aire 2S S S2

La contraction du tube de courant s effectue pour moitié en amont et pour moitié en aval. Le rendement

propulsif peut maintenant s' exprimer en fonction de W et u’:

W 2W

TW+u 2W+U'

Il est maximum quand u’ =0, mais la poussée est alors nulle. En général, h ne dépasse pas 0,85 pour les

avions et 0,60 pour les navires. Pour obtenir u', il est nécessaire de déterminer expérimentalement la puissance
motrice . 4, (ou u).
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Annexe 1 Coor données cartésiennes

- Systéme (8,.8,.&,)

#U U qUo
g x Ty 9z-
* Tenseur gradient de vitesse G, =V, :gﬂ v ﬂ+
9 ﬂx ﬂy T[Z -
cIw W W
g Ty T2

 Tenseur des taux de déformation
U laaTU+1IVC') 14U +M00

O 281y W5 281 W
(!‘ =
Dij:l(vij+vji):g w ESQT_VJrM}
27 ¢ Ty 282 W &

g =

¢S W -

& Tz 5

(S signifie symétrique)
 Tenseur des taux de rotation

® laqV US 14U TWoH0

90 '_g___+ _8___—_

c 28Tx Tyg 28Tz TWxo-

¢ :

I:1(vI -V,)=6 0 _1sEW Vo,
2t e 28Ty Tz g
c -

gA 0 :

& 5

(A signifie antisymétrique)
* Tenseur des contraintes visqueuses newtoniennes

S divw+2m— - - :
3 % STy g " ™

 2m U U Ve U Ws S
¢ Z
tij:Q - 2_mdiv\7+2mﬂ a]l+M9 -
¢ iy z Tyg +
c +
¢ S - 2—mdiv\7+2mM?
: 3 g



Equations du mouvement des fluides newtoniens incompr essibles

Les forces de volume sont réduites a la seule force de pesanteur
m K, Cp sont supposés constants
Les échanges radiatifs de chaleur sont négligés

* Equation de continuité E+ﬂ+M:O
ix Ty 1z

* Equation de quantité de mouvement
U U U U 19P eﬂU °U ‘HUu
— + U—+V—+W— = - -+ +——+
1t R VR A R (MO VM
™v ~v. NV LIV 19P é1’v  1°v  1?Vu
— + U—+V—+W— = - —— + na +—t—
fi R VAR "R T VIR T YO VMo
M + UM+VM+WM =9, - EE + ngﬂ\/zv+ﬂvz\l+ﬂ\/2VH
fit fix iy 1z r 1z x> Ty %7 g

* Equation de I’ énergie

R,,IR,yIR, IR é1°Q . 1°Q _ 1°Qu, F,
—_- W__ A
It ‘Hx ‘Hy Iz eﬂx2 * y? * 1z? H+r Cp

» Fonction de dissipation visqueuse pour les fluides newtoniens

SdU  divV 6 R\ divv & L&w d|vV03

F,=omip— . QVVO SV AVVD oW avY
ghx 3 g4 eﬂy 3 g e'"z 3 g
+meaaT_U+ﬂo adTU+ﬂWo aaT_V+1TW03

gly fxg Eﬂz o &1 veq
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Annexe 2 Coordonnées cylindriques

- Systéme (&,,€,,&,)

1 X=rcosq
* Relation avec les coordonnées cartésiennes: % y=rsing
lz=2
I
v, 1V, Y, V.6
g fr  rfg r fz_
» Tenseur gradient de vitesse: G, =V, eV, 1MV, V. M:
e r g or T2
v, 1y, Wy,
é r riq 1z o
* Tenseur des taux de déformation:
&V, 1€é7a/,6,11v.u 14V, 1TV00
o 28WEr 5l 28
c e g rlag " 9z g_
¢
D;=>(V; +V;;)=¢ }M“*i 11V, W
' oc rqg r Zgrﬂq ﬂZg—
g _—
¢S LA
& T %
* Tenseur des taux de rotation:
& . 1e9(vy) 1V, a  1&4V, 1v,6 6
¢ ZSF I -?‘H_qu 2892 rg-
c u g -
V\/i.zl(vi_-v_i):g 0 lﬁﬂvz M_g_
A 28 a0 Tz o
CA 0 N
g 5
* Tenseur des contraintes visqueuses newtoniennes
¢ 3 1 ETEr 51 Tay W 2h l
(; R . =
tij:g '_d|VV+2 %M-+—'9 rrké\ Z+J-0 -
¢ rfia re rfiq Tzg =+
(; =
¢ S ——mdlvV+2mM%
& Tz 5
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Equations du mouvement des fluides newtoniens incompr essibles

Les forces de volume sont réduites ala seule force de pesanteur
m K, Cp sont supposés constants
Les échanges radiatifs de chaleur sont négligés

* Equation de continuité 1M+1M+M:O
r 9 riq9 1z
* Equation de quantité de mouvement
2
:ﬂvf VrM+&LM+VZM_iL = Y-EE
i Ir r Yg Tz r rqr
! 19V, 6 17V, T°V. V., 21v,u
[ + Ng—pf—4+= L+ Lo — - ——4
. N A N N T
i
IM + V M.+$.M.+V M+M = _iﬁ
it r r 19 1z r “rrvg
I ) N
: + nelﬂésem_q 1TV, ﬂ —4 qu-+£2—fg
i GWE Iy ‘I]q 2 r rfag
: ﬂVZ + VrM+&LM+VZM = g,- EE
i It qr r 1q 9z r 9z
! €19 e o, 17V, T°V,u
| + Na——AF z;+_ z+ z
. S e oI 124
* Equation del’ énergie
2 s
E+ FE+$~ TQ +V, Q. ellae_Qg iz ?+ﬂ93+ Fy
% T e WS gy P 24 rep
» Fonction de dissipation visqueuse pour les fluides newtoniens
F.=om f v, _d|vVu el‘nV na d|vVg L6, d|v ofl
;e'"r 3 H &r a1 3 H &1z Hi;
+m¥grl%9+}_'z +g1' +M. +e‘I]V W y
Te'ﬂfgfﬂf‘ﬂ(w e fg & r ‘ITZub
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Annexe 3 Coordonneées sphériques

- Systéme (&,.&,.8 )

1 X=rcosq
» Relation avec les coordonnées cartésiennes: % y =rsingcosj
1 z=rsingsinj
* Tenseur gradient de vitesse:
v, 1V, Yy 1 v, vV, ¢
¢ rfa r rsingfj r N
G, :Vi:gM 1V, Ve 1 ﬂ\_/q Vi cgsq -
M er rfg o rsingfj r sing =
SV, 11V, 1 v,V Jcosq_
S rfg rsnqfj r r sngg
* Tenseur destaux de déformation:
. 1AM, 12,0 1696 1 1v,u O
¢ fr er‘ﬂq i rEuLJ 25 ‘Hrgrgrsmq'n] 3 =
G T
SV, +V,)=¢ 1V Ve 1esmq‘|]aeV O 1 MVt
, : g rfig r 2e r ﬂqeanﬁ rsing i ¢
¢ S 1 W oy Ve :
g rsing j r rtanqg -
7]
* Tenseur destaux de rotation:
& 1e1‘|](rV)_}ﬂu 11 1v, Vi, Vu o)
é 2& I rIqd eeran i o T -
¢ 5o V. V, el
W2, v, =S o 121 dngf =V g
2 g 2ar Yg rsing 9 r ﬂQeS'”qaj_
(;A 0 =+
g o
* Tenseur des contraintes visqueuses newtoniennes
& _ Y 0
g_ @d“/v_’_zmwr melﬂ.yrl%/ dJ l?ig 1 MH -
¢ 3 fIr er [0 ‘ﬂrg Eu“ gTrér grsngfj g +
¢ +
_ V. .
tij:g -z—mdivv+2m§;‘ﬂ1+i esmq'ﬂae 0 1 'ﬂVE N
¢ 3 rfog r gr ﬂqesmqg rsing i g -
¢ : o
S -—d|vV+2rr‘({ c1 W Yoy YV 2?
é arsing 1j r rtanqga
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Equations du mouvement des fluides newtoniens incompr essibles

Les forces de volume sont réduites ala seule force de pesanteur
m K, Cp sont supposés constants
Les échanges radiatifs de chaleur sont négligés

iﬂ(err)+ 1 11(sianq)+ 1 M:

* Equation de continuité > _ _ .
r* qIr rsing Tq rsing fj

« Equation de quantité de mouvement

Nepy M VoV, VIV, VeV 1P
qt " r Yq rsing ] r "r o
+ng<|2vr_ 2\2/r _ 22. ﬂ(vqan)_ 22. TI-\/J H
a r r-sinq 19 rrsing 1j g
2
Wapy Mo, Vo WV, Vi Vo M MV, L1TP
1t fr r fYqg rsing9j rtang r T rrvg
+neN2V +2'ﬂV V,  2cosqg Mﬂ
g r’sin®q r’sin’q v} §
Moy ML Y™, VM WY WY 1 P
it qr r fg rsing 'ITJ r rtanq ! rrsmq'ITJ

é. 2 v, |V 2cosq TV, U
+né\|2Vj+2- _-'2-12+2-qu_-q"L:1
<] r'sinq fj r'sin"q r'sin"q Y g

* Equation de I’ énergie
10,y 10, Vo 10, Y 1Q_,qao, Fe
it ﬂr r flg rsingfj rCp

» Fonction de dissipation visqueuse pour les fluides newtoniens

o jev, diwu eIV, .V, dwi 61 W, V..V, divwif
F,=2m Ie— g te—2L+—L- 0 te Ly ry 9 . ay
jetr 3§ er Tg r 3 0 ersmq mor rtanq 3 0p
2 2
o e V
m1| g}ﬂ+rl J. el’lgéL =+ 1 T[V H +gan ﬂ & 0 1 quy
Ter 19 ‘ﬂr‘é Eﬁ afrgr g rsing 9j 0 &f TIQeang rsing j G-b

Dans les équations ci-dessus, |’ opérateur N? est défini par:

1ﬂae2‘ﬂo 1 Tay, ﬂo 1 7
r? ﬂrg Irg rsmqﬂqg ‘ﬂqg r’sin qﬂq
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Annexe 4 Propriétés physiques desfluides

206

Temperature voll\{ljfnsisc?ue d\ggfrgis(iqtfe ci\rﬁtiéigt?ct]ie C%ré(rjrl:ﬁti\tjgé Itjk:glrﬁ V:Jts Nc;’rrnazﬁlde
Q r m n K ’ a ! n
) (kg.m3) | (kgmrls?d m2st | @mlslkl | (m2sh i
-100 2,040 1,16 10 0,57 10 1,58 102 0,7610° | 0,75
-50 1,582 1,45 10 0,92 10
0 1,293 1,7110°° 1,3210° 2,41102 1,8410°5 | 0,72
10 1,247 1,76 10 1,4110° 2,48 102 1,9610° | 0,72
20 1,205 1,81 10 1,50 10 2,54 102 2,0810° | 0,72
30 1,165 1,86 107 1,60 10
40 1,127 1,90 102 1,6910°
60 1,060 2,00 107 1,88 10
80 1,000 2,0910 2,0910°
100 0,946 2,1810° 2,3010° 317102 32810° | 0,70
200 0,746 2,58 105 3,46 10
300 0,616 2,95 107 4,8110°°
500 0,456 358105 7,8510°°
1000 0,277 482107 17,4105 761072 27,110° | 064

Coefficient de compressibilité

c =0,987 10 Pa’l

Coefficient de dilatation

b=3,48103K"1

Célérité du son

c=340,6m.s1

Chaleur spécifiquea 15 °C

Cp=1012 JkglK-1
Cv=718Jkg 1K1
g= Cp/Cv = 1,402

Coef. de diffusivité de lavapeur d' eau a 15 °C

"o =025102 s

1

Tableaux A4-1: Propriétés physiques de |’ air sec sous une atmosphére (=1,013 10° Pa).




) Masse Viscosité Viscosité Conductivité | Diffusivité | Nombrede
Temperature |\l ymique | dynamique | cinématique thermique thermique Prandtl
Q r m n K a n
0 kamd) | kgmlsl | m2sh | @mlslkl | (m2sh i
999,9 1,787 103 | 1,787 10° 0,56 1,33107 | 134
1000,0 1519103 | 1519106
10 999,7 1,304 103 | 1,304 10 0,58 1,3810°7 9,5
15 999,1 1,140103 | 1,14010°6
20 998,2 1,002 103 | 1,004 10© 0,59 1,42107 71
25 997,1 0,890 103 | 0,893106
30 995,7 0,798103 | 0,801 106 0,61 1,46 10°7 55
35 994,1 0,720103 | 0,724 106
40 9923 0,654 103 | 0,658 106 0,63 1,52 107 4.3
50 988,1 0,546 103 | 0,553 1076
60 983, 0,467 103 | 0475106 0,65 1,58 10°7 3,0
80 972, 0,355 103 | 0,366 106 0,67 1,64 107 2,2
100 958, 0,283103 | 0,29510°6 0,68 1,66 107 18

Tableau A4-2: Propriétés physiques de |’ eau pure sous une atmosphére.

Masse Viscosité Paramétre d Capacité Conductivité

volumique dynamique ) am.etr% 4? calorifique thermique

Gaz r m wscosrt]te Cp K

(kg.m3) (kg.mlsT (Gkglkl | @amlsl k1l

Ar 2,2210 0,72 0,518 103 0,0175
Air 1,18 1,8510° 0,67 1,012 103 0,0259
He 0,155 | 1,9410° 0,67 5,18 103 0,1504
H2 0,082 | 0,8810° 0,68 14,25 103 0,1767
CO2 1,14 1,52 10 0,79 0,87 103 0,0166
CHg 1,09 10 0,87 1,41 103 0,0342
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Tableau A4-3: Propriétés physiques de quelques gaz usuels a 27°C sous une atmosphére.

m_aQ o0 - o

(34) Pour ces gaz, on peut utiliser laloi en puissance — ¢+ qui donne empiriquement la variation de la viscosité
exo g

m(Q) avec une précision de £4% dans la gamme 250£ Q£1000K ; ici, m est la viscosité dynamique a la température

Q, = 293K.
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Masse Viscosité Capacité Conductivité
volumique | dynamique | coefficient 33 | caorifique thermique
r m C Cp K
(kg.m3) (kg.mlst Gkglkl | @amlsl k1l
998 1,002 103 Tebleau A4-2 4,182 103 0,597
Hg 13550 1,550 103 1,07 0,139 103 8,36

Ammoniac 608 2,20 104 1,05

CesHe 899 0,647 103 0,158

Glycérine 1260 1,49 28,0 0,294

Glycol 1117 214102
Fréon 12 1327 262104 1,76
Essence 680 2,92 104 3,68
Kéroséne 804 1,92 103 5,56
Méthanol 791 5,98 104 4,63
Huile SAE 10W 870 1,04 101 15,7
SAE 10W30 876 1,7101 14,0
SAE 30W 891 29101 18,3
SAE 50W 902 8,6 101 20,2
(35) Pour ces liquides, on peut utiliser la relation E:exp g_cg%- 1% qui donne empiriquement la variation de la
€

viscosité n(Q) avec une précision de +6% danslagamme 273£Q£373K ; m est laviscosité dynamique alatempérature
Q,=293K.
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