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Chapitre 1

Introduction

1.1 Surles “Grands Sysémes”

1.1.1 Tentative de caractrisation

On peut parler dégrand syseme” ou encore désysteme complexetlans I'un des cas suivants :

e le syskme est écrit par ungrand nombre de variables et de contraintes qui entrine beau-
coup de calculs et/ou de stockage (la situation la plus typégaet celle a I'on doit utiliser la
programmation dynamigugour resoudre le proBime assoé)) ;

e le syseme global est fait de sous-systes interconnegs : il a donc unatructure spatiale com-
plexe(voir Figure 1.1), ce qui S"accompagne souvent d’une cerfa@téroereité ;

¢ le syseme met en jeu des phonenesaplusieurséchelles de tempsu changeant de facon brutale
au cours du temps : dans ce cas, c'edttacture temporellgui estcomplexgexemple : fuge
larguant segtages successifs — Figure 1.2) ;

e le syseme est commardsimulta@ment pamplusieurs @cideursagissant sur (voir Figure 1.3)
'ensemble du sysime ou sur des sysnes interconnegs avec

— des informations difrentes : en effet, la centralisation des informations peatimpossible
ou économiquement prohibitive pour des gyaes tesétendus §ographiquement),

— des objectifs concordants, ou bien dittnts, voire conflictuels.

1.1.2 Quelques exemples typiques de grands systes

On les rencontre notammeattravers les grands ensembles de production, de distribution et de ser-
vices (eauglectricig, gaz, €lephone et autregfecommunications, etc.), leégeaux (de distribution, de
transport), eleconomie (entreprisesfiliales ou uniés multiples), ...

— e -

Figure 1.1: Sous-sysines interconnees
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Figure 1.2: Trajectoire composite

Figure 1.3: [Ecision multi-agents

1.1.3 Idées et probematiques

Pour contourner ces difficé@s et exploiter les cardistiques ci-dessus, on fait appel auxed @rérales
suivantes :

e idée de ladécompositiompour isoler des sous-sgshes

— plus petits,

— plus homognes ;

e idée de Igparallélisationdes fches ;

e en situation stochastique, I'action de plusieugsideurs avec des objectifs commungvel de la
commande stochastiquéckntrali€eet de lathéorie desquipes

e lorsque les objectifs sont dédfents voire conflictuels, on entre dans le champ dbéarie des
equilibres et des jeux
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1.1.4 Cadre du cours

Dans ce cours, on se limigelathéorie de la @composition-coordination en optimisationette situation
se caradrise par

¢ la présence d'useul cecideuravec toute 'information disponible étisioncentrali€sg ;
¢ la définition un seul objectifa optimiser ;

e on se limite enfira la situatiordéterministe

1.2 Deécomposition-coordination en optimisation : @néralites

1.2.1 Interét de I'optimisation

Du fait de leur taille, les grands sgshes sont soum uneéconomie cBchelle: pour de tels sysimes,
1% d’économie peut repsenter beaucoup en valeur absolue.

1.2.2 Avantages de la dcomposition

e Les sous-sysmesétantplus petitsque le systme global sonplus facilesa traiter (dix sous-
sysémes de dimension 1, c’est plus fadl¢raiter gu’un sous-sy&e de dimension 10 : question
de volume total des calculs, de cdiier des calculs — par exempleyiter 'usage de la #moire
virtuelle).

e Les sous-sysimesttantplus homognessont plus faciles

— acomprendre ;
— atraiter ¢conditionnemend’un sous-prol#me meilleur que le conditionnement global) ;
— a simplifier (icee de lagrégatior).

e On a la possibili d'adapter I'algorithme de &solutiona chaque type de sous-prébie (“croise-
ment d’algorithmes”).

e On ala possibilie deparalléliser les calculgparalElisme MIMD : Multiple Instructions Multiple
Data).

e Enfin, la esolution par @composition constitue un meld matlematique delecentralisation des

décisions

1.2.3 Coordination

La coordination intervierd un niveau térarchique sugrieur comme illust par la Figure 1.4. La #@orie
de la decomposition-coordination est au carrefour de

e I'Economie matématique ;
¢ la Recherche Cgrationnelle ;

I'Automatique ;

I'Informatique (calcul para#lle et Eparti).

La coordination
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Figure 1.4: Coordination

e estrecessaire parce qu’'on ne renonce @&srecherche dedptimum collectif;
e est unprocessus ératif ;

e est un“méta-algorithme” d’optimisation : chaque @ration est une “questiorgponse” entre la
coordination et les sous-prashes.

1.2.4 Unexemple

On consi@re le prob@me suivant b toutes les variables sont scalaires :

min <(u1 — D24 y2 4 (U — 8)% + y§) (1.1a)
u1,U2,Y1, Y2
J1(ug,y1) J2(uz,Y2)
sSous
y1 = U+ Uy et Yo = Ui+ U . (1.1b)
—— ~—~——
Py (ug,uz) Pa(ug,u2)

On peut essayer d'obtenir la solution par le procesarstif suivant :a I'étape k, la coordina-
tion communique (oupr édit”) u'; au sous-sysime 2 eug au sous-sysime 1, et les sous-praivhesa
réesoudre sont alors :

minJi(ui, y)) avecy = R uf), i =12 j#i, (12)

ce qui cefinit deux nouvelles valeurs de; et u, utiliseesa I'étape suivante comme nouvelles

“prédictions”ut™ etu§*. Ceci estilluste par la Figure 1.5.

Explicitement, cela revierit la 'ecurrence suivante :

1 1
uktt = 5(7 —uk), uktt = 5(8 —uby . (1.3)

On montre facilement que cetteaurrence est contractante et que son point fixe est
urr=2, uy =3, y;°=5, y;°=5. (1.4)

Exercice 1.1. Retrouver la &currence (1.3), montrer qu’elle est contractante, et retrouver le point
d’'équilibre (1.4).
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up

Ji
Ji uz
;
J up
us
— )

optimisatio®

Figure 1.5: Un exemple

La question est alors de savoir si on peut affirmer que le poegudlibre du processustitatif (1.4)
fournit la solution du proldme global (1.1).
En fait, la solution du prol@me (1.1) est

ui=1, uy=2, yi=3, y;=3. (1.5)
Trouver l'erreur !
Exercice 1.2. Ecrire et Bsoudre les conditions d’optimaitiu probéme (1.1).
En fait, en @finissant
Gi(u,up) = J(u, Ru,up), i=12 j#i, (1.6)
on réalise qu’on n'a passolu le prol#me d’optimisation pds mais plubt I'équilibre de Nash
vu , Gj(u, u‘j’o) < G (ui,uf") i=1,2 j#i. .7)

Exercice 1.3. Demontrer cette affirmation en traduisant léthode de coordination ci-dessus avec les
notations (1.6), puis en se placant'équilibre. Expliquer en quoi les conditions d'optimalide (1.7)
different de celles du pradrne (1.2), une fois celui-céexprine en termes des fonctiod .

1.3 Apercu du cours

Le cours comprend essentiellement deux parties :

1. dans lgpremere partie on n'a aucune @occupation deg@réralite ni de rigueur magmatique ; on
cherche plut, sur deux moéles simplesa introduire les iées sur la @composition-coordination,
a cevelopper les interptations, etc. ;

2. dans ladeuxéme partieon montre une torie gerérale base sur I€principe du probeme auxi-
liaire” : dans ce cadre, il devient possible
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e de rendre compte de la plupart deéthodesa partir d’'un minimum de principes de base ;

e de lever certaines restrictions (hypesies de&parabilie ou d’additivie des fonctions-dit
et des contraintes) qui paraissaient essentielles dans laguecpairtie ;

o d'étudier la convergence des algorithmeésatifs de coordination dans un cadre umifi

1.4 Prérequis du cours
On suppose une certaine famili@raivec les thories et notions de base suivantes :
e analyse convexe ;

e théorie des conditionsétessaires d’optimaéitdu premier ordre (Lagrange-Kuhn-Tucker), et
eventuellement du second ordre ;

o théorie des conditions suffisantes (cas convexe, Lagrangien,&asfibnction duale, point-selle,
etc.) ;

e interpetation marginaliste des multiplicateurs de Lagrange-Kuhn-Tucker (fonction pertubation,
i.e. cdit optimal comme fonction du second membre des contraintes).

Pour toutes ces notions, on pourra consulter le cours “Covexi©Optimisation” [9] du rBme auteur,
ainsi que leséféerences bibliographiques qui y sont mentiees.

1.5 Corrigé des exercices

1.5.1 Corrigé de I'Exercice 1.1

En remplagant, dans I'expression dé; paru; + u,, en remplagant ensuite par la “pdiction” ug,
puis en annulant la&tivée de I'expression ainsi obtenue par rappart au pointu; = u'ﬁl, on obtient
la formule (1.3) pouu'fl. On pro@&de d’'une fagon analogue pour obteldjfl.

La recurrence (1.3) est une relation affine entfeet u+! dont la partie ligaire fait intervenir la

matrice
0 -1/2
-1/2 0

dont les valeurs propres sont de module 1/2rnigfura 1. La relation affine est donc contractante. Le
point d’équilibre est obtenu en posaift™ = u* dans (1.3) et eréssolvant le systme eru ainsi obtenu :
la solution est (1.4).

1.5.2 Corrigé de I'Exercice 1.2

On a deux possibilits : soit onécrit les conditions de Lagrange/Kuhn-Tucker pour le Lagrangien du
probleme (1.1) en ayant duadides contraintes qui relient a u, soit on substitué chaquey; son ex-
pression en fonction des deux dansJ; (voir (1.6)) et onécrit la stationnaré du criere ainsi @fini
(c’esta-dire G; + Gy) par rapporta (u, up). Cette seconde fagon de péaler estvidemment plus
simple et conduiti un sysgme de deugquations (stationnaétdeG; + G, enu; etuy) a deux incon-
nues(us, Uy). En Esolvant ce sysme, on obtient la solution (1.5).
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1.5.3 Corrigé de I'Exercice 1.3

La définition des fonction§s; par (1.6) @coule de klimination des variables integdiairesy; au profit
des variables deétisionu;. Puisque la coordination fixe, dans le pralei, la valeur a priori de la
variableu; pour j # i, 'optimisation de chaqué&; se fait bien par rappo# u; exclusivement (voir
(1.2)), comme l'indiquent aussi leségali€es (1.7) qui se trouvent doné&sifieesa I'équilibre (c’esta-
dire quand les valeurs desfixées a priori sont retro@es comme solutions des sous-peohés).

Ce point dequilibre annule donc lesedivées partielles dehacundesG; par rapport aw; corres-
pondant, contrairemerdt ce qui devrait se passer lorsque I'on coasidla solution de (1.1). En effet,
comme on I'avu dans le cori@piecedent, ce prol@ime revien& minimiser lasomme G+G, par rapport
a (ug, Up). Par conéquent, la solution (1.5) est caradgee par I'annulation desédivees partielles de
cette somme — et non pas de cha@je— par rapport aux deuw; .
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Chapitre 2

Préesentationelementaire des nethodes de

decomposition-coordination

2.1 Premier mockle

2.1.1 Introduction du premier modele

On consi@re le probdme

N
min J (Ui
U; (U)
Sous
N
ICIOEDS
i=1

Ici,

Ui € Rni,

o U2 est un sous-ensemble convexe ferdeR™

o J R - R,

e O :RW - RM

e ¥ € R™est un second membre de contraintes énn
Par commod@, on notera

e U= (uy,..., uy) " ot T symbolise la transposition ;

e par congquentu € R" avecn = ZiN:l n;

e J(uy =YY", J(u), par congquent) : R" — R ;

e OU) =YV, ®i(u)), par congquent® : R" — R™,

(2.1a)

(2.1b)

Par souci de simplic, le cas de contraintes (2.1b) de typgali€ sera essentiellement corésiel

Lorsque des diffrences notables le justifieront, emoquera le cas de contrainteggalie !
Une interpétationéconomique possible de ce preirie est la suivante :

1| e signe= est remplaé par le signe< coordoniée par coordorée.

9
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e N unités de production co@pent au sein d'une @me entreprisey; repesente les variables de
décision de l'uniéi, J, (uj) son cdit ;

e les contraintes (2.1b), qui sont les contraintes coupldmpiesyentgtre interpétees comme des ob-
jectifs de production (le vecteur est un vecteur dm quantieésa produire) et/ou comme des con-
traintes sur les ressources disponiblesdpiesente des quaris de ressourc&sconsommer par
les uniés), et/ou encore comme daguations dquilibre desechanges de produits integdhiaires
entre les unis.

2.1.2 Decomposition “par les prix”

Intuitivement, une facon deédentraliser la gestion des wstest de faire payer les consommations (ou
de emurérer les productions) de chaque é@nstuivant un certain sy&@ine de prix, et de laisser chaque
unité optimiser son propre bilan. Ce bilan est congds cdit J (u;) et du cait induit par la coordination
(p, ®; (uj)), ol p est un vecteur des prix ét -) est le produit scalaire dafi®". Le probEme de gestion
de l'unitéi se formule donc
min (J i) + (p, i (Up))) . (2.2)
uieUiad
L'objectif de la coordination est alors d’assurer I'objectif de production global, autrement dit,
d’'assurer le respect de la contrainte (2.1b) par le choix d'un boamgstle prixp.
Soit U (p) I'ensemble des solutions (supg@oson vide) de (2.2) (et soli (p) = Ur(p) x --- x
UN(p)). Trois ou quatre questions naturelles se posent alors.

Questions 2.1.

1. S'il existe p* € R™ tel qu'il existeT € U (p?) veérifiant (2.1b), alors est-ce qieest solution
du probeme (2.1) ? La question est en effet de savoir comment la coordination peut fit@nna
gue lI'optimum du proli#me global est atteint par la solution tré&ev(par morceaux) par les sous-
problemes.

2. Existe-t-il une telle valeur dp* (a supposer que l&ponse la premére question est positive) ?
C’est la question de leoordonnabilie par les prix : existe-t-il un tel instrument de coordination ?

3. Quel algorithme permet de trouvet (a supposer que l&ponse aux deux preares questions est
positive) ?

4. Une autre question pratique se pose dans le t‘leﬁ(qn) n'est pas eduita un singleton : tout
U e U(p?) est-il optimal® et sinon comment&ectionner le bon ?

Le lemme suivant, dont la&monstration est laiés en exercice, apporte unegponse aux deux
premeres questions.

Lemme 2.2. Si il existe p et@ € U(p*) verifiant (2.1b) alors la paire (@, p*) est un point selle du
Lagrangien
L(u, p) = J(u) + (p, © ) — ) (2.3)

sur U39 x R™, et dondd est une solution de.1).
Réciproquement, si L a un point selle?, p*) sur U2 x R™, alors U appartienta U (p®) et
vérifie (2.1b)

2| es contraintesi; € Uiad, qui peuvent refirsenter un magle de chaque uréitou des contraintes de fonctionnement, sont,
elles, &coupées.
SAla guestion 2.1-1, on a supgdseulement I'existence d’un “bof.
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Exercice 2.3. Démontrer le lemme ci-dessus.
Commentaires 2.4.

(@) Le lemme ci-dessus montre que #ussite de la coordination par les prix egela I'existence
nécessairal’un point selle du Lagrangien du pr@phe global (voir cependant le commentaire 2.4-
b ci-dessous). Moyennant cette existence, le @miel (2.1) — de toute facon toujouEgquivalent
au probéme du minmax dé — est remplaé par le pro#me du maxmin. Dans la phase de
minimisationa p fixé, on tire alors profit du fait quie(u, p) (voir (2.3)) secrit comme une somme
de L (u;, p) (le terme—(p, ¢) étant affeck arbitrairemen& 'un des termes de la somme). En
effet :

N
JW+(p.OW — ) =Y (JW) + (p. O (W) — (p. ?) .
i=1

L'existence d'un point selle de ne peut @réralemenétre garantie que moyennant des hypsts

de convexig, de qualification des contraintes, et de comportement a I'infini des fondii@nes

U9 ne sont pas boés. |l faut considrer cette constation de l&cessié de I'existence d’'un

point selle du Lagrangien global comme une assez sensible limitation du champ d’utilisation de
la méthode. Lutilisation d’une technique de Lagrangien auggéfepermet détendre ce champ

(voir 'Exemple 2.5 ci-dessous) mais il faut surmonter, du point de vue dédardposition, la

perte d’'additivie du terme suppmentaire appagtpar le Lagrangien augmént On renvoie au
Chapitre 4 @ ce probleme est trait

(b) En plus des solutions de (2.2),@én¢ssons nous aussi aux points stationradtest on peut garantir
gue ce sont des minima locaux si, de plus, dasivike seconde de (2.2) edtfihie positive. En
supposant qu’une famill@; }i—; N de tels points stationnaires — correspondanne certaine
valeur dep — vérifient aussi globalement la contrainte (2.1b), alors on montre facilement que
ces points @rifient les conditions &cessaires d’optimaditdu premier ordre — voire du second
ordre pour des minima locaux — pour le preble global (2.1) : ils peuvent dogwentuellement
constituer des solutions de ce préole, n@me si le Lagrangien global n'a pas de point selle.

Il y a cependant dans ce cas une diffieyttourévaluer algorithmiquement la valeur correspon-
dante dep : une telle valeur dep peut n'avoir aucune proge caracdtristique visa-vis de la
fonctionnelle duale &ffinie par
Y (p) = min L(u, p) (2.4)
ueuad

comme lillustre 'Exemple 2.5 que I'on trouvera plus loin, ce qui rend difficile sa recherche par
un algorithme iératif.

(c) Supposand nouveau I'existence d’un point sellg®, p*) du Lagrangien du probme global, on
consickre ici la question de la non unieitlet(p*). En géréral, dans ce cas, tout point Ule{pﬁ)
ne \erifie pas les contraintes (2.1b), et donc a fortiori n’est pas une solution deprelglobal. II
ne suffit donc pas de trouver un “bon” prp¢ pour avoir Esolu le proldme® Cette difficule est
évitée si on fait une hypo#se garantissant I unlendeu( p) (par exemplel strictement convexg
ou si le Lagrangien est “stable @, i.e. tout ue U (pj) est une solution ; ceci est en particulier
garanti avec l'usage du Lagrangien augngent

“4Dans le cas d’une contrainégali& comme (2.1b), on rajoutel'expression (2.3) de un termec| ZiN:l O (uj) — 2| 212
olceRT.

Sdans le cas le plus simpléid; et®; sont —éventuellement, deux fois — déffentiables, etioU ad— gn

Bvoir Exercice 2.30 en fin de chapitre.

"En fait, pour @montrer la convergence de I'algorithme d’Uzawa dont il est question plus loin, il fantensupposer la
forte convexie deJ.
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Figure 2.1: Graphe de(-, 0,768

(d) Dans le cas w les contraintes (2.1b) sont des contraintéegalie ®(u) < ¢, on sait que le
multiplicateurp doit &tre non @gatif (p € (R™)™). Une Eponse positiva la question 2.1-1 n’est
alors possible qu’en rajoutant une condition sépptntaire d'&carts com@mentaires”, c'esk
dire que le test d’optimakt pour des solutions; (p) des sous-proBimes est maintenant

® (U(p) < et (p,O®TU(P) — ) =0. (2.5)

Cette condition cBcarts com@mentaires s’intergte intuitivement comme le fait que “les prix ne
doivent pagtre plus forts que le respect des contraintes globales ne I'exige”.

(e) L'avantage pratique de l&domposition par les prix est de faire dispaeun certain nombre de
contraintes au niveau des sous-pashés (par oppositioa la méthode par les quantis cecrite
ci-dessous). Lincongnient correspondant est que les solutign®) des sous-proBmes ne res-
pecteront la contrainte globale (2.1b) qu’une fois que leésystde prix aura conveggvers sa
valeur optimale au cours de l'algorithméadtit ci-dessous. C’est pourquoi on parle“deéthode
non admissible’a propos de la coordination par les prix.

Exemple 2.5. 11 s’agit ici d'un exemple en dimension 1, ne faisant donc pas intervenir la notion de
décomposition, mais cela n’a pas d’importance pour kenamenea illustrer. Soita resoudre

min J(u) avec J(u) = u*+ 0,8u® — 1,76u? — 0,768u

sous la contraintet = O (solutionévidente !). Le Lagrangieb (u, p) = J(u) + pu est stationnaire
enu® = 0 pour p* = 0,768 maisu® corresponca un maximum local dé (-, p*), et cette fonction a
deux autres points stationnaires, dont un minimum absolu (voir Figure 2.1). Par aiflefusiy (2.4)),
toujours concave comme enveloppetingure de fonctions affines, est maximalepes: 0 2 p* = 0,768
est donc une valeur “quelconque” \asvis de cette fonction.

Notons de plus sur cet exemple que l'utilisation du Lagrangien augnhgi, p) = J(u) + pu+
cu?/2 avec par exemple = 4 résout toutes ces diffic@$ puisquear” = 0 devient le minimum unique
delL (-, p*) avecp’ = 0,768 (voir Figure 2.2) efc(p) = min, L¢(u, p) est maximale emp*.

Exercice 2.6. Reprendre la question des contraintésgialie évoqlee au commentaire 2.4-d et montrer
la necessi¢ des conditions (2.5) pour pouvoierhonter lequivalent du Lemme 2.2 dans ce cas.

8voir Exercice 2.29 en fin de chapitre.
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Figure 2.2: Graphe de.(-, 0,768 pourc = 4

Algorithmes. Avec l'interprétationéconomique utiliée peccdemment, sa l'itérationk de coordina-
tion, avec les prix courarp¥, la “demande” global® (u¥) des uniés de production (ou* € U (pX))
excede I"offre” ¢, il faut augmenter les prix, cette augmentatiant par exemple directement propor-
tionnellea I'’écart const& entre demande et offre, dida formule ierative

ptt = p* + oK (O UM - v), (2.6)

ol pX est un “pas” positif.

Du point de vue ma#matique, cet algoritme est en fait I'algorithme d’Uzawa qui peut encore
s'interpieter comme un algorithme de gradient (ou de sous-gradient) pour maximiser la fonctionnelle
concaveys (voir (2.4)). Une condition suffisante de défentiabilie dey est queU(p) Soit toujours
réduita un singleton. Dans le cas contraire, en plus de la noérdiftiabilie deys, on est confroré au
probRme @ja évoque au commentaire 2.4-c quaiia convergence deg vers de “bonnes” solutions
du probEme global.

D’autres formules &ratives (gradients conjugs, néthode de Newton, etc.) peuvé&galemenétre
consicerées.

Dans le cas de contrainte€ialig, le second membre de (2.6) doit subir unéragion de projection
pour maintenimp**! non régatif. La formule devient

N
p;(+1=max(0, p'j(+,0k(2®ji(ur)—’91)) ci=L....m.
i1

2.1.3 Decomposition “par les quantites”

Cette néthode de dcomposition,egalement connue sous le nonfalfocation de ressources” de
“méthode directe”ou “primale”, est duale de la gthode par les prix. Au lieu d’agia l'aide
d'un syséme de prix sur la formation desdisions des sous-prahes, la coordination agit par
l'intermédiaire de quan#és, en distribuant la ressource disponible (ouépmartissant I'objectif de pro-
duction) entre les uréis de production. Le sous-prébtei se formule alors ainsi :

min J (u;) (2.7a)
Uj eUiad

sous
Oi(ui) =6, (2.7b)

9Voir & nouveau I'Exercice 2.30 en fin de chapitre.



14 OPTIMISATION DES GRANDS SYSTEMES — GUY COHEN

ol le vecteud = (4] , ..., 6y)" appartient au sous-espace@@" défini par la contrainte

doo=0v. (2.8)

On appellerdallocation” tout vecteum vérifiant cette contrainte. Le but de la coordination est donc
de trouver la meilleure allocation au sens duergtglobal (2. la) Iorsque lag sont obtenus via la
résolution de (2.7) (on noteta (6;)) 'ensemble de ces solutlonsldw) Ul(el) X oo X UN(GN))

Questions 2.7.

1. Existe-t-il une valeu#® telle qu'il existel e J©?) qui soit solution du proldme global. C'est la
guestion de l@oordonnabilié par allocation de ressources.

2. Si il existe une telle allocation, comment la caegicster au niveau de la coordination ? Dans le cas
de la methode par les prix, l&ponsegtait fournie par la &rification de la contrainte globale (2.1b)
par les solutionsi( p) des sous-prokimes (2.2) (plus une conditionétiarts com@mentaires dans
le cas de contrainteségali€). Ici, ce test est ipso fact@rifié par la construction &me des sous-
problemes et par la contrainte (2.8) portant sur l'allocation de ressoér@&est pourquoi cette
approche est qualée d“admissible”). Il faut donc trouver un autre test d’optimalit

3. Quel algorithme permet de trouv@&t (a supposer qu'il existe) ?
4. Que se passe-t-il en cas de non ugidiés solutions des sous-prétvles ?

Du point de vue mag#matique, il est facile de voir que le prébhe global (2.1) estquivalent au
probkeme suivant :

N
min ;wi (6,) sous (2.8) (2.9)

ou les fonctiongy; sont cefinies par

Ji (Ui (6 siU; (6;) est une solution de (2.7),

+00 si (2.7) n'a pas de solution.
L’ équivalence entre (2.1) d’'une part et (2.9) d’'autre part éstigire par le lemme suivant.

T
Lemme 2.8. Si 6* est solution dg2.9), toute solutionT (%) = (U\I(Qf) T (9,3,)) est solution
de(2.1). Réciproquement, situest solution d€2.1), alors
-
0" = (O] (ul). ... O4(UR)) (2.11)

est solution d€2.9).
Exercice 2.9. Donner une @monstration de ce lemme.
Ce lemme eponda la question de I'existence de “bons” pakgtnes de coordination.

Commentaires 2.10.0n notera que contrairement au cas de &hnde par les prix, la coordonnat#lit
par allocation est pratiguement asseirces que le prol@me global a des solutions, sans supposer que
son Lagrangien admet un point selle.
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Venons en maintenaatla question 2.7-2 de la caradsation de “bons” paragtres de coordination.
De facon dualé la méthode par les prix, on ne peut ici obtenir une caasation d’'une bonne allocation
gu’en faisant appel a une notion de “prix marginaux” ou de “sengbities fonctionsy; aux variations
dest;, c’'esta-dire, matématiquement parlarg, une notion de “drivée” deg; (gradient, sous-gradient,
dérivée directionnelle, etc.).

Supposons pour l'instant, etédlement, que leg sont differentiables. Une allocation sera optimale
si et seulement si le gradient §€; ¢; est orthogonal a la vaé affine @finie par (2.8).

Lemme 2.11. Un vecteur g d&RN*™ compogé de sous-vecteurs,g = 1, ..., N, dansR™ est ortho-
gonala la variéte affineA définie par(2.8)si et seulement sijg= g; pour tous | j. La projection d’un
vecteur x d&®N*™M sur A est le vecteur compésies sous-vecteur£gauxa

1 N
Xi_ﬁ<;xj—ﬁ), i=1...N.

Démonstration.Un vecteurg est orthogonah A si, pour tous vecteum et dansA, g est orthogonal

ao —@’. Comme
N

(0.0-0)=2 (g.6-46) .

i=1
I’ égali desg; est une condition suffisante pour que cette expression soit nudleip®quement, pour
tous(i, j) et toutg suppog orthogonah A, prenon® ando’ telles que

=6, =0sik#i etk#]j,

bh=v+0 -0 etv =0 -0,

6 =9+0;—g eto =g -9 .
Observons que césetd’ appartiennent biea A et que

(9.0 —0') =2llg —gjlI*,

et donc ce produit scalaire est nul seulemegf sk g;.
Pour calculer la projectiolil 4(x) de x sur A, on doit €soudre le proime d’optimisation sous
contraintes suivant :

1
min 216 — x||?> sous (2.8)

Soit p un multiplicateur assoéia la contrainte (2.8). En formant le Lagrangien et érivént par rapport
af, onobtient: pour =1,..., N,

En sommant pour tout on a

en tenant compte de (2.8). Donc,

(HA)i(x):ei“:xi—pﬁ:xi—%(in—f}). O
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D’apres ce lemme, on peut dire qu’une allocation sera optimale si et seulement si le gradignp;ce
toutes ses coordoBrségales. Ceci traduit I'idle intuitive que, pour que I'on ne puisse plusédiorer
une allocation en redistribuant difemment la ressource, il faut que toutes les asilinarginales soient
égales.

Comment cette &rification peut-ellé@tre faite sur la base des informations fournies pagsalution
des sous-proBmes (2.7) ? La #vorie de la dualé introduit des multiplicateurs de Lagrangeassodes
aux contraintes (2.7b) ; les multiplicateurs optimaux intervenant dans les conditions suffisédde (th
globale de la duakt bage sur I'existence d'un point selle du Lagrangien) éaessaires (8orie locale
dans le cas diffrentiable) peuvent s’inter@ter, au signe s, comme les sensibéis des fonctionsg
aux pointsy; (nous y reviendrons). On peut al@soncer les lemmes suivants qui apportent @pemnse
ala question 2.7-2.

On suppose ici quead = R" pour touti et que toutes lesédivées requises existent.

Lemme 2.12. Si, pour une certaine allocatiof, et pouri=1,..., N, le couple(uiﬁ, pf) e RM x R™
vérifient les conditions&cessaires du premier ordre

J

/() + ()

e (uf) =6, (2.12b)

pf=0, (2.12a)

et si tous les ii)sontégauxé une valeur commune® palors (u*, p) vérifie des conditions analogues
pour le probEme globak2.1) (u* est laconcaénationdes Lﬁ alors que p est lavaleur communeles

py).
Exercice 2.13.Donner une dmonstration de ce lemme.

On revient maintenarit I'hypothése quéJ9est un sous-ensemble convexe femuelconque dB™
et la differentiabilie des fonctions n’est plus requise.

Lemme 2.14.Sipouri=1,..., N, le Lagrangien du prol@me(2.7) admet un point selleuij, piﬁ) sur
U2 x R™ et si tous les psontégauxa une valeur commune palors (u?, p) est un point selle du
Lagrangien du prot#me global2.1) sur U2? x R™, et donc @ est solution de ce probine.

Exercice 2.15.Donner une dmonstration de ce lemme.

Concernant les conditionsoessaires (respectivement, suffisantes) du second8riir@est pas
possible en gréral dénoncer un&sultatequivalent, en raison notamment du fait que le produiéséh
des sous-espaces de% tangents aux contraintes (2.7b) est inclus dans le — mais n'e€gadau —
sous-espace d&" tangent a la contrainte (2.1b). Ceci est illéspar 'exemple suivant (I'exercice
consistea demontrer les affirmations contenues dans cet exemple).

Exemple et Exercice 2.16.Considerons un casio
e N=2,
o U= (X,Yy)eR?i=12,
o UM =R,

o Jy =) =J:R?>— R,avect(X,y) = —x? — y? — 4xy,

10E|les font intervenir la condition que ls&dvée seconde em du Lagrangien au pointérifiant les conditions du premier
ordre soit semi-éfinie positive (respectivementfinie positive) sur le plan tangent aux contraintes en ce point.
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e om=1,9=0,
>0 =—0,=0:R? >R
O O, y) =x+Y.

Pour l'allocatiord; = 6, = 0, le pointk =V = B = 0,i = 1, 2, (*) vérifie les conditions &cessaires
du premier ordre et suffisantes du second ordre en ce qui concerne lemeofd.7) mais ce n’'est pas
le cas pour le proime (2.1). En fait, le point @ R* n’est pas un minimum (&me local) du proléime
global (il n’y en a pas et I'infimum vaut co'?).

L'explication de cette difficult est la suivante :

e I'espace tangent aux contraint®s(u;) = 0 et®,(u,) = 0 est le sous-espace Bé des vecteurs
de laforme(a, —a, b, —b) " pour lesquels onarifie facilement que la@tivee seconde d& (u;) +
Jo(uy) est ckfinie positive ;

e le sous-espace tangeatla contrainte global®;(u;) + ©,(u,) est le sous-espace @& des
vecteurs de la forméa, b, c,a+b —c) " qui est plus grand que le@dent. Sur ce sous-espace,
la dérivee seconde dé;(u;) + J2(uz) n'est pas éfinie positive (essayer par exemple le vecteur
(@,0,0,a)").

Commentaires 2.17.

(a) Lexistencede multiplicateurs optimaux dans les sous-peaixs (2.7) est soumiseune condi-
tion de qualification des contraintes qui peutétiy par exemple dans le cas convexe, la forme
6 € int®;(U2% (voir par exemple [9, Eq. (6.27a)]). Il eswvident que la satisfaction d’une
telle condition @pend d’abord des valeués particulieres choisies, et c’est la questioremme
de I'existence de solutions primales admissildes est d’abord en cause (voir le point 2.17-d
ci-dessous). De plus,uhicité de multiplicateurs optimaux dans les sous-peaixs (pour les con-
ditions récessaires du premier ordre par exemple dans le cas simplg%= R") est leea
I'ind épendance ligaire des gradients des fonctions-contraigsou, autrement dix la surjec-
tivité des applications lgaires®; (u;) : R™ — R™, pour touti et pour toutu; renconte. Ces
conditions sont bien plus difficile assurer que les conditions correspondantes pour lespnebl
global (celles-ci ne portent que spif; ©; : R" — R™ et non sur chaque®; sépaément).

(b) Revenons la question de la diffrentiabilie des fonctiong;. En fait, il est pratiquementés dif-
ficile, sauf cas s particulier (proldmea contraintes ligaires et cdit quadratique par exemple)
de garantir la diférentiabilié de ces fonctions, et cétativement l'unicié des multiplicateurs op-
timaux p; (*3). Dans le cas convexe, on sait qu@; est un sous-gradient g (voir Exercice 2.31,
guestion 2). Dans des cas plwngraux,— p; — celui issu des conditionsggessaires d’optimatit
du premier ordre — peut encoétre relé a une certaine notion de “gradierér@rali€” de g;. |l
existe de toute facon une difficalpratiquea la \erification de Iegalie mutuelle des multiplica-
teurs fournis par lagsolution des sous-prabhes lorsque ces multiplicateurs ne sont pas uniques :
I' égali® n'aura lieu que pour un certain jeu (un certain choix) parmi les multiplicateurs optimaux
des sous-proBmes. Voira ce sujet I'Exercice 2.32.

Cette difficule est essentiellement duale de celle ren&mnttans la thode par les prix lorsque
U (p) n'est pas eduita un point unique (voir commentaire 2.4-c). Plés@ralement, il s’agit de la

noter quep; = Py

12mais on pourraiéventuellement changer datat de choses en modifiant la fonctioriita I'extérieur d’une boule cerite
a l'origine par exemple, tout en conservant la diffieultustrée ici

130n peut garantir 'unici des multiplicateurs optimaux par exemple sous les hﬁsemqueii/ est Lipschitzien, qu@i/ (uj)
— comme application ligaire deR™ dansR™ — est surjective pour toutj et queUiad =RM.
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difficulté suivante : lorsqu’une fonction n’est pas diéntiable, I'utilisation d’algorithmes de sous-
gradient ou de “gradientégerali” adapés faitéventuellement converger I'argument @ivers
une valeur optimale, mais rarement les sous-gradients (i¢ivers les valeurs “optimales” (c’est-
a-dire vers 0 dans le cas sans contrainte, vers un sous-gradient orthadg@maintrainte dans le
cas avec contrainte — qui est ici la contrainte d'appartenanaearété affine des “allocations”).
L'exception est constitee par les rathodes de type “faisceaux” (“bundle” en Anglais) ou certaines
méthodes de “plans tangents”.

(c) Les solutions des sous-prebies correspondaatn’'importe quelle allocationérifie la contrainte
globale (2.1b). Ceci signifie que legiées successives construites par tout algorithme de coordi-
nation seront des solutiomsimissibles

(d) Cet avantage apparent comporte cependant des contreparigesss. Notons d’abord que pour
certaines allocations, certains sous-peoiés peuvent ne pas avoir de solution : c’est ce qui arrive
sig ¢ ©; (U2 (interference des contraintes (2.7b) avec les contraintesU2%. Du point de
vue algorithmique, il sera difficile de caraciser explicitement le domaine défthition le chaque
o ({6 ] ¢i(6) < 4+o0}) et donc d’y maintenir |g; correspondant.

(e) Un obstacle plusésieux encore surgit s'il y a “trop” de contraintes (2.1b) par rapport au nombre
de variables deé&tisions. Dans le cas de contrainégli€, il est logique de supposar> m.
Cependant, cette condition n’exclut pas aque< m pour certaing, de sorte que certains sous-
problemes ne pourrorgtre €solus que si |# correspondant est constamment maintenu dans
l'image ©; (U2%) qui est alors un sous-ensemble dérieur vide deR™.

Pour pallier ces incor@nients, certains auteurs ont propdss remplacer les contraintes (2.7b) par
une enalisation du crére (2.7a), mais il s’agitl de neéthodes appro@es.

Algorithmes. Lalgorithme le plus simple et qui, de plus, sé&t® biena une comghension intuitive,
est l'algorithme du gradient (ou sous-gradient) pi@jpour Esoudre (2.9). Cet algorithme pegtre
justifié en particulier dans le cas convexe (modulo le fait de maintenird&s#* successives dans le
domaine des fonctiong). Ayant obtenu les multiplicateur# (ceux de la thorie locale de la duaét—
conditions @cessaires — qui tacident avec ceux de laébrie globale si les Lagrangiens ont un point
selle), en utilisant la formule de projection du Lemme 2.11, on pass@ouvelle allocatiof*t! par la
formule

N
1 Z .
=1

qui suppose que® vérifie deja (2.8). La suitdek} verifie!®
8k>0, Zek=+oo, Z(gk)2<+oo.

keN keN

Le signe positif de* (alors qu'il s’agit de minimiser dans (2.9)) s’explique par le fait que clept qui
est un sous-gradient de eng;.

Intuitivement, la coordination redistribue la ressource proportionnellemegtart’ const# entre
chaque utiliée marginale et la moyenne arititique de celles-ci. L'algorithme s'd@te (tleoriquement)
lorsque toutes les utils marginales sont devenusgales. En compment au commentaire 2.17-c ci-
dessus, il convient donc de dire que latlhode produit des solutions primales toujours admissibles mais
des solutions duales non admissibles — ou non consistantes : c’est la situation dualeétietderpar
les prix al le vecteur les prietait le méme pour tous les sous-préhtes.

140ir encorea ce sujet I'Exercice 2.32
L5voir 'Annexe, §2.3, sur cette technique de pas eries divergentes en fin de chapitre.
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Commentaires 2.18.Pour le cas des contrainte€gali€, le plus simple, algorithmiquement, est de
transformer (2.7b) en égalie et de maintenir (2.8) sous formeedali€. Alors, la formule (2.13) est
encore valable. Pourdhon& du Lemme 2.8, quation (2.11) doiétre remplaée par

N
0f=®i(uiﬁ)—%(2®i(u?)_ﬂ)’ i=1...,N. (2.14)
j=1

Exercice 2.19. Recemontrer le Lemme 2.8 dans ce cas.

Des stratgies plus sophistig@es (du type approximations successives “internes” ou “externes” des
@i) ontéte propoges dans la lirature pour&soudre le proime (2.9dans le cas convex®ar exemple,
on peut repesenter une forme apprdmd des fonctiong; comme I'enveloppe sugsieure d'un certain
nombre d’hyperplans d’appui a I'étapek, au pointé¥, on ag; (9F) = J(ul*!) ; le sous-gradient

|
correspondarétant— pi"“, un hyperplan d’appui est regseng par la fonction affine

f5©6) = J(ufh) + (L ok —6) .

La remisea jour deg* consistea rechercher le minimum, pour les allocations admissibles, de la somme
pouri = 1,..., N, des enveloppes sapeures, pour = 0, ..., k, des fi', ce qui revienta resoudre le
programme ligaire

Sous

2.1.4 Decomposition “par prédiction”

Dans le cadre du premier mélé (probéme (2.1)), cette Bthode est moins bien connue que les deux
précedentes. Elle &t introduite par Mesarovic et assesi[22] dans un cadre plus proche du deme
mockle ci-dessous sous le nom de “interaction prediction principle”, et nous montrerons qu'il s'agit
bien de la @me néthode que celle expes ci-apés. C’est pourquoi hous avons congelappellation
originale qui n’est pourtant pass heureuse.

Comme pour les &thodes @rcdentes, nous en donnons d’abord urésentation intuitive. Celle-ci
nécessite l'introduction d’'une nouvell&domposition, ce qui est un fait nouveau par rappate qui
précede : cettlement nouveau cardstse cette rathode. En effeta la decomposition de I'espade”
des @cisions, nous allons associer urgedmposition de I'espad®™ des contraintes. Afin de conserver
initialement une syi@trie dans le @le jolé par chaque sous-pr@phe, nous supposerons gE& est
lui aussi dcompoé en un produit de exactemeNtsous-espaceR™ avecZiN:1 m; = m. Ceci n’est
évidemment pas toujours possible (par exempie si N). Nousécarterons donc ces cas pour l'instant,
mais nouséverons cette restriction plus tard. Nous noter®rsl’application deR™ dansR™ obtenue
par composition de I'applicatio®; deR" dansR™ et de la projection d&™ dansR™ paralklement au
produit des autres sous-espaces composants.

Sur le plan de l'intergatation, cette ecomposition de I'espace des contraintes revéetdllouer”
ces contraintes aux sous-prefries, autrement dit rendre responsable chaque @mie production de
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certains types de fabrications (ou de la gestion d’un certain nombre de ressourcesynégs par les
coordoniées correspondantes du vecteurA ce proposp; designera @sormais la projection de sur
R™, ce qui ne devra patre confondu avec la notatienintroduite au §2.1.3 et quiésignait urelement
deR™ et non deR™.

Chaque unéi recevra donc une contraindevaleurs danR™ . Elle devra assurer le con@gghenta
% des productions (ou la consommation coampéntaire des ressources) par rapport au totad, gt
de ce qui aur&te “prédit” (ou annoné) pour les autres u@s. Comme l'activié de l'uni€i aura aussi
pour effet de fabriquer des produits de typgspour j # i (ou de consommer des ressources de ces
types) en quanié#s ®;; (u;) (lorsque le niveau d'activét est fixe par la écisionu;), un certain sysime
de prix u; (également annoka I'avance) permettra d’'incorporer ces quaditu bilan de I'unéi.
Finalement, pour des @dictionsw; du niveau de production ou de consommation des autressynit
quant aux ressources de typ@respectivement, desgulictionsy.; des prix marginaux des produits ou

des ressources de typgavecj = 1,..., N etj #1i, le sous-prolimei se formule
uingLIJr-;d (Ji (up) + Z(Mj, Oj (U|))> (2.15a)
' j#i
essentiel
sous
Oii (U) =9 — wj . (2.15b)

La presence des termes maegessentiel  est en effet essentielle. Lexemple du §1.2.4 a nogtre
sans ces termes, il n’est pas possible de construire @étieoahe de coordination valide. Pour les justifier
pleinement, on doit se poseamouveau Equivalent des questions 2.1, c'éstlire

1. celle de la caraétisation de l'optimali&, visa-vis du probkme global (2.1), des solu-
tions obtenues enésolvant les sous-praithes (2.15) en utilisant uniquement leements
d’information issus de lagsolution de ces sous-preéinhes ;

2. celle de I'existence de paratnes de coordination (en I'occurrenceiiciet 1) conduisant a cette
optimalit ;

3. enfin celle des algorithmes permettant de trouver ces “bons” paresn

Les Eponses aux deux preénes questions sont appees par les lemmes suivants. Dans le lemme qui
suit, on supposé nouveau quel2? = R" et que les fonctions sont déffentiables.

Lemme 2.20.Si les conditions &cessaires du premier ordfe sont verifees dans les sous-
problemegq2.15)pouri=1,..., N, par des couple, B), et si

wj = Z ®ij (ﬁ,) s (2.168.)
j#
=P, (2.16b)

alors (U, p) vérifie aussi ces conditionsnessaires pour le probine(2.1). Réciproquement, siu?, pf)
vérifie les conditions @cessaires du premier ordre pour le prébie global, alors en prenant les
“pr édictions” w* et u*, obtenuesa partir de (u?, p*) et deséquations(2.16), pour cefinir les sous-
problemeg?2.15) les couple$uiﬁ, piﬁ) verifient aussi ces conditiongoessaires pour ces sous-praimes.

Exercice 2.21.Donner une dmonstration de ce lemme.

16analogues cellesevoquees au Lemme 2.12
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La premere partie de ceénon& fournit le test d’optimal& évoqe dans la prendire question
ci-dessus. La éciproque fournit uneé&ponsea I'existence de bons paratnes de coordination.
La déemonstration du lemme (laiss en exercice) montre l'utifit des termes marga essentiel
dans (2.15a).

Au lieu de s’appuyer sur la #orie des conditionséatessaires d'optimaditdu premier ordre, nous
nous penchons maintenant vers celle des conditions suffisantes. Dans le lemme qui suit, oaW&fient
comme sous-ensemble convexe ferdeR" et la differentiabilieé des fonctions n’est plus requise.

Lemme 2.22.Sipouri=1,..., N, (Gi, B) est un point selle du Lagrangien du prebie(2.15)sur
U2d x R™ et si leséquations(2.16) sont satisfaites, alorgli, P) est un point selle du Lagrangien du
probléme(2.1) sur U4 x R™ et doncl est solution de ce probine. Rciproquement, siu?, p?) est un
point selle du Lagrangien du pradne global, il en est de@&me de(uij, piﬁ) pour ce qui concerne le
probléme(2.15)a condition de éfinir (w, 1) a partir de (u*, p*) et desequationg2.16)

Exercice 2.23.Donner une dmonstration de ce lemme.

Comme dans la gthode par allocation de ressources, il n’est pas possibleodter desésultats
équivalents pour les conditiongcessaires ou suffisantes du second ordes(tl locale de la duaé), ni
dans un sens ni dans I'autre, comme le montrent les deux exemples qui suivent. Ceci tient essentiellement
au fait que le produit cagsien des sous-espaces @5 tangents aux contraintes (2.15b) est a priori
différent du sous-espace B8 tangent aux contraintes (2.1b) : il n’y aici aucune relation d’inclusion ni
dans un sens, ni dans 'autre.

Exemple et Exercice 2.24.0n reprend 'Exemple 2.16 en rajoutant une contrainte

Min (—x2 — y2 — 4X1y; — X5 — Y2 — 4XaY») (2.17a)
sous

X1+Y1—X%—Y2=0, (2.17b)

X1+ VY1 —Xo—2y,=0. (2.17¢)

On rappelle la @composition de enu; = (X1, Y1) €tu, = (X2, ¥2). La premere contrainte est “all@e”
au sous-proldme 1 et la seconde au sous-pesbé 2. Par application de (2.15), on obtientici :

sous-probeme 1

)r(?lyrll (—X§ — y§ — 4xay1 + p2(X1 + Y1) (2.17d)

sous
X1+Y1=—ws, (2.17¢)

sous-probEme 2
min (=X5 — Y5 — 4XY2 + pi(—X2 — ¥2)) (2.171)

sous
—Xo— 2¥ = —wy . (2.179)

En prenanfw, 1) = (0,0) € R? x R?, on trouve quely, P1) = (U, P2) = (0,0) € R? x R vérifient
les conditions &cessaires du premier ordre et suffisantes du second ordre pour les soaspsobkt 2
respectivement.

Pourtant le poinfi = 0 € R* n’est pas un minimum local du prabhe global @ encore il 'y en a
pas) et il ne @rifie pas, ave@ = 0 € R?, des conditions du second ordre pour le péoié global.
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Exemple et Exercice 2.25.0n consi@&re un prol®me de rdme dimension que ci-dessus :

Min (x§ + Y5 + 3X1y1 + X5 + Y5 — 3xaY2) (2.18a)
sous

X1+y1+X+Yy2=0, (2.18b)

X1—Y1+X—Y=0. (2.18c)

et la méme @&composition en sous-prashes que dans I'exemplegaedent. On @rifie queu’ = 0 ¢
R* est le seul minimum du probine (le criere restreint au sous-espace de dimensioafihidpar les
contraintes est strictement convexe). De plus la paitep®) (avecp? = 0 e R?) vérifie les conditions
nécessaires du premier ordre, et suffisantes du second ordre.

La decomposition adope conduit aux sous-prahes suivants en application de (2.15) :

sous-probEme 1

Min (O + £ + 3xays + 20 — Y) (2.18d)

sous
X1+ Y =—-w1, (2.18e)

sous-probeEme 2
min (X5 + Y5 — 3XaY2 + pa(X2 + ¥2)) (2.18f)

sous
Xo—Yo=—ws. (2.189)

En prenantw, 1) = (0, 0), on s’apercoit que les conditions du second-ordre ne sontéesién0, 0) €
R? x R dans aucun des deux sous-pahes. Les points; = 0 € R? correspondent &mea des maxima
des sous-probimes ci-dessus !

Commentaires 2.26.

(a) Lasituation de I'Exemple 2.25 estidemment beaucoup plugmante que celle de I'Exemple 2.24
car cela signifie que la solution du prébie global ne peut p&dre trouee dans ce cas par la for-
mulation (2.15) des sous-pr@vhes si on ne se contente pas de satisfaire les conditions du premier
ordre et si on insiste pouévifier aussi celles du second ordre. En fait, les sous-pnobs (2.15)
sont un outil pour&soudre ces condition&cessaires du premier ordre. Le passage de la station-
narite a la minimalié nécessite implicitement de “convexifier” les sous-pasbés, mais il faut
alors sortir du cadrélementaire dans lequel on se situe ici. Dans le ¢ades conditions suffi-
santes, issues de leéibrie globale de la duadit sont erifiees (c’est en particulier le cas pour les
problemes convexes), les choses sont beaucoup plus simples.

(b) Le cas des contrainteségali€ n’offre formellement aucune diffic@td’adaptation. l&tude de la
convergence des algorithmesaits ci-dessous est par contre plus difficile dans ce cas (elle n’a pu
étre ealigea ce jour).

(c) Les memes difficuleés que pecedemment existerévidemment en ce qui concerne lariication
du “test” (2.16) en cas de non unieities solutions primales et duales des sousB)est.

(d) La méthode est “non admissible” du point de vue primal en ce sens que, comme dans la coordi-
nation par les prix, les solutions primales des sousesyss ne grifient en @réral la contrainte
globale (2.1b) que pour une valeur partiénd des paragires de coordination. Par contre, par
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type de production (ou de ressource), il n’existe qu’un seul pridrfverse de la coordination par
les quantiés) ; c’esta-dire que la rathode est admissible (ou consistante) du point de vue dual.

(e) Dans le premier algorithme exp@osi-dessous, pour chaque ressource (ou production), le prix
estélabogé par le sous-sysie ayant recu la responsallitle cette ressource : ici intervient
la fagon dont les contraintes (2.1b) a&té distriblees parmi les sous-prahes. Enécho au
commentaire 2.17-e, il devient possible (et souhaitable) de s’arranger poum; qgen; pour
i =1,..., N. Lasituation est donc beaucoup moins contraignante gu’avec la coordination par les
quantiés.

(f) Par contre, contrairement au cas de la coordination par les prix, une partie des contraintes (2.1b)

se retrouve dans chaque sous-péat. Il existe donc un risque, &; (U2 n’est pasgalaR™,

que certains sous-praghes n’aient pas de solution admissible pour certainesdigtions” w;
déeterminant le second membre de (2.15b). Pratiquement, dans certaines application&tiepeut
utile de remplacer les contraintesampogesu; € U2 par une “@nalisation exacte” du céite
afin de diminuer ce risque (d@tend ainsi la minimisatioaR"™ tout entier). Cependant, ceci con-
duiraa des fonctions dtt non differentiables (mais encore additives). Ladhe correspondante
n’est malheureusement pas disponible.

(g) Revenons sur la restriction que I'espd® des contraintes soittdompo& enN espaces com-
posants exactement. S'il est decompes moins déN composants (par exemplersi= 1 et si
N > 1), certains sous-prodines ne recevront pas de contraintes du type (2.15b) (et n'auront donc
pasa élaborer de multiplicateurg;). Il n'y a la, cependant, aucune difficallparticulere pour
adapter la rathode qui &té cecrite ci-dessus dans une situation plus &fyique.

Exercice 2.27.Se pencher sur la situati@voqlee au commentaire 2.26-g ci-dessugéaire en @étail
les sous-proldimesa cefinir a la place de (2.15) en congidnt par exemple le cédé = 2, m = 1.

Algorithmes.

Algorithme de point fixe. Lalgorithme le plus imnédiatement suggé par la n&éthode de
décomposition-coordination elle@me consista partir d’'une “pédiction” initiale (w°, 1), a resoudre
les sous-prol@mes (2.15), ce qui conduit, paue= 1, ..., N, a des solutions? et pt (comme multipli-
cateur assogia (2.15b)), puis repartir pour une nouvellesitation avec la nouvelle gdiction(w?, ')
définie par les relations (2.16)id'on a pla@ (u?, p*) au second membre, et ainsi de suite. .. Autrement
dit, la remisea jour des paragtresa I'étapek + 1 de coordination se fait par les formules

w =Y "o (Ul (2.19a)
#i
uktt = plt (2.19b)

Contrairement la situation renconte avec les deux @thodes gFedentes, il n'y a donc pas dans cet
algorithme,a proprement parler, un niveauenarchigue sugrieur charg de la coordination. Celle-ci
s'opere parechange direct d'informations entre les sous-pids.

Pour angliorer la convergence, on peut envisager snas-ou unesur-relaxationsur le couple
(w, 14, c’esta-dire qu'au lieu des formules (2.19), on utilise Bhut

witt = (1 — e wk 4 & Z Ojj (UTH) , (2.202)
i
= (L= puf + p P, (2.20b)
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ou X et pk sont des nombres positifs. On parlesie-relaxationsi ces nombres sont plus grands que 1 et
desous-relaxatiorsi ils sont plus petits que 1 (le cag #s sontegauxa 1 revienta I'algorithme (2.19)).

Comme il est toujours difficile de garantir I'uniéitdes multiplicateurs optimaux notamment, et
comme toute non unid@test, sur le plan algorithmiqueéigeralement une source de difficest il n’est
pasétonnant que la convergence de ces algorithmes n’agttyf@métablie que dans le seul cad bon
peut pratiquement assurer cette uiicit savoir le cas de contraintégali€ affines, de fonctions &b
quadratiques et en I'absence d’autres contraintes deutypédJ .

Les conditions de convergence obtenues font afiparades conditions structurelles, ou
géonetriques, sur le gcoupage de l'applicatio® : R" — R™ en applications®;; : R" — R™
qui mettent directement en cause la fagcon dont les contraintes (2.1Bjeogparties entre les sous-
problemes (voir (2.15b)). Uneegle pratique et intuitive est de pémger au écoupage e I'allocation
des contraintes qui rendent la partie bloc-diagorale ©'(u) (dérivee de® enu) la plus “dominante”
possible (autrement dit, d’affectarun sous-proimei les contraintesw!'influence deu; est plus forte
que celle des autras; autour d’'un point nominall, en esprant que cette pro@i est uniforme par
rapport au point nominal). Cependant, ce cas favorable n’est pas le seul possible et les conditions
structurelles recouvrent d’'autres cagimssants qui seront exaramplus loin dans le cours.

L'algorithme ci-dessus, que nous appellerons “algorithme de point fixedrtuellement sur- ou
sous-relag) aéte le premier historiquement introduit, et il peut fii@a premere vue assez naturel.
Cependant, une analyse mathatique plus fine montre qu'’il n’est pas aussi naturel qu'il y ppat
gu’un algorithme alternatif finalement plus conforme aux principes variationnels habituels est possible.

Algorithme de type Arrow-Hurwicz. Le probEme (2.1) eskquivalent la formulation suivante :

N
min Z Ji(up)
i=1

uieUiad,wieRmi £
sous (2.21)
i) =0 —wi, Ii=1...,N,
wi =Y Oy, i=1....N
j#

Le Lagrangien de ce profuine est

N
L(u, w; p, u) = Z(Ji(ui)+ (Pi » ©ii (Ui) + wi — ) +Z<Mj , O (U)) — (i ,wi)) :

i=1 j#i

La decomposition par @diction peutétre vue comme le fait de fixer les paratmes de coordination

(w, u), puis de esoudre les condition€nessaires du premier ordre (ou leggalies du point selle si

celui-ci existe) par rapport au couple, p), ce qui conduit aux sous-pra@shes (2.15), et finalement de
remettrea jour (w, w). On a

T T
(%) =p —ui, (;—:) ZZ@)ij(Uj)—wi-
j#
Dans l'algorithme de point fixe (2.19), les conditions de station@étit/ow; = 0 ontéte utilisees pour
remettrea jour ui, tandis que les conditiortd. /i = 0 ont permis de remetti@jour w;.
Supposons que le Lagrangiéna un point selle erju, w; p, u) sur (U2 x R™) x (R™ x R™M),
et plus gréralement que les minimisations par rappdm et w, et les maximisations par rapport

L7operateur @ on ne garde que les blocs indski, i =1, ..., N,
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a p et u peuventétre accomplies dans un ordre arbitraire (ce qui suppose pratiquement gsie
convexe-concave) ; alors, une fois que les sous-probs ont @solu min max, L a (wk, u¥) fixés,
fournissant ainsjukt®, pkt1), il restea résoudre le mip max, L, ce qui peugtre accompli par une sorte
d’algorithme d’Arrow-Hurwicz paraéle,a savoir

oL T
wik+1 _ wlk _ gk (_(uk+1’ wk, pk+l’ Mk))

ow;j
= wf — e(plt — 1, (2.22a)
k+1 k k aL k+1 k k+1 k !
wi=u o r(u s W, P, )
i
=k + pk<z O (ukth) — wik) . (2.22b)
i

Ceséquations sors comparer aux formules (2.20).
Remarque 2.28.L' équation (2.22b) €crit encore

N
W = it + PK(Z O3 (uj™) - l%) :
j=1
car, d’apes (2.15b)wf = v — O (u!‘*l). Cetteéquation est la @me que lequation (2.6) de la thode
par les prix.

In [11], une preuve de convergence est dampssentiellement sous les hypsths quel est forte-
ment convexe, que est lintaire, et que tous l&8;; sont surjectives : la convergence est obtenue pour
ek et pk assez petits (on y reviendra dans la suite du cours) sans que des conditions structurelles comme
cellesévogiees plus haut pour I'algorithme de point fixe soient requises.

Dans [11], un exemple nuenique montre qu'il existe de fait une certaine co@mpéntarié entre les
deux types d’algorithmes : I'algorithme de point fixe marche mieux que I'algorithme d’Arrow-Hurwicz
pour des couplages faibles entre sous-gwotds @;j, j # i, est petit compd&ra ©;;), alors que ce
dernier devient meilleur pour des interactions fortes (I'autre ne marchanéyduguellement).

Enfin, dans [11], des versiossquentielleetimplicite de I'algorithme (2.22a)—(2.22b) se sonéaes
meilleures que la version paralé. Une versionéquentielle consista remettrea jour w d’abord par
(2.22a), puisa utiliser la nouvelle valeuw*** au second membre de (2.22b)a place dev®. L'autre
version &quentielle proegde dans l'ordre inverse. Enfin, la version implicite, la meilleure de toutes
d’apres les expriences nui@riques, consist mettreu*** a la place de:X au second membre de (2.22a),
et de némew**! a la place devk au second membre de (2.22b), ce qui conduin systme lireaire
implicite en(w**1, 1), Sa Esolution conduit aux formules explicites suivantes :

k k k
k+1 _ .k € k+1 k ep (k41 k

U 1+skp"(|oi - )+ m(;e)” (ui™) - wi) : (2.22c)
k+1 k P k+1 k g pk k+1 k 2 224

Wi = +—1+skpk ;@ij(uj )—wi +—1+ekpk(pi _/’Li)- (2.22d)

2.1.5 Une classification politicoeconomique des rathodes de écomposition-coordina-
tion

Nous nous livrons ica une interpgtation politicoéconomique des trois &@hodes de &omposition-
coordination exami@es jusqud maintenant, en les envisageant sous leur aspe@amnttalisation des
décisions parmN acteurs supp@s en accord sur (ou contrairdtsla recherche d’'un optimum collectif.
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e On peut interpiter la coordination par les prix comme la situation éednomie lieralebase sur
des incitations en termes de prix, sur I'ajustement de ces prix par la loi de I'offre et de la demande,
etc.

e A l'opposé (de fagon duale), la coordination par les quéstipeutdtre vue comme la situation
d’'uneéconomie planiiedans laquelle des objectifs en termes des production (ou de consomma-
tion) sont assig@es par le niveau Brarchique sugrieur.

¢ Enfin, la coordination par pdiction peugtre vue comme un meéte desyséme autogestionnaire
dans lequel il n'y a plus de niveaudnarchique sugrieur, et @ chaque acteur est responsable d’'un
secteur particulier d’activé (traduit par I'allocation des contraintes requise par cette approche).

2.2 Deuxeme mocktle

2.2.1 Introduction du second moele

On reprend maintenant 'examen des troisthodes de @omposition-coordination @eedentes, mais
en les appliquard un autre type de prodaine d’optimisation. Ce type de préphe est plus proche de la
situation @ I'on cherche a optimiser un sgshe compaosde sous-systemes intercon@sctl’interaction
entre sous-probimes viendra donc ici de I'existence de variables d’interconnexioftgjue du partage
de ressources communes comme pour le premieetao&ur le plan ma#matique, il n'y a cependant
aucune diference fondamentale entre les deux situations et I'on va s’empresser de transposer le second
mockle dans le cadre du premier nadel afin de retrouver les troisathodes dja cecrites. Linteét
d’examiner le second metk est qu'au niveau de l'inter@iation et pour certaines congrations pra-
tiques, cet examergéxele des points qui n’ont pétre mis erevidence avec le premier maie.

Pour motiver le second metk, consiérons le cas simple d'un prabhe de commande optimale
linéaire-quadratique :

X(t) = Fx(t) + Gu(t) , X(to) =&, (2.23a)

t
min f (xT®Qx() +u" (HRu®)) dt (2.23b)
to

ou x(t) € R™ est le vecteur dtat,u(t) € R" est le vecteur de commande, G, Q, R sont des matrices
de dimensions appro@es Q et R symétriques). Quand X(t), c’est une notation traditionnelle pour
dx(t)/dt.

Supposons qu& est decompdsenN composantex’ = (x{,..., X)), X € R™ et de néme
u' = (uI, el uL) avecu; € R™. Considctrant la decomposition par blocs correspondante des matrices,
on peutécrire

X = FiXi +Gjiu +vi, X(to) =4, (2.24)

avec les variables d'interactian définie par

Ui:Z(Finj‘FGijUj), i=1...,N. (2.25)
j#

Pour conserver I'hypotise d’'un criére (2.23b) additif, on supposeaet R bloc-diagonales@;; = 0
etRj = 0 pouri # j).
A condition initiale&; fixée, 'equation dif€rentielle (2.24) éfinit une application

Xi =P, v), (2.26)
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Tableau 2.1: Correspondances entre premier et seconélesod

H ler modale\ 2éme moeéle H

OF (Ui, vi)
Ji Ji
4 0
Oii (U;) —j
i#] - || Oy | Hijuj, v

ou u;, vi, X; sont des fonctions du tempsur [to, t;]. En utilisant (2.26) dans le second membre de (2.25),
on peut eécrire (2.25) :
vi=Y Hjujv)., i=1....N, (2.27a)
j#i
avec une dfinition évidente deH;;. De nmeéme, en utilisant (2.26) dans (2.23b), cetteegnale peut
s'écrire comme une fonctionnelle de, v) ayant la forme

N
Ju,v) =) Hui, ). (2.27b)
i=1

On se pose donc le prabhe de la minimisation de (2.27b) sous les contraintes (2.27a) (on supposera que
les contraintes sursont de la forme;; € U2et qu'il 'y a pas de contrainte éftat). Ceci constitue notre
second modle. Il est facile de voir que celui-ci peétre identifée au premier mogle (2.1) erétablissant

les correspondancegctites dans le Tableau 2.1. Avec l'aide de ces correspondances, examinons alors
la “traduction” des rethodes de @composition-coordination sur ce second &led

2.2.2 Decomposition par les prix

Le sous-prol#mei se formule

min (Ji(ui,vi)JrZ(pj,Hji(Ui,Ui)>—(pi,vi)) : (2.28)

Ui €U29, v eR™M [

et I'algorithme de coordination &trit

Pt = pif+ pk(Z Hij (U o) — o ) ’ (2.29)
i

ol (U, vk) est une solution du probine (2.28) correspondant au syse de prixp®. Les interpétations
sont les némes qu’'au 82.1.2.

Le fait nouveau queéwele I'application de cette &thode par les prix au meéte est le suivant.
Consiceronsa nouveau le probine de commande optimale (2.23) et supposons que la m&rast
définie positive, et rame “suffisamment positive” pour que ce pralle soit strictement convexe an
(x étant consiédre comme fonction de via (2.23a)) néme siQ n’est pas éfinie positive, voire si elle
est non éfinie. Commey; est une fonction affine de (voir (2.25)), et compte tenu de l&finition de
Ji (U, vj) dans ce cas, il est clair quk risque de ne pastre strictement convexe en voire d'étre non
convexe. Dans ces conditions, il se peut qu'il N’y ait pas de solution unique awprel§l.28) 1) et,

18yoire pas de solution du tout, par exemple sj;ir§ (Uj, vj) = —oo
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correlativement, que le Lagrangien du prefrle (2.27) ait un point selle €n, v; p) non unigue en
(ce qui conduit aux difficults algorithmiques &ja évoqlees), voire pas de point selle du tout (ce qui,
comme @&ja vu, faitéchouer la coordination par les prix).

Ainsi, partant d’'un prol#me global bien p@s(strictement convexe ancomme on I'a supp@, on
aboutita des sous-probimes mal conditior’s. Ceci est & au fait qu’en plus des variables dectkion
“naturelles”u du probBme initial, on a introduit artificiellement d’autres variables @eisionv; au
niveau des sous-pralshes. En effet, dans (2.28), la minimisation porte a la foisusuwt v;. Ceci ne
se produira pas avec les deux autreéshndes examées ci-dessous. Ce @honene souligne un in-
convenient de la rathode par les priR. De surcrdt, I'accroissement du nombre de variabdesptimiser
au niveau des sous-pr@ohes peut s'&@rer assezgnalisant dans certaines applications sur le plan de la
résolution nurarique.

2.2.3 Decomposition par les quantiés

Grace aux correspondances du Tableau 2.1, le enobl(2.7) se traduit directement ici par
min Ji (Ui, vi) (2.30a)

Ui €U29, v eR™M

sous
— v =6 , (2.30b)
Hji (Ui, vi) = 05 , (2.30¢)
les vecteur®;, = (9, ...,0y;)" dansR™ étant ceux qui au §2.1.3éinissent une allocation qui doit
vérifier (2.8) (avec ic = 0). De néme, I'algorithme (2.13) se traduit ici par
1 N
ot =0k +ek(p';i _szjk'> ,i=1...,N, j=1,...,N, (2.31)
I=1

ou p‘j‘i est le multiplicateur assaz@ la contrainte (2.30c) §i # i, et p§ est assoé a (2.30b). On
note que siJ et H;; sont differentiables, on a, du fait de la stationmarénv; du Lagrangien du

probeme (2.30),
93 i IH;i ’
i = (k) +§(a—< ) B

On note aussi que dans cettétimode, au niveau des sous-pirhks, la minimisation est effeée par
rapporta u; uniqguement car la valeur deg est impoge par la coordination (voir (2.30b)). Ceci peut
repesenter un avantage par rapparta méthode par les prix. Par contre, et nous retrouveénan
inconenient @ja discué au commentaire 2.17-e, les contraintes (2.30c) pewtemten nombre bien
superieur au nombre de variables decision contenues dams. Ce sont en effed la fois les “entees”

v; mais aussi les “sortiesH;i (u;, vi) du sous-sysimei (a destination des sous-sysiesj) qui sont
contraintes. En cela, la&hode par les quangis (ou par allocation) diérera de la rathode suivante
(par pediction).

Dans le cas de dimension infinie, des enragsivalents peuverégalement surgir. Ainsi, en con-
sidéranta nouveau le proBime de commande optimale (2.23), les contraintes (2.30c) se traduiront par
des contraintes egdaditsur des expressionsédiaires eny; etx;, ol x; est la trajectoire solution de (2.24).

Il est évident que ceci conduirgégeriquement des impossibilés. D’une margre gerérale, des cou-
plages rigides entre syghes dynamiques, s’exprimant par des contraiatgdi€ entre variables état

sur des intervalles de temps entiers — et non en des instants isoinme dans laédomposition de
trajectoires (voir Figure 1.2), ou par des expressioregiratles de ces variables comme un couplage par
des stocks tampons par exemple — ne pourrongpastraiés par la rethode par allocation.

19qui peutétre partiellement léven utilisant un Lagrangien augment
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2.2.4 Decomposition “par prédiction”

Comme on I'avu, un trait gxifique de cette Bthode est deatessiter une@tomposition de I'espad@™

des contraintes eN, ou moins deN, composantes. Cependant, dans le cas du seconelenmzhsiéré

ici, cette decomposition s’impose naturellement et elle est pratiquenfirtid par les correspondances
établies ci-dessus, et en particulier les deux @ees lignes du Tableau 2.1. En accord avec (2.15), le
sous-prol@mei s'écrit

min (G + D fug s Hw))) (2.32a)

weuﬁqweRmi T

SOuUs
Cv= —w (2.32b)

Notons que (2.32b) signifie que, pratiguement, les variables d’interagtgont “piedites” par la coor-
dination (d'ai le nom d“interaction prediction principle” donré par Mesarovic et ass@s [22]). Ceci
évite les ennuis potentiels quiitraient du traitement de ces variables comme des variablesaigahs
(comme cétait le cas dans la@thode par les prix). C'est aussi un avantage sur le plan de la corgplexit
des sous-probimes (moins de variablésoptimiser). Par ailleurs, contrairemeénte qui se passe dans
la méthode par les quanti$, ici seules les “er#es”v; sont impoges et non les “sorties” (voir (2.30c)).

La méthode par grdiction pesente donc certains avantages par rapport aux deux aldthedas
dans le cadre de ce second rated d’autant plus que les prix marginaugcessairea la coordination
sont eux-remesévalles tes simplement ; si la contrainte (2.32b) est déaisous la forme

—vi +wj =0,

on a en effet

93 i IH;; ’

= (G o) = (G ) 239
a; T A
j#

ce qui signifie quep; est a @rivee de la fonction dat du sous-prol@mei par rapporta v;. Cette
interprétation est utile lorsque le sous-prélre est&solu par une Ethode ne faisant pas directement
appela la dualié et aux multiplicateurs.

Les algorithmes f@sengs au 82.1.4 s’adaptent ici sans diffiéultPour I'algorithme de point fixe
avec relaxation (2.20),&quation (2.20a) devient

wik+1 _ wlk TP <Z Hi (ulj<+1, w'f) _ w|k> ’ (2.34)
j#i

tandis que (2.20b) reste formellement identique (npéis est dong explicitement par (2.33)).
Pour 'algorithme d’Arrow-Hurwicz paradlle (2.22), [equation (2.22a) reste encore formellement la
méme, et (2.22b) devient

= b (3 H 2 ) = ).
JA

a comparer avecé&quation (2.34).

20par exemple, la programmation dynamique lorsqu'’il s'agit d’'un grote de commande optimale
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2.3 Annexe :A propos des &ries divergentes

Pour minimiserd(u) = |u|, u € R, on utilise I'algorithme de sous-gradient
uktt = gk —gkek ke gaky, X > 0.

Supposons par exemple que> 0. Tant queuk > 0,rX = 1 et

Si la #rie dessk était de somme fini&, et siu® > S, la valeuru® = 0 ne pourrait jamaigtre atteinte.
Ceci justifie la condition deérie divergente

D ek = to0 (2.35a)
keN

qui assure que I'on aura “assezdergie” pour passer par I'optimum quel que soit le point &leedt.
Une fois que I'on @épassel’, r* change de signe en gardant la valeur absolue 1. L'algorithmeitend
osciller et ces oscillations ne s’d@teraient jamais si on n’imposait pas en plus la condition
lim ek =0.
k— o0

Dans la pratique, pour laédnonstration de convergence, on impose la condition plus forte

2:(8")2 < 4o00. (2.35b)
keN

2.4 Annexe : Exercices sur la dualig

Exercice 2.29. Cet exercice est un ptexte pour&examiner certaines integgations gonetriques de la
dualite en optimisation. On congide un prol#me d’optimisation gréral

min  J(u) sous®u)=0€eC, (Po)
ueUadcy
et le probéme “pertur@”
min J(u) sous®U) =9 € C. (Py)
ueUadcu

On césigne parp () le cait optimal de ce prokime perturb comme fonction de?, second membre
des contraintes (voir (2.10)).

1. Dans l'espac€® x R, montrer que le “nuage de points” de coord'ees(@(u), J(u)) obtenu
lorsqueu parcourtU2d est bor@ inferieurement par le graphe ge

2. Un hyperplan de “coefficient directeurp (avecp € C*, espace dual d€) et d“ordonreea

I'origine” a dans I'espac€ x R a pouréquation
y=—(p.x)+a.

A p fixé, montrer que I'hyperplan “le plus bas” qui rencontre encore le nuage de pdatsipnt
(hyperplan d’appui de) a pour ordonéea I'origine v (p) ou

¥(p) = min L(u., p)

etL est le Lagrangien du prodine (R).
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Figure 2.3: Graphe dé (Exemple 2.5)

3. L'enveloppe convexe de ¢ est par @finition I'enveloppe sug@rieure de ses hyperplans d’appui.
Quelle est la valeur de(0) ?

4. Montrer quey caincide avedp en 0 si et seulement i a un point selle su2® x €*. Plus
géreralementévaluer le “saut de duadit

(écart entre mirmaxL (u, p) et maxmin L(u, p))
ueuad peC* peC* ueyad

en termes de etp.

5. Onavuau Lemme 2.2 que s'il exigpé € €* etu’ € U(p”) tel que® (u?) = 0, alorsL a un point
selle. Alors, p® réalise le maximum de/. En ceduire que sL a un saut de duaét alorsys est
nécessairement non dffentiablea son maximum. Quel est son “sous-éitntiel” en ce point ?
Visualiser les points ex@maux deby (p*) sur un dessin dans le “plai® x R (on supposera bien
sir queC = R pour pouvoir faire le dessin).

6. Application a 'Exemple 2.5. Reprendre 'Exemple 2.5 et montrer que I'expressiongde
coincide avec celle dd dont le graphe est repseng sur la Figure 2.3A partir de cette figure,
montrer quey (-) est maximale en 0 et tracer I'allurégerale du graphe dé.

Exercice 2.30.0n consi@re le probéme (tes simple !), avea € R,

min —u sousu =20.
ue[—1,1]

1. Quelles sont les solutions primalé et dualep® (lorsque la contraintet = 0 uniquemenest
duali€e).

Ecrire le Lagrangieh (u, p) de ce prol®me et erifier les iregalies du point selle.
Calculerﬁ(p) pour toutes les valeurs de

Evaluer la fonction) (p) = minye—1,17 L(u, p) et dessiner son graphe.

o > N

Verifier qu’elle est bien maximale gof. Quelle est sa&tivee (ou bien son “sur-diérentiel”) en
ce point ?
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6. Sion arrived construire, par un algorithmeeiatif appropi@, une suitd p*} qui converge verg?,
que va-t-il se passer pour les suifed}) oi u¢ € U(pX) ? Qu'en @duire quank la convergence
d’'un algorithme d'Uzawa ?

7. Reprendre les questiona® avec le Lagrangiesugment a la place du Lagrangien ordinaire.

Les deux exercices suivants prolongent I'Exercice 2.29 et portent phesgment sur Etude des
fonctionsy introduites en (2.10), ou&quivalent lorsque I'on conside le probdme (2.1). On va d’abord
observer ce qui se passe dans le cas non convexe puis se concentrer sur le cas convexe pour lequel la
fonctiong peutétre non diférentiable.

Exercice 2.31.

1. On reprend I'exemple conget a la question 6 de I'Exercice 2.29, c’'éstdire le probdme
d’optimisation @fini a 'Exemple 2.5. Montrer que le multiplicateur optimpd impliqué dans
les conditions d’optimalé du premier ordre de ce préohe

e est bien, au signe ps, la @rivee de la fonctiorp relativea ce probdme au pointy = 0
(c’est l'interprétation marginaliste des multiplicategrs

e mais qu'il ne correspond pasla valeur pour laguelle la fonctiof (définie par (2.4)) est
maximale (cette valeur &t troueea la question 6 de I'Exercice 2.29).

2. On se place maintenant dans le cas convexe et on suppose que le Lagrangien &meprobl
d’optimisation admet un point selle. Montrer que I'argumphtiu point selle constitue, au signe
prés, un sous-gradient de la fonctipnelativea ce probdme d’optimisation.

Exercice 2.32.0n consi@re le programme ligaire suivant :

uleR (2— (U1 + up) (2.36a)

sous O<u; <1, O<uy<1, (2.36b)
1

et — éul +u,=0. (2.36¢)

On peut considrer que les contraintes (2.36k@fthissent les ensembles admissitlés, i = 1, 2 (con-
traintes implicites).

1. Etudier d'abord ce probme global et sa solution en fonction des valeurs du paramt dans
la plage de valeursible probEme admet une solution. Tracer le graphe de la fongticnrres-
pondante et montrer qu’elle est non diféntiable e = 1/2 (qui se trouvedtre I'endroit @i son
minimum est atteint). Donnez toutes les valeurs possibles du multiplicatede la contrainte
couplante (2.36¢) (pour la valedr = 1/2) et \érifier que ces valeurs correspondent, au signe
prés, au sous-diffrentiel dep en ce point. Trouver une explicati@na non unicié de ces valeurs
optimalesp* (c’est-a-direa la non diferentiabilie dep au point 12).

2. On consiére maintenant la&tomposition en sous-pra@shes correspondaatla méthode par les
quantiés (voir (2.7)) :

min (1 —uy) minl(l —Up) (2.37a)

O=ui=1 O<uy<

1
sous — §u1 =6, SOUS Uy = 65, (2.37b)
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(dont les solutions primales sogNidentes lorsqu’elles existent), avec
Oh+6=10 (2.38)

en raison de (2.8). Quelles plages de valeurg, @6, sont acceptables ? Quelles sont les valeurs
optimales dg#6,, 62) pourd = 1/2 ? Quelles sont toutes les valeurs optimales correspondantes
possiblespﬁ et pg pour les multiplicateurs des contraintes (2.37b). Quelle est la difiqar
rapporta la condition exige dans BEnon@ du Lemme 2.12 ou du Lemme 2.14.

2.5 Corrigé des exercices

2.5.1 Corrigé de I'Exercice 2.3
Soit p* tel qu'il existel € U(pt) verifiant (2.1b). Par é&finition,T; est solution de (2.2) pour toistdonc
J(@) + (p%, O (@) < J(w) + (p%, O (W), Vu; € U

En sommant ces égalies pouri = 1, ..., N, on obtient une i@galie qui peut s’'intergeter comme
I'in égali€ de droite du point selle pour le Lagrangien (2.3) du protd global (2.1).

Quanta l'inégali€ de gauche de ce point selle(@, p) < L (@, p*), Yp), elle est trivialementérifiee
du fait que I'on a suppd@sque (2.1b) est vraie potr Tout point selle dd. étant une solution primale
duale de (2.1), on enédiuit quel, obtenue comme condatation de solutions des prébhes (2.2), est
une solution de (2.13 partir du momentwelle \érifie la contrainte (2.1b).

Réciproguement, iu”, p*) est un point selle de, alorsu® vérifie évidemment (2.1b). Par ailleurs,
en consiérant l'inégalié de droite du point selle de avecu; = u? pour toutj, sauf pourj =i, on

obtient queu; est solution de (2.2).

2.5.2 Corrigé de I'Exercice 2.6

Reprenons le corrigptecedent dans le cas de contraintes (2.1byadi€. La premére partie du raison-
nement concernant I'égali& de droite du point selle reste valide sans changemengédaiiie de gauche
doit étre cemontée pour toutp € (]Rim)+ dans le membre de gauche de &gali€, et pourp® dans le
membre de droite . Le fait qu@& (@) — ¥ < 0 (*}) permet d’affirmer quép, © (@) — ¥) < 0 pour
toutp € (Rm)+, en particulier poup?®. Mais pourp = 0 (valeur admissible), cette expression vaut 0,
donc elle doit aussi valoir 0 poy®.

La seconde partie de la condition (2.4-d) est donc biressaire pour montrer que la paite p*)
constitue un point selle du Lagrangien

Evidemment, on peut se demander si une cé@metorit des solutions des prairhes (2.2) @rifiant
la contrainte (2.1b) peudtre une solution de (2.1) @me san&tre un point selle dé. Le lecteur est
invité a construire des contre-exemples.

2.5.3 Corrigé de I'Exercice 2.9

SoitT; (Giﬁ) une solution quelcongue de (2.7) correspondamhe solutior®” de (2.9). La conc&nation
U(6%) de ces variables est d’abord une solutamissiblede (2.1) car elle &rifie la contrainte glo-
bale (2.1b) (c’est une coaguencetvidente du fait qué® véerifie (2.8) et quél; (eiﬁ) vérifie (2.7b) pour
touti). Avec toute autre solution admissihlede (2.1), on fabrique une allocatiéradmissible, c'esk-
dire \érifiant (2.8), en posart = ©; (u;) pour touti. SoitT; (4;) une solution correspondante de (2.7).
Par cefinition, on a

@i () = F (@) < JWu) .

21Cette iregali® doit se comprendre pour toute coordeeman®k™.
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Mais par ailleurs, puisqu&’ est supposeétre une solution de (2.9), on a

N N

XN: J (ﬁi (Qiﬁ)> = Zfﬁi (67) < Zl:fpi ) .

i=1 i=1
De ces deux iagali€s, on @duit que
N N
Z Ji (Ui (Qij)) < Z Ji (up)
1 i=1

pour toutu admissible pour le probme global. On a donc bien moatquel(6*) est solution de (2.1).
Réciproguement, soit” une solution de (2.1) et* défini par (2.11). Montrons d’abord quﬁ-fq =
0 (6%). En effet, dans l'iggalié

N N
PIICAED I (2.39)
j=1 j=1

pour toutu vérifiant (2.1b), on peut choisir; = u? pour toutj sauf pourj =i pour lequel on choisit

n'importe quely; tel que®; (uj) = Gﬁ, ce qui reste compatible avec (2.1b).

Ceci montre que le premier membre de (2.3@cst aussi _ ¢ (Giﬁ). Quant au second membre, on
pourra lecrire ¢ (6;), pour toute autre allocatiofy, en y placant des valeuts(6;) correspondantes.
Ceci montre qué* est solution de (2.9).

2.5.4 Corrigé de I'Exercice 2.13

En sommant leggaliés (2.12) poui = 1, ..., N, et en tenant compte de (2.8) et du fait que tous les
pf sontégauxa une valeur commung®, on obtient les conditions d’optimaditdu premier ordre pour le
probleme (2.1).

2.5.5 Corrigé de I'Exercice 2.15

Le principe de la @monstration est identiqué celui de la @monstration greedente : orécrit les
inégalies du point selle pour chague sous-peoi et on les additionne pour tduén se servant des
hypotheses.

2.5.6 Corrigé de I'Exercice 2.16
Le probEme global fcrit :

H 2 2 2 2
wmin (= X{ =YD= 4y —Xp — Y3~ 4XeYz) SOUS X+ Vi—Xe—Y,=0.
1,Y1,X2,Y2

Quant aux sous-probines suggrés dans Bnong, ils sécrivent :

Sous-probEme 1 : £n|yn (— X2 — ¥y — 4xay1)
1, Y1

sous X1+vy; =0,

Sous-probkme 2 : )r(myn (— %5 — y5 — 4%y,)
2, Y2

sous —Xxp—Yy,=0.
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On \erifie quex; =y = p = 0,i = 1, 2, satisfont aux conditions du premier ordre pour ces sous-
problemes, et que les@&mes valeurs nulles pour le variables primales et I'unique variable duale en font
de néme pour le pro@me global.

Examinons maintenant les conditions du second ordre. Pour chaque sousy@plgls contraintes
etant lireaires se confondent avec leur plan tangent. Les vectestsa quelconque, ey = —x; = —a,
respectivemenk, = b quelconque, ey, = —x, = —b, sont les vecteurségériques satisfaisant la
contrainte du sous-prodaine 1, respectivement 2. Lorsque I'on remplgicear —x; dans I'expression du
colit J;, on obtient I'expressionx®, évidemment positive pour touf # 0. Ceci montre qus; est céfini
positif le long de la contrainte.

Quant au proldme global, il comporte une contraintedaire pour quatre variables : I'ensemble
admissible, qui se confond avec la i tangente, comporte trois dégrde libe®. On peut choisir
arbitrairement les valeurs; = a,y; = b, X = ¢, mais il faut prendre ensuitp, = a+ b —c. On
pourrait substituer ces quatre valeurs dans- J, et se convaincre que I'expression obtenue n’est pas
une forme quadratiqueéfinie positive er(a, b, ¢). L'énoné& sug@re de prendre le cds= c = 0, d’ou
X1 =Y, =a, X =Y = 0: pour ces valeurd; + J, vaut—2a? qui estevidemment agatif poura # 0.

2.5.7 Corrigé de I'Exercice 2.19

Il suffit de paraphraser laginonstration du Lemme 2.8 (voir coréigle I'exercice 2.9, §2.5.3) en effec-
tuant les adaptations rendudéscassaires par le fait que

e des iregalies prennent la place dégaliés dans (2.1b) et (2.7b) ;

e la formule (2.14) remplace la formule (2.11) (on va discuter plus loindi&ttde cette modifica-
tion).

Ainsi, dans la prengire partie de la@monstration, lorsqu’on introduit wnadmissible quelconque pour
le probeme (2.1), il faut éfinir les6; correspondants en utilisant (2.14) fartir de ceu) au lieu de
(2.11). Dans la @monstration de leéciproque, on prendna = uﬁ pour toutj # i et n'importe quel;
tel que®; (u;) < 67

La remarque fondamentale est la suivante, pour que le reste éemlandtration fonctionne : pour
toutu verifiant (2.1b) (en particulier powr), il faut fabriquer de#; tel que d’une part (2.8) soitvifiée,
et d'autre part il soit @rifieé que®; (uj) < 6, (sachant que ceci n'a lieu a priori que pour la somme,en
comme c’est dit par (2.1b)). La formule (2.14) a pougidt :

1. d’'ajouter au vecteu®; (u;) un vecteumnon regatif (par I'hypothese que (2.1b) estvifiee), ce qui
rend l'inegali€ ©; (u;) < 6; évidemment vraie ;

2. defaire en sorte que l@sainsi cefinis satisfont automatiquemen(2.8), comme on peut Ie&vifier
facilementa partir de (2.14).
2.5.8 Corrigé de I'Exercice 2.21
Les conditions du premier ordre pour le prele (2.15) £crivent
Y@+ (05 @) uj + (€ @) B =0,
j#
@i (G) =V — w .

L'utilisation de I'hypottese (2.16) permet de retrouver la paitaes conditions du premier ordre pour le
probleme (2.1). La&ciprogue est tout aussi in@diate.
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2.5.9 Corrigé de I'Exercice 2.23

Suivant les indications doges, consiérons d’abord l'iegali€ de droite pour le point selle du Lagrang-
ien relatif au prol@me (2.15). On obtient : pour tout € Uiad

F@) + Y (1, ©5i @)+ (B, ©i @) < J(U) + Y (i, O3 () + (B, O (W) -
j# j#i
En tenant compte de (2.16b) et en sommant pouiitaurt obtient I'iregali€ de droite pour le Lagrangien
du probeme global (2.1).
Pour I'inégalie de gauche, on a : pour topt (avecp; > 0 dans le cas de contrainteggalig),
(P, @i (W) +wi — ) < (B, G5 (G) +wi — ) .

La encore, en tenant compte de (2.16a) et en sommant pour toubbtient I'iregalié correspondante
relative au prol@#me global.

2.5.10 Corrigé de I'Exercice 2.24

Attachons nous veérifier les conditions du second ordre pour les deux sous¢mds. Dans le sous-
probleme (2.17d)—(2.17€), une variatiame x; doit s'accompagner d’une variatiera dey,; pour rester
dans le plan tangent aux contraintes. On obtient, en substdl@rt et —a a y; dans le Lagrangien, et
en ne s'inéressant qu’aux termes de deg@r(les autres ne contribuant pas aérvees du second ordre),
I'expression suivante :

—a’ —a?—4da(—a) = 2a°

gui estevidemment positive. Le éme type de calcul appli@au sous-prokime (2.17f)—(2.17g) conduit
a consi@rer des variations, = b ety, = —b/2, ce qui donne, pour les termes de @egr.

—b? — (—=b/2)? — 4b(—b/2)) = 3b?/4

qui est encore positif.
Pour le probdme global (2.17a)—(2.17c), les variations qui restent dans le plan tangent aux con-
traintes sont de la formé (xq, y1, X2, ¥») = (a, b — a, b, 0), ce qui donne, pour les termes de dedr.

—a’—(b—a?—4da(b—a) —b>=2a’>—2b*>—2ab.

Cette expression prend des valeuegatives, par exemple ai= 0 etb = 1, ce qui montre que les
conditions du second ordre ne sont pasfiees pour le proeime (2.17a)—(2.17c¢) alors qu’ellegtaient
pour les prot®mes (2.17d)—(2.179).

2.5.11 Corrigé de I'Exercice 2.25

Les contraintes (2.18b)—(2.18®@fthissent une vakie de dimension 2 qui peétre pararatrisee pam et
b tels que les points admissibles®& s’expriment paixy, yi, X, ¥2) = (@, b, —a, —b). En substituant
ces valeurs dans la fonctionittg2.18a), on obtient I'expression :

a’+b?+3ab+a’+b?>—3(—a)(—b) =2@%+b?) .

Ceci montre que la fonction &b est @finie positive sur la vagitt admissible, et donc les conditions
suffisantes du second ordre soétifiees (dans la&@tivee seconde du Lagrangien, seule la fonctidit co
a une contribution non nulle puisque les contraintes soaalies).

La contrainte (2.18e) du premier sous-pfhke @finit des @placements admissibl€gy, y1) =
(a, —a) et les termes de degr2 dans (2.18d) donnent aload + (—a)? + 3a(—a) = —a?, ce qui

22C'est une paragtrisation possiblea 2 paramatres puisqu'il y a 4 variables et 2 contraintes.
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montre que la fonction dd (2.18d) est dfinie négativepour les @placements admissibles. D&me,
(2.189) autorise deséplacementsx,, y») = (b, b), ce qui donne, dans (2.18f), les termes du second
ordreb? 4 b? — 302 = —b? : donc néme constat.

On vient donc de mettre évidence, cette fois-ci, que c’'est le prebile global qui estonvexesur
sa varéete admissible alors que les deux sous-peaids sontoncavessur leurs vagétes admissibles
respectives !

2.5.12 Corrige de I'Exercice 2.27

On suppose que dans (2.N,= 2 etm = 1. Onécrira donc I'unique contrainte (2.1b) sous la forme
O(Uu) = O1(uy) + O5(up) = 0. On ne peut donc affecter cette unique contrainté dfun des deux
sous-prol@mes, disons le sous-prebhe 1. Ce sous-prairne n'aura donc pas subir de modification
de sa fonction ciit (car, en observant le terme maggssentiel dans (2.15a)P;ji pourj = 2 et

i = 1 estidentiguement nulle). Le sous-praole 2 devra par contre subir une telle modification de,co
mais n'aura pas, par contre, de contrainte du type (2.458Yyer. Les deux sous-praishes fcriront
alors (comparer avec (2.15)) :

Sous-probeme 1 min Ji(up)
U;|_€U]a_l

Sous ®O1(U) =9 —w;

Sous-probkme 2 minU| (J2(U2) + 1O2(Up)) .

UZEUS‘

2.5.13 Corrigé de I'Exercice 2.29

1. Le bord inerieur des points de la forn(@(u), J(u)) lorsqueu parcourtU 2 est obtenu en fixant
d'abord l'abscisse, c’esi-dire en imposan®(u) = ¢ pour une valeur dorée dew, puis en
cherchant I'ordon@e minimale : donc il faut minimiset(u) surU2 et sous la contraint® (u) =
#, ce qui est exactement l&finition deg ().

2. Lhyperplany = —(p, X) + a rencontre le nuage de points s'il existee U2 tel quex puisse
s’écrire®(u), y puisse f£crireJ(u), et(x, y) vérifie I'équation de I'hyperplan. Alors,

a=y+(p,x)=JU+(p,6W)=Lu,p .

Ensuite, I'hyperplan le plus bas correspondsaminimal, ce qui revien& minimiser le Lagrang-
ien L surUad, et donc lea minimal est exactemeégala y (p).

3. En® = 0, les hyperplans passent par leur ordesd I'origine a. L'hyperplan d’appui de pente
—p passe don@ la hauteuny (p), et le plus haut d’entre eux (enveloppe &tipure) passe
max, ¥ (p). On a donc

9(0) = maxy (p) .

4. Onrappelle d'abord que ¢Pestéquivalent min, max, L. En effet, pour calculer cette valeur, on
calcule d’abord le mazau fixé, soit

maxL (u, p) = oo S?®(u) 70
pee* Ju) si®u)=0.

Comme on cherch& minimiser ensuite cette expressionies U239, on commence paeviter la
valeur+oo en respectant la contrain&(u) = 0, et on est raménenfina minimiserJ (u).
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R
. :. S . /
\\ saut de dualité
O@) pour u eU(pH)2—" IWC \ "
pente — ptt

Figure 2.4: Graphe dg et enveloppe convexe

Ceciétant fait, on obtient dong(0) = min, max, L. Cette valeur cimcide avegs(0), d'apres la
guestion pecadente, si et seulement si

©(0) = min maxL(u, p) = ¢(0) = maxy (p) = maxmin L(u, p),
ueUad peC* peC* peC* ueuad

ce qui eskquivalent I'existence d’un point selle de.

D’'une manere gerérale, lecart entrep(0) = max, miny L et (0) = min, max, L (la premere
valeurétantévidemment indrieure olegalea la seconde) mesure le “saut de délit

. Si L n'a pas de point selle, en conéint p* € argmax.e- ¥ (p), pour toutd e U(p?),

nécessairemen®(U) # 0 (sinon, L aurait un point selle d’ags le Lemme 2.2). Or on sait
par ailleurs qued (U) € dy (p*), et comme on a pris un argumept du maximum dey, on a
aussi iecessairement @ 3y (p*). On a donc troug deuxélements distinctdansay (p*), ce qui
prouve gue) n’'est pas diférentiablea son maximum.

En fait, 3y (p?) est obtenu par enveloppe convexe feentdes valeur® (0) lorsquel parcourt
U (p*). Ces valeurs sont les pointa hyperplan d’appui du graphe dede pente- p* touche ce
graphe (voir Figure 2.4).

. Dans I'Exemple 2.5, la contraintantu = 0 (soitu = ¥ pour le probkme perturb), ¢ (1)

caincide aved () dont le graphe est repseng sur la Figure 2.3. On voit que I'enveloppe convexe
de cette courbe a une pente horizontaleyer= 0 (doncp® = 0). Lallure de la courbe) est
represenge sur la Figure 2.5.

2.5.14 Corrigé de I'Exercice 2.30

1. Le Lagrangien €critL(u, p) = —u + pu = (p — Du. La solution primale estvidemment

u* = 0. Le Lagrangien, deétivée enu égalea p — 1, est stationnaire emau pointu® (condition
de Kuhn et Tucker) si et seulementsi= p* = 1. L'unique solution primale duale est donc la
paire(u®, p*) = (0, 1).

2. Les iregalies du point selle &crivent

Yue[-11], VpeR, (p—Du* < (p - Du* < (p* - Du,
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Figure 2.5: Allure de/ pour I'Exemple 2.5

0 1 2

Figure 2.6: Graphe d¢

et sont trivialement &rifiees ici.

3. Ona
1 sip<1;
Upp)=1{[-1,1] sip=1;
-1 sip>1.

4. Compte tenu de l&ponse ci-dessus, on a

p—1 sip<1;

vip = l1-p sip>1.

Le graphe est repseng sur la Figure 2.6.

5. ¥ est bien maximale ep = 1 et non diferentiable. Son “sous-défentiel” (s’agissant d’'une
fonction concave) estgala [-1, 1], c’esta-dire exactemerﬁ)(U (pﬁ)).

6. Sip* < 1, l'algorithme d’Uzawa tendra faire augmentep* maisu® seraégala 1 ; inversement,
si pX > 1, l'algorithme d’'Uzawa tendra faire diminuerp® maisu® seraégala —1. On va donc
construire des suitgsi} dont les valeurs d’adirence seront toujoursl et 1, alors que la solution
optimale esti* = 0!
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Figure 2.7: Graphe dg¢.

7. Le Lagrangien augmemnestégala
Le(u, p) = (p — Du +cu?/2

pour une constantepositive. On a alors

1 sip<l-—c;
u(pp={@—-p)/c sil-c<p<l+c;
-1 sip>1+c.

et
p—1+c/2 sip<l-c;
Ye(p) =3 —(p—13%/2c sil-c<p<l+c;
1-p+c/2 sip>1+c.

La courbe est repsengée sur la Figure 2.7 (pour = 1). Cette fonction est diffrentiable et son
gradientggalat(p), approches* = 0 quandp approchep* = 1.

2.5.15 Corrigé de I'Exercice 2.31

1. On a vua la question 6 de I'Exercice 2.29 que la fonctiprelative au prol#@me considré a
I'Exercice 2.5 cincide avec la fonctiond dont le graphe &t repésené sur la Figure 2.3A
'abscisse? = 0, la pente de cette courbe vad0,768 qui est bien I'opp@sde la valeur du
multiplicateur optimal des conditions d’optim#&itdu premier ordre. Par contre, on a vu aussi
dans I'Exercice 2.5 qug est maximale erp = 0, ce qui n'a rien de commun avec la valeur
précdente trouge pourg’(0). On retiendra donc qu’en I'absence de point selle du Lagrangien,
seul le multiplicateur des conditions du premier ordre a une iré&pon marginaliste.

2. Soit(u?, p*) le point selle du Lagrangien du préphe (2.1) (aveéventuellement des contraintes
inégali€) correspondarit un certain second membde On va consiérer une autre valeur de ce
second membre, et le point sell#, p*) correspondant. Liagali& de droite du point selle (pour
le probkme aved) peutétre utili€e pour la valeut® au second membre, ce qui donne

JUH) +(p*, OUF) —9) < I(T) + (p*, O(TF) — ¥) .
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Figure 2.8: Graphe de pour le probéme (2.36)

Le premier membre de cettedigali€ estegalae () (c’est la valeur du premier terme et le second
est nul — contraint&gali€, ou ‘€carts com@mentaires” dans le caségali€, oblige(nt)). Au
second membre, pafinition, J(UF) = ¢(?), tandis qudp*, ©(T%)) estégal (castgali) ou
inférieur ouégal (cas iggalie — voyez-vous pourquoi ’4?;)<pIi , 5). On obtient donc

o) < (@) +(p*. 9 —v),

inégali€ qui prouve exactement lésultat recherch

2.5.16 Corrigé de I'Exercice 2.32

1. Le premier membre de la contrainte (2.36¢) est minimal quangrend sa valeur irieure 0
(dictee par (2.36b)) af; prend sa valeur s@pieure 1. La valeur minimale d& pour laquelle les
contraintes (2.36c¢) restent compatibles avec (2.36b) est-dby2. Par un raisonnement similaire,
on voit que la valeur maximale autagis pours est 1. En dehors de l'intervalle-fL/2, 1], il n’y a
plus de solution admisible pour le préohe (2.36) ep vaut+oo.

A Tint érieur de cet intervalle, on peut tirag en fonction deu, a I'aide de lequation (2.36c)
(up = 2uy — 29) et le substituer dans le @b(2.36a) qui devienégala 2+ 219 — 3uy, et les
contraintes (2.36b) qui deviennent ensemble :

max(0, #) < ux < min(1, ¥ + 1/2) .

Le cdit est minimal pour la valeur d& maximale, c’est-dire pouru, = min(1, ¢ + 1/2). Ce
colt optimal est par &finition égala ¢ (1) qui vaut donc :

() =max2y — 1, -9 +1/2).
Le graphe de cette fonction est répeng sur la Figure 2.8. On observe que cette fonction est mini-
male, et surtout non diéfentiable, er# = 1/2 et admet pour sous-déffentiel le segment{1, 2].
Poury = 1/2, les valeurs optimales dg etu, sont, d'apes ce qui pgode,u; = u, = 1.

Montrons que toufp? € [—2, 1] est un multiplicateur optimal de la contrainte (2.36¢) lorsque
¥ = 1/2. En effet, en ne dualisant que les contraintes dont on sait qu’elles seront a@ctives
I'optimum (en particulier celles quiafinissent la borne sépieure 1 pouu; etu,),® le Lagrangien

du probeme (2.36) €crit :

23De toute facon, les contraintes non actives admettent des multiplicateurs optimaux qui sont nuls
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Lu,p)=2—(Ur+up)+ p(—Uy/2+u;—1/2) +qu(Uuy — 1) + (U2 — 1),

avecq; > 0 etgp > 0. Les conditions de stationndritleL enu, etu, donnent :

oL pF "
—:—l—— :O’
oup 2 +q1

oL

—:—l ? ﬁ:o,
Uy + P +0Q,

avec pour seules autres conditioagrtir du momentiou; = uj = 1) queq; > 0 etgj > 0. On
vérifie que ces conditions d’optimadisont satisfaites pour toute valepir € [-2, 1], ce qui est
conforme avec le fait que p* € d¢(1/2) (voir point 2 du corri@ de I'Exercice 2.31).

Il est clair que cette non uniéitde la valeur optimale des multiplicateurs tient au fait tjais

contraintes (dan®?), parmi toutes les contraintes (2.36b)—(2.36c), se trougmet actives en
méme temps (ce qui ne se produit pas pour les autres valeurs aatodey — le vérifier), et

gue, dans ces conditions, les gradients des contraintes actives ne pexvideniment pagtre

linéairement indpendants.

. La solution primale des sous-prébies (2.37) est trivialement dodmparu; = —20; etu, = 6,
a condition que < —20; < 1, c'esta-dire—1/2 < 6, < 0,et0< 6, < 1. Mais par ailleurs il faut
respecter (2.38), dinla contrainte suppmentaire suf, : —1/2 < ¥ — 6, < 0, donc finalement

max(0, #) < 6, <min(l, ¢ + 1/2) .

Cet intervalle @limite les valeurs dé, pour lesquelles, avec les valeurs correspondantés de
via (2.38), les sous-probines admettront des solutions admissibles.

Pour® = 1/2, la solution optimale du probine (2.36)a savoirui = uﬁ2 = 1, sera obtenue pour

Gf =-1/2 eteéi = 1. La stationnaré des Lagrangienis; et L, des deux sous-praines, @ I'on
a comme peceédemment dualésuniquement les contraintes activekoptimum, donne :

al, pi #
—:—1—— :O,
Uy 2 T

oL

50 +p5+ 0

ce qui donne, avec les conditions de nagativie desq;, les valeurs possibles :
pp<1, pi=-2. (2.40)

On retrouve, sioi = pg (condition du Lemme 2.12 ou 2.14), la plage commune de valetzs]]

déja trouveea la question @cedente, mais ce qui est grave, c’'est que toutes les autres valeurs
de pi et pg permises par (2.40) peuvent aussi beére trouees comme valeurs optimales par
les sous-prol@imes, ce qui ne permet pas émgral de s’apercevoir que la coordination a atteint
I'allocation optimale.



Chapitre 3

Le Principe du Probleme Auxiliaire

3.1 Introduction

Jusqu'ici dans ce cours, troisétihodes de @&omposition-coordination oréite expogesa partir de
mockles relativement &éraux, mais @sentant cependant la particulard’avoir des fonctions cd
et des contraintes additives par rappola cecomposition en sous-prahes.

Il a sembé que cette particulaétjouait un dle essentiel dans leécharche de &composition, et il
est vrai qu’'elle constitue une forte incitation et un guide pdfirgr le decoupage en sous-preiohes.

Mais par ailleurs, cette cardrtistique constitue un frein lorsqu'’il s'agit par exemple d’utiliser le
Lagrangien augmeai la place du Lagrangien ordinaire, car ce genre de technigue ne respecte pas la
structure additive. Il en &t questiora plusieurs reprises au Chapitre 2.

Dans ce qui suit, on psente un principeégéral en optimisation appel“Principe du Prokime
Auxiliaire” (PPA). Ce principe a plusieurs objectifs et avantages.

e |l propose un cadreéyéral pour construire des algorithmesritifs en optimisation. Ceci inclut
des algorithmes classiques comme I'algorithme du gradient ou I'algorithme de Newton, ainsi que
la plupart des algorithmes de coordination. Dans ce cadreeyaifiéalise donc qu’il n’y a pas de
difference essentielle de nature entre tous ces algorithmes.

e Ce cadre permet aussi de se focaliser setutle de convergence d’'umombre limié de sclemas
itératifs de base au travers d'un point de véeggal et abstrait. Ceci permet de bieigager les
hypotheses et racanismes gréraux qui assurent la convergence en dehors des partiésldet
chaque situation geifique.

e En ceégageant les ressorts essentiels, I'application de cessichu cas des algorithmes
de decomposition-coordination permet de s’affranchir des restrictions structurelles (comme
I'additivité) évoqlees plus haut.

En fait, la treorie de la @composition-coordination est kessur deux “piliers” essentiels.

1. Le premier concerne ce que I'on peut appeler la “manipulation desgonelsl’a partir de leur
forme originale vers d'autres formeégjuivalentes mais qui se &ent mieuxa I'approche par
décomposition. Un exemple de telles manipulatioggalonré lors du passage du preiohe (2.1)
a ses formesgquivalentes (2.9) ou (2.21). Il s’agit plus d“art”, de “ceativitt” ou d“expérience”
que de tlorie.

2. Lautre pilier est une bonne cong@lrension des s€mas iératifs, et ceci est le domaine du PPA.

43
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Ce formalisme @té introduit dans [5, 6] dans le contexte de la programmation convexe @tatiffable
dans des espaces de Hilbert (de dimensgi@ntuellement infinie), puiséé étendua d’autres contextes :
problemes non diffrentiables [26, 12, 7], optimisation stochastique [13, 1@Jgirations variationnelles
[8, 21, 16, 23].

Il nest bien $ir pas question de donner un expamplet de tous ces travaux dans le cadre de
ce cours. On se contentera d'exposer l&eglessentielles du PPA dans le contexte le plus simple :
programmation convexe défentiable, avec parfois un apercu des autea®lbppements.

3.2 Le Principe du Probleme Auxiliaire en optimisation sur un ensemble
admissible

3.2.1 Cadre @nréral

Dans cette section, on conéi@ un prok®me gréral du type suivant :

min J(u) , (3.1)
ueyad

ol U2 est un sous-ensemble convexe ferde I'espace de Hilbett, J : U — R est convexe, semi-
continue inkrieuremerit(s.c.i.) et coercive sud 9, c’esta-dire que

lim J(u) = +o00 quand |lu]| - +oco en restant dand . (3.2)

Dans ces conditions, il existe des solutiofisu probeéme (3.1).
QuandJ est la somme de deux fonctions convexes SE&tJ et queJ est sous-difrentiable, une
caracérisation de ces solutions est fournie paréguation variationnelle (avec bie@irsi* € U?29)

I e dJ U :vue U (1%, u—u)+Ju —Ju) =0. (3.3)
Cette irequation se gialise au caswng est Giteaux-diférentiable :
Vue U, (J'(UF), u—u)+Ju) - JuH = 0. (3.4)

Enfin, si on suppose qu&(u) s’écrit sous la formef (9(u)) ou G est une fonction du Bme type que
J etai f est une application convexeoissanteet differentiable déR dansR, on peut donner la forme
suivante :

vue U f/(Su") x (Su) — G(UH) + J(u) — J(u? > 0. (3.5)

Commentaires 3.1.Une fonctionJ : U — R estGateauxdifférentiable en un poini si elle admet
des erivees directionnelles dans toutes les directidnst si ces @rivees @pendent lidairement et
contimiment de la direction. Uneédivée directionnelle en dans la directior est la limite, lorsqu’elle
existe, du rati((J(u + ed) — J(u))/s lorsques — 0,. C'est un scalaire nétDJ(u; d). La dérivee de
Gateaux, lorsgu’elle existe, est donélément dd.(*, espace dual dg, not J'(u), tel que DI (u; d) =
(J’(u) , d). Lorsqu’on dira qu’une fonction est difentiable dans ce cours, on sous-entendra toujours
gue c’est au sens dedtzaux. Une notion de défentiabilie plus forte Fréchej existe mais n'est pas la
plus utile en optimisation.

Lorsqu’une fonctionl convexe est seulement sous-€iéntiable, la drivée directionnelle est dogr
par la formule

DJ(u;d) = max ({r,d) .
read(u)

lUne fonctiond : U — R est semi-continue igfieurement si liminfouy, J(U) > J(up). Autre caracrisation :
I' épigraphe dd est ferngé dans x R.
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On parlera de “gradient” (d’'une fonction diffentiableJ) note VJ(u), pour I'element du primal
mis en correspondance avaqu) par le treoeme de refsentation de Riesz. Dans un Hilbelt ce
théoleme met en correspondance tél&mentF dell*, c'esta-dire les formes ligaires continues s,
avec urelementf deU de telle sorte qué& (u) = (f , u) pour toutu. En ggréral, nous ne distinguerons
pas un Hilbert de son dual — sauf dans les aasette distinction devientés importante — et nous
écrirons par exemple 'algorithme du gradient ingifmment

Ukt = Uk — eV IWX) ou UK — 3/ . (3.6)

Lorsqu'il sera question deétomposition, on supposera toujours quet U2® sont cecompoés
comme suit :

U=Up x---xUy; U¥=Ux...xU2; udcly;, i=1...,N, (3.7)

ou U; est encore un espace de Hilbertu?ld est un sous-ensemble convexe ferdansl;. C'esta-

dire que les contraintes implicitese U239 sont une collection d& contraintes indpendantes (on dira

souvent “localesa chaque sous-prairhe). Le couplage par les contraintes sera désaliérieurement.
De plus, la motivation pour consider J comme une sommg + J est la suivante :

e J sera suppd= additive par rappoét la ccomposition (3.7) ;

e par congquent, seulgf sera la source d'un couplage entre sous-pnoigls.

3.2.2 ldee et algorithme de base

On consi@re maintenant unfonction auxiliaire K de la néme nature qud, mais suppdase de plus
différentiable. On consée de plus un nombre positif un élémentv quelconque dand, un sous-
gradientr € 3.7 (v) et enfin la fonction

Gurk.e(U) = K(U) + (er — K'(v) , u)+ eJ(u) .

Lemme 3.2. SoitT une solution de
min G, k.. (U) . (3.8a)

ueuad

SiU = v, alorsv est une solution dés.1).
Démonstration.Il suffit d’écrire I'inéquation variationnelle du type (3.3) pour le perbe (3.8a) et
d'utiliser I'hypothese, ce qui condué la méme irequation variationnelle pour le prahe (3.1). [

Ce lemme suggre un algorithme de point fixe dans lequel on peut se permettre a priori de changer
la fonction auxiliaireK et le scalaire & chaque &ration : on consiére donc des suitg® ¥, £¥}yen.

Algorithme 3.3.
1. Commencer avee = u° ; poserk = 0.

2. Alitérationk + 1, résoudre

Min Gk rk ik ok (U) rkedg W) ; (3.8b)
ueyad R
soit (K*(u) + (*r* — (KXY (¥, u) + &*3)) ; (3.8¢)

soit ukt* une solution.



46 OPTIMISATION DES GRANDS SYSTEMES — GUY COHEN

3. Sillukt — uk| est “suffisamment petite”, stop ; sinon, retourner en 2 &viecremené de 1.

La convergence d'un tel algorithme sé&mdée plus loin dans le casig7 est differentiable. Dans
[26, 12, 7], le cas sous-défentiable esétudie, mais on montre que dans ce cas certaines conditions
sur la “vitesse de variation” des fonctions auxiliaik€$ doit &tre respeée, condition qui n’appafepas
dans le cas difrentiable (pour lequek = J7(uX)).

3.2.3 Utilisations

Avant d’aborder la question de la convergence de I'Algorithme 3.3, examinons les utilisations que I'on
peut en faire.

3.2.3.1 Algorithme “prox”

Dans les vingt dergires anaes, de nombreuxédeloppements oréte consad@s, dans la liirature sur
la programmation convex@,une technique connue sous le norlglorithme proximalou “prox” pour
les intimes). Cette technique petite plonge dans la classegerale de I'Algorithme 3.3 en supposant
queJ est absent (c’esi-dire quel est duitaJ), et en choisissart = (1/2) ||-||%. Al'it érationk + 1,
le probEme (3.8c) devient
. 1 2

min (J(u) + — [lu — u¥ ) 3.9

min (I + 5 [u—u| (3.9)
Notre but n’est pas ici de discuter de cet algorithme en particulier, mais juste de mentionner son lien avec
le PPA.

3.2.3.2 Algorithme du gradient et du gradient projete

On garde ici le r@me choix de la fonction auxiliairé que ci-dessus, mais on suppose maintenant que
J se eduita J. De plus, on va supposer dans un premier tempslfifeestégala tout 'espacél et
qgueJ est differentiable. Alors, (3.8c) peétre Esolu explicitement, ce qui condaita formule (3.6) de
I'algorithme du gradient.

Supposons maintenant quEY est un sous-ensemble convexe ferdeU. Le probBme (3.8¢c) con-
duit alorsa la formule de I'algorithme du gradient prdget

Ut = projyas (U — v b)) . (3.10)
Exercice 3.4. Démontrer cette formule @nontrer quai“** est bien solution de (3.8c)).

Si J = J est seulement sous-chffentiable, on retrouve un algorithme de sous-gradient
(éventuellement projé) avec des “pas#k suivant la ggle (2.35).

Finalement, siJ est vue comme la somme de deux fonctions non triviglest J, toujours avec le
méme choix d&K, on obtient un algorithme qui peétre consiére comme combinant I'ide du gradient
ou du sous-gradienéyentuellement projé} avec celle de la technique “prox”.

3.2.3.3 Algorithme de Newton

On supposé nouveau quéJ?? = U, queJ se eduita J, et que cette derare fonction est deux fois
continiment diférentiable avec unedivee secondel”(u) fortement monotone (disons, pour I'instant,
définie positive en dimension finieA I'it érationk + 1 de I'’Algorithme 3.3, on choisit

K¥u) = %(u , 37U - u) (3.11)
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etek = 1. Alors, (3.8¢) peul nouveatgtre €solu explicitement par la formule
uk+1 — uk _ (J//(uk))_l . V-J(uk) ,

qui n’est rien d’autre que I'algorithme de Newton (ou Newton-Raphson).

Si U2 est different dell, on ne peut plus exprimer explicitement la solution de (3.8¢) (il faut faire
appela une caraétrisation par une #quation variationnelle de type (3.4)), mais, avec Ema choix
de KX et deck, I'algorithme ainsi obtenu pedtre consiére comme la gréralisation de I'algorithme de
Newton en pésence de contraintes.

Cette utilisation de I'Algorithme 3.3 montre l'iatét de permettre que la fonction auxiliaite
dépende de l'indicek d'itération. De plus, la souplesse d'utilisation de cet algorithraeigl est
démontée par la remarque suivante.

Remarque 3.5. Supposons qué”(u) n'est pas partoufortementmonotoné et donc non inversible ;
alors, le choix (3.11) pelétre anglioré en ajoutané cette fonction auxiliaire un terme fortement con-
vexe, par exempléy /2) ||lul|? avecy positif.

Cette technique pour &torer le conditionnement du prabyhe auxiliaire (3.8c) est aujourd’hui
assez bien connue mais elle s&€gamte comme une possil@linaturelle dans le cadre du PPA qui,
comme on le verra lors degtude de convergenc&alame une fonction auxiliaire fortement convexe.

3.2.3.4 [EBcomposition

Nous en venons maintenaimhotre but principal, celui de l&édomposition. Commeéja dit plus haut,
dans ce contexte, on suppose guet U29sont ecompoés comme en (3.7) et qdea une forme additive
vis-a-vis de cette @composition, c'esk-dire qu’'elle sécritJ(u) = ZiNzl Ji (uj). Par conéquent, le seul
couplage entre sous-pr@phes proviengéventuellement de la fonctiQff.

On observe alors que, dans (3.8c), cette foncffoapparé seulement par I'entremise d’un terme
“lin ari€” enu, et qui est donc additifll suffit donc de choisir la fonction auxiliaire Kadditive pour
obtenir un probéme auxiliaire(3.8c)qui se &écompose en N sous-prebtes inédpendants.

Remarquons que le choi«(u) = ||ul|? /2, conduisana I'algorithme du gradient ou du sous-gradient
projeg, est @ja un choix de fonction auxiliaire additive, ce qui hous autagisensi@rer les algorithmes
de gradient comme des algorithmes damposition. Cependant, lache de &solution des sous-
problemes ainsi obtenus est ghtitsimpliste (du moins, si la projection sur les ensembles admissibles
Uiad est facilea calculer) puisqu’elle consiste appliquer la formule (3.10). En contrepartie, on peut
s’attendrea ce que le nombre détations de coordination soit important (ce qui arrive en effet avec la
méthode du gradient pour des préfrles mal conditior&s).

Le choix (3.11) conduit& un probéme auxiliaire comparativement moins triveallésoudre, et le
nombre d’ierations de coordination doit en c@&ugience s’en trouver afie. Cependant, (3.11) n’est pas
une fonction additive enéréral : pour obtenir la @composition, on doit par exemple conserver seule-
ment la partie bloc-diagonale du Hessi#hu¥) (correspondar la cecomposition (3.7) des espaces) ;
on obtient ainsi ce que I'on peut qualifier d“algorithme de Newténampog&” (plus connu sous le nom
gérérique de “guasi-Newton”).

D’une manere grérale, il est intuitivement souhaitable de conserver autant que faire se peut du
probleme original dans le probine auxiliaire, avec la contrainte d’obtenir un pehk auxiliaire
décomposable. Quard est differentiable, un prdee sysématique consista cefinir

KEou = Js o uk L, k), (3.12)

sous éserve que cette fonction auxiliaire soit fortement convexe (sinon, on est caridurgjouter un
terme du typdy /2) |lui||?). On verra plus loin d’autres coeguences de cette technique.

2\/oir Annexe, §3.4.
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3.2.4 Etude de la convergence
3.2.4.1 Sckma ¢gnéral

L’ étude de la convergence des algorithmesritis dans ce cours passe toujours par I@ésehsuivant :

1. Trouver un€fonction de Lyapounov’(notons & £), c’esta-dire une fonction des variables sur
lesquelles &re I'algorithme (notons les globalemedt telle quel est boriee infrieurement (en
géréral par 0) et telle qué(x) — oo quandx — oo.

2. Etudier la variation de cette fonction sur unirétion de I'algorithme et montrer que cette variation
AtJrl — E(Xk-i-l) _ Z(Xk)
est regative c’'esta-dire que la fonction de Lyapounoecrdt.

3. On en @duit d’abord que la suitéx¥} est bori@e (sinon¢(x¥) tendrait vers linfini, ce qui est
contradictoire avec laé&troissance de ces valeurs akgc

4. Comme elle est boée infrieurement et &croissante, la suit¢¢(x¥)} converge donc (pas
nécessairement vers sa borneéiigure) et la direnceAl™ tend vers 0.  De ce fait, et si
A'ﬁl peutétre consiéréee comme I'oppd=e d’une fonction fortement monotone de variabjés
(recoupant totalement ou partiellement les variabl®s on deduit que les variableg® tendent
vers 0. On essaie alors d’en tirer des conclusions quéntonvergence de I'algorithme.

La possibilie d’etudier lavitesse de convergengasse en gréral par le fait queA;™ s’exprime
directement comme une fonction stricteme@tiissante dé(x¥) (ou £(x**1)), et que par ailleurg(x)
soit encadee par deux fonctions monotones|dd|.

3.2.4.2 Convergence de I'Algorithme 3.3

On étudie I'Algorithme 3.3 dans le casiff est differentiable. On dira W&trieurement quelques mots du
cas non diférentiable.

On dispose en fait de dewénhonstrations qui difrent par le choix de la fonction de Lyapounov.
Celle doniee dans [6] utilise la fonction & elle-néme, c’est@a-direJ + J, comme fonction de Lya-
pounov. Elle a I'inérét de montrer que I'Algorithme 3.3 faitédrdtre cette fonction cat de fagon
monotone sous les hypatbes adquates. Par ailleurs, elle est aussi faaildiliser avec des fonctions
auxiliairesk X et des “pas’t* variables ave& qu’avec des fonctionk et des “pas’ fixes, ce qui n’est
pas le cas pour la@nonstration ci-a@s.

Celle que nous allons gsenter utilise une autre fonction, qui est en fait le plus souventétilis
comme — partie, au moins, de la — fonction de Lyapounov de la plupart des aétremstrations de
convergence. Ce peétre une prendre raison pour la @férer ici. Mais, il y a d’autres raisons de la
privilégier, malge ses limitationgvoqlees ci-dessus.

1. Elle est adaptable sans aucune diffieutu cas d'oprateurs non syairiques, c'esi-dire
lorsqu’on cherche résoudre une iquation variationnelle du type (3.75) avec une adaptation
triviale de I'Algorithme 3.3 au castol'opérateurd n'est pas la érivee d’une fonction (voir [8]
pour I'adaptation et [21] pouré&tude de convergence dans le bon cadre d’hygsats).

2. Elle se petea I'étude de la vitesse de convergence (sous les hgpethadquates) selon la tech-
nigue utili€e dans [23].
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En fait, cette technique deéthonstration est devenue possibleéspla prise de conscience de
I'importance de lgropriéte de Duni pour la convergence des algorithmes (voir [21]) d’'une part, du fait
gue I'hypotlese de Lipschitz et I'hnypo#tse de Dunn sor#tquivalentes pour les épateurs syr@triques
d’autre part (voir Lemme 3.44 en fin de chapitre).

On vaénoncer le thoeme de convergence “maximal”, c’estdire celui qui ésulte de la&union
des conclusions que I'on peut tirer des de@mdnstrations (celle de [6, Theorem 2.1] et celle qui va
suivre).

Théoreme 3.6.Les hypotBses sont les suivantes :

(H1) 3 est une fonction convexe s.c.i. ;

(H2) J est une fonction convexe s.c.i. @ifntiable, de gradient Lipschitzien avec constante A ;
(H3) le probkme(3.1), avec J= J + J, admet une solution‘y*

(H4) les fonctions K sont convexes s.c.i. difentiables, de @riveesuniformémentLipschitziennes et
uniformémentfortement monotones, c’eatdire que si b (respectivement, '8 désigne la cons-
tante de forte monotonie (respectivement, de LipschitzKde, alors

Ib,B>0: VkeN, b“>h, B<B.

Alors, les conclusions sont les suivantes :
(C1) le probkme auxiliaire(3.8c)admet une solution uniquett ;

(H5) si
<ok < 2bk
o
ey

pour «, 8 > 0, (3.13)

(C2) alors J(u¥) décrdt strictement (sauf si I'algorithme a convérgn un nombre fini d'@rations) ;

(C3) J'(U*) converge fortement vers la valeyf’(u®) (unique néme si & ne l'est pas — voir
Lemme 3.47) ;

(C4) la suite{u¥} est borreée, donc faiblement compacte, et tout point d’accumulation dans la topologie
faible est une solution d@.1);

(H6) si J’ est fortement monotone de constante a sur und&ocontenant la suitéu},
(C5) la suite{u¥} convergefortementvers I'unique solution &;
(C6) de plus, on a ldmajoration a posteriori de I'erreur”

BX/ek + A
a

Jukrt —u?|| < Juktt — Uk . (3.14)

3\Voir Annexe, §3.6.

4Dans [6], on supposait qui était coercive sut) ad (voir (3.2)), cette hypotlseétant requise en particulier parce glie
servait de fonction de Lyapounov dans lnbnstration. Ici cette raison n’est plasnvoquer, mais la coerciét avec les
hypotheses pecedentes, assure I'existence d’une soluaq3.1).
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Démonstration.Comme @ja dit, on se limite ici au castpbles fonctions auxiliaire&k ¥ sont toutes
identiques (on notera dori€ cette fonction auxiliaire, éb (respectivementB), la constante de forte
monotonie (respectivement, de Lipschitz)idé On se limitera alorégalement dessk touségauxa
un ¢ fixe. Ces restrictions sont leées dans la@monstration dorée dans [6]. Dans le contexte actuel,
I'hypothese (3.13) prend la forme simpéé

2
O<s<—b. (3.15)
A

(C1) Lafonction cdt du probkme auxiliaire est la somme d’une fonctikns.c.i. et fortement convexe
et de fonctions s.c.i. convexes : elle est donc s.c.i. et fortement convexe et satisfait en particu-
lier (3.68), ce qui implique qu’'elle est coercive. Le pratle (3.8c) admet donc une solution,
évidemment unique, caraetse par l'irequation variationnelleukt! ¢ U2,

vue U K/ — K/'(U9) + eI/ (U9, u — U™ + ¢(Ju) — Ju*™) > 0. (3.16)

On se livre maintenarit quelques calculs. On additionne legdnations variationnelles (3.16) et
(3.4) (multipliee pare) avec respectivement= u® etu = u“**, ce qui donne

K/ — K/, uf — u ™) e (TS — T’ (), u? —u¥) > 0. (3.17)

Choix de la fonction de Lyapounov. On pose
P* = (Uf) = Kb — KW — (KW, v —u¥) | (3.18)

ol U est une solution quelconque de (3.1). Comkheest fortement convexe de constabte
d’apres (3.68), on a

b
o = 2 Juk -] (3.19)
ce qui montre que. remplit bien les crigres d'une fonction de Lyapounov (voir point 1 du
§3.2.4.1).
D’une part,

(K/(UkJrl) _ K’(u") , ut — uk+1> — <K/(Uk+l) , ut — uk+1>
_ <K/(uk) , (u]: _ uk) + (uk _ uk+l)) )

CommeK est fortement convexe de constahjel’apres (3.68)

_<K/(uk) , uk _ uk+1> < K(uk+l) . K(Uk) _ g “uk+l _ uk||2 .

Alors

(K/(uAh) — KUk, u? — uT) < gk — gkt — g JukHt — uk|® (3.20)

D’autre part,

(T —T'W) 0 —uY) = e (T - T W, (U — U + UF = ukth)
< —e(J' WU - T U, Uk - )
e [T = T'WhH| 't — o]
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par utilisation de l'iregali€ de Schwarz,

< —e(J'WUH - T U uk - uﬁ>
b5 1@ = T+ 5 o

pour touts > 0,

A / e )
<e¢ (% B )(.7 U —J' W, uk - uf) + = Ut — U]

par utilisation de (3.74) pout = J'.
En additionnant membi@membre les majorations obtenues et en tenant compte de (3.17), il vient

§t = gk DD Juet P 8(2—A5 —) T - T - @2Y)
l /
<o+ DD Ut P (5 - —) |7 W — T W (3.22)

en utilisanta nouveau (3.743 condition queé > A/2.

(C3) Side pluss < b/e — notons que cette hypatke et la fraedente sont bien compatibles avec
(3.15) —, l'inégalie (3.22) montre que la suif@®} est decroissante. On est donc dans le cadre
de l'application du scima gréral du §3.2.4.1 (points & 4). En particulierg** — ¢* tend vers
zéro, et d’apes (3.22), ceci montre que

Jut —u¥| - 0; [TWH-TWH|—o0. (3.23)
Ceci cemontre la conclusion (C3).

(C4) Par le point 3 du séma @réral (§83.2.4.1), on conclut que la sufig} est bore, donc faible-
ment compacte. Par caerguent, on peut en extraire une sous-suite faiblement convergenta. Soit
un point d’accumulation (dans la topologie faible) de la spit§. D’aprés I'inequation variation-
nelle (3.16) et le fait qu&’ et J’ sont Lipschitziennes, pour toute U39,

<J/(uk+l) U — uk+l) + 3(“) _ 3(uk+l) (324)
1
> <—(K/(uk> = K/Uh) + 7' - 7' u - uk+1>
&
B
> (S 4+ A) Jut =] Ju—u< (3.25)
&
Par passagi la limite pour une sous-suifak } telle queuk — T, du fait queJ est s.c.i., y compris

dans la topologie faible (car elle est convekayec I'aide de (3.23) et le fait qué est bort, on
obtient

(J'WH,u—-1)+3IW-3@ =0, YueU™.

On pourra conclure qu& est une solution en montrant qg&(u®) = J'(0), ce que nous faisons
maintenant.

Sl affirmation (C2) esulte de la @monstration de [6].
6donc—J(U) > — Iiminfﬁ(uki) > —lim supJ(uki) = liminf —J(uki)
ki — o0 ki — 0o ki — o0
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Le fait queJ’ est Lipschitzienne entiae (voir (3.74) en annexe) que
1
(T'W, b —1)— ('@, u*—1) > n |7 -T @] .

Par passag la limite sur la sous-suit@i }, on \erifie que les deux termes au premier membre de
cette iregalie tendent vers&ro. Comme au second memig&uX) tend vers7’(u®) fortement,
I'in égali& limite montre quey’ (u*) = J'(T), ce qui termine la @monstration du point (C4).

(C5) La convergence fort@sultera du point (C6) ci-aps et de (3.23).

(C6) On repart de I'ibgalie (3.17) que I'on&&crit

(K/(uk-i-l) _ K/(uk) , uj _ uk+1)
+e(T'W — W U — U > e (T - T Ut - Ut

L'hypothése de forte monotonie d&’ pour le second membre, et le€gali€s de Schwarz et
Lipschitz au premier membre conduisent alarg3.14) (avec ick et B independants dk) apres
simplification par|u*+* — u?|. O

Commentaires 3.7.

(a) Linégalié (3.14) s’appelle une “majoration a posteriori de I'erreur” parce qu’elle permet, moyen-
nant toutefois une estimation des diverses constanseptes au second membre, d’estider
combien on se trouve de I'optimuat a partir d’'une grandeur “mesurable en ligne”, c’astire
au moment du @roulement de I'algorithmey savoir la distancéu* — u¥|.

(b) Pour finir la @monstration de (C4), on aurait pa,partir de (3.25), utiliser une @gali€ de la
convexie deJ au premier membre, puis le cara s.c.i. de7 + J. Mais sous la forme de la
demonstration adope, on peut &rifier quecelle-ci reste valable sans changemkemsqueJ’ est
rempla@ par un oprateurd monotonenon syrétriqgueayant la propéte de Dunn (3.74)et pas
seulement la propéite de Lipschitz L'algorithme et sa @monstration restent donc valables pour
I'in équation variationnelle (3.75) dans ce cas. Cettaahstration &€ donrée pEcigment dans
ce contexte dans [21].

(c) Lalgorithme du prol#me auxiliaire applige a l'opérateur ligaire non syratrique de
I'Exemple 3.46 (voir Annexe, §3.6) avéc(-) = ||-||? /2 donne

k+1 k k. k+1

= Uk —eul; Ukt = Uk 4 Uk,

de sorte que
U2+ usT2 = (14 &) (12 + 1us)?)

ce qui signifie que la norme d& ne fait que critre, et donc l'algorithme ne converge pas. Cet
exemple montre donc que le care Lipschitzien d’'un oprateur non syktrique est insuffisant
pour garantir la convergence et que c’est donc bien la gtpdie Dunn qui esté&tisive dans le
cas non syratrique.

(d) Dans le cas d'un dgateur non sygtriqueW Lipschitzien de constanta et fortement monotone
de constanta, le Lemme 3.44 (Annexe, §3.6) indique gurevérifie aussi I'hypotkse de Dunn
avec la constantd?/a. L'algorithme converge donc sireste inerieura la valeur 2b/ A?, résultat
déja obtenu dans [8].
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(e) L'hypothese de Lipschitz suff’ estglobale ce qui implique en particulier qu& ne peut avoir
une croissancplus forteque quadratiqua 'infini (voir (3.71) en Annexe, §83.5 ; consdation qui
n'a évidemment d’inérét que siJ 24 n’est pas bor&). Comme on montre ensuite que la syite
engendéee par I'algorithme est boée, on peut se demander si une hypsthde Lipschitz sur tout
borré (on dira qugJ’ est “localement” Lipschitzienne) ne serait pas suffisante. Malheureusement,
il semble difficile d’aboutira la conclusion d’une suite ba¥a (qui esulte elle-réme du fait que
la fonction de Lyapounové&trdt) sans fairgoréalablementhypothése de Lipschitglobale

3.2.4.3 Un cas de convergence de toute la suite

Gracea la nouvelle @monstration de convergence ci-dessus, il devient possible d'utilisé&suitat de
[7, Lemme 2 de I'’Annexe] pour montrer que toute la sgit§ a le méme point d’accumulation (dans la
topologie faible), @me en I'absence de forte monotoniefie on renonce donc ié I'hypothése (H6)),
mais on fait la nouvelle hypoése :

(H6) K’ est continue d& muni de la topologie faible dari$* muni de la topologie faible.
Cette hypotbse est satisfaite en particuliensi est affine (i.e. sK est quadratique).

Lemme 3.8. Sous I'hypotkse sup@mentaire(H6’) (a la place de(H6)), la suite {uX} engendée par
I'Algorithme 3.3 a un seul point d’accumulation (dans la topologie faible).

Démonstration.Supposons gu'il y ait deux points d’accumulat'm)inetuﬁ2 (qui sont recessairement tous
les deux des solutions de (3.1)). On sait déapla émonstration @Fcedente que la suitg*} définie par
(3.18) converge vers une limite En fait, % peutétre dfiniea partir deui commea partir deug. Nous
noteronspX et ¢% ces deux dfinitions possibles, et;, respectivement,, les limites correspondantes.
Consicerons une sous-suife } convergeant faiblement velﬁ ;ona

PN = Kb — KuM) — <K/(uki) LU — u"‘>

= K(U)) = K(U)) + K ) — K = (K@), ug — o) = (K i — )

o

En passana la limite, compte tenu des hypettes faites, et notamment de I'hypesle de continuét
deK’, on obtient

Ao = K(Ud) — KU + 11 — <K/(u”1) LU — ui)
b

T
R

En intervertissant ledle des indices 1 et 2, on obtient de fagon similaireggalié
I

by e s
)»12)»24—2 u, — ug

Par addition de ces deux deknes irggali€s, on prouve queﬁ = ug. O
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3.2.4.4 Vitesse de convergence dans le ¢adortement convexe

On c&finit d’abord la notion de convergencedmire en moyenne.

Définition 3.9. La suite{x¥} converge en moyenne Bairement vers* avec le taux < [0, 1[ si

xk+n _ x# H

Vk e N: limsup <k.

<=
Le lemme suivant est rde [23].

Lemme 3.10. Soit¢ : X — R et X* un point tel que
: m 72 n M 72
Im>0,3IM >0: Vxe X, E||x—x | §£(x)—£(x)§7||x—x 1=
Soit{x¥} une suite telle que
In €]0, [ ¥k, () —e(x*) < (ex¥) — e(xh)) .

Alors, cette suit¢x*} converge en moyenne éiairement vers kavec le taux /1.

Démonstration.On a

g XK — x| % < ey — £(xt) < " (6(X6) — £(xP)) < n”% Ixk = xt|?

M
k+n _ f K _ o ff
A B VL Ll B Y I

Alors, pour tout8 > n, il existel € N tel que, pour toun > |, (8/n)" > M/m, d’ou

||Xk+n _ X:I” < \/ﬁ“xk _ X:I

d’ou

’

et donc

Ceciétant vrai pour tou > n estégalement vrai pouys = . O

Théeoreme 3.11.Lorsque J' est fortement monotone de constante a, I'Algorithme 3.3 converge
linéairement en moyenne avec le tagk — (2ca/B)(1 — ¢ A/2b), le taux optimal esti&@ (obtenu pour

¢ = b/A) étant/1 — ab/AB.

Démonstration.On va appliquer le Lemme 3.1®la situation du Thoeme 3.6 en utilisant la fonction
£(u) définie par (3.18). On a pég* = £(u*) et on observe quéu®) = 0 et que

b B
> Ju—u?)® < eu) — e < > Ju—ut|? .
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On repart alors de l'iagalig (3.21) en choisissaft= b/e, ce qui donne

P < oF + s(% - 1) (T’ =T W, uk - o)

2b
5¢>"+ea(2—'§—1) Juk — u?|)?
K 2eaeA K
<o+ T (% -2

A partir de B, il suffit d’'une part d’appliquer le lemmegxédent, d'autre part de montrer que le meilleur
taux est atteint powr = b/ A, c’esta-dire au milieu de la plage de valeurs auteeis pouk. O

3.2.4.5 Quelgues mots du cas sous-dfentiable

Si J n'est pas diférentiable mais seulement sous-giéintiable, cela signifie que la constante de Lip-
schitz A est essentiellement infinie, ce qui fait que la borbgA& sur ¢ est nulle : ceci “explique”, ou
indique, que la suit¢*} doive tendre vers 0, et en fait elle devra satisfaire les conditions (2.35).

De plus, siU? n'est pas boré, une hypotbse sur le taux de croissance de la norme des sous-
gradients de7 a l'infini est requise. On notera en effet que dans le cas d’'un gradient Lipschitzien,
la croissance de la norme du gradi@nkinfini n'est pas plus rapide que Baire. Dans le cas sous-
differentiable, I'hypotbse requise &Ccrit

Jci,C: YueU vr e dJ W), |Irll <cilull +c;.

Une hypotlése de rame nature est aussi requise pgufmais elle s’exprime directement sfirsans
réferencea 8y — voir [12] pour les @tails).

De telles hypothses peuvent en fatreévitées par une mise en ceuvre @iffnte (et plus diteuse)
de I'algorithme : en supposant q@e= 0 pour simplifier, on remplace* parsk = p*/ |r¥| dans (3.8c),
ol {p*} esta nouveau une suite satisfaisant (2.35). D’autres mises en ceuviegsdement possibles
(voir [12]).

Sous les hypotses écrites sommairement ci-dessus, on obtient essentiellemengétassiesultats
de convergence que dans le cas éatiéhtiable, sauf la @roissance monotone de la fonctionito
(d’ailleurs, cette fonction de Lyapounov ne peut plus servir de Basedemonstration), et sauf bien
sir la majoration a posteriori de I'erreur (3.14).

3.2.5 \Variantes

Dans le cas diffrentiable, il y a plusieurs autres fagcons de mettre en ceuvre l'algorithme de base et
d’'assurer les conditions de convergence. Nousé&smivbns quelques unes ci-agt

3.2.5.1 Augmentation de la fonction auxiliaire

On a tejaévoque aux 83.2.3.3 et 3.2.3.4 la possildlide rajoutea une fonction auxiliairdK constituant
un premier choix une autre fonction du type/2) |-||2 poury > 0. On a vu (cf. (3.9)) que cela rajoute
le terme “proximal’(y/2) ||u — u"”2 au probeme auxiliaire.

A la lumiére des conditions de convergence, I'addition de ce terme, qui fait passer la cobstante
de forte monotonie d&’ & la valeurb + y, peut faire que, pouy assez grand, l'intervalle admissible
10, 2(b + y)/ Al des valeurs de contienne la valeur 1. Autrement dit, 'addition au praiole auxiliaire
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d’'un terme “prox” suffisamment “fort” permet de se passet geur assurer la convergence (c’'astlire
de prendre = 1).

Il est un cas en particulientole fait de prendre = 1 est particukrement inéressant. C'est le cas
ou I'on fait un choix “canonique” de la fonction auxiliaire en relation agécomme écrit par (3.12).
Avec ce choix, et avec = 1, les “corrections ligaires” faisant intervenir lesedivées dg7 disparaissent
et le sous-prol@imei s’écrit

N
. 2 N
min (g Jui —uk[|”+ T, u U ) 3 (Ui)> , (3.26)

ueuad i

ce que I'on pourrait appeler “algorithme proximal avéacdmposition” & comparea I'algorithme pro-
ximal “pur” décrit au 83.2.3.1 — voir (3.9)).

Exercice 3.12. Avec le choix (3.12) pour la fonction auxiliairléi" etek = 1, montrer que I'on retrouve
bien (3.26)a partir de (3.8c).

3.2.5.2 Relaxation

Une autre technigue pour assurer la convergence de l'algorithme d@éprelbluxiliaire tout en gardant
e = 1 consiste recourira la“sous-" ou“sur-relaxation”. On designe maintenant pafkt/2 la solution
du probEme auxiliaire (3.8¢c) avec = 1, puis on pose

uk+1 =(1- ,Ok)Uk + pkuk+1/2 ’ (327)

qui serviraa reckfinir (3.8c)a l'itération suivante. On parle de “sous-relaxationpi< 1 et de “sur-
relaxation” sipX > 1.

Il s’avere (voir [6]) que les conditions sy sous lesquelles ce nouvel algorithme converge sont
exactement les &mes que celleBnon&es au Thome 3.6 et portant suK. La seule petite diéfrence
est que, sy est non diferentiable et U2 n’est pasegala U, alorsp® doit étre tel quau**!, calcuk par
(3.27), reste dand 2 (ce qui est de toute facon as8wipk < 1)/

3.2.5.3 Version gquentielle

Lorsque nous avons congi@ I'utilisation de I’Algorithme 3.3 dans l'optique de l&domposition (ce
qui passe par le choix de fonctions auxiliait€$ additives), les sous-pradrnes obtenus pouvaiegire
résolus erparallele Cette caraéristique est souhaitable si I'on dispose d’'un calculateur gdegtler-
mettant de @soudre les sous-prashes simulta@ment. Dans le cas contraire, oreférera une version
séquentiellede I'Algorithme 3.3.

A Tl'it ération de coordinatiofk + 1, les sous-proBimes sont@&solus I'un apes I'autre, disons,
en commencant par le sous-préfle 1 et en terminant par le sous-pgghe N ; une fois les sous-
probmes B j —1 résolusu* est disponible pour= 1, ..., j —1, ; ces solutions sont imédiatement
utilisees pour dfinir le sous-proldme|j qui s'écrit

o7

. Kk . X
mlnd(Kj (uj) + <ej o,

(WP, U ) — (K (). ) + gjks,«u,-)) .
uj EU?
Notons qu’unsﬁ-‘ different est utilié dans chaque sous-prébie. La convergence estrontée dans [6]
sous les conditionéf € [aj, B;] CJO, 2b;/A|[, ou b; est la constante de forte conveéx{uniforme erk)
de Kjk et, de néeme,A; est la constante de Lipschitz uniforme de la fonctign— 9.7 (u)/du;.

Cette restriction peut se comprendre en pensant aucisst justement la fonction indicatrice d’un certalfd (qui vaut
0 siu € U et+o00 sinon).
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A I évidence, les constantds et A consictrées dans la version parald sont respectivement
inférieure et su@rieure (ouégales)a min—; nb; et max_, n~ Aj. Ceci signifie que la borne
sugerieure surk de la version paradle estmoins bonnayue les bornes sépieures individuelles des
s'j‘ de la version squentielle. Cette observation illustre indirectement le fati{ie en pratique) que la
version €quentielle est plus rapide, en nombreéatitions, que la version pargik. Par consquent,
la version gquentielle sera pférée si I'on dispose d’'un calculateur mono-processeur. Cependant, la
version parakle peuttre plus rapide, en temps de cal@upartir du momentwI'on dispose d’un cal-
culateur pesentant des possibéi substantielles de calcul paedd (de type MIMD, comme indiguau
8§1.2.2).

.....

3.2.5.4 Lirearisation partielle

En definitive, la decomposition provient du fait que la partie non additive de la fonctidr, @osavoir
J, est “linéarige” dans la formulation du prodaine auxiliaire. Supposons maintenant guest de la

forme "
JW) = f(Z 3 (ui)> :
i=1

ol J : U; — R est convexe pour tout et f : R — R est differentiable (ou sous-défentiable}
Alors, en suivant le principe de “garder autant que faire se peut duggnabbriginal dans le probime
auxiliaire”, au lieu de (3.8c), on congitk le probdme auxiliaire suivant

ueyad

N N
min (Kk(u) —((K*' W), u) + & f(z J (uf)) x Z J(u) + sk3(u)> . (3.28)
i=1 i=1

Cette écriture s’inspire de la fagon (3.5) &rire les conditions d’optimaétet d’une @réralisation
correspondante imédiate du Lemme 3.2.

3.2.6 Une application
3.2.6.1 Expoé du probleme

On consi@re un prol@me du type (3.1), mais avec deux types de variables : d’'unaipate-néme
décompogée en variablesj, i = 1, ..., N, chaqueu; devant apparteng un sous-ensemble admissible
U4, d’autre party dans un espace. De plus,J(u, v) prend la forme suivante :

J(u,v) = g(d(ug, v), ..., In(Un, V) , (3.29)

ot g : RN — R est une fonction croissante de chacun de ses argutrentbaquel; est une fonction
del; x V dansR.

3.2.6.2 Approche “ad hoc”

Du fait queg est croissante par rapp@thacun de ses arguments, il est claimgufixé, la minimisation
de J par rapportau € U2 se ranénea la ©solution des sous-prashes inépendants, pour =
1,...,N,

mind Ji (Ui, v) . (3.30)

Uj EUia

8 doit aussitre convexet non dcroissanteour queJ soit convexe.
9Ce peutétre la somme, le produit si lek sonta valeurs positives, ou n’importe quelle combinaisobase de somme,
produit, logarithme, exponentielle, etc.
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La coordination reviendrait aloesminimiser erv la fonction

@: vi> min J(u,v) .
ueuad

Supposant différentiable, ainsi que chaqule par rapporia v, et supposant aussi, pour rester simple,
que la solution de (3.30) est unique pour to@n la noterdl; (v)), on sait que

d N ag . = 0J
ﬁ(v) = .; a—Xi<J1(u1(v), v),..., In(Tn (), v))m(ui ). v) . (3.31)

L'algorithme de @composition-coordination obtenu sectine finalement ainsia I'itérationk,

k+1
I

1. résoudre (3.30) pour = v¥ ; soitu*** la solution poui = 1,..., N ;

2. remettrex jourv® par la formule du gradient
vk+1 — Uk _ pk(p/(vk) , (332)

ol la cerivee esevallee avec (3.31) at = v%, G; (v%) = ul™.,

3.2.6.3 Approche par le PPA

Nous allons maintenant reprendre cet exemple en le plongeant dans le formaisrad du PPA.

Premiere étape : choix d’une fonction auxiliaire. Comme il se doit, on choisit une fonction auxiliaire
additive par rapport auy; ; quanta sa @pendance en, on la choisira de telle sorte qu’un algorithme
de gradient em émerge de I'application du formalismémgral. On pose donc

N
1
KK(u, v) = ; K<) + > vl . (3.33)

On peut de plus utiliser la technique (3.12) poéfinir Kik ce qui donne
Ki(ui) = g(Iuuf, v, .., Jiui, 0, .., Inu, 09) (3.34)

Dans le cas @ g est la somme (respectivement, le produit) desKik(ui) caincide, a une constante
additive (respectivement, multiplicative)gs, avecl; (u;, v*).

A cette fonctionKX(-), il peut tre recessaire, comme on I'a vu, de rajouter une fonction du type
y 112 /2.

Deuxieme étape : algorithme <quentiel. On utilise maintenant la versioséquentielle de
I'algorithme du PPA, telle queé&trite au §83.2.5.3. La notion déguentialié porte sur le @roulement
des minimisations en d’une partp d’autre part, et non pas sur les minimisations par ragpoaque);
qui restent paradlles.

On avu au §3.2.5.3 que, dans la versiéguentielle, on pouvait utiliser des “pas? differentspour
chaque minimisation ereguence. On a vu aussi (voir 83.2.5.1) que dans le cas du choix (3.12), le fait
de prendrek = 1 était ineressant, quitta rajouter un terme ||-||? /2, avecy assez grand pour assurer
la convergence. On prendra doneferelatif au égala 1, et on ésignera papX celui relatifa v.

Aprées tous ces choix, I'algorithme obtenu $zlihe ainsi :a l'itérationk,
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1. résoudre, pour=1,..., N

. 14 2
Ui etlri;d (Kik(ui) + E ||Ui a u'k” ) ’ (3.35)

ol KX est donie par (3.34) ; so'm:‘+1 la solution.
2. remettrea jourvX par la formule (3.32).

Exercice 3.13. Vérifier qu'en effet, I'application rigoureuse de l'algorithme du PPA conduit biee
sous-prol#me erv.

Commentaires 3.14.

(a) On aobtient donc finalement un algorithmesiproche de I'algorithme obtenu par I'approche “ad

hoc” qui s'appuyait sur la structure particéle du prok®me initial. Cependant, I'approche du
PPA ne recessite pas d’introduire la fonctignet de conntire la regle de calcul de s&divée : la
remisea jour dev, quoiqu’identique dans les deux approches;alile d’'un calcul syématique
dans le cas du PPA.

(b) La remisea jour dev, qui était vue comme unétape de coordination dans I'approche “ad hoc”,
est plubt vue ensuite comme l'une des dekbapes d’'une versioreguentielle de I'algorithme du
PPA. Ceci montre que la notion de “coordination” n'est en fait qu'une ingtapion plagée a
posteriori sur une approche algorithmique éysatique.

(c) On a vu gu'il est possible de&ter au sein d'un @me algorithme des phases paras et des
phases&guentielles.

(d) Lapplication du PPA permet de recoudides tkoemes gréraux de convergence. En particulier,
I'introduction d’'un terme “prox” dans les sous-prébies eru;, qui aurait puétre considree
comme un “truc” supf@mentaire dans I'approche “ad hoc”, se troéventuellement justifie, et
“calibrée” (en ce qui concerne la valeairdonner au coefficient) par application des #oemes
de convergence.

(e) Enfin, “last but not least”, si la structure partiéuk (3.29) que nous avons supesour la
fonction cdit J n'est plus suppd=, il est facile de constater que landarche dd'algorithme
du PPA s’appligue sans aucun changemesguf bien &r que les calculs doiveritre repris
sysématiqguement pour s’adapi@ta nouvelle situation.

Evidemment, pour envisager unéabmposition dei en sous-vecteurs; alors quev n’est pas

decomposg, il faut avoir une motivation pratique, mais elle pourrait venir d'une forme (3.29) de

J seulemen@pproximativementérifiee. Le PPA “fait le gcessaire” lme dans les cas “non
séparables”.

3.3 Le Principe du Probleme Auxiliaire en optimisation sous contraintes
explicites

Jusqu’'a maintenant, la partig’ de la fonction cét était, dans le cadre de l&cdomposition, la seule
cause de couplage entre sous-peotés potentiels. Si les contraintes elleSames sont une cause de
couplage, alors, pour construire des algorithmesa®uohposition-coordination, il devienéoessaire

e d'une part, de formuler ces contraineglicitementomme des contraint&gali€é ou iregalié ;
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e d'autre part, de faire appdl la treorie de la dualé afin de transformer, quand c'est possible,
les probémes de minimisation en pra@shes de point selle du Lagrangien (ou du Lagrangien
augmeng).

Il nous faudra és lors obtenir des extensions du PPA aux mrotas de point selle.
On consi@re donc ici des sous-pralshes de la forme suivante :

min J(u) (3.36a)
ueyad
sous ®U) e —C. (3.36b)

Les hypotleses en vigueur dans toute la fin de ce chapitre sont céll@#tes en Annexe (83.7) pour
pouvoir garantir 'existence d'un point selle du Lagrangien.

3.3.1 Le PPA et les probtmes de point selle

SoitL : U x P — R une fonction convexe-concave sur des espaces de HilbettP ; on suppose
I'existence d’un point selle sur des sous-ensembles admissibles convexés fEthet P29, Comme
précédemment avec la fonctiah, on suppose quk est la somme de deux fonctiofset £ de la néme
nature que., £ étant diferentiable ou sous-défentiable, tandis qué sera suppde additive lorsque
nous parlerons deedomposition.

Dans la néme optique que celle du Lemme 3.2, s6it : U x P — R une fonction auxiliaire
fortement convexe-fortement concave et @ifntiable ; soitv,q) € U x P, r € 9,L(v, q) (sous-
différentiel de la fonction convexer— L(u, ) env), s € 9,L(v, q) (“sous-differentiel” de la fonction
concavep — L(v, p) enq), et finalement, un nombre positif Avec cestléments, cherchons un point
selle de

AU, p) +(er — AL(v, Q). u)+(es— Al (v, Q) , p)+ ££(U, p) (3.37a)

surUad x P4 ce qui revient aussk résoudre, pourl, p) dansU?? x P29, |a paire d’irequations
variationnelles

Vue U (A, @ P)+er —AL(v,q) ,u—T)+e(Lu, P —£@P) =0, (3.37b)
Vp e P <A’p U P +es—AL(v,Q), p— P +e(L@ p—L£@P) <0. (3.37¢)

Il est facile de voir, comme au Lemme 3.2, qudisiq) est une solution de ce sgshe, c’est aussi un
point selle del sur les némes sous-ensembles admissibles.

Des algorithmes analoguad’Algorithme 3.3 peuvent facileme@tre imagi@s. Mais nous n’allons
pas poursuivre le long de cette lignergrale. Nous allons plét revenir au prolime de trouver le point
selle d’'un Lagrangien (3.81) assédé un probéme de minimisation sous contraintes comme (3.76) et
nous allons essayer de retrouver desstas de ecomposition-coordination rencoesrau Chapitre 2.

3.3.2 Le PPA et la &eccomposition par les prix
3.3.2.1 Obtention de l'algorithme gnéral

Notre propos estici de retrouver un goha proche de celui du §2.1.2. On fait les observations suivantes :

1. dans la dcomposition par les prix, seul I'espace des variables primale€eshipoé en sous-
espaces ;

2. le probeme du point selle est rempkdors du @roulement de I'algorithme, par une alternance de
remisesa jour des variables primales et des “prix” : ces deux types de variables sont dag trait
dans un sckmaséquentiet
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3. laremisen jour des prix se fait par un algorithme de type “gradient”.

Le dernier point suggre un choix particulier de la fonction auxiliaitequanta sa @pendance ep (voir
83.2.3.2). Le second point indique que le peobk auxiliaire ne sera pas un préile de point selle mais
tan®t une minimisation et tadt une maximisation. Quant au premier point, il nous conduie nous
intéresser qu la structure par rappadtu de L du point de vue de lagtomposition.

Ces observatiorstant faites, supposons qdelans (3.36a) soégala g +J, et de néme, qued dans
(3.36b) soitegala® + <. Lorsque nous parlerons déabmposition, comme d’habitude, on supposera
queyJ et T sont des structures additives par rappoune écomposition de comme dans (3.7), etil en
sera donc de éme deL(u, p) = JU) + (p, T(W)). EvidemmentL(u, p)=J W+ (p,OWU)).

Alors, dans (3.37), choisissons

1
AU, p) = KW — o pl? , (3.38)

ou K est fortement convexe et diffentiable etr est un nombre positif (le second terme ci-dessus est
alors fortement concave gn). Selon le scema ai u et p sont traies £quentiellement, on aboutit
I'algorithme suivant.

Algorithme 3.15. 1. Commencer aved® et p° ; poserk = 0.

2. ATt érationk + 1, résoudre

min (K (W) + (eJ'(UF) — K'(U9) , u) + eF(u) + & (p*, O (U -u + z(u))) ; (3.393)

ueuad
soit ukt! une solution.

3. Calculer
Pt = proje. (P + p(O + T)(UTY)) (3.39b)

ou p estégalaase.

4. Si [ukHt —uk|| + || p**tt — p¥| est “suffisamment petite”, stop ; sinon, retourner en 2 dvec
incremené de 1.

Exercice 3.16.Retrouver (3.39) en partant de (3.37) et des choix eféec{tonction auxiliaire (3.38),
sclema &quentiel).

3.3.2.2 Utilisations

Consicerons la epartition del. enL + £ suivante :
L=JW; L£=3W+(p,0W),

autrement dit@ est consiérée comme identiquement nulle@tse Esumea . Dans (3.39a), on choisit
K égalasJ ;1° alors I'Algorithme 3.15 seé&duita I'algorithme d’'Uzawa qui consiste minimiser le
Lagrangien em a p fixé, puisa remettrea jour p par la formule (3.39b). Comme on I'a vu au 82.1.2,
cette approche conduit une @composition “par les prix” s et ® sont additives par rappo# la
décomposition (3.7), c’est-dire siJ (la partie non additive d@) est aussi identiquement nulle.

Si J n'est pas fortement convexe (et en particulier s'il est nul!), il éstassaire d“augmenter”
le choix K = ¢J avec par exemple un termpl| /2, conduisant au terme “proxjiu — u"||2/2
suppEmentaire dans I'algorithme ldzawa(terme qui peserve la composition).

10s0us eserve des conditions de convergence desssitilerieurement, en particulier la forte convéxdeK
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A l'opposg, siJ et sont identiquement nulles (dotcse eduita £) et siK est choisie comme la
fonction||-||? /2, on obtient I'algorithme dArrow-Hurwiczqui revienti une alternance de pas de gradient
proje€ dans I'espace primal et dans I'espace dual selon kensalsuivant :

Uk = projaa (uk — eV, LK, pk)) , (3.40a)
Pt = proje. (p* + pVpL (U, pby) . (3.40b)

Comme l'algorithme du gradient (voir 83.2.3.2), cet algorithme péatconsiéré comme un algorithme
tres simple de @composition. Mais d'autres algorithmes decdmposition peuverétre obtenus avec
d’autres choix de fonctions auxiliairés additives (en supposant toujours quet T sont additives avec
(3.7)). En effet, sous les hypaibes structurelles en vigueur, (3.39a) seampose el sous-prol@mes
indépendants.

On vient donc de gréraliser la nethode de dcomposition par les prix au caa ta fonction cdit et
les contraintes, par la @sence des termgh et @, ne sont pas additives, condition que ces termes
soientdifferentiables(on dira plus loin quelques mots du cas sousédéhtiable). En jouant sur la
décomposition de) et® enJ + J et® + T, respectivement, et en jouant sur le choixkden relation
avecJ (etéventuellementp®, @(-))), c’est en fait tout un continuum d’algorithmes que I'on peut ainsi
obtenir.

Remarque 3.17.0n aurait pu, comma I’Algorithme 3.3, envisager de prendre des fonctions auxiliai-
res K dépendantes de l'indice détationk. Cependant, on ne dispose pas @endnstration de con-
vergence pour ce cas (ce qui n'edepe pas d’en utiliser dans la pratique, saserve de respecter les
conditions de convergence portant $ude facon uniforme eR).

3.3.2.3 Convergence

L’Exercice 2.30 en fin de Chapitre 2 a manijue l'algorithme d’Uzawa appliguau Lagrangien d’'un
probeme d’optimisation dont la fonction @b J est simplement convexe @me avec uneétivée J’
Lipschitzienne) ne permet pas d’obtenir la convergence des variables primales (en plus éeesats
non differentiabilie de la fonction dualé définie par (2.4)). On va donc ici faire une hypesie ddorte
convexie pour cette fonction dd J.

On montre d’abord que cette hypete — plus une hypoéise de Lipschitz sur la fonction con-
trainte ® — assure non seulement la @iféntiabilie dey (ce qui serait dja assue par lastricte con-
vexité deJ), mais aussi le fait qu¢’ est Lipschitzienne.

Lemme 3.18. Si J est fortement convexe de constante a €tast Lipschitzienne de constantealors
¥, définie par(2.4), est diferentiable et de &rivée Lipschitzienne de constant&/a.
Démonstration.On observe d’abord que pour une fonctibrfiortement convexe de constarmteet siu®
désigne son unique argument du minimum (9af), pouru € U2 et € [0, 1], on a
f(u") < f(au® + (1 —a)u)
a
<ot @) +d-a)fw -l -a) Ju- | .

En faisant passerf (u?) a I'extréme gauche, en simplifiant par le factélir- o) qui apparé en facteur
des deux Gtés extémes, puis en posatt= 1, on obtient

fu) — f(ub) > g Jlu—u?|?. (3.41)

Consicerons maintenant deux valeurs (admissibes} q des variables duales et les arg miet v
correspondants de (voir définition (2.4) deyr). Si J est fortement convexe, c’est aussi le cas.de p)
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pour toutp admissible car, comme onl'avip , ®(-)) est convexe gp € C* et® estC-convexe. Alors,
par application de (3.41),

a
L, p) =L, p) = 5 v —ul? .

En sommant cette @ygali€ avec l'iregalie analogue vle Ble de(u, p) estéchang avec celui dév, q),
on obtient
(P—0,0@ —6W)=alv-ul®.

D’une part, I'hypotlese de Lipschitz sud permet d’obtenir
1
e CIORCIOT

d’autre part, on note qu@(u) = ¥'(p) et®(v) = ¥’(q). Lin égalié ci-dessus devient alors I'expression
de la propréte de Dunn pouts avec la constante?/a (en tenant compte du fait quee est une fonction
concavé. Ceci acleve la @monstration. O

Remarque 3.19.En reprenant cetteédnonstration avec I'hypoése
1
Jeu+ 1 —av) <adW+A—a)I(v) —ad - )55 1OW — CIC [

ce qui est une sorte de “forte convéxide J par rapporia ®”, on aboutita une autre @monstration du
résultat ci-dessus avec la constante de Duniy devalleea d. Les hypotleses faites dans le lemme
impliquent la propiété ci-dessus avec la constadtévalleea r2/a. La réciproquettant fausse a priori,
la propréte ci-dessus semble plus faible que les hypsés du lemme. Le @ne genre de remarque
s'appliqueraita tout ce qui va suivre.

La propréte de Lipschitz de)’ avec la constante?/a montre que I'algorithme d’Uzawa, qui n’est
rien d’autre qu’un algorithme de gradient pr&etour maximisery surC*, converge si son pas est
inférieura 2a/t2 : ceci est une simple application du &eme 3.6 (voir plus @ciment (3.15)) en
observant que I'algorithme du gradient correspond au cKaiy = (1/2) ||-||?, fonction pour laquelle
b = 1. C’est une borne similaire que I'on va retrouver pputans le tkoeme de convergence reladif
I’Algorithme 3.15.

Théeoreme 3.20.Les hypotkses sont les suivantes :

(H1) J estune fonction convexe s.c.i. ;

(H2) J est une fonction convexe s.c.i. difintiable, de gradient Lipschitzien avec constante A ;
(H3) lafonction J= J + J est fortement convexe de constante a ;

(H4) la fonction ® est C-convexe et défentiable ; elle est telle que la fonction convexeru
(p,@(u)), estde @érivee Lipschitzienne de constante G uniféement en p'!

(H5) la fonction¥ est C-convexe ;
(H6) lafonction® = ® + ¥ est Lipschitzienne de constante

(H7) le Lagrangien du proldime(3.36)admet un point selleu®, p?) sur Uad x C* ;12

110n reviendra plus loin — voir Commentaires 3.23-c — sur cette hygsethes forte.

12Une hypotlese de coercivitdeJ suruad — voir (3.2) — et une hypotbse de qualification des contraintes — voir (3.83)
— seraient requises en plus des hygsts ci-dessus pour garantir cette existertbddemment, sous I'hypoéise de forte
convexié retenue iciu? est unique (mais pagnessairement?).



64 OPTIMISATION DES GRANDS SYSTEMES — GUY COHEN

(H8) lafonction K est convexe s.c.i. &iféntiable, de drivée Lipschitzienne de constante B et fortement
monotone de constante b.

Alors, les conclusions sont les suivantes :

(C1) le probkme auxiliaire(3.39a)admet une solution uniquett ;
(H9) si

b a
O<e< Get0<,o<;, (3.42)

(C2) alors U converge (en norme) vers y

(C3) la suite{p¥} est borree et tout point d’accumulation de cette suite, dans la topologie faible, cons-
titue avec @ un point selle de L.

Démonstration.

(C1) On ne revient pas sur I'existence et 'urécideu*t! comme solution de (3.39a), ce poistant
justifié par des arguments similairageux de la @monstration du Téoeme 3.6.

(C2) On fait le choix de la fonction de Lyapounov suivante :

£(u, p) = K (U¥) — K(u) — (K'(u) , U — u)—i—% lo— |7 (3.43)

W) —_—
7 $2(p)

ol (u”, p?) est un point selle de. On observe que le termg (u) est celui &ja utilise dans (3.18)
et queg,(p) est un terme analogu€dvé de la fonction auxiliaire (3.38). On a

2 2
e, p) = (b/2) Ju—u*|" + (e/2p) | p - P*||”

ce qui qualifie ce choix comme fonction de Lyapounov.

L'in équation variationnelle assée au prol#me (3.39a) €crit

vu e U2 (K/U*™) — K/(UA) + e/ (U, u — U™ + g () — Juh)
+e(p*, 0’ WH.(u—u + FT(u) - TUH) > 0. (3.44)

On l'utilise avecu = u* et on additionne cette @muation (divigée pars) a celle caraérisantu®
(renforce par le caraéte fortement convexe de(-, p)), oll I'on poseu = uk*!, & savoir,

(T + DU — (T + W)
+(PF. (@ + DU — (O + TH(U)) > g Ju+t — G |?, (3.45)

ce qui donne

%(K’(uk“) — K/, uf —uktt)
+{T'W Ut — Y (T - T WD) + (P O'WUH.(F — ukTh + O U — o))
+(p* - p e —euth) > g Justt —uf|® . (3.46)

Par alilleurs, l'iregalie de gauche du point selle deestéquivalentea I'équation de point fixe
suivante, valable pour touyt positif :

p* = proje. (p* + p (@ + T)(U)) . (3.47)
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Exercice 3.21.Démontrer lequivalence de (3.47) avec |8gali€ de gauche du point selle.

De cetteéquation et de (3.39b), oréduit, parce que la projection est uréogteur non expansif,
| P = p*| < [P* = PP + 0 (@ + DU — @ + D)) .

Exercice 3.22.Montrer que la projection prgj sur un sous-ensemble convexe fér@ est un
opérateur non expansif, c’eatdire que

lprojc x — proje y|| < lIx = ylI (3.48)
Cette iregali€ estelevee au cak et divige par 9, ce qui donne
1
2p

k+1

1
2 |0 = P2 < = || 0* = p*|° + (P = P, (@ + DU — (@ + D(UH))

2
+ % [(© + U — @ + W)
puis elle est ajoea (3.46). On obtient finalement, &srremultiplication pat,
(K/(uk+l) _ K/(uk) , Uj _ uk+l)

@

+ e (T U — U 4 (T U — T UH)
(b)
+e(p“, 0'WUN.(UF — U + O U — e UY)

©
£ 2 2 ep 2
+ 35 (I = [* = [P = p)*) + 2 [ © + D) — © + ()|

(d) ©
e Ut —w|*z 0. (349)

®

Le terme (a) est traédtcomme dans la preuve du8dreme 3.6 (voir (3.20)), ce qui permet de le
comparenm la variation dep;. Le terme (d) s’exprime directement comme la variatiorpgleLe
terme (e) est majérpar(spt?/2) |uk+t — uﬁ||2 grace la prop@été de Lipschitz de&. Examinons
le traitement du terme (b). Le traitement du terme (c) pourra suivreelaemproédure @ I'on
remplace7 (-) par(p*,©()). Ona

(T uf — U Y) = (T U — ) (T ok - ue)
<JW) -JWu - % |7 W — T W) (3.50)
+J W) = J WU + 2 Just — uk®
par utilisation de (3.72) et (3.71), respectivement. Oné&aluit que le terme (b) est magpar
/D (AU = * = @/m) |7 W9 - T W) -

On peut faire des calculs similaires s’appliqu:‘anr(tpk , @(-)) au lieu deJ (), la constanteG
remplacant don@. Le rassemblement de toutes ces majorations dans (3.49) aboutit, en posant

AR = g1 (UY) + ga(PY) — pr(UF) — 2(p")
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& 2 1 2
Aft < E(,or2 —a) Ut — U+ 5(e(A+G) —b) Juktt — Uk,
ou on a omis, au second membre, certains terragatifs qui ne seront pas utiles.

En tenant compte des conditions (3.42), on voit que le second membre est strictegagift(sauf

si l'algorithme a converg en un nombre fini d'@rations). On est donc dans le cadre diésch
géreral (83.2.4.1) et I'on peut affirmer que la fonction de Lyapouneerdt, la suite{(u", pk)}

est borige, et la diference de deux termes successifs tend vers 0, ce qui montre la convergence
forte deuk versu®.

La suite{ p*} étant borge admet des points d’accumulation dans la topologie faible Buaittel
point. Montrons que c’est, ass@d u®, un point selle d&.. CommeC* est convexe ferg, donc
aussi faiblement ferén p appartient C*.

On consi&re maintenant une sous-sufgl} convergeant faiblement vefs Sans entrer dans
les cetails, compte tenu de la convergence forteublleersu®, des hypothses de Lipschitz sur
les diverses @rivees impliq@es, et du caragte convexe s.c.i., donc faiblement s.c.i., des diverses
fonctions cdits apparaissant dans (3.44), il détte clair qu'en passarit la limite dans cette
inéquation, on obtient l'iégali€ de droite du point selle pour le couglé, p).

Pour prouver I'autre iegalie du point selle, on observe d’abord que la s{m(elk, P¥) = 1 (U)+
¢2(p")} a une limite, et comme, (u¥) (voir (3.43)) tend vers 0 en raison de la convergence forte

deuk versu?, la suite{¢s(p¥) = (¢/2p) | p* — p*|* } @ donc aussi une limite.

En second lieu, puisqueenessairemer® (u*) € —C et quep e C*, alors(b, ®(uﬁ)) < 0. On
va montrer l'iregali€ oppoge, ce qui montrera qq@, ®(uﬁ)) = 0. Pour cela, on observe que
(3.39b) esequivalenta I'inéquation variationnelle p“*1 € C* et, pour toutp € C*,

(p _ pk+l , pk +p®(uk+l) _ pk+1> < O .
On posep = p* et I'on obtient
p (P — pfL OWUTh) = (p = pfL (P — p") — (p* - pY)
1 2 2
> (P = "= o = p[) -

En passana la limite pour la sous-suite telle qu& ! tend faiblement verg, on observe que le
second membre tend vers O (g — p* ||2 a une limite), tandis que le premier membre tend vers
(P, ©(U). On en @duit I'négalié recherche.

Pour terminer, on observe que le fait e © (u*)) = 0 estéquivalenta l'inégalié de gauche du
point selle puisque, pour togte C*, (p, ©(u%)) < 0= (P, O(U?)). O

Commentaires 3.23.

(@)

Dans [12], un thoreme et une @monstration quelque peu difents sont dorés. Les hypotbses
different en ce sens que la forte convexdst suppdse pour et non pas, comme ici, pouf + J.
Les conclusions sont lesémes, mais avec la borne@/ 2?2 pour p au lieu de celle dorége dans
(3.42). La dmonstration difire d’une part par le choix de la fonction de Lyapouripa’autre part
par la facon de mener les calculs : au lieu de (3.45), on utiliséfplctmme dans lasdnonstration
du Theo’me 3.6, I'irequation variationnelle faisant interveit (u?).

2
13qui comporte, par rappo#t(3.43), un terme suppinentaire-s(a/2) Hu —uf H ; on \erifiera que ce termefgatif conserve
malgreé tout les propgétes requisea la nouvelle fonction de Lyapounov ;
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Figure 3.1: Projection sur l'intersection d’'ubree et d’'une boule

(b) Inversement, on pourrait reprendre lantbnstration du Téoeme 3.6 dans le casimn avait
suppog queJ est fortement convexe, mais en faisant maintenant I'hygs®lyue c’esf + J qui
est fortement convexe : il faudrait alors conduire les calculs (pour les termes qui restent pertinents
dans le cadre du Boeme 3.6) d’'une fagcon analogaecelle utili€e dans la @monstration ci-
dessus et cela conduiraia borneb/ A sure (au lieu de B/ A — voir (3.15)).

(c) Revenons maintenant sur I'hypete (H4) du Teoeme 3.20 (qui fait I'objet de la note 11 de
bas de page), hypatke quelque peu &aliste. En effet, il faut s’'attendre ce que la fonction
ur (p,@(u)) ait une erivee dont la constante de Lipschitz est ptuproportionnellea || p||
(c’esta-dire queG devientg || p|| pourg > 0). Dans la @monstrationa la place d&s, on verrait
alors apparitre g | p*|, et ceci ne permettrait pas de conclérk cecroisssance de la fonction de
Lyapounov sans prouver augalable quepX reste bor@, ce qui s’agre impossible a priori.

On a donc recours au prede suivant pour contourner la difficélt On modifie I'Algorithme 3.15,
et plus particukrement la formule (3.39b), en remplacgant la projectionGupar la projection
surCy = C*N B(0, R) ou B(0, R) est la boule ferrge de centre 0 et de rayéhdansC*, et ail R
doit &tre choisi assez grand pour que cette boule contienne au mopts Gm observe que

1. cette condition écessite de conitee une estimation de la norme d’'un multiplicatgairop-
timal, mais compte tenu de l'inter@iationéconomique des multiplicateurs, cette hygsih
n'est pas irealiste dans la pratique ;

2. sila condition ci-dessus egtrifiee, alors le Lagrangien du préiphe (3.36) admet encore un
point selle sutJ2d x Ck et la formule (3.47) est aussi vraie avec la projectionGgi, les
calculs de la @monstration peuvent aloésre adagds sans difficué ;

3. la projection sur I'intersection duboeC* et de la boule3(0, R) n'est pas beaucoup plus
difficile a calculer que la projection s@* : on commence par faire le calcul de cette pro-
jection surC* et si le Esultat est de norme séipeurea R, on ranene cette norma R par
homottetie (voir Figure 3.1) ;

4. avec ce nouvel algorithme, on a automatiquement]qpli¢ < R.
Dans ces conditions, on pegmoncer les conditions de convergence (3.42) &eemplaé& par
gR

On observe qu'un certain compromis asrouver : si on veut augmenter les chances qu'il existe
un p* dansB(0, R), on a tendance prendreR grand, mais alors la borne seidiminue.
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3.3.3 Le PPA et la @&composition par prediction

Le but est maintenant de retrouver I&timode de @composition par @diction pesenée au §2.1.4. En
fait, nous avons vu deux algorithmes distincts : I'algorithme de point fixe (2.19) et I'algorithme d’Arrow-
Hurwicz (2.22), ainsi que diverses variantes. Nous allons montrer comment ces algorithmes gieevent
retrou\es, etetendus, en utilisant le PPA.

3.3.3.1 Obtention de l'algorithme de point fixe

A chaque iération de la réthode par irdiction, c’est un proiime d’optimisation sous contrainte qui est
résolu, autant dire, dans notre contexte, un gnola de point selle d’'un Lagrangien. Cette observaiion
deux congquences :

1. d’'une part, contrairemest la cEmarche adopte peéccdemment, les variables primales et duales
vont étre traieesen paralkle et non plusséquentiellementafin d'obtenir un prokime auxiliaire
sous forme de probme de point selle ;

2. d'autre part, il faut faire en sorte que ce point selle puisse&isgerpéter comme un probme
d’optimisation sous contrainte, ce guécessite que la fonction dont on cherche le point selle ait
une forme de Lagrangien.

Afin de répondrea cette seconde @occupation, une fonction auxiliaire ressemblantn Lagrangien
doit &tre utili®e. Au lieu de (3.38), on choisit maintenant la fonction auxiliaire

A(u, p) = K@) + (p, QW) (3.51)
ou
e K : U — R est encore une fois une fonction de l&me nature qué ;
e QU — Cestune fonction de la@me nature que.

Une fois le choix de cette fonction auxiliaire effeetuon revienta I'expression (3.37a) dont on
cherche le point selle, ce qui reviemtésoudre le couple d’'aquations variationnelles (3.37b)—(3.37¢),
ou, bien entendul et £ sont les parties du Lagrangien du pratle (3.36) relativea (7, @) et (J, %),
respectivement. On se place aussi dans le 0a¥ et ® sont diferentiables.A I'it érationk + 1, on
remplace, dans (3.37), paru®, q par p¥, r par £;(u¥, p*) ets par £,(u*, p*) = @ (U"). Avec la
réinterpétation du prot#ime auxiliaire, on obtient finalement I'algorithme suivant.

Algorithme 3.24. 1. Commencer aved® et p° ; poserk = 0.

2. Alitérationk + 1, résoudre

min (K(u) +eJ(W) + (eI — K'WF) ,u) + (¢, (e@'(UF) — Q'(UY)) - u)) (3.52a)

ueuad

sous
Q(U) +£T(U) € —C + QUX) — O UY) . (3.52b)
soitu*+1 une solution ep*** un multiplicateur optimal assdaa la contrainte (3.52b).

3. Si |uktt —uk|| + || p*** — p¥| est “suffisamment petite”, stop ; sinon, retourner en 2 dvec
incrémené de 1.

Exercice 3.25. En suivant la @marcheevoqiee ci-dessus, retrouver (3.52).
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3.3.3.2 Utilisations

Utilisation en décomposition. Comme toujours, le probme auxiliaire est@&omposable si on choisit
une fonction auxiliaire additive par rapp@rtine @composition des espaces déanet si on a “lieari€”

les fonctions du prokime original qui ne sont pas elle€mes additives (celles qui sor@puges ad-
ditives sont en lettres gothiques). La difénce fondamentale entre la situation &aiici et celle de la
decomposition par les prix tré&ie peccdemment est que, pour cette derej on ne s'iriressait qu une
décomposition des variables primales selon (3.7). Ici, on&'@sse non seulemeantine @composition
des variables primalasais aussa une @composition des variables duales, c'aglire des contraintes
explicites (3.36b), ou bien encore, de I'esp&cdes contraintes. Mais comme pour I'ensemble admis-
sibleU 2 qu'il fallait supposer lui-néme @&compoé selon une @composition compatible avec celle de
U (voir (3.7)), il faut ici supposer que ledae positifC, ou de fagoréquivalente le @ne dualC*, est
décomposable selon unéecbmposition compatible : on suppose donc que

C*=Cx---xC; C"=C] x---xC{, (3.53)

ol C* est un éne convexe feridans®?, pouri = 1, ..., N. Evidemment, cette condition est triviale-
ment \erifiee dans le cas des contraingggli€é (C = {0} ouC* = C*).

Remarque 3.26. 1l estimportant de remarquer que la facon de guoter les variables primales de- 1

a N est a priori inépendante de celle qui permet de rauoter les variables dualé$.En associant un
indicei deu; avec un indica de pj, on alise en fait implicitement I'"allocation des contraintes aux
sous-prol#mes” disciude au §2.1.4.

Remarque 3.27.Pour le choix habituel dudne positif dan®R™, a savoir(R*)™, la decomposition de
C*enCj x --- x C{ estacquise.

Une fois poges les @compositions (3.7) et (3.53), la paritedu Lagrangiern (u, p) qui est additive
est celle qui peut §crire) ; £i(u;, p;) : elle sera compése

e de la parti€j de la fonction c@t qui est elle-rdBme additive par rappo#t (3.7) ;

e et de la partieg de la fonction “contrainte” qui ediloc-diagonalepar rapport (3.7) et (3.53), et
pas seulement additive comme danséaamposition par les prix.

Il reste alorsa choisir la fonction auxiliaire (3.5Bgalement additive, ce qui implique glfesoit additive
et ques2 soit bloc-diagonale.

Alors, le probeme auxiliaire (3.52) seépare enN sous-prol®mes inépendants. On notera que
par rappor@ la situation consigtée au Chapitre 2, on a une fois de plus obtenu cé&temposition en
présence d’'un couplage entre sous-peoidsa la fois par la partief de la fonction cét et par la partie
non cecoupée des contrainteg,savoir la parti®.

Remarque 3.28.Comme @ja obsere au 82.1.4, il n'y a pas de difficéta faire cohabiter des
sous-prol®#mes en(u;, p;) avec des sous-prashes enu; seulement, c’esk-dire a consiérer une
decomposition d€* en moins deN sous-espaces.

Autres utilisations. En dehors de I'utilisation en&tomposition, il existe d’autres utilisations possi-

bles de I'algorithme 3.24, dont certainesngralisent celles qui oréte decrites au 83.2.3. Nous nous
contenterons ici de mentionner ce qui pétre consiéré comme I'extension de la@hode de Newton
évoqlee au 83.2.3.3, extension au cas avec contraintes explicites. En plus du choix (3.11) de la fonction

14En realite, comme il a2t dit au commentaire 2.26-g du Chapitre 2, il n’est pasessaire qu'il y ait autant @féments
dans la @composition duale que dans laadmposition primale.
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auxiliaire K¥ (qui constitue, avec les termes@mires correctifs app@s par le PPA, une approximation
guadratique de la fonction @boriginale), on chercha approximer ligairement les contraintes par le
choix suivant de la fonction auxiliair@* (en supposarit nouveau que se eduita® dans le prot#me
original) :

QK ='W -u. (3.54)

On obtient donc un probme auxiliairea cdit quadratique et contraintes (explicites)éaires qui,

en l'absence de contraintes implicitegédsa U39, peutétre Esolu analytiquement. Cette famille
d’algorithmes est aujourd’huiésigree par le sigle SQP (Sequential Quadratic Programming) dans
la littérature. Le rdme type d'approche @t appliqiee depuis assez longtemada ©€solution des
probemes de commande optimale (sous le nom de “quasatisation”) en prenant appui sur le fait que
les probkmes de commande optimaledaires-quadratiques obteraushaque #ration ont une solution
analytigue (via la fameudsesguation de Riccati).

3.3.3.3 Convergence

On ne dispose d’'unétude de convergence de I'Algorithme 3.24 que dans la situation assez restrictive
suivante (voir [6]).

e Les fonctions cits J et K sont quadratiques tandis geest identiquement nulf®. On posera
donc, avec deux d@vateurs ligaires auto-adjoints et monotort€stJ deU dansU (ou U*) et un
pointj dansuU (ouU*),

1 1 .
KW =5 u.Ku, Jw=Jw=u.Ju+{.u.

e Les contraintes (3.52b) sont des contrairégali€, c'esta-dire queC = {0}.

e Les fonctions2 et® sont affines tandis quE est identiquement nulle. On posera donc, avec deux
opérateurs ligairesO et T deU dansC et un pointt danse, ainsi qu’un scalairez > 0 (dont on
verra I'utilité plus loin),

QU) =y0u, OUW=OOUW =Tu+t.

e Le sous-ensembld estégala tout I'espacél.
Sous ces hypo#ses, les conditions d’optimaidu probéme (3.52) €crivent :
KU —u) +eQui+]) +yO* (P! — p) +T* p* = 0,
YOt — U +e(Tuk+1) =0,

ou, par exempleT * désigne I'oferateur adjoint d& . Par ailleurs, les conditions d’optimaditaracéri-
sant une solutiou®, p*) du probEme (3.36) fcrivent :

QU +pH+T*p* =0, (3.55a)
Tu+t=0. (3.55h)

La combinaison de ces deux Systes dequations donne :

K(uk+l _ Uk) 4 SJ(Uk _ uﬁ) + ]/O*(pk+1 — pk) + gT*(pk — pﬁ) =0, (3563.)
YOt —uk) 4 eTW —u¥) =0. (3.56b)

15Cette derrre restriction, comme celle s@t pourraient probablemestre le\ees assez facilement mais nous conservons
ici la version la plus simple.
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Théeoreme 3.29.Sous les hypo#fses suivantes :

(H1) K etJ sont fortement monotones et Lipschitziens ;

(H2) O etT sont surjectifs ;

alors

(C1) les solutionguX*t, p*+1) de(3.56)et (u*, p?) de(3.55)sont uniques.
Si, de plus

(H3) l'opérateur (syrdtrique)

alors,

TJo*+0J71T* (3.57)
est fortement monotone ;

(C2) ¢ peutétre choisi assez petit gtassez grand pour que

2K — el (3.58a)
et

y(TITO +03 T =TI (K+ed/2) It T (3.58b)

soient fortement monotones, et, dans ces conditions,

(C3) I'it ération(3.56) produit une suitg (uX, p¥)} qui converge fortement ves®, p?).

La demonstration de ce #oeme peutétre trouee dans [6]. Elle est bas, comme les
démonstrations @édentes, sur&tude d’'une fonction de Lyapounov, en l'occurrence

1
u, p) = é(u — U, Ju—u))+(p—p" TUu—uH)+(p—p* . TI'T*(p—p")) . (3.59)

Les deux premiers termes ci-dessus sont constauftartir du Lagrangien du prabhe (3.36) (on a
rameré a 0 sa valeur et celles de seavigées en(u®, p*)) ; le dernier terme est ajoitpour rendre
fortement convexe efu, p).

Exercice 3.30. Montrer quet est fortement convexe €n, p). Quel est le rapport du dernier terme avec
Y (p) définie par (2.4) ?

Commentaires 3.31.

(a) Lhypothese (H3) est une hypathe @onetriquepréalablesans laquelle on ne peut garantir que

(b)

(©)

I'algorithme converge pour un bon choix dget dey). Cette situation est nouvelle par rapport
a celle des deux prédents algorithmeétudies dans ce chapitre. Pour ceux-ci, des hypsdls
classiques de forte monotonie et de Lipschi@ient suffisantes pour permettre de fixer une plage
de valeurs admissibles pour les pas de l'algorithme.

On doit attribuer la cessi de cette conditionapnétrique péalable au fait que la fonction auxi-
liaire (3.51) qui &té choisie ici n’est pas fortement concavepecomme |était par exemple (3.38).

On rappelle que le choix (3.51)&é dick par la ecessi de retrouver un probie auxiliaire de
point selle qui se&interpite comme un probme de minimisation sous contrainte.

Sous I'hypotise (H1), il doitre clair que I'oprateur (3.58a) peut effectivemdiite rendu forte-
ment monotone par un choix apprapdes.

Sous I'hypotkse (H3), il doitétre également clair qu’on peut assurer la forte monotonie de
I'opérateur (3.58b) pour assez grand.

Exercice 3.32. Montrer que le choix di&@ par le commentaire 3.31-b ci-dessus correspond exactement
a (3.15).
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3.3.3.4 Discussion de la condition@pmétrique

Les commentaires ci-dessus montre que le point crucial estékdication de la condition
géometrique (H3).

On observe d’'abord que cette condition estifiee si on peut choisi© égala T (la monotonie
de (3.57) est alorsvidente, et ldorte monotonie esulte de I'hypothse de surjectivitde ces oprateurs).
Mais la recessi de @composer le probme auxiliaire impose de choisr bloc-diagonal comme dis-
cutt au 83.3.3.2. Par exemple, au §2.14était proportionneh la partie bloc-diagonale de. Ainsi
si T est bloc-diagonal, ouéds proche de cette structure parce que les termes “hors-diagonaux’&sont tr
petits devant les blocs de la diagonale, on voit que I'hypsth(H3) est &rifiee sans difficuét. C'est la
situation defaible couplageentre sous-prokimes par les contraintes.

Cependant, cette situation ne semble f@ase la seule qui soit favorable au respect de
I'hypothese (H3). Voici un autre exemple. Supposons gue- O + «OSJ, ou « est un nombre
positif, S: U — U est un o@rateur “antisyratrique”, en ce sens qu& = —S, alors queD est suppos
bien €ir bloc-diagonal. C’est donc le terma S J qui est la cause du couplage entre sous-grieks.

Le calcul de I'expression (3.57) donne dans ce cas

O+a0SHI 10" +0I 1 (O0O+a0SIH* =200

en prenant en compte I'antisyatrie deS. On voit donca nouveau que I'hypo#se (H3) estérifiee. Ceci
étant vrai pour toute valeur positive deon constate que le couplage par la contraigeali termeO S J
peut devenir arbitrairement grand sans remettre en cause cette conclusion.

D’une manere gerérale, la fagcon de distribuer les contraintes aux sous-pnodd disciite au §2.1.4
est en relation directe avec légrétrie deO et donc avec la satisfaction de la contrainte (H3).

Pour pouvoiienoncer le ThoRme 3.29, on a suppesgjuel 2 = U, sachant que) 2 a toujours servi
a exprimer des contraintes “locales” (o@admpoées). En pgsence de contraintes localassondition
gu'il s’agisse de contrainteggali€ (seul cas couvert par legheme), il faut traiter ces contraintes
comme les autres pour pouvoir se replacer dans le cadré&dethe, c’esta-dire qu'’il faut les incorporer
a la cefinition des oprateursT et O. L'exemple qui suit montre que la @ence de telles contraintes
locales peut contribuex faireéchouer I'’hypothse (H3).

Exemple 3.33.0n consi@re le probkme suivant
; } 2 2 2
min 3 (X7 + X5 + X3)
sous

Xp—X2+2%3=0,
X1 +3X +X3=0,

avec la @compositionu; = (X1, X) etu, = x3. On alloue la prengire contrainte au premier sous-
probleme et la seconde au second. Ceci coraldfinir

1 -1 2 1 -1 0
T:<1 3 1>’ Oz(o 0 1)’

alors quel est l'identie. L'expression (3.57) esigalea

o 2)

matriceévidemment dfinie positive.
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Ajoutons maintenant au praihe ci-dessus la contraintg = 0, contrainteevidemment alloée au
premier sous-probme. Alors,

1 -1 2 1 -1 0
T=|0 1 0}, O=|0 1 0],
1 3 1 0O 0 1
ce qui donne maintenant pour (3.57) :
4 -2 0
-2 2 3
0 3 2

Cette matrice n'est paséfinie positive, ne serait-ce que parce que setemininant,egala —28, est
négatif.

3.3.3.5 Obtention de I'algorithme d'Arrow-Hurwicz

Comme nous l'avons vu au 82.1.4, l'algorithme de coordinatiédia“ Arrow-Hurwicz” (2.22) repose
initialement sur une manipulation du prebie (2.1) qui remplace ce prébhe par le proldme (2.21)
équivalent. Nous consilons maintenant une manipulation démre genre partir du prokeme (3.36),
en nous limitant cependant au cas de contraigggdié (C = {0}) afin de simplifier le propos. On
introduit une nouvelle applicatioB : U — € et une nouvelle variable primale € C : il est clair
gue (3.36) estquivalenta

min  J(u) (3.60a)
uevad yee
sous
E(u+w=0, (3.60Db)
OU)—EU)—w=0. (3.60¢)
Le Lagrangien correspondangstit
L(u, w; p, ) = J(U) +(p, EW) +w) +(u, OU) — E(W) —w) . (3.61)

Dans ce Lagrangien, il convient, comme d’habitude, de distinguer la padig sera “lirearige”
dans le prol#me auxiliaire et la parti€ qui sera conse@e telle quelle. Pour faire ce choix, il convient
de ne pas perdre de vue que les variabilep) seront traites simulta@menta un niveau de I'algorithme
(ou, si I'on piefere,a uneétape dans un séma €quentiel) alors quéw, w) seront traigesa un autre
niveau (oua une autreetape du scdma €quentiel). De ces congdations, on éduit entre autres les
choix suivants.

e Sachant qu’on choisira bierisZ bloc-diagonal par rappo& une @composition (3.7)—(3.53), le
terme(p, E(u)) est additif en(u;, p;) et a donc sa place dafs

En fait, on choisira
E=%+ 1/, (3.62)

ou T est comme d’habitude la partie bloc-diagonalé&de&2 : U — C est une nouvelle application
auxiliaire, et I'introduction du nombre positif a ce stade est une astuce non essentielle, mais
destiree simplemena faciliter la comparaison avec l'algorithme paggiction peccdemment
renconte.

e Leterme(p, w), bien qu'additif en(p;, wi), doit&tre ran@ dansC parce que les variablgset w
ne sont pas traes au rame stade de I'algorithme.
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e On peut en dire de éme des termes “crds” en(u, ).

e Plusingressant estle cas du terfpe, w) : puisque ce terme est additif €m;, 1) et que les deux
variables seront trées au rame stade de I'algorithme, on devrait inclure ce terme dans la gartie
Si on le fait, on obtiendra cependant un pgshk “coupé” en(w, ) : ceci conduit directemerit
la version que nous avions quadé d™“implicite” au Chapitre 2 (voir (2.22c)—(2.22d)la fin du
§2.1.4).

Sion conservéu , w) dans la partie liearigeL, on obtiendra deux sous-pré@phes inépendants
enw et enu : ceci conduit directemerit la version paradlle (2.22). C'est cette version que nous
allons d’aborcetudier.

Ces consiérationsétant faites, on est donc an&gcecomposet dans (3.61) de la fagon suivante :

L=L+¢, (3.63a)

avec
L=JU)+(p,w)+ (u,OU) — (1/e)Q(U) — w) , (3.63b)
£=3W+ (p, T + 1/e)QW) . (3.63c)

On consi@re alors la fonction auxiliaire :

AU, w; p, p) = K(u)+2i||w||2—i||u||2, (3.64)
o 2B
ou « et 8 sont des nombres positifs (comparer cette fonction auxil@if®@.38) et (3.51)). Observons
que siK est fortement convexe, cette fonction également fortement convexe @n w) et fortement
concave e, mais elle ne I'est toujours pas gn(dont elle ne @pend pas en fait). Ce choix est encore
dicté par la peoccupation de pouvoiemterpgter le probkme auxiliaire erfu, p) comme un prolme
de minimisation sous contrainte.

La difféerence notable avec la situation de I'algorithmédgpdent est qu'ici£ (la partie lireariee
de L) ne cepend dep que par le termép , w) dont la gconetrie est “plus simple” que celle du terme
(p,@(u)) qu'il fallait préecedemment ranger dads Ceci peut expliquer, dans leébreme de conver-
gence qui va suivre, la disparition d’'une hypeglke @onétrique du type (H3) du Téoeme 3.29.

Il faut maintenant mener des calculs analogaegux qui sont effecés dans (3.37) en ne perdant
pas de vue le fait que les variables sont mainteqanp, w, ) et que le calcul du point selle de (3.37a)
est traie £quentiellement : d’abord on recherche un point selleuep) a (wX, 1*) fixés, ce qui donne
une solutionuk*t, pk*1), puis on cherche un point selle @n, 1) avec ces valeurs f@es dgu, p). On
aboutit finalemena I'algorithme suivant (Arrow-Hurwicz para&le).

Algorithme 3.34. 1. Commencer aved®, p°, w°, . ; poserk = 0.

2. Alitérationk + 1, résoudre d’abord

min (K(u) +eJ(W) + (T (U9 — K'WUN) ,u) + (1, (0" (U9 — '(U9)) - u)) (3.65a)

ueuad

SOuUs
QU) + eT(U) + ew=0. (3.65b)

soitu*+! une solution ep**! un multiplicateur optimal assdaza la contrainte (3.65b).
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3. Remettre ensuite jour (w, w) par
wk+l — wk . pl(pk+l _ Mk) , (365C)
P = i+ pp(O U — (1/e)Q U — w) (3.65d)

ol p; = as etp, = Be.

4. Si|utt — uk|| + || pt = p¥|| + wktt — wk| + |kt — k|| est “suffisamment petite”, stop ;
sinon, retourner en 2 avéancrémené de 1.

Exercice 3.35. En suivant la @marcheevoqtee ci-dessus, retrouver (3.65).

Remarque 3.36.Comme @ja remargé au Chapitre 2, en tenant compte de (3.65b), on pEatire
(3.65d) de la fagon suivante :

W = 1 4 (@ + DU |
ce qui rappelle la remisg jour dans la rathode par les prix.

Exercice 3.37.En faisant “basculer” le terme (u , w) deL a £ (voir (3.63)), reconsiérer les calculs
ayant conduit I'Algorithme 3.34 et retrouver la version implicite (2.22c)—(2.22&gnte au Chapitre 2.

L’ étude de convergence de I'Algorithme 3.3@tameree dans [11] dans le cas de contrairggslié,
et donc pour des @rateur® et affines, et en I'absence des ternjest €. Sansenoncer un tkoeme
précis (voir la eference [11]), on peugsumer les hypo#ses et conclusions de la fagon suivante.

e La fonction cdit J = J est supposefortement convexes.c.i. et diferentiable de @rivee Lips-
chitzienne de constant&.

e Lafonction® = @ est affine et continue.

e Lafonction cdit auxiliaireK satisfait les hypothses habituelles (en particulier, elle est fortement
convexe de constant®.

e La fonction auxiliaires2 est affine, continue eturjective
e Dans ces conditions, il existe une solutiomque(ukt?, pk*1) au probéme (3.65a)—(3.65b).

e Pour assurer la convergence, les conditions sur les,pas p, sont assez compliges. On com-
mence par imposex ¢ la conditione €]0, b/ A[. Puis il faut choisirp; dans une plage de valeurs
entre O et une borne sapeure @pendant de. Enfin, il faut imposera p, d’appartenira une
plage de valeurs entre 0 et une borne&igure @pendant de et p;. L'expression explicite
de ces bornes sépieures n'est pas facile donner eté&sulte de conditions rencoatrs dans la
demonstration. Ce que I'on peut dire est que la borneesapre surp; s’'approche de 0 si
est choisi tes pes de sa borne iéfieure ou sugrieure, et il en va de &me pourp, Si € ou p;
s'approche de ses bornes. On a doner@tta chaque fois viser le milieu des intervalles.

e Moyennant les conditions ci-dessus, la syité} tend fortement vers la solutiowf unique du
probkme (3.36) et par coaguentwX tend vers—(1/¢)Q2 (u?) (d’apres (3.65b))

e Les suites{pX} et {uX} restent borées, ont les @mes points d’accumulation dans la topolo-
gie faible, et ces points d’accumulation sont des multiplicateurs optimaux des contraintes du
probleme (3.36).

e Enfin, si® = @ estsurjective on peut garantir I'unicé du multiplicateur optimal dans (3.36) et
la convergence dp* et u* vers ce multiplicateur a lieu dans la topolofpete.

160n rappelle que le cas conéié ici est celui & T est identiquement nulle.
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3.4 Annexe : Monotonie, forte monotonie et forte convexé

Définition 3.38. Un operateund de I'espace de Hilbeff dans son duagventuellement multivoque, est
fortement monotonde constante si

Ja>0: Vu,v, Vpe W(u),qe ¥(), (p—q,u—uv)>allu—uvl|?. (3.66)

Il estsimplement monotors I'in égalié est erifiee au moins aveg = 0. |l eststrictement monotors
I'in égali€é de la monotonie simple est uné&galié stricte @&s queu # v.

Le lien avec la convexi est bien connu : une fonction dedansR, différentiable, est (stricte-
ment) convexe si et seulement si seridee est un oprateur (strictement) monotone. Deéme, le
sous-diferentiel d’'une fonction (strictement) convexe est udrapeur multivoque (strictement) mono-
tone.

Le cas d’'une drivée ou d'un sous-diffrentielfortementmonotone corresporaicelui d'une fonction
fortementconvexe.

Définition 3.39. On dit qu’une fonction] : U — R estfortement convexsi il existea > 0 tel que pour
touta € [0, 1], toutu et toutv,

J((xu + (l—a)) <aJU+1A—-a)d) —a(l—a)g lv—ul?. (3.67)

Lemme 3.40.La propriéte (3.66) écrite pour ¥ = 3J, et la propréte (3.67) sont toutes deux
équivalentes l'in égalite suivante : pour tout u, tout, et toutr e 3 J(u),

J(v)zJ(u)+<r,v—u)+g||v—u||2, (3.68)

avecévidemment la Bme valeur de a dans les trois cas.

Démonstration.Dans cette @monstration, (3.68) joue uile central et il est plus facile deethontrer
gue les deux autres proptes lui sontéquivalentes que de cherchefaire une émonstration “circu-
laire”.

(3.68)< (3.67) Limplication de gaucha droite est obtenue en utilisant une preraifois (3.68) avec
U<« au+ 1—a,r € d(au+ (1—a)v) etv < v, puis une seconde fois avec l&&me
substitution poun etr mais avec la substitutiom <— u. La premere iregalié ainsi obtenuétant
multipliée par 1- « et la seconde par, on les additionne et on trouve (3.67).

Réciproguement, partant de (3.67) que I'on pé&étrire
1-a)(IW) — IW) = I(au + (1 —a)v) — IU) + (1 - a)g v —ul?
il vient, avecr € 9J(u),
A= 0)(3@) -IW) = A=) v = +ad - v—ul? ,

gue I'on divise membra& membre par + «, puis I'on prendx = 1 pour obtenir (3.68).

(3.68)« (3.66) L'implication de gaucha droite est obtenue étrivant (3.68) une seconde fois apr
avoir interverti le ble deu etv (s € 9 J(v) prenant donc la place dedans cette deu&me version),
puis en additionnant les deux versions, ce qui donne (3.66)pcdrd J.
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Réciproguement, on consitk la fonction

f(B) =J3(A—-Bu+pv). (3.69)

Lorsqueg varie de 0a 1,w(B8) = (1 — B)u + Bv varie deu a v sur la droite joignant ces deux
points. La fonctionf n’est pas diferentiable siJ ne I'est pas, mais elle est convexe et admet des
déerivées directionnelles de part et d'autre de chaque point. Au paiiains la directiont-1, on a

DI (8:1) = lim (I(w(p +2)) = Iw(p))/e
>ty ,v—u) (s € 23(w())
> (r,v—u)+agv—ul? (reddw),

en utilisant (3.66). D’ags cette iggalig, il est clair que

1
f<1>—f(0)zfo ((r . v—u)+ag flv—ul?)ds
=(r,v—u)+alv—ul?/2,

ce gquiétablit (3.68). O

3.5 Annexe : Proprieté de Lipschitz

Définition 3.41. Un operateund de I'espace de Hilbetf dans son dualérifie lapropriété de Lipschitz
ou estlLipschitzien si

JA>0:Vu,vel, YU —Y|=<Allu—v| . (3.70)
Pour un ograteur lirgaire,A est un majorant de la norme degteur éfinie par :

Wl = sup Wl .

ful=<1

Evidemment, la éfinition (3.70) n'a de sens que pour unéo@teur univoque. On I'applique main-
tenanta la cerivee d’une fonction.

Lemme 3.42.

1. Si J est diffrentiable et de &rivée Lipschitzienne avec la constante A, alors, pour tqus u
’ A 2
J(w) < JW) +(J (u),v—u)+§||v—u|| . (3.71)
2. Le fait que Jsoit Lipschitzienne avec la constante A egtiivalente au fait que J et Jérifient
l'in égalite
1
I0) 2 IW + (I W v —u)+ 51 [T - Jwl?. (3.72)

Démonstration.
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1. On utilise a nouveau la fonctionf (-) définie par (3.69). Cette fois-ci, cette fonction est
differentiable et I'on a

'(8) = (I (w(B)) . v —u)
=(JW,v—u)+{J(w@B)—-JIWu,v—u
<(JW.v—u)+pAfv—ul?

en utilisant successivement Iégalie de Schwarz et I'hypo#se. Ensuite, par iagration degg = 0
ap =1, on obtient le gsultat @site.

2. La propréte de Lipschitz de)’ entrdnant (3.71), on utilise cette &yalie avecv — (J'(v) —
J’(u))/A a la place de etv a la place de, ce qui donne

1 !/ / 1 / / / 1 / /
J (v - (I -3 (u))) <J) + Z(—(J ), () — I W)+ > (BRI (u)||2) :
Par ailleurs, du fait de la convegitleJ,
J(v — % (3w) — J’(u))) > J(u) + <J’(u) v—u~— % (3) - J’(u))> .

En combinant ces deuxé&galiés, on obtient (3.72).

Réciproquement, supposant (3.72), on pégtire cette idgali€ en intervertissant léfe deu et
v, puis sommer les deux versions pour obtenir

1
(=YW v-uz 3| -Jw| . (3.73)

En utilisant ensuite l'igdgalie de Schwarz pour majorer le premier membre de (3.73), on obtient
la proprite de Lipschitz agrs simplification. O

On ne peut pas vraimegnhoncer uneéciproque de la preraie partie de ce lemme. On peut seulement
montrer que (3.71) enfiige la propréte que, pour tous, v,

(YW =J@.,u—v)<Alu—v|?,

propriete a priori plus faible que la prof@t de Lipschitz.

3.6 Annexe : Propriéte de Dunn

Définition 3.43. Un opérateurd de I'espace de Hilbertl dans son dual &rifie la propriett de Dunn
avec la constant@ si

IA>0:Vu,vell, (W) —W®),u—0)> = [¥U) — |2 . (3.74)

>

Cette prop@t€ est en fait tout simplement la progté de forte monotonie avec la constanté@our
I'opérateur éventuellement multivoque)y —* (il suffit, pour le voir, de posep = ¥ (u) etq = ¥ (v),
doncu € ¥~1(p) etv € ¥1(q)). Elle aétt nomnee ainsi parce que J.C. Dunn [15] a ménue
si ¥ est la drivee J’ d'une fonction convexeleux foisdifferentiable, et s’ est Lipschitzienne de
constanteA, alorsW vérifie (3.74).
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En fait, comme on va le voir dans la suite, 'nypesie de &gularie C? de J est inutile. De plus,
dans le cas d’'un @ggateur “non syratrique”, c’esta-dire norégala la cerivee d’'une fonctionJ (ou “ne
dérivant pas d'un potentiel”), la proj@te de Dunn est plus forte, mais aussi plugiassante du point de
vue de la convergence des algorithmes, que la petpdie Lipschitz qu’elle entiae (en particulier, cela
montre quel est recessairement univoque).

Il est cependant possible de montrer une fornémdivalence entre les deux prdgés (mais avec
des constantes défentes) pour des épateurs fortement monotones.

Lemme 3.44.

1. Siw veérifie la propriete de Dunn avec la constante A, alobsest monotone et Lipschitzienne de
constante A.

2. SiV est fortement monotone de constante a et Lipschitzienne de constante AV alerigie la
propriéte de Dunn avec la constant& /.

3. Siv est la cerivee J d’'une fonction J, et si Jest Lipschitzienne de constante A\vérifie aussi
la propriéte de Dunn avec la éme constante.

4. Les proprétes de Dunn et de Lipschitz dé et I'inégalite (3.72) sont troisenon@&@séquivalents.

Démonstration.
1. La propréte (3.74) entrine évidemment la monotonie dg. De plus, par l'iegalié de Schwarz,
(W) —VY@),u—v) <[[¥W) YOI lu=vl,

et donc 1
A W (u) — W(@)|I> < W) — @) lu—vl .

En simplifiant paf| ¥ (u) — W (v)||, on obtient I'iregali€ de Lipschitz poud avec la constanté.

2. Supposons maintenant qiieest fortement monotone et Lipschitzienne de constantes respectives
etA:

(W(u) —¥(v),u—v)>alu—ul?,
W (u) — W) |* < A% lu—v]? .

En combinant ces deuxégali€s,
a
(W) = ¥@),u=2) = 5 W -v)|*,

ce qui montre qua a la propréte (3.74) avec la constane/a.

3. On a @&ja vu dans la preuve du Lemme 3.42 que la peprde Lipschitz entfiae (3.72) qui
entrdne (3.73) qui n’est autre que la pro@& de Dunn deJ’.

4. Cetteéquivalence des trois propositions est un simple corollaire de tout ceépaider. O
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Commentaires 3.45.Ce lemme affirme doncé&quivalence des progtes de Dunn et Lipschitz dans

le cas symtrique. Dans le cas non swtnique, la propBt de Dunn est plus forte que (puisqu’elle
implique) la propréte de Lipschitz. Uneéciproque est possible seulement dans le cas fortement mono-
tone, mais dans ce cas la constante de Lipsehigst en @réral inferieurea la constante de Dunn (es-
timée) A%/a (car bien §ir A/a > 1). L'exemple suivant montre que pour unésateur non sy#trique,

la propréte de Lipschitz n'implique pas la progté de Dunn en gréral.

Exemple 3.46.La matrice(j)1 cl,) qui repgisente la rotation de/2 dans le plan estvidemment un
opérateur lireaire Lipschitzien, mais cet épateur ne &rifie pas la propét (3.74).

Soit J une fonctiona valeurs eelles etJ2? un sous-ensemble convexe fé&mel. On consiére
I'in équation variationnelle : trouvef € U2 tel que

vue U™ (v, u—uf)+Ju) —Ju’) >0. (3.75)

On sait que siv est fortement monotone? est unique. De facon analogue Nsivérifie la propréte de
Dunn, c’est¥ (U*) qui est unique r@me siu* ne I'est pas.

Lemme 3.47. Soit U et u* deux solutions dé3.75) Alors W (u?) = W (u*).
Démonstration.On a simulta@ment
(wh , u* —uf) 4+ I —JWH =0
et
(W), uf —u*)+JUH - JW) =0,
d’ou, par addition,
(W — v, u —u) >0,
mais avec (3.74),
1 w2
— 4 [vwH —wwH|“=o,

ce guiétablit le Eésultat. O

3.7 Annexe : ProbEmes sous contraintes et duakt

On se reportera la eference [9] pour un traitement plus exhaustif.

3.7.1 Formulation et relation d’ordre dans un espace de Hilbert

On consi@re des proldmes de la forme suivante :

min J(u) (3.76a)
ueyad
sous O(u) € —C, (3.76b)

ou
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e J est une fonction s.c.i. d'un espace de HilBérdiansR ;
e U2 est un sous-ensemble convexe ferdell ;

® est une application dé dans un autre espace de Hilbért

e C estun déne convexe ferindeC tel que

CN(=C) = {0} . (3.77)

En introduisanC, le but est de munir I'espadc&d’unerelation d’ordrenotée > ainsi cefinie :
01 >0, 01 —0,€C.
Cette relation est bien
o réflexive :6 = 6 car0e C;

e transitive : sif; — 0, € C etf, — 63 € C, alorsf; — 63 € C (en effet, dans unéme convexe, si
X1 etx, sont dansC, y; = (1/a)x; ety, = (1/(1 — )Xo le sont aussi, pour €]0, 1[, et donc
ayr + (1 — o)y = X3 + X I'est aussi) ;

e antisynetrique : siv; — 0, € C eth, — 61 € C, alorsh; — 6, = 0, ceci gacea (3.77).
Un exemple classique est le cas@®= R™ et I'on prend
C=RH"={xeR"|x>0,i=1....,m}.

Cette relation d’ordre est compatible avec la structure d’espace vectorielaedist; sif; > 0 et
6, > 0, alorsd; + 6, = 0 (comme @ja vu ci-dessus pour urboe convexe) et > 0 poura > 0 (c’est
la propréte méme de dne). De plus, la limite d’'une suite @&ments positifs est uelément positif (car
C est ferng).

Le cdne C est appe “c One positif primal” La contrainte (3.76b) doitre comprise comme un
ensemble de contraintestigali€, éventuellement en dimension infinie. En fait, le cas des contraintes
égalie est aussi couvert par cetteriture : il suffit de consigrerC = {0} qui est bien encore urboe
convexe. Plus greralement, le i@lange de contrainteségalié etégalig se traite en consiglant un
cone du typeC = C; x C. avecC, = {0} : Ce correspond au sous-espace dans leguelue le second
membre des contraintégalié.

Remarque 3.48.Notons qu’en plus des contraintes (3.76b), il existe toujours des contraintes implicites
du typeu € U39 mais seules les prearies voneétre dualiges.
3.7.2 Convexit et croissance en relation avec unome positif

A partir de la relation d’ordre sut définie par le éneC, une notion de convesétpour des fonctiona
valeurs dan€ peutétre cfinie. On dit que® : U — € estC-convexesi

Yu,ve U, Yo €[0,1], a®U) + (1—a)O(v) —Oau+ (1—a)v) eC. (3.78)

Notons que sC = {0}, ceci signifie simplement que est affine.
De méme, pour une fonctiog de € dansR, on dit quep estC-non cecroissantesi

01—0,€C = ¢(01) = ¢ (62) . (3.79)

Exercice 3.49. Montrer que la compositios - ® d’une fonctionC-convexe® avec une fonctiolC-non
décroissante et convexeest convexe.
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C*
AC
-C* Hhs
: _____ ';
) 6

Figure 3.2: ®ne, &ne adjoint et composition orthogonale

3.7.3 @ne positif dual

De méme qu’une relation d’ordre &€ introduite dans I'espad@par l'intermédiaire d’'un &ne convexe
fermé C, une relation d'ordre pelgtre introduite dans I'espace dual des multiplicateurs ass@s
aux contraintes (3.76b). Bien qu'un espace de Hilbert soit identifeaslen dual, il n’est pas approgri
d’utiliser nécessairememg mémecone positif dan€ et C*. Une fois introduitC, cone positif primal, on
introduit le“c dne positif dual’; ou“c dne adjoint”, ou encoréc dne conjugé”, not C* et ainsi @fini :

C*={peC |(p,0)>=0,VoeC} . (3.80)

Cette @finition est illustée par la Figure 3.2. On appelle parfei€* le “c 6ne polaire”deC. Dans le
cas classiqueloC = (RT)™, C* caincide avedC (siR" est identife a son dual). Mais ce n’est pas le cas
en ¢eréral, et c’est pourquoi nouségfererons les notatiortse C ouf € C*, plutdt qued > 0 qui serait
ambigue lorsque I'espaceest identife a son dual.

La Figure 3.2 illustreegalement la @icomposition orthogonale et unique de tél@mentd € C en
deuxélements®’” 6 = proj. 0 et6~ = proj_c. 6 tels quele™, 6~) = 0.

Exercice 3.50. Montrer que s : U — C estC-convexe et sp € C*, alors la fonctiora valeurs gelles
ur (p,®(u)) est convexe (au sens ordinaire du terme).

3.7.4 Lagrangien et dualie
Un outil de base de la duaditest leLagrangienassocd au probdme (3.76)a savoir
L, p)=JW+(p,0W)) . (3.81)

On I'appelle aussi “Lagrangien ordinaire” par opposition au Lagrangien au@rndent il est aussi ques-
tion dans ce cours.
Un point sellede L surU?24 x C* est un poiniu?, p*) dans ce sous-ensemble et tel que

Y(u, p) € U x C*, LU, p) < L% p*) < L(u, p). (3.82)

Exercice 3.51.Démontrer que I'ensemble des points selleldest un “rectangle” en ce sens que si
(U5, p) et(uj, p5) sont des points selle, alofs;, p5) et (uj, p;) le sont aussi.

Exercice 3.52. Démontrer que siu?, p*) est un point selle de surU24 x C*, alorsu? est une solution
de (3.76).

17Bien dir, on doit ici encore identifief* & € par le tfeome de refisentation de Riesz pour que la somme des deux
élements ait un sens.
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Remarque 3.53.Le fait que p est restreinta C* est I'equivalent en dimension infinie du fait que les
multiplicateurs sont noné&gatifs pour des contraintesigali€. On doit en effet noter que les contraintes
égali€ correspondent au cas € = {0}, et que dans ce cas, en appliquant &irdtion (3.80), on a
C* = €*, ce qui signifie gu'il n'y a pas de contrainte de signe sur les multiplicateurs.

La réciprogue de Bnon& de I'Exercice 3.52 repose sur les conditisnffisantesous lesquelles une
fonction admet un point selle. Essentiellement, il y a trois types d’hyseth :

¢ des hypothses de convexatconcavig ;

e des hypotkses de semi-contingitinférieure-suprieure destigesa garantir I'atteignabilé des
minima-maxima ;

e des hypothses de coercivdtdestigesa garantir qu’ils sont atteings distance finie.

Dans le cas particulier du Lagrangien du peoshk d’optimisation (3.76), on est donc condugupposer
que

e U2 est convexe fermainsi que le@neC ;
e J est convexe, s.c.i. et coercive (voir (3.2)) ;

® estC-convexé? (et il faut faire une hypotise de continué pour garantir que — (p, ©(u))
est s.c.i pour toup € C* — dans la pratique, pour la convergence des algorithmes, on supposera
méme qued est Lipschitzienne) ;

e une certaineondition de qualification des contraintest satisfaite (voir ci-dessous).

Le role de cette qualification des contraintes est d’assurer la coérdeit dans I'espace dud*, c’est-
a-dire par rappord p. Elle s'‘€nonce

0ecint(®@U) +C). (3.83)

Moyennant les hypottses ci-dessus, on peut affirmer I'existence d’'un point selle du Lagrangien du
probleme (3.76). L'Exercice 2.29 en fin de Chapitre 2 a cependant éguie ces hypo#éses ne sont
pasnécessairepour qu’un point selle existe.

3.8 Corrigé des exercices

3.8.1 Corrigé de I'Exercice 3.4
AvecK () = 1/2|-||? etJ identiquement nul, le probme (3.8¢c) peuktreécrit

- k ke k|2 1, ke k|2
min (= |[u — u® + &°r — = U —&r .
min (5 Ju— v+ e4)%) - 2| u
Par c&finition de la projection sur un convexe (pointlistance minimale d’un point do@rt appartenant
au convexe), on voit que la solution de ce péshé est donee par la formule (3.10) avé&ventuellement

rX rempla@ parv J(uX).

18donc, comme on I'a vu, affine lorsq@@= {0} — cas des contraintégalie
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3.8.2 Corrigé de I'Exercice 3.12
Il suffit de noter qu’en raison de (3.12),
(K|k)/(u|) = jijl (ul;_a R uik_lv ula uik+1’ RN ukN) ’

et que cette expression peuéstire 7, (U pouru; = uik. Or ceci est la valeur gu’il faut donnér
la coordongerX derX dans (3.8c). Les corrections #iaires apparaissant dans ce peoié auxiliaire
s’annulent donc pour le chok = 1.

3.8.3 Corrigé de I'Exercice 3.13

En raison du choix (3.34) pour leédendance en; de la fonction auxiliaire (augmeade(y /2) ||u; [|?)
et en prenant® = 1 pour calculer les corrections éaires ern, on aa nouveau une simplification de la
correction lireaire eru;, sauf pour le terme-y (u:‘ , U ) qui, combiré avedy /2) ||u; ||%, donne le dernier

terme de (3.35h une constante §s,a savoir(y/2) ||u|k||2 ; ce probéme (3.35) constitue donc bien le
sous-prol@me auxiliaire eru;. Pour ce qui est du sous-prénte auxiliaire erv (résolu une fois que
ukt aéte calcug, selon le sobma g£quentiel), la @pendance de la fonction auxilaire (3.33) par rapport
av et la correction ligaire env (avec le “pas’p*) conduita

. (1
min (5 lvll? + <,0kJ,;(uk+l, VM) — ok, v)) )

La résolution explicite de ce praline conduit bier la formule (3.32) si 'on note qug (v¥) est bien
évallea J/ (uk+t, vk) d'apres (3.31).

3.8.4 Corrigé de I'Exercice 3.16

Compte tenu des valeurs prises ici fiarg et A (voir (3.38)), I'inequation variationnelle (3.37b) donne
ici, avecl = ukt1, v = Uk, g = p¥, exactement (3.44), ce qui correspond au grotd (3.39a). On doit
ensuite consigrer 'inéquation variationnelle (3.37¢c) av@e= v = ukt! en raison du s@ma £quentiel
adopg, etp = p“t1, q = pX; ceci conduitx

1 1
Vp c C*, <__pk+1 + 8(@(Uk+l) + (I(uk+l)) + _pk , p _ pk+l> < 0 ,
o o
ce quiéquivauta (3.39b), compte tenu du fait que= ae.
3.8.5 Corrigé de I'Exercice 3.21
La projectionp® calcuke par (3.47) est card@gtsee par I'irequation variationnelle
vpeCt, (p*+p@ + () —p*,p—p) <0,
ce gui est exactement l'agalie de gauche du point selle.
3.8.6 Corrigé de I'Exercice 3.22

On a, pour toutz € C,

(x — projc x , z— projc x) < 0,
(y —projc y,z—projc y) < 0.
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On posez = proj: y dans la prendire irequation ez = projc x dans la seconde et on additionne les
inéquations ainsi obtenues, ce qui donne

|projc y — projc x| < {y — x , projc y — projc X) ,

d’ou I'on déduit facilement (3.48).

3.8.7 Corrigé de I'Exercice 3.25

L'application de (3.37) avec le choix (3.51) de la fonction auxiligiret aveaw = uk, q = p¥, 0 = uk*?,
P = pktl, avec
=L, pH =T+ (O'W9) - p,
ou * désigne I'oerateur adjoint, et avec
s =L, pYy=eu",
donne lieu aux iaquations variationnelles suivantes

YU € Uad’ <K/(uk+l) + 8J/(uk) _ K/(uk) Ju— uk+l>
+(P QUM - (U= U+ (P (@' (U — (W) - (u - Ut
+e(Jw — I + (p, Tw) — TUH)) = 0, (3.84a)

VpeC* (Quh — Q) +e(@W") +TU), p—ph <o0. (3.84b)

Ces irequations variationnelles sont exactement les conditions d’optéhliprobéme (3.52).

3.8.8 Corrigé de I'Exercice 3.30

La fonction de Lyapounov (3.59) est une forme quadratique construite sur la matriézateyrs

1/3 T*

2 (T 2TJ1T*) '
Une condition @cessaire et suffisante pour que cette forme quadratique soit fortement convexe est que
les “mineurs principaux”, c’esi-direJ et 2ZTJ~1T* — TI~1T* = TJ~1T*, soient fortement convexes,
ce qui est garanti par I'nypoéise (H1) sud et I'hypothese de surjectivit (H2) surT. Les deux premiers
termes de (3.59) correspondent au Lagrangien du @nabloriginal. Quant au dernier terme, destin

“convexifier” le Lagrangien, il peut s’interpter de la fagon suivante. Pour le calculgep) (voir (2.4)),
il faut minimiser le Lagrangien em a p donre : on trouve ici

1
U(p) = -3 (T*p+j) et y(p= -5 (p, TI7IT*p) + termes lirgaires et constants.

A ces termes [@s (qui ne sont pas essentiels danséfnition d’'une fonction de Lyapounov), on peut
consicerer que (3.59) edtgalea L (u, p) — 2y (p). Cette expression egtudiee dans un cadre plus
géréral (non ®cessairement quadratique) dans [7, Conclusionfan montre qu'elle a en effet un
certain nombre de prof@tes ineressantes qui la qualifient comme une “bonne” fonction de Lyapounov.

3.8.9 Corrigé de I'Exercice 3.32

Sib est la constante de forte monotonigglors(u , Ku) > b ||u||?, et siA est la constante de Lipschitz
deJ, alors(u,Ju) < Alul|?, d'ou il doit &tre clair que I'on peut garantir que I'6pateur (3.58a) est
fortement monotone si (3.15) esnfiée.
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3.8.10 Corrigé de I'Exercice 3.35

On reparta nouveau de (3.37) avécdonre par (3.61) et dcompoé selon (3.63)A donre par (3.64),
et en se placant au pasde I'algorithme. On ne doit pas perdre de vue que légjirations variation-
nelles (3.37b)—(3.37c) doivent maintenatreécrites deux fois : une fois pour le cougle p), les vari-
ables(w, u) étant alors fikesa leurs valeurs courantasl’indice k), et une fois pour le coupléew, 1),
les varaiblequ, p) étant alors fikesa leurs valeurs couranteésl’indice k + 1 (en raison du s@&ma
séquentiel adoj). Ceci donne successivement :

vue U (K'uh — K/ + /U9, u— u )46 (1f, (@'W9) — (1/6)Q'WY)) - (u— u*Hh)

+ 2 (IW = U + (P, T - T + /e (@MW) - WD) 2 0,

e(w* + T + /o)) =0,
puis

wk+l k

w
T+8(pk+l—uk) =0,

————— +e(OUTH — (/o)) —w*) =0.

Ces conditions sont directement intérfables en termes de (3.65) moyennant &fmdions dep; et ps.

3.8.11 Corrigé de I'Exercice 3.37

Le déplacement du terme (u , w) de £ vers£ n'affecte que les deux degreséquations ci-dessusio
il faut remplacer le dernier termeX, respectivement®, par w***, respectivement***. Ceci conduita
des formules implicites dont l&solution néne aux formules (2.22¢)—(2.22a)condition d’adapter les
notations (remplacegX, p*) par(p1, p2) ety 6 (u‘j‘“) par® (U<t — (1/6)Q (ukthy).

3.8.12 Corrige de I'Exercice 3.49

En appliquant 86, = a®(U) + (1 — «)O(v) etad, = O(au + (1 — a)v), on a, du fait de (3.78) et
(3.79) :

$oO(au+ (1—a)v) < g(a®U) + (1 — a)O(v)
<apoBU)+(1-a)poB@),

cette derrére iregali€ du fait de la convexétdeg. Ceciétablit le Esultat souhait

3.8.13 Corrigé de I'Exercice 3.50

On fait le produit de dual@ du premier membre de (3.78) avecDu fait de (3.80), ce produit est non
négatif, ce quitablit le ésultat @sieé.
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3.8.14 Corrigé de I'Exercice 3.51

On a les deux iagaliés :Yu € U294 Vp e C*,

L(us, p) < L(us py) < L(u.py, (3.85)
a b
LUz p) < LUz, p2) < L(u, p2). (3.86)
—— ——
a b
Alors,
L(uz, p1) < L(Uz, p2) d'apres (3.86a),
< L(ug, p2) d’apres (3.86b),
< L(uy, p1) d’apres (3.85a),
< L(uz, pp) d’apres (3.85b),

d’ou I'on déduit I'égali© des quatre valeuts(u;, p;),i = 1,2, j = 1, 2. Alors,Vu € U, Vp € C*,

L(uz, p) < L(uz, p1) d’'apres (3.86a) eL (uz, p1) = L(uz, p2) ,
< L(u, pp) d'apres (3.85b) et (uz, p1) = L(ug, py) ,

ce gqui montre quéu,, p1) est un point selle.

3.8.15 Corrigé de I'Exercice 3.52
Avec l'inégalieé de gauche de (3.82id'on choisit p = 0 dans le membre gauche, oadiiit que

(p*,0WUH)=0.

Mais on va montrer qué® (u*) € —C, et commep* € C par hypotlese, l'iregali# inverse est aussi
vraie, et donc
(p*,®U"H)=0. (3.87)

Le fait que®(u¥) € —C se cemontre de la fagon suivante : si ce n'est pas vrai, alors en vertu de la
décomposition orthogonale illugte par la Figure 3.2, prgj@ (u”) # 0. On peut alors choisip =
aprojc ®(u*), ol o est un scalaire positif, dans le membre le pugauche de (3.82), et, en laissant
tendrex vers+oo, on obtient une contradiction. Donc pgdp (u®) = 0, ce quiequivauta ® (u¥) € —C
(et doncu® est admissible pour le praiahe (3.76)).

On va maintenant exploiter I'ggali€ de droite de (3.82)A cause de (3.87), cettedgalie secrit

vue U™ Juh) < Jw) +(p*, 0W) .

En particulier, puisque*® € C, si®(u) € —C, le dernier terme est non positif, et on a donc mewfne
J(u®) < J(u) pour toutu satisfaisant les contraintes du préive (3.76), et dong?, qui est admissible,
est en fait optimal.
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Chapitre 4

Regularisation et Lagrangien augmeng

4.1 Lien entre Lagrangien augmené et regularisation

4.1.1 Non convexié et convexié plus ou moins forte

Comme on I'a vu aux Chapitres 2 et 3, I'utilisation de &cdmposition par les prix repose sur I'existence
d’un point selle du Lagrangien du préphe d’optimisation sous contrainte (3.36). Un saut de dualit
rend donc I'utilisation de cette @hode impossible. Comme on I'a al'Exercice 2.29, le saut de dudlit
s’accompagne, de plus, de la non difintiabilie de la fonction dualegy définie par (2.4) au pointwo
elle atteint son maximum. Or l'algorithme d’Uzawa s’intérfr comme un algorithme de gradient ou de
sous-gradient (projé} pour maximiser cette fonctiof.

La difféerentiabilie de la fonction dualg est garantie lorsque la fonctionittgprimaleJ eststricte-
mentconvexe. Mais le Teoeme 3.6 a moné qu’un algorithme de gradient par exemple, pétre
garanti de converger avec des pas fixes, ou en tout cas ne tendant pas &eesfifeaque le gradient soit
Lipschitzien. Le Lemme 3.18 a moétgue la fonctiony a une @rivée Lipschitzienne dans le cas [a
fonction cait primaleJ estfortementconvexe. C'est cette hypathe qui &té requise au Téneme 3.20
(voir (H3)) pour montrer la convergence de I'Algorithme 3.15 dont Uzawa est un cas particulier.

Ainsi, bien qu’'on puisse garantir I'existence d’'un point selle du Lagrangien dans le cas d'un
probleme de minimisation sous contrairsienplement conveXenoyennant quelques autres hypgehs
technigues — voir Annexe, 83.7), les algorithmésessitent, quarit eux, une hypotse ddorte con-
vexie. L'Exercice 2.30 a moné que I'absence de forte convexite permet pas d’esper la convergence
d’algorithmes du type Uzawa en ce qui concerne plus paricrient les variables primaleséme si
on parvenait faire converger les variables duales vers leur valeur optimale par uregiratiagie
concernant le choix des pas de 'algorithme d’'Uzawa (pas éeie slivergente” — voir Annexe, §2.3).

4.1.2 Lagrangien augmeng

La technique du Lagrangien augmerfaussi appéke “multiplier method” en Anglais) &t intro-
duite pour surmonter les sauts de d@algurvenant dans le cas non convexe (voir [3]) : une in-
terpiétation gonetrique va nous permettre de comprendre comment. Nous allons pour cela reprendre
I'Exercice 2.29.

On avu gqu'un saut de dudisurvient lorsque la fonction “perturbation” (cas de contraiatesi€)

@©) = {minJ(u) | ue U et B(u) =6} (4.1)

ne cancide pas el = 0 avec son enveloppe convexe. Comme I'a mtarcemarche de I'exercice, le
fait que I'enveloppe convexe dejoue un ble provient du fait que le Lagrangiehu) + (p, ©(u)) est
interpete comme I'ordonéea I'origine d’un hyperplan de coefficient directedip dans I'espac€ x R

89
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Figure 4.1: Graphe de et enveloppe de paraboles concaves

passant par le poir(@(u), J (u)). Minimiser le Lagrangien, c’est-dire calculer la fonction duale(p),
c’est rechercher I'ordor@ea 'origine de I'hyperplan de “pente™ p s'appuyant sur Epigraphe de.
Toutes ces intergtations @onétriques sont illusées par la Figure 2.4.

Dans cette optique, I'iee du Lagrangien augméntonsiste, pour “ausculter"dpigraphe dep, a
remplacer les “objets plats” que sont les hyperplans par des objets concaves, et suffisamment “poin-
tus” pour venir se loger dans les “trougVentuels de &pigraphe. Ainsi, si on remplace le Lagrangien
ordinaire (3.81) par le Lagrangien augm&nt

Le(u, P = JW) + (P, OW) + 2 [OWF . (4.2)

ou ¢ est un nombre positif, cela revient, selon le point de vue de la question 2 de I'exaroézeplacer
I'hyperplan déquationy = — (p, Xx) + a par le parabolie concave

C
y=—<p,x>—5||x||2+a,

qui est d’autant plus “pointu” queest grand.

Il est facile de constater que toutes les questions de I'Exercice 2.29 péivemeprises avec ce
nouveléléement d’appua la place de I'hyperplan prédent.

La Figure 4.1 illustre ce qui va se passer dans cette nouvelle situatiorestsassez grand, la famille
de paraboles d’appui indég par leur “penta I'origine” — p va parvenira “suivre” I'épigraphe de, y
compris dans sa partie concave. Ainsi, si I'enveloppe de cette famille de paraboles d’appigiecen 0
avecyp(0), on aura surmoktle saut de duaktet on aura&ali la condition de point selle

maxmin L¢(u, p) = minmaxL.(u, p) .
p u u op

Par contre, st n'est pas assez grand pour les conévide |epigraphe de, la Figure 4.2 montre
que le saut de duaditsubsiste (mais est attie par rappora ce qu'il serait avec le Lagrangien ordinaire).

En fait, pour certains probimes, il sera impossible deduire le saut de duadti O avec cette tech-
nigue néme pouic arbitrairement grand.
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oy 0
saut de dualité

Figure 4.2: Le saut de dudisubsiste i n'est pas assez grand (mais il est plus petit que pesi0)

Figure 4.3: Cas de probines en variables eaties ou mixtes
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——

Figure 4.4: [Ecroissance plus rapide que quadratique et effet de la “localisation”

e Il y ad'abord les prol#mes en variables eaties ou mixtes pour lesquels des discontasidey
ne sont pas exclues (changement brutal de la solutiogrentiour une faible variation de la per-
turbation®), ce qui peut conduira la situation illustee par la Figure 4.3 : aucune “parabole” ne
peut “combler le trou” causpar une discontintverticale au voisinage du poifit= 0.

Ceci dit, on observera quea@me dans ces cas, le saut de daaliéra moindre avec le Lagrangien
augmené qu’avec le Lagrangien ordinaite.

e lly aensuite le cas des pralshes @ ¢ peut tendre vers-oo plus vite qu’une fonction quadratique
de la perturbatio. Alors, aucune “parabole” ne peut rester érgment sous le graphe ge
comme l'illustre la Figure 4.4.

Mais cette figure illustre aussi le fait que si on limite la plage de variation des variables primales (en
remplagant) 29 parU 2Ny uP), ot V(u®) désigne un voisinage convexe fegm'une estimation®

de la solutionu®), ce qui aura pour effet de limiter aussi la plage atteignable pporemplacant

¢(0) par la valeur-oo en dehors de cette plage atteignatddors les “branches infinies” du graphe
deg sont “redresses” vers le haut, et le pralthe d’une écroissance plus rapide que quadratique
dispariét.

C’est pourquoi, dans la #orie du Lagrangien augménpour le casion convexévoir [3]), on ne
prétend retrouver qu’un point selle “local” poarassez grand : le mot “local” doétre compris
au sens ci-dessus, c'esstdire celui d'une limitation des variables primaksin voisinage de la
solution.

Le fait de retrouver un point selle,&me seulement local, esvidemment un pro@s cecisif pour
appliquer une rathode dualé un probéme d’optimisation sous contrainte non convexe. Ma&m®
dans le cas convexe, l'utilisation du Lagrangien aug@est un tés grand pas en avant.

1L a “relaxation lagrangienne” est une techniqusstépandue pour approcher la solution de peofits en variables eates
ou mixtes, en particulier parce qu’elle conduit souv@nme @composition de la minimisation primale. Beaucoup d’auteurs
dans la literature, s'ils n’ignorent pas que le Lagrangien augéest peferable du point de vue de léduction du saut de
dualitt — facilitant d’autant la “fabricatior la main” d’'une solution admissibk partir de la solution obtenue par relax-
ation lagrangienne —, pensent que le recaucette technique est interdit par la&épccupation de pserver la possibiit de
decomposition, parce qu'ils @connaissent en fait le contenu de ce qui va suivre dans ce chapitre.

2400 est la valeur optimale du &b pour un prot#me de minimisation sous contrainte dont 'ensemble des solutions
admissibles est vide.
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e On va pouvoir esoudre la difficud de convergence des variables primales reneest
I'Exercice 2.30 lorsque la fonction @b n’est ni fortement, ni @me strictement convexe, mais
seulement convexe. Ceci tieaitla proprete de “stabilie enu” du Lagrangien augmeat cgja
évoglee au Commentaire 2.4-c.

e Par ailleurs, me dans le cas fortement convexe, tous les essaiériguas confirment la plus
grande rapid# de convergence des algorithmes par dealilisant le Lagrangien augmémluot
gue le Lagrangien ordinaire.

Les deux points ci-dessus ont une explication commune. Ele donrée par Rockafellar dans le
cas convexe : on montre que la fonction duale

Ve(p) = Min Le(u. p) . (4.3)

analogue de la fonctiogr introduite dans (2.4), mais iaipartir du Lagrangien augménest peci€ment
relieea par unerégularisation de Yosida-Morea®n va voir que cettedgularisation transforme une
fonction concavel non recessairement défentiable en une autre fonction concake différentiable,
de gradient Lipschitzien, et admettant |@me maximum (du point de vue de la valeur de la fonction
et du point de vue des argumemtsréalisant le maximum).

Remarque 4.1. On a parfois tendanc& voir le Lagrangien augmentomme le ralange d'une tech-
nique de dualé (Lagrangien ordinaire) et dépalisation, le terme supgphentairgc/2) ||© (u)||? jouant
ce Ble. Si cette intergtationétait la bonne, Bquivalent du Lagrangien augmérgour le cas de con-
traintes iregali€ devrait amened remplacer, dans le cas d’'une contraistalaire®(u) < 0, le terme
quadratique par

g(max(o, @(u)))2 ,

et dans le casaeéral ©(u) € —C), par
c :
5 [proic. o[

car d’'apes la &composition orthogonale illuge par la Figure 3.2 (et pdtavec les dnes opposs), ce
terme constitue bien uneépalisation de la contrainte.
Or, les formules ci-dessus ne permettent pas de retrouver un Lagrangien aigtable el pour le
cas de contraintes @égalig, et en fait ne permettent pas dégerver l'interpetation de la&gularisation
dey en.. L'exercice ci-dessous indique une fagcon de retrouver les bonnes formules qui seront ex-
plicitées plus loin.

Exercice 4.2. Dans le cas de contraintegali€e pour le prok#me (3.36) (c’esi-dire avedC # {0}),

on peut se ramener au cagalié en introduisant une “variable &art”¢ € —C suppEmentaire (par

rapporta laquelle il faudra aussi minimiser) et en transformant la contrainégaliié : ® (u) — & = 0.
Former le Lagrangien augméntorrespondarit ce nouveau probine avec contrainggalie. Mon-

trer que la minimisation ed € —C de cette expression pegtrre effectée par des formules analytiques

qui fournissent alors I'expression, negkendant plus que dg qui est la “bonne” expression du Lagrang-

ien augmer# dans le cas &gali€. On pourra, si on le souhaite, commencer par le cas d’une contrainte

scalaire.

4.1.3 Regularisation de Yosida-Moreau

Bien que nous nous en servirons pipour des fonctions concaves, aevdloppe ici le cas convexe.
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Définition 4.3. Larégularie de Yosida-Moreadiune fonction convexd : U — R est la fonction
Je(u) = inf ! lu—vl?+ J(v) (4.4)
¢ o vell \ 2C v v ’ '

ou c est un scalaire positif.
Le lemme suivant est facik cemontrer.

Lemme 4.4. La fonction { est convexe et défentiable. De plus, oJu) < J(u) pour tout u dandl,
mais les deux fonctions twident sur

argggiln\](u) = argggliln\]c(u) . (4.5)

Exercice 4.5. Donner une dmonstration de ce lemme.

Exercice 4.6. Calculer explicitement la transfoée de Yosida-Moreau dé : R — R ou J(u) = |ul.
Tracer le graphe.

Remarque 4.7. Le fait peutétre le plus surprenant est qug bien que calcié@e comme I'enveloppe
inferieure d'une famille de fonctions convexes, est malgout convexe. Ceci pedtre deduit d’'un
résultat plus gréral qui affirme que si une fonctiofi(x, y) estconjointementonvexe enx, y), alors
la fonction “marginale’g(x) = infy f (X, y) est convexe eRr.

Exercice 4.8. Donner une dmonstration de I'affirmation ci-dessus.

Remarque 4.9. Il faut insister sur le fait que la formule (4.4) et le Lemme 4.4 sembdn&s pour des
minimisations dansout I'espacell. Si on vise pludt a resoudre un probime de minimisation dé sur

un sous-ensemble convexe fé&rid?2?, alors il faut remplaced par J + Zyas 0l Zae €st la fonction
indicatrice deJ valant 0 siu € U2 et 400 sinon. La @finition (4.4) de laggularige devient

Je(U) = Uiﬂad <2_1c lu—vl?+ J(v)> ; (4.6)

alors que (4.5) doiétre remplagee par

arg min J(u) = arg minJ.(u) . 4.7)
ueuad uell

Autrement dit, le calcul de laégularisation s'opre surU?29 mais la minimisation de la fonction
regularig€e peut avoir lieu sur tout I'espace (alors dgisclema inverse ne marche pas !

On va montrer que laégulari€e est non seulement difentiable, mais de&alivée Lipschitzienne.
On a donc la possibiit de remplacer la minimisation d’'une fonction convéxentuellement non
differentiable par celle d’une fonction de gradient Lipschitzien, ce qudddemment plus favorable
sur le plan algorithmique. Malheureusement, &négal, le calcul (4.4) ou (4.6) de l&gulari€e est
pratiguement aussi compligugue la ésolution du prolime de minimisation original. On va cepen-
dant voir que I'icee est exploitable dans le cas de la fonction congadé&finie par (2.4), non pas que
cette fonction et saégulari€e soient facilea calculer directement, mais cela reviendreemplacer le
Lagrangien ordinaire dans (2.4) par le Lagrangien augeent
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4.2 Un point de vue sur la egularisation

4.2.1 Brefrappel sur la transformée de Fenchel(-Legendre) et sur I'inf-convolution

Sur les sujets de ce paragraphe, on pourra consulter [24] pour plégadis d

Définition 4.10. Pour une fonction : U — R, la transfornée de Fenchelnotte J* : U* — R, est
définie par
J*(v) = sup((v,u) — J(u). (4.8)
uel

Comme enveloppe sépeure d’'une famille de fonctions affines enla transfornée de Fenchel est
convexe et s.c.i. De plus, diest convexe s.c.i., alo(gd*)* = J.

Il'y a un autre point de vue sur la transf@mde Fenchel si on s’ietesse aux &tivees, ou plus
géréralement au sous-difentiel. Supposank convexe et sous-défentiable, si le sup est atteint en un
pointT(v) dans (4.8), alors

v e dI(Uw) .

(condition de stationnaétdu probéme), et dondi(v) € (3J)~(v) (inverse ensembliste). Par ailleurs,
la dérivee partielle de I'expressic@maximiser dans (4.8) par rappart, évallee enti(v), constitue un
sous-gradient dé*. Ce calcul redonne pcigementli(v), et doncli(v) € dJ*(v). On peut montrer avec
rigueur que

03" = (33)". (4.9)

La transfornge de Fenchel, au niveau des sousédiffitiels, n’est donc rien d’autre que l'inversion.
La regularige (4.4) eéte en fait dfinie a partir d'une opration de poée plus @rérale introduite

ci-apres.

Définition 4.11. L inf-convolutionde deux fonctions et K deU dansR est la fonction

(J o Ky =inf(JU—v) + K@) (4.10)

Pour la néme raison que celle invogaa la Remarque 4.7, cette fonction est convexe lorshjaé
K le sont.

Exercice 4.12. Démontrer que la transfoi@e de Fenchel d'une inf-convolution est la somme des trans-
formées de Fenchel (ou si I'on &fere, la transfori@e de Fenchel convertit les inf-convolutions en
sommes3).

Lemme 4.13.Si J et K sont deux fonctions convexes s.c.i. et solratitiables, et éi
domJ* NnintdomK* # & , (4.11)

alors
I oK) = (@D T+ @K DT (4.12)

autrement dit, I'inf-convolutioné&alise, au niveau des sous-8iintiels, lamoyenne harmonique

3Ce resultat esi rapprocher du fait analogue que la transfeerde Fourier transforme les convolutions en produits.
4D’une manére grérale, dom) désigne le domaine d&, c'esta-dire 'ensemble des tels que dond (u) < +oo.
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Opérateur DD  Opérateur inverse

Lipschitz

¢\

Y

VAN

Figure 4.5: Graphe d’'implications des prdggis d’'un o@rateur et son inverse

Démonstration.La démonstration praade d’un “aller-retour” avec la transfofa de Fenchel. En effet,
(33 0 K) = 9((3 0 K)¥)
d’'apres (4.9),
=9(J* + K"
d’apres I'Exercice 4.12,
=9(J*) 4+ 9(K™)

gracea I'hypothese technique (4.11) qui assure que le sougwdifitiel de la somme esgala la somme
des sous-diffrentiels,

=01+ BK)?

encore d’apés (4.9). Il suffit de reprendre les inverses (ou les transfestle Fenchel en ce qui concer-
nent les fonctions elles-émes) pour trouver (4.12). O

Remarque 4.14. Sachant que dod* > imdJ, on peut remplacer I'hypoése (4.11) par I'hypottse
(a priori plus forte)
imaJNintimoK # & . (4.13)

4.2.2 Transmission de proprétés par I'inf-convolution

Le Lemme 4.13 a des copguences &s ineressantes en ce qui concerne les diverses ptepipasses
en revue dans les annexes du Chapitre 3 (Lipschitz, Dunn, forte monotonie). La Figuesuhterles
implications entre propgites des oprateurs et de leurs inverses. Pouegdlr la figure, on n'a pas fait
mention des diverses constantes, mais on rappelle que

e siaetD sont les constantes de forte monotonie et de Dunn d’@mateur,D~* eta=! sont les
constantes correspondantes pour&ggieur inverse ;
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e si D estla constante de Dunn, c’est aussi la constante de Lipschitz ;

e sia est la constante de forte monotonie efgst la constante de Lipschita?/a est la constante
de Dunn (estirge) ;

e dans le cas syatrique, la constante de Lipschitz est aussi la constante de Dunn.
A ces consiérations, il faut ajouter les remarquegdentes que

e Si un oferateur® est fortement monotone de constaatet si ¥ est simplement monotone, la
somme® + ¥ est fortement monotone de constaate eévidemment, s est aussi fortement
monotone de constanke alors la somme est fortement monotone de constanid ;

e pour garantir queb + W est Lipschitzien, il faut qu&® et ¥ soienttous les deuxipschitziens ;
une estimation de la constante de Lipschitz de la somme est la somme des constantes de Lipschitz.

Lemme 4.15. On consi@re deux fonctions convexes s.c.i. sousifftiables J et K d& dansR et on
suppose l'une des hypatbeg4.11)ou (4.13)satisfaite.

1. Si K est diffrentiable et de @rivee Lipschitzienne de constante B, alorscJ K est aussi
differentiable et de @rivée Lipschitzienne avec laéme constante.

2. Si de plus J est défentiable de érivée Lipschitzienne de constante A, alors la constante de
Lipschitz de(J o K)' est estidea (A1 + B~1)~L.

3. Si JetK sont toutes les deux fortement convexes de constantes respectives a et b paloesst]
fortement convexe de constaée?® + b~1)~1.

Démonstration.

1. D’aprs I'hypottese et les consitations pecedentes(K’)~! est fortement monotone de cons-
tanteB~*, et doncegalementd J)~* + (K’)~*, ce quiimplique qug(9J) !+ (K/)—l)_l verifie la
propriéte de Dunn avec la constarBe mais comme |'oprateur est sy@trique, il est Lipschitzien
avec la néme constante. Enfin, le Lemme 4.13 permet de conclure.

2. On reprend la&@monstration ci-dessus avec I'hypese sup@mentaire sud’.

3. D’apres I'hypotlese,dJ et 9K sont fortement monotones de constantes respedcietd, donc
(0J)~* et (9K)~* verifient la propréte de Dunn avec les constantes respectivéset b—2, et
elles sont Lipschitziennes avec leg&mes constantes. On poursuit comme ci-dessus en faisant la
somme et en reprenant l'inverse. O

4.2.3 Zero d'un opérateur et inf-convolution
Définition 4.16. On appellezéro d’un opérateurd (deU dansl(*) tout pointu® tel que Oc W (U%).
En fait, ce qu’on appelle donc um c’est plubt toutélement de 'image deéro pary 1.

Exercice 4.17.Supposons qu& est de la formeb + 7.« ol ® est monotone et)3 est un sous-
ensemble convexe fegdeU. Montrer que les&ros del sont les solutions de I'iequation variation-
nelle

W eU® Ired): vueU™ (r,u—u?)>0.
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Lemme 4.18. On consi@re deux fonctions convexes s.c.i. sourdfitiables J et K d&l dansR et on
suppose I'une des hypatbeg4.11)ou (4.13) satisfaite. Les&os dedJ sont les rames que leseros
ded(J o K) si et seulement $iK (0) = {0}.

Démonstration.Un zérou* ded(J o K) est tel que
U e (33 0 K)H0) = 03)X(0) + (3K)X0) .

Pour que le dernier terme ne provoque aucune translation ni aucune dilatation de I'autre terme auquel il
est ajoud, il faut et il suffit qu’il se eduisea {0}, ce qui eseéquivalenta la conditiorenoné&e. O

4.2.4 Apport de la regularisation de Yosida-Moreau

Comme on l'avu, laggularisation (4.4) est un cas particulier d’'inf-convolution entre une fondtierria
fonction (1/2c) ||-||. Cette derriére fonction a toutes les proptés requises (diérentiablilié et derivee
Lipschitzienne, forte convext cerivee nulle en 0, dorK’ = U). De ces observations, et de tout ce qui
préxde, on tire le tholeme suivant.

Theoreme 4.109.

1. La transfornée de Yosida-Moreau. H’une fonction J convexe, s.c.i. et souséaihtiable est
differentiable et de &rivée Lipschitzienne de constante au mdigalea 1/c (eta A/(1+ cA) si
J a une @rivée Lipschitzienne de constante A).

2. Si J estfortement convexe de constante a, aloestlhussi fortement convexe de constarité &
ca).

3. Le minimum de Jest atteint aux @mes points que le minimum de J sur

Ce theome, qui renforce le Lemme 4.4, est un simple corollaire de tout ce gaige dans cette
section.

Remarque 4.20.La premere partie de Bnon@ du point 1 du Thoeme 4.19 (relatifa la constante
1/c de J)) est valable rame si la égularisation a lieu sug?2? (ce qui revient, comme on I'agja vu,a
remplacerd parJ + Zad). Mais la deux¢éme partie de €énoné@ 1 (avec la constant#®/(1 + cA)) n'est
valide que si laggularisation a lieu suil carévidemment] + Za N’a pas une @rivée Lipschitzienne.

Exercice 4.21.Recemontrer ce thoeme en se servant seulement dedfirdtion de la egulari€e et des
inégali€s definissant les propktes invoq@es dans le #toeme.

Remarque 4.22.Insistons sur le fait que si le prashe est de minimisel sur un sous-ensemble con-
vexe ferngé U2 et non pas sur tou, alors il faut appliquer la #oriea J + Z,=c. Il en résulte que la
régularige se calcule sw ¥ comme indigé a la Remarque 4.9 (voir (4.6)). Par contre, comme ingliqu
par (4.7), on peut alors chercher le minimum3eur toutU, et non pas seulement duf® (méme sile
theo®me implique que ce minimum sera finalement atteintisig.

Le mot de “Egularisation” est gja justifié par le fait quel. est differentiable et de &t ivee Lips-
chitzienne néme siJ n’est que sous-diffrentiable. Mais on va voir que I'alioration concerne aussi
ce gu’on peut appeler le “conditionnement” delans le caswcelui-ci peutre cfini.

Définition 4.23. On appelleconditionnement’'une fonctionJ, fortement convexe de constarag et
differentiable de &rivée Lipschitzienne de constame le ratio A/a.
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Cette dfinition se justifie par lesisultats sur la vitesse de convergence d’algorithmes appartenant
la famille de I'Algorithme 3.3 (dont I'algorithme du gradientgsultatsenonés au Téoeme 3.11. On
a vu que le taux optimal de la convergenc&dite en moyennetait d'autant meilleur que le condition-
nement (toujours sugieur ouégala 1) était proche de 1.

Géonetriguement, les “ensembles de niveau” de la foncligansembles du du tyde | J(u) < «})
ressemblent plus ou moirsdes ellipstes, et ces ellipgdes ont une excentriétplus ou moins forte
en fonction du conditionnement, le cagaétant constité par les fonctions du type ||-||? dont les
ensembles de niveau sont “gplyues” et dont le conditionnement vaut 1.

Lemme 4.24. Lorsque le conditionnement de J eéffidi, le conditionnement de l&gulari€e J est
meilleur que celui de J. Ce conditionnement sidiore de fagcon monotone lorsque ¢ varie@& +oo :

il est inchang lorsque c tend ver@ et il tend vers le conditionnement&dl 1 lorsque c tend versg-oo.
Pour deux fonctions J ayant lagme constante de forte convéxitamélioration du conditionnement
pour une valeur fi&e de c est, en valeur relative, meilleure pour la fonction la moins bien condigonn
Ou bien,a conditionnemerégal, elle est meilleure pour la fonction avec la constante de forte coévexit
la meilleure (c’esta-dire la plus grande).

Démonstration.Notonsw = A/a le conditionnement de) et w; celui de J.. Des Esultats du
Théorme 4.19, on obtient

A/(1+cA 1+ca 1+ca
T a/l+ca  “1+cA “lican’
d’ou I'on déduit quew./w est infrieur ouégala 1 et est une fonctionégroissante de, dea et dew
avec les limites annoges pouc — 0 etc — +oo0. O

4.3 Retour sur les Lagrangiens augmergs

4.3.1 Une nouvelle éfinition du Lagrangien augmeng

Le 84.1.2 a dona une justification gonetrique de la formule (4.2) au moins dans le cas des contraintes
egalie. Cette justification@onétrique est illuse par la Figure 4.1. LExercice 4.2 a s@éggune facon
de trouver la bonne formule pour le cas des contraintegahié.

Nous allons aborder ici le pralne sous un angle totalement ditént, approchévoqiee apes la
formule (4.3).Evidemment, cette nouvelle approche ne fonctionne que dans le cas convexe, mais on a
déeja dit que néme dans ce cas un prébie de “stabilié enu” du Lagrangien ordinaire peut se poser,
probleme automatiquemeréglé par le Lagrangien augmeént

Essayons donc de calculer Egulari€e de Yosida-Moreau de la fonction dugladéfinie par (2.4).

Il faut bien gir dans ce cas adapter lafthition de la égulari€e au cas concave.

Avant d’entreprendre ce calcul, on doit souligner guééfinie par (2.4) doiétre maximige surC*
dans le cas de contraintegali€ : il faut donc consiérer, selon les Remarques 4.9 et 4.22 (voir en
particulier (4.6)) laegulari€e de la fonction

_ minL(u, p) sipeC*,
V(p) = ¥ (p) — Lc+(p) = { ueu™ _ (4.14)
—00 sinon.

Alors
_ e 1 2
Ye(p) = g;gg((W(Q) —5cllp—al )

- max(min L(u,q) — 1 Ip— q||2>

qeC* \ yeyad 2c
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d'apres (4.14)

o 1o a2
= min (J(u)+(2r;gg<(<q,®(u)> — 5 lp—al ))

ueuad

en utilisant I'expression dé et la possibilié de faire commuter les min et max dans le cas convexe-

concave.
La formule (4.3) se trouve donc juség si on adopte laadinition suivante du Lagrangien augment

Le(u, p) = J(W) + &(p, ©W)) , (4.15a)

avec 1
= ——lp—ql?) . 4.1
&e(p, 6) q@gg((q .0) = > llp—dll ) (4.15hb)

On peut facilement, au moins dans le cas des contra@galse ai C* = C*, vérifier que I'on retrouve
bien I'expression (4.2). Le lemme ci-dessous fournit d’autres expressions de la fapétitoduite par

(4.15b), de sesativées, ekEnonce certaines de ses prefas.

Lemme 4.25.

1. Lafonctiong. introduite par(4.15b)peut aussétre cefinie par
— mi _ Cin a2
£e(p.6) = min ((p.6 —£) + 2 16 —£1?) (4.150)

1
= 5 (lproic. (p+e)[* = 1pIP) - (4.15d)

2. Elle est diferentiable et

/ 1 H
&e)p(P.0) = - (proje- (p+¢o) — p) , (4.15e)
(&c)p(P, 8) = projc. (p + co) . (4.15f)

3. Elle est concave en p et convexelen

4. Elle est C-non €croissante en.

Démonstration.On pourra aussi consulter le corkige I'Exercice 4.2 qui donne d’autres indications sur
la demonstration ci-dessous.

1. Le probEme (4.15b) est un pralahe de maximisation sous la contraigte C* que I'on dualise
avec le multiplicateué € —C. Plus pécigment, on se convainc que (4.15b) egtivalent

— i 1 2
¢e(p,0) = qﬁ;gfélen_fc ((q 0) = 5cllP—al”— (g ,S)>

par le fait que I'inf vaut—oo siq ¢ C*. Par dualié (le probéme de maximisatioatant concave
SOus contrainte convexe et “quad”), on peut intervertir le max et I'inf dans I'expression ci-
dessus qui deviennent respectivement un, supet meme un mayce+) et un mine_c. Enfin, le
maxétant celui d’une fonction quadratique sans contraint@seud explicitement, ce qui conduit
finalement I'expression alternative (4.15c) de
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Par ailleurs, en partant par exemple de I'expression (4.15b¥éamnit celle-ci sous la forme

1
- 012 — 0 —qll® — || pll® 4.16
qrr;ggZC(llerc 1= lp+co—al*—Ilpl°), (4.16)

d’ou il résulte imnédiatement que le max est atteint pgér= proj.. (p + c#) et que la valeur
optimale estgalea (4.15d) en utilisant la&tomposition orthogonale de+ cd sur les énesC*
et —C illustrée par la Figure 3.2 (qui montre piiita decomposition analogue s@ret —C*).

2. La cerivée partielle erp de I'expression sous le max dans (4.16)&gdlea (g — p)/c et cette
quantie, évalleea l'unique arg maxy* qui aété calcué ci-dessus ('unicé montrant par ailleurs
la différentiabilie des; en p), conduita (4.15€) (selon urésultat souvent utilssdans ce cours).
On montre de la @me facon la formule (4.15f).

3. La fonction ¢ est concave enp comme enveloppe igfieure de fonctions affines ep
d’'apres (4.15c). Elle est convexe éncomme enveloppe sépeure de fonctions affines én
d'apres (4.15b).

4. Lafonction esC-non cecroissante e car sa @&rivée erp appartien C* d'apres (4.15f). O

Le point 4 du lemme permet de montrer dugest convexe-concave €n, p) (en utilisant notamment
le résultat de I'Exercice 3.49).

Remarque 4.26.Dans le ca® = R (doncC* = R™), on obtient I'expression suivante ge:

_1 2_ 2
cc(p,e)—i((maKO,erc@)) —p).

Se reporten ce sujet la Remarque 4.1.

4.3.2 Proprietés du Lagrangien augmeng

Lemme 4.27.

1. Le Lagrangien augmeat.. admet sur 39 x C* les némes points selle que L sutix C*.

2. Le Lagrangien augmeat_; est “stable en u”.

Démonstration.

1. Sion dsigne pafU* x P?) 'ensemble des points selle dleet par(UZ x P?) le méme ensemble
relatifa L. (on a vu que ces ensembles ont bien une forme “produit” — voir Exercice 3.51), alors

P* = arg maxy (p)
peC*
= arg maxyc(p)
peC*
d'aprés le point 3 du Teoeme 4.19 appligeia y et

= P?

c
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Par ailleurs,

UZ =arg min (maxL (u, p))

ueyad

ueuad \ peC* qeC*

= arg min (maxmax(L(u q) — i lp— q||2)>

= arg min <maxL(u q))

ueuad \ geC*

en prenant d’abord le max gnqui est atteint poup = q,
=U*".

2. SoitT € arg min,cyad Lc(u, p*) avecp? € PE. Ceci esquivalenta I'inégalié de droite du point
selle deL. pour le couple(T, p*). Il s'agit de montrer I'autre iagali€ du point selle, ce qui
prouvera enfin qué e U*.

Puisquep® € Pf = argmaxce- Yc(p) et puisquey. est diferentiable on aévidemment
YL(p*) = 0. On sait que du fait qué € arg min,.ya: Lc(u, p*), alors

(4.17)

oLe
Yi(ph) = - <

La dernére iregali€ prouve que la fonctiop — L(U, p) est stationnaire, donc maximale car
concave, ce qui prouve l'autreégali#é du point selle. O

Commentaires 4.28.

1. Onvoit, dans la derare partie de la@monstration, leGle fondamental jo& par la diferentiabilie
dey.. En effet, siy était seulement sous-difentiable, on pourrait seulement dire que

) € IYe(pY) |

0€ dye(p”) et

mais cela ne permettrait pas de conclure que

= 8|'C(u pY) .

Or la differentiabilie dey. provient de I'interpétation en terme degulari€e dey.

2. Onne peut pas dire que le Lagrangien augmeralise une “forte convexification” du Lagrangien
ordinaire. En effet, si &tait le cas, 'argmin en deL(-, p*), no U(p*), devraitétre unique. Or
on vient de voir que si le probine original n’a pas de solution unique, mais bien un ensethble
optimal, alorsL . “ne perd” aucune de ces solutions. Le “miracle” de laatdhtiabilie dey. ne
vient pas de l'unicié deti(p*) mais de celle de I'expression

it _1' H it o ni _nt
)P =2 projc. (P + cO(@(pH)) - p

(d’apres (4.15e)), dont on sait maintenant qu’elle est nulle pourGopit) d’apres (4.17).
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4.4 Algorithme

4.4.1 Obtention de l'algorithme
La demarche d’obtention d’un algorithme du pretvie auxilaire suit le séma habituel :

1. répartition de I'expression du Lagrangien augnédng entre une partie “additive eu’ (en sup-
posant la @composition (3.7)), née L., et une partie “non additive” mais défentiable, n@eL ;

2. choix d’'une fonction auxilaire et application des calculs du type (3.37), en n’oubliant pas, ici
encore, le traitemengésguentiel des variables primales et duales.

Du point de vue de ce qui va naturellement d8pssi J = J + J, alorsJ en fait bien éir partie. Par
contre, si® = ® + ¥, on ne profite pas imadiatement de la parti€ du fait qu’elle est compd@e avec
la fonction¢, (voir (4.15)) qui est non li@aire erv et qui ne peserve donc pas la structure additive. On
n'a donc pas un i@ét immédiata distinguer les partie® et <.

Cependant, si on appligue une technique degdiisation partiellea la fonctionz.(-, p) comme
dans (3.28), on pourra tout deeme profiter de la jgsence&ventuelle d’'un term@& additif.

Du point de vue du choix de la fonction auxiliaire, il n'y a pas de raison a priori de faire un choix
différent du choix (3.38). Les calculs (3.37), avec les adaptatieastes ci-dessus, conduisent finale-
menta l'algorithme suivant.

Algorithme 4.29. 1. Commencer aved® et p° ; poserk = 0.
2. ATt érationk + 1, résoudre
min (K@) + (/) = K/, u) + 3@ + 2 (o) (P, 0W) . ') - u+ (W) ;

ueyad
(4.18a)
soit ukt! une solution.

3. Calculer
P = P+ p (0P O W) | (4.18b)

ou p estégalaace.

4. Si|uktt —uk|| + || p*tt — p¥|| est “suffisamment petite”, stop ; sinon, retourner en 2 dvec
incrémené de 1.

Remarque 4.30. 1. On note, dans (4.18b), I'absence d’'une projectiorudu fait que la maximi-
sation est oprée sur tout*. Mais, avec (4.15e), cette formule seveloppe en

Pt = (1 — %) p“+ %projc* (P + coUh) . (4.18c)

Avec p = ¢, on retrouve exactement (3.39b).

2. Par ailleurs, avec la formule (4.15f), le ter(rqg)’g(pk, @(u")) intervenant dans (4.18a) égala
p*t/2 = proje. (p* + cOWY)) .

Ceci corresponad une sorte de pas de I'algorithme de rendigeur dep qui est effecté a partir
de pX et deu® (c’esta-dire avant quel“*! ne soit calcld). En quelque sorte, I'utilisation d’un
Lagrangien augmeatconduita une “double remisa jour” des prix, une fois avec la formule ci-
dessus qui utiliseX, une autre fois avec la formule (4.18c) qui utilise® (mais les deux fois
partir de p¥).
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4.4.2 Convergence

Terminons en donnant rapidement un apercu des conditions de conveegemiees dans [12]. Dans

cette Eference, la @Frsence d'un term@® n’a paséte étudiee explicitement : on le supposera donc nul

ici. Pour le reste, les hypotses et notations sont pratiguement leé&mas qu’'au Teoeme 3.20a

l'importante difference pes qud’hypothese(H3) sur la forte convexé de J n’est plus indispensable
Les conditions trou&es sur les paset p sont

b .
A+cr2’
0 < p < 2c (casC = {0}); 0 < p <c (casC # {0}). (4.19b)

(4.193a)

O<e<

Sous ces conditions, la suitg(u*, pX)} engendee par lalgorithme est boée et tout point
d’accumulation de cette suite (dans la topologie faible) est un point selle.

Commentaires 4.31.

1. On peut s’attendré une convergence forte g} sous I'hypotkese sup@mentaire de forte con-
vexite deJ.

2. Pour l'algorithme d'Uzawa pur appligua L. (c'est bien &ir un cas particulier de
I'’Algorithme 4.29), la borne sup (borne stricte) est@méme pour le cas &galié (C # 0).

3. En fait, on peut montrer que la plage de valeurs acceptables pour le ¢cayplest plus large que
celle cefinie par (4.19a)—(4.19b). On a

eme | ]o,m[ x ]o, <l+§)c]. (4.19¢)

B€[0,1]

4. Les conditions de convergendavilent un compromis dans le choix de On sait, d'apés le
Lemme 4.24, que plusest grand, plus laggulari€e . sera bien conditiorée, ce qui est favor-
able au choix de pgsgrands. C’est bien ce que confirme (4.19b). Pour I'algorithme d’'Uzawa pur
(qui ne conduit malheureusement @aks cecomposition, rame dans le cas deet ® additives),
on aura donc a priori igtéta choisirc arbitrairement grand.

Cependant, cette attitude ignore la diffiéuftlus ou moins grande de minimideg enu a p fixe,
c’esta-dire le conditionnement de ce prébie. Il esta craindre que ce conditionnement primal
se cbgrade lorsque augmente exagément au profit d’'un meilleur conditionnement du peshe
dual. Ce compromis esévéle par la considration simultage de (4.19a) et (4.19b) (ou celle
de (4.19¢)) é@s que la minimisation eu fait I'objet, comme la maximisation ep, d’itérations
explicites dans le cadre de I'Algorithme 4.29 (dont I'algorithme d’Arrow-Hurwicz ap@ligl
est un autre cas “ex@me”).

Ce compromis entre conditionnement primal et conditionnement dual dans le choia ét&
confirmé par toutes les expiences nu@riques (nombreuses !) conduigese jour.

4.5 Corrigé des exercices

4.5.1 Corrigé de I'Exercice 4.2

Le Lagrangien augme@atpour un prol#me avec contraintegali€ de la formed (u) — & = 0 s’écrit

Le(U. £, p) = J(u)+<|o,®<u)—s>+g||®<u)—s||2 .



CHAP. 4 : REGULARISATION ET LAGRANGIEN AUGMENTE 105

Cette forme quadratique éndoit &tre minimige par rappor cette variable sous la contraifte —C,
ce qui donne lied l'inéquation variationnelle :

Ve e —C, (c(E—OW) - p,&—£)>0 soit (OU)+p/c—E,6—&)<0.
La solution explicite fcrit _
& = proj_c (0w + p/c) .

Selon la @composition orthogonale illugte par la Figure 3.2, ou pliitla decomposition sur lesbmes
—CetC*,0ona

O(U) + p/c =& + proje- (O(U) + p/c) = B(U) — & = proje. (A (u) + p/c) — p/c.

En reportant cette expression dans le Lagrangigron obtient

Lo(u,E(u, p), p) = JW) + (p  Proje. (O (u) + E) - 2)

+ g Hprojc* (@(u) + g) — EpHZ
=Ju) + g “projc* (@(u) + F—;) H2 - 2_10 Ipll® .

C’est I'expression du Lagrangien augmepbur le cas des contrainteggali€, qui se spcialise au cas
égalie quandC = {0}, doncC* = C*, et proj.. devient I'identié.

4.5.2 Corrigé de I'Exercice 4.5

La fonction que I'on doit minimiser au second membre de (4.4) — notoffigdav) — est une fonction
differentiable eévidemment fortement convexe en Elle atteint donc son minimum anen un point
unigue (noton®(u) cet arg min). Par un #fioeme classique, lagdivee du esultat, c’est-dire deJ.(u),
est la érivée partielle def (u, v) enu, soit(u — v)/c, évalltee au point(u).

Par ailleurs,

e d'une part,J.(u) < J(u) pour toutu puisqued (u) = f(u, u) qui est forément suprieur ouégal
ainf, f(u, v) ; en particulier, in§ J.(u) < inf, J(U) ;

e d’autre part,f (u, v) > J(v) puisque le terméu — v||? /2c est non &gatif, donc inf, f(uv) =
infy Je(u) > inf, J(v).

De ces consigrations, on @duit que inf J.(u) = inf, J(v). Ensuite, il doitétre clair que si I'inf est
atteint pourJ en un certain point, il est atteint pour leémev et pouru = v en ce qui concerné. La
réciproque est tout ausavidente.

4.5.3 Corrigé de I'Exercice 4.6

On doit minimiser la fonction v — |v| + |lv — u||? /2c.

e Siv(u) > 0, alors en ce point la fonctiom— |v| a pour erivée 1 et donc # (ﬁ(u) — u)/c =0,
d’'olv(u) = u — ¢, mais la conditiorv(u) > 0 impose quel > ¢ ; alorsJ.(u) = |[u—c|+c¢c/2 =
u-—c/2.

e Siv(u) < 0, alors en ce point la fonctian— |v| a pour érivee—1 et donc—l+(ﬁ(u)—u)/c =0,
d’'olv(u) = u+c, mais la condition(u) < 0 impose quel < —c; alorsJ.(u) = |u+c|+c/2 =
—u—c/2.
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Figure 4.6: Graphe de |I&gulari€e de Yosida de la fonction “valeur absolue”
e Enfin, siv(u) = 0, le sous-diférentiel de la fonctiom — |v| en ce point est le segment], 1] et
il faut que(ﬁ(u) — u)/c € [—1, 1], c’esta-dire queu € [—c, c] ; alors, J.(u) = |lu||? /2c.

En resung,
—u—c/2 siu< —c;
Je(W) = {llul®/2c  si —c<u=<c;
u—c/2 siu>c.

Le graphe de cette fonction est repené sur la Figure 4.6. On notera la similitude avec la Figure 2.7.

4.5.4 Corrigé de I'Exercice 4.8

Pour deux valeurs dogesx; etx, et un nombrex € [0, 1], on a
glaxy + (L —a)Xp) = ir}]f flaxi+ A —-a)xz, y) = yln; flaxi+ A —a)xp, ay1 + (1 —a)y2) ,
1,Y2

car on ne perd ni ne gagne riaexprimery commewry; + (1—«)y,. Mais, gécea la convexié conjointe
def en(x,y),ona

glaxs + (L - a)xp) < Inf (af (X2, y2) + (L — @) f (X2, Y2))
=« i{/\f fxe, Y1) +(1—a) i{’)f f(x2, ¥2)
=ag(Xy) + (L —a)g(X2) .

455 Corrige de I'Exercice 4.12

Ona

(J o K)*(p) = sup((p,u) —inf(Iu—v) + K(v)))
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d’'apres (4.8) et (4.10),

= supsup( (p,u) — J(u—v) — K(v))

u v

du fait que—inf f = sup(— f),

= supsup({p. w+v) — Jw) — K(v))

w v

en changeant env + w,

=sup((p.w) — J(w)) +sup((p,v) — K())
= (J"+ K*)(p) .

4.5.6 Corrigé de I'Exercice 4.17

SiOe (@ + 0Zyae)(U?), il exister € ®(U*) N (— 8Zya¢)(U). Comme le domaine definition deZa
estU2d il faut d’abord queu® € U, Ensuite, par éfinition du sous-diférentiel d’une fonction convexe,

YU, Zyaa(u) — Lyaa(Uf) > (—r ,u—uf) .
CommeZaa(u) = +oo siu ¢ U9, cette iregali€ est non triviale seulementsic U2, et elle devient
vue U™ (r,u—u?)>0.

Cette iregali& est celle recherée en se souvenant que @ (u?).

4.5.7 Corrigé de I'Exercice 4.21

Consicerons deux valeurs, etu, et notons; etv; les valeurs correspondantes (uniquashominimum
est atteint dans (4.4). Pour un certaire 9 J(v1), respectivement, € 8J(v,), on a les igquations

(r1+ (v1—up/c,v2—v1) >0,
(ra+ (v2—Uuz)/C,v1—v2) >0,

d’ou, par addition,
(ri—r24 ((v1—up) — (12— Up))/C,v2— 1) >0, (4.20)

soit encore

(((up —v) — (Uz — v2))/C, U1 — Up) = (ry — r2, v1 — v2) + €| ((U — v1) — (U2 — Uz))/C”2 . (4.21)

On sait queJ/(u) = (u —’z?(u))/c. Par ailleurs, le premier terme au second membre dedahi€ (4.21)
est non igatif du fait de la monotonie d&]. Par congquent, (4.21) s'interpte comme l'iegali€ de
Dunn avec la constantg/d pour J.. En particulier,J; est Lipschitzien de constantgcl

Si de plusJ’ existe et est Lipschitzien de constarteet siU2? = U, alors les igquations ci-dessus
sont desequations, et en particuli€én; — vi)/c = r; = J'(v;) pouri = 1,2. Le premier terme au
second membre de (4.21) est miaguar(1/A) || J'(v1) — J'(v2) ||2 (propriete de Dunn del’) qui est
egala (1/A) || ((uy — vy) — (Uz — vy))/c|*. Alors, (4.21) seé&crit

(30(u1) — J(Uz) , ug — Ug) = ((1/A) + ) || Jun) — L(up)|)?



108 OPTIMISATION DES GRANDS SYSTEMES — GUY COHEN

d’ou la constante de Dunn et de Lipschiz(1 + cA).
Supposons maintenadil fortement monotone de constatéet U2 & nouveau un convexe feém
guelconque). Revenors(4.20) qui donne

2
(U —up,v2—v1) > (1+ca)llve—vel”,

d’ou I'on déduit que
vy — vall < (1/(1 + ca)) [luz — Uz (4.22)
(propriete de Lipschitz der — v(u)). Alors,
(Jiu1) — J(u2) , up — Up) = (1/€) ((Ug — v1) — (Uz — v2) , Uy — Up)
= (1/0) (Jluz — U2||® — (v1 — vz, Uy — Up))

> (1/0) (Ilug — Upll® — [lvx — vall lug — uz|l)
> (a/(1+ca)) lug — ull? ,

en utilisant (4.22).
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