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Chapitre 1

Introduction

1.1 Surles “Grands Sysémes”

1.1.1 Tentative de caractrisation

On peut parler dégrand syseme” ou encore désysteme complexetlans I'un des cas suivants :

e le syskme est écrit par ungrand nombre de variables et de contraintes qui entrine beau-
coup de calculs et/ou de stockage (la situation la plus typégaet celle a I'on doit utiliser la
programmation dynamigugour resoudre le proBime assoé)) ;

e le syseme global est fait de sous-systes interconnegs : il a donc unatructure spatiale com-
plexe(voir Figure 1.1), ce qui S"accompagne souvent d’une cerfa@téroereité ;

¢ le syseme met en jeu des phonenesaplusieurséchelles de tempsu changeant de facon brutale
au cours du temps : dans ce cas, c'edttacture temporellgui estcomplexgexemple : fuge
larguant segtages successifs — Figure 1.2) ;

e le syseme est commardsimulta@ment pamplusieurs @cideursagissant sur (voir Figure 1.3)
'ensemble du sysime ou sur des sysnes interconnegs avec

— des informations difrentes : en effet, la centralisation des informations peatimpossible
ou économiquement prohibitive pour des gyaes tesétendus §ographiquement),

— des objectifs concordants, ou bien dittnts, voire conflictuels.

1.1.2 Quelques exemples typiques de grands systes

On les rencontre notammeattravers les grands ensembles de production, de distribution et de ser-
vices (eauglectricig, gaz, €lephone et autregfecommunications, etc.), leégeaux (de distribution, de
transport), eleconomie (entreprisesfiliales ou uniés multiples), ...

— e -

Figure 1.1: Sous-sysines interconnees
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Figure 1.2: Trajectoire composite

Figure 1.3: [Ecision multi-agents

1.1.3 Idées et probematiques

Pour contourner ces difficé@s et exploiter les cardistiques ci-dessus, on fait appel auxed @rérales
suivantes :

e idée de ladécompositiompour isoler des sous-sgshes

— plus petits,

— plus homognes ;

e idée de Igparallélisationdes fches ;

e en situation stochastique, I'action de plusieugsideurs avec des objectifs commungvel de la
commande stochastiquéckntrali€eet de lathéorie desquipes

e lorsque les objectifs sont dédfents voire conflictuels, on entre dans le champ dbéarie des
equilibres et des jeux
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1.1.4 Cadre du cours

Dans ce cours, on se limigelathéorie de la @composition-coordination en optimisationette situation
se caradrise par

¢ la présence d'useul cecideuravec toute 'information disponible étisioncentrali€sg ;
¢ la définition un seul objectifa optimiser ;

e on se limite enfira la situatiordéterministe

1.2 Deécomposition-coordination en optimisation : @néralites

1.2.1 Interét de I'optimisation

Du fait de leur taille, les grands sgshes sont soum uneéconomie cBchelle: pour de tels sysimes,
1% d’économie peut repsenter beaucoup en valeur absolue.

1.2.2 Avantages de la dcomposition

e Les sous-sysmesétantplus petitsque le systme global sonplus facilesa traiter (dix sous-
sysémes de dimension 1, c’est plus fadl¢raiter gu’un sous-sy&e de dimension 10 : question
de volume total des calculs, de cdiier des calculs — par exempleyiter 'usage de la #moire
virtuelle).

e Les sous-sysimesttantplus homognessont plus faciles

— acomprendre ;
— atraiter ¢conditionnemend’un sous-prol#me meilleur que le conditionnement global) ;
— a simplifier (icee de lagrégatior).

e On a la possibili d'adapter I'algorithme de &solutiona chaque type de sous-prébie (“croise-
ment d’algorithmes”).

e On ala possibilie deparalléliser les calculgparalElisme MIMD : Multiple Instructions Multiple
Data).

e Enfin, la esolution par @composition constitue un meld matlematique delecentralisation des

décisions

1.2.3 Coordination

La coordination intervierd un niveau térarchique sugrieur comme illust par la Figure 1.4. La #@orie
de la decomposition-coordination est au carrefour de

e I'Economie matématique ;
¢ la Recherche Cgrationnelle ;

I'Automatique ;

I'Informatique (calcul para#lle et Eparti).

La coordination
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Figure 1.4: Coordination

e estrecessaire parce qu’'on ne renonce @&srecherche dedptimum collectif;
e est unprocessus ératif ;

e est un“méta-algorithme” d’optimisation : chaque @ration est une “questiorgponse” entre la
coordination et les sous-prashes.

1.2.4 Unexemple

On consi@re le prob@me suivant b toutes les variables sont scalaires :

min <(u1 — D24 y2 4 (U — 8)% + y§) (1.1a)
u1,U2,Y1, Y2
J1(ug,y1) J2(uz,Y2)
sSous
y1 = U+ Uy et Yo = Ui+ U . (1.1b)
—— ~—~——
Py (ug,uz) Pa(ug,u2)

On peut essayer d'obtenir la solution par le procesarstif suivant :a I'étape k, la coordina-
tion communique (oupr édit”) u'; au sous-sysime 2 eug au sous-sysime 1, et les sous-praivhesa
réesoudre sont alors :

minJi(ui, y)) avecy = R uf), i =12 j#i, (12)

ce qui cefinit deux nouvelles valeurs de; et u, utiliseesa I'étape suivante comme nouvelles

“prédictions”ut™ etu§*. Ceci estilluste par la Figure 1.5.

Explicitement, cela revierit la 'ecurrence suivante :

1 1
uktt = 5(7 —uk), uktt = 5(8 —uby . (1.3)

On montre facilement que cetteaurrence est contractante et que son point fixe est
urr=2, uy =3, y;°=5, y;°=5. (1.4)

Exercice 1.1. Retrouver la &currence (1.3), montrer qu’elle est contractante, et retrouver le point
d’'équilibre (1.4).
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Figure 1.5: Un exemple

La question est alors de savoir si on peut affirmer que le poegudlibre du processustitatif (1.4)
fournit la solution du proldme global (1.1).
En fait, la solution du prol@me (1.1) est

ui=1, uy=2, yi=3, y;=3. (1.5)
Trouver l'erreur !
Exercice 1.2. Ecrire et Bsoudre les conditions d’optimaitiu probéme (1.1).
En fait, en @finissant
Gi(u,up) = J(u, Ru,up), i=12 j#i, (1.6)
on réalise qu’on n'a passolu le prol#me d’optimisation pds mais plubt I'équilibre de Nash
vu , Gj(u, u‘j’o) < G (ui,uf") i=1,2 j#i. .7)

Exercice 1.3. Demontrer cette affirmation en traduisant léthode de coordination ci-dessus avec les
notations (1.6), puis en se placant'équilibre. Expliquer en quoi les conditions d'optimalide (1.7)
different de celles du pradrne (1.2), une fois celui-céexprine en termes des fonctiod .

1.3 Apercu du cours

Le cours comprend essentiellement deux parties :

1. dans lgpremere partie on n'a aucune @occupation deg@réralite ni de rigueur magmatique ; on
cherche plut, sur deux moéles simplesa introduire les iées sur la @composition-coordination,
a cevelopper les interptations, etc. ;

2. dans ladeuxéme partieon montre une torie gerérale base sur I€principe du probeme auxi-
liaire” : dans ce cadre, il devient possible
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e de rendre compte de la plupart deéthodesa partir d’'un minimum de principes de base ;

e de lever certaines restrictions (hypesies de&parabilie ou d’additivie des fonctions-dit
et des contraintes) qui paraissaient essentielles dans laguecpairtie ;

o d'étudier la convergence des algorithmeésatifs de coordination dans un cadre umifi

1.4 Prérequis du cours
On suppose une certaine famili@raivec les thories et notions de base suivantes :
e analyse convexe ;

e théorie des conditionsétessaires d’optimaéitdu premier ordre (Lagrange-Kuhn-Tucker), et
eventuellement du second ordre ;

o théorie des conditions suffisantes (cas convexe, Lagrangien,&asfibnction duale, point-selle,
etc.) ;

e interpetation marginaliste des multiplicateurs de Lagrange-Kuhn-Tucker (fonction pertubation,
i.e. cdit optimal comme fonction du second membre des contraintes).

Pour toutes ces notions, on pourra consulter le cours “Covexi©Optimisation” [9] du rBme auteur,
ainsi que leséféerences bibliographiques qui y sont mentiees.

1.5 Corrigé des exercices

1.5.1 Corrigé de I'Exercice 1.1

En remplagant, dans I'expression dé; paru; + u,, en remplagant ensuite par la “pdiction” ug,
puis en annulant la&tivée de I'expression ainsi obtenue par rappart au pointu; = u'ﬁl, on obtient
la formule (1.3) pouu'fl. On pro@&de d’'une fagon analogue pour obteldjfl.

La recurrence (1.3) est une relation affine entfeet u+! dont la partie ligaire fait intervenir la

matrice
0 -1/2
-1/2 0

dont les valeurs propres sont de module 1/2rnigfura 1. La relation affine est donc contractante. Le
point d’équilibre est obtenu en posaift™ = u* dans (1.3) et eréssolvant le systme eru ainsi obtenu :
la solution est (1.4).

1.5.2 Corrigé de I'Exercice 1.2

On a deux possibilits : soit onécrit les conditions de Lagrange/Kuhn-Tucker pour le Lagrangien du
probleme (1.1) en ayant duadides contraintes qui relient a u, soit on substitué chaquey; son ex-
pression en fonction des deux dansJ; (voir (1.6)) et onécrit la stationnaré du criere ainsi @fini
(c’esta-dire G; + Gy) par rapporta (u, up). Cette seconde fagon de péaler estvidemment plus
simple et conduiti un sysgme de deugquations (stationnaétdeG; + G, enu; etuy) a deux incon-
nues(us, Uy). En Esolvant ce sysme, on obtient la solution (1.5).
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1.5.3 Corrigé de I'Exercice 1.3

La définition des fonction§s; par (1.6) @coule de klimination des variables integdiairesy; au profit
des variables deétisionu;. Puisque la coordination fixe, dans le pralei, la valeur a priori de la
variableu; pour j # i, 'optimisation de chaqué&; se fait bien par rappo# u; exclusivement (voir
(1.2)), comme l'indiquent aussi leségali€es (1.7) qui se trouvent doné&sifieesa I'équilibre (c’esta-
dire quand les valeurs desfixées a priori sont retro@es comme solutions des sous-peohés).

Ce point dequilibre annule donc lesedivées partielles dehacundesG; par rapport aw; corres-
pondant, contrairemerdt ce qui devrait se passer lorsque I'on coasidla solution de (1.1). En effet,
comme on I'avu dans le cori@piecedent, ce prol@ime revien& minimiser lasomme G+G, par rapport
a (ug, Up). Par conéquent, la solution (1.5) est caradgee par I'annulation desédivees partielles de
cette somme — et non pas de cha@je— par rapport aux deuw; .
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Chapitre 2

Préesentationelementaire des nethodes de

decomposition-coordination

2.1 Premier mockle

2.1.1 Introduction du premier modele

On consi@re le probdme

N
min J (Ui
U; (U)
Sous
N
ICIOEDS
i=1

Ici,

Ui € Rni,

o U2 est un sous-ensemble convexe ferdeR™

o J R - R,

e O :RW - RM

e ¥ € R™est un second membre de contraintes énn
Par commod@, on notera

e U= (uy,..., uy) " ot T symbolise la transposition ;

e par congquentu € R" avecn = ZiN:l n;

e J(uy =YY", J(u), par congquent) : R" — R ;

e OU) =YV, ®i(u)), par congquent® : R" — R™,

(2.1a)

(2.1b)

Par souci de simplic, le cas de contraintes (2.1b) de typgali€ sera essentiellement corésiel

Lorsque des diffrences notables le justifieront, emoquera le cas de contrainteggalie !
Une interpétationéconomique possible de ce preirie est la suivante :

1| e signe= est remplaé par le signe< coordoniée par coordorée.

9
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e N unités de production co@pent au sein d'une @me entreprisey; repesente les variables de
décision de l'uniéi, J, (uj) son cdit ;

e les contraintes (2.1b), qui sont les contraintes coupldmpiesyentgtre interpétees comme des ob-
jectifs de production (le vecteur est un vecteur dm quantieésa produire) et/ou comme des con-
traintes sur les ressources disponiblesdpiesente des quaris de ressourc&sconsommer par
les uniés), et/ou encore comme daguations dquilibre desechanges de produits integdhiaires
entre les unis.

2.1.2 Decomposition “par les prix”

Intuitivement, une facon deédentraliser la gestion des wstest de faire payer les consommations (ou
de emurérer les productions) de chaque é@nstuivant un certain sy&@ine de prix, et de laisser chaque
unité optimiser son propre bilan. Ce bilan est congds cdit J (u;) et du cait induit par la coordination
(p, ®; (uj)), ol p est un vecteur des prix ét -) est le produit scalaire dafi®". Le probEme de gestion
de l'unitéi se formule donc
min (J i) + (p, i (Up))) . (2.2)
uieUiad
L'objectif de la coordination est alors d’assurer I'objectif de production global, autrement dit,
d’'assurer le respect de la contrainte (2.1b) par le choix d'un boamgstle prixp.
Soit U (p) I'ensemble des solutions (supg@oson vide) de (2.2) (et soli (p) = Ur(p) x --- x
UN(p)). Trois ou quatre questions naturelles se posent alors.

Questions 2.1.

1. S'il existe p* € R™ tel qu'il existeT € U (p?) veérifiant (2.1b), alors est-ce qieest solution
du probeme (2.1) ? La question est en effet de savoir comment la coordination peut fit@nna
gue lI'optimum du proli#me global est atteint par la solution tré&ev(par morceaux) par les sous-
problemes.

2. Existe-t-il une telle valeur dp* (a supposer que l&ponse la premére question est positive) ?
C’est la question de leoordonnabilie par les prix : existe-t-il un tel instrument de coordination ?

3. Quel algorithme permet de trouvet (a supposer que l&ponse aux deux preares questions est
positive) ?

4. Une autre question pratique se pose dans le t‘leﬁ(qn) n'est pas eduita un singleton : tout
U e U(p?) est-il optimal® et sinon comment&ectionner le bon ?

Le lemme suivant, dont la&monstration est laiés en exercice, apporte unegponse aux deux
premeres questions.

Lemme 2.2. Si il existe p et@ € U(p*) verifiant (2.1b) alors la paire (@, p*) est un point selle du
Lagrangien
L(u, p) = J(u) + (p, © ) — ) (2.3)

sur U39 x R™, et dondd est une solution de.1).
Réciproquement, si L a un point selle?, p*) sur U2 x R™, alors U appartienta U (p®) et
vérifie (2.1b)

2| es contraintesi; € Uiad, qui peuvent refirsenter un magle de chaque uréitou des contraintes de fonctionnement, sont,
elles, &coupées.
SAla guestion 2.1-1, on a supgdseulement I'existence d’un “bof.
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Exercice 2.3. Démontrer le lemme ci-dessus.
Commentaires 2.4.

(@) Le lemme ci-dessus montre que #ussite de la coordination par les prix egela I'existence
nécessairal’un point selle du Lagrangien du pr@phe global (voir cependant le commentaire 2.4-
b ci-dessous). Moyennant cette existence, le @miel (2.1) — de toute facon toujouEgquivalent
au probéme du minmax dé — est remplaé par le pro#me du maxmin. Dans la phase de
minimisationa p fixé, on tire alors profit du fait quie(u, p) (voir (2.3)) secrit comme une somme
de L (u;, p) (le terme—(p, ¢) étant affeck arbitrairemen& 'un des termes de la somme). En
effet :

N
JW+(p.OW — ) =Y (JW) + (p. O (W) — (p. ?) .
i=1

L'existence d'un point selle de ne peut @réralemenétre garantie que moyennant des hypsts

de convexig, de qualification des contraintes, et de comportement a I'infini des fondii@nes

U9 ne sont pas boés. |l faut considrer cette constation de l&cessié de I'existence d’'un

point selle du Lagrangien global comme une assez sensible limitation du champ d’utilisation de
la méthode. Lutilisation d’une technique de Lagrangien auggéfepermet détendre ce champ

(voir 'Exemple 2.5 ci-dessous) mais il faut surmonter, du point de vue dédardposition, la

perte d’'additivie du terme suppmentaire appagtpar le Lagrangien augmént On renvoie au
Chapitre 4 @ ce probleme est trait

(b) En plus des solutions de (2.2),@én¢ssons nous aussi aux points stationradtest on peut garantir
gue ce sont des minima locaux si, de plus, dasivike seconde de (2.2) edtfihie positive. En
supposant qu’une famill@; }i—; N de tels points stationnaires — correspondanne certaine
valeur dep — vérifient aussi globalement la contrainte (2.1b), alors on montre facilement que
ces points @rifient les conditions &cessaires d’optimaditdu premier ordre — voire du second
ordre pour des minima locaux — pour le preble global (2.1) : ils peuvent dogwentuellement
constituer des solutions de ce préole, n@me si le Lagrangien global n'a pas de point selle.

Il y a cependant dans ce cas une diffieyttourévaluer algorithmiquement la valeur correspon-
dante dep : une telle valeur dep peut n'avoir aucune proge caracdtristique visa-vis de la
fonctionnelle duale &ffinie par
Y (p) = min L(u, p) (2.4)
ueuad

comme lillustre 'Exemple 2.5 que I'on trouvera plus loin, ce qui rend difficile sa recherche par
un algorithme iératif.

(c) Supposand nouveau I'existence d’un point sellg®, p*) du Lagrangien du probme global, on
consickre ici la question de la non unieitlet(p*). En géréral, dans ce cas, tout point Ule{pﬁ)
ne \erifie pas les contraintes (2.1b), et donc a fortiori n’est pas une solution deprelglobal. II
ne suffit donc pas de trouver un “bon” prp¢ pour avoir Esolu le proldme® Cette difficule est
évitée si on fait une hypo#se garantissant I unlendeu( p) (par exemplel strictement convexg
ou si le Lagrangien est “stable @, i.e. tout ue U (pj) est une solution ; ceci est en particulier
garanti avec l'usage du Lagrangien augngent

“4Dans le cas d’une contrainégali& comme (2.1b), on rajoutel'expression (2.3) de un termec| ZiN:l O (uj) — 2| 212
olceRT.

Sdans le cas le plus simpléid; et®; sont —éventuellement, deux fois — déffentiables, etioU ad— gn

Bvoir Exercice 2.30 en fin de chapitre.

"En fait, pour @montrer la convergence de I'algorithme d’Uzawa dont il est question plus loin, il fantensupposer la
forte convexie deJ.
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Figure 2.1: Graphe de(-, 0,768

(d) Dans le cas w les contraintes (2.1b) sont des contraintéegalie ®(u) < ¢, on sait que le
multiplicateurp doit &tre non @gatif (p € (R™)™). Une Eponse positiva la question 2.1-1 n’est
alors possible qu’en rajoutant une condition sépptntaire d'&carts com@mentaires”, c'esk
dire que le test d’optimakt pour des solutions; (p) des sous-proBimes est maintenant

® (U(p) < et (p,O®TU(P) — ) =0. (2.5)

Cette condition cBcarts com@mentaires s’intergte intuitivement comme le fait que “les prix ne
doivent pagtre plus forts que le respect des contraintes globales ne I'exige”.

(e) L'avantage pratique de l&domposition par les prix est de faire dispaeun certain nombre de
contraintes au niveau des sous-pashés (par oppositioa la méthode par les quantis cecrite
ci-dessous). Lincongnient correspondant est que les solutign®) des sous-proBmes ne res-
pecteront la contrainte globale (2.1b) qu’une fois que leésystde prix aura conveggvers sa
valeur optimale au cours de l'algorithméadtit ci-dessous. C’est pourquoi on parle“deéthode
non admissible’a propos de la coordination par les prix.

Exemple 2.5. 11 s’agit ici d'un exemple en dimension 1, ne faisant donc pas intervenir la notion de
décomposition, mais cela n’a pas d’importance pour kenamenea illustrer. Soita resoudre

min J(u) avec J(u) = u*+ 0,8u® — 1,76u? — 0,768u

sous la contraintet = O (solutionévidente !). Le Lagrangieb (u, p) = J(u) + pu est stationnaire
enu® = 0 pour p* = 0,768 maisu® corresponca un maximum local dé (-, p*), et cette fonction a
deux autres points stationnaires, dont un minimum absolu (voir Figure 2.1). Par aiflefusiy (2.4)),
toujours concave comme enveloppetingure de fonctions affines, est maximalepes: 0 2 p* = 0,768
est donc une valeur “quelconque” \asvis de cette fonction.

Notons de plus sur cet exemple que l'utilisation du Lagrangien augnhgi, p) = J(u) + pu+
cu?/2 avec par exemple = 4 résout toutes ces diffic@$ puisquear” = 0 devient le minimum unique
delL (-, p*) avecp’ = 0,768 (voir Figure 2.2) efc(p) = min, L¢(u, p) est maximale emp*.

Exercice 2.6. Reprendre la question des contraintésgialie évoqlee au commentaire 2.4-d et montrer
la necessi¢ des conditions (2.5) pour pouvoierhonter lequivalent du Lemme 2.2 dans ce cas.

8voir Exercice 2.29 en fin de chapitre.
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Figure 2.2: Graphe de.(-, 0,768 pourc = 4

Algorithmes. Avec l'interprétationéconomique utiliée peccdemment, sa l'itérationk de coordina-
tion, avec les prix courarp¥, la “demande” global® (u¥) des uniés de production (ou* € U (pX))
excede I"offre” ¢, il faut augmenter les prix, cette augmentatiant par exemple directement propor-
tionnellea I'’écart const& entre demande et offre, dida formule ierative

ptt = p* + oK (O UM - v), (2.6)

ol pX est un “pas” positif.

Du point de vue ma#matique, cet algoritme est en fait I'algorithme d’Uzawa qui peut encore
s'interpieter comme un algorithme de gradient (ou de sous-gradient) pour maximiser la fonctionnelle
concaveys (voir (2.4)). Une condition suffisante de défentiabilie dey est queU(p) Soit toujours
réduita un singleton. Dans le cas contraire, en plus de la noérdiftiabilie deys, on est confroré au
probRme @ja évoque au commentaire 2.4-c quaiia convergence deg vers de “bonnes” solutions
du probEme global.

D’autres formules &ratives (gradients conjugs, néthode de Newton, etc.) peuvé&galemenétre
consicerées.

Dans le cas de contrainte€ialig, le second membre de (2.6) doit subir unéragion de projection
pour maintenimp**! non régatif. La formule devient

N
p;(+1=max(0, p'j(+,0k(2®ji(ur)—’91)) ci=L....m.
i1

2.1.3 Decomposition “par les quantites”

Cette néthode de dcomposition,egalement connue sous le nonfalfocation de ressources” de
“méthode directe”ou “primale”, est duale de la gthode par les prix. Au lieu d’agia l'aide
d'un syséme de prix sur la formation desdisions des sous-prahes, la coordination agit par
l'intermédiaire de quan#és, en distribuant la ressource disponible (ouépmartissant I'objectif de pro-
duction) entre les uréis de production. Le sous-prébtei se formule alors ainsi :

min J (u;) (2.7a)
Uj eUiad

sous
Oi(ui) =6, (2.7b)

9Voir & nouveau I'Exercice 2.30 en fin de chapitre.
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ol le vecteud = (4] , ..., 6y)" appartient au sous-espace@@" défini par la contrainte

doo=0v. (2.8)

On appellerdallocation” tout vecteum vérifiant cette contrainte. Le but de la coordination est donc
de trouver la meilleure allocation au sens duergtglobal (2. la) Iorsque lag sont obtenus via la
résolution de (2.7) (on noteta (6;)) 'ensemble de ces solutlonsldw) Ul(el) X oo X UN(GN))

Questions 2.7.

1. Existe-t-il une valeu#® telle qu'il existel e J©?) qui soit solution du proldme global. C'est la
guestion de l@oordonnabilié par allocation de ressources.

2. Si il existe une telle allocation, comment la caegicster au niveau de la coordination ? Dans le cas
de la methode par les prix, l&ponsegtait fournie par la &rification de la contrainte globale (2.1b)
par les solutionsi( p) des sous-prokimes (2.2) (plus une conditionétiarts com@mentaires dans
le cas de contrainteségali€). Ici, ce test est ipso fact@rifié par la construction &me des sous-
problemes et par la contrainte (2.8) portant sur l'allocation de ressoér@&est pourquoi cette
approche est qualée d“admissible”). Il faut donc trouver un autre test d’optimalit

3. Quel algorithme permet de trouv@&t (a supposer qu'il existe) ?
4. Que se passe-t-il en cas de non ugidiés solutions des sous-prétvles ?

Du point de vue mag#matique, il est facile de voir que le prébhe global (2.1) estquivalent au
probkeme suivant :

N
min ;wi (6,) sous (2.8) (2.9)

ou les fonctiongy; sont cefinies par

Ji (Ui (6 siU; (6;) est une solution de (2.7),

+00 si (2.7) n'a pas de solution.
L’ équivalence entre (2.1) d’'une part et (2.9) d’'autre part éstigire par le lemme suivant.

T
Lemme 2.8. Si 6* est solution dg2.9), toute solutionT (%) = (U\I(Qf) T (9,3,)) est solution
de(2.1). Réc