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Chapitre 1

Introduction

version 2012-2013

Sommaire
1.1 Motivations et objectifsducours . .. ... ... .. ...... 9
1.2 Articulation avec les autrescours . . . . ... ... ....... 10
1.3 Pagewebducours...............c000.. 11

1.1 Motivations et objectifs du cours

L’astrophysique relativiste occupe une part croissante dans ’astronomie contempo-

raine, notamment en regard de I'importante quantité de données générées par

e les observatoires satellitaires de haute énergie actuellement en orbite (XMM-Newton,
Chandra, Integral, HETE-2, Swift, Fermi, NuSTAR) ou en projet (ASTROSAT
(2012), ASTRO-H (2014), LOFT (20227)),

e les observatoires de haute énergie au sol : HESS-2, AUGER, Antares, IceCube, etc.

e les détecteurs d’ondes gravitationnelles actuellement en service (VIRGO et LIGO,
au sol) ou en projet (LCGT au Japon, eLISA/NGO dans 'espace),

e les observations en optique/infrarouge d’effets relativistes : mirages gravitationnels,
orbites stellaires au voisinage du trou noir central de notre Galaxie, courbes de
luminosité des supernovee Ia a grand décalage spectral, etc.

e les satellites dédiés a la cosmologie (WMAP, Planck, Euclid).

Toutes les sources observées par les instruments mentionnés ci-dessus sont soit cosmolo-
giques, soit mettent en jeu des objets compacts (trous noirs, étoiles a neutrons). Dans les
deux cas, la base théorique de leur étude est la relativité générale.

En plus des nombreuses applications a 1’astrophysique, il convient de mentionner la

premiére application de la relativité générale a la vie pratique (!), a savoir le systéme de
positionnement GPS. Ce dernier serait en effet inopérant si on se limitait & une description
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purement newtonienne du champ gravitationnel de la Terre, ainsi que nous le verrons dans
I’Annexe A.

Le but de ce cours est d’introduire la relativité générale en 15 h, en mettant ’accent
sur les applications astrophysiques. A cette fin, on évitera une exposition trop formelle
et, sans s’interdire une certaine rigueur mathématique, on utilisera abondamment des
figures et des exemples simples. En particulier, un role central sera donné a la métrique
de Schwarzschild, qui est a la base de la description du champ gravitationnel des étoiles
compactes et des trous noirs, mais aussi des étoiles de type solaire et des planétes lorsqu’on
veut tenir compte des effets relativistes, comme pour le systéeme GPS.

On espére qu'un étudiant qui aura suivi le cours, méme s’il ne fait pas carriére en
relativité, sera & méme de comprendre une phrase comme « en faisant I’hypothése qu’elle
est due & un mouvement orbital, la périodicité de 17 minutes observée avec l'instrument
NACO du VLT autour du trou noir central de la Galaxie montre que ce dernier doit étre
en rotation rapide » (page de garde de www.obspm.fr, novembre 2003 et Nature 425, 934
(2003)).

Les exercices d’application du cours sont regroupés sous forme de problémes dans
I’Annexe B, les solutions figurant dans I’Annexe C.

1.2 Articulation avec les autres cours

L’analyse détaillée du transfert de temps avec des satellites en orbite terrestre et
les applications GPS sont laissées aux cours FC1 (Systémes de référence et astronomie
fondamentale) et FC4 (Physique fondamentale, métrologie et physique des GNSS). On
a simplement introduit ici les concepts généraux de facteur de Lorentz et de décalage
gravitationnel vers le rouge et effectué quelques applications numériques pour les satellites

GPS.

De méme, le cours ne donne qu’une introduction au phénomeéne de déviation des rayons
lumineux ; il ne traite pas en détail des mirages gravitationnels et de leurs applications,
ces derniers points étant traités dans le cours Th5 (Cosmologie et univers primordial).

Les trous noirs détectés par différents instruments ne sont utilisés ici que comme
illustration. La discussion des observations est laissée aux cours Th9 (Objets compacts et
phénomeénes associés) et Th10 (Accrétion et jets). 1l en est de méme du mécanisme de
formation dans les supernovee.

Le détail de la détection des ondes gravitationnelles par des interféromeétres du type
VIRGO ou eLISA est laissé au cours Th9 (Objets compacts et phénomenes associés),
de méme qu’une revue des différentes sources astrophysiques attendues et de leur forme

d’onde.

Enfin, pour la cosmologie, le cours ne donne que la dérivation des solutions de Friedmann-
Robertson-Walker. La discussion de leurs propriétés, le lien avec I'analyse du fond diffus
cosmologique, ainsi que des modéles cosmologiques plus sophistiqués (inflation) sont lais-
sés aux cours de cosmologie proprement dits (TC1 et Th5).


http://www.obspm.fr/actual/nouvelle/nov03/Flare_Centre_Gal.fr.shtml

1.3 Page web du cours
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1.3 Page web du cours
La page web
http://luth.obspm.fr/ luthier/gourgoulhon/fr/master/relat.html

contient des liens vers d’autres cours, des livres et des expériences consacrées a la relativité
générale.


http://luth.obspm.fr/~luthier/gourgoulhon/fr/master/relat.html
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Cadre géométrique
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Sommaire
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2.1 Introduction

L’objectif de ce premier cours est d’introduire le cadre mathématique de la relativité
générale. On privilégie une approche géométrique et picturale — basée sur 'algébre li-
néaire telle qu’enseignée dans les deux premiéres années d’université ou de classes prépara-
toires — a une approche basée sur les systémes de coordonnées. Pour ne pas étre trop
formel, le cours repose sur de nombreuses figures et des exemples issus de I'espace-temps
de Minkowski. Une importance particuliére est donnée a la notion de ligne d’univers.

2.2 L’espace-temps relativiste

2.2.1 Les quatre dimensions

La relativité a opéré la fusion de ’espace et du temps, deux notions qui étaient com-
plétement distinctes en mécanique galiléenne. Il faut quatre nombres pour déterminer un
événement dans le « continuum » d’espace et temps : trois pour sa localisation spatiale
(par exemple ses coordonnées cartésiennes (x,y, z) ou sphériques (r,0,®)) et un pour sa
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Cadre géométrique

F1G. 2.1 — Variété : vue de prés, une variété ressemble & R™ (n = 2 sur la figure), mais cela n’est plus
nécessairement vrai au niveau global.

date. La structure mathématique correspondant a ce « continuum » a quatre dimensions
est celle de variété. Avant de décrire cette derniére, il convient d’éclaircir un point : vouloir
former un continuum d’espace-temps signifie implicitement que les grandeurs d’espace et
de temps se voient donner la méme dimension physique. Par convention, nous choisirons
cette dimension étre celle d’'une longueur (donc mesurée en métres dans le Systéme In-
ternational). Pour obtenir les temps dans la dimension usuelle, il faut donc introduire un
facteur de conversion qui a la dimension d’une vitesse : il s’agit de la constante

c=2.99792458 x 10°* m s * | (2.1)

Au risque de tuer le suspense, disons tout de suite que cette constante correspondra & la
vitesse de la lumiére dans le vide telle que mesurée par un observateur localement inertiel.

2.2.2 Notion de variété

Une variété est un ensemble qui « ressemble localement » a R™ (dans le cas présent
n = 4). Plus précisément, une variété de dimension 4 est un espace topologique & tel
qu’en chacun de ses points, on peut définir un voisinage homéomorphe a un ouvert de R*
('). En langage imagé, cela veut dire que sur toute partie pas trop grosse de la variété,
on peut étiqueter les points par 4 nombres. Cela est représenté schématiquement sur la
figure 2.1. On appelle systéme de coordonnées (ou carte) sur une partie ouverte % d’une
variété & tout « étiquetage » des points de %, c’est-a-dire tout homéomorphisme?

b: W CE — O(U)CR!

P — (2, 2!, 22, 2%) (2.2)

'La définition compléte d’une variété fait intervenir deux propriétés supplémentaires qui permettent
d’éviter des cas pathologiques : (i) 'espace topologique & doit étre séparé et (ii) il doit étre doté d’une
base dénombrable, c’est-a-dire d’une famille (% )ren d’ouverts tel que tout ouvert de & puisse s’écrire
comme 'union (éventuellement infinie) de membres de cette famille.

Zrappelons quun homéomorphisme entre deux espaces topologiques (ici  C & et ®(%) C R*) est
une bijection continue et dont ’application réciproque est également continue.
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FIG. 2.2 — Exemples de variétés de dimension 2 : de gauche & droite : plan, cylindre, sphére et tore.

Remarque : Il est conventionnel en relativité d’étiqueter les 4 coordonnées sur la va-
riété d’espace-temps par (2°, ', 22 23), plutot que (z*, 22, 23, 2%), car en général la
coordonnée x° est du genre temps et les trois autres du genre espace (ces termes se-
ront définis plus bas). Nous utilisons ici cette convention, méme si a ce stade de la
discussion, les coordonnées (2°,x', 22 2®) sont tout a fait arbitraires. On peut donc
Juste voir cela comme la convention d’indice des tableaux du C/C++ ou de Python
plutot que celle du Fortran...

Il convient de souligner que la ressemblance locale avec R* s’arréte a 'étiquetage des
points et ne s’étend pas & la structure d’espace euclidien de R*. En particulier le choix du
systéme de coordonnées est complétement libre : si (z%) = (2%, 2!, 2%, 2) est un systéme
de coordonnées sur % C & et F une application R* — R* bijective, continue et de
réciproque continue, alors (y*) = (y°, y', y%,y?), avec y* = F*(2°, 2, 2%, x3), constitue un
systéme de coordonnées tout a fait valide.

Des exemples de variété de dimension 2 sont donnés sur la Fig. 2.2. L’espace-temps de
la relativité restreinte est constitué par la variété de dimension 4 la plus simple qui soit : R*
lui-méme. Par contre, la variété utilisée pour décrire 1'espace-temps en relativité générale
peut étre différente de R*, en particulier si I’on considére un espace-temps contenant des

trous noirs ou un modéle cosmologique.

Remarque : La définition de variété donnée ci-dessus est intrinséque : elle ne suppose
pas que & soit plongé dans un espace plus grand. Ainsi on peut définir les variétés de
dimension 2 montrées sur la Fig. 2.2 sans les considérer comme des sous-ensembles
de lespace euclidien R® (par exemple, la définition de la sphére comme [’ensemble
des points (z,y, z) tels que 2> +y* + 22 = 1 fait évidemment appel a R?).

On appelle atlas tout ensemble de couples (%, Pr)1<k<x ot K € N*, %, est un ouvert
de & et & un systéme de coordonnées (carte) sur %, tel que la réunion des % couvre

&
K
Uz =e¢. (2.3)
k=1

On dit alors que & est une variété différentiable (resp. variété de classe CP) ssi pour toute
intersection non vide de deux cartes, %; et %, disons, I'application

®; 0@ (U N U) C R — (U NU;) C R (2.4)

est différentiable (resp. de classe C?). Notons que I’application ci-dessus va d’un ouvert
de R* vers un autre ouvert de R*, si bien que la notion de différentiabilité invoquée & son
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égard n’est autre que celle des applications internes a R*.

2.2.3 Courbes et vecteurs sur une variété
Courbes

Un concept géométrique élémentaire a la base de la physique est celui de vecteur.
Ce concept est généralement introduit dans le cadre de 'espace euclidien R3. Il est im-
médiatement généralisable a l'espace R™ (n € N*). Sur une variété, on ne peut a priori
pas définir les vecteurs comme des quantités reliant deux points, sauf pour des points
infiniment proches : en raison de la courbure, le vecteur « sort » de la variété. En par-
ticulier I’addition de deux vecteurs issus de deux points différents serait problématique.
Par contre, une notion géométrique bien définie sur une variété est celle de courbe. Nous
allons 1'utiliser pour définir les vecteurs comme des vecteurs tangents a une courbe don-
née. Mathématiquement, une courbe % sur une variété & est I'image d’une application

différentiable
P R — &

AN — P=2P(\)e?.
Cette application est appelée paramétrage de la courbe € et A est appelé parametre de la
courbe.

(2.5)

Etant donné un systéme de coordonnées (x°, x', 22, 23), la courbe est décrite par la

donnée de 4 fonctions X*: R — R, que nous supposerons différentiables et telles que

¥ = X9\)
rt = X))
.IQ — XQ()\) (26)
= X3()\)

soit I’équation paramétrique de % .

Définition des vecteurs

Pour motiver la définition d’un vecteur sur une variété, examinons le cas d’une courbe
% dans le plan euclidien R? (cf. Fig. 2.3). Soit

r=X\), y=Y(}\) (2.7)

I’équation paramétrique de € en coordonnées cartésiennes. Au sens usuel des vecteurs de
R?, le vecteur tangent a 4 en un point P = Z(\) et associé au paramétrage (2.7) est le
vecteur de composantes cartésiennes

7= (X()\), Y(A)) , (2.8)

ot l'on a noté¢ X = dX Jd\ et Y = dY /d\. Considérons & présent un champ scalaire
différentiable défini sur le plan : f : R? — R. L’accroissement élémentaire de f le long de
la courbe % est donné par la formule

of « of «

Al = Gy XA+ 5 Y, (2.9)
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<y

\

F1G. 2.3 — Vecteur tangent & une courbe dans le plan euclidien R2.

d’ou la dérivée de f le long de € :

a| of o  Of
dX\|, N 8xX+ 8yY
= §-Vf (2.10)

On peut donc voir le vecteur tangent v comme 'opérateur qui a tout champ scalaire f
fait correspondre la dérivée directionnelle donnée par (2.10). C’est cet aspect que nous
allons utiliser pour définir les vecteurs sur les variétés.

Etant donnée une courbe % sur une variété & et un paramétrage Z()\) de €, on
définit le vecteur tangent U associé au paramétrage &7 en un point P = Z(\) comme
I'opérateur qui a tout champ scalaire f : & — R différentiable au voisinage de P fait
correspondre la dérivée df /dA de f le long de la courbe :

_ 4
A,

v(f) (2.11)

SiI’on se donne I’équation paramétrique de ¢ dans un systéme de coordonnées (2%, !, 22, 23)

de &, suivant la forme (2.6), ’équation (2.11) devient

3 (e} (67
3(F) = of dX°  of dX

— = . 2.12
—~ ox® dA ox® dA ( )

Dans I’équation ci-dessus, la derniére égalité utilise la convention de sommation d’Einstein
sur les indices répétés. On l'utilisera systématiquement par la suite, ce qui évitera d’écrire
les signes > .

Au vu de la définition (2.11), des vecteurs tangents privilégiés sont les vecteurs tangents
aux courbes de coordonnées constantes : par exemple, la courbe (2! = const., 2% = const.,

3 = const.) paramétrée par A = z¥ Nous noterons 8, le vecteur tangent associé a cette

courbe : of of
80(f> - a xX¥=const - @

a#0

T

(2.13)
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FIG. 2.4 — Espaces vectoriels tangents 7p(&) et 7o (&) en deux points P et Q d’une variété &.

De méme, on note 8;, 9, et 93 les vecteurs tangents aux trois autres courbes de coordon-
nées constantes :

- of
= . 2.14
8.(5) = 2L (2.14)
L’équation (2.12) s’écrit alors
L . G
U(f) = X8,(f) avec X%:= dd)\ . (2.15)

Puisque cette écriture est valable pour tout champ scalaire f, on obtient la décomposition
suivante du vecteur v :

=X, (2.16)

On déduit de cette équation que I'ensemble des vecteurs en un point P € & (ensemble
des vecteurs tangents a toutes les courbes passant par P) forme un espace vectoriel de
dimension 4 sur R dont (50, 51, 52, 53) est une base. Cet espace vectoriel est appelé
espace vectoriel tangent a la variété & au point P et est noté 7p(&) (cf. Fig. 2.4). La

base (8y, 8, 0y, 03) est appelée base naturelle associée aux coordonnées (x°, xt, 2% x3).

Comme l'indique I'Eq. (2.16), les quantités X< sont les composantes du vecteur ¢ par
rapport a cette base vectorielle ; nous les noterons v :

—

T=0v"0,| avec v*:= X%\ (2.17)

Remarque : La définition ci-dessus fait apparaitre les vecteurs sur une variété comme
des opérateurs de dérivation directionnelle (la direction étant celle d’une courbe don-
née). 1l s’agit la de la définition intrinséque des vecteurs en géométrie différentielle.
Dans le cas ot la variété est plongée dans R"™ (comme les variétés représentées sur la
Fig. 2.2), on peut aussi définir les vecteurs tangents de maniére extrinséque, c’est-
a-dire comme des vecteurs usuels de R™. Il est facile de voir que les deux notions
coincident.
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Remarque : Il convient de souligner que [’espace vectoriel tangent dépend du point consi-
deré : il y a autant d’espaces vectoriels tangents que de points sur la variété, d’ou
Uindice P dans la notation Tp(&) (cf. Fig. 2.4). Cette situation differe de celle de
Uespace euclidien usuel R3, ou l'on peut considérer qu’il n'y a qu’un seul espace
vectoriel global : R? lui-méme.

2 - !
Dans un changement de coordonnées® (z%) +— (z®), les composantes d'un vecteur
v dans la nouvelle base naturelle s’expriment en fonction de celles relative a I’ancienne

suivant )
’ 8:6‘0‘
o _ B
vy = V7. 2.18
9 (2.18)
Cette formule se déduit aisément de 'Eq. (2.12) par la loi de composition des dérivations

partielles.

Remarque : Dans les livres de relativité plutot anciens, on définit les vecteurs comme des
« quadruplets de nombres » (v°, v, v?, v3) qui se transforment suivant I’Eq. (2.18)
lors d’un changement de coordonnées. Ici (2.18) apparait plutét comme une consé-

quence de la définition géométrique adoptée.

Dans le cas présent de la variété d’espace-temps & de dimension 4, on qualifie les
vecteurs de quadrivecteurs ou 4-vecteurs, pour les distinguer des vecteurs « ordinaires »
de R3.

Il souvent commode d’utiliser d’autres bases vectorielles de 7p(&’) que les bases natu-
relles, c’est-a-dire des bases vectorielles non associées a un systéme de coordonnées. Un
exemple de telles bases est constitué des bases orthonormales (la définition précise sera
donnée au § 2.3.3). Ainsi, si (€,) = (€p, €1, €2, €3) est une base de 7p(&), on écrira,
pour tout vecteur v :

U =v%€,|. (2.19)
Nous noterons les composantes avec un chapeau sur 'indice, c’est-a-dire v®, lorsqu’il y
aura lieu de les distinguer des composantes liées & une base naturelle.

Ezemple : Prenons & = R* et un systéeme de coordonnées cartésiennes () = (t,z,y, ).
Les vecteurs de la base naturelle associée sont les vecteurs

) (1,0,0,0)
& = 0,1,0,0) (2.20)
d, = (0,0,1,0)
. = (0,0,0,1).

Les coordonnées sphériques (z) = (t,1,0, ) sont définies a partir des coordonnées
cartésiennes (t,x,y, z) suivant (cf. Fig. 2.5)

= rsinfcosp
= rsinfsiny (2.21)
= rcos#.

IS IS S

3suivant I'usage en relativité, on met le symbole prime sur l'indice o alors qu’il serait plus correct de

le mettre sur x
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€
M ——
£
ee

F1G. 2.5 — Coordonnées sphériques et base orthonormale associée (€, €y, €,). Cette derniére est relice
a la base naturelle (8,., 8y, 520) par €, = Oy, € = r 19y, €, = (rsin 9)_15@ [cf. Eq. (2.66)].

Les vecteurs de la base naturelle associée aux coordonnées sphériques s’obtiennent a
partir de (2.13) :

- 0 - 0 - 0 - 0
BN =G BN=5 BN=G A=z 2

ot f est un champ scalaire générique sur R*. En utilisant la loi de composition des
dérivées partielles, on obtient

0 af o af o af o
f_f_x+f_y+fz

Ei— <l e 2.2
or Oxor Oyor 0z0r’ (2.23)
soit, au vu de (2.21),
%:gsinﬁcoscp+%sin&singp+%cos@. (2.24)
Ainsi [cf. Eq. (2.22)]
5r = sinf cos 533 + sinf sin 5y + cos 6 8:. (2.25)
De méme,
- or =~ Oy s 0z =
_ Oz 9y oz 2.9
03] 8681+868y+8682 ( 6)
- or = Oy =~ 0z =
9, = —8,+-20 — 0., 2.27
c’est-a-dire, compte tenu de (2.21),
9, = rcos&cosgo51+rc08831ncp5y—rsin@gz (2.28)

0, = —rsin@singpéx+rsin0(:osg05y. (2.29)



2.2 L’espace-temps relativiste

21

FIG. 2.6 — Vecteurs 9, et (ip de la base naturelle associée aux coordonnées sphériques, en trois points
My, My et M3 du plan (1 =0,0 = 7/2).

Il convient de remarquer que les vecteurs (81,8;,5@, tels que donnés par (2.25),
(2.28) et (2.29), ne constituent pas une base orthonormale de R pour le produit
scalaire euclidien usuel. En notant (€,, €y, €,) la base orthonormale usuelle associée
auzx coordonnées sphériques (cf. Fig. 2.5), on a en effet

57‘ = ér
59 = T é@ (230)
, = rsinfeée,

[ces relations seront établies plus bas, cf. Eq. (2.66)]. Au contraire, les vecteurs
(0., 0y, 0,) sont bien les vecteurs unitaires usuels :

d,=€&, 8,—¢&, . —¢. (2.31)

Les vecteurs 8:, 5@: 53: et 5y sont représentés sur la Fig. 2.0.

Déplacements élémentaires sur une variété

Tout comme en physique classique, on peut associer a deux points P de P’ de &
infiniment proches un vecteur « séparation » de la maniére suivante. Soit 4 une courbe
passant par P et P’ (*) et &2 un paramétrage de € tel que

P=2(\) et P =2(\+d)\); (2.32)

d\ est ainsi 'accroissement infinitésimal du parameétre A entre P et P’. Définissons alors
le vecteur suivant

dP = 5d)\|, (2.33)

4remarquons que puisque P et P’ sont infiniment proches, la portion de ¢ entre P et P’ est déterminée

de maniére unique
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oll U est le vecteur tangent & % au point P et associé au paramétrage Z(\). Puisque
U € Tp(&) et dX € R, dpP appartient a I’espace tangent 7p(&’). Appliquons ce vecteur a
un champ scalaire f, en utilisant la définition (2.11) de v(f) :

apB(f) = s()ir= T = a
= f(P(N+dN) — f(2(N). (2.34)

Ainsi

dP(f) = f(P') — f(P)| (2.35)

Cette égalité montre que le vecteur dP ne dépend que des points P et P’, autrement
dit est indépendant du choix du paramétrage &?(A) de la courbe reliant P & P’. Nous
lappellerons déplacement élémentaire (ou déplacement infinitésimal) du point P en P’
Son interprétation en terme d’opérateur sur les fonctions est trés claire au vu de (2.35) :

dP fait correspondre & chaque champ scalaire sa variation entre les points P et P’.

Remarque : La définition du vecteur « séparation » entre P et P’ ne peut en général pas
étre étendue au cas ou P et P’ ne sont pas infiniment proches, sauf bien entendu
dans le cas ou la variété & est un espace affine sur R (cas de la relativité restreinte).

Etant donné un systéme de coordonnées (%) au voisinage de P, soit (z) les coordon-
nées de P et (x§ + dz®) les coordonnées de P’. I’équation (2.35) devient alors

of

~ Ox

dB(f) = f(P) — f(P) dz® = dz® 8,(f). (2.36)

—

Cette identité montre que les composantes du vecteur dP dans la base naturelle 0,
associée aux coordonnées (z®) sont

P = da® | (2.37)

2.2.4 Formes multilinéaires et tenseurs

Une opération fondamentale sur les vecteurs consiste a leur associer un nombre, et
ce de maniére linéaire. C’est ce que l'on appelle une forme linéaire, autrement dit une
application®

v — (w,?) '
qui vérifie
VA ER, V(i,7) € T)(&)?, (w, i+ D) = MNw,d) + (w, D). (2.39)

L’ensemble des formes linéaires sur 7p(&’) constitue un espace vectoriel de dimension 4,
que 'on appelle espace dual a Tp(&) et que 'on note 7Tp(&)*.

nous utilisons la notation bra-ket de la mécanique quantique, a savoir (w,¥), pour désigner I'image

de ¥ par w plutot que w(v).
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Plus généralement, on appelle forme multilinéaire toute application

T: Tp((gg)XXTp(éa) — R
@ B o T(G,....%) (2.40)

qui est linéaire par rapport a chacun de ses arguments. Lorsque ceux-ci sont au nombre
de deux, on dit que T est une forme bilinéaire.

La relativité fait abondamment usage des formes multilinéaires et de leur généralisa-
tion : les tenseurs. Un tenseur k fois contravariant et ¢ fois covariant (on dit aussi de type

(’Z)) au point P € & est une application

T: Tp(&)" X xTp(E) xTp(&) x -+ xTp(&) — R
k‘f:)is B . Z‘fgis . .
(Wi, .., Wk, U1, ...,U) — T(wi,...,wg, Ul,...,Up)
(2.41)
qui est linéaire par rapport a chacun de ses arguments. L’entier k+ ¢ est appelée la valence

du tenseur. Ainsi, une forme linéaire est un tenseur de type ((1)), une forme bilinéaire un

tenseur de type (g) Rappelons la dualité canonique 7p(&)™ = 7p(&), qui signifie que
tout vecteur U peut étre considéré comme une forme linéaire sur 'espace vectoriel 7p(&)*
suivant

v: Tp(&) — R

W (). (242)

Grace a cette dualité, on peut dire qu’un vecteur est un tenseur de type ((1))

On appelle champ tensoriel la donnée d’un tenseur en chaque point de &. Par conven-
tion, on englobe les champs scalaires dans les champs tensoriels en les qualifiant de champs
tensoriels de type ( 8). Ainsi les scalaires sont des tenseurs de valence 0, les vecteurs et

les formes linéaires des tenseurs de valence 1, etc.

2.3 Tenseur métrique

2.3.1 Définition

La physique classique non relativiste est basée sur un espace affine de dimension trois
sur R, que 'on appelle « 'espace », et manipule les vecteurs ¢ de I'espace vectoriel R?
associé. Sur cet espace vectoriel, une structure trés importante est le produit scalaire de
deux vecteurs :

i 7 =u'v" +u*v® +uP’ (2.43)

ou les u' et v' sont les composantes de @ et ¥ dans une base orthonormale. Le produit
scalaire fonde toute la géométrie. Il permet notamment de définir la norme d’un vecteur,
I’angle entre deux vecteurs et d’introduire des relations d’orthogonalité entre deux sous-
espaces (droite et plan, par exemple).

La géométrie de la physique relativiste différe de celle de la physique classique en deux
points :
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1. Comme discuté plus haut, I'espace de base n’est plus R® mais une variété & de
dimension quatre (il « incorpore » le temps!);

2. Le produit scalaire utilisé n’est plus euclidien : en tout point p € &, il existe une
base de l'espace vectoriel 7p(&') ou il s’écrit

- = —ulo® + uo' + v +u? (2.44)

Un produit scalaire euclidien ne contiendrait que des signes +, comme dans (2.43).

Plus précisément, en chaque point p € &, on munit Iespace vectoriel tangent 7p(&)
d’une forme bilinéaire g qui est symétrique, non dégénérée et de signature (—, +, +,+).
Rappelons que :

e forme bilinéaire signifie que g est une application 7p(&) x 7p(&) — R (i.e. qui

a tout couple de 4-vecteurs (u, V) associe un réel g(u,v)), linéaire par rapport a
chacun de ses arguments ;

e symétrique signifie que 'on a g(v,u) = g(u, v) pour tout couple (u, V) ;

e non dégénérée signifie qu’il n’existe pas de vecteur u autre que le vecteur nul véri-

fiant : Vo € Tp(&), g(u,v) =0;

e de signature (—,+,+,+) signifie qu'il existe une base de I’espace vectoriel 7p(&)

telle que g(u, V) s’exprime en fonction des composantes u® et v* de u et U dans
cette base de la maniére suivante :

g(i, %) = —u0® + uro' + v + ut?. (2.45)

D’aprés un théoréme classique d’algébre linéaire, le théoréme d’inertie de Sylvester,
dans toute autre base ou g(u, ¥) a une écriture diagonale (i.e. qui ne comprend pas
de termes croisés du type ‘u’v!’), g(u, ¥) est une somme algébrique de quatre termes
dont un avec un signe moins et trois avec un signe plus, comme dans (2.45). Cette
propriété ne dépend donc pas de la base ot I’on diagonalise g, elle est intrinseque a
g et constitue sa signature.

Remarque : On trouve aussi dans la littérature la convention (4, —,—,—) pour la si-
gnature de g. En général, cette derniere est utilisée en relativité restreinte, alors
que la signature (—,+,+,+) est utilisée en relativité générale. Les deux conventions
sont bien entendu équivalentes (il suffit de changer g en —g), mais nous attirons
lattention du lecteur sur les changements de signe dans certaines formules que le
passage d’une convention a [’autre peut entrainer.

Rappelons que les propriétés de forme bilinéaire symétrique non dégénérée caractérisent ce
que 'on appelle un produit scalaire. Par exemple, le produit scalaire classique de I'espace
euclidien a trois dimensions est une forme bilinéaire symétrique non dégénérée de signature
(4,4, +) |cf. (2.43)]. g est donc un produit scalaire sur 7p(&), ce qui justifie la notation
suivante [déja employée dans 'Eq. (2.44)] :

V(@,7) € Tp(6)?, -7 = g(d,7))|. (2.46)

On dit que les 4-vecteurs 4 et ¥ sont orthogonauz (on omettra de préciser pour le produit
scalaire g) ssi : U - U = 0.
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La forme bilinéaire g définie ci-dessus est appelée tenseur métrique sur & ou parfois
métrique tout court. Le couple (&, g) est appelé espace-temps. Le tenseur métrique définit
complétement la géométrie sur 'espace-temps : lorsque l'on parlera de deux 4-vecteurs
orthogonaux, ou d’un sous-espace orthogonal & un 4-vecteur, il s’agira toujours d’ortho-
gonalité par rapport au produit scalaire g.

2.3.2 Composantes g,z du tenseur métrique

Etant donnée une base (€, €1, €, €) de Tp(&), la matrice de g par rapport a cette base

est la matrice (g,5) définie par
Gap = g(€y, €5), 0<a<3 0<p<3. (2.47)

(gap) permet d’exprimer le produit scalaire de deux 4-vecteurs ¢ et ¥ en fonction de leurs
composantes (u*) et (v*) dans la base (€,) (cf. (2.19)), suivant

U-T = gagu v’ | (2.48)

Puisque g est une forme bilinéaire symétrique, (g,3) est une matrice symétrique. De
plus, puisque g est non-dégénérée, cette matrice est inversible et nous noterons (g*?) son
inverse :

9% 9o = 0%, (2.49)

ou 0”5 désigne le symbole de Kronecker relatif aux indices av et §: 0% =1sia= et 0
sinon.

Considérons un changement de base de (€,) — (€y) de Tp(&) (°); ce changement de
base est entiérement défini par la donnée de la matrice de passage P, qui est la matrice
réelle 4 x 4 telle que

€y = P°, E,. (2.50)

Alors pour tout vecteur v € Tp(&),

= AN ’ 5
U =0v" €y =v" P, €,, (2.51)

d’ott 'on déduit la relation entre les composantes de ¥ dans les deux bases :

/

v* = P% v, (2.52)

[0}

Remarque : La loi de transformation (2.18) précédemment établie constitue un cas par-

ticulier de la relation ci-dessus, puisque dans le cas de bases naturelles €, = 0, et
— ~ e . \ s /
€, = O, associées respectivement & des coordonnées (x®) et (x),

ox®
Pa ;) — .
* Oxe

Srappelons I'usage courant (en relativité) de mettre le prime sur I'indice plutot que sur le symbole qui
porte cet indice : en mathématique on écrirait plutdt (€7,) pour désigner la nouvelle base.

(2.53)
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En reportant (2.52) dans (2.48), il vient
ﬁ M '17 = gaﬁ ua U/B — gaﬁ Paa/ualpﬂﬂ/vﬁl = Paa/ gaﬁ Pﬁﬁ/ ualvﬁl, (254)

d’ou 'on déduit immédiatement la loi de transformation des composantes de g lors du
changement de base :

Jorr = P% gas P’y | (2.55)

soit en notation matricielle :
g ="PxgxP (2.56)

¢ désignant la matrice (gop), ¢ la matrice (gop), P la matrice (P*,) et 'P la transposée
de P. On retrouve 1a I'expression classique de la transformation de la matrice d’une forme
bilinéaire lors d’un changement de base (cf. un cours d’algébre linéaire).

Dans le cas particulier d'un changement de bases naturelles, associé & un changement
de coordonnées () — (2*'), on obtient en combinant (2.53) et (2.55) :

ozx® 0z°
ga/ﬁ’ = gaﬁ W W (257)

Remarque : Dans les livres de relativité plutét anciens, on définit un tenseur 2-fois
covariant comme un « tableau » de nombres goz qui se transforme suivant (2.57) lors
d’un changement de coordonnées. Ici, nous avons défini un tenseur 2-fois covariant
comme une forme bilinéaire sur & (cf. § 2.2.4) et la formule (2.57) apparait alors
comme une conséquence de cette définition.

2.3.3 Bases orthonormales

Une base (€, €1, €2, €3) de I'espace vectoriel 7p(&) est dite orthonormale (on omettra
de préciser pour le produit scalaire g) ssi :

€-€ = —1 (2.58)
e-e = 1 pour 1<:<3 (2.59)
€, € = 0 pour o # [ . (2.60)

Par rapport a une base orthonormale, la matrice de g est donc

Jop = g(éaa éﬁ) = Tajs (261)

ol (1ap) désigne la matrice suivante, appelée matrice de Minkowsks,

(2.62)

=

I
oo o
oo~ O
o~ oo
—_ o oo




2.3 Tenseur métrique

27

Remarque : Il n'existe aucune base de Tp(&) satisfaisant €, - €z = 0np, 0U dup est le
symbole de Kronecker et o et 3 prennent toutes les valeurs entre 0 et 3. On peut
avoir |€y- €| = 0ap, mais la signature (—, 4+, +, +) de g impose que l'un des produits
scalaires soit négatif (théoréme d’inertie de Sylvester mentionné plus haut).

Dans une base orthonormale, le produit scalaire de deux vecteurs 4 et ¥ s’exprime en
termes de leurs composantes (u®) et (v*) par [cf. (2.48)] :

- T = nagu v’ = —u® +ulot +uPv? 4+ uPo? | (2.63)

On retrouve ainsi la formule (2.45). Les bases orthonormales sont donc celles ou 'on lit
directement la signature (—, +, 4+, +) de g.

Exzemple : Considérons pour (&, g) l'espace-temps de la relativité restreinte. Soit (x®) =
(2% = ct,x,y,2) un systéme de coordonnées associé a un repére inertiel et (5a) =
(50 = c’lét, 51,, 5y, 52) la base naturelle correspondante. La matrice de g dans cette
base n’est autre que la matrice de Minkowski :

gaﬁ = T]aﬂ. (264)

Si l’on utilise les coordonnées sphériques (z) = (2° = ct,r,0, ) relices a (ct,x,y, 2)
sutvant (2.21), la matrice de passage P~ vers la nouvelle base naturelle (By) =
(8 = c*lét,ér,ég,a}) se lit sur les formules (2.25), (2.28) et (2.29). Les compo-
santes de g dans la base (8,) s’obtiennent alors o partir de 'Eq. (2.55) ; il vient :

-1 0 0 0
0 1 0 0

ga’ﬂ’: 0 O 7"2 0 . (265)
0 0 0 r2sin?6

On voit clairement sur cette expression que (50 = 0*18_;, 8_;, 59, 5s0) ne constitue pas
une base orthonormale (cf. la « longueur variable » du vecteur 8, sur la Fig. 2.0).
Par contre, la base vectorielle (€4) obtenue en renormalisant les vecteurs Oy suivant

(&, = 8,
e = 0,
1>
d 1 ~
eA =
. 7 rsin@ *

est une base orthonormale. Elle est représentée sur la Fig. 2.5. Notons qu’elle n’est
pas une base naturelle : il n'existe aucun systéme de coordonnées (x%) tel que €5 =
Ds.
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2.3.4 Genre des 4-vecteurs

Si 'on considére le produit scalaire classique (2.43) sur I'espace euclidien de dimension
trois, sa signature (4, +, +) fait qu'il est défini positif, c’est-a-dire que ¥+ ' > 0 pour tout
vecteur U, I’égalité n’étant réalisée que si, et seulement si, v = 0.

Par contre la signature (—, 4, +,+) de g ne lui permet pas d’étre défini positif. Le
produit scalaire d’un 4-vecteur @ avec lui méme peut a priori avoir n’importe quel signe
et étre nul sans que 4 le soit. On pose alors les définitions suivantes :

On dit qu'un vecteur ¢ de 7p(&) est :

e du genre temps ssi: g(u,u) < 0;

e du genre espace ssi: g(u,u) > 0;

e du genre lumiére ssi : 4 # 0 et g(u,u) = 0. Dans le vocabulaire de 'algebre li-
néaire, les vecteurs du genre lumiére s’appellent aussi vecteurs isotropes de la forme
bilinéaire g.

Ces définitions a connotation « physique » seront justifiées au § 2.4.

Remarque : « du genre lumiére » se dit « null » en anglais; ainst lorsqu’on rencontre
le terme « null vector » dans un texte anglais, il ne s’agit pas du vecteur nul, mais
d’un vecteur de genre lumiére.

Un 4-vecteur @ est dit unitaire ssi 4 est du genre temps et vérifie g(u,u) = —1 ou
bien @ est du genre espace et vérifie g(u, w) = 1.

2.3.5 Représentation graphique des vecteurs

Pour dessiner des figures dans 1’espace-temps, on supprimera une ou deux dimensions :
on aura alors respectivement des dessins a trois dimensions en perspective ou des dessins
plans. Deux vecteurs orthogonaux pour la métrique g ne seront pas nécessairement repré-
sentés par deux fleches perpendiculaires (au sens usuel du terme) : par exemple, un vecteur
de genre lumiére est orthogonal a lui-méme alors que graphiquement, une fléche ne peut
évidemment pas étre perpendiculaire a elle-méme. Cet aspect des graphiques d’espace-
temps est illustré sur les Fig. 2.7 et Fig. 2.8, sur lesquelles nous invitons le lecteur a
pendre le temps de réfliéchir.

Commengons par discuter la Fig. 2.7. On considére une base vectorielle (€,) orthonor-
male pour la métrique g. Pour obtenir une figure bidimensionnelle, nous ne représenterons
que les deux premiers vecteurs de cette base : €, est par définition un vecteur du genre
temps unitaire : € - €y = —1 [cf. (2.58)], €, est un vecteur du genre espace unitaire :
€, -€; =1 [cf. (2.59)], et €y et €, sont mutuellement orthogonaux : €, - €, = 0 [cf. (2.60)].
Sur la Fig. 2.7, on a choisi arbitrairement de représenter les vecteurs €y et €; par deux
fleches perpendiculaires, avec le vecteur du genre temps vertical et celui du genre espace
horizontal. Par ailleurs, nous avons dessiné quatre autres vecteurs, dg, @, ¢ et ¥, dont
les composantes respectives dans la base (€, €7, €3, €3) sont

af =(v2,1,0,0), af =(1,v2,0,0), u*=(1,1,0,0), »*=(1,-1,0,0). (2.67)

La premiére remarque que 1’on peut faire est que, bien que les fléches qui les représentent
sur la Fig. 2.7 ne soient pas perpendiculaires, les vecteurs ag et aj sont orthogonaux pour
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F1G. 2.7 — 4-vecteurs de I'espace 7p(&) : deux dimensions d’espace ont été supprimées si bien que la

figure est plane.

<v

By

>
e]

F1G. 2.8 — Méme vecteurs de 'espace 7p (&) que sur la Fig. 2.7, mais dans une représentation basée sur
la base orthonormale (@1, ds), plutot que (€1, €2). Méme si la figure a l'air trés différente de la Fig. 2.7,
on peut constater que les égalités vectorielles 4 = €y + €1 et U = €y — € sont bien satisfaites. Par ailleurs,
les vecteurs du genre lumiére, ¢’est-a-dire 4 et U, sont dessinés a 45°, tout comme sur la Fig. 2.7.
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la métrique g. Vérifions-le explicitement, en utilisant le fait que dans la base orthonormale
(€a) le produit scalaire est donné par (2.63) :

Ay - @1 = gapalal =nepalal = —vV2x14+1xV24+0x04+0x0=0.  (2.698)

De plus, dy et d; sont des vecteurs unitaires, @y étant du genre temps et a@; du genre
espace :

@L

0 8o ="Tapalah = —V2xV24+1x1+0x04+0x0=—1, (2.69)
@@ =Napala) = —1x1+V2xV2+0x0+0x0=1. (2.70)

Ql

Ainsi la « norme » du vecteur @; pour la métrique g est la méme que celle du vecteur €,
a savoir 1, bien que sur la Fig. 2.7 ces deux vecteurs soient représentés par des fleches de
longueurs différentes.

A Tinverse de dg et @i, les vecteurs © et ¥ sont représentés sur la Fig. 2.7 par des
fleches perpendiculaires, alors qu’ils ne sont pas orthogonaux pour la métrique g :

U-T=Nopgu1’ = —1x1+1x(=1)+0x0+0x0=—2#0. (2.71)

Remarquons par ailleurs que ces vecteurs sont du genre lumiére :

U-U=nNepu®u’ =—1x1+1x14+0x0+0x0=0, (2.72)
TT =00 0" = -1 x 1+ (=1) x (=1)+0x0+0x0=0. (2.73)
Les vecteurs dg et @, étant orthogonaux et unitaires, avec @y -dg = —1 et @;-a, = 1,

ils forment le début d’une base orthonormale, que ’on peut compléter par exemple par
€5 et €3. On définit ainsi la nouvelle base orthonormale

(6:1) = (&07 C_ila 527 é?)) (274)
Le changement de base (€,) — (€)) est donné par les relations

{&0 = V2é,+é ot {50 = V2d,—a,

- q R S . - 2.75
a, = €0+\/§€1 e = —ao+\/§a1 ( )

que 'on déduit aisément de (2.67). Dans la base (€’)) les composantes des vecteurs €y,
€1, U et U sont les suivantes

et = (V2,-1,0,0), e} =(-1,v2,0,0), v =(v2-1,v2-1,0,0),
Ual = (\/§+ 17 _\/5_ 1707 O) <276>

Nous avons souligné plus haut que la représentation des vecteurs (€y, €1) par des fléches
perpendiculaires sur la Fig. 2.7 était un choix arbitraire. Dessinons alors une nouvelle
figure en privilégiant la base orthonormale fondée sur (@, @;) plutot que (€, €;), c’est-a-
dire en représentant @, et @; par deux fleches perpendiculaires I'une verticale et I'autre
horizontale. Le dessin des vecteurs €y, €1, U et ¥ se déduit alors des composantes (2.76).
On obtient alors la Fig. 2.8. Elle est d’aspect trés différent de la Fig. 2.7, mais soulignons
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que les deux figures sont deux représentations du méme espace vectoriel 7p(&’) tangent
a l'espace-temps & au point P. Les vecteurs dessinés y sont les mémes, simplement ces
deux représentations sont basées sur deux bases orthonormales différentes : (€, €;) pour
la Fig. 2.7 et (dy, @) pour la Fig. 2.8. Aucune de ces deux bases orthonormales n’est
privilégiée par rapport a la métrique g, qui est la seule structure fondamentale introduite
jusqu’ici.

Il y a tout de méme un point commun qu’il convient de souligner entre les Figs. 2.7
et 2.8 : les directions des vecteurs du genre lumiére 4 et ¥ sont les mémes dans les deux
schémas, a savoir des droites & £45°. C’est en fait une propriété fondamentale de tous les
diagrammes d’espace-temps que nous construirons : les directions des vecteurs du genre
lumiére seront toujours des droites inclinées a +45° par rapport aux axes de la figure.
Autrement dit on privilégie les seules directions que I’on peut canoniquement associer au
tenseur métrique g, a savoir les directions isotropes (carré scalaire nul pour la métrique
g), que nous allons discuter a présent.

2.3.6 Cone isotrope

Dans l'espace vectoriel 7p(&’), I'ensemble des vecteurs du genre lumiére constitue ce
qu’en algebre linéaire, on appelle le cone isotrope T de la forme bilinéaire g. Le mot cone
signifie que si ¥ € Z, alors VA € R, \v € 7.

Le cone isotrope est représenté graphiquement sur la Fig. 2.9. Il sépare les vecteurs
du genre temps de ceux du genre espace : les premiers sont situés a l'intérieur du cone,
les seconds a l'extérieur. De plus, le cone isotrope comprend deux nappes. On convient
d’appeler nappe du futur I'une de ces deux nappes, soit Z*. La deuxiéme nappe est appelée
nappe du passé et notée Z~. On peut alors ranger les 4-vecteurs du genre temps en deux
catégories distinctes : les 4-vecteurs situés a l'intérieur de la nappe du futur (resp. du
passé) sont dits orientés vers le futur (resp. orientés vers le passé). On qualifie de choix
d’une fleche du temps le choix de la nappe Z7.

2.3.7 Distance entre deux points

Considérons deux points P et P’ infiniment proches sur la variété &. Nous avons vu
au § 2.2.3 qu’on peut leur associer un vecteur séparation infinitésimal dpP qui appartient
a l'espace tangent 7p(&). On définit alors le carré de la distance entre P et P’ vis-a-vis
du tenseur métrique g comme le nombre réel infinitésimal

ds? := g(dP,dP). (2.77)

Le signe de ds® dépend évidemment du genre du vecteur dP : ds® > 0 si dP est du
genre espace, ds? = 0 si dP est du genre lumiére et ds® < 0 si dP est du genre temps.
Etant donné un systéme de coordonnées (z*) au voisinage de P, soit dx® la différence
de coordonnées entre P’ et P. En vertu de I'Eq. (2.37), (dz®) constitue également les
composantes du vecteur dP dans la base naturelle ., si bien que (2.77) s’écrit

ds® = gopdax® da”|. (2.78)
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vecteuridu genre temps
oricnlté vers le futur

éur lumiére

vecteur du genre espace

'vebteur du genre tetnps
orienté vers le pagbé

FIG. 2.9 — Coéne isotrope de la métrique g (une dimension d’espace a été supprimée).
g

Lorsque la séparation entre les points P et P’ n’est plus infinitésimale, il faut se donner
une courbe reliant P et P’ et définir la distance en intégrant I’élément v/+ds? le long de
cette courbe. Le résultat obtenu dépend évidemment du choix de la courbe. Nous verrons
au § 2.6 qu’il existe des courbes qui minimisent ou maximisent la distance entre P et P’ :
ce sont les courbes géodésiques.

Remarque : La notion de distance sur & qui vient d’étre introduite justifie le qualificatif
de métrique attribué au tenseur g.

2.3.8 Bilan

Toute la description mathématique de I'espace-temps relativiste est contenue dans le
couple (&,g), ou & est une variété différentiable de dimension 4 et g un champ tenso-
riel de type (g) sur &, représentant une forme bilinéaire symétrique non dégénérée et
de signature (—,+,+, +), appelée tenseur métrique. La différence fondamentale entre la
relativité restreinte (qui décrit les interactions autres que gravitationnelle) et la relativité
générale (qui incorpore la gravitation) est la suivante :

e cn relativité restreinte, a la fois & et g sont fixés a priori : & = R* et g est la

métrique de Minkowski; le couple (&', g) est appelé espace-temps de Minkowsksi ;

e cn relativité générale : ni &, ni g ne sont déterminés a priori : en particulier, g doit
étre calculé en résolvant I’équation d’Einstein, que nous verrons au Chap. 4.
Notons cependant que pour une grande classe de problémes (espace-temps asymptotique-
ment plat et ne contenant pas de trous noirs), on a & = R*, tout comme en relativité
restreinte. Par contre, il reste toujours a résoudre ’équation d’Einstein pour déterminer

g.
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F1G. 2.10 — Cone isotrope dans I'espace vectoriel tangent 7p(&) en un point P et cone de lumiére
passant par ce point.

2.4 Lignes d’univers

2.4.1 'Trajectoires des photons et cone de lumiére

Ayant introduit le cadre géométrique (&, g), nous sommes en mesure d’énoncer le
premier postulat physique a la base de la théorie de la relativité : les photons (et plus
généralement les particules de masse nulle) sont décrits par des courbes de & qui (i)
sont du genre lumiére, c’est-a-dire dont les vecteurs tangents sont en tout point du genre
lumiére et (ii) sont des géodésiques de (&, g), au sens qui sera défini au § 2.6.3. Le fait
qu'une particule comme le photon soit représentée par une courbe (sous-variété de & de
dimension 1) et non par un point est bien évidemment la traduction spatio-temporelle
du concept de particule : la courbe est constituée par toutes les « positions successives »
occupées par la particule.

En un point P de & donné, ’ensemble des courbes représentant les photons, a pour sup-
port un cone infinitésimal, que I'on peut voir comme ’empreinte du céne isotrope de I'es-
pace vectoriel tangent 7p(&) (cf. Fig. 2.10). Ce cone infinitésimal est appelé cone de lumiére

au point P il est formé de toutes les rayons lumineux émis depuis P (nappe du futur)
ou regus en P (nappe du passé).

Le fait que les cones de lumiére soient une structure intrinséque de (&', g), c’est-a-dire
que leur définition ne fasse appel aucunement a la notion d’observateur, est la traduc-
tion géométrique de l'indépendance de la vitesse de la lumiére par rapport a tous les
observateurs inertiels (I'un des postulats historiques d’Einstein (1905)).

Un photon physique est décrit non seulement par une géodésique € de genre lumiére,
mais par aussi par la donnée d’un vecteur p tangent & € en tout point. Ce vecteur, qui
a la dimension d’une impulsion, est appelé quadri-impulsion (ou 4-impulsion du photon).
Il s’agit par définition d’un vecteur de genre lumiére :

p-p=0. (2.79)
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F1G. 2.11 — Ligne d’univers d'une particule matérielle.

2.4.2 Mouvement d’un point matériel

Tout comme le photon, le fameux point matériel (particule) de la mécanique classique
devient une courbe dans ’espace-temps relativiste, correspondant a toutes les « positions
successives » occupées par le point matériel. Alors que les courbes décrivant les photons
doivent étre du genre lumiére, on postule que toute courbe £ qui représente un point
matériel doit étre du genre temps, c’est-a-dire telle que tout vecteur tangent a £ soit
du genre temps. Cette propriété mathématique traduit 'impossibilité pour des particules
matérielles de voyager plus vite que la lumiére. La courbe £ est appelée ligne d’univers
de la particule matérielle considérée.

De part leur définition, les lignes d’univers des points matériels sont toujours situées
a l'intérieur du cone de lumiére en un point donné, comme représenté sur la Fig. 2.11.

Remarque : Alors que la ligne d’univers d’un photon doit étre une géodésique (du genre
lumiére), on n’exige pas que la ligne d’univers d’un point matériel soit une géodésique
du genre temps, mais simplement une courbe quelconque de genre temps. Il ne
s’agit d’une géodésique que lorsque le point matériel n’est soumis & aucune autre

interaction que celle induite par le champ gravitationnel, ainsi que nous le verrons
au § 2.0.

2.4.3 Temps propre

En plus de définir les trajectoires des photons via son cone isotrope, une deuxiéme
interprétation physique fondamentale du tenseur métrique g est liée au temps mesuré



2.4 Lignes d’univers

35

le long des lignes d’univers, c’est-a-dire au temps propre des particules matérielles. Soit
en effet deux événements P et P’ infiniment voisins sur la ligne d’univers . d’un point
matériel donné, tels que P’ soit dans le futur de P (cf. Fig. 2.11). P et P’ étant infiniment
voisins, on peut leur associer un 4-vecteur séparation infinitésimal (ﬁ, tel que défini au
§ 2.2.3. dP est un vecteur tangent a .. Le carré de la distance entre P et P’ tel que
défini par 'Eq. (2.77) est ds* = g(d—f)’, d—f}’) D’aprés la définition d’une ligne d’univers,
dP est nécessairement du genre temps, de sorte que ds? < 0. La quantité v/ —ds? est alors
bien définie et on pose

dr 1 —g(dP,dP)| (2.80)

C

ou ¢ est la constante définie par (2.1). La quantité 7 définie ci-dessus est appelée temps propre

le long de la ligne d’univers .. Elle correspond physiquement au temps mesuré par une
horloge entrainée par le point matériel dont £ est la ligne d’univers, horloge qui serait
infiniment précise.

Si l'on se donne un paramétrage & : R — &, A — P = Z()) de la ligne d’univers
Z, dP est relié au vecteur tangent U associé a ce paramétrage par I'Eq. (2.33), si bien
que l'on peut écrire (2.80) sous la forme

1
dr = —/=g(¥,9) dx. (2.81)

Soulignons que bien que cette expression fasse apparaitre le paramétrage & de £ (via v
et ), la valeur de dr est indépendante du choix d’un tel paramétrage, ainsi qu’il est clair
sur la définition (2.80). En explicitant le paramétrage & dans un systéme de coordonnées
(x%), sous la forme z* = X%(A) [cf. Eq. (2.6)], les composantes de ¥ dans la base naturelle
associée (8,) sont v = X := dX*/d\, si bien que expression (2.81) s'¢écrit

1 —
AT = —\/ —GapX*XP d\| (2.82)
c

Considérons a présent deux événements A = p(A4) et B = p(Ap) sur la ligne d’univers
%, que I'on ne suppose plus infiniment proches. Le temps propre écoulé entre A et B est
alors donné par l'intégrale

B AB
(A B) = / ar =2 [ g@N 5N dr | (2.83)

A CJxa

Remarque 1: Puisqu’il est relié a ['objet fondamental de la théorie de la relativité, a
savoir le tenseur métrique g, par lequel les lois physiques vont étre énoncées, le
temps propre est le seul temps réellement physique au sens suivant. La définition
d’un temps le long d’une ligne d’univers est a priori arbitraire : on peut choisir le
temps donné par une horloge « déréglée », dont la seule fonction est de fournir une
suite de « tics ». Ce qui distingue le temps propre, c’est qu’étant lié au tenseur
métrique, les lois physiques exprimées a l'aide du temps propre ont une forme plus
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simple que si on utilisait un temps quelconque. C’est donc essentiellement pour une
ratson de commodité que ['on emploie le temps propre et non le temps donné par
une horloge quelconque (Poincaré 1898).

Lorsque [’on considére un étre humain, le temps propre le long de sa ligne d’univers
est également le temps le plus commode pour décrire son évolution physiologique,
étant donnée la nature physique des processus biologiques. En admettant que le temps
physiologique soit bien celui per¢u par la conscience, on pourra imaginer le temps
propre le long d’une ligne d’univers comme le temps ressenti par un observateur
humain qui se déplacerait le long de cette ligne d’univers.

Remarque 2: Comme on vient de le voir ci-dessus, la notion physique fondamentale qui
apparait une fois introduit le tenseur métrique et les lignes d’univers est celle de
temps et non de distance.

2.4.4 Quadrivitesse

L’introduction du temps propre va nous permettre d’associer a chaque ligne d’univers
% un champ de vecteurs tangents indépendant de tout paramétrage. On appelle en effet
quadrivitesse ou 4-vitesse du point matériel dont la ligne d’univers est .Z le vecteur de

7Tp(&) défini en tout point P € £ par

1dP
0= ——— 2.84
v cdr | (2.84)

ott dP est le vecteur déplacement élémentaire de P en un point de .Z infiniment voisin
(cf. § 2.2.3) et dr ’élément de temps propre correspondant, suivant (2.80). En terme de
composantes par rapport a un systéme de coordonnées (%), la relation (2.84) s’écrit,
compte tenu de (2.37),

o Lldz®
Ut =——

— . 2.
c dr (2.85)

U est par construction un vecteur tangent a .£. Le facteur ¢ dans 'Eq. (2.84) fait qu’il
est sans dimension. Si I'on souhaite donner un sens mathématique rigoureux a la dérivée
(2.84), il suffit de considérer le paramétrage de £ par son temps propre c7 : 4 n’est alors
autre que le vecteur tangent correspondant & ce paramétrage. En combinant (2.80) et
(2.84), on constate que 4 est un vecteur unitaire pour la métrique g :

u-u=—1| (2.86)
Rappelons que la notation 4 - ©w désigne le produit scalaire g(u, u).

Etant donné un paramétrage ¢ = X*()\) de la ligne d’univers . dans un systéme
de coordonnées (z), on a dP* = X“d\ [cf. Eq. (2.33)] et dr = ¢ '/ —gap X2 XB dX [cf.
Eq. (2.82)]. En reportant ces valeurs dans ’'Eq. (2.84), on obtient les composantes de la
4-vitesse par rapport a la base naturelle 9, :

Xa
L (2.87)

A / _gMUXMXV
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Exzemple : Prenons pour & l'espace-temps de Minkowski et pour (x) = (ct,z,y, z) un
systéme de coordonnées cartésiennes’ correspondant & un référentiel inertiel. Consi-
dérons un point matériel animé d’une vitesse V. = dx/dt le long de l'axe x dans
ce référentiel. En prenant t comme parametre, ’équation de sa ligne d’univers est
donnée par

ct = XOt)=ct
r = X(t)=Vt
y = X2(t) =0 (2.88)
z = X3(t)=0,
st bien que .
(X)) = (¢, V,0,0). (2.89)

Puisque le référentiel considéré est inertiel, la matrice g, des composantes de g est
la matrice de Minkowski (2.62). On obtient alors

G X' X" = 2+ V2, (2.90)
En reportant (2.89) et (2.90) dans (2.87), il vient
1 1 V
(u®, u®, u¥, u*) = , —,0,0]. (2.91)
V1=V2/2 \J1-V2/2 ¢

On retrouve ainsi les formules bien connues de la relativité restreinte.

Remarque : Contrairement a la vitesse « ordinaire », la 4-vitesse d’une particule matéri-
elle a été définie sans référence a un observateur ou a un référentiel. Il s’agit d’une
quantité absolue, qui ne dépend que de la particule considérée. Ainsi, tout n’est pas
relatif dans la théorie de la relativité...

2.4.5 Quadri-impulsion

Une particule matérielle est caractérisée par une constante m > 0, que 'on appelle sa
masse au repos, ou encore tout simplement sa masse. Cette constante a évidemment la

dimension d’une masse. A partir de m et de la 4-vitesse @ de la particule, on forme le
vecteur quadri-impulsion (ou 4-impulsion) suivant

= 2

Puisque nous avons choisi la 4-vitesse sans dimension, p a la dimension d’une quantité de
mouvement. Etant donné que la 4-vitesse est tangente a la ligne d’univers de la particule,
il en est de méme de la 4-impulsion (cf. Fig. 2.12). Tout comme pour la 4-impulsion
d’un photon introduite au § 2.4.1, la 4-impulsion contient I'intégralité de la description
physique (non quantique) d’une particule matérielle sans spin ni structure interne. En

"Rappelons que suivant la convention énoncée au § 2.2.1, nous utilisons ct et non ¢ comme coordonnée
pour que toutes les coordonnées sur & soient homogénes & des longueurs.
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FIG. 2.12 — Vecteur 4-impulsion en différents points de la ligne d’univers . d’une particule matérielle.

particulier, la masse de la particule s’obtient a partir du carré scalaire de p, puisque la
relation de normalisation (2.86) de 4 conduit a

—

p-p=-mc*| (2.93)

2.5 Observateurs

2.5.1 Simultanéité et mesure du temps

Considérons un observateur O, que nous modéliserons par un point matériel de ligne
d’univers .%y. Nous supposerons qu’il est équipé d’'une horloge; il peut donc mesurer le
temps propre (que nous noterons t) entre deux événements quelconques le long de sa
ligne d’univers. Il effectue alors une datation des événements de %, en choisissant un
événement de %, comme origine des temps propres (t = 0). Mais comment peut-il dater
les événements qui ne se produisent pas sur sa ligne d’univers ?

Une premiére réponse consiste a attribuer la date t4 a tout événement simultané avec
I’événement A de temps propre t4 sur la ligne d’univers de O. Mais une telle définition
suppose comme donnée a priori la notion de simultanéité. Cette notion va de soi dans la
théorie de Newton qui stipule I'existence d’un temps absolu, indépendant de tout observa-
teur, en référence duquel on peut définir la simultanéité (cf. Fig. 2.13a). Mais il n’en est pas
de méme pour 'espace-temps relativiste ot aucun « découpage » temporel n’est donné a
priori (cf. Fig. 2.13b) : rappelons que les seules structures privilégiées dans I’espace-temps
relativiste sont celles liées au tenseur métrique g. Ce dernier n’induit pas de feuilletage
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1 A il /
| 1, I=n
y /
/ ligne d'univers I /
/ observateur AI /
> espace
F1Gg. 2.13 — Simultanéité et datation (a) dans Pespace-temps newtonien; (b) dans I’espace-temps

relativiste.

privilégié par des surfaces du genre espace (comme le feuilletage de I'espace-temps new-
tonien dessiné sur la Fig. 2.13a), la seule structure que ’on peut associer canoniquement
au tenseur métrique étant celle des cones de lumiére, définis par les vecteurs isotropes de
la forme bilinéaire g (§ 2.4.1).

Henri Poincaré (1898) a été I'un des premiers a remettre en cause la notion de simul-
tanéité comme allant de soi. Il a fait remarquer que nous n’avons pas d’intuition directe
de la simultanéité de deux événements distants ni méme de leur ordre d’occurrence. Il a
montré que ces notions sont intimement liées & la définition du temps lui-méme. Poincaré
arrive a la conclusion que la simultanéité doit résulter d’'une convention arbitraire qu’il
convient de préciser. Un critére de sélection entre différentes conventions pourra étre la
recherche d’une forme la plus simple possible pour I’énoncé des lois physiques. C’est ce
méme critére qui nous a fait préférer au § 2.4.3 'usage du temps propre plutét quune
autre échelle de temps le long d’'une ligne d’univers donnée.

En 1900, Poincaré avance 1'idée de synchronisation des horloges d’un observateur en
mouvement par 1’échange de signaux lumineux. Suivant ce principe, Albert Einstein (1905)
a proposé la définition suivante de la simultanéité de deux événements par rapport a un
observateur donné. A cette fin, nous supposerons que notre observateur @ est équipé,
en plus d’une horloge, d'un dispositif d’émission et de réception de photons. Soit A un
événement de temps propre t le long de la ligne d’'univers de O et M un événement
quelconque de €. On dira que M est simultané a A pour 'observateur O ssi :

1
t=(t+t)) (2.94)

ou t; est le temps propre (vis-a-vis de @) d’émission par O d’un photon qui atteint
I'événement M et est réfléchi (sans délai) en M pour atteindre de nouveau I’observateur
O au temps propre to (cf. Fig. 2.14).

Cette définition est trés naturelle et peut s’interpréter naivement en admettant que
le « temps » mis par la lumiére pour aller de O & M est le méme que celui pour aller
de M & O. Nous disons « naivement » car la notion de « temps de parcours » dépend
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F1G. 2.14 — Définition einsteinienne de la simultanéité : A et M sont simultanés pour I'observateur O
ssi A est situé & mi-temps de aller-retour d’un photon de O vers M .

de la définition de date adoptée, et donc de la notion de simultanéité. Dans 1'optique
d’Einstein, la définition de la simultanéité ainsi formulée s’accorde bien avec son postulat
de constance de la vitesse de la lumiére. Dans le cadre plus géométrique adopté ici, cette
définition est tout a fait acceptable car elle ne fait intervenir que les cones de lumieére,
qui représentent la seule structure canonique de ’espace-temps relativiste. De plus, cette
définition est opérationnelle : elle est basée sur un critére physiquement réalisable (mesure
du temps d’aller-retour d’un signal électromagnétique).

2.5.2 Espace local de repos

L’ensemble des événements simultanés a un point A de la ligne d’univers de O consti-
tue une sous-variété de dimension 3 (on dit hypersurface) de & qui coupe Ly en A (cf.
Fig. 2.15). Nous 'appellerons hypersurface de simultanéité de A pour O.

Une propriété géométrique importante de I’hypersurface de simultanéité est son ortho-
gonalité (vis-a-vis du tenseur métrique g) a la ligne d’univers de I'observateur considéré.

Plagons-nous en effet au voisinage du point A. Soit A; I’événement d’émission par O
du photon qui va se réfléchir en M et étre requ par O en A, (cf. Fig. 2.16). Le 4-vecteur
infinitésimal séparant A; et A est c¢dtu, ou u est la 4-vitesse de . De part la définition
einsteinienne de la simultanéité, le 4-vecteur infinitésimal séparant A et A, est également
cot u. Par ailleurs, écrivons le 4-vecteur infinitésimal séparant A et M comme cdtni. Le
fait qu'un signal lumineux soit envoyé entre A; et M revient alors a dire que le vecteur
cdtu + cot 1t est du genre lumiére :

(@ +7) - (@ +7) = 0. (2.95)

De méme, le fait qu'un signal lumineux soit envoyé de M & A, revient & dire que le vecteur
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z,(A)

& (A)

u

F1G. 2.15 — Hypersurface de simultanéité Y5(A) et espace local de repos &5(A) d’un événement A
d’une ligne d’univers L.

—cdtn + ot u est du genre lumiére :
( —

En développant les expressions (2.95) et

n)-(u—mn)=0. (2.96)
(2.96) et en soustrayant les résultats, on obtient :
u-n=0, (2.97)

ce qui montre que la droite infinitésimale joignant A et M est orthogonale a la ligne
d’univers Ly (cf. Fig. 2.16).

Réciproquement, si M est un événement de & infiniment proche de A et tel que le
4-vecteur infinitésimal séparant A et M soit orthogonal & u, alors en reprenant le calcul
précédent a envers il est facile de voir que nécessairement t = (¢ +1t2)/2, ¢’est-a-dire que
M est simultané a A.

En conclusion, au voisinage de A, les événements de & simultanés a A pour O sont
caractérisés par 'orthogonalité de ©(A) et de leur séparation de A. Ils définissent donc un
sous-espace vectoriel de I'espace tangent 74(&'), a savoir le sous-espace vectoriel perpen-
diculaire & . g étant une forme bilinéaire non dégénérée, ce sous-espace est de dimension
3 (il s’agit donc d’un hyperplan de T4(&)). De plus, cet hyperplan est du genre espace, au
sens oil tous les 4-vecteurs qui lui appartiennent sont du genre espace®. Nous l'appelle-
rons I'espace local de repos de I'observateur O en A. On peut 'interpréter comme 1’espace
ambiant & 3 dimensions « percu » par ’observateur O.

2.5.3 Facteur de Lorentz

Soit @ un observateur, de ligne d’univers .. Soit O’ un deuxiéme observateur, dont
la ligne d’univers £’ coupe celle de O en un point O. Soit 7 (resp. 7') le temps propre

8tout hyperplan dont la normale est du genre temps est du genre espace (exercice : le démontrer).
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7y

F1G. 2.16 — Orthogonalité de AM et @ pour M simultané a A et infiniment voisin de L.

de O (resp. @) en O. Au bout d’'un temps propre infinitésimal d7’, O’ se trouve au point
A (cf. Fig. 2.17). Soit alors 7 + dr la date attribuée par O a l'événement A (suivant la
procédure décrite au § 2.5.1). Contrairement a ce que prédit la physique newtonienne, dr
n’est pas égal & d7’. Le rapport de ces deux intervalles de temps propre (I'un pour O,
lautre pour ') définit le facteur de Lorentz T' de O par rapport a O :

dr = Tdr'] (2.98)

Exprimons le facteur de Lorentz en fonction des 4-vitesses 4 et ©’ de respectivement O
et O'. Soit B le point de .Z considéré comme simultané a ’événement A par ’observateur
O. Notons d7 U le vecteur déplacement infinitésimal joignant B a A. Ce vecteur appartient
a I’espace local de repos de 'observateur O '; il est donc orthogonal a . Le vecteur v est la
vitesse de O relativement a O, a savoir le déplacement de O’ par unité de temps propre

de O. Etant donné que @ et @' sont des vecteurs unitaires, on a I’égalité vectorielle (cf.
Fig. 2.17) :

cdr' 4’ = cdr 4 + dr v, (2.99)
d’ot, en utilisant (2.98),
1
u =T (72 + —17) . (2.100)
c

Par ailleurs, ¥ est dans ’espace local de repos de O en A, si bien que
i v=0. (2.101)
Le produit scalaire de (2.100) par 4 conduit alors a

[ (2.102)
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FI1G. 2.17 — Intervalles de temps propre dr et dr’ le long des lignes dunivers .% et .’ de deux
observateurs O et O’ dont les positions coincident en O. B est le point de . considéré comme simultané
de I'événement A par I'observateur O et d7 U est le vecteur déplacement infinitésimal de B en A. dr est
relié & d7r’ par le facteur de Lorentz I' : dr = T'dr’.

ou l'on a utilisé la relation (2.86) de normalisation de la 4-vitesse (4 - © = —1). Ainsi,
du point de vue géométrique, le facteur de Lorentz n’est autre que I'opposé du produit
scalaire des vecteurs unitaires tangents aux deux lignes d’univers considérées.

En prenant le carré scalaire de (2.100) et en utilisant la relation de normalisation

=/

u' -4’ = —1 ainsi que (2.101), on obtient
—1=T%(-1+c27-v),

d’ou

c2

1 —-1/2
I = (1 - —17.17> . (2.103)

Comme v est un vecteur du genre espace (puisqu’appartenant a l’espace local de repos
de O), v- v > 0 et la formule (2.103) montre que l'on a toujours I' > 1 (phénomeéne de
« dilatation des temps »).

2.5.4 Mesures d’énergie et de quantité de mouvement

Soit @ un observateur de ligne d’univers %, et de 4-vitesse uy. Considérons une
particule de masse nulle (photon) ou non (particule matérielle) dont la ligne d’univers .Z
coupe celle de O en un point O. Soit p le vecteur 4-impulsion de la particule. Rappelons
que P est un vecteur tangent a .Z.
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F1G. 2.18 — Energie E et vecteur impulsion P dune particule par rapport a un observateur. .Z est la
ligne d’univers de la particule et p son vecteur 4-impulsion. % est la ligne d’univers de 1’observateur et
U sa 4-vitesse.

L’énergie de la particule mesurée par I'observateur O est donnée par le produit scalaire

]E = — -ﬁc\. (2.104)

Dans le cas d’une particule massive, de masse m, la 4-impulsion p est reliée a la 4-vitesse
u par p = mcu [Eq. (2.92)] et le produit scalaire —u - ¢ n’est autre que le facteur de
Lorentz I' de la particule par rapport a O [cf. Eq. (2.102)]. L’Eq. (2.104) conduit alors a

B =Tme] (2.105)

On retrouve ainsi la célébre formule de la relativité restreinte.
La quantité de mouvement ou impulsion de la particule mesurée par I'observateur O
est donnée par le vecteur

P :=p+ (do - ) o | (2.106)
formule que I'on peut écrire
— E
P=p— — . (2.107)
c

Le vecteur P appartient a ’espace local de repos de I'observateur O, puisque par construc-
tion

ug - P =0. (2.108)

Puisque ) est unitaire, on peut voir la quantité F/c définie par (2.104) comme la

composante de p sur ug. De son coté, P constitue la composante de p orthogonale &
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up (cf. Fig. 2.18). On peut d’ailleurs réécrire (2.107) sous la forme d’une décomposition
orthogonale :

—

E N
p=—1uy+ P avec Ug-P =0. (2.109)
c

En formant le carré scalaire de p a partir de cette décomposition en y reportant (2.79)
pour un photon ou (2.93) pour une particule massive, on obtient la relation

E? =m? + P. P& (2.110)

ot m est la masse de la particule (m = 0 pour un photon).

Remarque : Le fait que les formules (2.105) et (2.110) soient les mémes qu’en relativité
restreinte vient de ce qu’il s’agit de résultats de mesures locales (au point O ou les
lignes d’univers de O et de la particule se croisent). La courbure de l’espace-temps,
qui traduit la gravitation et qui n’apparait pas dans les Eqs. (2.105) et (2.110), ne
se fait sentir que lorsqu’on effectue des mesures sur un domaine d’extension finie.

Exemple : Reprenons l’exemple considéré au § 2.4.4, a savoir celui du mouvement d’une
particule matérielle rapporté a un observateur inertiel O. Les composantes de la 4-
vitesse de la particule (par rapport a des coordonnées adaptées a O) étant données
par 'Eq. (2.91), on déduit immédiatement de la formule (2.92) les composantes de
la 4-impulsion

(°, p*, p¥,p%) = (T'me, T'mV,0,0), (2.111)
otu m est la masse au repos de la particule et T = (1 — V?/2)7Y2 = —iiy - 4 est
son facteur de Lorentz par rapport a O. Dans le cas présent, les composantes de

4-vitesse de O sont tres simples :
(u, uf, uf, uy) = (1,0,0,0), (2.112)

et les composantes de gnp (nécessaires pour former les produits scalaires) sont don-
nées par la matrice de Minkowski (2.62). L’Eq. (2.104) conduit alors a

E=—gapuyp’c=—(-1x1xp°c, (2.113)
c’est-a-dire, en reportant p° depuis (2.111),
E =Tmdc. (2.114)

On retrouve donc bien (2.105).

Par ailleurs, les composantes de "tmpulsion de la particule mesurée par O se dé-
duisent de (2.107) et (2.111) :

(P°, P*, PY, P*) = (0,I'mV,0,0). (2.115)

On en déduit que

P=TImV| (2.116)

ou V := Va0, est la vitesse de la particule mesurée par 'observateur O. La aussi,
on retrouve une formule bien connue de la relativité restreinte.
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2.6 Principe d’équivalence et géodésiques

2.6.1 Principe d’équivalence

En mécanique classique, le principe d’équivalence stipule que, pour tous les corps, la
masse grave est égale a la masse inerte. En conséquence, tous les corps tombent avec la
méme accélération dans un champ gravitationnel donné. Cette propriété singularise la
gravitation par rapport aux autres interactions : ainsi ’accélération d’une particule dans
un champ électrique donné dépend sa charge électrique (plus précisément du rapport
entre sa charge et sa masse inerte). Cela conduit a penser que la gravitation n’est pas une
propriété des corps eux-mémes, mais de ’espace. La théorie relativiste de la gravitation
— la relativité générale — prend en compte le principe d’équivalence en traduisant la
gravitation par la courbure associée a la métrique g de I'espace-temps’. Elle stipule que
les particules tests ne subissant que l'interaction gravitationnelle se déplacent sur des
lignes d’univers qui sont des géodésiques de 1'espace-temps vis-a-vis de la métrique g.

Dans un espace muni d’une métrique définie positive (c’est-a-dire ayant une signature
qui ne comprend que des +), les géodésiques sont les lignes de plus courte distance entre
deux points. Dans le cas présent d’une métrique de signature (—, +, +, +), une géodésique
est une courbe qui rend extrémale la distance (définie par le tenseur métrique) entre deux
points. On distingue en effet

e les géodésiques du genre espace qui minimisent la distance parmi toutes les courbes

du genre espace reliant entre deux points;

e les géodésique du genre temps qui maximisent la distance parmi toutes les courbes

du genre temps entre deux points;

e les géodésiques de longueur nulle (ou géodésiques lumiére) qui sont des courbes du

genre lumiére obéissant a ’équation (2.138) ci-dessous.

Les lignes d’univers des particules matérielles étant des courbes du genre temps, le
principe d’équivalence stipule qu’une particule libre de toute interaction autre que gra-
vitationnelle se déplace suivant une géodésique du genre temps, c’est-a-dire suivant une
ligne d’univers qui maximise le temps propre entre deux points. On a vu en effet que, pour
une ligne d’univers, la distance métrique n’est autre que le temps propre [cf. Eq. (2.80)].

2.6.2 Equation des géodésiques

Pour déterminer I'évolution d’une particule matérielle dans un champ gravitationnel
relativiste, cherchons done la ligne d’univers £ qui maximise le temps propre 7(A, B)
entre deux points A et B, tel que donné par 'Eq. (2.83).

Soit (x®) un systéme de coordonnées de & au voisinage de .Z et z® = X*(\) 'équation
paramétrique de £ dans ce systéme de coordonnées [cf. Eq. (2.6)]. En combinant les

Eqgs. (2.83) et (2.82), on a
1 [*B -
7(A, B) = E/ \/ — gap X X8 d), (2.117)

Aa

9La définition mathématique de la courbure sera donnée dans au Chap. 4
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ot Pon rappelle que X := dX®/d\. En vertu des équations d’Euler-Lagrange, T(A, B)
est extrémal (maximal dans le cas présent) ssi

d [ oL oL
i (aXa) ~ e =0, (2.118)

ou L est le « lagrangien » qui apparait dans (2.117) :

Li= L(X% X%) =/~ g (X¢)XnX¥ (2.119)
On a 5 9
v gl“’ v
Jxexv) = D xuxr, 2.12
X (g# ) o ( 0)
don oL 10
== DI xuxv, (2.121)

oXo 2L Qo
Par ailleurs,

0
e (g,wX X ”) = g X" + Gua X" = 20, X", (2.122)
ou 'on a utilisé la symétrie de g,,. On en déduit
oL 1 .
— = — 7 Jap X" 2.123
o0X« L‘g H ( )

En dérivant cette expression par rapport au parameétre A, il vient

d (0L 1dL ., 1dg 1.
il (el NP G LTS O (R O 2.124
X <axa> 2y T L oav T, 9o (2.124)

Reportons les expressions (2.121) et (2.124) dans les équations d’Euler-Lagrange (2.118)
pour obtenir

VdL .. dg . 10
148 s Douusr o w299 guxy 9.125
7 ) Jen Dav w2t S (2.125)

En écrivant

agau y n y agou/ v H agua I v o ]- agau agua y I Y
o XXV = (axXX S XX ) = o o | XX, (2126)

I'Eq. (2.125) se met sous la forme

dg dg dg
N X'u av po v
Jou (895“ * Oz Ox“

> XtXY = K(N) Gap X", (2.127)

ou 'on a défini
1dL

K(A) == I (2.128)



48

Cadre géométrique

En multipliant matriciellement 'Eq. (2.127) par la matrice inverse g®° [cf. Eq. (2.49)], on
obtient 1’équation des géodésiques cherchée :

X417, X'XY = k(M) X, (2.129)
avec
1 dg. dg dg
re, =-g* ks £ I 2.13
w59 (ax” * dzv 0z )| (2.130)

Les quantités I'* ,, sont appelées symboles de Christoffel de la métrique g par rapport aux
coordonnées (z%).

Si 'on choisit de paramétrer la ligne d’univers géodésique .Z par le temps propre T,
alors X® = dX* /dT = cu®, ou u® désigne les composantes de la 4-vitesse associée a &
[cf Eq. (2.84)]. On alors, d’aprés (2.119) et la relation de normalisation de la 4-vitesse
Japutu® = —1, L = c. Ainsi

dL
A=7 = L=c¢c = a:O =  k(A) =0. (2.131)

En utilisant le temps propre comme paramétre, I’équation des géodésiques (2.129) se
simplifie donc en

22X dX*dX"

dr? mWodr  dr

(2.132)

Si 'on suppose connu gas, et donc I'*,, comme fonction des coordonnées () dans la
région considérée, 'équation (2.132) constitue un systéme de 4 équations différentielles
du second ordre pour les 4 fonctions X*(7). D’aprés le théoréme de Cauchy, ce systéme
admet une solution unique si I'on se fixe les conditions initiales suivantes :

X*0) =y et X0)=U, (2.133)
ou z0, xy, x3, T3 sont 4 constantes arbitraires et US, Uy, U, Ug sont 4 constantes vérifiant
gggU(?UOﬁ = —c%. La donnée de X*(0) correspond a celle d’un point de & et la donnée de
X*(0) = cu®(0) a celle des composantes d’'une 4-vitesse. Ainsi, en un point quelconque
de &, il passe une, et une seule, géodésique du genre temps ayant une 4-vitesse donnée.

Exemple : Si (&,g) est l’espace-temps de Minkowski et (x) = (ct,z,y,z) un systéme
de coordonnées cartésiennes correspondant a un référentiel inertiel, alors les compo-
santes goz sont données par la matrice de Minkowski (2.62), qui est constante. On
a donc 0gap/0z" = 0 de sorte que les symboles de Christoffel sont identiquement
nuls dans ce cas :

re,, = 0. (2.134)

L’équation des géodésiques (2.132) se simplifie alors drastiquement :

2Xxe
=0, (2.135)
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Cette équation s’intégre aisément, étant données les conditions initiales (2.133) :
Xr)=U§'T + x7. (2.136)

1l s’agit bien évidemment de l’équation d’une droite. On retrouve donc le fait qu’en
relativité restreinte, les lignes d’univers des particules libres de toute interaction sont
des droites.

2.6.3 Géodésiques de longueur nulle

Une courbe du genre lumiére est par définition une courbe dont les vecteurs tangents
sont du genre lumiére. Si P et P’ sont deux points infiniment proches d’une telle courbe,
le vecteur dP les reliant est nécessairement du genre lumiére, si bien que le carré de la
distance entre P et P’ défini par 'Eq. (2.77) est

ds? = g(dP,dP) = 0. (2.137)

Cette égalité montre qu'une courbe du genre lumiére est une courbe de longueur nulle de
(€.9)

On définit une géodésique de longueur nulle ou géodésique lumiére comme une courbe
du genre lumiére qui obéit de plus & une équation identique a I’équation (2.129) obtenue
dans le cas des géodésiques du genre temps :

X412, XX = r(N)X*| (2.138)

Remarque : Une courbe de longueur nulle n’est pas nécessairement une géodésique de
longueur nulle, ainsi que le montre l'exemple 2 ci-dessous. La condition (2.158) est
donc plus restrictive que le fait d’étre de longueur nulle. Nous verrons au Chap. 4
que (2.138) signifie que le vecteur tangent est transporté parallélement & lui-méme
le long de la courbe, autrement dit que la courbe est la «plus droite possibley. C’est
effectivement bien le cas pour les géodésiques de ’exemple 1, mais pas pour la courbe
de ’exemple 2.

La différence entre (2.129) et (2.138) réside dans les conditions initiales : si on inteégre
(2.138) avec X*(0) qui représente les composantes d’un vecteur du genre lumiére (resp.
du genre temps), on obtiendra une géodésique de longueur nulle (resp. du genre temps).
Une autre différence est évidemment que 'on ne peut pas utiliser le temps propre 7
pour paramétrer des géodésiques de longueur nulle. On peut toutefois toujours trouver
un paramétre A tel que I’équation prenne la méme forme que (2.132) :

X* 4TI, X"X" =0/ (2.139)

En effet, considérons un changement de paramétrage A — X' = f(\) de la géodésique qui
a pour équation (2.138). Soit z® = X'*(\') I’équation de la géodésique dans ce nouveau
paramétrage. On a évidemment X*(\) = X'*(\), si bien que

X PX (df)2 dxX' & f

d\ AN d\2

dX*® dX'* df
= — et

dN  dN d\ A2 dN\?

(2.140)
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En reportant ces valeurs dans 'Eq. (2.138), il vient

1o / w -2 o
?X ro dX'"dX :(ﬂ> (/{()\)df d2f) dX

T oy v \an D ae) A

e (2.141)

Si 'on choisit f(A) telle que

% — qexp (/0A k() dx) , (2.142)

oll a est une constante, alors le membre de droite de (2.141) s’annule et on obtient la forme
(2.139). Les paramétres A pour lesquels I'équation des géodésiques de longueur nulle prend
la forme (2.139) sont appelés paramétres affines de la géodésique. Cette qualification vient
de ce que tout changement de paramétre de la forme

N =a\+0, a = const., b= const. (2.143)

préserve la forme (2.139) de 'équation des géodésiques [pour le voir, il suffit de faire
k(A) = 0 dans 'Eq. (2.142)].

Exzemple 1: Plagons-nous [’espace-temps de Minkowski (&,g) et utilisons des coordon-
nées inertielles () = (ct,x,y, z), tout comme dans l'exemple du § 2.6.2. En vertu
de (2.134), Uéquation des géodésiques (2.139) se réduit a X = 0. Cette équation
s’intégre immédiatement en

X(\) = Vo + 28,

ot (V,x§) sont des constantes. Tout comme pour les géodésiques du genre temps
[cf. Eq. (2.156)], on constate donc que les géodésiques lumiere de l’espace-temps de
Minkowski sont des droites. Elles doiwent étre tangentes aux cones de lumiére, ce
qui impose la restriction suivante sur les constantes (V) :

—(VO)2 + (V1)2 4 (V2)2 4 <V3)2 =0.

Exemple 2: Toujours dans l’espace-temps de Minkowski, considérons la courbe € d’équa-
tion paramétrique

ct = X°(\) = R)

r=X*\) = Rcos\

y = X?(\) = Rsin \

z=X3(\) =0,

% - (2.144)

ot R est une contante strictement positive. Dans un diagramme d’espace-temps, €
est une hélice de rayon R et de pas 2R (cf. Fig. 2.19). Le vecteur tangent associé
a pour composantes

v* = X%= (R, —Rsin\, Rcos A, 0).
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X

V<

F1G. 2.19 — Courbe du genre lumiére non-géodésique dans 1’espace-temps de Minkowski : cette courbe
est de longueur nulle mais n’est pas une géodésique.

Ce dernier est clairement du genre lumiére :
Gapv™0® = nosv™v? = —R* + R?sin® A + R? cos> A = 0,

de sorte que € est une courbe du genre lumiére. Par contre, il ne s’agit pas d’une
géodésique car

X% =(0, —Rcos\, Rsin )\, 0) # kX,

si bien que ’équation des géodésiques (2.138) n’est pas vérifiée. Rappelons que dans
le cas présent I'*,, =0 [Eq. (2.13])].
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3.1 Introduction

Le champ gravitationnel des corps a symétrie sphérique est évidemment d’importance
capitale en astrophysique. Or, il se trouve qu’il existe I’équivalent du théoréme de Gauss
de la gravitation newtonienne en relativité générale : le champ gravitationnel a ’extérieur
d’un corps a symétrie sphérique ne dépend que de la masse totale du corps et non du
détail de sa structure; il est donc de la méme forme pour un trou noir, une étoile ou une
planéte (pour peu que l'on reste dans I'hypothése de la symétrie sphérique). Ce champ
gravitationnel commun est appelé métrique de Schwarzschild. 11 s’agit d’une solution de
I’équation fondamentale de la relativité générale (équation d’Finstein, qui sera introduite
au Chap. 4). Historiquement, il s’agit méme de la toute premiére solution exacte non
triviale. Elle a été trouvée par l'astrophysicien allemand Karl Schwarzschild en décembre
1915 [31], quelques semaines seulement aprés la publication de la relativité générale par
Albert Einstein, en novembre 1915 (I'article d’Einstein ne contenait que des solutions
approchées).
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Pour arriver tout de suite a des applications intéressantes et d’intérét astrophysique,
la présentation de I’équation d’Einstein est différée au Chap. 4. Nous admettrons donc ici
que la métrique de Schwarzschild est la solution de cette équation a 'extérieur de tous les
corps a symétrie sphérique. Outre les applications astrophysiques, 'intérét d’introduire la
métrique de Schwarzschild dés & présent est de mettre en ceuvre a ’aide d’une métrique
concréte (et moins triviale que celle de Minkowski) les concepts vus dans le Chap. 2.

3.2 Meétrique de Schwarzschild

Avant de présenter la métrique de Schwarzschild, voyons tout d’abord comme on traite
la symétrie sphérique et la stationnarité en relativité générale.

3.2.1 Espace-temps statique et a symétrie sphérique

On dit d’un espace-temps (&', g) qu'il est stationnaire s’il existe un systéme de coor-
données (z%) = (2% = ct,x', 2% 23) tel que (i) les composantes g,5 du tenseur métrique
par rapport & ces coordonnées soient indépendantes de t :

69&5 _

=0 (3.1)

et (i) le vecteur 9, de la base naturelle associée aux coordonnées (x) soit du genre
temps. La propriété (3.1) fait du vecteur 8, un générateur de symétrie de (&,g) : le
tenseur métrique ne varie pas lorsqu’on suit les lignes de champ de ce vecteur!. On dit
que 8, est un vecteur de Killing, du nom du mathématicien allemand Wilhelm Killing
(1847-1923). Les vecteurs de Killing obéissent a une équation différentielle établie dans le
Probléeme B.2 page 216. Cette équation, dite équation de Killing s’exprime & 'aide de la
dérivée covariante, qui sera introduite au Chap. 4.
Pour t; € R, I'ensemble

Sy = {P = (ct,z", 2% %) e & t=t} (3.2)

constitue une sous-variété de &, de dimension 3; on 'appelle une hypersurface de &. Un

espace-temps stationnaire dont le vecteur de Killing 5; est orthogonal® aux hypersurfaces
3 est qualifié de statique.

Par ailleurs, on dit qu'un espace-temps (&, g) est & symétrie sphérique s’il existe un
systéme de coordonnées (z%) = (2° = ct,r,0, ) tel que (i) les surfaces {t = const, r =
const} sont de topologie sphérique et (ii) les composantes du tenseur métrique g par
rapport aux coordonnées (%) s’écrivent

Gop dz® da’ = —N(r,t)2c2dt> + A(r,t)2dr® + B(r, t)*(d6? + sin® 0 dp?), (3.3)

'On peut donner un sens mathématique rigoureux a cette expression, en introduisant la notion de
dérivée d’un champ tensoriel le long d’un champ de vecteurs, que l'on appelle dérivée de Lie.
2L’orthogonalité s’entend bien stir au sens du tenseur métrique g.
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ou N, A et B sont trois fonctions quelconques, de (¢,7) seulement. On remarque que les
composantes g,3 données par (3.3) sont indépendantes de la coordonnée ¢ :

0

Za5 _ . (3.4)
I
Il s’en suit que le vecteur 8_;, de la base naturelle associée aux coordonnées (ct,r, 0, )
est un vecteur de Killing. Cela traduit 'invariance par rotation autour de l'axe des z
(z := rcosf). Deux autres vecteurs de Killing d’un espace-temps a symétrie sphérique
sont

E(I) = —sinpdy — cot@coswt‘;@ et é(y) = —cosp B+ cot@sinw(io. (3.5)

Ils correspondent respectivement & l'invariance par rotation autour de I'axe des z (z :=
rsinf cos @) et autour de 'axe des y (y := rsinfsin p).

Remarque : Contrairement a (‘i(,, le vecteur 59 ne constitue pas un vecteur de Killing
d’un espace-temps & symétrie sphérique, car 0g,,/00 # 0, en raison du terme en

sin?@ dans (5.3).

3.2.2 Expression de la métrique de Schwarzschild

Comme mentionné dans I'introduction, nous différons au Chap. 4 la démonstration du
fait que l'espace-temps a 'extérieur d’un corps isolé a symétrie sphérique est indépendant
du détail de la structure interne de ce corps et est donné par la métrique de Schwarzschild.
Cette derniére est une solution de I’équation d’Einstein que I’on peut définir par I'existence
d’un systéme de coordonnées (z) = (ct, r, 0, ), dites coordonnées de Schwarzschild, telles
que les composantes g, du tenseur métrique g s’y écrivent

2GM 2GM\ !
gagdxadxﬁ:—(l— G )Cth2+(1— G; ) dr2+r2(d92+sin29dgp2).

c2r c2r

(3.6)
Il apparait dans cette expression les constantes fondamentales ¢ (vitesse de la lumiére, cf.
(2.1)) et G (constante de Newton pour la gravitation) :

G =6.6726 x 107" m*kg ' s72. (3.7)

Hormis ¢ et GG, I'unique paramétre qui apparait dans (3.6) est la constante M. Cette
derniére dépend du corps central et nous verrons plus bas qu’elle correspond a la masse
de ce corps.

La premiére constatation a faire au vu de (3.6) est que lespace-temps (&, g) est
statique et & symétrie sphérique. En effet, les composantes de la métrique sont clairement
indépendantes de ¢ et, pour r > 2GM/c2, 8, - 8, = —c*[1 — 2GM/(c*r)] < 0, ’est-a-dire
que 8, est du genre temps; de part la définition donnée au § 3.2.1, on en conclut que
I'espace-temps est stationnaire. De plus, les composantes g,5 étant diagonales, le vecteur
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8: est clairement orthogonal aux hypersurfaces t = const., ce qui montre que l'espace-
temps est statique. Quant & la symétrie sphérique, elle est immédiate car les composantes
gap données par (3.6) sont de la forme (3.3).

Par ailleurs, ’espace-temps décrit par la métrique de Schwarzschild est
asymptotiquement plat : M étant constant, on a en effet

. 2GM
lim =

r—+oo 21

0, (3.8)

si bien que, lorsque r — 400, les composantes g,g se réduisent aux composantes de la
métrique de Minkowski exprimée en coordonnées sphériques [cf. Eq. (2.65)] :

Jap dz® da’ = —Pdt* + dr® +r* (d6? + sin® 0 dp?) . (3.9)

Nous verrons au § 3.5.3 que le mouvement de particules massives, tel que donné par les
géodésiques de la métrique (3.6) (cf. § 2.6), se réduit au mouvement keplerien dans un
champ newtonien de masse M lorsque r — +o00. Cela justifie 'interprétation du parameétre
M comme la masse du corps central.

Une autre constatation immédiate au vu de (3.6) est que les composantes g,g sont
singuliéres pour r = Rg, ou

~2GM

Rs : (3.10)

c2

est appelé rayon de Schwarzschild (ou encore rayon gravitationnel) de 'objet central. On
a en effet

lim gopo =0 et lim g, = co. (3.11)

r—Rg r—Rg

Pour des étoiles ordinaires, ou des planétes, cela n’est pas génant puisque Rg est bien plus
petit que le rayon effectif de 1'objet :

Rs(M =1 Mg) =3.0km; Rs(M =1 Mg)=_8.9 mm, (3.12)

si bien que l'on a toujours r > Rg (et méme r > Rg!) a l'extérieur de ces objets. Nous
verrons qu’on a également r > Rg pour les objets beaucoup plus relativistes que sont les
étoiles a neutrons. Par contre, cela n’est plus vrai pour les trous noirs. Nous discuterons
donc la singularité » = Rg (qui est en fait une simple singularité de coordonnées) dans le
chapitre consacré aux trous noirs (Chap. 5).

3.2.3 Paramétre de compacité

Soit R la coordonnée r de la surface du corps central. On pose

== 3.1
2R (3.13)

La quantité = est sans dimension ; au voisinage de la surface du corps central, elle mesure
la déviation de la métrique de Schwarzschild (3.6) par rapport a la métrique de Minkowski
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masse M rayon R densité p  paramétre de

corps [Mo)] [km] [kgm™®]  compacité =
Terre 3x 1076 6 x 10° 5 x 10° 1010
Soleil 1 7 x 10° 103 1076
naine blanche 0.1a14 ~ 10% ~ 1010 107441073
étoile & neutrons | 1 a4~ 3 ~ 10 ~ 1018 ~ 0.2
trou noir 9

stellaire >~ 3 (M =3 Mg) 0 0.5
trou noir

massif ~ 107 20 UA 0 0.5

TAB. 3.1 — Caractéristiques moyennes de divers objets astrophysiques et leurs paramétres de compacité

2 = GM/(c2R) ~ R,/R.

(3.9). 2 est appelé paramétre de compacité, ou encore paramétre de relativité, de I'objet
central. En ordre de grandeur

& -~ ‘(Dsurf‘ -~ |Egrav’
R c? Mc? |

(1]

~

(3.14)

ou les deux derniéres quantités ne sont bien définies que lorsque le corps central n’est pas
trop relativiste : ®g,¢ est le potentiel gravitationnel newtonien a la surface de I'objet (sous
'hypothése de la symétrie sphérique, ®guy = —GM/R) et Eg,y est I'énergie potentielle
gravitationnelle newtonienne du corps central. Rappelons par exemple, que pour une boule
homogene (densité constante), Egay = —3/5 GM?/R.

Les valeurs de Z pour différents objets astrophysiques sont regroupées dans le ta-
bleau 3.1. Les objets compacts peuvent étre définis comme les objets pour lesquels = >
10~* : ce sont donc les naines blanches, les étoiles & neutrons et les trous noirs. Ce sont
des corps dont le champ gravitationnel difféerent notablement du champ gravitationnel
newtonien, I’écart relatif étant =. Si la relativité générale n’est qu’une petite correction
pour les naines blanches (tout au plus = ~ 1073), elle est absolument nécessaire pour
décrire les étoiles & neutrons et évidemment les trous noirs.

Remarque : Il convient de ne pas confondre compacité et densité : la compacité varie
comme M/ R, alors que la densité varie comme M/ R®. Ainsi, on peut avoir des corps
trés denses et trés peu compacts : par exemple, pour le proton, M = 1.66 x 10727 kg
et R~1fm = 107" m, si bien que p = M/(4/37R*) =5 x 10" kgm™>, alors que
E = GM/(*R) ~ 107%. Bien que de méme densité que les étoiles a neutrons, le
proton n’est absolument pas un corps compact ! Autrement dit, les effets de relativité
générale sont ultra négligeables a l’échelle du proton. Réciproquement, on peut avoir
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des corps trés compacts et tres peu denses : par exemple, pour le trou noir central
de la galaxie M87, de masse M = 3 x 10° My, et de rayon R = Rg = 2GM/c* =
9 x 10° km ~ 60 UA, si l'on définit la « densité moyenne » par p .= M/(4/37R3),
on obtient p ~ 3 kgm >, soit 1/300°™ de la densité de I’eau’ !

3.2.4 Théoréme de Birkhoff

Le théoréme de Birkhoff, que nous admettrons®, stipule que la métrique de Schwarz-
schild est I'unique solution de I’équation d’Einstein a 'extérieur de tous les corps a sy-
métrie sphérique, méme si le corps central n’est pas statique (par exemple une étoile qui
oscille radialement). Autrement dit, en symétrie sphérique et dans le vide, le champ gra-
vitationnel est nécessairement statique, méme s’il ne ’est pas dans la zone ot se trouve
la matiére. Le théoréme de Birkhoff est I’analogue relativiste du théoréme de Gauss en
gravitation newtonienne, qui dit que le champ gravitationnel a 'extérieur des corps a
symétrie sphérique est indépendant du temps (méme si les corps oscillent) et est fonction
seulement de la masse de 'objet central : § = —GM/r? é,.

3.2.5 Meétrique de Schwarzschild en coordonnées isotropes

Les coordonnées de Schwarzschild (t,r,0,¢) qui donnent lieu a la forme (3.6) des
composantes du tenseur métrique ne sont évidemment pas les seules dans lesquelles on
peut écrire la métrique de Schwarzschild. Effectuons en effet le changement de variable
radiale » — 7 tel que

R\* Rs
=7r({14+—= r> —. A
r=" ( + 4r> : > (3.15)
Pour 7 > Rg/4 ( <= r > Rs), cette relation est inversible et conduit a
1 R
f:§ {r—l— fr(r—Rs)—Tsl : r > Rs. (3.16)

La relation entre r et 7 est représentée sur la Fig. 3.1.
Autrement dit, on considére les coordonnées

(z%) = (ct, 7,0, p), (3.17)

ol les coordonnées t, § et  sont les mémes que pour les coordonnées de Schwarzschild (z®).
En utilisant la formule (2.57) de transformation des composantes de g lors du changement
de coordonnées (x%) — (x%), on obtient (exercice : le faire)

& 7,08 1_%222 GM472 —2 2 .2 2
Gap dz® dx” = — Té{y; cdt —I—(l—l—ﬁ) [dr + 7 (d@ + sin Hdgo)}.

(3.18)

3En fait, ainsi qu’on le verra au Chap. 5, le trou noir est une solution du vide de 1’équation d’Einstein,
si bien que la densité locale de matiére y est nulle, comme on I’a d’ailleurs indiqué dans le tableau 3.1.
40n le démontrera partiellement au § 4.6.2, & savoir dans le cas particulier d'un corps central statique.
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G

n
N ()]
T

coord. isotroper / Ry
P
T \U-I\ L

1“”1.5‘”2‘”‘2.5‘”3‘.‘”3'5“”4
coord. de Schwarzschild r/SR

F1G. 3.1 — Relation entre la coordonnée de Schwarzschild radiale, r, et la coordonnée isotrope radiale,
7 [ef Egs. (3.15) et (3.16)].

La partie spatiale de cet élément de longueur est du type
ds?_one = U dl? (3.19)

avec‘l’:zl%—zcc—éwf et

A := dr* + 72 (d6” + sin® 0 dp?) . (3.20)
On reconnait en df? I'élément de longueur dans 'espace euclidien R? en coordonnées
sphériques. Au vu de I'équation (3.19), on dit que les métriques ds?_. . et d¢* sont
conformément reliées, via le facteur conforme W. Elles conduisent aux mémes angles
entre les vecteurs. Pour cette raison, on appelle les coordonnées (z%) = (ct, 7,0, p) des

coordonnées isotropes. Asymptotiquement, on a |cf. Eq. (3.15)]

re~T, T — 400, (3.21)
mais au voisinage du rayon de Schwarzschild :
r~A4r, r— Rs. (3.22)

Remarque : Il convient d’insister sur un point : a ['extérieur des corps a symétrie
sphérique, les coordonnées de Schwarzschild (t,r,0, ) ou les coordonnées isotropes
(t,7,0,p) sont tout aussi valables : les écritures (5.6) et (3.18) donnent les com-
posantes d’une méme métrique g — la métrique de Schwarzschild — mais dans
différents systémes de coordonnées. En particulier, r n’a pas plus de sens physique
que T : ce ne sont pas des quantités directement mesurables, mais de simples co-
ordonnées sur la variété d’espace-temps. D’un point de vue purement géométrique,
r donne l'aire (associée au tenseur métrique g) des sphéres d’invariance liées a la
symétrie sphérique (sphéres {t = const, r = const}) : on voit en effet sur (3.6) que
la métrique induite par g sur ces sphéres est ds? = r? (d02 + sin? ngpz). Leur aire
est par conséquent A = 4mwr?. Pour cette raison, la coordonnée r est parfois appelée
rayon aréolaire.
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3.3 Geéodésiques lumiére radiales

Déterminons les géodésiques lumiére radiales (c’est-a-dire a 6 et ¢ fixés) de la mé-
trique de Schwarzschild. Elles nous conduirons & un nouveau systéme de coordonnées : les
coordonnées d’Eddington-Finkelstein.

3.3.1 Recherche des géodésiques lumiére radiale

Plagons nous dans le cadre des coordonnées de Schwarzschild (z*) = (ct, 7,6, ). Une
géodésique lumiére est une géodésique de longueur nulle : on doit donc avoir le long de

celle-ci
ds? = gapda® dx’ = 0. (3.23)

Par ailleurs, si I'on suppose la géodésique radiale, alors df = 0 et dip = 0 le long de celle-ci.
En utilisant les composantes (3.6), la condition (3.23) devient donc

2GM 2GM\ !
—(1- Adt* + (1 - dr® =0, (3.24)
cr c2r
c’est-a-dire 0
Adt? = ;, (3.25)
(1 _ 2GM>2
c2r
d’ou p
r

Cette équation s’intégre en

" dr! T da
ct:i/ — :iRS/ — (3.27)
7,01—2GM xol_l/x/

C2T‘/

ou lon a posé = := ¢*r/(2GM) = r/Rs. L’intégrale sur 2’ se calcule aisément :

x d/ T / T /_1 1 T 1
/ —x/ - / ,x dl":/ x,——i_d:c':/ (1+ ; >dx’
o 1—1/z o ¥ —1 e =1 0 =1

= z+Injr—1] —z¢—In|ze — 1. (3.28)

En reportant dans (3.27), il vient

ct ==+ {r—i—Rsln

r
— — 1H + const. (3.29)
Rg
En raison du 4, on obtient deux familles de géodésiques radiales, que 1’on peut classer
comme suit :

e les géodésiques sortantes, pour lesquelles dr/dt > 0; leurs équations sont

ct =1+ Rsln (R—S - 1) + const. pour 7> R (3.30)

ct =—r— Rgln (1 — R%) + const. pour r < Rg
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\\j r/R
3 S

F1G. 3.2 — Géodésiques lumiéres radiales représentées en coordonnées de Schwarzschild (¢,7) : en vert
et trait plein, les géodésiques sortantes; en rouge et tirets, les géodésiques entrantes.

e les géodésiques entrantes, pour lesquelles dr/dt < 0; leurs équations sont

ct = —r — Rgln <RLS — 1) + const. pour r > Rg (3 31)

ct =r+ Rsln <1 — RLS) + const. pour r < Rg

Ces géodésiques sont représentées sur la Fig. 3.2.
Pour r > Rg, on peut négliger le terme en logarithme dans les Eqs. (3.30) et (3.31),
qui deviennent donc
ct ~ +r + const. (3.32)

On retrouve ainsi 1’équation des rayons lumineux radiaux de l’espace-temps plat. On
constate d’ailleurs sur la Fig. 3.2 que pour r > Rg, les géodésiques deviennent des droites
de pente £45°.

3.3.2 Coordonnées d’Eddington-Finkelstein

On se place dans le cas ou r > Rg et l'on définit

u = ct—r— Rgln (L — 1> (3.33)
Rg

v = ct+r+ Rgln <L - 1) (3.34)
Rg
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Alors, d’aprés (3.30) et (3.31), la quantité u (resp. v) est constante sur les géodésiques
lumiére radiales sortantes (resp. entrantes).

On appelle coordonnées d’Eddington-Finkelstein sortantes
(resp. coordonnées d’Eddington-Finkelstein entrantes) les coordonnées (z%) = (u,r, 0, ©)
(resp. (z%) = (v,7,0,)). Pour obtenir les composantes du tenseur métrique dans ces
coordonnées, on peut utiliser la loi (2.57) de transformation des composantes tensorielles,
mais nous suivrons ici une autre route. On a en effet, en différenciant (3.33),

du = cdt —dr — dr =cdt — ——dr
Bs B
dr
d’ou
dt d dr?
d? = di2— 222 ( = k
— . 1 TS
2
(1_&)@2 = (1_@> Cth2+LR—20dtdr
r r (1—%)
dr? d
G—E%mﬁ: O—&>&M+—l?~4 du+ — | dr
r r (1-— 1) 1—=5
d?
@_Eﬁmﬁ: O—E%gﬁh"—%r‘QWW- (3.36)
r r (1— 1)
Ainsi

R dr? R
(1= e+ L= — (1= 22) @u® — 2duar (3.37)
FARR = r

Le membre de gauche de cette équation n’est autre que la somme des deux premiers
termes de 1'élément de longueur ds* = g, dz® dz” donné par (3.6). On en déduit immé-

diatement les composantes du tenseur métrique par rapport aux coordonnées d’Eddington-
Finkelstein sortantes :

2GM

c2r

9ap dz® dz® = — (1 — ) du® — 2dudr + r* (df® + sin® 0 dp?) | (3.38)

On peut faire plusieurs remarques sur cette expression :

e contrairement aux composantes g.3 dans les coordonnées de Schwarzschild, ou aux
composantes gz3 dans les coordonnées isotropes, les composantes g5 ne sont pas
diagonales, puisque g, = —1 # 0.

e g.. = 0; comme (‘i . 57« = ¢,r, cela signifie que le vecteur (’i de la base naturelle
associée aux coordonnées (u,r,0, ) est du genre lumiére.

Attention : ce vecteur 5,, n’est pas le méme que le vecteur 8_; de la base naturelle
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associée aux coordonnées (¢,r,6,¢) : en revenant a la définition premiére (2.14) des
vecteurs d’une base naturelle, on a en effet, pour un champ scalaire f générique,

of of
(E) u,0,p # (E)tﬂ,tp. <339>

e il I'on fait du = 0, df = 0 et de = 0 dans (3.38), on obtient g,5dz*dz” =0 : on
retrouve donc bien que les géodésiques lumiére radiales sortantes sont caractérisées
par u = const, § = const et ¢ = const.

De méme, les composantes du tenseur métrique en coordonnées d’Eddington-Finkelstein

entrantes (z%) = (v,r, 0, ) sont données par

- 2GM
9o da® dz’ = — (1 — C’; ) dv® + 2dvdr + r* (df + sin® 0 dp?) | (3.40)

cer

3.4 Décalage spectral gravitationnel (effet Einstein)

3.4.1 Symétries et quantités conservées le long des géodésiques

L’espace-temps (ou plus précisément la partie de I'espace-temps a l'extérieur du corps
central) décrit par la métrique de Schwarzschild est statique et a symétrie sphérique.
Ces symétries correspondent a quatre vecteurs de Killing : 5;, 5@ et les deux vecteurs
donnés par (3.5). Les vecteurs de Killing 5t et 81, sont notés ainsi car ils apparaissent
comme des vecteurs de la base naturelle associée aux coordonnées de Schwarzschild, ou
aux coordonnées isotropes. Donnons-leur un nom qui ne fasse pas appel & un systéme
de coordonnées particulier, mais évoque seulement qu’il s’agit de vecteurs de Killing de
'espace-temps (&, g). Posons :

— —

5(0) = 50 = c_lét et £ =0, (3.41)

la notation E_EZ) venant rappeler que ce vecteur de Killing résulte de I'invariance par rota-
tion autour de I'axe des z; cette notation compléte d’ailleurs celles utilisées dans (3.5).

La propriété fondamentale que nous allons utiliser & de nombreuses reprises dans ce
chapitre est que toute symétrie de I’espace-temps conduit a des quantités conservées le long
des géodésiques. Plus précisément, si é’ est un vecteur de Killing et si .Z est une géodésique
du genre temps, de tangente unitaire (4-vitesse) 4, la quantité 5 - U est constante le long
de .Z. 1l est facile de ’établir & partir des expressions relatives aux géodésiques obtenues
au Chap. 2. Pour étre concret, considérons le vecteur de Killing E = 5(0) = c‘lgt. Dire
qu’il s’agit d'un vecteur de Killing revient & dire que les composantes de la métrique sont
indépendantes de la coordonnée ¢ [Eq. (3.1)]. On va raisonner sur le lagrangien L introduit
au § 2.6.2 pour obtenir ’équation des géodésiques via les équations d’Euler-Lagrange. En
injectant la propriété dg,, /0t = 0 dans I'Eq. (2.121), on obtient

oL 11 % -

_ = __ - (Y — (. 42
0X0 2L c Ot XX 0 (3-42)
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En reportant la nullité de L/9 X" ainsi obtenue dans I’équation d’Euler-Lagrange (2.118),

il vient
d ([ 0L
— : = 0. 3.43
5 G (3.43)
Autrement dit, la quantité
oL
Ci=—2 (3.44)
0X0

est conservée le long de la géodésique. D’aprés (2.123) et (2.119), cette quantité s’exprime
selon

1. XH
C = ZQO,U,XN = goﬂf' (345)
\/ _gaﬂXaX,B
Via I'Eq. (2.87), on reconnait les composantes u* de la 4-vitesse, si bien que
C = gouu. (3.46)

Par ailleurs € - @ = g€, avec £ = (1,0,0,0) puisque £€=0,. Dot £ 4 = gouut. En
comparant avec (3.46), on constate que

—

C=¢ 4 (3.47)

La quantité é’ -1 est donc constante le long de la géodésique .Z. Si cette derniére est la
ligne d’univers d’une particule de masse m, il en est donc de méme de la quantité é’ D,
ol P est la 4-impulsion de la particule, puisque p = mcu et m est une constante. On a
ainsi démontré la propriété importante suivante : si une particule de 4-impulsion p’ suit
une ligne géodésique, alors

é’ vecteur de Killing — E - p = const. (3.48)

Nous avons établi (3.48) dans le cas d’'une géodésique du genre temps. En fait cette
propriété est plus générale : elle s’applique également aux géodésiques lumiére, p étant
alors I'impulsion du photon qui décrit la géodésique. Nous admettrons ce dernier résultat.

3.4.2 Effet Einstein

La conservation de é’ - p le long des géodésiques lumiére radiales va nous permettre
d’obtenir une des prédictions les plus remarquables de la relativité générale : le décalage
spectral gravitationnel, également connu sous le nom d’effet Einstein.

Considérons une classe d’observateurs statiques par rapport aux coordonnées de Schwarz-
schild (z%) = (ct,r,0,¢), c'est-a-dire des observateurs dont la 4-vitesse ¥ a les compo-
santes suivantes par rapport aux coordonnées de Schwarzschild :

u® = (u’,0,0,0). (3.49)
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F1G. 3.3 — Effet Einstein représenté en coordonnées de Schwarzschild (¢, 7). La surface de 1'objet central
est située en r = R ; les deux lignes verticales sont les lignes d’univers de 'observateur statique qui émet
le photon et de celui qui le regoit. L’énergie du photon par rapport a un observateur statique est donnée
par le produit scalaire entre la 4-vitesse ¢4 de I'observateur et la 4-impulsion p du photon : £ = —u - p'c.

Du point de vue vectoriel, cela signifie que 4 est parallele au vecteur de Killing &0),
puisque ce dernier est égal au vecteur 9y de la base naturelle associée aux coordonnées

(%) :

i = u° &) (3.50)
La relation de normalisation % - @ = —1 permet de calculer u°, puisqu’en utilisant (3.6),
il vient
Lo o 2GM
U= gopu®u’ = goo(u’)® = — (1 - ) (u®)?, (3.51)
d’ou
2G M\
0 _
u = (1 ~ ) . (3.52)

Considérons a présent un photon émis dans la direction radiale (sortante ou entrante)
par un observateur statique Ogp, situé en r = rq,,. Ce photon décrit une géodésique lumiére
et est requ par un observateur statique Oy, situé en r = r. (cf. Fig. 3.3). L’énergie du
photon mesurée par un observateur statique situé & une coordonnée r quelconque est
donnée par la formule (2.104) :

E=—d -pec, (3.53)

ou p est la 4-impulsion du photon le long de sa géodésique. En utilisant successivement
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(3.50) et (3.52), il vient

E = —u'€q-Pc
2GM\ " L
= —C (1— 2r > €(O)~p. (354)

2GMN\ T .
Eem = —C (1 — 627“ ) ( (0) 'p)em (355)
et au point de réception,
2GM\ VP L
Erec = —C (1 - 2r ) ( 0) * p)rec- (356)

Or d’aprés (3.48), la quantité S_Eo) - p est conservée le long de la géodésique lumiére :

—

(é&O) ’ ﬁ)rec = (5(0) : ﬁ)en’r (357)

Les expressions (3.55) et (3.56) conduisent alors a la relation suivante entre 1’énergie
mesurée & 1’émission et celle mesurée a la réception :

2GM \ /?
1_
D ——— ﬂ E (3 58)
rec 1 2GM em | .
2 Trec

Puisque I’énergie des photons est reliée a leur longueur d’onde par £ = hc/)\, on en
déduit immeédiatement la relation entre les longueurs d’ondes mesurées a ’émission et a
la réception :

2GM \ '/*
1—
Mo = | — e | (3.59)
rec 1 2GM em N
€2 Tem

ou de maniére équivalente le décalage spectral

2GM \ ?
1—
/\rec - )\em 62 Trec
2= = SCAT -1} (3.60)
em 1 _
% Tem

Il s’agit-la du décalage spectral gravitationnel ou effet Einstein. Soulignons qu’il s’agit
d’un pur effet de relativité générale et non d’'un décalage Doppler. Les observateurs Oep,
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et Orec qui mesurent Ao, et Aee sont en effet statiques par rapport aux coordonnées de
Schwarzschild (cf. Fig. 3.3); ils ne sont donc pas en mouvement relatif, si bien que la
relativité restreinte ne prédirait aucun décalage spectral.

Pour I'observation de photons en provenance de sources astrophysiques, on a 1o, = R
(coordonnée de la surface de 'objet) et 1. = +00, si bien que (3.60) devient

1

z N 1, (3.61)
ot l'on a introduit le facteur de compacité (3.13). On constate que z > 0 : I'effet Einstein
conduit a un rougissement des spectres des sources astrophysiques observées sur Terre.
Pour les corps faiblement relativistes, = < 1 et un développement limité de (3.61) conduit
a

2~ = (E<1). (3.62)
Cette formule fournit une nouvelle interprétation du facteur de compacité, en plus de celles
données par (3.14) : pour un corps non compact, = n’est autre que le décalage spectral
gravitationnel du rayonnement émis depuis la surface de ce corps et recu a 'infini.

Toujours dans le cas ou le corps central n’est pas un objet compact, mais en ne

supposant plus que I’on émet depuis la surface du corps ou que ’on observe depuis l'infini,
on a

2GM 2GM
5 <1 et 5
C* Tem C” T'rec

<1, (3.63)

si bien que l'on peut effectuer un développement limité de 1'expression (3.60) et obtenir

z:G]2”<1 - 1). (3.64)

& Tem Trec

On peut écrire cette formule sous la forme

1
=5 [D(Tr0c) — P(Tem)] |, (3.65)
ot ®(r) désigne le potentiel gravitationnel newtonien :
GM
O(r) = ———. (3.66)
r
Si, de plus,
Tem = 70+ hHem avec  |hem| < 1o (3.67)
Tree = 70+ Prec avec  |hpec| < 1o (3.68)
on peut effectuer un développement limité de (3.64) en hem /7o €t hpec/To. 1l vient ainsi
l9(r0)]
2= (hrec — Pem) |; (3.69)

ot g(r) désigne le champ gravitationnel newtonien :

g(r) = ———. (3.70)
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AtI'CC — Atem

NvY
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em rec

FIG. 3.4 — L’espace-temps de Schwarzschild est invariant par translation ¢ + ¢ +const de la coordonnée
t, ce qui résulte en At = At®™. Par contre, pour les temps propres, Ar"¢ £ Ar°™ (effet Einstein), la
relation exacte étant donnée par 'Eq. (3.77).

3.4.3 Effet Einstein comme dilatation des temps

Nous avons mis en évidence l'effet Einstein a partir de la mesure de la fréquence
des photons a I’émission et a la réception. Une autre facon de voir les choses consiste a
comparer le temps propre AT, mesuré par I'observateur O, entre deux événements A;
et As de sa ligne d’univers au temps propre ATy mesuré par 'observateur O, entre les
deux événements B et By de réception des photons émis en A; et en Ay (cf. Fig. 3.4).

La propriété fondamentale que nous allons utiliser pour relier ATy & ATy, est la
stationnarité de I'espace-temps de Schwarzschild. C’est d’ailleurs la méme propriété que
nous avons utilisée ci-dessus pour obtenir la constance de éo) -p et donc le résultat (3.60).
En effet, si t§™ (resp. t§™) est la coordonnée de Schwarzschild ¢ de 1'événement A; (resp.
Ay) et 1% (resp. t5°) la coordonnée de Schwarzschild ¢ de I’événement B; de réception
du photon émis en A; (resp. By de réception du photon émis en Ay), 'invariance de
I'espace-temps par la translation temporelle ¢ — ¢ 4 const implique (cf. Fig. 3.4)

e = M4 At (3.71)
f0 = Mg Ay, (3.72)

ou la quantité At est la méme dans ces deux équations. Autrement dit,

t;ec _ tliec — tgm _ t?m . (373)

L’intervalle de temps propre mesuré par O, entre les événements A; et Ay est [cf.
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Eq. (2.83)]
1 A2 1o — gm
ATem = E/ \/—g(dP,dP) = E/ \/ —9(8,,8,) dt = V=g dt.  (3.74)
Ay fom tm
En reportant ggg depuis (3.6), il vient

2GM

2 Tom

1/2
ATom = (1 - ) (tem — gem) (3.75)

De méme, l'intervalle de temps propre mesuré par O, entre les deux événements B; et
B> de réception des photons est

2GM \ V/?
AToee = (1 — ) (e — 1) | (3.76)

2
C” Trec

En utilisant (3.73), on conclut que

2GM \ '/?
b C* T'rec
ATree = W ATem | (3.77)
2 Tom

Il s’agit 1a d’un phénomeéne de dilatation (ou contraction) des temps au sens suivant : si
AT est le temps entre deux tics successifs de ’horloge de Oy, et qu’il informe 'obser-

vateur O, en émettant un signal radio a chaque tic, la suite de tics ainsi pergue par O,
obéit a la loi (3.77).

Remarque : En écrivant A = ¢T' dans (3.59), on constate que les périodes T' du rayon-

nement électromagnétique a [’émission et a la réception obéissent a la méme relation
que (3.77).

3.4.4 Mise en évidence expérimentale et observationnelle

Expérience de Pound & Rebka (1960)

Cette expérience a consisté & comparer les fréquences de la raie gamma (£ = 14 keV,
A = 0.09 nm) de désintégration du 5"Fe (isotope instable du fer, de durée de vie 1077 s)
entre le bas et le sommet d’une tour de I’Université d’Harvard [03]. On a alors M = Mg =
6.0 x 10%* kg, g = Ry, = 6.4 x 10° m, hyee — hem = 22.5 m, si bien que (3.69) donne

2~ 2x 1071, (3.78)

Ce décalage spectral extrémement petit a pu étre mis en évidence grace a 'effet Moss-
bauer, qui réduit considérablement la largeur de raie Doppler. La valeur obtenue est en
accord avec la prédiction de la relativité générale avec une marge d’erreur d’environ 10%.
L’expérience fut reproduite en 1965 par Pound & Snider [64] qui atteignirent un accord
de 1% avec la relativité générale.
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F1G. 3.5 — Schéma de I’horloge & atomes refroidis en microgravité PHARAO, qui doit étre installée en
2016 sur la Station Spatiale Internationale, dans le cadre du projet ACES [Source : LKB/SYRTE/CNES].

Expérience de Vessot & Levine (18 juin 1976)

Pour augmenter la précision, il fallait accroitre la différence d’altitude entre I’émetteur
et le récepteur. L’idée fut alors de lancer une fusée avec une horloge embarquée et de
comparer sa fréquence avec celle d'une horloge identique restée au sol. L’expérience a été
réalisée sous le nom de Gravity Probe A le 18 juin 1976 avec une horloge atomique a
maser H (A = 21 cm) embarquée sur une fusée Scout D [69]. On a dans ce cas M = Mg =
6.0 x 10%* kg, 7o = 2.5Rg = 1.6 x 107 m, et 7. = Ry, si bien que (3.64) donne

2z~ —4x 1071, (3.79)

Bien que considérablement plus grand que (3.78), ce décalage spectral est 10° fois plus
petit que le décalage Doppler dii au mouvement de la fusée! La mesure a été rendue
possible grace a l'utilisation d’un transpondeur & bord de la fusée qui, recevant un signal
du sol, le renvoie a exactement la méme fréquence que celle a laquelle il ’a regu. La
fréquence du signal retour mesurée au sol est décalée par 'effet Doppler du premier ordre,
et ce doublement : une fois a l'aller, 'autre fois au retour (dans les deux cas I’émetteur
et le récepteur s’éloignent I'un de Iautre, ce qui donne un décalage vers le rouge). Par
contre, le signal qui revient a la station au sol n’est affecté ni par I’effet Doppler du second
ordre (di au facteur de Lorentz), ni par l'effet Einstein. Le trajet retour annule en effet
les deux décalages de ce type subis a l'aller. Ayant mesuré 'effet Doppler du premier
ordre par ce biais, on obtient la vitesse de la fusée. On peut alors calculer 'effet Doppler
du second ordre. Ayant les deux effets Doppler, on les retranche au signal et il ne reste
plus que l'effet Einstein. Les résultats de I'expérience de Vessot & Levine ont ainsi été
suffisamment précis pour affirmer que l'accord relatif avec la prédiction de la relativité
générale est de 7 x 107°.

Horloges spatiales a atomes froids : ACES/PHARAO

Le projet ACES (Atomic Clock Ensemble in Space) de 'ESA est un ensemble d’hor-
loges atomiques qui doit étre installé sur la Station Spatiale Internationale en 2016. Il
comprend 1'horloge PHARAO, qui est une horloge a atomes de césium refroidis par laser,
développée au LNE-SYRTE (Observatoire de Paris) et au Laboratoire Kastler Brossel
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(Ecole Normale Supérieure), et financée par le CNES (cf. Fig. 3.5). La comparaison avec
des horloges & atomes froids au sol (fontaines atomiques) devrait permettre d’affiner a
2 x 107° le test de l'effet Einstein, soit un gain dun facteur 35 par rapport a I'expérience
de Vessot & Levine.

Spectre des naines blanches

Bien que les naines blanches soient essentiellement composées de carbone et d’oxygéne,
elles possédent en général une trés fine atmosphére d’hydrogéne, dont on peut observer
les raies de Balmer. On a dans ce cas M ~ 1 My et 1y = R ~ 5000 km, si bien que
(3.62) donne

z~ 1073 (3.80)

L’effet n’est donc pas trés facile & mesurer, d’autant plus qu’il faut le distinguer de 'effet
Doppler lié au mouvement de 1’étoile par rapport a la Terre. Cela n’est possible que si
la naine blanche a un compagnon ou fait partie d'un amas d’étoiles dont on connait la
vitesse radiale.

La mesure du décalage vers le rouge des raies de la naine blanche Sirius B a constitué
I'un des trois tests classiques de la relativité générale (aprés l'avance du périhélie de
Mercure et la déviation des rayons lumineux au voisinage du disque solaire). La premiére
valeur mesurée par W.S. Adams en 1925 était z = 6.3 x 1075 sur la raie de Balmer Hao,
ce qui s’accordait assez bien avec la valeur découlant du rapport M/R estimé a cette
époque, GM/(c?R) = 8.3 x 1075, et fit conclure a la validité de la relativité générale. Or
le rayon de Sirius B déterminé a cette époque était surestimé. Les valeurs modernes de
M/R conduisent plutét & GM/(c*R) = 2.8 x 107*, ce qui ne correspond pas du tout a
la valeur de z mesurée par Adams. Heureusement, les valeurs actuelles de z concordent
avec ce nouveau GM/(c?R). Pour plus de détails sur cette histoire, on pourra consulter
Greenstein et al. (1985) [52].

Application au GPS

L’effet Einstein constitue a ce jour le seul impact de la relativité générale sur la vie
quotidienne : si on n’en tenait pas compte dans le champ gravitationnel de la Terre
(pourtant faiblement relativiste, cf. Tab. 3.1), le systéme de positionnement GPS serait
complétement inopérant ! Nous détaillons tout ceci dans I'annexe A.

3.5 Orbites des corps matériels

Examinons a présent les trajectoires (orbites) des corps de masse m < M autour
du corps central de la métrique de Schwarzschild. Comme nous ’avons vu au § 2.6, ces
trajectoires doivent étre des géodésiques du genre temps.
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Champ gravitationnel & symétrie sphérique (métrique de Schwarzschild)

3.5.1 Quantités conservées

Il est facile de voir qu’en raison des symétries de la métrique de Schwarzschild, les
orbites doivent étre planes, tout comme en mécanique newtonienne. Considérons en effet
une particule de masse m et de 4-impulsion p' = mcu en un point P de sa ligne d’univers
Z. Soit (to, 70,00, po) les coordonnées de Schwarzschild de P. Sans perte de généralité, il
est toujours possible de choisir les coordonnées (¢, ) sur la sphére Sy, ., = {t = to, 7 =10}
telles que 0y = 7/2, po = 0 et la projection orthogonale de la 4-vitesse u de la particule
sur la sphére soit paralléle a 5@ c u?(P) = 0. Autrement dit le 2-vecteur (u’,u¥) est
paralléle a I’équateur § = w/2 de la sphére Sy, . Si la trajectoire ultérieure déviait vers
un des deux hémisphéres séparés par cet équateur, cela représenterait une brisure de la
symétrie sphérique. Ainsi la particule doit rester dans le plan

™
6= 81

On en déduit immédiatement que, tout au long de la trajectoire, u? = ¢=df/dr =0 :
u’ = 0. (3.82)

Les autres quantités conservées le long de £ sont données par la loi de conservation de
é’ - p le long des géodésiques établie au § 3.4.1. Appliquons-la aux vecteurs de Killing
E(O) =8y =18, et E(Z) = Bip [cf. Eq. (3.41)] associés respectivement a la stationnarité
et a la symétrie azimuthale : les quantités ¢ et ¢ définies par

- = 2 .4 3.83
€ m5(0) p C 5(0) u |, ( )

]_ — —
(= —& p=c. i 84
mﬁ(z) p=c&e U (3.84)

sont alors conservées le long de la géodésique .£. En terme des composantes de 4 par rap-
port aux coordonnées de Schwarzschild, on a e = —c?g,5(9)*u’ = —c2gopu®, soit, puisque
gap est diagonale, £ = —c?ggou’, avec d’apres (2.84), u® = ¢ tda®/dr = ¢ d(ct)/dT =
dt/dr (7 étant le temps propre de la particule). En utilisant la valeur de ggo lue sur (3.6),

il vient R p
1
=2 (1-25) =, .
e=c ( —) (3.85)

De méme, ¢ = cgns(0,)u’ = cgpu’ = cg,,u?, avec d’apres (2.84), u? = ¢ 'dp/dr, d’ou
puisque g,, = r2sin @ [cf. (3.6)],

de
{=r’sin®0 ——. 3.86
dr ( )
Les quantités € et ¢ peuvent étre interprétées de la maniére suivante : si la particule
atteint une région infiniment éloignée du corps central, alors £ o) coincide avec la 4-vitesse
d’un observateur statique [cf. Eq. (3.50) avec u® = 1], si bien que ¢ est alors 1'énergie
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par unité de masse de la particule mesurée par cet observateur [cf. Eq. (2.104)]. Par
ailleurs, I’expression (3.86) conduit & ¢ = rsin@ x (rsinfdy/dt) x dt/dr. Dans la région
asymptotique, si la particule a une vitesse non relativiste (dt/dr ~ 1), ¢ apparait ainsi
comme le moment cinétique (par rapport a Uaze des z) par unité de masse.

On peut voir que les quantités conservées associées aux deux autres vecteurs de Killing
éz) et ﬁy) de l'espace-temps de Schwarzschild [cf. Eq. (3.5)] correspondent & la conserva-
tion des deux autres composantes du vecteur moment cinétique, qui sont nulles initiale-
ment par notre choix de coordonnées. Elles sont donc toujours nulles et on retrouve ainsi
le fait que le mouvement orbital a lieu dans le plan z = 0.

3.5.2 Potentiel effectif

Les quantités conservées (3.82), (3.85) et (3.86) permettent d’exprimer 3 des 4 com-
posantes de la 4-vitesse 4 de la particule :

W = (1 . &)_1 = (3.87)

r C
uw = 0 (3.88)
( 14

cr2sin?0  cr?’

ou l'on a utilisé sin § = 1 puisque # = 7/2. La 4éme composante est obtenue via la relation
de normalisation &4 = —1. Comme les composantes ¢, du tenseur métrique par rapport
aux coordonnées de Schwarzschild sont diagonales [Eq. (3.6)], il vient

900(10)? + grr (u")? + goo(u”)? + gy (u?)? = —1. (3.90)

En utilisant les valeurs (3.6) de g (avec sin = 1), ainsi que les expressions (3.87)-(3.89),

on obtient 1 5 1 )
Rg e Rg B r l
_ <1 _ _) —+ (1 _ _) (u")? + = —1. (3.91)

r c r c2r?

Etant donné que [cf. Eq. (2.84)]

ldr
—— 3.92
v (3.92)
et Rs = 2GM/c* |[Eq. (3.10)], I'Eq. (3.91) peut étre réécrite comme
1 (dr\? e? — ¢t
2 (dT) Verlr) = =57 (3.93)
ot l'on a défini
GM * GM?
Verr (1) == — , + 02 203 | (3.94)

Rappelons que dans ces formules, les quantités € et £ sont des constantes. L'Eq. (3.93) ap-
parait al