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INTRODUCTION GENERALE

La modélisation d'un grand nombre de situations d’intérét pratique pour 'ingénieur ou
chercheur, conduit a la recherche de solutions d’équations aux dérivées partielles, assor-
ties de conditions aux limites et de conditions initiales, notamment en Mécanique du
Solide, en Mécanique des fluides, en Acoustique, en Thermique ou en Electromagnétisme.

Ces équations sont posées en général sur des domaines géométriques, qui ne per-
mettent pas’emploi des techniques classiques de recherche de solutions exactes et elles
doivent étre résolues par des méthodes numériques et en particulier par la méthode des
éléments finis, des équations intégrales (éléments de frontiére, méthode des singulari-
tés) ou des différences finies.

L'étude des équations intégrales a commencé il y a plus d'un siecle sous la forme de
la théorie du potentiel ou de I'identité de Somigliana par exemple, mais les développe-

ments concernant la résolution numérique ne datent que des années 1960.






Premiere partie

APPROXIMATION PAR RESIDUS
PONDERES ET ELEMENTS FINIS

Christian Wilegosz

Les développements des méthodes numériques reposent en fait sur des procédures d’au-
tomatisation du calcul des structures derriere lesquelles se « cachent » quelques opéra-
tions algébriques. Le but de la premiére partie du cours est de mettre en évidence la
structure algébrique des problemes d’équilibre de milieux continus. Aprés quelques rap-
pels de dualité et des propriétés des espaces intervenant en mécanique, nous montre-
rons que les méthodes d’approximation peuvent se décomposer en deux groupes : ap-
proximation des équations aux déplacements (résidus pondérés, équations intégrales)
et approximation des équations aux déformations ou aux contraintes (méthodes d’élé-
ments finis de type déplacements ou forces).

Nous détaillons dans cette premiére partie la méthode des résidus pondérés et la

méthode des éléments finis de type déplacements.
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Théorie algébrique des milieux continus

1.1 Rappels sur la dualité en statique des milieux continus

Une partie importante de la mécanique des milieux déformables concerne I'étude du
comportement de milieux soumis a des sollicitations appliquées infiniment lentement
avec 'hypothese des petites perturbations (HPP). Dans ce cas, et quelque soit le compor-
tement du milieu, on peut faire apparaitre quelques propriétés algébriques, tres utiles
grace a leur généralité, des espaces qui interviennent en mécanique des milieux conti-
nus. Définissons tout d’abord ces espaces et les notations qui seront utilisées par la
suite [Wielgosz 99]. On considére un milieu continu Q de frontiere 912 et on note dS un
élément de sa frontiére. On note V1'espace vectoriel des champs de déplacements géné-
ralisés et @ celui des charges généralisées. Ce couple d’espaces vectoriels est en dualité
pour une forme bilinéaire (e, ), qui représente le travail des efforts extérieurs. Notons
¢ =(f, t) le couple représentant 'ensemble des charges extérieures (charges de volume

f et surfaciques t), et u le déplacement. Le travail des efforts extérieurs est défini par! :

(u,p)eVxd — (u,(b)l:Ju-fdQ—i-f u-tds (1.1)
Q 2

Q

On note E l'espace vectoriel des champs de déformations généralisées et > celui des
champs de contraintes généralisées. Ce nouveau couple d’espaces vectoriels est en dua-
lité pour une forme bilinéaire (e,), qui représente le travail des contraintes dans les

déformations, qui est 'opposé du travail des efforts intérieurs, et est défini comme suit :
(e,0)€eExYX — (s,o)zzf £:0df (1.2)
)

On rappelle que la forme bilinéaire 1 représente le produit scalaire habituel (-) de deux
vecteurs et que la forme bilinéaire 2 représente le produit doublement contracté (:) entre

deux tenseurs. Lopérateur déformation en HPP est I'opérateur gradient symétrique :
ueV — e=graducE (1.3)
et 'opérateur d’équilibre, transposé de I'opérateur déformation est tel que :

cex — (f,t)=(—divo;o-n)ed (1.4)

1. On considere un probleme de Neumann ot les tensions sont imposées sur toute la frontiére.
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ou div est 'opérateur divergence d’'un tenseur. On peut résumer la situation a I'aide du

schéma a quatre espaces suivant :

E (') .>2 X
grad, T l (=div,-n) (1.5)
A <.r .>1 ®

et remarquer que I'expression du principe des travaux virtuels ne fait que transcrire la
définition de 'opérateur transposé (ou encore adjoint) qui consiste a écrire 1'égalité des

deux formes bilinéaires :

YveV (v,¢),=(¢0), (1.6)
soit encore :

YveV <v,gT(0)>1:(g(v),cr>2 1.7)

ol 'on a noté g, 'opérateur déformation, autrement dit le gradient et g7, I'opérateur

d’équilibre, c’est-a-dire la divergence au signe pres.

Sous-espaces vectoriels remarquables

Il s’agit du sev de E des déformations compatibles et du sev de X des autocontraintes.
Notons I le sev de E des déformations compatibles. Soit U le sev de V des déplacements

cinématiquement admissibles :

1=g(U) (1.8)
Définissons maintenant J, le sev de > des autocontraintes :

J=Kerg?’ (1.9)

Lopérateur d’équilibre contient les conditions aux limites sur les forces par I'intermé-
diaire de la formule de Cauchy. Le sev des autocontraintes J, comme celui des défor-
mations compatibles I, dépendra donc essentiellement des conditions aux limites (CL)
sthéniques et cinématiques (par dualité).

Définissons maintenant I'orthogonalité entre ces deux sev remarquables I et J. Rap-
pelons tout d’abord ce qu’on appelle polaire d'un sev d'un espace vectoriel en dualité
avec un autre : si F et G sont deux espaces vectoriels en dualité pour une forme bili-
néaire notée (e, o), et si M est un sev de F, on appelle polaire de M dans G, et on le note

M?, la partie de G définie par :
M°={y eG\VxeM, (x,y) =0} (1.10)

C’est en fait 'orthogonal de M dans G. Pour bien le rappeler, résumons la situation par

le petit schéma suivant :

McG (x,y) G>o>M° (1.11)
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En statique des milieux continus, cette propriété s’écrit :
J=1° (1.12)

On dit que le sev des autocontraintes est le polaire (ou encore 'orthogonal) du sev des

déformations compatibles et on résume la situation par :

ICE (x,y), XDJ=I° (1.13)
Si on admet maintenant le théoréme des bipolaires, on a :

1°° =1 (1.14)

ol le symbole « barre » signifie «adhérence de ». On admettra, sans entrer dans des consi-

dérations topologiques qu’en général, en mécaniqueon a:

IOOZIOZI (1.15)

Structure algébrique en élasticité

On dit qu'un milieu solide est élastique linéaire, s'il existe un opérateur linéaire d de E

dans X et on écrit :
o=d:e (1.16)

Lopérateur d’élasticité d, tenseur du quatrieme ordre reliant ¢ et o, est un opérateur

symétrique et défini positif. On a donc:

Ve, ea  (e1,d :e2),=(e2,d :€1),

(1.17)
Ve (e,d:€), >0
On complete le schéma a quatre espaces de la facon suivante :
d
E (') .>2 Z (1.18)
g1l Lg?
\ (') .>1 P

II est alors possible de construire I'opérateur qui résume les problémes d’élasticité li-

néaire et de physique linéaire stationnaire (o désigne la composition des applications) :

,Ef*:gTOdog (1~19)

Illustrons ce schéma pour quelques problemes de mécanique et de physique (et pour
des problemes de Neumann).
Pour une barre en traction ot u représente le déplacement longitudinal, on a:
—ESu,.x=p +CL

(1.20)
g=e, d=ES g'=(—e,;en)
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et poutre en flexion, ot u représente la fleche :

Elt,yrx=p +CL
(1.21)

g=e,, d=El g'=(e,.;en)
et 'opérateur déformation est 'opérateur dérivée premiere (ou dérivée seconde), c’est-
a-dire le gradient en une dimension (ou le gradient du gradient) ; 'opérateur d’équi-
libre est au signe pres I'opérateur dérivée premiere, c’est-a-dire la divergence en une
dimension (ou la divergence de la divergence), et 'abréviation e.n. signifie équilibre des
neeuds; 'opérateur de comportement est réduit au scalaire ES (ou EI) et représente la
rigidité a la traction (ou a la flexion). Nous sommes donc dans le cas ot les espaces V, ®,
E et X sont des espaces de fonctions scalaires.
En deux dimensions (problémes de potentiel ou de thermique ou1 A est le laplacien
scalaire et ou u est le potentiel ou la température), on a:
—-Au=f +CL
(1.22)
g=grade d=i g'=(—divee-n)
Lopérateur déformation est le gradient, I'opérateur d’équilibre est composé de la diver-
gence (au signe pres) ainsi que du produit scalaire avec la normale extérieure n, et I'opé-
rateur de comportement est I'identité. Nous sommes cette fois dans le cas ol les espaces
V et @ sont des espaces de fonctions scalaires et les espaces E et 3 sont des espaces de
fonctions vectorielles.
Pour un milieu continu en deux ou trois dimensions, ou u estle vecteur déplacement,
les opérateurs sont :
-A'u=f +CL
(1.23)
g=grad;e d=d;jx; g'=(—dive;e-n)
ou A*représente |'opérateur de Navier. Lopérateur déformation est'opérateur gradient
symétrique (c’est en fait la partie linéaire du tenseur de Green-Lagrange), 'opérateur
d’équilibre est composé de la divergence (au signe pres) d'un tenseur et du produit sca-
laire de ce tenseur avec la normale extérieure, et 'opérateur de comportement d;j; est
le tenseur élasticité du quatrieme ordre. Nous sommes cette fois dans le cas ou les es-
paces V et @ sont des espaces de fonctions vectorielles et les espaces E et ¥ sont des
espaces de fonctions tensorielles.
Enfin pour des plaques en flexion, ou u est la fleche, nous avons :
D(t,xxxx +2U,xxyy +U,yyyy)=p +CL 1.20)
g=gradgrade d=d, g"'=(—divdivee-n) .
ou D estle module de rigidité a la flexion des plaques, I'opérateur d’élasticité d , est celui
des plaques (contraintes planes intégrées dans |'épaisseur).
Les propriétés de linéarité de d, et 'orthogonalité de I et de ] permettent ensuite de

montrer que les structures de E et de X sont telles que :
E=led '()) X=Jed() (1.25)

et on dit que J et d(I) (comme I et d~1(J)) sont mutuellement polaires.



1.4

1.4 Résolution théorique du probleme en déplacements 9

Résolution théorique du probleme en déplacements

Le probléme s’écrit directement avec 'opérateur raideur .£*. Les efforts extérieurs ¢ =

(f, t) étant donnés, trouver le champ des déplacements u solution de :
z*(u):gp (1.26)

Précisons ce probléme en distinguant 'opérateur d’équilibre local qui sera noté £ et
I'opérateur des conditions aux limites qui sera noté 8. Nous avons pour l'instant défini
des conditions aux limites de type Neumann (équilibre de nceuds ou produit scalaire
avec la normale extérieure) qui apparaissent dans I'opérateur d’équilibre. Il existe deux
autres types de conditions aux limites : conditions de Dirichlet ou le déplacement u est
imposé sur toute la frontiére €2 du milieu, et conditions mixtes ou de Cauchy ou le dé-
placement u est imposé sur une partie J,2 de la frontiere et les tensions sont imposées

sur 'autre partie 62 de la frontiére. Par exemple, un probléeme de Neumann s’écrit :

L(u)=f dans Q

Bu)=t sur 00 (1.27)
Donnons maintenant quelques exemples de problémes mixtes :
1. équilibre d'un barreau en traction encastré - libre de longueur /
—ESuy,=f sur x€]0,I[
u(0)=0 (1.28)

ESu,,(1)=0
2. équilibre d'une poutre console en flexion de longueur /
Elu,xxxx=f sur x€]0,l]

u(0)=u,,(0)=0 (1.29)
Elt,xx (1) =—Eltt,xxx (1)=0

3. probleme de potentiel
—Au=f dans Q

U=1u, sur a9 (1.30)
Un=1 sur a0

4. probleme d’élastostatique tridimensionnelle
A*u=f dans
U=1u, sur a0 (1.31)
o-n=t, sur 0,0
La solution théorique du probléme en déplacements s’écrit :

U= g*—l(@) (1.32)

ou .Z* ! est une inverse a gauche de I'opérateur raideur.

En pratique, pour des problémes en une dimension d’espace (barres, poutres), on
sait construire cette inverse car il suffit de résoudre des équations différentielles (voir
exemples 1 et 2). Pour des problémes en deux ou trois dimensions, on ne sait pas trouver
cette inverse car il faut alors résoudre un systéme d’équations aux dérivées partielles. Les
approximations de ce probléme se font par la méthode des résidus pondérés ou par la

méthode des équations intégrales.
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Résolution théorique en déformations et en contraintes

Le probléeme de mécanique des milieux déformables s’écrit cette fois : Les efforts ex-
térieurs ¢ = (f, t) étant donnés, trouver le champ des déplacements u, le tenseur des
déformations ¢ et le tenseur des contraintes ¢ solutions des trois groupes d’équations
suivantes :

— les équations de déformation que I'on résume par :

eel (1.33)
— le principe des travaux virtuels :

YveV (v,0),=(e,0), (1.34)
— laloi de comportement d’élasticité linéaire :

o=d:¢ (1.35)

Ecrivons ce probléme sous une forme plus condensée. Pour ce faire, supposons qu'il
existe toujours un champ de contraintes particulier o* qui vérifie les équations d’équi-

libre. On peut donc écrire le PTV avec ce champ :

YveV  (v,¢),=(s0%), (1.36)
En faisant la différence avec I’expression précédente du principe, on obtient :

YveV  (g,0-0%),=0 (1.37)

Lorsque cette égalité est écrite avec des champs de déplacements cinématiquement ad-
missibles, ¢ appartient a I et I'orthogonalité entre I et ] prouve que o — o* est une auto-

contrainte. Donc, I'équilibre s’écrit :
oo’ +] (1.38)

et 0* +] est appelé le sous-espace affine des contraintes statiquement admissibles. Re-

groupons maintenant les trois groupes d’équations sous la forme condensée :

ceel
occo*+] (1.39)
o=ds

La solution du probléme en contraintes est :

gedn(c*+]) (1.40)
et celle en déformations est :

eclnd Yo" +]) (1.41)

On peut montrer que la solution de chacun de ces problemes existe et est unique. On

trouvera une interprétation géométrique simple dans le plan des contraintes dans [Wielgosz 99].

La solution en contraintes est la projection de o* sur d(I) parallelement aJ :

0 =proj,;o” (1.42)



1.5 Résolution théorique en déformations et en contraintes 11

On a bien entendu une situation analogue dans 'espace des déformations : la solution

en déformations est la projection de d ~(c*) sur I parallelement a d~'(J) :
¢ = proj,d*(c%) (1.43)

Les approximations de la solution en contraintes conduisent a la méthode des éléments
finis de type forces, celles de la solution en déformations a la méthode des éléments finis

de type déplacements.






2

Méthode des résidus pondérés

2.1 Formulation

Notons u la solution exacte (méme si on ne la connait pas) de 'équation d’équilibre en

déplacements :
L*u)=y (2.1

On définit le résidu comme étant I'erreur que 'on commet en remplacant la solution

exacte u par une approximation w du champ exact des déplacements u :

R (w)=L*(w)— 2.2)
Bien entendu ce résidu est nul pour u :

0=R"(u)=2*(u)—y 2.3)
La forme variationnelle de cette relation s’écrit :

VveVv (v,0);=(v,2%(u)), =0 (2.4)

et v est appelée fonction de pondération ou encore fonction test. Si on est capable
d’écrire cette formulation pour toute fonction test, alors les deux équations précédentes
sont équivalentes. Soit maintenant w une approximation de u satisfaisant toutes les

conditions aux limites, donc telle que (pour un probléme de Neumann) :
Bw)=t (2.5)

La méthode des résidus pondérés consiste a annuler le résidu Z(w) =% (w)— f en écri-

vant la restriction de la formulation variationnelle précédente a I'opérateur .& :
YveV (v,Z(w));=0 (2.6)

Supposons que 'on soit capable de trouver n fonctions w; (vérifiant toutes les condi-

tions aux limites) et écrivons w sous la forme :
w=W-X 2.7)

ol W est un vecteur ligne contenant »n fonctions w; et X un vecteur colonne contenant
les inconnues a; du probléme et choisissons n fonctions test v; de maniere a ce que 'on

puisse écrire v sous une forme analogue :

v=V-P (2.8)
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ou V est un vecteur ligne contenant les fonctions v; et P un vecteur colonne contenant

des parametres p;. On a alors :
v =Pt V! 2.9)

La forme intégrale précédente, avec la définition de la forme (e, ), s’écrit :
vp' f PV (Z(W-X)— f)d2=0 (2.10)
Q

et conduit a un systeme matriciel de dimension n x n :
K-X=F (2.11)

ol la matrice K est non symétrique, et F est un vecteur forces généralisées, tels que :

K= f Vigw)yd  F= f VI fdQ (2.12)
Q Q

On peut envisager d'utiliser plus de fonctions test m que de fonctions w; (m > n);
dans ce cas le systeme matriciel est surdéterminé, et on peut le résoudre par approxi-

mation avec une méthode de moindres carrés.

Si I'on veut symétriser la matrice, on peut choisir les fonctions test v; sur la méme

base que les fonctions w; en écrivant :
v=W-P (2.13)
Dans ce cas la matrice K et le vecteur F deviennent :

K= f wWew)de  F= f w!FdQ (2.14)
Q Q

et la matrice K est symétrique car 'opérateur .£ est symétrique (car £* = glodog, d

est symétrique, et toutes les conditions aux limites sont vérifiées par les w;).

Exemples

Barreau bi-encastré soumis a une charge linéique

Avec une charge linéique f quelconque, le probléme prend la forme :

—ESu,x=f
u(0)=0 (2.15)
u(l)=0

et on peut en trouver la solution exacte u quel que soit le chargement f. Résolvons ce

probleme de maniére approchée par résidus pondérés.
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Approximation a un parameétre
Choisissons une approximation w du probleme réel qui ne satisfasse que les conditions

aux limites, c’est-a-dire :
w0)=w(l)=0 (2.16)

On peut choisir n'importe quelle fonction satisfaisant ces conditions aux limites; par

exemple :
w(x)=ax(l —x) (2.17)

Ou a est une constante arbitraire que nous allons calculer par la méthode. Le résidu

s’écrit :
R(w)=—-ESw,yx —f =2ESa — f (2.18)
et la formulation résidus pondérés s’écrit, avec la définition de la forme bilinéaire 1 :

1
YveVv f v(x)(2ESa — f)dx =0 (2.19)
0

I reste a choisir la fonction test v. Comme tout est possible (V), choisissons la fonction

la plus simple : v égale a la constante unité. On en déduit :

a= L (2.20)
2ES
La solution approchée du probléeme est donc :
I —
v = 22U =%) 2.21)

2ES
On remarquera que c’est la solution exacte du probleme du barreau lorsque la charge
linéique f est constante, c’est-a-dire que la valeur de la constante a est proportionnelle
a la valeur moyenne du chargement. Reprenons les calculs en conservant la méme ap-
proximation w et en changeant de fonction test v. Pour éviter l'intégration, choisissons
pour v une fonction de Dirac en milieu de barre, notée 6(//2). La valeur de la constante

est cette fois telle que :

I
f 5(1/2)(2ESa — f)dx =0 (2.22)
0

Elle est donc reliée a la valeur du chargement en milieu de barre. On appelle cette mé-
thode la collocation par points, le point de collocation étant celui ot on a placé la fonc-

tion de Dirac.

Approximation a deux parametres

Choisissons une approximation a deux fonctions. Nous avons choisi une fonction para-
bolique précédemment ; nous aurions pu choisir une fonction circulaire ou autre chose,
I'essentiel étant d’utiliser une fonction au moins deux fois dérivable pour pouvoir cal-
culer le résidu. Résolvons le méme probléme avec une combinaison linéaire de deux

fonctions satisfaisant les conditions aux limites, par exemple :

w(x)=a1x(l—x)+agsinﬂTx (2.23)



2.2.2

16 Meéthode des résidus pondérés

La formulation résidus pondérés s’écrit cette fois :

2

I
YveV f v(x)ES (Zal—l-az)lc—zsinﬂTx—f) dx=0 (2.24)
0

Pour pouvoir déterminer les constantes inconnues a; et a,, il nous faut utiliser (au
moins) deux fonctions test v. Choisissons deux fonctions linéairement indépendantes,

par exemple une constante (comme dans I'exemple 1) et une fonction linéaire :
nx)=1 m(x)=x (2.25)

On obtient alors :
! x2 X
f ES (2a1+agl—2sinT—f) dx=0
y (2.26)
x3 | nx
f ES (2xa1 +Clgl—2 smT —fx) dx=0
0

qui conduit a un systeme matriciel de deux équations a deux inconnues a; et a,. Une
fois résolu (si la solution existe), 'approximation de la solution en déplacements est don-
née par le choix de w(x). On peut également choisir deux points de collocation, le pre-

mier au tiers et le second aux deux tiers de la barre, c’est-a-dire :
v1(x)=06(1/3) v2(x)=06(21/3) (2.27)

Dans ce cas, on évite les intégrations et le systéme s’écrit :

ES (2a1+a27;—22§) =f (é)

21 n2 V3 21
ES (gdl'i‘agl—z?) :f (?)

(2.28)

Mais on s’apercoit immédiatement cette fois que ce systéme ne possede pas de solution
(ou une infinité de solutions sile chargement est symétrique), car le déterminant est nul.
La méthode de collocation peut donc conduire a une impossibilité.

Reprenons toujours le méme exemple en choisissant comme fonctions test celles qui
ont servi a I'approximation :

n(x)=x(l —x) vs(x) =sinﬂTx (2.29)

Dans ce cas, la formulation résidus pondérés conduit a une équation matricielle symé-

trique.

Poutre console soumise a une charge linéique
Considérons a nouveau une charge linéique f quelconque. Le probléme réel s’écrit :
Elt,xxxx = f

u(0)=0 u,(0)=0 (2.30)
Elu,xx (1)=0 —Elu,xxx (1)=0
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et on peut encore en trouver la solution exacte u quel que soit le chargement f car
on sait résoudre cette équation différentielle du quatrieme ordre quelque soit le char-
gement. Recherchons une solution approchée par résidus pondérés. Choisissons une
approximation w du probleme réel qui ne satisfasse une fois de plus que les conditions

aux limites, c’est-a-dire :
w(0)=0; w,y (0)=0; Elw,x (1) =0; —Elw,xxx (1)=0 (2.31)

Recherchons cette approximation sur une base polynomiale (au moins quatre fois déri-

vable) en I’écrivant sous la forme :

wx)=ax*+bx3+cx*+dx+e (2.32)
On obtient :
w(x)=ax?*(x*—4lx+61?) (2.33)

La constante arbitraire a va encore étre calculée par la méthode. Le résidu s’écrit :
R(w) = Elw, yxxx _f =24ESa — f (2.34)

et la formulation résidus pondérés s’écrit, avec la définition de la forme bilinéaire 1 :
!
YveV f v(x)(24Ela — f)dx =0 (2.35)
0

Comme dans le cas précédent, il reste a choisir une fonction test v. La technique est la

méme. Si on prend une fonction constante, alors la constante a vaut :

1
1
—— | ra 2.36
a 24E11J0 fdx (2.36)

On obtient la bonne solution lorsque le chargement f est constant; dans ce cas, la fleche
de la poutre est donnée par :

_Jx
T 24E11

w(x) (x> —4lx+61?) (2.37)

Si le chargement n'est pas constant, cette solution est celle d’'une poutre « équivalente »
ayant pour chargement la valeur moyenne de f. On pourrait bien stir choisir d’autres

fonctions test et ainsi obtenir d’autres solutions approchées de ce type de probleme.

Problemes de potentiel ou de thermique en deux dimensions

On veut trouver une solution approchée d'un probleme de laplacien :

—Au=f sur

2.38
u=0 sur 29 ( )

ou 2= {(x,y) €] -1, 1[?}. Il nous faut tout d’abord choisir une fonction w(x, y) satisfai-

sant ces conditions aux limites ; par exemple (a est une constante arbitraire) :

w(x,y)=a(x*-1)(y*-1) (2.39)
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Avec ce choix de w, la formulation résidus pondérés s’écrit :
VveVv f v(x,y)(—2a(x*+y*—2)— f(x,y))d2=0 (2.40)
Q

Si on choisit v(x,y) =1, la constante a est reliée a la valeur moyenne de la charge f(x,y)

sur le domaine et a deux de ses co-moments :

Jf(x,y)dQ; fxzf(x,y)dﬂ; Jyzf(x,y)dQ (2.41)
Q Q Q

Dans le cas particulier ou le chargement f est constant, avec ce choix de fonction test
constante sur le domaine, on obtient une expression simple de la constante a qui repré-
sente le potentiel a I'origine :

a:%£ (2.42)
Si on choisit v(x) = 6(0) (distribution de Dirac au point 0 de coordonnées (0,0)), alors
la constante a est relié a la valeur de la charge a l'origine f(0,0) et si le chargement est

constant :

_/
a=" (2.43)

ce qui représente une valeur voisine de la solution précédente.
On pourrait choisir d’autres approximations w satisfaisantles conditions aux limites ;

par exemple :
w(x,y)=a(l+cosmx)(1+cosmy) (2.44)

et recommencer les calculs, ou encore utiliser une combinaison linéaire des deux fonc-
tions précédentes, pour obtenir une « meilleure » approximation de la solution du pro-
bleme réel.

Suivant le choix des fonctions test v, la méthode des résidus pondérés porte plusieurs
dénominations rappelées sur la figure 2.1.

résidus pondérés

v = collection de Diracsj [ v = constant par sous-domaine]

[ collocation par points] [ collocation par sous-domaine] [Petrov Galerkin] [ Galerkin]

figure 2.1 - Différentes variations de résidus pondérés
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Méthode des éléments finis de type
déplacements

Construction de lI'élément fini

La méthode des éléments finis est une méthode de Galerkin avec intégration(s) par par-

ties (IPP). Or I'IPP ne fait que traduire le principe des travaux virtuels. On part donc de :

YveV v,Z(w));=0 (3.1)
et apres intégration par parties on obtient :
YveV (v,¢),=(g) o), (3.2)

qu’'on écrit pour quelques v (et non pas pour tout) construits sur la méme base que w
et on ne satisfait les conditions aux limites qu’apres avoir écrit 'équilibre ; il n'y a donc
pas a priori de condition du type %(w) = ¢, ce qui permet un choix plus aisé pour w.
Reprenons les quatre premiers exemples du paragraphe 1.3.

Elément fini barre

Le probleme réel s’écrit sans préciser les conditions aux limites :

—ESuUpx=f (3.3)

et la formulation résidus pondérés est :

1
Yvev f v(x)(—ESw(x),xx —f(x))dx =0 (3.4)
0

soit, apres intégration par parties :

1 1
YveVv f ESv(x),x w(x),, dx — ESv(x)w(x),, {(l)—j v(x)f(x)dx =0 (3.5)
0 0
Construisons v et w sur la méme base de fonctions :

»(X)=N(x)-P  w(x)=N(x)-X N(x)=[1—§ ﬂ 3.6)

ol le vecteur des variables nodales X contient les déplacements aux extrémités de 1'élé-
ment. Tous calculs faits, I'équilibre s’écrit :

KX=F+¢ 3.7
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ol la matrice raideur et les vecteurs forces généralisées sont donnés par :

1
_ES|1 -1 (R .
K= [_1 ) ] F= (Fz) @-fo N*(x)f(x)dx

(3.8
l
On reconnait la matrice raideur classique de 1'élément barre; le vecteur F représente

les efforts effectivement appliqués aux nceuds, et le vecteur ® est le vecteur des charges

associées au chargement réparti f(x).

Elément fini poutre

Le probléme réel s’écrit sans préciser les conditions aux limites :

Elt,xxxx = f (3.9)
et la formulation résidus pondérés est :
l
Yvev f v(x) (Elw(x),xxxx —f(x))dx =0 (3.10)
0
soit, apres deux intégrations par parties :
: 1
VveVv J EIv(x), vy w(X),xx dX + EI0 ()W (%),
0 ! (3.11)
!
— EIv(x),c w(x),2 | —f v(x)f(x)dx =0
0
Construisons v et w sur la méme base de fonctions :
v(x)=N(x)-P
w(x)=N(x)-X (3.12)
_ 3 2 2 3 2 2 3 3 2 2 3 2 3
Ne=[1-3 45 x-Bh o ofed]

ol le vecteur des variables nodales X contient cette fois les fleches et les rotations aux

extrémités de I'élément. Tous calculs faits, 'équilibre s’écrit encore :
KX=F+® (3.13)

ol la matrice raideur et les vecteurs forces généralisées sont donnés par :

12 6l =12 6l F
1
El | 61/ 412 —61 2]2 r,
=_ F= o= | NT(x)f(x)dx 3.14
I3 |-12 -6 12 -6l F L ()f (%) (8.14)
6] 212 —61 412 I,

Le vecteur F représente les efforts et couples effectivement appliqués aux nceuds, et le
vecteur ® est le vecteur des charges associées au chargement réparti f(x).

Elément fini pour laplacien en deux dimensions

Considérons maintenant un élément fini pour les probléemes de laplacien en deux di-

mensions. Le probléme réel s’écrit sans préciser les conditions aux limites :

—Au=f (3.15)
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et la formulation résidus pondérés est :
YveV f v(—Aw — f)dQ=0 (3.16)
Q

Lintégration par parties en deux dimensions se fait a I'’aide de la formule de Green : sia

est une fonction scalaire et si b est une fonction vectorielle, on a :
divab=adivb+grada-b (3.17)

soit, en utilisant de plus le théoréme d’Ostrogradski :

YveV fgradvgradwdQ—f Uw,ndS—f vfdQ2=0 (3.18)
Q a0 Q

Construisons toujours v et w sur la méme base de fonctions
u(x,y)=N(x,y)-P w(x,y)=N(x,y)-X (3.19)

Le choix de l'interpolation dépend de la forme du domaine; nous y reviendrons dans
quelques lignes. La formulation variationnelle devient :

VP! f P! grad NT grad NXdQ — f P'N'w,, dS - f PINTfdQ =0 (3.20)
Q o0 Q

et elle conduit une nouvelle fois a un équilibre de la méme forme :
KX=F+® (3.21)

ol la matrice raideur est donnée par :
K= J gradNT grad NdQ (3.22)
Q

Lexpression de cette matrice dépend de I'élément fini choisi. Par exemple choisissons

un élément fini T3 de cotés unité illustré sur la figure 3.1(a). Le vecteur des inconnues

C Y D
C ‘ (0, O
Q
X
Q
A O O
A_(r B A B
(a) triangle isocele a trois nceuds (b) quadrangle a quatre nceuds

figure 3.1 - Types d'éléments finis
nodales contient les valeurs de 'approximation w(x,y) auxnceuds A, Bet D :

XT=[w(O,O) w(1,0) w(O,l)] (3.23)
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Linterpolation est linéaire entre nceuds :
N(x,y)= [l—x—y X y] (3.24)

On en déduit la matrice raideur élémentaire :

) 2 -1 -1
KZE -1 1 0 (3.25)
-1 0 1

Soit un élément fini Q4 défini sur un domaine carré de c6tés égaux a deux unités comme
montré sur la figure 3.1(b).

Le vecteur des inconnues nodales contient les valeurs de I'approximation w(x,y) aux
nceeuds A, B,CetD:

XT:[w(—l,—l) w(1,-1) w(1,1) w(—l,l)] (3.26)
Linterpolation est construite sur les fonctions de base 1, x, y et xy :
1
Nw'=2 [0-00-y) Q+00-y) Q+x0+y) (-001+y)] 62D

Le principe du calcul est le méme que pour I’élément triangulaire avec la différence qu’il
n'est plus possible d’effectuer I'intégration analytique mais qu’il faut faire appel a I'inté-

gration numérique pour calculer la matrice raideur et le vecteur forces généralisées.

Elastostatique tridimensionnelle

Soit un élément fini pour les probléemes d’élastostatique tridimensionnelle. Le probléme

réel s’écrit sans préciser les conditions aux limites :

-A'u=f (3.28)
Rappelons I'opérateur de Navier :

—A*u =—div(c;jrgrad, u) (3.29)

Cette fois, u est un vecteur, grad, est la partie symétrique du tenseur gradient de ce
vecteur, et div est I'opérateur divergence d'un tenseur. La formulation résidus pondérés

s’écrit :
YveVv J v(-A*w - f)d2=0 (3.30)
Q

Lintégration par parties se fait toujours a I'aide de la formule de Green; si a est une

fonction vectorielle et si b est une fonction tensorielle, on a :
diva-b=divb-a+b:grad'a

ol le point (-) représente la simple contraction entre un tenseur et un vecteur et les deux
points (:) la double contraction entre deux tenseurs. Identifions a au vecteur u et b au

tenseur des contraintes o défini par :

o =cjjrigrad, w (3.31)
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Avec cette notation, on obtient :

YveV f gradTv:UdQ—j divv'ch=j v fdQ (3.32)
Q 0 0

Décomposons le tenseur grad v en parties symétrique et antisymétrique :
e =grad,v w=grad, v (3.33)

En utilisant le fait que le produit doublement contracté entre le tenseur symétrique o et
le tenseur antisymétrique w est nul, et apres utilisation du théoreme d’Ostrogradski, on

obtient :

VveV fe:ch—f v-o-ndS:fv-fdQ (3.34)
Q o0 Q
Construisons toujours v et w sur la méme base de fonctions :

v(x,y,z)=N(x,y,z)-P

w(x,y,z)=N(x,y,2)-X (3.35)

Utilisons les notations vectorielles (au lieu de tensorielles) pour les déformations et les

contraintes :

T _
€ —[811 €2 €33 €12 €23 931]

(3.36)
o= [011 O22 O3z 012 O23 031]
et introduisons la matrice déformation B et la matrice élasticité D telles que :
B=grad,N o=D-¢ (3.37)
Avec ces notations, on remarque que :
¢! =P'B" 0=DBX (3.38)
La formulation variationnelle s’écrit donc :
VP! J P'BTDBXdQ — J P'NTo-ndS= J P'NT fdQ (3.39)
Q Ely) Q
et elle conduit une nouvelle fois a une équation d’équilibre de la méme forme :
KX=F+@ (3.40)
ol la matrice raideur est donnée par :
K= J B'DBd (3.41)
Q

Cette fois encore nous ne détaillerons pas les calculs : ils sont effectués numériquement

et dépendent de I'élément fini et de I'interpolation.
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Quelques résultats théoriques complémentaires
La méthode des éléments finis de type déplacements consiste a choisir arbitrairement
une approximation des déplacements que I'on écrit sous la forme :

w(x)=N(x)X (3.42)

Ceci revient en fait a choisir un sous-espace vectoriel V; de V, une interpolation N(x) et
un vecteur de variables nodales X. Résumons cette opération par le nouveau schéma a
quatre espaces suivant :

\% <.) .>1 o
NT INT
Vi (e0); @

ol V; et ®; représentent les espaces de dimension finie de I'élément « fini » qui repré-
sente le domaine continu. Il est ensuite aisé d’en déduire la matrice des déformations
notée B telle que ¢ = BX; pour chacun des cinq exemples choisis pour illustrer la struc-

ture algébrique, on a:

B=N,,
B=N,x
B=gradN
B=grad,N

B=gradgradN
que I'on peut résumer par :
B=goN (3.43)

Ceci signifie que dans chaque cas, on écrit la restriction du principe des travaux virtuels
aun sous-espace (on l'espere!) vectoriel V; de 'espace vectoriel des déplacements V :

YveV, (N(v),¢);=(goN(v),0), (3.44)

Et on peut résumer la construction d'un élément fini de type déplacement a I'aide d'un

nouveau schéma a quatre espaces :

D
E (e0), X
B7 BT
Vi (e,0); O

Le probleme continu est ensuite remplacé par le probleme discret suivant :
KX=F+@® (3.45)

ol la matrice raideur est donnée par :

K= f BTDBAQ (3.46)
Q
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et 'opérateur D est un scalaire pour les barres ou les poutres (rigidité a la traction ou a la
flexion), la matrice identité pour les problémes de potentiel, et la matrice élasticité (ou
celle des plaques) pour des problemes en deux ou trois dimensions.

Dans le cas ol on sait construire les fonctions de Green entre nceuds du probléme,
on obtient des informations nodales exactes [Wielgosz 82] pour les problemes d’équi-
libre ou de dynamique de barres et de poutres. En général, on ne sait pas construire ces
fonctions de Green, et on obtient une approximation.

La méthode des éléments finis de type déplacements est donc une approximation de
la solution théorique en déformations du probleme de I’équilibre :

ecln(c*+J) (3.47)

Tout ce qui vient d’étre fait en déplacements peut étre repris en forces : on part dans ce
cas d'un sev de dimension finie de 'espace des charges ®, on interpole le champ des
contraintes, et on construit la méthode des éléments finis de type forces qui est une

approximation de la solution théorique en contraintes du probleme de I'équilibre :
cedn(c*+]) (3.48)

On remarquera que dans les deux cas, on travaille au niveau des espaces E et .

Rappels sur I'assemblage des éléments finis

Le lecteur trouvera de nombreux exemples dans [Wielgosz 99]. Donnons ici trois exemples

simples d’assemblage (barres, poutres et problemes de potentiel).

Barreau bi-encastré soumis a une charge linéique constante
Il nous faut utiliser au moins deux éléments finis ; choisissons les de méme longueur. On
note u; (i =1,...,3) les déplacements des nceuds un a trois. Léquilibre d'un élément de

longueur [ s’écrit :

e N P B B (3.49)
P l-1 1| \wn) \Fn) 21 '

ou F; et F;;; représentent les efforts appliqués aux nceuds de I'élément i. Aprés assem-

blage !, on obtient :

1 -1 O 0 F

2ES fl

T -1 2 -1 Uy | = 0 +I 2 (350)
o -1 1|\o Fs 1

Le déplacement u, en x =1 /22 est donné par la deuxieme ligne :

fI?
=— 3.51
“2= 8Es (8-51)
et les efforts aux nceuds 1 et 3 (exacts) sont obtenus par les deux autres lignes :
l

1. L'assemblage consiste a écrire les équations de liaison entre les éléments et éliminer des efforts correspondants.
2. Nous rappelons que dans ce cas précis, le déplacement calculé est exact.
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Poutre bi-encastrée soumise a une charge linéique constante

Afin de simplifier les notations, considérons une poutre de longueur L = 2/. Choisis-
sons un chargement linéique d’intensité constante p. Discrétisons la poutre en deux
éléments de longueur /. Déterminons tout d’abord le vecteur forces généralisées asso-
cié au chargement réparti d’intensité constante p. Rappelons qu’il est donné, pour un

élément de longueur / par:

l
o= f NTpdx (3.53)
0

ce qui donne, lorsque p est constant :

T__|pl pl2 pl pl?
o _[7 Ly —E] (3.54)

L'assemblage se fait de la méme maniéere que pour le barreau mais en travaillant avec
deux degrés de liberté par noeuds au lieu d'un seul. Ecrivons 1'équilibre des deux élé-

ments assemblés :

(12 61 —-12 6 o0 o ][0\ (R)\ [ PL)
2
6l 41> -6 21> 0 0 0 I pl?
12
g |-12 -6 24 0 -12 6l v, 0 Pl
7 = + (3.55)
6/ 21> o0 81> —61 2%|]|6, 0 0
pl
0 0 -12 -6/ 12 -s6l|] o0 R, 2
pl?
0o o 6l 2* -6 41*|]\0) \I3) \"713)

Le systeme est résolu par la méthode des sous-matrices ; les équations 3 et 4 donnent les

valeurs de la fleche et de la rotation au nceud 2 :

pl*
123 2AFl 2 (3.56)

Les quatre autres équations du systéme donnent ensuite les valeurs des réactions :

pl?

Probleme de thermique stationnaire

Le probleme est défini en deux dimensions sur un domaine carré plan 2 délimité par
les droites d’équation x ==+1 et y =+1 comme décrit sur la figure 3.1(b). Les sources de
chaleur internes f sont constantes et on suppose des conditions aux limites de Dirichlet.

On discrétise le domaine en quatre triangles rectangles isoceles de cotés égauxa v2 a
I'image de la figure 3.1(a). Chaque domaine triangulaire est dénommé T. L'interpolation
estici:

NGy =[1-% -

y X
BTV V2 ] (53:58)

Si=



3.3 Rappels sur l'assemblage des éléments finis 27

Mais la matrice raideur élémentaire est identique a celle établie au paragraphe 3.1 :

) 2 -1 -1
K=§ -1 1 0 (3.59)
-1 0 1

Le vecteur force généralisée associé au chargement f est:

= f Ndex:]—C 1 (3.60)
T 3

La matrice raideur est invariante par rotation autour d'un axe perpendiculaire au plan
du domaine; elle peut donc étre utilisée pour chacun des triangles. Aprés assemblage
des quatre matrices élémentaires, des vecteurs forces généralisées, on écrit I'équilibre

du domaine en tenant compte des conditions aux limites :

4 -1 -1 -1 -1| (w 0 4
-1 1 0 0 0 0 F, 2
-1 0 1 0 0 0|=|F +£ 2 (3.61)
-1 0 0 1 0 0 F, 2
-1 0 0o o 1]\o0 Fs 2

La valeur du champ de température a l'origine est w; = f/3. On remarquera que ce

résultat est tres voisin de ceux que nous avions obtenus par résidus pondérés.






Deuxieme partie

EQUATIONS INTEGRALES

Bernard Peseux

La modélisation d'un grand nombre de situations d’intérét pratique pour I'ingénieur
ou chercheur, conduit a la recherche de solutions d’équations aux dérivées partielles, as-
sorties de conditions aux limites et de conditions initiales, notamment en Mécanique du
Solide, en Mécanique des fluides, en Acoustique, en Thermique ou en Electromagnétisme.

Ces équations sont posées en général sur des domaines géométriques, qui ne per-
mettent pas’emploi des techniques classiques de recherche de solutions exactes et elles
doivent étre résolues par des méthodes numeériques et en particulier par la méthode des
éléments finis, des équations intégrales (éléments de frontiére, méthode des singulari-
tés) ou des différences finies.

L'étude des équations intégrales a commencé il y a plus d'un siéecle (Théorie du po-
tentiel, identité de Somigliana), mais les développements concernant la résolution nu-

mérique ne datent que des années 1960.






4

Principe et champs d’application

4.1 Principe

Un probleme aux limites, d'inconnues u, posé sur un domaine 2 C R”, (n =1,2,3) et as-
socié a un opérateur aux dérivées partielles d’ordre pair (2m), auto-adjoint ., présente

typiquement, comme cela a été vu dans la partie I la structure suivante :

Z(u)+f=0 dans

U=1uy sur aQ, 4.1)

Bu)+g=0 sur IQ;
avec dQ,U00, =00 et 0Q,N0N; =T et olt A est un opérateur différentiel (ou systeme
d’opérateurs) d’ordre au plus 2m — 1.

Par exemple dans le cas de 'équation de Poisson, £ est 'opérateur de Laplace A

et A, l'opérateur dérivée normale, 8‘9—”, avec 77 normale a 9, extérieure a £2. Dans ce
cas particulier, soit # une approximation de uexact €t v une fonction de pondération. La

méthode des résidus pondérés, donne la forme intégrale :

W(v):J v(Au +f)dQ:J vAudQ—i—J vfdQ (4.2)
Q Q

)
Une premiére intégration par parties généralisées (application de la formule de Green)

appliquée a la premiére intégrale donne :

[ - - [ odu
vAudQ+ | gradv-gradu dQ2= v—dI’ 4.3)
J Q Q J sq 9N
Une seconde intégration par parties sur le second terme donne :
[ . o [ av
gradv -gradu dQ+ | uAvdQ= u——dr (4.4)
Jo Q Joo On

et en retranchant cette derniere expression (4.4) a la précédente (4.3), on obtient la se-

conde formule de Green :
0 0
f(vAu—uAv)dQ:f (v—u—u—y) dr (4.5)
Q o0 n

On peut généraliser cette expression au cas des opérateurs £ de I'équation locale et
% des conditions aux limites et on obtient une relation (formule de réciprocité) de la

forme:

L(vﬂu)—uf(u))dﬂ:f (ugz(u)—ugz(v))dr (4.6)

a0
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Remplagons v par une solution particuliere dite élémentaire qui vérifie 'équation locale,
pour une source ponctuelle f(y) = &6(y — x) appliquée en un point fixé x ¢ 9. Notons
G(x,y) cette solution élémentaire, fonction du point courant y. L'équation locale de (4.1)
s'écrit :

AG(x,y)+0(y —x)=0 4.7)

La mesure de Dirac 6(y — x) est définie par la propriété :
_ a=1sixe
Lﬁ(y —x)u(y)dV, =ou(x) avec { a=0six¢Q (4.8)

et la substitution de v par G dans (4.5), conduit a:

u(y)

qu(x)= f G( %) u(y )aG(" 24 ))dl“+ J Gx,y)f(y)de 4.9)
Q

Cette formule de représentation intégrale donne explicitement la valeur de u en tout

point x intérieur Q2 a comme somme :

o d’une intégrale de domaine contenant la source f, solution particuliére de I'équa-

tion locale de (4.1) ne vérifiant pas en général les conditions aux limites;;

e d’'un terme intégral ) sur 912 faisant intervenir les valeurs de u et .- pour moitié
prescrites par les conditions aux limites et pour moitié inconnues. Le calcul de
u dans est ramené a celui des valeurs de (u, a—Z) sur J€) restées inconnues apres

prise en compte des conditions aux limites. On a « gagné » une dimension d’espace.

4.1.1 Equilibre global

Pour toute solution élémentaire G vérifiant (4.7), pour tout domaine 2 de frontiere 912
et pour tout point x ¢ 99, I'intégration sur de 'équation locale (4.7) et 'application de

la formule de la divergence conduisent a I'identité :

_ a=1sixe
a+LQH(x,y)dSy—0 avec {a:Osix(;éQ (4.10)

qui exprime I'équilibre entre le flux H a travers 012 et la source ponctuelle unitaire exer-
cée en x. Le flux H est donné par :

0G(x,y)

an (4.11)

H(X»J’) :G’j (X,J/)”](J’) =

4.1.2 Principe de la méthode

La premiére étape consiste a rechercher des solutions élémentaires. Ensuite, 'équation (4.9)
n'est a priorivalable que pour x ¢ 0. Il reste donc a formuler une équation intégrale de
frontiere qui ne porterait que sur les valeurs ala frontiere de u et a—” , mais les fonctions

G solutions élémentaires sont telles que presente en x € JQ une singularité non in-
tégrable. Lobtention d'une équation 1ntegrale de frontiére impose donc un passage a la
limite. Ce passage a la limite que nous n’aborderons pas ici conduit a la forme intégrale
régularisée qui s’écrit :

f (G( p2ay) [u(y)—u(x)]M)dnfG(x,y)f(y)dﬂzo @12)
20 on Q
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ou bien :
u 2G(x,
ou(x)= (G(x,y)% — u(y)M) dl"—l—f G(x,y)f(y)dQ (4.13)
20 n on Q
avec dans le cas général :
0G(x,
o =limJ Mdsy (4.14)
£—0 on

€

qui donne a = % lorsque la frontiere 912 est suffisamment réguliere, ie possede en tout
point un plan tangent. L'intégrale (4.12) redonne pour x ¢ 9 la représentation inté-
grale (4.9), elle couvre donc toutes les positions de x. L'équation intégrale (4.12) (ou
bien (4.13)) ne fait intervenir que des intégrales convergentes qui présentent des sin-
gularités pour y = x, intégrables.

Une fois ce passage a la limite accompli, la méthode des équations intégrales procede

en deux temps :

1. résolution de I'équation intégrale de frontiére, permettant le calcul du couplet (u, g—Z)
en tout point de 9Q;

2. application de la formule de représentation intégrale (4.9) permettant le calcul ex-

plicite de la valeur de u(x) en tout point x intérieur a 2.

Formulations directes et indirectes

Laméthode des équations intégrales peut étre formulée avec deux approches différentes :
une approche directe et une approche indirecte.

Lapproche directe (méthode des éléments de frontiére) consiste a exprimer le champ
inconnu en un point intérieur du domaine en fonction de toutes les conditions aux li-
mites (naturelles et cinématiques). Cette formulation rigoureuse, peut découler ou bien
de 'application du théoréme de Green ou d'une mise en ceuvre particuliere de la mé-
thode des résidus pondérés.

La méthode indirecte (méthode des singularités) consiste a remplacer la frontiere
du domaine par une distribution inconnue de singularités, telle que les conditions aux
limites sur la frontiére soient restituées.

A partir de la formulation directe, il est possible de retrouver la formulation indirecte.

Domaines d’applications

Conduction de la chaleur

La température T d'un milieu de conductivité k, homogene mais éventuellement aniso-

trope (k est alors un tenseur d’ordre 2 symétrique), régi par la loi de Fourier :
g =—kgradT (4.15)
vérifie I'équation locale :

div(kgradT)+ f =0 (4.16)
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qui dans le cas d'une conductivité isotrope se réduit a 'équation de Poisson :
kAT+ f=0 4.17)

En régime transitoire, la température dépend également du temps et vérifie I'équation
locale de la diffusion :

oT -
—Peo7 +div(kgradT)+ f =0 (4.18)

ou f est la source volumique de chaleur, c, la chaleur massique - masse volumique et
g, le flux thermique. Les conditions aux limites sont des conditions de flux imposé et de

température imposée :

T=Ty sur 29,
oT (4.19)
a0 +g;=0 sur 990,

Ecoulement de fluide

Fluide parfait
Le champ de vitesses U(x, t) d'un écoulement de fluide parfait incompressible et irrota-
tionnel dérive d’'un potentiel (x, t) tel que U = —grﬁd@. Ce potentiel des vitesses satisfait

I'équation de Laplace :
AP =0 (4.20)

Cette équation locale est complétée par des conditions cinématiques aux interfaces fluide-
solide I ¢, qui traduisent les conditions d'imperméabilité des parois solides : égalité des
vitesses normales des particules fluides et solides :

oo
— =V, sur Ty (4.21)
on

Acoustique

Le potentiel des vitesses (x, t) d'un fluide parfait compressible, avec I'’hypothése de pe-

tits mouvements, satisfait 'équation de Helmoltz (équation des ondes) :

1 0%®

¢ étant la célérité des ondes dans le fluide.

Ecoulement souterrain

L'écoulement souterrain d'un fluide parfait incompressible et suivant la loi de Darcy :
U =—kgrad® (4.23)

oud= g + gz est la charge statique et k, le tenseur des conductivités hydrauliques, est

gouverné par 'équation de Laplace :

kA®=0 ou div(kgrad)®=0 (4.24)
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Ecoulement lent de fluides visqueux incompressibles

Les champs de vitesse U et de pression p d'un fluide incompressible de viscosité véri-
fient la condition d’incompressibilité et I'équation de Navier-Stockes qui pour les mou-

vements lents stationnaires et en 'absence de gravité, s’écrivent :

AU —gradp =0
: . sracy (4.25)
divU=0

4.3.3 Electromagnétisme

Les champs électrique E et magnétique B ainsi que la densité de charge électrique p dans
un milieu linéaire, isotrope, homogene et stationnaire, avec o la conductivité électrique,
vérifient les équations de Maxwell :

—

— p - = B
divE= ——— rotE+—=0
eo(1+%e) ot (4.26)
.= L, 10E S
B= TB— — .~ —
divB=0 rotB 23 =uo(l1+ym)oE

c est la célérité des ondes magnétiques dans le milieu considérée et ¢, et p, sont les
constantes du vide.

En combinant les équations ci-dessus, les champs E et B vérifient deux équations aux
dérivées partielles faisant intervenir I'opérateur de Laplace. Ces équations dans le cas de
I'électrostatique, se simplifient. Le champ électrique E dérive d'un potentiel scalaire V

qui vérifie 'équation de Poisson :

P

Ve —4 MM 4.27
el 10) (.27

4.3.4 Elastostatique linéaire

L'équilibre élastique d'un solide occupant le domaine avec I’hypotheése des petites per-

turbations, est caractérisé par les équations :
oijj+pfi=0 (divo+pf=0)
1
eij =5 i+ uji) (4.28)
0ij =Cijki€k

Tout triplet (u, o, f) sera qualifié d’état élastostatique sur §2. Les relations précédentes
combinées, conduisent a 'équation de Navier (ou Lamé-Navier) gouvernant les dépla-

cements :

ANid+pf=0 (4.29)

. (4.30)



36 Principe et champs d’application

En élasticité isotrope, le tenseur d’élasticité Cne dépend que de deux constantes élas-
tiques et constantes de Lamé ou E et v (module d’Young et coefficient de Poisson) et

I'équation locale précédente donne les équations dites de Lamé-Navier :
(A +w) (urk) ; +uttike +pfi=0 (4.31)

On pourra aussi utiliser ces équations sous la forme :

(A +w) grad (divit) + pAZ +pf=0 (4.32)
ou encore :
(A +2u) grad(div ) — urct (rotid) +p f =0 (4.33)

Si le champ de déplacement est irrotationnel, les équations se réduisent a :

-

(A +2u) grad(divid) +p f=0 (4.34)

ce qui implique que rotp f =0etquep f est de la forme p f = grﬁd@. 11 s’ensuit qu'on

obtient apres intégration :

(A +2p)divid +® =cste (4.35)
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Equation de poisson

Equations intégrales

Probléme intérieur et fonction harmonique dans un domaine borné

Dans ce cas I'équation intégrale est celle établie en (4.12) :

f (G( )ﬁ—( (y)— u(x)) oGk ’y))dF+JG(x,y)f(y)dQ:0 (5.1)
o0 Q

ou bien (4.13) qui dans le cas d'une frontiere réguliere donne :

—u(x) sixeQ

f (u(y)% G(x, )—(y)) JG(x,y)f(y)= —%x) sixeaq (5.2)
a0 Q

0 sinon

avec 77 normale extérieure au domaine i.

Probleme extérieur et fonction harmonique dans un domaine non borné

On consideére une sphere de surface ¥ entourant completement le domaine €2;, dont
le rayon tend vers I'infini. On applique les résultats de I'équation (5.2) au domaine 2,
compris entre les surfaces 12 et X avec une normale 77 extérieure au domaine €2,. On
obtient alors :

J ( (y )6G( ’y)—G(X,J/)—au(y))dS —u(x) sixeq,
e " =] M) G con 63)
G(x,y) ou)\ . |2 %F€ '
—fG(x»y)f(ny (u(y) n —G(x,y) n )dS 0 sinon
Q >

Si G(x,y), fonction de Green du probléme, satisfait les conditions de décroissance a l'in-

fini alors :

—u(x) sixeq;

oG(x,y) ou(y) _ ( ) .
LQ (u(y)T—G(x,y)W) dS—LG(x,y)f(J/)— ——— sixedQ 6.4)

0 sinon

avec 77 normale extérieure au domaine Q’e, donc intérieur au domaine intérieur ;.
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Solutions élémentaires

En milieu illimité (espace infini), r désignant la distance euclidienne MP soit |r| = | Y- x|

et la condition a l'infini s’écrit :

1
limu=0 (—) (5.5)
r—0 r
et la fonction de Green associée est la fonction :
1 1
G(x,y)=—— oubien G(x,y)=- 5.6
()= (6y) =~ 5.6)
le flux correspondant est :
1 . 1
H(x,y):—mr,n ou bien H(x,y):—ﬁ 'n (5.7)

Dansle cas du demi-espace x3 < 0, les solutions élémentaires peuvent étre construites
par la méthode des images. Soit M le point de coordonnées x = (x1, X2, x3) et M’ le point
symétrique de M par rapport au plan x; =0, les coordonnées de M’ sont X = (x1, X2, —x3).
En notant 7 la distance M’P, la fonction de Green vérifiant une condition de Dirichlet!

est:
1 1
GM,P)=—-—— (5.8)
r r
et vérifiant une condition de Neumann? est :

1 1
G(M,P)=—+— (5.9)

Formulation directe

Dans un premier temps pour simplifier, on suppose que les distributions volumiques

f(y) sont nulles et on cherche le couplet (u,q = a—”) solution de :

J (G( ,y)a (y) —(u(y)—u(x)) G ’y))dr=0 (5.10)
a0

le point x appartenant a la frontiére Q2. La méthode mise en ceuvre ici étant une mé-

thode de collocation.

Discrétisation géométrique

Par une démarche analogue a celle des éléments finis, la frontiere 02 est discrétisée en
éléments de frontiére E;,E,,...,En. Ces éléments de type linéique (en bidimensionnel)
ou surfacique (ou tridimensionnel) sont définis a partir d'un élément de référence par

une transformation géomeétrique qui fait appel aux fonctions de forme :

x=Y MiE)x; =ME)X (5.11)
i=1

Lintégrale (5.10) est alors écrite comme une somme d’intégrales élémentaires calculées

sur chaque élément frontiere :

J G 2D (u(y) - ) 5 ’y))dr=o 5.12)

1. GM,P)=0enx3=0
2. HM,P)=0enx3=0
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Discrétisation des inconnues
La représentation des variables (u, q) reprend encore le formalisme de la méthode des
éléments finis. Sur chaque élément frontiere E., on réalise I'interpolation de ces va-

riables en fonction de leurs valeurs nodales sur 1’élément :

u= NiE)ui =NEu,

(5.13)
q= NiE)ie =NE)qe

Comme pour la méthode des éléments finis, on parlera d’'interpolation conforme, non

conforme ou isoparamétrique.

Construction du systeme discrétisé et résolution numérique

Discrétisation de I'équation intégrale

La méthode des collocation consiste a forcer I'équation (5.12) a étre vérifiée exactement
en certains points : les points de collocation de coordonnées x. qui en général pour les
probléemes qui nous intéressent, sont choisis comme étant les nceuds du maillage de
coordonnées x;. En reportant les interpolations dans (5.12), il vient :

= du(y) 9G(xe,¥)
;J (G(xc,y)W—(u(y)—u(xc))T) dr=o0 (5.14)

Dans (5.14) 3, il apparait des intégrales élémentaires régulieres lorsque x. ¢ E, et des

intégrales singulieres lorsque x. € E,. Pour un point x € 012, posons :
I(x)={e€[1,N],x€E,} et I(x)={[1,N]-I(x)} (5.15)

En séparant les intégrales régulieres et les intégrales singulieres, I'équation discrétisée

précédente s’écrit :

N
Z Z (AS(e, p)tice,) = B(e, P)dlicep) )
ecl(x) p=1 (5.16)

N
+ 3 (ARG, Pt~ Ble, M) — ulxe) D Ale)

e€l(x) p=1 e€l(x)

avec:

AS(e,p)zf (Np(E) = Ny(ne)) Hixe, y)dS, B(e,p)szp(a)G(xc,y)dsy
Fe (5.17)

AR(e,p)= f Np(‘i)H(xcry)dSy I:I(e) = J H(xcry)dsy

Aprés assemblage les équations (5.16) écrites pour tous les points de collocation (les

neeuds du maillage par exemple) conduisent au systeme matriciel :
Au+Bq=0 (5.18)

Les conditions aux limites sont prises en compte en remplacant les coordonnées de u et

q correspondant par leurs valeurs dans le systeme (5.18).

3. dans cette expression, u(y)et(y)= 6;‘5{ ) sont les quantités interpolées
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Calcul des intégrales
Les intégrales régulieres sont calculées par intégration numérique de Gauss dans une ou
dans deux directions.

Les intégrales singulieres nécessitent un traitement particulier : intégration en valeur
principale de Cauchy dont I'évaluation numérique correcte est maitrisée de maniere

générale et satisfaisante depuis peu (1992 : Guiggiani et all).

Formulation indirecte : méthode des singularités

On consideére le cas du probleme du comportement d'un fluide parfait, incompressible
en 'absence de distributions volumiques, et on repart de (4.5) dans laquelle, on identifie

u au potentiel des vitesses et v a la fonction de Green G :

od oG
f(GA(I)—(I)AG)dQ:f (G——(I)—) dr (5.19)
0 20 an an

Les fonctions qui satisfont I’équation locale c’est-a-dire 'équation de Laplace sont dé-

terminées en utilisant la méthode des singularités.

Solutions de I’équation de Laplace

Pour construire la solution harmonique solution du probleme de Neumann extérieur, on
remplace la frontiére 92 par une distribution de singularités. Ces distributions peuvent

étre de différents types et en particulier :
— distribution de sources;
— distribution de doublets normaux;

— distribution mixte de Green.

Distribution de sources (potentiels de surface de simple couche)
(P) est une densité surfacique de source sur une surface S si le potentiel créé en M exté-

rieur a S vaut :

1 P
d(M)=—— f i)dsp (5.20)
4T s T
et satisfait les conditions suivantes :
o0 o M
B(M*)— BM") =0; g2 o2 _oM).
on|y. on|y- 2
(5.21)
20 a0 _ O'(M). a0 20 _
on|ys only 2’ onlys Only

avec les trois points M*, M, M~ infiniment voisins, M a la frontiére S et Mt et M~ situés

de part et d’autre de celle-ci comme illustré sur la figure 5.1.

Distribution de doublets normaux (potentiels de double couche)
(P) est une distribution de doublets normaux sur une surface S si le potentiel créé en M
extérieur a S vaut :

(M) = L J M(P)i (1) dSp (5.22)
4T dnp \'r
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figure 5.1 - Géométrie et notations a l'interface

et satisfait les conditions suivantes :

@(M*)—@(M)z—%M); (M) — &M~ )_—@ (a ) (a—q)) =0

), (L),

5.4.2 Applications : distribution mixte de Green

(5.23)

La méthode des singularités que nous utiliserons consiste a remplacer la frontiere 0Q =
I'sp par une distribution mixte de Green : distribution de sources (potentiels de surface de

simple couche) et distribution de doublets normaux (potentiels de double couche).

Distribution mixte de Green et domaine intérieur

Soit ®(M) un champ scalaire harmonique défini dans le domaine intérieur 2; dont le
domaine complémentaire est §2, et 7ip la normale a la surface I'sp frontiere des deux
domaines, extérieure au domaine intérieur €2;. Léquation (5.19) écrite avec la fonction

de Green G(M,P) = % donne la troisieme formule de Green qui s’écrit :

0 1 1 3<I>,(P) —4th)i(M) S?MGQZ'
e I R dS=1{ —2n®;(M) siMels (5.24)
Tt e AT T ocne 0 siMeQ,

Le potentiel en M;(M) apparait comme la superposition des potentiels créés par :

— une densité surfacique de sources : a(P) = — (%‘I:li )P

— une densité surfacique de doublets normaux : u(P) = ®;(P)

Distribution mixte de Green et domaine extérieur

Ces résultats sont encore applicables a un champ scalaire harmonique ®,(M), défini
dans un domaine extérieur (2, limité par I'sg et la surface d’'une sphére entourant en-
tierement le domaine 2; dont le rayon tend vers l'infini.

Les termes d’intégration sur cette frontiere sont nuls, une fonction harmonique, ré-

guliére, tend vers zéro a I'infini comme 1/r. En choisissant comme normale a I'sg la nor-
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male extérieure au domaine intérieur €;, on obtient :

o (1) 100,(P) 0 SIM ey
- (e@s— (-] -2 ds={ —2n®,(M) siMeTlg (5.25)
st e AT TocTe —4md,(M) siMef,

Distribution mixte de Green sur I'sp

En ajoutant les représentations dans (); et £2,, on obtient :

o (1
f [(q)e(P)_q)i(P))ﬁ (;) 4md;(M) siMeQ;
T ’ ={ 2n(®,(M)+®;(M)) siMels: (5.26)
1 (aq’e(P) 0%; (P))] 4D, (M) siMeq,
r\ onp dnp

Donc les densités surfaciques de singularité sur I'sp :

L)
S =T T on (5.27)
M(P):_q)e'i‘q)

induisent les potentiels ®, et ®; dans les domaines extérieur et intérieur et 'équation

intégrale (5.26) s’écrit :

—4th)i(M) siMeQ;

f (u(P)aL (1) + lcr(P)) dS=1{ —27(®;(M)+®,(M)) siMeTss (5.28)
Ter ne\rj r —4m®,(M) siMeQ,

Discrétisation et résolution

On cherche la distribution mixte de Green solution du probléme intérieur ou extérieur.

Probléme intérieur

On obtient la distribution mixte de Green en choisissant comme potentiel intérieur le
potentiel ®, identiquement nul dans €2, et dans ces conditions la distribution surfacique
de sources est définie sur I'sg par :

w(P)=o,(P)
20; (5.29)
oP)==-7,

En écrivant I'équation (5.24) pour un point M appartenant a la frontiére I'sp il vient :
u(P
—Q——j (P ) dS_—JO'(P)— (5.30)

Pour résoudre cette équation intégrale, la méthode de discrétisation adoptée est une
méthode de collocation par sous-domaines. La surface I'sr est discrétisée en N facettes
planes quadrilatéres ou triangulaires d’aire S; supportant des densités surfaciques de
singularités constantes. Donc sur chaque facette j, u(P) et o(P) restent égales a leur va-

leur moyenne u; et o;.
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Dans ces conditions I'équation intégrale sur la surface compleéte précédente est trans-

formée en une somme d’'intégrales calculées sur la surface de chaque facette i qui s’écrit :

SRS

avec r = |M;P|, et M; centre de la facette i et le probleme fluide discrétisé se ramene a la

résolution d'un systéme d’équations linéaires :

avec D;, matrice des coefficients d’influence de doublets normaux, telle que :

§ 1 o (1
(dij)i=— ?—— 3’1 (—)dS

et S;, matrice des coefficients d’influence de source, telle que :

1 ds

Sii)i=— | —
( l])l A r
S

5.5.2 Probléme extérieur

On obtient la distribution mixte de Green en choisissant maintenant, comme potentiel
intérieur le potentiel ®; identiquement nul dans €2; et dans ces conditions la distribution

surfacique de sources est définie sur I'sg par :

w(P) = —o,(P)
o0, (5.33)

P —

o(P)=—

L'équation intégrale (5.28) écrite pour un point M appartenant a la frontiere I'sp est :

P 1 0 1 1 1

WPy 1 uP)=—1|—-1]]dS=— o(P)-|dS (5.34)
2 arm J. dnp \ 'r 4r |- r

SF SF

et apres discrétisation en facettes planes, il vient :

VB A0 (e

et le probleme fluide discrétisé se raméne a la résolution d'un systéme d’équations li-

néaires :
DeM:Seo‘ (5.36)
avec:
5 1 2 1 [ ds
(dij)e: -— an( )dS (Sij)e:E s-T
]

Sur I'sg, o(P) s’identifie a la vitesse normale de la paroi, soit :

oo

=V,-7 5.37
an ( )
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et u(P) au potentiel des vitesses. La connaissance de I'une ou 'autre de ces grandeurs ou
une combinaison linéaire des deux, suffit pour résoudre complétement le probleme.

Les résultats précédents sont généralisables a la recherche de fonctions scalaires sa-
tisfaisant I’équation de Helmoltz d'une part lorsque I’hypothése de fluide compressible
est retenue ou 'équation de Laplace d’autre part lorsque le fluide incompressible est
limité par une surface libre déformable (ondes de gravité). Dans I'équation intégrale
précédente, la fonction 1/r est remplacée par la fonction de Green G(M, P) du probleme
correspondant. La forme intégrale W(®) devient une intégrale de Fredholm de deuxiéme
espece dont I'expression générale est :

wl) L 2P e L ey, pyds (5.38)
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Problemes d’élastostatique

Théoreme de réciprocité de Maxwell-Betti

Lidentité de réciprocité pour I'élasticité est une conséquence du principe des travaux
virtuels.
Quel que soit le champ de contrainte en équilibre statique avec f, quel que soit le

déplacement virtuel u’(u) sur:

fcr e(@)dv — f (o-7) -1 fpf #'dv=0 (6.1)

En écrivant le principe des travaux virtuels pour deux états élastostatique (u!, o, f1) et
(u?,0?, f?), et compte tenu de la symétrie de la loi de comportement, il en résulte que

tout couple (u',cl, f1), (u?,0?, f?) vérifie I'identité de Maxwell-Betti :

J (7). & —(0*- 1) i1 ds=J [pf?- ' —pf*i?] dV(3—2) (6.2)
a0 Q
qui peut également s’écrire compte tenu de '’équation de Lamé-Navier :
J [B(u!)- i@ — B(u?)-i'] dS=f [(A*uh)- @ — (A" u?)- @] dv (6.3)
0 )

On retrouve la structure générale de (4.6).

Solutions élémentaires de I'élasticité linéaire

On appelle solution élémentaire un état élastostatique (U*, >k, Fk) associé a une force

ponctuelle unitaire appliquée en un point x fixé et de direction &y :
pF*(y)=8(y — x)ex VALY (6.4)
— pour l'espace infini, la solution élémentaire est donnée par la solution de Kelvin :

1
Uf(x»J/)= [r»i r,k+(3—4\/)6ik]
16mu(l —v)r 6.5)

1
B —v)r? [3T,i Ik Ty H(1—=2V)(@ik 1, +0jk Ty —0ij 1k )]

k —
Xhy) =

ol r=|r|={y—x|
— pour le demi espace avec surface libre, 1a solution élémentaire est donnée par la
solution de Mindlin correspondant a une force ponctuelle appliquée en un point
intérieur. Elle contient comme cas particulier la solution de Boussinesq corres-

pondant a une force ponctuelle appliquée normalement a la surface libre.
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Le traitement se fait suivant la démarche générale donnée au chapitre précédent dans le

cas de I'équation de Poisson, les difficultés étant toutefois augmentées.
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Principes généraux

Le but de ce chapitre est de présenter les bases nécessaires a l'utilisation des méthodes
de différences finies; c’est pourquoi nous nous limitons aux problémes unidirection-
nels, donc a des problémes a une seule variable. Les problemes différentiels traités sont
des problemes du second ordre appelés souvent laplacien unidirectionnel. Physique-
ment, un laplacien unidirectionnel correspond a des phénomeénes stationnaires (indé-
pendants du temps), de type diffusion. On retrouve ainsi I'’équation de la chaleur sta-

tionnaire.

Introduction
Principe
On considere un probleme différentiel d’ordre 2 d'une fonction a une variable x. Soit

une fonction u supposée continue et dérivable sur un intervalle [x,, x;] et un opérateur
différentiel £ défini par:

YLw)=au”+bu'+cu (7.1)

autrement dit :
2

$=ad—+bi+c (7.2)
dx? dx

ot les coefficients a, b et ¢ sont des fonctions données de la variable x. Cet opérateur est
appelé aussi opérateur elliptique en dimension 1. D'un point de vue physique, ce type
d’équation différentielle correspond a la modélisation d'un probleme de diffusion au”
ol a est le coefficient de diffusion de la quantité u, combinée avec de 'advection bu’,
ol b est une vitesse de transport de la quantité u. Lorsque b est nul, nous avons affaire
a un probléme de diffusion pure. Le terme cu est appelé terme source car il correspond
a la production (ou a la destruction) de la quantité u.

On pose le probleme suivant (probléme de Dirichlet-Dirichlet) :

ZLu)=f sur ]xg,xp[
U(xXqg)=Uq (7:3)
u(xp)=up

ou le probléme suivant (Probleme de Dirichlet-Neumann) :

Lw)=f  sur ]xg,xp(
U(xq)=uq u/(xa)z u; (7.4)
u'(xp)=u, u(xp)=uy
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On cherche a résoudre ces problemes de facon approchée, en remplacant dans ces équa-
tions, les dérivées par des formules approchées qui feront intervenir des différences
entre des valeurs approchées discretes de la fonction u(x). On notera U; =~ u(x;), la
valeur discrete approchée de la fonction u au point d’abscisse x;, u(x;) étant la valeur

exacte de la solution du probleme.

Exemples
Barre verticale
Soit une barre verticale de longueur ¢ encastrée et soumise a son poids propre. L'équa-
tion différentielle régissant les variations du déplacement u(x) s’écrit :

L +p=0 (7.5)

dx?

ou E est le module d'Young du matériau, S, la section de la barre et p, la charge linéique.
Si on ne considere que la charge due au poids propre, p = £gS. A 'encastrement, la
condition limite est #(0) = 0, et a I'autre extrémité x = ¢, on peut écrire une condition
sur |'effort normal :

du
N({)=ES —| =F (7.6)
dx |,
ol la force de traction F peut étre nulle. Dans le cas ot la barre est soumise a son poids

propre, I'équation :

d’u  pg

—+—==0 7.7

A + B (7.7
a pour solution :

__P8

ux)= R x(x —20) (7.8)

Si en plus, cette barre est en traction sous effort extérieur, la solution est :
F
u(x)=—%x (x—ZZ—I-—) (7.9
2E pg

Conduction dans une barre
Soit 'équation différentielle régissant les variations de la température d’'une barre de
longueur ¢ :
d

as5+4=0 (7.10)
ol1 a est le coefficient de diffusion de la chaleur du matériau. A I'extrémité x = 0, la condi-
tion limite est T(0) = Ty, et a 'autre extrémité (x = £), on peut écrire soit une condition
de Dirichlet u(¢) =Ty, soit une condition de flux (de type Neumann) F({) = k%, qui est
soit nul, soit égal a une valeur ®.

Advection diffusion
On consideére un tube de rayon R et de longueur L, dans lequel circule un fluide. La vi-
tesse et la température du fluide sont supposées uniformes dans la section, ce qui per-

met de considérer que le phénomene est régi par une équation monodimensionnelle. Le
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transfert de chaleur convectif entre le fluide et la paroi du tube se fait avec un coefficient
de transfert égal a h, :
d?T

dT
hchZrcpva +2pRh(T—Ty) = pRzk@ (7.11)

On suppose que la température a I'entrée du tube x = x, est égale a Ty, alors qu’elle
est égale a Ty, a la sortie x = x;.. Afin de trouver la solution analytique de ce probleme,
on travaillera avec des variables réduites, T/ = (T — Ty)/(Ty — Ty) et x” = x/R. Léquation

transformée est :

d’T’ RrC,VdT' 2Rh._,
T =

dx’? k dx’ k

0 (7.12)

Dans cette équation, nous avons deux coefficients adimensionnels, RrC,V/k et Rh./k.
Onpose L=5R et RrC,V/k =Rh./k =1; le probleme précédent s’écrit :

d’T  dr ,

74 —2T'=0 sur ]0,10[

e (7.13)
T(10)=1

La solution analytique est de la forme T'(x’) = ae™ + Be?*, avec o et f déterminés a

partir des conditions limites, soit :

e X — eg2x
/(Y

Approximation de Lagrange en trois points

On considere les trois points d’abscisses x;_1, x; et x;;; et on cherche a évaluer la valeur
de la dérivée premiere et de la dérivée seconde de la fonction u(x) en fonction des trois

valeurs discretes U;_;, Uj et Uj,,.

Dérivée premiére
Si f est une fonction continue, la définition classique de la dérivée a droite au point x;

est:

u(xj1)— u(x;)

u'(xj)= lim (7.15)
Xj+17X;j Xj+1 —Xj
on peut aussi définir la dérivée a gauche par :
u(x;)—u(xj-
w'(x;)= lim uly) — ulx-1) (7.16)

Xj—17Xj x]' —x]'_1

Si maintenant on considere les valeurs discretes, nous aurons les formules approchées

suivantes :
U1-U;, U:1-U;
u'(xj)~ R i | dérivée avant (forward)
Xj+1 = X; hjn (7.17)
, Uji—Uja _Uj=Uj, e '
u'(x;)=~ = dérivée arriere (backward)

Xj—x]'_1 I’lj
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ou hji =Xxj41 —Xj et hj = x; — x;—1. En combinant ces deux dernieres formules, nous

obtenons :

0 1-6
(Uj1—Uj)+ h—(Uj_Ujfl) (7.18)
j+1 j

u'(xj)~ -

soit encore, en réduisant au méme dénominateur :

072U}y +[(1—8)hjy —07;]U; —(1—0)h; 41U,

u'(x;)~ (7.19)
! hj+ihj
De cette expression découlent plusieurs cas :
esif=1/2:
hiUipi+[hjiq1—hij]JU;—h;i,U;—
u’(xj)z JYj+1 [ Jj+1 ]] J j+1Yj-1 (7.20)
2hjqih;
0 hin A A
®sif= h,-+i o le terme central en U; disparait :
Ui —Uj
w(xj)~ L (7.21)
! hj+1 + hj
e sile pas est constant, alors h=h;=hj, :
0U; 1 +(1-20)U; —(1-0)U;_
u,(xj)2 Jjt+1 ( )h J ( ) Jj-1 (7.22)
— 0 =1:dérivée décentrée a droite ;
— 0 =0:dérivée décentrée a gauche;
- 0=1/2,1a formule (7.22) s’écrit :
Uj1—Ujq
w(x;)~—L—-— 7.23
()= =L (7.23)

dérivée premiere centrée et le point j n'intervient plus; cette formule est appelée
formule centrée par opposition aux formules précédentes qui sont des formules
décentrées a gauche ou a droite.

La figure 7.1 donne une interprétation géométrique de ces trois formules de dérivation.

dérivée dérivée décentrée
centrée a droite

dérivée décentrée
a gauche

Xj-1 Xj Xj+1 X

figure 7.1 - Différents types de dérivée premiere
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Dérivée seconde
Soient X112 et xj_1/2, les milieux respectifs des segments [x;1;x;] et [x;;x;_1], pour

calculer la dérivée seconde de u(x) au point j, nous écrivons :

u'(x; —u'(x;_
u//(xj)2 ( ]+1/2) ( ) 1/2) (7.24)

Xj+1/2 —Xj-1/2

soit en remplagant u’(x;,1/2) et u’(x;_12) par les formules approchées suivantes :

Ujr1 —Uj

hj

U;—-U;_
et u'(xj_12)= i A (7.25)

u'(xj41/2)= o
J

nous obtenons :

2(hjUj = (hjn + hj)U; 4+ hjaUj)

u’(x;)~ (7.26)
/ hjvihj(hj+hy)
et, dans le cas d'un pas constant :
Ui;:1—2U;+U;_
u(xj)~ LTI (7.27)

h2

qui est la formule de la dérivée seconde centrée.

Les deux formules (7.25) sont des formules d’approximation de la dérivée premiere,

centrées au point x;; /> ou au point x;_y,.

Erreur locale d’approximation
Nous voyons que dans le calcul de la dérivée premiére a trois points, sile pas est constant,
il y a trois formules possibles ; évaluons la précision de chacune de ces formules. Pour
cela, nous utilisons les développements en série de Taylor :
h? h"
Ujor > u(xj1)>u(x;)—hu'(x;)+ yu”(xj)—k...+(—1)”—‘u(”)(xj)
2 . (7.28)
Uj > u(xj)~u(x;)+hu'(x;)+ Z—!u”(xj)—i-...—i- o u(”)(xj)

Pour évaluer I'erreur d'une formule d’approximation, il suffit de remplacer les valeurs
discretes par les valeurs continues et d’effectuer les développements en série de Taylor.

Si la formule de discrétisation en trois points a pour forme générale :
T;= r+Uj+1 + rCUj +r U, (7.29)

le développement en série de Taylor peut se calculer et nous aurons :
[0
T; :aou(xj)+Zaih’u(k)(xj) (7.30)
i=1

la somme est appelée erreur de troncature et 'ordre de cette erreur est donné par le

premier coefficient o; non nul de la série.
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Lordre de 'erreur de troncature correspond a I’exposant i du pas h.1'ordre de la déri-

vée k n'est donc pas celui de I'erreur.

Exemples
Pas constant
Si on reprend les trois formules suivantes, on peut évaluer I'erreur de troncature de cha-

cune de ces trois formules en utilisant la méthode précédente :

T er-H +(1- 29)Uj —-(1- G)Uj_l
h
Ouy)+ (1~ 20)u) — (- B)ulx;)
- h

(7.31)

or:

Ou(xj1)+(1—20)ulx;)—(1-0)ulx;—1) 6+(1-26)—(1-0)
h - h

+h(0+01— 9))u’(xj)+h;(9 —(1-0)u"(x;)+ Z—?(G +(1-0))u”(x;)+ 0(h*)

u(x;)

soit encore :
/ h " h2 " 3
T~ u'(x;)+ 5(29—1)u (xj)—l-gu (x;)+0(h) (7.32)

Si 8 =1/2, le premier terme de I'erreur de troncature sera du second ordre et donc une
formule centrée sera plus précise qu'une formule décentrée, du premier ordre. Ainsi on
peut écrire :
Uj+1—U;j
h
U;—-Uj, h
J ; J ~ u/(xj)_gu//(xj) (7.33)

Ui —Uj
2h

/ h "
~u'(x;)+ ZU (x;)

K2
/ "

~ U (xj)+—6 u”(x;)

Pour réduire I'erreur d’approximation, la seule solution consiste a utiliser plus de points

d’appui pour approximer les dérivées, par exemple 4 ou 5 points.

Pas variable

La formule générale d'une dérivée premiere en trois points est :

9hjUj+1 + ((1 —e)hj+1 — Ghj)Uj —(1- 9)hj+1Uj,1
hj+ihj

u'(xj)~ (7.34)

en effectuant un développement en séries de Taylor autour du point x;, nous aurons :

1
hih (ehjUj-H + ((1 - e)hj.H —Ghj)Uj -1 —G)thUj_l) =
J J
/ u”(x]) 2 2
u'(x;)+ 2hah (ehjhj+1 -(1 —G)hj+1hj) (7.35)
u”(x;)

1,3 _ . 3
S (Gh] R+ e)h]+1hj)
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soit encore :

1

= (0 U 1+ (1 = O)js1 =01 U = (1= 0)hj1 Uy ) =
]
uw'(x;)+ ”( )(Gh]+1—(1 0)h;) + ux; )(9h2 +(1-0)2)

j+1

(7.36)

d’ot1 la discussion suivante :

— 0 =0:Terreur de troncature est —@ hj+ %h?, en 0(h/)

— 0 =1:1erreur de troncature est uﬁ;x’ ' ]+ um(xj ) h2 en 0(hjy1)

— 0 =1/2:I'erreur de troncature est — ’ (hjy— h )—I—u “0) (h2+h2+1), en0(hj1—hj)

h;j ( )
- 0= Tt - : I'erreur de troncature est —~(h j+1hj)

Globalement, pour des valeurs 0 # ces formules sonten 0(h), avec h=max[h;,, hj].

hj+1+hj ’
Il est cependant possible de trouver autrement la formule centrée en pas variable ayant
la précision la plus élevée, en partant de la forme :

w'(x;)~yUj1 +pU; +aU; (7.37)

Les coefficients a, § et 7 sont déterminés par les trois relations :

hj
T T+ 1)
a+p+y=0 L _’;l. !
—Oth'+th+1=1 o{p="t— (7.38)
2 hihjn
ah? +Yh]+1 h,
= hj1(hj+ hj)

et la formule résultante s’écrit :

—h? U] 1+I’l

j+1 j+1 —h?juj+ h?UjJrl

hjphj(hj+hj)

u'(xj)~ (7.39)

1 Yhﬂrl

et I'erreur de troncature est égale a u”’(x; ) , soit u”(x;)—— ”' L. Cette formule

est d'ordre @(hj;1h;) et la précision est celle trouvee precedemment pour 0 tel que le

coefficient de la dérivée seconde était nul.

7.1.4 Approximation de Lagrange en n points

On considere les points d’abscisses x; pour j = 1, n. La formule la plus générale liant ces

points peut s’écrire sous la forme :

T, = Z a; U]+,—Z(x U;_ l+Za Ujyi = Z o U]+l+Z(1 Ui (7.40)

l—*l[ l—*l[

cette formule contient (i; + i, + 1) coefficients avec (i1 + i» + 1) < n. Pour déterminer les

coefficients a;, effectuons le développement en séries de Taylor de T; :

Tj=Y Biu(x)) (7.41)
i=0



56 Principes généraux

Par identification, il vient :

u'(x;)pr= Zalu(x])—Za zh+Zazh h(Za Z+Za1)

l—*l] l—*l[ 1=—1

u”(xj)ﬁk=% (Zl a;(ih)2+lzz(aih)2) 1 (Z o i +Za i ) (7.42)
i=1

l.:*l.l 1=—1

(k)(x Pk = 0 (Z o (lh)k+2(a h)k) o (Z ;i +Za i )

I=—1 =1

Pour déterminer la dérivée d’ordre m, il suffit de calculer les coefficients o ; correspon-
dantap; =9;,, pour i = —iy, i,. Il faut bien résoudre un systeme de (i, +i,+1) équations
a(iy+i,+1)inconnues.

Dérivées premieres en trois points décentrées

Si on cherche la formule donnant, en pas constant, la dérivée premiére au point j en
fonction des points j —1 et j —2, il nous faut trois équations ; en annulant les coefficients
de u et de u” et en prenant celui de u’ égal a 1, nous avons 3 équations a 3 inconnues et
nous avons la formule suivante :

3Uj —4Uj71 +Uj72

u'(x;) 7.43
(x)) - (7.43)
et la formule similaire faisant intervenir les points j +1et j +2:
-3U;+4U;;, —U;
u'(xj)~ / i Yyt (7.44)

2h

7.1.5 Approximations polynomiales

Dans les paragraphes précédents, nous avons considéré les développements en séries
de Taylor d’'une fonction et les formules permettant d’approcher les dérivées premieres
et secondes ont été construites a partir de ces développements. Une autre approche
consiste a utiliser des approximations polynomiales d'une fonction (voir chapitre cor-
respondant). Il est évident que ces deux approches sont similaires et conduisent aux
mémes formules. Ainsi, si on considére une fonction u(x) définie en trois points x;_1, x;
et x;1, cette fonction peut étre approximée par le polynome du second degré (approxi-
mation de type parabolique) :

Ux)=ax*+bx+c (7.45)
et les coefficients a, b et ¢ seront déterminés de facon a avoir :

Uj1=a((j = Dh)*+b(j — Dh+c
U]= a(jh)’+bjh+c (7.46)
U, =a((j+1)h)*+b(j+1h+c
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La dérivée premieére sera donc U’(x) = 2ax + b et la dérivée seconde U”(x) = 2a. Les

coefficients a, b et ¢ sont :

Uj+1 —2Uj +Uj_1
2h?
b= —(2j — 1)Uj+1 +4jU; —(2j+ 1)Uj_1
2h
e dU=DUjin - 2(j*=1U; +j(+1)U;
2

(7.47)

On vérifie que :

—3U; 1+4U; -U;

U'(xj_1)=2a(j —1)h+b= o

y . Uj1—Ujo
U(xj):2a]h+b:#

U; 1—4U;+3U;
2h

(7.48)

U'(xj1)=2a(j+1h+b=

et de la méme facon, pour la dérivée seconde :

Uj1—2U;+U;
2h?

U//(x]'_l) = U”(x]') = U”(xj+1) = (7.49)

Il est clair que si on utilise seulement deux points (approximation linéaire) le polynome
sera de la forme U(x) = a’x + b’ et la dérivée premiere sera U’(x) = a’ et la dérivée se-

conde sera nulle.

7.2 Formulaire

7.2.1 Dérivées premieres décentrées

Formules a deux points

Ui —U;
u’(xj)z%Jrﬁ(h)
/ Uy~ U, (7.50)
u'(x;)=~ T+0(h)
Formules a trois points
—3U;4+4U;;; —U;
u’(xj)z j ;l+1 Jjt2 +ﬁ(”l2)
3U 4U2 +U (7.51)
’ j =Yl j—=2 2
) +0(h
u'(x;) > ()
Formules a quatre points
Ui_,—6U;_;+3U;+2U;
u’(xj)z j—2 J 16h J ]+1+ﬁ(h3)
—2U;_;—-3U;+6U;;; —U;
w/(xj)~ —L ’6h TR L o(h®) (7.52)
—11U;418U;4;, —9U; 424 2U;
() > ——— = +o(h?)

6h
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Dérivées premieres centrées
Formules a trois points
Uir1—Uj-
’ j+l -1 2
u(xj)~~————+0(h
()= =L ()
Formules a b points

—Uj42+8Uj1 —8U;1 +Uj,
12h

u'(xj)~ +o(h")

Dérivées secondes décentrées

Formules a trois points

Uj2—2Uj1 +U;
h2

Uj — 2Uj71 +Uj72
h2

Formules a cinq points

u”(x;)~ +0(h)

u’(xj)~ +0(h)

—Uj3+4Uj,2—5U;41 +2U;
h2

2U;,—-5U;_;14+4U; ,—U;_
J 11h2 j—2 ]3+ﬁ(h2)

u”(xj)~ +0(h?)

u//(x]') ~

Dérivées secondes centrées

Formules a trois points

U —2U;+U;,
h2

Formules a cinq points

u’(x;)~ + 0(h?)

~Ujs2+16U;4, —1320}1121,- 16U =Ujz | oo

u//(xj) ~

Résolution d’un probléme différentiel

Probléme continu
Considérons le probléme suivant :
LWw)=f sur Jxg,xp(

u(xq)=1uq
u(xp)=up

(7.53)

(7.54)

(7.55)

(7.56)

(7.57)

(7.58)

(7.59)

ol .¢ est défini dans la section 7.2. Ce probleme est appelé probléme continu et la solu-

tion exacte est notée u(x).

Probleme discret

Pour écrire le probleme discret nous allons, apres avoir maillé le segment [x,, x;], rem-

placer les dérivées continues par leurs approximations en fonction des valeurs discretes

dans I’équation a résoudre pour les points intérieurs au domaine. Nous serons conduits
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a la résolution d’'un systéeme linéaire dont la structure dépendra du nombre de points
choisis pour discrétiser les dérivées. Le nombre minimal est de trois points (pour avoir
une approximation de la dérivée seconde) et nous obtiendrons alors une matrice tri-
diagonale. Elle présente I'avantage de pouvoir étre stockée en mémoire a I'aide de trois
vecteurs de taille N (au lieu d'une matrice N x N) et qu'il existe des méthodes de réso-
lution tenant compte de cette structure, diminuant ainsi considérablement le temps de

calcul.

Maillage
Soit N le nombre de points que I'on se donne a priori sur 'intervalle [x,;xp]. On définit
le pas h supposé constant. Tout point i de cet intervalle, sera défini par son abscisse

X; = Xq +(i —1)h, avec h = 2=3¢ comme indiqué sur la figure 7.2.

o)™
[e]8)
(o]
o
(o]
oz

O O
A% U A%
- J

j—1 Jj+1

figure 7.2 - Maillage du probleme discret monodimensionnel

Equation discréte
Point courant (intérieur)
Au point j, d’abscisse x;, nous écrivons I'équation .Z(u) = f en remplacgant les dérivées

premiére et seconde par les formules :

9Uj+1 +(1-— 26)Uj —(1- e)Uj,1
h
Uj1—2U;+U; 4
h2

u'(xj)~

(7.60)

u//(xj) ~

soit, en remplacant dans I’équation initiale :

a(x]) ( i) _
(U]+1 2U;+U;- +— (GU]+1+(1 ZG)U (1—9)Uj_1)+c(xj)Uj—f(xj) (7.61)

On note a; = a(x;), b; = b(x;), ¢c; = c(x;) et f; = f(x;). En ordonnant en fonction de
Ujfl, Uj et Uj+1, il vient :

b; —2a;
Uj+1(h2+eh)+u ( — L(1- 29)—+c])+U] 1( (1—6)—)=f]~ (7.62)

soit encore :

T;_U]url + T]{:Uj + T]-_Ujfl = dj (7.63)
avec:

+_ 4 bj . _oY%i _ -_4 ﬁ _ r

rf=a e = 2 L a 29) +¢j; =3 —(1=015 di=f

Nous allons écrire cette équation discréte pour chacun des N — 2 points intérieurs, soit

j =2,N—1 et aurons donc a résoudre un systéme de N — 2 équations a N inconnues.
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Pour fermer le systeme, il faut utiliser les conditions limites et écrire les deux équations

discretes correspondantes. Le systeme d’équations linéaires a résoudre s’écrit :

[CL 1o\ [ d )
r, r5or) U, d,
ry orsory Us ds
= : (7.64)
- +

reor U; d;

Tet Tner "ot | | Unaa dn-1

i CL|\ Uy /) \dn)

On remarque que le systeme ainsi obtenu est un systéme tridiagonal ; pour conserver
ces propriétés, il convient d’écrire les conditions limites sur deux points au plus de dis-

crétisation.

Conditions limites (Dirichlet)
Dans le cas ol nous avons des conditions de Dirichlet (la valeur de la fonction u est
donnée aux points x, et x;), nous pourrons écrire :

— au premier point 1 :
riUi+r U, =d, (7.65)

soitrf =1, =0etdy=u(x,)=ug,;

— au dernier point N :
rl\’]UN_l + rlfTUN = dN (766)

soit ry =0, rg=1et dy = u(xp) = uyp

et nous avons a résoudre un systéme linéaire N x N.

Conditions limites (Neumann)
Approximation en deux points : dans le cas ou nous avons des conditions de Neumann
(la valeur de la dérivée u’ est donnée aux points x, et x;), nous allons utiliser au
point 1 (ou N) une formule discrete d’approximation en deux points de la dérivée

premiere :

U,—-U Un—Uno
u’(xl)z% ou u’(xN)z% (7.67)

Au point 1, par identification avec la formule générale r{ U, +r;"U, = d, nous obte-
nons r{ =—1/h, rif =1/hetd,=u'(x,)= u’ . Le point N nous conduit a ry=1/h,
r=—1/hetdx=u'(xp)=uj,.

Approximation en trois points : si on veut avoir plus de précision sur I’expression de
la dérivée premiere, il est possible d’écrire une formule en trois points (1, 2 et 3) ou
(N—2, N—1 et N), dans ce cas, la matrice N x N n’est plus tridiagonale et pour re-

trouver cette structure, il faut réduire I'ordre de ce systeme de 2(N—2)x(N—2). Pour
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cela, il faut éliminer U; entre les 2 premiéres équations et Uy_; entre les deux der-
nieres. D'une facon générale, si on considere les deux premiéres équations, nous

aurons :

U+ U+ 1 Us=d,

= (7.68)
T, U1+T'ZCU2+T’2+U3:d2
la premiere équation fournit la valeur de U; en fonction de U, et Us, soit :
1 + ++
Ur=—(di =1 U2+ 17 Us) (7.69)
1
et en reportant dans la deuxiéme équation, il vient :
(ry —r{ry 1)) Us+(r) —r{ 1, 1) Us=dy — 1, ri dy (7.70)
que I'on peut écrire sous la forme :
' Us+1, Us=d, (7.71)
avec :
+ .- ++ .-
e nr H_ o+ NI I ; r, di
rZC_rZC_ re Iy =1, — re d—dg— c
1 3 1

Approximation en trois points avec un point fictif : afin de préserver le caractere tridia-
gonal de la matrice et d’éviter une premiere élimination de U, entre les équations
au point 2 et I'écriture de la condition limite, on peut introduire un point fictif noté
Uy et introduire la condition limite dans I'équation différentielle discréte écrite au

point 1. Le calcul de u/(x) au point 1 en utilisant les points 2 et 0 donne :

U,-U
w'(x)= % (7.72)

I'équation au point 1 s’écrit r; Ug+ r{ Uy + ;7 U, = d; et en remplagant U, par son

expression tirée de I'équation précédente Up = U, —2hu/, soit :
riUL+(r + 1)Uy =d,+2hr] u), (7.73)

Le systéme final a résoudre sera donc de la forme suivante :

[re ot 10\ [ d )
r, 15Ty U, do,
TP R Us; ds

= : (7.74)

- c + X .
roT; ;i U; d;

N1 Teer o] | Unoa dn-1

i w el \Un ) \dn)
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Résolution

Pour résoudre le probleme discrétisé suivant :
errUj.H + erUj + r]TUj_l = dj (7.75)

qui correspond a un systeme de N équations linéaires a N inconnues, on utilise souvent
I'algorithme de Thomas ou dit de double balayage. Cet algorithme correspond en fait
a une élimination de Gauss appliquée a un systeme tridiagonal. On pose la relation de

récurrence :
U;=E;jU;j1+F;, j=N-11 (7.76)

ce qui permet, connaissant la valeur de Uy, les valeurs des E; et des F;, de calculer la

solution. Au point N, nous avons :
rIfIUN + r]\_]UNfl = dN (7.77)

avec ry; = 0, quel que soit le type de la condition limite. Nous obtenons les relations de
récurrence suivantes :
r;' dj - rj_Fj_l
Ej=——1— et Fj=—1"—, j=2N (7.78)
T Ej 1+ I i Ei 1+ i
ces deux relations permettent de calculer, par récurrence, les valeurs des coefficients E;
et F;, connaissant les valeurs de E, et de F; qui sont obtenues par identification, a partir

de la premiere équation r‘U, + rtU, = d; soit Uy = —r; rfU, + d, r¢ ce qui donne :
1 1 1N 1

7'1+ dl
E1 =—— et F1 == (779)
n n
Algorithme de Thomas
Lalgorithme est alors le suivant, et ce quel que soit le type de conditions limites utilisées :

e Premier balayage :

rfr dl
J= 1 El =——c F1 =

g ' (7.80)
]_2N E = r]+ _d] rjiF]—l ’

! riEj1+r ! riBja+rf
e Deuxieme balayage :
j=N Un=Fy
(7.81)

J=N-L1 U;=E;Ujn+F;
En fait, si on prend soin de définir les vecteurs E; et F; de 0 a N et le vecteur solution U;
de 0 a N+ 1, l'algorithme précédent est beaucoup plus simple car on peut supprimer les

formules de bord.

e Premier balayage :

E():F():O, rf=0, r§=0

i dj=riFia (7.82)
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e Deuxieme balayage :

Un1=0 (Eyestnulcarry =0)

(7.83)
j=N,1 U;=E;Uj;, +F;
Erreur de troncature
Considérons le probleme discrétisé suivant :
F;_Uj.H + r].CUj + r]._Uj_l = dj (7.84)

Si on remplace les valeurs discretes U; par les valeurs continues correspondantes u(x;),
et si nous effectuons le développement en séries de Taylor de |'expression ainsi obtenue,
nous devons retrouver le probléme continu plus des termes du premier ordre en h (ou
0(h)) au moins. Dans ce cas, le schéma global sera consistant. Si d’autres termes (1)
apparaissent, le schéma ne sera pas consistant, c’est a dire que 1'on traitera en fait un
autre probleme continu. En remplacant les valeurs discretes par les valeurs continues,

nous aurons :
r;ru(xj+1)+ riulxp)+ryu(xj1)—d;j=0 (7.85)

et en utilisant le développement en séries de Taylor, nous obtenons :

1 =d;=fj
u(x;) =r+ri+r;
u'(xj) = h(zr].+ —17)
u”(x;) :E(rj*+r]’)
h3 N
u¥x;) = g(rj+ —1;)

uP(x;) = %(r].+ +(=1"r;)

soit:
/ h2 /7
u(xj)(r;r—l-rjc—l-rj_)—l—hu (xj)(r;r—rj_)—l— STl (xj)(r]f’—krj‘)
. e (7.86)
R GV YO @)+ —\_ f. 5) —
+3!u (x])(rj r].)—l- 4!u (r]. —I—rj) fi+o(r’)=0
En reprenant le schéma précédent, nous avons :
b; 2a; (1-20)b;
+ c - .. +_ - _J. + -_="y_ = =7
ritritr=cj ri—r = P ritr= 2 Y (7.87)
et en remplacant dans I'expression précédente :
” hb] ”
(aju (xj)+bju(xj)+cju(xj)—fj)—(1—29)2—!u (xj )+ 7.88)

m aj
Tfu(@H"jiMW@hﬁmﬂ

On remarque que le terme entre crochets est nul car c’est le probleme différentiel initial

hb; h?
4

et que le premier terme de I'erreur de troncature est :

hb; ,
~(1-20)— u"(x;) (7.89)
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Si B = 1/2, ce premier terme de l'erreur de troncature est nul et 'erreur est bien alors
en 0(h?); le schéma est d’ordre 2, sinon, elle est (k) seulement et le schéma sera du

premier ordre.

Admissibilité d’un schéma

Dans ce paragraphe, nous allons montrer, sur un exemple simple que le probléme dis-
cret peut dans certaines conditions conduire a des solutions non admissibles, autrement
dit, que la solution du probléme discret n'est pas compatible avec la solution du pro-

bleme continu.

Probléme continu d’advection-diffusion

Considérons le probleme continu suivant :

L(u)=0 sur ]0,1]
u(0)=1 (7.90)
u(1)=0

avec Z(u)=au” +bu’, ol a et b sont des constantes. Par rapport au modele proposé,
on remarque que le coefficient ¢ (terme cu) est nul; le terme (cu) est un terme source,
dont I'influence sera traitée plus loin.

Ce probleme admet une solution analytique de la forme :
u(x)=ae 4 4p (7.91)

ou a et 3 sont des coefficients déterminés de facon a vérifier les conditions limites. En
effet, d'une fagon générale, si'opérateur .Z(u) est défini par L(u)=au”+bu’+cu et
siles coefficients a, b et ¢ sont constants, la solution analytique est u(x) = Ae?* +Be%*,
ol q; et g, sont les deux racines du polynéme caractéristique ag? + bg + c =0 et ou A
et B sont des coefficients déterminés de facon a vérifier les deux conditions limites du
probleme. Ici, les deux racines sont respectivement q; = —b/a et g, = 0. La solution du
probléeme s’écrit alors (si b #0) :

e—bx/a _ e—b/a

u(x)= (7.92)

1—eb/a

solution exacte du probléme continu. Dans le cas ou b =0, la solution du probléme est

la droite d’équation :
ux)=1-—x (7.93)

Lorsque b/a prend des valeurs élevées (en valeur absolue), nous avons des solutions de
type couche limite. Mathématiquement parlant, si a est petit, le probleme est de type
perturbation singuliere. Plus simplement, si a et b sont positifs, on constate sur la fi-
gure 7.5, que la solution u(x) décroit trés fortement pour des valeurs de x inférieures a

0,1 et qu’a partir des valeurs supérieures a 0,4, la solution varie faiblement.



7.4 Admissibilité d'un schéma 65

u(x)

X

figure 7.3 - Solution exacte (7.92) du probleme continu (7.90)

7.4.2 Probléme discret

Apreés discrétisation, le probléme peut se mettre sous la forme suivante :
r].+Uj+1 + r].CUj +7r7Uj1=0, i=2N-1 (7.94)

Comme les coefficients a, b et ¢ sont constants, les coefficients r sont indépendants de

x, donc de j d’ot la relation :
F+Uj+1 + T'CUj + rin_l =0 (7.95)

et comme conditions limites U; = u(0)=1et Uy_; = u(1)=0, avec:

L a Gb_ ¢ 2a b_ __a b_ _
r _ﬁ—l_?’ r ——W—F(I—ZG)E, T'j —ﬁ—(l—ﬂ)ﬁ, d=0
Dans ce cas particulier (coefficients r constants), le probleme discret admet lui aussi

une solution analytique qui se met sous la forme :
Uj=v1q] " +8q] (7.96)

ol q; et g» sont les 2 racines du polynéme caractéristique r*g?+r¢q+r— =0. On utilise
pour ce faire le théoréme dit des suites récurrentes. On peut vérifier facilement que r* +
r¢4+r~ =0 (car ¢ =0) et que I'une des racines est donc égale a 1 et que 'autre est égale a
r=/r*;onnoterag; =r"/r* et g, = 1. Si la racine est double (q; = g» = 1); nous aurons
une solution particuliere de la solution correspondant au cas ou b =0.

Dans cet exemple, nous avons donc a la fois la solution analytique du probléeme
continu et celle du probleme discret ; cela va donc nous permettre de comparer ces solu-
tions de facon détaillée. Avant de déterminer la valeur des coefficients y et 6 on peut tout
de suite voir que si g; est négatif, alors q{ ! présentera des oscillations paires-impaires et
que cette partie de la solution ne peut pas représenter une solution monotone, si|q;| < 1,

ces oscillations seront atténuées, mais elles seront amplifiées si |g;| > 1. Si on calcule les
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coefficients y et 6 de facon a satisfaire les conditions limites, la solution exacte du pro-
bleme discret s’écrit :

- (5)-(5)
_ r r
-t o (5)M

U = (7.97)

probléeme continu probleme discret

polynéme caractéristique aq’?+bq+c=0 rtg?+req+r-=0

solution générale u(x)=aen* +bews U;j= vql " +5g7!
@ c=-b/a c=r/r*
q: 0 1
ecxr — e¢ cj—l — cN—l
solution du probléme u(x)= o U= =

tableau 7.1 - Comparaison probleme continu/probleme discret

7.4.3 Comparaison des solutions

Nous allons donc pouvoir comparer les solutions des deux problémes, continu et discret,
car les solutions sont ici connues analytiquement. Ces deux solutions sont respective-
ment :

j—1 _
e—bx/a _ p-b/a q{ _ qi\] 1

u(x)=———-—— e U;= e

— (7.98)

Afin de simplifier I'analyse, on supposera que a > 0:

1. si b > 0 alors e~?/2 < 1, 1a fonction e~?*/4 sera décroissante et u(x) sera aussi dé-

croissante;

2. sib <0 alors e /2 > 1, 1a fonction e~?*/@ sera croissante et u(x) sera donc décrois-
sante.

Pour avoir des solutions discrétes qui ont le méme comportement que les solutions

continues nous devrons donc avoir
1. sib>0alors0<q; <1;
2. sib<0alors q; > 1.
En utilisant les résultats du paragraphe précédent, nous pouvons écrire :

r- 1+(0—-1)bh/a
rt  1+0bh/a (7.99)

ou O est le parametre de décentration et & le pas de discrétisation; en posant p =bh/a

nous avons
r-— 1+(0-1)p
N0 1+6p ( )

Nous allons donc examiner les diverses valeurs de 0, a savoir 0, 1/2 ou 1 et écrire les

conditions que doit vérifier p pour que la solution discréte soit admissible. Le nombre
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sans dimension p, est appelé nombre de Reynolds de maille, ou nombre de Péclet de
maille.

Par analogie avec la mécanique des fluides, le nombre sans dimension bh/a est sou-
vent appelé nombre de Reynolds de maille car il est de la méme forme que le nombre de
Reynolds classique défini par Re = UL/v ou1 U est une vitesse, L une longueur et v la vis-
cosité. De méme, si on fait référence aux problemes thermiques, on définira le nombre
de Péclet de maille P, = UL/x ou U est une vitesse, L une longueur et x la diffusivité

thermique.

L 8=1:q1 =1
la condition g; > 0 implique p €] — 1,00[ :
- sib>0alors p>0etq <1doncp €]0,00[ et aucune limitation sur #;
—sib<0Oalorsp<0etg;>1,doupe]—1,0[.
Dans ce cas, on voit que le choix 8 = 1 est intéressant si b > 0 car il n'y a pas de

limite sur la valeur de p, donc du pas h.

2.0=0:q1=1-p
la condition ¢; > 0 implique p €] —o0,1[ :
—sib>0alorsp>0etqg; <1,doupe€]0,1[;
- sib<0alorsp <0etq; >1doncp €] —o00,0[ et aucune limitation sur #.
Dans ce cas, on voit que le choix 6 = 0 est intéressant si b < 0 car il n'y a pas de

limite sur la valeur de p, donc du pas h.

3.0=1/2:q1 = ;SZ et la condition g; > 0 implique p €] —2,2[:
- sib>0alors p >0etq; <1, cequiimplique p €]0,2[;

—sib<0alorsp <0etgqg; >1, cequiimplique p €] —2,0[.

Le tableau 7.2 récapitule les conditions a satisfaire pour que le schéma discret soit ad-

missible.

6=0 0=1/2 0=1

b<0 pe€]l-00,0 pe€]-2,00 pe€l-1,0]
b<0 p€]0,1] p €]0,2[ p €]0,00[

tableau 7.2 - Conditions d'admissibilité

Finalement, rappelons les résultats principaux :

(i) pour un schéma centré (6 = 1/2), le pas de discrétisation doit vérifier |bh/a| < 2,
soit encore h < 2|a/b|. Par conséquent, un schéma d’ordre 2 nécessite la vérifica-

tion d’'une condition pour obtenir une solution numérique admissible ;

(ii) pour un schéma décentré (8 = 0 ou 6 = 1), la précision est &(h) et parametre de
décentration, peut étre choisi de facon a ce que les solutions discretes soient ad-
missibles. Dans ce cas, le pas de discrétisation sera déterminé uniquement sur un

critére de précision de la solution.
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7.4.4 Décentration « upwind »
Dans de nombreux ouvrages, la notion de décentration « upwind » ou « au vent » est utili-
sée. Cette notion, contraire de « sous le vent » ou « downwind », est familiére aux voileux
mais il convient de I'expliquer. Nous allons considérer un exemple en mécanique des
fluides ou les équations a résoudre sont souvent des équations de transport et sont par
exemple (pour la température T) de la forme suivante :

Vd—T = kﬂ (7.101)
dx dx?
ou1 V est une vitesse (de convection ou advection) et k un coefficient de diffusion. Cette
équation peut se mettre sous la forme ¥(u)=au”+bu’,aveca=ketb=-V:

— siV>0alors b <0 et on a intérét a choisir 8 = 0 pour calculer la dérivée premiere

de T, soit :
dr T;-T;
—_—~ = 7.102
dx h ( )

donc on choisit le point j — 1 pour calculer la dérivée, comme V est positif, on
choisit un point au vent, c’est-a-dire en remontant la vitesse.
— siV<0alors b >0 et on a intérét a choisir 8 = 1 pour calculer la dérivée premiere

de T, soit :
dT Tj+1 _T]
A 7.103
dx h ( )

donc on choisit le point j 4+ 1 pour calculer la dérivée, comme V est négatif, la en-
core, le point choisi est un point “au vent”, c’est-a-dire en remontant la vitesse.
Cette notion de décentration “upwind” est utilisée dans de nombreux domaines de la

physique, méme si la notion de vitesse est absente.

V>0 V<o
— —e e
X X ° o X X

j—1 J Jj+1 j—1 J j+1

figure 7.4 - Notion de décentration upwind : x points utilisés pour le calcul de la dérivée premiere
en j, o point non utilisé

Nous avons choisi comme exemple 'équation de la chaleur o1 'inconnue est la tem-
pérature car c’est un scalaire. En mécanique des fluides, on a aussi des équations de
transport qui traduisent la conservation de la quantité de mouvement, mais celles-ci
sont couplées et non-linéaires, ainsi dans le cas d'un écoulement bidimensionnel, nous
avons :

UE +VE __Eﬂ +v W—F P
ov. _ov _ 10P (azU EZU)

V== i
U6x+ oy pﬁy—l_v 6x2+6x2

oU _9U  10P (aZU 62_U)

(7.104)

7.4.5 Admissibilité et dominance diagonale

La possibilité d’utiliser certaines méthodes pour la résolution numérique de systémes

linéaires est souvent liée a la satisfaction d'une condition de dominance diagonale qui
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stipule :
N
lai| = Z la;j| Vi=1N (7.105)
J=1,j#i

soit dans le cas d'une matrice tridiagonale :
|r].c|>|rj+|+|r]?| Vi=1N (7.106)

Dans I'exemple traité, au” +bu’ =0, les valeurs des coefficients r sont :

a 0b a bh a
r+:ﬁ+7:ﬁ(l+97):ﬁ(l+9p)

©®-1b _a bhY _a )
_h2+ — = (1+(e—1)7)—h2(1+(e 1)p) (7.107)

—2a a bh a
C=— 1—29——— —24+(1-20)— |=—(—-2+(1—-26
rf=—+( ) hz( +( )~ ) a2+ )p)
Nous sommes donc ramenés a étudier en fonction de 0 et p les expressions (1+60p) puis
14+(0—1)p etenfin —2+(1 —26)p :

(i) 8 =1:dans ces conditions, r;” =1+p, r; =1etr; =—(2+p) et la condition de
dominance diagonale impose p €] — l,oo[,

(i) 6 =0: dans ces conditions, r;" =1, r; =1—p etrj = —(2+p) et la condition de

dominance diagonale impose p €] — 00, 1[;

(iii) ® =1/2 pour ce schéma centré, r]f’ =1+4+p/2, = 1-p/2et rjC = —2 et la condition

de dominance diagonale impose p €] —2,2].

On constate donc, que lorsqu’il n’'y a pas dominance diagonale, nous avons des solutions
oscillantes, donc non admissibles ; par contre, il faut vérifier que la solution discrete a

méme sens de variation que la solution continue.

7.4.6 Probléme continu de diffusion avec terme source

Considérons le probléme continu suivant :

ZL(u)=0 sur ]0,1[
u(0)=1 (7.108)
u'(1)=0

avec Z(u)=au” +cu, ou a et ¢ sont des constantes (on supposera que a est positif et
¢ négatif). Par rapport au modele proposé, on remarque que le coefficient b (terme bu’)
est nul, donc il n'y a pas d’advection. Par contre, le terme source (cu) n’est pas nul. Ce
probleme modéle correspond a I'étude de la répartition de température dans une ailette

de largeur unité et de section A constante. L'équation (7.109) représente ce phénomene :

d2T hS
dx2

ouT estla temperature de l'ailette, T la température extérieure, x, le coefficient de

— (T =T)=0 (7.109)

diffusion du matériau constituant I'ailette, S, le périmétre de la section de l'ailette, A,
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son aire et h, le coefficient d’échange avec I'extérieur. On appelle T, la température de
l'ailette en x = 0. En absence d’échange avec |'extérieur, sil’extrémité droite est isolée, la

température dans l'ailette est constante est égale a Ty. Si h # 0, la solution analytique du

probleme physique est :
ch[a(L —x)]
T(x)=T To—Too) ——— 7.110
(x) 0ot ( 0 oo) Ch((}LL) ( )
avec a? = %. Dans le cas de I'équation modele donnée au début de ce paragraphe, la
solution analytique sera:
chla(1l—x)]
Ulx) = 7.111
(x) ch(a) ( )

avec a® = —< (donc c estici négatif) :
F+Uj+1 + chj + rin_l =d (7.112)

avec:rt=a/h? r¢=-2a/h*+c, r~ = a/h? et d = 0. Compte tenu des valeurs des co-
efficients a et ¢, on constate que les deux coefficients r* et r~ sont positifs, alors que le
coefficient r¢ est lui négatif; dans ce cas, on vérifie aisément que la matrice du systéme
linéaire discret est a dominance diagonale. Comme dans I'exemple précédent, les coef-
ficients r sont constants et le probleme discret admet lui aussi une solution analytique

qui se met sous la forme :

i—1 i—1

Uj=vq]  +54, (7.113)
ol1 g, et g, sont les 2 racines du polynome caractéristique r+q?+r¢q+r~ =0. Ces racines
se calculent classiquement et A = (r¢)? —4rtr-=c2+ 42‘—26. Comme c est ici négatif, les

deux racines sont réelles et on vérifie que le produit de ces racines est égala 1 (r* =r~).

La somme de ces racines étant positive les deux racines sont positives et y = %.

Applications
Etude de I'admissibilité

On considere le probléme d’advection diffusion sur I'intervalle [0 10], avec comme va-
leurs des parametres du probléeme a =1 et b = 10. On étudie l'influence du parametre
de décentration sur 'admissibilité du schéma. Le tableau 7.3 donne les caractéristiques
des valeurs intervenant dans cette étude. Nous sommes dans le cas ou b est positif, donc
¢, doit étre positif et inférieur a 1. Les calculs ont été effectués en simple précision et la
figure 7.5 représente les solutions obtenues avec h = 0,125, pour chaque type de dérivée
choisie, a savoir décentrées (avant ou arriere) ou centrées. La notion avant ou arriere fait

référence a la droite ou la gauche par rapport au point considéré.

Etude de la précision
Dans ce paragraphe, on s’intéresse a la précision des schémas. Dans les cas considérés,
on a choisi a = b =1 etun nombre de points variant de 11 a 10001. Les calculs sont effec-

tués a 'aide des deux schémas décentrés et du schéma centré. En double précision, on
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nb de points h 0 o] q
-9

11 1 0,5 10 —0,666667
1 0,00909094
0 —4

21 0,5 0,5 5 —0,428574
1 0,1666667
0 -1,5

41 0,25 0,5 2,5 —0,111111
1 0,2857143
0 -0,25

81 0,125 0,5 1,25 0,2307692
1 0,4444444

tableau 7.3 - Valeurs pour l'étude d'admissibilité des schémas

1,0

0,8

0,6

0,4

u(x)

0,2

-0,2

—0,4 ! ! ! ! ! ! ! ! !
0 03 06 09 1,2 15 1,8 21 24 27 30

X

figure 7.5 - Solutions exacte (—) et approchées (7.98), bh/a = 1,25;8 =0 (—), bh/a = 1,25;
0=0,5(—)etbh/a=1,25;0=1 (—)du probléeme continu (7.90)

remarque que l'erreur maximale obtenue a I'aide des deux schémas décentrés (0(h)) va-
rie linéairement en fonction du pas; la pente de cette droite est bien —1. Pour le schéma
centré, la pente est égale a —2, ce qui indique que le schéma est en ¢(h?). Par contre, on
remarque que pour de petites valeurs du pas, il y a de fortes oscillations de I'’erreur maxi-
male; cela indique que la précision de la machine est incompatible avec la précision
théorique.

La figure 7.6 donne les évolutions des erreurs maximales en fonction du pas /.

Coordonnées cylindriques ou sphériques

Equations monodimensionnelles

On considere maintenant un probleme différentiel d’ordre 2 d’'une fonction a une va-
riable r correspondant a I’écriture d'un Laplacien en coordonnées cylindriques ou sphé-
riques sur un intervalle [r,, 1,]. Ce type de probléme correspond a I'écriture de I'équation
de la chaleur dans un cylindre ou dans une sphere, pour des problémes axisymétriques

ou a symétrie sphérique. Dans ce paragraphe, comme dans les précédents, nous ne
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figure 7.6 - Influence de la décentration : 0 =1 (e—e), = 0,5 (e—e)et 6 =0 (o—o)

considérons que des problemes monodimensionnels. Les équations correspondantes
s’écrivent :
d’T mdT
a0 (7.114)
avec m =1 en coordonnées cylindriques et m = 2 en coordonnées sphériques. Ces équa-
tions ne sont pas valables en r = 0, car il y a une singularité apparente en (1/r); il faut
lever 'indétermination, en effet, en r = 0, pour des raisons de symétrie, % = 0. En utili-

sant en r =0 la régle de Lhospital, on obtient alors I'équation suivante :
pas h

T
(m+1) 5 =0 (7.115)

avec m =1 en coordonnées cylindriques m =2 en coordonnées sphériques

Rappel de la régle de Lhospitalen r =0:

d (dT
ld_T:@:dz_T (7.116)
rdr 4  dr? '

dr

Conditions limites

Deux cas distincts sont a considérer, selon que le domaine d’étude contient r = 0 ou

non. Dans le cas ou r, = 0, la condition limite g—f = 0 est incontournable car elle est

une hypothése du calcul. On peut imposer une condition supplémentaire sous réserve

d’avoir unicité de la solution du probleme. En effet, si on impose en r = r;, une condition

de Neumann, le probleme (Neumann Neumann) admet une infinité de solutions et on

peut fixer alors la température au centre du domaine. Par contre, en utilisant la condition
dr

de Neumann - = 0 ou condition de symeétrie, on peut évaluer la dérivée seconde en

r=0, par:

2T 2(T,—T))

—~ 7.117
dr? Ar? ( )
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ou Ar est le pas d’espace. En effet, nous avons :

% N T, —irl;12+To (7.118)
et:
d_T N T, —To —0
dr 2Ar

Dans le cas ol r, # 0, les mémes problémes que ceux exposés dans les paragraphes

(7.119)

précédents subsistent.
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Méthodes mehrstellen

Construction du schéma

Probléme

Soit une fonction u supposée continue et dérivable sur un intervalle [a, b] et un opéra-
teur différentiel £ tel que £ (u)=au” +bu’+ cu ou les coefficients a, b et ¢ sont des

fonctions de la variable x. On pose le probleme suivant :

ZL(u)=0 pour x€]xg, Xp[

U(xq)=uq (8.1)
u(xp)=up
Principe

Au lieu de se donner des formules de discrétisation permettant de remplacer chaque dé-
rivée dans I'équation £ (u) = f, on va se donner a priori une équation aux différences et
déterminer les coefficients de telle sorte que le probléme discret approche le probleme

continu avec la meilleure précision possible. On pose :
riUpn +riUj+ 17U = B2 (g fin + 4 fi + a5 fim) (8.2)

ou fj1, fj et fj—1, sont les valeurs du second membre aux points j +1, j et j — 1. Par
rapport a ce qui a été vu précédemment, la valeur du second membre apparait en trois
points au lieu d'un seul ; on peut donc prévoir que la formule ainsi obtenue sera plus pré-
cise. Il ya donc 6 coefficients a déterminer r]f’, i q;”, q; etq;, enfait, ces coefficients
ne sont pas indépendants et il ne faudra qu’en déterminer cing.

Pour déterminer ces coefficients, nous allons écrire le développement en séries de
Taylor de la formule (8.2) et le mettre sous la forme E= ;. Ty u® et annuler les pre-
miers termes de ce développement. Dans ce développement, le terme f;,, est remplacé

par le développement de £ (u) au point x4, soit :
firn=alxjz)u”(xjp1)+b(xjp)u' (xj0)+ c(xj41) (8.3)

Coefficients constants

Afin d’alléger les calculs, on supposera que les coefficients a, b et ¢ sont indépendants
de x ; les formules correspondantes au cas ol a, b et ¢ sont des fonctions de x seront

données au paragraphe suivant. On rappelle les développements en séries de Taylor qui
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sont utilisés, ou & est le pas de discrétisation supposé constant :

u(xj—1)=u(x;)— hu(x])+h—2u”(x])+ A+ (= l)k u(k)(x)—I-O(hk“)

(8.4)
h? hk
u(xj)=u(x;)+hu’ (x])—l- u”(x])+ +Fu(k)(xj)+0(hk+1)
de méme, nous aurons, pour les dérivées premieére et seconde :
h?
u'(xj—)=u'(x;)— hu”(x])+—u”’(x])+ A (= l)k u(k“)(x )+ O(h*)
(8.5)
h?
u’(xj—)=u"(x;)— hu”’(x])+—u(4)(x])+ A+ (= l)k (k+2)(x])+0(hk+1)
et:
/ / /" h2 " h (k+1) k+1
uw(xjm)=u'(x;)+hu (xj)+—u (xj)+...+— = (x;)+O(h"™)
(8.6)
h? hk
u”(xj+1)=u”(xj)—l-hu'”(x])—l-—u(4)(x])+ 4+ — x (k”)(x )+ O(hF )
Calculons les coefficients Tj. Tout d’abord :
To= (rj*+ r].c+ rjf) —ch? (qj*—l-qjc-l-qj*) 8.7

les coefficients r; proviennent du développement du membre de droite de I'équation
aux différences et les coefficients g; du second membre.

(7 7) - (2 (o —ar) 0 g+ +47))
h2

- w ( ++r ) (C};_:l (qf—Q])+bh3 (q]f_qj)+ah2(qf+qf+%')) (8.8)
Ty = }j (r —r]) (c};—?(qf—qj)erh—(q] +q]) 3

e
(“’f — 4 ))
de fagcon générale, on peut obtenir :

Te = }zl; (rf +00r) - (Ch;]:z (le+(—1)’“qf)+b(:i+1l)! (4] +10 gy )
k

h
+am (qf + (—l)kqj))

Ecrivons que les trois premiers coefficients Ty, T) et T, sont nuls; ce faisant, le schéma

(8.9)

de discrétisation obtenu sera consistant avec I’équation différentielle a résoudre. Nous

pouvons ainsi exprimer les coefficients r; en fonction des coefficients g; :

rr+rf+r7 =ch’(qf +q; +4q;)
rf—r;=bh(q; +4q; +q;7)+ch*(q —q;) (8.10)
+4 - + 4 4C - +_ - 20 4 14—
ri+r;=2alq; +q; +q;)+2bh(q] —q;)+ch*(q +q;)
Ces relations permettent de calculer les coefficients r;r, rj” etr; en fonction des coeffi-

cients q;°, q; et q; , soit :
rf=alq’ +q; +4;)+bh*Bq; +q{ —q;)+ch’qf

7 =alq; +q; +q;7)+bh*(q; —qf —3q;)+ch’qf (8.11)
ri= chz(qj+ +qi+q; —rf =)= Chijc —2a(q] +q;q;)-2bh(q] —q;)



8.1 Construction du schéma 77
ol encore en ordonnant par rapport aux coefficients g :
3bh bh bh
+_ 4+ 2 c _ - -
i =q; (a+—2 +ch)+qj (a+ 2)+qj (a 2)
. bh . bh _ 3bh B2 12
r=4q; a—i—? +4; a—7 +4; a—7+c (8.12)
2b 3bh
c_ +| _ _ =" c 2 _ | — -
ri=q; ( 2a h)+qf (ch 2a)+qj ( 2a 5 )
Si on choisit q;r =g; =0etg; =1, on peut calculer les coefficients r;, et on obtient :
+ c - 2. +_ . + -
riri s =ch’ ri—r; =bh; ri+r;=2a (8.13)
soit encore :
b bh
+ _ . -, ", c__ _ 2
ri=a+ 5 rp=a= 5 ri=-2a+ch (8.14)
en reportant dans I'équation de discrétisation, il vient :
bh bh
(a'i‘?) U]+1+(—20+Ch2) U]+(a—7) Ujflzhzf] (8.15)
et en divisant par h?, nous avons :
a b 2a a b
ﬁ-f-% Uj+1+ —ﬁ—l-c Uj+ ﬁ_% Uj_1=fj (8.16)
soit encore :
Uiy1—2U;4+U;_ Uit —Uj
a j+1 J j-1 +b j+1 j-1 +CUj:fj 8.17)

h? 2h

ce qui correspond a la formule obtenue avec la méthode des différences finies classiques

en utilisant une formule centrée pour la dérivée premiere. A ce stade, on constate que

seule la formulation centrée est obtenue, en effet, si on discrétise la dérivée premiere a

l'aide d'une formule décentrée, 'erreur est en O(h) et en u”, terme qui a été supposé

nul dans la construction précédente. Pour obtenir les formulations décentrées, il ne faut

plus annuler le terme contenant la dérivée seconde mais écrire qu'il est en O(h), soit :

+ c - 2. +_ = . + -
i+ =ch?; ri-r; =bh; T =2a+2ah

On obtient les valeurs suivantes des coefficients r :

bh bh
+_ . - _ _ . cC_ _ o, 2
r; —a+0Lh+—2 ; r; =a+oh - ri= 2a—2ah+ch

et 'équation de discrétisation devient :

an-H —2Uj +Uj_1 +an+1 —2Uj +Uj_1 +ij+1 -U

j-1 _
h2 n on VISl

et si on pose o = a’b, nous obtenons :

an+1 —2Uj +Uj,1 " l’)(l +2(1/)Uj+1 — 4(1/Uj —(1- 2(1/)Uj71
h? 2h

+CUj=fj

(8.18)

(8.19)

(8.20)

(8.21)
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Le terme en facteur de b est bien I'expression d'une dérivée premiere décentrée, en effet,

si @’ =0, on retrouve l'expression de la dérivée centrée, si o’ = 1/2, on retrouve 1'expres-

sion de la dérivée décentrée a gauche et enfin si o’ = —1/2 I’expression de la dérivée a

droite. Dans un précédent chapitre, la formule générale de la dérivée premieére en trois

points est donnée sous la forme :

er-H +(1—- ZG)U]' —-(1- G)Uj_l
h

ce qui donne la correspondance entre o’ et 6, a savoir 1 +2a’ =26, soita’=6 —1/2.

u'(x;)~ (8.22)

Déterminons les coefficients g; a I'aide des coefficients T3 et T,. Comme I'équation
aux différences est homogene, nous pourrons déterminer deux coefficients indépen-
dants. Ecrivons que T; et T, sont nuls. Il vient :

q].+(6a +2bh)+q; (—6a+2bh)= bhq]?

A K ) (8.23)
q; (5a +bh)+q]. (ba—bh)= aq;
Le déterminant de ce systeme est Det = 60a? — 4b?h? et les deux solutions sont :
o 4, 272
q; :D—t(Ga +3abh—b"h)
qec (8.24)
—— N opa2 12152
q; _Det(Ga 3abh—b"h*)

On a considéré le cas ou le déterminant est non nul; celui-ci s’annule pour la valeur
particuliere i =+15a/b ot encore bh/a = +15. En choisissant la valeur de g; égale au
déterminant Det (supposé non nul), nous aurons alors :

qf =6a*+3abh—b*h*

q; =60a” - 4b*h*

q*—6a2—3abh—b2h2

t=72a%+36a’bh—3b3h* + c(6a’h*+3abh® — b*h*)
=—144a%+ c(60a’h? — 4b*h*)

]._—72a —36a’bh+3b3h3+ c(6a?h? —3abh® — b*h*)

(8.25)

\Q\

On remarque que les deux coefficients qj+ et g; sont symétriques et que I'on passe de
I'un al'autre en changeant h en —h.
Dans le cas ou le déterminant est nul, nous allons vérifier que le probleme a une

solution, pour cela, il suffit de réécrire les équations sous la forme :

q;r(Ga +2bh)—bhq; =—q; (—6a +2bh)

| el (8.26)
qf(5a+bh)—aqt =—q; (5a—bh)

Dans ces conditions, le déterminant Det’ est égal a Det’ = —6a? + 3bh + b?h? qui est
non nul pour toute valeur de 4. On peut remarquer que Det’ = q; etque I'on retrouve
les mémes valeurs que dans le cas précédent.

Calculons les coefficients Ts et Tg :

Ts = ZT (rr-r)- ( Z? (4 —q])+bh—(q, +q])+ah—5(q] —61,))

h6

(8.27)
o= (F+77)- ( }:3' (a7 +qf)+bh_ (a7 _q])+ah_6(q] +q1))
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on peut vérifier facilement que rj+ —r; esten O(h), tout comme qj+ —q; .Leterme err +r;
est en O(1) de méme que le terme q;’ +q; etpar conséquent les termes négligés sont en
O(h®) ala fois pour Ts et Tg ; 'erreur de troncature de ce schéma sera donc en O(h*).

Explicitons l'erreur de troncature :

N
E=) Tpu®
k=0

= (rijﬂ'i'rij +rj_Uf*1) —ch? (q]f’+qjc+qj_)

b 2a
=h? (q]f’—l-qjc-l-qj_) (au”+bu’+cu—f+h4 (—gu(?’)—au“’)))

=h? (g} +q¢+a; ) (au”+bu’+cu - f+0(n")

(8.28)

Coefficients variables

Si maintenant on considére que les coefficients a, b et ¢ sont dépendants de x, les in-
dices vont intervenir dans I'écriture des développements de 'opérateur /(u). Dans ces

conditions, les formules du paragraphe précédent s’écriront :
q; =6aja; 1 +h(5a;1b; —2a;b; 1) —bib; 1 I’
qf =60a; 1a;41+16h (a; 1bj1 —ajibj1) —4R*bj by
q; =6ajaj+h(2abj —5a;bj41) —bibj

o q]_ (261]'71 - hbjfl) +q]c (Zaj + hb]) +q]+ (Zaj+1 +3hbj+1 +2h20]‘+1) (8.29)

J 2
_ C]; (26lj_1 —3hl’)j_1 +2h26j_1) +C]]c (261]' + hb]) +le (261]'_;,_1 + hbj+1)
i~ 2

r].c =— (rj* + r]T) + h? (q]?cj_l +6]]~ch +6];er+1)
On vérifie que :
T'j+ + r].i = q;(2dj_1 - Zhbj_l + hZCj_l)-f- 6];(2dj+1 +2hl’)j+1 + h26j+1)

T'jc = —q]T(Zaj_l — Zhbj_l) — q].c(Zaj — hZCj) — q;r(2dj+1 + 2hbj+1)

(8.30)

Propriétés du schéma

Application : formule de Numerov

On considere les coefficients [a, b, c] = [1,0,0]. Lopérateur £ (u) s’écrit donc u”. En rem-

placant a, b et c par ces valeurs dans les formules suivantes :

qf =6a*+3abh—b*h*

q; =60a” —4b*h?*

qa; =6a’—3abh— b*h?

r].Jr =72a®+36a’bh—3b3h® +6ach?+3abch® —b*ch*
ri =—144a’+60a’h* - 2b*h*

re =72a°—36a’bh+3b*h®+6ach®—3abch® — b*ch*

(8.31)

on obtient g;” = 6, g = 60 et g; = 6 d’'une part et 17 =72, r{ = —144 et q; = 72

d’autre part. Si on appelle U”/

7410 Uj etUj_, les valeurs des dérivées secondes aux points
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j—1,j etj+1, en remplacant les seconds membres f;1, f; et fj—1 par U7,,, U} et
U;.Cl dans I'équation générale, nous obtenons une relation entre les valeurs discretes en
trois points d'une fonction et de sa dérivée seconde. Avec une telle formule, connaissant
les valeurs discretes d'une fonction en tout point avec suffisamment de précision, si on
connait deux conditions limites portant sur la dérivée seconde, on pourra calculer avec
une précision O(h*) les valeurs discretes de la dérivée seconde :

72U} - 144U; + 72U = 2 (607,

+60U7+6U7 ) (8.32)
soit encore :

Ujq—2U;+U; U}/+1 + 10U}’ + U;.’_l
h? B 12

(8.33)

Il n’est pas possible d’utiliser le méme raisonnement pour obtenir une formule similaire
reliant les valeurs de la dérivée premiere et de la fonction en trois points; pour cela, il
faut utiliser des développements en série de Taylor directement. La formule de Numerov

a d’ailleurs été obtenue de cette facon. En écrivant :

Uj+1 —2U; +Uj "
2 =aUj,,

+ bU}’ + cU}’_1 (8.34)

et en développant U et U” en séries de Taylor, on obtient :

” 2 h2 (4) 2 h4 (6) ” "
u (xj)+Tu (xj)—l-Fu (xj)=(a+b+c)u”(x;)+(a—c)hu™(x;)
e ' . ” (8.35)
+(a+c)§u(4)(xj)+(a _C)E u(s)(xj)+(a+c)zu(6)(xj)

nous pouvons donc choisir a, b et ¢ de telle sorte que les termes en O(1) et en O(h?)

soient égaux dans cette équation, soit :
a+b+c=1; a—c=0; a+c=1/6 (8.36)

ce quidonne a =c=1/12 et b =10/12; on retrouve ainsi la formule de Numerov et on
vérifie bien que cette formule est en O(h*). La formule reliant les valeurs de la fonction

et de sa dérivée premiere s’obtient en écrivant :

Un=-Uin _

/ /
S L +DU+ U (8.37)

et en calculant a, b et c. Le calcul montre que nous avons a satisfaire :
a+b+c=1; a—c=0; a+c=1/3 (8.38)

d’ouiles valeurs a = c =1/6 et ¢ =2/3 et la formule s’écrit alors :

Ui —Uj U}+1 +4U} +U}—1
2h 6

(8.39)

Admissibilité
Reprenons I'exemple précédent o1 'opérateur différentiel était de la forme £ (u)=au”+

bu’ avec a et b constants; le probleme était £ (u) = a et on avait trouvé les conditions
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d’admissibilité correspondant aux schémas centré et décentrés. Déterminons les condi-

tions sur p ; en posant p =bh/a, nous avons g; = ;—; et g, =1 car on vérifie que :

ri=72a®+36a’*bh—3b°h®
ré =—144a3 (8.40)
= 72a® —36a’bh+3b3h3

b~

on vérifie que la somme de ces coefficients est bien nulle et donc:

r-  24—-12p+pd
h=—7= —_PTP p3 (8.41)
r 24+12p—p
1. sib >0, p > 0 et nous devons avoir ¢; € ]0,1[ soit, [24 —12p +p3 <24+ 12p —p3
autrement dit p(12 — p?) > 0 d’ot1 la condition :

p €10,2V3[ (8.42)

2. sib <0, p <0 et nous devons avoir ¢; € |1,00[ soit, 24 —12p +p3 > 24+ 12p — p3
autrement dit p(12 — p?) < 0 d’ot1 la condition :

pe]l—2v3,0 (8.43)

En conclusion, on constate que, par rapport a un schéma centré d’ordre 2, non seule-
ment la précision est augmentée (ordre 4), mais les conditions portant sur I'admissibilité
sont moins strictes. (2+/3 au lieu de 2).

Résultats

Le graphe 8.1 indique que I'’erreur maximale entre solution numérique et solution exacte
est bien d’ordre 4 du fait, dans le graphe log/log, de la présence d’'une pente de —4. Par
contre, tres rapidement (k > 0,001) la précision de la machine est insuffisante et I’erreur
augmente lorsque le pas diminue. Il est donc important de choisir un pas de discrétisa-

tion et une méthode compatibles avec la précision de la machine.
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figure 8.1 - Influence de la décentration : 0 =1 (e—e), 6 = 0,5 (—e), 0 =0 (—o) et mehr. (e—e)
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9

Méthodes hermitiennes

Principe général
Probleme

Les méthodes hermitiennes sont des méthodes numériques utilisées pour résoudre des
équations différentielles en prenant comme inconnues non seulement la valeur de la
fonction en un point mais aussi celles de ses dérivées premiére et seconde. Ainsi, par
point, nous aurons trois inconnues au lieu d'une et il faudra donc des équations sup-
plémentaires pour fermer le systeme. Les inconnues étant au nombre de trois, au lieu
d’avoir une matrice simple, nous aurons une matrice composée de blocs 3 x 3 ; une telle
matrice est définie comme étant une matrice par blocs.

Le probleme a résoudre est :

Lw)=au”+bu'+cu=f sur ]x, xpl

u(xa)=uq 9.1)
u(xp)=uyp
Equation

Si on écrit 'opérateur . au point x, d’abscisse x = x;, nous aurons :
a(x;)U7 +b(x;)U} + c(x;)U; = f(x;) 9.2)

ol1 U;, U’ et U7 sont les valeurs approchées de la fonction u(x) et de ses dérivées u’(x)

et u”(x) en ce point i.

Construction des formules hermitiennes

On appelle formule hermitienne en trois points, une formule qui relie les valeurs d’'une
fonction et de ses dérivées premieres et secondes sur ces trois points. En reprenant les
notations de R. Peyret, nous pouvons écrire les formes générales suivantes, en considé-

rant un pas constant .

Fonction et dérivée premiére
Partons de I'expression suivante :

) ) . (3p+20)U;,, —40U; —(3p —20)U,_
Pi(p,e):(p+9)UH1+4pUi+(p—9)Ui71—(p Win a Bp=20)Uin1 4 4

On écrira :

Pi(p,8)=0 (9.4)
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Si on effectue un développement en séries de Taylor de cette formule, on montre que

I'erreur de troncature est sous la forme :
h3 h*
—0u + —pu®+0g(n’ 9.5
5 30P () (9.5)

dont les deux premiers termes ne peuvent pas étre nuls simultanément. Ainsi, si 0 est

nul, nous aurons la formule :

3pU;41 —3pU;_
Pi(p,0)=pUY,, +4pU,+pU;_, — L= - P = 9.6)
ce qui conduit :
Ui, +4Ui+ U, _ Ui — Ui ©9.7)
6 2h
dont la précision est d’ordre 4.
Sip =0, P;(0,0) =0 conduit a la relation :
20U, —40U;+20U;_,
8U’,, —0U;_ — o =0 (9.8)
soit :
Ui — Ui _ Ui —2Ui+ Uiy 9.9)
2 h
Fonction, dérivée premiere et dérivée seconde
Partons maintenant de :
Di(o,B,7) =(a =B —y)U},, +4aU; +(a+p—7)U7_,
(Ba—7B—57)U},, — 168U, — (3a+ 7B —57)U,_,
- h (9.10)
(15B +8Y)Ui11 — 16YU; — (15 —87)U;_y
— T
De méme, on écrira :
D;(a,p,y)=0 (9.11)
Lerreur de troncature de cette formule est :
h LA 6
—(Ba—-2 - O(h 9.12
5o Be—21)u® — —pu® + o (1) 9.12)

En éliminant les dérivées premieres, nous avons 3 = 0 et 3o = 57, d’ou la formule, dite

de Numerov :

U;'/-&-l + 10U;~/ +U;~/_1 _ Uiy —2U;+U;,
12 h?

(9.13)

et la précision de cette formule est bien d’ordre 4.
D’autres formules peuvent étre construites en utilisant d’autres points, par exemple
i,i+leti+2,0ui,i—1eti—2,etnousaurons desformules décentrées qui seront moins

précises. Pour garder la méme précision, il faut prendre en compte plusieurs points.
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9.2 Résolution d’un probleme

Nous allons donc résoudre le probléme décrit au paragraphe 9.1.1 a 'aide de méthodes

hermitiennes.

9.2.1 Systeme tridiagonal par blocs

En écrivant I'opérateur £ (u) au point i et en utilisant les deux formules hermitiennes
particulieres définies ci-dessus, nous aurons :

c;U; + l’)iU;. + diU;./ =fi
Uig +4U; Ui, Ui —Uin

6 on 0 9.14)
U;'/-&-l + 10U2/+U;/_1 _ Uiy —2U;+U;, —0
12 h?
soit sous forme matricielle :
(U;))
Ui,
Ui,
0 0 0 ¢ b, a; 0 0 O U; fi
1 1 4 11 N
Lolo 0o 2 0o - L oflfu|=|o (9.15)
1 1 2 10 1 1 1
“w 005 2 0 5 - 0 ]| U
Ui
Uin
\U%}./

En faisant de méme pour les N — 2 points intérieurs (i = 2,...,N — 1), on trouve une ma-
trice tridiagonale par blocs 3 x 3. Pour fermer le systéme, il faut utiliser les conditions
limites, or on ne connait que les valeurs de la fonction aux deux extrémités. En utilisant
des formules hermitiennes, on pourra trouver les quatre équations manquantes. Les mé-
thodes de résolution de systéemes tridiagonaux par blocs sont analogues a celles utilisées

pour la résolution de systéme tridiagonaux simples.

9.2.2 Systéeme tridiagonal

Il est possible de se ramener a un systeme tridiagonal simple en considérant I'opérateur
%£(u) écrit en trois points i — 1, i et i + 1 et en utilisant des formules hermitiennes en
nombre suffisant pour éliminer entre 7 équations les 6 dérivées inconnues. On aura donc
une seule équation a 3 inconnues U;_;, U; et U;4,. Cette méthode, proposée par Krause
et AL[1976] est en fait la méthode Mehrstellen qui peut étre batie de facon différente. On

considere les sept équations suivantes :

ai,lU;.’_l + bi*lU;_l +ciaUisi=fig (9.16a)
aiU2/+biU2+CiUi=fi (9.16b)
ainU7,+binU,,  +cinUin = fin (9.16¢)
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Di(o’ _Y’Y) =0
Di(Y»O»Y) =0
Di(O»Y*Y) =0

Pi(p,0)=0

(9.16d)
(9.16€)
(9.161)

(9.16g)

Les équations (9.16d), (9.16e) et (9.16f) permettent de calculer explicitement les dérivées

secondes aux points i —1, i et i + 1 en fonction des valeurs de la fonction et de la dérivée

premiere.

En éliminant les 6 dérivées dans ces équations, on est conduit a une équation de la

forme:

F;_UH.l + rl.cU,‘ + ri_Ui_l =d;
_ 7U;+1 —16U; +23U;_, U;-Jrl + 8U;~ + GU;;I

1/
Ui = 2h? h
U’ = —2U;11 —2U; + U;'-&-l - U;‘—l
L h? 2h
U = —23U;4+16U; —7U;_,; 4 6U2+1 + 8U2 — Ué_l
i+1 2h2 2h
Uy, +4U;+ U7, _ Ui —Uia
6 2h

Apreés calculs, nous avons, dans le cas ou a, b et ¢ constants :

+_ 72a*+36a’bh—3b3h®+ c(6a*h*+3abh® — b*h4)

Ii 12

. —144a3+c(60a’h?—2b*h4)

i = L2

_ 72a%®-36a?bh+3b3h3+ c(6a?h?—3abh3 — b%h*)
ri = h?

d; :q;_fiﬂ +q;fi+a; fia
avec :
g =6a*—3abh—b*h?

q¢ =60a* —3b*h?
q; =6a’—3abh—b*h?

9.17)

(9.18)

(9.19)
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Résolution de systemes tridiagonal ou
pentadiagonal

10.1 Méthode de double balayage

Un systéme tridiagonal peut se résoudre par la méthode de double balayage ou algo-
rithme de Thomas. Cet algorithme doit étre répété pour chaque second membre. Soit le

systeme suivant a résoudre :

b 1 ([ x \ [ s \
ar bz Co X2 S2
a; l’),‘ Ci Xi = Si (10.1)
an—1 bnfl Cn—-1 Xn—1 Sn-1
i an by |\ xa ) \ Sn )

On pose la relation de récurrence suivante :
xi=Eix;+1 +F; (10.2)
En reportant I’équation (10.2) écrite pour i — 1 dans (10.1), il vient :
(@;Bis1+bi)xi+cixipn=s;—a;Fi (10.3)

en écrivant que les équations (10.2) et (10.3) sont compatibles, nous avons :

E; 1 F;
-t - _ (10.4)
Ci a;Eii+bi  si—aiFig

soit encore :
Ei=—cia;Ei1+Db; (10.5)

Fi=s;—a;Fi_1a;E;i_,+Db;

Connaissant E; et Fy, il est possible de calculer les coefficients E; et F;, pouri =2,n—1

al’aide des formules (10.5). Connaissant x,, la formule (10.2) permet de calculer les x;,

pour i =n—1,1. Les coefficients E; et F; s’obtiennent par identification entre x; = E; x>+

F; et byx, + c1x2 = sy, soit Ey = —c¢1 /by et Fy = s1/b, et la valeur x,,, par identification

entre x, =E,x,.1+F,, x,.1=E,1x,+F,1eta,x,_1+b,x, =5, cest-a-dire :
Sp—anFn

= - 10.6
anEnfl +bn ( )

Xn
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On remarque que cela correspond a x, = F, ou encore E,, =0, d’ou les formules géné-

rales de cet algorithme :

E L AP
— —— — —
1 bl» 1 bl
Ci i—o 1
—— i=2,n—
' aiEi,1+b,-
Fi(_w i=2.n (10.7)
a,-Ei,l-l—bi
Sn_ananl
Xp=F, ———
anEn—l‘l'bn
X;i —E;xj1 +F; i=n—1,1
ou encore :
C1 S1
Eile——— Fe—
1 bl 1 bl
E ‘i =2,n—1
e 1=2,n—
! a;Ei_1+Db;
si—a;F;i_
Fi‘_ i ir'i—1 i=2,l’l (10.8)
a;E;i_1+Db;
E, <0
X;i —E;xj1 +F; i=n,l

Il est alors possible de noter que :
1. enprenant 0 comme valeur des coefficients E, et Fy, les formules (10.5) s’appliquent
aussi en i =1, de méme, en prenant ¢, =0, ces formules s’appliquent pour i =n;
2. dansla pratique, il n’est pas utile de créer des tableaux E et F, sauf si on a a résoudre

la matrice pour plusieurs seconds membres eton a:

C1 d1
CL———,d;——
YT T
Ci —o 1
Cie———— 1=42,n—
! aiEi,1+b,-
4, Simailio i=2.n (10.9)
aiE,-,1+b,-
Sn_ananl
Xp—F,=2_—11"
anEn—l+bn
x; —Eixis1+F; i=n—1,1

3. L'algorithme de Thomas consiste en fait a effectuer une transformation sur le sys-

teme initial comme suit :

-1 —E1 | fxl\ (Fl\
1 —E, X2 F,
1 —E,‘ Xi = F,‘ (10.10)
1 _En—l Xn—1 Fn—l
_ L J\x ) \F)

puis a inverser ce systéeme (10.10).
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Factorisation LU

Un systéme tridiagonal peut se résoudre de fagon trés rapide en utilisant la factorisa-
tion LU, en effet une matrice tridiagonale se factorise en deux matrices bidiagonales et
la factorisation n'augmente donc pas le nombre de coefficients a stocker. Le systéme a
résoudre est le systeme (10.1).

En appelant /; le terme de la diagonale inférieure de la matrice L, d; le terme de la dia-
gonale principale et u; le terme de la diagonale supérieure de la matrice U, la méthode
s'écrit :

(a) factorisation:d;=>b;; u;=c;

li=ai/di
U;i=2~c; i=2,n (10.11)
di=b;—lici

(b) résolutiondeLy=s:y; =s;

yizsi_liYifl i:2,n (10.12)

(c) résolution de Ux=y: x, =y,/d,

Yi—UiXit1

i=n-1,1 10.13
a4, ( )

Xi=
Le compte d’opération est le suivant :
e décomposition : (n —1)(1 addition +1 division +1 multiplication)

e résolution : 2(n — 1)(1 addition +1 multiplication)+ n divisions

Réduction cyclique

Principe

Un systéme tridiagonal peut aussi se résoudre par une méthode de réduction cyclique.
Le principe est de réordonner la matrice initiale en fonction des puissances de 2 et d’ef-
fectuer des éliminations successives. A chaque étape, le nombre des inconnues est divisé
par deux et on obtient a la fin du processus une équation a une inconnue qui permet de
recalculer ensuite les inconnues qui ont été éliminées. On considére ici un systéme tri-
diagonal 6 x 6 afin d’expliciter les différentes étapes de la méthode. Cette méthode peut

aussi s’appliquer a des systemes quelconques :

by ¢c 0 0 0 0] (xi) [s)

a by ¢ 0 Xo S
0 asz by c3 0 X3 | _ |3 (10.14)
0 ay by ¢4 0 X4 S4
0 0 0 as bs cs]|| x5 S5

| 0 0 as bs| \x6) \s6)
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En renumérotant les termes selon la regle suivante :

1,3,5 7,9, coernnnnnnn. , 2k +1
2,6,10,14, .....oven... , 2%k +2
4,12,20, oo , 2%k +4
8,24, .ot , 2k +8
16,48, .o, ,2°k +16

les inconnues seront donc rangées dans l'ordre (x; X3 x5 X2 Xg X4) et le systéme initial

sera alors transformé sous la forme :

_bl 0 0 ¢ 0 O ] fxl\ fsl\

0 b3 0 a3 0 c3 X3 $3

0 0 bs 0 c¢5 as||xs _|ss (10.15)
a ¢ 0 b, 0 O Xo S

0 0 as 0 bg O X6 S
[0 as ¢ 0 0 by \xs) \5a)

Si on considere les trois premieres lignes, les variables (x; x3 x5) sont découplées et il
est facile de les exprimer en fonctions des variables (x, x4 Xg); on peut ainsi les éliminer

dans les trois dernieres lignes et obtenir un systeme de la forme :

* k *

b ¢ 0 X2 s
ay by | |xa|=1]5$; (10.16)

* * *

0 a; by| \x6 S3

qui est en tout point analogue au systeme initial avec deux fois moins de variable. Si le
systeme était quelconque, les trois variables x;, x3 et x5 seraient couplées et il faudrait
donc éliminer ces variables par des méthodes classiques. En réordonnant ce systéme en

prenant la méme régle que précédemment, nous aurons :

by 0 c| [x sT

0 by cf||xe|=]|5s3 (10.17)
* * * *

a;, ¢ byl \x4 5

les deux premieres lignes permettent d’exprimer x, et xs en fonction de x, et donc en
reportant dans la derniére équation de déterminer la valeur de x,. Connaissant cette

valeur, on peut donc calculer celles de x; et x¢ puis celles de x;, x3 et xs.

Calculs

Reprenons en détail les calculs nécessaires a I'écriture de I'algorithme de réduction cy-
clique:

1. élimination des variables X1, x5 et x5 ; nous pouvons écrire :

Yy = $1—C1X2
| =—"
b,
§3—A3X2 — C3Xy
X3=—— (10.18)
b3
§5 —A5X4 — C5Xp
x5 =

bs
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En reportant dans les trois autres équations, nous aurons :

a2X1+ baXz + CoXz = $2 (10.19)
soit :
as(s1—c1xz) +boxs+ Co($3— azxy — C3X4) =5,
b; bs
b anCy ascCo X4C3C2 S1d> §3C2
X - - - =Sy — -—=
7 b b bs ° b Db
puis :
A4X3+ bDyXy~+ C4X5 =54
Xodoas n b a,scCs as5Cs n X6Cs5Cy S3ay S5C4 (10.20)
bl ! ! bs bs bs 4 bg b5
et enfin :

aAgXs5+ b6x6 =S¢
X4ds50g
e
bs

d’ot1 les valeurs des coefficients a?, b}, ¢} et s;.

C5b6) Ssde (1021)
=Sg—

bs )

2. élimination des variables x; et xg ; nous pouvons écrire :

S =Xy

Xo = —b*
P (10.22)

_ S3—azxy

Xe = —b*

3
et en reportant dans la derniére équation, nous avons :

a, X+ byxs+ €y X6 = S2 (10.23)

spo Rk L. kK sk __ Ik ok 3k [Tk gk K [k Bk ok koK [k ok K [Tk
soit by*x, = s7* avec by* = b — a’ci/b] — asc; /by et s7* = 55— aysy/by — s5¢5/b;.

3. calcul des inconnues x; a x en utilisant les relations précédentes :

s
X =5
b
* *
s¥—cix
1~ 61 %4
1
S3—a3Xy
X6 = T
3
et:
sT—cl*x,
XH=—-"
bs
* * k
Sqa — AxX2 — C3Xy
xg=—2—3- ° (10.25)
b
* * k
. S5 — A5X4 — C5Xp
X5 = —b*
3

Le procédé ci-dessus est facilement extensible aux systemes de dimension r.
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10.4 Systeme pentadiagonal

Il s’agit maintenant de 'algorithme de Thomas généralisé. Considérons un systéme pen-

tadiagonal, et nous allons effectuer la méme démarche que dans le cas d’'un systéme

tridiagonal. Un systeme pentadiagonal peut s’écrire sous la forme :

by ¢ f1
a, by o f2

es as bz c3 /3

e; a; b; Ci fi

en ap

€n—2 Qn2 bpo Cpo

€n-1 an-1 bnfl

] (xl\
X2

X3
Xi

fn—2 Xn—-1

Cpn-1 Xn-1

b, | \x, J

(81\
$2

$3

Sp—2

Sn—1

\ Sn J

(10.26)

La premiere étape consiste a éliminer les coefficients e;, ce qui revient en fait a éliminer

I'inconnue correspondante x;_, dans I'équation i. Le systéme transformé s’écrit :

avec:

1./ / /!
by ¢ fi
/ / / 4
a, b, ¢, f,
/ / / /
ay by c3 f;

/ / / ’
bl :bl, ¢, = lel :fl,S1 =38

/ / / / /
a2=a2;b2=b2162=621f2=f2182=82

/
e,-bl.fl
a;=ai——7—
a;_,
/
e;C.:
/7 _ i—1
b;=b;——;
i—1
/
7 _ €i i—1
Ci_ i 7
a;_y
/ .
fi=Fi
/
e,‘SFl
S.=8;i—

Jra| | Xn—1

] fxl\
X2

X3

Xn-1
b, |\ xy )

Xi =

(10.27)

(10.28)
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La deuxiéme étape consiste a éliminer le coefficient a’; ou la variable x;_;, soit :

L (n) ()
1 C// 1/ x2 S”
2 J2 2
1 ¢y ff X3 4
v 1/ J— "
1 ¢ f; xi |=1| s (10.29)
V4 4 "
1 Ch fn—2 Xn—1 Sh-2
v "
1 n—1 Xn-1 Sh-1
i 1 [ \x. ) \s/)

avec:

/ / /
O P | GV |
17 3,/ 17 3,7 17 3,

bl bl bl

/ en /

o = a;fi_y—¢;
i 1 /
a;c;_y —b;
; (10.30)
f//__ fi
L=

YApN/4 /
ac;_, —b;

/ V4 /

§/ = ayd;_,—s;

i A 1
a;c;_, —b;
Une fois ce calcul effectué, connaissant la valeur de xy, la solution s’obtient par la for-

mule :

" 7 4
Xi=$; —C; Xiv1— [; Xit2 (10.31)
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Equations aux dérivées partielles
paraboliques - Equation
d’advection-diffusion instationnaire

11.1 Probléme

On se propose d’étudier une équation aux dérivées partielles du second ordre de type
parabolique ou les deux variables seront le temps ¢ et une dimension d’espace x (co-
ordonnées cartésiennes). Soit u(x, t) cette fonction et I'opérateur différentiel .£ qui est
défini par :

f(u):a—u+va—u—aaz—u (11.1)

at ox dx?
ol on suppose que V et a sont soit des constantes, soit des fonctions du temps ¢ et de la
variable d’espace x. Dans de nombreux problémes, V est une fonction de u ; mais dans
ce cas, 'équation aux dérivées partielles devient non linéaire et doit étre traitée dans un
processus global itératif. La connaissance de la classification des équations aux dérivées
partielles et du monde des coniques est un pré requis.
Soit a résoudre le probléme suivant :

e équation locale :

Z(u)=0pourt>0 X E|x, xpl (11.2)
¢ condition initiale donnée :

u(0,x) (11.3)

e conditions limites données :

u(t,xq) s )
ou ox ou ou(t,xp) (4
u(t,xp) u(t,xp) - ox

Le domaine de calcul, défini par t > 0, x, < x < x;, est discrétisé comme précédem-
ment et on appelle Ax le pas d’espace et ] le nombre de points de discrétisation en x.
Les conditions limites peuvent étre de type Dirichlet, Neumann ou de Robbin. Dans un
premier temps, nous considérerons des conditions limites de type Dirichlet; le traite-
ment des conditions limites faisant apparaitre les dérivées spatiales fera I'objet d'un pa-
ragraphe particulier.

On notera U]'.l ~ u(t",x;) la valeur discréte approchée de la fonction u au temps "

et au point d’abscisse x; ; I'indice n désigne donc le temps et j 'espace.
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Schémas explicites

Définition

On considere un schéma de discrétisation faisant intervenir des points aux temps ¢ =
t"+ At et r = " et faisant intervenir les valeurs de u aux trois valeurs de x, x;_, x; et
Xj11. Un schéma de discrétisation sera dit explicite (en trois points) si on peut exprimer
ce schéma sous la forme :

Ut =FU? Uy, ut,) (11.5)

Plus généralement; un schéma sera dit explicite si la valeur de I'inconnue en un point
ne s’exprime qu’en fonction des étapes connues a des temps antérieurs; c’est a dire que

nous aurons :
U;z+1 — F(U;C) (11.6)

aveck<netl<I<].

Schéma FTCS

Ce schéma (Forward Time Centered Space) est obtenu en écrivant I'opérateur différen-

tiel au point (7, j) correspondant au temps ¢ = ¢" et a I'abscisse x = x;. La dérivée tem-
u

porelle -, s’écrit :

n+l1
(3u)”~Uj _U;l

—_— dérivée avant en temps 11.7
ot At p (L7

J
alors que les dérivées spatiales s’écrivent (avec un pas constant Ax en x) :

(6u )” N U, —Ui,

— | ~ dérivée premiere centrée en espace (11.8)
Jx i 2Ax P P

o2uY Ut -2U7+U"
( ) ~ ] i1 dérivée seconde centrée en espace  (11.9)

ox* ) Ax?

En remplacant la fonction et les dérivées par leurs approximations, il vient :
1

At

V a
IInJrl u? u” u” 104 n n
( J J') 2AX ( j+l j—l) T Ax2 ( J+1 2Uj Uf—l) (11.10)

soit encore :

Un

VAt
( j+1

U}?+1 =Un =

un alAt un
I 2Ax B f_1)+ (

o (U —2up+ur) (11.11)

On fait ainsi apparaitre deux nombres caractéristiques sans dimension qui sont :

t At
nombre de Courant: C= —— nombre de diffusion: D = a
Ax Ax?

Le schéma ci-dessous présente la structure de la maille de discrétisation en quatre points :

Le schéma explicite ainsi défini peut se mettre sous la forme générale :

n+l _ ,+yn cyn —110
U]. —ajUjJrl—i-ajUj+ajUj71 (11.12)
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n+1 o

n X + X

Jj=1lj|Jj+1

figure 11.1 - Maille de discrétisation du schéma FTCS avec o point inconnu; + point d'applica-
tion de la discrétisation, X point connu

avec a}r =D-C/2,a;=1-2Deta; =D+C/2. Au pas de temps 7 +1, les points sont
calculés de 2 aJ—1 et font intervenir les points 1 a J de 'étape connue 7 ; ce qui implique
que les conditions limites U7 et U]’.”rl n'interviennent pas au temps n-+1 mais au temps
n+ 2. Comme le schéma est explicite, des points voisins sont indépendants et peuvent
donc étre calculés dans un ordre quelconque, ce qui permet de vectoriser 1'algorithme

de résolution sur des machines vectorielles.

Définitions

Consistance

Un schéma sera dit consistant s'il approxime I'équation aux dérivées partielles, autre-
ment dit, que si le pas d’espace et le pas de temps tendent vers zéro, alors, le schéma dis-
cret tend vers la solution du probleme continu. Pour vérifier la consistance d'un schéma
numeérique, on utilise les développements en séries de Taylor et on remplace chaque va-
leur discréte en un point par le développement de la fonction continue associée. L'ana-
lyse de la consistance conduit en fait a déterminer I'erreur de troncature du schéma ainsi

que I'ordre de la précision.

Stabilité
Un schéma sera dit stable si les erreurs ne sont pas amplifiées. Les conditions de stabi-
lité portent sur le schéma numérique lui-méme et signifient que la solution numérique

(obtenue sur une machine) doit rester proche de la solution exacte du probléme discret.

Convergence
Un schéma sera dit convergent si la solution numérique tend vers la solution exacte du

probleme continu lorsque les pas de discrétisation tendent vers zéro.

Théoréme de Lax

Intuitivement; on concoit bien que les trois propriétés précédentes soient liées entre

elles et il existe un théoréme dit Théoréme d’équivalence de Lax qui traduit ce fait :
Pour un probleme aux valeurs initiales bien posé et pour un schéma de discrétisation

consistant, une condition nécessaire et suffisante pour qu’il y ait convergence est que le

schéma de discrétisation soit stable.

Consistance du schéma FTCS

Remplacons les valeurs discretes de u dans 'équation générale du schéma explicite a

trois points :

U;l+1 _ (a-!-U}’l

c n - n J—
} j+1+ajUj+ajUj J=0 (11.13)
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soit :

U]'.Hl ~ u(tn+1’xj)

A2 AL (11.14)
~u(t”,x)+Atu (", x;)+ —— o u(t",x))+ — 3l uee(t",x;)+ 0(ALY)
U” o u(t”,xj)
Ax? Ax3
(" )+ AV, )+ S X)+ = %) (L15)
Ax?
+Tuxxxx(tnyxj)+ﬁ(Ax5)
U;l cxu(t”,xj)
Ax? x3
~u(tn, x]) Axu,(t" x])+ ol Uxx(2", x])_ 30 uxxx(tnrxj) (11.16)
Ax?
+Tuxxxx(tnyxj)+ﬁ(Ax5)
En remplacgant, nous obtenons :
u(t”, x])(l— a] —a; D+Atu (", x;)— Axuy(t”, x])(a ]_)
At? sz _
+7utt(tn»xj)_Tuxx(tn;xj)(a}r+aj)
3 Ax3 (11.17)

At
+ U (2", x5) =

+ —
3! uxxx(tnrxj)(aj —dj)

X
3!
Axt n - 5 4
+Tuxxxx(t ,Xj)(dj +a].)+ﬁ(Ax )+ O(At?)

soit, en particularisant au schéma FTCS :

aj+aj+a; =1 aj-a;=-C  af+a;=2D (11.18)
D’ou:
Atu (t",x;)+CAxu,(t", x])+At2uﬂ(t ,Xj)— DAzzuxx(t ,Xj)
+A3—t3um(t x])+CAx3uxxx(t ) — 2DAX4uxxxx(t X)) = 0(Ax%) + 0(ArY)
(11.19)

En factorisant et en simplifiant par At, il vient :

At Ar?
w(t",x))+Vue(t",x;) —au(t" x])—i- u”(t X))+ — g (27, X))
3!
) , (11.20)

Ax X
+VT Urx (", X)) — avuxxxx(t",xj)+ O(AX®)+0(At?)=0

On retrouve ainsi I'équation différentielle initiale u,(¢",x;)+Vu,(t",x;) — aux (1", x;)
et les termes principaux de 'erreur de troncature :
At Ax? Ax? "
E.T. ——u”(t X)) FV——Upx (1", X)) — a——Urrxx (", X}) (11.21)
2! 3! 12
Le schéma FTCS est donc bien consistant et son ordre est 1 en temps et 2 en espace car
les termes significatifs de I'erreur de troncature sont 0(At) et 0(Ax?) respectivement et
I'erreur de troncature tend bien vers zéro lorsque At et Ax tendent vers zéro simultané-

ment.
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Méthodes a directions alternées explicites ADE

Ces méthodes (Alternative Direction Explicit) gardent le caractére explicite du schéma,
mais on ne pourra pas vectoriser ces méthodes du fait des dépendances avant ou arriere.
Cette méthode consideére deux pas de temps, ou plutot deux solutions différentes, calcu-
lées aux mémes pas de temps, la solution finale étant égale a la demi somme de ces deux
solutions. On considére deux solutions P]’.“rl et Q;l“ :

Premiére solution
Elle s’écrit comme suit :

VAt
el

alAt (

n+l _ pn
Pj —Pj Ax?

+1
Py, — P+

n n+l _ pn n+1
" Py, — I —pr g pril) (11.22)

j+1

soit encore :

) alAt prtl _ VAt aAt prtl ) alAt pn VAt aAt pn
ta ) T\ oax Tae ) T\ TR ) T Toax T A ) i

qui est calculée pour des valeurs de j croissantes. Ainsi lorsque le point (n + 1, j) est cal-

culé, lavaleur (n+1, j —1) est connue et est donc utilisée. En reprenant les deux nombres

sans dimension C et D, I'équation (11.22) devient :

C C

Deuxiéme solution

Elle s’écrit comme suit :

n+tl __~n_ ~—" n+l _ nn n+l _ ~An+l _ nn n
Qj Q 2Ax (QJ“ fol) + Ax2 (Qj+1 Qj Qj +Qj,1) (11.24)

soit encore :

alAt VAt aAt At VAt aAt
1 n+l1 _ r.1+1 n n
( ) R ( 25x T AR ) a1t QG+ 28x T axz )i

Cette solution est calculée pour des valeurs de j décroissantes. De méme, en utilisant C

et D, 'équation (11.24) devient :
n+1 C n+1 ny C n
(1+D)Q}*! = -5 +D Q) +(1-D)Q] + S +D Q) (11.25)

Solution résultante
La solution du probléeme U}”l est définie par :
n+1 n+l1
P+ Q]

n+l _ _J
Uj = —2 (11.26)

I est donc important de choisir des conditions initiales pour P]’.Pr1 et Q}”l qui satisfont
cette derniere relation. On peut montrer, dans le cas de I'’équation de la chaleur que la
précision de ce schéma est bien en 0(Ax?), mais est aussi en 0(At?), alors que chacune
des solution est précise en 0(Ax?), O(At?) et ﬁ( ) En effet; si on calcule I'erreur de

troncature ! au point (n +1/2, j), nous avons pour la premiére solution :

S Az Ju Vé’_u_ J%u At _\_/3_u+ J%u
3t Vax Y Tax\ 23r %arox

1. La démonstration générale du calcul de I'erreur de troncature sera effectuée dans le cas des schémas implicites.

) +0(Ax*)+ O(AL?)...| (11.27)




11.3
11.3.1

100 Equations aux dérivées partielles paraboliques

ol l'on constate la présence de termes en 2—; qui implique donc la non consistance de la
premiére solution. Pour la deuxieme solution, nous aurons :
Ju Ju ’u At (V@u 2%u

_ g 2 2
VoAt |55, aatax)+ﬁ(Ax)+0(At )...| (11.28)

Dans cette express1on il ya aussi des termes en et la encore il n’ Yy a pas consistance.

En effectuant la demi somme S+T ; nous obtenons :

S+T u u 2%u ) B
——=At [at +Va—aﬁ+ﬁ(Ax )+ O0(At?).. ] (11.29)

At
Ax

est intéressant de noter qu’ici, on a obtenu un schéma consistant a partir de deux étapes

et on voit que les termes en = ont été supprimés. Le schéma ADE est donc consistant. Il

qui sont individuellement non consistantes.

Forme générale

Les deux schémas précédents peuvent se mettre sous la forme générale suivante :

o U +afUT T o UM =al Ul +afUf +a; U7 (11.30)
Ceci entraine, pour la solution P :
n+1 C n+1 n C n
(1+D)Pj - 2+D Pz 1 =0- D)Pj + _§+D Pl (11.31)

aveca =0, (x =1+4D, 0} =-D-C/2, a}r=D—C/2, ajc.= 1-Deta; =0. Concernant
la solutlon Q, on trouve :

C n n i n C
(E_D) QI +(1+D)Q! =(1-D)Q! +(2 +D) " (11.32)

aveca}r:C/Z—D, a{=1+D,a; =0, ajzo, ai=1-Deta; =D+C/2.

Stabilité d’un schéma explicite

Méthode de Von Neumann

Principe

Pour étudier la stabilité d'un schéma numérique, Von Neumann a développé une mé-
thode basée sur I'étude de I'amplification des erreurs par un schéma numérique. On
suppose que U]'.l est la solution numérique du probléme discret et que ﬁ;l est la solu-
tion exacte de ce probleme discret. On ne considere ici que les solutions du probléeme
discret et on ne compare pas ces solutions avec la solution exacte du probleme continu

u(z",x;). On peut donc définir une équation introduisantI'erreur, on pose U} = f]" +e/

en tout point et on reporte ces valeurs dans I'’équation aux différences U;l“ = a+U7 ot
CU” +a U]" 1> Soit:
n+l1 n+l _ 4" cyn —1"n +n c,n el
U +e a’ U]+1+ajUj+ajUj71+ ]+1+a e’ —I—a € (11.33)

Par définition de U, qui est solution exacte du probleme discret; nous avons une équa-

tion reliant les erreurs, a savoir :

e].’”rl a;r el\, +ajel +ajel (11.34)
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et on peut constater que les évolutions de cette erreur sont analogues a celles de la so-
lution. Si 'opérateur de discrétisation est linéaire, on peut écrire les différents résultats
sous forme vectorielle, en posant :

— 0", vecteur solution exacte au temps 7;

— U", vecteur solution numérique au temps 7 ;

— e”, vecteur erreur entre solution exacte et solution numérique au temps .
Par définition, nous aurons U” = U" +e” et on suppose que I'équation aux différences se

met sous forme matricielle U"*t! = AU” o1 A est une matrice carrée. Nous aurons donc :
0"t — " = AU" — Ae” (11.35)

et comme U"*! = AU”, nous avons aussi e”t! = Ae”. Lerreur et la solution dépendent

donc du méme opérateur linéaire A.

Décomposition de I’erreur en séries de Fourier
La méthode de Von Neumann va supposer qu'il est possible de décomposer dans 'es-
pace en séries de Fourier I'erreur en introduisant un nombre d’onde k = 21/A ou A est
une longueur d’onde caractéristique. Le signal sur l'intervalle [x, x;] est ramené sur
I'intervalle [0 L] ou L=x; — x, et prolongé par symétrie sur I'intervalle [-L L]. Si Ax est
le pas de discrétisation; la plus petite longueur d’'onde admissible est Ay, = 2Ax et la
plus grande longueur d’onde sera A, = 2L. Si maintenant on raisonne sur les nombres
d’onde, nous aurons kpyayx = m/Ax et kmin = /L. Dans la décomposition de Fourier, si j
désigne I'indice du point les harmoniques seront donnés par la formule pour j =0,J—1:
kj zjkminz%:(]_]ﬁ Jj=0,J-1 (11.36)
On a supposé que le maillage contenait J points en x et que Ax =L/(J—1).

Dans ces conditions, nous aurons comme expression de 'erreur :

J-1 J-1

el= Y Efellir= 3" prelilw/i-1 (11.37)
I=—J+1 I=—J+1

avec i = —1 et E} désigne I'amplitude au temps n de la composante / de la série. L'har-

monique correspondant a / =0 est une fonction constante dans 'espace et correspond
a la valeur moyenne du signal. Le terme k;Ax est appelé angle de phase et noté : 6 =
k;Ax = I1(] —1); pour 0 voisin de zéro, les fréquences concernées seront faibles, alors

que pour 9 voisin de 7, les fréquences seront élevées.

n+l _

Enreportant cette expression dans I'équation aux différences régissant!'erreur, e, =

afel,,+ aje!+aje ;,nousavons:

Jji+ J
il J-1
Z E;Hleikszx — Z El" (a}-eikt(j-‘rl)Ax +a;eik,ij +d;eik’(j_1)Ax) (11.38)
==+l I=—J+1
soit en divisant par eik1jax ;

J-1 =1
2 E= 3w (ot va e ) 119

[=—J+1 I=—J+1



102 Equations aux dérivées partielles paraboliques

Module d’amplification

Enisolant une composante [ :
B/t = a}rE?eie +aSE] +a]fE7e’19 (11.40)

que I'on peut mettre sous la forme E"*1 = gE”, ou1 g est le facteur d’amplification de 'er-
reur en fonction du temps pour la composant / de la transformée de Fourier. En écrivant
que le module de g est inférieur ou égal a 1 pour toutes les composantes et quelle que

soit la valeur de 1 on dira que le schéma est stable.

n+1

EVl

lgl= <1 (11.41)

Calculons le module d’amplification g :

Ej*' =alEle® +alE] +a Eje™ (11.42)
soit en omettant I'indice [ :

E" ! :E"(a;reie +ajc.+a;e_ie) (11.43)
d’oulavaleur de g :

g=aj—l—(af—l—aﬂcosﬂ—ki(a}r—ajf)sinﬂ (11.44)

g est un nombre complexe dont il faut étudier le module. Ce nombre complexe dépend
des deux pas de discrétisation temporelle At et spatiale Ax qui sont choisis par 'uti-
lisateur du schéma numérique et des constantes physiques du probléeme (V et a dans

I'exemple).

Etude graphique du module d’amplification

Lamaniere la plus simple, lorsque les valeurs des coefficients a est compliquée, est d’étu-
dier graphiquement le probleme et d’étudier la position du point d’affixe g dans le plan
complexe pour toutes les valeurs de 0 telles que 0 < 0 < 2mt. Si I'ensemble des points P
est situé a l'intérieur du cercle unité, alors le schéma sera stable. On peut remarquer que
g peut étre représenté par une ellipse définie par la courbe paramétrique (en fonction
de0):

x= ajc.—i-(a;r-l—a;)cose =1 —(a}r+a]7)(1 —cos9)

11.45
y:(a;.’—a]f)sine ( )

Cette ellipse est centrée au point (a]C., 0), et a pour axes Ia}r + a]f| et |a7 — ajfl. Dans le cas

du schéma FTCS, nous avons :

aj=1-(aj+a;)=1-2D

aj+a;=2D (11.46)
t gt =—
a;—a; = C
Par conséquent, I'ellipse est centrée au point (1 — 2D, 0) et a pour axes 2D et C. Les fi-

gures 11.2(a) et 11.2(b)expliquent ces phénomeénes pour le schéma FTCS.
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C>1
r=1 r=1
0
C
X X
k 2D
D>1/2
(@ 1-2D>0et|C|<1 (b) 1-2D<0et|C[>1

figure 11.2 - Module d'amplification pour le schéma FTCS

Géométriquement, les deux conditions nécessaires suivantes apparaissent :
1-2D=0 et ICI<1 (11.47)

Ces conditions ne sont pas suffisantes, en effet, pour étre complet, il faut aussi imposer
quel'ellipse est inclue dans le cercle de rayon unité. Il faut donc calculer les intersections
de l'ellipse et du cercle et écrire que la seule solution est le point (1,0).

L'équation de cette ellipse est :

(x—(A—aj—a;)y 32
=1 (11.48)
P +_
(ai +aj) (a; —aj)
et’équation du cercle est :
+y*=1 (11.49)

En éliminant y? entre les deux équations, on trouve :

_ (—2(aj+a;)aj —a; P +(aj +a; )

X =
T_aV—(atta )2
(a; —a;)?—(a;+a;)

(11.50)

et cette valeur doit étre telle que |x| < 1 pour qu’il y ait stabilité. On trouve alors la condi-
tion :
+_ V2 <t —
(a]. a].) <aj+ta; (11.51)
soit, dans le cas précis du schéma FTCS :

C?<2D (11.52)

qui vient s’ajouter a la condition D < 1/2. Finalement, on obtient les conditions suivant :

C?<2Dh<1 (11.53)

En recombinant ces conditions, la condition nécessaire |C| < 1 est bien retrouvée.
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Etude analytique du module d’amplification

On peut écrire g2 = (aj + (aj +a;)cos 0) + ((a; —a;)sin 0)?, et obtenir ainsi un poly-
nome de degré 2 en cos 0 et calculer les variations de cette fonction. Le calcul est souvent
fastidieux et il est préférable, sauf cas particulier d’utiliser une autre méthode d’analyse.

Etude analytique du module d’amplification avec transformation

Ecrivons :

gz:(a]c.+(a;.’+a]T)cos6)2—i-((a;.”—a]T)sine)2 (11.54)
et développons cette expression ; il vient :

gi= (ajc.)2 + (a}r + a]f)2 cos?0 + Zczjc.(a}r +a;)cosO+ (a]f - a]T)2 sin’0 (11.55)

Effectuons la transformation :
1—cosH
. (11.56)
2
ol z varie de facon monotone entre 0 et 1 lorsque 0 varie sur un intervalle de 27t. Nous
avons donc cosf = 1—2z, cos?0 = (2z — 1)? et sin?0 = 4z(1 — z); en remplacant dans

I'expression de g2, il vient :

2 _(,0)\2 + —)2 c(,+ - _(at -2 +_ 4,7\
g —(a].) +(aj +aj) +2aj(aj +aj)+4z (aj +aj) +(a]. a].)

(11.57)
A C( ot - 20+ -\2 +_ )2
ajlaj+a;)+az*a; +a;) +(aj—a;)
soit encore :
2 _ + c -2 _ + - c(,t - 2 4+ —
g —(aj +a].+a].) 4z4a;a; +a].(a]. +aj)+162 a;a; (11.58)

Lorsquel'opérateur différentiel ne comporte pas de terme « source » en u ; on vérifie que

af +aj+a; =1etdans ce cas, le module de g se simplifie :
g2:1+4z(a]f—a;)2—(a]f+a;)+ 1622a}”a; (11.59)
et écrire que |g| < 1, équivaut a imposer :
4z(at—a; ¥ —(aT+a;)+16z%°ata; <0 (11.60)
j j j j 77
or comme z est compris entre 0 et 1, pour satisfaire la condition ; il suffit d’écrire que :

2 _(at_ + -
(aj —a;)y —(aj —a;)+4za;a; <O (11.61)

d’ot1 les conditions (a}r—a;)z—(a7+a]f) <0enz=0et (a}r—a;)z—(af—a;)+4a}ra; <0

en z = 1. Finalement :

+_ 2 _(qt -
(a]. aj) (aj+a].)<0

(11.62)
+ 2 _(+ -
(a].+aj) (aj+a].)<0
ou encore :
at—a;P?—(aT+a;)<0
( ] f) ( J ]) (11.63)

+ =\t - N —=—g(nt -
(a].+aj)(aj+aj 1)= aj(aj+a].)$0
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Application au schéma FTCS

Nous allons utiliser les conditions précédentes pour analyser la stabilité du schéma FTCS.
Les coefficients sont a}’ =D-C/2, ajc. =1-2Deta; =D+ C/2 et nous vérifions donc
que a}r + a]C. +a; =1; dans les conditions de stabilité les coefficients interviennent par
lasomme et la différence de a eta;, soita; +a; =2Deta; —a; =—C; en remplagant

dans les deux conditions précédentes, nous avons :

C*-2D<0 et 4D*-2D<0 (11.64)
ce qui fournit comme conditions sur Cet D :

D<1/2 et C><2D (11.65)
En combinant ces deux conditions, nous avons alors :

D<1/2 et C’<2D<1 (11.66)

La condition C? < 1 est la condition classique de Courant Friedrich Levy dite condition
de CFL. Cette condition ne porte que sur le terme de convection car il fait intervenir la
vitesse.

Examinons ce qui se passe pour At et Ax :

(i) D<1/2, 2—?5 <1/2sou At < Az—f; :les pas d’espace et de temps sont liés ;

(i) C2<2D, At < % :le pas d’espace n'intervient pas;

(i) C2<1, Ar< g
Ces trois conditions sont de nature différente; en effet, la premiére condition ne fait
intervenir que le pas de temps et le coefficient de diffusion ; la seconde condition ne fait
pas intervenir le pas d’espace. Si on calcule le rapport ‘%‘, on peut définir un nombre

sans dimension appelé par analogie nombre de Reynolds de maille, soit :

IC| |V|Ax
Rex: - = (11.67)
D a
et on a alors comme condition :
Rex’
oz S2D (11.68)
ou encore :
2 1
D<—— et D<- (11.69)
Rex 2

Si Rex” < 2, la condition la plus contraignante est D < 1/2; par contre si Re,® > 2, c’est

cette condition qui est la plus stricte.

Méthode d’analyse matricielle
Nous allons utiliser une autre méthode pour analyser la stabilité du schéma FTCS, cette
méthode est basée sur le calcul des valeurs propres d'une matrice. Lerreur suivant la

méme évolution que la solution ; on peut écrire :

n+l _ ,+,n c,n —,n s __ _
e; —ajej+1+ajej +ajej71 j=2,]J-1 (11.70)
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si on suppose qu’aux deux extrémités, 'erreur est nulle, nous aurons :

n+l _ ,cn + n
e, —a262+6l2€3
n+l _ ,—_n c, n + _n
e, " =ase, tase; +ase,
(11.71)
n+l _ ,—_n c n + n
e]. —a].ej_l—l-ajej —Foz].ejJrl
n+l _ — n c n
ey oz].fle].72+ajilej71

Et on peut trouver une forme matricielle e”*! = Ae”, ou1 A est une matrice carrée d’ordre
J—2.Lerreur e"*! est bornée sile rayon spectral de la matrice A est inférieur a 1. Dans le

cas d'une équation de diffusion pure, la matrice associée a la forme suivante :

[1-2D
D

D
1-2D D

D

1-2D D

D

1-2D
D

D
1-2D

(11.72)

11.4
11.4.1

Les J—2 valeurs propres de cette matrice sont calculables analytiquement et nous avons :

Aj =1-4Dsin? =0,]-3 (11.73)
: 20-3) 7
Le rayon spectral de la matrice A, noté p(A) est le maximum sur j de la valeur absolue de
Aj, soit :
p(A) =max|2 | (11.74)

en effet; les deux valeurs extrémes des valeurs propres sont respectivement 1 et 1 —4D.
La condition —1 < 1—-4D < 1, se traduit par D < 1/2. Pour que p(A) soit inférieur ou égal
a 1 quelque soit j, il faut donc que D soit inférieur a 1/2.

Dans le cas ou les coefficients a}r, a; et aj ne sont pas constants, il faut calculer
numériquement la valeur propre de plus grand module et vérifier que son module est

inférieur a 1.

Schémas explicites décentrés

Décentration

Dans le chapitre précédent ; nous avons vu que le fait de décentrer la dérivée premiere
en fonction du signe de V permettait d’éviter les oscillations spatiales (admissibilité des
racines). Il est donc souhaitable d’étudier l'influence de la décentration sur les condi-
tions générale de stabilité. On rappelle que nous utiliserons une décentration « upwind »
qui dépend de la valeur de V; ainsi :

-V>0:

(3u)"~U;'l_U;'11

— | ~ 11.75
Jx i Ax ( )
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-V<O0:

ouY U%,-U"
(_”) ot T (11.76)
ox i Ax

d’ou1 la forme générale :

ouY aoU? +(1-20)U%—(1—-a)UL
( ”) ~ It J il (11.77)

ox - Ax
aveca=0siV>0(C>0)eta=1siV<0(C<0). Dans ces conditions, le schéma

décentré s’écrit :

n+l _ +711n cTIn -1

Uj —01].U].H+01].Uj—I-ajUF1 (11.78)
avec :

. VAt_I_aAt D C

at=—a—— =D-a

J Ax  Ax?

co1o(1—2a) Al 48l 1 24)C—2D

ac=1-(1-20)— — =1—(1-20)C—

J Ax Ax?

e PP L LN L S e

a;=(1—ao)— = —a

J Ax  Ax?

En utilisant les résultats précédents concernant la stabilité, on montre que a}r +a; =
2D+ (1—2a)Cet af —a; = —C, d’otl1 les deux conditions :

C2—2D—(1-20)C<0 et (2D+(1—2aC))(1-2D—(1-2aC))<0 (11.79)

Examinons la premiére condition :
— si a =0, nous avons C> — C<2D;
— sia=1, nous avons C2+C < 2D.

Ces deux cas peuvent se mettre sous la méme forme, soit :
C?—|C|<2D (11.80)

La deuxiéme condition s’écrira :
-sioa=0,2D+C)(1-2D-C)<0;
-sia=1,2D-C)(1-2D+C)<0.

soit la forme générale :
(2D+|C)(1-2D—|CP)<0 (11.81)
comme le premier terme est nécessairement positif, la condition s’écrit :
1-2D—|C|<0 (11.82)

Ces conditions sont plus difficiles a interpréter directement ; aussi il est pratique d’intro-

duire le nombre de Reynolds de maille Rey, soit :

2—|—Rex; be L
ReXZ 2+Rex

(11.83)

~S
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La premiére constatation (paradoxale) est que, pour de faibles valeurs du nombre de
Reynolds de maille, la décentration « upwind » a un effet pénalisant sur les conditions
de stabilité, par contre pour les fortes valeurs, le fait de décentrer impose des conditions
de restriction moindres. Si on compare les deux schémas (centré et décentré), la valeur
critique du nombre de Reynolds de maille pour laquelle le schéma décentré est moins
pénalisant s’obtient par I'équation :
1 1
2+4+Rex  Re?

= Rx=1+vV5 (11.84)

Schémas implicites
Définition
On considere un schéma de discrétisation faisant intervenir des points aux temps ¢ =

t"l=tn4 At ett=t" etauxvaleurs de x, x;_;, X; et x;;,. Un schéma de discrétisation

sera dit implicite si on peut exprimer ce schéma sous la forme :

GUHL U Ut =FU Ul ur) (11.85)

Un schéma sera dit implicite si la valeur de I'inconnue en un point s’exprime en fonc-
tion de celles de points voisins a cette étape inconnue et a des temps antérieurs. Il n'est
donc pas possible de calculer un point (n + 1, j) de fagon isolée. Le fait d’introduire des
schémas implicites doit permettre d’améliorer les propriétés des schémas explicites et
ce de deux facons, soit en augmentant la précision, soit en augmentant le domaine de
stabilité.

Schéma de Crank-Nicolson

Ce schéma est obtenu en écrivant 'opérateur différentiel en un point correspondant a

un temps intermédiaire * = t" + At /2 et al'abscisse x = x;. La dérivée temporelle g—;‘,
s'écrit :
ou Y2 urtt_ur
- ~—1 1 dérivée centrée en temps (11.86)
ot i At
et les dérivées spatiales seront des pondérations entre les temps n et n+1; soit :
Ju n+1/2 Ju n+1 u n
—-— =0|=— +(1-0) =— 0<0<1 (11.87)
ox J; ox J; ox J;

Plus généralement ; on peut écrire 'équation aux dérivées partielles initiale sous la forme :

du
s = %(u) (11.88)
ou %, est'opérateur différentiel spatial défini par:
Z(u) v3u+ Ou (11.89)
u)=—V—-=+a— .
* ox ox?

Dans ce cas, on écrira

ou n+1/2
J
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Le schéma de Crank Nicolson proprement dit correspond a 6 = 1/2 et si 8 = 0, on re-
trouve un schéma explicite. Si 6 = 1, nous aurons un schéma implicite pur. Les dérivées
spatiales s’écrivent (avec un pas constant en x) :

n n
ouY Upn—-Ui, N .
S — deeree premlere centrée en espace

ox i 2Ax
224\ n L —2UT U (11.91)
( P ) ~ ijz ! dérivée seconde centrée en espace
j

En reportant ces expressions, nous pouvons écrire ce schéma sous la forme générale

+y11n+1 cyyn+l -1+l _ 70 cyn -1
ajUjH—i-ajUj +0LjU].71—ajUjH+ajUj+ajUj71 (11.92)

avec a = 0(C/2-D), af =1+26D, a; = -68(D+C/2), a] = (1-0)(D - C/2), a$ =
1-2(1—-6)D et a; = (1-8)(D+C/2). Ceci conduit a la résolution d'un systeme d’équations

linéaires qui est tridiagonal, soit :

L 1(u\ [ a )
o, o OL; U, d
a; af af U, |=| d; (11.93)
Uy Ofg o [ Una dn-1
i CL]\Un /) \dn)

En toute rigueur, il faut maintenant étudier la consistance et les conditions de stabi-
lité. La démarche est analogue a celle effectuée dans les paragraphes précédents. Le

schéma 11.3 présente la structure de la maille de discrétisation.

n+1 o ) o
n+1/2 +
n X X X

j=11j|j+1

figure 11.3 - Maille de discrétisation du schéma avec o point inconnu; + point d'application de
la discrétisation (point fictif), x point connu

11.5.3 Stabilité du schéma de Crank-Nicolson
En utilisant la méthode de Von Neumann, il est facile de montrer que le facteur d’ampli-
fication g est défini par? :

—+ - . —+ - .
B ajc.—l-(aj +a; )cos(])+1(aj —a; )sin g

~aS+(af +a;)cosd+ilaf —a;)sing

g (11.94)

2. Du fait de la nouvelle définition du parametre 6 dans I'équation (11.87), le parametre 6 de I'équation (11.44) est
momentanément remplacé par ¢
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La conditiong? < 1 s’écrit :

+ c -2 _ + .- c(,t - 2+ - + c —)2
(a]. —I—aj—l—aj) 4zda;a; +aj(aj +a].)+16z a;a; <(aj +aj+a].) (11.95)
_ + .- (a7t - 2+ -
4zdaja; +a].(a]. +a; )+ 16z a;a;
En utilisant le fait que, dans le cas de '’équation d’advection diffusion sans terme source,

les coefficients vérifient les relations af —+ ajc. + a]f = a}r + ajc. + a]T =1, le module g s’écrit :

1— (a;.r +a;)(1—cos¢)+ i(a;r —a;)sing
11— (aj +a;)(1—cosdp)+i(a; —a;)sing

8 (11.96)

Dans ces conditions, en effectuant la méme transformation que celle effectuée dans

2 2 . . 1— .. ey 2 , .
I'étude des schémas explicites, z = %S(p, les conditions de stabilité s’écrivent :

(gt a2 (Tt - + -
(aj —a;y —(aj—a;) —(a;+a;)+(aj+a;)=0

(11.97)
+ 2 _(a+ -2 _ (7t - + -
(a].+aj) (aj—i-a].) (aj+aj)+(aj+a].)>0

Ces formules sont tout a fait générales et peuvent étre appliquées a tout schéma impli-
cite ou explicite faisant intervenir deux niveaux de temps. Dans le cas du schéma de

Crank-Nicolson pondéré, nous avons les deux conditions :
(20 —1)C*+2D >0 2D(1 —2D(1—20))=0 (11.98)

qui sont toujours vérifiées dés lors que 8 > 1/2. Par conséquent, le schéma de Crank-

Nicolson qui correspond a 6 = 1/2 est stable sans condition.

11.5.4 Erreur de troncature du schéma de Crank-Nicolson

Nous allons déterminer 'erreur de troncature du schéma de Crank-Nicolson en effec-

tuant les calculs dans la cas général. Considérons I'équation générale :

+yyn+1 cyyn+l it _ 1 _ L01TR 4T —
o Ujy o Ui oy Uiy —a;Upy, —a;Uy —a; Uy =0 (11.99)

et remplacons les valeurs discretes par les valeurs continues puis effectuons le dévelop-

pement en séries de Taylor d'une fonction de deux variables au point (n+1/2,j):

n+1/2+e/2 __ eAt
Uy —u*+7uj+e’Axu;
1[[(eAat)?
2
+3 (T) u;, +eAte’Axu; +(e'Ax) u;x]
1 [(ear)? eAt)? eAt
+3 (—2 ) u;‘”+3(—2 ) e’Axujtx—i-I%—z (e’Ax)zujxx+(e’Ax)3u;xx} (11.100)
1 [[(ear)* . eAt\® ,
+Z 2 Upr T4 eAXUL,,

eAr\? eAr\?
+6(T) (e’Ax)Yu* 4(7) (e’Ax)Pu* __+(e’Ax)*u*

txXxx JCJCJC]

Les six points du maillage auront les valeurs de (e, e’) données dans le tableau 11.1, ce
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j-1 J j+1

n+l (e=1le'=-1) (e=1,e’=0) (e=1e'=1)
n (e=-1,e/=-1) (e=-1,e/=0) (e=-1,e'=1)

tableau 11.1 - Valeurs aux points du maillage

qui donne, par exemple pour le point u |, e=—1ete’'=—1:

At
=u* —7u —Axu

1 At 2 * * 2%
+§ > u”-l—AtAxum—i-Ax U,
1

AN At At .,
— | u’ -3 - Axum—S—Ax U,

—Ax® uxxx] (11.101)

+2A1Ax3 utxxx—I-Ax xxxx]

et des formes analogues pour les autres points. La forme générale de cette équation est
alors :
¥yt c - _ (gt c -
u [(1]. +a;+a; (aj +aj+aj)]
At
+7u [a +a +a; +a +a +a; 1+ Axu; [a —-a; —a +a; ]

J

+A—t2u* [a++ac+a_—(a++ac+a_)]—I—ﬁu* lat—a>+at—a;]
g Unldjta;ta;—(ajta;+a;)i+-czulaj—a;+a;—a,

sz * + At3 +
g laj +a; —aj+a;]+—— 18 u;laj +aj+a; +aj+aj+a;l
Ag2 Ax? (11.102)
+Ax—u”x[a _a —(d _a )]+At utxx[a7+a;+a}r+a;]
Ax3 Att
+Tuxxx[a _a _(a +a )]+384 ftft[a +a +a _(a +a +a )]
At3 At _ _
+Axﬁu’:”x[a] a +a —d ]+Ax 16 uttxx[a;r_aj _a}r_aj]
Ax3 Ax*
*ra-—(at+a-
+At—48 utxxx[a —a; +a —a; ]—I-ﬂuxxxx[aj—kaj—(dj-Fdj)]

Dans le cas du schéma de Crank-Nicolson, les coefficients du schéma sont :

aj=C/4—D/2 a}”:D/Z—C/4
af=1+D et ai=1-D (11.103)
a; =—C/4-D/2 a; =D/2+C/4

et dans ces conditions, nous avons :

of +af+a; —(a;+aj+a;)=0 o —a; =C/2
++a {to;t(af+aj+a;)=2 et aj+a; = (11.104)
f—Hx] -D aj—a;=-C/2
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et le schéma de discrétisation devient :
i i , . A Ax3 | , Ax?
Atu, +CAxu;+-DAx“u, +——u;,, +——u, . —DAt"—u

24 ttt 6 XXX 8 :txx

4 (11.105)

Ax
- DF u*  +0(AtY+0(AxH)=0

XXXX

En factorisant At, on retrouve 'équation initiale uy+Vui —aus, et des termes d’er-
reur qui sont en 0(At?) et 0(Ax?). Le schéma de Crank-Nicolson est donc un schéma

consistant et d’ordre 2 a la fois en temps et en espace.

Schéma implicite pur

Considérons I'équation générale d'un schéma implicite :

+1yn+l cyyn+l =11+l _ i 01T 4TI —
ajUjH—ijUj —H}LJ.UF1 a].Uj+1 ajUj ajUj71—0 (11.106)

dans laquelle 6 = 1; nous obtenons alors le schéma implicite pur qui relient trois valeurs

al’étape inconnue (n + 1) a une seule valeur a I'étape connue (n); il est facile de vérifier

que a}r =a; =0etque a; = 1. Nous obtenons alors I'équation du schéma implicite pur :
a UM +afUT T 4o U = U] (11.107)

avec (17 =C/2-D, (1]6. =1+4+2Det o = —D+ C/2. En utilisant le résultat précédent ; on

trouve que les conditions de stabilité sont :
C’+2D>0; 2D(1+2D)=0 (11.108)

conditions qui sont toujours vérifiées pour toutes les valeurs de C et de D.

En conclusion, le schéma implicite pur ou « fully implicit » est stable inconditionnel-
lement; on peut vérifier cependant que l'erreur de troncature est en 0(At), donc du
premier ordre en temps. Au niveau des calculs, il est clair que I'avantage est faible car
I’économie par rapport au schéma de Crank-Nicolson ne réside que dans le calcul du se-
cond membre du systéme tridiagonal, la précision temporelle étant moindre. Une erreur
courante est de dire que ce schéma est plus stable que le schéma de Crank-Nicolson : en
fait, comme on!’a vu dans les résultats précédents, la stabilité est binaire, soit un schéma

est stable, soit il ne I'est pas.

Schéma explicite ADE

11 est possible d’étudier la stabilité du schéma ADE a partir des conditions générales

trouvées pour les schémas implicites. Le facteur d’amplification g est défini par:

ai+(aj+aj)cosd+ila; —a;)sing

_ 11.109
g ajc-+(a;.’+a]7)cos¢+i(a;r—a]T)sinq) ( )
et on doit vérifier la condition (11.110) pour0<z <1:
+ c -2 _ + - cf,t - 2 4 -
(aj+aj+aj) 4z4ajaj+aj(aj+aj)+162 a;a; (11.110)

+ ¢ -2 _ oy clyt - 20+ -
<((1j+0'.j+(lj) 4z4ajaj+aj(aj+aj)+162 oo
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Dans le cas de la solution P, nous avons (17 =0,0f=1+D, a; = —(D+C/2), af =D-C/2,

c

a;=1-Deta; =0.On vérifie que (01;.r +aj+ a]T)2 = (OL;r +of+ (1]7)2 et I'inégalité se

simplifie. 01?6;}r > (1]0.(1;, soit D—C/2—-D?+DC/2 > -D—-C/2—D?-DC/2, ce qui conduit
ala condition :

D(2+C)>0 (11.111)

Pour la solution Q, nous obtenons a}’ =C/2-D,af{=1+D,0; =0, a}r =0,a;=1-D,

a; =D+ C/2 et la condition de stabilité s’écrit alors ajc.ajf > (1]6.(17, soit D+C/2 —D? —

DC/2 > C/2—-D+DC/2 —D?, ce qui conduit a la condition :
D(2-C)>0 (11.112)

Comme le nombre de diffusion est positif, les deux conditions se traduisent par :

[VIAE
|C|=—A <2 (11.113)
X

Sile pas d’espace Ax est fixé, le pas de temps At devra vérifier la condition :

2Ax

At < —
V]

(11.114)

On voit que dans le cas d'un probleme diffusif pur, la méthode ADE est inconditionnel-
lement stable. Par contre, dans le cas ol il y a de la convection, la limitation du pas de
temps est deux fois plus grande que dans le cas d'un schéma explicite FTCS. Par contre,

la précision temporelle est en O(Ar?).

Schémas a deux pas de temps

Probleme

On considere un schéma de discrétisation faisant intervenir des points aux temps ¢ =
(" +At, t=1t" ett =1" — At et faisant intervenir les valeurs de u aux positions x, x;_1,
Xj et xj;,. Le fait de faire intervenir trois niveaux de temps (n +1, n et n — 1) devrait

permettre d’écrire au point (7, j) un schéma explicite précis au second ordre en temps.

Schéma de Richardson

Ce schéma est obtenu en écrivant 'opérateur différentiel en un point correspondant au

temps ¢ =" + At et al’abscisse x = x;. La dérivée temporelle 9u gécrit :

at
n+l1 n—1
(3u)”~Uj _Uj

—_— dérivée centrée en temps 11.115
at 2Ax P ( )

J
et les dérivées spatiales sont évaluées au temps 7, soit (avec un pas constant Ax en x) :

ouY Ujn—-Ui, s .
Ix ~ —oAr dérivée premiére centrée en espace (11.116)
x J; b
J

o2yt Ut -2U0"+U"
( ) ~ It ! I”1  dérivée seconde centrée en espace (11.117)

ox* ); o Ax?
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En reportant ces expressions, nous pouvons écrire le schéma sous la forme suivante

n+1 n—1 n n n n
Uj —Uj —VU]+1 Ujf1 aU]Jrl 2Uj —I—U}[l
+ (11.118)
2At 2Ax Ax?
ou sous forme générale :
n+l _yyn—1 +1710 cyn —11N
U U +a’ U]H+ajUj—l-ajUj71 (11.119)
avec a =2D-C, a = —4D et af = 2D + C en introduisant le nombre de Courant et

le nombre de d1ffus1on C= Vm etD= “N . Le schéma 11.4 présente la structure de la
maille de discrétisation. On peut montrer fac1lement que ce schéma est du second ordre

en espace et en temps.

n+1 o

n X + X

n—1 X
j-1|j |+l

figure 11.4 - Maille de discrétisation du schéma avec o point inconnu; + point d'application de
la discrétisation (point fictif), X point connu

Stabilité du schéma de Richardson
En utilisant la méthode de Von Neumann;; il est facile de monter que I’erreur se met sous
la forme :

B =E"(af e’ +al+a;e ) +E"! (11.120)

Dans ces conditions, si on appelle g le facteur d’amplification de I'erreur entre deux pas
de temps consécutifs, nous aurons E* = gE*~1 et E"*! = gE" = g?E"~!l. En remplagant

dans I'expression ci-dessus, il vient :
g’-glate® +ai+a;e™)-1=0 (11.121)

et il faut déterminer les conditions pour que g, racine de cette équation ; soit de module
inférieur ou égal a 1. Pour résoudre ce probleme on utilise le théoreme de Miller (1971).
Une autre possibilité est de travailler sur la matrice d’amplification G définie par :

G= (11.122)

1 0

+,i0 c —,—i0
aje —I—aj—l-aje 1]

et la condition est que le rayon spectral de cette matrice soit inférieur a 1.

Matrice d’amplification

Si on écrit la matrice d’amplification G sous la forme :

g=|" ! (11.123)
10 '
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le polynéme caractéristique est P(A) = A? —Ar — 1. Le discriminant est A = r> + 4 et les

—r£A2
2

Pour le schéma de Richardson, r =4D(cos 0 — 1) —4iCsin 0 ; si on ne considéere que le cas
diffusif pur, r = 4D(cos6 — 1) et D = 1 +4D?(cos8 — 1)? étant positif, r étant négatif, la
racine de plus grand module est A = —r — A2 = 4D(1 — cos0) + (1 + 4D?(cos 0 — 1)2)1/2
qui est de module supérieur ou égal a 1; donc le schéma de Richardson est incondition-

deux racines sont A = . Il faut donc étudier le module de chacune de ces racines.

nellement instable.

Coefficient d’amplification : théoréeme de Miller

Soit f(A\) un polyndme a coefficients complexes de degré n donné sous la forme :
& .
f(k)zzaik’ (11.124)
i=0
si on définit le polynéme f” par :
& .
i=0
ou a; estle conjugué de a;, le polynome f1(/) défini par :

1
HR)==(f "0)f() = FO)f' (M) (11.126)
est de degré inférieur a n. Les racines du polyndme f(?) sont de module inférieur ou égal
a 1sietseulementsi:
(i) si|f’(0)| > |f(0) les racines de fi(A)=0 sont de module inférieur ou égala 1;

(ii) sifi estnullesracines de df/dA =0 sont de module inférieur ou égal a 1.

Application au schéma de Richardson

En remplacant les coefficients a* ¢~ par leurs valeurs, il vient :

g%+ g[4D(cos® —1)—4iCsinB] —1=0
f(g)=g*+ g[4D(cos® — 1) —4iCsin 0] — 1

f'(g)=1+ g[4D(cos8 — 1)+ 4iCsin0] — g* (11.127)
f(0)=-1
f)=1
et:
f(g)=[f(g)+f'(g)l/g =8D(cosb —1) (11.128)

et ce polyndme n’'a pas de racine de module inférieur a 1, donc le schéma est incondi-

tionnellement instable ; en clair, ce schéma ne marche jamais.

Schéma de Dufort et Frankel

Ce schéma est obtenu comme dans le schéma précédent en écrivant I'opérateur diffé-
rentiel en un point correspondant au temps ¢ = " + At et a I'abscisse x = x; mais en

modifiant I'écriture de la dérivée seconde afin de modifier la matrice d’amplification G
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et par suite ses valeurs propres; le but étant de trouver un schéma stable. La dérivée
u 4 LI
temporelle 5+ s'écrit :
n n+l _ yyn-1
(3 u ) N U; Uj

—_— dérivée centrée en temps 11.129
ot 2At p ( )

J
et les dérivées spatiales sont évaluées au temps n, soit (avec un pas constant Ax en x) :

ouY U]+1 Ujfl L. N ,
—a ~ —ZA dérivée premiere centrée en espace
X J; X
J

n n+1 n—1 n (11.130)
otuY' - Uj+1 -2 (er +(1- e)Uj ) + UJ'— dérivée seconde
Ox2 i o 2Ax? en espace
Le schéma de Dufort et Frankel s’écrit alors sous la forme :
Uyt ovon, +un, aur, —2(6Urt (1 -0ur) +ur
j i __ T i1 It ] ! ! (11.131)

2At 2Ax Ax?
et on peut remarquer que, contrairement au schéma de Richardson, le schéma de Dufort
et Frankel ne fait pas intervenir la valeur « centrale » U}7 mais une pondération entre les
deux valeurs aux temps (n — 1)At et (n + 1)At.
Le schéma 11.5 présente la structure de la maille. On peut monter que si ce schéma

est stable par contre, il n’est pas forcément consistant.

n+1 o
n X + X
n—1 X

J=1lj|Jj+1

figure 11.5 - Maille de discrétisation du schéma avec o point inconnu; + point d'application de
la discrétisation (point fictif), X point connu

Problemes a deux dimensions d’espace

Formulation
On considére une équation aux dérivées partielles du second ordre de type parabolique
a trois variables, ¢, x et y. Soit u(x,y, t) cette fonction et 'opérateur différentiel £ est
défini par :

u u u 2%u 2%u

LU)=——+Veoe +Vy o —ar o —ay —— 11.132
=Gty TV, ~ g2 ~ Y5, (11.132)
que I'on peut mettre sous la forme :
du
f(u)=E+££x(u)+$y(u) (11.133)

ou Z,(u) et £,(u) sont deux opérateurs différentiels unidirectionnels dans les deux di-
rections x et y. Lopérateur différentiel précédent correspond a une équation d’advec-

tion diffusion dans laquelle les coefficients de diffusion sont constants :

17 02 1% 02
L=Viz——ay,5— et % =Vya—ay3—y2

Pyl (11.134)
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ay et a, sont des coefficients de diffusion constants dans chacune des deux directions
x et y respectivement; si la diffusion est isotrope, a, = a, = a. Lorsque les coefficients

de diffusion sont variables, 'opérateur différentiel est :

()= u LV, 6u+v u 0 aﬁu 0 aﬁu (11.135)
- ot ox Yoy ox\"Fox oy 7oy ’

et les deux opérateurs spatiaux sont :

<. —Vi—i a i et %, =V, 0 9 a i (11.136)
T ox ox \ Tox Y=oy oy \Yay '
Soit a résoudre le probleme suivant :

Z(u)=0 pour t>0 et (x,y)€lx, xp[ %X1Va Vol
u(0,x,y) donné (condition initiale) (11.137)
u(t,xq,y) ult,xp,y) u(t,x,y.) et u(t,x,y,) donnés (conditions limites)

Le domaine de calcul £ >0, x, < x < Xp, y, <y < Jp estdiscrétisé comme précédemment

etonnotera U}, ~ u(t",x;, ;) la valeur discrete approchée de la fonction u au temps ¢

et au point d’abscisse x; et d'ordonnée y;.

11.7.2 Schéma explicite FTCS

Ce schéma (Forward Time Centered Space) est obtenu en écrivant I'opérateur différen-
tiel au point correspondant au temps ¢t = t" et au point d’abscisse x = x; et d’'ordonnée
¥y =y;. La dérivée temporelle s’écrit :

a u n Un+1 Ul’l 1
( T ) TJ dérivée avant en temps (11.138)

alors que les dérivées spatiales s’écrivent (avec un pas constanten x et y) :

ou ¥ ~ Ui, — Uiy, derivée premiere par rapporta x (11.139)
ox ) 2Ax centrée en espace )
*u' ~ Uit —2U5;+ UL dérivée seconde par rapporta x (11.140)
0x? ) N sz centrée en espace ’
du Uz"l,j+1 — Ui dérivée premieére par rapporta y (11.141)
2y Y Jj 2Ay centrée en espace ’
*uY -~ Uij1—2Ui;+ Ui o1 deérivée seconde par rapporta y (11.142)
oy? ). AyZ centrée en espace :

Enremplacant ces expressions dans I'équation aux dérivées partielles a résoudre, il vient :

1 V.
+1 _ X
At( n Un ) ZAX (Ul+1] U:l 1]) Ax A2 (U?-&-l] 2Un +U:l 1])

_V_y(U" -, )+Ay2 (Uﬂ _2Un +U”".

(11.143)
sz i,j+1 i,j—1 i,j+1 i,j— 1)
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soit, en explicitant :

Ut —gn alAt VAt ur (1 zaAt zaAt
bi T UL Ax2 T 2Ax UL Ax? Ay?

gr (AL VALY o (@At VAt e

Ui a2 T 2ax ) T i Ay?  2Ay (11.144)
. (aAt VAt

+Ul (&t 2y

Si les valeurs des deux pas de discrétisation en espace ne sont pas identiques, nous au-

rons deux nombres de Courant et deux nombres de diffusion définis respectivement par
AtV AfV _ aAt _
Cx - C D = AxZ et Dy =

voisins du point (l, J) par un repérage géographique (nord, sud, est, ouest) :

Uit =aQuyl, +afu},  +ayUl  +apuy,,  +aluy; (11.145)

At AtV _ At At __(aAt | AtV At AtV
avec dﬁ =(2x2 T 2Ax ), ag _(l_zanz _2“ i _(ﬂ 2Ax ), lr\lT ﬂ y2 2Ayy) et
ag = “Aﬁ igf)ouag:Dx—Cx/Z,aC—l—ZDx—ZDy,aCV:Dx—i-Cx/Z,aN—Dy—Cy/Z

etag —D y+C,y /2.

11.7.3 Méthodes a directions alternées ADI

Cette méthode (Alternative Direction Implicit) est basée surla décomposition de I'opéra-
teur différentiel en deux. Deux demi pas de temps successifs sont considérés et a chacun

d’entre eux, on résoudra dans une direction en utilisant un schéma implicite.

2
,‘f(u):a—?+$x(u)+$y(u) (11.146)

(i) premier demi pas (au temps ""%) :

a u n+1/2
(E) —— ) - () (11.147)
soit :
ou +1/2
(E) T+ LI () = — 2 (u) (11.148)

(ii) deuxieme demi pas (au temps ¢7+1) :

au n+1/2
(E) z_gan/Z(u)_gynH(u) (11.149)
soit :
au n+1/2
(E) + 2 () =~ () (11.150)

au premier demi pas, les dérivées par rapport a y sont évaluées au temps t” donc
a une étape connue; de méme au deuxieéme demi pas, les dérivées par rapport a x

sont évaluées au temps 1"+1/2 étape qui vient d’étre calculée.

Explicitons ces deux étapes :
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(i) premier demi pas:

Un+1/2 Un+1/2 _ Un+1/2 Un+1/2 _ 2Ur.z-!-1/2 + UTH-I/Z
L]

i,j i+1,j i—-1,j _ i+1,j i—-1,j
At * 2AXx Ax?
(11.151)
_ U;l,j Y U?,j-&-l_U?,j—l +aU?,j+1_2U?,j+U?,j—1
At Y 2Ay Ay?

On obtient donc, a j fixé, un systéme tridiagonal reliant les inconnues (en i) au

temps ¢7+1/2
V, a 1 2a V, a
UTIH/.Z X _}_Ur_lv_LI/Z — —U'-Hl/? X +
HLI\ 2Ax  Ax? L At Ax? =L\ 2Ax T Ax?

" Vy a ! 2a " \Z a
:Ui’jJrl —E'i‘A—yz +Ui,j A_I+A_)62 +Ui,j71 E'ﬁ‘A—yz

(11.152)
(ii) deuxieme demi pas:
Ui Y Ui — Ui _aU?ﬁl —2U7 + UL
At Y 2Ay Ay? (11.153)
n+1/2 n+1/2 n+1/2 n+1/2 n+1/2 n+1/2 :
_Ui,j _ Ui+1,j _UH,j Ui+1,j _2Ui,j "‘UH,]'
At * 2Ax Ax?

a i fixé, nous obtenons aussi un systéme tridiagonal qui relient les inconnues en j
au temps t,+;. En faisant le bilan des opérations, si M est le nombre de points dans
la direction i et N, le nombre dans la direction j, sont a résoudre au premier demi
pas N — 2 systémes tridiagonaux (de M équations a M inconnues) et au deuxieme,

M — 2 systemes de N équations a N inconnues, soit au total M + N — 4 systémes.

Cas d’un terme « source »

Dans de nombreux problemes, il existe un terme complémentaire dans I’équation de
transport; ce terme est supposé, dans un premier temps, indépendant de la variable u.
L'équation s’écrit alors :

ou
ar

(i) premier demi pas (au temps ¢"+1/2)

L(u)= + 2L (u)+ 2y (u)+S (11.154)

u n+1/2 12 12
- — n+ _ n _ Qnh+
(at ) =-Y, (u) .Efy (u)—S (11.155)
(i) deuxieme demi pas (au temps #"+1):
a u n+1/2 / /
g — _cpntl/2 _ ¢n+tl _ Qntl/2
(at ) =-Y, (u) .Efy (u)—S (11.156)

Explicitons ces deux étapes :

(i) premier demi pas :
n+1/2 n+1/2 n+1/2 n+1/2 n+1/2 n+1/2
Ui,j Ui+1,j _Ui—l,j Ui+1,j _2Uij +Ui—1,j
At 2Ax Ax?

(11.157)
n n _1n n _ n n
Ui _y Y =Uiim Ui 22054050 e

“Ar YT 2Ay Ay?

X
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Il s’agit encore a j fixé, d'un systeme tridiagonal reliant les inconnues (en i) au

temps t"+1/2,

(ii) deuxieme demi pas:

U:’lj—l U(1+1 _ U(1+1 . U}_’H—l _ 2U:l,j_1 + U’-H_l Uﬂ+1/2

1V i,j+1 ij-1 i,j+1 iLj-1 _ “Yij
TN 2Ay Ay? At (11.158)
n+1/2 _ pn+l/2 n+1/2 _ oryn+l/2 n+1/2 '
_v Ui+1,j Uifl,j Ui+1,j 2Ui,j +Ui*1yj _gntl/2
* 2Ax Ax?

11.8 Dispersion et dissipation numériques

11.8.1 Probléme

Dans de nombreux cas, il est utile de caractériser certains effets particuliers du schéma
numérique qui est utilisé. Dans les paragraphes précédents, on a montré les phéno-
menes d’oscillations des solutions et mis en évidence des conditions de stabilité. On
consideére une équation aux dérivées partielles d’ordre 1 a deux variables (x, ) qui corres-

pond a la convection linéaire d’'une solution initiale. Considérons le probléeme suivant :

3_u+vﬁ_u_0 ourt>0etxe[01]

ot T Vox T P

1(x,0) = sinfanx) pourxel[01/a] (11.159)
0 pourx €[1/a 1]

u(0,t)=u(1,t)=0

. . I _a—-1 .
La solution analytique du probleme pour ¢ = <= est:

0 sixe[0 Vi]
u(x,t)=15 sin(amn(x—Vt)) sixe[Vt Vt+1/al (11.160)
0 six[Vt+1/a 1]

La solution analytique se propage donc sans que son amplitude soit modifiée. Dans la
pratique, de nombreux schémas vont propager la condition initiale mais en diminuant
la valeur de 'amplitude et la vitesse de propagation obtenue numériquement sera plus
faible que la valeur réelle V; de plus, le signal obtenu numériquement fait apparaitre
des longueurs d’onde différentes de la longueur d’onde théorique. On obtient ainsi une
solution amortie (dissipation) avec des longueurs d’onde différentes (dispersion). Dans
I'exemple choisi, la condition initiale comprenait une seule longueur d’onde, on peut
imaginer que sila condition initiale est développée en séries de Fourier, chaque compo-

sante sera modifiée comme I'onde étudiée.

On peut étendre ce concept au cas d'une équation aux dérivées partielles d’ordre 2.
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Dispersion - dissipation

Examinons deux équations aux dérivées partielles proches de I’équation de convection

étudiée au paragraphe précédent :
u u 2%u
2t ox "ox?
A A )
ot ox dx3

la premiere est I'équation d’advection diffusion étudiée dans ce chapitre et la seconde

(11.161)

est]’équation linéaire de Korteweg de Vries. L'équation générale de la propagation d'une

onde plane amortie est de la forme :
u(x,t)=Ue Pl imbx—at) (11.162)

ou p et g sont des fonctions du nombre d’'onde m associé a la longueur d’'onde A =
2mp/m caractérise 'atténuation de 'amplitude U et g est la vitesse de propagation de
I'onde.

Pour trouver les valeurs de p et g, il faut satisfaire une des deux équations aux déri-
vées partielles, ainsi, pour la premiére, nous avons p = am? et ¢ =V alors que pour la
seconde, nous avons p =0 et ¢ =V — bm?. On peut vérifier facilement que pour I'équa-
tion de convection pure, nous avons p=0et g =V.

Ainsi, si on considere I'équation d’advection diffusion ; on constate que 'amplitude
des ondes est atténuée par la présence des termes de diffusion (ag%‘) et que p varie
quadratiquement avec m, mais que la vitesse de propagation est conservée. On peut
remarquer que les longueurs d’onde courtes (nombre d’onde m associé élevé) seront
plus amorties que les longueurs d’ondes élevées (nombre d’onde m associé faible). Par
contre, avec 'équation de Korteweg de Vries, 'amplitude est conservée, mais la vitesse
de propagation de 'onde est modifiée et ce en fonction de sa propre longueur d’onde;
ainsi, au lieu d’avoir une vitesse de propagation constante et égale a V, chaque longueur
d’onde sera propagée a sa propre vitesse ¢. Il y aura donc dispersion.

Lorsque I'on discrétise une équation de convection pure, il faut regarder quels sont
les termes négligés et I'erreur de troncature fournit les renseignements sur le compor-
tement du schéma. Ainsi, si les termes prépondérants sont en u”, alors le schéma sera

"

diffusif alors que si les termes sont en u””, alors le schéma sera dispersif.

Dissipation numérique et stabilité de Hirt
Hirt (1968) a proposé une méthode d’analyse de stabilité utilisant I'équation discréti-
sée en y intégrant les termes de l'erreur de troncature. Si on reprend le schéma FTCS et

I’étude de la consistance, nous avons :

6u+ Ju J%u At 62u+ﬁ(At2 Ax) (11.163)
—+V——a-—=———= ,Ax .

at ox ox? 2 0t

et cette équation peut étre réécrite sous la forme :

ﬂaz_”+a_”+ ou_ otu (11.164)
2 0r2 ' ot ox  ox? '
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ou encore :
Atd’u 10u Vaou 62u_0 (11.165)
2a 0t2 adt adx Ox* ’

Or du fait de la présence du terme gz—t’z‘, la nature de ’équation aux dérivées partielles, qui

était parabolique, change et devient hyperbolique. Les conditions de stabilité (Courant

Friedrich Lewy) imposent :

At < At (11.166)
Ax V 2a '

d’ot la condition sur At :
Ax?
At < — (11.167)
2a

et on retrouve une des conditions du paragraphe 3. Pour retrouver I'autre condition, dé-
rivons I’équation initiale par rapport au temps, soit :
0 6’u+ u o%u 32u+ 2%u a%u

- ——a = —a

ot ox 0x? ot? oxdt o0x%*0t

ar
11.168
2%u +V3 u 0% (du 0 ( )
= — — |\ || — | =
a2 odx\ ot ox*\ ot
ce qui donne, en remplacant 2—‘; par —Vg—z +a 22712‘ :
O _ 07U, v33u+ 2 2u (11.169)
— =V'— —-2aV—+a .
ot? ox? ox3 ox*

ce qui permet d’expliciter la dérivée temporelle d’ordre 2 en fonction des dérivées spa-
tiales. En reportant cette expression dans I’équation avec les termes de troncature, nous

avons :

u u ( VZAt)é’Zu 23u  a?At d*u

2

— +V— - —— =aVAt — 11.170
ar |V ox o2 Rl E T T e ( )

en négligeant les dérivées d’ordre 3 et 4, nous avons I'équation :
Ju +V6 u V2ALY 0%u
— —— a —_—— —
ot ox 2 ) ox?

qui est une équation d’advection diffusion dont le coefficient de diffusion a’ est défini

=0 (11.171)

par a’ = a — V2At/2. Ce coefficient ne peut étre négatif, ce qui serait physiquement
impossible ; cette considération impose donc la condition :
Ar<? (11.172)
V2
Classiquement; le coefficient a’ est appelé coefficient de diffusion numérique et fait

donc intervenir la valeur du pas de temps At et la vitesse.

Equation d’advection

Afin d'illustrer ces phénomenes, on considere I'équation d’advection linéaire mono-di-
mensionnelle suivante :
du Vﬁ u
3tV ox
ol la vitesse de convection V est connue et supposée positive.

0 (11.173)
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Schéma FTCS

Si on applique le schéma FTCS vu au début de ce chapitre, nous aurons :

n+1
urtt-uy U, -Ur,

+1
+V—-~ =0 11.174
At 2Ax ( )
soit encore :
1 _
U;l —U]’.‘ —(U]Jrl —U" ) (11.175)
11 vient a]f = —C/2, ajc. =leta; = C/2. En calculant 'erreur de troncature, on peut

montrer que ce schéma est consistant et que I’erreur de troncature est en (At, Ax?):

urtt-yr Ut -U” 0 0
j J jH1 -1 u u
% — +V—+ET. 11.176
At 2ax o Vax T (11.176)

avec

- At 62u+Ax2 63u+ﬁ(mz Ax?) (11.177)
.= ) X ’
2 0t? 2 0x3

Le facteur d’amplification g est défini par g =1 —iCsin0 et il apparait immédiatement
que ce schéma est instable car g > 1. Or pour 'équation d’advection diffusion, on avait
vu que le schéma FTCS était stable sous conditions. On peut donc en déduire que ce
sont les termes de diffusion qui permettent, sous conditions, d’assurer la stabilité. Pour
obtenir un schéma stable, I'idée est donc d’introduire artificiellement dans le schéma

numérique un peu de diffusion.

Méthode de Lax

Si on remplace, dans le schéma précédent; U" par (U” +U” 1)/2, on obtient le schéma

j+1
de Lax qui s’écrit :

U;+1—(U]+1+U7_1)/2 v =Y (11.178)
At 2Ax N .
soit encore :
1-C 1+C
U =1L+ U e

avec a}r =(1-0)/2, ajc. =0eta; = (14 C)/2. Le coefficient d’amplification est alors :
g =cosf—iCsinf (11.180)

dont le module est g2 = cos? 0 + C?sin? @ Pour que g soit inférieur a 1, il faut que C? soit
aussi inférieur a 1, soit :

C VAI<1 i V>0 (11.181)
= — S1 .
Ax?

Lerreur de troncature de ce schéma devient :

urtl—(ur, +u0r /2 Ul -UL au 9
Jj- j+1 j-1 j+1 j-1 u
+V =—+V—+ET. 11.182
At 2Ax ar ' ox ( )
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avec:

ET — At Ax? At? Ax? 11.183
. -—7utt_Euxx+Tuttt+Tuxxx (11.183)

et on voit apparaitre un terme en Ax?/2At et on doit donc assurer la convergence.
Si on utilise 'équation initiale :

3u+vﬁu_0 (11.184)

ot ox '

en dérivant par rapport au temps, nous aurons :

2%u 2%u

W+ m=0 (11.185)
soit:

2%u 2%u ,0%U

—=-V =V-'— 11.186
o2 o0x0t 0x2 ( )

et en reportant dans 'erreur de troncature, nous avons :

ou ou Ax? . At? Ax?
ET.=—4+V———0-Cupx + ——tst +

T 0t O0x 2At 3l gy W (11.187)

et on peut interpréter cette équation sous la forme :
u N du ,0%u
—_ —_— a —_
ot ox ox?

qui est une équation d’advection diffusion discrétisée avec une erreur en 0(At?; Ax?)

=0 (11.188)

avec une valeur de la diffusion a’ définie par:

Ax?
= — (1-C? 11.189
a 2At( ) ( )

qui est positif si C< 1.

Schémas décentrés
Au lieu d’utiliser une dérivée centrée pour les termes de convection ; on utilise une déri-

vée décentrée, en supposant que V est positif, soit :

n+1
urtt-ur  ur-up,

v—. =0 11.190
At + 2Ax ( )

soit encore :
U}”l =(1-CQ)U} +CUY (11.191)

avec a}r =0, a]”. =1-Cet a]T = C. Dans ces conditions :

g=(1-C(1—-cos@)—iCsin® et g?=(1-C(1—cos0))*+C?sin*0 (11.192)

soit g2 < 1 si C < 1. En effet, si on applique les conditions de stabilité vues précédem-

ment, alors :

-2 (ot - + -2 _(,* -
(aj aj) (aj+aj)<0 et (aj—i-aj) (aj+aj)<0 (11.193)
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il vient C(C —1) < 0, soit C < 1. Comme V est positif et que I'on prend les points j et
j — 1, on dit que la dérivée spatiale est prise « au vent» ou upwind. Si on avait choisi de

prendre les points j et j + 1, nous aurions eu :

U;?“—U'.l u"  —u”

= Liv ’“Ax R (11.194)
et:
U"+1 =CU%,, +(1+Q)U7 (11.195)

et par conséquent le module d’amplification :
g=1+4+C(1+4cos0)+iCsin0 (11.196)
est toujours de module supérieur a 1.
Si V est négatif, on choisira la discrétisation suivante :
urtt-uy Uy, -ur
j

J j+1 n+l _ n n
AL +V Ax —0 et U CU]+1+(1+C)U]- (11.197)

ou C est négatif. On montre facilement que dans ce cas, le schéma est stable si |C| < 1.

Calculons l'erreur de troncature dans le cas ou V est positif avec un schéma upwind :

U7+1—U" U’ — anl u u

X +vax =5, TV +ET (11.198)
avec :
E.T.:ﬂu”—\EuxerA—tzuerszum (11.199)
2 2 3! 3!

et on montre que le schéma est consistant et d’ordre (A¢,Ax). Comme dans le para-

graphe précédent; on peut remplacer u,, par V2u,, et écrire le résultat précédent sous

la forme :
ET (VZAt VAx) +At2 +VAx2
A= 77— | Uxx Urrr Uxxx
2 2 3 3 (11.200)
VAx At? Ax?
—(C l)uxx+ 3 uttt‘l‘VTuxxx

et le coefficient de diffusion numérique est a’ = (1 — C)VAx/2 qui est positif si C < 1.

Schéma de Lax-Wendroff

Dans ce schéma, on se fixe la valeur de la diffusion numérique de facon a ce que le coeffi-
cient de la dérivée seconde en espace soit identiquement nul dans I’erreur de troncature,
un fois la dérivée seconde en temps remplacée par son expression en fonction de la dé-

rivée spatiale. Ce schéma s’écrit sous la forme suivante :

+1
Ut -up UL, UL vear Uf, - 207 + U7

TR VA il | =0 (11.201)
At 2Ax 2 Ax?
soit sous la forme adimensionnelle :
C(1+C C(1-C
Uit = c1+0) 5 ) L +1-C)Uf - guﬁl (11.202)
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avec af =—-C(1-0)/2, ajc. =1-C%et a; = C(1 + C)/2. Le coefficient d’amplification

s’écrit :
g=1-C?*1-cos0)—iCsin® (11.203)

ce qui conduit a la condition C < 1.

On vérifie que l'erreur de troncature est de la forme :

_Atﬁzu V2AL 0%2u  At?203u  VAx?03u

ET.=— - +— + +0(AF, AX® 11.204
2 0t? 2 0x? 6 0t 6 Jx3 ( ) ( )
en remplacant ‘22—;2‘ par\ﬂg% et f;—t‘.j par —\/3‘237‘3‘, il vient :
VAx? V3Ar2\ d3u VAx? 23u
ET.= - +0(AL3, Ax®) = (1-C*)—=—=+0(Ar3,Ax®) (11.205)
6 6 ox3 6 ox3

Coordonnées cylindriques ou sphériques

On considere maintenant une équation aux dérivées partielles du second ordre de type
parabolique ot les deux variables sont le temps ¢ et une dimension d’espace r (coordon-
nées cylindriques ou sphériques). Soit u(r, t) cette fonction et I'opérateur différentiel .£

qui est défini par :

u u o%u u
Lu)=——+V——a

11.206
at ar ( )

avec:

— m =1 en coordonnées cylindriques;

— m =2 en coordonnées sphériques.
ol on suppose que V et a sont des constantes ou des fonctions du temps ¢ et de la
variable d’espace r. Les équations (11.207) et (11.208) correspondent en fait a des pro-
blémes possédant une symétrie. Le probleme majeur est que ces équations dégénerent
enr=0:

u u o%u

.%(u)=E+VE—a(l+m)ﬁ

Soit a résoudre le probleme suivant :

(11.207)

ZL(u)=0pourt>0etre(r,1pl
u(0, ) donné : condition initiale (11.208)
r=r, etr =r, en fonction du temps : conditions limites
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