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INTRODUCTION A LA THEORIE CLASSIQUE DES INVARIANTS

G�erard Schi�mann

Introduction�

Prenons comme corps de base le corps des nombres complexes� On consid�ere un

groupe �classique� G� Le groupe G est donc soit un groupe lin�eaire� soit un groupe

orthogonal� soit un groupe symplectique� Dans tous les cas il est d�e�ni comme

un sous	groupe du groupe de tous les automorphismes d
un espace vectoriel V de

dimension �nie � soit V � le dual de V �

Soient p et q deux entiers positifs ou nuls et

W � V �p�V ��q


pour les groupes orthogonaux et symplectiques� on peut prendre q � � �� On

consid�ere l
alg�ebre des fonctions polynomiales sur W � invariantes sous l
action

de G� Le premier th�eor�eme fondamental d�ecrit un syst�eme de g�en�erateurs de

cette alg�ebre et le deuxi�eme th�eor�eme fondamental d�ecrit les relations entre ces

g�en�erateurs�

D
autre part� en d�ecomposant l
action deG dans l
alg�ebre tensorielle T 
V � de V � on

obtient 
plus ou moins� toutes les repr�esentations irr�eductibles de dimension �nie

de G� Pour chaque groupe classique� le livre de Weyl �W� contient la classi�cation

de ces repr�esentations ainsi que le calcul de leurs caract�eres� Il contient bien

d
autres choses� � �

Malheureusement ce livre a la r�eputation� probablement justi��ee� d
�etre tr�es

di�cile �a lire� Il est possible aujourd
hui de pr�esenter les choses un peu plus

simplement et c
est ce que nous avons essayer de faire� On a quand m�eme suivi

l
approche g�en�erale de Schur et de Weyl� Les repr�esentations du groupe lin�eaire

sont param�etr�ees par celles des groupes sym�etriques � autrement dit la construction

de ces repr�esentations et les th�eor�emes fondamentaux sont trait�es simultan�ement�

Il y a une autre approche� d
ailleurs connue de Weyl� qui consiste �a construire les

repr�esentations des groupes lin�eaires� et plus g�en�eralement des groupes r�eductifs�

�a l
aide de la th�eorie des poids dominants et �a appliquer ceci �a la th�eorie des

invariants� Ces id�ees sont introduites �a la �n du chapitre �� On se reportera �a �H�

ainsi qu
�a �F�H� pour un d�eveloppement syst�ematique de ce point de vue�

Le premier chapitre est purement combinatoire� Apr�es avoir construit les

repr�esentations du groupe sym�etrique� nous avons emprunt�e �a I�G� Macdonald�

�Mac� sa pr�esentation de la th�eorie des fonctions sym�etriques ainsi que le calcul

des caract�eres du groupe sym�etrique�

Le deuxi�eme chapitre traite le cas du groupe lin�eaire� Nous avons donn�e en d�etail



�

la construction des repr�esentations� et la th�eorie des poids dominants� Comme

l
a montr�e R�Howe dans �H� il est possible d
obtenir tr�es simplement les deux

th�eor�emes fondamentaux en raisonnant directement sur les vecteurs dominants


une remarque cl�e est que les repr�esentations qui interviennent sont de multiplicit�e

��� Nous pr�esentons �a la �n du chapitre sa d�emonstration des deux th�eor�emes

fondamentaux�

Le troisi�eme chapitre est consacr�e aux groupes orthogonaux et symplectiques� Nous

avons simplement d�emontr�e les deux th�eor�emes fondamentaux� Pour le premier

th�eor�eme nous avons utilis�e la m�ethode de �A�B�P� et� pour le deuxi�eme� nous

avons suivi �H�� A ce stade il aurait �et�e facile de construire les repr�esentations et

de calculer leurs caract�eres

En�n en appendice on a rassembl�e� les quelques r�esultats de th�eorie g�en�erale des

repr�esentations dont nous avons besoin�

Ce texte est une simple introduction �a la th�eorie et n
a pas la pr�etention d
apporter

du neuf� Bien au contraire nous avons puis�e sans mesure dans �Mac� et dans �H��

Le lecteur voulant aller plus loin pourra� outre ces deux r�ef�erences� faire son pro�t

de �F�H�� Nous nous sommes limit�es �a la caract�eristique �� Les r�ef�erences �C�P�

et �P� traitent le cas g�en�eral�
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Chapitre � 	 REPR�ESENTATIONS DU GROUPE SYM�ETRIQUE

Les deux premiers x de ce chapitre pr�esentent la classi�cation des repr�esentations�

complexes� irr�eductibles du groupe sym�etrique� �a l
aide des tableaux de Young�

Ceci utilise les r�esultats �el�ementaires sur les repr�esentations induites�

La seconde partie explicite le calcul des caract�eres du groupe sym�etrique� La

m�ethode suivie est celle de Frobenius� L
expos�e qu
en donne H�Weyl n
est gu�ere

facile �a suivre� aussi avons nous choisi de suivre I�G�Macdonald� pratiquement

sans modi�cation �Mac�� Notons quand m�eme que sur le fond tout ceci remonte �a

Frobenius et �a Schur� que les d�emonstrations �modernes� ne di��erent que dans leur

forme de celles qu
on trouve dans leurs articles� Il y a une autre approche possible�

qu
on peut sans risque attribuer �a H�Weyl qui consiste �a �etudier en premier les

repr�esentations 
de dimension �nie� de GLn� et ensuite� via les th�eor�emes de

la th�eorie des invariants d
en d�eduire les r�esultats sur le groupe sym�etrique� Ceci

permet en particulier d
�eviter la partie la plus technique du calcul de Frobenius� � ��a

condition de connaitre unminumumsur la th�eorie des repr�esentations de dimension

�nie des alg�ebres et groupes de Lie semi	simples�

x � Le groupe sym�etrique� � Soit n un entier strictement positif� Le groupe

sym�etrique Sn est le groupe des permutations de l
ensemble �n � f�� �� � � � � ng�

Le support de ��Sn est l
ensemble des i tels que �
i���i� La seule permutation

de support vide est l
identit�e� Une transposition est une permutation dont le

support a exactement deux �el�ements� Une permutation circulaire ou cycle est une

permutation dont le support est non vide et peut s
�ecrire

supp
�� � fi�� � � � � i�g

avec

�
i�� � i�� �
i�� � i�� � � � � �
i���� � i�� �
i�� � i�

Proposition ���

��Toute permutation se d�ecompose de mani�ere unique en un produit de permutations

circulaires dont les supports sont disjoints�

�� Toute permutation se d�ecompose en un produit de transpositions�

C
est �el�ementaire et bien connu� Dans la suite on parle de la d�ecomposition

en produit de cycles d
une permutation il s
agira toujours de la d�ecomposition

canonique ci	dessus� Soit � une permutation et soit H le sous	groupe de Sn
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engendr�e par �� Le groupe H op�ere dans �n ce qui fournit une partition de �n

suivant les orbites de H� Les orbites ayant plus d
un �el�ement correspondent �a la

d�ecomposition en cycles de �� les orbites r�eduites �a un �el�ement sont les points �xes

de �� Ordonnons les cardinaux de ces orbites �

������ � � ���r��

On a n �
P

�j donc on a obtenu une partition de n�

Proposition ��
� � Pour que deux permutations soient conjugu�ees par

automorphismes int�erieurs� il faut et il su�t que leurs d�ecompositions en produit

de cycles donnent la m�eme partition�

C
est bien connu et d
ailleurs �evident�

Les classes de conjugaison par automorphismes int�erieurs dans Sn sont donc

canoniquement en bijection avec les partitions de n� Dans la suite nous adopterons

pour les partitions les conventions de I�G�Macdonald� Une partition � est donc une

suite d�ecroissante d
entiers positifs ou nuls

������ � � ���r� � � �

La suite peut	�etre in�nie mais pour r assez grand �r � �� On ne distingue pas

entre deux suites qui ne di��erent que par un nombre plus ou moins grand de z�eros�

La longueur �
�� de la partition est le nombre de �i non nuls et son poids j�j est

la somme des �i� Une partition de n est une partition de poids n� On note Pn
l
ensemble des partitions de n et P l
ensemble de toutes les partitions�

A toute partition � on associe un diagramme de Ferrers� C
est l
ensemble de tous

les couples 
i� j� avec ��i��
�� et ��j��i� Chacun de ces couples est en fait

repr�esent�e par une case� La premi�ere ligne de cases contient �� cases� la deuxi�eme

�� � � �Par exemple 
avec n � �� �

La terminologie �diagramme de Ferrers� est celle de l
orthodoxie combinatoire� On

les appelle aussi souvent �diagramme de Young� mais il faut alors bien distinguer

d
avec les �tableaux de Young� d�e�nis plus loin�

En�n rappelons que toute permutation � a une signature �
�� qui vaut �� et qui

est d�e�nie par exemple par

�
�� �
Y

��i�j�n

�
i� � �
j�

i � j

La signature est un homomorphisme de Sn dans le groupe multiplicatif f�����g�
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x 
 Construction des repr�esentations� � A toute partition de n�� on vient

d
associer un diagramme de Ferrers� Ce diagramme a n cases� Soit � une

permutation de �n� On remplit les cases du diagramme en commen�cant par

la premi�ere ligne� de gauche �a droite� puis la deuxi�eme ligne� toujours de gauche �a

droite� � � � et en inscrivant les entiers de � �a n pris dans l
ordre � 
��� � 
��� � � � � � 
n��

Par exemple si on part du diagramme

associ�e �a la partition ������� de n � �� et si on prend

� �

�
� � � � � � � �  �� ��

� � �� � � � �� �  � �

�
on obtient

� � �� �

� � ��

�  �

�

Un couple form�e d
une partition d
un entier n et d
une permutation de �n est

appel�e un tableau de Young � pratiquement un tableau de Young est un �tableau�

analogue �a celui qu
on vient de construire� Pour un diagramme donn�e� il y a donc

n! tableaux de Young�

Soit T est un tableau de Young� pour un entier n donn�e� Tout entier i compris

entre � et n apparait exactement une fois dans T � On notera �T 
i� le num�ero de

la ligne o�u se trouve i 
on compte �a partir du haut� et cT 
i� le num�ero de la

colonne 
on compte �a partir de la gauche�� Dans l
exemple ci	dessus on a donc

�T 
��� � � et cT 
��� � �� Notons que ceci fournit deux partitions de �n� suivant

les lignes ou suivant les colonnes� On note P 
T � le sous	groupe des permutations

��Sn qui laissent invariante la fonction �T � Autrement dit �T 
�
i�� � �T 
i� � la

permutation � ne m�elange pas les lignes� De m�eme on note Q
T � le sous	groupe

des permutations qui laissent cT invariantes c
est	�a	dire qui ne m�elangent pas les

colonnes�

le groupe Sn op�ere sur les tableaux de Young� �a n cases� de la mani�ere suivante� Si

T est un tableau �a n cases et ��Sn� le tableau �
T � est celui obtenu en rempla�cant

dans T l
entier i par l
entier �
i��
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Lemme 
��� � On a

P
�
�
T �

�
� �P 
T ����� Q

�
�
T �

�
� �Q
T ����

En e�et si p�P 
T �� alors pour tout i on a �T 
i� � �T 
p
i��� D
autre part� par

d�e�nition de �
T �� on a� aussi pour tout i� que ���T �
�
i�� � �T 
i�� En combinant

ces deux relations on obtient

���T �
�p
i�� � ���T �
�
i��

et en rempla�cant i par ���
i� on voit que �p����P 
�
T ��� On a donc

�P 
T ����	P 
�
T ��� Ceci reste vrai si on remplace T par ���
T � donc

�P 
���
T ����� � P 
T � et on peut encore changer � en ��� ce qui donne

�P 
T ����
P 
�
T �� d
o�u l
�egalit�e� La deuxi�eme partie s
�etablit de m�eme�

Lemme 
�
� � L�intersection des sous	groupes P 
T � et Q
T � est r�eduite �a

l��el�ement neutre� Une permutation � se d�ecompose d�au plus une mani�ere sous

la forme � � pq avec p�P 
T � et q�Q
T �� Une telle d�ecomposition existe si et

seulement si pour tout couple 
i� j� avec i��j et �T 
i� � �T 
j� on a c��T �
i���c��T �
j�

En e�et si une permutation ��P 
T ��Q
T � alors pour tout i on a �T 
i� � �T 
�
i��

et cT 
i� � cT 
�
i�� donc i et �
i� sont dans la m�eme case de T ce qui signi�e qu
ils

sont �egaux�

Une permutation � quelconque s
�ecrit donc d
au plus une mani�ere sous la forme

pq� Supposons que � � pq donc ��� � q��p��� Soient i et j deux entiers distincts

�gurant sur la m�eme ligne de T � Les entiers p��
i� et p��
j� sont distincts et sur

la m�eme ligne de T que i et j� Ils appartiennent donc �a des colonnes di��erentes

de T � Mais q�� conserve les colonnes de T donc ���
i� et ���
j� apparaissent sur

des colonnes distinctes de T � En sens inverse supposons la condition de l
�enonc�e

satisfaite� Notons T "a� b# l
entier i tel que �T 
i� � a et cT 
b� � b autrement dit

celui qui �gure dans la case de coordonn�ees 
a� b�� D�e�nissons la permutation q par

q
j� � T "�T 
�
j�� cT 
j�#

Si j et j� appartiennent �a la m�eme colonne de T � alors �
j� et �
j�� n
appartiennent

pas �a la m�eme ligne de sorte que q est bien une permutation � comme elle conserve

les colonnes de T on a q�Q
T �� Par d�e�nition q
j� et �
j� appartiennent �a la m�eme

ligne de T donc p � q����P 
T ��

On utilisera le Lemme pr�ec�edent comme suit � si �	�P 
T �Q
T � alors il existe

i et j appartenant �a la m�eme ligne de T � distincts et appartenant �a la

m�eme colonne de �
T �� Soit alors � la transposition qui �echange i et j� On a

��P 
T ��Q
�
T �� � P 
T ���Q
T ���� �

On peut maintenant commencer la construction des repr�esentations irr�eductibles

de Sn� On �xe un tableau de Young T � Soit �P �T � la repr�esentation triviale de

P 
T � et �
Q�T �

la restriction �a Q
T � de la signature � c
est une repr�esentation de

dimension ��
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Proposition 
��� � On a

dim

�
Hom

Sn

�
IndSn

P �T �
�P �T ��� Ind
Sn

Q�T �
�Q�T ��
��

� �

En e�et d
apr�es le Th�eor�eme �	� de l
Appendice� on doit pour chaque double

classe P 
T ��Q
T � consid�erer le sous	groupe P 
T ���Q
T ����� Dans notre cas les

deux repr�esentations de ce sous	groupe qui interviennent sont la repr�esentation

triviale et la restriction de la signature� Pour qu
il existe un entrelacement il

faut et il su�t que tout �el�ement du sous	groupe soit de signature �� Or on vient

de voir que si la double classe n
est pas P 
T �Q
T �� le sous	groupe contient une

transposition qui est de signature ��� La seule double classe qui contribue est

donc P 
T �Q
T �� le sous	groupe est alors r�eduit �a l
�el�ement neutre et l
espace des

op�erateurs d
entrelacement est bien de dimension ��

Il existe donc une unique classe 
 � 

T � de repr�esentations irr�eductibles de

Sn qui intervient �a la fois dans la d�ecomposition de IndSn

P �T �

�P �T �� et dans celle

de IndSn

Q�T �
�Q�T �� et de plus elle intervient dans chacune d
entre elles avec la

multiplicit�e ��

On peut pr�eciser� Rappelons qu
on note C"Sn# l
alg�ebre 
de convolution� des

applications de Sn dans C� Pour toute permutation a� la mesure �a� masse �� au

point a s
identi�e �a la fonction ea qui vaut n! en a et � ailleurs�

L
op�erateur d
entrelacement U

U � IndSn

P �T �

�
P �T �

�� IndSn

Q�T �
�Q�T ��

est unique �a la multiplication par un scalaire pr�es� On l
obtient comme suit� Soit

L la fonction sur G d�e�nie par

L
x� �

�
� si x	�P 
T �Q
T �

�
q� si x � pq

Toujours �a un facteur constant pr�es� L est l
unique fonction qui est invariante �a

gauche par P 
T � et qui se tranforme �a droite suivant le caract�ere signature de

Q
T �� Pour toute classe �a gauche P 
T �s soit �s la fonction qui vaut � sur cette

classe et � ailleurs� On a

U
�s�
�� � L
s����

Pour la suite il est pr�ef�erable d
introduire la fonction

eT �
X
p�q

�
q�eqp

Avec un peu de soin on v�eri�e que

U
�� � e
T

 �



�

La fonction eT est cette fois invariante �a droite par P 
T � et se transforme �a gauche

suivant le caract�ere signature de Q
T �� Notons que

eT �

�X
q

�
q�eq

�



�X
p

ep

�

et aussi que �X
p

ep

�



�X
p

ep

�
� $
P 
T �

�X
p

ep

�

La fonction U
�� est d�e�nie pour toute �� invariante �a gauche par P 
T � ou

pas� Ainsi prolong�e� et �a des facteurs constants pr�es� l
op�erateur U s
obtient en

composant la projection sur le sous	espace des fonctions invariantes �a gauche par

P 
T � avec la projection sur le sous	espace des fonctions qui se transforment suivant

le caract�ere signature de Q
T �� L
image de U est un sous	espace invariant minimal

pour Sn op�erant par translations �a droite et ceci fournit un mod�ele pour 

T ��

On a e
T

e

T
� 
e

T
car ce produit de convolution se transforme comme e

T
donc doit

lui �etre proportionnel� En consid�erant U comme d�e�ni sur C"Sn# cela signi�e que

U� � 
U � En particulier la trace de U est �egale au produit de son rang par 
 donc

Tr
U� � 
dim 

T �� D
autre part� en utilisant la base eb� b�Sn deC"Sn#� on voit

imm�ediatement que l
op�erateur de convolution par e
T
a pour trace e

T

�� � n!� On

a donc la �

Proposition 
��� � On a

eT 
 eT �
n!

dim 

T �
eT

Classiquement on dit que e
T
est un sym�etriseur de Young � cette terminologie sera

justi��ee dans un chapitre ult�erieur� Il r�esulte du calcul pr�ec�edent que e
T
	
 est un

idempotent � c
est donc un idempotent minimal�

Il nous faut maintenant faire varier le tableau de Young T �

Th�eor
eme 
��� � Etant donn�es deux tableaux de Young T et T �� ayant chacun

n cases� pour que 

T � � 

T ��� il faut et il su�t que T et T � aient le m�eme

diagramme de Ferrers� De plus toute classe de repr�esentations irr�eductibles de Sn

est associ�e �a un 
unique� diagramme de Ferrers�

Pour la deuxi�eme partie� il su�t de noter que cSn a autant d
�el�ements qu
il y a de

classes de conjugaison par automorphismes int�erieurs dans Sn� Or ces classes sont

param�etr�ees par les partitions de n et il en est de m�eme des diagrammes de Ferrers�

Il su�t donc de montrer que l
application est injective ce qui est cons�equence de la

premi�ere partie du th�eor�eme� Pour �etablir cette derni�ere� on a besoin d
un nouveau

Lemme�



�

Soient

������ � � � � �r� � � � � �����
�
�� � � ���r� � � �

deux partitions de m�eme poids n� On note ���� si

����
�
�� �� � ����

�
� � ���� �� � �� � ����

�
� � ��� � ���� � � �

C
est une relation d
ordre mais elle n
est pas totale� Par extension on note T�T �

pour des diagrammes de Ferrers ou des tableaux de Young associ�es aux partitions

� et ��� Dans la terminologie classique on dit que � domine ���

Pour simpli�er on dit d�esormais qu
un tableau de Young est de forme � si cette

derni�ere est la partition correspondant au diagramme de Ferrers sous	jacent au

tableau�

Lemme 
��� � Soient � et 
 deux partitions de m�eme poids n� Consid�erons les

trois conditions suivantes �

�� La partition 
 domine la partition ��

�� Il existe un tableau de Young T de forme � et un tableau de Young U de

forme 
� tels que si i et j sont deux entiers distincts appartenant �a la m�eme ligne

de T � alors ils appartiennent �a des colonnes di
�erentes de U �

�� Il existe un tableau de Young T de forme � et un tableau de Young U de

forme 
� tels que le groupe P 
T ��Q
U� soit r�eduit �a l��el�ement neutre�

La condition �� implique la condition �� qui implique elle	m�eme la condition ��

�� implique �� En e�et prenons T et U comme dans ��� Si une permutation

� ��Id appartient �a P 
T ��Q
U� alors chacun de ses cycles appartient aussi �a

cette intersection� Soit c l
un de ces cycles � on peut le d�ecomposer en un produit

de transpositions entre �el�ements de son support� Chacune de ces transpositions

appartient �a P 
T ��Q
U�� Soit � l
une d
entre elles qui �echange i et j� Les �el�ements

i et j appartiennent �a la m�eme colonne de U et �a la m�eme ligne de T ce qui est

contraire �a ��� Par suite P 
T ��Q
T � est r�eduit �a l
�el�ement neutre�

�� implique ��� En e�et si P 
T ��Q
U� est r�eduit �a l
�el�ement neutre et si i et j

sont distincts et appartiennent �a la m�eme colonne de T � alors la transposition �

qui �echange i et j appartient �a P 
T � donc n
appartient pas �a Q
T � ce qui signi�e

que i et j n
appartiennent pas �a la m�eme colonne de U �

En�n prouvons que �� implique ��� Quitte �a appliquer une permutation convenable�

on peut supposer que dans le tableau T les entiers apparaissent dans l
ordre naturel

en commen�cant comme d
habitude en haut et �a gauche et on peut aussi supposer

que dans le tableau U � les colonnes sont strictement d�ecroissantes� du haut vers le

bas� Consid�erons les entiers contenus les i premi�eres lignes de T � ce sont les entiers

de � �a ��� � � �� �i� Examinons leurs emplacements dans U � Dans chaque colonne�

on les trouve �a partir du haut sans qu
aucune case ne soit saut�ee 
sinon la case

saut�ee contiendrait un entier strictement plus grand�� D
autre part il y en a au



	


plus i par colonne� Finalement on a �cas�e� les �� � � � �� �i premiers entiers dans

les i premi�eres lignes de U ce qui impose 
� � � � �� 
i��� � � � �� �i�

La d�emonstration a donn�e un peu plus� Si un groupe de la forme P 
T ��Q
U�

est un sous	groupe du groupe altern�e 
 permutations paires� alors il est r�eduit �a

l
�el�ement neutre � dans le cas contraire il contient des transpositions�

Revenons �a la d�emonstration du Th�eor�eme� Supposons qu
on ait deux tableaux T

et T � avec le m�eme diagramme sous	jacent� Il existe donc une permutation � telle

que �
T � � T �� D
apr�es le Lemme �	�� on a P 
T �� � �P 
T ���� et de m�eme pour

Q
T ��� Il en r�esulte que

eT � � �� 
 eT 
 ����

Si on pose S
�� � �� 
 �� alors

eT � 
 S
�� � S
eT 
 ��

Par suite S est une application lin�eaire de e
T

C"Sn# dans eT � 
C"Sn#� Elle est

inversible� son inverse �etant la convolution �a gauche par ���� � De plus S commute

aux translations �a droite � on a ainsi construit une �equivalence entre un mod�ele de



T � et un mod�ele de 

T ���

L
implication en sens contraire est plus d�elicate� En fait on va faire mieux�

Proposition 
��� � Si T ne domine pas T � alors

Hom
Sn

�
IndSn

P �T ��
�P �T ���� Ind
Sn

Q�T �
�Q�T ��

�
� 
��

D�emontrons la Proposition� Consid�erons une double classe P 
T ���Q
T � Elle

fournit un entrelacement si et seulement si le sous	groupe P 
T ����Q
T ���� �

P 
T ���Q
�
T �� est contenu dans le groupe altern�e donc est r�eduit �a l
�el�ement

neutre� D
apr�es le Lemme ceci implique que �
T � domine T � donc puisque la

relation de domination ne d�epend que de la forme du tableau on aurait T�T ��

On peut en�n �nir la d�emonstration du Th�eor�eme� Si 

T � et 

T �� sont �egales�

alors� d
apr�es la Proposition pr�ec�edente on a T�T � et aussi T ��T donc les tableaux

ont m�eme forme�

Comme la classe 

T � ne d�epend que de la partition � correspondant �a la forme de

T c
est	�a	dire au diagramme de Ferrers� on la note d�esormais 

���

Corollaire 
��� � Soit T un tableau de forme ��

IndSn

P �T �
�P �T �� � 

��
M
���

m���


�

Les m��� sont les multiplicit�es � ce sont des entiers positifs ou nuls�

L
�etape suivante est de calculer les caract�eres de ces repr�esentations 

��� C
est

un probl�eme combinatoire non trivial et� avant de l
aborder� on va au moins

partiellement� pr�esenter la th�eorie des fonctions sym�etriques�



		

x � Les fonctions sym�etriques� � La r�ef�erence de base est le livre de

I�G�Macdonald �Mac�� En fait ce x est enti�erement extrait du chapitre� de ce

livre auquel on renvoie pour les d�etails�

Soient n�� entier et n ind�etermin�ees x�� � � � � xn� On consid�ere l
anneau

Z"x�� � � � � xn# des polyn�omes �a coe�cients dans Z� Le groupe sym�etrique Sn

op�ere dans cet anneau � on pose �
xi� � x��i� pour toute permutation �� Le

sous	anneau des polyn�ome invariants est not�e

%n � Z"x�� � � � � xn#
Sn

C
est un anneau gradu�e � on note %kn le sous	espace des polyn�omes invariants

homog�enes de degr�e k� Comme il est usuel on parlera de polyn�omes sym�etriques

en les n variables x�� � � � � xn�

Le jeu consiste �a introduire une demi	douzaine de bases plus ou moins classiques de

l
espace des polyn�omes sym�etriques� puis �a d�eterminer les matrices de changements

de base�

La base la plus naturelle est celle obtenue en sym�etrisant les mon�omes� Soit � �


��� � � � � �n� un multientier � posons x	 � x	�� � � � x	nn � Soit � � 
��� ��� � � � � �n� � � ��

une partition de longueur au plus n� On pose

m
�
�
X
�

x�

o�u la sommation est �etendue �a l
ensemble des multientiers 
 d�eduit de � par une

permutation des coordonn�ees� Par exemple si n � � et � � 
�� �� �� �� � � �� alors

m� � x��x� � x��x� � x��x� � x��x� � x��x� � x��x�

Si n � � et � � 
�� �� �� �� � � �� alors

m� � x�x�x�


 et non pas � fois le triple produit� � � �� Comme le note Macdonald� le nombre

de variables a moins d
importance qu
il n
y parait� Si on consid�ere les polyn�omes

sym�etriques homog�enes de degr�e �� alors si n � �� la dimension est � avec comme

base x�� mais si n�� alors la dimension est � avec comme base 

P

i�j xixj �
P

x�i ��

Autrement dit la dimension est stable pour n���

D
une mani�ere g�en�erale� pour k quelconque et m�n� on a une application lin�eaire

surjective

�km�n � %km � %kn

obtenue en sp�ecialisant xn�� � � � � � xm � �� Si la partition � est de longueur

au plus n� alors le polyn�ome m� construit avec m variables se sp�ecialise en le



	�

polyn�ome m� construit avec n variables et si la longueur de � v�eri�e n � �
���m

alors m� donne �� Comme on regarde des polyn�omes homog�enes de degr�e k� on

doit prendre � de poids j�j � k donc de longueur au plus k� La conclusion est que

pour n�k� l
application �km�n est bijective et on peut consid�erer que %kn ne d�epend

pas de n� Formellement on appelle %k la limite projective du syst�eme 
%kn� �
k
m�n��

On a donc des applications lin�eaires

�kn � %k � %kn

qui sont bijectives pour n�k� Ceci conduit �a introduire

% �
M
k��

%k� �n �
M
k��

�kn

La structure d
anneau gradu�e de %n donne une structure d
anneau gradu�e sur

%� Ce dernier est l
anneau des fonctions sym�etriques� �a coe�cients entiers� Bien

entendu on peut remplacer Z par Q ou C � on note alors %
Q

ou %
C

l
anneau des

fonctions sym�etriques�

Les fonctions sym�etriques �el�ementaires er sont d�e�nies par

er �
X

i��i������ir

xi�xi� � � � xir

Ce sont des cas particuliers des m�� obtenus en prenant � � 
�� �� � � � �� � � � ��� On

doit prendre n�r mais ce souci disparait si on se place dans %� Avec n variables�

on a

En
T � �
nX
�

erT
r �

nY
�


� � xiT �

et �a la limite

E
T � �
��X
�

erT
r �

��Y
�


� � xiT �

Pour toute partition � � 
��� ��� � � ��� �n pose

e� � e��e�� � � �

Si on veut travailler avec n variables� on consid�ere les partitions telles que ���n�

Soit � une partition quelconque et consid�erons son diagramme de Ferrers� On

appelle partition conjugu�e de � et on note �� la partition obtenue en permutant les

lignes et les colonnes du diagramme� Autrement dit ��� est le nombre de cases de la

premi�ere colonne du diagramme de �� puis ��� le nombre de cases de la deuxi�eme

colonne� � �



	�

Proposition ���� � Il existe des entiers a����� tels que

e�� � m� �
X
���

m�

La d�emonstration est laiss�ee en exercice�

La formule pr�ec�edente donne donc la d�ecomposition des e� suivant la base de m��

Relativement �a la relation de dominance� la matrice qui intervient est triangulaire

avec des � dans la diagonale� C
est une situation typique dont on verra d
autre

exemples�

Bien que l
ordre ne soit pas total� le fait que la matrice soit triangulaire avec des �

dans la diagonale implique qu
elle est inversible� Une mani�ere simple de le voir est

de proc�eder par r�ecurrence sur le poids j�j d
une partition en notant que si 
 � �

alors j
j � j�j� On prouve par r�ecurrence sur le poids que

m�� � e� �
X
���

b���e�� b����Z

Comme les e
�
sont les monomes en les er on obtient le r�esultat bien connu suivant �

Corollaire ��
� � Les fonctions sym�etriques �el�ementaires sont alg�ebriquement

ind�ependantes sur Z et

% � Z"e�� e�� � � �#

dans cet �enonc�e on peut remplacer Z par Q ou C�

La fonction sym�etrique er est homog�ene de degr�e r� Il y a un autre choix possible

les fonctions �sym�etriques compl�etes�

hr �
X
j�j�r

m�

par exemple

h� � �� h� �
X

xi� h� �
X

x�i �
X
i�j

xixj

Il n
est pas di�cile de passer des er aux hr� En e�et la fonction g�en�eratrice des hr
est

H
T � �
��X
�

hrT
r �

��Y
�


�� xiT �
��

On a donc H
T �E
�T � � � ce qui en d�eveloppant fournit la relation

nX
r��


���rerhn�r� n��



	�

Soit � l
homomorphisme d
anneaux gradu�es de % dans lui	m�eme d�e�ni par

�
er� � hr� La relation de r�ecurrence ci	dessus �etant sym�etrique en les e et

les h� si on lui applique �� on conclut que �
hr� � er � D
o�u

Proposition ���� � L�homomorphisme � est un automorphisme involutif de %�

En particulier les hr sont alg�ebriquement ind�ependants et % � Z"h�� h�� � � �#

Soit� pour r��

pr �
X

xri

D�e�nissons la s�erie g�en�eratrice par

P 
T � �
X
r��

prT
r��

On v�eri�e de suite que

P 
T � �
H �
T �

H
T �
�

E�
�T �

E
�T �

ce qui donne

hn �
�

n

nX
�

prhn�r

en �
�

n

nX
�


���r��pren�r

Ce sont les formules de Newton qui permettent d
exprimer les sommes de puissances

en fonction des fonctions sym�etriques �el�ementaires et inversement� De tout ceci on

conclut �

Proposition ���� � Les pr sont alg�ebriquement ind�ependants sur Q et

%
Q
� %�

Z
Q � Q"p�� p�� � � �#

De plus

�
pn� � 
���n��pn

Comme pr�evu� pour toute partition �� on pose

p� � p��p�� � � �

en se limitant aux �i � � ou en convenant que p� � �� Les p
�
forment une base de

%Q�



	�

En�n pour la suite les fonctions sym�etriques les plus importantes sont les fonctions

de Schur� La signature d
une permutation � est not�ee �
���

Pla�cons nous dans %n� L
application

f ��
X
�	Sn

�
���
f�

est un projecteur sur le sous	espace des fonctions antisym�etriques� En particulier�

pour tout multientier � � 
��� � � � � �n��posons

a	 �
X
Sn

�
���
x	�

Si les �i ne sont pas tous distincts on obtient � de sorte qu
on peut supposer que

�� � �� � � � � � �n� Comme la suite le prouve abondamment� il convient de poser

� � 
n � �� n � �� � � � � �� �� puis � � � � � o�u � est une partition de longueur au

plus n� On a ainsi

a��
 �
X

�
���
x��
 � � Det
�
x
�j�n�j
i

�
Ce polyn�ome est� pour i � j divisible par xi � xj 
utiliser l
anti	invariance par la

transposition qui �echange i et j �� donc� ces polyn�omes �etant premiers entre eux�

par le produit Y
i�j


xi � xj �

mais ce dernier est un �d�eterminant de Vandermonde�Y
i�j


xi � xj � � Det
xji � � a


Il r�esulte des consid�erations pr�ec�edentes que tout polyn�ome antisym�etrique

s
obtient en multipliant par a
 un polyn�ome sym�etrique� Or les polyn�omes a��
�

avec � une partition de longueur au plus n forment une base de l
espace des

polyn�omes antisym�etriques donc les polyn�omes

s� �
a��

a


forment une base de %n� Ce sont ces polyn�omes s� qu
on appelle polyn�omes de

Schur�

Le passage �a la limite inductive est sans probl�emes � si �
���n� si on construit s�
avec m�n variables et si on sp�ecialise sur � les variables xn��� � � � � xm alors on



	�

obtient bien le s� construit avec n variables� L
ensemble des s� pour toutes les

partitions est donc une base� sur Z� de %�

On montrera au x suivant que

�
s�� � s��

Si on pose f� � �
m�� on a �nalement � bases de % 
dont une sur Q �� �a savoir

m� e� h� p� s� f � chacune ind�ex�ee par les partitions� On doit donc calculer �� matrices

de changements de base ! Ces calculs sont faits dans le livre de Macdonald� Ils ne

sont d
ailleurs pas tr�es compliqu�es� On y reviendra au x suivant�

Un point crucial et moins �el�ementaire est l
existence d
un produit scalaire

raisonnable sur %� on a besoin d
un r�esultat pr�eliminaire�

Donnons nous deux s�eries d
ind�etermin�ees x�� x�� � � � et y�� y�� � � �� On peut donc

consid�erer m�
x� � m�
y� � � ��

Lemme ���� � on a Y
i�j


�� xiyj �
�� �

X
�

z��� p�
x�p�
y�

�
X
�

h�
x�m�
y�

�
X
�

m�
x�h�
y�

�
X
�

s�
x�s�
y�

Ces identit�es sont quelquefois appel�ees identit�es de Cauchy� Le nombre z� est le

suivant� Pour tout entier r soit ur le nombre de j tels que �j � r� Alors

z� �
Y

rurur!

La d�emonstration sera donn�ee au x suivant�

Il existe un unique forme bilin�eaire h� i sur % tel que

hh��m�i � ����

Elle est non d�eg�en�er�ee et sym�etrique� Si u et v sont deux �el�ements de % alors

hu� vi �
X
�

hu� h�ihv�m�i

Si 
u�� et 
v�� sont deux familles index�ees par les partitions alorsX
�

u�
x�v�
y� �
X
�����

hu��m�ih�
x�hv�� h�im�
y�



	�

de sorte que X
�

u�
x�v�
y� �
X
�

m�
x�h�
y�

si et seulement si X
�

hu��m�ihv�� h�i � ����

mais� exercice d
alg�ebre lin�eaire� ceci �equivaut �aX
�

hu��m�ihv� � h�i � ����

c
est	�a	dire �a

hu�� v�i � ����

La conclusion est que 
u�� et 
v�� sont deux bases duales si et seulement siX
�

u�
x�v�
y� �
Y
i�j


�� xiyj�
��

la signi�cation du Lemme �	� est maintenant claire� D
une part on a

hp�� p�i � z�����

et d
autre part et surtout� les fonctions de Schur forment une base orthonormale

de %

hs�� s�i � ����

Les s� tels que j�j � n forment une base orthonormale de %n qui est lui de

dimension �nie 
sur Z �� La forme bilin�eaire est positive� Toute autre base

orthonormale de %n se d�eduit de la base des s� par une matrice orthogonale �a

coe�cients entiers� Les seules matrices possibles sont des matrices de permutation

et de changements de signe de sorte qu
�a la multiplication par � pr�es 
et �a

permutation pr�es si on veut ordonner les vecteurs d
une base�� les s� avec

j�j � n sont l
unique base orthonormale du Z� module des fonctions sym�etriques

homog�enes de degr�e n�

Finalement � est une isom�etrie car �
s�� � s�� �

x � Quelques calculs� � On conserve les notations du x pr�ec�edent et on va

maintenant �etablir les points admis�

Soit � � 
��� � � �� une permutation et �� � 
���� � � �� la permutation conjugu�ee�



	�

Lemme ���� � On a

Det
�
h�i�i�j

�
� Det

�
e��

i
�i�j

�
Rappelons un r�esultat de calcul matriciel� Soit A une matrice carr�ee d
ordre n� �a

coe�cients dans un anneau commutatif� Soit B la puissance ext�erieure 
n� ���eme

de A� Le coe�cient bi�j de B est donc le d�eterminant de la matrice obtenu en

supprimant dans A la i�eme ligne et la j�eme colonne� Soient H et K deux parties �a

m �el�ements de f�� �� � � � � ng et soit AH�K le mineur de A obtenu en conservant les

lignes 
resp� les colonnes� dont l
indice appartient �a H 
resp� �a K �� On d�e�nit de

m�eme les mineurs B
H�K

� En�n soit K � le compl�ementaire de K et H � celui de H�

On a alors

BH�K �
�
detA

�p��
AH�K

Supposons maintenant que A soit inversible et soit C la transpos�ee de sa matrice

inverse� La matrice C s
obtient �a partir de B en multipliant le coe�cient bi�j par


���i�j et en le divisant par Det
A�� On a donc

BH�K � 
���h�k
�
DetAp

�
CH�K

o�u h 
resp� k � est la somme des �el�ements de H 
resp� de K �� On en tire

AH�K � 
���h�k Det
A�CH�K

On peut maintenant prouver le Lemme� Les relations

nX
r��


���rerhn�r� n��

signi�ent que les matrices carr�ees d
ordre n� �

H � 
hi�j�� E �
�

���i�jei�j

�
� ��i� j�n

sont inverses l
une de l
autre 
on convient que les e� et les h� d
indices n�egatifs

sont nuls�� Elles sont de plus de d�eterminant �� On prend n � �
�� � �
��� � � et

on choisit

H � f�i � �
��� i j ��i��
��g� K � f�
��� j j ��j��
��

et on v�eri�e 
exercice� que

H � � f�
��� � � i� ��i j ��i��
�
��g� K � � f�
�� � � � j j ��j��
���g

On obtient alors directement le Lemme�



	�

Lemme ��
� � On a� pour n��
��

s
�
� Det

�
h�i�i�j

�
��i�j�n

Donnons rapidement la marche� On travaille avec n variables et on d�e�nit les e
�k�
r

par

n��X
�

e�k�r T r �
Y
i 
�k


� � xiT �

de sorte que

H
T �
n��X
�

e�k�r T r � 
�� xkT �
��

Si � � 
��� � � � � �n�� on d�eduit de l
identit�e pr�ec�edente� en comparant les coe�cients

de T	i � l
�egalit�e matricielle�
x	ij
�
�
�
h	i�n�j

��

���n�iejn�i

�
On �ecrit l
�egalit�e des d�eterminants � �a gauche on obtient par d�e�nition a	 � pour un

instant prenons � � �� La matrice 
h	i�n�j� est �egale �a 
hj�i� qui est diagonale

de d�eterminant � donc la matrice 

���n�iejn�i� qui ne d�epend pas de � est de

d�eterminant �� Si maintenant � est quelconque� on obtient

a	 � a
 Det
�
h	i�n�j

�
Pour � � �� � on a ainsi

s
�
�
X
�

�
��h
��
���
�

� Det
�
h�i�i�j

�
On a donc

�
s�� � Det
�
�
h�i�i�j�

�
� Det

�
e�i�I�j

�
� s��

Il nous reste �a prouver le Lemme �	�� Commen�cons par la premi�ere �egalit�e� On a

vu que P 
T � � H �
T �	H
T �� On a donc� puisque H
�� � �

H
T � � Exp
�X
r��

prT
r	r
�

Notons que l
�ecriture a un sens car on peut substituer une s�erie formelle sans terme

constant dans la s�erie exponentielle� Pour tout N ceci peut s
�ecrire

H
T � �
NY
�

Exp
�
prT

r	r
�
Exp

� X
r�N��

prT
r	r
�



�


On a donc

H
T � �

NY
�

Exp
�
prT

r	r
�

mod
TN���

ou encore

H
T � �

NY
�

�NX
ur��

purr r�urT rur	ur! mod
TN���

Si on d�eveloppe on obtient une somme de termes de la forme

NY
�

purr
T rur
ur!rur

Si � est l
unique partition qui contient u� fois �� u� fois u� � � � alors ce terme vaut

p�z
��
� T j�j

On a donc l
identit�e

H
T � �
Y


�� xiT �
�� �

X
�

p�z
��
� T j�j

Ce calcul formel est valable pour n
importe quelle suite d
ind�etermin�ees� En

particulier on peut l
appliquer �a une suite �a double indice comme xiyj � Dans ce cas

pr �
X
i�j

xri y
r
j �

X
i

xri
X
j

yrj � pr
x�pr
y�

ceci prouve la premi�ere identit�e�

La suivante est imm�ediate �Y
i�j


�� xiyj �
�� �

Y
j

H
yj � �
Y
j

X
r

hr
x�y
r
j �

X
	

h	
x�y
	 �

X
�

h�
x�m�
y�

Pour la derni�ere� prenons n variables

a

x�a

y�
nY

i�j��


� � xiyj�
�� � a

x�

X
		Nn

X
�

h	
x��
��y
	���
�

Posons alors � � �� �
�� et sommons pour ��Nn 
on a convenu que hr � � pour

r � �� �� ce qui donne� en appliquant le lemme pr�ec�edent

a

x�
X
���

�
��h	���
�y
� �

X
�

a�y
�



�	

On peut se limiter aux � � 
��� � � � � �n� o�u les �j sont tous distincts 
sinon on

obtient ��� En rassemblant les � qui se correspondent par permutation on obtientX
�

a�
x�a�
y�

Pour terminer on va calculer certaines des matrices de changements de base� Il

nous faut d
abord bien pr�eciser la terminologie concernant les tableaux et les

diagrammes� Cette terminologie semblant un peu &uctuante suivant les r�ef�erences�

il convient donc d
�etre prudent�

Soient � et 
 deux partitions� A chacune correspond un diagramme de Ferrers�

Supposons que� pour tout i� on ait �i�
i de sorte que le diagramme de � contient

celui de 
� On note �

� Le diagramme obtenu en supprimant du diagramme

de � les cases de 
 est appel�e un diagramme gauche � on le note �	
� Son poids

est j�	
j � j�j � j
j� Si pour tout i� on a �i � 
i�� alors �	
 a au plus une

case par ligne � on dit que c
est une bande verticale ou plus pr�ecis�ement une m�

bande verticale si ce diagramme a m cases� On d�e�nit de m�eme les m� bandes

horizontales 
au plus une case par colonne��

D
une mani�ere g�en�erale un tableau est un diagramme o�u l
on a inscrit un entier

dans chaque case� le diagramme est la �forme� du tableau�

Un tableau de Young est un tableau dont la forme est un diagramme 
ordinaire�

donc associ�e �a une partition � et faisant intervenir les entiers de � �a j�j� Le poids

est j�j � il n
y a pas de r�ep�etitions dans le tableau�

Un tableau de Young est standard si dans chaque colonne 
resp� dans chaque ligne�

le contenu des cases est une suite strictement croissante d
entiers�

En g�en�eral dans un tableau le m�eme entier �gure plusieurs fois�

Un tableau de forme �	
 est colonne	strict si dans chaque colonne 
resp� dans

chaque ligne� le contenu des cases est une suite strictement croissante 
resp�

croissante au sens large� d
entiers� En transposant on obtient les tableaux ligne	

strict� Voici un exemple � les cases avec des � sont celles de 
 � elles ne font pas

partie du tableau�

� � � � � � �

� � � �

� � � �

� �

Dans �Mac� le mot tableau signi�e tableau colonne	strict� Nous dirons qu
un tel

tableau est un tableau semi	standard de forme �	
� Le cas ligne	strict ne devrait

pas intervenir�

Un tableau semi	standard de forme �	
 peut encore se d�ecrire avec des partitions�

Soit �i l
ensemble des cases contenant i � c
est une j�ij� bande horizontale� Soit



��

�i � 
���� � � � ��i� C
est une partition et le tableau est enti�erement d�etermin�e par

la suite� croissante au sens large� des partitions


 � ��	��	 � � �	�k � �

Remarques

Il y a encore des variantes possibles� On peut demander que la suite pr�ec�edente

soit strictement croissante ce qui veut dire qu
on ne saute aucun entier� Si comme

nous l
avons fait on accepte des �egalit�es dans la suite de partitions� alors on sera

oblig�e de limiter l
entier k sauf �a accepter d
avoir une in�nit�e de tableaux de la

m�eme forme� On pr�ecisera �a chaque fois�

Lemme ��� �Formule de Pieri�� � Soit 
 une partition et r un entier positif ou

nul� On a

s�er �
X
�

s�

o�u � parcourt l�ensemble des partitions qui contiennent 
 et telles que �	
 soit une

r� bande verticale�

Par d�e�nition

er �
X

i��i������ir

xi� � � � xir

donc

a��
er �
X
�

X
i��i������ir

�
��x� 

� ��xi� � � � xir

ou encore

a��
er �
X

a��
�	

o�u � � 
��� � � � � �n� avec �i�� et
P

�i � r� Si deux des composantes de 
��� �

sont �egales a��	�
 � � � les cas restants sont ceux o�u 
� � est une partition � et

on obtient exactement les partitions annonc�ees par l
�enonc�e�

Si on applique l
involution �� on obtient une formule �equivalente

s�hr �
X
�

s�

o�u � parcourt l
ensemble des partitions qui contiennent 
 et telles que �	
 soit

une r� bande horizontale�

Soient � et 
 deux partitions telles que �

 � soit � une partition de m�eme poids

que �	
� On note

K�
���



��

le nombre de tableaux semi	standards� de forme �	
 et de poids �� Si 
 � 
��


diagramme vide� on note

K���

le nombre de tableaux semi	standards de forme � et de poids � c
est	�a	dire

contenant �� fois �� �� fois � etc

A partir du Lemme pr�ec�edent et par une r�ecurrence facile sur le poids de � on

prouve la

Proposition ���� � Soient 
 et � deux partitions� On a

s�h� �
X

K�
���s�

o�u la sommation porte sur toutes les permutations �

 et telles que j�	
j � j�j�

En particulier

h� �
X

K���s�

o�u la sommation porte sur toutes les permutations � de m�eme poids que ��

Les nombres K��� sont les nombres de Kostka� Ce sont des entiers positifs ou nuls

Proposition ���� � On a K��� � � et K��� ��� implique ���

C
est un exercice� Si � et � ne sont pas de m�eme poids� on convient que K��� � ��

La matrice K � 
K���� est donc la matrice qui fait passer des s� aux h�� En

utilisant l
involution et le produit scalaire� il est facile de calculer� en fonction

de K� de sa transpos�ee� de son inverse� les matrices de passages entre les bases

m�� e�� h�� f�� s��

On vient de voir que

h� � s� �
X
���

K���s�

Appliquons �

e� � s�� �
X
���

K���s��

Si on utilise le fait que 
s�� est autoduale et que la base 
h�� est duale de la base


m��� on obtient

s� � m� �
X
���

K���m�

Pour terminer remarquons que si on note ��n� la permutation de poids n et dont

toutes les composantes valent �� alors K�����n� est le nombre de tableaux standards

de forme �� En particulier il est strictement positif�



��

x � Le calcul des caract
eres du groupe sym�etrique� � Comme on va le voir�

il n
y a plus de di�cult�es majeures� Pour tout entier n��� on note bSn l
ensemble

des classes d
�equivalence de repr�esentations irr�eductibles de Sn� Pour simpli�er

les notations soit Rn le Z� module libre de base bSn � Comme chaque classe est

caract�eris�ee par son caract�ere qui est une fonction centrale sur le groupe� on peut

consid�erer que Rn est un espace de fonctions centrales sur Sn� On dit quelquefois

que Rn est l
espace des caract�eres virtuels de Sn� Le produit tensoriel de deux

repr�esentations fournit un produit sur Rn mais dans ce x on choisit d
oublier ce

produit �interne�� Par contre on va avoir besoin d
un produit �externe� qui fait

intervenir tous les groupes Sn�

Convenons que R� � Z et posons

R �
M
n��

Rn

On peut plonger le groupeSn�Sm dans le groupeSm�n en faisant op�ererSn sur

f�� � � � � ng et Sm sur fn � �� � � � �mg� Si � est une repr�esentation de Sn et � une

repr�esentation de Sm� on d�e�nit � � � repr�esentation de Sn�Sm dans V� � V� �

On induit ensuite cette repr�esentation �a Sn�m� Exprim�ee en termes de caract�eres

ceci donne une application bilin�eaire

Rn�Rm � Rn�m

et on obtient sur R une structure d
anneau commutatif� associatif� gradu�e� de

centre R� � � �

On va voir que R est isomorphe �a %� On fait op�erer Sn dans lui	m�eme par

automorphismes int�erieurs � soit 
 une orbite� Elle est caract�eris�ee par une partition

de n correspondant �a la d�ecomposition en cycles d
un �el�ement quelconque de 
�

Soit �

� cette partition et soit p� � p����� On a ainsi une bijection de l
ensemble

des orbites sur l
ensemble des partitions� On note aussi p� � p���� lorsque ��
 de

sorte qu
on a une application de Sn dans %n 
fonctions sym�etriques homog�enes de

degr�e n �� On prolonge cette application �a Rn en posant

�
�� �
�

n!

X
�

�
��p�


Macdonald note cette application ch mais on a d�eja utilis�e ch pour le caract�ere

d
une repr�esentation en tant que fonction d�e�nie sur Sn �� Ceci est valable pour

tout n et on obtient ainsi une application lin�eaire de R dans %� Comme tous les p�
appartienne �a l
image� cette application est bijective� En fait

Proposition ���� � L�application � est un isomorphisme d�anneaux et une

isom�etrie



��

Rappelons que Rn est muni d
un produit hermitien �


����� �
�

n!

X
�
����
��

les caract�eres irr�eductibles ont la sym�etrie hermitienne �
���� � �
�� � et il en est

de m�eme de leurs combinaisons lin�eaires �a coe�cients entiers� On peut donc dans la

formule pr�ec�edente remplacer �
�� par �
����� Comme les caract�eres irr�eductibles

forment une base orthonormale ce produit scalaire est en fait �a valeurs enti�eres�

V�eri�ons que � est bien une isom�etrie� Soit � une permutation et� pour tout i� soit

mi le nombre de cycles de longueur i dans la d�ecomposition de �� Le lecteur se

convaincra facilement que le nombre de permutations qui commutent �a � estY
i

imimi!

qui vaut donc zp� � Par suite l
orbite de � a n!	zp� �el�ements� Si dans la formule du

produit scalaire 
������ on regroupe les �el�ements d
une m�eme orbite� on obtient

donc


����� �
X
�

�

zp�
�

���

�

On a not�e �

� la valeur de la fonction centrale � sur l
orbite 
 et de m�eme pour

�� et on a utilis�e le fait que � et ��� sont dans la m�eme orbite�

On sait que hp�� p�i � z����� donc � est bien une isom�etrie�

Soient n et m deux entiers et soient ��Rn et ���Rm� Soit

��� � Ind
Sn�m

Sn�Sm

� � ����

On doit montrer que �
���� � �
���
�� �� C
est exactement le th�eor�eme de

r�eciprocit�e de Frobenius� En e�et soit � un caract�ere irr�eductible de Sm�n�

D
apr�es ce th�eor�eme� on a


���� � �
Sn�m

� 
�� ��� �
jSn�Sm

�Sn�Sm

Par lin�earit�e cette �egalit�e reste valable pour tout ��Rn� Plus g�en�eralement si A

est une alg�ebre commutative sur Q et f une application de Sn dans A� on pose


�� f�Sn
�

�

n!

X
�

�
����f
�� �
�

n!

X
�

�
��f
��

et on fait de m�eme pour m et m � n� L
�egalit�e de Frobenius reste valable pour

toute fonction centrale sur Sm�m car une telle fonction est combinaison lin�eaire



��

des fonctions caract�eristiques des orbites� En particulier si on prend pour f la

fonction

fn�m
�� � p�� ��Sn�m

alors on obtient �
����� D
autre part on a�
fn�m

�
jSn�Sm

� f
n
f
m

Par suite

�
���� �
�
����

�
fn�m

�
jSn�Sm

�
Sm�Sn

� 
�� fn�Sn

��� fm�

Sm

� �
���
�� �

Dans le Z� module Rn� les caract�eres irr�eductibles forment une base orthonormale

et� au signe pr�es� cela les caract�erise� Si on applique � on doit donc obtenir� au

signe pr�es� les polyn�omes de Schur s��

Th�eor
eme ��
� � Pour toute partition � de n� la fonction �� � ���
s�� est un

caract�ere irr�eductible de Sn et on obtient ainsi tous les caract�eres irr�eductibles�

Il su�t de prouver que ��
�� � �� D
une mani�ere g�en�erale pour toute permutation

� on a �
�� � h�
��� p�i� On doit donc prouver que� pour toute partition de n� on

hs�� pn� i � �� Or p� � h� donc hs�� pn� i � hs�� hn� i� C
est le coe�cient de s� dans la

d�ecomposition de hn� � h��n� suivant la base des s� � il vaut donc K����n� qui est

strictement positif�

Proposition ���� � La repr�esentation de caract�ere �� a pour dimension le nombre

de tableaux de Young standards de forme �

Il nous faut encore faire le lien avec le x ��

Th�eor
eme ���� � La repr�esentation 

�� a pour caract�ere ���
s��

Tout d
abord soit �� le caract�ere de la repr�esentation triviale de Sn� on a

�
��� �
X
j�j�n

z��� p�

et� au x � on a obtenu la formule

H
T � �
X
�

z��� p�T
j�j

Par suite

�
��� � hn



��

Si maintenant on consid�ere le caract�ere �� de la repr�esentation signature� on trouve

�
��� �
X
j�j�n

�
��z��� p�

avec

�
�� � 
���j�j�����

En appliquant � �a H on obtient

E
T � �
X
�

z��� �
��p�T
j�j

d
o�u

�
��� � en

Soient � une partition de n et T un tableau de Young de forme �� On a donc le

sous	groupe P 
T � de Sn� c
est celui qui conserve les lignes de T � et le sous'groupe

Q
T � qui lui conserve les colonnes�

Le sous	groupe P 
T � est un produit de sous	groupes

P 
T � � S��� � � � �S�n

Le groupe S�� op�ere sur les entiers qui �gurent dans la premi�ere ligne du tableau�

S�� sur les entiers de la deuxi�eme ligne etc� Soit �T la repr�esentation de Sn

induite par la repr�esentation triviale de P 
T �� Comme � est un homomorphisme�

les remarques ci	dessus montrent que

�
ch
�
T
�� � h�

de mani�ere analogue� le caract�ere de la repr�esentation �
T
induite par le caract�ere

signature de Q
T � est donn�e par

�
ch
�
T
�� � e

��

Or on a vu que

h� � s� �
X
���

K���s�

e�� � s� �
X
���

K�����s�

Or 

�� est l
unique repr�esentation qui intervient des deux c�ot�es� On a donc

s� � 

���



��

Proposition ���� � Si on note � la repr�esentation signature alors� pour toute

repr�esentation � de Sn� on a

�
ch
� � ��� � �
�
ch
���

Autrement dit l
involution � correspond au produit tensoriel 
interne� par le

caract�ere signature� En e�et si c� est la valeur du caract�ere de � sur l
orbite

param�etr�ee par la partition �� alors

�
ch
��� �
X
j�j�n

z��� c�p�

or �
p�� � �
��p� donc

�
�
�
ch
��

�
�
X
j�j�n

z��� �
��c�p�

Mais si � appartient �a l
orbite param�etr�ee par � alors c
est un produit de cycles de

longueurs 
��� � � � � �r� donc sa signature est

�
�� �
rY
�


����i�� � 
���j�j����� � �
��

Le caract�ere de � � � vaut donc c��
�� en un tel point et le r�esultat est �evident�

Bien entendu� comme �
s�� � s�� � l
involution correspond aussi au passage de



�� �a 

��� de sorte que 

��� s
obtient en tensorisant 

�� par ��

Dans tout ce chapitre on a pris C comme corps de base mais il est clair que toutes

les constructions ont �et�e faites sur Q� On a donc obtenu une Q 	repr�esentation

pour toute partition � de n et elles sont deux �a deux in�equivalentes� Il reste �a voir

qu
il n
y en a pas d
autres�

Soit G un groupe �ni et notons R l
alg�ebre 
 de convolution� des applications

de G dans Q� Elle est semi	simple� Soit R � �Ri sa d�ecomposition en somme

directe de sous	alg�ebres simples et en particulier soit e �
P

ei la d�ecomposition

de l
�el�ement neutre� Si �j est une repr�esentation de �type Rj �� et si i ��j� alors

�j
ei� � � et donc le caract�ere de �j est nul sur ei� Par contre sa valeur sur

ej est non nulle � c
est la dimension de �j 
�a ce stade on aurait des ennuis

en caract�eristique p � � �� On en d�eduit imm�ediatement que les caract�eres de

repr�esentations irr�eductibles in�equivalentes sont lin�eairement ind�ependants� Ce

sont des fonctions centrales� Les fonctions centrales constituent le centre de R� La

dimension de l
espace des fonctions centrales est �egale au nombre d
orbites de G

op�erant dans lui	m�eme par automorphismes int�erieurs� La conclusion est que le

nombre de classes d
�equivalence de Q� repr�esentations irr�eductibles est au plus

�egale au nombre d
orbites�



��

Si on revient au groupe sym�etrique� on constate qu
on a rien oubli�e� Les

repr�esentations irr�eductibles de Sn� construites sur Q� ou sur tout autre corps

de caract�eristique �� sont donc absolument irr�eductibles� c
est	�a	dire restent

irr�eductibles lorsqu
on �etend le corps des scalaires� Le lemme de Schur est valable �

le commutant est r�eduit aux scalaires�

Pla�cons nous sur Q� Dans Q"Sn# chaque classe de repr�esentations irr�eductibles



�� intervient autant de fois que sa dimension m
��� Pour chaque tableau de

Young de forme �� on a construit un sym�etriseur et donc un mod�ele de 

�� dans

Q"Sn#� Or il y a n! tableaux de Young de forme � donc on en a trop�

D
autre part� on a vu que m
�� est �egale au nombre de tableaux de Young standard

de forme �� On va montrer que ces tableaux su�sent�

Introduisons sur les tableaux de Young standards de forme �� l
ordre lexi	

cographique � on dit que T� pr�ec�ede T� si� lorsqu
on compare les cases� en partant

de la case gauche de la premi�ere ligne et en lisant comme dans un livre� alors la

premi�ere fois que l
on a des entiers distincts celui fourni par T� est plus petit que

celui fourni par T�� C
est par exemple le cas si

T� �
� � �

� �

�

T� �
� � �

� �

�

Lemme ���� � Si T� pr�ec�ede T� alors eT� 
 eT� � �

Il su�t de d�emontrer qu
il existe deux entiers distincts qui appartiennent �a la

m�eme ligne de T� et �a la m�eme colonne de T�� Consid�erons la premi�ere case o�u

T� et T� di��erent� Soit n� et n� les entiers qu
on y trouve� n� � n�� Notons que

cT�
n�� � � car une fois remplies un certain nombres de lignes� le premier entier qui

apparait sur la ligne suivante doit �etre le plus petit de ceux qui restent� Cherchons

�a localiser n� dans T�� On a �T�
n����T�
n� et s
il y a �egalit�e� on doit avoir

cT�
n�� � cT�
n��� De plus� comme T� est standard et que n� � n�� le nombre n�
v�eri�e en fait �T� � �T�
n�� et cT�
n�� � cT�
n�� A l
intersection de la ligne �T�
n��

et de la colonne cT�
n�� on trouve le m�eme entier m dans T� et T�� Comme m et

n� appartiennent �a la m�eme colonne de T� et �a la m�eme ligne de T�� on a gagn�e�

Ordonnons les tableaux de Young standards� de forme �� dans l
ordre lexi	

cographique T�� T�� � � � Tm��� et consid�erons les sous	espaces eTi 
 Q"Sn#� Leur

somme est directe� En e�et� avec des notations �evidentes� si

m���X
�

�i � �

en convolant �a gauche avec eTm���
� il reste eTm���


 �m��� � � ce qui implique que

�m��� � �� On convole ensuite avec l
avant dernier � � �En conclusion �



�


Proposition ���� � On a

Q"Sn#� �
M

e
T

Q"Sn#

o�u la somme est �etendue aux tableaux de Young standards de forme �



�	

Chapitre 
 LA TH�EORIE DES INVARIANTS POUR GL�n�

Soit K un corps de caract�eristique � La th�eorie est maintenant �etablie en toute

caract�eristique mais les d�emonstrations les plus directes ne sont valables qu
en

caract�eristique ��

Il y a classiquement deux types de th�eor�emes� Le premier th�eor�eme fondamental

est un th�eor�eme qui fournit un syst�eme de g�en�erateurs pour la sous	alg�ebre

des invariants� Le deuxi�eme th�eor�eme fondamental d�ecrit les relations entre ces

invariants� Chacun de ces th�eor�emes admet des variantes�Nous allons d�emontrer

ces th�eor�emes puis en d�eduire la construction des repr�esentations rationnelles de

dimension �nie de GL
n� ainsi que le calcul de leurs caract�eres� Ceci utilisera les

r�esultats du Chapitre �

x � Les deux th�eor
emes fondamentaux� � Soit donc K un corps de

caract�eristique �� On �xe un espace vectoriel V sur K� de dimension �nie r

et on consid�ere le groupe lin�eaire GL
V �� Il op�ere dans V � Soit n un entier

n��� Notons V �n le produit tensoriel de V par lui	m�eme n fois � par exemple

V �� � V � V � V � Le groupe GL
V � op�ere par

�r�n
g�
v� � � � � � vn� � gv� � � � � � gvn

Le groupe sym�etrique Sn op�ere aussi dans V �n� De mani�ere pr�ecise� si ��Sn� on

pose

�r�n
��
v� � v� � � � � � vn� � v������ � � � � � v����i� � � � � � v����n�

Ceci doit s
interpr�eter comme une permutation des places � l
e�et de � est de

mettre �a la premi�ere place la composante qui �etait �a la place ���
��� Si on

applique maintenant une deuxi�eme permutation � � �a la premi�ere place on obtient

la composante qui� apr�es application de � �etait �a la place ���
��� c
est	�a	dire

v����������� � v���������� On a bien une repr�esentation du groupe sym�etrique !

SoitAr�n la sous	alg�ebre de EndK
V �n� engendr�ee par les endomorphismes�r�n
g��

La repr�esentation �r�n se prolonge �a l
alg�ebre K"Sn# � soit Br�n l
image de K"Sn#�

Il est clair que Ar�n et Br�n commutent�

Th�eor
eme ��� �Premier Th�eor
eme Fondamental�� � La sous	alg�ebre Ar�n

est le commutant dans EndK
V �n� de la sous	alg�ebre Br�n et cette derni�ere est le

commutant de Ar�n



��

Puisqu
on est en caract�eristique �� l
alg�ebre K"Sn# est semi	simple� Elle est aussi

unitaire� La repr�esentation �r�n est donc semi	simple et elle est non d�eg�en�er�ee�

Le theor�eme du double commutant s
applique donc� Il su�t de prouver que le

commutant de Br�n est Ar�n

Commen�cons par un lemme� Soit W un espace vectoriel de dimension �nie� Le

groupe sym�etrique Sn op�ere dans le produit tensoriel W�n� Soit S le sous	espace

des invariants c
est	�a	dire des tenseurs sym�etriques� Soit X un ouvert de Zariski

non vide de W

Lemme ��
� � Le sous	espace S est engendr�e par les tenseurs de la forme

w � w � � � � � w w�X

Soit e�� � � � � er une base de W � Les tenseurs ei� � � � � � ein forment une base de

W�n� Fixons une partition n � �� � � � � � �n de n et notons la �� Soit s	 la

somme des vecteurs de base ei� � � � � � ein qui contiennent �� fois e�� �� fois e�� � � �

L
ensemble des s	 est une base du sous	espace des tenseurs sym�etriques� Soit f

une forme lin�eaire sur W�n nulle sur tous les tenseurs sym�etriques d�ecompos�es

c
est	�a	dire de la forme w�n � w� � � � �w avec de plus w�X� Il nous faut montrer

qu
elle est nulle sur tous les tenseurs sym�etriques et il su�t de le faire pour les s	�

Prenons

w � t�e� � � � �� tnen

On a

w�n �
X

t	s	

donc

� �
X

f
s	�t
	

Ceci est valable quels que soient les �el�ements ti de K tels que w�X donc� le corps

�etant in�ni� pour tout w�W 
principe du prolongement des identit�es alg�ebriques��

Il en r�esulte que tous les coe�cients f
s	� sont nuls�

La d�emonstration ci	dessus a �et�e reprise de �Proc�� Passons �a la d�emonstration du

th�eor�eme� On a

EndK
V
�n� �

�
EndK
V �

��n
La &�eche de droite �a gauche s
obtient en posant


T� � T� � � � � � Tn�
v� � v� � � � � � vn� � T�
v��� T�
v�� � � � � � Tn
vn�

Soit W � EndK
V �� Soit

T �
X

T� � � � � � Tn



��

un �el�ement du commutant de Br�n� La relation de commutation s
�ecritX
T������
v�������� � � � � T����n�
v����n�� �

X
T�
v�������� � � � � Tn
v����n��

Les vi �etant quelconques cela signi�e que T est un tenseur sym�etrique� Or GL
V � est

un ouvert dense de W � End
K

V � donc d
apr�es le Lemme tout tenseur sym�etrique

dans W�n est combinaison lin�eaire de tenseurs de la forme g � g � � � � � g avec

g�GL
V �� Comme g � � � � � g � �r�n
g�� le th�eor�eme est d�emontr�e�

Donnons une premi�ere version du second th�eor�eme fondamental� Consid�erons �r�n
comme une application de K"Sn# dans EndK
V

�n��

Si r � n� plongeons Sr�� dans Sn en le faisant op�erer sur les r premiers entiers�

Soit

�r�� �
X

�	Sr��

�
��e�

Ici e� est la fonction d�e�nie sur Sn qui vaut � sauf en � o�u elle vaut n!� On a donc

�r�n
e�� � �r�n
�� et

�r�n
�r��� �
X

�	Sr��

�
���r�n
��

Th�eor
eme ��� �Deuxi
eme Th�eor
eme Fondamental�� � Si r�n alors �r�n est

injective�

Si r � n� le noyau de �r�n est l�id�eal bilat�ere engendr�e par �r���

Montrons d
abord que si r � n alors �r�n
�r��� � �� Soit v�� v�� � � � � vr une base

de V � On a donc une base 
vi� � vi� � vin � de W � V �n� Comme r � n dans

chacun de ces vecteurs de base� au moins l
un des vj intervient au moins deux fois�

Supposons par exemple que vi� � vi� � Soit � la transposition qui �echange � et �� le

vecteur de base consid�er�e est donc invariant par � � D
autre part

�r�� 
 e� �
X

�
��e�� � �
� ��r�� � ��r��

Il en r�esulte que le vecteur de base �etudi�e est annul�e par �r�n
�r���� On a donc

bien �r�n
�r��� � ��

Soit � une partition de n� Il lui correspond une classe 

�� de repr�esentations

irr�eductibles du groupe sym�etrique � soit K"Sn #� la sous	alg�ebre simple associ�ee �a



��� Pour tout tableau T de forme �� on a construit un sym�etriseur de Young

e
T
�
X
p�q

�
q�eqp

o�u p 
resp� q � parcourt le sous	groupe P 
T � 
resp� Q
T � � des permutations qui

stabilisent les lignes 
resp� les colonnes� de T � Le sym�etriseur e
T

appartient �a



��

K"Sn#�� L
intersection du noyau de �r�n avec K"Sn#� est un id�eal bilat�ere donc

c
est K"Sn#� ou 
���

Rappelons que �
T

i� est le num�ero de la ligne qui� dans le tableau T � contient i�

Supposons que � soit de longueur au plus r� Soit

v
T
� v�T ��� � � � � � v�T �n�

Avec un peu de sang froid on constate que

�r�n
��vT � v
��T �

De plus si � conserve les lignes de T alors v
T
est invariant par �� On en tire que

�r�n
eT � � 
$P 
T ��
X
q

�
q�v
qT

Or vqT � vT si et seulement si q est l
identit�e� On a donc �r�n
eT ����� Dans ce cas�
Ker �n�r

�
�
�
K"Sn #�

�
� 
��� �
���r

En�n supposons que �
�� � r� Si J est l
id�eal bilat�ere engendr�e par �r�� alors

on a J�K"Sn #� � K"Sn #� ou J�KSn #� � 
��� Prenons un tableau T de forme

� et dont la premi�ere colonne commence par �� �� � � � � r � �� Pour un tel tableau

Sr��	Q
T �� Il vient

�r�� 
 eT 
� � �
�

n!

X
�

�r��
��eT 
�
��� �

Mais eT 
�
��� � � �
��eT 
� � donc

�r�� 
 eT 
� � � 
r � ��!eT

Il en r�esulte que eT�J et donc que J
K"Sn#��

En conclusion l
id�eal bilat�ere engendr�e par �r�� est le noyau de la repr�esentation

et il est form�e des sous	alg�ebres simples associ�ees aux partitions de longueur au

moins r � ��

x 
� Les repr�esentations de GL
V �� � Le corpsK est toujours de caract�eristique

�� On conserve les notations pr�ec�edentes�

Proposition 
��� � L�alg�ebre Ar�n est semi	simple�

On vient de d�eterminer la structure de Br�n qui est semi	simple� LeSn module V �n

est semi	simple de dimension �nie et admet une d�ecomposition en composantes

isotypiques �

V �n � �
�
V �n

�
�



��

o�u � parcourt l
ensemble des partitions de n de longueur au plus r� Aucune de ces

composantes n
est r�eduite �a 
��� Pour un tel �� soit m
�� la multiplicit�e � le module


V �n�� se d�ecompose de mani�ere non canonique en la somme de m
�� modules de

type 

��� Le commutant d
un tel module irr�eductible �etant r�eduit aux scalaires�

on peut appliquer la Proposition �	� de l
appendice� On a donc

Ar�n
��
Y
�

Mm���
K�

C
est une alg�ebre semi	simple�

Fixons une partition � de longueur au plus r� Soit C� le commutant du Sn�

module 
V �n��� C
est l
ensemble des restrictions �a 
V �n�� des �el�ements de Ar�n�

Le commutant C� est isomorphe �a Mm���
K�� La restriction de �r�n �a V �n
� est

un homomorphisme de GL
V � dans le groupe multiplicatif C�� Si on choisit un

isomorphisme de C� avec Mm���
K�� on obtient une repr�esentation de GL
V �� La

classe �
�� de cette repr�esentation est bien d�etermin�ee�

Th�eor
eme 
�
� � La classe �
�� est irr�eductible et la repr�esentation de

GL
V ��Sn dans 
V �n�� est irr�eductible de type �
�� � 

���

Fixons une d�ecomposition �
V �n

�
�
� V�� � � � �Vm���

en somme directe de Sn� modules simples 
 tous de la classe 

�� �� Pour tout

i choisissons un isomorphisme Ti du Sn� module V� sur le Sn� module Vi � en

particulier prenons T� � Id� Pour tout couple 
i� j� on a un isomorphisme TiT
��
j

de Vj sur Vi� Soit e� un �el�ement non nul de V� � posons ej � Tj 
e�� et soit W le

sous	espace vectoriel ayant pour base e�� � � � � en�

Soit T�C�� Si Pi est la projection de
�
V �n

�
�
sur Vi� alors PiT�C�� La restriction

�a Vj de PiT est un homomorphisme de Sn� modules de Vj sur Vi � c
est donc un

multiple de TiT
��
j � Il existe des scalaires ai�j tels que

PiTPj � ai�jTiT
��
j Pj

L
application qui �a T fait correspondre la matrice A � 
ai�j� est un isomorphisme

de C� sur Mm���
K�� Cette repr�esentation de C� est �evidemment irr�eductible

et peut �etre consid�er�ee comme une repr�esentation dans W � La repr�esentation de

GL
V � obtenue en restreignant �r�n �a W est donc irr�eductible puisque C� est la

sous	alg�ebre engendr�ee par les restrictions des �r�n
g�� Ceci prouve la premi�ere

assertion du th�eor�eme� Pour la deuxi�eme� on consid�ere l
application

� � 

X

tjej � v�� ��
X

tjTj 
v��

de W�V� dans
�
V �n

�
�
� Elle se prolonge �a W � V� et on v�eri�e de suite qu
elle

est surjective� donc bijective 
les dimensions sont les m�emes�� De plus si on munit



��

V� de sa structure de Sn� modules et W de sa structure de GL
V �� module�

alors W � V� est un GL
V ��Sn� module 
produit tensoriel externe� et � est un

isomorphisme sur
�
V �n

�
�
� Les v�eri�cations sont sans myst�eres�

Il nous faut maintenant comparer ces repr�esentations de GL
V �� Si � et 
 sont

deux partitions de n� de longueur au plus r et si �
�� � �

� alors il existe un

endomorphisme U du K� espace vectoriel
�
V �n

�
qui commute �a GL
V � et tel

que U
�

V �n��

�
soit non nul et contenu dans

�
V �n

�
�
� Mais U�Br�n donc l
image

de
�
V �n

�
�

est contenue dans
�
V �n

�
�
� On a donc � � 
� Pour un n �x�e les

repr�esentations obtenues sont donc deux �a deux in�equivalentes� De plus prenons

g � tId un �el�ement du centre de GL
V �� Alors �r�n
tId� � tnId et donc les s�eries

obtenues pour di��erentes valeurs de n sont deux �a deux disjointes�

On peut obtenir des mod�eles explicites pour les repr�esentations� Fixons �a nouveau

� et soit T un tableau de forme �� On suppose que �
���r de sorte qu
on a

une composante isotypique
�
V �n

�
�
� Consid�erons cette composante comme un

K"Sn#� module� Soit
�
V �n

�
T
l
image de �r�n
eT �� C
est un sous	espace invariant

par GL
V �� Supposons qu
il ne soit pas irr�eductible et soit F un sous	espace

invariant non trivial� Soit J l
ensemble des ��K"Sn# tel que l
image de �r�n
��

soit contenu dans F � C
est un id�eal �a droite contenu dans l
id�eal �a droite I engendr�e

par eT � Or on sait que ce dernier id�eal est minimal donc J � 
�� ou J � I� Mais F

admet un suppl�ementaire invariant par GL
V � 
l
action de GL
V � est semi	simple�

et le projecteur correspondant appartient �a Br�n donc est de la forme �r�n
�� pour

une fonction � non nulle et qui appartient �a J � En�n l
image de �r�n
eT � contient

strictement F de sorte que eT 	�J � On a une contradiction�

En tant que GL
V �� module
�
V �n

�
T
est donc irr�eductible de type �
���

Rappelons que pour obtenir un idempotent on doit normaliser eT en le divisant

par un scalaire convenable� Notons e�T cet idempotent� Supposons alors qu
on ait

des tableaux T�� � � � � Ts de forme � et tels que les idempotents associ�es e�Tj v�eri�ent

e�Tie
�
Tj

� � pour i � j� Les �r�n
e
�
Tj
� sont des projecteurs pj qui v�eri�ent pipj � �

pour i � j ce qui prouve que la somme des VTj est une somme directe�

Or on sait qu
un tel syst�eme de tableaux s
obtient en prenant les tableaux de Young

standards de forme �� Leur nombre est exactement m
��� On a donc d�emontr�e le

th�eor�eme suivant�

Th�eor
eme 
��� � Soit � une partition de n de longueur au plus r� On a

�
V �n

�
�
�
M
T

�
V �n

�
T

o�u T parcourt l�ensemble des tableaux de Young standards de forme ��

Il est temps de donner un ou deux exemples� Prenons r quelconque�

Si n � �� il y a une seule classe � � 
�� de longueur au plus �� L
action de S� dans

V est triviale et l
action de GL
V � est irr�eductible�

Si n � � et r��� on peut prendre � � 
�� �� ou � � 
�� ��� Les tableaux de Young



��

standard sont

�

�

� �

Soient �� l
�el�ement neutre de S� et �� l
�el�ement non trivial� Pour le premier

tableau on a

eT � e�� � e��

donc

�r��
eT �v� � v� � v� � v� � v� � v�

L
image est donc le sous	espace des tenseurs antisym�etriques� qui� en tant que

GL
V �� module est isomorphe a
V�
V �� muni de l
action �evidente� On a

m

�� ��� � � et la dimension est dim�

�� ��� � r
r � ��	�� la repr�esentation




�� ��� de S� est le caract�ere signe�

Pour le deuxi�eme tableau� on a

eT � e�� � e��

donc

�r��
eT �v� � v� � v� � v� � v� � v�

L
image est donc le sous	espace des tenseurs sym�etriques� qui� en tant que GL
V ��

module est isomorphe a S�
V �� muni de l
action �evidente� On a m

�� ��� � � et la

dimension est dim�

�� ��� � r
r � ��	�� la repr�esentation 


�� ��� de S� est la

repr�esentation triviale�

Finalement� en tant que GL
V �� module

V � V ��
	�


V ��S�
V �

Pour n � � et r��� les tableaux de Young standards sont

� � � �

�

�

� �

�

� �

�

Le premier tableau correspond �a nouveau aux tenseurs sym�etriques� le deuxi�eme

aux tenseurs antisym�etriques� Les deux derniers ont la m�eme forme donc



��

�

�� �� ��� est une classe de repr�esentations irr�eductibles de GL
V � qui intervient

avec la multiplicit�e ��

Enum�erons les �el�ements de S� �

�� �

�
� � �

� � �

�
� �� �

�
� � �

� � �

�
� �� �

�
� � �

� � �

�
�

�� �

�
� � �

� � �

�
� �	 �

�
� � �

� � �

�
� �
 �

�
� � �

� � �

�

Le troisi�eme tableau T� donne le sym�etriseur

eT� � e�� � e�� � e�� � e��

donc

�r��
eT��
v� � v� � v�� � v� � v� � v� � v� � v� � v� � v� � v� � v� � v� � v� � v�

Le quatri�eme tableau T	 donne le sym�etriseur

eT� � e�� � e�� � e�� � e�	

donc

�r��
eT��
v� � v� � v�� � v� � v� � v� � v� � v� � v� � v� � v� � v� � v� � v� � v�

La classe de repr�esentation irr�eductibles �

�� �� �� de GL
V � est de dimension la

moiti�e de

r� �
�

�
r
r � ��
r � �� �

�

�
r
r � ��
r � ��

soit 
r � ��r
r � ��	�� La repr�esentation de S� est de dimension �� On peut la

construire en faisant op�erer S� dans K�� par permutation des coordonn�ees� et en

notant que le plan �somme des coordonn�ees nulle� est invariant�

Si n est quelconque� parmi les tableaux de Young standards� on trouve celui qui a

une seule ligne de forme 
n� �� � � � ��� qui correspond aux tenseurs sym�etriques et� si

n�r� le tableau a une seule colonne de forme ��n� � 
�� �� � � � � � �� qui correspond

aux tenseurs antisym�etriques�

Dans une autre direction prenons r � �� Les cas n � �� � viennent d
�etre examin�es�

Si n��� on doit se limiter aux partitions de longueur au plus �� ce qui donne les

n � � possibilit�ees 
m�n �m� avec ��m�n� On a donc obtenu un ensemble de

classes de repr�esentations irr�eductibles de GL�
K� avec les deux param�etres m et

n�



��

Revenons �a la situation g�en�erale� Si � est une repr�esentation irr�eductible

de dimension �nie de GL
V � et n�Z� on peut �tordre� � par le caract�ere

�n
g� � Det
g�n� La repr�esentation tordue est le produit tensoriel 
interne�

� � �n
g� � Det
g�n �
g�

Cette notion passe aux classes d
�equivalence de repr�esentations� Il est naturel de

chercher �a d�eterminer les repr�esentations obtenues en tordant les �
��� On le fera

plus loin Pour le moment� on va caract�eriser les repr�esentations de GL
V � qu
on a

construites�

Rappelons qu
une repr�esentation � de GL
V � dans un espace vectoriel de dimension

�nie E est rationnelle si �
g� est une fonction rationnelle de g� c
est	�a	dire une

fonction polynomiale des coe�cients matriciels de g 
relativement �a une base

de V � et de l
inverse du d�eterninant de g� En tensorisant � avec une puissance

convenable du d�eterminant� on se ram�ene au cas polynomial� Une repr�esentation

� polynomiale est homog�ene de degr�e n si pour tout t�K�� on a �
tg� � tn�
g�

Lemme 
��� � Toute repr�esentation polynomiale se d�ecompose en la somme

directe de repr�esentations polynomiales homog�enes

Consid�erons l
op�erateur �
t Id� �c
est un polyn�ome en t �a coe�cients dans EndK
E�

�
tId� �
X
n��

pnt
n

L
identit�e �
tu Id� � �
t Id��
u Id� et le fait que K soit in�ni� donnent pnpn � pn
et� pour n��m� pnpm � �� D
autre part� pour tout e�E� on a� en prenant t � ��

la d�ecomposition e �
P

pn
e�� Si En � pn
E� alors E � �En� Notons que ceci

est en fait la d�ecomposition en sous	espaces propres pour l
action des matrices

scalaires� Comme ces derni�eres sont dans le centre du groupe� chaque En est stable

par GL
V �� La repr�esentation dans En est homog�ene de degr�e n�

Lemme 
��� � Soit � une repr�esentation polynomiale homog�ene de degr�e n�� de

GL
V �� Il existe une unique repr�esentation (� de Ar�n dans E telle � � (� � �r�n

Pour tout g�GL
V � notons �g la masse �� au point g et consid�erons les mesures

�a support �ni ou si on pr�ef�ere les combinaisons formelles �nies� �a coe�cients

dans K des points du groupe� En posant �g 
 �g� � �gg� � on obtient une alg�ebre

de convolution� Notons la C
GL
V �� La repr�esentation �r�n se prolonge en un

homomorphisme � surjectif de C
GL
V �� dans Ar�n� Soit V � le dual de V � Si v�V

et v��V �� alors hgv� v�i est un coe�cient de g� Soient v�� � � � � vn des �el�ements de V

et v�� � � � � � v
�
n des �el�ements de V �� La quantit�e

nY
�

hgvi� v
�
i i



�


est un coe�cient de �r�n
g� et un coe�cient quelconque s
obtient en combinant

lin�eairement les �mon�omes� pr�ec�edents� Par suite
P

�g�g appartient au noyau de

�� si et seulement si� pour tout choix des vi et des v�i � on a

X
�g

nY
�

hgvi� v
�
i i � �

L
espace vectoriel engendr�e par les
Qn
� hgvi� v

�
i i est exactement l
espace des

polyn�omes homog�enes de degr�e n donc
P

�g�g appartient au noyau de � si

et seulement si� pour tout polyn�ome P homog�ene de degr�e n� on a
P

�gP 
g� � ��

S
il en est ainsi� alors pour toute repr�esentation polynomiale � homog�ene de degr�e

n on a
P

�g�
g� � � et le th�eor�eme est prouv�e� Si 
��E� est une repr�esentation

homog�ene de degr�e � alors comme les seules fonctions polynomiales homog�enes

degr�e � sont les constantes� l
application �
g� est ind�ependante de g c
est toujours

l
identit�e� La repr�esentation � est donc un multiple de la repr�esentation triviale�

Th�eor
eme 
��� � Les repr�esentations rationnelles de dimension �nie de GL
V �

sont semi	simples� Le groupe GL
V � est lin�eairement r�eductif�

On se ram�ene au cas polynomial en tordant la repr�esentation� puis au cas homog�ene

gr�ace au Lemme �	�� Le Lemme �	� nous r�eduit au cas de Ar�n qui est semi	simple�

Toute cette construction ne d�epend pas vraiment de K� Les repr�esentations

sont construites sur Q et elles restent irr�eductibles par extension des scalaires�

Exactement comme pour le groupe sym�etrique les �
�� sont absolument

irr�eductibles�

Soient 
��� E�� et 
��� E�� deux repr�esentations de dimension �nie de Sn�

Consid�erons leur produit tensoriel interne 
�� � ��� E� � E�� et cherchons le

sous	espace


E� �E��
Sn

des invariants� Soit E�
� le dual de E� et ��� la repr�esentation contragr�ediente d�e�nie

par ���
�� �
t ���
�

���� On a un isomorphisme canonique

E� �E� �� Hom
E�
� � E��

Si on d�e�nit l
action de Sn dans Hom
E�
� � E�� par


�� f� �� ��
�� � f � �
�
�
�

���

alors on a un isomorphisme de Sn� modules et les invariants de Sn dans E��E�
correspondent aux op�erateurs d
entrelacement entre E�

� et E�


E� �E��
Sn �� HomSn


E�
� � E��



�	

Si �� et �� sont irr�eductibles cet espace est de dimension � si ��� n
est pas �equivalente

�a �� et de dimension � si ��� est �equivalente �a ��� En g�en�eral la dimension de


E� � E��Sn est la dimension de l
espace des op�erateurs d
entrelacement de ���
et de ��� Si �� est irr�eductible c
est la multiplicit�e de ��� dans ��� Ceci est

�evidemment valable pour tout groupe �ni� pour les repr�esentations rationnelles

de dimension �nie de GL
V � � � �Dans le cas du groupe sym�etrique il y a une

simpli�cation suppl�ementaire due au fait que toute repr�esentation est �equivalente

�a sa contragr�ediente� En e�et� il su�t de montrer qu
elles ont m�eme caract�ere

or le caract�ere de la contragr�ediente s
obtient en composant le caract�ere de la

repr�esentation avec l
application � �� ���� Comme � et ��� sont conjugu�es par

automorphisme int�erieur� ces deux caract�eres sont �egaux�

Soit alors � une partition de n� et M� un Sn� module simple de la classe 

�� �

posons

F�
V � �
�
M� � V �n

�Sn �� Hom
Sn


M�� V
�n�

C
est un espace vectoriel de dimensionm
�� et puisque les deux actions commutent

c
est aussi un GL
V �� module� D
apr�es les remarques ci	dessus�
M� � V �n

�Sn �
�
M� � V �n

�

�Sn

On a un isomorphisme �
V �n

�
�
�� M� � U�

o�u U� est un GL
V �� module irr�eductible de type �
�� donc�
M� � V �n

�Sn �� 
M� �M��
Sn � U� �� U�

Le GL
V �� module F�
V � appartient donc �a la classe �
��� Ceci suppose que la

longueur de � est au plus r� Dans le cas contraire� on a simplement F�
V � � 
���

Supposons qu
on ait deux espaces vectoriels de dimension �nie V et W ainsi

qu
une application lin�eaire f de V dans W � On a� canoniquement� une application

lin�eaire f�n de V �n dans W�n� Cette application commute �a l
action du groupe

sym�etrique Sn� Soit � une partition de n� On obtient une application lin�eaire

F�
f� �
�
M� � V �n

�Sn �
�
M� �W�n

�Sn

c
est	�a	dire de F�
V � dans F�
W �� Quelques v�eri�cations triviales montrent que�

pour tout ��� on a obtenu un foncteur covariant de la cat�egorie des espaces

vectoriels de dimension �nie vers elle	m�eme� De plus l
application f �� F�
f�

est polynomiale � on dit que le foncteur est polynomial� On peut montrer que la

construction de ce x fournit tous les foncteurs de ce type 
ce sont les foncteurs

de Schur�� Ce point de vue est syst�ematiquement d�evelopp�e dans l
appendice du



��

Chapitre � de �Mac� Empruntons �a cette r�ef�erence un r�esultat qui va jouer un r�ole

essentiel dans le calcul des caract�eres�

Soient � une partition d
un entier p et 
 une partition d
un entier q� On a donc une

classe de repr�esentations 

�� de Sp et une classe de repr�esentations 


� de Sq�

Comme dans le Chapitre �� consid�erons Sp�Sq comme un sous	groupe de Sp�q

et soit � la classe de repr�esentations induite par 

�� � 


�� rappelons que c
est

cette construction qui fournit le produit sur l
anneau gradu�e R � �Rn o�u Rn est le

Z� module libre de base l
ensemble des classes irr�eductibles de repr�esentations de

Sn� Soient M��M��M� des modules simples respectivement de classe 

��� 


�� �

Proposition 
��� � Les GL
V �� modules�
M� � V �p

�Sp

�
�
M� � V �q

�Sq

et
�
M� � V ��p�q�

�S�p�q�

sont isomorphes�

Pour �eviter des confusions notons � le produit tensoriel externe� On utilise les

exercices de la �n de l
appendice� On a�

M� � V ��p�q� �� IndSn

Sp�Sq

�

M��M�� �ResSn

Sp�Sq

V ��p�q��

�
La r�eciprocit�e de Frobenius donne ensuite

IndSn

Sp�Sq

�

M��M���Res

Sn

Sp�Sq

V ��p�q�

��Sp�q

��




M��M���Res

Sn

Sp�Sq
V ��p�q�

�Sp�Sq

D
autre part

ResSn

Sp�Sq
V ��p�q� �� V �p�V �q

d
o�u

M��M���Res�Sn

Sp�Sq
V��p�q�

�Sp�Sq

��


�
M� �V�p��
M� �V�q

��Sp�Sq

qui est encore isomorphe �a�
M� � V �p

�Sp

�
�
M� � V �q

�Sq

Tous ces calculs sont relatifs �a l
action des groupes sym�etriques mais tous les

isomorphismes ci	dessus sont des isomorphismes de GL
V �� modules et en ce sens

le dernier produit tensoriel � est en fait un produit interne� La proposition est

donc d�emontr�ee�



��

Soit Rr le Z� module libre ayant pour base les classes de repr�esentations poly	

nomiales irr�eductibles de GL
V �� On note Rn
r le sous	module des repr�esentations

homog�enes de degr�e n� On a Rr � �n��Rn
r � Si � est une partition� on a d
une part

une classe 

�� qui est l
un des �el�ements de base de Rj�j et d
autre part la classe du

GL
V �� module M� � V �j�j� c
est	�a	dire �
�� si �
���r et � sinon� Remarquons

au passage� qu
en th�eorie des repr�esentations� la dimension de l
espace est toujours

suppos�ee au moins �egale �a � � il n
y a donc pas de repr�esentation 
��� Par contre on

peut parler du C
GL
V �� module nul� Pour n � �� on a convenu que R� � Z et

on a aussi R�
r � Z � on introduit l
application identique de R� sur R�

r�

On a donc une application lin�eaire surjective de R sur Rr� dont le noyau admet

pour base les 

�� tels que �
�� � r� Le produit tensoriel interne munit Rr

d
une structure d
anneau gradu�e � l
�el�ement neutre est la repr�esentation triviale


sa dimension est � pas ��� La Proposition signi�e qu
on a un homomorphisme

d
anneau de R sur Rr�

On va maintenant pouvoir calculer les caract�eres des repr�esentations de GL
V �� Si

� est une repr�esentation rationnelle de ce groupe� son caract�ere est la fonction

ch
��
g� � Tr�
g�

Le caract�ere d
une somme directe est la somme des caract�eres� celui d
un produit

tensoriel le produit des caract�eres� Si on tord par Detm� on multiplie donc le

caract�ere par la fonction Det
g�m � il su�t donc de consid�erer le cas polynomial�

Le caract�ere de � est alors une fonction polynomiale sur GL
V � qui est centrale�

c
est	�a	dire invariante par automorphismes int�erieurs� Fixons une base de V �

Consid�erons le cas o�u g est diagonale de coe�cients x�� � � � � xr � La restriction du

caract�ere �a ces matrices diagonales est un polyn�ome sym�etrique en x�� x�� � � � � xr

ch
��
g� � P 
x�� � � � � xr�

Si on note e�� � � � � er les fonctions sym�etriques �el�ementaires des xi� il existe un

polyn�ome Q tel que

ch
��
g� � Q
e�� � � � � er�

Mais les ei peuvent �etre consid�er�ees comme des fonctions polynomiales sur GL
V �

car� au signe pr�es ce sont les coe�cients du polyn�ome caract�eristique� Avec cette

interpr�etation� l
expression pr�ec�edente pour le caract�ere est valable pour tout

g� diagonalisable sur K� Si le corps est alg�ebriquement clos� alors les matrices

diagonalisables sont Zariski denses donc on a l
�egalit�e partout � le caract�ere est un

polyn�ome sym�etrique en les valeurs propres de g ou si on pr�ef�ere un polyn�ome en

les coe�cients du polyn�ome caract�eristique�

Dans le cas g�en�eral� on peut par exemple proc�eder comme suit� On se ram�ene au

cas irr�eductible� La repr�esentation � est d�e�nie sur Q c
est	�a	dire qu
il existe une



��

Q� forme VQ de V et une Q� forme EQ de l
espace E de la repr�esentation telle

que GL
VQ� stabilise EQ 
et y op�ere irrr�eductiblement�� Choisissons des bases

de VQ et de EQ� Etendons le corps des scalaires �a un cl�oture alg�ebrique Q de

K� Le caract�ere� restreint aux matrices diagonales� est une fonction polynomiale

sym�etrique des xi� �a coe�cients rationnels� On r�eintroduit le polyn�ome Q qui est

donc �a coe�cients rationnels� donc ind�ependant deK� Les coe�cients du polyn�ome

caract�eristique sont des polyn�omes� �a coe�cients rationnels 
et m�eme entiers�� des

coe�cients de la matrice � ils ne d�ependent pas de K� Ceci permet de se placer sur

K et donc de conclure�

Le caract�ere ch
�� est donc donn�e par un polyn�ome sym�etrique rationnel� en

r ind�etermin�ees� la valeur du caract�ere en g est obtenue en substituant �a ces

ind�etermin�ees les valeurs propres de g 
sur une extension de K �� Avec les

notations du Chapitre �� on peut donc consid�erer que ch
�� est un �el�ement de

l
anneau
V
r des polyn�omes sym�etriques en x�� � � � � xr � Plus pr�ecis�ement on dispose

d
un homomorphisme d
anneaux

ch � Rr � %r

Notons de plus que si ��Rn
r alors ch
�� est homog�ene de degr�e n donc appartient

�a %nr �

On va se d�ebarrasser du param�etre r� Soit s � r et prenons � de poids n et

de longueur au plus r� Soient V� un espace vectoriel de dimension r et W� un

sous	espace de dimension s � r � posons V� � V��W�� Choisissons une base de

V� ainsi qu
une base de W�� Consid�erons une matrice diagonale g de coe�cients

x�� � � � � xr � � � � � xs� Elle op�ere dans 
M� � V �n
� �Sn et on peut consid�erer sa trace

ch
�s
���
g� 
l
indice s correspond donc �a la dimension de V� �� En fait cette trace

a un sens m�eme si certains des xi sont nuls� On a une d�ecomposition

V �n
� � V �n

� � � � �

o�u les termes non �ecrits font intervenir W�� Si on prend xr� � � � � � xs � �� alors

on obtient la valeur de ch
�r
��� sur la matrice diagonale� d
ordre r et dont les

coe�cients diagonaux sont x�� � � � � xr � On a une application lin�eaire

�j�js�r � %j�js � %j�jr


voir Chapitre ��� Les remarques pr�ec�edentes signi�ent que

�j�js�r
ch
�s
���� � ch
�r
���

Mais on a aussi des homomorphismes

bns�r � Rn
s � Rn

r



��

d�e�nis par

bns�r
�s
��� �

�
�r
�� si �
���r

� si s��
�� � r

On noteRn la limite projective etR � �Rn 
limite projective dans la cat�egorie des

anneaux gradu�es�� Ce qui pr�ec�ede montre qu
on a un homomorphisme d
anneaux

ch de R dans %� On peut r�esumer la situation par le diagramme

Rn ch
������ %n

bnr

�����y �nr

�����y
Rn
r

ch
������ %nr

Noter que les &�eches verticales sont des bijections si r�n� D
autre part revenons

sur les homomorphismes de R sur les Rr� En un sens �evident ils sont compatibles

avec les bns�r et �a la limite on obtient un isomorphisme � de R sur R� Au chapitre

� on a introduit un isomorphisme de R sur %� On va prouver que ch � � � ����

Il su�t de le v�eri�er pour un syst�eme de g�en�erateurs� Dans % consid�erons les

fonctions sym�etriques �el�ementaires en� n��� On a d�eja montr�e� au chapitre �� que

en correspond �a la repr�esentation signature deSn � notons la sgn� La repr�esentation

sgn de Sn est associ�ee� pour r�n �a la repr�esentation de GL
V � dans
Vn
V �� Pour

calculer ch
�
sgn�� on peut prendre r � n et calculer ch
�n
sgn�� Mais dans ce cas

la repr�esentation de GL
V � est de dimension � et est le caract�ere Det� c
est	�a	dire

le produit des valeurs propres� c
est	�a	dire en�

On a ainsi d�emontrer le th�eor�eme suivant

Th�eor
eme 
��� � Pour toute partition � on a

ch
�
��� � s�

Plus explicitement �

Corollaire 
��� � Soit r � dim
V � et soit � une partition de longueur au plus r�

Le caract�ere de la classe de repr�esentations ���� est

ch
�
�
��

�

g� �

P
�	Sr

�
��x���r��
������

� � � x�r
����r�P

�	Sr
�
��xr��

������
� � � x�

����r�

�
Det
x

�j�r�j
i �

Det
xr�ji �

o�u les xi sont les valeurs propres de g�

Donnons une ou deux applications�



��

Proposition 
���� � Soit � une partition de longueur au plus r� La classe

irr�eductible �
�� �Det est la classe �

� avec 
 � 
�� � �� �� � �� � � � � �r � ��

C
est imm�ediat en comparant les caract�eres� On peut aussi le voir �a partir de la

formule de Pieri�

Calculons la dimension de �
��� On doit �evaluer s�
�� �� � � � � ��� Dans la formule

quotient de deux d�eterminants� prenons xi � ti�� o�u t�K�� On a

s�
�� t� t
�� � � � � tr��� �

Det
t�i�����j�r�j�

Det
t�i����r�j�

C
est un quotient de d�eterminants de Vandermonde d
o�u

s�
�� � � � � t
r��� �

Y
i�j

� t�i�r�i � t�j�r�j

tr�i � tr�j

�

Dans cette expression tous les facteurs qui interviennent on un z�ero simple pour

t � �� En simpli�ant par t� � on obtient

�t�i�r�i � t�j�r�j

tr�i � tr�j

�
�

�i � �j � j � i

j � i
� 
t� ��
� � ��

En prenant alors t � � on obtient la dimension cherch�ee�

Th�eor
eme 
���� � La dimension de �
�� est

Y
��i�j�r

��i � �j � j � i

j � i

�

Au passage �

Corollaire 
���� � Les seules repr�esentations rationnelles de dimension � de

GL
V � sont les puissances du d�eterminant�

En e�et on se ram�ene au cas polynomial en tordant par une puissance assez grande

du d�eterminant� Pour que �
�� soit de dimension �� il faut et il su�t d
apr�es la

formule pr�ec�edente que tous les �i soient �egaux� mais on sait que � � 
s� s� s� � � � � s�

correspond �a Dets�

Dans la suite et lorqu
il y aura risque de confusion� on notera �r au lieu de ��

x �� Le point de vue classique� � Le corps K est toujours de caract�eristique �

et V est un espace vectoriel sur K� de dimension r��� On note V � son dual� On

consid�ere l
espace

W � Wp�q � V �p�V ��q



��


sommes directes�� Le groupe GL
V � op�ere naturellement dans V ainsi que dans

V �� repr�esentation contragr�ediente 
transpos�ee de l
inverse�� Il op�ere donc dans W

et donc aussi dans l
alg�ebre S
W �� des fonctions polyn�omiales sur W � On cherche

�a d�eterminer les invariants dans S
W ���

Il s
agit donc de trouver les application polyn�omiales � de W dans K telles que�

pour g�GL
V �� on ait �
g��w� � �
w�� Il est facile d
en construire� Pour ��i�p

et ��j�q consid�erons la forme lin�eaire �i�j d�e�nie sur W par

�i�j 
v��v�� � � ��vp�v
�
��v

�
�� � � � �v

�
q � � hv�j jvii

On a

hgv�j � vii � hvj � g
��vii

par d�e�nition m�eme de l
action contragr�ediente et ceci signi�e que �i�j est

invariante� plus g�en�eralement tout polyn�ome en les �i�j est invariant� Le premier

th�eor�eme fondamental 
deuxi�eme version� dit qu
on a obtenu tous les invariants�

Th�eor
eme ���� � La sous	alg�ebre des invariants de GL
V � dans S
W �� est

engendr�ee par les �i�j �

On proc�ede en deux temps� On commence par chercher les invariantsmultilin�eaires�

c
est	�a	dire lin�eaires par rapport �a chacune des variables vi et v�j et on proc�ede

ensuite par polarisation compl�ete pour traiter le cas g�en�eral�

Lemme��
� � Le sous	espace des invariants multilin�eaires de GL
V � dans S
W ��

est r�eduit �a 
�� si p est di
�erent de q et� si p � q il est engendr�e par les

pY
�

�j���j�

o�u � appartient au groupe sym�etrique Sp

En e�et soit � une telle fonction� Ecrivons qu
elle est invariante par les op�erateurs

scalaires t Id� Ces derniers op�erent par multiplication par t dans V et par

multiplication par t�� dans V �� On a donc

f
tv�� � � � � tvp� t
��v�� � � � � � t

��v�q � � f
v�� � � � � v
�
� � � � � � v

�
q �

Si f est multilin�eaire et non nulle ceci n
est possible que si tp�q � � donc

p � q� Supposons donc que p � q� Soit E � V �p donc E� � V ��p� Les formes

multilin�eaires sur W s
identi�ent aux formes lin�eaires sur E � E� et ceci est

compatible avec les actions canoniques de GL
V �� On est donc �a la recherche de��
E �E�

���GL�V �



��

Mais on a un isomorphisme

� � EndKE �
�
E �E�

��
donn�e par

�
T �
e � e�� � he�� T 
e�i�

Pour que T commute �a l
action de GL
V �� il faut et il su�t que� pour tout g on ait

g��Tg � T c
est	�a	dire que� pour tout e et e�

he�� g��Tgei � he�� T ei

c
est	�a	dire que

hge�� T gei � he�� T ei

ce qui signi�e que �
T � est une forme lin�eaire invariante� Mais le premier th�eor�eme

fondamental� sous sa premi�ere forme� dit que le commutant de GL
V � dans EndKE

est le sous	espace vectoriel engendr�e par les �r�p
�� o�u ��Sp� Calculons �
�r�p
����

Il vient

hv�� � � � � � v�p� �r�p
��v� � � � � � vpi �

pY
�

hv�j � v����j�i

et le Lemme est d�emontr�e�

Passons au th�eor�eme� Soit P�S
W �� un polyn�ome invariant� C
est une fonction de

p� q variables vectorielles et on peut le d�ecomposer en une somme de polyn�omes

multihomog�enes c
est	�a	dire homog�enes par rapport �a chacune de ces variables� Il

est clair que chacune de ces composantes est invariante� On peut donc supposer

que P est homog�ene de degr�e �i par rapport �a vi et homog�ene de degr�e �j par

rapport �a vj �

D
une mani�ere g�en�erale� si Q est un polyn�ome homog�ene de degr�e s� on d�e�nit

f
x�� � � � � xn� �
�s

�t� � � � �ts

t�x� � � � �� tsxs�

C
est une forme s� lin�eaire sym�etrique et on reconstruit Q par

Q
x� �
�

s!
f
x� � � � � x�

ce qui suppose la caract�eristique �� C
est le processus de polarisation�

On applique ceci �a chacune des p � q variables de P � On obtient ainsi une forme

multilin�eaire

L
v���� � � � � v��	� � � � � � vp��� � � � � vp�	p � v
�
���� � � � � v

�
����� � � � � v

�
q��q � � � � � v

�
q��q �



��

et elle est invariante� D
apr�es le Lemme� on doit avoir
P

�i �
P

�j et L s
obtient

�a l
aide de de produits hv�j�j� jvi�i�i qui dans la reconstruction donnent des produits

hv�j jvii et on obtient le th�eor�eme�

Ce th�eor�eme est valable en toute caract�eristique �Proc�� �C�P��

On peut faire un petit peu mieux� Conservons les notations pr�ec�edentes� Les

caract�eres de GL
V � sont les puissances du d�eterminant � un invariant relatif de

poids m est un polyn�ome qui se transforme suivant le caract�ere Detm

P 
g��w� � 
Det g�mP 
w�

Traitons d
abord le cas multilin�eaire � on peut supposer m � �� quitte �a �echanger

V et V �� A l
aide des homoth�eties on v�eri�e� comme pour le cas m � � que de tels

invariants relatifs multilin�eaires non nuls ne peuvent exister que si p � q � mr�

Dans cette situation� donnons nous une partition de f�� �� � � � � pg en une partie �a q

�el�ements et m parties �a r �el�ements� Pour �xer les id�ees fabriquons ces parties en

suivant l
ordre naturel des entiers� On obtient un invariant relatif multilin�eaire et

de poids m en choisissant une permutation � de f�� � � � � qg�

� qY
�

hv�j jv����j�i
� mY

�

Det
vq�sr��� � � � � vq�sr�r�


 On choisit une fonction d�eterminant sur V ��

Il faut se convaincre que� lorsqu
on fait varier la partition et � on obtient un

syst�eme de g�en�erateurs de l
espace vectoriel des formes multilin�eaires relativement

invariantes et de poids m� En proc�edant comme dans le cas m � �� on introduit

l
isomorphisme

� � HomK
V
��q�mr�� V q� � V ��q�mr� � V �q��

et on se r�eduit �a chercher les applications lin�eaires T

T � V ��q�mr� � V �q

qui v�eri�ent

g��Tg �
�
Det
g�

�m
T

Dans V �r� le sous	espace des tenseurs antisym�etriques est de dimension � �

choisissons un tel tenseur a� non nul� On a donc ga � Det
g�a� Soit S

l
endomorphisme de V ��q�mr� d�e�ni par

S
x� � T 
x� � a � a � � � � a



�


Il commute �a GL
V � donc appartient �a �r�q�mr
K"Sq�mr#�� On doit donc

d�eterminer les ��K"Sq�mr # tels que �r�q�mr
�� ait son image contenu dans

le sous	espace V �q � a � a � � � �� a� Consid�erons le sous	groupe Sr� � � ��Sr de

Sq�mr o�u lesm copies de Sr correspondent aux entiers de q�� �a q� r� de q� r��

�a q � �r � � �Soit

� �
X
Sr

�
����

et notons ��� � � � �m les �copies� de � dans chacun des sous	groupesSr � Au produit

par une constante non nulle pr�es� �r�q�mr
�� 
 �� 
 � � � 
 �m� est le projecteur sur le

sous	espace V �q � a� a� � � �� a� Les applications S qui conviennent sont donc les

combinaisons lin�eaires des �r�q�mr
�� 
 �� 
 � � � 
 �m��r�q�mr
�� pour ��Sq�mr �

Si on revient aux formes lin�eaires relativement invariantes ceci correspond �a

v��� � ��vq�rm�v
�
��� � ��v

�
q ��

m��Y
s��

Det
v����q�sr���� � � � � v����q�sr�r��

qY
j��

hv�j jv����j�i

On a ainsi obtenu pour les invariants relatifs l
�equivalent du Lemme �	��

Le processus de polarisation fonctionne sans modi�cations� Finalement �

Th�eor
eme ���� � Soient W � V �p�V ��q � La sous	alg�ebre des invariants relatifs

dans S
W �� est engendr�ee par les �el�ements de la forme suivante �


 
v�� � � � � vp� v�� � � � � � v
�
q � �� hv�j jvii 
poids 
�


 
v�� � � � � vp� v�� � � � � � v
�
q � �� Det
vi� � � � � � vir � 
poids ��


 
v�� � � � � vp� v�� � � � � � v
�
q � �� Det
v�j� � � � � � v

�
jr
� 
poids �� �

Il est clair que ces �el�ements ne sont pas alg�ebriquement ind�ependants� La

d�etermination des relations alg�ebriques entre les g�en�erateurs rel�eve 
entre

autres� � � � du second th�eor�eme fondamental�

Passons au deuxi�eme th�eor�eme fondamental� On consid�ere V �p�V ��q et les

fonctions polynomiales invariantes sur cet espace� D
apr�es le premier th�eor�eme

fondamental� ce sont des polyn�omes en les pq fonctions hv�j jvii� Soit X
v�� � � � � v�q �

la matrice �a p lignes et q colonnes dont les coe�cients sonts les hv�j jvii� Toute

relation lin�eaire entre les vi se transporte en une relation lin�eaire entre les lignes de

cette matrice qui est donc de rang au plus r� En fait l
image de l
application X est

exactement la sous	vari�et�e des matrices de rang au plus r� En e�et multiplier X �a

gauche ou �a droite par des matrices carr�ees revient �a remplacer les vi ou les v�j par

des combinaisons lin�eaires de sorte que l
image est invariante par ces op�erations�

Soit e�� � � � � er une base de V et soit e��� � � � � e
�
r la base duale� Soit s un entier au

plus �egal �a Inf 
p� q� r�� On choisit vi � ei pour i�s et � sinon� puis v�j � e�j si

j�s et � sinon� La matrice X correspondante est de rang s ce qui prouve notre

assertion sur l
image�

Si p�r ou q�r� alors l
application est surjective et les hv�j jvii sont donc



�	

alg�ebriquement ind�ependants� Par contre si r � p et r � q� alors tout mineur

d
ordre r � � extrait de la matrice X est nul ce qui fournit d�eja un certain nombre

de relations� Du point de vue ensembliste elles caract�erisent l
image mais il n
est

pas �evident qu
elles donnent toutes les relations� Autrement dit il n
est pas clair �a

priori que les mineurs d
ordre r � � sont un syst�eme de g�en�erateurs de l
id�eal des

fonctions polyn�omes nulles sur la sous	vari�et�e des matrices de rang au plus r� Le

second th�eor�eme fondamental a�rme que c
est vrai�

Th�eor
eme ���� � Si r � p ou r � q alors les pq invariants hv�j jvii sont

alg�ebriquement ind�ependants� Si r � Inf 
p� q� alors les mineurs d�ordre r � �

engendrent l�id�eal des relations entre les hv�j jvii�

Pour le d�emontrer� on revient �a la d�emonstration du premier th�eor�eme� Si P 
xi�j �

est un polyn�ome �a pq variables alors P 
hv�j jvii� s
�ecrit comme somme de termes

multihomog�enes par rapport �a chacune des p � q variables vi et v�j � Si donc

identiquement P 
hv�j jvii� � �� alors chacune de ces composantes le sera aussi�

On peut donc supposer que P est homog�ene de degr�e �i par rapport �a chaque

vi et homog�ene de degr�e �j par rapport �a chaque v�j � Le probl�eme est donc

de trouver les relations lin�eaires entre les mon�omes en les hv�j jvii ayant les

degr�es d
homog�en�eit�e pr�ec�edents� Mais ces mon�omes sont pr�ecis�ement ceux qu
on

construit par polarisation� On doit avoir
P

�i �
P

�j � soit n cet entier� A tout

��Sn on a fait correspondre l
un de ces mon�omes ou peut	�etre �� On obtient ainsi

au moins une fois chacun de ces mon�omes� Les relations lin�eaires sont donn�ees

par les ��K"Sn# telles que �r�n
�� � �� La premi�ere forme du deuxi�eme th�eor�eme

fondamental nous dit que � doit appartenir �a l
id�eal bilat�ere engendr�e par

�r�� �
X

�	Sr��

�
����

o�u Sr�� est le sous	groupe des permutations qui laissent �xes chacun des entiers

r � �� � � � � n� Une base de cet id�eal est donc form�e des �el�ements �a 
 �r�� 
 �b o�u

a et b sont des �el�ements de Sn� Si T � �r�n
�a 
 �r�� 
 �b� la forme multilin�eaire

associ�ee est

hTu� � � � � � unju
�
� � � � � � u�ni

ou encore

h
X
�

�
��ub���������� � ��ub������r����ub���r����� � ��ub���n� ju
�
a����� � ��u�a�n�i

On obtient donc un mineur d
ordre r�� extrait de la matrice huiju�j i que multiplie

un mon�ome en ces coe�cients� Dans notre cas chaque ui est l
un des ui� chaque u�j
l
un des vj mais chacun intervient plusieurs fois� Si lorqu
on forme le d�eterminant

on pioche deux fois dans le m�eme tas on obtient � sinon on obtient l
un des mineurs

cherch�es� Le th�eor�eme est donc une simple r�einterpr�etation de la premi�ere forme�

Ici encore c
est le processus de polarisation qui est essentiel�



��

x �� Des poids et des racines� � Dans les x pr�ec�edents nous avons suivi Schur

et Weyl � les repr�esentations de G � GL
V � ont �et�e construites �a peu pr�es en

m�eme temps que l
on a d�emontr�e les th�eor�emes fondamentaux� On va maintenant

introduire l
outil essentiel que sont les poids d
une repr�esentation�

Soit V un K� espace vectoriel de dimension �nie r� On choisit une base e�� � � � � er
de V et on note e�j la base duale� Soit A	GL
V � le sous	groupe des matrices

diagonales et soit U le sous	groupe des matrices triangulaires sup�erieures� avec

des � dans la diagonale� Il est imm�ediat que A normalise U � Le sous	groupe

B � AU � UA est un sous	groupe de Borel de G� Le centralisateur de A

dans G est A � soit N
A� son normalisateur� Soit g�N
A� et soit a une matrice

diagonale dont les coe�cients diagonaux sont t�� � � � � tr� La matrice gag�� est �a

nouveau diagonale et ses coe�cients sont les tj convenablement permut�es� Comme

l
application a �� gag�� est un automorphisme de A� il est facile de voir qu
il existe

w�Sr tel que� pour tout a diagonale la matrice gag�� soit la matrice diagonale dont

les coe�cients diagonaux sont� dans l
ordre� tw���i�� Comme toute permutation

peut se r�ealiser �a l
aide d
une matrice du m�eme nom� on a un isomorphisme du

groupe quotient W � N
A�	A sur Sr� Le groupe W est le groupe de Weyl� Pour

toute permutation ��Sr soit w� la matrice d�e�ni par w�
ei� � e��i�� Alors w�

est un repr�esentant de l
�el�ement w de W correspondant �a �� Dans la suite on note

souvent w �a la fois un �el�ement de W et l
un de ses repr�esentants dans G � on peut

par exemple prendre le pr�ec�edent mais cela est rarement indispensable�

Th�eor
eme ��� �D�ecomposition de Bruhat�� � On a

G �


w	W

UwB

Cette r�eunion est disjointe� Si w� correspond �a la permutation ��
i� � n� i� alors

Uw�B est un ouvert de Zariski de G�

C
est un classique qui remonte �a Gau)�

Rappelons que K� est muni d
une structure de vari�et�e a�ne en l
identi�ant �a

l
hyperbole xy � � de K�� En particulier les caract�eres rationnels de K� sont les

caract�eres t �� tn avec n�Z� Le groupe 
alg�ebrique� A est isomorphe �a K�r 
c
est

un tore d�eploy�e maximal de G �� Le groupe de ses caract�eres rationnels est identi��e

�a Zr� A tout �el�ement 
��� � � � � �n� de ce r�eseau est associ�e le caract�ere
Q

t�ii � On

note E
Z
ce groupe et E

Q
� E

Z
�
Z
Q� On note ��� � � � � �r la base naturelle de ce

r�eseau � c
est aussi une base sur Q�

Soit 
�� F � une repr�esentation rationnelle de dimension �nie de A� On a donc� avec

les notations usuelles pour les multientiers� de signe quelconque dans ce cas�

�
a� �
X
	

f	t
	

La somme est �nie et f	�EndK
F �� On a �
aa�� � �
a��
a� � ce qui impose

f	f� � � si ���� et f	f	 � f	� En prenant a � Id� on obtient
P

f	 � Id donc les



��

f	 sont des projecteurs sur des sous	espaces F	 dont la somme est directe et �egale

�a F � Chacun de ces sous	espaces est invariant par A et la restriction de � �a F	 est

un multiple du caract�ere t	�

Soit 
�� F � une repr�esentation rationnelle de G � appliquons ce qui pr�ec�ede �a la

restriction de � �a A� Les � tels que F	 ��
�� sont appel�es les poids de ��

Prenons F � Mr
K�� et

�
g�
m� � gmg��

C
est la repr�esentation �adjointe�� Soit Xi�j la matrice carr�ee d
ordre r dont tous

les coe�cients sont nuls sauf le coe�cient 
i� j� qui vaut �� Si a est diagonale

�
a�Xi�j �
ti
tj
Xi�j

Le vecteur fi�j est donc un vecteur de poids ti	tj � En notation additive� ce poids

est �i � �j � Les poids non nuls de la repr�esentation adjointe sont les racines de G�

relativement �a A� Les racines sont donc les �i � �j pour i��j� Elles appartiennent

toutes �a l
hyperplan H� somme des coordonn�ees nulles�

Utilisons l
ordre lexicographique � une racine est positive si sa premi�ere coordonn�ee

non nulle est positive� Les racines positives sont donc les �i � �j avec i � j� Soient

�� � �� � ��� �� � �� � ��� � � � � �r�� � �r�� � �r

Pour i � j

�i � �j � �i � �i�� � � � �� �j

Toute racine positive est combinaison lin�eaire des �i� Ces derni�eres sont les racines

simples � elles forment une base de H�

Soient % et %� deux �el�ements de E
Z
� On dit que % est plus grand que %� 
ou domine

%� � si % � %� est combinaison lin�eaire �a coe�cients positifs ou nuls de racines

simples� Si

% �
X

�i�i� %� �
X

��i�i

et

% � %� �
X

nj�j

alors

�� � ��� � n�

�� � �� � ��� � ��� � n�

� � � � � � � � � � � �

�� � � � �� �r�� � ��� � � � �� ��r�� � nr��

�� � � � �� �r � ��� � � � �� �r



��

On retrouve donc la relation de dominance introduite dans un chapitre pr�ec�edent

mais pour des partitions de m�eme poids�

Soit �a nouveau 
�� F � une repr�esentation rationnelle de G� Supposons la

irr�eductible� L
ensemble de ses poids est une partie �nie de E
Z
� Pour la relation de

dominance il y a donc des �el�ements maximaux� Un tel �el�ement maximal est appel�e

un plus haut poids ou poids dominant de la repr�esentation et les vecteurs non nuls

sont dits dominants ou de plus haut poids�

Th�eor
eme��
� � Le poids dominant d�une repr�esentation rationnelle irr�eductible

de dimension �nie de GL
V � est unique� Le sous	espace des vecteurs dominants 


et du vecteur 
� est de dimension � et est le sous	espace des vecteurs �x�es par le

sous	groupe U � La classe de la repr�esentation est d�etermin�ee par le poids dominant�

En�n les poids dominants sont les � �
Pr

� �i�i qui v�eri�ent ������ � � � ��r �

On peut supposer� en tensorisant avec une puissance convenable du d�eterminant�

que 
�� F � est une sous	repr�esentation de la repr�esentation de G dans l
alg�ebre

tensorielle de V � Les tenseurs ei� � � � � � ein forment une base de vecteurs propres

pour l
action de A et un tel vecteur est de poids
P

j �ij � D
autre part il est facile

de montrer que le groupe U est engendr�e par les sous	groupes �a un param�etre

Exp
xXi�j � � Id � xXi�j � i � j

Or on a

Exp
xXi�j �ek �

�
ek si k ��j

ek � xei si k � j

de sorte que le vecteur Exp
xXi�j �ek est soit de poids �k soit somme d
un vecteur

de poids �k et d
un vecteur de poids �i � �k � �i � � � �� �k��� En rassemblant les

remarques ci	dessus� on obtient que� pour u�U et pour tout poids � de �� on a

�
u�F		F	 �
X
��	

F�

Les vecteurs dominants sont donc invariants par U � Prouvons l
unicit�e du poids

dominant� Consid�erons la repr�esentation contragr�ediente �� de �� Soit 
 un plus

bas poids pour la repr�esentation contragr�ediente et f���F
� un vecteur non nul de

poids 
� Soit U � w�Uw��
� le sous	groupe des matrices triangulaires inf�erieures

avec des � dans la diagonale� D
apr�es ce qui pr�ec�ede� f�� est invariant par U � Soit

% un poids dominant de � et f� un vecteur dominant� Consid�erons la fonction

�
g� � hf�� j�
g�f�i

Pour u�U et u�U on a

�
ugu� � hf�� j�
ugu�f�i � h��
u���f�� j�
g��
u�f�i � �
g�



��

D
autre part comme � est irr�eductible� le vecteur f� est cyclique � les vecteurs

�
g�f� engendrent F � la fonction � n
est donc pas identiquement nulle� C
est aussi

une fonction rationnelle et donc elle n
est pas identiquement nulle sur l
ouvert de

Zariski Uw�AU � w�UAU et elle ne l
est pas non plus sur l
ouvert translat�e UAU �

Finalement �
a� est non nul� Notons a� la valeur du caract�ere � en a� On a

�
a� � hf��j�
a�f�i � h��
a���f�� jf�i

d
o�u

�
a� � hf�� jf�ia
� � hf�� jf�ia

��

et donc % � �
 ce qui prouve l
unicit�e de % 
et de 
��

Le m�eme calcul donne l
unicit�e� �a un facteur constant pr�es� du vecteur dominant�

En e�et soit f �� un vecteur dominant et ��
g� � hf�� j�
g�f
�
�i � les fonctions � et ��

sont proportionnelles sur un ouvert de Zariski� donc partout� En multipliant f �� par

un scalaire convenable on peut supposer que ces deux fonctions sont �egales� Il en

r�esulte que� pour tout g� on a h��
g�f�� jf� � f�� i � �� Comme �� est irr�eductible

le vecteur f�� est cyclique donc f� � f�� �

Consid�erons le sous	espace des vecteurs invariants par U � Il est stable par A donc

somme directe de ses intersections non nulles avec les F	� Si f est invariant par U

et de poids �� le calcul pr�ec�edent reste valable et nous dit que �� 
 � � donc que

� est le poids dominant�

Avec les m�emes notations soit� pour tout f�F �

�f 
g� � hf��j�
g�fi

L
application f �� �f est lin�eaire injective et ���x�f 
g� � �f 
gx�� Soit � la

fonction �f pour f � f�� un vecteur dominant� L
espace vectoriel des fonctions

�f est donc engendr�e par les translat�ees �a droite de �� D
autre part la fonction

� v�eri�e �
ugau� � a��
g� ce qui� comme on l
a vu� la d�etermine �a un facteur

constant pr�es� La classe de la repr�esentation � est donc enti�erement d�etermin�ee

par le poids dominant %� Il nous reste �a caract�eriser ces derniers�

Pour cela on utilise le groupe de Weyl W � Si w�W et si ��E
Z
� on d�e�nit w
�� par

aw
����� � 
waw����

Il est clair que l
ensemble des poids d
une repr�esentation irr�eductible � est invariant

par W � Soit

% �
rX
�

�i�i

le poids dominant et prenons pour w la transposition de i et j avec i � j� On a

%�w
%� � �i�i��j�j��i�j��j�i � 
�i��j��i� 
�i��j��j � 
�i��j�
�i��j�



��

Comme % est le poids dominant ceci impose �i��j � Tout poids dominant v�eri�e

donc

������ � � ���r

On va montrer que tout �el�ement de cette forme est un poids dominant� Soit 
�� F �

une repr�esentation rationnelle de dimension �nie deG� Elle se d�ecompose en somme

de repr�esentations irr�eductibles F � �Fi� Dans chaque Fi le sous	espace FU des

vecteurs U� invariants est de dimension � et FU � �
FU�Fi�� En�n A op�ere

scalairement dans chacun des FU�Fi� le caract�ere qui intervient �etant le poids

dominant de 
�Fi � Fi�� Pour d�eterminer la d�ecomposition d
une repr�esentation telle

que �� il su�t donc d
analyser l
action de A dans le sous	espace des vecteurs U�

invariants�

Soient 
��� F�� et 
��� F�� deux repr�esentations irr�eductibles de poids dominants

respectifs %� et %�� Choisissons des vecteurs dominants f� et f� et consid�erons

le produit tensoriel 
�� � ��� F� � F��� le vecteur f� � f� est U� invariant et de

poids %� � %�� Par cons�equent %� � %� est un poids dominant et la classe de

repr�esentations correspondante intervient au moins une fois dans �� � ��� Toute

combinaison lin�eaire �a coe�cients entiers positifs de poids dominants est donc un

poids dominant�

D
autre part� pour ��j�r� la repr�esentation naturelle de G dans
Vj
V � est

irr�eductible � c
est la repr�esentation qui provient du caract�ere signature du groupe

sym�etrique Sj � On peut prouver l
irr�eductibilit�e directement� En e�et notons que

les vecteurs

ei�� � � ��eij � i� � i� � � � � � ij

forment une base et sont de poids �i� � � � � � �ij et ces poids sont deux �a deux

distincts� Parmi ces vecteurs le seul qui soit invariant par U est e��e�� � � ��ej � Le

sous	espace des vecteurs invariants par U �etant de dimension �� la repr�esentation

est irr�eductible et de poids dominant �� � �� � � � �� �j � Soit �j � �� � � � �� �j
On a X

�i�i � �r�r � 
�r���r��r�� � � � �� 
�� � �����

Si �r��� la condition ������ � � � ��r implique donc que
P

�i�i soit un poids

dominant� Si �r � �� alors cette condition implique que
P


�i��r��i soit un poids

dominant et en tensorisant avec la puissance �r du d�eterminant on obtient queP
�i�i est un poids dominant�

En d�e�nitive les poids dominants sont les
Pr

� ni�i avec nr�Z et ni�N pour

��i�r � �� Les �i sont appel�es les poids fondamentaux�

Les repr�esentations polynomiales sont celles dont le poids dominant v�eri�e �r���

Elles sont donc param�etr�ees par les partitions de longueur au plus r�

Remarque� � Les r�esultats sont souvent �enonc�es pour SL
V � au lieu de GL
V ��

Cela revient �a se restreindre l
hyperplan H� Il y a alors r � � poids fondamentaux



��

et les poids dominants sont exactement les combinaisons lin�eaires �a coe�cients

entiers non n�egatifs de ces poids fondamentaux�

On va comparer la param�etrisation obtenue avec les vecteurs dominants et celle

qui provient des foncteurs de Schur�

Le plus e�cace est d
utiliser la formule des caract�eres 
Th�eor�eme �	��� La valeur

du caract�ere de �r
�� sur la matrice diagonale 
x�� x�� � � � � xr� est s�
x�� � � � � xr�

ou encore X
�

x��� � � � x�rr

o�u � parcourt l
ensemble des poids de �r
��� chacun �etant compt�e autant de fois

que sa multiplicit�e� On a donc

s�
x�� � � � � xr� �
X
�

x��� � � � x�rr

mais

s� � m� �
X
���

K���m�

On se restreint ici �a r variables donc 
 � 

�� � � � 
r� est une partition de longueur

au plus r qui est domin�ee par �� En termes de poids cela signi�e que 
 est

dominant et que � est la somme de 
 et de racines positives� Rappelons que m�

est le sym�etris�e 
sans r�ep�etitions� du mon�ome x��� � � � x�rr �

Par ailleurs� puisque 
 est dominant� pour tout �el�ement w du groupe de Weyl�

c
est	�a	dire toute permutation de f�� �� � � � � rg on a w
�
� l
�egalit�e

m� �
X
���

K���m� �
X
�

x��� � � � x�rr

signi�e donc que � est le poids dominant et que la mutiplicit�e du poids 
 
ou de

l
un de ses conjugu�es par W � est l
entier K����

Th�eor
eme ���� � Pour toute partition de longueur au plus r� le poids dominant

de �r
�� est pr�ecis�ement ��

L
utilisation des vecteurs de plus haut poids est certainement l
outil le plus e�cace

dans la th�eorie des repr�esentations rationelles de dimension �nie de GL
V � Leur

th�eorie se g�en�eralise �a tous les groupes r�eductifs d�eploy�es ce qui permet de d�epasser

le cadre des groupes classiques� On va donner un premier exemple sous forme d
une

introduction �a une synth�ese r�ecente de R� Howe �Ho� o�u il montre comment la

th�eorie classique des invariants peut s
organiser autour de r�esultats a�rmant que

certaines repr�esentations se d�ecomposent avec multiplicit�e �� La dualit�e de Schur

entre GL
V � et Sn en est bien sur un exemple mais pas du type consid�er�e dans

�Ho�� Par contre la situation suivante est caract�eristique�



��

Soient p et q deux entiers� Soit M � Mp�q l
espace vectoriel des matrices �a p

lignes et q colonnes� Une telle matrice se mutiplie �a gauche par une matrice carr�ee

d
ordre p et �a droite par une matrice carr�ee d
ordre q� Soit S � S
M�� l
alg�ebre

des fonctions polynomiales sur M � On a une repr�esentation � de GLp�GLq dans

S �

�
a� b�f
m� � f
tamb�

On veut d�ecomposer cette repr�esentation � on peut d�eja noter que les actions des

deux groupes commutent� Regardons la structure des orbites dans M � Pour �xer

les id�ees supposons que p�q� Deux matrices de m�eme rang sont conjugu�ees � il y a

donc p�� orbites *j o�u l
indice j est le rang� Comme repr�esentants on peut prendre

les matrices �j d�e�nies par �j
ei� � fi si i�j et � sinon� Ici ei 
resp� fi est la base

canonique deKq 
resp� deKp � Il est clair que l
orbite *p est Zariski ouverte� Toute

fonction polynomiale est donc d�e�nie par sa restriction �a cette orbite� Choisissons

comme pr�ec�edemment les sous	groupes de Borel Bp et Bq form�es des matrices

triangulaires sup�erieures� Avec des notations �evidentes Bp � ApUp et Bq � AqUq�

On introduit aussi les sous	groupes triangulaires inf�erieurs Up et Uq�

Si x est une matrice carr�ee d
ordre p� alors pour ��i�p� on note �i
x� le mineur

d
ordre i� construit sur les i premi�eres lignes et les i premi�eres colonnes� On

convient que ��
x� � �� Une matrice g�en�erique m�M est �ecrite m � 
x y� o�u x

est carr�ee d
ordre p et y�Mp�q�p�

Proposition ���� � Soit x une matrice carr�ee d�ordre p� On suppose queQp
��i
x����� Il existe un unique couple de matrices 
up� bp� telles que up�Up

et bp�Bp et telles que de plus x � upbp� Le i �eme coe�cient diagonal de bp est

�i
x�	�i��
x��

C
est bien connu� c
est du �a Gau)� c
est la m�ethode du pivot�

Soit alors m � 
x y��M � Supposons que
Q

�i
x� ��� et introduisons up et bp� On

peut encore d�ecomposer bp� de mani�ere unique� sous la forme bp � apup avec ap
diagonale de coe�cients les �i
x�	�i��
x� et up�Up� Il vient

m � 
x y� � up 
ap ��

�
up a��p u��p y

� Idq�p

�
Ce qu
on �ecrira simplement

m�Up

�BB�
t� � � � � � � � � � �

� t� � � � � � � � � �

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

� � � � � tp � � � � �

�CCAUq

avec

ti �
�i
x�

�i��
x�

Notons que la condition
Q

�i
x���� d�e�nit un ouvert de Zariski *�p	*p de M �



��

Proposition ���� � Les fonctions polyn�omiales �i sur M sont alg�ebriquement

ind�ependantes et la sous	alg�ebre des fonctions polyn�omiales invariantes par Up�Uq
est K"��� � � � ��p#

En e�et si on a une relation P 
��� � � � ��i� � � o�u P est un polyn�ome� alors en se

restreignant aux m tels que y � � et x diagonale� on a� quels que soient les ti�K

P 
t�� t�t�� � � � � t�t� � � � tp� � �

Les ti �etant quelconques et le corps K in�ni ceci entraine P � �� La Proposition

�	� prouve l
invariance des �i en restriction �a *�p ce qui implique l
invariance tout

court� Inversement soit f une fonction polynomiale sur M invariante par Up�Uq�

Si on la restreint aux m de la forme 
x �� avec x diagonale� on obtient un polyn�ome

en les coe�cients ti de x� Par suite

f

x y�� �
X

c	�
	��	�
� 
x� � � ��

	p���	p
p�� 
x��	p

p 
x�

Soient x�� � � � xp des �el�ements quelconques de K� Prenons y � � et

x �

�BBBB�
x� x� � � � xp�� xp
� � � � � � �

� � � � � � �

� � � � � � � � � � � � � � �

� � � � � � �

�CCCCA
Par r�ecurrence� on constate que� �i
x� � �xi Comme f

x ��� doit �etre un

polyn�ome en les xi on en d�eduit que c	 ��� implique ������ � � � ��p�� de sorte

que f est bien un polyn�ome en les �i�

On est maintenant en position de d�ecomposer la repr�esentation �p�q de GLp�GLq
dans l
alg�ebre K"M # des fonctions polyn�omiales sur M � Comme le degr�e est

pr�eserv�e� c
est une somme de repr�esentations de dimension �nie et on peut donc

appliquer les r�esultats de ce x � On vient de trouver la sous	alg�ebreK"M #Up�Uq des

invariants de Up�Uq� D
autre part� pour

ap � diag
x�� � � � xp�� aq � diag
y�� � � � yq�

on a

�p�q
apaq�
�i� � x�x� � � � xpy�y� � � � yq�i

Les poids dominants possibles pourAp�Aq sont donc param�etr�es par les partitions

� � 
��� � � � �p� de longueur au plus p� le poids dominant correspondant �etant

pY
�


xjyj�
�j



�


et le vecteur dominant �etant� �a un facteur constant pr�es

pY
�

�
�i��i��
i

avec la convention �p�� � �� La repr�esentation �p�q se d�ecompose donc avec

multiplicit�e �� On a ici utilis�e la th�eorie des vecteurs dominants pour le groupe

produit� Le seul point �a justi�er est que toute repr�esentation rationnelle irr�eductible

d
un tel produit s
obtient en faisant le produit tensoriel externe d
un repr�esentation

rationnelle irr�eductible de GLp par une repr�esentation rationnelle irr�eductible de

GLq� On a donc formellement

�p�q � �
��n � ���n�

o�u ��n 
resp ���n � est une repr�esentation rationnelle irr�eductible de GLp 
resp� de

GLq �� Mais on a mieux car ��n ����m pour n��m et de m�eme pour les ���n� On

a donc une correspondance injective entre 
certaines� classes de repr�esentations

de GLp et de GLq� Dans le cas pr�esent elle s
exprime tr�es simplement � toutes

les repr�esentations polyn�omiales de GLp interviennent et la correspondance est

�p
�� �� �q
���

Th�eor
eme ���� � La repr�esentation �p�q se d�ecompose avec multiplicit�e � �

�p�q �
M

�����Inf�p�q�

�p
�� ��q
��

Comme le note R�Howe ce th�eor�eme est �bien connu�� Ce qui l
est beaucoup moins

c
est qu
il est �equivalent aux th�eor�emes fondamentaux de la th�eorie des invariants�

Or il y a� pour chacun des groupes classiques toute une s�erie de th�eor�emes de

multiplicit�e � 
 en gros chaque fois qu
un sous	groupe de Borel a une orbite

ouverte�� Dans �Ho�� de nombreux exemples sont donn�es et r�einterpr�et�es en termes

de th�eorie des invariants�

Revenons au th�eor�eme �	�� Soit m � 
mi�j� un �el�ement quelconque de M � C
est

un vecteur propre pour Ap�Aq de valeur propre xiyj � On voit donc que dans le

d�eveloppement formel de Y
i�p�j�q


� � xiyj�
��

chaque terme est la valeur propre d
un unique mon�ome en les mi�j� Ce produit est

donc� formellement� la restriction �a Ap�Aq du �caract�ere� de �p�q� Le th�eor�eme

�	� dit que cette restriction est X
�����Inf�p�q�

s�
x�s�
y�



�	

En �egalant les deux expressions on obtient l
identit�e de Cauchy� Il est facile de

justi�er ce qui pr�ec�ede par exemple en consid�erant les polyn�omes homog�enes d
un

degr�e donn�e�

Consid�erons la situation de base � W � V �p�V ��q et on cherche les invariants de

G � GL
V � dans l
alg�ebre K"W # � S
W �� des fonctions polynomiales sur W � On

a les identi�cations

V �p �� HomK
K
p� V � V ��q �� HomK
K

q� V ��

Si f est une fonction polynomiale sur HomK
K
p� V � et si gp�GLp et g�GL
V �

alors l
action de 
g� gp� sur f est donn�ee par


g� gp�
f�
u� � f
g��ugp�

Si � est une fonction polynomiale sur HomK
Kq� V �� et si gq�GLq et g�GL
V �

alors l
action de 
g� gq� sur � est donn�ee par


g� gq�
��
s� � �
tgsgq�

L
alg�ebre K"W # des fonctions polynomiales sur W s
identi�e alors �a l
alg�ebre des

fonctions polynomiales de deux variables u� s avec l
action �


g� gp� gq�f
u� s� � f
g��ugp�
tgsgq�

Consid�erons l
application

� � 
u� s� �� tus

de HomK
Kp� V ��HomK
Kq� V �� dans HomK
Kq�Kp��� Par composition avec ��

on a un homomorphisme d
alg�ebres

+ � K"HomK
K
q �Kp��#� K

�
HomK
K

p� V ��HomK
K
q� V ��

�GL�V �
Le seul point �a v�eri�er est qu
on obtient bien des invariants� Si ��K"HomK
Kq�Kp��#

alors +
��
u� s� � �
tus� donc g
�
+
��

�

u� s� � +
��
g��u� tgs� � �
tus� �

+
��
u� s�� On fait op�erer GLp�GLq sur K"HomK
Kq�Kp��# par 
gp� gq��
m� �

�
tgpmgq�� Un calcul trivial montre que + commute aux actions de GLp�GLq�

On va utiliser le Th�eor�eme �	�� Consid�erons K"HomK
Kq �Kp��#� On est

exactement dans la situation du Th�eor�eme� On conclut que la repr�esentation

de GLp�GLq dans K"HomK
Kp�Kq��#� se d�ecompose suivantM
�����Inf�p�q�

�p
�� ��q
��



��

La repr�esentation de GLp�GL
V � dans K"HomK
Kp� V �# se d�ecompose suivantM
�����Inf�p�r�

�p
�� ��r
��

En�n pour K"HomK
Kq� V ��#� il faut noter que l
application g �� tg�� de GL
V �

dans lui m�eme est un automorphisme et que si � est une repr�esentation alors

�
tg��� est �equivalente �a la contragr�ediente ��� La d�ecomposition est alorsM
�����Inf�q�r�

�q
�� ���
r 
��

On a un isomorphisme

K"HomK
K
p� V ��HomK
K

q� V ��# ��K"HomK
K
p� V �#�K"HomK
K

q� V ��#

et il est compatible avec les di��erentes actions� on a donc une d�ecomposition de

cette alg�ebre suivant �� M
�����Inf�p�r�

�p
�� ��r
��

�
�

� M
�����Inf�q�r�

�q

� ���
r 

�

�

Il est facile de prouver que si �� et �� sont deux repr�esentations irr�eductibles


rationnelles de dimension �nie� de GL
V �� alors la repr�esentation triviale apparait

dans le produit tensoriel �� � �� si et seulement si �� est la contragr�ediente de ��
et dans ce cas la multiplicit�e de la repr�esentation triviale est exactement ��

Dans la derni�ere d�ecomposition ci	dessus� les invariants de GL
V � ne peuvent donc

apparaitre que dans les composantes du type

�p
����r
����q
�� ���
r 
��

et dans chacune de ces composantes le sous	espace des vecteurs GL
V � invariant

est un GLp�GLq� module irr�eductible de type �p
�� � ��
q�� Les partitions �

qui �gurent sont celles qui sont de longueur au plus Inf
p� q� r�� Ainsi

K"W #GL�V � ��
M

�����Inf�p�q�r�

�p
�� ��q
��

de sorte que + est toujours surjective� L
espace Hom
Kq �Kp�� est r�ealis�e comme

l
espace des matrices m�Mp�q� L
alg�ebre des fonctions polyn�omes est K"mi�j# o�u

les mi�j sont les coe�cients de la matrice m� Si on compose avec �� on retrouve les

fonctions hv�i jvji et on a red�emontr�e le premier th�eor�eme fondamental�



��

Pour le deuxi�eme� le noyau J de + admet la d�ecompositionM
r������Inf�p�q�

�p
�� ��q
��

En particulier il est r�eduit �a 
�� si r�Inf
p� q�� L
image de l
application � est la

sous	vari�et�e des matrices de rang au plus r� L
id�eal J est donc aussi celui des

fonctions polyn�omes nulles sur cette sous	vari�et�e� Il contient l
id�eal I engendr�e par

les mineurs de m d
ordre r � � et il s
agit de montrer qu
il lui est �egal� Rappelons

que l
action de GLp�GLq se fait par multiplication matricielle �a droite et �a gauche�

Le sous	espace vectoriel engendr�e par les mineurs d
ordre r � � est invariant et il

en est donc de m�eme de I� Par construction m�eme l
id�eal J est aussi invariant�

D
autre part les vecteurs dominants sont des vecteurs cycliques� Il su�t donc de

d�emontrer que si �
���r � � alors le vecteur dominant de la composante de type

�p
����q
�� appartient �a I� Or ce vecteur dominant est de la forme �	�
� � � ��	r

r �

la condition sur la longueur signi�ant que pour au moins un j�r � � on a �j ����

On est donc ramen�e �a d�emontrer que� pour j�r � � le mineur �j�I�C
est �evident

car en d�eveloppant successivement suivant j � r � � lignes on l
exprime comme

combinaison� �a coe�cients polyn�omes� de d�eterminant d
ordre r � ��

On a ainsi retrouv�e les th�eor�emes fondamentaux et mis en �evidence une structure

suppl�ementaire sur l
alg�ebre des invariants� En parcourant �Ho� on pourra se

convaincre du caract�ere tr�es g�en�eral de ce type d
arguments�



��

Chapitre � 	 CAS DES GROUPES ORTHOGONAUX ET

SYMPLECTIQUES

Ce court chapitre est consacr�e aux th�eor�emes fondamentaux pour les groupes

orthogonaux et symplectiques� La m�ethode suivie� di��erente de celle de Weyl� a

son origine dans "A	P	B# et dans "Ho	�#� On utilise les r�esultats d�eja acquis sur

le groupe lin�eaire mais rien sur les repr�esentations des groupes orthogonaux et

symplectiques� A ce stade il n
est plus tr�es di�cile de construire les repr�esentations

irr�eductibles de dimension �nie et de calculer leurs caract�eres� On renvoie le lecteur

�a "F	H#�

x �� Les th�eor
emes fondamentaux pour le groupe orthogonal� � Soit V un

espace vectoriel de dimension �nie r� sur un corps K de caract�eristique �� Soit V �

le dual de V � On suppose donn�ee une application lin�eaire bijective auto	adjointe S

de V dans V �� On a donc une forme quadratique

Q
x� � hSxjxi

ainsi qu
une forme bilin�eaire sym�etrique non d�eg�en�er�ee

B
x� y� � hSxjyi

Nous supposerons toujours que Q est isotrope� c
est	�a	dire que Q
V � � K� C
est

automatique si K est alg�ebriquement clos� Si on �xe une base e�� � � � � er de V � on

note e��� � � � � e
�
r la base duale� Relativement �a ces bases� S est repr�esent�ee par une

matrice sym�etrique� qu
on note encore S� Les vecteurs x et y sont repr�esent�es par

des vecteurs colonnes X et Y et on a

Q
x� � tXSX B
x� y� � tXSY

Soit G � O
Q� le groupe orthogonal de la forme Q� On a une repr�esentation

naturelle �r de G dans V ainsi que la repr�esentation contragr�ediente ��r dans V ��

Par d�e�nition

��r 
g� �
tg��

Comme g est une transformation orthogonale� on a tgSg � S ce qui s
�ecrit

Sg � tg��S� Autrement dit S commute aux actions de G dans V et V � � les deux

repr�esentations �r et ��r sont �equivalentes et il nous su�ra de consid�erer les actions

de G dans les sommes directes V �n o�u les produits tensoriels V �n sans avoir �a

introduire V ��



��

Nous allons d
abord �enoncer les deux th�eor�emes� Consid�erons la somme directe

W � V �n

de n copies de V � le groupe G op�ere dans W ainsi que dans l
alg�ebre S
W �� des

fonctions polyn�omiales sur W � On cherche les polyn�omes invariants� On a d�eja les

polyn�omes


v�� � � � � vn� �� B
vi� vj�� i�j

Th�eor
eme ��� �Premier th�eor
eme fondamental�� � La sous	alg�ebre des

invariants du groupe orthogonal est engendr�ee par les �produits scalaires� B
vi� vj�

Soit Symn
K� l
espace vectoriel des matrices sym�etriques� de dimension n et �a

coe�cients dans K� On d�e�nit une application

� � W � Symn
K�

par

�

v�� � � � � vn�� � 
B
vi� vj��

Comme toute relation lin�eaire entre les vj fournit une relation lin�eaire entre les

colonnes 
ou les lignes� de la matrice sym�etrique �
w� cette derni�ere est de rang

au plus r�

Th�eor
eme ��
 �Deuxi
eme th�eor
eme fondamental�� � L�id�eal des relations

entre les B
vi� vj� est engendr�e par les mineurs d�ordre r � � de la matrice �
w��

Pour caract�eriser l
image de � le plus simple est de choisir une base ej de V et de

consid�erer les vj comme les vecteurs colonnes d
une matrice w� matrice qui a donc

r lignes et n colonnes� La forme quadratique Q est repr�esent�ee par une matrice

sym�etrique S et on a �
w� � twSw� Le groupe GLn
K� op�ere �a droite sur les

matrices w et on a �
wg� � tgwg� On retrouve donc l
action usuelle sur les matrices

sym�etriques� L
image de � est r�eunion d
orbites pour cette action et comme toute

orbite contient une matrice diagonale� il su�t de d�eterminer les matrices diagonales

qui appartiennent �a l
image� Pour que �
w� soit diagonale� il faut et il su�t que

les vecteurs vj soient � �a � orthogonaux� il y en a donc au plus r non nuls et

les coe�cients diagonaux de �
w� sont les scalaires Q
vj �� Comme la forme Q est

isotrope� l
image de � est exactement la sous	vari�et�e des matrices sym�etriques de

rang au plus Inf
r� n�� On voit donc que� si r � n� le second th�eor�eme fondamental

dit que les mineurs d
ordre r � � forment un syst�eme de g�en�erateurs de l
id�eal des

fonctions polyn�omes nulles sur la sous	vari�et�e des matrices sym�etriques de rang au

plus r� Si r�n� il n
y a pas de relations�

Pour d�emontrer le premier th�eor�eme nous allons suivre "A	P	B#� On traite d
abord

le cas r � n et� pour le cas g�en�eral� on se ram�ene au premier th�eor�eme fondamental

pour le groupe lin�eaire�



��

Supposons donc que r � n et �xons une base de V � Un �el�ement w � 
v�� v�� � � � � vr�

de W peut	�etre consid�er�e comme une matrice carr�ee d
ordre r dont les vi sont

les vecteurs colonnes� On peut donc identi�er W avec Mn
K�� En notations

matricielles

�
w� � twSw

Notons SymK
V � l
espace vectoriel des applications auto	adjointes de V dans son

dual V �� Le groupe orthogonalG op�ere dans EndK
V � par multiplication �a gauche�

Lemme ���� � Soit � une application polynomiale de EndK
V � dans K�

invariante par G� Il existe une unique application polynomiale f de Symn
V �

dans K telle que �
w� � f
twSw�

Nous aurons besoin du th�eor�eme de Witt� sous la forme suivante �

Lemme ���� � Pour que deux �el�ements w et w� de W soient conjugu�es par G� il

faut et il su�t qu�ils aient m�eme noyau et que �
w� � �
w���

Les conditions sont clairement n�ecessaires� Inversement l
�egalit�e des noyaux signi�e

que les relations lin�eaires entre les vecteurs colonnes vj de w sont les m�emes que

celles entre les vecteurs colonnes v�j de w�� En particulier si on suppose pour �xer

les id�ees que les vecteurs v�� � � � � vs forment une base de l
image de w� alors les

vecteurs v��� � � � � v
�
s forment une base de l
image de w�� La deuxi�eme condition nous

dit alors que l
application u qui transforme vi en v�i� pour i � �� � � � s� est une

isom�etrie de l
image de w sur celle de w� et qu
en plus elle transforme vi en v�i pour

i � s� Le th�eor�eme de Witt� sous sa forme classique� a�rme que u se prolonge en

une isom�etrie g de V sur lui m�eme � par construction gw � w��

D�emontrons maintenant le Lemme �	�� Soit donc � une application polynomiale

de EndK
V � dans K� invariante par G� Comme � est surjective� il existe une

unique application f de Symn
K� dans K telle que �
w� � f
twSw� et il faut

montrer que f est polyn�omiale� Pour cela� en suivant "A	P	B#� on va� plus ou moins�

construire une section pour �� Notons d
abord que la propri�et�e d
invariance de �

reste vraie par extension du corps des scalaires 
exercice�� Soit alorsK une cl�oture

alg�ebrique de K� L
application f est d�e�nie sur Symn
K�� Si on d�emontre qu
elle

est polyn�omiale sur Symn
K� alors sa restriction �a Symn
K� sera une application

polyn�omiale� �a valeurs dansK par construction� On peut donc supposer que K est

alg�ebriquement clos et donc choisir la base de V telle que S soit la matrice identit�e�

Soit s � 
si�j � une matrice sym�etrique g�en�erique� Autrement dit les si�j sont des

ind�etermin�ees avec la condition si�j � sj�i� Notons K
s� l
extension transcendante

pure obtenue en adjoignant �a K les ind�etermin�ees si�j � Soit L un corps de

d�ecomposition sur K
s� du polyn�ome Det
s � T ���K
s�"T #� C
est une extension

galoisienne de K
s� engendr�ee par les racines du polyn�ome� Notons ces racines

�
�� � � � ��
r et soient �� � 
��� � � � � �r � 
�r les valeurs propres de s� L
anneau

A � K"s# est int�egralement clos � soit B sa cl�oture int�egrale dans L� Les �
j sont

des �el�ements de B�
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Soit s �� � une sp�ecialisation de s� o�u � est une matrice sym�etrique non nulle �a

coe�cients dansK� On a unK� homomorphisme� de A �K"s# dansK� Le noyau

de � est un id�eal maximal m de A� Il existe au moins un id�eal maximal m� de B

qui rel�eve m c
est	�a	dire tel que m��A � m� Soit �� � B � B	m� le prolongement

de �� le corps B	m� est une extension alg�ebrique de K donc lui est �egal�

La condition Det
s�
�j � � � implique Det
� � ��

j��� � � donc les ��

j �� sont

les valeurs propres de s� En choisissant convenablement �� on peut les supposer

distinctes et non nulles� Par cons�equent les �r �el�ements �
j sont deux �a deux

distincts 
et non nuls�� En particulier s est diagonalisable sur L�

Soit

t �

rX
�


j
Y
i
�j

s � �i
�j � �i

C
est une matrice sym�etrique� �a coe�cients dans L� En calculant sur une base de

vecteurs propres on constate que t� � s� Si � a ses valeurs propres distinctes� alors

la sp�ecialisation � de t est bien d�e�nie et �� � ��

Soit 
 un �el�ement du groupe de Galois de L sur K
s�� on a t�t� � s � tt donc

t��t�t�t�� � � et comme t est sym�etrique cela signi�e que t�t�� est une matrice

orthogonale�

On a donc �
t�� � �
t�� � �
t�t��t� � �
t� puisque � est invariante �a gauche

par le groupe orthogonal� Autrement dit �
t��K
s�� Il existe donc une fraction

rationnelle f�K
s� telle que �
t� � f
s�� Si la sp�ecialisation � de s a toutes ses

valeurs propres distinctes non nulles et n
est pas p�ole de �� alors on peut sp�ecialiser

l
�egalit�e pr�ec�edente et on obtient que �
� � � f
�� ou encore �
� � � f
t�� ��

Ceci reste valable si on remplace � par g� avec � orthogonale� D
apr�es le Lemme

�	�� l
�egalit�e �
w� � f
tww� est donc valable au moins pour w appartenant �a

un ouvert de Zariski non vide � elle est donc valable partout� En�n comme � est

polyn�omiale� la fraction rationnelle f n
a pas de p�oles donc est un polyn�ome�

Revenons au cas g�en�eral et prouvons la version multilin�eaire du premier th�eor�eme

fondamental� Soit donc n�� et cherchons les formes lin�eaires G� invariantes sur

l
espace vectoriel U � V �n� La multiplication par 
���n dansU s
obtient en faisant

agir l
�el�ement �Id de G� Si n est impair� la seule forme lin�eaire invariante est donc

la forme nulle� Supposons donc que n � �m est pair� Soit � une permutation de

f�� �� � � � � ng� On d�e�nit une forme lin�eaire invariante L� par

L�
v� � v� � � � � � vn� �
mY
�

B
v���i���� v���i��

Proposition ���� � Les formes lin�eaires L� engendrent le sous	espace des formes

lin�eaires invariantes

L
id�ee de base est d
utiliser l
action de GL
V � dans U � Soit � une forme lin�eaire



��

sur U � invariante par G� Consid�erons l
application

, � EndK
V �� U�

h,
a�� ui � �
au�

Notons qu
elle est homog�ene de degr�e n � �m et invariante �a gauche par G�

D
apr�es le Lemme �	�� il existe donc une application polynomiale F de SymK
V �

dans U� telle que

F 
taSa� � ,
a�

Le polyn�ome F est homog�ene de degr�e m � n	�� Le groupe GL
V � op�ere dans

SymK
V � par s �� gsg et dans U� par l
action contragr�ediente de l
action dans U �

L
identit�e �
au� � �
ag��gu� �equivaut �a

hF 
tgsg�� ui � hF 
s�� gui

ce qui signi�e que F commute �a l
action de GL
V �� Inversement si on part d
une

telle application F � on reconstruit � par

�
u� � hF 
S�� ui

Remarquons que si F est non nulle� elle est automatiquement homog�ene de degr�e

m 
commutation aux homoth�eties��

La d�etermination des applications F ne fait plus intervenir le groupe orthogonal�

c
est un probl�eme de th�eorie des invariants pour le groupe lin�eaire� L
espace

SymK
V � est isomorphe au sous	espace des tenseurs sym�etriques dans V � � V �

et on dispose d
un projecteur P � invariant par GL
V �� En composant F avec P �

on obtient une application eF � polyn�omiale et homog�ene de degr�e m de V � � V �

dans U� � V ���m� En�n par polarisation compl�ete� on consid�ere eF comme une

application lin�eaire de 
V ��V ���m � V ���m dans V ���m qui commute �a l
action

de GL
V �� On est donc exactement dans la situation du th�eor�eme du double

commutant � l
application eF provient de l
action du groupe sym�etrique S�m�

Un syst�eme de g�en�erateurs de l
espace des eF s
obtient en associant �a tout ��Sn�

l
application F� d�e�nie par

h eF��
v���v����� � ��
v��m���
v��m�
�
� v��� � ��v�mi �

mY
�

hv��i��� v���i���ihv
�
�i� v���i�i

Si on remplace V � � V � par Hom
K

V� V ��� cette formule devient

h eF�
T� � � � � � Tm�� v� � � � � � v�mi �
mY
�

hTiv���i���� v���i�i
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Il su�t alors de prendre tous les Tj �egaux �a S pour obtenir une forme lin�eaire

invariante sur U � on trouve exactement L�� On a donc d�emontr�e la Proposition

�	�� Le premier th�eor�eme fondamental en r�esulte imm�ediatement par polarisation�

Pour d�emontrer le deuxi�eme nous allons proc�eder comme au x � du Chapitre

pr�ec�edent� Soit toujours Symn
K� l
espace vectoriel des matrices sym�etriques� de

taille n et �a coe�cients dans K� Soit I l
id�eal engendr�e par les mineurs d
ordre

r � � et J l
id�eal des fonctions polyn�omes nulles sur les matrices de rang au plus

r� On a I	J et on doit montrer l
�egalit�e�

Le groupe H � GLn
K� op�ere dans l
espace K"Symn
K�# des fonctions

polyn�omiales sur Symn
K� par


�
h�f�s � f
thsh�

Les deux id�eaux sont invariants� Soit B � AU le sous	groupe de Borel des matrices

triangulaires sup�erieures� Il nous su�t de montrer que tout vecteur dominant qui

appartient �a J appartient d�eja �a I�

Pour s�Symn
K� soit �i
s� le mineur d
orde i� construit sur les i premi�eres lignes

et les i premi�eres colonnes� Ce sont des fonctions polyn�omiales invariantes par U �

Proposition ���� � Soit s�Symn
K� telle que
Qn
� �i
s����� Il existe u�U telle

que tusu soit diagonale� les coe�cients diagonaux �etant

��
s����
s�	��
s�� � � � ��n
s�	�n��
s�

C
est le r�esultat classique donn�e par la m�ethode de r�eduction de Gau) des formes

quadratiques� La d�emonstration est un r�ecurrence facile sur n�

Proposition ���� � Les �i�K"Symn
K�# sont alg�ebriquement ind�ependantes et

engendrent la sous	alg�ebre des invariants de U �

Consid�erons l
action du groupe diagonal A� Notons 
t�� � � � � tn� les coe�cients

diagonaux d
une matrice diagonale t et si�j les coe�cients d
unematrice sym�etrique

s� Le polyn�ome si�j est fonction propre pour A de poids titj � plus g�en�eralement

tout mon�ome en les si�j est propre� Les poids de A dans K"Symn
K�# sont donc

les caract�eres de la forme
Q

tmi

i avec mi�� et tels que
P

mi soit pair�

L
action de A dans K"Symn
K�#U est aussi diagonalisable � soit P un vecteur

propre� Sa restriction aux matrices diagonales est une fonction polyn�omiale des

coe�cients diagonaux� ce qui permet de l
�ecrire

P �
X

c	�
	��	�
� �	��	�

� � � ��	n
n

Mais �i est fonction propre de poids t�� � � � t
�
i donc �	��	�

� �	��	�
� � � ��	n

n est de

poids t�	�� � � � t�	nn � Ces poids sont deux �a deux distincts donc� puisqu
on suppose

que P est fonction propre� il existe � tel que P soit de la forme

P � c	�
	��	�
� �	��	�

� � � ��	n
n



�


D
apr�es la Proposition �	� cette expression reste valable sur un ouvert de

Zariski� Finalement P doit �etre dominant donc ������ � � � ��n ce qui est aussi

cons�equence du fait que P est un polyn�ome� Les autres assertions de la Proposition

se d�emontrent comme pour la Proposition �	� du Chapitre ��

Si un tel vecteur dominant P�J alors il est nul sur toutes les matrices de rang au

plus r de sorte que l
un des �j avec j�r � � doit apparaitre avec une puissance

non nulle� Or un tel �j�I donc on a bien I � J �

A ce stade il est facile d
obtenir le commutant du groupe orthogonal dans V �n�

En dehors de l
action du groupe sym�etrique� on obtient des op�erateurs construits

�a partir des contractions� On renvoie le lecteur �a "F	H# pour la suite de l
histoire


dans le cas alg�ebriquement clos��

x 
� Les th�eor
emes fondamentaux pour le groupe symplectique� � Soit

V un espace vectoriel de dimension �nie et paire r � �m� sur un corps K de

caract�eristique �� Soit V � le dual de V � On suppose donn�ee une application lin�eaire

bijective antisym�etrique A de V dans V �� On a donc une forme bilin�eaire altern�ee

non d�eg�en�er�ee

B
x� y� � hAxjyi

Si on �xe une base e�� � � � � er de V � on note e��� � � � � e
�
r la base duale� Relativement

�a ces bases� A est repr�esent�ee par une matrice antisym�etrique� qu
on note encore

A� Les vecteurs x et y sont repr�esent�es par des vecteurs colonnes X et Y et on a

B
x� y� � tXAY

Soit G le groupe symplectique� c
est	�a	dire le sous	groupe de GL
V � form�e des

endomorphismes qui laissent invariante la forme bilin�eaire altern�eeA� pour g�G� on

a tgAg � A ou encore Ag � tg�� ce qui implique �a nouveau que la repr�esentation

standard �r de G dans V est �equivalente �a sa contragr�ediente�

Les deux th�eor�emes fondamentaux s
�enoncent� presque mot pour mot� comme dans

le cas du groupe orthogonal�

Consid�erons la somme directe

W � V �n

de n copies de V � le groupe G op�ere dans W ainsi que dans l
alg�ebre S
W �� des

fonctions polyn�omiales sur W � On cherche les polyn�omes invariants� On a d�eja les

polyn�omes


v�� � � � � vn� �� B
vi� vj�� i�j

Th�eor
eme 
�� �Premier th�eor
eme fondamental�� � La sous	alg�ebre des

invariants du groupe symplectique est engendr�ee par les �produits scalaires�

B
vi� vj�



�	

Soit An
K� l
espace vectoriel des matrices antisym�etriques� de dimension n et �a

coe�cients dans K� On d�e�nit une application

� � W � An
K�

par

�

v�� � � � � vn�� � 
B
vi� vj��

Comme toute relation lin�eaire entre les vj fournit une relation lin�eaire entre les

colonnes 
ou les lignes� de la matrice antisym�etrique �
w� cette derni�ere est de

rang au plus r� D�eterminons l
image� Fixons une base e�� � � � � er de V � Identi�ons

W �a l
espace vectoriel des matrices �a n lignes et r colonnes� Le groupe GLn
K�

op�ere par multiplications �a droite et le groupe G par multiplications �a gauche� On

a

�
w� � twAw

Le groupe GLn
K� op�ere dans An
K� par 
g� a� �� tgag de sorte que � commute

�a l
action de GLn
K�� L
image de � est donc r�eunion d
orbites � mais ces derni�eres

sont class�ees par le rang qui doit �etre un nombre pair� Si

j �

�
� �

�� �

�

alors un syst�eme de repr�esentants est form�e des matrices 
carr�ees de dimension n �

��

�
j �

� �

�
�

�� j � �

� j �

� � �

�A � � � �

On peut choisir la base de V telle que la matrice A soit la matrice

Jr �

�BBBB�
j � � � � � �

� j � � � � �

� � j � � � �

� � � � � � � � � � � � � � �

� � � � � � j

�CCCCA
En partant de l
�egalit�e entre matrices �� ��

a c

b d

��
� �

�� �

��
a b

c d

�
�

�
� ad� bc

bc� ad �

�
on montre trivialement que chacun des repr�esentants ci	dessus appartient �a l
image

de � qui est donc exactement la sous	vari�et�e des matrices 
antisym�etriques� de rang



��

au plus r� Le deuxi�eme th�eor�eme fondamental donne un syst�eme de g�en�erateurs

de l
id�eal des fonctions polyn�omiales sur An
K� qui sont nulles sur la sous	vari�et�e

des matrices 
antisym�etriques� de rang au plus r� Nous aurons besoin de la notion

de pfa�en�

Soit S une matrice antisym�etrique de dimension �q� Soient v�� � � � � v�q des vecteurs

colonnes et

fS
v�� � � � � v�q�� �
�

q!�q

X
�	S�q

�
��

qY
�

tv���i���Sv���i�

C
est une forme multilin�eaire altern�ee donc un multiple du d�eterminant� On d�e�nit

le pfa�en Pf
S� de S par

fS
v�� � � � � v�q� � Pf
S�Det
v�� � � � � v�q�

Soient si�j les coe�cients de S � en appliquant la formule pr�ec�edente aux vecteurs

de base� on obtient

Pf
S� �
�

q!�q

X
�	S�q

�
��

qY
�

s���i�������i�

Soit g�M�q
K� � on a

ftgSg 
v�� � � � � v�q� � fS
gv�� � � � � gv�q�

d
o�u

Pf
tgSg� � Det
g�Pf
S�

Un calcul direct donne

Pf
J�q� � �

Il existe g�M�q
K� tel que S � tgJ�qg� On a alors Pf
S� � Det
g� d
o�u


Pf
S��� � Det
S��

Revenons �a l
espace vectoriel An
K� des matrices antisym�etriques de dimension

n� Soit e une partie de f�� �� � � � � ng ayant un nombre pair �q� d
�el�ements� Pour

a�An
K� consid�erons la sous matrice obtenue en conservant les lignes et les

colonnes dont l
indice appartient �a e� Cette sous	matrice est antisym�etrique� de

dimension �q� On note Pfe
a� son pfa�en� On a ainsi une fonction polyn�omiale

Pfe sur An
K��



��

Th�eor
eme 
�
 �Deuxi
eme th�eor
eme fondamental�� � L�id�eal des relations

entre les B
vi� vj � est engendr�e par les pfa�ens Pfe avec Card
e� � r � � de la

matrice �
w��

Si r � � � n cela signi�e qu
il n
y a pas de relations�

Nous suivrons en gros la m�eme m�ethode que pour le groupe orthogonal�

Commen�cons par �etudier l
action de GLn
K� sur les matrices antisym�etriques�

Consid�erons �a nouveau le sous groupe de Borel B � AU des matrices triangulaires

sup�erieures�

Si a�An
K� on note �i
a� le pfa�en de la matrice obtenue en s�electionnant les

�i premi�eres lignes et les �i premi�eres colonnes 
 on suppose que �i�n �� Soit *

l
ouvert de Zariski d�e�ni par ��
a�������
a����� � � �

Lemme 
��� � Il existe une application a �� u
a� de * dans U ayant les propri�et�es

suivantes �

a� pour tout a�*

a � tu
a�

�BBBBB�
��
a�j � � � � � �

� ���a�
���a�

j � � � � �

� � ���a�
���a�

j � � � �

� � � ���a�
���a�

j � � �

� � � � � � � � � � � � � � �

�CCCCCAu
a�

b�les coe�cients de u
a� sont des fractions rationnelles ayant pour d�enominateurs

des mon�omes en les �i

C
est une r�ecurrence fond�ee sur l
identit�e

a � 
ai�j � �

�BBBB�
� � � � � � �

� � � � � � �

�a���	��
a� a���	��
a� � � � � �

�a��		��
a� a��		��
a� � � � � �

� � � � � � � � � � � �

�CCCCA
�
��
a�j �

� a�

�

�

�BB�
� � �a���	��
a� �a��		��
a� � � �

� � a���	��
a� a��		��
a� � � �

� � � � � � �

� � � � � � � � � � � �

�CCA
La matrice a� est antisym�etrique� de dimension n � � et ses coe�cients sont des

polyn�omes en les coe�cients de a� divis�es par une puissance de ��
a�� De plus on

a �i
a�� � �i��
a�	��
a��

On peut maintenant prouver le premier th�eor�eme fondamental pour le cas r � n�

Supposons que r � n et� en choisissant une base de V telle que A � J � identi�ons

W �a EndK
V �



��

Lemme 
��� � Pour que deux �el�ements w et w� de W soient conjugu�es par G� il

faut et il su�t qu�ils aient m�eme noyau et que �
w� � �
w���

La d�emonstration est identique �a celle du Lemme �	��

Lemme 
��� � Soit � une application polynomiale de EndK
V � dans K�

invariante par G� Il existe une unique application polynomiale f de An
V � dans K

telle que �
w� � f
twJw�

On a�BBBB�
x� � � � � � �

� � � � � � �

� � x� � � � �

� � � � � � �

� � � � � � � � � � � �

�CCCCAJr

�BBBB�
x� � � � � � �

� � � � � � �

� � x� � � � �

� � � � � � �

� � � � � � � � � � � �

�CCCCA �

�BBBB�
x�j � � � � � �

� x�j � � � � �

� � x�j � � � �

� � � x	j � � �

� � � � � � � � � � � � � � �

�CCCCA
En combinant avec le lemme �	� on en d�eduit qu
il existe une application a �� b
a�

de * dans B� dont les coe�cients sont des polyn�omes en les coe�cients de a divis�es

par des mon�omes en les �i
a� et telle que a � tb
a�Jrb
a�� D
apr�es le lemme �	�

il existe un unique f tel que �
w� � f
twJw�� On a donc f
a� � �
b
a�� pour

tout a�*� Par suite f est une fraction rationnelle et on a �
w� � f
twJw� pour

w����
*�� Comme � est un polyn�ome� f doit aussi �etre polyn�omiale�

La d�emonstration du premier th�eor�eme fondamental se termine alors comme dans

le cas du groupe orthogonal� Passons au deuxi�eme th�eor�eme fondamental� L
entier

n est �a nouveau quelconque mais on peut supposer que r � n� Sur An
K� les

pfa�ens �i sont d�e�nies pour �i�n�

Proposition 
��� � Les�i�K"S# sont alg�ebriquement ind�ependants et engendrent

la sous	alg�ebre des invariants de U �

Cela r�esulte facilement du lemme �	��

Lemme 
��� � L�espace vectoriel engendr�e par les Pfe avec Card
e� � r � � est

invariant par GLn
K�

Notons d
abord que ces Pfe sont lin�eairement ind�ependants car les mon�omes qu
ils

contiennent sont distincts� De plus leur nombre est
�
n
r��

�
� Parmi eux le seul vecteur

dominant est �m��� A l
aide de la formule de la dimension �etablie au chapitre

pr�ec�edent on v�eri�e que la dimension du module engendr�e est aussi
�
n
r��

�
� Mais

l
action des matrices de permutation transforme �r
��� en les Pfe� Le module

engendr�e admet donc ces pfa�ens comme base�

L
id�eal des fonctions polyn�omiales nulles sur l
image de �� c
est	�a	dire sur la sous	

vari�et�e des matrices antisym�etriques de rang au plus r est stable par GLn
K��

Pour le d�eterminer on cherche les vecteurs dominants qui lui appartiennent� donc

les mon�omes en les �i qui sont nuls sur les matrices de rang au plus r� Ce sont

exactement les mon�omes qui contiennent un �i avec �i � r� En utilisant la formule

explicite� on voit que le pfa�en d
une matrice de dimension �s se d�eveloppe comme



��

combinaison de pfa�ens de sous	matrices de dimension �s� �� L
id�eal cherch�e est

donc engendr�e par les transform�es par GLn
K� des pfa�ens de �dimension� r���

D
apr�es le lemme �	� c
est donc l
id�eal engendr�e par ces pfa�ens�



��

Appendice 	 un peu d�alg
ebre �el�ementaire

Cet appendice rassemble� essentiellement sans d�emonstrations� quelques r�esultats

classiques concernant les repr�esentations des alg�ebres simples ainsi que les

g�en�eralit�es sur les repr�esentations des groupes �nis� Pour les d�emonstrations�

on pourra se reporter �a �L� et �a �S�� Dans tout le chapitreK est un corps� A partir

du x � on se limite �a la caract�eristique nulle

x �� Le th�eor
eme du double commutant� � Soit A une alg�ebre surK� Elle est

suppos�ee associative mais� en g�en�eral� elle ne sera pas commutative� Sa dimension

est �nie ou in�nie et en�n elle n
a pas n�ecessairement d
�el�ement unit�e � si elle en a

un on dit qu
elle est unitaire�

Soit V un espace vectoriel sur K de dimension non nulle� �nie ou in�nie� Une

repr�esentation � deA dans V est un homomorphismedeA dans l
alg�ebre End
K

V ��

On dit aussi que V est un A� module et on note alors simplement av au lieu de

�
a�v� Nous utiliserons indistinctement� et parfois dans la m�eme phrase� les deux

terminologies� Notons que si A a un �el�ement unit�e e� alors on suppose toujours que

ev � v�

Un sous	espaceW est invariant si� pour tout a�A� on a �
a�W	W � Par restriction

�a W on obtient� si W ��
��� une sous	repr�esentation de � 
 un sous	module��

On a �egalement� si V ��W � une repr�esentation quotient dans V	W 
un module

quotient�� Une repr�esentation est irr�eductible 
module simple� si les seuls sous	

espaces invariants sont 
�� et V �

On a une notion �evidente de somme directe de repr�esentations� Une repr�esentation

est dite semi	simple si elle est somme directe de repr�esentations irr�eductibles�

Elle est compl�etement r�eductible si tout sous	espace invariant poss�ede un

suppl�ementaire invariant�

Proposition ���� � Soient A une alg�ebre et V un A� module�

�� Si V est somme de sous	modules simples� il est semi	simple�

�� Si V est semi	simple� il est compl�etement r�eductible�

�� Si V est compl�etement r�eductible� de dimension �nie� alors il est semi	simple�

�� Si V est compl�etement r�eductible et si A poss�ede un �el�ement unit�e� alors il est

semi	simple�

Voir� par exemple �L��

Corollaire ��
� � Tout sous	module 
resp� tout module quotient� d�un module

semi	simple est semi	simple

Pour les modules quotients cela r�esulte de l
assertion �� de la proposition

pr�ec�edente� SiW est un sous	moduled
unmodule semi	simpleV � d
apr�es l
assertion
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�� il existe un sous	module suppl�ementaire W � et il su�t de noter que W est

isomorphe au module quotient V	W ��

Soient V� et V� deux A� modules� Un homomorphisme de A� modules T de

V� dans V� est une application lin�eaire de V� dans V� qui commute �a l
action de

A� c
est	�a	dire tel que aTv � Tav� Dans le langage des repr�esentations� on parle

d
op�erateur d
entrelacement� Le commutant d
un A� module V est l
ensemble des

homomorphismes de V dans V � c
est une sous	alg�ebre de End
K

V ��

Proposition ��� �Lemme de Schur�� � Supposons K alg�ebriquement clos�

Soit V un A� module semi	simple de dimension �nie ou� si K � C� au plus

d�enombrable� Pour qu�il soit simple� il faut et il su�t que son commutant soit

r�eduit aux scalaires�

R�eduit aux scalaires signi�e que les seuls �el�ements du commutant sont les

applications v �� �v� avec ��K� Si V � V��V� est une d�ecomposition en somme

directe de deux sous	modules� alors la projection sur chacun d
entre eux appartient

aux commutant ce qui prouve que la condition est su�sante� En sens inverse�

si T est un �el�ement du commutant� chacun de ses sous	espaces propres est un

sous	module � en dimension �nie� comme le corps de base est alg�ebriquement clos�

il existe au moins une valeur propre donc si V est simple T ne peut	�etre que

scalaire�

Si la dimension est au plus d�enombrable� soit C � le commutant� Si T�C � alors le

noyau et l
image de T sont des sous	modules donc le noyau est 
�� et l
image V

de sorte que T est bijectif� Son inverse est aussi dans le commutant� Identi�ons

C aux homoth�eties� L
alg�ebre C � est en fait un corps � c
est une extension de K�

Soit v un �el�ement non nul de V � L
application T �� Tv de C � dans V est lin�eaire

injective� On en d�eduit que la dimension de C � est au plus d�enombrable� Mais

C �etant alg�ebriquement clos� toute extension non triviale contient un corps de

fractions rationnelles en une variable donc sa dimension est au moins la puissance

du continu� L
extension C � ne peut donc �etre que triviale !

Il y a de nombreuses variantes du Lemme de Schur� Le fait que le commutant d
un

module simple soit r�eduit aux scalaires est vrai dans des conditions beaucoup plus

g�en�erales� par exemple pour des repr�esentations unitaires irr�eductibles�

Dans l
autre sens si V est semi	simple� de dimension quelconque et de commutant

r�eduit aux scalaires� il est simple 
m�eme argument� mais l
hypoth�ese de semi	

simplicit�e est essentielle�

On dit que V est un module non d�eg�en�er�e si pour tout v�V � non nul� il existe a�A

tel que av � v�

Notons C l
ensemble des applications v �� av pour a�A� C
est une sous	alg�ebre

de End
K

V �� Soit C � son commutant et soit C �� son bicommutant c
est	�a	dire le

commutant de C �� On a �evidemment C	C ��

Th�eor
eme ��� � double commutant�� � Si V est un module non d�eg�en�er�e�

semi	simple et de dimension �nie� alors C � C ��

Voir� par exemple �L��
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Conservons les notations pr�ec�edentes�

Th�eor
eme ��� �Burnside�� � Supposons K alg�ebriquement clos� Si A poss�ede

un �el�ement unit�e et si V est simple de dimension �nie� alors C � End
K

V �

En e�et l
existence d
un �el�ement unit�e implique que V est non d�eg�en�er�ee� D
apr�es

le lemme de Schur C � est r�eduit aux scalaires donc C �� est l
alg�ebre de tous les

endomorphismes sur K de V et on conclut en appliquant le th�eor�eme du double

commutant�

x 
� Quelques remarques sur les alg
ebres semi�simples� � Le corps de base

est toujoursK�

Soit �a nouveau A une alg�ebre � on suppose qu
elle poss�ede un �el�ement unit�e�

Utilisons le langage des repr�esentations� Soit 
�� V � une repr�esentation de A dans

un espace vectoriel V de dimension �nie� Le noyau de �� c
est	�a	dire l
ensemble

des a tels que �
a� � � est un id�eal bilat�ere de A � on le note I
��� On a

donc un homomorphisme injectif de l
alg�ebre quotient A	I
�� dans End
K

V ��

Si � est irr�eductible et K alg�ebriquement clos� alors cet homomorphisme est un

isomorphisme��

Proposition 
��� � Supposons K alg�ebriquement clos� Soient 
��� V�� et 
��� V��

deux repr�esentations irr�eductibles de dimension �nie d�une alg�ebre unitaire A�

Pour que �� et �� soient �equivalentes� il faut et il su�t que I
��� � I
����

Proposition 
�
� � Supposons K alg�ebriquement clos� Soient 
��� V�� et 
��� V��

deux repr�esentations irr�eductibles de dimension �nie d�une alg�ebre unitaire A�

Supposons que �� et �� ne sont pas �equivalentes� Alors quels que soient u��EndC
V��

et u��EndC
V��� il existe a�A tel que ��
a� � u� et ��
a� � u��

Soit 
�� V � une repr�esentation de dimension �nie d
une alg�ebre unitaire A� On

appelle caract�ere de � la forme lin�eaire a �� Tr�
a�� Plus g�en�eralement si v�V et

v��V �� la forme lin�eaire a �� h�
a�v� v�i est un coe�cient de ��

Th�eor
eme 
��� � Supposons K alg�ebriquement clos� Soient 
�i� Vi� des

repr�esentations irr�eductibles� deux �a deux in�equivalentes� de dimension �nie

d�une alg�ebre unitaire A� Pour tout i soit 
vi�j � une base de V et 
v�i�j� la base duale�

Dans ces conditions les formes lin�eaires a �� h�i
a�vi�j � v�i�ki sont lin�eairement

ind�ependantes� En particulier les caract�eres sont lin�eairement ind�ependants�

Soit toujours A une K� alg�ebre et soit V un A� module semi	simple� Soit

V � �Vi une d�ecomposition en somme directe de modules simples � supposons

tous ces sous	modules isomorphes� Soit W un sous	module simple de V � il existe

au moins un i tel que la restriction �a W de la projection pi de V sur Vi soit non

nulle� Comme le noyau de cette restriction est un sous	module� il est donc r�eduit

�a 
�� et comme pi commute �a A� le sous	module W est isomorphe �a sa projection

pi
W �� Mais comme cette derni�ere est non nulle et contenue dans le sous	module

simple Vi cela veut dire que W et Vi sont isomorphes� Autrement dit si tous les Vi
sont isomorphes� alors tout sous	module simple de V est aussi isomorphe aux Vi�
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Soit alors bA l
ensemble des classes d
isomorphes de A� modules simples� Soit

V un A� module semi	simple et soit V � �Vi une d�ecomposition en somme

directe de sous	modules simples� Pour tout �� bA� soit V� la somme directe des

Vi qui appartiennent �a la classe �� On a donc V � �V�� Soit p� la projection

de V sur V�� Soit W un sous	module simple � comme plus haut �xons � tel que

p�
W ���
��� On a encore que W est isomorphe �a sa projection qui� d
apr�es ce qui

pr�ec�ede appartient �a la classe �� Il en r�esulte que pour �� ���� on a p��
W � � 
��

de sorte que W est contenu dans V�� Tout ceci prouve que V� ne d�epend pas de

la d�ecomposition V � �Vi dont on est parti� On dit que V� est la composante

isotypique de type � de V � tout sous	module simple de type � est un sous	module

de V�� Par contre la d�ecomposition de chaque composante isotypique en somme

directe de sous	modules simples n
est pas unique�

Si T est un �el�ement du commutant de V � alors chaque V� est stable par T � Pour

d�eterminer la structure du commutant de V � il su�t donc de consid�erer le cas o�u

V � V��

Proposition 
��� � Soit A une alg�ebre unitaire� Soit V un A� module semi	

simple� Supposons que V � �n
�Vi o�u les sous	modules Vi sont simples� de

commutant r�eduit aux scalaires et appartiennent tous �a la m�eme classe �� Le

commutant de V est isomorphe �a l�alg�ebre Mn
K��

Ceci est donc valable par exemple si les Vi sont simples de dimension �nie et si K

est alg�ebriquement clos�

Fixons un repr�esentant W de la classe � et� pour tout i soit ui un isomorphisme

de W sur Vi� Soit pj la projection de V sur Vj � Si T est un �el�ement du commutant�

on pose

Ti�j � u��i � pi � T � uj

C
est un �el�ement du commutant deW � donc un op�erateur scalaire� Soit Ti�j � �i�jId

et notons A
T
la matrice 
�i�j�� L
application T �� A

T
est lin�eaire injective� On a

T �
X
i�j

�i�jui � u
��
j � pj

ce qui prouve que l
application est bijective et il est trivial que c
est un

isomorphisme d
alg�ebres�

D�e�nition 
��� � Une alg�ebre unitaire A est dite semi	simple si� consid�er�ee

comme module �a gauche sur elle m�eme elle est semi	simple�

A gauche signi�e qu
on fait op�erer l
alg�ebre dans elle m�eme par multiplication �a

gauche� Un sous	module est donc un id�eal �a gauche et un sous	module simple un

id�eal gauche minimal
 non nul��

D�e�nition 
��� � Une alg�ebre unitaire est dite simple si elle est semi	simple et si

elle ne poss�ede pas d�id�eaux bilat�eres propres�



�


Th�eor
eme 
��� � Supposons K alg�ebriquement clos� Les alg�ebres simples de

dimension �nie sont les alg�ebres isomorphes aux alg�ebres Mn
K�

Remarque� � Si K est un corps quelconque et si on suppose que A est centrale


son centre est K �� de rang �ni� alors elle est isomorphe �a une alg�ebre Mn
D� o�u

D est une alg�ebre �a division sur K� de rang �ni�

Proposition 
��� � Une alg�ebre unitaire A est semi	simple si et seulement si tout

A 	module est semi	simple�

C
est n�ecessaire par d�e�nition� Inversement si A est semi	simple et si V est un A�

module� alors� pour tout v�V � le sous	module Av engendr�e par v est isomorphe

�a un quotient de A donc est semi	simple � de plus v � ��v�Av� Le module V est

donc semi	simple car somme de modules semi	simples�

Th�er
eme 
��� � Soient A une alg�ebre unitaire semi	simple et A � �Ai la

d�ecomposition en composantes isotypiques de A� consid�er�ee comme A� module �a

gauche� Cette d�ecomposition est �nie � chaque Ai est un id�eal bilat�ere de A et est

une sous	alg�ebre simple� L�alg�ebre A est isomorphe au produit direct des Ai� Si �i
est la classe d�isomorphisme de A� module associ�ee �a la composante isotypique Ai

alors les �i sont les seules classes d�isomorphisme de A� modules simples�

Inversement si A est le produit direct �ni d�alg�ebres unitaires simples Ai� alors les

Ai sont les composantes isotypiques de A� consid�er�ee comme A� module �a gauche

sur elle	m�eme�

Corollaire 
���� � Pour qu�une alg�ebre unitaire semi	simple soit simple� il faut

et il su�t qu�elle poss�ede une seule classe de modules simples�

Contrairement �a ce qu
on pourrait esp�erer une alg�ebre unitaire qui n
a pas d
id�eaux

bilat�eres propres n
est pas automatiquement simple� Nous avons donc inclus la

condition semi	simple dans la d�e�nition� En fait il su�t par exemple de la supposer

artinienne� � �En dimension �nie cette complication disparait�

Terminons par une ou deux remarques� Soit A �
Qr
�Ai une alg�ebre semi	simple�

Pour tout A� module V � la d�ecomposition en composantes isotypiques est donn�ee

par

V � �r
�AiV

Le sous	module Vi � AiV est somme directe de sous	modules isomorphes

Vi � �jVi�j � La projection sur chacun de ces Vi�j appartient au commutant

de Vi et on a �egalement des isomorphismes de Ai 	modules entre les Vi�j � On en

tire de suite que le commutant de Vi est commutatif si et seulement si Vi est simple

et si le lemme de Schur est valable� Par exemple� en dimension �nie et sur un corps

alg�ebriquement clos� le commutant de V est commutatif si et seulement si V se

d�ecompose avec multiplicit�es ��

Toujours dans le cas alg�ebriquement clos� si on consid�ere A comme A� module �a

gauche et si on suppose par exemple que A est de dimension �nie� alors chaque Ai



�	

est isomorphe �a une alg�ebre Mni 
K�� La dimension du centre de A est donc �egale

au nombre de composantes Ai�

Pour K �a nouveau quelconque� soit A une alg�ebre semi	simple de dimension �nie

et soit A �
Q

Ai sa d�ecomposition en produit d
alg�ebres simples� Chaque Ai

correspond �a une classe �i de A� modules simples� Soit A� le dual de A� Si

L�A�� on pose 
aL
x� � L
xa� ce qui donne une structure de A� module sur A�


repr�esentation cor�eguli�ere��

Soit 
�� V � unA�module simple de type �i� Consid�erons �a nouveau les coe�cients

�v�v�
a� � h�
a�v� v�i � �xons v�� L
application v �� �v�v� de V dans A� commute

�a l
action de A� L
espace vectoriel C�� engendr�e par les coe�cients de � est donc

un sous	espace vectoriel de la composante isotypique 
A��i de type �i� Comme C�

ne d�epend que de la classe d
�equivalence de �� on le note Ci� En particulier prenons

pour 
�� V � un sous	module deA�� donc en fait de A�
i � Le coe�cient �v�e est donn�e

par �v�e
a� � hav� ei � hv� eai � hv� ai donc �v�e � v� On en d�eduit que Ci � A�
i �

Si on identi�e V � V � et End
K

alors l
application bilin�eaire �v�v� se prolonge en

une application lin�eaire de End
K

dans et en fait sur A�
i � A T�End

K
est associ�e la

forme lin�eaire a �� Tr
aT �� Il en r�esulte que la multiplicit�e de �i dans A� est au

plus �egale �a la dimension de �i� Si K est alg�ebriquement clos� alors le th�eor�eme de

Burnside montre que l
application ci	dessus est injective donc que la multiplicit�e

est exactement la dimension�

En�n notons que �
Aj� � 
�� pour j ��i implique que Aj et A�
i sont orthogonaux

de sorte que A�
i s
identi�e au dual de Ai� En particulier ils ont m�eme dimension�

On conclut que les A� modules A et A� sont �equivalents�

x � Application aux groupes �nis

Soit G un groupe �ni d
ordre $G� On suppose une fois pour toutes que la

caract�eristique de K ne divise pas l
ordre du groupe� Soit K"G# l
espace vectoriel

des applications de G dans K� Si f�K"G#� son int�egrale sur G estZ
G

f
x�dx �
�

$G

X
x

f
x�

La masse totale de G est donc prise �egale �a �� Le produit de convolution doit donc

se d�e�nir par

f 
 g
x� �
�

$G

X
y

f
y�g
y��x�

Si a�G� on note �a la masse �� au point a� c
est	�a	dire la mesure f �� f
a�� Si on

veut identi�er fonctions et mesures� il faut donc introduire la fonction �a qui vaut

$G en a et � ailleurs� On a

�a 
 �b � �ab� �a 
 �b � �ab



��

L
alg�ebre K"G# est associative � son �el�ement unit�e est �e o�u e est l
�el�ement neutre

de G� Elle est commutative si et seulement si G est un groupe commutatif� Dans

le cas g�en�eral� il est facile de d�ecrire le centre de cette alg�ebre� pour que

f �
�

$G

X
f
x��x

appartienne au centre� il faut et il su�t que� pour tout a�G� on ait �a 
 f � f 
 �a
ce qui �equivaut �a f
ax� � f
xa�� Autrement dit la fonction f doit �etre centrale

ou invariante par automorphismes int�erieurs � pour tout x et tout y on a

f
x��yx� � f
y�� On fait op�erer G dans lui m�eme par automorphismes int�erieurs�

A toute orbite -	G� on associe

f
 �
X
x	


�x

Ces fonctions forment une base du centre dont la dimension est donc �egale au

nombre d
orbites de G op�erant dans lui	m�eme par automorphismes int�erieurs�

Une repr�esentation de G dans un espace vectoriel V est une application � de V

dans End
K

V � telle que �
e� � id et �
xy� � �
x��
y�� On prolonge � �a l
alg�ebre

K"G# en posant

�
f� �
�

$G

X
x

f
x��
x�

En particulier �
�a� � �
a�� On v�eri�e imm�ediatement que ceci fournit une

bijection entre les repr�esentations de G et celles de son alg�ebre de groupe K"G#�

Th�eor
eme ���� � L�alg�ebre K"G# est semi	simple

Il su�t de d�emontrer que toute repr�esentation 
�� V � de dimension �nie est

compl�etement r�eductible� Soient W un sous	espace invariant et p un projecteur de

V sur W � Soit

q �
�

$G

X
�	G

�p���

L
application lin�eaire q est un projecteur sur W � qui commute �a G donc son noyau

est un suppl�ementaire invariant�

Soit alors bG l
ensemble des classes d
�equivalence de repr�esentations irr�eductibles

de G� ou ce qui est la m�eme chose de K"G#� modules simples� On a donc une

d�ecomposition

K"G# �
M
�	bGK"G#�

en produit ou somme directe d
alg�ebres simples�



��

Fixons une telle classe � et soit 
�� V�� un repr�esentant de cette classe� Pour tout

A�EndK
V�� soit fA la fonction sur G d�e�nie par

f
A

x� � Tr
A�
x����

Soit � la repr�esentation r�eguli�ere gauche de G dansK"G# d�e�nie par

�
x�f
y� � f
x��y� �
x�f � �x 
 f

De m�eme soit � la repr�esentation r�eguli�ere droite

�
x�f
y� � f
yx� �
x�f � f 
 �x��

Jusqu��a la �n du chapitre on suppose que K � C � On choisit sur V� une structure

hilbertienne telle que � soit unitaire�

Proposition ��
� � L�application A �� f
A
est une bijection lin�eaire de End

K

V��

sur K"G#�� De plus� on a

�
y�fA � f��y�A

�
y�f
A
� f

A��y���

f
A

 f

B
�

�

dim
��
f
AB

L
alg�ebre K"G# est munie de la structure hilbertienne de L�
G��

Proposition ���� � Si � ���� alors les sous	espaces K"G#� et K"G#�� sont

orthogonaux� De plus si A et B sont deux �el�ements de EndC
V��� alors


fA� fB� �
�

dimV�
Tr
AB��

Soit � la repr�esentation conjugu�ee de �� c
est	�a	dire la repr�esentation d�eduite de �

en rempla�cant V� par son conjugu�e 
la multiplication par le scalaire z devient la

multiplication par z �� En g�en�eral la classe correspondante � est distincte de �� La

restriction de � �a K"G#� est la somme directe de dim� copies de ��

Conservons nos notations� On appelle caract�ere de � 
ou de la classe � �� la fonction

��
x� � Tr�
x�

Il se prolonge en la forme lin�eaire Tr�
f� sur K"G#� Sauf si � est de dimension

�� ce n
est pas un caract�ere de cette alg�ebre� On le notera aussi ch
��� Le

caract�ere est d�e�ni pour toute repr�esentation de dimension �nie� irr�eductible ou

pas� Le caract�ere d
une somme directe est la somme des caract�eres� le caract�ere



��

d
un produit tensoriel le produit des caract�eres� Il est commode d
introduire une

normalisation des caract�eres� Pour tout �� bG� posons

�� � 
dim��ch
��� e� � ��

Proposition ���� � La fonction e� appartient �a K"G#� et l�application f �� e� 
f

est le projecteur orthogonal de K"G# sur K"G#�� Pour le produit de convolution� e�
est un idempotent � c�est une fonction centrale� hermitienne et elle est minimale en

le sens suivant � si e� � e� � e�� avec e� et e�� des idempotents centraux alors soit e�

soit e�� est nul� Inversement tout idempotent central et minimal est �egal �a l�un des

e��

En e�et e� � 
dim��f
Id

donc il appartient �a K"G#�� Les relations d
orthogonalit�e

de Schur montrent que la convolution avec e� est bien le projecteur annonc�e� Il

est �evident que c
est une fonction centrale� On peut donc convoler �a droite ou

�a gauche puisque les fonctions centrales sont exactement les �el�ements du centre

de l
alg�ebre K"G#� Comme l
application identique est sa propre adjointe� e� � e��

cela correspond �a un projecteur orthogonal�� Au passage remarquons que


e�� e�� � 
dim���

et aussi que

f �
X
�

e� 
 f

ce qui donne en particulier

f
e� �
X

dim� Tr�
f� 
formule dePlancherel�

On sait que la dimension de l
espace vectoriel des fonctions centrales sur G est �egal

au cardinal de bG� Les fonctions ch
�� forment donc une base orthonormale de cet

espace et les fonctions e� une base orthogonale� Si e est une fonction centrale� on

peut donc la d�ecomposer

e �
X
�

a�e�

et on a

e 
 e �
X

a��e�

Pour que e soit un idempotent� il faut et il su�t que a�� � a� pour tout � et

donc que� pour tout �� on ait a� � � ou �� Les idempotents minimaux sont donc

exactement les e��



��

Avant d
abandonner les fonctions centrales notons encore que le cardinal de bG
est �egal au nombre d
orbites de G op�erant dans lui	m�eme par automorphismes

int�erieurs� Si � est une repr�esentation de dimension �nie de G alors son caract�ere

ch
�� se d�ecompose de mani�ere unique

ch
�� �
X
�

m�ch
��

les m� �etant les multiplicit�es�

On aura aussi l
usage de projecteurs non centraux� correspondant aux sous	

repr�esentations irr�eductibles de la repr�esentation r�eguli�ere gauche 
 ou droite��

Soit F un sous	espace invariant minimal pour la repr�esentation r�eguli�ere gauche �

soit P le projecteur sur F � C
est un �el�ement du commutant de � donc une

multiplication �a droite � il existe e�K"G# tel que Pf � f 
 e� Si � est la classe

de la restriction de � �a F alors F	K"G#�� Il est clair que e est un idempotent�

e 
 e � e� Il est de plus minimal en le sens suivant � si e � e� � e�� avec e� et e��

idempotents tels que e� 
 e�� � e�� 
 e� � �� alors e� � � ou e�� � �� En e�et soient P �

et P �� les projecteurs associ�es �a e� et e��� On a e 
 e� � e� donc l
image F � de F est

contenue dans F et de m�eme l
image F �� de P �� est contenue dans F � Les relations

e � e� � e�� et e� 
 e�� � e�� 
 e� � � signi�ent que F � F ��F ��� les sous	espaces

F � et F �� �etant invariants� l
un d
 entre eux doit �etre nul� Inversement il est facile

de voir que si e est un idempotent minimal alors K"G# 
 e est un sous	espace

invariant minimal� Comme un sous	espace invariant minimal poss�ede plusieurs

suppl�ementaires invariants� la correspondance entre e et F n
est pas bijective� Elle

le devient si on se limite aux projections orthogonales c
est	�a	dire aux idempotents

hermitiens� e � e�� l
adjoint �etant relatif �a la structure L�� En r�esum�e �

Proposition ���� � Les sous	espaces invariants �a gauche minimaux sont

param�etr�es par les idempotents minimaux hermitiens� A un tel idempotent e�

on fait correspondre l�image de l�op�erateur de convolution �a droite par e

Signalons encore la

Proposition ���� � Soit e un idempotent minimal � soit � la classe de la restriction

de � �a K"G# 
 e� on a

�

$G

X
s	G

e
sxs��� � e
��e�	
dim���

Dans cette formule � d�esigne l
�el�ement neutre de G� La d�emonstration est laiss�ee

en exercice�

x � Repr�esentations induites� � Pour terminer rappelons les g�en�eralit�es sur les

repr�esentations induites� Soit toujours G un groupe �ni � on conserve les notations

du x pr�ec�edent� Soit H un sous	groupe de G� On associe �a toute repr�esentation de



��

dimension �nie 
�� V�� de H une repr�esentation 
�� V�� de G� L
espace vectoriel V�
est l
espace des applications f de G dans V� telles que

f
hx� � �
h�f
x�� h�H� x�G

et on d�e�nit � par

�
x�f
y� � f
yx�

On note souvent

� � IndGH
��

Il est imm�ediat que deux repr�esentations �equivalentes induisent des repr�esentations

�equivalentes de sorte que la construction �a un sens pour les classes d
�equivalence

de repr�esentations� Consid�erons le groupe Z" bG# des combinaisons formelles �a

coe�cients entiers d
�el�ements de bG� Si �� et �� sont deux �el�ements de bG� le produit

tensoriel �� � �� est bien d�e�ni et il admet une unique d�ecomposition de la forme

�� � �� �
X

m
���

o�u les multiplicit�es m
�� sont des entiers positifs ou nuls� En prolongeant

Z� lin�eairement ceci d�e�nit une structure d
anneau sur Z" bG#� La classe de la

repr�esentation triviale est l
�el�ement neutre� � l
anneau est commutatif et associatif�

Revenons aux repr�esentations induites� Il est clair qu
une somme directe induit

la somme directe des induites de sorte que l
induction donne une application Z

lin�eaire

IndGH � Z" bH#� Z" bG#

Ce n
est pas un homomorphisme d
anneau�

Proposition ���� � Si � � IndGH
��� alors le caract�ere de � est

ch
��
x� �
�

$H

X
sxs��	H

ch
��
sxs���

On a une application en sens inverse� la restriction

ResGH � Z" bG#� Z" bH#

Th�eor
eme ��
 �Frobenius�� � Soient � une repr�esentation de H et � une

repr�esentation de G� On a�
ch
�
IndGH
��

�
� ch
�
�
��

�

�
ch
�
�
�
� ch
�
ResGH
� �

��



��

Il s
agit ici de produits scalaires dans L�
G� et L�
H� respectivement� Si on

prend � et � irr�eductibles� le membre de gauche est la multiplicit�e de � dans la

repr�esentation induite par � et le membre de droite� la multiplicit�e de � dans la

restriction de � �

Il y a deux autres r�esultats standards sur les repr�esentations induites� On va

les donner en esquissant les d�emonstrations� Conservons les notations H��� �� V�
et soit K un sous	groupe de G� On veut d�ecomposer la restriction �a K de la

repr�esentation induite �� Pour cela soit d�G et introduisons la double classe

H nG	K� Les �el�ements de V� dont le support est contenu dans cette double classe

forment un sous	espace vectoriel V�
d� qui est invariant par la restriction de � �a

K et clairement

V� �
M

HnG
K

V�
d�

Si ��V�
d�� posons� pour k�K

,
k� � �
dk�

Soit Kd � K�d��Hd� Si k�Kd alors

,
kk�� � �
dkk�� � �
dkd��dk�� � �
dkd����
dk�� � �
dkd���,
k��

Si on pose �d
k� � �
dkd��� on obtient une repr�esentation de Kd et on vient de

constater que , appartient �a l
espace de la repr�esentation de K induite par �d�

Inversement si on part d
une fonction , appartenant �a cet espace� on retrouve �

en posant �
hdk� � �
h�,
k�� Or l
application � �� , commute �a l
action de K


par translations �a droite� donc la repr�esentation de K dans V�
d� est �equivalente

�a IndKKd

�d�� Finalement �

Th�eor
eme ���� � On a

ResGK
�
IndGH
��

�
�

M
d	HnG
K

IndKKd

�d�

En�n soient H� et H� deux sous	groupes de G et soit �� une repr�esentation de H��

d
espace V�� et �� une repr�esentation de H� d
espace V�� � On va d�eterminer

HomG

�
IndGH�


��� � Ind
G
H�


���
�

Notons �� et �� ces repr�esentations induites� V�� et V�� leurs espaces� Soit

T � V�� � V��



��

un op�erateur d
entrelacement� Pour v��V�� et s�G soit

�s�v�
x� �

�
� si x	�H�s

�
h�v� si x � hs

D�e�nissons

L
s� � V�� � V��

par

L
s�
v�� � T
�
�s�v�

�

��

Notons que

T 
�s�v��
x� �
�
��
x�T 
�s�v�

�

�� � T

�
��
x��s�v��

�

�� � T 
�sx���v�
�� � L
sx���
v��

de sorte que L d�etermine T � Consid�erons L comme une application �

L � G� HomC
V�� � V���

On v�eri�e sans e�ort que les L ainsi obtenues sont caract�eris�ees par la condition

d
invariance

L
h�sh�� � ��
h
��
� �L
s���
h

��
� �

Pour s �x�e soit

H��s � H��sH�s
��

et soit ��� s la repr�esentation de H��s d�e�nie par

���s
h�� � ��
s
��h�� s�

On doit alors avoir

L
s��HomH��s
��� ���s�

Si on choisit des repr�esentants s des doubles classes H� n G	H� et si� pour chacun

de ces s on se donne une application lin�eaire L
s� de V�� dans V�� v�eri�ant la

condition pr�ec�edente� alors on peut reconstruire T �

Th�eor
eme ���� � On a

HomG

�
IndGH�


��� � Ind
G
H�


���
�
�

M
s	H�nG
H�

HomH��s
��� ���s�

Comme cas particulier� si on prend H� � H� � H et �� � �� � � irr�eductible� on

obtient un crit�ere d
irr�eductibilit�e pour les repr�esentations induites�



��

Corollaire ���� � Pour que la repr�esentation IndGH
�� soit irr�eductible� il faut et

il su�t que� pour tout s	�H on ait HomHs

�� �s� � 
��

Le cas s�H conduit au commutant de � qui� d
apr�es le Lemme de Schur� est r�eduit

aux scalaires�

Exercices SoientG etH deux groupes �nis� SoientM un G�modulede dimension

�nie et N un H� module de dimension �nie� On note MG le sous	espace des

invariants de G dans M et de m�eme NH le sous	espace des invariants de H dans

N � On consid�ere la repr�esentation de G�H dans N �N 
produit tensoriel externe

de repr�esentations� et ses invariants 
M �N�G�H � D�emontrer que

MG �NH � 
M �N�G�H

On suppose que H est un sous	groupe de G� D�emontrer que

NH ��
�
IndGHN

�G
D�emontrer que

IndGH
N �ResGHM� �� 
IndGHN� �M


cf �Mac�� appendice du Chapitre I�
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