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INTRODUCTION A LA THEORIE CLASSIQUE DES INVARIANTS

Gérard Schiffmann

Introduction.

Prenons comme corps de base le corps des nombres complexes. On considere un
groupe “classique” G. Le groupe G est donc soit un groupe linéaire, soit un groupe
orthogonal, soit un groupe symplectique. Dans tous les cas il est défini comme
un sous-groupe du groupe de tous les automorphismes d’un espace vectoriel V de
dimension finie; soit V* le dual de V.

Soient p et ¢ deux entiers positifs ou nuls et

W = V@P@V*GBQ

(pour les groupes orthogonaux et symplectiques, on peut prendre ¢ = 0 ). On
considere l'algebre des fonctions polynomiales sur W, invariantes sous l’action
de G. Le premier théoreme fondamental décrit un systeme de générateurs de
cette algebre et le deuxieme théoreme fondamental décrit les relations entre ces
générateurs.

D’autre part, en décomposant 'action de G dans ’algebre tensorielle T(V') de V', on
obtient (plus ou moins) toutes les représentations irréductibles de dimension finie
de G. Pour chaque groupe classique, le livre de Weyl [W] contient la classification
de ces représentations ainsi que le calcul de leurs caracteres. Il contient bien
d’autres choses. . .

Malheureusement ce livre a la réputation, probablement justifiée, d’étre tres
difficile a lire. Il est possible aujourd’hui de présenter les choses un peu plus
simplement et c’est ce que nous avons essayer de faire. On a quand méme suivi
I’approche générale de Schur et de Weyl. Les représentations du groupe linéaire
sont paramétrées par celles des groupes symétriques; autrement dit la construction
de ces représentations et les théoremes fondamentaux sont traités simultanément.
Il y a une autre approche, d’ailleurs connue de Weyl, qui consiste a construire les
représentations des groupes linéaires, et plus généralement des groupes réductifs,
a l'aide de la théorie des poids dominants et a appliquer ceci a la théorie des
invariants. Ces idées sont introduites a la fin du chapitre 2. On se reportera a [H]
ainsi qu’a [F-H] pour un développement systématique de ce point de vue.

Le premier chapitre est purement combinatoire. Apreés avoir construit les
représentations du groupe symétrique, nous avons emprunté a I.G. Macdonald,
[Mac] sa présentation de la théorie des fonctions symétriques ainsi que le calcul
des caracteres du groupe symétrique.

Le deuxieme chapitre traite le cas du groupe linéaire. Nous avons donné en détail



la construction des représentations, et la théorie des poids dominants. Comme
I’a montré R.Howe dans [H] il est possible d’obtenir tres simplement les deux
théoremes fondamentaux en raisonnant directement sur les vecteurs dominants
(une remarque clé est que les représentations qui interviennent sont de multiplicité
1). Nous présentons a la fin du chapitre sa démonstration des deux théoremes
fondamentaux.

Le troisieme chapitre est consacré aux groupes orthogonaux et symplectiques. Nous
avons simplement démontré les deux théoremes fondamentaux. Pour le premier
théoréme nous avons utilisé la méthode de [A-B-P] et, pour le deuxieme, nous
avons suivi [H]. A ce stade il aurait été facile de construire les représentations et
de calculer leurs caracteres

Enfin en appendice on a rassemblé, les quelques résultats de théorie générale des
représentations dont nous avons besoin.

Ce texte est une simple introduction a la théorie et n’a pas la prétention d’apporter
du neuf. Bien au contraire nous avons puisé sans mesure dans [Mac] et dans [H].
Le lecteur voulant aller plus loin pourra, outre ces deux références, faire son profit
de [F-H]. Nous nous sommes limités a la caractéristique 0. Les références [C-P]

et [P] traitent le cas général.



Chapitre 1 : REPRESENTATIONS DU GROUPE SYMETRIQUE

Les deux premiers § de ce chapitre présentent la classification des représentations,
complexes, irréductibles du groupe symétrique, a 1’aide des tableaux de Young.
Ceci utilise les résultats élémentaires sur les représentations induites.

La seconde partie explicite le calcul des caracteres du groupe symétrique. La
méthode suivie est celle de Frobenius. L’exposé qu’en donne H.Weyl n’est guere
facile a suivre, aussi avons nous choisi de suivre [.G.Macdonald, pratiquement
sans modification [Mac]. Notons quand méme que sur le fond tout ceci remonte a
Frobenius et a Schur, que les démonstrations “modernes” ne different que dans leur
forme de celles qu’on trouve dans leurs articles. Il y a une autre approche possible,
qu’on peut sans risque attribuer a H.Weyl qui consiste a étudier en premier les
représentations (de dimension finie) de GL,, et ensuite, via les théoremes de
la théorie des invariants d’en déduire les résultats sur le groupe symétrique. Ceci
permet en particulier d’éviter la partie la plus technique du calcul de Frobenius. . .a
condition de connaitre un minumum sur la théorie des représentations de dimension
finie des algebres et groupes de Lie semi-simples.

§1 Le groupe symétrique. — Soit n un entier strictement positif. Le groupe
symétrique &,, est le groupe des permutations de l'ensemble A,, = {1,2,...,n}.
Le support de 0€6,, est l'ensemble des i tels que o(7)#i. La seule permutation
de support vide est l'identité. Une transposition est une permutation dont le
support a exactement deux éléments. Une permutation circulaire ou cycle est une
permutation dont le support est non vide et peut s’écrire

supp(o) = {t1,..., 00}

avec

U(ll) = iZ,U(iQ) — i37... 7O'(Z.f_1) = Zf70'(lf) —_= il

Proposition 1-1

1) Toute permutation se décompose de maniére unique en un produit de permutations
circulaires dont les supports sont disjoints.

2) Toute permutation se décompose en un produit de transpositions.

C’est élémentaire et bien connu. Dans la suite on parle de la décomposition
en produit de cycles d’'une permutation il s’agira toujours de la décomposition
canonique ci-dessus. Soit ¢ une permutation et soit H le sous-groupe de &,



engendré par o. Le groupe H opere dans A, ce qui fournit une partition de A,
suivant les orbites de H. Les orbites ayant plus d’'un élément correspondent a la
décomposition en cycles de o, les orbites réduites a un élément sont les points fixes

de ¢. Ordonnons les cardinaux de ces orbites :

0 2ly> - 2021

On an = ) {; donc on a obtenu une partition de n.

Proposition 1-2. — Pour que deuz permutations soitent conjuguées par
automorphismes intérieurs, ol faut et ol suffit que leurs décompositions en produit

de cycles donnent la méme partition.

C’est bien connu et d’ailleurs évident.

Les classes de conjugaison par automorphismes intérieurs dans &, sont donc
canoniquement en bijection avec les partitions de n. Dans la suite nous adopterons
pour les partitions les conventions de [.G.Macdonald. Une partition A est donc une

suite décroissante d’entiers positifs ou nuls

M>A > 2>

La suite peut-étre infinie mais pour r assez grand A, = 0. On ne distingue pas
entre deux suites qui ne different que par un nombre plus ou moins grand de zéros.
La longueur ¢(\) de la partition est le nombre de A; non nuls et son poids |A| est
la somme des A;. Une partition de n est une partition de poids n. On note P,
I’ensemble des partitions de n et P 'ensemble de toutes les partitions.

A toute partition A on associe un diagramme de Ferrers. C’est 'ensemble de tous
les couples (i,7) avec 1<i<l(A) et 1<j<A;. Chacun de ces couples est en fait
représenté par une case. La premiere ligne de cases contient A\ cases, la deuxieme

Az ... Par exemple (avec n =20 )

La terminologie “diagramme de Ferrers” est celle de I'orthodoxie combinatoire. On
les appelle aussi souvent “diagramme de Young” mais il faut alors bien distinguer
d’avec les “tableaux de Young” définis plus loin.

Enfin rappelons que toute permutation o a une signature £(o) qui vaut +1 et qui
est définie par exemple par

5(0_) _ H U(Z) — U(])

F
1<:<y<n J

La signature est un homomorphisme de &,, dans le groupe multiplicatif {—1,+1}.



§ 2 Construction des représentations. — A toute partition de n>1 on vient
d’associer un diagramme de Ferrers. Ce diagramme a n cases. Soit 7 une
permutation de A,. On remplit les cases du diagramme en commencant par
la premiere ligne, de gauche a droite, puis la deuxieme ligne, toujours de gauche a
droite, ...et en inscrivant les entiers de 1 a n pris dans l'ordre 7(1),7(2),...,7(n).
Par exemple si on part du diagramme

associé a la partition 4>3>3>1 de n = 11 et si on prend

on obtient

71103

|OTOO!—‘D-P
Ne
N}

Un couple formé d’une partition d’un entier n et d’'une permutation de A, est
appelé un tableau de Young; pratiquement un tableau de Young est un “tableau”
analogue a celui qu’on vient de construire. Pour un diagramme donné, il y a donc
n! tableaux de Young.

Soit T est un tableau de Young, pour un entier n donné. Tout entier : compris
entre 1 et n apparait exactement une fois dans 7. On notera {7(¢) le numéro de
la ligne ou se trouve ¢ (on compte & partir du haut) et ¢p(7) le numéro de la
colonne (on compte & partir de la gauche). Dans 'exemple ci-dessus on a done
(r(11) =2 et ¢p(11) = 3. Notons que ceci fournit deux partitions de A,,, suivant
les lignes ou suivant les colonnes. On note P(T') le sous-groupe des permutations
0€6,, qui laissent invariante la fonction (7. Autrement dit (7(o(7)) = (r(7); la
permutation o ne mélange pas les lignes. De méme on note Q(T') le sous-groupe
des permutations qui laissent ¢y invariantes c’est-a-dire qui ne mélangent pas les
colonnes.

le groupe &, opere sur les tableaux de Young, a n cases, de la maniere suivante. Si
T est un tableau a n cases et 0€S,, le tableau o(T') est celui obtenu en remplacant

dans T D'entier ¢ par 'entier o(z).



Lemme 2-1. — On «a
P(o(T) = oP(T)r™",  Q(o(T)) = o Q(T)o™"

En effet si pe P(T), alors pour tout ¢ on a {p(i) = {p(p(i)). D’autre part, par
définition de o(T'), on a, aussi pour tout ¢, que {y(1y(0(2)) = {r(¢). En combinant

ces deux relations on obtient
Cocry(op(2)) = Lo()(0(7))

et en remplacant i par o~ !'(i) on voit que opo~leP(c(T)). On a donc
oP(T)o~'CP(c(T)). Ceci reste vrai si on remplace T par o '(T) donc
oP(c™1(T))o~! = P(T) et on peut encore changer o en o~! ce qui donne

oP(T)o~'DP(o(T)) d’ot I'égalité. La deuxieme partie s’établit de méme.

Lemme 2-2. — L'intersection des sous-groupes P(T) et Q(T) est réduite d
[’élément neutre. Une permutation o se décompose d’au plus une maniére sous
la forme o = pq avec peP(T) et qeQ(T). Une telle décomposition existe si et
seulement si pour tout couple (2, 7) avec iy et lp(r) = (7(7) on a co(7)(1)FCo(ry(7)

En effet si une permutation o€ P(T)NQ(T') alors pour tout ¢ on a (r(1) = (r(o(7))
et cr(1) = er(o(i)) donc ¢ et o(7) sont dans la méme case de T' ce qui signifie qu'ils
sont égaux.

Une permutation o quelconque s’écrit donc d’au plus une maniere sous la forme

L' = ¢g71p~L. Soient i et j deux entiers distincts

pg. Supposons que ¢ = pg donc g~
figurant sur la méme ligne de T. Les entiers p~1(7) et p~!(j) sont distincts et sur
la méme ligne de T que ¢ et j. Ils appartiennent donc a des colonnes différentes
de T. Mais ¢~ conserve les colonnes de T donc o71(i) et 071(j) apparaissent sur
des colonnes distinctes de T'. En sens inverse supposons la condition de ’énoncé
satisfaite. Notons T'[a,b] 'entier ¢ tel que (7(i) = a et c¢p(b) = b autrement dit

celui qui figure dans la case de coordonnées (a, b). Définissons la permutation ¢ par
q9(j) =Tllr(a(j), er(y)]

Sij et j' appartiennent a la méme colonne de T, alors o(j) et o(j') n’appartiennent
pas a la méme ligne de sorte que ¢ est bien une permutation; comme elle conserve
les colonnes de T on a ¢€Q(T'). Par définition ¢(j) et o(j) appartiennent a la méme
ligne de T donc p = ¢~ 'oeP(T).

On utilisera le Lemme précédent comme suit : si ¢ P(T)Q(T) alors il existe
¢ et j appartenant a la méme ligne de T, distincts et appartenant a la
méme colonne de o(T'). Soit alors 7 la transposition qui échange 7 et j. On a
reP(T)NQ(a(T)) = P(T)NeQ(T)o™ L.

On peut maintenant commencer la construction des représentations irréductibles
de &,,. On fixe un tableau de Young T'. Soit 1P(T) la représentation triviale de
P(T) et C0(T)

dimension 1.

la restriction a Q(T') de la signature : c’est une représentation de



Proposition 2-3. — On a
. S, S, _
dim (Homgn (IndP(T)(lp(T))7IndQ(T)(gQ(T)D) =1

En effet d’apres le Théoreme 4-4 de I"Appendice, on doit pour chaque double
classe P(T)oQ(T) considérer le sous-groupe P(T)NoQ(T)o 1. Dans notre cas les
deux représentations de ce sous-groupe qui interviennent sont la représentation
triviale et la restriction de la signature. Pour qu’il existe un entrelacement il
faut et il suffit que tout élément du sous-groupe soit de signature 1. Or on vient
de voir que si la double classe n’est pas P(T)Q(T), le sous-groupe contient une
transposition qui est de signature —1. La seule double classe qui contribue est
donc P(T)Q(T), le sous-groupe est alors réduit a ’élément neutre et 'espace des
opérateurs d’entrelacement est bien de dimension 1.

Il existe donc une unique classe v = v(7T) de représentations irréductibles de
Tt
de IndS~ (eQ(T)) et de plus elle intervient dans chacune d’entre elles avec la

Q(T)
multiplicité 1.

S, qui intervient a la fois dans la décomposition de In (1P(T)) et dans celle

On peut préciser. Rappelons qu’on note C[&,] l'algebre (de convolution) des
applications de &,, dans C. Pour toute permutation a, la mesure ¢,, masse +1 au
point a s’identifie a la fonction e, qui vaut n! en a et 0 ailleurs.
L’opérateur d’entrelacement U
. Gn Gn
U: Indp(T)(lp(T)) — IndQ(T)(eQ(T))
est unique a la multiplication par un scalaire pres. On 'obtient comme suit. Soit

L la fonction sur G définie par

0 siegP(TT)
L@)_{d@ si = pq

Toujours a un facteur constant pres, L est I'unique fonction qui est invariante a
gauche par P(T) et qui se tranforme a droite suivant le caractere signature de
Q(T). Pour toute classe a gauche P(T')s soit o, la fonction qui vaut 1 sur cette

classe et 0 ailleurs. On a

Avec un peu de soin on vérifie que

U(‘P) =Cp*



La fonction e, est cette fois invariante a droite par P(T') et se transforme a gauche
suivant le caractere signature de Q(T'). Notons que

e = <Z€(q)eq> * (Z ep>

q p

et aussi que

(X)) (X)) =#rm(Xa)

p p p

La fonction U(y) est définie pour toute ¢, invariante & gauche par P(T) ou
pas. Ainsi prolongé, et a des facteurs constants pres, I'opérateur U s’obtient en
composant la projection sur le sous-espace des fonctions invariantes a gauche par
P(T) avec la projection sur le sous-espace des fonctions qui se transforment suivant
le caractere signature de Q(T'). L’image de U est un sous-espace invariant minimal
pour &,, opérant par translations & droite et ceci fournit un modele pour v(7T').
On a e, xe, = e, car ce produit de convolution se transforme comme e, done doit
lui étre proportionnel. En considérant U comme défini sur C[&,,] cela signifie que
U? = uU. En particulier la trace de U est égale au produit de son rang par p donc
Tr(U) = pdim v(T). D’autre part, en utilisant la base €5, 6€6,, de C[S,,], on voit
immédiatement que I'opérateur de convolution par e, a pour trace en(1) = nl. On
a donc la :

Proposition 2-4. — On a

n!
x e

T dim Y(T)

€,

T €,

T

Classiquement on dit que e, est un symétriseur de Young; cette terminologie sera
justifiée dans un chapitre ultérieur. Il résulte du calcul précédent que er./p est un
idempotent ; ¢’est donc un idempotent minimal.

Il nous faut maintenant faire varier le tableau de Young T'.

Théoreme 2-5. — Etant donnés deuz tableauz de Young T et T', ayant chacun
n cases, pour que v(T) = ~(T"), i faut et i suffit que T et T' aient le méme
diagramme de Ferrers. De plus toute classe de représentations irréductibles de &,
est associé @ un (unique) diagramme de Ferrers.

Pour la deuxieme partie, il suffit de noter que é; a autant d’éléments qu’il y a de
classes de conjugaison par automorphismes intérieurs dans &,,. Or ces classes sont
paramétrées par les partitions de n et il en est de méme des diagrammes de Ferrers.
11 suffit donc de montrer que 'application est injective ce qui est conséquence de la
premiere partie du théoreme. Pour établir cette derniere, on a besoin d'un nouveau
Lemme.



Soient

AM>Ag> o A > /\’12/\’22...2/\r2...

Y

deux partitions de méme poids n. On note A>\' si

AN AL A 2A A5, A Ao+ A=A+ A A

C’est une relation d’ordre mais elle n’est pas totale. Par extension on note T>T"
pour des diagrammes de Ferrers ou des tableaux de Young associés aux partitions
A et \'. Dans la terminologie classique on dit que A domine \'.

Pour simplifier on dit désormais qu’'un tableau de Young est de forme A si cette
derniere est la partition correspondant au diagramme de Ferrers sous-jacent au
tableau.

Lemme 2-6. — Sotent A\ et p deuz partitions de méme poids n. Considérons les
trois conditions suivantes :

1) La partition 1 domine la partition A.

2) 1l existe un tableauw de Young T de forme X\ et un tableau de Young U de
forme , tels que si v et j sont deux entiers distincts appartenant d la méme ligne

de T, alors ils appartiennent a des colonnes différentes de U.

3) 1l existe un tableauw de Young T de forme X\ et un tableau de Young U de
forme p, tels que le groupe P(T)NQ(U) soit réduit ¢ I'élément neutre.
La condition 2) implique la condition 3) qui implique elle-méme la condition 1)

2) implique 3) En effet prenons T et U comme dans 2). Si une permutation
o#1d appartient a P(T)NQ(U) alors chacun de ses cycles appartient aussi a
cette intersection. Soit ¢ l'un de ces cycles; on peut le décomposer en un produit
de transpositions entre éléments de son support. Chacune de ces transpositions
appartient & P(T)NQ(U). Soit 7 'une d’entre elles qui échange ¢ et j. Les éléments
t et j appartiennent a la méme colonne de U et a la méme ligne de T ce qui est
contraire a 2). Par suite P(T)NQ(T) est réduit a I’élément neutre.

3) implique 2). En effet si P(T)NQ(U) est réduit a 1’élément neutre et si ¢ et j
sont distincts et appartiennent a la méme colonne de T', alors la transposition 7
qui échange 7 et j appartient a P(T') donc n’appartient pas a Q(T') ce qui signifie
que ¢ et 7 n’appartiennent pas a la méme colonne de U.

Enfin prouvons que 2) implique 1). Quitte & appliquer une permutation convenable,
on peut supposer que dans le tableau T les entiers apparaissent dans I'ordre naturel
en commencant comme d’habitude en haut et a gauche et on peut aussi supposer
que dans le tableau U, les colonnes sont strictement décroissantes, du haut vers le
bas. Considérons les entiers contenus les ¢ premieres lignes de T'; ce sont les entiers
dela A +---+ A;. Examinons leurs emplacements dans U. Dans chaque colonne,
on les trouve a partir du haut sans qu’aucune case ne soit sautée (sinon la case
sautée contiendrait un entier strictement plus grand). D’autre part il y en a au



plus ¢ par colonne. Finalement on a “casé” les Ay + --- + \; premiers entiers dans
les ¢ premieres lignes de U ce qui impose pq + -+ + p; > A1 + -+ - + A

La démonstration a donné un peu plus. Si un groupe de la forme P(T)NQ(U)
est un sous-groupe du groupe alterné ( permutations paires) alors il est réduit a
I’élément neutre ; dans le cas contraire il contient des transpositions.

Revenons a la démonstration du Théoreme. Supposons qu’on ait deux tableaux T
et T'" avec le méme diagramme sous-jacent. Il existe donc une permutation o telle
que o(T) = T'. D’apres le Lemme 2-1, on a P(T") = o P(T)o~! et de méme pour
Q(T"). Il en résulte que

eT/ = &g * eT ¥ Eqp—1

Sion pose S(¢) = g, * @, alors
e * S(p) = Sep x @)

Par suite S est une application linéaire de e, * C[&,] dans e, * C[&,]. Elle est
inversible, son inverse étant la convolution a gauche par ¢,-1. De plus S commute
aux translations a droite; on a ainsi construit une équivalence entre un modele de

v(T') et un modele de v(T").

L’implication en sens contraire est plus délicate. En fait on va faire mieux.

Proposition 2-7. — S: T ne domine pas T' alors
Gn Gn —
Homg (IndP(T,)(lp(T,)), IndQ(T)(eQ(T))> = (0)

Démontrons la Proposition. Considérons une double classe P(T')oQ(T) Elle
fournit un entrelacement si et seulement si le sous-groupe P(T")NeQ(T)o™! =
P(T")NQ(o(T)) est contenu dans le groupe alterné donc est réduit a 1’élément
neutre. D’apres le Lemme ceci implique que o(T') domine 7" donc puisque la
relation de domination ne dépend que de la forme du tableau on aurait T>7".

On peut enfin finir la démonstration du Théoreme. Si v(T') et v(T") sont égales,
alors, d’apres la Proposition précédente on a T>T" et aussi T'>T donc les tableaux
ont méme forme.

Comme la classe v(7T') ne dépend que de la partition A correspondant a la forme de

T c’est-a-dire au diagramme de Ferrers, on la note désormais ().

Corollaire 2-8. — Soit T un tableauw de forme \.

Ind%)(lpm) =7(A\) @ mN,A’V(/l)
>

Les m, y sont les multiplicités ; ce sont des entiers positifs ou nuls.

L’étape suivante est de calculer les caracteres de ces représentations (). Clest
un probleme combinatoire non trivial et, avant de ’aborder, on va au moins
partiellement, présenter la théorie des fonctions symétriques.
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63 Les fonctions symétriques. — La référence de base est le livre de
[.G.Macdonald [Mac]. En fait ce §est entierement extrait du chapitrel de ce
livre auquel on renvoie pour les détails.

Soient n>1 entier et n indéterminées wxy,...,7r,. On considere l'anneau
Z[xy,...,x,] des polynomes a coefficients dans Z. Le groupe symétrique &,
opere dans cet anneau : on pose o(x;) = T,(;) pour toute permutation o. Le

sous-anneau des polynome invariants est noté
S
Ap=2xy, ... 2,07

(est un anneau gradué; on note AF le sous-espace des polynoémes invariants
homogenes de degré k. Comme il est usuel on parlera de polynomes symétriques
en les n variables xy,...,x,.

Le jeu consiste a introduire une demi-douzaine de bases plus ou moins classiques de
I’espace des polynémes symétriques, puis a déterminer les matrices de changements
de base.

La base la plus naturelle est celle obtenue en symétrisant les monomes. Soit o« =
(a1,...,ap) un multientier; posons x® = &7 ... 287, Soit A = (A1, Aa, ..oy Apy .t l)

une partition de longueur au plus n. On pose

— I
mA_g x

I

ou la sommation est étendue a ’ensemble des multientiers p déduit de A par une
permutation des coordonnées. Par exemple sin =3 et A =(2,1,0,0,...) alors

my = :1;%:1;2 + :1;%:1;3 + :1;3:1;1 + :1;3:1;3 + :1;%:1;1 + :1;3:1;2
Sin=3et A=(1,1,1,0,...) alors

mx = T1X27%3

(et non pas 6 fois le triple produit...). Comme le note Macdonald, le nombre
de variables a moins d’importance qu’il n’y parait. Si on considere les polynomes
symétriques homogenes de degré 2. alors si n = 1, la dimension est 1 avec comme
base x? mais si n>2 alors la dimension est 2 avec comme base (Zi<j Ty, Yy, 7).
Autrement dit la dimension est stable pour n>2.
D’une maniere générale, pour k quelconque et m>n, on a une application linéaire
surjective
k k

Pm,n + Am - An
obtenue en spécialisant z,41 = ... = z,, = 0. Si la partition A est de longueur
au plus n, alors le polynéme m) construit avec m variables se spécialise en le



polynome m construit avec n variables et si la longueur de A vérifie n < {(A)<m
alors my donne 0. Comme on regarde des polynomes homogenes de degré k, on
doit prendre A de poids |A| = k& donc de longueur au plus k. La conclusion est que
pour n>k, application p’,‘;ﬂt’n est bijective et on peut considérer que A¥ ne dépend
pas de n. Formellement on appelle A¥ la limite projective du systeme (A¥, p’,‘;ﬂl’n).
On a donc des applications linéaires

pﬁ: Ak—>Aﬁ

qui sont bijectives pour n>k. Ceci conduit a introduire

A=EPArs =

k>0 k>0

La structure d’anneau gradué de A, donne une structure d’anneau gradué sur
A. Ce dernier est l'anneau des fonctions symétriques, a coefficients entiers. Bien
entendu on peut remplacer Z par Q ou C; on note alors AQ ou Ay 'anneau des
fonctions symétriques.

Les fonctions symétriques élémentaires e, sont définies par

er = g Ti Tiy oo Ty,

i Llip <o <liy

Ce sont des cas particuliers des my, obtenus en prenant A = (1,1,...1,0...). On
doit prendre n>r mais ce souci disparait si on se place dans A. Avec n variables,

on a
En(T) =) T =[]0 +2:T)
0 1
et a la limite
4+ oo 4+ oo
B(T)=> T =[[(1+27T)
0 1

Pour toute partition A = (A1, Az, ...), On pose

€y =€y, 6y, -
Si on veut travailler avec n variables, on considere les partitions telles que Ay <n.
Soit A une partition quelconque et considérons son diagramme de Ferrers. On
appelle partition conjugué de A et on note \' la partition obtenue en permutant les
lignes et les colonnes du diagramme. Autrement dit \| est le nombre de cases de la
premiere colonne du diagramme de A, puis A, le nombre de cases de la deuxieme
colonne. ..
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Proposition 3-1. — Il existe des entiers ay ,>0 tels que
€y = MMy + Z mu
<A

La démonstration est laissée en exercice.

La formule précédente donne donc la décomposition des ey suivant la base de m .
Relativement a la relation de dominance, la matrice qui intervient est triangulaire
avec des 1 dans la diagonale. C’est une situation typique dont on verra d’autre
exemples.

Bien que l'ordre ne soit pas total, le fait que la matrice soit triangulaire avec des 1
dans la diagonale implique qu’elle est inversible. Une maniere simple de le voir est
de procéder par récurrence sur le poids |A| d'une partition en notant que si g < A
alors |p| < |A]. On prouve par récurrence sur le poids que

my =€, + Zb)"“eu’ b, €EZ
>

Comme les e, sont les monomes en les ¢, on obtient le résultat bien connu suivant :

A
Corollaire 3-2. — Les fonctions symétriques élémentaires sont algébriquement

indépendantes sur 2 et

A= Z[el,eg,...]

dans cet énoncé on peut remplacer Z par Q ou C.
La fonction symétrique e, est homogene de degré r. Il y a un autre choix possible

les fonctions “symétriques completes”

h, = ZmA

|Al=r

par exemple

ho =1, Iy :Zwi, b2 :Z$?+in$1

1<j

Il n’est pas difficile de passer des e, aux h,. En effet la fonction génératrice des h,
est
+oco

H(T) = JiohrT’” =[Ja -z

On a donc H(T)E(—T) =1 ce qui en développant fournit la relation

7

Z(—l)rerhn_r, n>1

r=0



Soit w l'homomorphisme d’anneaux gradués de A dans lui-méme défini par
w(er) = hy. La relation de récurrence ci-dessus étant symétrique en les e et
les h, si on lui applique w, on conclut que w(h,) =e,. D'ou

Proposition 3-3. — L’homomorphisme w est un automorphisme involutif de A.
En particulier les h, sont algébriqguement indépendants et A = Z[hy, ha, .. ]

Soit, pour r>1
Pr = Zl‘f

Définissons la série génératrice par

P(T)=> pT"

r>1

On vérifie de suite que

ce qui donne

1 n
hn = g zlzprhn—r

1n
n — _1r_1rn—r
€ n%( )" pre

Ce sont les formules de Newton qui permettent d’exprimer les sommes de puissances
en fonction des fonctions symétriques élémentaires et inversement. De tout ceci on

conclut :

Proposition 3-4. — Les p, sont algébriquement indépendants sur Q et
AQ = A ®Z Q = Q[p17p27 . ]

De plus

wpn) = (=1)"""pn
Comme prévu, pour toute partition A, on pose
Py =D\Dy, -

en se limitant aux A; > 0 ou en convenant que py = 1. Les p, forment une base de

Ag.
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Enfin pour la suite les fonctions symétriques les plus importantes sont les fonctions
de Schur. La signature d’une permutation o est notée (o).
Placons nous dans A,,. L’application

fre 3 (o))

ceS,

est un projecteur sur le sous-espace des fonctions antisymétriques. En particulier,
pour tout multientier & = (avq, ..., ay),posons

g = Z e(o)o(x?)

Sn

Si les a; ne sont pas tous distincts on obtient 0 de sorte qu’on peut supposer que
ay > ag > -+ > ap. Comme la suite le prouve abondamment, il convient de poser
6=(n—-1n-=2,...,1,0) puis &« = A 4+ 6 ot A est une partition de longueur au
plus n. On a ainsi

x5 = Ze(a)a(aj)‘""‘s) = Det (:zj?j—i_n_j)

Ce polynoéme est, pour ¢ < j divisible par x; — z; (utiliser ’anti-invariance par la
transposition qui échange ¢ et j ), done, ces polynomes étant premiers entre eux,

[T =25

1<j

par le produit

mais ce dernier est un “déterminant de Vandermonde”

H(l‘l — ;)= Det(:z;‘g) = as

1<j

Il résulte des considérations précédentes que tout polynome antisymétrique
s’obtient en multipliant par as un polynome symétrique. Or les polynomes a4 s,
avec A une partition de longueur au plus n forment une base de l'espace des
polynomes antisymétriques donc les polynomes

ax4+6
as

S\ =

forment une base de A,. Ce sont ces polynémes sy qu’on appelle polynoémes de
Schur.

Le passage a la limite inductive est sans problemes : si {(A\)<n, si on construit sy
avec m>n variables et si on spécialise sur 0 les variables z,41,...,z,, alors on



obtient bien le s) construit avec n variables. L’ensemble des sy pour toutes les
partitions est donc une base, sur Z, de A.
On montrera au § suivant que

w(sa) = sn

Si on pose fy = w(my) on a finalement 6 bases de A (dont une sur Q ), a savoir
m, e, h,p,s, f, chacune indéxée par les partitions. On doit donc calculer 30 matrices
de changements de base! Ces calculs sont faits dans le livre de Macdonald. Ils ne
sont d’ailleurs pas tres compliqués. On y reviendra au § suivant.

Un point crucial et moins élémentaire est ’existence d’'un produit scalaire
raisonnable sur A. on a besoin d’un résultat préliminaire.

Donnons nous deux séries d’'indéterminées x1,x5,... et y1,92,.... On peut donc
considérer mx(x), ma(y)....

Lemme 3-4. — on «a

[T =2y ™ =D = pale)paly)

1,9 A

= Z ha()ma(y)

Ces identités sont quelquefois appelées identités de Cauchy. Le nombre z) est le
suivant. Pour tout entier r soit u, le nombre de j tels que A\; = r. Alors

Zy = H rra,!

La démonstration sera donnée au § suivant.
Il existe un unique forme bilinéaire (,) sur A tel que

<h>\7 mu> = 6>\,N

Elle est non dégénérée et symétrique. Si u et v sont deux éléments de A alors

(w,0) =) (u, ha) (v, ma)

A

Si(uy) et (vy) sont deux familles indexées par les partitions alors

Youa@oa(y) = Y (unmp)hy(@){ox, b )my (y)

A v



i

de sorte que

S ua(eoaly) = 3 male)ha(y)

A A

si et seulement si

Z <u>\,mu><v>\, hV> = 6%#

A

mais, exercice d’algebre linéaire, ceci équivaut a

Z <uu7 m>\><v1’7 h>\> = 6%#

A

c’est-a-dire &

(U, 00) = bp,u

La conclusion est que (uy) et (vy) sont deux bases duales si et seulement si

> un@)oa(y) = [0 —wiy;)™

]
la signification du Lemme 2-4 est maintenant claire. D'une part on a
(Px:Pu) = 2x0xu

et d’autre part et surtout, les fonctions de Schur forment une base orthonormale

de A

<3>\7 3u> = 6>\,N

Les sy tels que |A| = n forment une base orthonormale de A" qui est lui de
dimension finie (sur Z ). La forme bilinéaire est positive. Toute autre base
orthonormale de A™ se déduit de la base des s) par une matrice orthogonale a
coefficients entiers. Les seules matrices possibles sont des matrices de permutation
et de changements de signe de sorte qu’a la multiplication par + pres (et a
permutation pres si on veut ordonner les vecteurs d’une base), les sy avec
|A| = n sont I'unique base orthonormale du Z— module des fonctions symétriques
homogenes de degré n.

Finalement w est une isométrie car w(sy) = sx.

§4 Quelques calculs. — On conserve les notations du §précédent et on va
maintenant établir les points admis.
Soit A = (Aq,...) une permutation et A’ = (A}, ...) la permutation conjuguée.



Lemme 4-1. — On a
Det(h)\i_H_]‘) = Det(e)\;_H_j)

Rappelons un résultat de calcul matriciel. Soit A une matrice carrée d’ordre n, a
coefficients dans un anneau commutatif. Soit B la puissance extérieure (n — 1)®M€
de A. Le coefficient b; ; de B est donc le déterminant de la matrice obtenu en

supprimant dans A la jeme ligne et la jéme colonne. Soient H et K deux parties a
m éléments de {1,2,...,n} et soit A, ,- le mineur de A obtenu en conservant les
lignes (resp. les colonnes) dont l'indice appartient & H (resp. a K ). On définit de

méme les mineurs B, .. Enfin soit K’ le complémentaire de K et H' celui de H.

On a alors
1
BH,K = (det A>p AH,K

Supposons maintenant que A soit inversible et soit C' la transposée de sa matrice
inverse. La matrice C' s’obtient a partir de B en multipliant le coefficient b; ; par
(—1)**J et en le divisant par Det(4). On a donc

By = (—=1)"** (Det A?)C'y i

ou h (resp. k ) est la somme des éléments de H (resp. de I{ ). On en tire

Ay g = (—1)htF Det(A)Cy

On peut maintenant prouver le Lemme. Les relations
n
Z(—l)rerhn_r, n>1
r=0
signifient que les matrices carrées d’ordre n + 1

H=(hiej), E=((-1)"e_;), 0<i,j<n

sont inverses 'une de l'autre (on convient que les e, et les h, d’indices négatifs
sont nuls). Elles sont de plus de déterminant 1. On prend n = ((A) + ((\') — 1 et
on choisit

H = (0400 — i 1<), K = {60 — j [1<]<00)
et on vérifie (exercice) que

H = {{(\) = 1+i— M [1<i<e(N)}, K ={0(\) — 147 [1<5<0(\)}

On obtient alors directement le Lemme.
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Lemme 4-2. — On a, pour n>{((\)

(k)

Donnons rapidement la marche. On travaille avec n variables et on définit les e,
par

n—1
Z egﬂk)Tr = H(l + 2, 7T)
0

itk

de sorte que

n—1
H(T)Y eMT" = (1—2,T)"

0

St = (aq,...,ay),on déduit de I'identité précédente, en comparant les coeflicients
de T'%¢, I’égalité matricielle

(257) = (hai—nt) (=1)" "¢}, )

On écrit ’égalité des déterminants; a gauche on obtient par définition a4 ; pour un

instant prenons a = ¢. La matrice (hqa;—n4;) est égale a (h;—;) qui est diagonale

de déterminant 1 done la matrice ((—1)""‘e_.) qui ne dépend pas de a est de

déterminant 1. Si maintenant « est quelconque, on obtient

Ao = ag Det(hai_,ﬂ_j)

Pour o« = A 4+ 6 on a ainsi

8)\ = Zg(a)hk-l-&—a(é) = Det <h>\i—i—|—j>

o
On a donc

w(sx) = Det(w(hx,—it;)) = Det(ex,—14j) = sx

Il nous reste a prouver le Lemme 3-4. Commencons par la premiere égalité. On a

vu que P(T) = H'(T)/H(T). On a donc, puisque H(0) =1

H(T) = Exp()_ p.T"/r)

r>1

Notons que I’écriture a un sens car on peut substituer une série formelle sans terme
constant dans la série exponentielle. Pour tout N ceci peut s’écrire

H(T) = [ Exp(p. T /r) Exp( Y p.T7/r)

r>N+1



On a donc
= H Exp (prTr/r> mod(TN+1)
1

ou encore
N +N

H Z [ S A VI mod(TN+1)

1 u,.=0

Si on développe on obtient une somme de termes de la forme

Si A est 'unique partition qui contient u; fois 1, uy fois usg ... alors ce terme vaut

—1rp|A|
Ay T

On a donc l'identité

H(T) =[Ja-=1)" ZpAZ LAl

Ce calcul formel est valable pour n’importe quelle suite d’indéterminées. En
particulier on peut l'appliquer a une suite a double indice comme x;y;. Dans ce cas

pr=Y_ajyi =3 2l Y yi = p(a)pe(y)
i,j i J

ceci prouve la premiere identité.
La suivante est immédiate :

H(l —xy5)” HH yj) = H Z hr(x)y; = Z holz)y® = Z ha(a)ma(y)

i i o X

Pour la derniere, prenons n variables

7

as(x)as(y) H (1 —2y;)"! = as(z Z Z hal a+a(6)

i,j=1 aEN" o

Posons alors f = a 4+ 0(6) et sommons pour FEN" (on a convenu que h, = 0 pour
r < 0) ), ce qui donne, en appliquant le lemme précédent

as(2) Y (o) ha-a(syy” = Y apy’

B0 8



z1

On peut se limiter aux § = (f1,...,0s) ou les ; sont tous distincts (sinon on

obtient 0). En rassemblant les 3 qui se correspondent par permutation on obtient

> ax(@)ax(y)

A

Pour terminer on va calculer certaines des matrices de changements de base. Il
nous faut d’abord bien préciser la terminologie concernant les tableaux et les
diagrammes. Cette terminologie semblant un peu fluctuante suivant les références,
il convient donc d’étre prudent.

Soient A et u deux partitions. A chacune correspond un diagramme de Ferrers.
Supposons que, pour tout z, on ait A\;>p; de sorte que le diagramme de A contient
celui de p. On note ADp. Le diagramme obtenu en supprimant du diagramme
de A les cases de p est appelé un diagramme gauche; on le note A/p. Son poids
est [A\/p| = |A| — |g|. Si pour tout 7, on a A\; — p; <1 alors A\/p a au plus une
case par ligne; on dit que c’est une bande verticale ou plus précisément une m—
bande verticale si ce diagramme a m cases. On définit de méme les m— bandes
horizontales (au plus une case par colonne).

D’une maniere générale un tableau est un diagramme ou l'on a inscrit un entier
dans chaque case. le diagramme est la “forme” du tableau.

Un tableau de Young est un tableau dont la forme est un diagramme (ordinaire)
donc associé a une partition A et faisant intervenir les entiers de 1 a |A|. Le poids
est |A|;il n’y a pas de répétitions dans le tableau.

Un tableau de Young est standard si dans chaque colonne (resp. dans chaque ligne)
le contenu des cases est une suite strictement croissante d’entiers.

En général dans un tableau le méme entier figure plusieurs fois.

Un tableau de forme A/ est colonne-strict si dans chaque colonne (resp. dans
chaque ligne) le contenu des cases est une suite strictement croissante (resp.
croissante au sens large) d’entiers. En transposant on obtient les tableaux ligne-
strict. Voici un exemple; les cases avec des 0 sont celles de p; elles ne font pas
partie du tableau.

S| Ol o O
Wl = o O
—
(O]

Dans [Mac] le mot tableau signifie tableau colonne-strict. Nous dirons qu’'un tel
tableau est un tableau semi-standard de forme A\/u. Le cas ligne-strict ne devrait
pas intervenir.

Un tableau semi-standard de forme \/p peut encore se déerire avec des partitions.
Soit 6; 'ensemble des cases contenant ¢; c’est une |6;|]— bande horizontale. Soit



Ai = pUB U - - - UB;. Cest une partition et le tableau est entierement déterminé par
la suite, croissante au sens large, des partitions

p=XNcAc--cAF =)

Remarques

Il y a encore des variantes possibles. On peut demander que la suite précédente
soit strictement croissante ce qui veut dire qu’on ne saute aucun entier. Si comme
nous ’avons fait on accepte des égalités dans la suite de partitions, alors on sera
obligé de limiter 'entier k sauf a accepter d’avoir une infinité de tableaux de la
méme forme. On précisera a chaque fois.

Lemme 4-3 (Formule de Pieri). — Soit p une partition et r un entier positif ou

Sp€p = g S
A

nul. On a

ot A parcourt 'ensemble des partitions qui contiennent p et telles que N/ soit une
r— bande verticale.

Par définition

er = g Tiy o Ty,

1 <t < - <ip
donc
Apts€r = Z Z e(o)x(p+ 6)xi, ... xy,
o iy <ip<-<iy
ou encore
Ap+s€r = Zau—i—é—l—a
owa = (ay,...,a,) avec @;<1 et > «; = r. Si deux des composantes de p +a + ¢

sont égales a1 q46 = 0; les cas restants sont ceux ou p 4+ « est une partition A et
on obtient exactement les partitions annoncées par 1’énoncé.
Si on applique 'involution w, on obtient une formule équivalente

Suhy = ZS)\

A

ou A parcourt ’ensemble des partitions qui contiennent u et telles que A/ soit
une r— bande horizontale.

Solent A et p deux partitions telles que ADy; soit v une partition de méme poids
que A/p. On note

K/



le nombre de tableaux semi-standards, de forme A/u et de poids v. Si p = (0)
(diagramme vide) on note

I&’)\’,,
le nombre de tableaux semi-standards de forme A et de poids v c’est-a-dire

contenant v fois 1, v, fois 2 etc
A partir du Lemme précédent et par une récurrence facile sur le poids de v on

prouve la
Proposition 4-4. — Soient p et v deux partitions. On a
Suh,, = ZI&’)\/N’VS)\
oti la sommation porte sur toutes les permutations A\Dpu et telles que |\ p| = |v|.

En particulier
h,, = ZI(}""S)‘

ot la sommation porte sur toutes les permutations A de méme poids que v.
Les nombres K , sont les nombres de Kostka. Ce sont des entiers positifs ou nuls
Proposition 4-5. — On a Ky x =1 et Ky ,#0 implique A\>v

C’est un exercice. 5i A et v ne sont pas de méme poids, on convient que K , = 0.
La matrice K = (K ,) est donc la matrice qui fait passer des s, aux h,. En
utilisant 'involution et le produit scalaire, il est facile de calculer, en fonction
de K, de sa transposée, de son inverse, les matrices de passages entre les bases
Moy €xs Py Fas S

On vient de voir que

hy = sy + E A’N,ASN
>

Appliquons w

ey = sy + E A’N,ASN'
>

Si on utilise le fait que (sy) est autoduale et que la base (hy) est duale de la base
(my), on obtient

Sy =m) + E A’A,lel
<A

Pour terminer remarquons que si on note 1{" la permutation de poids n et dont
toutes les composantes valent 1, alors Ky (;(n) est le nombre de tableaux standards
de forme A. En particulier il est strictement positif.



§ 5 Le calcul des caracteres du groupe symétrique. — Comme on va le voir,
il n’y a plus de difficultés majeures. Pour tout entier n>1, on note én I’ensemble
des classes d’équivalence de représentations irréductibles de &,,. Pour simplifier
les notations soit R, le Z— module libre de base én Comme chaque classe est
caractérisée par son caractere qui est une fonction centrale sur le groupe, on peut
considérer que R, est un espace de fonctions centrales sur &,,. On dit quelquefois
que R, est 'espace des caracteres virtuels de &,,. Le produit tensoriel de deux
représentations fournit un produit sur R, mais dans ce §on choisit d’oublier ce
produit “interne”. Par contre on va avoir besoin d’un produit “externe” qui fait
intervenir tous les groupes &,,.

Convenons que Ry = Z et posons

On peut plonger le groupe G, x&,, dans le groupe &, 4+, en faisant opérer &,, sur
{1,...,n} et &, sur {n+1,...,m}. Si o est une représentation de &,, et 7 une
représentation de &,,, on définit o ® 7 représentation de &, x&,, dans V, @ V.
On induit ensuite cette représentation a &,,4,,. Exprimée en termes de caracteres
ceci donne une application bilinéaire

RuxRm — Ruym

et on obtient sur R une structure d’anneau commutatif, associatif, gradué, de
centre Ry ...

On va voir que R est isomorphe a A. On fait opérer &,, dans lui-méme par
automorphismes intérieurs ; soit 7 une orbite. Elle est caractérisée par une partition
de n correspondant a la décomposition en cycles d’un élément quelconque de ~.
Soit A(7) cette partition et soit p, = px(). On a ainsi une bijection de ’ensemble
des orbites sur 'ensemble des partitions. On note aussi p, = py() lorsque o€y de
sorte qu’on a une application de &,, dans A™ (fonctions symétriques homogenes de
degré n ). On prolonge cette application & R,, en posant

(x) = % > x(o)ps

(24

(Macdonald note cette application ¢h mais on a déja utilisé ch pour le caractere
d’une représentation en tant que fonction définie sur &,, ). Ceci est valable pour
tout n et on obtient ainsi une application linéaire de R dans A. Comme tous les py
appartienne a l'image, cette application est bijective. En fait

Proposition 5-1. — L’application 6 est un isomorphisme d’anneauzr et une
1sométrie



Rappelons que R,, est muni d’un produit hermitien :

(ox') = % > x(o)'(o)

les caractéres irréductibles ont la symétrie hermitienne x(o 1) = y(o) ) et il en est
de méme de leurs combinaisons linéaires a coefficients entiers. On peut donc dans la
formule précédente remplacer m par y(c~!). Comme les caractéres irréductibles
forment une base orthonormale ce produit scalaire est en fait a valeurs entieres.
Vérifions que 6 est bien une isométrie. Soit o une permutation et, pour tout ¢, soit
m; le nombre de cycles de longueur ¢ dans la décomposition de o. Le lecteur se
convaincra facilement que le nombre de permutations qui commutent a o est

| |zm’ml’
;

qui vaut donc z,,. Par suite 'orbite de o a n!/z,  éléments. Si dans la formule du
produit scalaire (x,x'), on regroupe les éléments d'une méme orbite, on obtient
donc

o)=Y L)

e

On a noté x(v) la valeur de la fonction centrale y sur 'orbite v et de méme pour
Y et on a utilisé le fait que o et ! sont dans la méme orbite.

On sait que (px, pu) = 2x0x,, donc 0 est bien une isométrie.

Soient n et m deux entiers et soient yER,, et Y'€R,,. Soit

X' =Indd"s (v @)

On doit montrer que 6(x") = 6(x)0(x'). Cest exactement le théoreme de

réciprocité de Frobenius. En effet soit 7 un caractere irréductible de & 4p.

D’apres ce théoreme, on a
(e = (X8 X T, v, ) £

Par linéarité cette égalité reste valable pour tout 7€R,,. Plus généralement si A

est une algebre commutative sur Q et f une application de &,, dans A, on pose

(6 Flen = 2 3o nlo)f(e) = = 37\ (o) (o)

et on fait de méme pour m et m + n. L’égalité de Frobenius reste valable pour
toute fonction centrale sur &,,4+,, car une telle fonction est combinaison linéaire



des fonctions caractéristiques des orbites. En particulier si on prend pour f la

fonction

fn+m(a) = Do, UEGn—I—m

alors on obtient 6(x"). D’autre part on a

<fn—|—m>|~ - fnfm

&, X6,

Par suite
G(X”) — <XXI’ <fn—|—m>|6n ><(‘5m>(‘5m XS,
= (X7 fn)en (XI7 fm)Gm
00x)8(x")

Dans le Z— module R,,, les caracteres irréductibles forment une base orthonormale
et, au signe pres, cela les caractérise. Si on applique 6 on doit donc obtenir, au
signe pres, les polynomes de Schur sj.

Théoreme 5-2. — Pour toute partition X de n, la fonction xx = 671 (s)\) est un
caractere irréductible de &, et on oblient ainst tous les caractéres irréductibles.

Il suffit de prouver que y(1) > 0. D’'une maniere générale pour toute permutation
ogona y(o)=(0(c),ps). On doit donc prouver que, pour toute partition de n, on
(sx,pT) > 0. Or p1 = hy donc (sx,p7) = (sa, h}). C'est le coefficient de sy dans la
décomposition de hi = hyn) suivant la base des s, ; il vaut donc Ky ) qui est

strictement positif.

Proposition 5-3. — La représentation de caractere x x a pour dimension le nombre
de tableauzr de Young standards de forme A

Il nous faut encore faire le lien avec le § 2.
Théoreme 5-4. — La représentation ¥(\) a pour caractére 071 (sy)

Tout d’abord soit y; le caractere de la représentation triviale de &,,. on a

0x1)= > = 'm

[A|l=n

et, au §4 on a obtenu la formule

Par suite



Zi
Si maintenant on considere le caractere y. de la représentation signature, on trouve

B(x:)= ) =(N)zy"pa

[A|l=n

avec

S0 = (~=

En appliquant w & H on obtient

d’ou

Solent A une partition de n et T' un tableau de Young de forme A. On a donc le
sous-groupe P(T) de &,,, c’est celui qui conserve les lignes de T', et le sous—groupe
Q(T) qui lui conserve les colonnes.

Le sous-groupe P(T') est un produit de sous-groupes

P(T) ~ Gy, x -+ xBy,

Le groupe &), opere sur les entiers qui figurent dans la premiere ligne du tableau,
G, sur les entiers de la deuxieme ligne etc. Soit m, la représentation de &,
induite par la représentation triviale de P(T'). Comme 6 est un homomorphisme,

les remarques ci-dessus montrent que
B(ch(my)) = ha

de maniere analogue, le caractere de la représentation p,, induite par le caractere
signature de Q(T') est donné par

B(ch(pr)) = e,

Or on a vu que

hy = sy + E A’N,ASN
>

ex = sy + E A’N',A'SN
<A

Or v(A) est I'unique représentation qui intervient des deux co6tés. On a donc

sx = (A).



Proposition 5-5. — Si on note ¢ la représentation signature alors, pour toute

représentation © de S,, on a
O(ch(m @ ¢)) = w(f(ch(m))

Autrement dit l'involution w correspond au produit tensoriel (interne) par le
caractere signature. En effet si ¢y est la valeur du caractere de 7 sur 'orbite
paramétrée par la partition A, alors

f(ch(m)) = Y 23 capa

[A|l=n
or w(px) = &(A)px donc

w(B(ch(m)) = > z7'e(Neapa

[A|l=n

Mais si o appartient a 'orbite paramétrée par A alors ¢’est un produit de cycles de
longueurs (A1,..., A,) donc sa signature est

(o) = JI-D " = ()P =)

Le caractere de m @ € vaut donc ¢xe(\) en un tel point et le résultat est évident.
Bien entendu, comme w(sy) = sy, Uinvolution correspond aussi au passage de
Y(A) & v(A') de sorte que v(A') s’obtient en tensorisant v(A) par .

Dans tout ce chapitre on a pris C comme corps de base mais il est clair que toutes
les constructions ont été faites sur Q. On a donc obtenu une Q -représentation
pour toute partition A de n et elles sont deux a deux inéquivalentes. Il reste a voir
qu’il n’y en a pas d’autres.

Soit G un groupe fini et notons R 'algebre ( de convolution) des applications
de G dans Q. Elle est semi-simple. Soit R = $R; sa décomposition en somme
directe de sous-algebres simples et en particulier soit e = > e; la décomposition
de I'élément neutre. Si 7; est une représentation de “type R; 7, et si 157, alors
mj(ei) = 0 et donc le caractere de m; est nul sur e;. Par contre sa valeur sur
e; est non nulle : c’est la dimension de 7; (a ce stade on aurait des ennuis
en caractéristique p > 0 ). On en déduit immédiatement que les caracteres de
représentations irréductibles inéquivalentes sont linéairement indépendants. Ce
sont des fonctions centrales. Les fonctions centrales constituent le centre de R. La
dimension de l'espace des fonctions centrales est égale au nombre d’orbites de G
opérant dans lui-méme par automorphismes intérieurs. La conclusion est que le
nombre de classes d’équivalence de Q— représentations irréductibles est au plus

égale au nombre d’orbites.



Si on revient au groupe symétrique, on constate qu’on a rien oublié. Les
représentations irréductibles de &,,, construites sur Q, ou sur tout autre corps
de caractéristique 0, sont donc absolument irréductibles, c’est-a-dire restent
irréductibles lorsqu’on étend le corps des scalaires. Le lemme de Schur est valable;
le commutant est réduit aux scalaires.

Plagons nous sur Q. Dans Q[&,,] chaque classe de représentations irréductibles
() intervient autant de fois que sa dimension m(A). Pour chaque tableau de
Young de forme A, on a construit un symétriseur et donc un modele de v(\) dans
Q[S,]. Or il y a n! tableaux de Young de forme A donc on en a trop.

D’autre part, on a vu que m(\) est égale au nombre de tableaux de Young standard
de forme A. On va montrer que ces tableaux suffisent.

Introduisons sur les tableaux de Young standards de forme A, lordre lexi-
cographique : on dit que T} précede Ty si, lorsqu’on compare les cases, en partant
de la case gauche de la premiere ligne et en lisant comme dans un livre, alors la
premiere fois que 'on a des entiers distincts celui fourni par T est plus petit que

celui fourni par T5. C’est par exemple le cas si

T = T =
11213 1123
415 416
6 5
Lemme 5-6. — 51 T4 précede Ty alors er, ¥ e, =0

Il suffit de démontrer qu’il existe deux entiers distincts qui appartiennent a la
méme ligne de T et a la méme colonne de T,. Considérons la premiere case ou
T, et Ty different. Soit ny et ns les entiers qu’on y trouve, n; < ns. Notons que
ey (n1) > 1 car une fois remplies un certain nombres de lignes, le premier entier qui
apparait sur la ligne suivante doit étre le plus petit de ceux qui restent. Cherchons
a localiser ny dans Ty. On a {p,(n1)>0r(ny et s’il y a égalité, on doit avoir
ery(n1) > e (ny). De plus. comme T5 est standard et que ny > ny, le nombre ny
vérifie en fait {7, > (1,(n2) et ery(n1) < cr,(n2. A Uintersection de la ligne {7, (n2)
et de la colonne ¢7,(ny) on trouve le méme entier m dans Ty et T5. Comme m et
ny appartiennent a la méme colonne de T, et a la méme ligne de T, on a gagné.
Ordonnons les tableaux de Young standards, de forme A, dans l'ordre lexi-
cographique T71,T3,... T,y et considérons les sous-espaces er; * Q[&,]. Leur
somme est directe. En effet, avec des notations évidentes, si

en convolant a gauche avec er,,,, il reste er, , * ¢©un) = 0 ce qui implique que
©m(n) = 0. On convole ensuite avec 'avant dernier ... En conclusion :



Proposition 5-7. — On a
Q[ ]\ = @ Ep * Q[&,]

ot la somme est étendue aur tableaur de Young standards de forme A



a1l

Chapitre 2 LA THEORIE DES INVARIANTS POUR GL(n)

Soit K un corps de caractéristique 0 La théorie est maintenant établie en toute
caractéristique mais les démonstrations les plus directes ne sont valables qu’en
caractéristique 0.

Il y a classiquement deux types de théoremes. Le premier théoreme fondamental
est un théoreme qui fournit un systeme de générateurs pour la sous-algebre
des invariants. Le deuxieme théoreme fondamental décrit les relations entre ces
invariants. Chacun de ces théoremes admet des variantes.Nous allons démontrer
ces théoremes puis en déduire la construction des représentations rationnelles de
dimension finie de GL(n) ainsi que le calcul de leurs caracteres. Ceci utilisera les
résultats du Chapitre 1

§1 Les deux théorémes fondamentaux. — Soit donc K un corps de
caractéristique 0. On fixe un espace vectoriel V sur K, de dimension finie r
et on considere le groupe linéaire GL(V). Il opere dans V. Soit n un entier
n>1. Notons V" le produit tensoriel de V par lui-méme n fois; par exemple

VO =V @V @V. Le groupe GL(V) opére par
Trn(g) (V1 @ - D vy) = g1 @ -+ @ gop

Le groupe symétrique &,, opére aussi dans V®". De maniére précise, si 0€&,,, on
pose

,Or,n(U)(Ul K2 Q- Un) = Vg-1(1) @ - Q Vg-1(5) @+ - @ Vg-1(p)

Ceci doit s’interpréter comme une permutation des places : l'effet de o est de
mettre & la premiére place la composante qui était & la place o~ !(1). Si on
applique maintenant une deuxieme permutation 7, a la premiere place on obtient
la composante qui, aprés application de o était & la place 771(1), c’est-a-dire
Vo=1(r=1(1)) = VU(re)-1(1)- On a bien une représentation du groupe symétrique!
Soit A, la sous-algeébre de Endk (V") engendrée par les endomorphismes 7, ,(g).
La représentation p, , se prolonge a l'algebre K[&,]; soit B, , I'image de K[&,].
Il est clair que A,., et B, , commutent.

Théoreme 1-1 (Premier Théoréme Fondamental). — La sous-algébre A, ,
est le commutant dans EndK(V®") de la sous-algebre B, , et cette derniere est le
commutant de A, ,



Puisqu’on est en caractéristique 0, I'algebre K[&,,] est semi-simple. Elle est aussi
unitaire. La représentation p,, est donc semi-simple et elle est non dégénérée.
Le theoreme du double commutant s’applique donc. Il suffit de prouver que le
commutant de B, ,, est A, ,,

Commencons par un lemme. Soit W un espace vectoriel de dimension finie. Le
groupe symétrique &,, opere dans le produit tensoriel W, Soit S le sous-espace
des invariants c’est-a-dire des tenseurs symétriques. Soit X un ouvert de Zariski

non vide de W

Lemme 1-2. — Le sous-espace S est engendré par les tenseurs de la forme

WRUWR - Qw weX

Soit e1,...,e, une base de W. Les tenseurs e;; @ --- @ ¢; forment une base de
W, Fixons une partition n = ay + --- 4+ a,, de n et notons la a. Soit s, la
somme des vecteurs de base e;, @ --- @ e;  qui contiennent ay fois ey, ag fois es. ...
L’ensemble des s, est une base du sous-espace des tenseurs symétriques. Soit f
une forme linéaire sur W®" nulle sur tous les tenseurs symétriques décomposés

Xn

c’est-a-dire de la forme w®"™ = w ® - -+ @ w avec de plus weX. Il nous faut montrer

qu’elle est nulle sur tous les tenseurs symétriques et il suffit de le faire pour les s,.

Prenons
w=1tie; + -+ tnen
On a
wO" = Ztasa
donc

0="> f(sa)t®

Ceci est valable quels que soient les éléments #; de K tels que weX donc, le corps
étant infini, pour tout weW (principe du prolongement des identités algébriques).
Il en résulte que tous les coefficients f(sq) sont nuls.

La démonstration ci-dessus a été reprise de [Proc]. Passons a la démonstration du
théoreme. On a

Xn
Endg (V") = <EndK(V)>
La fleche de droite a gauche s’obtient en posant
(T, @ @T) (v Qua @ - @vy) =T1(v1) @ Th(ve) @+ @ T(vy)

Soit W = Endk (V). Soit

T=>To- ol



un élément du commutant de B, ,. La relation de commutation s’écrit

ZT0—1(1)(UU—1(1))® - @ Ty —1(n) v —1(n) ZTl v —1(1) ®Tn(va'_1(n))

Les v; étant quelconques cela signifie que T est un tenseur symétrique. Or GL(V') est
un ouvert dense de W = End, (V') donc d’apres le Lemme tout tenseur symétrique
dans W™ est combinaison linéaire de tenseurs de la forme ¢ © ¢ @ --- @ g avec
geGL(V). Comme g @ --- @ g = 7 n(g). le théoreme est démontré.

Donnons une premiere version du second théoreme fondamental. Considérons p,. ,
comme une application de K[&,] dans End, (V®").

Sir < n, plongeons &, dans &,, en le faisant opérer sur les r premiers entiers.
Soit

6r—|—1 = Z 5(0’)60-

UEGT’-I—l

Ici e, est la fonction définie sur &,, qui vaut 0 sauf en o ou elle vaut n!. On a donc
prn(es) = prnlo) et

pr,n(6r+1) — Z 5(a)pr’n(a)

UEGT’-I—l

Théoreme 1-3 (Deuxieme Théoreme Fondamental). — Sir>n alors p, ., est
injective.

Sir < n, lenoyau de p,p est 1idéal bilatere engendré par 6,41.

Montrons d’abord que si r < n alors py ,(6r41) = 0. Soit v1,vs,...,v, une base
de V. On a donc une base (v, @ v;, @v;, ) de W = VO Comme r < n dans
chacun de ces vecteurs de base, au moins I'un des v; intervient au moins deux fois.
Supposons par exemple que v;, = v;,. Soit 7 la transposition qui échange 1 et 2. le
vecteur de base considéré est donc invariant par 7. D’autre part

r—l—l * € = Z ea’r — 5 )61”-1-1 = _6T+1

Il en résulte que le vecteur de base étudié est annulé par p;,(6,41). On a donc
bien py n(6ry1) = 0.

Soit A une partition de n. Il lui correspond une classe v(A) de représentations
irréductibles du groupe symétrique; soit K[G, ]y la sous-algebre simple associée a
(). Pour tout tableau T de forme A, on a construit un symétriseur de Young

P,q

ou p (resp. ¢ ) parcourt le sous-groupe P(T') (resp. Q(T') ) des permutations qui
stabilisent les lignes (resp. les colonnes) de T'. Le symétriseur e appartient a



K[S,] . L'intersection du noyau de p,, avec K[G,]y est un idéal bilatere donc
c’est K[G,]x ou (0).
Rappelons que (,(¢) est le numéro de la ligne qui, dans le tableau T, contient .

Supposons que A soit de longueur au plus r. Soit
Up = Vep() @ O Vep(n)
Avec un peu de sang froid on constate que
Prn(0)vp = Uy

De plus si o conserve les lignes de T' alors v, est invariant par 0. On en tire que

prolep) = (#P(T)) Y clq)v,y

q

Or U = U si et seulement si ¢ est 'identité. On a donc pr,n(eT)#O. Dans ce cas
(Ker pn,r>ﬂ<K[6n]>\> = (0), N <r

Enfin supposons que {(\) > r. Si J est 'idéal bilatere engendré par 6,4 alors
on a JNK[G,]r = K[&,]x ou JNK&,|» = (0). Prenons un tableau T' de forme
A et dont la premiere colonne commence par 1,2,...,r + 1. Pour un tel tableau

Sr+1CQ(T). Il vient

1 -
drpr#ep(r) = = > brya(0)ep(07'7)

Mais eT(a_lr) = 5(0)6T(7’) donc
Orp1xep(T) = (r +1)le,

Il en résulte que e, €J et donc que JOK[G,]x.
En conclusion I'idéal bilatere engendré par 6,41 est le noyau de la représentation
et il est formé des sous-algebres simples associées aux partitions de longueur au

moins r + 1.

§ 2. Les représentations de GL(V'). — Le corps K est toujours de caractéristique
0. On conserve les notations précédentes.

Proposition 2-1. — L’algébre A, ,, est semi-simple.

On vient de déterminer la structure de B, ,, qui est semi-simple. Le &,, module yon
est semi-simple de dimension finie et admet une décomposition en composantes
1sotypiques :

ven = @<V®n>>\



ou A parcourt 'ensemble des partitions de n de longueur au plus r. Aucune de ces
composantes n’est réduite a (0). Pour un tel A, soit m(\) la multiplicité ; le module
(V™) se décompose de maniére non canonique en la somme de m(\) modules de
type v(A). Le commutant d’un tel module irréductible étant réduit aux scalaires,
on peut appliquer la Proposition 2-4 de 'appendice. On a donc

Ar,n = H Mm()\)(K)
A

C’est une algebre semi-simple.

Fixons une partition A de longueur au plus r. Soit Cy le commutant du &,,—
module (V™). C'est I'ensemble des restrictions a (V")) des éléments de A, .
Le commutant C) est isomorphe a Mm(A)(K). La restriction de m,., a V>\®" est
un homomorphisme de GL(V') dans le groupe multiplicatif Cy. Si on choisit un
isomorphisme de C) avec M,,(») (K ), on obtient une représentation de GL(V'). La
classe w(\) de cette représentation est bien déterminée.

Théoréeme 2-2. — La classe w(\) est irréductible et la représentation de

GL(V)x &, dans (VO™)y est irréductible de type w(\) @ v(A).

Fixons une décomposition
®n —
(VE") = Vi &V

en somme directe de &,,— modules simples ( tous de la classe y(A) ). Pour tout
¢ choisissons un isomorphisme 7; du 6&,,— module V} sur le &,,— module V;; en
particulier prenons T = Id. Pour tout couple (¢,7) on a un isomorphisme TiTj_1
de Vj sur V;. Soit e; un élément non nul de V;; posons e; = Tj(er) et soit W le
sous-espace vectoriel ayant pour base eq,...,€,.

Soit TeC'y. Si P; est la projection de <V®">>\ sur V;, alors P;,T€C. La restriction
a V; de BT est un homomorphisme de &, — modules de V; sur V;; c’est donc un
multiple de TiTj_l. Il existe des scalaires a; ; tels que

PTP; = a; jTiT; ' P;

L’application qui a T fait correspondre la matrice A = (q; ;) est un isomorphisme
de Cy sur My,(») (). Cette représentation de Cy est évidemment irréductible
et peut étre considérée comme une représentation dans W. La représentation de
GL(V) obtenue en restreignant =, a W est donc irréductible puisque C est la
sous-algebre engendrée par les restrictions des 7, ,(g). Ceci prouve la premiere
assertion du théoreme. Pour la deuxieme, on considere ’application

6 : (Z tiej,v1) — Zt]‘Tj(vl)

de W xV; dans <V®">X Elle se prolonge a W ® V; et on vérifie de suite qu’elle
est surjective, donc bijective (les dimensions sont les mémes). De plus si on munit



Vi de sa structure de &,,— modules et W de sa structure de GL(V)— module,
alors W @ V; est un GL(V)x&,,— module (produit tensoriel externe) et 6 est un
isomorphisme sur <V®">X Les vérifications sont sans mysteres.

Il nous faut maintenant comparer ces représentations de GL(V). Si A et u sont
deux partitions de n, de longueur au plus r et si w(\) = w(p) alors il existe un
endomorphisme U du K — espace vectoriel <V®"> qui commute & GL(V) et tel
que U((V®")>\> soit non nul et contenu dans <V®">N. Mais U€B,,, donc I'image

de <V®">>\ est contenue dans <V®">X On a donc A = p. Pour un n fixé les
représentations obtenues sont donc deux a deux inéquivalentes. De plus prenons
g = tId un élément du centre de GL(V). Alors 7, ,(tId) = t"Id et donc les séries
obtenues pour différentes valeurs de n sont deux a deux disjointes.

On peut obtenir des modeles explicites pour les représentations. Fixons a nouveau
A et soit T un tableau de forme A. On suppose que ((A)<r de sorte qu’on a
une composante isotypique <V®">X Considérons cette composante comme un
K[6,]— module. Soit <V®">T I'image de p, n(e7). Clest un sous-espace invariant
par GL(V'). Supposons qu’il ne soit pas irréductible et soit F' un sous-espace
invariant non trivial. Soit J l'ensemble des p€K[S,] tel que I'image de p; ,(¢)
soit contenu dans F'. C’est un idéal a droite contenu dans 'idéal a droite 7 engendré
par er. Or on sait que ce dernier idéal est minimal donc 7 = (0) ou J = 7. Mais F
admet un supplémentaire invariant par GL(V') ('action de GL(V') est semi-simple)
et le projecteur correspondant appartient a B, , donc est de la forme p, ,(¢) pour
une fonction ¢ non nulle et qui appartient a J. Enfin I'image de p, ,(e7) contient
strictement F de sorte que er¢J. On a une contradiction.

En tant que GL(V)— module <V®">T est donc irréductible de type w(\).
Rappelons que pour obtenir un idempotent on doit normaliser er en le divisant
par un scalaire convenable. Notons e’ cet idempotent. Supposons alors qu’on ait
des tableaux T, ..., T, de forme A et tels que les idempotents associés e’Tj vérifient
e'Tie'Tj = 0 pour ¢ < j. Les pr,n(e'Tj) sont des projecteurs p; qui vérifient p;p; = 0
pour ¢ < j ce qui prouve que la somme des V7, est une somme directe.

Or on sait qu’un tel systeme de tableaux s’obtient en prenant les tableaux de Young
standards de forme A. Leur nombre est exactement m(\). On a donc démontré le
théoreme suivant.

Théoréeme 2-3. — Soit A une partition de n de longueur au plusr. On a
®n — ®n
(V >>\ - @O/ )T
T

o T parcourt l'ensemble des tableaux de Young standards de forme .

Il est temps de donner un ou deux exemples. Prenons r quelconque.

Sin =1,ily a une seule classe A = (1) de longueur au plus 1. L’action de &; dans
V est triviale et I’action de GL(V') est irréductible.

Sin =2 et r>2, on peut prendre A = (1,1) ou A = (2,0). Les tableaux de Young



ai

standard sont

1]2

Soient oy I’élément neutre de G5 et oy 1’élément non trivial. Pour le premier

tableau on a

eT = €5, — €g,

donc

pro(er)vy @ vy = v @ vy — v @ vy
L’image est donc le sous-espace des tenseurs antisymétriques, qui, en tant que
GL(V)— module est isomorphe a /\Z(V), muni de l'action évidente. On a
m((1,1)) = 1 et la dimension est dimw((1,1)) = r(r — 1)/2. la représentation

7((1,1)) de &3 est le caractere signe.
Pour le deuxieme tableau, on a

€T = €q4y + €oq

donc

praler)vr @ vy = v @ vy +v2 @ vy
L’image est donc le sous-espace des tenseurs symétriques, qui, en tant que GL(V')—
module est isomorphe a S*(V'), muni de laction évidente. On a m((2,0)) =1 et la
dimension est dimw@((2,0)) = r(r + 1)/2. la représentation v((2,0)) de &3 est la

représentation triviale.
Finalement, en tant que GL(V')— module

VeV /\Z(V)@Sz(V)

Pour n = 3 et r>3, les tableaux de Young standards sont

Le premier tableau correspond a nouveau aux tenseurs symétriques, le deuxieme
aux tenseurs antisymétriques. Les deux derniers ont la meéme forme donc



@((2,1,0)) est une classe de représentations irréductibles de GL(V') qui intervient
avec la multiplicité 2.
Enumérons les éléments de S; :

/1 2 3 (1 2 3 (1 2 3
70731 2 3/ T\1 3 2)°727\3 2 1)
(1 2 3 (12 3 (12 3
37\2 1 3/ \2 3 1)\ 3 1 2

Le troisieme tableau T3 donne le symétriseur
€Ty = €gy T €5 — €5y — €g,
donc
praery (v @ vy Qug) =v1 Dve @ vz +v1 D vz Qv —v3 D vy @V —v3 DV @ 2
Le quatrieme tableau T donne le symétriseur
€T, = €5y T €5y — €oy — €gy
donc
praer, ) (v @ vy Qug) =v1 Qo2 @ vz +v3 DV @V —v2 Qv @ vz — v @ vz @ vy

La classe de représentation irréductibles w((2,1,0) de GL(V) est de dimension la
moitié de
, 1 1
re — gr(r —1)(r—-2)- gr(r +1)(r+2)

soit (r — 1)r(r 4+ 1)/3. La représentation de &3 est de dimension 2. On peut la
construire en faisant opérer &3 dans K*, par permutation des coordonnées, et en
notant que le plan “somme des coordonnées nulle” est invariant.

Si n est quelconque, parmi les tableaux de Young standards, on trouve celui qui a
une seule ligne de forme (n,0,0...), qui correspond aux tenseurs symétriques et, si
n<r, le tableau a une seule colonne de forme 1(") = (1,1,1...,1) qui correspond
aux tenseurs antisymétriques.

Dans une autre direction prenons r = 2. Les cas n = 1,2 viennent d’étre examinés.
Si n>3, on doit se limiter aux partitions de longueur au plus 2, ce qui donne les
n + 1 possibilitées (m,n — m) avec 0<m<n. On a donc obtenu un ensemble de
classes de représentations irréductibles de GL3(K) avec les deux parametres m et
n.



Revenons a la situation générale. Si 7 est une représentation irréductible
de dimension finie de GL(V) et n€Z, on peut “tordre” = par le caractére
Xn(g) = Det(g)". La représentation tordue est le produit tensoriel (interne)

™ @ Xn(g) = Det(g)" 7(g)

Cette notion passe aux classes d’équivalence de représentations. Il est naturel de
chercher & déterminer les représentations obtenues en tordant les w(\). On le fera
plus loin Pour le moment, on va caractériser les représentations de GL(V') qu’on a
construites.

Rappelons qu'une représentation © de GL(V') dans un espace vectoriel de dimension
finie E est rationnelle si 7(¢) est une fonction rationnelle de ¢, c’est-a-dire une
fonction polynomiale des coefficients matriciels de ¢ (relativement & une base
de V) et de linverse du déterninant de g. En tensorisant = avec une puissance
convenable du déterminant, on se ramene au cas polynomial. Une représentation
7 polynomiale est homogene de degré n si pour tout teK*, on a n(tg) = t"n(g)

Lemme 2-4. — Toute représentation polynomiale se décompose en la somme

directe de représentations polynomaiales homogénes

Considérons 'opérateur 7(t Id) ;c’est un polynome en t a coefficients dans Endg (F)

m(tld) = ant"

n>0

L’identité m(tuld) = n(t Id)r(u Id) et le fait que K soit infini, donnent p,p, = px
et, pour n#m, p,pm = 0. D’autre part, pour tout e€FE, on a, en prenant ¢t = 1,
la décomposition ¢ = Y py(e). Si E,, = p,(E) alors E = @ E,. Notons que ceci
est en fait la décomposition en sous-espaces propres pour l'action des matrices
scalaires. Comme ces dernieres sont dans le centre du groupe, chaque E,, est stable
par GL(V). La représentation dans E,, est homogene de degré n.

Lemme 2-5. — Soit © une représentation polynomiale homogéne de degré n>1 de
GL(V). Il exziste une unique représentation © de A, , dans E teller =7 o, p

Pour tout g€ GL(V') notons 6, la masse +1 au point ¢ et considérons les mesures
a support fini ou si on préfere les combinaisons formelles finies, a coefficients
dans K des points du groupe. En posant ¢, * 6,4 = 044/, on obtient une algebre
de convolution. Notons la C(GL(V')) La représentation 7., se prolonge en un
homomorphisme é surjectif de C(GL(V')) dans A, ,. Soit V* le dual de V. Si veV
et v*€V*, alors (gv,v*) est un coefficient de g. Soient vy,..., v, des éléments de V
et vf,..., v} des éléments de V*. La quantité

L1 (gviso7)
1



est un coefficient de 7, ,(¢) et un coeflicient quelconque s’obtient en combinant
linéairement les “mondmes” précédents. Par suite > «,0, appartient au noyau de
99
#, s1 et seulement si, pour tout choix des v; et des v¥, on a
2 2 17

ZagH<gvi7v;ﬁ> =0
1

L’espace vectoriel engendré par les [} (gvi,v) est exactement l'espace des
polynémes homogenes de degré n donc > a,é, appartient au noyau de 6 si
et seulement si, pour tout polynéme P homogene de degré n, on a y_ a,P(g) = 0.
S’il en est ainsi, alors pour toute représentation polynomiale 7 homogene de degré
nona y, a,w(g) =0 et le théoreme est prouvé. Si (7, E) est une représentation
homogene de degré 0 alors comme les seules fonctions polynomiales homogenes
degré 0 sont les constantes, 'application 7(¢) est indépendante de g c’est toujours
I'identité. La représentation 7 est donc un multiple de la représentation triviale.

Théoréeme 2-6. — Les représentations rationnelles de dimension finie de GL(V)
sont semi-simples. Le groupe GL(V') est linéairement réductif.

On se ramene au cas polynomial en tordant la représentation, puis au cas homogene
grace au Lemme 2-4. Le Lemme 2-5 nous réduit au cas de A, ,, qui est semi-simple.
Toute cette construction ne dépend pas vraiment de K. Les représentations
sont construites sur Q et elles restent irréductibles par extension des scalaires.
Exactement comme pour le groupe symétrique les w(A) sont absolument
irréductibles.

Soient (w1, E7) et (w2, Ey) deux représentations de dimension finie de &,,.
Considérons leur produit tensoriel interne (w3 @ w2, Ey @ E3) et cherchons le

sous-espace

(B, @ Ey)°n

des invariants. Soit E le dual de E et n{ la représentation contragrédiente définie
par 75 (o) = 7¥(c~!). On a un isomorphisme canonique

E1 & E2 = I’IOIII(ET7 Ez)
Si on définit 'action de &,, dans Hom(EY, Ey) par
(0,f) = ma(o)o fomi(o™)

alors on a un isomorphisme de &,— modules et les invariants de &, dans E| @ Fs
correspondent aux opérateurs d’entrelacement entre EY et E,

(B, ® Ey)®" = Home, (E}, E)
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Simy et mo sont irréductibles cet espace est de dimension 0 s1 7} n’est pas équivalente
a my et de dimension 1 si 7] est équivalente a mp. En général la dimension de
(Ey ® E3)®n est la dimension de I'espace des opérateurs d’entrelacement de 7}
et de mg. S1 m; est irréductible c’est la multiplicité de 7] dans m2. Ceci est
évidemment valable pour tout groupe fini, pour les représentations rationnelles
de dimension finie de GL(V) ...Dans le cas du groupe symétrique il y a une
simplification supplémentaire due au fait que toute représentation est équivalente
a sa contragrédiente. En effet, il suffit de montrer qu’elles ont méme caractere
or le caractere de la contragrédiente s’obtient en composant le caractere de la
représentation avec 'application o +— o~ !. Comme o et 07! sont conjugués par
automorphisme intérieur, ces deux caracteres sont égaux.

Soit alors A une partition de n, et My un &, — module simple de la classe v(\);
posons

C’est un espace vectoriel de dimension m(\) et puisque les deux actions commutent
c’est aussi un GL(V')— module. D’apres les remarques ci-dessus

(00 VNS = (0 V)

On a un isomorphisme

(Vor), 2 My 0 Uy
ou Uy est un GL(V)— module irréductible de type w(A) donc
(My @ VO™ 2 (M @ My)®" @ Uy = U,

Le GL(V)— module Fy(V') appartient donc a la classe w(\). Ceci suppose que la
longueur de A est au plus r. Dans le cas contraire, on a simplement F)\(V') = (0).

Supposons qu’on ait deux espaces vectoriels de dimension finie V et W ainsi
qu'une application linéaire f de V dans W. On a, canoniquement, une application
linéaire " de V" dans W, Cette application commute & ’action du groupe

symétrique &,,. Soit A une partition de n. On obtient une application linéaire
. @n)Gn @n)Gn
FX(f): (Ma @ VE™)™" — (M) @ W)

c’est-a-dire de F(V') dans Fa(W). Quelques vérifications triviales montrent que,
pour tout A,. on a obtenu un foncteur covariant de la catégorie des espaces
vectoriels de dimension finie vers elle-méme. De plus l'application f — F\(f)
est polynomiale; on dit que le foncteur est polynomial. On peut montrer que la
construction de ce §fournit tous les foncteurs de ce type (ce sont les foncteurs
de Schur). Ce point de vue est systématiquement développé dans ’appendice du



Chapitre 1 de [Mac] Empruntons a cette référence un résultat qui va jouer un role
essentiel dans le calcul des caracteres.

Soient A une partition d’un entier p et p une partition d’un entier ¢. On a donc une
classe de représentations v(A) de &, et une classe de représentations v(p) de &,.
Comme dans le Chapitre 2, considérons &, x&, comme un sous-groupe de &,
et soit p la classe de représentations induite par v(\) @ v(p). rappelons que c’est
cette construction qui fournit le produit sur 'anneau gradué R = $R,, ou R, est le
Z— module libre de base ’ensemble des classes irréductibles de représentations de
S,,. Soient My, M,,, M, des modules simples respectivement de classe y(A), v(p), p
Proposition 2-7. — Les GL(V )— modules
S

>6<p+q>

Sy
(MA ® V®P> ® <MN ® v®q> et (Mp @ VOt

sont isomorphes.

Pour éviter des confusions notons x le produit tensoriel externe. On utilise les
exercices de la fin de ’appendice. On a,

M, © VOrtd = ndgr o <(MA xM,) @ Res(;;mq(v@fpﬂ)))

La réciprocité de Frobenius donne ensuite

S, xG,

Sptq
(Indg2x6q <(M>\ ><MN)®RengX®q(V®(p+q)>) & ((M)\ ><Mu)®Resg;‘X@qV®(p+q)>

D’autre part

Sn ®(p+q) ~ 17@p ®q
Resgpxgqv &= VPPV

d’olt
GpxGy GpxGy
(M)\ x M,,) © Res) 3" ngv®<P+q>> = ((MA 2 VOP)x (M, @ V®q>>

qui est encore isomorphe a

&

(MA ® V®P> o <MN ® V®q>

Tous ces calculs sont relatifs a l'action des groupes symétriques mais tous les
isomorphismes ci-dessus sont des isomorphismes de GL(V)— modules et en ce sens
le dernier produit tensoriel x est en fait un produit interne. La proposition est

donc démontrée.



Soit R, le Z— module libre ayant pour base les classes de représentations poly-
nomiales irréductibles de GL(V'). On note R} le sous-module des représentations
homogenes de degré n. On a R, = @,>¢R; . Si A est une partition, on a d’'une part
une classe v(\) qui est I'un des éléments de base de RIM et d’autre part la classe du
GL(V)— module My ® VORI ¢’est-a-dire w(A) si {(A)<r et 0 sinon. Remarquons
au passage, qu’en théorie des représentations, la dimension de 'espace est toujours
supposée au moins égale a 1;il n’y a donc pas de représentation (0). Par contre on
peut parler du C(GL(V)— module nul. Pour n = 0, on a convenu que Ry = Z et
on a aussi R = Z; on introduit I'application identique de Ry sur R,

On a donc une application linéaire surjective de R sur R,, dont le noyau admet
pour base les v(\) tels que ¢(A\) > r. Le produit tensoriel interne munit R,
d’une structure d’anneau gradué; ’élément neutre est la représentation triviale
(sa dimension est 1 pas 0). La Proposition signifie qu’on a un homomorphisme
d’anneau de R sur R,.

On va maintenant pouvoir calculer les caracteres des représentations de GL(V). Si
7 est une représentation rationnelle de ce groupe, son caractere est la fonction

ch(m)(g) = Tr7(g)

Le caractere d’une somme directe est la somme des caracteres, celui d'un produit
tensoriel le produit des caractéres. Si on tord par Det™, on multiplie donc le
caractere par la fonction Det(g)™ ; il suffit donc de considérer le cas polynomial.

Le caractere de 7 est alors une fonction polynomiale sur GL(V') qui est centrale,
c’est-a-dire invariante par automorphismes intérieurs. Fixons une base de V.
Considérons le cas ou ¢ est diagonale de coefficients xy,...,z,. La restriction du
caractere a ces matrices diagonales est un polynome symétrique en z1,xs,..., 2,

ch(m)(g) = P(xy,...,2,)

Si on note ey,...,e, les fonctions symétriques élémentaires des x;, il existe un
polynome () tel que

ch(m)(g) = Q(e1,...,er)

Mais les e; peuvent étre considérées comme des fonctions polynomiales sur GL(V)
car, au signe pres ce sont les coefficients du polynéme caractéristique. Avec cette
interprétation, 'expression précédente pour le caractere est valable pour tout
g, diagonalisable sur K. Si le corps est algébriquement clos, alors les matrices
diagonalisables sont Zariski denses donc on a 1’égalité partout : le caractere est un
polynéme symétrique en les valeurs propres de ¢ ou si on préfere un polynome en
les coefficients du polynome caractéristique.

Dans le cas général, on peut par exemple procéder comme suit. On se ramene au
cas irréductible. La représentation 7 est définie sur Q c’est-a-dire qu’il existe une



Q— forme Vg de V et une Q— forme Fq de l'espace E de la représentation telle
que GL(Vq) stabilise Eq (et y opere irrréductiblement). Choisissons des bases
de Vg et de Eq. Etendons le corps des scalaires & un cléture algébrique Q de
K. Le caractere, restreint aux matrices diagonales, est une fonction polynomiale
symétrique des z;, a coefficients rationnels. On réintroduit le polynome ¢} qui est
donc a coefficients rationnels, donc indépendant de K. Les coefficients du polynome
caractéristique sont des polynomes, a coefficients rationnels (et méme entiers), des
coefficients de la matrice; ils ne dépendent pas de K. Ceci permet de se placer sur
K et done de conclure.

Le caractere ch(mw) est donc donné par un polynome symétrique rationnel, en
r indéterminées, la valeur du caractere en ¢ est obtenue en substituant a ces
indéterminées les valeurs propres de ¢ (sur une extension de K ). Avec les
notations du Chapitre 2, on peut donc considérer que ch(n) est un élément de
lanneau A, des polynémes symétriques en a1, ..., z,. Plus précisément on dispose
d’un homomorphisme d’anneaux

ch: R, — A,

Notons de plus que si 7€R} alors ch(7) est homogene de degré n donc appartient
a Al

On va se débarrasser du parametre r. Soit s > r et prenons A de poids n et
de longueur au plus r. Soient V; un espace vectoriel de dimension r et W; un
sous-espace de dimension s — r; posons Vo = VidWj. Choisissons une base de
V1 ainsi qu'une base de W;. Considérons une matrice diagonale g de coefficients
T1y... Tpy. .., 2, Elle opére dans (My @ V,”")®» et on peut considérer sa trace
ch(ws(A))(g) (Uindice s correspond donc & la dimension de V3 ). En fait cette trace
a un sens meéme si certains des z; sont nuls. On a une décomposition

Vet =V ..

ou les termes non écrits font intervenir Wi. Si on prend z,, = ... = 2, = 0. alors
on obtient la valeur de ch(w,())) sur la matrice diagonale, d’ordre r et dont les
coefficients diagonaux sont z1,...,z,. On a une application linéaire

AL AN AP

(voir Chapitre 1). Les remarques précédentes signifient que
pot(ch(ws(X)) = ch(w,(N))

Mais on a aussi des homomorphismes

n o, n n
by, Ry — R}



définis par

) e(\) st lA)<r
by (ws(A)) = {0 sis>0(\) > r

On note R" la limite projective et R = GR™ (limite projective dans la catégorie des
anneaux gradués), Ce qui précede montre qu’on a un homomorphisme d’anneaux
ch de R dans A. On peut résumer la situation par le diagramme

Noter que les fleches verticales sont des bijections si r>n. D’autre part revenons
sur les homomorphismes de R sur les R,. En un sens évident ils sont compatibles
avec les b7, et a la limite on obtient un isomorphisme ¢» de R sur R. Au chapitre
2 on a introduit un isomorphisme de R sur A. On va prouver que ch = § o)~ 1.

Il suffit de le vérifier pour un systeme de générateurs. Dans A considérons les
fonctions symétriques élémentaires e,,n>1. On a déja montré, au chapitre 2, que
e, correspond a la représentation signature de &, ; notons la sg,,. La représentation
sgn de &,, est associée, pour r>n & la représentation de GL(V') dans A" (V). Pour
calculer ch(w(sgy, ), on peut prendre r = n et calculer ch(w,(s¢, ). Mais dans ce cas
la représentation de GL(V') est de dimension 1 et est le caractere Det, c’est-a-dire
le produit des valeurs propres, c¢’est-a-dire ¢,,.

On a ainsi démontrer le théoreme suivant

Théoreme 2-8. — Pour toute partition A on a
ch(w(N)) = sa

Plus explicitement :

Corollaire 2-9. — Soit r = dim(V') et soit A une partition de longueur aw plus r.
Le caractére de la classe de représentations w(A) est

EUEGT €(U)$21_T(rl_)1 e x;il(r) B Det(x%\j—i—r—j)

7

ZO’EGT 5(U)$;i}(1) . x(c)r—l(r) Det(x:_j)

ch(=(A)(g) =

ot les x; sont les valeurs propres de g.

Donnons une ou deux applications.



Proposition 2-10. — Soit A une partition de longueur auw plus r. La classe
irréductible w(\) @ Det est la classe w(p) avee p= (A1 + 1L, A2+ 1,..., 0 +1)

C’est immédiat en comparant les caracteres. On peut aussi le voir a partir de la
formule de Pieri.

Calculons la dimension de w(A). On doit évaluer sx(1,1,...,1). Dans la formule
quotient de deux déterminants, prenons z; = t*~! ou teK*. On a

Det(t(i—DAj+r—y
sa(Lt, 2, ) = = (# )
Det(t(i=D(r=1)

C’est un quotient de déterminants de Vandermonde d’ou

tritr—i _ t)\j-l-r—j)

(Lot =] < T

1<j

Dans cette expression tous les facteurs qui interviennent on un zéro simple pour
t = 1. En simplifiant par t — 1 on obtient

t)\i—i—r—i _ t)\j+7”—j Al _ A -
( )= 2T T )

pr—i —¢r—j J—1

En prenant alors t = 1 on obtient la dimension cherchée.

Théoréeme 2-10. — La dimension de w(\) est

H </\i—/\j—|—'j—i>

) — 12
1<:<y<r J

Au passage :

Corollaire 2-11. — Les seules représentations rationnelles de dimension 1 de
GL(V') sont les puissances du déterminant.

En effet on se ramene au cas polynomial en tordant par une puissance assez grande
du déterminant. Pour que w(\) soit de dimension 1, il faut et il suffit d’apres la
formule précédente que tous les A; soient égaux. mais on sait que A = (s,,8,...,3)
correspond a Det®.

Dans la suite et lorqu’il y aura risque de confusion, on notera w, au lieu de w.

§ 3. Le point de vue classique. — Le corps K est toujours de caractéristique 0
et V est un espace vectoriel sur K, de dimension r>1. On note V* son dual. On
considere 'espace

W =W,,=Vrgyd
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(sommes directes). Le groupe GL(V') opére naturellement dans V' ainsi que dans
V*, représentation contragrédiente (transposée de l'inverse). Il opere donc dans W
et donc aussi dans l'algebre S(W*) des fonctions polynomiales sur W. On cherche
a déterminer les invariants dans S(W™*).

Il s’agit donc de trouver les application polynomiales ¢ de W dans K telles que,
pour geGL(V), on ait ¢»(g~ w) = ¥(w). Il est facile d’en construire. Pour 1<i<p
et 1<j<q considérons la forme linéaire v; ; définie sur W par

Yi j(V1BV2D - - - DopBvT DUy D - - - Duy) = (v]|vi)

On a

(g0}, vi) = (v, 97 ;)
par définition méme de l'action contragrédiente et ceci signifie que ; ; est
invariante. plus généralement tout polynome en les ¢; ; est invariant. Le premier

théoreme fondamental (deuxieme version) dit qu’on a obtenu tous les invariants.

Théoréeme 3-1. — La sous-algébre des invariants de GL(V) dans S(W™*) est
engendrée par les 1; ;.

On procede en deux temps. On commence par chercher les invariants multilinéaires,
c’est-a-dire linéaires par rapport a chacune des variables v; et v} et on procede
ensuite par polarisation complete pour traiter le cas général.

Lemme 3-2. — Le sous-espace des invariants multilinéaires de GL(V') dans S(W™)
est réduit a (0) su p est différent de q et, st p = q il est engendré par les

P
I ¥500
1

ot 0 appartient au groupe symétrique &,

En effet soit o une telle fonction. Ecrivons qu’elle est invariante par les opérateurs
scalaires t1d. Ces derniers opérent par multiplication par ¢t dans V et par
multiplication par t~! dans V*. On a done

f(tvl,...,tvp,t_lvi‘,...,t_lv;‘) = flvr,... 0], 07)

Si f est multilinéaire et non nulle ceci n’est possible que si t?7¢ = 1 donc
p = q. Supposons donc que p = ¢. Soit £ = VO donc E* = V*®P, Les formes
multilinéaires sur W s’identifient aux formes linéaires sur F @ E* et cecl est
compatible avec les actions canoniques de GL(V'). On est donc a la recherche de

((E . E*>*>GL(V)



Mais on a un isomorphisme

6 : EndgF — (E ® E*>*

donné par

0(T)(e @e”) = (", T(e)).

Pour que T commute a 'action de GL(V), il faut et il suffit que, pour tout ¢ on ait
¢ 'Tg =T c’est-a-dire que, pour tout e et e*

(e*, g Tge) = (e*, Te)

c’est-a-dire que

(ge*, Tge) = (e*,Te)

ce qui signifie que 0(T') est une forme linéaire invariante. Mais le premier théoreme
fondamental, sous sa premiere forme, dit que le commutant de GL(V') dans Endg F
est le sous-espace vectoriel engendré par les p, (o) ot 0€6,,. Calculons 6(p, ,(0)).
Il vient

P

(07 @@k, prplo)or @+ @vy) =[] (0], 05159
1

et le Lemme est démontré.

Passons au théoreme. Soit P€S(W*) un polynome invariant. C’est une fonction de
p + ¢ variables vectorielles et on peut le décomposer en une somme de polynomes
multihomogenes c’est-a-dire homogenes par rapport a chacune de ces variables. 1l
est clair que chacune de ces composantes est invariante. On peut donc supposer
que P est homogene de degré «; par rapport a v; et homogene de degré 3; par
rapport a v;.

D’une maniere générale, si () est un polynome homogene de degré s, on définit

Ll

f($17...7$n) = m(tlxl _|__|_t8x8)

C’est une forme s— linéaire symétrique et on reconstruit ) par

Q) = 5

s!

(x,...,2)
ce qui suppose la caractéristique 0. C’est le processus de polarisation.
On applique ceci a chacune des p + ¢ variables de P. On obtient ainsi une forme

multilinéaire

*k *k *k *k
L(vl,l,...,vl,al,...,vp,l,...,vp,ap,vl’l,...,vl’ﬁl,...,vq’ﬁq,...,vq’ﬁq)



et elle est invariante. D’apres le Lemme, on doit avoir ) a; = Y 3, et L s’obtient
a ’aide de de produits <v;"j, |v; i) qui dans la reconstruction donnent des produits
(vi[v;) et on obtient le théoreme.

Ce théoreme est valable en toute caractéristique [Proc], [C-P].

On peut faire un petit peu mieux. Conservons les notations précédentes. Les
caracteres de GL(V') sont les puissances du déterminant; un invariant relatif de
poids m est un polynome qui se transforme suivant le caractere Det™

P(g~'w) = (Det g)" P(w)

Traitons d’abord le cas multilinéaire; on peut supposer m > 0, quitte a échanger
V et V*. A l'aide des homothéties on vérifie, comme pour le cas m = 0 que de tels
invariants relatifs multilinéaires non nuls ne peuvent exister que si p — g = mr.
Dans cette situation, donnons nous une partition de {1,2,...,p} en une partie a ¢
¢éléments et m parties a r éléments. Pour fixer les idées fabriquons ces parties en
suivant 'ordre naturel des entiers. On obtient un invariant relatif multilinéaire et
de poids m en choisissant une permutation o de {1,...,¢},

q m
<H <U}F|UU—1(]‘)>> H Det(vq+3r+1, e ,vq_|_3r_|_r)
1 1

( On choisit une fonction déterminant sur V' ).

Il faut se convaincre que, lorsqu’on fait varier la partition et ¢ on obtient un
systeme de générateurs de 'espace vectoriel des formes multilinéaires relativement
invariantes et de poids m. En procédant comme dans le cas m = 0, on introduit
I’isomorphisme

g : Homg (VOUtmn) ey — yOlatmn) g e )x
et on se réduit a chercher les applications linéaires T

T.  yeltmn  yed

qui vérifient

g 1Tg = (Det(g))mT

Dans V7, le sous-espace des tenseurs antisymétriques est de dimension 1;

choisissons un tel tenseur a, non nul. On a donc ga = Det(g)a. Soit S
I'endomorphisme de V@™ défini par

Sx)=T(x)@a@a---Qa



Il commute a GL(V) donc appartient a prg4mr(K[Sgqmr]). On doit donc
déterminer les p€K[S,1mr] tels que prgrmr(p) ait son image contenu dans
le sous-espace V91 @ a @ a @ ... a. Considérons le sous-groupe &, x --- X6, de
Sy+mr ol les m copies de S, correspondent aux entiersdeg+1ag+r,deg+r+1

aq—+2r...Soit
e=> e(0)é,

S,

et notons ¢1,...¢&,, les “copies” de ¢ dans chacun des sous-groupes &,.. Au produit
par une constante non nulle pres, pr g4mr(€1 % €2 % - - % &4, ) est le projecteur sur le
sous-espace VO @ a@a® ... a. Les applications S qui conviennent sont donc les
combinaisons linéaires des py g4 mr(€1 * €2 % -+ % €, ) pr g4mr(0) pOUr CES 4y 1oy
Si on revient aux formes linéaires relativement invariantes ceci correspond a

m—1 q
v1®---®vq+rm®vi‘®---®v;‘ — H Det(va—l(q—l—sr—l—l)v'"7vcr—1(q—|—sr—|—r) H |v —1(])
s=0 1=1

On a ainsi obtenu pour les invariants relatifs ’équivalent du Lemme 3-2.
Le processus de polarisation fonctionne sans modifications. Finalement :

Théoréme 3-3. — Soient W = VIPQV*®4, La sous-algébre des invariants relatifs
dans S(W*) est engendrée par les éléments de la forme suivante :

o (Viyee e, vp, 0], ) = (V] |vi) (poids 0)

o (V1,005 vp, 07, 08 ) e Det(viy, ..., vi, ) (poids 1)

o (Viyeeeyvp, 0750 0p) = Det(v] .. 0] ) (poids —1)

Il est clair que ces éléments ne sont pas algébriquement indépendants. La
détermination des relations algébriques entre les générateurs releve (entre
autres. .. ) du second théoreme fondamental.

Passons au deuxieme théoreme fondamental. On considere VIPRV*PL et les
fonctions polynomiales invariantes sur cet espace. D’apres le premier théoreme
fondamental, ce sont des polynomes en les pg fonctions (v}|v;). Soit X(vy,...,v7)
la matrice a p lignes et ¢ colonnes dont les coefficients sonts les <v;‘|vl> Toute
relation linéaire entre les v; se transporte en une relation linéaire entre les lignes de
cette matrice qui est donc de rang au plus r. En fait I'image de 'application X est
exactement la sous-variété des matrices de rang au plus r. En effet multiplier X a
gauche ou a droite par des matrices carrées revient a remplacer les v; ou les v} par
des combinaisons linéaires de sorte que l'image est invariante par ces opérations.
Soit eq,...,e, une base de V et soit e],...,e) la base duale. Soit s un entier au
plus égal a Inf (p,q,r). On choisit v; = e; pour i<s et 0 sinon, puis vi = €] si
J<s et 0 sinon. La matrice X correspondante est de rang s ce qui prouve notre
assertion sur I'image.

Si p<r ou ¢<r, alors l'application est surjective et les (vj|v;) sont donc
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algébriquement indépendants. Par contre si r < p et r < ¢, alors tout mineur
d’ordre r + 1 extrait de la matrice X est nul ce qui fournit déja un certain nombre
de relations. Du point de vue ensembliste elles caractérisent I'image mais il n’est
pas évident qu’elles donnent toutes les relations. Autrement dit il n’est pas clair a
priori que les mineurs d’ordre r 4+ 1 sont un systeme de générateurs de 1'idéal des
fonctions polynémes nulles sur la sous-variété des matrices de rang au plus r. Le
second théoreme fondamental affirme que c’est vrai.

Théoréme 3-4. — Si v > p ou v > ¢ alors les pg invariants (v|v;) sont
algébriquement indépendants. S1 r < Inf(p,q) alors les mineurs d’ordre r + 1
engendrent lidéal des relations entre les (v}[v;).

Pour le démontrer, on revient a la démonstration du premier théoreme. Si P(z; ;)
est un polynéme a pg variables alors P((v}|v;)) s’écrit comme somme de termes
multihomogenes par rapport a chacune des p + ¢ variables v; et v}. S5i donc
identiquement P((v}[v;)) = 0, alors chacune de ces composantes le sera aussi.

On peut donc supposer que P est homogene de degré «; par rapport a chaque
*
J
de trouver les relations linéaires entre les monémes en les (v}[v;) ayant les

v; et homogene de degré 3; par rapport a chaque v}. Le probleme est donc
degrés d’homogénéité précédents. Mais ces monomes sont précisément ceux qu’on
construit par polarisation. On doit avoir Y «; = > f;; soit n cet entier. A tout
c€G,, on a fait correspondre I'un de ces monémes ou peut-étre 0. On obtient ainsi
au moins une fois chacun de ces monomes. Les relations linéaires sont données
par les p€K[&,] telles que p, () = 0. La premiere forme du deuxieme théoreme
fondamental nous dit que ¢ doit appartenir a l'idéal bilatere engendré par

6r—|—1 = Z 5(0’)(50-

UEGT’-I—l

ou 6,41 est le sous-groupe des permutations qui laissent fixes chacun des entiers
r =+ 2,...,n. Une base de cet idéal est donc formé des éléments 6, * 0,41 * 0p ou
a et b sont des éléments de &,,. Si T = py (04 * 641 * 0p) la forme multilinéaire
associée est

ou encore

( Z () up-15-1(1) D QUp=15-1(r41) DUp=1(p42) D" - - DUp=1(y,) | uZ(1)®' ' -®uz(n)>

(24

On obtient donc un mineur d’ordre r + 1 extrait de la matrice (u; |u;‘> que multiplie
*
J
I'un des v; mais chacun intervient plusieurs fois. Si lorqu’on forme le déterminant

un monome en ces coefficients. Dans notre cas chaque u; est I'un des u;, chaque u

on pioche deux fois dans le méme tas on obtient 0 sinon on obtient I’'un des mineurs
cherchés. Le théoreme est donc une simple réinterprétation de la premiere forme.
Ici encore c’est le processus de polarisation qui est essentiel.



§ 4. Des poids et des racines. — Dans les § précédents nous avons suivi Schur
et Weyl : les représentations de G = GL(V') ont été construites & peu pres en
méme temps que U'on a démontré les théoremes fondamentaux. On va maintenant
introduire 'outil essentiel que sont les poids d'une représentation.

Soit ¥V un K— espace vectoriel de dimension finie r. On choisit une base eq,... e,
de V et on note e} la base duale. Soit ACGL(V) le sous-groupe des matrices
diagonales et soit U le sous-groupe des matrices triangulaires supérieures, avec
des 1 dans la diagonale. Il est immédiat que A normalise U. Le sous-groupe
B = AU = UA est un sous-groupe de Borel de G. Le centralisateur de A
dans G est A; soit N(A) son normalisateur. Soit geN(A) et soit a une matrice

1

diagonale dont les coefficients diagonaux sont ty,...,t,. La matrice gag™" est a

nouveau diagonale et ses coefficients sont les ¢; convenablement permutés. Comme

L est un automorphisme de A, il est facile de voir qu’il existe

1

I'application a — gag™
weG, tel que, pour tout a diagonale la matrice gag ™" soit la matrice diagonale dont
les coefficients diagonaux sont, dans l'ordre, t,,-1(;). Comme toute permutation
peut se réaliser a 'aide d’'une matrice du méme nom, on a un isomorphisme du
groupe quotient W = N(A)/A sur &,. Le groupe W est le groupe de Weyl. Pour
toute permutation c€&, soit w, la matrice défini par wy(e;) = Co(i)- Alors wg
est un représentant de 1’élément w de W correspondant a ¢. Dans la suite on note
souvent w a la fois un élément de W et I'un de ses représentants dans G ; on peut

par exemple prendre le précédent mais cela est rarement indispensable.

Théoréme 4-1 (Décomposition de Bruhat). — On «

G= ] UwB

weW

Cette réunion est disjointe. Si wq correspond a la permutation og(i) =n —1¢, alors
UwyB est un ouvert de Zarisk: de G.

C’est un classique qui remonte a Gauf.

Rappelons que K* est muni d’une structure de variété affine en l'identifiant a
I’hyperbole zy = 1 de K?. En particulier les caracteres rationnels de K* sont les
caracteres t +— t" avec n€Z. Le groupe (algébrique) A est isomorphe a K*7 (c’est
un tore déployé maximal de G ). Le groupe de ses caracteres rationnels est identifié
a Z". A tout élément (Aq1,...,\,) de ce réseau est associé le caractere ] tl)" On
note E, ce groupe et EQ = E, @, Q. On note ¢1,...,&, la base naturelle de ce
réseau; c’est aussi une base sur Q.

Soit (7, F') une représentation rationnelle de dimension finie de A. On a donc, avec
les notations usuelles pour les multientiers, de signe quelconque dans ce cas,

F(a) = Z fata

La somme est finie et f,€ Endk(F). On a n(ad’) = 7w(a)r(a’) ce qui impose
fafs =0si a#f et fofa = fo. En prenant a = Id, on obtient ) f, = Id donc les



fa sont des projecteurs sur des sous-espaces F,, dont la somme est directe et égale
a F. Chacun de ces sous-espaces est invariant par A et la restriction de 7= a F, est
un multiple du caractere t°.

Soit (7, F') une représentation rationnelle de G; appliquons ce qui précede a la
restriction de m a A. Les « tels que F,#(0) sont appelés les poids de 7.

Prenons F' = M, (K). et

(g)(m) = gmg™
C’est la représentation “adjointe”. Soit X; ; la matrice carrée d’ordre r dont tous
les coefficients sont nuls sauf le coefficient (7, j) qui vaut 1. Si a est diagonale

m(a)X;; = :—;Xi,j
Le vecteur f; ; est donc un vecteur de poids ¢;/t;. En notation additive, ce poids
est ¢; — €. Les poids non nuls de la représentation adjointe sont les racines de G,
relativement a A. Les racines sont donc les €; — ¢ pour i#j. Elles appartiennent
toutes a 'hyperplan H, somme des coordonnées nulles.
Utilisons 'ordre lexicographique : une racine est positive si sa premiere coordonnée
non nulle est positive. Les racines positives sont donc les ¢; — &; avec ¢ < j. Soient

Ol = &1 — &2, g —=€2 —E&3,...,0p—1 —E&Ep—1 —Ep
Pour: < j
€i—&j=0; + Qg1+t

Toute racine positive est combinaison linéaire des «;. Ces dernieres sont les racines
simples ; elles forment une base de H.

Soient A et A’ deux éléments de E,. On dit que A est plus grand que A’ (ou domine
A" ) si A — A" est combinaison linéaire & coefficients positifs ou nuls de racines

A=) Ne, N =) N

simples. Si

et
A=A —I—ana]‘
alors
/\1 = /\ll —|—n1
Mo+ A=A+ AL+ ne



On retrouve donc la relation de dominance introduite dans un chapitre précédent
malis pour des partitions de méme poids.

Soit & nouveau (w,F) une représentation rationnelle de G. Supposons la
irréductible. L’ensemble de ses poids est une partie finie de E,. Pour la relation de
dominance i1l y a donc des éléments maximaux. Un tel élément maximal est appelé
un plus haut poids ou poids dominant de la représentation et les vecteurs non nuls
sont dits dominants ou de plus haut poids.

Théoreme 4-2. — Le poids dominant d’une représentation rationnelle irréductible
de dimension finie de GL(V') est unique. Le sous-espace des vecteurs dominants (
et du vecteur 0) est de dimension 1 et est le sous-espace des vecteurs fixés par le
sous-groupe U. La classe de la représentation est déterminée par le poirds dominant.
Enfin les pords dominants sont les A = E; Ai€i qui vérifient Ay > o> > A,

On peut supposer, en tensorisant avec une puissance convenable du déterminant,
que (7, F') est une sous-représentation de la représentation de G dans ’algebre
tensorielle de V. Les tenseurs e;, @ --- @ e; forment une base de vecteurs propres
pour 'action de A et un tel vecteur est de poids E]‘ gi; - D’autre part il est facile
de montrer que le groupe U est engendré par les sous-groupes a un parametre

EX]_:)(Q}XZ"]‘) =1d + J}Xi’]‘, 7 <j

Oron a

e si k)
EXp(xXl’])ek - {ek +axe; sik=jy

de sorte que le vecteur Exp(xX; j)ey est soit de poids e soit somme d’un vecteur
de poids e et d'un vecteur de poids ¢; = ¢ + «; + - - - + a—1. En rassemblant les
remarques ci-dessus, on obtient que, pour u€lU et pour tout poids « de 7, on a

m(u)Fa CFy + Z Fy
A>a

Les vecteurs dominants sont donc invariants par U. Prouvons 'unicité du poids
dominant. Considérons la représentation contragrédiente 7* de =. Soit p un plus
bas poids pour la représentation contragrédiente et f;€F™* un vecteur non nul de
poids p. Soit U = wolUwy " le sous-groupe des matrices triangulaires inférieures
avec des 1 dans la diagonale. D’apres ce qui précede, f) est invariant par U. Soit
A un poids dominant de 7 et fy un vecteur dominant. Considérons la fonction

e(g) = {fulm(g)fa)
Pour uelU et wel on a

p(agu) = (fulm(@gu)fa) = (7 (@) filr(g)m(u)fa) = ¢(g)



D’autre part comme 7 est irréductible, le vecteur fp est cyclique : les vecteurs
7(g)fa engendrent F'; la fonction ¢ n’est donc pas identiquement nulle. C’est aussi
une fonction rationnelle et donc elle n’est pas identiquement nulle sur 'ouvert de
Zariski Uwy AU = woU AU et elle ne est pas non plus sur I'ouvert translaté U AU.
Finalement ¢(a) est non nul. Notons a* la valeur du caractére \ en a. On a

pla) = (filn(a)fa) = (7" (a™ ") f2|fa)
dot
pla) = (filfa)a® = (filfa)a™"

et donc A = —p ce qui prouve 'unicité de A (et de p).

Le méme calcul donne 'unicité, a un facteur constant pres, du vecteur dominant.
En effet soit f} un vecteur dominant et ©'(g) = (f[7(g)f}); les fonctions ¢ et ¢
sont proportionnelles sur un ouvert de Zariski, donc partout. En multipliant f} par
un scalaire convenable on peut supposer que ces deux fonctions sont égales. Il en
résulte que, pour tout g, on a (7*(g)fy|fa — far) = 0. Comme 7* est irréductible
le vecteur f est cyclique donc fy = fir.

Considérons le sous-espace des vecteurs invariants par U. Il est stable par A donc
somme directe de ses intersections non nulles avec les F,,. Si f est invariant par U
et de poids A, le calcul précédent reste valable et nous dit que A 4+ ¢ = 0 donc que
A est le poids dominant.

Avec les mémes notations soit, pour tout feF,

wr(g) = (frlm(9)f)

L’application f +— @y est linéaire injective et wr(,)r(g) = @y(gx). Soit ¢ la
fonction ¢y pour f = fa, un vecteur dominant. L’espace vectoriel des fonctions
¢y est donc engendré par les translatées a droite de . D’autre part la fonction
@ vérifie p(ugau) = a¢(g) ce qui, comme on I'a vu, la détermine & un facteur
constant pres. La classe de la représentation 7 est donc entierement déterminée
par le poids dominant A. Il nous reste a caractériser ces derniers.

Pour cela on utilise le groupe de Weyl W. Si we€W et si A€E,, on définit w(\) par

a®” N = (waw ™A

Il est clair que I’ensemble des poids d'une représentation irréductible 7 est invariant
par W. Soit

A= zr:/\iei
1

le poids dominant et prenons pour w la transposition de 7 et j avec ¢ < j. On a

A—w(A) = /\iEi—I—/\jaS]‘ —/\ia?]‘ _/\jgi = (/\z —/\]‘)61‘ _(/\z —/\]‘)6]‘ = (/\Z —/\]‘)(51‘ —6]‘)



Comme A est le poids dominant ceci impose A;>A;. Tout poids dominant vérifie
donc

A1ZAe> - 2>,

On va montrer que tout élément de cette forme est un poids dominant. Soit (7, F')
une représentation rationnelle de dimension finie de G. Elle se décompose en somme
de représentations irréductibles F = @F;. Dans chaque F; le sous-espace FUY des
vecteurs U — invariants est de dimension 1 et FU = @(FUﬂFi). Enfin A opere
scalairement dans chacun des FUNF}, le caractére qui intervient étant le poids
dominant de (7p,, F}). Pour déterminer la décomposition d’une représentation telle
que 7, il suffit done d’analyser ’action de A dans le sous-espace des vecteurs U—
invariants.

Soient (71, Fy) et (w2, Fy) deux représentations irréductibles de poids dominants
respectifs Ay et A,. Choisissons des vecteurs dominants f; et fo et considérons
le produit tensoriel (w1 @ mg, Fy @ F3). le vecteur f1 @ fo est U— invariant et de
poids Ay + Ay, Par conséquent Ay + Ay est un poids dominant et la classe de
représentations correspondante intervient au moins une fois dans 7y @ 7. Toute
combinaison linéaire a coeflicients entiers positifs de poids dominants est donc un
poids dominant.

D’autre part, pour 1<j<r, la représentation naturelle de G dans /\j(V) est
irréductible; c¢’est la représentation qui provient du caractere signature du groupe
symétrique &;. On peut prouver l'irréductibilité directement. En effet notons que
les vecteurs

61‘1/\.../\6”7 i1<i2<"'<ij

forment une base et sont de poids ¢;; + -+ + g;; et ces poids sont deux a deux
distincts. Parmi ces vecteurs le seul qui soit invariant par U est ejAeaA ... Ae;. Le
sous-espace des vecteurs invariants par U étant de dimension 1, la représentation
est irréductible et de poids dominant ey +e2 4 --- 4 ¢;. Soit w; =1+ -+ 4+ ¢;
Ona

D higi = Mm@+ (A1 A )@ o+ (A = Ay)an

Si Ay>0, la condition A\;>Ay>--- >\, implique donc que > A;e; soit un poids
dominant. Si A, < 0, alors cette condition implique que > (A; — A, )e; soit un poids
dominant et en tensorisant avec la puissance A, du déterminant on obtient que
> Aie; est un poids dominant.

En définitive les poids dominants sont les Z; n;w; avec n,.€Z et n;,€N pour
1<i<r — 1. Les w; sont appelés les poids fondamentaux.

Les représentations polynomiales sont celles dont le poids dominant vérifie A, >0.
Elles sont donc paramétrées par les partitions de longueur au plus r.

Remarque. — Les résultats sont souvent énoncés pour SL(V') au lieu de GL(V).
Cela revient a se restreindre I’hyperplan H. Il y a alors r — 1 poids fondamentaux
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et les poids dominants sont exactement les combinaisons linéaires a coefficients
entiers non négatifs de ces poids fondamentaux.

On va comparer la paramétrisation obtenue avec les vecteurs dominants et celle
qui provient des foncteurs de Schur.

Le plus efficace est d’utiliser la formule des caracteres (Théoreme 2-8). La valeur
du caractere de w,(\) sur la matrice diagonale (zq1,x2,...,2,) est sx(@1,...,2,)

141} Vy
g xy.oow,

v

ou encore

ou v parcourt l'ensemble des poids de w,(A), chacun étant compté autant de fois
que sa multiplicité. On a donc

SA(xl,...,xr):fol ceal

mais
Sy =m) + E A’A,lel
<A
On se restreint ici a r variables done g = (1, ... ftr) est une partition de longueur

au plus r qui est dominée par A. En termes de poids cela signifie que p est
dominant et que A est la somme de p et de racines positives. Rappelons que m,
est le symétrisé (sans répétitions) du monome 4" ... zhr.

Par ailleurs, puisque g est dominant, pour tout élément w du groupe de Weyl,

c’est-a-dire toute permutation de {1,2,...,r} on a wu<p. 'égalité
my + Z Ky my, = Z:L'Tl ceal
n<A v

signifie donc que A est le poids dominant et que la mutiplicité du poids g (ou de
I'un de ses conjugués par W ) est U'entier K ,.

Théoreme 4-3. — Pour toute partition de longueur au plus r, le poids dominant
de w,(\) est précisément \.

L’utilisation des vecteurs de plus haut poids est certainement 1’outil le plus efficace
dans la théorie des représentations rationelles de dimension finie de GL(V') Leur
théorie se généralise a tous les groupes réductifs déployés ce qui permet de dépasser
le cadre des groupes classiques. On va donner un premier exemple sous forme d’une
introduction a une synthese récente de R. Howe [Ho] ou il montre comment la
théorie classique des invariants peut s’organiser autour de résultats affirmant que
certaines représentations se décomposent avec multiplicité 1. La dualité de Schur
entre GL(V') et &,, en est bien sur un exemple mais pas du type considéré dans
[Ho]. Par contre la situation suivante est caractéristique.



Soient p et ¢ deux entiers. Soit M = M, , 'espace vectoriel des matrices a p
lignes et ¢ colonnes. Une telle matrice se mutiplie a gauche par une matrice carrée
d’ordre p et a droite par une matrice carrée d’ordre ¢. Soit S = S(M*) l'algebre
des fonctions polynomiales sur M. On a une représentation 7 de GL,xGL, dans

S
(a,b)f(m) = f(*amb)

On veut décomposer cette représentation; on peut déja noter que les actions des
deux groupes commutent. Regardons la structure des orbites dans M. Pour fixer
les 1dées supposons que p<g. Deux matrices de méme rang sont conjuguées; il y a
donc p+1 orbites €2; ou l'indice j est le rang. Comme représentants on peut prendre
les matrices w; définies par wj(e;) = fi si1<j et 0 sinon. Ici e; (resp. f; est la base
canonique de K (resp. de K? ) Il est clair que 'orbite Q, est Zariski ouverte. Toute
fonction polynomiale est done définie par sa restriction a cette orbite. Choisissons
comme précédemment les sous-groupes de Borel B, et B, formés des matrices
triangulaires supérieures. Avec des notations évidentes B, = A,U, et B, = A, U,.
On introduit aussi les sous-groupes triangulaires inférieurs U, et U,,.

Si  est une matrice carrée d’ordre p, alors pour 1<i<p, on note A;(x) le mineur
d’ordre ¢, construit sur les : premieres lignes et les ¢ premieres colonnes. On
convient que Ag(x) = 1. Une matrice générique meM est écrite m = (x y) ou «
est carrée d’ordre p et yeM, ;.

Proposition 4-4. — Soit © une matrice carrée d’ordre p. On suppose que
[T° Ai(2)#£0. Il emiste un unique couple de matrices (uU,,b,) telles que w,€U,

eme

et beB, et telles que de plus © = upb,. Le 1
Ai(z)/ A1 (x).

C’est bien connu, c’est du a Gauf}, c’est la méthode du pivot.

coefficient diagonal de b, est

Soit alors m = (xy)€M. Supposons que [[ Ai(x)#0 et introduisons u, et b,. On
peut encore décomposer b,, de maniere unique, sous la forme b, = a,u, avec q,
diagonale de coeflicients les A;(z)/A;_1(z) et u,€U,. Il vient

a; " u

_ U 1 —ly
=) = 0,0 (g )

Ce qu’on écrira simplement

0 ... 0 0 ... 0
— 0o ¢ 0 0 0
mel, ? U,
0 0 t, O 0
avec
, i)
L Ai_l(l')

Notons que la condition J] A;(2)#0 définit un ouvert de Zariski €2, C2, de M.



Proposition 4-5. — Les fonctions polynomiales A; sur M sont algébriqguement
indépendantes et la sous-algebre des fonctions polynomiales invariantes par Uy, xU,

est K[Aq, ..., A,]

En effet si on a une relation P(Aq,...,A;) = 0 ou P est un polynome, alors en se
restreignant aux m tels que y = 0 et x diagonale, on a, quels que soient les t,€K

Pty tity, ... tity ... 1)) =0

Les t; étant quelconques et le corps K infini ceci entraine P = 0. La Proposition
4-4 prouve 'invariance des A; en restriction a Q% ce qui implique 'invariance tout
court. Inversement soit f une fonction polynomiale sur M invariante par U, xU,.
Si on la restreint aux m de la forme (2 0) avec @ diagonale, on obtient un polynome
en les coefficients ¢; de z. Par suite

Flley) = a7 (@) AT T (@) A (2)

Soient x1,...x, des éléments quelconques de K. Prenons y = 0 et
1 iz Tp—1 Tp
1 0 0 0
r=| 0 1 0 0
0 O 1 0
Par récurrence, on constate que, A;(x) = +x; Comme f((x0)) doit étre un

polynome en les z; on en déduit que ¢,#0 implique a;>a@s> - >, >0 de sorte
que f est bien un polynome en les A;.

On est maintenant en position de décomposer la représentation 7, , de GL, xGL,
dans D'algebre K[M] des fonctions polynomiales sur M. Comme le degré est
préservé, c’est une somme de représentations de dimension finie et on peut donc
appliquer les résultats de ce § . On vient de trouver la sous-algebre K[M]Y» *Ve des
invariants de U, xU,. D’autre part, pour

ap = diag(:z;l,...:lfp)a g = dlag(yl,yq)

on a
Tp.qlapag)(A;) = x129 . 2pY1Y2 - - Yg;
Les poids dominants possibles pour 4, x A, sont donc paramétrés par les partitions
A= (A1,...},) delongueur au plus p, le poids dominant correspondant étant
P

[T v

1



et le vecteur dominant étant, a un facteur constant pres

! Ai—A
i—Ait1
[14
1

avec la convention A,y; = 0. La représentation m,, se décompose donc avec
multiplicité 1. On a ici utilisé la théorie des vecteurs dominants pour le groupe
produit. Le seul point a justifier est que toute représentation rationnelle irréductible
d’un tel produit s’obtient en faisant le produit tensoriel externe d’un représentation
rationnelle irréductible de GL, par une représentation rationnelle irréductible de
GL,. On a donc formellement

Tp,q = @(7; ® ”Z)

ou w, (resp w! ) est une représentation rationnelle irréductible de GL, (resp. de
GL, ). Mais on a mieux car w, #m,, pour n¥m et de méme pour les 7!/. On
a donc une correspondance injective entre (certaines) classes de représentations
de GL, et de GL,. Dans le cas présent elle s’exprime tres simplement : toutes
les représentations polynomiales de GL, interviennent et la correspondance est

@p(A) = @g(A).

Théoreme 4-6. — La représentation m, 4 se décompose avec multiplicité 1 :

Tp,g = @ @p(A) @ @we(A)

LX) <Inf(p,q)

Comme le note R.Howe ce théoreme est “bien connu”. Ce qui ’est beaucoup moins
c’est qu’il est équivalent aux théoremes fondamentaux de la théorie des invariants.
Or il y a, pour chacun des groupes classiques toute une série de théoremes de
multiplicité 1 ( en gros chaque fois qu'un sous-groupe de Borel a une orbite
ouverte). Dans [Ho], de nombreux exemples sont donnés et réinterprétés en termes
de théorie des invariants.

Revenons au théoreme 4-6. Soit m = (m; ;) un élément quelconque de M. C’est
un vecteur propre pour A,xA, de valeur propre z;y;. On voit donc que dans le

II a-zyp)™

1<p,j<q

développement formel de

chaque terme est la valeur propre d’'un unique monome en les m; ;. Ce produit est
donc, formellement, la restriction a A,xA, du “caractere” de m, ,. Le théoreme
4-6 dit que cette restriction est

Y. sa@)say)

LX) <Inf(p,q)
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En égalant les deux expressions on obtient l'identité de Cauchy. Il est facile de
justifier ce qui précede par exemple en considérant les polynémes homogenes d’un
degré donné.

Considérons la situation de base; W = VIPEV*P4 et on cherche les invariants de
G = GL(V) dans l'algebre K[W] = S(W™*) des fonctions polynomiales sur W. On

a les identifications

V% =~ Homg (K?, V) V*P1 = Homy (K%, V*)

Si f est une fonction polynomiale sur Homyk (K?,V) et si ¢,€GL, et ¢geGL(V)
alors l'action de (g, g,) sur f est donnée par

(9.9p)(f)u) = flg™ ugy)

Si ¢ est une fonction polynomiale sur Homg (K7, V*) et si ¢,€GL, et ¢eGL(V)
alors l'action de (g, g4) sur ¢ est donnée par

(9:94)()(s) = ¢("g394)

L’algebre K[W] des fonctions polynomiales sur W s’identifie alors a 1’algebre des
fonctions polynomiales de deux variables u, s avec 'action ;

(9-9p-99)f(u.s) = fg™ ugy, ‘gsgq)

Considérons l'application

0: (u,s)r 'us

de Homk (K?, V)&Homk (K7, V*) dans Homi (K7, KP*). Par composition avec 0,

on a un homomorphisme d’algebres

0: K[Homg(K?,K**)] — K [Homg (K?, V)&Homk (K, %)) “"

Le seul point a vérifier est qu’on obtient bien des invariants. Si ¢y e K[Homg (K7, KP*)]
alovs O(p)(u,s) = ('us) done g(O())(u,s) = OP)g ™ u,'gs) = w('us) =
O(¢)(u, s). On fait opérer GL, xGL, sur K[Homg (K?, K?*)| par (g,, g¢)(m) =
Y(tgpmy,). Un calcul trivial montre que © commute aux actions de GL, xGL,.

On va utiliser le Théoreme 4-6. Considérons K[Homg(K? KP*)]. On est
exactement dans la situation du Théoreme. On conclut que la représentation
de GL, xGL, dans K[Homg (K?,K?")|. se décompose suivant

@ @p(A) @ @we(A)

L(A) <Inf(p,q)



La représentation de GL, xGL(V') dans K[Homgk (KP?, V)] se décompose suivant

D =o=m

(N <Inf(p,r)

Enfin pour K[Homg (K%, V*)], il faut noter que 'application g — ‘¢~ de GL(V)
dans lui méme est un automorphisme et que si 7 est une représentation alors
m(*g~1) est équivalente & la contragrédiente 7*. La décomposition est alors

D =Mo=i

(M) <Inf(q,r)

On a un isomorphisme
K[Homk(K?,V)dHomk (K?, V")) 2 K[Homk (K?, V)] @ K[Homgk (K%, V*)]

et il est compatible avec les différentes actions. on a donc une décomposition de

cette algebre suivant;

(@ =we=mw)o( @ =mwo=n)

() <Inf(p,r) () <Inf(q,r)

Il est facile de prouver que si m; et m sont deux représentations irréductibles
(rationnelles de dimension finie) de GL(V'), alors la représentation triviale apparait
dans le produit tensoriel 71 @ w9 si et seulement si 75 est la contragrédiente de m
et dans ce cas la multiplicité de la représentation triviale est exactement 1.

Dans la derniere décomposition ci-dessus, les invariants de GL(V') ne peuvent done

apparaitre que dans les composantes du type
@p(A) @ @, (A) @ @y (A) © wr(A)

et dans chacune de ces composantes le sous-espace des vecteurs GL(V') invariant
est un GL,xGL,— module irréductible de type @w,(A) @ wx(g). Les partitions A
qui figurent sont celles qui sont de longueur au plus Inf(p, ¢, r). Ainsi

K[W]GL(V) = @ @p(A) @ @we(A)
LX) <Inf(p,q,r)

de sorte que O est toujours surjective. L’espace Hom(K?, K?*) est réalisé comme

l'espace des matrices meM, ,. L’algebre des fonctions polynomes est K|m; ;| ou
P.q J

les m; ; sont les coefficients de la matrice m. Si on compose avec 8, on retrouve les

fonctions (v}|v;) et on a redémontré le premier théoreme fondamental.



Pour le deuxieme, le noyau J de © admet la décomposition

@ @p(A) @ @g(A)

r<{(X)<Inf(p,q)

En particulier il est réduit a (0) si r<Inf(p,¢). L'image de l'application 6 est la
sous-variété des matrices de rang au plus r. L’idéal J est donc aussi celui des
fonctions polynomes nulles sur cette sous-variété. Il contient 1'idéal 7 engendré par
les mineurs de m d’ordre r + 1 et il s’agit de montrer qu’il lui est égal. Rappelons
que 'action de GL, xGL, se fait par multiplication matricielle a droite et a gauche.
Le sous-espace vectoriel engendré par les mineurs d’ordre r + 1 est invariant et il
en est donc de méme de 7. Par construction méme 1’'idéal J est aussi invariant.
D’autre part les vecteurs dominants sont des vecteurs cycliques. Il suffit donc de
démontrer que si {(A\)>r + 1 alors le vecteur dominant de la composante de type
wp(A) @@y (A) appartient a Z. Or ce vecteur dominant est de la forme A" ... AZ",
la condition sur la longueur signifiant que pour au moins un j>r + 1 on a «;70.
On est donc ramené a démontrer que, pour j>r + 1 le mineur A;€7Z.Cest évident
car en développant successivement suivant j — r + 1 lignes on l'exprime comme
combinaison, & coeflicients polynomes, de déterminant d’ordre r + 1.

On a ainsi retrouvé les théoremes fondamentaux et mis en évidence une structure
supplémentaire sur l'algebre des invariants. En parcourant [Ho| on pourra se

convaincre du caractere tres général de ce type d’arguments.



Chapitre 3 : CAS DES GROUPES ORTHOGONAUX ET
SYMPLECTIQUES

Ce court chapitre est consacré aux théoremes fondamentaux pour les groupes
orthogonaux et symplectiques. La méthode suivie, différente de celle de Weyl, a
son origine dans [A-P-B| et dans [Ho-2]. On utilise les résultats déja acquis sur
le groupe linéaire mais rien sur les représentations des groupes orthogonaux et
symplectiques. A ce stade il n’est plus tres difficile de construire les représentations
irréductibles de dimension finie et de calculer leurs caracteres. On renvoie le lecteur

A [F-H].

§ 1. Les théoréemes fondamentaux pour le groupe orthogonal. — Soit V un
espace vectoriel de dimension finie r, sur un corps K de caractéristique 0. Soit V*
le dual de V. On suppose donnée une application linéaire bijective auto-adjointe S
de V dans V*. On a donc une forme quadratique

Q(x) = (Sz|r)
ainsi qu’une forme bilinéaire symétrique non dégénérée
B(x,y) = (Sz|y)

Nous supposerons toujours que @ est isotrope, c’est-a-dire que Q(V') = K. Cest
automatique si K est algébriquement clos. Si on fixe une base e1,...,¢e, de V. on
note ej,...,ex la base duale. Relativement a ces bases, S est représentée par une
matrice symétrique, qu’on note encore S. Les vecteurs z et y sont représentés par
des vecteurs colonnes X et Y et on a

Q(z) ='XSX B(z,y) ="'XSY

Soit G = O(Q) le groupe orthogonal de la forme (. On a une représentation
naturelle 7, de G dans V ainsi que la représentation contragrédiente 7 dans V*.
Par définition

Comme ¢ est une transformation orthogonale, on a ‘gSg = S ce qui s’écrit
Sg =1g71S. Autrement dit S commute aux actions de G dans V et V*; les deux
représentations m, et 7 sont équivalentes et il nous suffira de considérer les actions
de G dans les sommes directes V5" ou les produits tensoriels V®" sans avoir &
introduire V*.



Nous allons d’abord énoncer les deux théoremes. Considérons la somme directe
w=yon

de n copies de V'; le groupe G opere dans W ainsi que dans 'algebre S(W*) des
fonctions polynomiales sur W. On cherche les polynomes invariants. On a déja les
polynomes

(v1,...,0n) = Blv;,vj), 1<)

Théoréme 1-1 (Premier théoréme fondamental). — La sous-algébre des
invariants du groupe orthogonal est engendrée par les “produits scalaires” B(v;,v;)

Soit Sym,, (K) 'espace vectoriel des matrices symétriques, de dimension n et a
coefficients dans K. On définit une application

6: W — Sym,(K)

par
O((v1,...,vn)) = (B(vi,vj))

Comme toute relation linéaire entre les v; fournit une relation linéaire entre les
colonnes (ou les lignes) de la matrice symétrique 6(w) cette derniere est de rang
au plus r.

Théoréme 1-2 (Deuxiéme théoréme fondamental). — L’idéal des relations
entre les B(v;,v;) est engendré par les mineurs d’ordre r + 1 de la matrice 6(w).

Pour caractériser I'image de 6 le plus simple est de choisir une base ¢; de V et de
considérer les v; comme les vecteurs colonnes d’une matrice w, matrice qui a donc
r lignes et n colonnes. La forme quadratique () est représentée par une matrice
symétrique S et on a §(w) = ‘wSw. Le groupe GL,(K) opeére & droite sur les
matrices w et on a #(wg) = gwg. On retrouve donc 'action usuelle sur les matrices
symétriques. L'image de 6 est réunion d’orbites pour cette action et comme toute
orbite contient une matrice diagonale, il suffit de déterminer les matrices diagonales
qui appartiennent a I'image. Pour que 6(w) soit diagonale, il faut et il suffit que
les vecteurs v; solent 2 a 2 orthogonaux, il y en a donc au plus r non nuls et
les coeflicients diagonaux de 6(w) sont les scalaires Q(v;). Comme la forme ) est
isotrope, l'image de 6 est exactement la sous-variété des matrices symétriques de
rang au plus Inf(r, n). On voit donc que, si r < n, le second théoreme fondamental
dit que les mineurs d’ordre r 4+ 1 forment un systeme de générateurs de l'idéal des
fonctions polynomes nulles sur la sous-variété des matrices symétriques de rang au
plus r. Sir>n, il n’y a pas de relations.

Pour démontrer le premier théoréme nous allons suivre [A-P-B]. On traite d’abord
le cas r = n et, pour le cas général, on se ramene au premier théoreme fondamental
pour le groupe linéaire.



Supposons donc que r = n et fixons une base de V. Un élément w = (v1,v2,...,0,)
de W peut-étre considéré comme une matrice carrée d’ordre r dont les v; sont
les vecteurs colonnes. On peut donc identifier W avec M, (K). En notations
matricielles

Ow) = LwSw

Notons Symy (V') I'espace vectoriel des applications auto-adjointes de V' dans son
dual V*. Le groupe orthogonal G opere dans Endk (V') par multiplication a gauche.

Lemme 1-3. — Soit ¢ une application polynomiale de Endk (V) dans K,
invariante par G. Il existe une unique application polynomiale f de Sym, (V)

dans K telle que p(w) = f(*wSw)
Nous aurons besoin du théoreme de Witt, sous la forme suivante :

Lemme 1-4. — Pour que deuz éléments w et w' de W soient conjugués par G, il
faut et il suffit qu’ils aient méme noyaw et que 6(w) = O(w').

Les conditions sont clairement nécessaires. Inversement 1’égalité des noyaux signifie
que les relations linéaires entre les vecteurs colonnes v; de w sont les mémes que
celles entre les vecteurs colonnes v} de w'. En particulier si on suppose pour fixer
les idées que les vecteurs vq,...,v, forment une base de I'image de w, alors les
vecteurs vy, ..., v, forment une base de 'image de w'. La deuxieme condition nous
dit alors que l'application v qui transforme v; en v!, pour ¢ = 1,...s, est une
isométrie de 'image de w sur celle de w' et qu’en plus elle transforme v; en v} pour
t > s. Le théoreme de Witt, sous sa forme classique, affirme que u se prolonge en
une isométrie ¢ de V' sur lui méme; par construction gw = w'.

Démontrons maintenant le Lemme 1-3. Soit donc ¢ une application polynomiale
de Endk (V) dans K, invariante par G. Comme 6 est surjective, il existe une
unique application f de Sym,(K) dans K telle que p(w) = f(*wSw) et il faut
montrer que f est polynomiale. Pour cela, en suivant [A-P-B], on va, plus ou moins,
construire une section pour 6. Notons d’abord que la propriété d’invariance de ¢
reste vraie par extension du corps des scalaires (exercice). Soit alors K une cloture
algébrique de K. L’application f est définie sur Sym,,(K). Si on démontre qu’elle
est polynémiale sur Sym,, (K) alors sa restriction & Sym,, (K) sera une application
polynomiale, a valeurs dans K par construction. On peut donc supposer que K est
algébriquement clos et donc choisir la base de V telle que S soit la matrice identité.
Soit s = (s; ;) une matrice symétrique générique. Autrement dit les s; ; sont des
indéterminées avec la condition s; ; = s;;. Notons K(s) I'extension transcendante
pure obtenue en adjoignant a K les indéterminées s; ;. Soit L un corps de
décomposition sur K(s) du polynéome Det(s — T?)eK(s)[T]. C’est une extension
galoisienne de K(s) engendrée par les racines du polynome. Notons ces racines
tpy, ..., £p, et soient Ay = p3,..., N\, = p? les valeurs propres de s. L’anneau
A = K|s] est intégralement clos; soit B sa cloture intégrale dans L. Les £y sont
des éléments de B.
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Soit s +— ¢ une spécialisation de s, ou ¢ est une matrice symétrique non nulle a
coefficients dans K. On a un K— homomorphisme ¢ de A = K[s] dans K. Le noyau
de 1 est un idéal maximal m de A. Il existe au moins un idéal maximal m’ de B
qui releve m c’est-a-dire tel que m'NA = m. Soit ¢’ : B — B/m' le prolongement
de 1. le corps B/m' est une extension algébrique de K donc lui est égal.

La condition Det(s — /J?) = 0 implique Det(c — ¢'(11;)*) = 0 donc les ¥'(p;)? sont
les valeurs propres de s. En choisissant convenablement o, on peut les supposer
distinctes et non nulles. Par conséquent les 2r éléments £/; sont deux a deux
distincts (et non nuls). En particulier s est diagonalisable sur L.

Soit

! s — A;
t=> mll—
g 7

1 17

(C’est une matrice symétrique, a coefficients dans L. En calculant sur une base de
vecteurs propres on constate que t* = s. Si o a ses valeurs propres distinctes, alors
la spécialisation 7 de t est bien définie et 72 = 0.

Soit v un élément du groupe de Galois de L sur K(s). on a "7 = s = tt done
t71#7t7¢71 = 1 et comme t est symétrique cela signifie que t7#~! est une matrice

orthogonale.

On a donc p(t)7 = o(t7) = ("t~ 't) = ¢(t) puisque ¢ est invariante & gauche
par le groupe orthogonal. Autrement dit ¢(t)€K(s). Il existe donc une fraction
rationnelle fEK(s) telle que ¢(t) = f(s). Si la spécialisation o de s a toutes ses
valeurs propres distinctes non nulles et n’est pas pole de ¢, alors on peut spécialiser
I'égalité précédente et on obtient que ¢(7) = f(o) ou encore (1) = f('77).

Ceci reste valable si on remplace 7 par g7 avec 7 orthogonale. D’apres le Lemme
1-4, Végalité p(w) = f(*ww) est donc valable au moins pour w appartenant a
un ouvert de Zariski non vide; elle est donc valable partout. Enfin comme ¢ est
polynoémiale, la fraction rationnelle f n’a pas de poles donc est un polynome.
Revenons au cas général et prouvons la version multilinéaire du premier théoreme
fondamental. Soit donc n>1 et cherchons les formes linéaires G— invariantes sur
lespace vectoriel U = V©". La multiplication par (—1)" dans U s’obtient en faisant
agir 'élément —Id de GG. Si n est impair, la seule forme linéaire invariante est donc
la forme nulle. Supposons donc que n = 2m est pair. Soit ¢ une permutation de

{1,2,...,n}. On définit une forme linéaire invariante L, par

m

Lo( Qua @ -+ Qoy) = H B(va(Zi—l)v va(zi))

1

Proposition 1-5. — Les formes linéaires L, engendrent le sous-espace des formes
linéaires invariantes

L’idée de base est d'utiliser l'action de GL(V') dans U. Soit ¢ une forme linéaire



sur U, invariante par G. Considérons "application

®: Endg(V)—-U"
(®(a),u) = p(au)

Notons qu’elle est homogene de degré n = 2m et invariante a gauche par G.
D’apres le Lemme 1-3, il existe donc une application polynomiale F' de Symg (V)
dans U* telle que

F('aSa) = ®(a)

Le polynome F est homogene de degré m = n/2. Le groupe GL(V') opere dans
Symg (V) par s — 9sg et dans U* par 'action contragrédiente de 'action dans U.
L’identité ¢(au) = ¢(ag™ gu) équivaut a

(F('gsg),u) = (F(s), gu)

ce qui signifie que F' commute a 'action de GL(V'). Inversement si on part d’une
telle application F', on reconstruit ¢ par

Remarquons que si F' est non nulle, elle est automatiquement homogene de degré
m (commutation aux homothéties).

La détermination des applications F' ne fait plus intervenir le groupe orthogonal,
c’est un probleme de théorie des invariants pour le groupe linéaire. L’espace
Symg (V') est isomorphe au sous-espace des tenseurs symétriques dans V* @ V*
et on dispose d'un projecteur P, invariant par GL(V). En composant F avec P,
on obtient une application ﬁ, polynomiale et homogene de degré m de V* @ V*
dans U* = V*®?™_ Enfin par polarisation compléte, on considére F comme une
application lindaire de (V* @ V*)O™ = V*@2m dang V*©2™ qui commute a l'action
de GL(V). On est donc exactement dans la situation du théoréme du double
commutant : application F provient de l'action du groupe symétrique So,y,.

Un systeme de générateurs de 'espace des F s'obtient en associant & tout oceB,,
I’application F,, définie par

(Fo ((vi‘@v%‘)@- (V31 ®(v;m)>7v1 @+ Qo) = H (V3i215 Vo (2i-1)) (V205 Vo(20))
1

Si on remplace V* @ V* par Hom (V, V"), cette formule devient

(Fo(Th @ @T)v1 @+ @ Vo) = H <Tiva'(2i—1)7 Ua(zi)>
1



Il suffit alors de prendre tous les T} égaux a S pour obtenir une forme linéaire
invariante sur U ; on trouve exactement L,. On a donc démontré la Proposition
1-5. Le premier théoreme fondamental en résulte immeédiatement par polarisation.
Pour démontrer le deuxiéme nous allons procéder comme au §4 du Chapitre
précédent. Soit toujours Sym,,(K) l'espace vectoriel des matrices symétriques, de
taille n et a coefficients dans K. Soit 7 1'idéal engendré par les mineurs d’ordre
r+ 1 et J l'idéal des fonctions polynomes nulles sur les matrices de rang au plus
r. On a ZCJ et on doit montrer ’égalité.

Le groupe H = GL,(K) opere dans l'espace K[Sym,(K)] des fonctions
polynomiales sur Sym,,(K) par

(z(h)f)s = f("hsh)

Les deux idéaux sont invariants. Soit B = AU le sous-groupe de Borel des matrices
triangulaires supérieures. Il nous suffit de montrer que tout vecteur dominant qui
appartient a J appartient déja a Z.

Pour s€Sym,,(K) soit A;(s) le mineur d’orde ¢, construit sur les ¢ premieres lignes
et les ¢ premieres colonnes. Ce sont des fonctions polynomiales invariantes par U.

Proposition 1-6. — Soit s€Sym,,(K) telle que [[] Ai(s)#0. I existe uel telle

que 'usu soit diagonale, les coefficients diagonauz étant

A1(8), Az (s)/A1(8), ..., Ap(s)/Ap_1(s)

C’est le résultat classique donné par la méthode de réduction de Gaufl des formes

quadratiques. La démonstration est un récurrence facile sur n.

Proposition 1-7. — Les A;€K|[Sym,,(K)] sont algébriquement indépendantes et
engendrent la sous-algébre des invariants de U.

Considérons 'action du groupe diagonal A. Notons (t1,...,%,) les coeflicients
diagonaux d'une matrice diagonale ¢ et s; ; les coefficients d'une matrice symétrique
5. Le polynome s; ; est fonction propre pour A de poids #;t;; plus généralement
tout monoéme en les s; ; est propre. Les poids de A dans K[Sym,,(K)] sont donc
les caracteres de la forme [[ " avec m;>0 et tels que > m; soit pair.

L’action de A dans K[Sym,(K)]Y est aussi diagonalisable; soit P un vecteur
propre. Sa restriction aux matrices diagonales est une fonction polynomiale des
coefficients diagonaux, ce qui permet de I’écrire

_ a1 — Q9 ao—Qg (8}
P =3 coAP T AT A

Mais A; est fonction propre de poids #5...#7 donc AT 2AZ2TY A% est de
poids tfal ... 129 (Ces poids sont deux & deux distincts donc, puisqu’on suppose

que P est fonction propre, il existe « tel que P soit de la forme

_ a1 — Q9 a9 —Qg (8}
P = cuASTTOZAG2TOs A%
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D’apres la Proposition 1-7 cette expression reste valable sur un ouvert de
Zariski. Finalement P doit étre dominant donc ay>as> -+ >a,, ce qui est aussi
conséquence du fait que P est un polynome. Les autres assertions de la Proposition
se démontrent comme pour la Proposition 4-5 du Chapitre 2.

Si un tel vecteur dominant P€J alors il est nul sur toutes les matrices de rang au
plus r de sorte que I'un des A; avec j>r 4 1 doit apparaitre avec une puissance
non nulle. Or un tel A;€7 doncon abienZ = J.

A ce stade il est facile d’obtenir le commutant du groupe orthogonal dans V.
En dehors de 'action du groupe symétrique, on obtient des opérateurs construits
a partir des contractions. On renvoie le lecteur a [F-H] pour la suite de I’histoire
(dans le cas algébriquement clos).

§ 2. Les théorémes fondamentaux pour le groupe symplectique. — Soit
V un espace vectoriel de dimension finie et paire r = 2m, sur un corps K de
caractéristique 0. Soit V* le dual de V. On suppose donnée une application linéaire
bijective antisymétrique A de V dans V*. On a donc une forme bilinéaire alternée
non dégénérée

B(z,y) = (Azly)

Si on fixe une base e1,...,e, de V, on note €], ..., e la base duale. Relativement
a ces bases, A est représentée par une matrice antisymétrique, qu’on note encore
A. Les vecteurs x et y sont représentés par des vecteurs colonnes X et Y et on a

B(x,y) = "X AY

Soit G le groupe symplectique, c’est-a-dire le sous-groupe de GL(V') formé des
endomorphismes qui laissent invariante la forme bilinéaire alternée A. pour g€G, on

1 ce qui implique & nouveau que la représentation

algAg = A ou encore Ag = g~
standard 7, de G dans V est équivalente a sa contragrédiente.

Les deux théoremes fondamentaux s’énoncent, presque mot pour mot, comme dans
le cas du groupe orthogonal.

Considérons la somme directe

w=yon

de n copies de V'; le groupe G opere dans W ainsi que dans 'algebre S(W*) des
fonctions polynomiales sur W. On cherche les polynomes invariants. On a déja les
polynomes

(v1,...,0n) = Blv;,vj), 1<)

Théoréme 2-1 (Premier théoréme fondamental). — La sous-algébre des
imvariants du groupe symplectiqgue est engendrée par les “produits scalaires”

B(v;,vj)
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Soit A, (K) l'espace vectoriel des matrices antisymétriques, de dimension n et a
coefficients dans K. On définit une application

6: W— A,(K)

par

(01, .., vn)) = (B(vi, )

Comme toute relation linéaire entre les v; fournit une relation linéaire entre les
colonnes (ou les lignes) de la matrice antisymétrique 6(w) cette derniere est de
rang au plus r. Déterminons l'image. Fixons une base e1,...,¢, de V. Identifions
W a l'espace vectoriel des matrices & n lignes et r colonnes. Le groupe GL,(K)
opere par multiplications a droite et le groupe G par multiplications a gauche. On
a

Ow) = L Aw

Le groupe GL,(K) opére dans A4,(K) par (g,a) — ‘gag de sorte que # commute
a l'action de GL,(K). L’image de 8 est donc réunion d’orbites; mais ces dernieres
sont classées par le rang qui doit étre un nombre pair. Si

(30

alors un systéme de représentants est formé des matrices (carrées de dimension n )

. i 00
0,<{)0>,0;‘0,
0 0 0

On peut choisir la base de V' telle que la matrice A soit la matrice

i 0 0 ... 0
0O j 0 ... 0
J,=l0 0 j ... 0
0 0 0 j

En partant de ’égalité entre matrices 2 — 2

a ¢ 0 1 a b\ 0 ad — be
b d -1 0 c d)  \bc—ad 0
on montre trivialement que chacun des représentants ci-dessus appartient a l'image

de 6 qui est donc exactement la sous-variété des matrices (antisymétriques) de rang
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au plus r. Le deuxieme théoreme fondamental donne un systeme de générateurs
de l'idéal des fonctions polynomiales sur A, (K) qui sont nulles sur la sous-variété
des matrices (antisymétriques) de rang au plus r. Nous aurons besoin de la notion
de pfaffien.

Soit S une matrice antisymétrique de dimension 2¢. Soient vy, ..., vy, des vecteurs

colonnes et

1 q
fs(vl, R ,vzq)) = ﬁ Z 5(0') H tva(Zi—l)Sva(Zi)

ccGoy 1

C’est une forme multilinéaire alternée donc un multiple du déterminant. On définit

le pfaffien P{(S) de S par

fs(vi, ..., vaq) = PE(S)Det(vy,...,v24)

Soient s; ; les coefficients de S'; en appliquant la formule précédente aux vecteurs

de base, on obtient

1 q
Pf(S) = pET] Z €(U)H30(2i—1),a(2i)
0'662(1 1

Soit geMy,(K); on a
frgsg(vi, ..., vag) = fs(gur, ..., gvag)

d’ou

Pf('gSg) = Det(g)PL(S)

Un calcul direct donne

Pf(Jy,) = 1

Il existe geMy,(K) tel que S = fgJy,9. On a alors P{(S) = Det(g) d’ou
(Pf(S))? = Det(S).

Revenons a l'espace vectoriel A4, (K) des matrices antisymétriques de dimension
n. Soit e une partie de {1,2,...,n} ayant un nombre pair 2¢, d’éléments. Pour
a€A,(K) considérons la sous matrice obtenue en conservant les lignes et les
colonnes dont l'indice appartient a e. Cette sous-matrice est antisymétrique, de

dimension 2¢. On note Pf.(a) son pfaffien. On a ainsi une fonction polynoémiale

Pf, sur A, (K).
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Théoréme 2-2 (Deuxiéme théoréme fondamental). — L%idéal des relations
entre les B(v;,v;) est engendré par les pfaffiens Pf, avec Card(e) = r + 2 de la
matrice B(w).

Sir 4+ 2 > n cela signifie qu’il n’y a pas de relations.

Nous suivrons en gros la méme méthode que pour le groupe orthogonal.
Commencons par étudier 'action de GL,(K) sur les matrices antisymétriques.
Considérons a nouveau le sous groupe de Borel B = AU des matrices triangulaires
supérieures.

Si a€A,(K) on note A;(a) le pfaffien de la matrice obtenue en sélectionnant les
2¢ premieres lignes et les 2¢ premieres colonnes ( on suppose que 2i<n ). Soit {2

Pouvert de Zariski défini par Ay(a)#£0, Ay(a)#0,. ..

Lemme 2-3. — Il eziste une application a — u(a) de Q dans U ayant les propriétés
sutvantes :
a) pour tout a€S)

Aia)j 0 0 0
ST
a="u(a) 0 0 ijg;;j 0 u(a)
0 0 0 Ayla) -

As(a)!

b)les coefficients de u(a) sont des fractions rationnelles ayant pour dénominateurs
des monomes en les /\;

(C’est une récurrence fondée sur 'identité

1 0 0 0
0 1 0 0 .
a=(ai;)= | —az3/Ai(a) ar3/Ai(a) 1 0 (Aléa)y 2)
—aza/A1(a) aya/Ai(a) 0 1

1 0 —a2’3/A1(CL) —a2,4/A1(a)
0 1 a1’3/A1(a) a1,4/A1(a)
0 0 1 0

La matrice a' est antisymétrique, de dimension n — 2 et ses coefficients sont des
polynomes en les coefficients de «a, divisés par une puissance de Aq(a). De plus on
a Ai(a) = Aiya(a)/Ar(a).

On peut maintenant prouver le premier théoreme fondamental pour le cas r = n.
Supposons que r = n et, en choisissant une base de V telle que A = J, identifions

W & Endk(V)
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Lemme 2-4. — Pour que deuz éléments w et w' de W soient conjugués par G, il
faut et il suffit qu’ils aient méme noyaw et que B(w) = H(w').

La démonstration est identique & celle du Lemme 1-4.

Lemme 2-5. — Soit ¢ une application polynomiale de Endk (V) dans K,
invariante par G. Il existe une unique application polynomiale f de A, (V) dans K
telle que o(w) = f(twJw)

On a
z7 0 0 0 z7 0 0 0 x5 0 0 0
0 1 0 0 0 1 0 0 0 a27 O 0
0 0 29 O J-1 0 0 29 O = 0 0 37 0
0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 a4y

En combinant avec le lemme 2-3 on en déduit qu’il existe une application a — b(a)
de © dans B, dont les coefficients sont des polynomes en les coefficients de a divisés
par des monomes en les A;(a) et telle que a = 'b(a)J,.b(a). D’apres le lemme 2-4
il existe un unique f tel que p(w) = f(*wJw). On a donc f(a) = p(b(a)) pour
tout a€). Par suite f est une fraction rationnelle et on a ¢(w) = f(*wJw) pour
wef™1(Q). Comme ¢ est un polyndéme, f doit aussi étre polyndémiale.

La démonstration du premier théoreme fondamental se termine alors comme dans
le cas du groupe orthogonal. Passons au deuxieme théoreme fondamental. L’entier
n est a nouveau quelconque mais on peut supposer que r < n. Sur A,(K) les
pfatfiens A; sont définies pour 2:<n.

Proposition 2-6. — Les A;€K[S] sont algébriquement indépendants et engendrent

la sous-algébre des invariants de U.
Cela résulte facilement du lemme 2-3.

Lemme 2-7. — L’espace vectoriel engendré par les Pf, avec Card(e) = r + 2 est
invariant par GL,(K)

Notons d’abord que ces Pf, sont linéairement indépendants car les monomes qu’ils
n
r+2
dominant est A,,;11. A l'aide de la formule de la dimension établie au chapitre

contiennent sont distincts. De plus leur nombre est ( ) Parmi eux le seul vecteur
précédent on vérifie que la dimension du module engendré est aussi <Ti2>' Mais
laction des matrices de permutation transforme A, ;4 en les Pf.. Le module
engendré admet donc ces pfaffiens comme base.

L’idéal des fonctions polynomiales nulles sur 'image de 6, c’est-a-dire sur la sous-
variété des matrices antisymétriques de rang au plus r est stable par GL,(K).
Pour le déterminer on cherche les vecteurs dominants qui lui appartiennent, donc
les monomes en les A; qui sont nuls sur les matrices de rang au plus r. Ce sont
exactement les monémes qui contiennent un A; avec 2 > r. En utilisant la formule
explicite, on voit que le pfaffien d'une matrice de dimension 2s se développe comme



o

combinaison de pfatfiens de sous-matrices de dimension 2s — 2. L’idéal cherché est
donc engendré par les transformés par GL,,(K) des pfaffiens de “dimension” r + 2.
D’apres le lemme 2-7 c’est donc 1'idéal engendré par ces pfaffiens.
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Appendice : un peu d’algebre élémentaire

Cet appendice rassemble, essentiellement sans démonstrations, quelques résultats
classiques concernant les représentations des algebres simples ainsi que les
généralités sur les représentations des groupes finis. Pour les démonstrations,
on pourra se reporter a [L] et a [S]. Dans tout le chapitre K est un corps. A partir
du § 3 on se limite a la caractéristique nulle

§ 1. Le théoréeme du double commutant. — Soit A une algebre sur K. Elle est
supposée associative mais, en général, elle ne sera pas commutative. Sa dimension
est finie ou infinie et enfin elle n’a pas nécessairement d’élément unité; si elle en a
un on dit qu’elle est unitaire.

Soit V' un espace vectoriel sur K de dimension non nulle, finie ou infinie. Une
représentation m de A dans V est un homomorphisme de A dans ’algebre Endg (V).
On dit aussi que V est un A— module et on note alors simplement av au lieu de
m(a)v. Nous utiliserons indistinctement, et parfois dans la méme phrase, les deux
terminologies. Notons que si A a un élément unité e, alors on suppose toujours que
ev = 0.

Un sous-espace W est invariant si, pour tout a€A, on a w(a)W CW. Par restriction
a W on obtient, si W#(0), une sous-représentation de 7 ( un sous-module).
On a également, si VW, une représentation quotient dans V/W (un module
quotient). Une représentation est irréductible (module simple) si les seuls sous-
espaces invariants sont (0) et V.

On a une notion évidente de somme directe de représentations. Une représentation
est dite semi-simple si elle est somme directe de représentations irréductibles.
Elle est complétement réductible si tout sous-espace invariant possede un
supplémentaire invariant.

Proposition 1-1. — Soient A une algébre et V un A— module.

1) 51V est somme de sous-modules simples, il est semi-simple.

2) Si V' est semi-simple, il est complétement réductible.

8) 81V est complétement réductible, de dimension finie, alors il est semi-simple.
4) Si'V est complétement réductible et si A posséde un élément unité, alors il est
sema-simple.

Voir, par exemple [L].

Corollaire 1-2. — Tout sous-module (resp. tout module quotient) d’un module
sema-semple est semi-simple

Pour les modules quotients cela résulte de l'assertion 1) de la proposition
précédente. Si W est un sous-module d’'un module semi-simple V', d’apres ’assertion
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2) il existe un sous-module supplémentaire W' et il suffit de noter que W est
isomorphe au module quotient V/W".

Soient V; et V5 deux A— modules. Un homomorphisme de A— modules T de
V1 dans V5 est une application linéaire de V| dans V5 qui commute a ’action de
A, c’est-a-dire tel que aTv = Tav. Dans le langage des représentations, on parle
d’opérateur d’entrelacement. Le commutant d’'un A— module V' est 'ensemble des
homomorphismes de V' dans V'; c’est une sous-algebre de End (V).

Proposition 1-3 (Lemme de Schur). — Supposons K algébriquement clos.
Soit V. un A— module semi-simple de dimension finie ou, st K = C, au plus
dénombrable. Pour qu’il soit simple, il faut et il suffit que son commutant soit
réduit auz scalaires.

Réduit aux scalaires signifie que les seuls éléments du commutant sont les
applications v — v, avec AeéK. S1 V = V1&V; est une décomposition en somme
directe de deux sous-modules, alors la projection sur chacun d’entre eux appartient
aux commutant ce qui prouve que la condition est suffisante. En sens inverse,
si T est un élément du commutant, chacun de ses sous-espaces propres est un
sous-module ; en dimension finie, comme le corps de base est algébriquement clos,
il existe au moins une valeur propre donc si V est simple T ne peut-étre que
scalaire.

Si la dimension est au plus dénombrable, soit C' le commutant. Si T€C' alors le
noyau et I'image de T sont des sous-modules donc le noyau est (0) et I'image V
de sorte que T est bijectif. Son inverse est aussi dans le commutant. Identifions
C aux homothéties. L'algebre C' est en fait un corps; c’est une extension de K.
Soit v un élément non nul de V. L’application T' — Tv de C' dans V est linéaire
injective. On en déduit que la dimension de C' est au plus dénombrable. Mais
C étant algébriquement clos, toute extension non triviale contient un corps de
fractions rationnelles en une variable donc sa dimension est au moins la puissance
du continu. L’extension C' ne peut donc étre que triviale!

Il y a de nombreuses variantes du Lemme de Schur. Le fait que le commutant d’un
module simple soit réduit aux scalaires est vrai dans des conditions beaucoup plus
générales, par exemple pour des représentations unitaires irréductibles.

Dans 'autre sens si V' est semi-simple, de dimension quelconque et de commutant
réduit aux scalaires, il est simple (méme argument) mais 'hypothese de semi-
simplicité est essentielle.

On dit que V est un module non dégénéré si pour tout v€V, non nul, il existe ac€A
tel que av = v.

Notons C' I'ensemble des applications v — av pour a€A. C’est une sous-algebre
de Endg (V). Soit €' son commutant et soit C' son bicommutant c’est-a-dire le
commutant de C'. On a évidemment C'CC"

Ye

Théoréme 1-4 ( double commutant). — Si V' est un module non dégénéré,

semi-simple et de dimension finie, alors C = C"

Voir, par exemple [L].
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Conservons les notations précédentes.

Théoréme 1-5 (Burnside). — Supposons K algébriquement clos. Si A posséde
un élément unité et s1'V est simple de dimension finie, alors C' = End (V)

En effet 'existence d’un élément unité implique que V' est non dégénérée. D’apres
le lemme de Schur C' est réduit aux scalaires donc C" est 'algebre de tous les
endomorphismes sur K de V et on conclut en appliquant le théoreme du double
commutant.

§ 2. Quelques remarques sur les algébres semi-simples. — Le corps de base
est toujours K.

Soit a nouveau A une algebre; on suppose qu’elle possede un élément unité.
Utilisons le langage des représentations. Soit (7, V') une représentation de A dans
un espace vectoriel V' de dimension finie. Le noyau de m, c’est-a-dire ’ensemble
des a tels que m(a) = 0 est un idéal bilatéere de A; on le note Z(w). On a
donc un homomorphisme injectif de ’algebre quotient A/Z(7) dans Endy (V).
Si 7 est irréductible et K algébriquement clos, alors cet homomorphisme est un
isomorphisme..

Proposition 2-1. — Supposons K algébriquement clos. Soient (71, V1) et (w2, Va)
deux représentations irréductibles de dimension finie d’une algébre unitaire A.
Pour que w1 et my soient équivalentes, ol faut et il suffit que I(w1) = I(ma).

Proposition 2-2. — Supposons K algébriquement clos. Soient (71, V1) et (w1, Va)
deux représentations irréductibles de dimension finie d’une algébre unitaire A.
Supposons que Ty et T2 ne sont pas équivalentes. Alors quels que sotent uy €End, (V1)
et uz€Endy(V2), il existe a€ A tel que m1(a) = uy et ma(a) = us.

Soit (7, V) une représentation de dimension finie d'une algebre unitaire A. On
appelle caractere de 7 la forme linéaire a — Tr 7 (a). Plus généralement si veV et
v*eV*, la forme linéaire a — (7(a)v,v*) est un coefficient de 7.

Théoreme 2-3. — Supposons K algébriquement clos. Soient (m;, Vi) des
représentations irréductibles, deux a deuz inéquivalentes, de dimension finie
d’une algebre unitaire A. Pour touti soit (v; ;) une base de V et (v} ;) la base duale.
Dans ces conditions les formes linéaires a — (mi(a)v; j,vi,) sont linéairement
indépendantes. En particulier les caractéres sont lindairement indépendants.

Soit toujours A une K— algebre et soit V' un A— module semi-simple. Soit
V = @&V, une décomposition en somme directe de modules simples; supposons
tous ces sous-modules isomorphes. Soit W un sous-module simple de V'; il existe
au moins un ¢ tel que la restriction a W de la projection p; de V sur V; soit non
nulle. Comme le noyau de cette restriction est un sous-module, il est donc réduit
a (0) et comme p; commute a A, le sous-module W est isomorphe & sa projection

pi(W). Mais comme cette derniere est non nulle et contenue dans le sous-module
simple V; cela veut dire que W et V; sont isomorphes. Autrement dit si tous les V;
sont isomorphes, alors tout sous-module simple de V' est aussi isomorphe aux V;.
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Soit alors A lensemble des classes d’isomorphes de A— modules simples. Soit
V un A— module semi-simple et soit V = @®V; une décomposition en somme
directe de sous-modules simples. Pour tout wE./Zl\, soit V, la somme directe des
Vi qui appartiennent a la classe w. On a donc V = §V,,. Soit p, la projection
de V sur V. Soit W un sous-module simple; comme plus haut fixons w tel que
Pu(W)#(0). On a encore que W est isomorphe a sa projection qui, d’apres ce qui
précede appartient a la classe w. Il en résulte que pour w'#w, on a p (W) = (0)
de sorte que W est contenu dans V,,. Tout ceci prouve que V,, ne dépend pas de
la décomposition V = @V, dont on est parti. On dit que V,, est la composante
1sotypique de type w de V'; tout sous-module simple de type w est un sous-module
de V,,. Par contre la décomposition de chaque composante isotypique en somme
directe de sous-modules simples n’est pas unique.

Si T est un élément du commutant de V', alors chaque V,, est stable par T'. Pour
déterminer la structure du commutant de V', il suffit donc de considérer le cas ou

V=V,

Proposition 2-4. — Soit A une algébre unitaire. Soit V. un A— module semi-
simple. Supposons que V. = DTV, ou les sous-modules V; sont simples, de
commutant réduit aux scalaires et appartiennent tous a la méme classe w. Le
commutant de V' est isomorphe d Ualgébre M, (K).

Ceci est donc valable par exemple si les V; sont simples de dimension finie et si K
est algébriquement clos.

Fixons un représentant W de la classe w et, pour tout ¢ soit u; un isomorphisme
de W sur V;. Soit p; la projection de V sur V. Si T est un élément du commutant,
on pose

L — g1 . .
T;j=u; opjoTou;

C’est un élément du commutant de W, donc un opérateur scalaire. Soit T; ; = A; ;Id
et notons A, la matrice (A; ;). L’application T' +— A, est linéaire injective. On a

_ oy -1 .
T = E /\wulouj 0 p;
i,

ce qui prouve que lapplication est bijective et il est trivial que c’est un
isomorphisme d’algebres.

Définition 2-5. — Une algébre unitaire A est dite sema-simple si, considérée
comme module a gauche sur elle méme elle est semi-simple.

A gauche signifie qu’on fait opérer 'algebre dans elle méme par multiplication a
gauche. Un sous-module est donc un idéal a gauche et un sous-module simple un
idéal gauche minimal( non nul).

Définition 2-6. — Une algébre unitaire est dite simple si elle est semi-simple et si
elle ne possede pas didéauz bilatéres propres.



Théoreme 2-7. — Supposons K algébriguement clos. Les algébres simples de
dimension finie sont les algébres isomorphes auz algébres M, (K)

Remarque. — Si K est un corps quelconque et si on suppose que A est centrale
(son centre est K ), de rang fini, alors elle est isomorphe & une algebre M, (D) ou
D est une algebre a division sur K, de rang fini.

Proposition 2-8. — Une algébre unitaire A est semi-simple si et seulement si tout
A -module est semi-simple.

C’est nécessaire par définition. Inversement si A est semi-simple et si V est un A—
module, alors, pour tout v€V, le sous-module Av engendré par v est isomorphe
a un quotient de A donc est semi-simple; de plus v = lL.v€Av. Le module V est
donc semi-simple car somme de modules semi-simples.

Théreme 2-9. — Soient A une algébre unitaire semi-simple et A = DA; la
décomposition en composantes sotypiques de A, considérée comme A— module a
gauche. Cette décomposition est finie; chaque A; est un idéal bilatére de A et est
une sous-algebre simple. L’algébre A est isomorphe au produit direct des A;. St w;
est la classe disomorphisme de A— module associée @ la composante isotypique A;
alors les w; sont les seules classes d’isomorphisme de A— modules simples.
Inversement st A est le prodwit direct fine d’algébres unitaires simples A;, alors les
A; sont les composantes isotypiques de A, considérée comme A— module da gauche
sur elle-méme.

Corollaire 2-10. — Pour qu’une algébre unitaire sema-simple soit simple, 1l faut
et ol suffit qu’elle posséde une seule classe de modules simples.

Contrairement a ce qu’on pourrait espérer une algebre unitaire qui n’a pas d’idéaux
bilateres propres n’est pas automatiquement simple. Nous avons donc inclus la
condition semi-simple dans la définition. En fait il suffit par exemple de la supposer
artinienne. .. En dimension finie cette complication disparait.

Terminons par une ou deux remarques. Soit A = [[] A; une algebre semi-simple.
Pour tout A— module V', la décomposition en composantes isotypiques est donnée

par
V= @;Aiv

Le sous-module V; = A;V est somme directe de sous-modules isomorphes

Vi = @;V; ;. La projection sur chacun de ces V;; appartient au commutant

de V; et on a également des isomorphismes de 4; -modules entre les V; ;. On en
tire de suite que le commutant de V; est commutatif si et seulement si V; est simple
et sile lemme de Schur est valable. Par exemple, en dimension finie et sur un corps
algébriquement clos, le commutant de V est commutatif si et seulement si V' se
décompose avec multiplicités 1.

Toujours dans le cas algébriquement clos, si on considere A4 comme A— module a
gauche et si on suppose par exemple que A est de dimension finie, alors chaque A;
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est isomorphe a une algebre M, (K). La dimension du centre de A est donc égale
au nombre de composantes A;.

Pour K & nouveau quelconque, soit A une algebre semi-simple de dimension finie
et soit A = [] A; sa décomposition en produit d’algebres simples. Chaque A;
correspond a une classe \; de A— modules simples. Soit A* le dual de A. Si
LeA*, on pose (aL(x) = L(xa) ce qui donne une structure de A— module sur A*
(représentation coréguliere).

Soit (7, V) un A— module simple de type A;. Considérons a nouveau les coeflicients
Vv (a) = (m(a)v,v*); fixons v*. L’application v + ¢, ,» de V dans A* commute
a laction de A. L’espace vectoriel C, engendré par les coefficients de 7 est done
un sous-espace vectoriel de la composante isotypique (A*); de type A;. Comme Cr
ne dépend que de la classe d’équivalence de 7, on le note C;. En particulier prenons
pour (7, V') un sous-module de A*, donc en fait de A¥. Le coefficient ¢, . est donné
par ¢y (a) = (av,e) = (v, ea) = (v,a) donc ¢, = v. On en déduit que C; = A’.
Si on identifie V @ V* et End,. alors 'application bilinéaire ¢, ,« se prolonge en
une application linéaire de End,. dans et en fait sur A}. A T'€ End,. est associé la
forme linéaire a — Tr(aT'). Il en résulte que la multiplicité de \; dans A* est au
plus égale a la dimension de A;. Si K est algébriquement clos, alors le théoreme de
Burnside montre que 'application ci-dessus est injective donc que la multiplicité
est exactement la dimension.

Enfin notons que 7(A;) = (0) pour j#:i implique que A; et A¥ sont orthogonaux
de sorte que A s’identifie au dual de A;. En particulier ils ont méme dimension.
On conclut que les A— modules A et A* sont équivalents.

§ 3 Application aux groupes finis

Soit G un groupe fini d’ordre #G. On suppose une fois pour toutes que la
caractéristique de K ne divise pas l'ordre du groupe. Soit K[G] 'espace vectoriel
des applications de G dans K. Si feK[G], son intégrale sur G est

| farde = 22 ¥ o)

La masse totale de G est donc prise égale a 1. Le produit de convolution doit done
se définir par

frglx) = # zy: Fy)g(y " x)

Si a€G, on note ¢, la masse +1 au point a, c’est-a-dire la mesure f +— f(a). Sion
veut identifier fonctions et mesures, il faut donc introduire la fonction £, qui vaut
#G en a et 0 ailleurs. On a

6a*6b:6ab7 Eq X Ep = Eqb



L’algebre K[G] est associative; son élément unité est £, ou e est ’élément neutre
de G. Elle est commutative si et seulement si G est un groupe commutatif. Dans
le cas général, il est facile de décrire le centre de cette algebre. pour que

1
#?EZﬂwx

appartienne au centre, il faut et il suffit que, pour tout a€G, on ait ¢, * f = f *x ¢,
ce qui équivaut a f(ax) = f(xa). Autrement dit la fonction f doit étre centrale
ou invariante par automorphismes intérieurs : pour tout x et tout y on a
f(z= yz) = f(y). On fait opérer G dans lui méme par automorphismes intérieurs.
A toute orbite I'CG, on associe

fF - Z{‘:x

el

Ces fonctions forment une base du centre dont la dimension est donc égale au
nombre d’orbites de G opérant dans lui-méme par automorphismes intérieurs.
Une représentation de G dans un espace vectoriel V' est une application 7 de V
dans Endg (V') telle que w(e) = id et 7(2y) = 7(x)7(y). On prolonge m a l'algebre
K[G] en posant

1
wmzﬁgywmﬂ

En particulier 7(g,) = w(a). On vérifie immédiatement que ceci fournit une
bijection entre les représentations de G et celles de son algebre de groupe K[G].

Théoréeme 3-1. — L'algébre K[G] est semi-simple

Il suffit de démontrer que toute représentation (7,V) de dimension finie est
completement réductible. Soient W un sous-espace invariant et p un projecteur de

V sur W. Soit

q = # Zapa_l

ocelG

L’application linéaire ¢ est un projecteur sur W, qui commute a G donc son noyau
est un supplémentaire invariant.

Soit alors G l'ensemble des classes d’équivalence de représentations irréductibles
de G, ou ce qui est la méme chose de K[G]— modules simples. On a donc une
décomposition

K[G] = P K[Gl.

we(A;

en produit ou somme directe d’algebres simples.



Fixons une telle classe w et soit (7, Vz) un représentant de cette classe. Pour tout
A€ End, (V3) soit f, la fonction sur G définie par

fula) = Te(An(z ™))
Soit A la représentation réguliere gauche de G dans K[G] définie par
Ma)f(y) = fla™ly)  Ma)f =bax f
De méme soit p la représentation réguliere droite
p(x)fly) = flyx)  pla)f = f*6,

Jusqu’a la fin du chapitre on suppose que K = C . On choisit sur V; une structure
hilbertienne telle que 7 soit unitaire.

Proposition 3-2. — L’application A — f, est une bijection linéaire de End (V)
sur K[Gw. De plus, on a
/\(y)fA = f,,(y)A

p(y)fA = fAﬂ(y—l)
1

faxtp = dim(ﬁ)fAB
L’algebre K[G] est munie de la structure hilbertienne de L*(G).

Proposition 3-3. — 57 w#w' alors les sous-espaces K[G], et K[G]. sont
orthogonauz. De plus si A et B sont deuz éléments de Endc(Vy), alors

1
(fAva) = dim V, Tr(AB*)

Soit 7 la représentation conjuguée de 7, c’est-a-dire la représentation déduite de 7
en remplacant V; par son conjugué (la multiplication par le scalaire z devient la
multiplication par Z ). En général la classe correspondante @ est distincte de w. La
restriction de p a K[G],, est la somme directe de dim 7 copies de 7.

Conservons nos notations. On appelle caractere de 7 (ou de la classe w ), la fonction

Xr(z) = Trn(x)

Il se prolonge en la forme linéaire Trx(f) sur K[G]. Sauf si 7 est de dimension
1, ce n'est pas un caractere de cette algebre. On le notera aussi ch(w). Le
caractere est défini pour toute représentation de dimension finie, irréductible ou
pas. Le caractere d'une somme directe est la somme des caracteres, le caractere



d’un produit tensoriel le produit des caracteres. Il est commode d’introduire une
normalisation des caracteres. Pour tout weG, posons

(o = (dimw)ch(w), e, =&,

Proposition 3-4. — La fonction e, appartient ¢ K[G], et Uapplication f — e, * f
est le projecteur orthogonal de K[G] sur K[G],,. Pour le produit de convolution, e,
est un idempotent; ¢’est une fonction centrale, hermitienne et elle est minimale en
le sens suivant : si e, = ¢ + ¢ avec ¢’ et e” des idempotents centrauz alors soit €'
soit €' est nul. Inversement tout idempotent central et minimal est éqgal a ['un des

€w-

En effet e, = (dimn)f, donc il appartient a K[G].. Les relations d’orthogonalité
de Schur montrent que la convolution avec e, est bien le projecteur annoncé. Il
est évident que c’est une fonction centrale. On peut donc convoler a droite ou
a gauche puisque les fonctions centrales sont exactement les éléments du centre
de l'algebre K[G]. Comme l'application identique est sa propre adjointe, e, = e
(cela correspond a un projecteur orthogonal). Au passage remarquons que

(€w,ew) = (dimw)?

et aussi que

fzzew*f

ce qui donne en particulier

fle) = Z dimw Trw(f) (formuledePlancherel)

On sait que la dimension de 'espace vectoriel des fonctions centrales sur GG est égal
au cardinal de G. Les fonctions ch(w) forment donc une base orthonormale de cet
espace et les fonctions e, une base orthogonale. Si e est une fonction centrale, on

e = g A€y
w

peut donc la décomposer

et on a
_ 2
€* e = a;ey

Pour que e soit un idempotent, il faut et il suffit que a?

L = a, pour tout w et

donc que, pour tout w, on ait a,, = 0 ou 1. Les idempotents minimaux sont donc
exactement les e,.



Avant d’abandonner les fonctions centrales notons encore que le cardinal de G
est égal au nombre d’orbites de G opérant dans lui-méme par automorphismes
intérieurs. Si o est une représentation de dimension finie de G alors son caractere
ch(o) se décompose de maniere unique

ch(o) = Z mch(w)

les my, étant les multiplicités.

On aura aussi l'usage de projecteurs non centraux, correspondant aux sous-
représentations irréductibles de la représentation réguliere gauche ( ou droite).
Soit F' un sous-espace invariant minimal pour la représentation réguliere gauche;
soit P le projecteur sur F. C’est un élément du commutant de A donc une
multiplication a droite : il existe e€K[G] tel que Pf = f *e. Si w est la classe
de la restriction de A a F alors FCK[G],. Il est clair que e est un idempotent,
e x ¢ = e. Il est de plus minimal en le sens suivant : si e = ¢’ + ¢’ avec ¢’ et "
idempotents tels que ¢/ x e'' = €' xe' =0, alors ¢/ = 0 ou e = 0. En effet soient P’
et P" les projecteurs associés a e’ et €. On a e x ¢’ = ¢’ donc I'image F' de F est
contenue dans F' et de méme I'image F"" de P" est contenue dans F'. Les relations
e=c¢ +e" et e xe =€ xe =0 signifient que F = F'GF". les sous-espaces
F'" et F'" étant invariants, 'un d’ entre eux doit étre nul. Inversement il est facile
de voir que si e est un idempotent minimal alors K[G] % ¢ est un sous-espace
invariant minimal. Comme un sous-espace invariant minimal possede plusieurs
supplémentaires invariants, la correspondance entre ¢ et F' n’est pas bijective. Elle
le devient si on se limite aux projections orthogonales c’est-a-dire aux idempotents
hermitiens, e = e*, I’adjoint étant relatif & la structure L?. En résumé :

Proposition 3-5. — Les sous-espaces invariants 4 gauche minimauz sont
paramétrés par les idempotents minimauz hermitiens. A un tel idempotent e,
on fait correspondre [image de 'opérateur de convolution a droite par e

Signalons encore la

Proposition 3-6. — Soit ¢ un idempotent minimal; soit w la classe de la restriction

de N a K[G] xe. on a

# Z e(sxs ) = e(1)ey,/(dimw)?

sed

Dans cette formule 1 désigne ’élément neutre de G. La démonstration est laissée

en exercice.

§ 4 Représentations induites. — Pour terminer rappelons les généralités sur les
représentations induites. Soit toujours G un groupe fini; on conserve les notations
du § précédent. Soit H un sous-groupe de GG. On associe a toute représentation de



dimension finie (0, V, ) de H une représentation (7, V) de G. L’espace vectoriel Vy
est I’espace des applications f de G dans V, telles que

f(ha) =o(h)f(x), heH, zeG

et on définit 7 par

m(x)f(y) = flyx)

On note souvent

7 = Ind% (o)

Il est immédiat que deux représentations équivalentes induisent des représentations
équivalentes de sorte que la construction a un sens pour les classes d’équivalence
de représentations. Considérons le groupe Z[G] des combinaisons formelles a
coefficients entiers d’éléments de G. Si w1 et wy sont deux éléments de G le produit
tensoriel wy @ w2 est bien défini et il admet une unique décomposition de la forme

w1 Q wy = Zm(w)w

ou les multiplicités m(w) sont des entiers positifs ou nuls. En prolongeant
Z— linéairement ceci définit une structure d’anneau sur Z[@] La classe de la
représentation triviale est ’élément neutre, ; 'anneau est commutatif et associatif.
Revenons aux représentations induites. Il est clair qu'une somme directe induit
la somme directe des induites de sorte que l'induction donne une application Z
linéaire

Ind$ . Z[H] — Z[G]

Ce n’est pas un homomorphisme d’anneau.

Proposition 4-1. — St 7w = Indg(a), alors le caractére de 7 est

ch(m)(x) = H Z o)(sxs™)

sxs~1eH
On a une application en sens inverse, la restriction

Res Z|G] — Z[H]

Théoréeme 4-2 (Frobenius). — Soient o une représentation de H et 7 une
représentation de G. On a

<ch<1ndg(a)> | ch<T>> _ <ch<a>,ch<Res%(r)>>
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Il s’agit ici de produits scalaires dans L*(G) et L*(H) respectivement. Si on
prend o et 7 irréductibles, le membre de gauche est la multiplicité de 7 dans la
représentation induite par o et le membre de droite, la multiplicité de o dans la
restriction de 7.

Il y a deux autres résultats standards sur les représentations induites. On va
les donner en esquissant les démonstrations. Conservons les notations H,o, 7, V;
et soit K un sous-groupe de G. On veut décomposer la restriction a K de la
représentation induite w. Pour cela soit d€G et introduisons la double classe
H\ G/K. Les éléments de V dont le support est contenu dans cette double classe
forment un sous-espace vectoriel V(d) qui est invariant par la restriction de 7 a
K et clairement

Va= P Vzld)

H\G/K
Si p€eVr(d), posons, pour k€K
(k) = p(dk)
Soit Kq = KNd~'Hd. Si k€ K, alors

B(kE') = o(dkk') = o(dkddk') = o(dkd™)p(dk') = o(dkd™ )B(k')

Si on pose o4(k) = o(dkd™1) on obtient une représentation de K4 et on vient de
constater que ® appartient a 'espace de la représentation de K induite par o4.
Inversement si on part d’une fonction ® appartenant a cet espace, on retrouve ¢
en posant o(hdk) = o(h)®(k). Or lapplication ¢ +— @ commute & 'action de I
(par translations a droite) donc la représentation de K dans V(d) est équivalente

a Indﬁ:d (04). Finalement :

Théoreme 4-3. — On «a

Res%(lnd%(a)) = @ Indﬁ:d (0q)
dEH\G /K

Enfin soient Hy et Hy deux sous-groupes de G et soit 01 une représentation de Hy,

d’espace V;, et oy une représentation de Hy d’espace V,,. On va déterminer
Homg <Imd%1 (01), Imdg2 (03 )>

Notons 7 et my ces représentations induites, Vy, et Vi, leurs espaces. Soit

T: Vi — Vo,



un opérateur d’entrelacement. Pour v1 €V, et s€G soit

o0 six¢Hys
o (1) = {a(h)vl six = hs
Définissons
L(S) Vo, = Vo,
par

Notons que
T(@s,0)(2) = (m2(2)T(9s,0,)(1) = T(m1(2)9s,0,))(1) = T(peu-1,0, (1) = L(sz ™" )(v1)
de sorte que L détermine T'. Considérons L comme une application :

L: G — Home(Vy,,Vs,)

On vérifie sans effort que les L ainsi obtenues sont caractérisées par la condition
d’invariance

L(hyshy) = oa(hy ') L(s)or (ki)

Pour s fixé soit

Hl,s == H1m8H28_1

et soit 02, s la représentation de H; , définie par
UZ,s(hl) = 02(8_1h1,3)

On doit alors avoir

L(s)eHomy, ,(01,02,s)

Si on choisit des représentants s des doubles classes Hy \ G/ Hz et si, pour chacun
de ces s on se donne une application linéaire L(s) de V,, dans V,, vérifiant la
condition précédente, alors on peut reconstruire 7.

Théoreme 4-4. — On «a

Homg <Indg1(01), Indg2(02)> = @ Homp, ,(01,02,s)
SEHl\G/HQ

Comme cas particulier, si on prend Hy = Hy = H et 07 = 05 = o irréductible, on
obtient un critere d’irréductibilité pour les représentations induites.



Corollaire 4-5. — Pour que la représentation Indg(a) soit wrréductible, il faut et
il suffit que, pour tout s¢ H on ait Homp, (0,05) = (0)

Le cas s€ H conduit au commutant de o qui, d’apres le Lemme de Schur, est réduit
aux scalaires.

Exercices Soient G et H deux groupes finis. Soient M un G— modulede dimension
finie et N un H— module de dimension finie. On note MY le sous-espace des
invariants de G dans M et de méme N le sous-espace des invariants de H dans
N. On considere la représentation de Gx H dans N @ N (produit tensoriel externe
de représentations) et ses invariants (M @ N)*H. Démontrer que

MG ®NH — (M@N)GXH
On suppose que H est un sous-groupe de GG. Démontrer que
H ~ G A\ &

Démontrer que

Indg(N ® Reng) o~ (Ind%N) ® M

(cf [Mac], appendice du Chapitre I)
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