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1 Quelques rappels en théorie des corps

Soient (K, +, X) un corps et k un sous-ensemble de K. Si (k,+, X) est lui
aussi un corps, on dira que K est une extension de k, et on note K/k. On
dit aussi que k est un sous-corps de K. Si le seul sous-corps de A est K
lui-méme, on dira que K est un corps simple.

Comme l'intersection de deux sous-corps de K est encore un sous-corps de
K, on en déduit que 'intersection de tous les sous-corps de K est encore un
sous-corps de K (le plus petit) et on I'appelera le sous-corps premier de K.
Ce sous-corps premier est bien sur un corps simple. On établit alors que :

Théoreme 1.1 Les seuls corps simples sont Q et les F, = GF(p) = Z/pZ,
avec p premier.

Les corps dont le sous-corps premier est Q sont dits de caratéristique 0, et
ceux dont le sous-corps est I, de caractéristique p.

Sia € K et o € k, le sous- corps de K engendré par k et o est k(a =
{fla)/g(ea)|f,g € k[X]g(a) # 0}. On dit que k() est une extension simple
ou monogene de k. En particuliersi a est racine d’un polynome irréductible
a coefficients dans k, on dit que k() est une extension algébrique de k. Ce
corps k(o) est un corps de rupture pour g, mais toute les racines de g ne sont
pas nécessairement dans k(). Sil’on veut une extension minimale contenant
toutes les racines de ¢, on introduit la notion de corps de décomposition de
g sur k;

Définition 1.1 Soient K une extension de k, g(X) € k[X] et deg(g) = n.
On dit que K est un corps de décomposition de g sur k st :

1. Ja € K et ay,...,a, € K tels que g(z) = a(X —oq) ... (X — an),
2. K =k(oq, ..., o).

Pour un ¢g(X) donné, un tel corps existe toujours; De plus deux corps de
décompositions pour ¢ sont isomorphes; Ainsi on parlera du corps de décom-
position de ¢ (& isomorphisme pres).

2 Propriétés des corps finis

Concentrons nous maintenant sur les corps finis, c’est a dire ceux qui ont
un nombre fini d’éléments. Notons tout d’abord que , selon un théoreme de
Wedderburn, tout corps fini est commutatif. On a alors :
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Proposition 2.1 Soit K un corp fini a q éléments, alors ¢ = p"™ ot p est un
nombre premier et n € N,

Preuve : Comme K est un corps fini, il a comme caractéristique un nombre
premier p. Notons F, ce sous-corps premier de KA. Ce dernier peut etre
vu comme un F,—espace vectoriel de dimension finie n. Ainsi tout élément
v € K s’écrit de maniere unique

U=V + .. Uy,
ou les (v;); forment une base de K et les (o;); sont dans K. Donc
H#K =p".
|

Cette proposition, si elle donne la taille des corps finis, n’en prouve pas pour
autant I'existence. De méme elle ne dit pas s’il existe plusieurs types de corps
finis a g éléments. C’est le but de la proposition suivante.

Théoreme 2.1 Pour tout nombre premier p et tout entier n € N, il existe
un unique corps fini a ¢ = p" éléments, c’est le corps de décomposition de

X1 —-X.

Preuve : Prouvons tout d’abord I'existence d’un tel corps. Soit F' le corps
de décomposition de X? — X sur F, et S = {a € F | o? = a}. on a, d'une
part S C F.

D’autre part, puisque (oga;)? = afal et (a; + o;)? = af + o, on peut
déduire que S est un corps. Comme F' est le plus petit corps sur lequel
P(X) = X?— X se factorise, on en déduit que F' = 5.

De plus comme P'(X) = —1 # 0, les racines de P(X) sont toutes distinctes.
On a alors Card(F)= Card(S) = q.

L’unicité, quant a elle, est une conséquence directe de 'unicité du corps de
décomposition d’'un polynome. [ ]

Pour bien décrire le corps fini a ¢ éléments le résultat suivant est important.
Théoréme 2.2 Le groupe Ty est cyclique.

Preuve : Sir est Pannulateur de F) ' alors 2" = 1 pour tout = € F). On
en déduit que IF'; est un sous-groupe du groupe cyclique des racines r—iemes
de I'unité, donc cyclique lui-méme. [ ]

T annulateur de F; est le plus petit entier r tel que " = 1.
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Un élément générateur de FY s’appelle un élément primitif de I,

Exemple : Le corps Fy = {0,1, 0,0} avec a* + a +1 = 0.

2.1 les sous-corps de F,

Pour les trouver on utilise le résultat suivant :

Lemme 2.1 Sotent m et n deux entiers positifs. Alors
(X" = D|(X" = 1) < m|n.

Preuve : Sin =bm + r, alors,

b—1
X"—1=X" (me) (X™ = 1)+ X"~ 1.
1=0

il s’ensuit que (X7 — 1) | (X" —1) ssi X" — 1 =01i.e. r = 0. Autrement dit
ssi m|n. u

Conséquence :

Théoreme 2.3 Le corps Fym est un sous-corps de Fyn si et seulement si

3 Construction des corps finis

Le théoreme clef pour la construction d’un corps fini a ¢ = p™ éléments est
le suivant :

Théoréme 3.1 Soit § € F/K et soil g le polynome minimal de 0 sur K.
Alors :

1. K(0) est isomorphe a K[X]/(g).
2. Une base de K(0) sur K est {1,0,0%, ... 0%s@)-11

Exemple : On prend g(z) = 2 + 2 + 1. C’est un polynéme unitaire et
irréductible sur Fy. On note o une de ses racines et on a :

Fy(e) ~ F2[X]/(9),

et {1, a} est une base de Fy(a).
On a
F, = Fy(a) = {0,1,0,a + 1 = o*}.
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4 Automorphisme de Frobenius, Norme et
Trace

4.1 Groupe de Galois d’une extension finie, Trace et
Norme

La théorie de Galois pour les corps finis donne le résultat suivant :

Proposition 4.1 Le groupe de Galois G = Gal(Fy:/F,) de Uextension Fy: [F,
est cyclique et d’ordre s. 1l est engendré par ’endomorphisme de Fro-
benius de F,, noté F, défini par F(x) = x?. De plus il est isomorphe a
Z]sZ.

Remarque : L’homomorphisme de Frobenius est en fait un automorphisme.
Les conjugués de x sont les 2% pour 5 = 1,...,s — 1. On définit alors
Papplication Trace, Try v, : Fys —> F, et application Norme, Ny . /F, :
F,: — F, d’un élément de F ;s en posant :

Trygpe,(e) =2+t + .. 4ot

et
Np S/Fq(:p) =z.x? . ... x

Les principales propriétés de ces deux applications sont énumeérées dans les
propositions qui suivent.

Proposition 4.2 Soient x et y deux éléments de Fy- et ¢ € Fy, alors :
1. Try . r,(x) € F,.
2. Try.r(x+y) =Trr . gr,(x) +Tre,r,(y).
3. Try,.w,(cx) = cTryp, (7).
Proposition 4.3 Lapplicalion Try v, : Fys —> Fy est surjective, el
Trg,.p,(z) =0 <= Jy € Fye, tel que v = y? —y.

Enfin, si r, s sont deux entiers, tels que r|s( Il s’en suit que F,r C Fy), on
a:
TTFqS/Fq = TTqu /Fq © TTFqS/qu-

De méme on a :
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Proposition 4.4 Soient x et y deux éléments de Fy- et ¢ € Fy, alors :

1. Np.r,(z) € Fy.

2. Ny./r,(2y) = Nr o pr,(2). Ny o pe, (v)

3. Np,.w,(cx) = ¢ Ny yp, (7).
Théoreme 4.1 (Théoréme 90 de Hilbert) L application Nr ./p, F;S — IF';
est surjective, et

X

q—1
g’ '

NFqS/Fq(J}) =1l<=dyecF., tel que x =y

Si r, s sont deux entiers, tels que r|s on a :

NFqs/Fq = Nqu /Fq © NFqs/qu'

5 Les sommes exponentielles

5.1 Caracteres additifs et multiplicatifs d’un corps fini

Soient ((,.) un groupe, et U 'ensemble des nombres complexes de module
1. On appelle caractére de GG tout homomorphisme f de GG dans Y. En
particulier

e si (G,.) = (F,,+), les caracteres vérifient x(x + y) = x(x)x(y), on les
appelle les caractéres additifs de F,.

o Si (G,.) = (Fy,.), les caracteres vérifient A(zy) = AMx)A(y) et sont
appellés les caracteres multiplicatifs de F.

L’ensemble des caracteres de (7 se note (i. Si on le munit de la multiplication
( (x1-x2)(®) = xi(@).xz2(2)) il forme un groupe, appelé dual de G dont
I’élément neutre est le caractere trivial £ définit par e(z) = Vo € G, et
I'inverse de x est x™'(z) = x(). En particulier dans le cas de F,, pour

les caracteres additifs x~'(z) = y(—=a), et pour les caractéres multiplicatifs

A z) = Az™h).
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5.1.1 les carateéres additifs de F,

En fait on sait décrire tous les caracteres additifs de F,. Il est facile de vérifier
2w Tr z
que I'application x(z) = exp <%P()> est un caractere additif de TF,.

On a

Proposition 5.1 (¢f. [7] pro. 1 p.37) Soit x un caractére additif non trivial
et, pour tout x et toult y dans ¥, posons

xy(2) = x(yz).

Alors Uapplication y — Y, est un wsomorphisme de k sur le groupe des
caractéres additifs.

Preuve : Il suffit de montrer que cette application est injective. Mais si
Y1 7 Yo le caractere Xy 7! # ¢. Donc il existe 2 € F, telque Xylyz)—l(x) £ 1.
|

Remarque : La proposition précédente dit que les caracteres additifs de
F,: sont de la forme :

Xz(/s)(:li) = exp <2i7T—TTFqS/FP(yx)> )
p
Mais vu que
TTFqs/Fp = TTFq/Fp 0 TTFqs/an
on a

(s)

X =X0 TTFqS/Fq-

5.1.2 les caratéres multiplicatifs de F,

Soit g est un élément générateur du groupe multiplicatif Iy, alors pour tout
x € FY il existe k € N tel que z = g*. On pose alors

o) o (2 )

q_

(Vest un caratere multiplicatif d’ordre ¢ — 1. L’application A — A" est un
isomorphisme de Z/(q — 1)Z sur le groupe des carateres multiplicatifs de F,,.
Remarque : On obtient des caracteres multiplicatifs de F,s en posant :

)\(S) =)Ao NFqs/Fq-
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5.2 la relation d’orthogonalité

Pour calculer avec les caracteres d’un groupe, 1’on dispose de la relation
suivante.

Théoreme 5.1 Soit x un caractére du groupe G, alors :

1.
_Jo st X # €,
ZX(:E) N { card(G) six =c¢,

0 st x # 0,
ZX(:E) - { card(@\) stz =0.

xel

6 les sommes de Gauss

6.1 Définition et premieres propriétés

Dans cette partie y désignera un caractere additif de F, et A un caractere
multiplicatif. On suit ici U'exposé de Joly [7]. On rappelle que A est défini
sur F)Y. On convient de I'étendre a IF, tout entier en posant A(0) = 1 si A est
le caractere trivial et A(0) = 0 sinon. On pose alors :

Définition 6.1 La somme de Gauss, notée G(x, ), associée a y et a X est
la quantité

G A) =Y x(@)A(2).

z€F,

Il n’y a pas de formule générale donnant la valeur d’'une somme de Gauss.
On dispose cependant de certaines informations.

1. Si A est trivial, mais non x, on a :G(y, ) = —1.
2. Si y est trivial, mais non A, on a :G(x, ) = 0.
3. Siy et A sont triviaux, alors G/(y,\) = g — 1.

Mais on a toujours,
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Proposition 6.1 Si A # ¢,

Gx, NG(x, A) = gA(=1).
On a aussi,

Proposition 6.2 Si A # ¢, alors |G(x, )| = \/q.

7 les sommes de Jacobi

7.1 Définition et premieres propriétés

Dans cette partie on ne présentera que les sommes de Jacobi a deux carac-
teres. Pour une généralisation & plusieurs caracteres on consultera cf. [6], [7]

ou encore [11] et [1]. On note X = X(FF)') le groupe des caracteres multipli-
catifs de .

Définition 7.1 La somme de Jacobi associée au couple (1, ) € X est

J ) = > w(@)Ay),

r+y=1

ou x et y sont dans IF'; Lordre de la somme de Jacobi est le ppem des
ordres de 1 et A\. Une somme de Jacobi d’ordre m est un entier du corps
cyclotomique Q((,,) avece (,, = exp (2im/m).

La détermination des sommes de Jacobi est aussi un probleme ouvert. Pour

un état de ’art on consultera le livre de Berndt, Evans et Williams, la ”bible

7 en la matiere, cf. [1]. Toutefois on dispose des résultats suivants :

1. Si ¢ et A sont triviaux alors j(¢, A) = q.
2. Sip =ceet A # ¢, alors j(¢0,A) = 0.
3. Sit et A sont non triviaux , mais que A est, alors j(¢, ) = —p(—1).

Proposition 7.1 Si ¢¥A n'est pas trivial, alors

" )G

) = T
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2. St de plus i, A, ne sont pas triviauz,
. 1
7(, M) = g2

Remarque : Cette deuxieme égalité n’est autre qu’'un systeme d’équations
Diophantiennes dont les inconnues sont les coordonnées de j(¢, A) dans une
base de Z[ﬁppcm(ord(¢)7ord(A)]. D’autres indications sur ces coeflicients nous sont
données par les théoremes suivants :

Théoreme 7.1 Soient Ay et Ay deux caractéres multiplicatifs d’ordre respec-

tifs k1 et ky (k1 # ko), et soit (; = exp(2in/k;), alors
J(AA2) = —¢ mod (1 = G)(1 — ).

Preuve : On a d’une part

Ar =3 (1= M)l = X)) =0 mod (1 G)(1 - (),

utv=1

et d’autre part

Ar =) 1= M= D0 )+ Y Muda(v) =g+ > Ai(u)ha(v).

utv=1 utv=1 utv=1 utv=1 utv=1

Théoreme 7.2 Soient \y et Ay deux caractéres multiplicatifs d’ordre k > 2
et (p = exp(2im/k), alors

J(A1,A2) = =1 mod (1 —¢)%

Remarque : Si k est un nombre premier supérieur a 3 'exposant 2 est
remplacé par 3 cf. [4] et [5].

On a aussi souvent besoin de la décomposition en produit d’idéaux premiers
de I'idéal engendré par j(Ar, Ay). C’est le but du théoreme de stickelberger.
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7.2 le théoreme de Stickelberger
7.2.1 le symbole de résidu m-ique
Soient m un entier positif et Q[(,,] le m-ieme corps cyclotomique. on a :

Théoréme 7.3 Soit p un nombre premier p fm. Soit f le plus petit entier
tel que pf =1 mod m, alors

(P) = Py,
avec g = p(m)/ [ (¢ est la fonction d’Euler).

Preuve : on consultera [6] p.196. n

Remarque : Pour une approche algorithmique de la détermination de p on
consultera le livre de H. Cohen cf. [2] p. 193.
Si vous disposez de Maple taper :

Factor(f(x)) mod p;

ou f(«) est le polynéme qui définit I’extension Q[(,.]/Q.

Si p un idéal premier de Z[(,,] au dessus de p et ne contenant pas m. On sait
que Z[(m]/p est un corps (puique Z[(,,] est un anneau de Dedekin), et on a

N(p) = # (Z[¢al/p) = a=p.
L’entier f s’appelle le degré de p.

Exemple : Sil’on prend m = 10 et p = 11, alors f(x) = ®1o(x) le 10-ieme
polynéme cyclotomique, p =1 mod 10 et f = 1. Dans Z[(j] on a alors la
décomposition suivante :

(11) = p1p2pspa,

ol

(117 §10 + 3)7
(117 §10 + 9)

pr=(11,G0+4) P2
ps = (11,G0+5) s
De phlS Z[glo]/p ~ Fll-

Proposition 7.2 Soient p un nombre premier tel que p fm, et p un idéal
premier de Z[(,] au dessus de p. Alors 1, (,,, C2,..., (™Y, sont tous dis-

tincts mod p.



7 LES SOMMES DE JACOBI 13

Preuve : On a

m—1
™ —1= (x = (),
=0
et donc
m—1
l+a+... 2™ = H(l’—gn)
=1
Si 'on fait @ = 1 dans la derniere égalité on obtient successivement m =

[T = ¢y et m][y' (1 —C1), on T représente la classe de T dans
Z[(n]/p. Comme p fm alors 7@ # 0 et donc (i # 1 pour tout 1 <i < m —1
. |

Proposition 7.3 Soit o € Z[(,] et a € p. 1l existe un unique entier 1 tel
que
ale=/m = ¢!, mod p.

Preuve : Le groupe multiplicatif de Z[(,,]/p a ¢— 1 éléments donc o?™! =1

mod p. Donc
m—1

(oz(q_l)/m —¢)=0 mod p.

=1

Mais p est un idéal premier, d’ou 1'existence. L’unicité vient de la proposition
2

précédente. [ ]

Définition 7.2 Soit o € Z[(,] et o & p, on définit

a | Osiaep,
p/, T lunique racine m-iéme de Uunité = o\7~Y/™  mod p sinon.

Soit « un élément de Fy, et notons encore x son image de x dans Z[(,]/p. il

existe X € Z[(,,] tel que z soit la classe de X dans Z[(,]/p. On définit v,

en posant :
Yp(x): = (%) % mod p.

C’est un caractere multiplicatif de &k = F, et un générateur du groupe X =
X(k*). On I” appelle symbole de résidu m-ique par rapport a p.
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Exemple : Sil’on prend m =3 et p =7 dans Z[(3] (¢ =7), 0on a:
(7) = pip2,
avec, p1 = TZ[(5]) + (¢ + D)Z[(5) et po = TZ[(5] + (¢ + 3)Z[(). Alors,

2
— ] =1 d pq.
<P1>3 med b

Mais comme 4 — (3 =4—(—(3—1) =5+ ( =0 mod p;, on en déduit alors

que :
2 _ 2
<p1>3 a CS‘

Si a et b sont deux entiers naturels, on pose :
Blgi) = D vyl
z+y=1
On a alors le résultat suivant.

Proposition 7.4 (Relation de Stickelberger ¢f. [10] thm. IV.11, p.98)
Soient p un nombre premier tel que p = 1 mod m, et p|lp. Si a et b sont
deux entiers naturels tels que ab(a +b) Z0 mod p, alors,

(v, b)) = p"t?),

- 3 ()

n€(Z/mZ)*

ou

an

o

(ou o; désigne Uapplication qui @ j € (Z/mZ)* associe (I dans le groupe des

m

racines m-ieme de ['unité).

On trouvera un exemple d’application de ces théoremes dans [9].

7.2.2 Quand ’anneau Z[(] est principal

Si anneau Z[(] est principal et si 'on note 3 un générateur de p, le théoreme
précédent se réecrit :

(Up (g, p)) = (8)7".

Mais on a de plus les résultats suivants :



8 APPLICATIONS DES SOMMES EXPONENTIELLES 15

Lemme 7.1 5i tous les conjugés algébriques d’un entier algébrique o sur Q
sont de module 1, alors o est une racine de ["unité.

Et aussi,

Lemme 7.2 (¢f. [1] p.64 thm. 2.1.13) Soit K = Q(3), ou 3 = exp(2in/k).
Les seuls éléments de norme 1 dans Ok, 'anneau des entiers de K, sont les
+37, 0 < j < k. En particulier les seules racines de ['unité dans Ok sont les

3,

Ce qui, pour les sommes de Jacobi, entraine qu’il existe une racine de I'unité
+(7. telle que :

Jo(Wps ) = £(,8700.

On consultera Berndt, Evans et Williams cf.[1] p.65, voir aussi Koblitz et
Buhler cf.[8].

8 Applications des sommes exponentielles

8.1 Avec les caracteres additifs
Le résultat suivant est tres utilisé cf. [7] p.38 prop. 3.

Proposition 8.1 Soit F' un polynome a coefficients dans k = F,. Si
désigne un caractére additif non trivial de k, le nombre N de solutions dans
k* de l'équation F' =0 est donné par :

N = q—l Zﬁ(yF(xh Ce ,l’n)),

la sommation portant sur tous les (y,xy,... ,2,) € k"1,

8.2 Avec les caracteres multiplicatifs

8.2.1 Nombre de solutions de ’équation ajzi™' + ... + a,zf = a

dans IE‘Z

(’est une application des plus classiques. On consultera par exemple cf. [1]
ch.10 ou [7] chapitres 4,5 et 6 et aussi cf [13] et [14]. Etablissons tout d’abord
le résultat suivant :
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Proposition 8.2 Soit « € F, et n € N. Soit A\ un caractére multiplicatif de
F, et d’ordred = (n,q—1), alors le nombre de solutions dans F, de l’équation
" =a esl :

On établit que
Théoreme 8.1 (cf. [1] p.304 thm. 10.4.2) Soient ki, ks, ..., k, des entiers

naturels. soient ay, ..., o, des éléments de By et \; des caractéres multiplica-

tifs d’ordre d; = (kiyq —1). Si lon pose
FOT A = Y M () A (),
U+ Fun=1

ov u; € Fy, alors le nombre de solutions de Uéquation ozl:zjl +.. oy fn — o
est :
di—1  dp—1 4
N=q¢""+> ...> Mlaar") .. A(aa )i A0,
=1 Jn=1

st a # 0.

Preuve : La démonstration est classique cf. [13] ou [1] p.304. Pour a # 0
on a :

N = Z = N(ozlxlfl = ul)...N(ozn:Jci" = uy,)
UL +...tup=ac
= Z Nz = a7 uy).. .N(z™ = a7 tu,)
UL +...tun=c
di—1 dn—1
= Z (Z A{l(a;1u1)> (Z )\fl"(oz;lun)>
up+...+up=a \j;=0 in=0

di—1 dp—1
=) ) M arh) N (e ) ( > A{l(ul)...xg‘;(un)>
71=0 jn=0 w1ttt =0

di—1 dp—1

= Z Z)\Jl aai! .A%"(aa;l)j()\{l,...,)\%")
J1=0 Jn=0
d;—1 dp—1

=¢" D ) M earh) A (ae )i LA, O

=1 Jn=1
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