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� QUELQUES RAPPELS EN TH�EORIE DES CORPS �

� Quelques rappels en th�eorie des corps

Soient �K����� un corps et k un sous�ensemble de K� Si �k����� est lui
aussi un corps	 on dira que K est une extension de k	 et on note K�k� On
dit aussi que k est un sous�corps de K� Si le seul sous�corps de K est K
lui�m�eme	 on dira que K est un corps simple�
Comme l�intersection de deux sous�corps de K est encore un sous�corps de
K	 on en d�eduit que l�intersection de tous les sous�corps de K est encore un
sous�corps de K �le plus petit� et on l�appelera le sous�corps premier de K�
Ce sous�corps premier est bien sur un corps simple� On �etablit alors que �

Th�eor�eme ��� Les seuls corps simples sont Q et les Fp � GF �p� � Z�pZ�
avec p premier�

Les corps dont le sous�corps premier est Q sont dits de carat�eristique �	 et
ceux dont le sous�corps est Fp de caract�eristique p�
Si � � K et � �� k	 le sous� corps de K engendr�e par k et � est k�� �
ff����g���jf� g � k�X� g��� �� �g� On dit que k��� est une extension simple
ou monog�ene de k� En particuliersi � est racine d�un polyn�ome irr�eductible
�a coe�cients dans k	 on dit que k��� est une extension alg�ebrique de k� Ce
corps k��� est un corps de rupture pour g	 mais toute les racines de g ne sont
pas n�ecessairement dans k���� Si l�on veut une extension minimale contenant
toutes les racines de g	 on introduit la notion de corps de d�ecomposition de
g sur k �

D�e�nition ��� Soient K une extension de k� g�X� � k�X� et deg�g� � n�
On dit que K est un corps de d�ecomposition de g sur k si �

�� �a � K et ��� ���� �n � K tels que g�x� � a�X � ��� � � � �X � �n��

�� K � k���� ���� �n��

Pour un g�X� donn�e	 un tel corps existe toujours � De plus deux corps de
d�ecompositions pour g sont isomorphes � Ainsi on parlera du corps de d�ecom�
position de g ��a isomorphisme pr�es��

� Propri�et�es des corps �nis

Concentrons nous maintenant sur les corps �nis	 c�est �a dire ceux qui ont
un nombre �ni d��el�ements� Notons tout d�abord que 	 selon un th�eor�eme de
Wedderburn	 tout corps �ni est commutatif� On a alors �



� PROPRI�ET�ES DES CORPS FINIS �

Proposition ��� Soit K un corp 	ni 
a q �el�ements� alors q � pn o
u p est un
nombre premier et n � N�

Preuve � CommeK est un corps �ni	 il a comme caract�eristique un nombre
premier p� Notons Fp ce sous�corps premier de K� Ce dernier peut etre
vu comme un Fp�espace vectoriel de dimension �nie n� Ainsi tout �el�ement
v � K s��ecrit de mani�ere unique

v � ��v� � � � �� �nvn�

o�u les �vi�i forment une base de K et les ��i�i sont dans K� Donc

�K � pn�

Cette proposition	 si elle donne la taille des corps �nis	 n�en prouve pas pour
autant l�existence� De m�eme elle ne dit pas s�il existe plusieurs types de corps
�nis �a q �el�ements� C�est le but de la proposition suivante�

Th�eor�eme ��� Pour tout nombre premier p et tout entier n � N� il existe
un unique corps 	ni 
a q � pn �el�ements� c�est le corps de d�ecomposition de
Xq �X�

Preuve � Prouvons tout d�abord l�existence d�un tel corps� Soit F le corps

de d�ecomposition de Xq � X sur Fp et S � f� � F j �q � �g� on a	 d�une
part S � F �
D�autre part	 puisque ��i�j�q � �q

i�
q
j et ��i � �j�q � �q

i � �q
j 	 on peut

d�eduire que S est un corps� Comme F est le plus petit corps sur lequel
P �X� � Xq �X se factorise	 on en d�eduit que F � S�
De plus comme P ��X� � �� �� �	 les racines de P �X� sont toutes distinctes�
On a alors Card�F � � Card�S� � q�
L�unicit�e	 quant �a elle	 est une cons�equence directe de l�unicit�e du corps de
d�ecomposition d�un polyn�ome�

Pour bien d�ecrire le corps �ni �a q �el�ements le r�esultat suivant est important�

Th�eor�eme ��� Le groupe F�q est cyclique�

Preuve � Si r est l�annulateur de F�q
� alors xr � � pour tout x � F�q � On

en d�eduit que F�q est un sous�groupe du groupe cyclique des racines r�i�emes
de l�unit�e	 donc cyclique lui�m�eme�

�Lannulateur de F
�

q
est le plus petit entier r tel que x

r � ��



� CONSTRUCTION DES CORPS FINIS �

Un �el�ement g�en�erateur de F�q s�appelle un �el�ement primitif de Fq�

Exemple � Le corps F� � f�� �� �� ��g avec �� � � � � � ��

��� les sous�corps de Fq

Pour les trouver on utilise le r�esultat suivant �

Lemme ��� Soient m et n deux entiers positifs� Alors

�Xm � ��j�Xn � ���� mjn�
Preuve � Si n � bm� r	 alors	

Xn � � � Xr

�
b��X
i��

X im

�
�Xm � �� �Xr � ��

il s�ensuit que �Xm � �� j �Xn � �� ssi Xr � � � � i�e� r � �� Autrement dit
ssi mjn�
Cons�equence �

Th�eor�eme ��� Le corps Fpm est un sous�corps de Fpn si et seulement si
mjn�

� Construction des corps �nis

Le th�eor�eme clef pour la construction d�un corps �ni �a q � pn �el�ements est
le suivant �

Th�eor�eme ��� Soit � � F�K et soit g le polyn�ome minimal de � sur K�
Alors �

�� K��� est isomorphe 
a K�X���g��

�� Une base de K��� sur K est f�� �� ��� � � � � �deg�g���g �

Exemple � On prend g�x� � x� � x � �� C�est un polyn�ome unitaire et
irr�eductible sur F�� On note � une de ses racines et on a �

F���� 	 F��X���g��
et f�� �g est une base de F�����
On a

F� � F���� � f�� �� �� � � � � ��g�



� AUTOMORPHISME DE FROBENIUS� NORME ET TRACE 


� Automorphisme de Frobenius	 Norme et

Trace

��� Groupe de Galois d�une extension �nie� Trace et

Norme

La th�eorie de Galois pour les corps �nis donne le r�esultat suivant �

Proposition ��� Le groupe de Galois G � Gal�Fqs�Fq� de l�extension Fqs�Fq
est cyclique et d�ordre s� Il est engendr�e par l�endomorphisme de Fro�

benius de Fq� not�e F � d�e	ni par F �x� � xq� De plus il est isomorphe 
a
Z�sZ�

Remarque � L�homomorphisme de Frobenius est en fait un automorphisme�
Les conjugu�es de x sont les xq

j
pour j � �� � � � � s � �� On d�e�nit alors

l�application Trace	 TrFqs�Fq � Fqs �
 Fq et l�application Norme	 NFqs�Fq �
Fqs �
 Fq d�un �el�ement de Fqs en posant �

TrFqs�Fq�x� � x� xq � � � �� xq
s��

�

et
NFqs�Fq �x� � x�xq� � � � �xq

s��

�

Les principales propri�et�es de ces deux applications sont �enum�er�ees dans les
propositions qui suivent�

Proposition ��� Soient x et y deux �el�ements de Fqs et c � Fq� alors �

�� TrFqs�Fq�x� � Fq�
�� TrFqs�Fq�x� y� � TrFqs�Fq�x� � TrFqs�Fq�y��

� TrFqs�Fq�cx� � cTrFqs�Fq�x��

Proposition ��� L�application TrFqs�Fq � Fqs �
 Fq est surjective� et

TrFqs�Fq�x� � � �� �y � Fqs� tel que x � yq � y�

En�n	 si r	 s sont deux entiers	 tels que r j s� Il s�en suit que Fpr � Fps�	 on
a �

TrFqs�Fq � TrFqr �Fq � TrFqs�Fqr �
De m�eme on a �



	 LES SOMMES EXPONENTIELLES �

Proposition ��� Soient x et y deux �el�ements de Fqs et c � Fq� alors �

�� NFqs�Fq�x� � Fq�

�� NFqs�Fq�xy� � NFqs�Fq�x��NFqs�Fq�y��

� NFqs�Fq�cx� � csNFqs�Fq�x��

Th�eor�eme ��� �Th�eor
eme �� de Hilbert� L�application NFqs�Fq � F
�

qs �
 F�q
est surjective� et

NFqs�Fq �x� � ��� �y � F�qs� tel que x � yq���

Si r	 s sont deux entiers	 tels que r j s on a �

NFqs�Fq � NFqr �Fq �NFqs�Fqr �


 Les sommes exponentielles

	�� Caract
eres additifs et multiplicatifs d�un corps �ni

Soient �G� �� un groupe	 et U l�ensemble des nombres complexes de module
�� On appelle caract
ere de G tout homomorphisme f de G dans U � En
particulier

� si �G� �� � �Fq���	 les caract�eres v�eri�ent ��x� y� � ��x���y�	 on les
appelle les caract
eres additifs de Fq�

� Si �G� �� � �F�q � ��	 les caract�eres v�eri�ent 	�xy� � 	�x�	�y� et sont
appell�es les caract
eres multiplicatifs de F�q �

L�ensemble des caract�eres de G se note bG� Si on le munit de la multiplication
� ��� � ����x� � ���x�����x�� il forme un groupe	 appel�e dual de G dont
l��el�ement neutre est le caract�ere trivial 
 d�e�nit par 
�x� � �x � G	 et
l�inverse de � est ����x� � ��x�� En particulier dans le cas de Fq	 pour
les caract�eres additifs ����x� � ���x�	 et pour les caract�eres multiplicatifs
	���x� � 	�x����



	 LES SOMMES EXPONENTIELLES 

����� les carat�eres additifs de Fq

En fait on sait d�ecrire tous les caract�eres additifs de Fq� Il est facile de v�eri�er

que l�application ��x� � exp
�
�i�Tr

Fq�Fp
�x�

p

�
est un caract�ere additif de Fq�

On a

Proposition ��� �cf� ��� pro� � p��� Soit � un caract
ere additif non trivial
et� pour tout x et tout y dans Fq posons

�y�x� � ��yx��

Alors l�application y �
 �y est un isomorphisme de k sur le groupe des
caract
eres additifs�

Preuve � Il su�t de montrer que cette application est injective� Mais si
y� �� y� le caract�ere �y�y

��

�

�� 
� Donc il existe x � Fq telque �y�y
��

�

�x� �� ��

Remarque � La proposition pr�ec�edente dit que les caract�eres additifs de
Fqs sont de la forme �

��s�
y �x� � exp

�
�i�

TrFqs�Fp�yx�

p

�
�

Mais vu que
TrFqs�Fp � TrFq�Fp � TrFqs�Fq �

on a	
��s� � � � TrFqs�Fq �

����� les carat�eres multiplicatifs de Fq

Soit g est un �el�ement g�en�erateur du groupe multiplicatif F�q 	 alors pour tout
x � F�q il existe k � N tel que x � gk� On pose alors

	�x� � exp

�
�i�

k

q � �
�
�

C�est un carat�ere multiplicatif d�ordre q � �� L�application h �
 	h est un
isomorphisme de Z��q� ��Zsur le groupe des carat�eres multiplicatifs de Fq�
Remarque � On obtient des caract�eres multiplicatifs de Fqs en posant �

	�s� � 	 �NFqs�Fq �




 LES SOMMES DE GAUSS �

	�� la relation d�orthogonalit�e

Pour calculer avec les caract�eres d�un groupe	 l�on dispose de la relation
suivante�

Th�eor�eme ��� Soit � un caract
ere du groupe G� alors �

�� X
x�G

��x� �

�
� si � �� 
�
card�G� si � � ��

�� X
�� bG

��x� �

�
� si x �� ��
card� bG� si x � ��

� les sommes de Gauss

��� D�e�nition et premi
eres propri�et�es

Dans cette partie � d�esignera un caract�ere additif de Fq et 	 un caract�ere
multiplicatif� On suit ici l�expos�e de Joly ���� On rappelle que 	 est d�e�ni
sur F�q � On convient de l��etendre �a Fq tout entier en posant 	��� � � si 	 est
le caract�ere trivial et 	��� � � sinon� On pose alors �

D�e�nition 	�� La somme de Gauss� not�ee G��� 	�� associ�ee 
a � et 
a 	 est
la quantit�e

G��� 	� �
X
x�Fq

��x�	�x��

Il n�y a pas de formule g�en�erale donnant la valeur d�une somme de Gauss�
On dispose cependant de certaines informations�

�� Si 	 est trivial	 mais non �	 on a �G��� 	� � ���
�� Si � est trivial	 mais non 		 on a �G��� 	� � ��

�� Si � et 	 sont triviaux	 alors G��� 	� � q � ��
Mais on a toujours	



� LES SOMMES DE JACOBI ��

Proposition 	�� Si 	 �� 
�

G��� 	�G��� 	� � q	�����

On a aussi	

Proposition 	�� Si 	 �� 
� alors jG��� 	�j � pq�

� les sommes de Jacobi

�� D�e�nition et premi
eres propri�et�es

Dans cette partie on ne pr�esentera que les sommes de Jacobi �a deux carac�
t�eres� Pour une g�en�eralisation �a plusieurs caract�eres on consultera cf� �
�	 ���
ou encore ���� et ���� On note X� X�F�q � le groupe des caract�eres multipli�
catifs de F�q �

D�e�nition 
�� La somme de Jacobi associ�ee au couple �� 	� � X est

j�� 	� �
X

x�y��

�x�	�y��

o
u x et y sont dans F�q � L�ordre de la somme de Jacobi est le ppcm des
ordres de  et 	� Une somme de Jacobi d�ordre m est un entier du corps
cyclotomique Q��m� avec �m � exp ��i��m��

La d�etermination des sommes de Jacobi est aussi un probl�eme ouvert� Pour
un �etat de l�art on consultera le livre de Berndt	 Evans et Williams	 la �bible
� en la mati�ere	 cf� ���� Toutefois on dispose des r�esultats suivants �

�� Si  et 	 sont triviaux alors j�� 	� � q�

�� Si  � � et 	 �� �	 alors j�� 	� � ��

�� Si  et 	 sont non triviaux 	 mais que 	 l�est	 alors j�� 	� � ������

Proposition 
�� Si 	 n�est pas trivial� alors

��

j�� 	� �
G��G�	�

G�	�
�



� LES SOMMES DE JACOBI ��

�� Si de plus � 	� ne sont pas triviaux�

jj�� 	�j � q
�

� �

Remarque � Cette deuxi�eme �egalit�e n�est autre qu�un syst�eme d��equations
Diophantiennes dont les inconnues sont les coordonn�ees de j�� 	� dans une
base deZ��ppcm�ord����ord����� D�autres indications sur ces coe�cients nous sont
donn�ees par les th�eor�emes suivants �

Th�eor�eme 
�� Soient 	� et 	� deux caract
eres multiplicatifs d�ordre respec�
tifs k� et k� �k� �� k��� et soit �j � exp��i��kj�� alors

j�	�� 	�� � �q mod �� � ����� � ����

Preuve � On a d�une part

A � �
X

u�v��

�� � 	��u����� 	��v�� � � mod ��� ����� � ����

et d�autre part

A � �
X

u�v��

��
X

u�v��

	��u��
X

u�v��

	��v��
X

u�v��

	��u�	��v� � q�
X

u�v��

	��u�	��v��

Th�eor�eme 
�� Soient 	� et 	� deux caract
eres multiplicatifs d�ordre k � �
et �k � exp��i��k�� alors

j�	�� 	�� � �� mod ��� ����

Remarque � Si k est un nombre premier sup�erieur �a � l�exposant � est
remplac�e par � cf� ��� et ����
On a aussi souvent besoin de la d�ecomposition en produit d�id�eaux premiers
de l�id�eal engendr�e par j�	�� 	��� C�est le but du th�eor�eme de stickelberger�



� LES SOMMES DE JACOBI ��

�� le th�eor
eme de Stickelberger


���� le symbole de r�esidu m�ique

Soient m un entier positif et Q��m� le m�i�eme corps cyclotomique� on a �

Th�eor�eme 
�� Soit p un nombre premier p � jm� Soit f le plus petit entier
tel que pf � � mod m� alors

�p� � p����pg�

avec g � ��m��f �� est la fonction d�Euler��

Preuve � on consultera �
� p���
�

Remarque � Pour une approche algorithmique de la d�etermination de p on
consultera le livre de H� Cohen cf� ��� p� ����
Si vous disposez de Maple taper �

Factor�f�x�� mod p�

o�u f�x� est le polyn�ome qui d�e�nit l�extension Q��m��Q�

Si p un id�eal premier deZ��m� au dessus de p et ne contenant pas m� On sait
que Z��m��p est un corps �puique Z��m� est un anneau de Dedekin�	 et on a

N�p� � ��Z��m��p� � q � pf �

L�entier f s�appelle le degr�e de p�

Exemple � Si l�on prend m � �� et p � ��	 alors f�x� � ����x� le ���i�eme
polyn�ome cyclotomique	 p � � mod �� et f � �� Dans Z����� on a alors la
d�ecomposition suivante �

���� � p�p�p	p��

o�u
p� � ���� ��� � �� p� � ���� ��� � ���

p	 � ���� ��� � �� p� � ���� ��� � ���

De plus Z������p 	 F���
Proposition 
�� Soient p un nombre premier tel que p � jm� et p un id�eal
premier de Z��m� au dessus de p� Alors �� �m� ��m� � � � � �

m��
m � sont tous dis�

tincts mod p�



� LES SOMMES DE JACOBI ��

Preuve � On a

xm � � �
m��Y
i��

�x� � im��

et donc

� � x� � � �� xm�� �
m��Y
i��

�x� � im��

Si l�on fait x � � dans la derni�ere �egalit�e on obtient successivement m �Qm��
i�� �� � � im�	 et m

Qm��
i�� �� � � im�	 o�u T repr�esente la classe de T dans

Z��m��p� Comme p � jm alors m �� � et donc � im �� � pour tout � � i � m� �
�

Proposition 
�� Soit � � Z��m� et � �� p� Il existe un unique entier i tel
que

��q����m � � im� mod p�

Preuve � Le groupe multiplicatif deZ��m��p a q�� �el�ements donc �q�� � �
mod p� Donc

m��Y
i��

���q����m � � im� � � mod p�

Mais p est un id�eal premier	 d�o�u l�existence� L�unicit�e vient de la proposition
pr�ec�edente�

D�e�nition 
�� Soit � � Z��m� et � �� p� on d�e	nit�
�

p

�
m

�

�
� si � � p�
l�unique racine m�i
eme de l�unit�e � ��q����m mod p sinon�

Soit x un �el�ement de Fq	 et notons encore x son image de x dans Z��m��p� il
existe X � Z��m� tel que x soit la classe de X dans Z��m��p� On d�e�nit p

en posant �

p�x� � �

�
X

p

�
m

� x
q��

m mod p�

C�est un caract�ere multiplicatif de k � Fq et un g�en�erateur du groupe X�
X�k��� On l� appelle symbole de r�esidu m�ique par rapport �a p�



� LES SOMMES DE JACOBI ��

Exemple � Si l�on prend m � � et p � � dans Z��	� ��	 � j�	 on a �

��� � p�p��

avec	 p� � �Z��	� � ��	 � ��Z��	� et p� � �Z��	� � ��	 � ��Z��	�� Alors	�
�

p�

�
	

� � mod p��

Mais comme �� ��	 � �� ���	� �� � �� �	 � � mod p�	 on en d�eduit alors
que � �

�

p�

�
	

� ��	 �

Si a et b sont deux entiers naturels	 on pose �

jp�
a
p
� b

p
� �

X
x�y��

a
p
�x�b

p
�y��

On a alors le r�esultat suivant�

Proposition 
�� �Relation de Stickelberger cf� ���� thm� IV���� p����
Soient p un nombre premier tel que p � � mod m� et pjp� Si a et b sont
deux entiers naturels tels que ab�a� b� �� � mod p� alors��

jp�
a
p � 

b
p�
	
� p

��a�b��

o
u

��a� b� �
X

n��Z�mZ��

�

�a� b�n

m

�
�
han
m

i
�


bn

m

��
���j �n��

�o
u �j d�esigne l�application qui 
a j � �Z�mZ�� associe �jm dans le groupe des
racines m�i
eme de l�unit�e��

On trouvera un exemple d�application de ces th�eor�emes dans ����


���� Quand l�anneau Z��� est principal

Si l�anneauZ��� est principal et si l�on note � un g�en�erateur de p	 le th�eor�eme
pr�ec�edent se r�eecrit �

�
jp�

a
p � 

b
p�
	
� �����a�b��

Mais on a de plus les r�esultats suivants �



� APPLICATIONS DES SOMMES EXPONENTIELLES ��

Lemme 
�� Si tous les conjug�es alg�ebriques d�un entier alg�ebrique � sur Q
sont de module �� alors � est une racine de l�unit�e�

Et aussi	

Lemme 
�� �cf� ��� p��� thm� ������ Soit K � Q���� o
u � � exp��i��k��
Les seuls �el�ements de norme � dans OK � l�anneau des entiers de K� sont les
��j� � � j � k� En particulier les seules racines de l�unit�e dans OK sont les
��j�

Ce qui	 pour les sommes de Jacobi	 entraine qu�il existe une racine de l�unit�e
��jm telle que �

jp�
a
p
� b

p
� � ��jm���a�b��

On consultera Berndt	 Evans et Williams cf���� p�
�	 voir aussi Koblitz et
Buhler cf����

 Applications des sommes exponentielles

��� Avec les caract
eres additifs

Le r�esultat suivant est tr�es utilis�e cf� ��� p�� prop� ��

Proposition �� Soit F un polyn�ome 
a coe�cients dans k � Fq� Si �
d�esigne un caract
ere additif non trivial de k� le nombre N de solutions dans
k� de l��equation F � � est donn�e par �

N � q��
X
y�x

��yF �x�� � � � � xn���

la sommation portant sur tous les �y� x�� � � � � xn� � kn���

��� Avec les caract
eres multiplicatifs

���� Nombre de solutions de l��equation ��x
k��
� � � � � � �nx

kn
n � �

dans Fnq

C�est une application des plus classiques� On consultera par exemple cf� ���
ch��� ou ��� chapitres �	� et 
 et aussi cf ���� et ����� Etablissons tout d�abord
le r�esultat suivant �



� APPLICATIONS DES SOMMES EXPONENTIELLES �


Proposition �� Soit a � Fq et n � N� Soit 	 un caract
ere multiplicatif de
Fq et d�ordre d � �n� q���� alors le nombre de solutions dans Fq de l��equation
xn � a est �

N�xn � a� �
d��X
j��

	j�a��

On �etablit que

Th�eor�eme �� �cf� ��� p��� thm� ������� Soient k�� k�� ���� kn des entiers
naturels� soient ��� ���� �n des �el�ements de F�q et 	i des caract
eres multiplica�
tifs d�ordre di � �ki� q � ��� Si l�on pose

j�	j�� � � � � � 	
jn
n � �

X
u��			�un��

	j�� �u�����	
jn
n �un��

o
u ui � Fq� alors le nombre de solutions de l��equation ��x
k�
� � � � ���nx

kn
n � �

est �

N � qn�� �
d���X
j���

� � �

dn��X
jn��

	����
��
� � � � � 	n���

��
n �j�	

j�
� � � � � � 	

jn
n ��

si � �� ��
Preuve � La d�emonstration est classique cf� ���� ou ��� p����� Pour � �� �
on a �

N �
X

u��			�un�


� N���x
k�
� � u�����N��nx

kn
n � un�

�
X

u��			�un�


N�xk�� � ���� u�����N�x
kn
n � ���n un�

�
X

u��			�un�


�
d���X
j���

	j�� ��
��
� u��

�
� � �

�
dn��X
jn��

	jnn ��
��
n un�

�

�

d���X
j���

� � �

dn��X
jn��

	j�� ��
��
� � � � � 	

jn
n ��

��
n �

� X
u��			�un�


	j�� �u�����	
jn
n �un�

�

�
d���X
j���

� � �

dn��X
jn��

	j�� ���
��
� � � � � 	

jn
n ���

��
n �j�	

j�
� � � � � � 	

jn
n �

� qn�� �
d���X
j���

� � �

dn��X
jn��

	j�� ���
��
� � � � � 	

jn
n ���

��
n �j�	

j�
� � � � � � 	

jn
n �� �
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