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CHAPITRE 1

INTRODUCTION AUX SYSTEMES ETENDUS.

§ I.1. Systémes confinés.

Avant d’entrer dans I’étude des systemes étendus je vais discuter quelques notions
importantes sur les systemes dynamiques et en particulier sur les systéemes a nom-
bre fini de degrés de liberté excités qui vont nous servir par la suite de base pour les
généralisations.

Nous utiliserons a titre d’exemple illustratif le mouvement d’un fluide visqueux
Newtonien incompressible sur un tore de dimension 2. L’exemple plus concret de la
tasse de café "modérément” agitée par une cuillére sera aussi parfois évoqué (bien que
ce cas présente des difficultés mathématiques non encore résolues).

Pour étudier un tel systeme, il faut tout d’abord déterminer I’espace de phase,
c’est a dire ’espace de tous les états possibles du systeme, et ensuite donner 1’évolution
temporelle de ces états. Dans le cas du tore, 'espace de phase sera I’espace des champs
de vecteurs a divergence nulle sur le tore (ou encore périodiques dans les deux direc-
tions). Chaque état du systéme est un champ de vitesse possible du fluide a un instant
donné. La condition de divergence nulle décrit la conservation de la masse dans le cas
incompressible.

L’équation d’évolution qui se déduit de la loi de Newton et de relations phénoménolo-
giques entre contraintes et déformations est ’équation de Navier-Stokes. Elle s’écrit pour
le champ de vitesse ¥/

Dv L S L o= -

D—tzﬁtv+(voV)v:VAv—Vp+f (N.S.)
ou v est la viscosité, p est la pression, et f une force extérieure (nous avons fixé la
densité du fluide égale a 'unité). En présence de bords (par exemple pour la tasse de
café) il faut rajouter des conditions aux bords.

L’équation N.S. ne parait pas close pour la vitesse a cause de la présence du terme
de pression. Celui-ci peut étre éliminé en utilisant la contrainte de divergence nulle. On
obtient par exemple en prenant la divergence de 1’équation

Ap +div ((7e 6)17) =div f,

ce qui permet de déterminer la pression. En principe nous avons donc un systeme
d’équations d’évolution clos pour le champ de vitesses instantané .
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Remarque I.1. Le systeme N.S. est dissipatif. Pour discuter ce point important,
commencons par le cas f 0. Nous pouvons facilement écrire une équation pour
I’évolution temporelle de I’énergie cinétique totale. Il vient apres intégration par parties

=2 42 i\ 2 g2
at/T2v dr = V/TQ%:(&U) d*z <0.

De plus le second membre de I’équation est nul si et seulement si le champ de vecteur
U est constant. Autrement dit le systeme perd de 1’énergie cinétique a cause des frot-
tements visqueux et la dynamique converge vers une vitesse constante que 1'on peut
toujours éliminer par transformation de Galilée. La dynamique asymptotique est donc
une dynamique de repos, a vitesse nulle, les frottements ont consommé toute ’énergie
cinétique contenue dans le champ de vitesses initial.

Ce phénomene est bien connu et s’observe simplement dans la tasse de café : quand
on cesse l’agitation par la cuillere, le café reste encore un peu de temps en mouvement
mais s’arréte rapidement. Pour maintenir le systéme en mouvement, il faut compenser
les pertes d’énergie cinétique dues aux frottements visqueux par un apport extérieur,
c’est le role du travail de la force f. Nous avons en présence d’une force :

3t/Tzf172d2a::—l//T2%:(8ivj)2 d2x+A250fd2x

et nous pouvons maintenant espérer qu'une dynamique asymptotique plus intéressante
va s’installer.

Remarque 1.2. L’espace de phase du systeme est de dimension infinie. Pour mettre
ce fait en évidence nous allons utiliser les séries de Fourier (c’est pourquoi I'exemple du
tore est particulierement commode bien que 'argument soit général). Nous supposerons
les deux périodes du tore égales a 27. Il vient pour les deux composantes de la vitesse

v (] =1, 2)
’Uj(flf,y) — Z a%mei(mw—i—ny) .
m,neEZ

Puisque les champs de vitesses sont réels, nous avons les relations

al . =al . (I.1)

m,n —m —n
De plus la condition d’incompressibilité implique les relations
mar, . +mna3,,, =0. (1.2)

Malgré ces contraintes, il reste un nombre infini de variables afn , indépendantes, et

donc un espace de phase de dimension infinie qui est I’espace des paires de suites a deux
indices de nombres complexes satisfaisant les contraintes précédentes 1.1 et 1.2.
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Remarque 1.3. En général on impose des conditions de régularité sur les champs de
vecteurs, par exemple d’étre dans 1'espace de Sobolev H! ce qui peut s’écrire :

Z (1+m? +n?)[|ap, * + a2, n]?] < o0 (1.3)
n,meZ

Le lecteur pourra facilement se convaincre que toutes les contraintes ci-dessus 1.1 1.2 et
.3 laissent encore un espace vectoriel de dimension infinie. Encore faudrait-il montrer
que toutes ces contraintes sont conservées par 1’évolution a tous les temps. Ceci est
vrai en dimension 2, et reste un probleme ouvert en dimension 3 (en particulier pour
(IV.3)).

Si on traduit les équations N.S. sur les composantes de Fourier, on obtient un
systeme infini d’équations différentielles ordinaires couplées. Si on note par ¢ le vecteur
d’entiers (m,n), ce systéme s’écrit (aprés élimination de la pression comme expliqué
plus haut)

da’.

52§ . P j
dtq :—VqQafj.—l <5£— 7 ) E q E a%af-f,—kfé,
k=1,2 =1, =

olt 07, est le symbole de Kronecker, et ol nous avons noté par fé les composantes de la

transformée de Fourier de la force f

Bien que ce systeme dynamique possede un espace de phase de dimension infinie,
il y a dans la dynamique suffisamment de compacité pour qu’il se réduise en quelque
sorte a une dynamique de dimension finie. La propriété principale est que le semi-
groupe d’évolution associé a la partie linéaire est un opérateur compact. Ceci permet
par exemple d’utiliser directement les théoremes de bifurcation qui sont formulés dans
un contexte méme un peu plus général (voir [G.H.]). De méme les théoréemes de variétés
centrales et de formes normales s’appliquent sans difficulté. I a aussi été possible de
démontrer en s’appuyant sur cette méme propriété de compacité que pour toutes les
valeurs des parametres (ici la viscosité et la force) le systéme possede un attracteur
compact de dimension de Hausdorff finie. Pour des systéemes analogues on a méme
pu démontrer I'existence d’une variété inertielle. C’est en quelque sorte une extension
de la notion de variété centrale. Il s’agit d’une variété invariante compacte de dimen-
sion finie qui contient 'attracteur et qui attire transversalement la dynamique. Nous
renvoyons le lecteur & 1'article de revue! et aux références qu’il contient pour plus de

1 T.Chueshov. Global attractors for non-linear problems of mathematical physics.
Russ. Math. Surv. 48, 133-161 (1993).
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détails. Signalons seulement que pour I'équation de Navier-Stokes en dimension deux
ce programme n’est pas encore terminé.

En résumé, de nombreux problemes provenant directement de questions physiques
meme si leur espace de phase est réellement de dimension infinie se comportent quant
a leur dynamique asymptotique comme des systemes de dimension finie. L’origine pro-
fonde de ce comportement est la compacité des semi-groupes d’évolution linéarisés, qui
en dernier ressort repose sur des propriétés d’opérateurs différentiels elliptiques dans
des domaines bornés (a frontiere pas trop irréguliére).

Une autre facon peut étre plus physique de voir les choses repose sur I’amortissement
des modes. Il n’y a dans le systéeme qu’un nombre fini de modes excités, les autres modes
sont tres amortis et sont esclaves des modes excités. Nous reviendrons plus loin un peu
plus en détails sur cette idée.

§ I.2. Systemes étendus.

Tout pourrait donc paraitre tres satisfaisant mis a part quelques problemes tech-
niques. Cependant il y a deux difficultés importantes qui surgissent en ce point.

La premiere est d’un caractere pratique. Supposons par exemple que nous voulions
mesurer dans une expérience la dimension d’un attracteur ou le nombre d’exposants
de Liapounoff positifs. Pour faire ces mesures il faut disposer d’'un signal temporel
suffisamment long, et plus 'attracteur est de grande dimension plus il faut un long
signal. Ceci pose des bornes concretes sur les dimensions qui peuvent étre mesurées
avec fiabilité. Dans I’état actuel des méthodes il est illusoire de prétendre a une mesure
fiable de dimension plus grande que 7 a 10. A titre d’illustration donnons quelques
conjectures sur des dimensions d’attrateurs :

tasse de café ~ 5-10,

atmosphere terrestre ~ 1000,

atmosphere de Jupiter ~ 10 ©.

Autrement dit il y a peu d’espoir de faire des mesures fiables de dimension d’attracteur
dans des grands systemes. Il faut cependant remarquer que ce n’est pas la théorie
des systemes dynamiques qui est mise en défaut. Par exemple les attracteurs sont
toujours de dimension finie (pourvu que la dynamique ne soit pas singuliére), il existe
des bornes rigoureuses sur ces dimensions en fonction des parametres, et toujours au
fond pour la méme raison liée a la compacité de certains opérateurs. Ce qui se passe
c’est que la dynamique devient beaucoup plus compliquée, les attracteurs aussi, et nous
savions déja que I’étude des systemes dynamiques s’est surtout développée dans les
basses dimensions : un et deux pour les transformations, deux et trois pour les champs
de vecteurs.
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Pour voir un peu plus clairement que le nombre de modes instables croit avec
la taille du systeme, nous pouvons considérer comme exemple simple I’équation de la
chaleur instable pour une fonction réelle u(t, x) sur un cercle de longueur L :

Ou ="+ au,

ou a > 0 est un parametre d’instabilité. Ce probleme se résout immédiatement en
utilisant les séries de Fourier. Si nous posons

u(t,x) = Z ug(t)e2imae/L

q€EZ

il vient I’équation d’évolution des coefficients de Fourier :

dug 472q?
— =la— —— | ug -
dt L2 e

Nous voyons donc que les modes |q| < L/a/2m sont instables et que tous les autres
sont stables (et en fait décroissent exponentiellement vite vers zéro). Bien sir dans une
situation non linéaire il y aurait aussi saturation de I’amplitude des modes instables,
et les modes stables ne relaxeraient plus en général a zéro mais vers une dynamique
essentiellement gouvernée par les modes instables. Nous pouvons aller un peu plus loin
avec ce petit modele. Tout d’abord nous voyons qu’a parametre («) fixé, le nombre
de modes instables croit avec la taille (L) du systéme, ici la croissance est linéaire. Si
nous regardons le spectre de 1'opérateur linéarisé (ici I’évolution est méme linéaire), ce
spectre est 'ensemble de nombres complexes

422
{a— ”Lf : qGZ}. (L4)

Nous voyons que cet ensemble devient tres dense si L est grand. Au voisinage de la
partie la plus instable, la distance entre valeurs propres est de 'ordre de 1/L%. Tmaginons
un systeme expérimental dont la dynamique serait décrite par cette équation. Partant
d’une situation stable a < 0, solution stationnaire u = 0, I’expérience consisterait
a tourner le bouton « vers les valeurs positives pour voir apparaitre les bifurcations.
Malheureusement la précision de I'expérience étant finie il sera tres difficile d’observer
le passage dans le demi plan droit (instabilité) d’une seule valeur propre. Si la précision
du bouton de contréle est moins bonne que 1/L? on aura tendance & faire passer d’un
coup beaucoup de valeurs propres dans le demi plan droit ce qui aura tendance a créer
des la déstabilisation expérimentale un attracteur de grande dimension.
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La seconde difficulté vient aussi des observations expérimentales. Si nous observons
notre tasse de café agitée modérément par la cuillere nous observons des structures de
type vortex. Imaginons faire ’analyse de ce systeme dynamique, nous allons utiliser
comme pour le cas du tore une base de développement des solutions, par exemple une
base de Fourier. Une étude plus approfondie conduirait a isoler les modes dominants
grace a une réduction de type variété centrale ou inertielle. Mais si on sait dans de
nombreux cas montrer que ces modes existent, il est rare de pouvoir les décrire avec
précision. Autrement dit nous avons bien des descriptions exactes de la dynamique
asymptotique du systéeme, sans aucune perte d’information, mais nous ne savons pas
lire sur ces développements certaines informations physiques intéressantes comme les
structures.

Ces deux difficultés vont en fait nous guider dans les démarches qui vont suivre.
Nous allons essayer de comprendre comment sont produites ces structures. Elles sont
en effet nombreuses dans la nature : les vagues sur la mer, certaines organisations
nuageuses, la surface du soleil, les raies du zebre etc. et un grand nombre d’expériences
de laboratoire permettent de les observer (voir par exemple [V.D.] pour de nombreuses
illustrations). Pour étudier ces phénomenes 'idée de base va étre un peu la méme
qu’en mécanique statistique : nous allons directement essayer d’étudier les systemes
d’extension infinie, en espérant que comme pour les transitions de phases en mécanique
statistique, des concepts et des méthodes intéressants vont se dégager. Nous pouvons
par exemple déja penser que ’approximation des grands systéemes sera intéressante dans
le cas ou la taille du systeme est beaucoup plus grande que la taille des structures. C’est
par exemple le cas pour les vagues sur la mer, pour les tailles des structures nuageuses
par rapport au rayon terrestre, mais ce n’est pas le cas pour les vortex de la tasse de
café, les ouragans terrestres ou la tache rouge de Jupiter.

Considérer des domaines infinis va nous amener a la fois des difficultés techniques,
mais aussi certaines simplifications de calcul. La premiere difficulté technique est facile
a deviner a partir des considérations sur le spectre 1.4. En effet, formellement quand
L devient infini ce spectre devient une demi-droite, c’est a dire un spectre continu.
Rappelons que la théorie des bifurcations est entierement basée sur des spectres dis-
crets, elle ne pourra donc au mieux que nous servir de guide. L’autre probleme (plus
mathématique) qui se posera sera de rétablir les résultats d’existence d’unicité et de
régularité des équations d’évolution dans des domaines non bornés et dans des espaces
fonctionnels un peu inhabituels. En effet nous ne voulons pas en général considérer des
fonctions qui tendent vers zéro a I'infini (comme dans les espaces de type LP avec p fini),
mais nous voulons des espaces fonctionnels qui contiennent par exemple des ondes de
différentes longueur d’onde.

La simplification de certains calculs va par contre venir du fait qu’en domaine infini
nous allons utiliser la transformée de Fourier au lieu des séries de Fourier. On peut
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d’ailleurs remarquer a ce sujet que dans la littérature physique on remplace souvent
séries de Fourier par intégrale de Fourier ce qui peut étre considéré comme faisant
tacitement I'approximation d’un domaine infini.

Donnons maintenant quelques idées sur ce que nous allons étudier plus concretement.
Nous allons considérer dans la suite des équations aux dérivées partielles ” paraboliques”
non linéaires avec variable spatiale dans R™ (parabolique est & entendre en un sens élargi
car nous allons aussi considérer des équations de degré supérieur au second). Trois
groupes de questions principales se posent :

e Existence, unicité, régularité de solutions globales en temps, non triviales a 'infini

dans 'espace (ondes). Autrement dit le systéme dynamique est-il bien défini 7

e En g’inspirant de la théorie des bifurcations : Recherche de solutions physiquement
intéressantes, stabilité, instabilité en fonction d’'un parametre (structures).
e Dynamique asymptotique, interaction des structures, chaos spatio temporel etc.

Remarque 1.4. Méme si pour une équation donnée la premiere question ne peut
pas étre résolue globalement en temps ou en espace de phase, il peut étre quand
meme intéressant de passer a la seconde. Par exemple si une solution stationnaire est
linéairement stable, on peut essayer de montrer qu’elle est localement non linéairement
stable, ce qui établit le premier point dans un voisinage de cette solution.

6 1.3. Equations modeles.

Ce programme, appliqué dans des situations venant directement de la physique, est
I’objet de nombreux travaux mais mene souvent a des calculs algébriquement compliqués
et a des difficultés analytiques pas toujours completement surmontées a I’heure actuelle.
Comme pour les systemes dynamiques de dimension finie, il s’est développé depuis
quelques années un arsenal d’exemples plus simples que les équations des systemes
physiques mais qui au moins qualitativement présentent les mémes comportements
intéressants. Nous allons surtout dans la suite discuter ces modeles qui ont ’avantage
de la simplicité. Il nous permettront de mettre en évidence plus facilement les concepts
fondamentaux et de faire une discussion mathématique moins lourde. Certains de ces
modeles sont des approximations d’équations physiques réelles, d’autres sont des ana-
logues des formes normales des bifurcations usuelles, nous reviendrons plus en détails sur
ce point. Nous allons pour l'instant donner quelques exemples que nous rencontrerons
souvent (il y en a bien d’autres).

Equation de Swift Hohenberg.

C’est une équation pour un champ réel u(t, x), avec x € R et t € RT. Elle dépend
d’un parametre n € R et est donnée par

du=[n—1+92)u—u®. (S.H.)
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La partie linéaire provient d’une approximation d’un probleme de convection. La partie
non linéaire est plus ad-hoc, elle défavorise les grands champs.

Equations de Ginzburg Landau.

L’équation de Ginzburg Landau complexe décrit I’évolution d’un champ complexe
A(t,z) avec x € R™, t € R*. Elle dépend de deux parametres réels a et 5 et s’écrit

KA = (1+ic)AA+ A— (1+iB)A|A]*. (G.L.C.)

On la rencontre parfois avec des coefficients différents mais elle peut toujours étre ra-
menée a cette forme par des changements d’échelles et multiplication de la solution par
une phase qui dépend du temps. Elle apparait souvent (ainsi que des équations reliées)
comme une ”forme normale” d’instabilité (voir plus loin). Faisant tendre les parametres
vers l'infini et en changeant d’échelle on obtient comme limite formelle I’équation de
Schrodinger non linéaire. Si o« = 8 = 0 on parle simplement de I’équation de Ginzburg
Landau (G.L.) et si de plus le champ A est réel, on parle de ’équation de Ginzburg
Landau réelle (G.L.R.).

Equation de Burgers.

C’est une équation pour un champ réel u(t,z), z € R, t € RT. Clest ce qui
s’obtient naivement en transposant 1’équation de Navier-Stokes en dimension 1 :

Ou=u" 4+ uu' . (B.)

Il manque bien str la pression ce qui rend son comportement assez différent de I’équation
de Navier-Stokes. Elle a cependant été beaucoup étudiée. Si on lui ajoute une force
aléatoire on obtient un modele d’interface rugueuse. On la rencontre avec d’autres
coefficients mais on peut se ramener a cette forme par changement d’échelles. Si le
champ réel ¢ satisfait I’équation

at¢ = ¢H + ¢l2/2 )

sa dérivée u = ¢’ satisfait I’équation de Burgers.
Equation de Kuramoto Shivashinski.

C’est a nouveau une équation pour un champ réel u(t,z), z € R, t € R*. Elle
s’écrit
Opu = —0pu — O2u + udyu . (K.S.)
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Elle a été introduite pour décrire les propagations de lamme, mais on la rencontre aussi
comme ”forme normale”. Sa non linéarité est plus physique (comparer a S.H.). Si le
champ ¢ satisfait I’équation

O = —0,¢ — 2 + (0:9)°

la fonction u = 2¢’ satisfait (K.S.).
Equations de réaction diffusion.

C’est une famille innombrable d’équations que 1’on rencontre en chimie, en biologie,
en écologie et dans bien d’autres domaines. Elles décrivent par exemple 1’évolution des
concentrations chimiques, densités de populations etc. Elles sont obtenues a partir
des équations cinétiques des réactions chimiques en ajoutant les termes de diffusion
des différentes especes avec éventuellement des coefficients de diffusion différents. Si le
systeme contient s especes chimiques, son état a un instant ¢ est décrit par un champ
C(t,z) € R, avec € R™ et t € RT (n = 3 en général). L'équation est donnée par une
matrice D et un champ de vecteurs F sur R®. La matrice D est de dimension sx s et nous
la supposerons pour simplifier constante, diagonale et a coefficients strictement positifs
sur la diagonale (les coefficients de diffusion). Nous supposerons aussi que le champ de
vecteurs F ne dépend ni de x, ni de ¢ mais il pourra dépendre de parametres. Il contient
diverses informations sur la cinétique chimique : loi d’action de masse, coefficients
cinétiques, ou la dynamique des especes : interaction prédateurs-proies etc. L’équation
de réaction diffusion s’écrit

8,C = DAC + F(C) . (R.D.)

Nous laissons le lecteur imaginer les variantes : couplages avec la température, I’hydro-
dynamique, 1’électrochimie, milieux poreux etc. L’un des premiers articles fondamen-
taux sur les structures dans les domaines étendus est du a A.Turing et porte sur ces

équations’.

Remarque I.5. Pour toutes ces équations, en domaine fini il faudrait bien str rajouter
des conditions aux bords appropriées.

Remarque 1.6. Certaines de ces équations sont de type gradient, c’est a dire qu’il
existe une fonctionnelle £ telle que I’équation s’écrit

oL
3tU— % .

1 A.Turing. The chemical basis of morphogenesis. Phil. Trans. R. Soc. Lond.
237B, 37 (1952).
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C’est le cas par exemple de (G.L.R.) avec

.2 2 4
E(u)z—/(vTu—%ﬂLuz)dnx.

Cette propriété est tres utile en domaine fini ou en domaine infini dans certains espaces
fonctionnels. Elle permet par exemple de démontrer plus facilement 1’existence globale
en temps des solutions. Pour les solutions en domaine infini qui vont nous intéresser
(type ondes), les potentiels sont en général infinis et il ne semble pas exister de maniére
commode et globale de les renormaliser. L’utilité de ces potentiels et fonctions de
Lyapounoff sera donc plus limité. Cependant nous verrons que pour certaines équations
on peut parler de moyennes de ces fonctionnelles par unité de longueur.



CHAPITRE II

EXEMPLES D’INSTABILITES.

¢ I1.1. Ecoulement de Poiseuille : Stabilité globale.

Pour se familiariser un peu avec les principaux problémes nous allons d’abord faire
I’analyse de I'une des instabilités classiques : l’instabilité de Poiseuille. Il s’agit de
I'instabilité qui se développe pour un écoulement d’un fluide visqueux incompressible
bidimensionnel dans une bande de largeur constante h.

Nous partons donc de I’équation de Navier-Stokes a deux dimension dans une bande
infinie dans la premiere direction x et comprise entre —h et +h dans la deuxieme direc-
tion y. Rappelons que ces équations décrivent 1’évolution du champ de vitesses (¢, z, y).
La condition d’incompressibilité s’écrit

div ¥ =0,
et les conditions au bord pour un fluide incompressible imposent
d(t,z,£h) =0 VereR VteR™t.
Quand aux équations d’évolution elles s’écrivent :
0,7 =vAT — (Te V)7 —Vp, (N.S.)

ou p est la pression et v la viscosité. Rappelons que de la condition de divergence
nulle (qui est maintenue dans la dynamique), il suit que le flux au travers d’une section
perpendiculaire est constant, c’est a dire que le nombre

h
éz/)m@%w@

—h

ne dépend pas de z.
I1 est facile de vérifier que la seule solution stationnaire ¥y = (v1, v2) est donnée par

3D(h% —y?) —3dvz

= =0 bl
o e 2 Po="9p3
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Puisque la solution est stationnaire, le flux ® ne dépend pas non plus du temps, et
remarquons que la pression est donnée a une constante pres.

Nous voulons maintenant analyser la stabilité de la solution stationnaire vis a vis
de perturbations. Il va bien sir falloir préciser quel type de perturbations nous allons
faire. Dans un premier temps nous allons considérer des perturbations qui tendent vers
zéro a l'infini et en particulier nous allons supposer que ces perturbations ne modifient
pas le flux (si il est fixé & l'infini, il est fixé partout et indépendant du temps).

Si nous écrivons la solution de I’équation de Navier-Stokes pour une fonction de la
forme ¥ = ¥y + W et p = py + ¢ il vient pour les fonctions W et ¢ ’équation

0,0 = VAT — (7 o V) Ty — (Ty @ V)& — (T ¢ V)@ — Vg (IL.1)
ainsi que la contrainte d’incompressibilité
divw =0

et les conditions au bord w(t,z,+h) = 0. Notons que dans ces équations il n'y a
aucune approximation, simplement un changement (translation) de fonction inconnue.
Observons qu’en changeant les échelles, nous pouvons toujours supposer v = 1 et h =
1. La dépendance dans le flux et le nombre de Reynolds est maintenant uniquement
concentrée dans la fonction ¥iph/v. Nous noterons désormais par u(y) la fonction v1h/v,
elle est donnée par

ou R = 3®/4v est le nombre de Reynolds.
Dans un premier temps nous pouvons faire une analyse de stabilité en utilisant

I’énergie cinétique. Il vient en utilisant I’équation N.S. , I'incompressibilité et en intégrant
par parties

1
—3t/ W2 dedy = —/
2 " JRx[-1.1] Rx[—1,1]

Rappelons I'inégalité de Poincaré a une dimension pour une fonction f de carré sommable
ainsi que sa dérivée sur [—1, 1] et nulle au bord :

2

Z (Oiw;)? dzdy — / wiwau' (y) dody .

ij=1 Rx[-1,1]

[ swPay < = [ 15wy,

-1 —1
Observons que

jwi]? + Jwa]?

5 < R(|w1|2 + |w2|2) )

|wiwar’ (y)] < [u']] o
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Nous avons finalement

1
-0 / w da:dy < - / (O1w;)? dedy — /da: / 3 w;)? — Rw dy
2 ' Rx[— Rx[—1,1] Z ! ] Z ? ] J) ]

En utilisant I'inégalité de Poincaré (par rapport a y) dans la derniére intégrale, nous
déduisons que si

7T2

R<Z

8t/ W2 dedy < 77/ W2 dzdy
Rx[—1,1] Rx[—1,1]

ot n = 2/4— R > 0. En particulier la norme L? de la perturbation tend exponentielle-
ment vite vers zéro et nous concluons que la solution stationnaire est méme globalement
non linéairement stable.

nous avons

§ I1.2. Analyse linéaire de ’instabilité de Poiseuille.

Les estimations faites dans le calcul précédent sont trop pessimistes, et la région
de stabilité dans le parametre R est beaucoup plus grande. Pour trouver sa frontiere
nous allons maintenant faire une analyse de stabilité linéaire. Pour cela nous linéarisons
I’équation de Navier-Stokes autour de la solution stationnaire, ce qui revient a linéariser
I’équation II.1 pour w autour de zéro.

11 vient

00 = vAT — (7 o V) Ty — (Ty e V)T — Vg (I1.2)

avec toujours I’équation d’incompressibilité
div i =0

et les conditions au bord w(t, z, £1) = 0.

Comme les équations I1.2 sont invariantes par translation en z, nous pouvons pren-
dre la transformée de Fourier dans cette variable (autrement dit nous allons essayer de
diagonaliser simultanément les translations et I'opérateur d’évolution qui commutent).
Nous appellerons k£ la variable conjuguée et nous noterons de la méme fagon une fonction
et sa transformée de Fourier. 1l vient pour les différentes composantes

9 <w1> _ <—k2w1 + w] — wou' — ikuwy — ikq)
t = :

Wo —k2wy + wY — ikuws — ¢’
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De meéme pour I'équation d’incompressibilité
ikwy +wh, = 0. (11.3)

Nous allons bien str chercher un comportement exponentiel en ¢ (c’est & dire plus
correctement le spectre de 1'opérateur donné par le membre de droite de ’équation 11.2)
et nous allons donc remplacer 9; par A\. En ajoutant la dérivée de la premiere équation
multipliée par ¢ a la deuxieme multipliée par k& nous éliminons la pression. Il vient

w4+ kws) = —ik*w] +iw) —iweu” —iwhu' + ku'wy + kuw', — k3ws + kwl —ik*uw; .
Finalement en multipliant par k£ et en utilisant I'incompressibilité il vient pour f = wq
M=f"+k2f) = —f@ 4 282" + ikuf"” —iku" f — k*f — ikPuf . (0.8.)

Cette équation est équivalente a ’équation dite de Orr Sommerfeld qui est habituelle-
ment formulée pour la fonction courant ¢ = —if /k.
Passons maintenant aux conditions aux bords. Nous devons bien str avoir

wl(k, :tl) = U)Q(k, :|:1) =0
ce qui implique en utilisant I1.3 pour tout nombre d’onde k les conditions

f(£L) = f/(£1)=0.

Nous avons donc bien a k fixé pour la fonction f un probléeme spectral du quatrieme
ordre avec quatre conditions au bord. Notons que pour avoir un probleme spectral au
sens usuel, il faudrait inverser 'opérateur £k — d? /dx?. En général on préfere garder le
probleme sous cette forme dite de probleme de vecteur propre généralisé. Nous devons
déterminer pour chaque k le spectre des A puis prendre I'union de ces ensembles (noter
que cette union est symétrique par rapport a I’axe réel car I’équation initiale est une
équation réelle). Si I’ensemble ainsi obtenu est contenu dans l'intérieur du demi plan
gauche, nous avons stabilité linéaire. L’instabilité apparait quand cet ensemble (qui
dépend de R) croise I’axe imaginaire pur.

Les solutions de I’équation O.S. avec les conditions au bord ci-dessus ne sont pas
connues explicitement. Divers approximations ont été étudiées, nous renvoyons a [D.R.]
pour des détails et des références. Cette équation a été étudiée numériquement par
divers auteurs (voir aussi [D.R.] pour des références). Le seuil critique est donné par
R. = 5772,22.. et le nombre d’onde critique (aussi appelé nombre de Strouhal quand
il est sans dimension comme ici) est k. = £1.02056... Nous donnons dans les figures
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I1.1-11.3 la partie du spectre proche de I’axe imaginaire pur pour différentes valeurs de

R proches de R..

-0,

-0.02

T
-0.015

T
-0.01

T
-0.005

[o]

0.005

Fig. I1.1. Spectre de 'opérateur de Orr Sommerfeld pour R=5500.

T
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T
-0.01

T
-0.005

[o]

0.005

Fig. I1.2. Spectre de 'opérateur de Orr Sommerfeld pour R=R.=5772,22...
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-0,

.4
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-0.015

T
-0.01

T
-0.005

0.005

Fig. 11.3. Spectre de 'opérateur de Orr Sommerfeld pour R=6000.

imaginaire du vecteur propre correspondant au nombre d’onde critique.

R=5772.22, k=1.02056

0.84
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0.24
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-0.6

-0.8

Fig. 11.4. Partie réelle et partie imaginaire du vecteur propre critique de 'opérateur de Orr Sommerfeld.
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Dans les figures I1.4 nous donnons le graphe de la partie réelle et de la partie
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¢ I1.3. Instabilité de Kelvin-Helmholtz.

Considérons deux fluides parfaits incompressibles de densité 0 < p; < p2. La
dynamique du fluide léger est décrite par sa vitesse au point M notée U (t, M) et sa
pression sera notée P(t, M). De maniére analogue, la dynamique du fluide lourd est
décrite par sa vitesse V(t,M) et sa pression est notée Q(¢, M). Dans un systeme de
coordonnées oll 'axe z est vertical et les axes des x et y horizontaux, I'interface entre les
deux fluides est donnée par sa hauteur z = H(t,z,y). Nous faisons ici I’hypothese que
cette interface est un graphe, les phénomenes beaucoup plus complexes de déferlement
sont laissés de coté. Nous supposerons toujours le fluide léger au dessus du fluide lourd,
U et P sont donc définis dans le domaine z > H , tandis que V et () sont donc définis
dans le domaine z < H. Les vecteurs unitaires selon les axes seront notés €, &, et €,
ce dernier pointant vers le haut.

S €
" 7 /\@z/
P2 L V(t,z,z), Q(t,z,2)

Les équations d’évolution sont les équations d’Euler :

— — — — 1 —
oU=—-UeV)U—- —VP+§ 2z>H
P1
— — — — 1 —
WV =—-VeV)V—-—VQ+7§ 2z<H
P2
avec § = —gé, (g accélération de la pesanteur), il faut ajouter les conditions d’incompres-

sibilité
diviU)=0 siz>H div(V)=0 siz<H,
les conditions au bord cinématiques en z = H

o — OH
Uei=Veil=—n
ot~
ou 7. est le vecteur normal a l'interface, et finalement la condition au bord pour les

forces en z = H qui s’écrit

—P-Q

=l Q

)
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ol 0 > 0 est la tension de surface entre les deux fluides et R le rayon de courbure de
I'interface.

Il existe une solution stationnaire simple de ce systéme d’équations ou l'interface
est horizontale et fixe (nous la prendrons en H = 0), le fluide 1éger possede une vitesse
constante W7 dans la direction horizontale des z et le fluide lourd une vitesse constante
W5 dans la méme direction. Il est facile de vérifier que les équations d’évolution et
les conditions au bord sont satisfaites avec P = —pigz et Q = —psgz. Nous allons
maintenant analyser la stabilité linéaire de cette solution stationnaire.

Puisque les deux vitesses constantes ont été choisies dans la direction des x nous
allons simplifier ’analyse en ne considérant que le probléme dans le plan (z,z). Il est
facile de voir que la direction transverse ne modifie pas fondamentalement le résultat.
Nous utiliserons souvent les indices 1 et 2 pour noter les composantes des vecteurs dans
les directions x et z respectivement.

Nous allons donc chercher comment évoluent des solutions de la forme

U=Wié, +ei+0O(?) P=—pgz+ep+ O(3)
V = Waé, + e+ O(2) Q= —prgz+ eq+ O(e?)
et

H = ¢h + O(e?)

ou € est un petit nombre.

En reportant dans les équations d’évolution, contrainte d’incompressibilité et con-
ditions au bord, et en ne conservant que les termes d’ordre e (ordre le plus bas non
trivial), nous obtenons

1 —
0yl = —W10,1 — —Vp div(@) =0 pourz > 0
P1

1=
0y = —Wo0,U — p—Vq div(v) =0 pourz < 0
2
et de plus en z = eh
ath = —Wlamh + Uy = —Wgamh + va
ainsi que
odzh = (p—q) — (p1 — p2)gh .

Pour analyser I’évolution de ce systeme, il est commode de prendre la transformée
de Fourier en z et en t. Autrement dit une fonction F(¢,x, z) est remplacée par une
superposition de fonctions de la forme

eiwteikmf(z) 7
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avec k réel. Pour simplifier nous noterons de la méme facon les fonctions et leurs
transformées de Fourier.

Considérons tout d’abord les équations d’évolution pour u. Il vient pour les deux
composantes de la vitesse pour le fluide léger

k
wwu; = —tkWiuy — Z—p
P1
1d
WUy = —ikW1U2 — ——p
p1 dz
et pour la condition d’incompressibilité
d
ikuy + 2 =0 .
dz

Nous pouvons exprimer p en fonction de w1 a partir de la premiere équation, us en
fonction de dp/dz avec la deuxiéme équation et en reportant dans la troisieme équation
nous obtenons une équation pour u; qui s’écrit apres simplification

d2U1
dz2

—k2’LL1:0.

Cette équation est & résoudre pour z > 0 (fluide léger) et doit donner une solution
bornée. Nous avons donc
u = A e~ Iklz

ol A est une constante a déterminer (qui dépend de k et w). En utilisant les équations
de départ, nous obtenons

p= —pk—l(le + w)A e Iklz

et "
Ug = i— A €_|k|z .
||

Nous laissons au lecteur le soin de faire le calcul similaire pour le fluide lourd (z < 0)
qui donne les résultats suivants :

k
vy = Belfl? ¢ = —'Ok—z(ng +w)B elblz gy = —imB elklz
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Nous pouvons maintenant exploiter la condition au bord cinématique en z = 0, il vient
apres transformation de Fourier en ¢ et =

k k
d’ou nous obtenons
k k

Il nous reste finalement a reporter ces résultats dans la derniere condition au bord, et
apres quelques réarrangements nous obtenons (si h(w, k) # 0)

(p1 + p2)w? + 2wk(p1 W1 + paWa) + k> (01 W7 + paW3) — ok?k| + (p1 — pa)glk| = 0.

Cette équation qui relie k£ et w pour que nous ayons une solution de nos équations
est appelée la relation de dispersion du probleme. Si pour un £ donné nous avons
une solution w(k) de cette équation, nous obtenons une solution de nos équations dont
chaque composante de vitesse ou chaque pression est donnée par

eio.z(k)teikacjc(k7 Z)

avec la fonction f(k,z) adéquate déterminée ci-dessus. En particulier, si pour chaque
k réel, toutes les solutions w(k) de la relation de dispersion sont réelles, il n’y a pas
d’instabilité. Par contre si il existe un nombre d’onde k& pour lequel nous obtenons
une solution w(k) avec une partie imaginaire strictement négative nous obtenons une
instabilité. Notons que puisque la relation de dispersion est a coefficients réels, si nous
avons une solution w non réelle, sa complexe conjuguée est aussi solution et nous pouvons
alors assurer qu’il existe une solution avec partie imaginaire négative.

Pour déterminer les conditions de stabilité et d’instabilité, nous devons donc chercher
sous quelle condition il existe au moins une valeur de k telle que la relation de dispersion
a une solution non réelle. Dans le cas présent, c’est une équation quadratique en w, et il
nous suffit donc d’examiner son discriminant. Si il est positif pour tout nombre d’onde
k, les deux solutions en w sont toujours réelles, et il n’y a pas d’instabilité. Si il est
négatif pour certains k, les deux solutions sont non réelles et nous avons instabilité de
ces modes. Apres quelques simplifications il vient

A(K) = k] [ok?(p1 + p2) — [klp1pa(W1 — Wa)? — (07 — p3)g] -

Le signe de cette expression est donné par le signe du trinéme du second degré en |k|
qui est clairement positif pour |k| grand. Nous avons donc a déterminer si il a des
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racines réelles (dans ce cas I'une est certainement positive puisque la somme des racines
est positive). Pour décider si il existe ou non des racines réelles, il suffit de calculer le
discriminant de ce trinome qui est donné par

A = pips (Wi — Wa)* + 4o (p1 + p2)*(p1 — p2)g -
Nous pouvons maintenant conclure que si
p1+ p2
pP1pP2

la solution stationnaire laminaire a interface plane est stable. Sinon elle est instable
pour certains modes.
Au seuil d’instabilité nous obtenons un nombre d’onde critique

(W1 —Ws)? <2 9o (p2 — p1)

(p2 —p1)g
ag

ke ==+

et une pulsation critique
p1W1 + paWo
We = keg———— = .
p1+ p2

Pour le cas du vent soufflant sur une mer au repos, on obtient une vitesse critique
du vent égale a 23,4 km/h, une longueur d’onde critique (27/k.) de 1,71 cm, et une
vitesse critique des ondes (w./k.) de 0,82 cm/s. L’instabilité semble se produire pour
des vitesses du vent plus faibles, de nombreux effets ont été négligés dans notre calcul :
viscosité, turbulence de l'air, etc.

Dans le cas ou le fluide lourd se trouve au dessus du fluide léger (p; > p2) nous
obtenons toujours une instabilité, méme dans le cas ol les deux fluides sont au repos
(W = W5 = 0). Dans ce cas on parle de 'instabilité de Rayleigh-Taylor. La relation
de dispersion pour l'instabilité des fluides au repos devient

(p1+ p2)w® — |k|(ok? = (p1 — p2)g) = 0

et nous voyons que tous les modes tels que

| k| < (pl - p2)g
o

sont instables, autrement dit nous avons instabilité des grandes longueurs d’ondes. On
trouve dans le commerce un petit dispositif avec des liquides non miscibles colorés qui
exploite cet effet en relation avec la variation en température de la densité des liquides.

De nombreuses autres instabilités classiques sont décrites dans la littérature. Avec
des variantes spécifiques au probleme étudié, les calculs sont analogues aux calculs
précédents. Nous renvoyons a [Ch.], [L.] et [D.R.] pour les détails.



CHAPITRE III

ETUDE DES INSTABILITES.

Nous avons vu dans le chapitre précédent deux exemples d’instabilités de systemes
étendus que nous avons traité en utilisant la transformée de Fourier. Nous allons main-
tenant reprendre I’'étude des instabilités sous une forme générale afin de dégager des
idées un peu plus synthétiques.

§ IT1.1. Stabilité linéaire.

Pour cela nous allons commencer par un exemple simple : 1’équation de Swift-
Hohenberg

Opv = [n—(1+8§)2]v—113 (SH)

ol v(t, x) est une fonction réelle de la variable spatiale z € R, et du temps t € R™, et
7 est un parametre réel.

Il est immédiat de vérifier que la fonction vy = 0 est une solution stationnaire
de SH. Il se pose donc la question de la stabilité de cette solution. Si nous linéarisons
formellement I’équation autour de cette solution (c’est a dire que nous posons v = vg+u
et gardons seulement les termes linéaires en u) nous obtenons 'équation d’évolution
linéarisée pour les perturbations :

o= Lu = [n— (1+82)°| u. (IIL1)

Remarque III.1. Quand on reporte v = vy + u dans I’équation de départ, le terme
indépendant de u dans le développement en u disparait car vy est solution de ’équation.
Dans le cas particulier étudié ici ce fait est trivial car vy = 0.

Remarque IIIL.2. Ici I’équation de départ est invariante par translation et la solution
stationnaire étudié est homogene. L’équation linéarisée est une équation a coefficients
constants et nous pourrons a nouveau I’étudier en utilisant la transformation de Fourier.

Remarque III.3. Nous sommes partis d’'une équation réelle pour un champ réel.
L’opérateur L est donc un opérateur réel et son spectre sera symétrique par rapport a
I’axe réel.
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Remarque II1.4. Il faudrait bien siur préciser les espaces fonctionnels utilisés, les do-
maines d’opérateurs, fermetures etc.

Si nous prenons la transformée de Fourier, 1’équation d’évolution pour la trans-
formée de Fourier Fu de la perturbation s’écrit

Oy Fu(t,k) = wk)Fult, k) ot w(k)= [n— (1- k2)2} ,
ce qui s’'integre immédiatement en
Fu(t, k) = e*®t Fu (0, k)

et en principe par transformation de Fourier inverse il est possible d’obtenir la fonction
u(t,xz). Dans la pratique ce calcul est rarement possible et nous allons discuter le
probleme en utilisant au maximum les informations simples qui se lisent dans 1’espace
de Fourier pour obtenir des résultats dans I'espace direct sur la fonction u(x,t). Deux
cas se présentent naturellement.

Premier cas 7 < 0.

Dans ce cas w(k) < 0 pour tout k et nous avons donc Fu(t, k) qui tend vers zéro
quand ¢ tend vers l'infini. Autrement dit la perturbation relaxe vers zéro (au moins au
niveau linéaire). Cependant il s’agit 1a d’un résultat ponctuel pour la transformée de
Fourier. Que pouvons nous dire dans I’espace direct 7. Tout d’abord, si la donnée initiale
u(0, z) est de carré sommable, en utilisant 1’égalité de Parseval nous avons convergence
vers zéro de la norme L? de u(t,z) (cette convergence est méme exponentielle en ¢
puisque pour tout nombre d’onde k nous avons w(k) < n < 0) :

/ u(t, ) 2dz = / Fu(t, k)| 2dk = / Fu(0, k) Ze2 Mg < 2t / (0, ) [2dz

Grace aux propriétés spéciales de I’équation considérée, nous pouvons obtenir des résul-
tats plus intéressants. Partons a nouveau d’une donnée initiale u(0,z) telle que sa
transformée de Fourier Fu(0, k) soit de carré sommable. Dans ce cas la fonction u(t, x)
tend vers zéro quand t tend vers l'infini uniformément en x ainsi que toutes ses dérivées.
En effet nous avons

u(t,x) = %/eikme“(k)t]—"u(o, k)dk

™

ce qui implique par 'inégalité de Schwartz

1 w(k)t 1 20 (k) 12 2\
lu(t, z)| < 5. | ¢ | Fu(0, k)|dk < oy e dk | Fu(0, k)|“dk
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dont le résultat suit par estimation directe. La démonstration est similaire pour les
dérivées.

Les calculs sont rarement aussi explicites, et le probleme général de stabilité linéaire
se réduit a un probleme spectral que nous pouvons formuler ainsi :
Critere de stabilité linéaire : Une solution stationnaire est linéairement stable si le
générateur infinitésimal de I’évolution linéarisée autour de cette solution a un spectre
contenu dans le demi plan gauche ouvert.

Remarque II1.5. Ce critere doit bien sir étre formulé dans un espace fonctionnel
adéquat et il est tres important de se rappeler que le spectre d’'un opérateur dépend
de ’espace fonctionnel utilisé, c’est a dire physiquement du type de perturbations con-
sidérées. Il est intuitivement clair qu'un espace de perturbations trop petit aura ten-
dance a conduire a un résultat de stabilité et un espace de perturbations trop grand a
un résultat d’instabilité. Notons qu’ici par exemple le spectre de 'opérateur L est le
méme dans les espaces L? et L.

Au dela de la stabilité linéaire I’étude devient beaucoup plus délicate et est rarement
envisagée dans la littérature. Il faut distinguer deux niveaux de questions. On peut
d’abord se demander si il y a stabilité non linéaire locale. C’est a dire si dans un
espace fonctionnel un petit voisinage de la solution stationnaire stable est attiré par
celle-ci au cours du temps (bassin d’attraction non trivial de la solution stationnaire).
Notons que sous des hypotheses de régularité naturelles ceci est toujours vrai pour les
systemes dynamiques de dimension finie. La deuxiéme question plus ambitieuse est
de démontrer une stabilité globale dans 1’espace de phase. En utilisant des inégalités
d’énergie locale il est possible de démontrer ce résultat pour I'’équation SH avec n < 0.
Dans ce domaine on utilise en général une fonctionnelle de Lyapounoff (quand elle
existe). Un exemple typique d’application aux systémes dynamiques finis est fourni
par 'utilisation des méthodes d’énergie a la démonstration de la stabilité de la solution
stationnaire de I’équation de Navier Stokes a petit nombre de Reynolds en volume fini
(nous avons fait un calcul analogue au chapitre précédent).

Remarque III.6. Le méme genre de considérations pourrait étre développé pour définir
et étudier la stabilité autour de solutions plus complexes : stationnaires mais non spa-
tialement homogenes, périodiques dans le temps etc.

Deuxieme cas 7 > 0.

Reprenons 'exemple de ’équation SH. Si le parametre 7 est positif, les estimations
précédentes ne sont plus tres utiles car elles donnent une borne qui croit exponentielle-
ment vite avec le temps. Pour comprendre un peu mieux les phénomenes, il est commode
de considérer le graphe de la fonction w(k) pour différentes valeurs du parametre 7.
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o

1 T )
1 [o] 1

Fig. II1.1. Graphe de la fonction w(k) en fonction de k pour n = —.5, 0, .1.

Nous voyons immédiatement que pour n > 0 petit, ce sont seulement les nombres
d’onde voisins de k = +1 qui sont instables. Autrement dit dans ce régime et au niveau
linéaire, ce sont seulement les nombres d’onde £ ~ 41 qui peuvent croitre, pour les
autres, I'amplitude relaxe exponentiellement vite vers zéro comme dans le cas stable.
Bien sur nous allons devoir par la suite compléter cette image par la considération
des non linéarités. Mais pour le moment nous en tirons une premiere conséquence
fondamentale : I’instabilité sélectionne des nombres d’onde particuliers, ici k ~
+1. C’est I'explication de I'apparition de structures d’échelle spatiale bien définie (de
I'ordre de I'inverse de ces nombres d’onde sélectionnés, ici 1) dans un milieu parfaitement
homogene. Il est aussi naturel de penser que ce sont ces modes instables qui vont
dominer la dynamique comme dans le cas des bifurcations habituelles. Nous reviendrons
plus loin en détail sur ce point.

Pour le moment limitons nous a ’analyse linéaire. La théorie spectrale n’est plus
vraiment suffisante pour obtenir les détails sur le comportement de la solution et nous
allons a nouveau dans notre exemple utiliser la transformée de Fourier.

Pour simplifier la discussion, considérons une donnée initiale u(0, z) dont la trans-
formée de Fourier est C°° avec un support compact contenu dans Uintervalle [0, 2] (u
n’est pas réelle), et supposons que Fu(0,1) # 0. En utilisant la méthode du col? il vient
facilement pour n > 0 et uniformément en x sur tout compact

wlz — 1 eiwew(l)t w -1
(z,t) Narraar {Fu0.1)+ 001} .

1 D.Gottlieb, Steven A . Orszag. Numerical analysis of spectral methods : theory
and applications. Philadelphia, STAM, 1977.
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Pour tout z fixé nous avons donc croissance exponentielle de la solution. Dans tout do-
maine fini fixé nous voyons apparaitre la “structure” e**, mais cette structure n’apparait
pas ici avec une amplitude uniforme sur toute la droite, en effet puisque la fonction wu(t, -)
est de carré sommable elle doit tendre vers zéro a I'infini. Notons aussi que par un calcul
direct, si nous prenons comme donnée initiale u(0, z) = €**® nous obtenons

U(t, CL‘) — ew(k)teika: 7

autrement dit le taux de croissance pour une onde plane dépend du nombre d’onde. Pour
un paquet d’onde comme dans le cas précédent c’est le nombre d’onde correspondant
au taux de croissance maximal qui domine.

§ IT11.2. Instabilités absolues et convectives.

Pour systématiser un peu la discussion nous allons introduire des notations plus
générales. Supposons que nous étudions 1’évolution d’un champ vectoriel réel (z,t)
avec pour simplifier x € R. Nous allons aussi supposer que ’équation d’évolution est
invariante par translation spatiale et a la forme suivante :

8,7 = L(n, )7 + NL(7)

ou L est un opérateur différentiel linéaire (matriciel) dépendant d’un parametre 7, et
NL est une partie non linéaire (c’est a dire au moins quadratique).

Dans ce cas, la fonction ¥ = 0 est une solution stationnaire homogene de I’équation
d’évolution.

Par exemple, nous utiliserons plus loin ’exemple suivant o ¥ est un vecteur de
dimension deux : ¢ = (vy,vs) et '"équation s’écrit

o ()= (5 ) ()-(2 ) ()3 n°1><2;)<§§ﬂ>_2)-

Dans le chapitre précédent, nous avons vu un cas ou apres transformation de Fourier,
il restait pour chaque nombre d’onde un vecteur de dimension infinie.

L’équation d’évolution linéarisée pour les perturbations autour de la solution sta-
tionnaire homogene v = 0 s’écrit alors

Oyl = L(n, D) -

Comme 'opérateur £ commute aux translations nous pouvons le diagonaliser partielle-
ment en utilisant la transformation de Fourier. Il vient alors

O, Fii = L(n,ik)Fi .
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Pour chaque nombre d’onde k il reste & déterminer le spectre de la matrice L£(n, ik) qui
dépendra en général de i) et de k. Nous obtenons des valeurs propres A1(n, k), -+, A (n, k).
En faisant varier £ dans R ces valeurs propres donnent des courbes dans le plan com-
plexe dont 'union est le spectre de £ (en fait dans I'espace L?). Notons que de la réalité
de Popérateur L il suit que le spectre de L£(n,ik) est le complexe conjugué du spectre
de L(n, —ik). Finalement ce spectre dépend du parametre 7, et si il est entierement
contenu dans l'intérieur du demi plan gauche nous dirons que la solution homogene
v = 0 est linéairement stable. Notons que si I'opérateur £ dépend continuement de 7,
son spectre a la méme propriété.

Nous allons supposer maintenant que la solution triviale ¥ = 0 est stable pour
n suffisamment négatif. Le cas intéressant est ’apparition d’une instabilité pour une
premiere valeur critique 7. du parametre, autrement dit la plus petite valeur critique
telle que le spectre atteint 'axe imaginaire pur. Ou plus pratiquement qu’il existe un
nombre d’onde k. (voire plusieurs) et une valeur propre A;(n., k.) (voire plusieurs) de
partie réelle nulle.

Dans 'exemple II1.2 les deux valeurs propres sont données par

Ae(n,k) =n— (K F1)* +ik”

et nous déduisons immédiatement 7. = 0 et k¥ = +1. De plus A1 (0, £1) = +i.

Plagons nous a la valeur critique du parametre 7. et notons o(k) une branche
correspondant a une valeur propre critique, c’est a dire qu’il existe un nombre d’onde
k. tel que Ro(k.) = 0.

Remarque IIL.7. T est aussi une branche critique (pour —k.).

Remarque II1.8. dyRo(k.) = 0 sinon 7). ne serait pas la valeur du parametre corre-
spondant a la premiere instabilité.

Nous allons maintenant faire les hypotheses de non dégénérescence suivantes (cf les
hypotheses génériques de la théorie des bifurcations).

Hypotheses sur ’instabilité linéaire.

Hi) Il existe un seul nombre d’onde k. tel que RA;(ne, k) = 0.
Hii) 02R\; (e, ko) < 0.
Hiii) 9,R\; (e, ke) > 0.

Notons que Hiii) exprime le fait que par variation du parametre le spectre croise effec-
tivement 'axe imaginaire pur. Hii) est relié au fait que 7. est le plus petit 1 tel que le
spectre rencontre ’axe imaginaire pur.
Définition II1.1

e Si 0kSSAj(ne, k) = 0 I'instabilité est dite absolue.

o Si 0,\j(7e, ke) # 0 I'instabilité est dite convective.
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Pour une discussion détaillée de ces concepts le lecteur pourra se référer a I’article
de revue de P.Huerre et P.Monkewitz!

Si nous reprenons Iexemple I11.2 nous avons o (k) = —(k® — 1) + k3, 07Ro (1) =
—18 et finalement 030 (1) = 3i. L’instabilité est donc convective. L’instabilité de
Poiseuille discutée au chapitre II est de méme une instabilité convective.

La différence principale entre instabilités absolues et convectives est 1’existence pour
ces dernieres d’une vitesse intrinseque de propagation de l'instabilité (vitesse donnée
précisément par —idio(k.)). Une instabilité absolue se développe dans un référentiel
fixe, c’est a dire qu’elle est visible pour un observateur quelconque au repos. Par contre
une instabilité convective se développe en se propageant. Un observateur fixe peut donc
observer une instabilité qui se développe et qui ensuite s’atténue. En fait si 'on imagine
une perturbation initialement locale, elle va croitre en amplitude et en taille du support
tout en se propageant. Si la vitesse de croissance de la taille du support est inférieure
a la vitesse de propagation de I'instabilité (ce qui est le cas pres du seuil), on observera
dans un référentiel fixe cet effet de passage d’une instabilité qui ensuite s’atténue.

Pour quantifier un peu ces idées nous allons & nouveau faire une analyse de Fourier
en nous placant a une valeur n du parametre légerement supérieure a la valeur critique
ne (bien sur ce calcul ne sera qu’indicatif puisque si une instabilité se développe il
faudra tenir compte des termes non linéaires ce qui sera fait au chapitre suivant). Pour
simplifier nous allons seulement considérer la composante sur la valeur propre instable
A(n, k). Partant d’une fonction u(0,x) réguliere et a support compact, nous voulons
analyser la fonction

u(t,r) = %/e/\("’k)teim}"u(o, k)dk .

™

Si nous nous placons dans un référentiel qui se déplace a vitesse ¢, cette fonction devient

1 .
u(t, o —ct) = Dy /eA("’k)te’k(w_Ct)}"u(O, k)dk ,

™

et si nous nous placons a l'origine de ce référentiel

1 .
u(t, —ct) = 2—/6’\("’k)te_’k0t.7:u(0, k)dk .

™

Nous allons a nouveau utiliser la méthode du col pour discuter le comportement a
grand temps de cette fonction. Pour cela commencons par développer A autour du
point (7, kc). 11 vient

A, k) = A(n—ne)—B(k—ke)*+i{C+D(k—k.)+FE(n—n.) } +termes d’ordres superieurs

1 P.Huerre, P.Monkewitz. Local and global instabilities in spatially developing flows.
Annu. Rev. Fluid Mech. 22, 473-537 (1990).
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ou les coefficients A, B, C, D, E sont réels. Nous allons négliger dans ce qui suit les
termes d’ordres supérieurs. Dans un calcul plus rigoureux il faudrait remplacer A par
sa forme normale au moyen d’un difféomorphisme adéquat de I'espace (7, k), nous ren-
voyons pour cela a la théorie des catastrophes qui étudie ce probleme en détails'!. Nous
avons aussi omis un certain nombre de termes qui sont nuls par définition de 7. et k..
La partie exponentielle de I'intégrale est donc égale a e?(MF)* avec

¢(n. k) = A —nc) — Bk — ke)* +i{C + D(k — ke) + E(n — ne)} + ike
= A(ﬂ—ﬂc) +i(D_c)(k_kc) _B(k_ kc)2+Z7

ou la constante complexe
Z = Z(E(U - nc) +C — Ckc)

ne dépend pas de k. Le terme correspondant de I’exponentielle va donc se factoriser en
dehors de I'intégrale. Nous devons donc maintenant calculer I’asymptotique de

L[ etaD—o)k=ke)=Bl—k)) £ 0, 1)l

2

Pour cela nous pouvons appliquer la méthode du col. Le col est maintenant complexe

et donné par
D—-c

2B
Mis a part des préfacteurs sous exponentiels, nous avons donc finalement

k—Fk.=1

La premiere exponentielle est une phase, par contre la seconde est une exponentielle
réelle qui va nous renseigner sur la croissance de l'instabilité. Par les hypotheses Hii)
et Hiii) nous avons A > 0 et B > 0. Nous concluons donc qu’il n’y a instabilité
exponentielle que si la vitesse ¢ du référentiel mobile satisfait

D — 4AB(77_770)§C§D+\/4AB(77_77C)'

Autrement dit, pour 1 — 7. petit il y a seulement une petite bande de vitesses (largeur
O(yv/n —ne)) centrée autour de D = 9\ (7e, k) pour laquelle nous avons une insta-
bilité. Un calcul plus détaillé permet de déterminer les préfacteurs et la dépendance
spatiale. Nous renvoyons a ’article de Huerre et Monkewitz cité précédemment pour
plus de détails.

1 V.Arnold, A.Varchenko, S. Goussein-Zade. Singularités des applications différentia-
bles. Mir, Moscou 1986.



CHAPITRE IV

SOLUTIONS STATIONNAIRES BIFURQUEES.

Dans le chapitre précédent nous avons étudié différents types d’instabilités, nous
aimerions maintenant décrire la dynamique au dela de ces instabilités. Comme nous
I’avons déja mentionné, le probleme nouveau est que le spectre de 'opérateur linéarisé
est continu. Nous ne pouvons donc pas a priori utiliser la théorie habituelle des bifurca-
tions qui s’appuie sur un spectre discret (au moins pour la partie du spectre qui devient
instable). Nous allons développer dans les chapitres suivants un certain nombre de
conséquences de la présence de ce spectre continu. Dans ce chapitre nous allons cepen-
dant voir qu’il est encore possible d’utiliser la théorie des bifurcations habituelles mais
pour traiter des question moins globales (qui n’en restent pas moins intéressantes). Pour
retrouver un spectre discret, I’idée va étre de chercher des solutions qui en quelque sorte
compactifient 'espace. Le candidat naturel est la recherche de solutions spatialement
périodiques. Si nous fixons la période, nous sommes ramenés a un probléeme sur un tore
qui est une variété compacte et nous pouvons espérer retrouver un spectre discret. Une
fois trouvé ces solutions périodiques, nous les considérerons comme solution du systeme
infini et nous pourrons alors poser les questions habituelles de stabilité (linéaire ou non,
locale ou globale).

§ IV.1. Solutions spatialement périodiques

Nous allons a nouveau illustrer les idées et les méthodes sur un cas simple et
explicite : I’équation de Swift et Hohenberg S.H. Rappelons qu’elle s’ecrit :

Oyu=nu — (1 + (9923)211 —u?

ol le champ u(t,z) est réel,  est un parametre réel, x € R et t € RT. Nous avons vu
au chapitre précédent que pour n < 0 la solution stationnaire u = 0 est stable. Nous
allons maintenant nous intéresser aux valeurs n > 0 petit, et chercher des solutions
stationnaires, spatialement périodiques de période 27 /. Notons que I’équation pour
les solutions stationnaires est une équation différentielle non linéaire du quatrieme ordre,
mais nous n’allons pas utiliser directement ce fait.

Plus précisément nous allons chercher des solutions stationnaires dans I’espace

ct ([0,27/al)

p,p,T
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que nous noteronts H,. C’est I'espace des fonctions périodiques réelles paires de période
27/ et dont les dérivées jusqu’au degré 4 sont de carré sommable (sur une période).
Nous avons fixé la parité de la fonction pour éviter I'invariance par translation. En effet
comme I’équation S.H. est homogene, si nous avons une solution stationnaire, n’importe
quelle translatée est aussi une solution stationnaire. Cette translation introduit une
valeur propre zéro dans les spectres et il est plus commode de I’éliminer dans un premier
temps en brisant 'invariance par translation (il faut naturellement étre un peu prudent
a ce sujet et utiliser une brisure de la translation pour laquelle il existe encore des
solutions). Nous voulons donc étudier dans 'espace H, "équation

nu — (1+6923)2u—u3 =0. (IV.1)

Pour toute valeur de 7 nous avons la solution u = 0, et nous pouvons linéariser le premier
membre de cette équation autour de cette solution. Nous obtenons un opérateur L,
donné par

Longv=mnv—(1+ 85)21) . (IV.2)

Le spectre de cet opérateur dans H,, est facile a calculer et utilisant les séries de Fourier.
Ce spectre est discret : nous avons compactifié I’espace. C’est I’ensemble

{n—(l—n2a2)2, nGN} ,

et les vecteurs propres sont les fonctions cos(nazx).
Si « est proche de 1 (le nombre d’onde critique du chapitre précédent), la valeur
propre maximale vaut

2
n— (1 — a2)
et nous pouvons espérer voir une bifurcation pour
2
n= (1 — 042)

qui est la plus petite valeur de 7 pour laquelle une valeur propre (simple) de L, , passe
dans le demi plan droit. Ce passage correspond a une valeur propre 0. Il va étre
maintenant un peu plus commode de changer le parametre n pour le parametre ¢ selon

n:C+(1—a2)2

Nous avons maintenant une valeur propre 0 pour ¢ = 0. Il va étre aussi commode de
réarranger un peu ’équation pour pouvoir appliquer plus facilement un théoreme de
bifurcation. Notons que 'opérateur

1+ (1+02)°
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est inversible dans H,. Il est facile de vérifier que 1I’équation IV.1 est équivalente a
I'équation F(¢,u) =0 ou

F(¢u)=u—[1+ (1+a§)2}_1{(<+ 1+ (1-0?)") - u?} . (IV.3)

Nous n’avons pas noté explicitement la dépendance en a car dans tous ces calculs ce
parametre est fixe.
Rappelons maintenant le théoréme de bifurcation d’une valeur propre simple?.

Théoreme IV.1. Soient X et Y deux espaces de Banach réels, et V un voisinage de
0 dans X. Soit a un nombre positif et F une application de (—a,a) X V dans Y qui
satisfait les quatre conditions suivantes (ou (s,u) désigne les points de (—a,a) x V).

i) F(¢,0) =0 pour tout ¢ € (—a,a).

ii) O¢cF, D, F et 0D, F existent et sont continues.

iii) Ker(D,F(0,0)) et Y/Range(D,F(0,0)) sont de dimension 1.

iv) Si Ker(D,F(0,0)) = R v, alors 0:D, F(0,0)vy ¢ Range(D,F(0,0)).

Alors si Z est un supplémentaire de Ker(D, F(0,0)) dans X, il existe un voisinage U
de (0,0) dans R x X, il existe un intervalle (—b,b) C (—a,a) et deux fonctions continues
¢ : (=b,b) >R, ety : (=b,b) — Z telles que

1) ¢(0) =0 et ¢(0) = 0.

2) F7H0)NU = {(¢(7), Tvo + T9(7)) 5 7 € (—=b,b) } U {(¢,0); (¢,0) € U}.
De plus si F' est réguliére et DI F(0,0)(vo, ---,v0) = 0 pour 1 < j < n, alors ¢ (0) = 0
et () (0) = 0 pour 0 <1 <n —1 et nous avons

1
1 DME(0,0)(vo, - - -5 v0) + DuF(0,0)5™(0) + ¢™(0): D, F(0,0)v = 0 .
n

Nous renvoyons 3 I'article original de Crandall et Rabinowitz! pour la démonstra-
tion. Nous allons maintenant appliquer ce théoreme dans notre situation.

Nous prenons bien sir X =Y = H,, et pour F la fonction donnée dans ’équation
IV.3. Les conditions i) et ii) du théoreme se vérifient simplement (noter que les fonctions
de H,, sont bornées et continues). Pour la condition iii) nous avons

DyF(0,0)0 =v — [1+ (1+82)% " (14 (1-a®)?)0.

1 M.Crandall, P.Rabinowitz. Bifurcation from simple eigenvalues. J. Funct. Anal.
8, 321-340 (1971).
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Cet opérateur est compact, auto-adjoint et son spectre est I’ensemble des nombres

1+ (1—a?)?
1-— ( ( ) ) ineN .
(1 +(1- n2a2)2)
Les valeurs propres sont simples, et les vecteurs propres correspondants sont les fonctions
cos(nax). Nous avons donc une valeur propre zéro simple de vecteur propre cos(ax).

En utilisant la décomposition en séries de Fourier, il est facile de vérifier la condition
iii).

Finalement nous avons
9cD,F(0,0)=—[1+ (14+82)% ",

ce qui implique pour vy = cos(ax), puisque l'opérateur D, F'(0,0) est auto-adjoint et

compact,
Vo

8cDuF(0,0)’UO = — (1 i (1 — a2)2)

¢ Range(D,F(0,0)),

et la condition iv) est vérifiée.

Si nous prenons pour Z le sous espace Range(D,F(0,0)) qui est bien un supplémentaire
de Ker(D,F(0,0)) (puisque 'opérateur D, F'(0,0) est auto-adjoint), nous déduisons du
théoreme I’existence d’une solution de I’équation IV.1

Tcos(ax) + T(T, x)

ou le second terme est petit par rapport au premier et ou le parametre 7 est lié a ( par
la relation

¢=¢(1).

Pour en savoir un peu plus sur les fonctions ¢ et ¢ nous pouvons essayer d’appliquer la
deuxieme partie du théoreme. Il vient facilement

D2F(0,0)(v,v) =0

et
cos(ax)

1+ (1-a2)”

Nous concluons donc que ¢'(0) = 0 et 1/'(0) = 0. Finalement nous avons aussi la relation

D3 F(0,0,)(vo, vo, vo)(x) =

3 cos(3ax)
2

9
_|__
1+ (1-9a2)* 2

cos(3ax) cos(ax) cos(ax)

1
2 14 (1-902)

S + DuF(0,0)"(0) — (0 =0,

3
2214 (1-a?) 1+ (1-a2)
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Projetant cette relation sur vg et sur le sous espace orthogonal nous obtenons ¢"(0) et
¥"(0). Finalement par intégration il vient

372

Br) =2 +o(r),

et

72 cos(3ax)

~ 6402 1 — 5a2

(1) +o(r%) .
Remarque IV.1. Par une méthode analogue nous pourrions déterminer récursivement
les dérivées d’ordre supérieur de 1) et ¢ a 'origine. En particulier les modes de Fourier
qui interviennent croissent avec l'ordre de dérivation (voir [C.E.]).

Si nous revenons a nos parametres initiaux (a et ), nous avons en fait deux solu-
tions a cause du carré dans le plus bas ordre non nul de ¢.

Théoréme IV.2. Pour tout nombre réel « il existe un nombre c¢(c) > 0 tel que si
c(a) > n— (1 —a?? > 0, il existe deux solutions stationnaires de S.H. périodique de
période 27/« et de la forme

n — (1 —a?)2cos(azx) + o(n — (1 — a?)?). (IV.4)

Remarque IV.2. Rappelons que nous avons en fait une famille a deux parametres de
solutions puisque nous devons aussi ajouter les translations d’espace.

Remarque IV.3. Pour un « fixé, la valeur critique ou apparait la solution stationnaire
ci-dessus est donnée par
n=(1-a%?.

La premiere solution qui apparait est donc celle pour @ = +1, qui correspond aux
nombres d’onde critiques que nous avons trouvés au chapitre précédent. Ce fait est
aussi évident si nous considérons 1’évolution de la relation de dispersion (fonction w voir
figure II1.1) en fonction de 7. Le théoreme précédent s’applique pour toutes les valeurs
de a. Cependant pour les valeurs de o notablement différentes de +1 nous obtiendrons
une bifurcation pour des valeurs de 7 notablement supérieures a zéro. Comme nous
verrons plus loin cette zone de parametres correspond probablement a du chaos spatio-
temporel fortement développé ou les solutions stationnaires ne sont plus d’un intérét
majeur.
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Remarque IV.4. Pour « fixé, nous pouvons résumer le résultat de bifurcation dans le
diagramme de bifurcation suivant.

14

s

Fig. IV.1. Diagramme de bifurcation de S.H. pour « fixé :
coefficient de cos(ar) en fonction de n — (1 — o?)2.

Remarque IV.5. Nous pouvons aussi réécrire notre probleme de solution stationnaire
de 'équation IV.1 comme un champ de vecteur de dimension 4. Si nous posons u; = u,
ug = u', uz = u” et uy = v, nous pouvons réécrire I’équation IV.1 sous la forme

U1 U2
d U9 . us
dr | us Uy
4
Uy (n — Duy — 2uz — uj

Le point (0,0,0,0) est un point fixe et nous avons montré I'existence d’une bifurcation
de Hopf dégénérée en n = 0 qui crée une famille a un parametre de cycles invariants.

Remarque IV.6. Il pourrait exister d’autres solutions stationnaires périodiques diffé-
rentes des solutions précédentes. En faisant quelques hypotheses supplémentaires sur
les solutions on pourrait montrer 'unicité locale des solutions de la forme IV.4. 1l existe
aussi probablement des solutions presque périodiques (nous reviendrons sur ce point au
chapitre V).
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§ IV.2. Stabilité des solutions spatialement périodiques.

Une question naturelle qui se pose maintenant est celle de la stabilité des solu-
tions que nous venons de trouver. Le Théoreme de bifurcation pourrait nous apprendre
quelque chose sur la stabilité dans 1’espace H,, mais ce n’est pas ce qui nous intéresse
principalement. Nous voulons poser la question de la stabilité d’une solution de période
27 /o par rapport & des perturbations quelconques (en quelque sorte de période quel-
conque ou méme pas périodiques).

Nous allons noter par ug une solution stationnaire périodique (nous ne mention-
nerons pas explicitement la dépendance dans la période a qui restera fixée). Si nous
voulons étudier la stabilité linéaire de 1y, nous reportons dans S.H. une fonction de la
forme u = ug + w en supposant la perturbation w petite, et nous écrivons 1’équation
d’évolution linéarisée pour w. Il vient

Ohw = Ly qw ,

avec

Lyaw = [77 —(1+ 85)210 — 3ug] w . (IV.5)

L’opérateur L, , est un opérateur différentiel a coefficients périodiques (de période
27 /a) dont nous allons chercher le spectre dans l’espace de toutes les perturbations
(et pas seulement des perturbations périodiques).

Remarque IV.7. Si ug est solution stationnaire de S.H., il est immédiat que pour tout
réel s la fonction
us(x) = ug(z + )

est aussi solution stationnaire :
nus — (1 + 6923)2115 —ul=0.
En dérivant cette identité par rapport a s puis en posant s = 0 il vient
nug — (1+ 85)2% — 3udupy = 0.

Autrement dit £, uy; = 0. Nous avons donc un vecteur propre de valeur propre zéro,
ce qui implique que le spectre de L, , ne sera pas contenu dans I'intérieur du demi plan
gauche (a moins de prendre un espace de perturbations trop petit et qui ne contiendrait
pas ug). Ce fait est treés general : si une équation d’évolution invariante par
translation posseéde une solution stationnaire non constante, la dérivée de
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cette fonction est un vecteur propre de valeur propre zéro pour 'opérateur
d’évolution linéarisé autour de la solution stationnaire.

Nous avons donc a trouver le spectre d’un opérateur a coefficients périodiques
et nous allons travailler dans l’espace L? (pour ne pas trop compliquer I'analyse).
Nous pouvons alors utiliser la méthode de Bloch. Pour k € [0, @[, nous définissons
un opérateur L, o j par

£n,a,kf($) — e_ikwﬁn,a (ezkf) (g;') = [’I] — (1 + 3323 + 21k0, — k2)2 — 3ug(a:)} f(a:) .

Si nous notons par og(A) le spectre d'un opérateur A dans un espace B nous avons le
théoreme suivant.

Théoréme IV.3.

<72
ou L27r /a
renvoyons par exemple au livre de Reed et Simon! pour la démonstration.

L’application de ce théoreme conduit au résultat suivant.

désigne ’espace des fonctions de carré sommable et de période 27 /a. Nous

Théoréme IV.4. Il existe un nombre ny > 0, une fonction g(8) = 6/24 + O(56?) tels
que sin €]0,no] et
(1-a®)?<g(n),

alors les solutions du théoréme IV.2 sont linéairement marginalement stables. Si

n>(1-a?)?>g(n)
les solutions sont linéairement instables.

Par marginalement stable nous voulons indiquer explicitement que le spectre de
I'opérateur est contenu dans le demi plan gauche mais qu’il touche I’axe imaginaire pur
(ici a Porigine).

La démonstration de ce résultat est assez longue. On la trouvera dans [C.E.]. Je
vais seulement indiquer ici les principaux points. Pour calculer oLz (Ly,a,k) on peut

commencer par scinder cet opérateur en deux morceaux. Tout d’abord un opérateur a
coefficients constants

L0 wn=n— (1+8%+2ikd, — k?)”

1 M.Reed, B.Simon. Methods of Modern Mathematical Physics. Vol. IV Academic
press, New York London 1978.
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et un opérateur a coefficients variables qui est simplement la multiplication par 3u2. Le
spectre de Eg o st facile & déterminer en utilisant les séries de Fourier :

2
oz (L90s) ={n— (1= (+na)?)’;nez} .
Donc si k+mna % £1 nous avons des valeurs propres négatives de module au moins O(1)
et nous pouvons appliquer la théorie de perturbation pour controler le spectre si uq est
petit. En particulier, pour a proche de 1, k + na ne peut étre de 'ordre de +1 que si
n==xletk~0(ilyaaussin=0et k~1 mais par périodicité ceci se rameéne au cas

précédent). Dans tous les autres cas, o2 , (ﬁg o k) est contenu dans l'intérieur du
27/ [t

demi plan gauche. Pour k£ ~ 0 et n # 4+1 nous pouvons a nouveau appliquer la théorie
des perturbations et conclure que les valeurs propres correspondantes ne s’approchent
pas de 'axe imaginaire pur. Il reste finalement n = +1 et £ ~ 0. L’idée est alors de
faire une théorie de perturbation dans les deux parametres petits k et n — (1 — o?)%.
Notons que le spectre de l'opérateur L;_42)2 o0 est explicitement connu puisque c¢’est
un opérateur a coefficients constants. Ce spectre contient en particulier la valeur propre
zéro. Nous renvoyons a [C.E.| pour la suite de la démonstration.

Nous reviendrons plus loin dans le cadre des équations d’amplitude sur ce phénomene
d’existence d’'une bande de nombres d’ondes de solutions marginalement stables connu
sous le nom d’instabilité d’Eckhaus. En particulier, pour n > 0 fixé petit, il existe
un intervalle de périodes a autour de £1 tel que la solution stationnaire périodique de
période a est marginalement stable.



CHAPITRE V

DEVELOPPEMENT MULTI-ECHELLE

De nombreuses instabilités apparaissent avec un k. non nul. Il y a dans ce cas deux
échelles dans le systeme. La premiere est une échelle ”"d’ordre unité”, elle correspond a
1/k.. C’est ’échelle des structures. Une deuxiéme échelle beaucoup plus grande est liée
a la modulation spatiale de ces structures. Dans le cas de I’équation (S.H.) nous avons
vu que la relation de dispersion linéaire est donnée par

w(k) =n—(1-k)2.
Rappelons le graphe de cette fonction pour différentes valeurs de 7 :

1

o

1 T )
1 [o] 1

Fig. V.1. Graphe de la fonction w(k) en fonction de k pour n = —.5, 0, .1.

Sin > 0 est petit nous avons une deuxieme échelle qui correspond a la largeur
de la bande des nombres d’onde instables. Dans cet exemple |k.| = 1, 'échelle des
structures est donc d’ordre unité et I’échelle des modulations de I'ordre de 1/,/7. Nous
avons donc pour 7 petit une grande différence entre les deux échelles du probleme. C’est
une situation que ’on rencontre dans un certain nombre de problemes intéressants et
pour laquelle a été développé une méthode de calcul dite multi-echelle. L’idée de base
est que si le systeme est observé a la grande échelle, la petite échelle doit donner des
oscillations si rapides qu’elles doivent en un certain sens se moyenner. Autrement dit
nous allons chercher une équation effective pour 1’évolution a grande échelle.
Pour introduire la méthode nous allons étudier tout d’abord I'un des exemple de base :
I’homogénisation.
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§ V.1. Homogénisation d’une diffusion a coefficient périodique.

Considérons le probleme de diffusion de la chaleur dans un milieu unidimensionnel
dont la constante de diffusion varie périodiquement rapidement. L’équation de la chaleur
s’écrit

O,T = 9,(D(e, 2),T) | (V.1)

ol le coefficient de diffusion est donné par
D(e,z) = a(zx/e)

et a est une fonction périodique (fixons la période a 1) bornée, continue, strictement
positive, et € est un paramtre que nous allons supposer petit pour le moment. Dans
ces conditions le semi-groupe associé a I’équation V.1 est bien défini. Il est en général
impossible de résoudre explicitement ce probleme. Cependant nous voyons clairement
deux échelles. Une premiére échelle petite € et une deuxieme échelle d’ordre unité (en
fait de l'ordre de la racine de la taille de a).

La méthode multi-échelle consiste a écrire une hypothese formelle pour la forme de
la solution et de vérifier que cette hypothese fonctionne. Il reste ensuite a démontrer
rigoureusement que la solution est bien de cette forme ce qui peut étre plus délicat.
Comme tous les "ansatz” un peu generaux il s’applique dans la plupart des cas, mais
parfois il faut utiliser des formes plus subtiles. Nous n’entrerons pas ici dans ces com-
plications.

L’hypothese multi-échelle consiste a chercher la solution sous forme d’une série dans
le petit parametre e (le rapport des échelles) :

T="Ty+eT)+eTo+--- .

La deuxieme partie de I’hypothese consiste a imposer une forme fonctionnelle aux fonc-
tions 7). Dans le cas de la diffusion en milieu périodique nous allons essayer

T; =Tj(x/e, x,t) ,

avec une dépendance périodique (de période 1) dans la premiere variable. Autrement dit
nous allons chercher des fonctions de trois variables T)j(x1, x2,t), périodiques de période
1 en z; et telles que leurs restrictions & x; = x/e et x5 = x fournissent les bonnes
approximations d’une solution. D’un point de vue purement mathématique cette hy-
pothese peut paraitre assez bizarre. Par contre physiquement elle est beaucoup mieux
justifiée : chaque terme se comporte comme une modulation lente d’une partie rapi-
dement variable. Comme nous 'avons dit plus haut, I'intérét de I’ansatz multi-échelle
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réside surtout dans son succes et dans son aspect systématique. Voyons cela de plus
pres sur notre exemple. Nous reportons simplement I’ansatz dans 1’équation et résolvons
ordre par ordre en e. Il est commode de remarquer que nous avons formellement

Oy = 6_181 + 0.
L’équation de diffusion se réécrit donc
8tT = (6_161 + 82) (a(ml)(e_lal + 82)T(.TJ1, o, t)) .

Dans la suite nous allons considérer cette équation et en particulier supposer que les
variables x1 et x5 sont indépendantes. Remplacons 7" par son développement T+ €T +
€2Ty + - - - et isolons les différentes puissances de e.
Ordre 2.

81 (a(flil)alTo) =0.

Ce qui implique puisque les variables x1 et x5 sont indépendantes
a(:z:l)alTo = b(:l?g)

ou b(z2) est une fonction pour le moment inconnue. Pour la déterminer observons que
puisque par hypothése a ne s’annule pas

Ty =

Puisque nous avons supposé que Ty est périodique en x1, si nous moyennons sur une
période le membre de gauche s’annule. Mais puisque la moyenne de 1/a n’est pas nulle
nous déduisons b = 0, et finalement 0,7y = 0.

Ordre ¢ L.

82 (a(xl)alTo) + 81 (a(:z:l)(alTl + 82T0)) =0.

Le premier terme est nul par le résultat a ’ordre precedent. Nous avons donc

01Ty + 02T =

ol g est & nouveau une fonction inconnue. En prenant la moyenne sur une période (que
nous noterons < >) il vient maintenant

1
02Ty = g(x2) < p >,
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c’est a dire
02Th

1
<2>

9(352) =

b

et finalement 9T
Ty + 0Ty = —22
0(331)( 141 2 0) <1

a

Ordre €°.

6tT0 = 62 [a(ml)(alTl + 62T0)} + 61 [a(ml)(asz + 62T1)] .

En prenant la moyenne sur une période et en utilisant le résultat de I'ordre précédent
il vient

1 2

atT() = f82 T() .
<= >

a
Autrement dit nous avons trouvé a grande échelle une équation de diffusion avec un
coefficient de diffusion effectif qui est I'inverse de la moyenne de I'inverse du coefficient
de diffusion.

Remarque V.1. Nous avons imposé des le début que la dépendance en 1 devait étre
périodique avec la méme période que a. Ceci nous a permis d’éliminer les termes dits
séculaires qui apparaissent comme ”constantes” d’intégration. En fait nous pouvons
aussi voir cela comme des conditions d’intégrabilité analogues a ’alternative de Fred-
holm. L’idée est que pour résoudre une équation linéaire, le second membre doit étre
orthogonal au noyau de 'adjoint de 'opérateur linéaire.

Remarque V.2. Le résultat établi plus haut est en fait géneral pour toutes les valeurs
de € > 0. Par exemple si nous considérons une diffusion de coefficient D(z) > 0 continu,
périodique et borné supérieurement, alors asymptotiquement le systéeme se comporte
comme si la diffusion était constante et égale a 'inverse de la moyenne de l'inverse de
D. Ce résultat est aussi vrai pour des coefficients D presque périodiques. La méthode
de renormalisation que nous verrons plus loin fournit une démonstration assez naturelle
de ce fait. Pour plus de détails sur des démonstrations plus classiques voir par exemple
l'article de Zhivkov?.

1 V.V.Zhivkov. Asymptotic behavior and stabilization of solutions of a second order
parabolic equation with lower order terms. Trans. Moscow Math. Soc. 46, 69-99
(1984).
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§ V.2. Développement multi-échelle de 1’équation S.H.

Nous allons maintenant appliquer la méthode multi-echelle a notre probleme non
linéaire et prendre pour cela I’exemple de I'équation S.H. Ceci va nous conduire a une
équation pour la Modulation Grande Echelle des Structures. Si nous reprenons
I’équation S.H. :

Opu = nu — (1 + 0%)%u — u®

et sa relation de dispersion autour de la solution nulle :
w(k) =n—(1-k)?,

nous pouvons déja faire un bilan des échelles. Pour cela, considérons la figure V.1. Sin
est positif et petit, nous pouvons poser 1 = €2 et nous avons alors deux échelles en z :
O(1) qui correspond & I'échelle spatiale des instabilités et O(e~1) qui correspond a la
largeur de la bande instable de nombres d’ondes. Par homogénéité de ’équation nous
en déduisons une échelle =2 pour le temps et une échelle € pour w.

Remarque V.3. La détermination des différentes échelles du probleme est un pas
important et en général guidé par des considérations simples. Un choix inapproprié des
échelles conduit rapidement a un résultat trivial ou a une incohérence dans le calcul
multi-échelle. Le choix du parametre € au lieu de n fait disparaitre des racines carrées.
Il pourrait aussi se justifier par une analogie avec la théorie des bifurcations (voir plus
loin). Signalons de plus qu’il faut en général équilibrer les tailles des différents termes
de I’équation, c’est pourquoi nous avons pris une échelle € pour le champ u. Un autre
choix d’échelle conduit a une équation linéaire ou a une équation sans dérivées spatiales.

Le calcul est maintenant tout a fait similaire au calcul precedent. Nous allons
chercher u sous la forme

u(t,z) = eB(e’t, x, ex)

en prenant B sous la forme d’'une série en ¢, B = By + ¢B; + ---. Comme pour
I’homogénisation nous allons considérer les fonctions B; comme dépendant de trois
variables indépendantes x1, z2, x3 qu’il faudra ensuite remplacer respectivement par
€’t, x et ex. Nous allons donc poser dans 1’équation

8t = 6281 et 833 = 82 + 683 .
Il vient facilement apres simplification par €

201B = 2B — (1+03)?>B —4e(1402)0203B — €2[40203 +2(1 +0303)|B — B>+ O(€%) .
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Il faut maintenant remplacer B par son développement en série de € et résoudre ordre
par ordre en e.
Ordre €°.
11 vient
(1+03)*By =0,

dont la solution générale réelle est donnée par
Bo(flil, 9, !133) = Do(l’l, $3)€im2$2 -+ C()(.I'l, $3)€im2 + c.c.

ou Cy et Dy sont des fonctions complexes pour le moment inconnues. Nous allons
chercher des solutions bornées et nous allons donc poser Dy = 0 (élimination du terme
séculier), soit finalement

Bo(z1, 29, 23) = Co(z1, 3)e™? + c.c.

Remarque V.4. Nous voyons réapparaitre ici un phénomene bien connu dans la théorie
ordinaire des bifurcations : les nouvelles solutions ”bifurquent” dans la direction qui
devient instable. L’objet intéressant est 'amplitude de la solution dans cette direction
(voir la théorie des variétés centrales et des formes normales). De méme il est bien connu
que le bon parametre est la taille de cette amplitude, ce qui peut justifier a posteriori
notre choix de € pour 1’échelle de wu.

Ordre €.

I1 vient
—(1+03)2B; — 2(1 4 03)020sBy = 0 .

Le résultat a I’ordre zéro implique que le second terme est nul, et nous obtenons comme
ci-dessus
1T 1T
By (z1,z9,x3) = D1(x1,23)e"™? 29 + C1 (21, x3)e"™ + c.c.

dont nous éliminons le terme séculier pour obtenir
B1 (!131, 9, !133) = Cl(.l'l, !133)6”32 + c.c. .

La fonction C' reste pour l'instant inconnue.
Ordre €.
11 vient

018y = — (14 02)2 By — 4(1 + 03)020sB1 — [40303 + 2(1 + 03)03) By + By — Bp .

Dans le membre de droite de cette équation nous pouvons annuler les second et qua-
trieme termes en utilisant les relations déja acquises aux ordres inférieurs. Nous pouvons
maintenant réécrire cette équation sous la forme suivante :

—(1 + 6%)232 = 6im2 {6100 — 48300 — C() + 30360} — Cg@gimQ + c.c. .
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Comme les fonctions e**2 sont dans le noyau de I'adjoint de 'opérateur (1 + 92)2 (qui
est en fait auto-adjoint), pour éviter 'apparition de termes séculiers non bornés en z-
pour la fonction By, nous devons annuler les coefficients de ces fonctions dans le second
membre de 1’équation précédente. Nous obtenons donc une condition de compatibilité
qui porte sur la fonction Cy, et nous pourrions ensuite résoudre pour la fonction By et
poursuivre les calculs aux ordres suivants. L’équation de compatibilité s’écrit

01Cy = 43%00 + Co — 300|C()|2 ,

et si nous faisons les changements d’échelles (d’ordre unité) et de notations x; = ¢,
19 = x/2 et Co = A/V/3 il vient finalement I’équation dite de Ginzburg-Landau :

HA=0ZA+ A— AlA)? . (G.L.)

Remarque V.5. Nous pourrions continuer le développement qui deviendrait rapide-
ment compliqué mais qui présenterait toujours a chaque ordre la méme structure :
1) Une équation qui implique une condition de solubilité et qui permet de fixer des
fonctions inconnues provenant de 1’étape précédente,
2) La résolution de I’équation a cet ordre qui laisse une partie de solution indéterminée.
Il se pose maintenant bien str la question de faire une démonstration rigoureuse
de ces résultats. Pour résumer ce que nous avons obtenu jusqu’ici, si nous considérons
une fonction A satisfaisant 1’équation (G.L.), la fonction

u(t, z) = ee®3 Y2 A(*, ex/2) + c.c. (V.2)

satisfait ’équation (S.H.) modulo des termes d’ordre supérieur. Autrement dit nous
pouvons espérer que si nous partons d’une condition initiale

u(0, ) = ee371/2A4(0, ex/2) + c.c.

la vraie solution u(t,z) de (S.H.) va étre bien approximée pendant un temps au moins
d’ordre O(e=?) par la fonction V.2 ot A est solution de (G.L.) avec condition initiale
A(0, z). Dans la seconde partie en anglais de ces notes nous donnons un énoncé rigoureux
de ce résultat et quelques idées sur sa démonstration.

Il s’agit 1a d’une situation tres analogue a celle que 'on rencontre dans la théorie
des équations d’amplitude et des formes normales pour les bifurcations des systemes de
dimension finie. Remarquons qu’il ne serait pas raisonnable d’espérer plus qu’un résultat
de ce type. En effet, méme pour la théorie des bifurcations des systemes dynamiques
de dimension finie, il n’y a pas en général de conjugaison réguliere a la forme normale
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tronquée pour une famille & un parametrel. Au deld d’une période longue (qui dépendra
bien sir du degré d’approximation) la solution exacte et la solution approximée vont
en général diverger. On peut méme faire une hypothese quantitative sur le temps de
divergence. Si l'erreur est de la forme O(e™), et si nous avons une échelle de temps
e", si la solution apreés bifurcation présente des instabilités (par exemple un systéme
hyperbolique), la différence entre la solution approximée et la vraie solution sera en

general de I’ordre de 'unité au bout d'un temps de I'ordre de O(n)e " loge=1.

Dans la littérature (et dans la suite) nous oublierons souvent ce probleme et nous
ferons comme si V.2 est une vraie solution de 1’équation originale (S.H.). Ceci nous
amenera donc a étudier en détail les solutions de (G.L.), a partir desquelles nous
prétendrons reconstruire des solutions de (S.H.) par la formule V.2. Soulignons a nou-
veau que ceci n’est pas entierement rigoureux et qu’il faut voir cette procédure comme
la construction d’une bonne approximation (ou d’un bon ansatz) de solution.

Le premier avantage de cette démarche est bien sir que I’équation (G.L.) est plus
simple que (S.H.). Nous pouvons donc espérer y mettre en évidence plus facilement des
solutions et des phénomenes physiquement intéressants, voire comprendre plus facile-
ment la dynamique globale. L’autre avantage important est le caractere ”universel”
de (G.L.). Il n’existe pas a I’heure actuelle de notion de généricité des instabilités et des
équations d’amplitude analogues aux notions de généricité des bifurcations et des formes
normales en dimension finie. Cependant dans ’analyse multi-échelle des instabilités il
apparailt souvent les mémes équations. On peut comprendre ce fait d’une maniere sim-
ple pour (G.L.) si nous regardons d’ou viennent les différents termes. La partie diffusion
vient directement de la courbure de la relation de dispersion (c’est a dire de la partie
réelle de la valeur propre) w(k) au nombre d’onde critique. ” Génériquement” cette cour-
bure est non nulle et c’est pourquoi nous obtenons une diffusion. Le terme cubique en
A vient des non-linéarités, mais de la théorie des bifurcations en dimension finie nous
savons bien que les non-linéarités cubiques sont génériques. Quand au terme linéaire
en A son signe positif décrit simplement le fait que nous voulons que la solution ho-
mogene soit instable. Nous nous attendons donc & trouver (G.L.) (ou quelque chose
de cette forme) chaque fois que nous avons une instabilité & nombre d’onde non nul
(pour avoir un A complexe) avec une valeur propre qui touche quadratiquement ’axe
imaginaire pur en fonction du nombre d’onde. D’une maniere encore plus simpliste on
peut se demander comment fabriquer une équation qui mélange diffusion, instabilité et
non-linéarité (pour stabiliser la solution). La réponse la plus simple est (G.L.).

De nombreux calculs multi-echelles ont été faits sur les instabilités classiques. Des
références sont données dans [C.H.]. Pour le cas particulier de I’écoulement de Poiseuille

LY Il'yashenko, S.Yakovenko. Finitely-smooth normal forms of local families of dif-
feomorphisms and vector fields. Russ. Math. Surv. 46, 1-43 (1991).
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étudié au chapitre précedent on pourra consulter I’article de Weinstein? et ses références.

2 M.Weinstein. Non linear instability in plane Poiseuille flow: a quantitative compar-
ison between the methods of amplitude expansions and the method of multiple scales.
Proc. R. Soc. Lond. A 375, 155-167 (1981).



CHAPITRE VI

SOLUTIONS DE G.L.C.

Dans ce chapitre nous allons commencer a étudier des solutions intéressantes des
équations de Ginzburg Landau :

WA= (1+ic)AA+ A— (1+iB)A|A]?

ol nous rappelons que A est un champ complexe et a et 8 sont des parametres réels.

Il faudra toujours avoir en téte la relation entre ces solutions et les solutions as-
sociées pour des équations plus physiques par la reconstruction décrite au chapitre V.
Autrement dit il faudra toujours penser I’équation G.L.C. comme une espece de ”forme
normale tronquée”.

Comme nous l'avons expliqué au premier chapitre, il faut d’abord se préoccuper
du bien fondé de cette équation, c’est a dire si elle possede des solutions bornées et
régulieres & tous les temps pour toutes données initiales (raisonnables). Nous avons en
effet le théoréeme suivant.

Théoreme VI1.1. En dimension d’espace 1 et 2

1) Si la donnée initiale A(0,-) est bornée et uniformément continue, alors la solution
correspondante A(t,-) existe (est unique) et reste éternellement bornée.

2) Il existe une constante positive M = M(«, ) telle que pour toute donnée initiale
A(0, ) bornée et uniformément continue, il existe un nombre positif T'(«, 3, Ap) tel
que

sup  suplA(t, )] < M(a, )
t>T(a,,40) *

3) Si de plus, & l'instant zéro toutes les moyennes spatiales suivantes existent :

1 [t
i —— #j .
L11—>H;o 2L /_le:ll A73(0, 25+ y) dy

onx; € R" et A#i = A ou A, alors ces moyennes existent & tous les temps.

Autrement dit si nous attendons suffisamment longtemps (en fonction de la donnée
initiale), la solution posseéde une borne indépendante de cette donnée initiale.
Remarque VI.1. Le troisieme résultat permet de définir le spectre de puissance d’une
solution selon Wiener?.

Il existe en fait de meilleurs résultats concernant en particulier la régularité.

1 D.C. Champeney. Fourier transforms and their physical applications. Academic

Press, 1973.
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Théoreme VI1.2. En dimension d’espace 1 et 2
1) I existe deux constantes positives d(a, 3) et S(«, ) et pour toute donnée ini-
tiale A(0,-) il existe un nombre positif Y(«, 3, Ag) tels que pour tout temps t >
T(a, B, Ag) la fonction A(t,z) s'étend en une fonction A(t,z) analytique dans la
bande |3z| < § et qui satisfait de plus

sup  sup |A(t,2)] < S(a, B) .
t>T(a,B,40) |S2[<6

2) 1l existe un ensemble attractant global (nous renvoyons a la seconde partie en
anglais pour la définition et la démonstration).

Remarque VI.2. Dans le premier résultat du théoreme précédent il faut bien noter
que la fonction fl(t, z) ne satisfait en général I’équation G.L.C. que sur les réels. En
dehors des réels, sa partie réelle et sa partie imaginaire satisfont un systeme d’équations
paraboliques non linéaires couplées.

Nous renvoyons a la deuxieme partie en anglais pour la discussion de la preuve de
ces résultats. Maintenant que nous savons que I’évolution est bien définie, nous pouvons
passer a I’étude des solutions.

§ VI.1. Solutions stationnaires bornées de G.L. en dimension 1

Comme dans le cas des systemes dynamiques de dimension finie, les solutions les
plus simples sont les solutions stationnaires. Pour le cas G.L. (& = 8 = 0) en dimension

1, nous obtenons ’équation
A"+ A—-AJAPP=0. (VL.1)

Si nous supposons qu’en tout point de 'axe réel A #* 0, nous pouvons introduire
Iamplitude et la phase de la fonction A(z) :

A= Re' . (VL.2)

En reportant dans I’équation VI.1 et en séparant les parties réelles et imaginaires, il est
facile d’obtenir le systeme d’équations couplées :

{R”—R¢’2+R—R3:O, (VL3)
R¢" +2R'¢' =0. '
Nous pouvons directement intégrer la seconde équation, ce qui donne

C

¢ =
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ou C est une constante d’intégration. En reportant dans la premiere équation il vient

5 C?
1

Nous pouvons facilement discuter cette équation par analogie avec le probleme
mécanique du mouvement d’une particule de masse unité dans le potentiel

1 q4 02
Vi == |d-L 2|,
(a) = 3 [q > T
Il est facile de vérifier que si |C| > 2/3+/3 il n’existe pas de solutions bornées. Par contre
si|C| < 2/3v/3 il existe des solutions bornées, et en particulier des solutions périodiques
en 2. Considérons une de ces solutions R(z) périodique de période v. Si nous intégrons
I’équation pour ¢ il vient
dy

b(x) = B(0) + C /0 ' e (VL5)

En particulier pour tout z nous avons

dlr+v)=¢(x)+ T

1% dy
T=C / |
0 RQ(Z’J)

Nous concluons que ¢ n’est pas périodique sauf dans le cas C' = 0 ou cette fonction est
d’ailleurs constante (I’argument précédent montre que ¢ n’est pas périodique de période
v si C' # 0, mais de méme il ne peut y avoir d’autre période car I'intégrale dans le
second membre de VI.5 est positive). Si nous revenons & A nous avons pour tout entier
n et pour tout x

ou VU est la constante

Az +nv) = ™Y A(x) .

Si U est de la forme 27p/q avec p et ¢ entiers, nous avons construit une solution sta-
tionnaire périodique. Si v n’est pas de cette forme nous avons une solution stationnaire
presque périodique.

Finalement, si |C| < 2/3v/3, il reste encore un cas particulier de solution de type
homocline pour VI.4. Cette solution apparait quand 1’énergie satisfait

Rl [ B ] L[]
2

2 2 ' R2 9 3

Si = tend vers l'infini, R tend vers /2/3 et ¢ a une limite.
En résumé nous pouvons énoncer le résultat suivant.
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Théoreme VI1.3. Les solutions stationnaires bornées de G.L. qui ne s’annulent pas
forment une famille a quatre parameétres de solutions stationnaires presque périodiques
et une famille a deux paramétres de solutions de type homocline.

Remarque VI.3. Les quatre parametres des solutions presques périodiques sont la con-
stante C, deux constantes d’intégration qui viennent dans la détermination de R (I'une
est par exemple la période, I'autre une amplitude donnée en un point) et finalement la
phase initiale ¢(0). Les solutions homoclines peuvent étre obtenues comme des limites
de solutions presque périodiques.

Un cas particulier tres important pour la suite correspond a R constant. Autrement
dit dans l’analogie mécanique ceci correspond au fond du puits de potentiel ou a des
solutions de période nulle. Dans ce cas la phase a une dérivée constant que nous noterons
g. Ceci nous conduit a une famille & deux parametres de solutions que nous noterons
dans la suite A,(z) et qui est donnée par

Ay(z) = /1 — g2eilaztdo) | (VL6)

Le nombre g doit étre réel et la condition |C| < 2/3+/3 nous conduit & I'inégalité |q| < 1.
La phase arbitraire ¢q est liée a la translation de cette solution et nous ’oublierons dans
la suite.

Remarque VI1.4. Si nous appliquons les idées du chapitre V, a partir d’une solution
A, de G.L. nous devrions pouvoir construire une bonne approximation d’une solution
de S.H. En appliquant la formule V.2 nous construisons la fonction

u(w) = 2e3712\/1— g2 cos (1 + ige/2)z) = 2372/ — (1 — a?)2 cos(ax)

si comme prévu n = €2 et & = 1+ qe/2, ce qui correspond exactement au premier terme
de la formule IV.4. Nous voyons aussi explicitement les avantages et les limitations
des considérations du chapitre V : si nous nous limitons a ’équation d’amplitude, nous
n’obtenons que le terme dominant de la solution exacte construite au chapitre I'V.

Il reste a déterminer les solutions stationnaires de G.L. qui s’annulent en au moins
un point. Par translation, il suffit de considérer le cas d’une solution stationnaire A(x)
qui s’annule en zéro. Par le théoreme VI.2, cette fonction doit étre analytique en z,
et donc il existe un ouvert ]0,b[ (b > 0) ou elle est non nulle. Dans cet ouvert nous
pouvons utiliser la représentation amplitude-phase VI.2. Nous avons a nouveau dans
cet intervalle la relation

R

41 =
2 2

e

5 T oR?
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ou B et C sont des constantes. Puisque R = |A| est une fonction continue de z, en faisant
tendre x vers zéro par valeurs supérieures nous déduisons C' = 0. En considérant x > 0
petit nous déduisons aussi B > 0. Nous pouvons encore écrire l'identité précédente

R

> 3(1—R2)2+(B—1/4).

Si B > 1/4, nous avons donc

IR'| >V2/B—-1/4>0,

et nous déduisons que b = 4oc et que la solution n’est pas bornée. Nous devons
donc imposer 0 < B < 1/4. Si B = 0, en considérant a nouveau = > 0 voisin de
0, nous déduisons qu’il existe un ouvert ]0,b'[ tel que R = 0, ce qui implique A = 0
et par 'analyticité du Théoreme VI.2 nous déduisons que si B = 0, la seule solution
stationnaire qui s’annule est A = 0. Il reste donc a analyser B €]0,1/4[. Comme
maintenant C' = 0 et donc ¢’ = 0 sur |0, b[, la phase de A est constante sur cet intervalle,
et il suffit donc de considérer une solution A réelle puisque 1’équation G.L. est invariante
par multiplication par une phase constante. Nous supposerons aussi que b est tel que
I'intervalle 0, b[ est un intervalle maximal ot A ne s’annule pas, c’est & dire que ou bien
b = oo ou sinon A(b) = 0. Nous avons donc pour A réel I’équation

A"+ A-A3=0
et par analogie mécanique conservation de 1’énergie totale :

A% A2 g4
Z 2 2 B,
5 T3 4

Nous en concluons que si B €]0,1/4] nous avons des solutions périodiques. Si B = 0
nous retrouvons la solution constante A = 0 qui correspond au fond du puits (et qui peut
se voir comme cas particulier de la forme A, avec ¢ = £1). Finalement pour B = 1/4
nous trouvons des solutions stationnaires constantes au bord du puits : A = +1 et deux
solutions stationnaires qui relient les deux solutions précédentes :

A(z) = +tanh(z/v2) .

Mis a part les translatées des solutions précédentes, il n’existe pas d’autres solutions
stationnaires bornées de G.L.
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§ VI.2. Stabilité des solutions de I’équation G.L.

Nous allons surtout discuter le cas le plus intéressant des solution périodiques A,
données par VI.6. Nous devons donc reporter dans I’équation G.L. une forme A = A,+v,
et conserver seulement les termes linéaires en v. Il est un peu plus commode d’opérer
différemment. Tout d’abord pour g €]—1, 1] fixé, nous faisons le changement de fonction

A=+/1-q2"%"7 .

C’est bien stir un changement inversible de fonction et il nous suffira d’étudier la stabilité
pour cette nouvelle fonction. Notons que cette transformation ne restreint pas non plus
I’espace de phase, pas exemple toute solution bornée A se représente par une fonction
bornée Z et réciproquement. I.’équation d’évolution pour Z s’écrit

Wz =2"+2iq2' +(1-¢)Z(1—|Z]) . (VL.7)

La solution stationnaire A, devient maintenant la solution constante Z; = 1 (ou plus
généralement Zy = €Y avec 9 constante). Nous voulons maintenant poser Z = 1 + w
et linéariser en w. Ceci n’est pas directement possible sur ’équation VI.7 a cause de la
présence du terme |Z|? qui n’est pas différentiable en Z ! . Nous devons donc d’abord
introduire les parties réelles (U) et imaginaires (V) de Z :

Z=U+:1iV.

En reportant dans I’équation VI.7 et en séparant la partie réelle et la partie imaginaire,
on obtient facilement le systeme réel suivant :

()= (527 ) (V) e am v (1) o

La solution stationnaire qui nous intéresse est maintenant Zy = (1,0). Nous voulons
donc poser dans le systéme VI8 U = 1+ X, V =Y et linéariser en (X,Y). Il vient
facilement

) (i,() = (85 _22q%$_q2) 4;%) (if() —(1-¢%) X+ X2+Y?) (1;){) :

et ’équation linéarisée
X X
Ot (Y) = L4(05) < Y) (VIL.9)
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ou

92 —2(1—¢q%) —2¢0,
ﬁq(am):< @ 2(1(8$ 7) 8% ) . (VL.10)

Nous voyons maintenant ’avantage de remplacer la fonction A par la fonction Z :
I'opérateur L,(0,) commute aux translations. Nous pouvons donc commencer par pren-
dre la transformée de Fourier, il vient alors une matrice qui dépend du nombre d’onde

k
o [ —k*=2(1—-¢% —2igk
Ly(ik) = < 2k g2 ] (VI.11)

Le spectre de l'opérateur £,(0;) est 'union sur k des valeurs propres de la matrice
L4(ik). Pour chaque k fixé cette matrice est auto-adjointe (car le systeme de départ
VI.8 est réel). L’équation aux valeurs propres A s’écrit

A +2X1+ k=) + k(K2 +2(1—3¢%)) =0. (V1.12)

Il va falloir maintenant discuter en fonction de k et ¢ les solutions de cette équation.
Les deux solutions sont réelles et nous aurons stabilité linéaire si pour tous les nom-
bres d’onde k ces deux solutions sont négatives (ou nulles). Comme ’équation VI.12
dépend continuement de k, ses deux solutions vont aussi dépendre continuement de k.
Autrement dit, en faisant varier k, nous obtiendrons des courbes dans le plan complexe
(réduites ici & des segments de droites puisque les solutions sont réelles). Il est facile
de voir que si |k| est suffisamment grand, les deux solutions sont strictement négatives
(A = —k2+O(|k|)). Donc par continuité, pour avoir une instabilité linéaire (il existe un
k tel que I'une des solutions est strictement positive), il doit exister un nombre d’onde
k tel que 'équation VI.12 admette la solution 0. Nous allons chercher ce k si il existe.
L’équation VI.12 admet la solution A = 0 si et seulement si

k*(k*+2(1-3¢%) =0.

Nous trouvons tout d’abord & = 0 qui correspond a la multiplication de Z par une phase
constante (voir le vecteur propre associé). Si (1 — 3¢?) > 0, c’est la seule possibilité et
dans ce cas nous avons stabilité linéaire (marginale) : pour tout nombre d’onde k, les
deux solutions de 1’équation VI.12 sont négatives ou nulles.

Si ¢> > 1/3, nous avons deux autres nombres d’onde qui donnent des valeurs
propres zéro. Il est facile de voir que dans ce cas il existe un intervalle de nombres
d’onde qui donnent une valeur propre positive. Nous avons donc instabilité linéaire.
Ce phénomene de I'apparition d’une instabilité en fonction du nombre d’onde ¢ de la
solution stationnaire s’appelle instabilité d’Eckhaus. Nous pouvons résumer le résultat
dans le théoreme suivant.
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Théoréeme VI.4. Si |q| < 1/3, la solution stationnaire

Ag(z) = /1 _ qzeiq(w—wo)

de I'équation G.L. est linéairement (marginalement) stable. Si |q| > 1/3 elle est
linéairement instable.

Remarque VI.5. Au voisinage de k£ = 0, pour |g| < 1, nous avons pour la plus grande
valeur propre de L,(ik)

1 — 3¢?
1— ¢?

k) = E* 4+ O(k*) .
Le graphe de cette fonction se déforme au passage de ¢> = 1/3 oll un maximum en
k = 0 devient un minimum et il apparait deux autres maxima.

Remarque VI.6. Pour ¢2 = 1, on calcule facilement au voisinage de k = 0

k) = —%k‘* + O(k®) .

Remarque VI1.7. L’étude précédente ne couvre pas le cas ¢ = £1 car nous ne pouvons
pas alors passer de A a Z. 1l est facile de faire dans ce cas I’étude directe sur A. Nous
pouvons méme au niveau linéaire nous passer de la décomposition en parties réelles et
imaginaires. On trouve facilement que 'opérateur linéarisé est donné par 92 + 1 ce qui
conduit a une instabilité linéaire.

Remarque VI.8. Dans le cas stable on peut montrer la stabilité non linéaire dans des
espaces fonctionnels adéquats pour de petites perturbations.

Remarque VI.9. Il a été démontré récemment que les solutions stationnaires presque
périodiques sont instables.

Remarque V1.10. Si nous revenons a ’équation S.H. toujours par les idées du chapitre
V, nous retrouvons en premiere approximation les résultats du théoreme IV.4, c’est a
dire la bande d’Eckhaus.
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§ VI.3. Solutions de 1’équation G.L.C. en dimension un.

Nous allons maintenant considérer 1’équation de Ginzburg Landau complexe en
dimension 1

KA = (1+ia)A" + A— (1+iB)A|A]*.

Comme on peut le vérifier facilement, cette équation possede une famille & deux parame-
tres de solutions de type ondes :

By(t,z) = /1 — g2ellamtwt+e)

ol ¢ est une constante réelle, ¢ est un parametre appartenant a l'intervalle réel [—1, 1],
et le nombre réel w est donné par

w=(B—a)g’-p.

Remarque VI.11. Dans le cas a« = § = 0 nous retrouvons les solutions notées plus
haut A, de I'’équation G.L. Comme dans ce cas, nous ne noterons pas explicitement
la dépendance dans la phase ¢ qui peut sauf dans des cas particuliers s’éliminer par
translation d’espace (ou de temps).

Remarque VI.12. L’équation G.L.C. possede bien d’autres solutions intéressantes,
mais nous allons nous limiter pour le moment a I’étude de ces solutions qui sont les plus
fondamentales. La question qui va nous occuper est de connaitre la stabilité linéaire des
solutions B,.

L’analyse commence comme pour les solutions A, de G.L. : pour un ¢ €] — 1,1]
fixé, on commence par écrire la solution générale A de G.L.C. sous la forme

A(t, ) = e+t 74 z) |

et on écrit ’équation d’évolution pour Z. La solution particuliere qui nous intéresse est
alors
Z=1,

(ou un peu plus généralement une phase constante). Nous écrivons ensuite

Z=1+X+1Y

avec X et Y réels petits et nous obtenons un systeme réel d’équations linéarisées pour
I’évolution de la perturbation (X,Y).



§ VI.3 Solutions de 1’équation G.L.C. en dimension un. 57

Remarque VI.13. On rencontre parfois dans la littérature ce calcul fait sous une forme
un peu différente. On peut en effet chercher Z proche de 1 sous la forme

Z = Re'?

avec R—1 et ¢ réels petits. On peut ensuite écrire le systeme linéarisé pour I’évolution de
r = R—1 et ¢. Avec nos notations, nous avons au plus bas ordre non trivial R =1+ X
et g =Y.

Revenant a ’équation linéarisée pour I’évolution de la perturbation (X,Y) il vient

X\ [ 92—2qad, — 21 —¢*) —ad?—29d;\ (X
% <Y> B (0453; +200, —2B(1—¢?)  02—-2q0d, )\Y )~ (VL13)

A nouveau, l'opérateur différentiel (matriciel) du second membre de ’équation précédente
commute aux translations. Nous pouvons donc commencer par prendre une transformée
de Fourier. Pour le nombre d’onde £ il vient la matrice

M, (k) = —k? — 2iqak — 2(1 — ¢®)  +ak? — 2igk
G\ —ak? + 2igk — 281 — ¢?)  —k? — 2igak ) -

Cette matrice n’est en général plus auto-adjointe, et trouver son spectre en fonction de
k et q va étre plus compliqué que dans le cas G.L.

Observons tout d’abord que pour £ = 0, nous avons une valeur propre nulle qui
correspond au changement de la phase constante ¢. Nous pouvons donc chercher pour &
petit le développement de la valeur propre qui passe par zéro pour £ = 0. Nous laissons
au lecteur le soin de vérifier que cette branche se met sous la forme

A = ikv + uk® + O(k®)

avec
v=2q(a—p)

et )
q

1— ¢?

u=—(1+ap) + (28° +8a* +2 — 6ap) .

Nous observons maintenant que si nous avons stabilité, alors nécessairement u < 0, et
si nous avons u > 0 il y a certainement instabilité. Comme le coefficient de ¢2/(1 — ¢?)
dans u est positif, le pire des cas correspond a ¢ = 0. Nous en déduisons que si aff < —1
il y a instabilité. Une analyse plus détaillée du spectre de la matrice M (k) montre
en fait qu’il s’agit 1a de la réponse globale. Nous pouvons résumer la situation dans
I’énoncé suivant.



58 VI. SOLUTIONS DE G.L.C.

Théoreme VI1.5. Pour I’équation G.L.C. avec coefficients « et [3,
1) Si af > 1, il existe une bande de nombres d’onde q centrée en 0 telle que les
solutions By de G.L.C. sont (marginalement) stables.
2) Siaff < —1, toutes les solutions B, sont instables.

Remarque VI1.14. La derniére solution qui se déstabilise (pour af = —1) correspond
a q =0, c’est a dire a la solution constante.

Remarque VI.15. Pour a8 > —1, nous avons une bande (marginalement) stable au
milieu de l'intervalle [—1,1] de tous les nombres d’onde ¢ possibles. 1l s’agit d’une
situation analogue a l'instabilité d’Eckhaus discutée précédemment.

Remarque VI.16. La disparition de la bande de nombres d’ondes (marginalement)
stables quand af \, —1 porte le nom d’instabilité de Benjamin Feir. C’est aussi un
phénomene tres fréquent.
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