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Analyse des représentations unitaires d’un groupe de Lie exponentiel

Hidenori Fujiwara
Université de Kinki, Japon

CIMPA, le 29 août - le 10 septembre 2005,
Monastir (Tunisie)

§0. Introduction
La théorie des représentations se traite assez différemment entre les groupes de Lie

semi-simples et les groupes de Lie résolubles. La structure algébrique des groupes semi-
simples est tellement riche qu’elle nous fournit des résultats abondants, ce dont en res-
tant spectateur j’ai l’impression tout à fait personnelle que le groupe simple n’est pas
une bonne nomination. D’autre part, en travaillant pour les groupes de Lie résolubles,
leur structure est incompréhensible et la plupart de questions que je me pose restent
non-résolubles. Il est pourtant incontestable que la méthode des orbites est une méthode
fructreuse dans la théorie des représentations unitaires des groupes de Lie résolubles.
L’idée innovatrice de Kirillov d’associer à une représentation unitaire irréductible une
orbite coadjointe parâıt faire étalage de ses beaux fruits. C’est la belle adaptation de
la théorie de Mackey aux groupes de Lie résolubles. Une fois ce cadre est appliqué, on
peut étudier la formule de caractère ou la formule de Plancherel en termes des orbites
coadjointes, objets algébriques et géométriques. Le but de ce cours est d’expliquer som-
mairement l’état actuel de certains sujets autour de la méthode des orbites. Des matières
seront traitées pour les groupes exponentiels et parfois détaillées dans le cas nilpotent.

§1. Méthode des orbites
1.1. Représentations induites

Commençons par définir la représentation induite et en notons certaines propriétés
dont on aura besoin plus loin. Soient G un groupe de Lie d’algèbre de Lie g et H un
sous-groupe fermé de G d’algèbre de Lie h. On note ∆G (resp. ∆H) la fonction module
de G (resp. H) et pose

χ(h) = ∆H,G(h) =
∆H(h)

∆G(h)

pour tout h ∈ H. Comme

∆G(g) = | det Ad(g)|−1 (g ∈ G),

on a

χ(exp X) = etrg/hadX(X ∈ h).

Désignons par K(G,H) l’espace des fonctions continues φ sur G, à valeurs dans C,
vérifiant les relations de covariance

φ(gh) = χ(h)φ(g) (g ∈ G, h ∈ H),

et dont le support est compact modulo H. Alors G opère dans K(G,H) par translation à
gauche, et il existe à un scalaire multiplicatif près une forme linéaire positive G-invariante
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sur K(G,H). Nous la notons µG,H et nous écrivons, pour φ ∈ K(G,H),

µG,H(φ) =

∮

G/H

φ(g)dµG,H(g).

En effet, soit K(G) l’espace des fonctions continues à support compact sur G. L’applica-
tion F 7→ F χ de K(G) dans K(G,H) définie par

F χ(g) =

∫

H

F (gh)χ(h)−1dµH(h),

µH étant une mesure de Haar à gauche sur H, s’avère surjective. D’autre part, si F ∈
K(G) vérifie F χ = 0, alors µG(F ) = 0. La mesure de Haar à gauche µG fournit donc
µG,H par passage au quotient. D’où,

∫

G

F (g)dµG(g) =

∮

G/H

dµG,H(g)

∫

H

F (gh)χ−1(h)dµH(h)

pour tout F ∈ K(G).
On se donne maintenant une représentation unitaire σ de H dans un espace de Hilbert

Hσ. Nous désignons par K(G, σ) l’espace des fonctions continues F sur G à valeurs dans
Hσ vérifiant les relations de covariance

F (gh) = χ(h)1/2σ(h)−1 (F (g)) (g ∈ G, h ∈ H),

et dont le support est compact modulo H. Puisque

‖F (gh)‖2
Hσ

= χ(h)‖F (g)‖2
Hσ

,

la fonction
‖F‖2

Hσ
: g 7→ ‖F (g)‖2

Hσ

appartient à l’espace K(G,H). Nous munissons K(G, σ) de la norme

‖F‖ =
(
µG,H(‖F‖H2

σ

)1/2
,

et le complétons avec cette norme pour obtenir un espace de Hilbert H. Il est bien connu
que H 6= {0}, et G opère dans H par translation à gauche. C’est une réalisation de la
représentation induite π = indG

Hσ, i.e.

(π(g)F ) (x) = F (g−1x) (g, x ∈ G,F ∈ H).

Ce procédé est fréquemment utilisé pour construire des représentations unitaires à partir
d’une celle d’un sous-groupe. En particulier une représentation unitaire de G induite
par un caractère unitaire d’un sous-groupe fermé est dite monomiale. On dit que G
est monomial si toute les représentations unitaires irréductibles sont équivalentes à une
représentation monomiale. Il est connu ([14], [71]) que les groupes exponentiels qu’on
va introduire plus loin sont monomials mais ce n’est plus vrai pour les groupes de Lie
résolubles.

On aura besoin d’une propriété de représentations induites connue sous le nom de
”théorème d’induction par étages”. La relation d’équivalence est présentée par le symbole
≃.
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Théorème 1.1.1. ([15]) Soient G un groupe topologique locallement compact, H1, H2 deux
sous-groupes fermés de G tels que H1 ⊂ H2, et U une représentation unitaire de H1. Alors

indG
H1

U ≃ indG
H2

(
indH2

H1
U

)
.

Le théorème d’imprimitivité de Mackey [64] est de haute importance pour la théorie des
représentations unitaires d’un groupe de Lie résoluble. On suppose que G est séparable et
considère uniquement des représentations unitaires dans des espaces de Hilbert séparables.
Soient A un sous-groupe fermé commutatif de G. G opère dans Â, l’ensemble des ca-
ractères unitaires de A : pour g ∈ G,χ ∈ Â, posons (g · χ)(a) = χ(g−1ag) (a ∈ A).

Théorème 1.1.2. (1) Soit G(χ) le stabilisateur de χ ∈ Â dans G.

(i) Soit ρ une représentation unitaire irréductible de G(χ) telle que ρ|A soit un
multiple de χ, i.e. ρ|A = mχ avec un certain m ∈ N ∪ {∞}. Alors indG

G(χ) ρ est
irréductible.

(ii) Soient ρ1, ρ2 deux représentations unitaires irréductibles de G(χ) telles que ρ1|A, ρ2|A
soient des multiples de χ. Alors ρ1 ≃ ρ2 si et seulement si indG

G(χ) ρ1 ≃ indG
G(χ) ρ2.

(2) Supposons que pour tout χ ∈ Â l’orbite G · χ est localement fermé dans Â. Alors
pour une représentation unitaire irréductible π de G, on a π ≃ indG

G(χ) ρ avec une certaine
représentation unitaire irréductible ρ de G(χ) telle que ρ|A soit un multiple de χ.

Nous finissons cette section par une propriété de transitivité pour la forme µG,H (cf.
[14], Chap. V). On considère un sous-groupe fermé K de H, muni d’une mesure de
Haar à gauche µK . Posons η = ∆K,G. Pour tout ψ ∈ Kη(G) et tout g ∈ G, la fonction
h 7→ ψ(gh)∆H,G(h)−1 appartient à K∆K,H (H). Nous pouvons donc définir la fonction

g 7→
∮

H/K

ψ(gh)∆−1
H,G(h)dµH,K(h).

C’est un élément de Kχ(G). En revenant à la définition des formes linéaires µG,H , µG,K

et µH,K , nous prouvons la forme suivante :
∮

G/K

ψdµG,K =

∮

G/H

dµG,H(g)

∮

H/K

ψ(gh)χ(h)−1dµH,K(h)

pour tout ψ ∈ Kη(G).

1.2. Théorie d’Auslander-Kostant
Auslander-Kostant [3] a développé leur théorie pour les groupes de Lie résolubles de

type I, en étendant la méthode des orbites. Définissons d’abord des ingrédients de la
théorie. Soit g∗ le dual de l’espace vectoriel de g. G opère dans g au moyen de l’action
adjointe et dans g∗ au moyen de la représentation contragrédiente :

(g∆f)(X) = (Ad∗(g)∆f) (X) = f(Ad(g−1)X) (g ∈ G, f ∈ g∗, X ∈ g).
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La représentation de G ainsi définie est désignée sous le nom de représentation coadjointe
de G. Soit G(f) le stabilisateur de f ∈ g∗ dans G. L’algèbre de Lie de G(f) est donc

g(f) = {X ∈ g; f([X, Y ]) = 0, ∀ Y ∈ g}.
Définissons la forme bilinéaire alternée Bf sur g × g par Bf (X, Y ) = f([X, Y ]). Pour

un sous-espace vectoriel a de g, on note f |a la restriction de f à a et pose

a⊥,g∗ = {f ∈ g∗, f |a = 0},

af = {X ∈ g; Bf (X,Y ) = 0,∀ Y ∈ a}.
Si cela ne prête pas à confusion, nous écrivons simplement a⊥ au lieu de a⊥,g∗ . Si a ⊂ af ,
a est dit isotrope (pour la forme Bf ). Il vient que : a est un sous-espace isotrope maximal
⇔ a = af ⇔ a ⊂ af et dim a = 1

2
(dim g + dim g(f)). On notera S(f, g) (resp. M(f, g))

l’ensemble des sous-algèbres h de g telles que h ⊂ hf (resp. h = hf ).
Soit gC le complexifié de g. On étend par linéarité f,Bf sur gC.

Définition 1.2.1. Soit p une sous-algèbre complexe de gC. On dira que p est une polari-
sation de G en f ∈ g∗, si p vérifie les conditions suivantes :

1) le sous-espace vectoriel sous-jacent à p est isotrope maximal pour la forme Bf ;
2) p + p est une sous-algèbre de gC ;
3) p est stable sous l’action AdG(f).

Quand on dit que p est une polarisation de g, on signifie que p est une polarisation
du groupe de Lie connexe et simplement connexe correspondant à g. On note P (f, G)
l’ensemble des polarisations de G en f ∈ g∗.

Définition 1.2.2. Étant donné p ∈ P (f, G), on considère les sous-algèbres réelles d, e de g

définies par

d = p ∩ g, e = (p + p̄) ∩ g.

On voit facilement que dC = p ∩ p̄, eC = p + p̄, et que d = ef . Il en résulte que Bf

induit une forme bilinéaire non dégénérée B̂f sur l’espace vectoriel e/d. Par ailleurs,

(e/d)
C
≃ eC/dC = (p + p̄) /p ∩ p̄ = p/dC ⊕ p̄/dC.

Définition 1.2.3. On définit l’opérateur linéaire J sur (e/d)
C

comme suit : J(X) =
−iX, i =

√
−1, si X ∈ p/dC et J(X) = iX si X ∈ p̄/dC.

Alors J définit un endomorphisme réel de carré −1, à savoir une structure complexe
canonique sur e/d. Pour u ∈ e/d,

u + iJu ∈ p/dC, u − iJu ∈ p̄/dC.

Définition 1.2.4. On définit la forme bilinéaire Sf sur e/d par

Sf (u, v) = B̂f (u, Jv), u, v ∈ e/d.
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Proposition 1.2.5. Sf est une forme bilinéaire symétrique non dégénérée sur e/d, et J

laisse B̂f , Sf invariantes, i.e.

B̂f (Ju, Jv) = B̂f (u, v), Sf (Ju, Jv) = Sf (u, v).

Démonstration. Il est évident que p/dC est isotrope pour la forme B̂f , et nous avons pour
u, v ∈ e/d

0 = B̂f (u + iJu, v + iJv)

= B̂f (u, v) − B̂f (Ju, Jv) + i
(
B̂f (Ju, v) + B̂f (u, Jv)

)
.

La partie imaginaire de cette équation nous donne

B̂f (u, Jv) = −B̂f (Ju, v) = B̂f (v, Ju). (1.2.1)

D’où Sf (u, v) = Sf (v, u), à savoir que Sf est symétrique. Comme B̂f , J sont non dégénérés,
Sf l’est aussi. D’après les relations (1.2.1) et J2 = −1,

B̂f (Ju, Jv) = −B̂f (u, J(Jv)) = B̂f (u, v),

Sf (Ju, Jv) = B̂f (Ju, J(Jv)) = −B̂f (Ju, v)

= B̂f (v, Ju) = Sf (v, u) = Sf (u, v).

c.q.f.d.

Définition 1.2.6. On dit que p ∈ P (f,G) est positive si la forme symétrique Sf est définie
positive ou si e/d = {0}. En particulier, p est dite réelle si p = p̄.

On désigne par P+(f, G) l’ensemble des polarisations positives de G en f . On se donne
p ∈ P (f, G) et définit les sous-algèbres d, e comme avant. Soit D0 (resp. E0) le sous-
groupe de Lie connexe de G correspondant à d (resp. e). Puisque p est stable sous
l’action AdG(f),

D = G(f)D0, E = G(f)E0

sont deux sous-groupes de G.

Proposition 1.2.7. D, D0 sont fermés dans G. De plus, D0 est la composante connexe de
l’unité de D et d est l’algèbre de Lie de D.

Démonstration. d et e étant mutuellement le complément orthogonal pour Bf , nous avons
pour X ∈ g :

X ∈ d ⇔ X∆f(Y ) = Bf (Y, X) = 0 (∀ Y ∈ e).

En prenant l’image de l’application exponentielle, on a pour a ∈ D0 :

(a∆f − f)(Y ) = 0 (∀ Y ∈ e). (1.2.2)

Cela entrâıne que l’équation (1.2.2) reste valable pour tout a ∈ D0. Mais cette affirmation
entrâıne à son tour que tout élément X de l’algèbre de Lie de D0 vérifie

X∆f(Y ) = 0 (∀ Y ∈ e).
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D’où X ∈ d, c’est-à-dire que D0 = D0.
Répétons le même argument pour prouver le reste de la proposition. Soit D1 la com-

posante connexe de l’unité de D = G(f)D0. Si a ∈ D1,

(a∆f − f)(Y ) = 0 (∀ Y ∈ e).

Cela signifie que l’algèbre de Lie d1 de D1 est contenue dans d. D’autre part, D0 ⊂ D
entrâıne d ⊂ d1. Par conséquent, d = d1 et D0 = D1. D’autre part, D0 ⊂ D ⊂ D. Ainsi
D est un sous-groupe fermé et D0 est la composante connexe de l’unité de D. c.q.f.d.

Nous considérons maintenant D-orbite D∆f dans g∗.

Proposition 1.2.8. D∆f est un ouvert du plan affine f +e⊥. Évidemment, D∆f = D0∆f .

Démonstration. Commençons par voir que f + e⊥ est stable sous l’action de D. Comme
e est D-stable, e⊥ l’est aussi. Compte tenu de D = D0G(f), on constate que D∆f =
D0G(f)∆f = D0∆f . Donc, pour d ∈ D et ℓ ∈ e⊥ il existe a ∈ D0 tel qu’on ait

d∆(f + ℓ) − f = a∆f − f + d∆ℓ.

Cela dit d’après la relation (1.2.2) que d∆(f + ℓ)− f ∈ e⊥. Ainsi, f + e⊥ est D-stable et
d∆f ⊂ e⊥. D’autre part, d∆f ∼= d/g(f) et e = df fournissent

dim d + dim e = dim g + dim g(f).

Nous avons donc

dim d∆f = dim (d/g(f)) = dim d − dim g(f) = dim g − dim e = dim e⊥.

En somme d∆f = e⊥. Comme d∆f est l’espace tangent en f à D0∆f ⊂ f + e⊥, le
théorème de la fonction implicite nous assure que D∆f est un ouvert de f + e⊥. c.q.f.d.

Ensuite nous allons examiner E-orbite E∆f = E0∆f dans g∗.

Définition 1.2.9. On dit que p ∈ P (f, G) vérifie la condition de Pukanszky forte si E∆f
est fermé dans g∗.

Remarque. Lorsque p est réelle, il vient de la proposition 1.2.8 que

p vérifie la condition de Pukanszky forte ⇔ D∆f = f + e⊥

car D = E.

Lemme 1.2.10. Si p ∈ P (f,G) vérifie la condition de Pukanszky forte, E0, E sont fermés
dans G et E0 est la composante connexe de l’unité de E.

Démonstration. Soit ψ : G → g∗ l’application définie par ψ(g) = g∆f . Il est clair que
E = ψ−1(E∆f) = ψ−1(E0∆f), d’où E est fermé dans G. Soit E1 la composante connexe
de l’unité de E. Trivialement, E0 ⊂ E1. D’autre part, ψ(E0) = ψ(E1) et G(f)0 ⊂ E0,
G(f)0 désignant la composante connexe de l’unité de G(f). En comparant la dimension,
on conclut que E0 = E1. c.q.f.d.

Proposition 1.2.11. Si p ∈ P (f, G) vérifie la condition de Pukanszky forte, alors D∆f =
f + e⊥.
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Démonstration. Posons K = {a ∈ E0; a∆f ∈ f + e⊥}. Il est clair que K est fermé dans
E0, et donc dans G d’après le lemme 1.2.10. D’ailleurs, e⊥ étant stable par E0, K est
un sous-groupe de E0 et f + e⊥ est K-stable. Il est immédiat que D0 ⊂ K. Il vient de
la proposition 1.2.8 que D0∆f est un ouvert de f + e⊥. En divisant K dans les classes
suivant D0, nous voyons que K∆f est un ouvert de f + e⊥. D’autre part, la condition
de Pukanszky forte implique que K∆f = (E0)∆f ∩ (f + e⊥) est fermé dans f + e⊥. D’où
K∆f = f + e⊥.

Soit maintenant k l’algèbre de Lie de K. Il vient de ce qui précède que Bf (k, e) = {0},
d’où k ⊂ d. L’inclusion d ⊂ k étant triviale, on a k = d et D0 n’est autre que la composante
connexe de l’unité de K. En particulier, D0 est distingué dans K. Pour ℓ ∈ e⊥, écrivons
f + ℓ = k∆f avec k ∈ K. Alors,

D0∆(f + ℓ) = D0∆(k∆f) = k∆(D0∆f).

D’après la proposition 1.2.8 D0∆f étant un ouvert de f + e⊥, chaque orbite D0∆(f + ℓ)
se trouve ouverte dans f + e⊥. Donc, D0∆f = f + e⊥, et finalement D∆f = f + e⊥ car
D = D0G(f). c.q.f.d.

Lemme 1.2.12. Supposons que p ∈ P (f,G) vérifie la condition de Pukanszky forte.
Désignons par G(f)0 la composante connexe de l’unité de G(f). Alors D0∩G(f) = G(f)0.
Soient D1 le groupe simplement connexe du revêtement de D0 et τ : D1 → D0 la projec-
tion canonique. Alors τ−1 (G(f)0) = G(f)1 est connexe.

Démonstration. Compte tenu de D∆f = D0∆f , on a D∆f ≃ D0/(D0∩G(f)). À cause
de G(f)0 ⊂ D0, G(f)0 est la composante connexe de l’unité de D0 ∩ G(f). D0∆f étant
simplement connexe d’après la proposition 1.2.11, D0 ∩ G(f) s’avère connexe. Donc,
D0 ∩ G(f) = G(f)0 et

D1/G(f)1 ≃ D0/G(f)0 = D0/D0∩G(f) = D∆f = D0∆f.

Du fait que D0∆f est simplement connexe, G(f)1 = τ−1 (G(f)0) est connexe. c.q.f.d.

La définition de g(f) implique que la restriction f |g(f) de f à g(f) fournit un homo-
morphisme d’algèbres de Lie g(f) → R.

Définition 1.2.13. On dit que f ∈ g∗ est entière s’il existe un homomorphisme ηf : G(f) →
T tel que dηf = if |g(f).

Nous supposons désormais que f ∈ g∗ est entière et notons ηf le caractère associé de
G(f). Il vient de la relation f([d, e]) = {0} que f |d fournit un homomorphisme d → R.

Proposition 1.2.14. Lorsque p ∈ P (f,G) vérifie la condition de Pukanszky forte, ηf

s’étend d’une façon unique en un caractère χf : D → T tel que dχf = if |d.
Démonstration. Empruntons les notations au lemme 1.2.12. Comme f([d, d]) = {0}, il
existe l’unique caractère χ1

f : D1 → T tel que dχ1
f = if |d. Lorsque p ∈ P (f,G) vérifie la

condition de Pukanszky forte, le lemme 1.2.12 signifie que G(f)1 est connexe et qu’on a

χ1
f |G(f)1 =

(
ηf |G(f)0

)
◦ τ.
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Le noyau K de l’homomorphisme τ : D1 → D0 est contenu dans G(f)1 = τ−1 (G(f)0)
et χ1

f |K est trivial. Il en résulte qu’il existe l’unique homomorphisme χ0
f : D0 → T tel

que χ1
f = χ0

f ◦ τ . Évidemment, dχ0
f = if |d. En normalisant D0, G(f) opère sur le groupe

des caractères unitaires. Or, le caractère unitaire d’un groupe de Lie connexe est bien
determiné par sa différentielle. Compte tenu de G(f)∆f = f , il s’ensuit que

χ0
f (udu−1) = χ0

f (d) (u ∈ G(f), d ∈ D0).

Soit maintenant A le produit semi-direct de D0 par G(f), et définissons l’application
µf : A → T par

µf (d, u) = χ0
f (d)ηf (u) (d ∈ D0, u ∈ G(f)).

Alors, µf est un caractère unitaire de A. Considérons ensuite l’homomorphisme σ de A
sur D défini par σ(d, u) = du. Il découle du lemme 1.2.12 que

ker σ = {(u, u−1); u ∈ G(f) ∩ D0 = G(f)0}.
Comme χ0

f cöıncide sur G(f)0 avec ηf , l’homomorphisme µf est trivial sur ker σ et induit
un caractère unitaire χf de D. Il est clair que χf possède les propriétés requises. L’unicité
de χf s’ensuit de D = D0G(f) car il cöıncide sur G(f) avec ηf et qu’il est déterminé sur
D0 par sa différentielle. c.q.f.d.

Nous nous proposons maintenant de construire une représentation unitaire de G à
partir de p ∈ P (f, G) vérifiant la condition de Pukanszky forte. Comme E = E0D,

X = E/D est connexe. D’autre part, la forme bilinéaire alternée B̂f sur e/d étant non
dégénérée et D-invariante, elle induit sur X une mesure µX invariante sous l’action de E.
Notons M(E, χf ) l’espace des fonctions numéiques mesurables φ vérifiant les conditions
de covariance

φ(ab) = χf (b)
−1φ(a) (a ∈ E, b ∈ D).

On considère l’espace des fonctions φ ∈ M(E, χf ) telles que
∫

X

|φ|2dµX < ∞

et son séparé H(E, χf ), qui est un espace de Hilbert. En fait, H(E, χf ) est l’espace de
Hilbert pour la représentation induite indE

Dχf .
Soit maintenant C∞(E) l’espace des fonctions numériques C∞ sur E. Pour z = x +

iy (x, y ∈ e) et ψ ∈ C∞(E), posons ψ∆z = ψ∆x + iψ∆y, où

(ψ∆x)(a) =
d

dt
ψ(a exp(tX))|t=0 (a ∈ E).

On pose encore

C∞(E, f, p) = {ψ ∈ C∞(E); ψ∆z = −if(z)ψ, z ∈ p},
L = C∞(E, f, p) ∩ M(E, χf ),H(f, ηf , p, E) = L ∩H(E, χf ).

Proposition 1.2.15. ([3]) L’espace H(f, ηf , p, E) est un sous-espace fermé de l’espace
de Hilbert H(E, χf ).
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Comme H(f, ηf , p, E) est stable sous l’action de indE
Dχf , il nous fournit une sous-

représentation, notée indE
D(ηf , p), de indE

Dχf . Nous posons finalement

ρ(f, ηf , p, G) = indG
E

(
indE

D(ηf , p)
)
,

qui est une sous-représentation de indG
Dχf , et l’appelons représentation induite holo-

morphe. On notera H(f, p, G) l’espace de Hilbert de indG
Dχf , et H(f, ηf , p, G) son sous-

espace fermé correspondant à ρ(f, ηf , p, G).
Considérons une suite exacte de groupes de Lie :

1 → N → G
p→ G̃ → 1.

Soient n (resp. g, g̃) l’algèbre de Lie de N (resp. G, G̃) et dp : g → g̃ la différentielle de
p. On désigne par la même notation l’extension linéaire de dp sur gC.

Proposition 1.2.16. On suppose f̃ ∈ g̃∗ intégral et note ηf̃ le caractère unitaire associé

de G̃(f̃). Supposons que p̃ ∈ P (f̃ , G̃) vérifie la condition de Pukanszky forte, et posons

f = f̃◦dp ∈ g∗, p = p−1(p̃). Alors f est intégrale, G(f) = p−1
(
G̃(f̃)

)
, et le caractère ηf

de G(f) défini par ηf = ηf̃◦p est celui qui correspond à f . De plus, p est une polarisation
de G en f vérifiant la condition de Pukanszky forte et

ρ(f, ηf , p, G) ≃ ρ(f̃ , ηf̃ , p̃, G̃)◦p.

Démonstration. Il suffit de vérifier de divers définitions en remarquant les faits suivants.
D’abord, g̃∗ s’identifie à n⊥ ⊂ g∗ et p vérifie la condition de Pukanszky forte. Puis,
D = p−1(D̃), χf = χf̃◦p, E = p−1(Ẽ), et p induit un isomorphisme entre E/D (resp.

G/D, G/E) et Ẽ/D̃ (resp. G̃/D̃, G̃/Ẽ). Finalement, on a

H(f̃ , ηf̃ , p̃, G̃)◦p = H(f, ηf , p, G).

c.q.f.d.

Nous allons mentionner certains résultats importants obtenus dans Auslander-Kostant
[3]. Soit G un groupe de Lie résoluble connexe et simplement connexe d’algèbre de Lie
g. Soient n un idéal nilpotent de g qui contient [g, g], et N le sous-groupe de Lie connexe
de G correspondant à n. Soient f ∈ g∗ et f0 = f |n. Comme n est stable par Ad(G), G
opère dans n∗. On note G(f0) le stabilisateur de f0 dans G.

Définition 1.2.17. Soit p ∈ P (f, G). On dit que p est n-admissible si p ∩ nC ∈ P (f0, N).
Si en outre p ∩ nC est stable par Ad (G(f0)), on dit que p est fortement n-admissible.

Remarque. Si p ∩ nC est un sous-espace isotrope maximal pour Bf0 , alors p se trouve
n-admissible.

On obtient dans ces circonstances les deux théorèmes suivants.

Théorème 1.2.18. Pour tout f ∈ g∗ il existe p ∈ P+(f,G) qui est fortement n-admissible.
Par ailleurs, si p ∈ P (f,G) est n-admissible, p vérifie la condition de Pukanszky forte.
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Théorème 1.2.19. Supposons que f ∈ g∗ est intégrale et que p ∈ P+(f, G) est fortement
n-admissible. Alors,

H(f, ηf , p, G) 6= {0}
et ρ(f, ηf , p, G) fournit une représentation unitaire irréductible de G dont la classe
d’équivalence ne dépend pas de p ni de n.

Avant de terminer cette section on se donne un théorème dont on aura besoin plus
loin.

Définition 1.2.20. Soit g une algèbre de Lie réelle. Une sous-algèbre de Lie complexe m

de gC est dite totalement complexe si m + m̄ = gC.

Théorème 1.2.21. ([15]) Soient G un groupe de Lie connexe d’algèbre de Lie g, f ∈ g∗ et
p ∈ P (f,G) qui vérifie la condition de Pukanszky forte. On suppose que p est totalement
complexe. Pourvu que H(f, ηf , p, G) 6= {0}, ρ(f, ηf , p, G) est irréductible.

1.3. Groupe exponentiel
Dans cette section nous allons donner la définition du groupe exponentiel et exposer

la méthode des orbites pour lui dans ses lignes générales. Lorsqu’on dit simplement
une algèbre de Lie, cela signifie une algèbre de Lie réelle de dimension finie. Soit g une
algèbre de Lie résoluble qui agit sur un espace vectoriel réel V de dimension n. En tant
que gC-module,VC possède une suite de Jordan-Hölder :

{0} = V0 ⊂ V1 ⊂ · · · ⊂ Vn−1 ⊂ Vn = VC, dimC Vj = j (0 ≤ j ≤ n).

L’action de gC sur Vj/Vj−1 (1 ≤ j ≤ n) fait nâıtre une forme linéaire λj sur gC, et ces
formes linéaires ne dépendent pas sauf leur ordre du choix de la suite de Jordan-Hölder.

Définition 1.3.1 La restriction de λj (1 ≤ j ≤ n) sur g s’appelle poids de g dans V , et le
poids de la représentation adjointe s’appelle racine de g.

Définition 1.3.2. Soit G un groupe de Lie connexe et simplement connexe d’algèbre de Lie
g. Lorsque l’application exponentielle exp : g → G est surjective, on appelle G groupe
exponentiel.

Théorème 1.3.3. ([24]) Soit G un groupe de Lie connexe et simplement connexe d’algèbre
de Lie g. Les assertions suivantes sont équivalentes :

(1) G est un groupe exponentiel ;
(2) l’application exponentielle est injective ;
(3) l’application exponentielle est un difféomorphisme ;
(4) chaque racine de g s’écrit X → λ(X)(1 + iα) où λ ∈ g∗ et α ∈ R ;
(5) g ne possède aucune racine qui admet une valeur non nulle purement imaginaire.

Définition 1.3.4. Lorsqu’une algèbre de Lie g satisfait à (5) du théorème 1.3.3, g s’appelle
algèbre de Lie exponentielle.
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Exemple 1.3.5.

(i) Un groupe de Lie nilpotent connexe et simplement connexe est un groupe expo-
nentiel.

(ii) Soit g une algèbre de Lie telle que dim g = n. Lorsqu’il existe une suite d’idéaux

{0} = g0 ⊂ g1 ⊂ · · · ⊂ gn−1 ⊂ gn = g, dim gj = j (0 ≤ j ≤ n),

on dit que g est complètement résoluble. Une algèbre de Lie complètement
résoluble est exponentielle.

(iii) Soit g3 = 〈X, P, Q〉R; [X, P ] = −Q, [X,Q] = P . g3 n’est pas exponentielle.

(iv) Soit g4 = 〈X,P,Q, E〉R; [X, P ] = −Q, [X, Q] = P, [P, Q] = E. g4 n’est pas
exponentielle.

Pour être plus auto-complet, nous allons reproduire ici la démonstration du théorème
1.3.3 due à Dixmier [24].

1. Cas des groupes résolubles complexes. Soit g une algèbre de Lie résoluble de
dimension n sur le corps C des nombres complexes. Toute représentation irréductible
de g est de dimension 1, donc s’identifie à une forme linéaire sur g. Soit ϕ une racine
non nulle de g. ϕ s’annule sur le plus grand idéal nilpotent n de g. Alors, l’équation
ϕ(a) = 0 définit un hyperplan gϕ de g contenant n et a fortiori [g, g], donc un idéal de
g. Pour tout entier rationnel m distinct de 0, soit gϕ,m la variété linéaire non homogène
de g définie par l’équation ϕ(a) = 2πmi. Les gϕ,m seront appelées les variétés linéaires
exceptionnelles de g. Si g est non nilpotent, il existe des racines non nulles, donc il existe
des variétés linéaires exceptionnelles.

Soit G un groupe de Lie complexe simplement connexe d’algèbre de Lie g. Soit N le
sous-groupe distingué de G correspondant à n ; il est fermé et simplement connexe, et
G′ = G/N est un groupe de Lie complexe abélien simplement connexe d’algèbre de Lie
g′ = g/n. ; soit r la dimension complexe de G′. Soient θ l’application canonique de g

sur g′, p l’application canonique de G sur G′ et Λ (resp. Λ′) l’application exponentielle
de g (resp. g′) dans G (resp. G’). Alors, Λ′ est un isomorphis-e de la variété analytique
g′ sur la variété analytique G′, et l’on a p ◦ Λ = Λ′ ◦ θ. Si ϕ est une racine non nulle
de g, le sous-groupe distingué Gϕ de G correspondant à gϕ est un sous-groupe fermé
simplement connexe contenant N , de dimension complexe n − 1, égal à p−1 (Λ′(θ(gϕ))).
Soit Gϕ,m = p−1 (Λ′(θ(gϕ,m))) ; les Gϕ,m sont des classes de G suivant Gϕ, et seront
appelées sous-variétés exceptionnelles de G. Soit a ∈ g. Pour que Λ(a) ∈ Gϕ,m, il faut et
il suffit que p (Λ(a)) = Λ′ (θ(a)) appartienne à Λ′ (θ(gϕ,m)), donc que θ(a) appartienne à
θ(gϕ,m), donc que a ∈ gϕ,m.

Pour énoncer commodément les résultats, disons qu’une application ψ d’un espace
topologique X dans un espace topologique Y est localement injective (resp. surjective)
en un point x0 ∈ X s’il existe un voisinage V de x0 dans X tel que la restriction de ψ à
V soit injective (resp. si, pour tout voisinage W de x0 dans X, ψ(W ) est un voisinage
de ψ(x0) dans Y ).
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Théorème 1. Soient G un groupe de Lie résoluble complexe simplement connexe, g son
algèbre de Lie et Λ l’application exponentielle de g dans G. Soient s la réunion (fermée)
des variétés linéaires exceptionnelles de g, r le complémentaire de s dans g, S la réunion
(fermée) des sous-variétés exceptionnelles de G et R le complémentaire de S dans G.

1◦. Λ(s) ⊂ S.
2◦. La restriction of Λ à r est un isomorphisme de la variété analytique complexe r sur

la variété analytique complexe R.
3◦. Si a ∈ s, Λ n’est ni localement injective, ni localement surjective en a.

Démonstration. On a vu que Λ(gϕ,m) ⊂ Gϕ,m ; donc Λ(s) ⊂ S. Il existe une suite d’idéaux

g = g0 ⊃ g1 ⊃ · · · ⊃ gn−1 ⊃ gn = {0}
de g tels que gj soit de dimension n−j, et tels que gr = n. Soit (a1, . . . , an) une base de g

telle que aj ∈ gj−1, aj 6∈ gj. On a [aj, ak] =
∑n

h=1 γjkhah avec des constantes de structure
γjkh qui possèdent les propriétés suivantes :

γjkh = 0 sauf si h ≥ j, h ≥ k, h > r ;
si j > r et k > r, alors γjkh = 0 sauf si h > j et h > k.

On déduit de là que, si α1, . . . , αn sont des nombres complexes, on a

[
n∑

j=1

αjaj, ak] =
n∑

j=1

n∑

h=1

αjγjkhah ≡
(

n∑

j=1

αjγjkk

)
ak (mod gk).

Les racines de g sont donc les formes linéaires ϕk (k = 1, 2, . . . , n) définies par

ϕk

(
n∑

j=1

αjaj

)
=

n∑

j=1

γjkkαj =
r∑

j=1

γjkkαj = ψk(α1, . . . , αr).

On a

ϕ1 = ϕ2 = · · · = ϕr = 0.

Soit (a∗
1, . . . , a

∗
n) la base de g∗, regardé comme l’espace des covecteurs tangents à G

en l’élément neutre e de G, duale de la base (a1, . . . , an) de g. Si la base (a1, . . . , an) est
bien choisie, il existe un système de fonctions coordonées ξ1, . . . , ξn dans G possédant les
propriétés suivantes :

1◦. l’application g → (ξ1(g), . . . , ξn(g)) est un isomorphisme de la variété analytique
G sur Cn qui transforme e en (0, . . . , 0) ; nous identifierons désormais G et Cn par cet
isomorphisme ; autrement dit, nous transportons à Cn par cet isomorphisme la structure
de groupe de G ;

2◦. il existe n formes différentielles invariantes à gauche

ω1(ξ1, . . . , ξn, dξ1, . . . , dξn), . . . , ωn(ξ1, . . . , ξn, dξ1, . . . , dξn)

sur Cn, linéairement indépendantes en tout point de Cn, et telles que la valeur en e de
ωj soit a∗

j ;
3◦. on a

ω1 = dξ1, . . . , ωr = dξr,
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ωk = eψk(ξ1,...,ξr)[dξk +
k−1∑

s=1

Pks(ξ1, . . . , ξk−1)dξs] (k = r + 1, . . . , n),

où les Pks sont des polynômes.
Ceci posé, soient (α1, . . . , αn) des nombres complexes. Soit (ξ1(t), . . . , ξn(t)) la solution

du système différentiel

ω1 = α1dt, . . . , ωn = αndt (1)

qui s’annule pour t = 0 (t est une variable réelle). On sait que Λ(α1a1 + · · · + αnan) est
le point de G de coordonnées ξ1(1), . . . , ξn(1).

Les r premières équations de (1) donnent ξ1 = α1t, . . . , ξr = αrt. Les suivantes
s’écrivent alors

eψk(α1,...,αr)t[dξk +
k−1∑

s=1

Pks(ξ1, . . . , ξk−1)dξs] = αkdt (k = r + 1, . . . , n). (2)

Soient z une variable complexe, et τ(z) la fonction de z égale à 1 pour z = 0 et à ez−1
z

pour z 6= 0. C’est une fonction entière, dont les zéros sont les nombres 2mπi, m entier
rationnel 6= 0. Ceci posé, montrons que les solutions des équations (2) sont de la forme

ξk = αktτ(−ψk(α1, . . . , αr)t) + Fk(α1, . . . , αk−1, t), (3)

où Fk est une fonction entière de α1, . . . , αk−1, t s’annulant pour t = 0. Procédant par
récurrence sur k, supposons ceci établi pour les entiers < k. Alors, l’équation ωk = αkdt
s’écrit

dξk

dt
= αke

−ψk(α1,...,αr)t + Gk(α1, . . . , αk−1, t), (4)

où Gk est une fonction entière de α1, . . . , αk−1, t. Soit Fk(α1, . . . , αk−1, t) la primitive de
Gk par rapport à la dernière variable qui s’annule pour t = 0. C’est une fonction entière
de α1, . . . , αk−1, t. Suivant que ψk(α1, . . . , αr) est nul ou non nul, l’equation (4) s’intègre
sous la forme suivante : ou bien

ξk = αkt + Fk(α1, . . . , αk−1, t)

ou bien

ξk = αk
e−ψk(α1,...,αr)t − 1

−ψk(α1, . . . , αr)
+ Fk(α1, . . . , αk−1, t)

= αktτ (−ψk(α1, . . . , αr)t) + Fk(α1, . . . , αk−1, t)

de sorte que la formule (3) est bien établie dans tous les cas. Donc les coordonnées de
Λ(α1a1 + · · · + αnan) sont données par les formules

(∗)
{

ξ1 = α1, . . . , ξr = αr,

ξk = αkτ (−ψk(α1, . . . , αr)) + Fk(α1, . . . , αk−1, 1) (k = r + 1, . . . , n).
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Le jacobien de la transformation définie par (∗) est
∏n

k=r+1 τ (−ψk(α1, . . . , αr)). L’en-
semble des points de g où il s’annule est donc l’ensemble des points de g où s’annule l’un
des nombres τ (−ψk(α1, . . . , αr)), c’est-à-dire s.

Les coordonnées α1, . . . , αr (resp. ξ1, . . . , ξr) définissent par passage au quotient des
coordonnées dans g′ (resp. G′) que nous noterons α′

1, . . . , α
′
r (resp. ξ′1, . . . , ξ

′
r). Comme

l’application exponentielle commute aux homomorphismes, l’application exponentielle Λ′

de g′ dans G′ est définie, en vertu de (∗), par les formules ξ′1 = α′
1, . . . , ξ′r = α′

r. La
variété θ(gϕk,m) a pour équation ψk(α

′
1, . . . , α

′
r) = 2mπi, donc la variété Λ′ (θ(gϕk,m)) a

pour équation ψk(ξ
′
1, . . . , ξ

′
r) = 2mπi. Donc Gϕk,m a pour équation ψk(ξ1, . . . , ξr) = 2mπi.

L’ensemble S du théorème est donc défini par l’équation

n∏

k=r+1

τ (−ψk(ξ1, . . . , ξr)) = 0.

Si
∏n

k=r+1 τ (−ψk(ξ1, . . . , ξr)) 6= 0, il est claire que le système (∗), où l’on considère
ξ1, . . . , ξn comme donnés, admet une solution et une seule en α1, . . . , αn. Donc la restric-
tion de Λ à r est une bijection de r sur R. Comme le jacobien de (∗) est non nul sur r,
cette restriction est un isomorphisme analytique complexe. Ainsi, les assertions 1◦ et 2◦

du théorème sont démontrées.
Soit a =

∑n
j=1 αjaj ∈ s. Soit h le plus grand indice tel que τ (ϕh(a)) = 0. Quel que soit

le nombre complexe β, il existe des nombres complexes uniques (α′
1, . . . , α

′
n) tels que :

1◦. α′
1 = α1, . . . , α

′
h−1 = αh−1; 2◦. α′

h = β; 3◦. Λ(
∑n

j=1 αjaj) = Λ(
∑n

j=1 α′
jaj). En effet,

α′
h+1, . . . , α

′
n sont définis par les conditions

αkτ (−ψk(α1, . . . , αr)) + Fk(α1, . . . , αk−1, 1)

= α′
kτ (−ψk(α1, . . . , αr)) + Fk(α

′
1, . . . , α

′
k−1, 1) (k = h + 1, . . . , n);

et, comme τ (−ψk(α1, . . . , αr)) 6= 0 pour k > h, on voit aussitôt par récurrence l’existence
et l’unicité des α′

k. En outre, par récurrence également, on voit que α′
k → αk si β → αh.

Ceci prouve que Λ n’est pas localement injective en a.
Soit toujours a =

∑n
j=1 αjaj ∈ s, et montrons que Λ n’est pas localement surjective

en a. Désignons cette fois par h le plus petit indice tel que τ (ϕh(a)) = 0. Soit m l’entier
rationnel non nul tel que a ∈ gϕh,m. Soient ξ1, . . . , ξn les coordonnées de Λ(a). Si ǫ > 0
est assez petit, les conditions | α′

k − αk| < ǫ pour k = 1, . . . , h − 1 entrâınent

τ (−ψk(α
′
1, . . . , α

′
r)) 6= 0, k = 1, . . . , h − 1.

Alors, les équations

(∗∗)
{

ξ′1 = α′
1, . . . , ξ′r = α′

r

ξ′k = α′
kτ (−ψk(α

′
1, . . . , α

′
r)) + Fk(α

′
1, . . . , α

′
k−1, 1) (k = r + 1, . . . , h − 1)

définissent une transformation birégulière. Il existe donc un nombre ǫ′ > 0 et des fonctions
holomorphes F ′

k(ξ
′
1, . . . , ξ

′
k) (k = r+1, . . . , h−1) définies pour | ξ′1−ξ1| < ǫ′, . . . , | ξ′h−1−

ξh−1| < ǫ′ telles qu’on ait les propriétés suivantes : 1◦ en réduisant au besoin ǫ, les
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conditions | α′
k − αk| < ǫ pour k = 1, . . . , h − 1 entrâınent | ξ′k − ξk| < ǫ′ pour

k = 1, . . . , h − 1 ; 2◦ on a alors

α′
1 = ξ′1, . . . , α′

r = ξ′r,

α′
k = F ′

k(ξ
′
1, . . . , ξ

′
k) (k = r + 1, . . . , h − 1).

Soit maintenant a′ =
∑n

j=1 α′
jaj ∈ gϕh,m, tel que

| α′
1 − α1| < ǫ, . . . , | α′

h−1 − αh−1| < ǫ.

Soient ξ′1, . . . , ξ
′
n les coordonnées de Λ(a′). Les nombres ξ′1, . . . , ξ

′
h−1 sont liés aux nombres

α′
1, . . . , α

′
h−1 par les formules (∗∗). D’autre part

ξ′h = Fh(α
′
1, . . . , α

′
h−1, 1) = K(ξ′1, . . . , ξ

′
h−1),

K désignant une certaine fonction holomorphe de ξ′1, . . . , ξ
′
h−1 définie pour | ξ′1 − ξ1| <

ǫ′, . . . , | ξ′h−1 − ξh−1| < ǫ′. Donc il existe un voisinage de a dans gϕh,m dont l’image par
Λ n’est pas un voisinage de Λ(a) dans Gϕh,m. Comme les points de g qui n’appartiennent
pas à gϕh,m ont une image par Λ qui n’appartient pas à Gϕh,m, il existe un voisinage de
a dans g dont l’image par Λ n’est pas un voisinage de Λ(a) dans G, de sorte que Λ n’est
pas localement surjective en a. Le théorème est démontré. c.q.f.d.

Remarque. Ce dernier raisonnement prouve le résultat suivant dont nous aurons besoin
plus loin : soit a ∈ s ; alors, Λ applique a + n dans Λ(a)N , et il existe un voisinage V
de a dans a + n tel que les points de Λ(V ) appartiennent tous à une sous-variété de
codimension 1 dans Λ(a)N .

Corollaire. Soient G un groupe de Lie résoluble complexe simplement connexe, g son
algèbre de Lie et Λ l’application exponentielle de g dans G. Les conditions suivantes sont
équivalentes :

1◦. Λ est injective.
2◦. Λ est surjective.
3◦. Λ est un isomorphisme de la variété analytique g sur la variété analytique G.
4◦. G est nilpotent.

Démonstration. Les implications 4◦ ⇒ 3◦ ⇒ 2◦, 3◦ ⇒ 1◦ sont claires ; 1◦ ⇒ 4◦ résulte du
théorème 1. Pour montrer que (non 4◦) ⇒ (non 2◦), on utilise la fin de la démonstration
précédente, quelque peu simplifiée, en considérant cette fois le plus petit indice h tel que
ϕh 6= 0. c.q.f.d.

2. Cas des groupes résolubles réels. Soient G un groupe de Lie résoluble réel
simplement connexe de dimension n, g son algèbre de Lie, n le plus grand idéal nilpotent
de g et N le sous-groupe correspondant de G. On désignera par g̃ (resp. ñ) l’algèbre de
Lie complexifiée de g (resp. n), par G̃ (resp. Ñ) le groupe de Lie complexe simplement
connexe d’algèbre de Lie g̃ (resp. ñ). Alors, ñ s’identifie au plus grand idéal nilpotent de
g̃, et g s’identifie à une sous-algèbre de g̃. Le sous-groupe de Lie réel de G̃ correspondant
à g est fermé et simplement connexe. Donc il existe un isomorphisme canonique de G sur
ce sous-groupe. On peut donc identifier canoniquement G à un sous-groupe fermé de G̃.
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Soit ϕ une racine non nulle, restriction à g d’une racine non nulle ϕ̃ de g̃. Alors, le
noyau gϕ = g̃ϕ̃ ∩ g de ϕ est un idéal de g qui contient n. Si m est un entier rationnel non
nul, soit gϕ,m = g̃ϕ̃,m ∩ g la variété linéaire dans g définie par l’équation ϕ(x) = 2mπi.

D’autre part, soient Gϕ = G̃ϕ̃ ∩ G et Gϕ,m = G̃ϕ̃,m ∩ G ; désignant par θ l’application
canonique de g sur g′ = g/n, par p l’application canonique de G sur G′ = G/N , par Λ
(resp. Λ′) l’application exponentielle de g dans G (resp. de g′ dans G′), on a

Gϕ = p−1 (Λ′(θ(gϕ))) , Gϕ,m = p−1 (Λ′(θ(gϕ,m))) .

Écrivant ϕ = ϕ′ + iϕ′′, où ϕ′ et ϕ′′ sont des formes linéaires réelles sur g, trois cas sont
possibles :

1◦. ϕ′′ = αϕ′, où α est une constante réelle ; alors, gϕ, Gϕ sont de dimension réelle
n − 1, et les gϕ,m, Gϕ,m sont vides ;

2◦. ϕ′ = 0 ; alors gϕ, Gϕ, les gϕ,m et les Gϕ,m sont de dimension réelle n − 1 ;
3◦. ϕ′ 6= 0, ϕ′′ 6= 0, et les noyaux de ϕ′, ϕ′′ sont distincts ; alors, gϕ, Gϕ, les gϕ,m et les

Gϕ.m sont de dimension réelle n − 2.
On appellera variétés linéaires exceptionnelles de g les gϕ,m, et sous-variétés excep-

tionnelles de G les Gϕ,m. Dire que les variétés linéaires exceptionnelles de g sont toutes
vides revient donc à dire que toutes les racines non nulles sont du premier type envisagé
ci-dessus.

Théorème 2. Le théorème 1 est valable pour les groupes résolubles réel simplement
connexe.

Démonstration. Les deux premières assertions à établir résultent aussitôt des assertions
correspondantes du théorème 1. Soit a un point appartenant à l’une des variétés linéaires
exceptionnelles de g. D’après la remarque antérieure, il existe un voisinage V de a dans
a + n et une hypersurface H de codimension 1 dans Λ(a)Ñ tel que Λ(V ) ⊂ H. Si Λ(V )
était un voisinage de Λ(a) dans Λ(a)N , H contiendrait un voisinage de Λ(a) dans Λ(a)N
donc serait un voisinage de Λ(a) dans Λ(a)Ñ , ce qui est absurde. Donc Λ(V ) n’est pas un
voisinage de Λ(a) dans Λ(a)N . Par ailleurs, l’image par Λ d’un point qui n’est pas dans
a + n n’appartient pas à Λ(a)N (par exemple, parce que l’application exponentielle Λ′

est un isomorphisme). Donc Λ n’est pas localement surjective en a. Si Λ était localement
injective en a, Λ appliquerait homéomorphiquement tout voisinage compact de a dans g

suffisamment petit sur une partie compacte de G qui, d’après l’invariance du domaine,
serait un voisinage de Λ(a) dans G. Donc, Λ serait localement surjective en a, ce qui
n’est pas. Donc, Λ n’est pas localement injective en a. Le théorème est démontré. c.q.f.d.

Il est immédiat que l’algèbre g3 de l’exemple 1.3.5 admet des variétés linéaires excep-
tionnelles de sorte que l’application exponentielle n’y est pas injective.

Théorème 3. Soient G un groupe de Lie réel résoluble simplement connexe, g son algèbre
de Lie et Λ l’application exponentielle de g dans G. Les conditions suivantes sont équivalentes :

1◦. Λ est bijective.
2◦. Λ est un isomorphisme de la variété analytique g sur la variété analytique G.
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3◦. Toute racine de g est de la forme ϕ′ + iϕ′′, avec ϕ′, ϕ′′ réelles et ϕ′′ proportionnelle
à ϕ′.

4◦. Il n’existe pas d’algèbre quotient de g admettant une sous-algèbre isomorphe à g3.

Démonstration. Le théorème 2 et les remarques qui le précèdent prouvent les implications
3◦ ⇒ 2◦, 1◦ ⇒ 3◦ ; comme on a évidemment 2◦ ⇒ 1◦, les conditions 1◦, 2◦, 3◦ sont
équivalentes.

Considérons une suite de Jordan-Hölder du g-module g : c’est une suite décroissante
d’idéaux

g = g0 ⊃ g1 ⊃ · · · ,⊃ gn−1 ⊃ gn = {0},
où les quotients gj/gj+1 sont de dimension 1 ou 2. Soit g̃j le complexifié de gj, qui est
un idéal de g̃. Si dim (gj/gj+1) = 2, il existe un idéal bj de g̃ tel que

g̃j ⊃ bj ⊃ g̃j+1, dim (g̃j/bj) = dim (bj/g̃j+1) = 1.

Toute racine de g̃ correspond, soit à un quotient g̃k/g̃k+1 de dimension 1, soit à un
quotient g̃j/bj, soit à un quotient bj/g̃j+1. Les racines du premier type sont réelles sur
g. Soit y + iz un élément de bj n’appartenant pas à g̃j+1, avec y, z ∈ gj. On a, pour tout
x ∈ g,

[x, y + iz] = ϕ(x)(y + iz) + u + iv,

ϕ désignant la racine correspondant à bj/g̃j+1, et u, v désignant des éléments de gj+1. Si
ϕ′ et ϕ′′ sont les parties réelle et imaginaire de ϕ, on en déduit

(†)
{

[x, y] = ϕ′(x)y − ϕ′′(x)z + u,

[x, z] = ϕ′′(x)y + ϕ′(x)z + v.

Si y et z étaient proportionnels modulo gj+1, on déduirait de là l’existence d’un idéal
de g strictement compris entre gj et gj+1, de sorte que (g0, g1, . . . , gn−1, gn) ne serait pas
une suite de Jordan-Hölder. Donc, en désignant par R le corps des nombres réels, on a
gj = gj+1 + Ry + Rz. Comme

[x, y − iz] = (ϕ′(x) − iϕ′′(x)) (y − iz) + u − iv,

et que y − iz n’appartient pas à bj, on voit que la racine correspondant à g̃j/bj est
ϕ̄ = ϕ′ − iϕ′′.

Ceci posé, supposons que la condition 3◦ du théorème ne soit pas satisfaite. Il existe
donc une racine ψ de g qui n’est pas de la forme indiquée dans cette condition 3◦. Cette
racine correspond à un quotient bj/g̃j+1 ou à un quotient g̃j/bj. Comme ψ̄ ne vérifie pas
non plus la condition 3◦ du théorème, on peut supposer que ψ est égale à la racine ϕ de
l’alinéa précédent. Il existe x ∈ g tel que ϕ′(x) = 0, ϕ′′(x) 6= 0. En multipliant x par un
scalaire convenable, on peut supposer ϕ′′(x) = 1. Alors, les formules (†) deviennent

[x, y] = −z + u, [x, z] = y + v,

avec u, v ∈ gj+1. Comme 2i[z, y] = [y+ iz, y− iz] ∈ g̃j+1, g/gj+1 possède une sous-algèbre
isomorphe à g3. On voit donc que la condition 4◦ du théorème implique la condition 3◦.
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Enfin, supposons que la condition 3◦ du théorème soit satisfaite. Soient h un idéal de
g et H le sous-groupe distingué de G correspondant à h. Il existe une suite de Jordan-
Hölder de g dont l’un des termes est h. Donc toute racine de g/h se déduit d’une racine
de g par passage au quotient, de sorte que toute racine de g/h vérifie la condition 3◦ du
théorème. L’application exponentielle de g/h dans G/H est donc injective. Sa restriction
à toute sous-algèbre de g/h est également injective. Il ne peut donc exister dans g/h de
sous-algèbre isomorphe à g3. Ainsi, la condition 3◦ implique la condition 4◦, ce qui achève
la démonstration. c.q.f.d.

Un groupe exponentiel G = exp g jouit de la propriété suivante : soit h une sous-
algèbre de g. Il existe une base {X1, . . . , Xp} d’un sous-espace vectoriel supplémentaire
de h dans g telle que, si on pose gj(t) = exp(tXj) (t ∈ R), l’application

(t1, . . . , tp, X) → g1(t1)· · ·gp(tp) exp X

soit un difféomorphisme de Rp×h sur G. Une telle base sera dite coexponentielle à h dans
g, et se construit comme suit. Remarquons d’abord que si k est une sous-algèbre contenant
h, la réunion d’une base coexponentielle à k dans g et d’une base coexponentielle à h

dans k est une base coexponentielle à h dans g. Il suffit donc d’examiner les cas suivants :
(1) h est un idéal de codimension 1 dans g ;
(2) h n’est pas un idéal, et g/h est un h-module irréductible.
Dans le cas (1) n’importe quel élément de g n’appartenant pas à h forme une base

coexponentielle. Il s’ensuit que si g est nilpotent, on construit une base coexponentielle
à n’importe quelle sous-algèbre par itération du cas (1), puisque toute sous-algèbre de
codimension 1 est un idéal.

Procédons au cas (2). Soit n le plus grand idéal nilpotent de g. Comme n 6⊂ h, n/(h∩n)
s’identifie à un sous-h-module non nul de g/h, donc à g/h. Tout sous-espace contenant
n est un idéal de g donc on construit une base coexponentielle à n dans g en itérant (1).
On peut la supposer formée d’éléments de h. En appliquant le cas (1), on construit une
base coexponentielle {X} ou {X1, X2}, selon la dimension, à h ∩ n dans n. Il est alors
clair que c’est aussi une base coexponentielle à h dans g.

Définition 1.3.6. Soient G un groupe de Lie d’algèbre de Lie g et V un G-module ou
g-module. On dit que V est de type exponentiel si tout poids de g dans V s’écrit

X 7→ λ(X)(1 + iα)

avec α ∈ R, λ ∈ g∗.

Théorème 1.3.7. Soient G = exp g un groupe exponentiel (d’algèbre de Lie g) et V un
G-module de type exponentiel. Alors le stabilisateur dans G d’un point de V est connexe.

Démonstration. Désignons par ρ l’action de G dans V . Soient X ∈ g, v ∈ V tels que
ρ(exp X)v = v. L’ensemble des t ∈ R tels que ρ(exp(tX))v = v est un sous-groupe fermé
de R. S’il est discret, soit t0 son plus petit élément positif. Nous avons :

ρ

(
exp(

t0
2

X)

)(
ρ

(
exp(

t0
2

X)

)
v − v

)
= −

(
ρ

(
exp(

t0
2

X)

)
v − v

)
6= 0,
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d’où dρ( t0
2
X) a une valeur propre inπ avec un entier non nul n. c.q.f.d.

On peut paramétrer les orbites dans cette situation afin de trouver le lemme suivant.

Lemme 1.3.8. Soient G un groupe exponentiel et V un G-module de type exponentiel.
On note G(v) le stabilisateur dans G de v ∈ V et munit l’orbit G∆v de la topologie
induite par celle de V . Alors G∆v est homéomorphe à l’espace homogène G/G(v). Ils
sont homéomorphes à un espace Rd pour un certain entier non négatif d.

Désormais dans cette section on désigne par G = exp g un groupe exponentiel d’algèbre
de Lie g. Soit f ∈ g∗. On note S(f, g) (resp. M(f, g)) l’ensemble des sous-algèbres de
g qui sont sous-espaces isotropes (resp. isotropes maximaux) pour Bf . On se donne
maintenant h ∈ S(f, g) et définit un caractère unitaire χf de H = exp h par

χf (exp X) = eif(X) (∀ X ∈ h).

Ensuite, posons
ρ̂(f, h, G) = indG

Hχf

et notons Ĥ(f, h, G) l’espace de Hilbert pour ρ̂(f, h, G). Désignons finalement par I(f, G)
l’ensemble des h ∈ S(f, g) telles que la représentation induite ρ̂(f, h, G) soit irréductible.

Remarque.

(i) G(f) étant connexe d’après le théorème 1.3.7, il est simplement connexe. Tout
f ∈ g∗ est intégral et le caractère unitaire ηf est uniquement déterminé.

(ii) Pour p ∈ P (f,G) vérifiant la condition de Pukanszky forte, ρ(f, ηf , p, G) (resp.
H(f, ηf , p, G)) définie dans la section 1.2 s’écrit simplement ρ(f, p, G) (resp.
H(f, p, G)).

(iii) Si h ∈ M(f, G), il est trivial que h contient g(f) et que hC est stable par
Ad (G(f)). C’est à dire que hC est une polarisation réelle de G en f .

(iv) Soit h ∈ M(f, g). Lorsque hC ∈ P+(f, G) vérifie la condition de Pukanszky forte,
ρ(f, pC, G) cöıncide avec ρ̂(f, h, G).

Théorème 1.3.9. ([14], Chap. VI) Soient G = exp g un groupe exponentiel d’algèbre de
Lie g et f ∈ g∗. Alors :

(1) I(f, g) 6= ∅ ;
(2) I(f, g) ⊂ M(f, g) ;
(3) pour h1, h2 ∈ I(f, g), on a ρ̂(f, h1, G) ≃ ρ̂(f, h2, G).

L’assertion (3) du théorème 1.3.9 permet que la notation ρ̂(f, h, G) se simplifie à ρ̂(f) ;
nous confondons parfois une représentation unitaire avec sa classe d’équivalence. Donc,
l’application f 7→ ρ̂(f) fournit une application de g∗ dans le dual unitaire Ĝ de G,
l’ensemble des classes d’équivalence des représentations unitaires irréductibles de G. En
outre, pour h ∈ S(f, g), g ∈ G, il vient g∆h ∈ S(g∆f, g) et ρ̂(g∆f, g∆h, G) ≃ ρ̂(f, h, G).
Il en découle que l’application décrite ci-dessus induit l’application, notée aussi ρ̂ = ρ̂G

de l’espace des orbites coadjointes g∗/G de G dans Ĝ.

Théorème 1.3.10. ([14]) L’application ρ̂ est une bijection de g∗/G sur Ĝ.
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Précisons ce résultat un peu plus. On munit Ĝ de la topologie de Fell ([32], [34], [50]).

Soit π ∈ Ĝ, dont l’espace de Hilbert se note Hπ. On définit dans Ĝ un voisinage de
π comme suit. On se donne des vecteurs en nombre fini v1, . . . , vk dans Hπ, un sous-
ensemble compact C de G et un nombre positif ǫ > 0. Le voisinage U(v1, . . . , vk; C; ǫ)

de π se constitue des ρ ∈ Ĝ telles qu’il existe w1, . . . , wk dans son espace de Hilbert Hρ

vérifiant
|(π(g)vi, vj) − (ρ(g)wi, wj)| < ǫ, g ∈ C, 1 ≤ i, j ≤ k.

Théorème 1.3.11. ([57]) On munit l’espace des orbites g∗/G de la topologie quotient et

le dual unitaire Ĝ de la topologie de Fell. L’application de Kirillov-Bernat ρ̂ est alors
homéomorphisme.

On note simplement dg une mesure de Haar à gauche sur G et introduit l’espace L1(G)
pour la mesure dg. On définit pour ϕ ∈ L1(G) l’opérateur π(ϕ) dans Hπ par

π(ϕ) =

∫

G

ϕ(g)π(g)dg.

Lorsque π(ϕ) est un opérateur compact pour ϕ ∈ L1(G) quelconque, on dit que π est
une représentation liminaire. G est dit liminaire si toutes les représentations unitaires
irréductibles sont liminaires ([4], [25]). On sait que π ∈ Ĝ est liminaire si et seulement

si {π} ⊂ Ĝ est un fermé pour la topologie de Fell ([2], [33]). Alors, le théorème 1.3.11
signifie qu’un groupe de Lie nilpotent connexe et simplement connexe est liminaire car
toutes les orbites coadjointes sont fermées.

Lorsque G = exp g est nilpotent, la bijection ρ̂ s’obtient via la formule de caractère de
Kirillov [56]. dX désignant la mesure de Lebesgue sur g et D(G) l’espace des fonctions
C∞ à support compact sur G, on pose, pour ϕ ∈ D(G),

ϕ̂(ℓ) =

∫

g

ϕ(exp X)eiℓ(X)dX (ℓ ∈ g∗).

Théorème 1.3.12. Supposons que G = exp g est nilpotent. Soient π ∈ Ĝ et Ω(π) son
orbite associée dans g∗. Si ϕ ∈ D(G), l’opérateur π(ϕ) est traçable. On peut normaliser
la mesure G-invariante sur Ω(π) de sorte qu’on ait la formule

Tr(π(ϕ)) =

∫

Ω(π)

ϕ̂(ℓ)dv(ℓ)

pour toute ϕ ∈ D(G).

Contrairement au cas nilpotent, il se peut dans le cas exponentiel que I(f, g) 6=
M(f, g). L’ensemble I(f, g) se caractérise par le théorème suivant.

Théorème 1.3.13. ([14]) Soient G = exp g, f ∈ g∗, h ∈ S(f, g) et H = exp h. Les assertions
suivantes sont équivalentes :

(1) H∆f = f + h⊥ ;
(2) f + h⊥ ⊂ G∆f et h ∈ M(f, g) ;
(3) h ∈ M(f + λ, g) pour tout λ ∈ h⊥ ;
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(4) h ∈ I(f, g).

Définition 1.3.14. Lorsque h ∈ S(f, g) satisfait à l’assertion (1) du théorème 1.3.13, on
dit que h vérifie la condition de Pukanszky.

Remarque. h vérifie la condition de Pukanszky si et seulement si hC ∈ P+(f, G) vérifie
la condition de Pukanszky forte.

Voyons qu’il se peut que M(f, g) = ∅ si g n’est plus exponentielle, ce qui montre la
nécessité d’introduire des polarisations (complexes).

Exemple 1.3.15. Soit g = g4 = 〈X, P,Q, E〉R; [X, P ] = −Q, [X,Q] = P, [P, Q] = E.
Prenons f = E∗ ∈ g∗. Alors g(f) = RX + RE. Comme il n’existe aucune sous-algèbre
de g ayant la dimension 3 et contenant g(f), on constate que M(f, g) = ∅.

On connâıt bien un procédé standard dû à M. Vergne pour construire un élément
de I(f, g). Considérons une bonne suite de sous-algèbres de g, c’est à dire une suite de
sous-algèbres :

{0} = g0 ⊂ g1 ⊂ · · · ⊂ gn−1 ⊂ gn = g, dim(gj/gj−1) = 1 (1 ≤ j ≤ n)

telle que, si gj n’est pas un idéal de g, gj−1 et gj+1 soient toutes deux des idéaux de g et
l’action de g sur gj+1/gj−1 soit irréductible. Soit fj = f |gj

pour 1 ≤ j ≤ n.

Théorème 1.3.16. ([14], Chap. IV) h =
∑n

j=1 gj(fj) appartient à I(f, g).

Nous appellerons polarisations de Vergne les éléments de I(f, g) qui sont construits
par ce procédé.

Concernant le résultat (3) du théorème 1.3.9, la construction explicite d’un opérateur
d’entrelacement entre deux représentations monomiales ρ̂(f, h1, G) et ρ̂(f, h2, G), où
h1, h2 ∈ I(f, g), apparâıt comme une question naturelle. Pour tout X ∈ h1 ∩ h2, on
trouve :

Tr adh1/(h1∩h2) X + Tr adh2/(h1∩h2) X = 0,

ce qui entrâıne :

∆H1,G(h) = ∆H2,G(h)∆2
H1∩H2,H2

(h) (h ∈ H1 ∩ H2).

Cela étant, pour φ ∈ H(f, h1, G) et g ∈ G, la fonction Φg sur H2 définie par

Φg(h) = φ(gh)χf (h)∆
−1/2
H2,G(h)

vérifie la relation

Φg(hx) = ∆H1∩H2,H2(x)Φg(h) (h ∈ H2, x ∈ H1 ∩ H2).

On est donc en mesure d’écrire formellement l’intégrale :

(Th2h1φ)(g) =

∮

H2/H1∩H2

φ(gh)χf (h)∆
−1/2
H2,G(h)dν(h) (g ∈ G). (1.3.1),

où ν = µH2,H1∩H2 .
Au moins au niveau formel, il est clair que la fonction Th2h1φ vérifie la condition de

covariance pour appartenir à H(f, h2, G) et que l’opérateur Th2h1 commute à l’action de G
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par translation à gauche. De plus, si l’intégrale (1.3.1) converge sur l’espace des vecteurs
C∞, nous pourrions même démontrer que Th2h1 fournit un vrai opérateur d’entrelacement.
Il n’est donc pas exagéré de dire qu’un des principaux problèmes est la convergence de
(1.3.1). Il s’avère que le produit simple H2H1 est localement fermé dans G et donc que
l’espace homogène H2/H2∩H1 est homéomorphe à l’espace H2H1/H1. Si donc H2H1 est
fermé dans G, ce qui est par exemple vrai lorsque G est nilpotent, l’intégrale (1.3.1) est
convergente pour toute fonction φ continue à support compact modulo H1. Malheureu-
sement, nous ignorons jusqu’à présent si H2H1 est toujours fermé.

Question. Soient G un groupe exponentiel, f ∈ g∗, hj ∈ I(f, g) et Hj = exp hj (j =
1, 2). Le produit simple H2H1 est-il fermé dans G ?

Si h1 ou h2 est une polarisation de Vergne, on vérifie en prenant une base coexponen-
tielle convenable à h1 dans g que H2H1 est fermé dans G, et en utilisant la transitivité
des formes µ·,· que l’opérateur Th2h1 fournit un vrai opérateur d’entrelacement.

Soit toujours f ∈ g∗. On considère trois sous-espaces lagrangiens Wj(1 ≤ j ≤ 3) de g

pour la forme bilinéaire Bf et on définit, comme Kashiwara, une forme quadratique Q
sur W1 ⊕ W2 ⊕ W3 par la formule :

Q(X1, X2, X3) = f([X1, X2]) + f([X2, X3]) + f([X3, X1]).

L’indice de la forme quadratique Q s’appelle l’indice de Maslov des espaces Wj et se note
τ(W1,W2,W3). Notons les principales propriétés de cet indice.

Lemme 1.3.17. ([58], [59]) Convenons d’écrire τijk au lieu de τ(Wi,Wj,Wk).
(a) τ123 = −τ213 = −τ132.
(b) τ234 − τ134 + τ124 − τ123 = 0.
(c) Si p est un sous-espace isotrope pour Bf de g contenant g(f) et si W est un sous-

espace lagrangien de g, alors W p = (W ∩ pf ) + p est lagrangien. De plus si p est inclus
dans W1 ∩ W2 + W2 ∩ W3 + W3 ∩ W1, on a τ123 = τ(W p

1 ,W p
2 ,W p

3 ).

En faisant intervenir une polarisation de Vergne h0 en f ∈ g∗, on pose

T ′
h2h1

= e
iπ
4

τ(h1,h0,h2)Th2h0◦Th0h1 .

Théorème 1.3.18. ([1]) L’opèrateur d’entrelacement T ′
h2h1

ne dépend pas du choix de h0

et vérifie la formule de composition :

T ′
h1h3

◦T ′
h3h2

◦T ′
h2h1

= e
iπ
4

τ(h3,h2,h1).

De plus T ′
h2h1

cöıncide avec Th2h1 si au moins h1 ou h2 est de Vergne.

1.4. Représentation ρ(f, h, G) pour un groupe exponentiel
Nous gardons les notations introduites jusqu’ici et nous proposons de montrer le

théorème suivant.

Théorème 1.4.1. ([35]) Soient G = exp g un groupe exponentiel d’algèbre de Lie g, f ∈ g∗

et h ∈ P+(f, G) vérifiant la condition de Pukanszky forte. Si H(f, h, G) 6= {0}, ρ(f, h, G)
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est irréductible et équivalente à la représentation unitaire irréductible associée à l’orbite
coadjointe G∆f .

Démonstration. The théorème est trivial lorsque dim G = 1. Nous allons donc le prouver
par récurrence sur dim G. Soit dim G = n, et supposons que le théorème s’établit pour
les groupes exponentiels dont la dimension est inférieure à n.

Cas 1. Supposons qu’il existe un idéal a 6= {0} de g tel que f |a = 0.
Posons A = exp a, G̃ = G/A = exp g̃ et p : G → G̃ la projection canonique. On désigne

la différentielle de p par dp qu’on étend par linéarité sur gC. Considérons la suite exacte
de groupes exponentiels :

1 → A → G
p→ G̃ → 1,

et prenons f̃ ∈ g̃∗ tel que f̃◦dp = f .
Puisque a ⊂ g(f) ⊂ h, il est évident que h̃ = dp(h) appartient à P+(f̃ , G̃). Comme

à la proposition 1.2.16, g̃∗ s’identifie naturellement à a⊥ ⊂ g∗ de sorte que h̃ vérifie la
condition de Pukanszky forte. Il résulte de la proposition 1.2.16 que

ρ(f̃ , h̃, G̃)◦p ≃ ρ(f, h, G). (1.4.1)

Notre hypothèse assure donc que H(f̃ , h̃, G̃) 6= {0}. Comme dim G̃ < dim G, l’hypothèse

de récurrence dit qu’il existe h̃0 ∈ I(f̃ , g̃) tel que

ρ(f̃ , h̃, G̃) ≃ ρ̂(f̃ , h̃0, G̃). (1.4.2)

En posant h0 = (dp)−1(h̃0), on voit que

ρ̂(f̃ , h̃0, G̃)◦p ≃ ρ̂(f, h0, G) (1.4.3)

et que h0 ∈ I(f, g). Les trois relations (1.4.1), (1.4.2), (1.4.3) donnent le résultat attendu.
Cas 2. Il n’existe aucun idéal a 6= {0} tel que f |a = 0.
(i) Sous-cas où e = (h + h̄) ∩ g 6= g :
On choisit et fixe un sous-espace supplémentaire m de e dans g, et identifie e∗ avec

m⊥ de sorte que e∗ ⊂ g∗. Soit p : g∗ → e∗ l’application restriction de sorte que p|e∗ est

l’application identique. Écrivons ℓ′ = p(ℓ) = ℓ|e pour ℓ ∈ g∗.
Il se voit aussitôt que h ∈ P+(f ′, E). On va montrer que h vérifie la condition de

Pukanszky forte en tant que polarisation de e. D’abord, e étant une sous-algèbre de g,

p(E∆f) = (E∆f)′ = E∆f ′ ⊂ e∗. (1.4.4)

Voyons maintenant que p−1(E∆f ′) = E∆f . Pour tous a ∈ E, ℓ ∈ e⊥, il est clair que
a∆ℓ ∈ e⊥. On décompose a∆f (a ∈ E) comme

a∆f = (a∆f)′ + f̂ , f̂ ∈ e⊥.

On a donc, pour ℓ ∈ e⊥ arbitraire,

a∆
(
f − a−1∆(f̂ − ℓ)

)
= (a∆f)′ + ℓ,
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où a−1∆(f̂ − ℓ) ∈ e⊥. Puisque h vérifie la condition de Pukanszky forte en tant que
polarisation de g en f ∈ g∗, la proposition 1.2.11 entrâıne qu’il existe b ∈ D ⊂ E tel que
b∆f = f − a−1∆(f − ℓ). D’où,

(ab)∆f = (a∆f)′ + ℓ. (1.4.5)

Comme a ∈ E, ℓ ∈ e⊥ sont arbitraires, les relations (1.4.4), (1.4.5) montrent que

p−1(E∆f ′) = E∆f, (1.4.6)

ce qui implique que E∆f ′ = E∆f ∩ e∗ est un fermé de e∗ et que h vérifie la condition de
Pukanszky forte en tant que polarisation de e en f ′.

Or ρ(f, h, G) = indG
E ρ(f ′, h, E), et donc si H(f, h, G) 6= {0}, on a H(f ′, h, E) 6= {0}.

Ce que dim E < dim G nous permet d’appliquer l’hypothèse de récurrence pour assurer
qu’il existe h0 ∈ I(f ′, e) tel que

ρ(f ′, h, E) ≃ ρ̂(f ′, h0, E). (1.4.7)

D’après le théorème 1.3.9, h0 ∈ M(f ′, e). Comme h ∈ P (f ′, E),

dimR h0 = dimC h =
1

2
(dimR g + dimR g(f)).

D’où h0 ∈ M(f, g). Montrons que h0 vérifie la condition de Pukanszky. Nous avons

f + h0
⊥, g∗ = f ′ + h0

⊥, e∗ + e⊥, g∗ . (1.4.8)

Comme h0 ∈ I(f ′, e), il découle du théorème 1.3.11 que h0 vérifie la condition de Pu-
kanszky au niveau de E, i.e.

f ′ + h0
⊥, e∗ ⊂ E∆f ′. (1.4.9)

Les propriétés (1.4.6), (1.4.8), (1.4.9) entrâıne que

f + h0
⊥, g∗ ⊂ G∆f,

à savoir que h0 ∈ M(f, g) vérifie la condition de Pukanszky et par conséquent que
h0 ∈ I(f, g). Ainsi, indG

E ρ̂(f ′, h0, E) = ρ̂(f, h0, G) est irréductible. D’après (1.4.7),

ρ(f, h, G) = indG
E ρ(f ′, h, E) ≃ indG

E ρ̂(f ′, h0, E) = ρ̂G(f).

(ii) Sous-cas où e = g (i.e. h est totalement complexe) : Dans ce cas le théorème 1.2.21
dit que ρ(f, h, G) est irréductible. Supposons donc que ρ(f, h, G) = ρ̂G(f0) et montrons
que f0 ∈ G∆f .

Lemme 1.4.2. Lorsque G est exponentiel, d est un idéal de e.

Démonstration. Comme d et e sont mutuellement orthogonaux par rapport à Bf , on a

0 = f([x, [y, z]]) = f([[x, y], z]) + f([y, [x, z]]) (x ∈ d, y, z ∈ e).

Donc,

Bf (ad(x)y, z) = −Bf (y, ad(x)z). (1.4.10)
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Notons A(x) l’endomorphisme induit sur e/d par ad(x). De ce que x ∈ h ∩ h̄, L’endo-
morphisme ad(x) étendu sur eC laisse h, h̄ stables. Il s’ensuit que A(x) laisse h/dC, h̄/dC

stables et par suite commute à J . Il résulte de (1.4.10) que, pour y, z ∈ e/d,

B̂f (A(x)y, Jz) = −B̂f (y, A(x)Jz) = −B̂f (y, JA(x)z),

autrement dit

Sf (A(x)y, z) = −Sf (y, A(x)z).

Cela veut dire que A(x) est anti-symétrique pour la forme bilinéaire symétrique définie
positive Sf . Ses valeurs propres sont donc purement imaginaires tandis que e/d est de
type exponentiel comme d-module par A. On en conclut que A(x) = 0 et que [d, e] ⊂ d.
c.q.f.d.

Revenons à la suite de la démonstration du théorème.

Corollaire 1.4.3. d est un idéal de g et dim d ≤ 1. En outre, z désignant le centre de g, il
s’avère que d = g(f) = z.

Démonstration. Comme e = g, le lemme (1.4.2) implique que d est un idéal de g. Posons
b = d∩ker f . Puisque [g, d] ⊂ d et que f([g, d]) = f([e, d]) = {0}, on trouve que [g, d] ⊂ b.
Ainsi, b est un idéal de g et f(b) = {0}. L’hypothèse du sous-cas exige b = {0}. Enfin,
dim d ≤ 1 et d ⊂ z. D’autre part, il est trivial que z ⊂ g(f) ⊂ d. En somme, d = g(f) = z.
c.q.f.d.

Afin de continuer la démonstration du théorème, on a besoin du théorème suivant.

Théorème 1.4.4. (Invariance de domaines [70]) Soient U1, U2 deux sous-ensembles de Rm

homéomorphes l’un à l’autre. Pourvu que U1 soit un ouvert de Rm, il en est de même
pour U2.

Allons continuer la démonstration du théorème. Si dim d = 0, g(f) = {0} et dim G∆f =
dim g∗ = n. Compte tenu du lemme 1.3.8, l’orbite G∆f est homéomorphe à Rn et donc
elle est un ouvert de g∗ d’après le théorème 1.4.4. Pourtant, G∆f = E∆f est un fermé de
g∗ car h vérifie la condition de Pukanszky forte. Ces observations signifient que G∆f = g∗,
ce qui est absurde. Par conséquent, dim d = 1.

De ce qui précède d = g(f) = z = RZ, f(Z) 6= 0 et

dim G∆f = dim g − dim g(f) = n − 1. (1.4.11)

Posons V = {ℓ ∈ g∗; ℓ(Z) = f(Z)}. Comme Z ∈ z, (a∆f)(Z) = f(Z) pour tout a ∈ G,
i.e. G∆f ⊂ V . Le lemme 1.3.8 et le fait (1.4.11) disent que l’orbite G∆f est homéomorphe
à Rn−1 , et le théorème 1.4.4 implique que G∆f est un ouvert de V . Pourtant, G∆f est
un fermé de V car h vérifie la condition de Pukanszky forte. Enfin,

G∆f = V. (1.4.12)

Soit maintenant h0 ∈ I(f0, g), d’où z ⊂ h0. Un opérateur d’entrelacement entre L̂ =
ρ̂(f0, h0, G) = ρ̂G(f0) et L = ρ(f, h, G) se note

R : Ĥ(f0, h0, G) → H(f, h, G).
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On a donc, pour tous φ ∈ Ĥ(f0, h0, G) et g ∈ G,
(
R◦L̂(g)

)
(φ) = (L(g)◦R) (φ).

On fixe t0 ∈ R et pose g0 = exp(t0Z). g0 étant central dans G, on a pour g ∈ G :
(
L̂(g0)φ

)
(g) = φ(exp(−t0Z)g) = φ(g exp(−t0Z)) = eit0f0(Z)φ(g).

Donc, (
R◦L̂(g0)

)
(φ) = eit0f0(Z)R(φ).

D’autre part,

((L(g0)◦R)(φ)) (g) = (Rφ)(exp(−t0Z)g) = (Rφ)(g exp(−t0Z)) = eit0f(Z)(Rφ)(g).

Donc,
(L(g0)◦R)(φ) = eit0f(Z)R(φ).

Tout compte fait, eit0f0(Z) = eit0f(Z) pour t0 ∈ R quelconque. Il s’ensuit que

f0(Z) = f(Z). (1.4.13)

On conclut de (1.4.12), (1.4.13) que f0 ∈ G∆f . c.q.f.d.

Pour une étude beaucoup plus avancée de la représentation induite holomorphe d’un
groupe exponentiel, voir [36].

§2. Désintégration
Soit toujours G = exp g un groupe exponentiel d’algèbre de Lie g. Il est bien connu qu’il

existe une forte dualité entre l’induction et la restriction de représentations. Dans ce cha-
pitre nous allons étudier leur désintégrations en irréductibles pour établir la réciprocité
de Frobenius.

2.1. Représentations monomiales
Commençons par un lemme simple.

Lemme 2.1.1. Soit V un espace vectoriel réel de dimension finie, où opère G par une
représentation de type exponentiel. Soit v un vecteur non nul de V tel qu’on ait g∆v = v
pour tout g ∈ G. On considère, pour x ∈ V arbitrairement fixé, la ligne droite Lx =
x + Rv. Alors, il y a deux possibilités :

ou bien Lx ∩ G∆x = x ou bien Lx ∩ G∆x = Lx.

En d’autres termes, la ligne droite passant par x et ayant la direction du vecteur
invariant v rencontre l’orbite G∆x en un seul point, ou bien y est complètement contenu.

Démonstration. Notons V0 le sous-espace de V engendré par v, V̄ l’espace quotient V/V0

et p : V → V̄ l’application canonique. La représentation de G sur V̄ , qui s’obtient par
passage au quotient, est évidemment une représentation de type exponentiel. Ceci étant,
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pour qu’on ait g∆x ∈ Lx (g ∈ G), il faut et il suffit que g appartienne à G(p(x)). D’autre
part, en posant g∆x = x + λ(g)v, on constate aussitôt que λ définit un homomorphisme
de G(p(x)) dans R. Comme G(p(x)) est connexe par le théorème 1.3.7, on a ou bien
λ ≡ 0 ou bien l’image de λ cöıncide avec R tout entier. De là il suffit d’observer que la
partie commune de Lx et de G∆x n’est autre que l’ensemble {g∆x; g ∈ G(p(x))}. c.q.f.d.

Définition 2.1.2. Dans la situation du lemme above, l’orbite G∆x est dite saturée dans
la direction de v si Lx ⊂ G∆x, sinon G∆x est dite non-saturée.

Lorsqu’il existe un idéal g0 de g tel que dim g/g0 = 1, une forme linéaire ℓ ∈ g∗ telle
que ℓ|g0 = 0 est un vecteur invariant pour la représentation coadjointe de G. Soient
g = RX + g0, p la projection de g∗ sur g∗

0 et G0 = exp g0. Le lemme suivant se voit
aussitôt de la définition du radical d’une forme bilinéaire alternée.

Lemme 2.1.3. Soient ℓ ∈ g∗ et ℓ0 = p(ℓ). Si g(ℓ) ⊂ g0, alors g(ℓ) ⊂ g0(ℓ0) et dim g0(ℓ0) =
dim g(ℓ) + 1. Si g(ℓ) 6⊂ g0, alors g0(ℓ0) ⊂ g(ℓ) et dim g(ℓ) = dim g0(ℓ0) + 1.

Lemme 2.1.4. Soient ℓ ∈ g∗, ℓ0 = p(ℓ) et Ω = G∆ℓ.
(1) Si l’orbite Ω est saturée dans la direction g⊥

0 , il existe une famille {ωs}s∈R de
G0-orbites dans g∗

0 telle que p(Ω) = ∪s∈Rωs, et exp(tX) ·ωs = ωs+t. De plus, G(ℓ0) ⊂ G0.
(2) Si l’orbite Ω est non saturée dans la direction g⊥

0 , p(Ω) = G0∆ℓ0.

Démonstration. (1) On a G = exp(RX)∆G0 = G0∆ exp(RX). Posons ω0 = G0∆ℓ0.
Alors ω0 ⊂ p(Ω) et on constate immédiatement que, pour tout t ∈ R, exp(tX)∆ω0 est
une G0-orbite qui est contenue dans p(Ω). Posons ωt = exp(tX)∆ω0. Puisque p(Ω) =
p(G∆ℓ) = G∆ℓ0 = exp(RX)∆ω0, la réunion des {ωt}t∈R est égale à p(Ω). Par définition
de ωs on a bien exp(tX)∆ωs = ωs+t. De plus ωs = ωt si et seulement si s = t. En
effet, si exp(sX)∆ℓ0 ∈ ωt on a exp(sX)∆ℓ0 = exp(tX)∆g0∆ℓ0 où g0 ∈ G0. On a donc
(exp(t − s)X) ∆g0 ∈ G(ℓ0). Si on montre que G(ℓ0) ⊂ G0, on aura exp((t − s)X) ∈ G0

donc s = t. Vérifions donc que G(ℓ0) ⊂ G0. Il suffit pour cela de montrer que g(ℓ0) ⊂ g0.
Le lemme 2.1.3 assure qu’il existe X1 ∈ g0(ℓ0)\g(ℓ), d’où λ = X1∆ℓ 6= 0 appartient à
g⊥

0 . Soit Y un élément quelconque de g(ℓ0). Alors Y ∆ℓ ∈ g⊥
0 donc Y ∆ℓ = (tX1)∆ℓ pour

un certain t ∈ R. Il en résulte que Y − tX1 ∈ g(ℓ) ⊂ g0 donc Y ∈ g0 puisque X1 ∈ g0.
(2) Comme g(ℓ) 6⊂ g0, on a G = G0∆G(ℓ). L’orbite G∆ℓ est donc égale à G0∆ℓ. On

en déduit aussitôt p(G∆ℓ) = p(G0∆ℓ) = G0∆ℓ0. c.q.f.d.

Écrivons simplement ρ̂0 au lieu de ρ̂G0 .

Proposition 2.1.5. Soit π0 ∈ Ĝ0. On suppose que π0 ≃ ρ̂0(ℓ0) où ℓ0 ∈ g∗
0. Soient ℓ un

prolongement de ℓ0 à g et Ω = G∆ℓ.
(1) Si Ω est saturée dans la direction g⊥

0 , alors indG
G0

π0 ≃ ρ̂(ℓ).

(2) Si Ω est non saturée dans la direction g⊥
0 , alors indG

G0
π0 ≃

∫ ⊕

R
ρ̂(ℓν)dν, où ℓν ∈ g∗

est définie par ℓν |g0 = ℓ0 et gν(X) = −2πν où X est un élément fixé de g(ℓ)\ (g(ℓ) ∩ g0).

Démonstration. (1) Soit h une polarisation de Vergne de g en ℓ construite à partir d’une
bonne suite de sous-algèbres qui passe par g0. Alors h ∈ I(ℓ, g) et h ⊂ g0, d’où h ∈
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I(ℓ0, g0). Il en résulte

indG
G0

π0 ≃ indG
G0

(
indG0

H χℓ0

)
≃ ρ̂(ℓ),

où H = exp h, ce qui prouve l’assertion.
(2) Il est clair que chaque G-orbite qui rencontre ℓ+g⊥

0 est non saturée dans la direction
g⊥

0 . Soit X un élément fixé de g(ℓ)\ (g(ℓ) ∩ g0). On définit ℓν ∈ g∗ (ν ∈ R) par

ℓν |g0 = ℓ0, ℓν(X) = −2πν.

On construit h ∈ I(ℓ, g) comme dans (1). Il se trouve immédiatement que h ∈ I(ℓν , g).
Posons h0 = h ∩ g0 et H0 = exp h0.

Montrons indH
H0

χℓ0 ≃
∫ ⊕

R
χℓνdν. Soit C l’espace des fonctions φ de H dans C, continues

à support compact modulo H0 et telles que

φ(hh0) = χℓ(h0)
−1φ(h)

pour tout h ∈ H et h0 ∈ H0. Comme h0 est un idéal de h, il existe sur H/H0 une
mesure γ invariante par H. Notons ρ la représentation indH

H0
χℓ0 . Son espace Hρ est donc

complété de C pour la norme

‖φ‖ =

(∫

H/H0

|φ(h)|2dγ(hH0)

)1/2

.

L’application φ 7→ φ̃ avec φ̃(t) = φ(exp(tX)) permet d’identifier C avec K(R), γ s’identifie
donc à la mesure de Lebesgue et Hρ s’identie à L2(R). On a donc ‖φ‖2 =

∫
R
|φ(exp(tX))|2dt.

L’espace de la représentation σ =
∫ ⊕

R
χℓνdν est L2(R) et, si h ∈ H et φ ∈ L2(R), on a

(σ(h)φ)(ν) = χℓν (h)φ(ν).
Soit F la transformation de Fourier de L2(R). Montrons que l’opérateur U de Hρ dans

L2(R) défini par Uφ = F φ̃ réalise l’équivalence de ρ à σ. U est évidemment unitaire et

bijectif puisque F l’est ainsi que l’application φ 7→ φ̃. Il suffit donc de vérifier que U
entrelace ρ et σ. Soient h ∈ H, ν ∈ R et φ ∈ Hρ, on a

((U ◦ ρ(h))φ) (ν) =

∫ ∞

−∞

e−2iπνtφ(h−1 exp(tX))dt,

((σ(h)◦U)(φ)) (ν) = χℓν (h)

∫ ∞

−∞

e−2iπνtφ(exp(tX))dt.

Puisque H = exp(RX)∆H0 = H0∆ exp(RX), il suffit de vérifier l’égalité des expres-
sion ci-dessus pour h = exp(sX) (s ∈ R) et h ∈ H0. Or, si X0 ∈ h0,

((U ◦ ρ(exp X0)(φ)) (ν) =

∫ ∞

−∞

e−2iπνtφ(exp(−X0) exp(tX))dt

=

∫ ∞

−∞

e−2iπνtφ
(
exp(tX) exp

(
ead(−tX)(−X0)

))
dt.
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Mais exp
(
ead(−tX)(−X0)

)
= exp(−X0 + Y ) où Y ∈ [h, h] ⊂ ker ℓ ∩ h0. Donc,

((U ◦ ρ(exp X0))(φ)) (ν) =

∫ ∞

−∞

e−2iπνtχℓ0 (exp(−X0 + Y ))−1 φ(exp(tX))dt.

De plus, χℓ0 (exp(−X0 + Y )) = eiℓ0(−X0+Y ) = e−iℓ0(X0) = χℓ0(exp(X0))
−1 et donc

((U ◦ ρ(exp X0))(φ)) (ν) =

∫ ∞

−∞

e−2iπνtχℓ0(exp(X0))φ(exp(tX))dt

= ((σ(exp(X0))◦U)(φ)) (ν).

D’autre part, si κ ∈ R, on a

((U ◦ ρ(exp(κX)))(φ)) (ν) =

∫ ∞

−∞

e−2iπνtφ(exp((t − κ)X)dt

=

∫ ∞

−∞

e−2iπνte−2iπνκφ(exp(tX))dt

= χℓν (exp(κX))

∫ ∞

−∞

e−2iπνtφ(exp(tX))dt

= ((σ(exp(κX))◦U)φ) (ν),

ce qui achève de prouver que indH
H0

χℓ ≃
∫ ⊕

R
χℓνdν.

On en déduit aussitôt à l’aide du théorème 1.1.1 que

indG
G0

π0 ≃ indG
G0

(
indG0

H0
χℓ0

)
≃ indG

H

(
indH

H0
χℓ0

)
≃ indG

H

(∫ ⊕

R

χℓνdν

)
.

Comme indG
H

(∫ ⊕

R
χℓνdν

)
≃

∫ ⊕

R

(
indG

H χℓν

)
dν et que h ∈ I(ℓν , g) pour tout ν ∈ R, on

obtient

indG
G0

π0 ≃
∫ ⊕

R

ρ̂(ℓν)dν,

ce qui termine la démonstration. c.q.f.d.

Nous nous donnons maintenant h ∈ S(f, g) et nous proposons d’étudier la représentaion
monomiale τ = ρ̂(f, h, G) = indG

H χf . Le sous-espace affine Γτ = f +h⊥ de g∗ joue un rôle
principal pour étudier τ . Ici nous nous intéressons à sa désintégration centrale canonique.
Notons z le centre de g et a un idéal non central minimal de g, i.e. minimal parmi des
idéaux non centraux. Bien évidemment, dim a/(a ∩ z) ≤ 2.

Comme tout le monde l’a sans doute remarqué, quand il s’agit des groupes exponen-
tiels, l’outil principal de démonstrations est la récurrence. On utilise la récurrence sur
dim g, dim h, dim g/h et dim g + dim g/h. Il est parfois sans encombre de passer de h à
h + z, ce qui nous amène au cas où h contiendrait z. Si f ∈ g∗ s’annule sur un idéal non
nul de g, on est en mesure de descendre au quotient par cet idéal. Après ces observations
on se trouve dans le cas où dim z ≤ 1, dim a ≤ 3. Si g 6= h + [g, g], il existe un idéal g0 de
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g contenant h tel que dim g/g0 = 1. On est alors en mesure de combiner la proposition
2.1.5 avec l’hypothèse de récurrence appliquée à G0 = exp g0. Si g = h + [g, g], soient
k = h+a et K = exp k. Compte tenu du théorème d’induction par étages, notre première
affaire est d’analyser la représentation monomiale indK

H χf .

Exemple 2.1.6. (1) Soit G = exp g2 avec g2 = 〈X, Y 〉
R

= RX + RY : [X, Y ] = Y .

Soient f ∈ g∗
2, h = RX et H = exp h. Alors indG

H χf ≃ indG
H′ χY ∗ ⊕ indG

H′ χ−Y ∗ avec
H ′ = exp h′, h′ = RY .

(2) Soit G = exp (g3(α)) avec g3(α) = 〈T, Y1, Y2〉R
: [T, Y1] = Y1 − αY2, [T, Y2] =

Y2 + αY1 (0 6= α ∈ R). Soient f ∈ g3(α)∗, h = RT et H = exp h. Alors

indG
H χf ≃

∫ ⊕

[0,2π]

indG
H′ χθ̂dθ

avec H ′ = exp(RY1 + RY2), θ̂ = (cos θ)Y ∗
1 + (sin θ)Y ∗

2 ∈ g3(α)∗.
(3) Soit G = exp g4 avec g4 = 〈T, X, Y, Z〉

R
: [T, X] = −X, [T, Y ] = Y, [X, Y ] = Z.

Soient f = αT ∗ + βZ∗ ∈ g∗
4 (β 6= 0), h = 〈T, X, Z〉

R
et H = exp h. Alors indG

H χf ≃
indG

H′ χf avec H ′ = exp h′, h′ = 〈T, Y, Z〉
R
.

(4) Soit G = exp g6 avec g6 = 〈T, X1, X2, Y1, Y2, Z〉
R

: [T, X1] = −X1 − αX2, [T, X2] =
−X2 + αX1, [T, Y1] = Y1 − αY2, [T, Y2] = Y2 + αY1, [Xi, Yj] = δijZ (0 6= α ∈ R). Soient
f = βT ∗ + γZ∗ (γ 6= 0), h = 〈T,X1, X2, Z〉

R
et H = exp h. Alors indG

H χf ≃ indG
H′ χf

avec H ′ = exp h′, h′ = 〈T, Y1, Y2, Z〉
R
.

Démonstration. Ces faits sont bien connus ([14], [74]), peut-être sauf (2) qu’on va voir
ici. Il suffit pour cela qu’on continue un peu plus loin les observations faites à la page
135 de [14]. On y emprunte certaines notations. Au moyen de la bijection ξY1 + ηY2 7→
ξ + iη, i =

√
−1, on identifie a = RY1 + RY2 au plan C des nombres complexes. Soit

λ = f(T ). La représentation monomiale τ = indG
H χf se réalise dans L2(C) = L2(R2) par

la formule suivante : pour ξ0 ∈ R, z0, z ∈ C et φ ∈ L2(C),

τ(exp(ξ0T ) exp z0)φ(z) = eξ0(iλ−1)φ
(
ze−ξ0(1−iα) − z0

)
.

Soient F l’isomorphisme de Fourier de L2(C), (·|·) le produit scalaire de R2 = C et
dz la mesure de Lebesgue de R2. Un calcul direct vérifie : pour ĝ = exp(ξ0T ) exp z0 ∈
G,ψ ∈ L2(C) et v ∈ C,

F (τ(ĝ)ψ) (v) = eξ0(iλ+1)+i(v|eξ0(1−iα)z0)Fψ
(
eξ0(1+iα)v

)
.

Or, à l’aide de la duale {Y ∗
1 , Y ∗

2 } de a∗ et de la bijection ξY ∗
1 + ηY ∗

2 7→ ξ + iη, a∗

s’identifie à C. Alors ξ′ + iη′ = exp(tT ) · (ξ + iη) se calcul par

ξ′ = e−t (ξ cos(αt) + η sin(αt)) , η′ = e−t (ξ sin(−αt) + η cos(αt)) .

On en constate que l’orbite coadjointe Ωθ passant par le point eiθ s’obtient comme
e−t+i(θ−αt), t décrivant R, et que e−2t est le déterminant fonctionnel de la transformation
des variables (ξ′, η′) 7→ (t, θ).

Posons τ1 = F ◦ τF−1. Comme, pour ĝ = exp(ξ0T ) exp z0 ∈ G,

τ1(ĝ)φ
(
e−t+i(θ−αt)

)
= eξ0(1+iλ)+i(e−t+i(θ−αt)|eξ0(θ−αt)z0)φ

(
e(−t+ξ0)(1+iα)+iθ

)
,
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τ1 laisse stable L2(Ωθ). Cela nous donne une représentation τ̂ de G, qui agit par la formule

τ̂(ĝ)Ψ(t) = eξ0(1+iλ)+i(eiθ|e(ξ0−t)(1−iα)z0)Ψ(t − ξ0)

dans l’espace des fonctions Ψ vérifiant
∫

R

e−2t|Ψ(t)|2dt < +∞.

Toutefois τ̂ n’est autre que πθ = indG
H′ χθ̂. En effet,

πθ(ĝ)φ(x) = ei(eiθ|e(ξ0−x)(1−iα)z0)φ(x − ξ0) (x ∈ R)

pour ĝ ∈ G comme avant et φ ∈ L2(R). Finalement on retrouve τ̂ en transférant πθ par
l’application qui à φ ∈ L2(R) associe Φ ∈ L2(R; e−2xdx), Φ(x) = e(1+iλ)xφ(x), ce qui
achève la démonstration. c.q.f.d.

Le chemin de raisonnements qu’on vient d’esquisser nous mène au résultat suivant.
On prend sur Γτ une mesure finie µ̃ équivalente à la mesure de Lebesgue et la considère
comme une mesure sur g∗. Posons µ = ρ̂∗(µ̃), l’image de µ̃ par l’application de Kirillov-

Bernat ρ̂ : g∗ → Ĝ. Pour π ∈ Ĝ, Ω(π) = ΩG(π) désigne l’orbite coadjointe de G associée
à π et m(π) le nombre des H-orbites contenues dans Γτ ∩ Ω(π).

Théorème 2.1.7. ([19], [39])

τ ≃
∫ ⊕

Ĝ

m(π)πdµ(π). (2.1.1)

Généralisons un petit peu ce résultat. On se donne un sous-groupe K = exp k et σ ∈ K̂
pour étudier la représentation induite indG

K σ. On désigne par ω(σ) l’orbite coadjointe
ρ̂−1

K (σ) ⊂ k∗ de K associée à σ, et par p : g∗ → k∗ l’application restriction. Une mesure
K-invariante sur ω(σ) et une mesure de Lebesgue sur k⊥ déterminent une mesure µ̂ sur
la sous-variété p−1(ω(σ)) de g∗. On prend une mesure finie µ̃ sur g∗ équivalente à µ̂ et

pose µ = (ρ̂G)∗(µ̃). Puis, pour π ∈ Ĝ on note nπ(σ) le nombre des K-orbites contenues
dans Ω(π) ∩ p−1(ω(σ)). Puisque σ est monomiale, le théorème 2.1.7 se généralise :

Théorème 2.1.8. ([19], [41])

indG
K σ ≃

∫ ⊕

Ĝ

nπ(σ)πdµ(π).

2.2. Restriction de représentations unitaires
On se place dans la situation décrite au début de la section précédente. Gardons les

notations utilisées à la proposition 2.1.5. Soit π ∈ Ĝ. On étudie la restriction π|G0 de π
à G0.

Proposition 2.2.1. ([52]) Soit π = ρ̂(ℓ) avec ℓ ∈ g∗.
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(1) Supposons que l’orbite G∆ℓ est saturée dans la direction g⊥
0 . Soit X ∈ g\g0. On a

π|G0 ≃
∫ ⊕

R

ρ̂0(ℓs)ds,

où ℓs = exp(sX)∆ℓ0.
(2) Supposons que l’orbite G∆ℓ est non saturée dans la direction g⊥

0 . Alors π|G0 ≃
ρ̂0(ℓ0).

Démonstration. (1) On utilise le théorème des sous-groupes de Mackey ([63]). Soient h

une polarisation de Vergne de g en ℓ construite à partir d’une bonne suite de sous-algèbres
qui passe par g0, et H = exp h. Alors h ∈ I(ℓ, g) et h ⊂ g0. Vérifions que H et G0 sont
régulièrement reliés. Comme H ⊂ G0, les doubles classes HgG0 = HG0g = G0g sont les
classes modulo G0. Par suite, l’espace des doubles classes est le groupe G/G0. Il est donc
dénombrablement séparé et les sous-groupes K et G0 sont bien régulièrement reliés. Le
groupe G/G0 s’identifiant à R par l’application s 7→ exp(sX)G0, on peut choisir comme
mesure admissible ([63]) la mesure de Haar sur G/G0 donc la mesure de Lebesgue sur R

et l’on a

π|G0 ≃
∫ ⊕

R

Vtdt,

où Vt est la représentation de G0 induite par la représentation

σt : g0 7→ χℓ(exp(tX)g0 exp(−tX))

du sous-groupe Ht = G0 ∩ (exp(−tX)H exp(tX)) = exp(−tX)H exp(tX) de G0. Mais σt

n’est autre que exp(−tX)∆χℓ = χexp(−tX)∆ℓ. Donc,

Vt ≃ indG0
Ht

χexp(−tX)·ℓ ≃ exp(−tX) ·
(
indG0

H χℓ

)
≃ exp(−tX) · ρ̂0(ℓ0).

Ainsi, Vt est irréductible et l’algèbre de Lie de Ht appartient à I(exp(−tX) · ℓ0, g0).
D’où, Vt ≃ ρ̂0(exp(−tX) · ℓ0). Si on pose ℓs = exp(sX) · ℓ0, on obtient la désintégration
cherchée :

π|G0 ≃
∫ ⊕

R

ρ̂0(ℓ−s)ds ≃
∫ ⊕

R

ρ̂0(ℓs)ds.

(2) Si on construit une polarisation de Vergne h ∈ I(ℓ, g) comme plus haut, il vient que
h0 = h∩g0 ∈ I(ℓ0, g0) et h = h0+g(ℓ). h0 étant un idéal de h, H = H0 exp(RX) avec H0 =
exp h0. Appliquons encore le théorème des sous-groupes de Mackey au couple (H, G0).
On remarque qu’il n’y a qu’une seule classe double car HG0 = H0(exp(RX)G0) = G, ce
qui prouve que H et G0 sont régulièrement reliés. On a donc

π|G0 ≃ indG0
G0∩H χℓ0 .

Mais G0 ∩ H = H0 et comme h0 ∈ I(ℓ0, g0), on a indG0
G0∩H χℓ0 ≃ ρ̂0(ℓ0). Donc, π|G0 ≃

ρ̂0(ℓ0), ce qui prouve l’assertion. c.q.f.d.

Soit maintenant K = exp k un sous-groupe de G et p : g∗ → k∗ l’application restriction.
Soit π ∈ Ĝ. On prend une mesure finie ν̃ = ν̃π sur g∗ équivalente à la mesure G-invariante
sur l’orbite Ω(π) et pose ν = (ρ̂K◦p)∗(ν̃). En utilisant la mesure ν sur K̂ ainsi obtenue et
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la même multiplicité nπ(σ) qu’au théorème 2.1.8, nous avons la désintégration centrale
canonique de la restriction π|K de π à K.

Théorème 2.2.2. ([20], [41])

π|K ≃
∫ ⊕

K̂

nπ(σ)σdν(σ).

Corollaire 2.2.3. La réciprocité de Frobenius s’établit dans ces circonstances.

Soient πj (j = 1, 2) deux représentations unitaires irréductibles de G. Le produit de
Kronecker extérieur de π1 et de π2, noté π1 × π2, correspond à l’orbite ΩG×G(π1 × π2) =
(Ω(π1), Ω(π2)) ⊂ g∗ ⊕ g∗. On identifie G au sous-groupe de G × G constitué par les
éléments diagonaux.

Corollaire 2.2.4. ([41]) Soit p : g∗ ⊕ g∗ → g∗ l’application restriction. Alors

π1 ⊗ π2 ≃
∫ ⊕

Ĝ

m(π)πdν(π),

où ν = (ρ̂G◦p)∗(tildeνπ1×π2) et où la multiplicité m(π) s’obtient par le nombre des G-
orbites incluses dans (Ω(π1), Ω(π2)) ∩ p−1 (ΩG(π)).

§3. Éléments e−centraux
Afin d’avancer dans une analyse plus détaillée de représentations monomiales, nous

supposons dans ce chapitre que G = exp g est un groupe de Lie nilpotent connexe
et simplement connexe d’algèbre de Lie g. Introduisons des éléments e-centraux dûs à
Corwin-Greenleaf [22]. Soient

{0} = g0 ⊂ g1 ⊂ · · · ⊂ gn−1 ⊂ gn = g, dim gk = k (0 ≤ k ≤ n) (3.1)

un drapeau d’idéaux de g, {Xj}1≤j≤n une base de Malcev associée à ce drapeau, i.e.
Xj ∈ gj\gj−1 (1 ≤ j ≤ n) et {X∗

j }1≤j≤n la base duale de g∗. Notons (ℓ1, . . . , ℓn), ℓj =

ℓ(Xj), les coordonnées de ℓ ∈ g∗. On a g⊥
j = 〈X∗

j+1, . . . , X
∗
n〉R

⊂ g∗, g∗
j
∼= g∗/g⊥

j et la
projection pj : g∗ → g∗

j entrelace les opérations de G sur g∗ et g∗
j . Pour ℓ ∈ g∗ on

définit ej(ℓ) = dim (G∆pj(ℓ)) , e(ℓ) = (e1(ℓ), . . . , en(ℓ)) et pose E = {e(ℓ); ℓ ∈ g∗}. Soit
e ∈ E . On définit la couche G-invariante Ue = {ℓ ∈ g∗; e(ℓ) = e} et, en posant e0 = 0,
l’ensemble des indices de saut S(e) = {1 ≤ j ≤ n; ej = ej−1 + 1} et celui de non-saut
T (e) = {1 ≤ j ≤ n; ej = ej−1}. Maintenant, soit U(g) l’algèbre enveloppante de gC et on
dit que A ∈ U(g) est e-central si πℓ(A), où πℓ = ρ̂G(ℓ), est un scalaire pour tout ℓ ∈ Ue.

Décrivons des résultats fondamentaux de Corwin-Greenleaf. Il existe un ouvert de
Zariski Z de g∗ tel que Z ∩ Ue soit non vide et G-invariant, et Aj ∈ U(gj) pour chaque
j ∈ T (e) jouissant les propriétés suivantes.

1. Chaque Aj est e-central sur Z ∩ Ue, i.e. πℓ(Aj) est un scalaire pour ℓ ∈ Z ∩ Ue,
ayant la forme Aj = PjXj + Qj, où

(i) Pj est un polynôme de Ak (k ∈ T (e), k < j), en particulier Pj ∈ U(gj−1) ;

(ii) Pj est e-central sur Z ∩ Ue ;
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(iii) Qj ∈ U(gj−1), en particulier P1, Q1 ∈ C1.

2. πℓ(Pj) 6= 0 pour ∀ℓ ∈ Z ∩ Ue.
3. πℓ(Aj) = ϕj(ℓ)Id, où ϕj(ℓ) = p̃j(ℓ

′)ℓj + q̃j(ℓ
′) avec deux fonctions rationnelles p̃j, q̃j

sur Z ∩ Ue qui ne dépendent que de ℓ′ = (ℓ1, . . . , ℓj−1).
4. p̃j(ℓ

′) est G-invariante et p̃j(ℓ
′) 6= 0 pour ∀ℓ ∈ Z ∩ Ue.

Remarque 3.1. La construction de ces éléments Aj peut se répéter sur Ue\(Z ∩ Ue).

En retournant à la représentation monomiale τ = indG
H χf , où H = exp h avec h ∈

S(f, g), considérons l’algèbre Dτ (G/H) des opérateurs différentiels G-invariants sur le
fibré de base G/H et associé aux données (H,χf ). On fixe une base {Ys}1≤s≤d de h et
définit un sous-espace vectoriel

aτ =
d∑

s=1

C (Ys + if(Ys))

dans U(g). Soient U(g)aτ l’idéal à gauche de U(g) engendré par aτ , et

U(g, τ) = {A ∈ U(g); [A, Y ] ∈ U(g)aτ , ∀Y ∈ h}.
Les éléments de U(g) agissant comme opérateurs différentiels G-invariants à gauche :

pour X ∈ g et ψ ∈ C∞(G),

(R(X)ψ) (g) =
d

dt
ψ(g exp (tX))|t=0 (∀ g ∈ G),

il se trouve que l’algèbre Dτ (G/H) est l’image de l’application R : U(g, τ) ∋ A 7→ R(A),
dont le noyau est U(g)aτ . D’où, elle est isomorphe à

U(g, τ)/U(g)aτ
∼= (U(g)/U(g)aτ )

H ,

où la dernière expression représente l’ensemble des éléments H-invariants.
Corwin et Greenleaf [22] ont laissé deux conjectures concernant l’algèbre Dτ (G/H).

Conjecture de commutativité. L’algèbre Dτ (G/H) est commutative si et seulement si
τ est à multiplicités finies, c’est à dire qu’au théorème 2.1.7 m(π) < ∞ presque partout
pour µ.

Conjecture polynomiale. Lorsque τ est à multiplicités finies, Dτ (G/H) est isomorphe
à l’algèbre C[Γτ ]

H des fonctions polynomiales H-invariantes sur Γτ .

Remarque 3.2. La conjecture de commutativité avait été antérieurement présentée par
M. Duflo [30] dans un cadre beaucoup plus général.

Il existe un et un seul e ∈ E tel que Γτ ∩ Ue soit un ouvert de Zariski de Γτ .

Théorème 3.3. ([46]) Soit j ∈ T (e), et prenons l’élément e-central Aj. Alors πℓ(Aj) =
ϕj(ℓ)Id pour tout ℓ ∈ Γτ et ϕj(ℓ) est une fonction polynomiale sur Γτ .

Rappelons le drapeau d’idéaux (3.1) de g. Soient

I = {i1 < i2 < · · · < id} = {1 ≤ i ≤ n; h ∩ gi 6= h ∩ gi−1}
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et J = {j1 < j2 < · · · < jq} = {1, 2, . . . , n}\I, d’où d = dim h et q = dim g/h. D’une
part, en posant k0 = h, kr = h + gjr (1 ≤ r ≤ q), on a une suite de sous-algèbres

h = k0 ⊂ k1 ⊂ · · · ⊂ kq−1 ⊂ kq = g, dim kr = d + r, (3.2)

et d’autre part, en posant h0 = {0}, hs = h ∩ gis (1 ≤ s ≤ d), on obtient une suite
d’idéaux de h :

{0} = h0 ⊂ h1 ⊂ · · · ⊂ hd−1 ⊂ hd = h, dim hs = s. (3.3)

Choisissons la base {Ys}1≤s≤d de h de façon qu’on ait Ys ∈ hs \ hs−1 (1 ≤ s ≤ d).
Ensuite, pour 1 ≤ s ≤ d, posons

as =
s∑

j=1

C(Yj + if(Yj)).

On désigne par T (eH) l’ensemble des indices is ∈ I tels qu’on ait hs ⊂ hs−1+g(ℓ) pour µ̃-
presque tout ℓ ∈ Γτ . Comme T (eH) ⊂ T (e), soit U(e) = T (e)\T (eH). On note ♦ l’anti-

automorphisme principal de U(g). Soit is ∈ T (eH). Écrivons T (e)∩{1, 2, . . . , is} = {m1 <
m2 < · · · < mk = is}. Les éléments e-centraux Amj

(1 ≤ j ≤ k) de Corwin-Greenleaf
s’écrit σj pour simplicité. Le lemme suivant nous servira énormément.

Lemme 3.4. Modulo U(gis)as, ♦(σk) est algébrique sur {♦(σ1), . . . , ♦(σk−1)}.
Calculons dans un cas typique des éléments e-centraux de Corwin-Greenleaf, qui ne

sont autre que des éléments centraux de U(g) dans notre cas, et voyons ce que signifie
notre lemme.

Exemple 3.5. Soit g = 〈X1, . . . , Xn〉R
avec les crochets non-nuls : [Xn, Xk] = Xk−1, (2 ≤

k ≤ n−1). D’où le centre de g est z = RX1 et b = 〈X1, . . . , Xn−1〉R
est un idéal abélien de

codimension 1 dans g. Les G-orbites coadjointes ont génériquement la dimension 2 et là
b se qualifie pour polarisation commune de g. Ceci posé, notre représentation monomiale
τ = indG

H χf est à multiplicités finies même si dim h = 1, sauf le cas où h = z et où f |z 6= 0.
En posant gj = 〈X1, . . . , Xj〉R

pour 1 ≤ j ≤ n, on obtient une suite de Jordan-Hölder de
g :

{0} = g0 ⊂ g1 ⊂ · · · ⊂ gn−1 ⊂ gn = g.

Nous allons chercher tout simplement des éléments centraux de U(g). Il y en a

σ1 = X1, σ2 = 2X1X3 − X2
2, σ3 = X1

2X4 − X1X2X3 +
1

3
X2

3

etc. Soient, par exemple, n = 5, h = 〈X3, X4〉R
et f(X3) = λ, f(X4) = κ. Alors, τ est à

multiplicités finies et l’algèbre Dτ (G/H) cöıncide avec l’algèbre des polynômes de X1, X2.
Donc, σ3 ne contribue pas à la formation de Dτ (G/H). Posons

aτ = C(X3 + if(X3)) + C(X4 + if(X4)) = C(X3 + iλ) + C(X4 + iκ)

et a1 = C(X3 + if(X3)) = C(X3 + iλ). On a σ2 ≡ −2iλσ1 − X2
2 modulo U(g1)a1 et

σ3 ≡ σ1
2X4 +

(
iλσ1 +

1

3
X2

2

)
X2 ≡ σ1

2X4 +

{
iλσ1 −

1

3
(σ2 + 2iλσ1)

}
X2
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= σ1
2X4 −

1

3
(σ2 − iλσ1)X2 modU(g2)aτ .

D’où, si l’on prend h′ = RX3, σ3 contribuerait effectivement à former Dτ ′(G/H ′), τ ′ =
indG

H′ χf avec H ′ = exp h′, mais

9(σ3 − σ2
1X4)

2 + (σ2 + 2iλσ1)(σ2 − iλσ1)
2 ≡ 0 modU(g2)aτ

et en particulier

9(σ3 + iκσ1
2)2 + (σ2 + 2iλσ1)(σ2 − iλσ1)

2 ≡ 0 modU(g4)aτ .

Nous pouvons continuer ainsi de suite. En effet, pour n ≥ 6, σ4 = 2X1X5−2X2X4+X3
2

est central dans U(g), et si l’on part de h = 〈X3, X4, X5〉R
avec f(X5) = ζ, on obtient

σ4 = 2σ1(−iζ) − 2X2(−iκ) + (−iλ)2 = −2iζσ1 + 2iκX2 − λ2

modulo U(g3)aτ . D’où,

(σ4 + 2iζσ1 + λ2)2 ≡ −4κ2X2
2 ≡ 4κ2(σ2 + 2iλσ1)

modulo U(g5)aτ .
Soit maintenant n ≥ 7. Considérons

σ5 = X1
4X6 − X1

3X2X5 +
1

2
X1

2X2
2X4 −

1

6
X1X2

3X3 +
1

30
X2

5

qui est encore central dans U(g). Prenons h = 〈X3, X4, X5, X6〉R
pour que h ∩ g(ℓ) soit

assez grand en ℓ ∈ Γτ générique. Soit f(X6) = γ. Alors,

σ5 = σ1
4(−iγ) − σ1

3X2(−iζ) +
1

2
σ1

2X2
2(−iκ) − 1

6
σ1X2

3(−iλ) +
1

30
X2

5

= −iγσ1
4 + iζσ1

3X2 −
iκ

2
σ1

2X2
2 +

iλ

6
σ1X2

3 +
1

30
X2

5

modulo U(g2)aτ . D’où,

σ5 ≡ −iγσ1
4 + iζσ1

2X2 +
iκ

2
σ1

2(σ2 + 2iλσ1)−
iλ

6
σ1(σ2 + 2iλσ1)X2 +

1

30
(σ2 + 2iλσ1)

2X2

= −iγσ1
4 − λκσ1

3 +
iκ

2
σ1

2σ2 +
1

30
(σ2

2 + 4iλσ1σ2 − 4λ2σ1
2 − 5iλσ1σ2 + 10λ2σ1

2)X2

= −1

2
(2iγσ1

4 + 2λκσ1
3 − iκσ1

2σ2) +
1

30
(6λ2σ1

2 − iλσ1σ2 + σ2
2)

modulo U(g2)aτ . Finalement nous avons
{
30σ5 + 15(2iγσ1

4 + 2λκσ1
3 − iκσ1

2σ2)
}2

+(6λ2σ1
2 − iλσ1σ2 + σ2

2)2(σ2 + 2iλσ1) ≡ 0

modulo U(g6)aτ . Tout indique que σ1, σ2, par exemple, engendrent algébriquement l’algèbre
des élèments Γτ -centraux.

Soient maintenant h = 〈X3, X5〉R
et f(X3) = λ, f(X5) = ζ comme avant. On a

σ4 ≡ 2σ1(−iζ) − 2X2X4 + (−iλ)2 = −2iζσ1 − 2X2X4 − λ2
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modulo U(g3)aτ . Donc,

σ1
2σ4 ≡ −2iζσ1

3 − 2X2

{
σ3 +

1

3
(σ2 − iλσ1)X2

}
− λ2σ1

2

≡ −2iζσ1
3 − 2X2σ3 +

2

3
(σ2 − iλσ1)(σ2 + 2iλσ1) − λ2σ1

2

= −2iζσ1
3 +

1

3
λ2σ1

2 +
2iλ

3
σ1σ2 +

2

3
σ2

2 − 2X2σ3

modulo U(g3)aτ . Finalement,

(3σ1
2σ4 − 2σ2

2 − 2iλσ1σ2 + 6iζσ1
3 − λ2σ1

2)2 + 36(σ2 + 2iλσ1)σ3
2 ≡ 0

modulo U(g5)aτ . Si l’on jette un coup d’l au cas où n = 6, Dτ (G/H) s’identifie avec
l’algèbre des polynômes à trois variables X1, X2, X4.

Enfin, soient h = 〈X4, X5〉R
et f(X4) = κ, f(X5) = ζ comme précédemment. Cette

fois,

σ4 ≡ 2σ1(−iζ) − 2X2(−iκ) + X3
2 = −2iζσ1 + 2iκX2 + X3

2

et

4σ1
2σ4 ≡ −8iζσ1

3 +8iκσ1
2X2 +(σ2 +X2

2)2 = −8iζσ1
3 +8iκσ1

2X2 +σ2
2 +2σ2X2

2 +X2
4

modulo U(g2)aτ . D’autre part,

σ3 ≡ σ1
2(−iκ) − 1

3
(σ2 − iλσ1)X2 modU(g2)aτ .

En combinant ces deux relations, nous avons

(4σ1
2σ4 − σ2

2 + 8iζσ1
3)(σ2 − iλσ1)

4 ≡ −24iκσ1
2(σ3 + iκσ1

2)(σ2 − iλσ1)
3

+18σ2(σ3 + iκσ1
2)2(σ2 − iλσ1)

2 + 81(σ3 + iκσ1
2)4

modulo U(g5)aτ . Tout comme avant, l’algèbre Dτ (G/H) est l’algèbre des polynômes à
trois variables X1, X2, X3 lorsque n = 6.

Notons F l’algèbre des fonctions ζ sur G∆Γτ telles qu’il existe W ∈ U(g) vérifiant
πℓ(W ) = ζ(ℓ)Id pour tout ℓ ∈ Γτ . En se servant du lemme 3.4, on trouve :

Théorème 3.5. ([46]) {φj; j ∈ U(e)} est une base de transcendance de F .

§4. Réciprocité de Frobenius
Soit G un groupe de Lie, que nous supposons réunion dénombrable de compacts,

d’algèbre de Lie g. On considère uniquement des représentation unitaire π dont l’espace
de Hilbert Hπ est séparable. Soit v ∈ Hπ. Lorsque la fonction G ∋ g 7→ π(g)v ∈ Hπ est
C∞, on appelle v vecteur C∞. On note H∞

π l’espace des vecteurs C∞ de π. H∞
π est un

sous-espace dense de Hπ, sur lequel g opère par la différentielle dπ de π :

dπ(X)v =
d

dt
π(exp(tX))v|t=0 (X ∈ g, v ∈ H∞

π ).
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La représentation différentielle dπ s’étend uniquement en une représentation de l’algèbre
enveloppante U(g). {X1, . . . , Xn} étant une base de g, H∞

π devient un espace de Fréchet
pour les semi-normes

ρd(v) =
∑

1≤ik≤n

‖dπ(Xi1· · ·Xid)v‖ (d ∈ N).

On désigne par H−∞
π l’anti-dual de H∞

π , i.e. l’espace vectoriel des formes antilinéaires
continues de H∞

π dans C. Des éléments de H−∞
π s’appelle vecteurs généralisés de π. On

munit H−∞
π de la topologie dual fort de H∞

π . L’antidual de H−∞
π s’identifie à H∞

π . Pour

a ∈ H±∞
π et b ∈ H∓∞

π , on note 〈a, b〉 l’image de b par a et donc 〈a, b〉 = 〈b, a〉. Les actions
de G et de g se prolongent continuement dans H−∞

π par dualité. Remarquons que

π(ϕ)
(
H−∞

π

)
⊂ H∞

π

si ϕ ∈ D(G). Étant donnés un sous-groupe fermé K et un caractère χ : K → C∗, posons
(
H−∞

π

)K,χ
= {a ∈ H−∞

π ; π(k)a = χ(k)a, ∀k ∈ K}.

Théorème 4.1. ([38], [55]) Soient G = exp g un groupe exponentiel, f ∈ g∗, h ∈ I(f, g).
On définit comme avant caractère χf de H = exp h par χf (exp X) = eif(X) (X ∈ h) et

τ = indG
H χf ∈ Ĝ. Alors, pour π ∈ Ĝ,

dim
(
H−∞

π

)H,χf∆
1/2
H,G =

{
1, π ≃ τ,

0, π 6≃ τ.

On a constaté au corollaire 2.2.3 que la réciprocité de Frobenius s’établit. En outre,
le théorème 4.1 annonce aussi une sorte de la réciprocité de Frobenius dans un cas
très particulier. On se demande si la réciprocité de ce type reste vrai dans la situation
générale :

Question 4.2. A la formule (2.1.1) de la désintégration d’une représentation monomiale,
est-il vrai que :

m(π) = dim
(
H−∞

π

)H,χf∆
1/2
H,G

pour µ-presque toute π ∈ Ĝ ?

Nous allons examiner de près cette question dans le cas nilpotent. Supposons dans la
suite de ce chapitre que G = exp g est un groupe de Lie nilpotent connexe et simplement
connexe d’algèbre de Lie g. Puisque R. Penney [66] a montré l’inégalité

m(π) ≤ dim
(
H−∞

π

)H,χf∆
1/2
H,G

pour µ-presque toute π ∈ Ĝ, on s’intéresse à l’inégalité inverse.
Soient ℓ ∈ g∗, b ∈ M(ℓ, g) = I(ℓ, g) et B = exp b. Au moyen d’une base coexponentielle

à b dans g, la représentation unitaire irréductible π = indG
B χℓ = ρ̂(ℓ) se réalise dans

L2(Rm) (m = dim g/b). Dans cette situation le théorème suivant nous sera fort utile.

Théorème 4.3. L’espace de Fréchet H∞
π cöıncide avec l’espace de Schwartz S(Rm).



39

Voici quelques commentaires sur la formule (2.1.1) :
(1) On se trouve dans l’alternative suivante : soit il existe une borne uniforme des

multiplicités m(π) pour µ-presque toutes π, soit m(π) = ∞ pour µ-presque toutes π.
Selon ces deux éventualités, nous disons que τ est à multiplicités finies ou infinies.

(2) τ est à multiplicités finies si et seulement si h + g(ℓ) est µ̃-presque partout un
sous-espace lagrangien, i.e. isotrope maximal, pour la forme bilinéaire Bℓ.

(3) Lorsque τ est à multiplicités finies, pour µ-presque toute π ∈ Ĝ, chaque compo-
sante connexe de ρ̂−1(π) ∩ Γτ est une seule H-orbite de dimension égale à 1

2
dim ρ̂−1(π).

La multiplicité m(π) s’obtient donc aussi par le nombre des composantes connexes de
ρ̂−1(π) ∩ Γτ .

Supposons maintenant que τ = indG
H χf est à multiplicités finies. Pour π ∈ Ĝ, écrivons

Ω(π) au lieu de ρ̂−1(π). Un sous-ensemble µ̃-négligeable de Γτ près, soient Ck (1 ≤ k ≤
m(π)) les composantes connexes de Ω(π)∩Γτ . Chaqu’une d’elles est en même temps une
H-orbite. On fixe ℓ ∈ Ω(π) et b ∈ M(ℓ, g), autrement dit une réalisation de π = indG

B χℓ

avec B = exp b. Pour 1 ≤ k ≤ m(π), prenons gk ∈ G tel que gk · ℓ ∈ Ck et une mesure

invariante dḣ sur l’espace homogène H/(H∩gkBg−1
k ).

Proposition 4.4. ([37]) On peut fabriquer des éléments ak
π (1 ≤ k ≤ m(π)) linéairement

indépendants dans (H−∞
π )

H,χf par la formule suivante : pour tout φ ∈ H∞
π ,

〈ak
π, φ〉 =

∫

H/(H∩gkBg−1
k )

φ(hgk)χf (h)dḣ. (4.1)

Démonstration. Voyons d’abord l’intégrale au membre droit est bien définie. En fait, quel
que soit h′ ∈ H ∩ gkBg−1

k ,

φ(hh′gk)χf (hh′) = φ(hgkg
−1
k h′gk)χf (h)χf (h

′)

= χℓ(g
−1
k h′−1

gk)φ(hgk)χf (h)χf (h
′)

= χgk·ℓ(h
′−1

)χf (h
′)φ(hgk)χf (h) = φ(hgk)χf (h).

Ensuite, il existe une base coexponentielle à h∩ gk · b dans h qui fait partie d’une base
coexponentielle à gk·b dans g. Eu égard au théorème 4.3, l’espace translaté de H∞

π par gk à
droite s’identifie par usage de cette base à l’espace de Schwartz S(Rm), m = dim(G/B),

et dḣ à une mesure de Lebesgue sur Rp ⊂ Rm, p = dim(H/(H∩gkBg−1
k )), d’où la

continuité de ak
π. En réalité cette translation à droite par gk n’est autre qu’un opérateur

d’entrelacement entre deux réalisations de π aux points ℓ et gk · ℓ. Un calcul direct assure
la semi-invariance nécessaire de ak

π.
Enfin, on choisit une mesure de Haar db sur B et définit, pour ψ ∈ D(G), une fonction

ψ̃ sur G par

ψ̃(g) =

∫

B

ψ(gb)χℓ(b)db.
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Il est clair que ψ̃ ∈ H∞
π et qu’un vecteur généralisé ak

π fournit une distribution ãk
π sur G

par la formule ãk
π(ψ) = 〈ψ̃, ak

π〉. Alors le support de ãk
π cöıncide à la double classe fermée

HgkB. Cela étant, afin de montrer que {ak
π}1≤k≤m(π) sont linéairement indépendants, il

suffit de vérifier que HgjB 6= HgkB si j 6= k. Sinon, l’ensemble connexe gj∆(ℓ+b⊥)∩Γτ

de Ω(π) ∩ Γτ croiserait en même temps Cj et Ck, ce qui est absurde. c.q.f.d.

Remarque 4.5. Le vecteur généralisé ak
π ne dépend pas du choix de gk ∈ G à un scalaire

multiplicatif près, de même pour le choix de b ∈ M(ℓ, g).

Nous sommes en mesure de répondre affirmativement à la question 4.2 lorsque G est
nilpotent.

Théorème 4.6. Soient G = exp g un groupe de Lie nilpotent, f ∈ g∗, h ∈ S(f, g) et
τ = indG

H χf . Soit

τ ≃
∫ ⊕

Ĝ

m(π)πdµ(π)

la désintégration centrale canonique de τ comme au théorème 2.1.7. Alors on a une sorte
de la réciprocité de Frobenius :

m(π) = dim
(
H−∞

π

)H,χf

pour µ-presque toute π ∈ Ĝ. En particulier, si τ est à multiplicités finies,

(
H−∞

π

)H,χf =

m(π)∑

k=1

Cak
π

pour µ-presque toute π ∈ Ĝ.

Démonstration. On se contente ici de mentionner la ligne directrice d’une démonstration.
On emploie la récurrence sur dim g + dim(g/h). On peut supposer que h contient le
centre z de g et que f ne s’annule sur aucun idéal non nul. Cela nous mène au cas où
dim z = 1, f |z 6= 0. Prenons comme d’habitude un triplet de Heisenberg {X,Y, Z} tel que
z = RZ, f(Z) = 1, [X, Y ] = Z, g = g0 + RX où g0 désigne le centralisateur de Y dans g.
Soit ℓ ∈ Ω(π), et réalisons π au moyen d’une polarisation b en ℓ de g contenue dans g0.
Conformément à la décomposition G = exp(RX)G0, G0 = exp g0, l’espace H∞

π devient

S(Rm) ∼= S(R)⊕̂S(Rm−1), où S(Rm−1) représente l’espace H∞
π0

avec π0 = indG0
B χℓ ∈ Ĝ0.

Tout g ∈ G s’écrit uniquement comme g = exp(xX)g0 avec x ∈ R, g0 ∈ G0. Nous
aimerions descendre au sous-groupe G0 en effaçant la première coordonnée x.

Soit a ∈ (H−∞
π )

H,χf . Si h 6⊂ g0, on prend X dans h ∩ ker f et la semi-invariance de a

exige qu’avec un certain a0 ∈
(
H−∞

π0

)H,χf ,

〈a, φ(x)ψ(g0)〉 =

(∫

R

φ(x)dx

)
〈a0, ψ(g0)〉,

où φ ∈ S(R), x ∈ R, ψ ∈ H∞
π0

, g0 ∈ G0. On descend ainsi à G0.
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Supposons maintenant que h ⊂ g0. Il nous suffit de traiter le cas où τ est à multiplicités
finies. Cela posé, on déduit du lemme 3.4 qu’il existe des éléments e-centraux de Corwin-
Greenleaf {σ1, . . . , σκ} tels qu’on ait une relation polynomiale :

P
(
(♦(σ1)), . . . , (♦(σκ)), Y

)
≡ 0

modulo U(g)aτ , où P désigne un polynôme à κ + 1 variables et où Y apparâıt effective-
ment. Si nous appliquons cette relation à notre vecteur généralisé a, on trouve qu’il existe
un polynôme non constant F (x) tel que F (x)a = 0. Soit {αj}1≤j≤r les racines réelles de
l’équation F (x) = 0. On voit donc que le support de la distribution ã est contenu dans la
réunion disjointe des sous-variétés Mj = exp(αjX)G0 (1 ≤ j ≤ r) de G. Par conséquent,
a s’écrit dans un voisinage de Mj comme

a =
u∑

k=0

∂k

∂xk
Dk

avec certaines distributions Dk (1 ≤ k ≤ u) sur G0. Il ne nous reste plus qu’à montrer
que u = 0, ce qui est faisable par un choix convenable du polynôme P utilisé plus haut
et de l’hypothèse que τ est à multiplicités finies. c.q.f.d.

Remarque 4.7. Lorsque G = exp g est exponentiel et que la repésentation monomiale τ

est à multiplicités finies, est-ce possible de fabriquer des éléments de (H−∞
π )

H,χf∆
1/2
H,G par

la formule similaire : pour φ ∈ H∞
π ,

〈ak
π, φ〉 =

∮

H/H∩gkBg−1
k

φ(hgk)χf (h)∆
−1/2
H,G (h)dν(h) (g ∈ G), (4.2)

où ν = µH,H∩gkBg−1
k

. Déjà sur la formation de cette valeur même on heurte deux ques-

tions : possibilité de prendre cette intégrale et sa convergence comme dans notre étude
d’opérateurs d’entrelacement. Enfin, les éléments ak

π (1 ≤ k ≤ m(π)) fournissent-ils des
vecteurs généralisés de π ? Il est difficile de déterminer l’espace H∞

π dans le cas exponen-
tiel, mais il y aura peut-être quelque chance à exploiter en prenant une polarisation de
Vergne b.

Exemple 4.8. Soit g l’algèbre complètement résoluble à dimension 4 définie sur la base
(T, P,Q, E) par les crochets

[T, P ] = P/2, [T,Q] = Q/2, [T, E] = E, [P,Q] = E.

On prend f = E∗ ∈ g∗, h = RT + RQ ∈ M(f, g) et pose H = exp h, τ = indG
H χf comme

d’habitude. Ici aussi nous avons τ ≃ π+ ⊕ π−, où π± ∈ Ĝ sont deux représentations au
carré intégrable associées à deux orbites ouvertes ±G∆E∗.

Soit a ∈
(
H−∞

π±

)H,χf∆
1/2
H,G . Le choix de b = RQ + RE ∈ I(±E∗, g) nous fournissant une

réalisation de π±, leur espace Hπ±
s’identifie à L2(R2) sous l’application ψ 7→ ψ̃(s, t) =
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ψ(exp(sT ) exp(tP )) ((s, t) ∈ R2). Dans ce cadre la semi-invariance de a entrâıne
{

〈a, ψ̃(s + x, t)〉 = ex/4〈a, ψ̃〉,
〈a, (1 − e±ixte−s/2

)ψ̃〉 = 0

quels que soient ψ ∈ H∞
π±

et x ∈ R. La seconde condition exige que le support de a

est contenu dans {(s, t) ∈ R2; t = 0} et puis la première conclut que, à un scalaire
multiplicatif près,

〈a, ψ̃〉 =

∫

R

ψ̃(s, 0)e−s/4ds.

On retrouve ainsi dim
(
H−∞

π±

)H,χf∆
1/2
H,G = 1, ce qui n’est bien sûr qu’un simple cas parti-

culier d’un résultat de [12] combiné avec celui de [66].

On considère maintenant πα,β ∈ Ĝ associée à l’orbite passant ℓα,β = αP ∗+βQ∗ ∈ g∗, où

(α, β) décrit R2 excepté l’origine. Soit a ∈
(
H−∞

πα,β

)H,χf∆
1/2
H,G

. En prenant b = 〈P,Q, E〉
R
∈

I(ℓα,β, g), on identifie Hπα,β
à L2(R) sous l’application ψ 7→ ψ̃(t) = ψ(exp(tT )) (t ∈ R).

La semi-invariance de a nécessite que
{

〈a, ψ̃(t + x)〉 = e3x/4〈a, ψ̃〉,
〈a, (1 − e−iβxe−t/2

)ψ̃(t)〉 = 0

quels que soient ψ ∈ H∞
πα,β

et x ∈ R. La seconde condition oblige que a = 0 si β 6= 0.
Lorsque β = 0, la première exigence demande que

〈a, ψ̃〉 =

∫

R

˜ψ(s)e−3s/4ds,

à un scalaire près. En fait, cette formule définit un élément non nul de
(
H−∞

πα,0

)H,χf∆
1/2
H,G

,

ce qui se voit comme dans l’exemple précédent. Enfin dim
(
H−∞

πα,0

)H,χf∆
1/2
H,G

= 1, quoique

πα,β n’apparaisse pas dans la désintégration de τ .
En dernier lieu, se notant cα le caractère unitaire de G associé à l’orbite αT ∗ (α ∈ R),

il arrive que
(
H−∞

cα

)H,χf∆
1/2
H,G = {0}.

De ce qu’on vient de voir, il est vrai tout au moins que l’espace (H−∞
π )

H,χf∆
1/2
H,G est

trivial pour π ∈ Ĝ dont l’orbite ne rencontre pas Γτ .

On ajoute aussi un simple exemple non exponentiel.

Exemple 4.9. Soit G le revêtement universel du groupe des déplacements du plan. Son
algèbre de Lie g est définie sur la base (T,X, Y ) par les crochets [T, X] = Y, [T, Y ] =
−X. Les éléments de G sont présentés par un triplet de réels (θ, a, b) dont la loi de
multiplication est :

(θ, a, b)(θ′, a′, b′) = (θ + θ′, a + a′ cos θ − b′ sin θ, b + a′ sin θ + b′ cos θ).
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Prenons une polarisation réelle b = RX+RY au point ℓs = −sY ∗ ∈ g∗ (0 6= s ∈ R). Le
stabilisateur G(ℓs) n’est autre que l’extension de exp(RY ) par le centre Z = exp(2πZT )
de G, dont les caractères unitaires χα, α ∈ [0, 1), sont donnés par χα(exp(2mπT )) =
e2πimα (m ∈ Z). Soient B0 = exp b et B = ZB0. On prolonge χα en un caractère unitaire
χs,α de B par la formule

χs,α(zb) = χα(z)χℓs(b) (z ∈ Z, b ∈ B0).

Quant on fabrique πs,α = indG
B χs,α par translation à droite, il est bien connu que πs,α, s ∈

R+ = (0, +∞), α ∈ [0, 1), sont irréductibles et inéquivalentes l’une à l’autre. L’action
explicite de πs,α est donnée dans l’espace L2(T), T = R/2πZ muni de la mesure dt/2π
par la formule

(πs,α((θ, a, b))φ)(t) = eis(a sin t+b cos t)eiα[t+θ]φ(t̂ + θ),

où g = (θ, a, b) ∈ G et où on a utilisé la notation t+ θ = [t+ θ] + t̂ + θ avec [t+ θ] ∈ 2πZ

et t̂ + θ ∈ [0, 2π).
Soit maintenant h = RX et H0 = exp h. En partant de la représentation triviale 1H0 ,

on construit la représentation monomiale τ = indG
H0

1H0 de G. D’après Benoist [10],

τ ≃ 2

∫ ⊕

R+×[0,1)

πs,αdsdα,

tandis que
(
H−∞

πs,α

)H0,1H0
= Cδ0⊕Cδπ, où δx désigne la masse de Dirac en x ∈ T. D’autre

part, l’intersection G∆ℓs ∩ h⊥ se compose de deux composantes connexes dont chacune
est une H0-orbite de dimension égale à 1

2
dim G∆ℓs.

Si on calcule S = {g ∈ G; g−1∆(ℓs + b⊥) ∩ h⊥ 6= ∅}, il se trouve facilement que
S = {g = (θ, a, b) ∈ G; θ ∈ Zπ} qui cöıncide avec la réunion des supports des éléments

de
(
H−∞

πs,α

)H0,1H0
.

On considère désormais l’extension H = exp(ZπT )∆H0 et ses caractères ργ, γ ∈ [0, 1),
définis par

ργ(exp(mπT )∆h0) = e2πimγ (m ∈ Z, h0 ∈ H0).

L’action de τγ = indG
H ργ, réalisée comme translation à droite, est donnée par

(τγ(g)φ)(t, η) = e2πiγ[[t+θ]]φ(t̃ + θ, (−1)[[t+θ]](η + a sin t + b cos t)),

où φ ∈ L2([0, π)×R), g = (θ, a, b) ∈ G et où on a employé la notation t+ θ = [[t+ θ]]π +

t̃ + θ avec [[t + θ]] ∈ Z et t̃ + θ ∈ [0, π).
La transformation de Fourier concernant la seconde variable

φ̂(t, η) =
1√
2π

∫

R

eiηyφ(t, y)dy

nous fournit une autre réalisation de τγ par la formule

(τγ(g)φ̂)(t, η) = e2πiγ[[t+θ]]e−iη(a sin t+b cos t)φ̂(t̃ + θ, (−1)[[t+θ]]η).
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Ensuite on utilise l’application qui à φ̂ ∈ L2([0, π) × R) associe φ̃ ∈ L2([0, 2π) × R+)
donnée par

φ̃(t, η) =

{
φ̂(t, η) si t ∈ [0, π),

e2πiγφ̂(t − π,−η) si t ∈ [π, 2π),

pour en obtenir la troisième dans L2([0, 2π) × R+) :
(
τγ(g)φ̃

)
(t, η) = e2iγ[t+θ]e−iη(a sin t+b cos t)φ̃(t + θ, η).

On a ainsi vérifié que

τγ ≃
∫ ⊕

R+

πs,2γ(mod Z)ds,

sans multiplicité comme nous en prévient un résultat de [12].
D’un point de vue de la méthode des orbites, il est vraisemblable que ce phénomène

s’explique par le fait que les deux H0-orbites inclues dans G∆ℓs ∩ h⊥ se relient sous
l’action de exp(πT ) ∈ H, ce qui fait de G∆ℓs ∩ h⊥, quoique non connexe, une seule
H-orbite.

Finalement, pour que a = ξδ0 + ηδπ ∈
(
H−∞

πs,α

)H0,1H0
(ξ, η ∈ C) appartienne à

(
H−∞

πs,α

)H,ργ

, il faut et il suffit que 〈πs,α(exp(πT ))a, , ψ〉 = 〈e2πiγa, ψ〉 pour tout ψ ∈ H∞
πs,α

.

D’où,

(
H−∞

πs,α

)H,ργ

=

{
C(δ0 + e2πiγδπ) si α = 2γ,

0 si α 6= 2γ, ,

qui retrouve l’ensemble S mentionné ci-dessus comme la réunion des supports de ses
éléments.

§5. Formule de Plancherel
Comme précédemment soient G = exp g un groupe exponentiel d’algèbre de Lie g, f ∈

g∗, h ∈ S(f, g) et τ = ρ̂(f, h, G) = indG
H χf avec H = exp h, χf (exp X) = eif(X) (X ∈ h).

On s’intéressera dans ce chapitre à la formule de Plancherel abstraite, due à Penney [66]

et Bonnet [16], appliquée à la représentation cyclique (τ, δτ ), où δτ ∈ (H−∞
τ )

H,χf∆
1/2
H,G est

donné comme suit : tout φ ∈ H∞
τ étant une fonction C∞ sur G ([67]), posons δτ (φ) =

〈δτ , φ〉 = φ(e) avec l’élément neutre e de G.
Lorsque h ∈ I(f, g), τ se trouve irréductible et le théorème 4.1 dit que l’espace

(H−∞
π )

H,χf∆
1/2
H,G , π ∈ Ĝ, est égal à Cδπ si π ≃ τ et trivial si π 6≃ τ . Lorsque h 6∈ I(f, g),

on désintègre (τ, δτ ) en irréductibles :

τ ≃
∫ ⊕

Ĝ

m(π)πdµ(π), δτ ≃
∫ ⊕

Ĝ

aπdµ(π).
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Les aπ éant µ-presque partout dans (m(π)H−∞
π )

H,χf∆
1/2
H,G , on a d’après l’unicité de désintégration

[66] que aπ = (ak
π)1≤k≤m(π) avec ak

π ∈ (H−∞
π )

H,χf∆
1/2
H,G et, pour φ ∈ D(G),

〈τ(φ)δτ , δτ 〉 =

∫

Ĝ

∑m(π)

k=1
〈π(φ)ak

π, ak
π〉dµ(π).

Pour φ ∈ D(G), on fabrique, en faisant le choix d’une mesure de Haar à gauche dh sur

H, un élément φf
H de H∞

τ par

φf
H(g) =

∫

H

φ(gh)χf (h)∆
−1/2
H,G (h)dh (g ∈ G).

On calcule : pour ψ ∈ H∞
τ ,

〈τ(φ)δτ , ψ〉 = 〈
∫

G

φ(g)τ(g)δτdg, ψ〉 = 〈δτ ,

∫

G

φ(g)τ(g−1)ψdg〉

=

∫

G

φ(g)ψ(g)dg =

∮

G/H

dµG,H(g)

∫

H

φ(gh)∆
−1/2
H,G (h)ψ(gh)dh

=

∮

G/H

ψ(g)dµG,H(g)

∫

H

φ(gh)χf (h)∆
−1/2
H,G (h)dh = 〈φf

H , ψ〉.

On a ainsi τ(φ)δτ = φf
H ∈ H∞

τ et par suite

〈τ(φ)δτ , δτ 〉 =

∫

H

φ(h)χf (h)∆
−1/2
H,G (h)dh = φf

H(e)

quel que soit φ ∈ D(G).
On récrit ainsi la formule de Plancherel abstraite pour la représentation monomiale

cyclique (τ, δτ ).

Théorème 5.1. ([38], [66]) La désintégration centrale canonique de τ = ρ̂(f, h, G) se notant

τ ≃
∫ ⊕

Ĝ

m(π)πdµ(π),

il existe dans (H−∞
π )

H,χf∆
1/2
G,H , pour µ-presque toute π ∈ Ĝ, des éléments ak

π, 1 ≤ k ≤
m(π), avec lesquels la formule

φf
H(e) =

∫

Ĝ

m(π)∑

k=1

〈π(φ)ak
π, ak

π〉dµ(π) (5.1)

s’établit pour n’importe quelle φ ∈ D(G).

Comme dans le cas symétrique de Benoist [10], nous pratiquerons dans certains cas des
calculs explicites de (ak

π)π∈Ĝ,1≤k≤m(π) pour obtenir une formule de Plancherel concrète.

Théorème 5.2. ([37]) Lorsque G = exp g est nilpotent et que τ est à multiplicités finies,
les vecteurs généralisés construits par la formule (4.1) satisfont à la formule de Plancherel
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concrète (5.1) sous réserve d’une normalisation convenable des mesures dḣ utilisés dans
leur constructions.

Démonstration. Commençons par préparer un lemme. On fait des choix de plusieurs
mesures invariantes dg, dh, dġ et dḣ = dkḣ sur G,H, G/B et H/(H∩gkBg−1

k ). Puis, on
en déduit une mesure quotient dg̈ sur G/H et, grâce à la propriété de transitivité, une
mesure invariante dkġ sur G/(H ∩ gkBg−1

k ) et son image canonique sur G/(g−1
k Hgk∩B),

enfin une mesure invariante dkḃ sur B/(B ∩ g−1
k Hgk).

Lemme 5.3. Pour φ ∈ D(G), on a

(
π(φ)ak

π

)
(g) =

∫

B/(B∩g−1
k Hgk)

φf
H(gbg−1

k )χℓ(b)dḃ (g ∈ G),

et par suite

〈π(φ)ak
π, ak

π〉 =

∫

H/(H∩gkBg−1
k )

χf (h)dḣ

∫

B/(B∩g−1
k Hgk)

φf
H(hgkbg

−1
k )χℓ(b)dḃ. (5.2)

Démonstration. Soit ψ ∈ H∞
π . On calcule :

〈π(φ)ak
π, ψ〉 =

∫

G

φ(g)〈ak
π, π(g−1)ψ〉dg

=

∫

G

φ(g)dg

∫

H/(H∩gkBg−1
k )

ψ(ghgk)χf (h)dkḣ

=

∫

G/H

φf
H(g)dg̈

∫

H/(H∩gkBg−1
k )

ψ(ghgk)χf (h)dkḣ

=

∫

G/H

dg̈

∫

H/(H∩gkBg−1
k )

φf
H(gh)ψ(ghgk)dkḣ

=

∫

G/(H∩gkBg−1
k )

φf
H(g)ψ(ggk)dkġ

=

∫

G/B

∫

B/(B∩g−1
k Hgk)

φf
H(gbg−1

k )ψ(gb)dkḃ

= 〈
∫

B/(B∩g−1
k Hgk)

φf
H(gbg−1

k )χℓ(b)dkḃ, ψ〉,

d’où le résultat. c.q.f.d.

Maintenant on va montrer le théorème en normalisant plutôt la mesure µ apparais-
sant dans la formule (2.1.1). Soit g0 un idéal de codimension 1 dans g, et contenant h.
Premièrement, presque toutes les orbites sont supposées non saturées dans la direction
g⊥

0 . Pour µ-presque toute π ∈ Ĝ, la restriction de π à G0 = exp g0 est irréductible,

m(π) = m(π0) et à un ensemble négligeable près, l’espace borélien Ĝ s’identifie à Ĝ0×R.
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L’hypothèse de récurrence assure l’existence d’une mesure µ0 sur Ĝ0 établissant la for-
mule (5.1) pour G0. Sous notre identification la mesure µ = µ0×dx, dx étant une mesure
de Lebesgue sur R, nous conviendra en posant ak

π = ak
π0

pour 1 ≤ k ≤ m(π).
En effet, soit p : g∗ → g∗

0 l’application restriction. En sorte que µ0 existe, des choix de

dġ0, dkḣ0 et donc de dkḃ0 sont faisable, l’indice 0 signifiant des objets correspondants au
niveau du sous-groupe G0. On désigne b0 ∈ M(ℓ0, g0) la polarisation réelle ainsi choisie

et donnant π0 = ρ̂G0(ℓ0) ∈ Ĝ0. On peut supposer que l’application Ĝ0 ∋ π0 7→ ℓ0 ∈ g∗
0

est une section borélienne. Pour µ0-presque toute ℓ0 ∈ g∗
0, soit ℓ ∈ g∗ telle que p(ℓ) = ℓ0.

On peut prendre un élément T = T (ℓ0), qui dépend de ℓ0, dans g de manière qu’on
ait g(ℓ) = RT + g0(ℓ0) et que l’application borélienne π 7→ (π|G0 , ℓ(T )) fournit notre

identification entre Ĝ et Ĝ0×R à une partie µ-négligeable près. Or les vecteurs généralisés
ak

π ne changeant qu’un scalaire multiplicatif près selon le choix de polarisations, nous
sommes capables de supposer avoir choisi b0 de façon qu’une polarisation b ∈ M(ℓ, g)
s’obtienne par RT +b0 et, en écrivant b ∈ B = exp b comme b = exp(tT )∆b0 avec t ∈ R et
b0 ∈ B0 = exp b0, on constate que B/(B∩g−1

k Hgk) est isomorphe à R×B0/(B0∩g−1
k Hgk).

On choisit dġ de sorte que dkḃ = dt∆dkḃ0.
Dans ces situations, si on pose λ = ℓ(T ) la mesure µ = µ0 × dλ

2π
nous conviendra : pour

φ ∈ D(G) quelconque, compte tenu de la formule (5.2) et de l’hypothèse sur µ0,

∫

Ĝ

m(π)∑

k=1

〈π(φ)ak
π, ak

π〉dµ(π)

=

∫

Ĝ0

dµ0(π0)

∫

R

dλ

2π

m(π0)∑

k=1

∫

H/(H∩gkBg−1
k )

χf (h)dkḣ

×
∫

R

eiλtdt

∫

B0/(B0∩gkHg−1
k )

φf
H(hgk exp(tT )b0g

−1
k )χℓ0(b0)dkḃ0

=

∫

Ĝ0

dµ0(π0)

m(π0)∑

k=1

∫

H/(H∩gkBg−1
k )

χf (h)dkḣ

×
∫

B0/(B0∩gkHg−1
k )

φf
H(hgkb0g

−1
k )χℓ0(b0)dkḃ0

=

∫

Ĝ0

m(π0)∑

k=1

〈π0(φ)ak
π0

, ak
π0
〉dµ0(π0) = φf

H(e)

d’après la formule de Plancherel pour R.
Deuxièmement, supposons que µ-presque toutes les orbites sont saturées dans la di-

rection g⊥
0 . Soit π ∈ Ĝ telle que chaque composante connexe de Ω(π) ∩ Γτ est une

H-orbite de dimension 1
2
dim Ω(π). Il existe les représentations irréductibles en nombre

fini de G0, notées π1
0, . . . , π

s
0 telles que p (Ω(π) ∩ Γτ ) soit la réunion disjointe des Ω0(π

j
0)∩
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(
f0 + h⊥,g∗0

)
, 1 ≤ j ≤ s, dont les composantes connexes se notent Cj

0,1, . . . , C
j
0,ij

avec

ij = m(πj
0). Les composantes connexes de Ω(π) ∩ Γτ ne sont autre que Cj

k = p−1(Cj
0,k)

pour 1 ≤ k ≤ m(πj
0), 1 ≤ j ≤ s. À Cj

0,k s’associe un ak
πj
0

∈
(
H−∞

πj
0

)H,χf

et à Cj
k un

ar
π ∈ (H−∞

π )
H,χf avec r =

∑j−1
i=1 m(πi

0) + k.

Par hypothèse de récurrence, ayant choisi convenablement dġ0, dkḣ0, 1 ≤ k ≤ m(π0),

on procure une mesure µ0 sur Ĝ0 jouissant des propriétés requises dans le théorème.
Alors, il nous suffit de prendre l’image µ de µ0 par induction de représentation. En effet,
quand on considère la désintégration de µ0 relative à µ :

µ0 =

∫

Ĝ

µπdµ(π),

la fibre au-dessus de π se compose des πj
0 pour 1 ≤ j ≤ s et on voit aisément que µπ =∑s

j=1 cjδπj
0
avec cj > 0, où δπj

0
signifie la mesure de Dirac au point πj

0 ∈ Ĝ0. Soit φ ∈ D(G).

L’expression (5.2) appliquée à 〈πj
0(φ)ak

πj
0

, ak
πj
0

〉 et à 〈ar
π, ar

π〉, où r =
∑j−1

i=1 m(πi
0) + k, et le

déplacement par des opérateurs d’entrelacement nous permettent de choisir dġ, dkḣ de
sorte qu’on ait, pour tous les indices j, k et toute φ ∈ D(G),

〈π(φ)ar
π, ar

π〉 = cj〈πj
0(φ)ak

πj
0
, ak

πj
0
〉.

Avec ces choix on calcul : pour n’importe quelle φ ∈ D(G),

φf
H(e) =

∫

Ĝ0

m(π0)∑

k=1

〈π0(φ)ak
π0

, ak
π0
〉dµ0(π0)

=

∫

Ĝ

dµ(π)

∫

Ĝ0

m(π0)∑

k=1

〈π0(φ)ak
π0

, ak
π0
〉dµπ(π0)

=

∫

Ĝ

s∑

j=1

m(πj
0)∑

k=1

cj〈πj
0(φ)ak

πj
0
, ak

πj
0
〉dµ(π)

=

∫

Ĝ

m(π)∑

k=1

〈π(φ)ak
π, ak

π〉dµ(π),

ce qui termine la démonstration. c.q.f.d.

Exemple 5.4. Soit g = 〈e1, e2, e3, e4〉R
: [e1, e2] = e3, [e1, e3] = e4. Soit f = e∗4 relativement

à la base duale de g∗ et prenons h = Re2+Re4 ∈ S(f, g). On considère fλ = λe∗3+e∗4 (λ ∈
R) dans Γτ = f + h⊥ et trouve alors g(fλ) = R(e2 − λe3) ⊕ Re4. Donc, h + g(fλ) est
lagrangien pour Bfλ

lorsque λ 6= 0. Soit G = exp g. Pour ℓ ∈ Γτ vérifiant ℓ(e3) 6= 0,
l’intersection G · ℓ∩Γτ consiste en deux droites dont chacune est une H-orbite pour H =
exp h, tandis qu’elle est une droite contenant des H-orbites en nombre infini pour ℓ ∈ Γτ
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s’annulant en e3. On voit aussitôt que p(Γτ ) = {G∆fλ; λ ≥ 0}, p étant l’application
canonique de g∗ sur l’espace des orbites g∗/G, et qu’en posant πλ = ρ̂(G∆fλ) avec

l’application de Kirillov ρ̂ : g∗/G → Ĝ,

τ = ρ̂(f, h, G) = indG
H χf ≃ 2

∫ ∞

0

πλdλ.

En prenant une polarisation réelle b = 〈e2, e3, e4〉 au point fλ et en réalisant πλ ∈ Ĝ
dans L2(R) sous l’identification Hπλ

∋ φ ↔ Φ ∈ L2(R) donnée par Φ(t) = φ(exp(te1)) (t ∈
R), on constate que l’espace H∞

πλ
se réalise comme l’espace de Schwartz S(R) et par suite

que
(
H−∞

πλ

)H,χf = Ca1
λ ⊕ Ca2

λ,

où a1
λ : Φ 7→ Φ(0) tandis que a2

λ : Φ 7→ Φ(2λ) si λ 6= 0 et Φ 7→ dΦ
dt

(0) si λ = 0. Il vient

ainsi que dim
(
H−∞

πλ

)H,χf = 2, égale à la multiplicité dans τ . De même, (H−∞
π )

H,χf = {0}
si π ∈ Ĝ n’est équivalente à aucune πλ.

Quant à la formule de Plancherel, on pose, pour ψ ∈ D(G),

ψf
H(g) =

∫

H

ψ(gh)χf (h)dh (g ∈ G),

où dh = dx2dx4 si h = exp(x2e2) exp(x4e4). Choisissons dg = Π4
j=1dxj pour g =

Π4
j=1 exp(xjej). Dans ces circonstances, on a la formule :

ψf
H(e) =

1

2π

∫ ∞

0

{〈πλ(ψ)a1
λ, a

1
λ〉 + 〈πλ(ψ)a2

λ, a
2
λ〉}dλ.

En effet, soient B = exp b et db = Π4
j=2dxj pour b = Π4

j=2 exp(xjej). Alors, Ψ1
λ =

πλ(ψ)a1
λ ∈ H∞

πλ
= S(R) s’obtient par

Ψ1
λ(t) =

∫

B

ψ(exp(te1)∆b)χfλ
(b)db (t ∈ R),

et par suite

〈πλ(ψ)a1
λ, a

1
λ〉 =

∫

B

ψ(b)χfλ
(b)db.

De même, Ψ2
λ = πλ(ψ)a2

λ ∈ S(R) s’obtient par

Ψ2
λ(t) =

∫

B

ψ(exp((t − 2λ)e1)∆b)χf−λ
(b)db (t ∈ R),

et puis

〈πλ(ψ)a2
λ, a

2
λ〉 =

∫

B

ψ(b)χf−λ
(b)db.

De tout ce qui précède,
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1

2π

∫ ∞

0

{〈πλ(ψ)a1
λ, a

1
λ〉 + 〈πλ(ψ)a2

λ, a
2
λ〉}dλ

=
1

2π

∫ ∞

0

dλ

∫

R

dx3

∫

H

(
eiλx3 + e−iλx3

)
ψ(h exp(x3e3))χfλ

(h)dh

=
1

2π

∫

R2

eiλx3dλdx3

∫

H

ψ(h exp(x3e3))χf (h)dh

=

∫

H

ψ(h)χf (h)dh = ψf
H(e)

à l’aide de la formule de Plancherel pour R.

Au delà du cas nilpotent on connâıt peu. Nous allons mentionner ici un cas particulier.
Soient G = exp g un groupe exponentiel, f ∈ g∗ et h ∈ M(f, g). La désintégration de
τ = indG

H χf a été obtenue par M. Vergne [74], qui nous a offert un point de départ vers
le théorème 2.1.7. Notons U(f, h) l’ensemble des orbites Ω ∈ g∗/G qui rencontrent Γτ

suivant un ouvert non vide de Γτ .

Théorème 5.5. Soit h ∈ M(f, g), alors :
1) U(f, h) est un ensemble fini ;
2) si Ω ∈ U(f, h), le nombre de composantes connexes c(Ω) de Ω ∩ Γτ est fini ;
3) τ ≃ ∑

Ω∈U(f,h)c(Ω)ρ̂(Ω).

Pour étudier la formule de Plancherel concrète nous commençons par montrer le :

Lemme 5.6. Soit toujours h ∈ M(f, g). Il existe b ∈ I(f, g) possédant les propriétés sui-
vantes. Posons B = exp b, π = indG

B χf et notons (H∞
π )0 le sous-espace de H∞

π constitué
par les fonctions à support compact modulo B. Alors on a :

1) ∆H∩B,H(h)∆H∩B,B(h) = 1 quel que soit h ∈ H ∩ B ;
2) HB est fermé in G ;
3) d’après 1) et 2), on est en mesure de fabriquer une forme antilinéaire

a : (H∞
π )0 ∋ φ 7→

∮

H/(H∩B)

φ(h)χf (h)∆
−1/2
H,G (h)dµH,H∩B(h) ∈ C

qui se prolonge en un élément de (H−∞
π )

H,χf∆
1/2
H,G .

Démonstration. S’il existe un idéal non nul a de g sur lequel f s’annule, tout passe
immédiatement au quotient auquel s’applique l’hypothèse de récurrence. Supposons désormais
la non-existance de tel a. Soit maintenant a un idéal non central minimal. Posons
g0 = af 6= g, G0 = exp g0, h

′ = h ∩ g0 + a ∈ M(f, g) et H ′ = exp h′. L’hypothèse de
récurrence nous offre b ∈ I(f0, g0), f0 = f |g0 ∈ g∗

0, possédant au niveau du sous-groupe
G0 les trois propriétés requises. Il s’agit du cas où a 6⊂ h.

1) Soient h0 = h ∩ g0 et H0 = exp h0. Pour tout h = exp X ∈ H ∩ B = H0 ∩ B (X ∈
h0 ∩ b),

Tr adh/h0 X + Tr ada/(h∩a) X = 0. (5.3)
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Mais b a été choisie de sorte qu’on ait

∆H′∩B,H′(h′)∆H′∩B,B(h′) = 1 (h′ ∈ H ′ ∩ B),

ce qui revient au même de dire que, pour tout X ∈ h′ ∩ b = (h ∩ b) + a,

Tr adh′/(h′∩b) X + Tr adb/(h′∩b) X = 0,

ou encore que

Tr adh0/(h0∩b) X + Tr adb/h0∩b X − Tr ad(h′∩b)/(h0∩b) X = 0. (5.4)

On déduit de (5.3) et de (5.4), (h′ ∩ b)/(h0 ∩ b) s’identifiant à a/(h ∩ a),

Tr adh0/(h0∩b) X + Tr adb/h0∩b X + Tr adh/h0 X = 0

ou encore

Tr adh/(h∩b) X + Tr adb/(h∩b) X = 0

pour tout X ∈ h ∩ b, d’où l’égalité souhaitée.
2) On note z le centre de g et j (resp. g1) le noyau de la représentation adjointe de h

(resp. g) dans a/(h∩a) (resp. a/(z∩a)). Alors deux possibilités se produisent ; j+h0 = h

ou j + h0 = h0. Dans la première éventualité, soit m un supplémentaire de h0 dans h

contenu dans j. Alors HB est fermé dans G car une base de m fait partie d’une base
coexponentielle à g0 dans g.

Si j + h0 = h0, alors j = h0, h ∩ a = z ∩ a et dim h/h0 = dim a/(h ∩ a) = 1. D’où,
g(f) ⊂ g1, ce qui nous rend capable de choisir notre b dans g1 d’après l’hypothèse de
récurrence appliquée à celle-ci. Pourvu qu’on prenne X ∈ h, X 6∈ j, en tant que base
coexponentielle à g1 dans g, HB = exp(RX)∆H ′B serait bien fermé dans G car H ′B
l’est dans G1 = exp g1.

3) Compte tenu de 1), on peut appliquer la fonctionnelle µH,H∩B à la fonction

φH : H ∋ h 7→ φ(h)χf (h)∆
−1/2
H,G (h)

pourvu que φ ∈ Hπ. Or, lorsque φ parcourt (H∞
π )0, on sait d’après 2) que

µH,H∩B(φH) =

∮

H/(H∩B)

φ(h)χf (h)∆
−1/2
H,G (h)dµH,H∩B(h) < ∞.

Il se voit alors que cette forme antilinéaire (H∞
π )0 ∋ φ 7→ µH,H∩B(φH) se prolonge unique-

ment en un élément non nul a de (H−∞
π )

H,χf∆
1/2
H,G . Cela résulterait presque immédiatement

de tout ce qu’on vient de voir, mais toutefois on va ajouter un commentaire.
Si on peut choisir b ∈ I(f, g) de façon qu’un opérateur d’entrelacement R entre π =

indG
B χf et τ = indG

H χf s’obtienne, pour φ ∈ (H∞
π )0, par la formule

(Rφ)(g) =

∮

H/H∩B

φ(gh)χf (h)∆
−1/2
H,G (h)dµH,H∩B(h) (g ∈ G),

le vecteur généralisé a = δτ◦R nous conviendrait. Quant à R, soit τ ′ = indG
H′ χf . Si un

opérateur d’entrelacement T entre τ ′ et τ s’obtient en donnant un sens à l’opérateur
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formel

(Tψ)(g) =

∮

H/H0

ψ(gh)χf (h)∆
−1/2
H,G (h)dµH,H0(h) (g ∈ G)

pour ψ ∈ Hτ ′ , l’hypothèse de récurrence appliquée à G0 et la transitivité de µ·,· nous
donneraient R cherché.

En ce qui concerne T , il suffit de raisonner dans la sous-algèbre k = h + a et donc
on suppose g = k. Considérons par exemple le cas où τ se divise en deux partie sous
la modification h → h′. Soit a = RY (ou a = RY + z), f(Y ) = 1, h = RX + h0 et
[X,Y ] = Y . Grâce au sous-groupe à un paramètre exp(RY ) (resp. exp(RX)), l’espace
Hτ (resp. Hτ ′) s’identifiant à L2(R), notre T devient, pour ψ ∈ Hτ ′ ,

(Tψ)(s) = (Tψ)(exp(sY )) =

∫

R

ψ(exp(sY ) exp(tX))e−t/2dt

=

∫

R

ψ(exp(tX) exp(se−tY ))e−t/2dt =

∫

R

ψ(exp(tX))e−ise−t

e−t/2dt.

Par suite, effectuant des changements de variables,

‖Tψ‖2 =

∫

R

ds|
∫

R

ψ(exp(tX))e−ise−t

e−t/2dt|2

=

∫

R

ds|
∫ +∞

0

ψ(exp((− log u)X))e−isu du√
u
|2

= 2π

∫ +∞

0

|ψ(exp((− log u)X))|2du

u

= 2π

∫

R

|ψ(exp((−vX))|2dv = 2π‖ψ‖2.

Le cas où τ ne se divise pas se traitant tout à fait pareillement, T s’interprète comme
transformation de Fourier. c.q.f.d.

Se situant toujours dans la même situation qu’avant, on vérifie le :

Théorème 5.7. Lorsque Ω parcourt U(f, h), on prend ℓk
Ω (1 ≤ k ≤ c(Ω)) arbitraire-

ment dans chaque composante connexe Ck
Ω de Ω ∩ Γτ . À tous ces points ℓk

Ω ∈ g∗ (Ω ∈
U(f, h), 1 ≤ k ≤ c(Ω)) on peut choisir bk

Ω ∈ I(ℓk
Ω, g) du lemme 5.6, qui nous fournit donc

ak
Ω ∈

(
H−∞

ρ̂(Ω)

)H,χf∆
1/2
H,G

, de sorte que la formule de Plancherel concrète pour τ s’exprime

en termes des coefficients matriciels pour ces ak
Ω convenablement normalisés : quelle que

soit φ ∈ D(G),

φf
H(e) =

∑

Ω∈U(f,h)

c(Ω)∑

k=1

〈ρ̂(Ω)ak
Ω, ak

Ω〉.
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On peut donner par récurrence une démonstration de ce théorème en examinant de
différents cas possibles. On s’abstient de le donner ici et se contente d’en exhiber d’ici
bas quelques exemples.

Exemple 5.8. Soit g l’algèbre de ax + b : g = Re1 + Re2, [e1, e2] = e2. On prend f = e∗2
et h = Re1 ∈ M(f, g). Le groupe complètement résoluble G = exp g n’a que deux
représentations unitaires irréductibles à dimension infinie π± associées à deux orbites
ouvertes ±G∆e∗2. La représentation monomiale τ = indG

H χf , H = exp h, est équivalente
à la somme directe π+ ⊕ π−.

On réalise π± comme indG
B χ±e∗2

où B = exp(Re2) et identifie Hπ±
à L2(R) par l’appli-

cation ψ 7→ ψ̃(t) = ψ(exp(te1)) (t ∈ R). Lorsque ψ ∈ H∞
π±

, on constate que

((π±(e2))
mψ)(t) = (±i)me−mtψ(t) ∈ L2(R)

pour n’importe quel entier m non négatif. Donc,

|
∫

R

e−t/2ψ̃(t)dt| ≤
∫ 0

−∞

|e−t/2ψ̃(t)|dt +

∫ +∞

0

|e−t/2ψ̃(t)|dt

≤
(∫ 0

−∞

etdt

)1/2 (∫ 0

−∞

|e−tψ̃(t)|2dt

)1/2

+

(∫ +∞

0

e−tdt

)1/2 (∫ +∞

0

|ψ̃(t)|2dt

)1/2

=

(∫ +∞

0

|ψ̃(t)|2dt

)1/2

+

(∫ 0

−∞

|e−tψ̃(t)|2dt

)1/2

≤ ‖ψ‖ + ‖π±(e2)ψ‖.

Il en découle que a± ∈
(
H−∞

π±

)H,χf∆
1/2
H,G si on pose

a±(ψ) =

∫

R

ψ(exp(te1)e
−t/2dt

pour ψ ∈ H∞
π±

. Soit φ ∈ D(G). Sous un choix de dg sur G, un calcul direct mène à

(π+(φ)a+)(t) =

∫

R2

φ(exp(se1) exp(ue2))e
iues−t

e(s−t)/2dsdu

et ensuite à

〈π+(φ)a+, a+〉 =

∫ +∞

0

dv

∫

R2

φ(exp(se1) exp(ue2))e
iuve−s/2dsdu.

De même,

〈π−(φ)a−, a−〉 =

∫ 0

−∞

dv

∫

R2

φ(exp(se1) exp(ue2))e
iuve−s/2dsdu.

Notre formule de Plancherel concrète pour τ s’en réduit alors à la formule claire
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〈π+(φ)a+, a+〉 + 〈π−(φ)a−, a−〉

= 2π

∫

R

φ(exp(se1))e
−s/2ds = φf

H(e) = 〈τ(φ)δτ , δτ 〉,

pourvu qu’on normalise de différentes mesures à leur convenance.
Si on considère la représentation triviale π0 de G, il est évident que Ω(π0) ∩ Γτ =

Ω(π0) = {0}, qui est sûrement connexe et même une H-orbite. En plus, quand on regarde
π0 construite moyennant g ∈ I(0, g), l’adhérence de l’ensemble {g ∈ G; g∆(0 + g⊥) ∩
Γτ 6= ∅} atteint G tout entier. Malgré tout cela, il est certain que

(
H−∞

π0

)H,χf∆
1/2
H,G = {0}.

Exemple 5.9. G = G3(α) = exp g3(α), g3(α) = 〈T, Y1, Y2〉R
: [T, Y1] = Y1 − αY2, [T, Y2] =

αY1 + Y2. Soient f = Y ∗
1 ∈ g3(α)∗ et h = RY1. Ici α peut être supposé négatif. On a

l’expression paramétrée de l’orbite passant ℓ = (1, λ) ∈ a∗ = RY ∗
1 + RY ∗

2 : y utilisant
(x, y)-coordonnées

x(t) = et(cos(αt) − λ sin(αt)), (5.5)

y(t) = et(sin(αt) + λ cos(αt)). (5.6)

Si la ligne directe x = 1 est tangente à l’orbite de ℓ, on voit (dx/dt)t=0 = 1 − αλ = 0,
ce qui donne λ = 1/α, noté λ0. Soit t∗ le premier nombre positif t vérifiant

et(cos(αt) − (1/α) sin(αt)) = 1,

et la y-coordonnée du point d’intersection se notant λ1, nous prenons ℓ = (1, λ) ∈ a∗, λ0 ≤
λ < λ1, comme représentants des orbites qui rencontrent l’espace affine Γτ . Ces orbites
sont toutes saturées dans la direction RT ∗.

Nous utilisons la paramétrisation de l’orbite et cherchons, en posant et(cos(αt) −
λ sin(αt)) = 1, des points d’intersection avec Γτ . D’où et(1 + λ2)1/2 cos(αt + θ) = 1
avec θ tel que

sin θ = λ(1 + λ)−1/2, cos θ = (1 + λ2)−1/2,

ce qui entrâıne

et(sin(αt) + λ cos(αt)) = (1 + λ2)1/2et sin(αt + θ) = tan(αt + θ).

On en trouve les points ℓn = (1, tan(αtn + θ)), ℓ0 = ℓ. Choisissons arbitrairement des
gn ∈ G tels que gn : ℓ 7→ ℓn, et fabriquons l’application

an : φ 7→
∮

H/(H∩gnHg−1
n )

φ(hgn)χf (h)∆
−1/2
H,G (h)dν(h) (φ ∈ Hπ), (4.2)

ce dernier n’est autre que φ(gn), ici on a noté B = exp b, associé à la polarisation
b = RY1 + RY2, π = πℓ = indG

B χℓ dont l’espace se notant Hπ. On voit facilement que

an ∈ (H−∞
π )

H,χf∆
1/2
H,G . Par suite, pour ψ ∈ D(G), un calcul mène à

(π(ψ)an)(g) = ∆−1
G (gn)

∫

B

ψ(gbg−1
n )χℓ(b)db (g ∈ G).
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Ensuite

〈π(ψ)an, an〉 =

∫

R

ψf
H(exp(sY2)) exp(is tan(αtn + θ))ds.

Les formules (5.5), (5.6) entrâınent, y(t) s’écrivant simplement y,

(1 − αy)(dt/dλ) = et sin(αt), (5.7)

(dy/dλ) − (y + α)(dt/dλ) = et cos(αt). (5.8)

D’autre part, compte tenu de e2t = (1 + y2)/(1 + λ2),

{(1 + λ2)(dt/dλ) + λ}(1 + y2)/(1 + λ2) = y(dy/dλ). (5.9)

Les égalités (5.7), (5.8) impliquent

λ(dy/dλ) + (1 − αy − λy − αλ)(dt/dλ) = y,

(dy/dλ) + (λαy − λ − y − α)(dt/dλ) = 1,

donc

(λ − y)(dy/dλ) + (1 − αλ)(1 + y2)(dt/dλ) = 0.

Par substitution de (5.9),

(λ − y)(dy/dλ) + (1 − αλ){y(dy/dλ) − λ(1 + y2)/(1 + λ2)} = 0,

c’est-à-dire

λ(1 − αy)(dy/dλ) = λ(1 + αλ)(1 + y2)/(1 + λ2).

En conséquence, pour λ non nul,

(dy/dλ) = (1 − αλ)(1 + y2)/(1 − αy)(1 + λ2).

Notre formule à montrer revient à la suivante, yn = yn(λ) désignant tan(αtn + θ),

ψf
H(e) =

∫ λ1

λ0

ξ(λ)dλ

(
∞∑

n=0

κ(n)

∫

R

ψf
H(exp(sY2)) exp(is tan(αtn + θ))

)
ds

= (2π)−1/2

∫ λ1

λ0

ξ(λ)
∞∑

n=0

κ(n)(ψf
H)(yn)dλ

avec certaines fonctions mesurables ξ(λ) et κ(n) ≥ 0, car on multiplie au besoin an par

un scalaire convenable, et (ψf
H) signifiant la transformée de Fourier inverse de ψf

H ◦ exp.
En effet, soient ξ(λ) = (1 − αλ)/2π(1 + λ2) et κ(n) = (1 + y2

n)|1 − αyn|, ce qui veut
dire qu’on prend {(1 + y2

n)/|1 − αyn|}1/2an. Alors,
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(2π)−1/2

∫ λ1

λ0

(
∞∑

n=0

(ψf
H)(yn)κ(n)

)
ξ(λ)dλ

= (2π)−1/2
∑∞

n=0

∫ λ1

λ0

(ψf
H)(yn)(1 − αλ)(1 + y2

n)/|1 − αyn|(1 + λ2)dλ

= (2π)−1/2

∫

R

(ψf
H)(s)ds = (ψf

H ◦ exp)(0) = ψf
H(e).

Exemple 5.10. Soit G = G3(α) = exp g3(α) comme dans l’exemple précédent. Étant
données cette fois h = RT et f ∈ g∗ arbitraire. Alors

Γτ = f + h⊥ = f(T )T ∗ + RY ∗
1 + RY ∗

2

et on y trouve que les orbites générales ont leur représentant θ̂ = (cos θ)Y ∗
1 + (sin θ)Y ∗

2 à
laquelle s’associe la représentation irréductible πθ = indG

B χθ̂ de G, où B est le sous-groupe
analytique correspondant à la polarisation b = RY1 + RY2.

Dans ce cas, notre formule habituelle (4.2) pour obtenir des vecteurs généralisés H-
semi-invariants nous offre

aθ : φ 7→
∫

H

φ(h)χf (h)∆
−1/2
H,G (h)dh.

Des raisonnements analogues à ceux faits pour le cas ax+b montrent que notre aθ possède
les propriétés requises. Il est aisé de voir, pour ψ ∈ D(G),

(πθ(ψ)aθ) (g) =

∫

B

ψf
H(gb)χθ̂(b)db (g ∈ G),

〈πθ(ψ)aθ, aθ〉 =

∫

R

e2tdt

∫

B

ψf
H(b)χℓ(b)db,

avec la notation ℓ = h∆θ̂ = et cos(αt + θ)Y ∗
1 + et sin(αt + θ)Y ∗

2 , h = exp(tT ).
Ceci posé,

(2π)−2

∫ 2π

0

〈πθ(ψ)aθ, aθ〉dθ

= (2π)−2

∫ 2π

0

dθ

∫

R

e2tdt

∫

R2

ψf
H(exp(b1Y1 + b2Y2))×

× exp
(
iet(b1 cos(αt + θ) + b2 sin(αt + θ))

)
db1db2.

Appliquons le changement de variables

x = et cos(αt + θ), y = et sin(αt + θ),

dont le jacobien est
∂(x, y)/∂(t, θ) = e2t; dxdy = e2tdtdθ.

On en déduit que
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(2π)−2

∫ 2π

0

〈πθ(ψ)aθ, aθ〉dθ

= (2π)−2

∫

R2

dxdy

∫

R2

(ψf
H)∗(b1, b2) exp(i(xb1 + yb2))db1db2

= (ψf
H)∗(0, 0) = ψf

H(e),

où (ψf
H)∗(b1, b2) = ψf

H(exp(b1Y1 + b2Y2)).

Exemple 5.11. G = exp g4, g4 = 〈T, X, Y, Z〉
R
; [T, X] = X, [T, Y ] = −Y, [X, Y ] = Z

(oscillateur complètement résoluble). Soient f(α, β) = αT ∗ + βZ∗ ∈ g∗
4 et Ω(α, β) =

G∆f(α, β) pour β 6= 0. On se donne f = f(α0, β0).
(i) Soit premièrement h = RT + RX. Alors

τ = indG
H χf ≃

∫

R

ρ̂(Ω(α0, β))dβ.

Au moyen de ℓ = f(α0, β) ∈ Γτ ∩ Ω(α0, β) et d’une polarisation b = 〈T, X, Z〉
R

en ℓ,

on construit π(α0, β) = indG
B χℓ = ρ̂(Ω(α0, β)). Dans cette situation, la façon usuelle

propose aβ par 〈aβ, φ〉 = φ(e), qui satisfait clairement aux conditions requises. Comme
b = h + RZ et que Z est central,

(
H−∞

π(α0,β)

)H,χf∆
1/2
G,H

= Caβ.

Maintenant pour ψ ∈ D(G), π(α0, β)(ψ)aβ = ψℓ
B, i.e.

(π(α0, β)(ψ)aβ) (g) =

∫

B

ψ(gb)χℓ(b)∆
−1/2
B,G (b)db (g ∈ G),

par suite,

〈π(α0, β)(ψ)aβ, aβ〉 =

∫

B

ψ(b)χℓ(b)∆
−1/2
H,G (b)db.

De tout ce qui précède,

(2π)−1

∫

R

〈π(α0, β)(ψ)aβ, aβ〉dβ

= (2π)−1

∫

R

dβ

∫

R

ψf
H(exp(wZ)) exp(iβw)dw = ψf

H(e).

(ii) Deuxièmement soit h = RT + RZ. Prenons ℓ = f(α, β0) = αT ∗ + β0Z
∗, ce qui dit

Γτ ∩ Ω(α, β0) = α0T
∗ + xX∗ + yY ∗ + β0Z

∗; xy = β0(α − α0).

Si la valeur
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(exp(aX) exp(bY )∆ℓ) (T ) = (exp(bY )∆ℓ)(T + aX)

= ℓ(T + aX − bY + abZ) = α + abβ0

est égale à f(T ), il vient α + abβ0 = α0, i.e. abβ0 = α0 −α. En modifiant les éléments de
la base par des scalaires convenables, on peut supposer que β0 = 1. L’égalité obtenue ci-
dessus devient ab = α0−α. Par conséquent, pour f(α, β0) telle que α 6= α0, gj∆f(α, β0) ∈
Γτ (j = 1, 2) avec g1 = exp X exp((α0 − α)Y ), g2 = exp(−X) exp((α − α0)Y ).

Pareillement au cas (i), on réalise la représentation π(α, β0) = indG
B χ(α, β0) = ρ̂(Ω(α, β0)).

Pour φ ∈ H∞
π(α,β0), nous rappelons la formule familière :

〈a1
α,φ〉 =

∮

H/(H∩g1Bg−1
1 )

φ(hg1)χf (h)∆
−1/2
H,G dν(h)

=

∫

R

φ(exp(tT ) exp X)e−itα0dt =

∫

R

φ(exp(etX))eit(α−α0)+t/2dt

=

∫ ∞

0

φ(exp(sX))si(α−α0)−1/2ds.

L’intégrand de ce dernier est bien intégrable et il est immédiat que

a1
α ∈

(
H−∞

π(α,β0)

)H,χf∆
1/2
H,G

.

De même la formule

〈a2
α, φ〉 =

∮

H/(H∩g2Bg−1
2 )

φ(hg2)χf (h)∆
−1/2
H,G (h)dν(h)

=

∫ ∞

0

φ(exp(−sX))si(α−α0)−1/2ds

définit un élément non nul

a2
α ∈

(
H−∞

π(α,β0)

)H,χf∆
1/2
H,G

.

Soit a un élément quelconque de celui-ci. La semi-invariance de a par rapport à h =
exp(tT ), t ∈ R, nous donne

〈eit(α0−α)−t/2a, φ(exp(xX))〉 = 〈a, φ(exp(etxX))〉.
On en déduit que

〈a, φ〉 = c1

∫

R+

φ(exp(xX))xi(α−α0)−1/2dx (c1 : constante)

si le support de φ est contenu dans R+ = {s ∈ R; s > 0}, c’est-à-dire que a = c1a
1
α (c1 :

constante) sur R+. De même, a = c2a
2
α (c2 : constante) sur R− = {s ∈ R; s < 0}.
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Supposons maintenant que le support de a est contenu dans B, et écrivons

a =
m∑

j=0

λjDj, 〈Dj, φ〉 = (djφ̂/dxj)(0)

avec φ̂(x) = φ(exp(xX)). Alors en considérant la semi-invariance de a pour h = exp(tT ),
on a

eiα0t

m∑

j=0

(djφ̂/dxj)(0) =
m∑

j=0

λj(djφ̂/dxj)(0)e(j+1/2)teiαt.

Si on y choisit φ vérifiant (djφ̂/dxj)(0) = δjm, il s’ensuit que

λmeiα0t = λme(m+1/2)teiαt (t ∈ R).

On en conclut que λm = 0, ce qui veut dire que a = 0. En somme,

(
H−∞

π(α,β0)

)H,χf∆
1/2
H,G

= Ca1
α ⊕ Ca2

α.

Passons à la formule de Plancherel concrète pour la représentation monomiale τ =
indG

H χf , f = f(α0, β0). pour alléger les notations, π(α, β0), examinée de près pour le
moment, sera notée π. Soient ψ ∈ D(G) et φ ∈ H∞

π à support compact modulo B. On
calcule : aj

α (j = 1, 2) se notant simplement aj,

〈π(ψ)a1, φ〉 =

∮

H/(H∩g1Bg−1
1 )

dν(h)

∮

G/B

dµG,B(g)

∫

B

ψ(gbg−1
1 h−1)

× φ(g)∆
−1/2
B,G (h)χℓ(b)χf (h)∆−1

G (h)∆
−1/2
H,G (h)db.

L’ordre des deux premières intégrales au membre droit s’échange, ce qu’on va voir dans
la suite. Tout d’abord ∆G(h) = ∆H,G(h) = 1 et à l’expression ci-dessus g se met comme
g = exp(xX), x parcourant un certain intervalle fini J . On note Ξ(h, g, b) l’intégrand
dans (5.10) et écrit h = exp(tT ), b = exp(sT ) exp(yY ) exp(wZ). Alors

∫

B

Ξ(h, g, b)db = φ̂(x)

∫

R3

ψ(exp(xX) exp(yY ) exp(wZ) exp((α − α0)Y )

× exp(−X) exp(−tT ))e−s/2ei(w+αs−α0)dsdydw.

On y trouve

exp(xX) exp(sT ) exp(yY ) exp((α − α0)Y ) exp(−X) exp(−tT )

= exp
(
(w + e−sx(y + α − α0))Z

)

× exp
(
e−s(y + α − α0)Y

)
exp ((x − es)X) exp((s − t)T ).

Compte tenu de cela
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|
∫

B

Ξ(h, g, b)db| ≤ |φ̂(x)|
∫

R

× exp ((x − es)X) exp((s − t)T )|e−s/2dsdydw

= |φ̂(x)|
∫

R3

|ψ(exp(wZ) exp(yY ) exp
(
(x − es+t)X

)
exp(sT )|e(s+t)/2dsdydw.

Puisque x parcourt l’intervalle fini J , cette expression est intégrable par rapport à dtdx
et on est en mesure d’échanger l’ordre des deux premières intégrales dans l’équation pour
〈π(ψ)a1, φ〉, ce qu’on vient de chercher.

Nous arrivons ainsi à

〈π(ψ)a1, φ〉 =

∮

G/B

dµG,B(g)

∮

H/(H∩g1Bg−1
1 )

dν(h)

∫

B

ψ(gbg−1
1 h−1)

× φ(g)∆
−1/2
B,G (b)χℓ(b)χf (h)∆−1

G (h)∆
−1/2
H,G (h)db.

Donc pour g ∈ G,

(π(ψ)a1)(g) =

∮

H/(H∩g1Bg−1
1 )

dν(h)

∫

B

ψ(gbg−1
1 h−1)

× ∆
−1/2
B,G (b)χℓ(b)χf (h)∆−1

G (h)∆
−1/2
H,G (h)db.

=

∮

H/(H∩g1Bg−1
1 )

dν(h)

∮

B/(B∩g−1
1 Hg1)

χℓ(b)χf (h)∆−1
G (h)∆

−1/2
H,G (h)dν̂(b)

×
∫

B∩g−1
1 Hg1

ψ(gbb−1
0 g−1

1 h−1)∆
1/2
B,G(b0)χℓ(b0)∆B∩g−1

1 Hg1,B(b0)∆B∩g−1
1 Hg1

(b0)db0

avec ν̂ = µB,B∩g−1
1 Hg1

. Des arguments tout à fait pareils à ceux employés plus haut

constatent que les deux premières intégrales sont prêtes à échanger leur ordre. Finale-
ment,

(π(ψ)a1)(g) =

∮

B/(B∩g−1
1 Hg1)

χℓ(b)∆
−1/2
B,G (b)dν̂(b)

×
∮

H/(H∩g1Bg−1
1 )

χf (h)∆−1
G (h)∆

−1/2
H,G (h)dν(h)

×
∫

B∩g−1
1 Hg1

ψ(gbb−1
0 g−1

1 h−1)χℓ(b0)∆
1/2
B,G(b0)∆B∩g−1

1 Hg1,B(b0)∆
−1

B∩g−1
1 Hg1

(b0)db0,

dont la dernière intégrale est égale à
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∫

H∩g1Bg−1
1

ψ(gbg−1
1 b′−1h−1)χg1∆ℓ(b

′)

× ∆
1/2

g1Bg−1
1 ,G

(b′)∆g1Bg−1
1 ∩H,g1Bg−1

1
(b′)∆g1Bg−1

1 ∩H(b′)db′.

Pourvu que l’égalité

∆
1/2
H (b′)∆g1Bg−1

1 ∩H(b′) = ∆g−1
1 Bg1

(b′) (b′ ∈ g1Bg−1
1 ∩ H)

s’établisse, ce qui est aisé à constater dans notre cas, on aurait

∆
1/2

g1Bg−1
1 ,G

(b′)∆g1Bg−1
1 ∩H,g1Bg−1

1
(b′)∆g1Bg−1

1 ∩H(b′)

= ∆−1
H (b′)∆

1/2
H,G(b′)∆g1Bg−1

1 ∩H,H(b′),

et enfin

(π(ψ)a1)(g) =

∮

B/(B∩g−1
1 Hg1)

∆
−1/2
B,G (b)χℓ(b)dν̂(b)

×
∫

H

ψ(gbg−1
1 h)χf (h)∆

−1/2
H,G (h)dh

=

∮

B/(B∩g−1
1 Hg1)

ψf
H(gbg−1

1 )χℓ(b)∆
−1/2
B,G (b)dν̂(b).

De même façon,

(π(ψ)a2)(g) =

∮

B/(B∩g−1
2 Hg2)

ψf
H(gbg−1

2 )χℓ(b)dν̃(b)

avec ν̃ = µB,B∩g−1
2 Hg2

. De tout ce qui précède,

〈π(ψ)a1, a1〉 =

∮

H/(H∩g1Bg−1
1 )

χℓ(h)∆
−1/2
H,G (h)dν(h)

×
∮

B/(B∩g−1
1 Hg1)

ψf
H(hg1bg

−1
1 )χℓ(b)∆

−1/2
B,G (b)dν̂(b)

=

∫

R

eit(α0−α)+t/2dt

∫

R

ψf
H

(
exp

(
etX

)
exp(xT ) exp(yY ) exp(−X)

)
eiαx−x/2dxdy

=

∫

R

ei(t−x)(α0−α)+(t+x)/2dt

∫

R2

ψf
H

(
exp

(
(et − ex)X

)
exp(yY )

)
e−iyex

dxdy.

En effectuant le changement de variables t → t + x, ex = s, on obtient

〈π(ψ)a1, a1〉 =

∫

R

eit(α0−α)+t/2dt

∫

R×R+

ψf
H

(
exp

(
s(et − 1)X

)
exp(yY )

)
e−iysdyds.
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D’une façon analogue,

〈π(ψ)a2, a2〉 =

∮

H/(H∩g2Bg−1
2 )

χf (h)∆
−1/2
H,G (h)dν(h)

×
∮

B/(B∩g−1
2 Bg2)

ψf
H(hg2bg

−1
2 )χℓ(b)∆

−1/2
B,G (b)dν̃(b)

=

∫

R

eit(α0−α)+t/2dt

∫

R×R+

ψf
H(exp

(
s
(
1 − et

)
X

)
exp(yY )eiysdyds.

Ces calculs se terminent donc à

〈π(ψ)a1, a1〉 + 〈π(ψ)a2, a2〉

=

∫

R

eit(α0−α)+t/2dt

∫

R2

ψf
H(exp(s(1 − t)X) exp(yY ))eiysdyds.

Si on y pose

Ψ(t) =

∫

R2

ψf
H

(
exp

(
s(1 − et)X

)
exp(yY )

)
eiysdyds,

cette fonction est infiniment différentiable pour t non nulle car dans ce cas l’intégrale se-
rait effectuée sur un compact. D’ailleurs, la fonction R2 ∋ (s, y) → ψf

H(exp(sX) exp(yY ))
appartenant à D(R2), dont on fait des L1-approximation par des fonctions de la forme∑

j ξj(s)ηj(y) (ξj, ηj ∈ D(R)), pour un nombre positif ǫ quelconque, on peut choisir des
ξj, ηj de telle manière que

|Ψ(t) − (2π)1/2
∑

j

∫

R

ξj

(
s(1 − et)

)
η̂j(s)ds| < ǫ

quel que soit t ∈ R, où η̂j désigne la transformée de Fourier inverse de ηj. Compte tenu
du fait que la limite, lorsque t tend vers zéro, de

∫

R

ξj

(
s(1 − et)

)
η̂j(s)ds

est ègale à (2π)1/2ξj(0)ηj(0), Ψ(t) est continue même en t = 0.
Nous considérons à la fin la fonction et/2Ψ(t), lorsque t → −∞ elle décroit rapide-

ment grâce au facteur et/2. Examinons son comportement quand t tend vers +∞. Un
changement de variables mène à

et/2Ψ = et/2(1 − et)−1

∫

R2

ψf
H(exp(sX) exp(yY ))eiys(1−et)−1

dsdy,

et à

|et/2Ψ(t)| ≤ et/2(1 − et)−1

∫

R2

|ψf
H(exp(sX) exp(yY ))|dsdy,

ce qui prouve que et/2Ψ(t) est à décroissance rapide, t tendant vers +∞.



63

Il en découle que la formule d’inversion de Fourier nous amène à notre formule de
Plancherel concrète pour la représentation monomiale τ = indG

H χf :

(2π)−2

∫

R

(
〈π(ψ)a1

α, a1
α〉 + 〈π(ψ)a2

α, a2
α〉

)
dα

= (2π)−1

∫

R

ψf
H(exp(yY ))eiysdsdy = ψf

H(e).

Jusqu’ici nous avons étudié et explicité la formule de Plancherel abstraite due à Penney
pour τ = indG

H χf supposée à multiplicités finies. Avant de terminer ce chapitre, nous
allons traiter dans le cas nilpotent celle due à Bonnet. Soient G = exp g, H = exp h avec
une mesure de Haar dh et χ un caractère unitaire de H. D’après Bonnet [16] χ admet,
comme une distribution de type positif sur G, une transformée de Fourier qui est un
couple (µ, U). À savoir, µ est une mesure positive sur Ĝ et U un champs d’opérateurs

nucléaires Uπ : H∞
π → H−∞

π , π ∈ Ĝ, tels qu’on ait pour toute fonction φ ∈ D(G) la
formule de Plancherel abstraite :∫

H

φ(h)χ(h)dh =

∫

Ĝ

tr (π(φ)Uπ) dµ(π),

où tr désigne la trace d’opérateurs. On identifie (µ, U) et (µ′, U ′) si µ′ = λµ (λ > 0) et
si U ′ = λ−1U . Alors un seul couple (µ, U) satisfait à la formule.

Pour compléter la formule écrivons χ = χf avec f ∈ g∗. Alors on sait bien que la
mesure µ en question n’est autre que celle de la désintégration centrale canonique (2.1.1)
de la représentation monomiale τ = indG

H χf . Gardons les notations et commençons par
jeter un coup d’l au cas où H serait distingué. Puisque G agit sur h∗, il se voit aussitôt
que G∆ℓ ∩ Γτ = P∆ℓ, P = G(f |h), pour tout ℓ ∈ Γτ . Par ailleurs, il est bien connu
[19] que les multiplicités m(π) dans la formule (2.1.1) sont uniformément égales soit à
1 soit à ∞. Des raisonnements développés dans [54] marchent bien dans cette situation.

Nous réalisons π ∈ Ĝ, appartenant au support de µ, au moyen d’une polarisation b en
ℓ ∈ ρ̂−1(π) ∩ Γτ ; π = indG

B χℓ avec B = exp b. Ce qui simplifie les choses, c’est ce qu’on
peut choisir b de manière que b contienne h. Donc H ⊂ B ⊂ P . Pour α, β ∈ H∞

π , la
fonction αβ̄ est B-invariante à droite et intégrable pour la mesure P -invariante dġ sur
P/B. Par la formule

〈Uπα, β〉 =

∫

P/B

α(g)β(g)dġ

se définit un opérateur nucléaire Uπ de H∞
π dans H−∞

π . Cet opérateur est autoadjoint
positif. D’autre part, pour φ ∈ D(G), π(φ) est un opérateur à noyau qui s’exprime par
la formule :

Kφ(x, y) =

∫

B

φ(xby−1)χℓ(b)db

pour (x, y) ∈ G×G, db étant une mesure de Haar sur B. C’est justement comme Grélaud
[54] qu’on en déduit
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tr (π(φ)Uπ) =

∫

P/B

Kφ(g, g)dġ =

∫

P/B

dġ

∫

B

φ(gbg−1)χℓ(b)db

=

∫

P/B

dġ

∫

b

φg(exp X)eiℓXdX

avec φg(x) = φ(gxg−1) (x ∈ G). Puisque ℓ|b 6= 0, on prend un supplémentaire t de b

dans g tel que ℓ|t = 0. Compte tenu de B∆ℓ = ℓ + b⊥, si on note F(ψ) la transformée
de Fourier de ψ ∈ D(G), la formule d’inversion de Fourier nous fournit

tr (π(φ)Uπ) =

∫

P/B

dġ

∫

b⊥
dξ

∫

t

dY

∫

b

φg(exp(X + Y ))eiℓ(X)+iξ(Y )dX

=

∫

P/B

dġ

∫

b⊥
dξ

∫

g

φg(exp X)ei(ℓ+ξ)(X)dX

=

∫

P/B

dġ

∫

B/G(ℓ)

dḃ

∫

g

φ(exp X)eib∆ℓ(g−1∆X)dX

=

∫

P/G(ℓ)

F(φ ◦ exp)(g · ℓ)dġ

=

∫

G∆ℓ∩Γτ

F(φ ◦ exp)(λ)dλ.

Nous arrivons ainsi à la formule, l’orbite ρ̂−1(π) se notant Ω(π),

tr (π(φ)Uπ) =

∫

Ω(π)∩Γτ

F(φ ◦ exp)(λ)dλ,

qui devient visiblement la formule du caractère de Kirillov lorsque H est trivial.
On en tire immédiatement la formule de Plancherel : pour toute φ ∈ D(G),

∫

H

φ(h)χf (h)dh =

∫

h

φ(exp X)eif(X)dX =

∫

Γτ

F(φ ◦ exp)(ξ)dξ

=

∫

Ĝ

dµ(π)

∫

Ω(π)∩Γτ

F(φ ◦ exp)(λ)dλ =

∫

Ĝ

tr (π(φ)Uπ) dµ(π).

Nous ne supposons plus H distingué et montrons d’abord un lemme. Quoiqu’abusif,
on se permettra de noter Γτ/G au lieu de (G∆Γτ )/G.

Lemme 5.12. Une mesure de Lebesgue ν sur Γτ se désintègre relative à une mesure de
base µ sur Γτ/G :

ν =

∫

Γτ /G

νΩdµ(Ω),

νΩ étant supportée sur une G-orbite Ω.
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Démonstration. On se ramène facilement au cas où h contient le centre z de g, puis
d’après un raisonnement classique à celui où dim z = 1, f |z 6= 0. Choisissons dans g un
triplet de Heisenberg {X,Y, Z}, [X, Y ] = Z, tel que z = RZ, f(Y ) = 0, f(Z) = 1 et que
a = RY + RZ soit un idéal abélien de g. Alors le centralisateur g0 de a dans g est un
idéal de codimension 1. Par hypothèse de récurrence, on suppose le lemme établi pour
G0 = exp g0, les objets concernés se notant avec l’indice 0.

Soient p : g → g0 l’application restriction et Γ0 = p(Γτ ). Pour Ω ∈ g∗/G telle que
Ω ∩ Γτ 6= ∅, il se voit que Ω = p−1 (p(Ω)) et le lemme 2.1.4 dit que p(Ω) se décompose
en G0-orbites ωt à un paramètre t ∈ R telles que ωt = exp(tX) ·ω0. Plus précisément, ωt

s’obtient par exemple comme ωt = p(Ω)∩Pt, Pt désignant l’hyperplan {ℓ ∈ g∗; ℓ(Y ) = t}
dans g∗. Soit ν0 une mesure de Lebesgue sur l’espace affine Γ0.

(1) Supposons premièrement h 6⊂ g0. Dans ce cas ν s’identifie avec ν0. Par ailleurs, X
étant choisi dans h, on a exp(tX) · (ω0 ∩ Γ0) = ωt ∩ Γ0 pour t ∈ R quelconque. Posons
h1 = h∩ g0 + RY, f0 = p(f) ∈ g∗

0 et Γ1 = {ℓ0 ∈ g∗
0; ℓ0|h1 = f0|h1}. L’espace borélien Γτ/G

s’identifie avec Γ1/G0.
L’hypothèse de récurrence désintègre une mesure de Lebesgue ν1 sur Γ1 selon l’action

de G0 :

ν1 =

∫

Γ1/G0

νωdµ0(ω),

µ0 étant une mesure de base et νω une mesure sur ω ∩ Γ1. D’où

ν ∼= ν0 =

∫

Γ1/G0

dµ0(ω)

∫

R

exp(tX) · νωdt =

∫

Γ/G

νΩdµ(Ω)

avec µ(Ω) = µ0(ω0) = µ0 (p(Ω) ∩ P0) et νΩ =
∫

R
exp(tX) · νωdt.

(2) Supposons deuxièmement h ⊂ g0. Dans ce cas ν = ν0 × dx avec une mesure de
Lebesgue dx sur g⊥

0 ⊂ g∗. D’après [39], un ensemble négligeable près, Ω∩Γτ (resp. ω∩Γ0)
est une variété différentiable dont la dimension r (resp. r0) ne dépend pas de Ω ∈ g∗/G
(resp. ω ∈ g∗

0/G0). Il en existe deux possibilités : soit r = r0 + 2 soit r = r0 + 1.
(a) Si r = r0 + 2, on raisonne comme dans le cas (1). Soient h1 = h + RY, ft ∈ Γτ telle

que ft(Y ) = t et Γt = {ℓ0 ∈ g∗
0; ℓ0|h1 = ft|h1} (t ∈ R). Alors,

ν0 =

∫

R

νtdt,

νt étant une mesure de Lebesgue sur l’espace affine Γt.
D’après l’hypothèse de récurrence,

νt =

∫

Γt/G0

νt
ωdµt(ω) (t ∈ R)

avec des notations sous-entendues. Les espaces Γt/G0 (t ∈ R) s’identifient tous à Γτ/G.
Cela fait, les µt sont équivalentes l’une à l’autre. En reprenant νt

ω au besoin, on peut
supposer que toutes les µt cöıncident avec une mesure µ sur Γτ/G. Enfin,

ν =

∫

Γτ /G

νΩdµ(Ω),
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où νΩ =
(∫

R
νt

ωt
dt

)
× dx pour p(Ω) = ⊔t∈Rωt.

(b) Si r = r0 + 1, l’hypothèse de récurrence nous fournit une désintégration de ν0 :

ν0 =

∫

Γ0/G0

νωdµ0(ω).

L’action de G dans Ĝ0 introduit une relation d’équivalence dans Γ0/G0, ce qui nous
donne la projection q : Γ0/G0 → Γτ/G. On constate aussitôt l’existence d’une constante
k > 0 telle que ♯{q−1(Ω)} < k pour presque toute Ω ∈ Γτ/G, où ♯(A) désigne le nombre
cardinal de A.

Il en résulte (cf. [17]) que µ0 se désintègre relativement à q :

µ0 =

∫

Γτ /G

ν0
Ωdµ(Ω),

où ν0
Ω est égale à la somme finie des νω pour ω vérifiant q(ω) = Ω. Finalement

ν =

∫

Γτ /G

νΩdµ(Ω)

avec νΩ = ν0
Ω × dx. c.q.f.d.

Remarque 5.13. Des raisonnements standard montrent que la classe de la mesure µ
est l’image de la classe de ν par l’application canonique de Γτ sur Γτ/G, et que cette
décomposition de ν est essentiellement unique : si

ν =

∫

Γτ /G

ν ′
Ωdµ′(Ω)

pour d’autres choix de mesures µ′ et (ν ′
Ω)Ω∈Γτ /G, alors il existe une fonction mesurable

et strictement positive F telle que µ′ = Fµ et νΩ = Fν ′
Ω pour µ-presque toute Ω. En

outre ces νΩ sont naturellement invariantes sous l’action de H.

On se donne une orbite coadjointe Ω de G. Soit ℓ ∈ Ω. On note ǫ l’application G ∋
g → g · ℓ ∈ Ω et pose Gℓ = ǫ−1(Γτ ). Soient b ∈ M(ℓ, g) et B = exp b. L’espace H\G/B
des doubles classes est un espace borelien standard [31]. On écrit p la projection de G sur
H\G/B et σ une section borélienne de H\G/B dans G. Posons Ξ = p(Gℓ) et Θ = σ(Ξ).

Pour x ∈ Θ, soient dḣ une mesure invariante sur H/(H∩xBx−1), dξ une mesure de
Lebesgue sur l’espace affine b[x] = (ℓ+b⊥)∩x−1 ·Γτ , Bx = ǫ−1(b[x]) et Hx l’image d’une
section fabriquée à l’aide d’une base coexponentielle à h ∩ x · b dans h. Alors, chaque
élément g ∈ Gℓ s’écrit

g = hxb, h ∈ Hx, x ∈ Θ, b ∈ Bx

de la façon unique. On transporte la mesure νΩ sur G̃ℓ = Gℓ/G(ℓ). Dans la démonstration
du lemme 5.12, il se voit par récurrence que νΩ se désintègre relativement à une mesure
λ sur Ξ :

νΩ =

∫

Ξ

νxdλ(ẋ) (ẋ = p(x)),

où la mesure νx sur la fibre Hx × Bx s’obtient comme dḣ × ǫ−1
∗ (dξ).
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En réalisant π au moyen de b, π = indG
B χℓ, on définit un opérateur nucléaire Uπ de

H∞
π dans H−∞

π par la formule :

〈φ, Uπψ〉 =

∫

Ξ

dλ(ẋ)

∫

H/(H∩xBx−1)

φ(hx)χf (h)dḣ

∫

H/(H∩xBx−1)

ψ(h′x)χf (h′)dḣ′

quels que soient φ, ψ ∈ H∞
π . Quand on utilise une base coexponentielle à b dans g, H∞

π

s’identifie avec l’espace de Schwartz S(Rm), m = dim(g/b), et donc H−∞
π avec l’espace

S ′(Rm) des distributions tempérées. Dans cette situation l’opérateur Uπ se définit par le
noyau

Kπ(hx, h′x) =
(
χf (h)dH/(H∩xBx−1)ḣ × χf (h′)dH/(H∩xBx−1)ḣ′

)
dλ(ẋ),

qui se trouve par récurrence dans S ′(Rm×Rm) (cf. la démonstration du lemme 5.12). C’est
ce qui entrâıne que Uπ est nucléaire (cf. [72]) et qui nous permet de calculer tr (π(φ)Uπ)
pour φ ∈ D(G). Posons comme avant

φf
H(g) =

∫

H

φ(gh)χf (h)dh (g ∈ G).

Maintenant on est en mesure de prouver les deux théorèmes suivants.

Théorème 5.14. (Formule de caractère [40]) On voit que, dḃ étant une mesure invariante,

tr (π(φ)Uπ) =

∫

Ξ

dλ(ẋ)

∫

H/(H∩xBx−1)

dḣ

∫

B/(B∩x−1Hx)

φf
H(hxbx−1h−1)χℓ(b)dḃ,

et que, à la normalisation des mesures près, cette valeur ne dépend pas des choix de
ℓ ∈ Ω ni de b.

Théorème 5.15. (Formule de Plancherel [40]) Sous réserve de normalisations des mesures,
on obtient pour toute φ ∈ D(G)

φf
H(e) =

∫

Γτ /G

tr (πΩ(φ)UπΩ
) dµ(Ω),

πΩ désignant la représentation unitaire irréductible de G associée à l’orbite coadjointe
Ω ∈ g∗/G.

§6. Conjecture de commutativité : cas d’induction
Soient G un groupe de Lie nilpotent, connexe et simplement connexe, d’algèbre de

Lie g et H = exp h un sous-groupe analytique de G d’algèbre de Lie h. Étant donné
un caractère unitaire χ de H, on construit la représentation monomiale τ = indG

H χ et
se propose d’étudier l’algèbre Dτ (G/H) des opérateurs différentiels G-invariants sur le
fibré G×H C associé à χ. Notre but est la conjecture de commutativité due à Duflo [30]
et à Corwin-Greenleaf [22]. Ce dernier en a montre une implication : si τ est à multipli-
cités finies, alors Dτ (G/H) est commutative. Nous nous intéressons donc à l’implication
inverse.

Prenons f ∈ g∗ vérifiant dχ = if |h, i =
√
−1, et posons comme avant Γτ = f + h⊥.
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Théorème 6.1. ([45]) Supposons que τ est à multiplicités infinies. Soit g0 une sous-algèbre
de codimension 1 contenant h telle que τ0 = indG0

H χ, où G0 = exp g0, soit à multiplicités
finies. Supposons qu’il existe W ∈ U(g, τ) tel que W 6∈ U(g0) + U(g)aτ . Alors il existe
T ∈ U(g0, τ0) tel que [W,T ] 6∈ U(g)aτ .

Démonstration. On procède par récurrence sur dim g + dim(g/h). Remarquons tout
d’abord qu’on peut supposer que h contient le centre z de g. En effet, si z 6⊂ h, prenons
0 6= Z ∈ z en dehors de h. On écrit les éléments représentatifs dans U(g0, τ0) en utilisant
une base adaptée {Z, X1, X2, . . . , Xp} à h dans g0, où {Xj}p

j=1 est celle à h′ = h + RZ

dans g0. Pour générique ℓ ∈ Γτ on note α = ℓ(Z). Alors τα = indG0
H χℓ, où χℓ désigne

le caractère habituel de H ′ = exp h′ défini par dχℓ = iℓ|h′ , est à multiplicités finies.
Au moyen de {Xj}p

j=1, on voit qu’il existe pour générique α un système de générateurs
rationnels dont tout élément dans U(g0, τ

α)/U(g0)aτα est représenté par

T (α) =
∑

k,J

ck,J(−iα)kXj1
1 Xj2

2 · · ·Xjp
p

avec un certain élément

T =
∑

k,J

ck,JZkXj1
1 Xj2

2 · · ·Xjp
p

de U(g0, τ0). Là, on a utilisé la notation J = (j1, j2, . . . , jp) pour p-uplets d’entiers non-
négatifs.

Soit g = g0 + RX et l’on écrit à l’aide de la base {Z,X1, . . . , Xp, X} un élément
représentatif de W et construit W (α) ∈ U(g, τα), τα = indG

G0
τα. D’après ce qui précède,

si [W,T ] ∈ U(g)aτ pour T ∈ U(g0, τ0) quelconque, alors

[W,T (α)] = [W (α) + W̃ (Z + iα), T (α)] ∈ U(g)aτα

avec un certain W̃ ∈ U(g). α étant choisi de la façon qu’on ait W (α) 6∈ U(g0) +U(g)aτα ,
cela contredit l’hypothèse de récurrence appliquée à la paire (h′, χℓ). (Tout ce qui précède
correspond à la désintégration τ ≃

∫
R

ταdα.)
Supposons désormais que z ⊂ h. Si z ∩ ker f 6= {0}, tout peut se passer au quotient

pour nous fournir le résultat cherché. Il ne reste qu’à examiner le cas où dim z = 1
et où f |z 6= 0. Prenons comme d’habitude un triplet de Heisenberg (X̃, Y, Z) tel que

z = RZ, [X̃, Y ] = Z, Y ∈ g0 et que g = RX̃ + k, où k désigne le centralisateur de Y dans
g.

Soit h ⊂ k. Si Y ∈ h, alors τ ′ = indK
H χ (K = exp k) doit être à multiplicités infinies.

Étant donnée g0, τ ′
0 = indG0∩K

H χ est à multiplicités finies et il nous suffit d’appliquer
à τ ′ l’hypothèse de récurrence. Si Y 6∈ h, alors T = Y ∈ U(g0, τ0) jouit de la propriété
requise lorsque g0 = k. Supposons donc que g0 6= k. Pourvu que W 6∈ U(k) + U(g)aτ ,
nous pouvons toujours choisir T = Y . Supposons que W ∈ U(k) + U(g)aτ . Comme
τ0 = indG0

G0∩K

(
indG0∩K

H χ
)

est à multiplicités finies, τ ′ doit être à multiplicités infinies.
Sinon, W ∈ U(k∩ g0) +U(g)aτ , ce qui est exclu par hypothèse. Il nous suffit maintenant
d’appliquer à k notre hypothèse de récurrence.
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Soit enfin h 6⊂ k. Considérons h0 = h ∩ k, H0 = exp h0 et f0 = f |k ∈ k∗. Il s’ensuit
que τ1 = indK

H0
χf0 est à multiplicités infinies. Posons m = g0 ∩ k et M = exp m.

Remarquons que τ2 = indM
H0

χf0 est à multiplicités finies. W étant représenté par un
élément de U(k), l’hypothèse de récurrence appliquée à k signifie qu’il existe T ∈ U(m, τ2)
tel que [W,T ] 6∈ U(k)aτ1 . Ici on peut supposer que T est un des générateurs rationnels de
U(m, τ2) introduits dans Corwin-Greenleaf [22]. Mais à l’aide d’une base de Malcev faible
adaptée à h dans g0, on constate que {Y, γ2, . . . , γq} forment un tel système de générateurs
rationnels pour U(m, τ2), {γj}q

j=2 étant celui pour U(g0, τ0). Comme [W,Y ] = 0, on peut
admettre l’existence d’un tel T dans U(g0, τ0). c.q.f.d.

Nous allons reprendre certaines notations introduites au début du chapitre 3 sauf
{Xr}1≤r≤q qui désignera une base coexponentielle à h dans g adaptée à la suite de sous-
algèbres (3.2), i.e. Xr ∈ kr \ kr−1 (1 ≤ r ≤ q). Dans ce qui suit, si g 6= h, g′ désignera
toujours un idéal de codimension 1 dans g qui contient h. De plus, nous choisirons le
drapeau (3.1) de manière que gn−1 = g′. De même, si dim h ≥ 1, h′ désignera toujours
une sous-algèbre de codimension 1 dans h et le drapeau (3.3) sera tel que hd−1 = h′. Ceci
posé, lorsque g′, h′ existent tous les deux, alors dim g ≥ 2 et gg′ ⊃ hh′.

Par ailleurs, nous utiliserons la convention suivante bien étendue. Soit N = {0, 1, 2, . . .}.
Quand nous considérons les éléments {Xr}1≤r≤q ou {Ys}1≤s≤d introduits plus haut ou
juste avant le lemme 3.4, pour chaque q-uplet J = (j1, j2, . . . , jq) ∈ Nq, d-uplet K =
(k1, k2, . . . , kd) ∈ Nd et (d − 1)-uplet L = (ℓ1, ℓ2, . . . , ℓd−1) ∈ Nd−1, nous notons res-

pectivement XJ , Y K et Y ′L les éléments XJ = X
jq
q · · ·Xj2

2 Xj1
1 , Y K = Y kd

d · · ·Y k2
2 Y k1

1 et

Y ′L = Y
ℓd−1

d−1 · · ·Y ℓ2
2 Y ℓ1

1 dans U(g). Comme d’habitude, désignons par |J | (resp. |K|, |L|)
la somme j1 + j2 + · · ·+ jq (resp. k1 +k2 + · · ·+kd, ℓ1 + ℓ2 + · · ·+ ℓd−1). Nous considérons

aussi les éléments Ŷs = Ys+if(Ys), 1 ≤ s ≤ d, de U(g) de sorte que Ŷ K = Ŷ kd
d · · · Ŷ k2

2 Ŷ k1
1

et Ŷ ′
L

= Ŷ
ℓd−1

d−1 · · · Ŷ ℓ2
2 Ŷ ℓ1

1 .
Une simple conséquence du théorème de Poincaré-Birkhoff-Witt dit que les familles

{XJ Ŷ K ; (J,K) ∈ Nq × Nd}, {XJ Ŷ K ; (J,K) ∈ Nq × Nd, |K| > 0}
forment respectivement une base de U(g) et de U(g)aτ . Observons que the éléments
{XJ ; J ∈ Nq} forme une base d’un sous-espace supplémentaire S de U(g)aτ dans U(g).

Supposons que h 6= {0} et posons τ ′ = indG
H′ χf avec H ′ = exp h′. Soit Ŷ K = Ŷ k

d Ŷ ′
L
.

Nous voyons donc que les familles

{XJ Ŷ k
d Ŷ ′

L
; (J, k, L) ∈ Nq × N × Nd−1, |L| > 0}, {XJ Ŷ k

d ; (J, k) ∈ Nq × N}
forment respectivement une base de U(g)aτ ′ et d’un sous-espace supplémentaire de
U(g)aτ ′ dans U(g).

Nous allons mentionner certaines propriétés de U(g, τ) obtenus dans [7].

Lemme 6.2. (i) gid−1S ⊂ S ⊕ U(g)aτ ′ .
(ii) [h, S] ⊂ S ⊕ U(g)aτ ′ .
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Démonstration. (i) Pour 0 ≤ r ≤ q et k ∈ N, notons Sr, k le sous-espace de S engendré par

les éléments XJ = Xjr
r · · ·Xj1

1 , J ∈ Nr vérifiant |J | ≤ k. En particulier, S0, k = Sr, 0 = C.
L’indice r est utile pour contrôler que certains monômes sont bien ordonnés. Il suffit de
prouver par récurrence sur k que

(∗) Y ′XJ ∈ Sr, k+1 ⊕ U(g)aτ ′ , ∀ Y ′ ∈ h′, ∀ XJ ∈ Sr, k ;
(∗∗) XsX

J ∈ Smax(s, r), k+1 ⊕ U(g)aτ ′ ,∀ s tel que js ≤ id − 1, ∀ XJ ∈ Sr, k.
C’est clair pour k = 0. Soit k > 0, et supposons que le résultat vrai jusqu’au rang

k − 1. Si l’on prend Xs avec s ≥ r, on a XsX
J ∈ Ss, k+1 de sorte que le résultat est

évident. Si l’on prend T ∈ gid−1 tel que T = Y ′ ∈ h′ ou T = Xs avec s < r, alors on peut

écrire XJ comme XJ = XrX
J ′

avec XJ ′

= Xjr−1
r · · ·Xj1

1 et se servir de la identité

TXJ = [T,Xr]X
J ′

+ XrTXJ ′

.

On a [T, Xr] ∈ gjr−1 ∩ gid−1 et XJ ′ ∈ Sr, k−1. Donc, par récurrence

[T, Xr]X
J ′ ∈ Sr, k ⊕ U(g)aτ ′ .

D’une façon analogue, TXJ ′ ∈ Sr, k ⊕ U(g)aτ ′ . Ainsi, XrTXJ ′ ∈ Sr, k+1 ⊕ U(g)aτ ′ .
(ii) Nous montrons par récurrence sur k que

[Y,XJ ] ∈ Sr, k ⊕ U(g)aτ ′ , ∀ Y ∈ h, ∀ XJ ∈ Sr, k.

C’est clair pour k = 0. Supposons-le vrai au rang k − 1, k 6= 0. On a

[Y, XJ ] = [Y, Xr]X
J ′

+ Xr[Y, XJ ′

].

Comme [Y, Xr] ∈ gjr−1 ∩ gid−1 et que XJ ′ ∈ Sr, k−1, on sait d’après l’assertion (i) que
[Y, Xr]X

J ′ ∈ Sr, k ⊕ U(g)aτ ′ . Finalement, on a par récurrence que [Y,XJ ′

] ∈ Sr, k−1 ⊕
U(g)aτ ′ . Donc, Xr[Y, XJ ′

] ∈ Sr, k ⊕ U(g)aτ ′ . c.q.f.d.

Lemme 6.3. Soit W un élément de U(g) écrit modulo U(g)aτ ′ comme W ≡ ∑
k≤k′ AkŶ

k
d ,

où les Ak appartiennent à S. Soit Y ∈ h. Le lemme 6.2 nous fournit les éléments (Bk)k≤k′

de S tels que [Y,Ak] ≡ Bk modulo U(g)aτ ′ . Alors, on a modulo U(g)aτ ′

[Y, W ] ≡ [Y,
∑

k≤k′

AkŶ
k
d ] ≡

∑

k≤k′

[Y, Ak]Ŷ
k
d ≡

∑

k≤k′

BkŶ
k
d .

Démonstration. Les première et troisième identités s’ensuivent de l’inclusion h ⊂ U(g, τ ′)

et la seconde de la relation [Y, AkŶ
k
d ] = [Y, Ak]Ŷ

k
d + Ak[Y, Ŷ k

d ] et de [Y, Ŷd] ∈ h′ ∩ ker f ⊂
aτ ′ . c.q.f.d.

Proposition 6.4. (i) On a [h,U(g, τ) ∩ S] ⊂ U(g)aτ ′ . En particulier,

U(g, τ) ∩ S ⊂ U(g, τ ′).

(ii) On a la décomposition U(g, τ) = (U(g, τ) ∩ S)⊕U(g)aτ , de sorte que la restriction
à U(g, τ)∩S de la projection de U(g, τ) sur Dτ (G/H) est une bijection et chaque élément
de

Dτ (G/H) ∼= U(g, τ)/U(g)aτ

admet un représentant unique dans S. Ce représentant appartient à U(g, τ ′).
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Démonstration. (i) L’assertion (ii) du lemme 6.2 produit

[h,U(g, τ) ∩ S] ⊂ (S ⊕ U(g)aτ ′) ∩ U(g)aτ ⊂ U(g)aτ ′ .

(ii) Le résultat vient de la décomposition U(g) = S⊕U(g)aτ et de l’inclusion U(g)aτ ⊂
U(g, τ). c.q.f.d.

Proposition 6.5. Soit (Ak)0≤k≤k′ une famille d’éléments de S, on a
∑

k≤k′

AkŶ
k
d ∈ U(g, τ ′) ⇐⇒ Ak ∈ U(g, τ ′), ∀ k ≤ k′.

Démonstration. Soit Y ′ ∈ h′. Pour tout k, on définit l’élément Bk de S tel que [Y ′, Ak] =
Bk modulo U(g)aτ ′ et déduit du lemme 6.3 que

[Y ′,
∑

k≤k′

AkŶ
k
d ] ∈ U(g)aτ ′ ⇐⇒ Bk = 0, ∀ k ≤ k′.

c.q.f.d.

Proposition 6.6. Soient g, g′, h et h′ comme avant.
(i) On a l’équivalence

U(g, τ ′) 6⊂ U(g′) + U(g)aτ ′ ⇐⇒ U(g, τ ′) 6⊂ U(g′) + U(g)aτ .

(ii) Supposons de plus que U(g, τ ′) ⊂ U(g, τ). Alors on a

U(g, τ ′) 6⊂ U(g′) + U(g)aτ ′ ⇐⇒ U(g, τ) 6⊂ U(g′) + U(g)aτ .

Démonstration. (i) ⇐ est évident. Pour ⇒, soit W un élément de U(g, τ ′)\(U(g′) + U(g)aτ ′).

Il se peut que W ′ s’écrit comme W ′ ≡ ∑
k≤k′ AkŶ

k
d modulo U(g)aτ ′ , où les Ak appar-

tiennent à S. Puisque W ′ n’est pas dans U(g′) + U(g)aτ ′ , l’un des Ak, disons Ak0 , n’est
pas dans U(g′). Autrement dit, Xq apparâıt dans Ak0 . Alors, la proposition 6.5 implique
que Ak0 ∈ U(g, τ ′). Puisque (U(g′) + U(g)aτ )∩S = U(g′)∩S et que Ak0 ∈ S \U(g′), Ak0

n’appartient pas à U(g′) + U(g)aτ . Cela prouve ⇒.
(ii) L’implication ⇒ est une conséquence directe de (i) et de notre supposition. Pour

⇐, les décompositions

U(g′) + U(g)aτ = (U(g′) ∩ S) ⊕ U(g)aτ , U(g, τ) = (U(g, τ) ∩ S) ⊕ U(g)aτ

et notre hypothèse impliquent que U(g, τ)∩ S 6⊂ U(g′)∩ S = (U(g′) + U(g)aτ )∩ S. Ceci
posé, le résultat s’ensuit de l’inclusion U(g, τ)∩S ⊂ U(g, τ ′) de la proposition 6.4. c.q.f.d.

Proposition 6.7. Supposons que U(g, τ ′) ∩ S ⊂ U(g, τ) ∩ S. Alors,

[h,U(g, τ ′)] ⊂ U(g)aτ ′ .

Démonstration. Écrivons un élément W de U(g, τ ′) sous la forme

W ≡
∑

k≤k′

AkŶ
k
d mod U(g)aτ ′ ,
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où les Ak appartiennent à S. La proposition 6.5 implique que Ak ∈ U(g, τ ′) ∩ S de sorte
que Ak ∈ U(g, τ) ∩ S compte tenu de l’hypothèse. Finalement, on déduit de la première
assertion de la proposition 6.4 que

[h,W ] ⊂
∑

k≤k′

(
[h, Ak]Ŷ

k
d + Ak[h, Ŷ k

d ]
)
⊂ U(g)aτ ′ .

c.q.f.d.

Proposition 6.8. Supposons que g, g′ et h (puis encore h′ dans la troisième assertion) sont
comme avant de sorte que Xq existe.

(i) Soit W =
∑m

k=0 Xk
q Ak ∈ U(g, τ) avec m ≥ 1 et Ak ∈ U(g′). Alors Am ∈ U(g, τ) et

mXqAm + Am−1 ∈ U(g, τ).
(ii) Soit W = XqU + V avec U, V ∈ U(g′). Alors

W 6∈ U(g′) + U(g)aτ ⇐⇒ U 6∈ U(g′)aτ .

(iii) Supposons que U(g, τ) 6⊂ U(g′) + U(g)aτ (resp. U(g, τ ′) 6⊂ U(g′) + U(g)aτ ), alors
il existe un élément

W = XqU + V ∈ U(g, τ) \ (U(g′) + U(g)aτ )

(resp. ∈ U(g, τ ′) \ (U(g′) + U(g)aτ )

tel que U ∈ (U(g, τ) ∩ U(g′)) \ U(g′)aτ (resp. U ∈ (U(g, τ ′) ∩ U(g′)) \ U(g′)aτ ) et V ∈
U(g′).

Démonstration. (i) Le théorème de Poincaré-Birkhoff-Witt entrâıne immédiatement que

U(g) = ⊕jX
j
qU(g′), U(g)aτ = ⊕jX

j
qU(g′)aτ . (6.1)

Posons im−2 = ⊕m−2
j=0 Xj

qU(g′). Nous avons alors pour tout Y ∈ h :

[W,Y ] ≡ Xm
q [Am, Y ] +

m∑

j=1

Xj−1
q [Xq, Y ]Xm−j

q Am + Xm−1
q [Am−1, Y ] mod im−2

≡ Xm
q [Am, Y ] + Xm−1

q (m[Xq, Y ]Am + [Am−1, Y ]) mod im−2

appartient à U(g)aτ de sorte que Am ∈ U(g, τ) et mXqAm + Am−1 ∈ U(g, τ).
(ii) En utilisant les expressions (6.1), nous voyons que W ∈ U(g′) + U(g)aτ si et

seulement si U ∈ U(g′)aτ car

W ∈ (XqU(g′) ⊕ U(g′)) ∩
(
⊕jX

j
qU(g′)aτ ⊕ U(g′)

)
= XqU(g′)aτ ⊕ U(g′).

(iii) Soit W ′ =
∑m

k=0 Xk
q Ak ∈ U(g, τ) \ (U(g′) + U(g)aτ ) (resp. W ′ =

∑m
k=0 Xk

q Ak ∈
U(g, τ ′) \ (U(g′) + U(g)aτ )) avec les Ak appartenant à U(g′). L’assertion (i) implique
que Am ∈ U(g, τ) et que W = mXqAm + Am−1 ∈ U(g, τ) (resp. Am ∈ U(g, τ ′) et
W = mXqAm + Am−1 ∈ U(g, τ ′)). Sans perte de la généralité, nous pouvons supposer
que Am 6∈ U(g′)aτ de sorte qu’on voit en tenant compte de (ii) que W possède la propriété
requise. c.q.f.d.
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Théorème 6.9. Avec les notations et les hypothèse de la proposition 6.8, supposons que

U(g, h′) 6⊂ U(g′) + U(g)aτ ′ et U(g, τ ′) ∩ U(g′) 6⊂ U(g, τ) ∩ U(g′).

Alors on a U(g, τ) 6⊂ U(g′) + U(g)aτ .

Démonstration. Tout d’abord prouvons qu’il existe un élément W = XqU+V ∈ U(g, τ ′)∩
S avec U, V ∈ U(g′) ∩ S tel que :

(a) W 6∈ U(g′) + U(g)aτ , ce qui revient au même de dire que U 6= 0 ;
(b) (adYd)W ∈ U(g′) + U(g)aτ .

Ce fait nous servira plus tard dans des situations variées pour construire un élément
de U(g, τ) qui n’appartient pas à U(g′) + U(g)aτ . Nous savons de l’assertion (i) de la
proposition 6.6 qu’actuellement U(g, τ ′) 6⊂ U(g′) + U(g)aτ . Donc, la troisième assertion
de la proposition 6.8 dit qu’il existe W ′′ = XqU

′′ + V ′′ ∈ U(g, τ ′) \ (U(g′) + U(g)aτ )
avec U ′′ ∈ (U(g, τ ′) ∩ U(g′)) \ U(g′)aτ et V ′′ ∈ U(g′). Ensuite, soit m′ ∈ N l’entier le
plus grand vérifiant W ′ = (ad Yd)

m′

(W ′′) 6∈ U(g′) + U(g)aτ . En utilisant le fait que
U(g) = S ⊕ U(g)aτ , nous définissons W l’unique élément de S tel que W ≡ W ′ modulo
U(g)aτ . Nous constatons alors que W satisfait aux conditions (a) et (b).

Maintenant nous introduisons quelques notations qui ne nous servent que dans cette
démonstration. Pour A,B ∈ U(g), posons {A,B} = AB + BA. Or, pour s ∈ N écrivons
As = (ad Yd)

sA de sorte que A0 = A. Puis pour r ∈ N \ {0}, nous définissons

Tr(A) = {A0, A2r} − {A1, A2r−1} + · · · + (−1)r−1{Ar−1, Ar+1} + (−1)rA2
r.

Comme Yd appartient à l’algèbre U(g, τ ′), nous observons que les As et Tr(A) sont
tous dans U(g, τ ′) lorsque A y est. En outre, si r est suffisamment grand pour que
A2r+1 ∈ U(g)aτ ′ , alors Tr(A) ∈ U(g, τ). Pour vérifier cela, il suffit de montrer que cette
nouvelle condition entrâıne que (ad Yd)Tr(A) ∈ U(g)aτ . En effet, nous obtenons

(ad Yd)Tr(A) = A2r+1A + AA2r+1 ∈ U(g)aτU(g, τ ′) + U(g)aτ ′ = U(g)aτ ′ .

Soit m le plus petit entier tel que Wm = (ad Yd)
m(W ) ∈ U(g)aτ . En utilisant la

récurrence sur s et l’assertion (ii) du lemme 6.2, nous voyons que les Ws appartiennent
à S ⊕ U(g)aτ ′ , ce qui implique qu’au fait Wm ∈ U(g)aτ ′ . Allons considérer de différents
cas selon la valeur de m.

– Si m = 1, le résultat est évident car W ∈ U(g, τ) \ (U(g′) + U(g)aτ ).
– Si m = 2r + 1 avec r ≥ 1, les remarques notées ci-dessus impliquent que

Tr(W ) = {W0,W2q} − {W1,W2q−1} + · · · + (−1)r−1{Wr−1,Wr+1} + (−1)rW 2
r

appartient à U(g, τ). Nous aimerions montrer que Tr(W ) 6∈ U(g′) + U(g)aτ . Nous avons
Tr(W ) ≡ 2WW2r ≡ 2XqUW2r modulo U(g′). D’où le résultat, compte tenu du fait que
ni U ni W2r n’appartiennent à U(g′)aτ et de ce que l’anneau (U(g, τ) ∩ U(g′)) /U(g′)aτ

n’admet pas de diviseur de zéro non trivial.
– Si m = 2r avec r > 1, nous observons alors que pour c ∈ C quelconque

(adYd)
2r+1 (W (W2r−2 + cW2r−1)) ∈ U(g)aτ ′



74

de sorte qu’on a, en posant W̃ (c) = W (W2r−2 + cW2r−1), Tr

(
W̃ (c)

)
∈ U(g, τ) d’après la

remarque précédente. Nous aimerions montrer que Tr

(
W̃ (c)

)
6∈ U(g′) +U(g)aτ pour un

certain c ∈ C. Pour le moment nous regardons W̃ (c) et T
(
W̃ (c)

)
comme éléments de

U(g)[c], l’algèbre des polynômes de c aux coefficients dans U(g). Pour r ≥ 1 quelconque
on a modulo U(g)aτ [c] :

W̃ (c)0 = W (W2r−2 + cW2r−1)

W̃ (c)1 ≡ W1(W2r−2 + cW2r−1) + WW2r−1

W̃ (c)2 ≡ W2(W2r−2 + cW2r−1) + 2W1W2r−1 ∈ U(g′)[c]

...
...

...
...

W̃ (c)2r−1 ≡ W2r−1(W2r−2 + cW2r−1) + (2r − 1)W2r−2W2r−1 ∈ U(g′)[c]

W̃ (c)2r ≡ 2rW 2
2r−1 ∈ U(g′)

Maintenant, nous vérifions que

Tr

(
W̃ (c)

)
∈ cXqU(g′) ⊕ XqU(g′) ⊕ U(g′)[c] mod U(g)aτ [c]

et en extrayons la composante relative à cXqU(g′). Les relations en bas tiennent pour
r > 1, mais non pas pour r = 1 :

Tr

(
W̃ (c)

)
≡ {W̃ (c)0, W̃ (c)2r} − {W̃ (c)1, W̃ (c)2r−1} mod U(g′)[c] + U(g)aτ [c]

≡ 2W̃ (c)0W̃ (c)2r − 2W̃ (c)1W̃ (c)2r−1 mod U(g′)[c] + U(g)aτ [c]

≡ 2c(2r − 1)WW 3
2r−1 mod XqU(g′) ⊕ U(g′)[c] + U(g)aτ [c]

≡ 2c(2r − 1)XqUW 3
2r−1 mod XqU(g′) ⊕ U(g′)[c] + U(g)aτ [c]

En regardant ci-après Tr

(
W̃ (c)

)
comme un élément de U(g), on infère de ce qui

précède qu’il existe Ũ ∈ U(g′) tel que

Tr

(
W̃ (c)

)
≡ Xq

(
2c(2r − 1)UW 3

2r−1 + Ũ
)

mod U(g′) + U(g)aτ .

Ici, UW 3
2r−1 n’appartient pas à U(g′)aτ car ni U ni W2r−1 n’y appartiennent et que

l’anneau (U(g, τ) ∩ U(g′)) /U(g′)aτ n’admet pas de diviseur de zéro non trivial. En re-

marquant que XqU(g′)∩(U(g′) + U(g)aτ ) = XqU(g′)aτ , on voit que Tr

(
W̃ (c)

)
6∈ U(g′)+

U(g)aτ pour tout c tel que

2c(2r − 1)UW 3
2r−1 + Ũ 6∈ U(g′)aτ .
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Remarquons que cette méthode fournit aucun résultat pour m = 2 car dans ce cas

T1

(
W̃ (c)

)
∈ XqU(g′) ⊕ U(g′)[c] + U(g)aτ [c].

– Si m = 2, utilisons pour la première fois l’hypothèse U(g, τ ′)∩U(g′) 6⊂ U(g, τ)∩U(g′).
Cela implique aussitôt qu’il existe T ∈ (U(g, τ ′) ∩ U(g′) ∩ S) \ (U(g, τ) ∩ U(g′)) tel que
(ad Yd)T ∈ (U(g, τ) ∩ U(g′)) \ U(g)aτ . Alors, on a WT ∈ U(g, τ ′), (ad Yd)

3(WT ) ∈
U(g)aτ ′ et

T1(WT ) = {(WT )0, (WT )2} − (WT )2
1 ∈ U(g, τ).

On aimerait prouver que T1(WT ) 6∈ U(g′) + U(g)aτ . On a

T1(WT ) ≡ {WT,W1T1 + T1W1} − (W1T + WT1)
2 mod U(g)aτ

≡ −W 2T 2
1 ≡ −X2

q (UT1)
2 mod XqU(g′) ⊕ U(g′) + U(g)aτ .

Notons que X2
qU(g′) ∩ (XqU(g′) ⊕ U(g′) + U(g)aτ ) = X2

qU(g′)aτ . Alors, le fait que ni U
ni T1 n’appartiennent à U(g′)aτ implique le résultat attendu. c.q.f.d.

Les théorèmes 6.1 et 6.9 nous offrent de bons outils pour attaquer la conjecture de
commutativité dans de nombreuses situations, mais il reste encore des cas qui échappent
leur portée. Il s’agit de traiter le cas où U(g, τ ′) ∩ U(g′) ⊂ U(g, τ) ∩ U(g′) en termes du
théorème 6.9. Afin d’effectuer ce but, nous avons besoin d’exploiter davantage (cf. [46])
les éléments e-centraux de Corwin-Greenleaf introduits dans le chapitre 3.

Un élément A ∈ U(g) est dit Γτ -central si πℓ(A) est un scalaire pour tout ℓ dans un
ouvert de Zariski non vide O de Γτ , à savoir, s’il existe une fonction ϕA sur G · O telle
que

πℓ(A) = ϕA(ℓ)Id, ∀ ℓ ∈ G · O (6.2)

Il s’avère que le théorème 3.3 s’applique à cette situation afin d’assurer que πℓ(A) est un
scalaire pour tout ℓ ∈ Γτ et que ϕ nous y donne une fonction polynomiale H-invariante.
Soient U(g, Γτ ) l’algèbre des éléments Γτ -centraux dans U(g) et

Z(g, Γτ ) = {ϕA; A ∈ U(g, Γτ )}
l’algèbre des fonctions vérifiant (6.2). Notons α l’application

U(g, Γτ ) ∋ A 7→ ϕA ∈ Z(g, Γτ ).

Nous désignons par CDτ (G/H) le centre de l’algèbre Dτ (G/H) et posons

UC(g, τ) = R−1 (CDτ (G/H)) = {A ∈ U(g, τ); [A,U(g, τ)] ⊂ U(g)aτ}.
Notons ̟ l’application R restreinte à UC(g, τ), d’où

̟ : UC(g, τ) ∋ A 7→ R(A) ∈ CDτ (G/H).

On note L l’action à gauche de U(g) : pour X ∈ g et ψ ∈ C∞(G),

(L(X)ψ) (g) =
d

dt
ψ(exp (−tX)g)|t=0.
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L’anti-automorphisme principal ♦ envoie U(g, Γτ ) dans UC(g, τ) et les applications α, ̟
sont surjectives. D’ailleurs il se trouve qu’il existe une application injective δ : Z(g, Γτ ) →
CDτ (G/H) telle que δ(ϕA) = L(A) = R (♦(A))

Rappelons le drapeau (3.1) où gn−1 = g′. Pour ℓ ∈ g∗, posons encore ℓ′ = ℓ|g′ . Pour
une sous-algèbre m de g, désignons respectivement par m(ℓ) et m(ℓ′) les sous-algèbres
m∩ g(ℓ) et m∩ (g′)ℓ. Dans le chapitre 3 on a pris l’unique multi-indice e ∈ E et introduit
les ensembles d’indices T (e), T (eH) et U(e) = T (e)\T (eH). Soit

T (e) = {m1 < m2 < · · · < mt},
Pour 0 ≤ i ≤ n, posons encore Ti(e) = T (e) ∩ {0, . . . , i}, Ti(eH) = T (eH) ∩ {0, . . . , n},
et Ui(e) = U(e) ∩ {1, . . . , i}. Définissons enfin les algèbres

Zi(g, τ) = {φA; A ∈ U(gi) ∩ U(g, Γτ )}, 0 ≤ i ≤ n.

D’où,

{0} = Z0(g, τ) ⊆ Z1(g, τ) ⊆ · · · ⊆ Zn(g, τ) = Z(g, τ).

Les résultats principaux de [46] s’expriment comme suit :
(∗) Pour tout entier 0 ≤ i ≤ n, la famille {ϕσj

; mj ∈ Ti(e)} est un système de
générateurs rationnels de Zi(g, τ).

(∗∗) Pour tout entier 0 ≤ i ≤ n, la famille {ϕσj
; mj ∈ Ui(e)} est une base de transcen-

dance de l’algèbre Zi(g, τ).
Nous somme maintenant prêts à détailler le lemme 3.4.

Lemme 6.10. Supposons que dim h ≥ 1. Soit is ∈ T (eH). Cela veut dire que hs =
hs−1 + hs(ℓ) pour ℓ ∈ Γτ générique, et qu’il existe k (1 ≤ k ≤ t) tel que mk = is. Alors
les assertions suivantes s’établissent.

(i) Il existe un polynôme P vérifiant

P (♦(σ1), . . . , ♦(σk)) ≡ 0 mod U(gmk
)as, (6.3)

et tel que le coefficient du terme à la plus haute puissance de ♦(σk) n’appartienne pas à
U(g)aτ .

(ii) Il existe un polynôme Q vérifiant

Q (♦(σ1), . . . , ♦(σk), Ys) ≡ 0 mod U(gmk−1)as−1,

et tel que le coefficient du terme à la plus haute puissance de Ys n’appartienne pas à
U(g)aτ .

Démonstration. Puisque mk ∈ T (eH), mk 6∈ U(e). Il vient donc de (∗∗) que la fa-
mille {ϕσj

; j ∈ Umk−1(e)} est une base de transcendance pour Zmk
(g, τ). En particulier,

l’élément ϕσk
de Zmk

(g, τ) est algébrique sur l’anneau engendré par cette famille et, à
fortiori, par la famille {ϕσj

; j ∈ Tmk−1(e)}. Autrement dit, il existe un polynôme P de
k-variables tel qu’on ait

P (ϕσ1 , . . . , ϕσk
) =

m∑

j=0

Pj(ϕ1, . . . , ϕσk−1
)ϕj

σk
= 0
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avec Pm(ϕσ1 , . . . , ϕσk−1
) 6= 0. On en déduit que

̟ (P (♦(σ1), . . . , ♦(σk))) = δ(P (ϕσ1 , . . . , ϕσk
)) = 0

avec ̟ (Pm (♦(σ1), . . . , ♦(σk−1))) 6= 0. D’où,

P (♦(σ1), . . . , ♦(σk)) ∈ U(g)aτ ∩ U(gmk
) = U(gmk

)as

avec Pm (♦(σ1), . . . , ♦(σk−1)) 6∈ U(g)aτ .

(ii) D’abord, observons que Ŷs ∈ U(g)aτ ⊂ UC(g, τ). Écrivons σk = ξkYs + Rk avec
ξk, Rk ∈ U(gmk−1), d’où

♦(σk) = −Ys♦(ξk) + ♦(Rk).

Nous voyons donc que l’identité (6.3) est récrit comme :

P
(
♦(σ1), . . . , ♦(σk) +

(
Ys +

√
−1f(Ys)

)
♦(ξk)

)
≡ 0 mod U(gmk−1)as−1 (6.4),

de sorte que Ys disparâıt. Or, remarquons qu’à la relation (6.4) les éléments ♦(σr) (1 ≤
r ≤ k), ξk et Ys appartiennent à UC(g, τ). En développant P par rapport à Ys, nous
obtenons

̟

(
Pm (♦(σ1), . . . , ♦(σk−1)) (♦(ξk)Ys)

m +
m−1∑

j=0

Q̃j (♦(σ1), . . . , ♦(σk),♦(ξk)) Y j
s

)
= 0,

(6.5)
où les Q̃j sont certains polynômes dont le degré en ♦(ξk) est inférieur ou égal à m.
Maintenant, d’après l’assertion (∗) mentionnée plus haut il existe deux polynômes S, T
de k − 1 variables tels que

̟ (S (♦(σ1), . . . , ♦(σk−1)) ♦(ξk)) = ̟ (T (♦(σ1), . . . , ♦(σk−1)))

dont les deux membres sont non nuls. En multipliant (6.5) par ̟ (S (♦(σ1), . . . , ♦(σk−1))
m),

nous obtenons

̟ (T (♦(σ1), . . . , ♦(σk−1))
m Pm (♦(σ1), . . . , ♦(σk−1)) Y m

s

+
m−1∑

j=0

Qj (♦(σ1), . . . , ♦(σk)) Y j
s

)
= 0,

pour certains polynômes Qj, ce qui prouve (ii). c.q.f.d.

Lemme 6.11. Supposons que dim h ≥ 1 et h = h′ + h(ℓ) pour ℓ ∈ Γτ générique. Alors
R(Yd) est algébrique sur CDτ ′(G/H). En d’autres termes, si d ∈ T (eH), il existe un
polynôme Q de Yd aux coefficients dans UC(g, τ ′) vérifiant Q(Yd) ∈ U(g)aτ ′ et tel que le
coefficient du terme au plus haute puissance de Yd n’appartienne pas à U(g)aτ ′ .

Démonstration. Commençons par montrer que Tid(e
′) = Tid(e), où e′ ∈ E désigne le

multi-indice tel que Γτ ′ ∩ Ue′ soit un ouvert de Zariski de Γτ ′ . Soit p : g∗ → g∗
id−1

l’application restriction, qui est en même temps continue et ouverte pour la topologie de
Zariski. Remarquons p(Γτ ) ⊂ p(Γτ ′)∩g∗

id−1 et p−1 (p(Γτ )) ⊂ Γτ ′ . Soit 1 ≤ r ≤ id. Comme
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[g, gid ] ⊂ gid−1, la restriction de ℓ ∈ g∗ quelconque à [g, gid ] ne change pas si on remplace
ℓ par un élément arbitraire de p−1(p(ℓ)), de même pour gr(ℓ).

Supposons que r ∈ Tid(e) (resp. r 6∈ Tid(e)). Cela veut dire que gr = gr−1 +gr(ℓ) (resp.
gr(ℓ) ⊂ gr−1) sur un ouvert de Zariski non vide O de Γτ . La même relation tient sur
un ouvert de Zariski non vide p−1 (p(O)) de Γτ ′ . Donc, r ∈ T (e′) (resp. r 6∈ T (e′)), d’où
résulte notre assertion.

Il existe donc une suite partielle (σr)1≤r≤k d’éléments Γτ ′-centraux. Pour élément Γτ ′-
central σ quelconque, πℓ(σ) est un scalaire pour tout ℓ ∈ Γτ ′ et par conséquent pour tout
ℓ ∈ Γτ ⊂ Γτ ′ . S’il en est ainsi, (σr)1≤r≤k est aussi une suite d’éléments Γτ -centraux. Nous
sommes en mesure de prendre cette suite, choisir s = d et appliquer (ii) du lemme 6.10.
Le résultat cherché s’ensuit du fait que les ♦(σr) appartiennent à UC(g, τ) ∩ UC(g, τ ′).
c.q.f.d.

Nous sommes maintenant prêts à nous engager à établir la conjecture de commuta-
tivité. Commençons par un simple lemme qui nous servira à plusieurs reprises dans la
démonstration du théorème suivant.

Lemme 6.12. Soient k, k′ deux sous-algèbres de g telles que h ⊂ k′ ⊂ k. Soit h′′ une
sous-algèbre de h. Alors, les propriétés suivantes sont mutuellement équivalentes :

(i) h′′ ∩ kℓ = h′′ ∩ k′
ℓ (resp. dim(h′′ ∩ kℓ) = dim(h′′ ∩ k′

ℓ) − 1) pour ℓ ∈ Γτ générique.

(ii) h′′ ∩ kℓ = h′′ ∩ k′
ℓ (resp. dim(h′′ ∩ kℓ) = dim(h′′ ∩ k′

ℓ) − 1) pour ℓ ∈ Γk,h′′ = {ℓ ∈
k∗; ℓ|h′′ = f |h′′} générique.

Démonstration. Soit k′′ l’idéal de k engendré par h′′. Soient p : g∗ → k′′
∗ et q : k∗ → k′′

∗

les applications restrictions. On se servira du fait qu’elles sont toutes les deux continues
et ouvertes pour la topologie de Zariski. Avec des notations similaires à Γk,h′′ , on a
p(Γτ ) ⊂ Γk′′,h′′ , q−1 (p(Γτ )) ⊂ Γk,h′′ et p−1 (q(Γk,h′′)) ⊂ Γg,h′′ .

Soient ℓ ∈ g∗ et λ ∈ q−1(p(ℓ)). Puisque [k, h′′] ⊂ k′′, on a ℓ|[k,h′′] = λ|[k,h′′] D’où,

h′′ ∩ kℓ = h′′ ∩ kλ et h′′ ∩ k′
ℓ = h′′ ∩ k′

λ. Donc, on constate que, si l’une des deux assertions
(i) tient sur un ouvert de Zariski non vide O de Γτ , alors elle tient aussi sur l’ouvert de
Zariski non vide q−1 (p(O)) de Γk,h′′ . Cela entrâıne (i) → (ii).

Inversement, soient ℓ ∈ k∗ et λ ∈ p−1(q(ℓ)) ⊂ g∗. Les arguments identiques à ceux
utilisés plus haut montrent que, si l’une des deux assertions (ii) tient sur un ouvert
de Zariski non-vide O de Γk,h′′ , alors elle tient aussi sur l’ouvert de Zariski non-vide
p−1 (q(O)) ∩ Γτ de Γτ . Cela entrâıne (ii) → (i). c.q.f.d.

La conjecture de commutativité sera un sous-produit du théorème suivant.

Théorème 6.13. Soient G un groupe de Lie réel nilpotent, connexe et simplement connexe
d’algèbre de Lie g telle que dim g ≥ 1, H un sous-groupe propre fermé connexe de G
d’algèbre de Lie h et f un élément du dual linéaire g∗ de g vérifiant f([h, h]) = {0}.
Soit g′ un idéal de codimension 1 de g contenant h. Alors les propriétés suivantes sont
équivalentes :

(i) U(g, τ) ⊂ U(g′) + U(g)aτ .
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(ii) L’H-orbite H · ℓ est saturée dans la direction g′⊥ pour ℓ ∈ Γτ générique.

Démonstration. Il est commode de prouver l’équivalence suivante :

U(g, τ) ⊂ U(g) + U(g)aτ ⇐⇒ dim h(ℓ) = dim h(ℓ′) − 1

pour ℓ ∈ Γτ générique.

Nous allons employer la récurrence sur la dimension n de g et aussi sur la dimension
d de h. Lorsque d = 0, évidemment h(ℓ) = h(ℓ′) = {0} pour tout ℓ ∈ g∗. Par ailleurs,
U(g, τ) (resp. U(g′)+U(g)aτ ) est égale à U(g) (resp. U(g′)). Donc, le théorème est trivial
dans ce cas.

Nous pouvons maintenant supposer que n > d ≥ 1 et par hypothèse de récurrence que
le théorème est vrai pour (g̃, g̃′, h̃, f̃) vérifiant les propriétés requises et tel que ou bien

dim g̃ < n, ou bien dim g̃ = n et dim h̃ < d. En choisissant h′ comme précédemment, on
a h′h ⊆ g′g. Il se produit de différents cas :

ou bien h(ℓ) = h(ℓ′) ou bien dim h(ℓ) = dim h(ℓ′) − 1 pour ℓ ∈ Γτ générique ;
ou bien h′(ℓ) = h′(ℓ′) ou bien dim h′(ℓ) = dim h′(ℓ′) − 1 pour ℓ ∈ Γτ ′ générique.

À l’aide du lemme 6.12, où on remplace k par g, k′ par g′ et h′′ par h′, on comprend
que h′(ℓ) = h′(ℓ′) (resp. dim h′(ℓ) = dim h′(ℓ′)− 1) pour ℓ ∈ Γτ ′ générique si et seulement
si la même propriété tient pour ℓ ∈ Γτ générique. En outre, si h(ℓ) = h(ℓ′) pour ℓ ∈ Γτ

générique, évidemment h′(ℓ) = h′(ℓ′) pour ℓ ∈ Γτ générique.
Ces remarques nous amènent à examiner les trois cas suivants.

Cas 1. dim h′(ℓ) = dim h′(ℓ′) − 1 pour ℓ ∈ Γτ générique
On a déjà noté que dans ce cas dim h(ℓ) = dim h(ℓ′) − 1 génériquement. D’abord,

l’hypothèse de récurrence appliquée à (g, h′) assure U(g, h′) ⊂ U(g′)+U(g)aτ ′ . Réclamons
ici U(g, h) ⊂ U(g′) + U(g)aτ . En effet, supposons qu’il existe un élément W ∈ U(g, τ)
tel que W 6∈ U(g′) + U(g)aτ . Alors, la deuxième assertion de la proposition 6.6 dit qu’il
existe W ′ ∈ U(g, τ ′)\ (U(g′) + U(g)aτ ′) tel que W ′ ≡ W modulo U(g)aτ , ce qui contredit
l’hypothèse de récurrence.

Cas 2. h(ℓ) = h(ℓ′) pour ℓ ∈ Γτ générique
Dans ce cas, h′(ℓ) = h′(ℓ′) pour ℓ ∈ Γτ ′ générique. D’après l’hypothèse de récurrence

appliquée à (g, h′), on a U(g, τ ′) 6⊂ U(g′) + U(g)aτ ′ . Considérons deux sous-cas.
(2-a) U(g, τ ′) ∩ U(g′) 6⊂ U(g, τ) ∩ U(g′)

Compte tenu de ce qu’on vient de voir, le théorème 6.9 donne immédiatement

U(g, τ) 6⊂ U(g′) + U(g)aτ .

(2-b) U(g, τ ′) ∩ U(g′) ⊂ U(g, τ) ∩ U(g′)
Notre premier objectif sera de prouver que h = h′ + h(ℓ) pour ℓ ∈ Γτ générique,

i.e. d ∈ T (eH), de sorte qu’on puisse utiliser le lemme 6.11. En premier lieu montrons
par récurrence que, pour 0 ≤ r ≤ q − 1, h = h′ + (h ∩ kℓ

r) pour ℓ ∈ Γτ générique.
C’est évident pour r = 0 car h ∩ kℓ

0 = h. Soit r > 0, et supposons la propriété vraie
jusqu’à l’étape r − 1. Rappelons notre hypothèse U(g, τ ′) ∩ U(kr) ⊂ U(g, τ) ∩ U(kr).



80

Alors, en remplaçons g par kr à l’assertion (ii) de la proposition 6.6, nous avons ou bien
U(g, τ) ∩ U(kr) 6⊂ U(kr−1) + U(kr)aτ , ou bien U(g, τ) ∩ U(kr) ⊂ U(kr−1) + U(kr)aτ et
U(g, τ ′) ∩ U(kr) ⊂ U(kr−1) + U(kr)aτ ′ . Donc, l’hypothèse de récurrence sur la dimension
de G fournit ou bien h∩ kℓ

r = h∩ kℓ
r−1 pour ℓ ∈ Γτ ∩ k∗r générique, ou bien dim

(
h ∩ kℓ

r

)
=

dim
(
h ∩ kℓ

r−1

)
− 1 pour ℓ ∈ Γτ ∩ k∗r générique et dim

(
h′ ∩ kℓ

r

)
= dim

(
h′ ∩ kℓ

r−1

)
− 1

pour ℓ ∈ Γτ ′ ∩ k∗r générique. Compte tenu du lemme 6.12, où l’on remplace k par kr,
k′ par kr−1 et h′′ par ou bien h ou bien h′, cela revient au même de dire : ou bien
h ∩ kℓ

r = h ∩ kℓ
r−1 pour ℓ ∈ Γτ générique, ou bien dim

(
h ∩ kℓ

r

)
= dim

(
h ∩ kℓ

r−1

)
− 1 et

dim
(
h′ ∩ kℓ

r

)
= dim

(
h′ ∩ kℓ

r−1

)
− 1 pour ℓ ∈ Γτ générique.

Dans la première situation, il est évident par récurrence sur r = dim(kr/h) que h =
h′ + h ∩ kℓ

r pour ℓ ∈ Γτ générique, tandis que dans la seconde situation nous serions
amenés à une contradiction si h ∩ kℓ

r ⊂ h′. En effet, en observant par récurrence que
dim

(
h ∩ kℓ

r−1

)
= dim

(
h′ ∩ kℓ

r−1

)
+ 1, nous déduirions de h ∩ kℓ

r = h′ ∩ kℓ
r que

dim
(
h ∩ kℓ

r

)
= dim

(
h′ ∩ kℓ

r

)
= dim

(
h′ ∩ kℓ

r−1

)
− 1 = dim

(
h ∩ kℓ

r−1

)
− 2,

ce qui est impossible car kr−1 est de codimension 1 dans kr. Ainsi, nous avons dans tous
les cas h = h′ + h ∩ kℓ

r pour ℓ ∈ Γτ générique. En appliquant ce résultat avec r = p − 1,
nous avons h = h′+h(ℓ′) pour ℓ ∈ Γτ générique de sorte que h = h′+h(ℓ) car h(ℓ) = h(ℓ′).

Maintenant, nous allons montrer U(g, τ) 6⊂ U(g′) + U(g)aτ . La première assertion
de la proposition 6.6 dit que U(g, τ ′) 6⊂ U(g′) + U(g)aτ et la troisième assertion de la
proposition 6.8 assure qu’il existe

W = XqU + V ∈ U(g, τ ′) \ (U(g′) + U(g)aτ )

avec U ∈ (U(g, τ ′) ∩ U(g′)) \ U(g′)aτ et V ∈ U(g′). Il nous reste à voir [W,Yd] ∈ U(g)aτ .
Au fait, prouvons que [W,Yd] ∈ U(g)aτ ′ .

Nous avons Yd ∈ U(g, τ ′), et la proposition 6.7, où nous remplaçons g par g′, dit que
[Yd,U(g, τ ′) ∩ U(g′)] ⊂ U(g′)aτ ′ . Par conséquent,

[W,Yd] = [XqU + V, Yd] ∈ (U(g)aτ ′ + U(g′)) ∩ U(g, τ ′) = U(g)aτ ′ + U(g, τ ′) ∩ U(g′),

d’où [[W,Yd], Yd] ∈ U(g)aτ ′ .
Or, nous sommes en mesure d’appliquer le lemme 6.11 pour constater qu’il existe

m > 0 et Qj ∈ UC(g, τ ′), 0 ≤ j ≤ m avec Qm 6∈ U(g)aτ ′ tels qu’on ait

m∑

j=0

QjY
j
d ≡ 0 mod U(g)aτ ′ .

Parmi ces identités, choisissons une de manière que m soit minimal. L’action adjointe de
W s’écrit comme :

(
m∑

j=1

jQjY
j−1
d

)
[W,Yd] ≡ 0 mod U(g)aτ ′ .
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Ici,
(∑m

j=1 jQjY
j−1
d

)
6≡ 0 modulo U(g)aτ ′ , ce qui est dû à la condition de minimalité si

m > 1 et au fait que Q1 6≡ 0 modulo U(g)aτ ′ si m = 1. Comme l’anneau UC(g, τ ′)/U(g)aτ ′

est entier, on obtient [W,Yd] ∈ U(g)aτ ′ , ce qui achève la preuve dans ce cas-ci.

Cas 3. dim h(ℓ) = dim h(ℓ′) − 1 et h′(ℓ) = h′(ℓ′) pour ℓ ∈ Γτ générique
Remarquons que la condition dim h(ℓ) = dim h(ℓ′) − 1 à un point ℓ implique que le

centre z de g est contenu dans g′. La supposition h′(ℓ) = h′(ℓ′) sera utilisé seulement
dans la situation (3-c-i).

Nous allons prouver l’inclusion U(g, τ) ⊂ U(g′)+U(g)aτ . D’après l’assertion (iii) de la
proposition 6.8, il est suffisant pour cela de montrer : si W = XqU + V ∈ U(g, τ) avec
U ∈ U(g, τ) ∩ U(g′) et V ∈ U(g′), alors nécessairement U ∈ U(g)aτ .

Nous allons considérer trois sous-cas selon z et z̃ = z ∩ h ∩ ker f .
(3-a) z̃ 6= {0}

Ce sous-cas est aisément reglé par hypothèse de récurrence appliquée à (g/z̃, h/z̃).
(3-b) z̃ = {0} et dim z ≥ 2

Dans ce sous-cas, ou dim(h ∩ z) = 1 ou h ∩ z = {0}. Ces deux possibilités sont
traitées pareillement, et nous ne traitons ici que la deuxième. Supposons donc ci-après que
h∩ z = {0}. Concernant le drapeau (3.1), rappelons les éléments {Xr}1≤r≤q et {Ys}1≤s≤d

introduits juste avant le lemme 3.4. Nous y supposons que X1, X2 appartiennent à z et
posons ĥ = k2. Pour chaque (q − 3)-uplet J = (j3, j4, . . . , jq−1) ∈ Nq−3, posons XJ =

Xq−1
q−1 · · ·Xj4

4 Xj3
3 . Nous considérons les sous-espaces vectoriels S1 de U(g′) et S∗

1 de U(g′)aτ

engendrés par les familles (XJ Ŷ K)J∈ Nq−3, K∈ Nd et (XJ Ŷ K)J∈ Nq−3, K∈ Nd, |K|>0. Dans
cette démonstration on désigne par

{X∗
1 , X

∗
2 , Y

∗
1 , . . . , Y ∗

d , X∗
3 , . . . , X

∗
q−1, X

∗
q }

la base de g∗ duale à la base

{X1, X2, Y1, . . . , Yd, X3, . . . , Xq−1, Xq}
de g.

Pour f̂ ∈ Γτ quelconque, nous avons f̂([ĥ, ĥ]) = {0} et posons τ̂ = indG
Ĥ

χf̂ avec

Ĥ = exp ĥ. Il vient que la famille

{
XJ Ŷ K

(
X1 +

√
−1f̂(X1)

)j (
X2 +

√
−1f̂(X2)

)k

;

J ∈ Nq−3, K ∈ Nd, j, k ∈ N, |K| + j + k > 0
}

forme une base de U(g′)aτ̂ . En particulier, tout élément U∗ de U(g′)aτ̂ s’écrit d’une façon
unique comme

U∗ =
∑

j,k

U (j,k)
∗

(
X1 +

√
−1f̂(X1)

)j (
X2 +

√
−1f̂(X2)

)k

(6.6)

avec U
(j,k)
∗ ∈ S1 si j + k 6= 0 et U

(0,0)
∗ ∈ S∗

1 .
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Nous avons W ∈ U(g, τ̂) et U ∈ U(g, τ̂) ∩ U(g′). On sait qu’il existe un ouvert de
Zariski non vide O0 de Γτ dont les éléments ℓ sont tels que dim h(ℓ) et dim h′(ℓ′) sont

minimales. Si l’on prend f̂ dans O0 et remplace h par ĥ, f par f̂ et Γτ par Γτ̂ , on voit
que la condition du cas (3-a) est satisfaite. Cela implique que U ∈ U(g′)aτ̂ .

Maintenant on fixe f̂ dans O0 et pose X̂j = Xj +
√
−1f̂(Xj) (j = 1, 2). Le remplace-

ment de U∗ par U à l’expression (6.6) donne

U =
∑

j,k

U (j,k)X̂j
1X̂

k
2 (6.7)

avec U (j,k) ∈ S1 si j + k 6= 0 et U (0,0) ∈ S∗
1 .

Il est élémentaire de vérifier qu’il existe un ouvert de Zariski non vide O de R2 dont
les éléments (u, v) are tels que f̂u,v = f̂ + uX∗

1 + vX∗
2 ∈ O0. En remplaçant U∗ par U et

f̂ par f̂u,v à l’expression (6.6), on voit aussi que pour tels éléments

U =
∑

j,k

U (j,k)
u,v

(
X̂1 +

√
−1u

)j (
X̂2 +

√
−1v

)k

(6.8)

avec U
(j,k)
u,v ∈ S1 si j + k 6= 0 et U

(0,0)
u,v ∈ S∗

1 .
L’égalité

U =
∑

j,k

U (j,k)
(
X̂1 +

√
−1u −

√
−1u

)j (
X̂2 +

√
−1v −

√
−1v

)k

et les formules (6.7), (6.8) fournissent

U (0,0)
u,v =

∑

j,k

(−
√
−1u)j(−

√
−1v)kU (j,k) ∈ S∗

1 ⊂ U(g′)aτ , ∀(u, v) ∈ O.

On déduit de cette relation que, pour tous (j, k) ∈ N2 et J ∈ Nq−3, le coefficient de
XJ dans U (j,k) s’annule. Cela signifie que U (j,k) ∈ S∗

1 ⊂ U(g′)aτ . En particulier, on a
U ∈ U(g′)aτ , ce qui établit le théorème dans ce sous-cas.

Considérons maintenant la tranche du drapeau (3.1) coupée au niveau de g′ = gn−1

qui contient h :

{0} = g0 ⊂ g1 ⊂ · · · ⊂ gn−1 = g′.

Soit p∗j : (g′)∗ → g∗
j (1 ≤ j ≤ n−1) l’application restriction. Pour ℓ ∈ (g′)∗ on définit tout

comme avant e∗j(ℓ) = dim
(
G′∆p∗j(ℓ)

)
, e∗(ℓ) = (e∗1(ℓ), . . . , e

∗
n(ℓ)) et pose E∗ = {e∗(ℓ); ℓ ∈

(g′)∗}. Soit e∗ ∈ E∗. On définit la couche G′-invariante U∗
e∗ = {ℓ ∈ (g′)∗; e∗(ℓ) = e∗} et, en

posant e0 = 0, l’ensemble des indices de saut S ′(e∗) = {1 ≤ j ≤ n − 1; e∗j = e∗j−1 + 1} et
celui de non-saut T ′(e∗) = {1 ≤ j ≤ n−1; e∗j = e∗j−1}. Prenons e∗ ∈ E∗ de manière que la
couche U∗

e∗ rencontre Γ′
τ = {ℓ′ ∈ (g′)∗; ℓ′|h = f |h} en un ouvert de Zariski non vide de Γ′

τ .
Enfin, désignons par T ′(e∗H) l’ensemble des indices is ∈ I tel qu’on ait hs = hs−1 + h(ℓ′)
pour ℓ′ ∈ Γ′

τ générique.
Avant de poursuivre l’étude du cas 3, remarquons que nos hypothèses impliquent

que h = h′ + h(ℓ′) et h(ℓ) = h′(ℓ) pour ℓ ∈ Γτ générique. Autrement dit, nous avons
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id ∈ T ′(e∗H) et id 6∈ T (eH). En effet, nos hypothèses fournissent

dim h(ℓ) − dim h′(ℓ) = dim h(ℓ′) − dim h′(ℓ′) − 1

pour ℓ ∈ Γτ générique. Or, dim h(ℓ) − dim h′(ℓ) et dim h(ℓ′) − dim h′(ℓ′) sont soit 0 soit
1. D’où, dim h(ℓ) − dim h′(ℓ) = 0 et dim h(ℓ′) − dim h′(ℓ′) = 1 pour ℓ ∈ Γτ générique. Il
se voit (cf. [46]) aussi que T ′(e∗H) et Tn−1(eH) se diffèrent d’un élément au plus. Ainsi,
dans la situation actuelle

T ′(e∗H) = Tn−1(eH) ∪ {id}. (6.9)

(3-c) dim z = 1 et z̃ = {0}
Soit z′ le centre de g′. Prenons Y ∈ g2 \ g1 et Z ∈ z \ {0} de sorte que z = g1 = RZ.

Notons g̃ le centralisateur de g2 dans g. Nous allons examiner quatre sous-cas.

(3-c-i) g′ = g̃

Cela est équivalent à dire que g2 ⊂ z′. On a f([Xq, Y ]) 6= {0} et h ⊂ g̃ dans ce cas.
La supposition du présent cas implique que 2 ∈ T ′(e∗) et 2 6∈ T (e). Il se voit (cf. [46])
facilement que T ′(e∗) et Tn−1(e) se diffèrent d’un élément au plus. Donc, on a

T ′(e∗) = Tn−1(e) ∪ {2}. (6.10)

dans le cas actuel.
Notre premier objectif sera de prouver que R(Y ) est algébrique sur CDτ (G/H). En

d’autres termes, on prouvera qu’il existe un polynôme P de Y vérifiant

P (Y ) =
m∑

j=0

PjY
j ∈ U(g)aτ ,

dont les coefficients Pj appartiennent à UC(g, τ) avec Pm 6∈ U(g)aτ . Ce résultat se voit
aisément lorsque 2 ∈ I. En effet, il existe dans ce cas un nombre réel a tel que Y +aZ ∈ h.
Visiblement Y + aZ + if(Y + aZ) ∈ aτ avec Z ∈ UC(g, τ). Cela nous donne une relation
polynomiale cherchée.

Supposons maintenant 2 6∈ I. Dans ce cas, id 6= 2 ou encore id > 2. Les faits (6.9),
(6.10) entrâınent id ∈ T ′(e∗H) ⊂ T ′(e∗) et id ∈ T (e)\T (eH) = U(e). C’est aussi directe-
ment montré comme suit. Il tient génériquement sur Γτ que dim h(ℓ′) − dim h′(ℓ′) = 1,
ce qui implique qu’il existe Y (ℓ) ∈ h(ℓ′) \ h′, c.-à-d. Y (ℓ) ∈ gid(ℓ

′) \ gid−1. Alors,
ℓ([Xq, Y (ℓ)]) 6= 0 car id 6∈ T (eH). Par conséquent,

ℓ ([Xq, ℓ([Xq, Y ])Y (ℓ) − ℓ([Xq, Y (ℓ)])Y ]) = 0.

D’où, on observe que ℓ([Xq, Y ])Y (ℓ) − ℓ([Xq, Y (ℓ)])Y ∈ gid(ℓ) \ gid−1 et donc id ∈ T (e).
Soit mk = id. Les résultats antérieurs nous donnent une suite partielle (σr)1≤r≤k

d’éléments Γτ -centraux de Corwin-Greenleaf. On a vu que la famille (̟ (♦(σr)))1≤r≤k en-
gendrent algébriquement la sous-algèbre δ (Zmk

(g, τ)) de CDτ (G/H). Il s’avère que les σr

sont en même temps Γ′
τ -centraux. En outre, Y est un élément Γ′

τ -central. Ainsi, la famille
{Y } ∪ (σr)1≤r≤k forme une suite partielle d’éléments Γ′

τ -centraux de Corwin-Greenleaf
et ̟(Y )∪ (̟ (♦(σr)))1≤r≤k engendrent algébriquement la sous-algèbre δ (Zmk

(g′, τ ∗)) de

CDτ∗(G′/H), où τ ∗ = indG′

H χf .
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Comme mk ∈ T ′(e∗H), on sait de la première assertion du lemme 6.10 appliquée au
niveau de g′ que ♦(σr) dépend algébriquement sur la famille {Y }∪(♦(σk))1≤r≤k−1 modulo
U(g′)aτ . Par conséquent, on obtient un polynôme P tel que

P (♦(σ1), . . . , ♦(σk−1), Y, ♦(σk)) ≡ 0 mod U(gid)aτ (6.11),

où le coefficient de la plus haute puissance de ♦(σk) n’appartient pas à U(g)aτ . On récrit
(6.11) comme :

m∑

j=0

Pj (♦(σ1), . . . , ♦(σk)) Y j ≡ 0 mod U(gid)aτ (6.12)

pour certains polynômes Pj = Pj (♦(σ1), . . . , ♦(σk)) , 0 ≤ j ≤ m. Les Pj sont des
éléments de UC(g, τ).

Puisque mk ∈ T (e)\T (eH), l’assertion (∗∗) mentionnée antérieurement au lemme
6.10 dit que ♦(σk) est algébriquement indépendant de la famille (♦(σr))1≤r≤k−1 mo-
dulo U(g)aτ . Ceci étant, on peut supposer sans perte de généralité qu’à la relation (6.12)
Pm n’appartient pas à U(g)aτ avec m ≥ 1, et bien évidemment (6.12) est une relation
non-triviale. Désormais, on choisit le polynôme P de façon que le degré m ≥ 1 dans
(6.12) soit minimal.

Comme [W,Y ] = ZU = UZ, on applique l’action adjointe de W à la formule (6.12)
pour obtenir :

(
m∑

j=1

jPjY
j−1

)
UZ ≡ 0 mod U(g)aτ .

Ici on constate que
(∑m

j=1 jPjY
j−1

)
6≡ 0 modulo U(g)aτ . Cela s’ensuit de la minimalité

de m si m > 1 et du fait que P1 6≡ 0 mod U(g)aτ si m = 1. Il est aussi clair que
Z 6∈ U(g)aτ . Comme l’anneau U(g, τ)/U(g)aτ ne possède aucun diviseur non trivial de
zéro, on voit que U ∈ U(g)aτ , ce qui achève la démonstration dans ce cas.

(3-c-ii) g′ 6= g̃, h ⊂ g̃ et dim h(ℓ) = dim(h ∩ g̃ℓ) pour ℓ ∈ Γτ générique.
D’abord, on peut choisir Xq ∈ g̃ et X ∈ g′ de sorte que

g′ = (g′ ∩ g̃) ⊕ RX et g̃ = (g′ ∩ g̃) ⊕ RXq.

Notons que les seules valeurs possibles de

dim
(
h ∩ (g′ ∩ g̃)

ℓ
)
− dim

(
h ∩ gℓ

)
= dim

(
h ∩ (g′ ∩ g̃)

ℓ
)
− dim h(ℓ)

sont 0, 1 ou 2 car g′ ∩ g̃ est de codimension 2 dans g. On a par hypothèse que

dim h(ℓ) = dim h(ℓ′) − 1 et dim h(ℓ) = dim
(
h ∩ g̃ℓ

)

pour ℓ ∈ Γτ générique. On remarque aussi que



85

dim
(
h ∩ (g′ ∩ g̃)

ℓ
)
− dim h(ℓ)

=
(
dim

(
h ∩ (g′ ∩ g̃)

ℓ
)
− dim h(ℓ′)

)
+ (dim h(ℓ′) − dim h(ℓ))

=
(
dim

(
h ∩ (g′ ∩ g̃)

ℓ
)
− dim

(
h ∩ g̃ℓ

))
−

(
dim

(
h ∩ g̃ℓ

)
− dim h(ℓ)

)
.

On en conclut que dim
(
h ∩ (g′ ∩ g̃)ℓ

)
− dim h(ℓ) = 1.

On reprend W = XqU +V comme avant. On va voir qu’on serait amené à une contra-

diction si W 6∈ U(g′) + U(g)aτ . En effet, en posant G̃ = exp g̃ et τ̃ = indG̃
H χf , on

montrera que cette condition entrâıne l’existence d’un élément W̃ = XqŨ + Ṽ ∈ U(g̃, τ̃)

avec Ũ ∈ (U(g̃, τ̃) ∩ U(g′)) \ U(g̃ ∩ g′)aτ et V ∈ U(g̃ ∩ g′), ce qui est contradictoire à

l’hypothèse de récurrence sur n = dim G car dim
(
h ∩ (g′ ∩ g̃)ℓ

)
− dim

(
h ∩ g̃ℓ

)
= 1.

Pour b ∈ N, on définit le sous-espace Sb =
∑b−1

i=0 X iU(g′ ∩ g̃) si b ≥ 1 et S0 = {0} dans
U(g′). Il est facile de récrire W sous la forme

W =
a∑

i=0

X iXqUi +
b∑

i=0

X iVi =
a∑

i=0

X iXqUi + XbVb + Wb (6.13)

pour certains entiers a, b. Ici, Ui, Vi ∈ U(g′ ∩ g̃) et Wb ∈ Sb. Sans perte de généralité,
on peut choisir W de façon que Ui, Vi ∈ U(g′ ∩ g̃) \ U(g′ ∩ g̃)aτ et que b ≤ a. En
effet, supposons b > a. La première assertion de la proposition 6.8, où l’on remplace g

par g̃, g′ par g′ ∩ g̃ et Xq par X dit que Vb ∈ (U(g̃, τ̃) ∩ U(g′)). Ensuit, compte tenu

de dim
(
h ∩ (g′ ∩ g̃)ℓ

)
= dim h(ℓ′), on peut appliquer l’hypothese de récurrence afin

d’obtenir un élément XA + B ∈ U(g′, τ ∗) avec A ∈ (U(g̃, τ̃) ∩ U(g′)) \ U(g̃ ∩ g′)aτ et
B ∈ U(g̃ ∩ g′). On voit alors que

W ′ = WAb − (XA + B)bVb = XaXqUaA
b + Xb′Vb′ + Wb′

est un élément de U(g, τ) \ (U(g′) + U(g)aτ ) tel que b′ < b, Vb′ ∈ U(g′ ∩ g̃) et Wb′ ∈ Sb′ .
Par conséquent, en répétant ce procédé, on est en mesure de supposer b ≤ a dans
(6.13). Si b = a, (resp. b < a), on applique encore la proposition 6.8 pour voir que
W̃ = XqUa + Va ∈ U(g̃, τ̃) (resp. W̃ = XqUa ∈ U(g̃, τ̃)) avec Ua 6∈ U(g′ ∩ g̃)aτ . Cela

contredit le fait que dim
(
h ∩ g̃ℓ

)
= dim

(
h ∩ (g′ ∩ g̃)ℓ

)
− 1 et l’hypothèse de récurrence.

(3-c-iii) g′ 6= g̃, h ⊂ g̃ et dim h(ℓ) = dim
(
h ∩ g̃ℓ

)
− 1 pour ℓ ∈ Γτ générique

Les suppositions impliquent hℓ ⊂ g′, hℓ ⊂ g̃ et donc hℓ ⊂ g′ ∩ g̃. De la même raison,

cela implique à son tour dim
(
h ∩ (g′ ∩ g̃)ℓ

)
− dim h(ℓ′) = 1 et dim

(
h ∩ (g′ ∩ g̃)ℓ

)
−

dim
(
h ∩ g̃ℓ

)
= 1.

On prend W = XqU + V comme avant. On va voir qu’on serait amené à une contra-

diction si U 6∈ U(g)aτ . On sait que U ∈ U(g′, τ ∗). Écrivons U sous la forme
∑m

i=0 X iUi

avec Ui ∈ U(g′ ∩ g̃). En remplaçant g par g′ et g′ par g′ ∩ g̃ et compte tenu du fait que
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dim
(
h ∩ (g′ ∩ g̃)ℓ

)
− dim h(ℓ′) = 1 pour ℓ ∈ Γτ∗ générique, on applique l’hypothèse de

récurrence sur dim g afin de constater que U(g′, τ ∗) ⊂ U(g′∩g̃)+U(g′)aτ . Par conséquent,
Ui ∈ U(g)aτ pour i 6= 0. C’est ainsi qu’on peut supposer U = U0 ∈ U(g′ ∩ g̃). De mẽme,
sans perte de généralité, on peut supposer que V s’écrit sous la forme V =

∑m
i=0 X iVi

avec Vi ∈ U(g′ ∩ g̃) \ U(g)aτ . On serait amené à une contradiction si m ≥ 1. En effet,
sous cette supposition, la première assertion de la proposition 6.8 dit que

mXVm + Vm−1 ∈ U(g′, τ ∗) \ (U(g′ ∩ g̃) + U(g′)aτ ) ,

ce qu’on vient de trouver impossible.
En somme, on peut choisir W = XqU0 +V0 avec U0, V0 ∈ U(g′∩ g̃) et U0 6∈ U(g′∩ g̃)aτ .

Finalement, on se sert du fait que dim
(
h ∩ (g′ ∩ g̃)ℓ

)
− dim

(
h ∩ g̃ℓ

)
= 1 pour ℓ ∈ Γτ

générique. Il implique par récurrence que U(g̃, τ̃) ⊂ U(g′ ∩ g̃) +U(g̃)aτ . Cela nous donne
une contradiction et le théorème s’établit dans cette situation.
(3-c-iv) h 6⊂ g̃

Dans ce cas, posons h̃ = h ∩ g̃, H̃ = exp h̃ et choisissons X ∈ h tel que h = h̃ ⊕ RX.
Visiblement, g = g̃ + RX et h ⊂ (RX)ℓ pour tout ℓ ∈ Γτ . D’où,

dim h(ℓ) = dim h(ℓ′) − 1 et dim h(ℓ) = dim
(
h ∩ g̃ℓ

)

pour ℓ ∈ Γτ générique. Ceci étant, les mêmes arguments développés dans le cas (3-c-ii)
plus haut fournissent

dim
(
h ∩ (g′ ∩ g̃)

ℓ
)
− dim h(ℓ) = 1

pour ℓ ∈ Γτ générique. Puisqu’il est immédiat que, g∗ étant un idéal quelconque de g

contenant Y , h∩gℓ
∗ = h̃∩gℓ

∗ pour ℓ ∈ Γτ générique, nous constatons génériquement dans
Γτ que

dim
(
h̃ ∩ (g′ ∩ g̃)

ℓ
)
− dim

(
h̃ ∩ g̃ℓ

)
= 1. (6.14)

Montrons que la supposition W 6∈ U(g′) + U(g)aτ nous mène à une contradiction. En
effet, dans le présent cas, nous pouvons écrire W = Xq(

∑
i UiX

i)+
∑

i ViX
i avec Ui, Vi ∈

U(g′ ∩ g̃), de sorte que

W ≡ Xq

∑

i

(
−
√
−1f(X)

)i
Ui +

∑

i

(
−
√
−1f(X)

)i
Vi mod U(g)aτ .

Donc, sans perte de généralité, nous pouvons supposer que W = XqU + V avec U, V ∈
U(g′∩ g̃), de sorte que W ∈ U(g̃, τ̃), τ̃ = indG̃

H̃
χf , et W 6∈ U(g′∩ g̃)+U(g̃)aτ̃ . L’hypothèse

de récurrence sur dim g, où nous remplaçons g par g̃, g′ par g′ ∩ g̃ et h par h̃, exige que
ce n’est pas compatible avec (6.14).

La démonstration du théorème est terminée. c.q.f.d.

Nous somme prêts à prouver la conjecture de commutativité.

Corollary 6.14. On garde les notations. L’algèbre Dτ (G/H) est commutative si et seule-
ment si τ = indG

H χf est à multiplicités finies.
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Démonstration. Corwin-Greenleaf [22] a déjà montré une implication : si τ est à multi-
plicités finies, l’algèbre Dτ (G/H) est commutative. Il ne nous reste donc qu’à montrer
l’implication inverse. Supposons que τ est à multiplicités infinies et voyons par récurrence
sur dim g que Dτ (G/H) est non commutative. Rappelons d’abord [19] : génériquement
sur Γτ ,

τ est à multiplicités finies ⇐⇒ dim H · ℓ =
1

2
dim G · ℓ

⇐⇒ 2(dim h − dim h(ℓ)) = dim g − dim g(ℓ)

Par conséquent, il suffit de prouver que 2(dim h − dim h(ℓ)) < dim g − dim g(ℓ) pour
ℓ ∈ Γτ générique entrâıne que Dτ (G/H) est non commutative. Dans ce cas, évidemment
h 6= g. Soit g′ un idéal de codimension 1 dans g contenant h. Si Dτ∗(G

′/H) ⊂ Dτ (G/H)
est déjà non commutative, plus rien à faire. Supposons donc Dτ∗(G

′/H) commutative,
ce qui revient au même de dire que 2(dim h−dim h(ℓ′)) = dim g′−dim g′(ℓ′) pour ℓ ∈ Γτ

générique. D’où,

2(dim h(ℓ′) − dim h(ℓ)) < 1 + dim g′(ℓ′) − dim g(ℓ) ≤ 2

et donc h(ℓ′) = h(ℓ) pour ℓ ∈ Γτ générique. Ceci étant, le théorème 6.13 réclame qu’il
existe un élément W ∈ U(g, τ) tel que W 6∈ U(g′) + U(g)aτ . Enfin, en se servant du
théorème 6.1, on obtient un élément T ∈ U(g′, τ ∗) tel que [W,T ] 6∈ U(g)aτ . C’est ainsi
que l’algèbre Dτ (G/H) est non commutative. c.q.f.d.

Exemple 6.15. Soit g une algèbre de Lie nilpotent de dimension 7 engendrée par les
vecteurs {Xi; 1 ≤ i ≤ 7} avec les crochets non nuls :

[X6, X2] = X1, [X6, X4] = X2, [X6, X5] = X4, [X6, X7] = X3,

[X4, X5] = X3, [X5, X3] = X1, [X4, X7] = −X1.

Il est clair que le centre de g est z = RX1. Choisissons le drapeau d’idéaux (3.1) comme
suit :

{0} = g0 ⊂ g1 ⊂ · · · ⊂ g6 ⊂ g7 = g,

où

gj = 〈X1, . . . , Xj〉R
=

j∑

k=1

RXk (1 ≤ j ≤ 7).

On munit g∗ de la base duale {X∗
j ; 1 ≤ j ≤ 7} de la base {Xj; 1 ≤ j ≤ 7} de g.

Prenons h = RX4 et f = λX∗
4 de sorte que

Γτ =

{
7∑

j=1

ξjX
∗
j ; ξ4 = λ

}
.
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Décrivons maintenant les H-orbites génériques, à savoir, les H-orbites de dimension
maximale dans Γτ . Elles sont contenues dans l’ouvert de Zariski suivant :

O =

{
7∑

j=1

ξjX
∗
j ∈ Γτ ; ξ3 6= 0

}
.

Un simple calcul direct vérifie que, si ℓ =
∑7

j=1 ξjX
∗
j ∈ Γτ , Ad∗ (exp(−tX4)) (ℓ) =∑7

j=1 ξj(t)X
∗
j (∀ t ∈ R) où

ξ6(t) = ξ1 − tξ2, ξ1(t) = ξ1, ξ2(t) = ξ2, ξ4(t) = λ,

ξ5(t) = ξ5 + tξ3, ξ3(t) = ξ3, ξ7(t) = ξ7 − tξ1. (6.15)

Les ensembles d’indices I, J définis juste après le théorème 3.3 sont respectivement
I = {4} et J = {1, 2, 3, 5, 6, 7}, de sorte que la suite de sous-algèbres (3.2) devient :

k0 = h = RX4, k1 = RX1 ⊕ RX4,

k2 = RX1 ⊕ RX2 ⊕ RX4, kj = gj+1 (3 ≤ j ≤ 6).

En posant τj = ind
Kj

H χf , Kj = exp kj, on considère la suite associée de sous-algèbres :

Dτ1(K1/H) ⊆ Dτ2(K2/H) ⊆ · · · ⊂ Dτ5(K5/H) ⊆ Dτ6(K6/H) = Dτ (G/H). (6.16)

Le théorème 6.13 dit exactement laquelle de ces inclusions est propre ou non.
À l’aide du calcul (6.15) des H-orbites et en posant ici ℓj = ℓ|kj

(1 ≤ j ≤ 6) pour tout
ℓ ∈ g∗, on obtient :

dim H · ℓj = 0, ∀ ℓ ∈ O, 0 ≤ j ≤ 3,

dim H · ℓj = 1, ∀ ℓ ∈ O, 4 ≤ j ≤ 6. (6.17)

Suivant la suite k0 ⊂ k1 ⊂ · · · ⊂ k6, il y a un seul saut de la dimension des H-orbites
génériques dans Γτ qui a lieu au passage de k3 à k4. Par conséquent, le théorème 6.13
implique que Dτj

(Kj/H) sont proprement contenue dans Dτj+1
(Kj+1/H) sauf pour j = 3,

où l’on a l’égalité Dτ3(K3/H) = Dτ4(K4/H). Donc, la suite (6.16) se détaille :

Dτ1(K1/H)Dτ2(K2/H)Dτ3(K3/H) = Dτ4(K4/H)Dτ5(K5/H)Dτ (G/H). (6.18)

Autrement dit, il existe sauf pour j = 3 un non zéro élément de Dτj+1
(Kj+1/H) qui

n’appartient pas à Dτj
(Kj/H). Pour confirmer cela, nous allons construire explicite-

ment un tel nouveau élément. En posant u = ξ5 + tξ3 dans les calculs (6.15), on pa-
ramètre les H-orbites génériques dans Γτ comme suit : si ℓ =

∑7
j=1 ξjX

∗
j ∈ O, alors

Ad∗ (exp (−tX4)) (ℓ) =
∑7

j=1 rj(u)X∗
j (∀ t ∈ R) avec

r6(u) =
ξ6ξ3 + ξ2ξ5 − uξ2

ξ3

, r1(u) = ξ1, r2(u) = ξ2, r4(u) = λ,

r5(u) = u, r3(u) = ξ3, r7(u) =
ξ7ξ3 + ξ1ξ5 − uξ1

ξ3

.

Cela nous fournit les polynômes H-invariants

ξ6ξ3 + ξ2ξ5, ξ1, ξ2, ξ3, ξ7ξ3 + ξ1ξ5
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sur g∗. En appliquant l’application symétrisation S(g) → U(g) à ces polynômes, on
obtient les éléments

X6X3 + X2X5, X1, X2, X3, X7X3 + X1X5

de U(g, τ). Précisément, X1 au passage de C = U(k0, χf ) à U(k1, τ1), X2 de U(k1, τ1) à
U(k2, τ2), X3 de U(k2, τ2) à U(k3, τ3), X6X3+X2X5 de U(k4, τ4) à U(k5, τ5), X7X3+X1X5

de U(k5, τ5) à U(g, τ).
Vérifions qu’aucun nouvel élément de Dτ (G/H) se produit au passage de Dτ3(K3/H)

à Dτ4(K4/H). Supposons qu’il existe A ∈ U(k4, τ4) qui n’appartient pas à U(k3)+U(g)aτ .
D’après l’assertion (iii) de la proposition 6.8, on peut supposer que A s’écrit A = X5U+V
avec U, V ∈ U(k3). Comme k3 est commutative, il est immédiat que [A,X4] = −X3U .
Puisque X3 6∈ U(g)aτ , cela exige U ∈ U(g)aτ et puis V ∈ U(k3, τ3). Ainsi, A ∈ U(k3, τ3)+
U(g)aτ , d’où Dτ3(K3/H) = Dτ4(K4/H).

Maintenant, tournons à la question de commutativité de Dτ (G/H). Un calcul direct
nous fait aisément observer que les G-orbites génériques dans Γτ sont à dimension 6
tandis que H-orbites génériques y sont à dimension 1 par (6.17). Donc, τ = indG

H χf est
à multiplicités infinies. Par conséquent, l’algèbre Dτ (G/H) doit être non commutative.
En effet, pour 1 ≤ j ≤ 3 les groupes Kj = exp kj sont abéliens. D’où, les représentations

τj = ind
Kj

H χfj
sont à multiplicités finies, tandis que les algèbres Dτj

(Kj/H) sont com-
mutatives.

Pour j = 5 et pour ℓ ∈ Γτ générique, les orbites K5 · ℓ5 sont à dimension 4 tandis
que les orbites H · ℓ5 sont à dimension 1 par (6.17). On en déduit que τ5 = indK5

H χf5

est à multiplicités infinies. En même temps, X2 et X6X3 + X2X5 sont deux éléments de
U(k5, τ5) vérifiant [X2, X6X3 + X2X5] = −X1X3. Compte tenu de X1X3 6∈ U(g)aτ , on
voit que

[X2, X6X3 + X2X5] 6≡ 0 mod U(g)aτ .

Cela prouve que Dτ5(K5/H) est non commutative.

§7. Conjecture de commutativité : cas de restriction
Comme la réciprocité de Frobenius le suggère, il y a une sorte de dualité entre l’in-

duction et la restriction de représentations. Alors, dans cette ligne directrice, nous nous
proposons de formuler pour la restriction de représentations une contrepartie de la conjec-
ture de commutativité et la prouver. Ce texte devenant déjà beaucoup trop long pour
mes cours à Monastir, nous nous contentons de noter seulement des résultats obtenus
dans [8], sans y donner de démonstration. Soient toujours G = exp g un groupe de Lie
nilpotent, connexe et simplement connexe, d’algèbre de Lie g et K = exp k un sous-
groupe analytique de G ayant l’algèbre de Lie k. Pour π ∈ Ĝ, on note Ω(π) = ΩG(π)

l’orbite coadjointe associée de G. Étant donnée π ∈ Ĝ, nous allons étudier la restriction
π|K de π à K, dont la désintégration centrale canonique se décrit par le théorème 2.2.2.
Désignons par ker π l’idéal primitif associé à π dans U(g). Pour deux sous-espaces M et
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N de U(g), on note

c(M,N ) = {A ∈ U(g); [A,M] ⊂ N}
le centralisateur de M modulo N . Posons Uπ(g)k = c(k, ker π). Manifestement, ker π est
un idéal bilatère de Uπ(g)k. Soit Dπ(G)K l’algèbre image par l’homomorphisme π de
Uπ(g)k de sorte que

Dπ(G)K ≃ Uπ(g)k/ ker π = (U(g)/ ker π)K ,

où la dernière algèbre est l’algèbre des éléments K-invariants de U(g)/ ker π. L’algèbre
Dπ(G)K pourra être regardée comme une algèbre d’opérateurs différentiels qui lasse H∞

π

invariant et qui commutent avec l’action de K sur cet espace. Nous aimerions comprendre
la structure de l’algèbre Dπ(G)K dans un rapport avec le spectre et les multiplicités de
π|K . D’ailleurs, quand la représentation π|K s’avère irréductible, il n’est pas difficile de
voir que Dπ(G)K est une algèbre triviale. Tout pareillement au cas des représentations
monomiales, on se trouve dans l’alternative suivante : au théorème 2.2.2 soit il existe une
borne uniforme des multiplicités nπ(σ) pour ν-presque toutes σ, soit nπ(σ) = ∞ pour
ν-presque toutes σ. Selon ces deux éventualités, nous disons que π|K est à multiplicités
finies ou infinies.

Reprenons le drapeau d’idéaux (3.1) :

{0} = g0 ⊂ g1 ⊂ · · · ⊂ gn−1 ⊂ gn = g, dim gk = k (0 ≤ k ≤ n), (3.1)

ainsi que les notations introduites au début du chapitre 3 : Xj ∈ gj \ gj−1, pj : g∗ →
g∗

j , E , e ∈ E , Ue, S(e), T (e) etc. Posons

g∗
S =

∑

j∈S(e)

RX∗
j et g∗

T =
∑

j∈T (e)

RX∗
j

de sorte que g∗ = g∗
S ⊕ g∗

T . Il existe un ordre total dans E , soit E =
{
e(1) > · · · > e(k)

}
,

de telle sorte que Ue(k) et ∪j≤iUe(j) soient des ouverts de Zariski de g∗ pour tout i. Ainsi
toutes les couches Ue sont des ensembles algébriques, c.-à-d. différence de deux ouverts
de Zariski de g∗.

Décrivons le résultat de Pedersen [65]. Soit Ue une couche quelconque. On note S(e) =
{j1 < · · · < jm}, où m désigne la dimension des G-orbites dans Ue. Il existe alors des
fonctions Re

j : Ue × Rm → R, 1 ≤ j ≤ n, telles que :
– pour ℓ ∈ Ue fixée, x = (x1, . . . , xm) 7→ Re

j(ℓ, x) est une fonction polynomiale de
x ∈ Rm dont les coefficients sont des fonctions G-invariantes sur Ue ;

– Re
j(ℓ, x) = xk pour j = jk ∈ S(e), ℓ ∈ Ue ;

– si jk ≤ j ≤ jk+1, alors Re
j(ℓ, x) ne dépend que de x1, . . . , xk ;

– pour tout ℓ ∈ Ue, l’orbite coadjointe G · ℓ est donnée par

G · ℓ =

{
n∑

j=1

Re
j(ℓ, x)X∗

j ; x ∈ Rm

}
.

Formons Re
j(ℓ,−iXj1 , . . . ,−iXjm) dans l’algèbre symétrique S(g), en remplaçons la va-

riable xk dans Re
j(ℓ, x) par −iXjk

, et notons re
j(ℓ) son image dans U(g) par la symétrisation.
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En particulier, re
jk

(ℓ) = −iXjk
. Soient Ve le sous-espace de S(g) engendré par les éléments

de la forme Xk1
j1
· · ·Xkm

jm
, k1, . . . , km ∈ N, Fe l’image dans U(g) de Ve par la symétrisation

et Ee le sous-espace de U(g) engendré par les éléments de la forme Xk1
j1
· · ·Xkm

jm
, k1, . . . , km ∈

N. Si e = ∅, on pose Ve = Fe = Ee = C∆1. Pedersen [65] a prouvé que l’idéal primitif
ker πℓ, où ℓ ∈ Ue, est engendré par les éléments

ue
j(ℓ) = Xj − ire

j(ℓ), j ∈ T (e)

et que
U(g) = ker πℓ ⊕ Ee = ker πℓ ⊕ Fe.

De même, l’action de π sur Ee et Fe est fidèle. Ainsi, en identifiant Ee et Fe à U(g)/ ker πℓ

et par abus de notations nous avons :

Dπℓ
(G)K ∼= EK

e
∼= FK

e
∼= C[Xj1 , . . . , Xjm ]K .

Ces isomorphismes sont tout simplement des isomorphismes d’espaces vectoriels.
C’est en chassant ℓ de ce résultat de Pedersen sur ker πℓ que Corwin-Greenleaf [22] ont

construit des éléments e-centraux. Comme nous allons le voir dans la suite, ces éléments
e-centraux vont servir à construire des éléments de Uπ(g)k et jouer un rôle capital dans
notre démonstration de la commutativité.

Fixons maintenant une orbite coadjointe Ω = Ω(π) ⊂ g∗ associée à π ∈ Ĝ. Fixons
aussi une forme linéaire ℓ ∈ Ω et introduisons des coordonées dans Ω à l’aide d’une base
de Maslov {X̃k; 1 ≤ k ≤ q}, où q = dim g/g(ℓ) = dim Ω(ℓ), relative à g(ℓ). Cela deut
dire que

g(ℓ) +
r∑

k=1

RX̃k, 1 ≤ r ≤ q,

sont des sous-algèbres de g. Alors l’application

Rq ∋ T = (t1, . . . , tq) 7→ Φ(T ) = exp(tqX̃q) · · · exp(t1X̃1) · ℓ ∈ Ω

est un difféomorphisme sous lequel la mesure ν̃π s’avère équivalente à la mesure de
Lebesgue sur Rq. Soit

{0} = k0 ⊂ k1 ⊂ k2 ⊂ · · · ⊂ kd−1 ⊂ kd = k, dim ks = s, 0 ≤ s ≤ d

une suite de Jordan-Hölder de k et {Y1, . . . , Yd} une base de k adaptée à cette suite.
Considérons maintenant les matrices Mr, 1 ≤ r ≤ d, de type (r, d) définies par

Mr = (Φ(T ) ([Yi, Yj]))1≤i≤r, 1≤j≤d .

Notons er (Φ(T )|k) le rang de Mr. L’ensemble

e (Φ(T )|k) = (e1 (Φ(T )|k) , . . . , ed (Φ(T )|k))
n’est autre que l’ensemble des indices de dimensions de Φ(T )|k ∈ k∗ donné au moyen de la
suite de Jordan-Hölder écrite ci-dessus. Posons pour 1 ≤ i ≤ d, e0

i = maxT∈Rqei (Φ(T )|k)
et e0 = (e0

1, . . . , e
0
d). Il est clair que D = {T ∈ Rq; e (Φ(T )|k) = e0} est un ouvert de Zariski

de Rq. Par conséquent, si l’on introduit la couche Uk(π) = Ue0 = {ζ ∈ k∗; e(ζ) = e0} dans

k∗, on conclut que ν
(
K̂ \ ρ̂K (Uk(π))

)
= 0.
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Pour A ∈ S(k), on définit un fermé principal F(A) de k∗ par F(A) = {ζ ∈ k∗; A(ζ) =
0}. Ceci étant, il en résulte que FA = {T ∈ Rq; Φ(T )|k ∈ F(A)} est un fermé de Zariski de
Rq. D’après la construction (cf. [22]) des éléments e-centraux, il existe un ouvert de Zariski
Z de k∗ tel que Z ∩ Ue0 soit non vide et K-invariant sur lequel se fasse la construction.
Notons ici pk l’application restriction g∗ → k∗. Si Z ∩pk(Ω) = ∅, la construction se répète
sur la sous-couche Ue0 \ (Z ∩ Ue0) qui remplace Ue0 et ainsi de suite. S’il en est ainsi,
ce procédé nous fournit un système d’éléments e0-centraux de Corwin-Greenleaf valable
ν-presque partout dans K̂.

Au drapeau d’idéaux (3.1), soit

I = {i1 < i2 < · · · < id}
l’ensemble des indices 1 ≤ i ≤ n tels que gi ∩ k 6= gi−1 ∩ k, et posons

J = {j1 < j2 < · · · < jp} = {1, 2, . . . , n} \ I (p = dim(g/k)).

En posant l0 = k et lr = k + gjr pour 1 ≤ r ≤ p, on obtient une suite de sous-algèbres de
g :

k = l0 ⊂ l1 ⊂ · · · ⊂ lp−1 ⊂ lp = g, dim(lr/lr−1) = 1.

D’autre part, en considérant ks = k∩gis (1 ≤ s ≤ d), nous procurons un drapeau d’idéaux
de k :

{0} = k0 ⊂ k1 ⊂ · · · ⊂ kd−1 ⊂ kd = k, dim ks = s, 0 ≤ s ≤ d.

En extrayant un vecteur Ys ∈ ks \ ks−1 pour 1 ≤ s ≤ d, on forme une base de Jordan-
Hölder {Y1, . . . , Yd} de k. De la même manière, en extrayant un vecteur Xr ∈ lr\lr−1 pour
1 ≤ r ≤ p, on forme une base de Malcev {X1, . . . , Xp} de g relative à k. Commençons
par généraliser le résultat de Pedersen mensionné ci-dessus.

Théorème 7.1. Supposons g(ℓ) ∩ kk 6= g(ℓ) ∩ kk−1 pour νπ-presque toute ℓ ∈ Ω, alors
il existe un élément W ∈ U(kk) ∩ ker π ayant la forme W =

∑m
j=0 PjY

j
k avec Pj ∈

U(kk−1) (0 ≤ j ≤ m) vérifiant π(Pm) 6= 0.

Définition 7.2. Soient ℓ ∈ g∗ et Bℓ la forme bilinéaire définie antérieurement. Nous disons
que k est coisotrope en ℓ si l’espace kℓ = {X ∈ g; Bℓ(X, k) = {0}} est un sous-espace
isotrope pour Bℓ.

Cette notion de coisotropie va nous permettre de caractériser la finitude des multipli-
cités de π|K .

Proposition 7.3. Gardons les notations. Alors π|K est à multiplicités finies si et seule-
ment si k est génériquement coisotrope sur Ω.

Nous allons donner une autre interprétation de ce fait selon le principle général dû
à Michel Duflo. Soit ℓ ∈ pk(Ω) ⊂ k∗. Notons ω l’orbite coadjointe de K passant par ℓ
et σ la représentation unitaire irréductible de K associée à ω. Alors la proposition 7.2
s’interprète comme :

Proposition 7.4. La représentation π|K est à multiplicités finies si et seulement si les
K(ℓ)-orbites dans Ω∩p−1

k (ℓ) sont génériquement ouvertes. En l’occurrence la multiplicité
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nπ(σ) dans le théorème 2.2.2 est donnée par le nombre des K(ℓ)-orbites contenues dans
Ω ∩ p−1

k (ℓ).

Maintenant, en récrivant kd+r à la place de lr (1 ≤ r ≤ p), nous nous procurons une
suite de sous-algèbres de g :

{0} = k0 ⊂ k1 ⊂ · · · ⊂ kd−1 ⊂ k = kd ⊂ kd+1 ⊂ · · · kn−1 ⊂ kn = g,

avec dim(kr) = r, 1 ≤ r ≤ n. Ici, kr est un idéal de k pour 1 ≤ r ≤ d.
Extrayons un vecteur Xs ∈ ks\ks−1 pour 1 ≤ s ≤ n. En fait, la base duale {X∗

1 , . . . , X
∗
n}

est une base de Jordan-Hölder de g∗ pour l’action unipotente Ad∗(K). Les projections
pj : g∗ → k∗j (1 ≤ j ≤ n) entrelacent l’action de K, et tout comme avant une forme
linéaire ℓ ∈ g∗ nous donne un n-uplet

e(ℓ) = (e1(ℓ), . . . , en(ℓ))

d’entiers non-négatifs définis par ek(ℓ) = dim K∆pk(ℓ) (1 ≤ k ≤ n). Inversement chaque
n-uplet e = (e1, . . . , en) d’entiers non-négatifs nous fournit une couche Ue de K-orbites
dans g∗ définie par :

Ue = {ℓ ∈ g∗; ek(ℓ) = ek, 1 ≤ k ≤ n}.
Alors il existe une et une seule couche Ue telle que Ue ∩ Ω soit un ouvert de Zariski de
Ω. Considérons alors l’ensemble S(e) des indices de saut :

S(e) = {1 ≤ k ≤ n; ek = ek−1 + 1}
et T (e) celui de non-saut :

T (e) = {1 ≤ k ≤ n; ek = ek−1},
en convenant que e0 = 0.

Théorème 7.5. Nous gardons la même situation. Lors du passage de kj−1 à kj, l’algèbre
Uπ(g)k s’agrandit lorsque j ∈ T (e), par contre elle ne s’agrandit pas lorsque j ∈ S(e).
Plus précisément, en posant Uπ(kj)

k = Uπ(g)k ∩ U(kj) pour 1 ≤ j ≤ n nous avons :
(1) Si j ∈ T (e), alors Uπ(kj)

k 6= Uπ(kj−1)
k + U(kj) (U(kj−1) ∩ ker π) et il existe W ∈

Uπ(kj)
k ayant la forme W = aXj + b (a, b ∈ U(kj−1)) avec π(a) 6= 0.

(2) Si j ∈ S(e), alors Uπ(kj)
k = Uπ(kj−1)

k + U(kj) (U(kj−1) ∩ ker π).

Enfin, nous aboutissons au :

Théorème 7.6. π|K est à multiplicités finies si et seulement si l’algèbre Dπ(G)K est com-
mutative.

§8. Postface
Quant à la conjecture polynomiale, je crois que nous venons d’en élaborer une démonstration

et nous sommes en train de l’examiner. Cette conjecture aussi se traduit pour la restric-
tion et cette contrepartie s’établit jusqu’à maintenant dans des cas particuliers (cf. [9]).

Comme il se voit bien, beaucoup d’études détaillées ne s’éffectuent que dans le cas
nilpotent et il reste encore un tas de choses à réfléchir même dans le cas exponentiel.
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Peut-être il serait instructif de traiter un groupe de Lie complètement résoluble dont
l’algèbre de Lie est une j-algèbre normale au sens de Pjatetskii-Shapiro car il possède
une structure algébrique remarquable.

Ici en Tunisie ou en France ou ailleurs il y a de jeunes chercheurs en pleines activités
dans notre domaine. Nous comptons sur eux pour l’avenir de la méthode des orbites.

Pour le moment je n’ai pas le temps de relire ce texte, bien que je sois sûr et certain
qu’il contient beaucoup de coquilles. Prière de m’en pardonner et merci infiniment pour
votre attention.

Références
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une sous-algèbre, Ann. Sci. École Norm. Sup., 23 (1990), 495-517.



95

[14] P. Bernat et al., Représentations des groupes de Lie résolubles, Dunod, Paris, 1972.

[15] R. J. Blattner, On induced representations I ; II , Amer. J. Math., 83 (1961), 79-98 ; 499-512.

[16] P. Bonnet, Transformation de Fourier des distributions de type posotif sur un groupe de Lie
unimodulaire, J. Func. Anal., 55 (1984), 220-246.
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[47] H. Fujiwara, G. Lion, B. Magneron and S.Mehdi, Commutativity criterion for certain alge-
bras of invariant differential operators on nilpotent homogeneous spaces, Math. Ann., 327 (2003),
513-544.
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Ann. Sci. Éc. Norm. Sup., 3 (1970), 353-384.


