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�&<I�	 ? �K������&�4�&% Ω P �!��� � 	����&<�� IΩ C

� � "���<��!����#� 	 ? � § ©#«\¦R¨ IL N�
Ω
£¥ª®«�¨ ¦ML §ON@P.����#§OR�� ¦Rª¬«�§SP��b¦Rª+§ ¦MP1L��\W ¦  K �� «QL L N� L��H«

QWb¤3¤%«QL ª�§OR��RªpN K Ut¯
IL = {R ∈ k[x, . . . , xn] | (∀σ ∈ L) σ.R ∈ IΩ} .

�



� � ����� ����� � ��� ���

� ? � ������&� IL ��� �����&���"Q�&�0����Q�&� C � ���!�#%H���0	�� ���0��<B���!�����	�� �!	���I�U	 ? �$����Q��� IL ��� �V	�� QL ¦��J§�¨ §	�b«�ª �
��#<��&	��#+��� 36� * (IL) � g ? ��" ? ��� 	 ? � 1 � *N��1 �&� ���I�����>	 M �&%K	 ? � �!� 1B12�#	�����" M ���&��� g ? ��" ?
��� 	���� �0��� IL = IM C 8 < �0�&�
	���"#��� ����� GΩ = 36� * (IΩ) ���$�&� g �����S	 ? � ©#«pRpNb¤�U1N �§SL §ON@P �RªsN K U �&%'	 ? �
��I�Q�&�4��% �!��� � 	����&<�� IΩ C

, ? ���I	��#� ����<�	���� ���"��#� 	 ? � M �#<������&�4��<N%H����1B��	�����<��J# <��&	���	�����<�� �������<���	�����<�� � . . . %JC
, ? ���I	��#� � ��� ��#O&�&	��# 	��-����"��&����� �&� �&�I	 " ? �&����"#	��#�����!	���"9��<� 12��<���1 ���I������� <���12� �����'�&% ��<�I��P

12����� ? ����12���&% �U� �&��� <���12� �&������< M FE���&	�����<�	���6���=�U���&���"��&�4����Q�&� C
�*<��B�&%�	�� ��������% "���12���I	���	�����<0�&�'	 ? ���&�!� ���K	 ? �B��<�O��&�����&<�	����&�!��� "�� � 	��� g ��	 ? �0<��V	�� M �����I���

# �!���-, ? �&�N	������k%JC
� ? � �0���!	���"������&�*"��&���#�-�&% 	 ? � § ©#«\¦R¨�N��QWb¤3¤%«QL ª+§OR ª¬«�¨ ¦ML §ON@P. �&<I ��% 	 ? � ������&�'�&% ���#� ��	�����<��

�&�!� �!	��I����#���<6, ? �&�I	��#��&�C
� ? � "�� ��������"Q�&� �K�&���&��� 	 ? �#���!� g ��	 ? 	 ? �R������<�	$�&%'O ���Qg �&% �0������9���9��#��"#��������6��< , ? ���I	��#�  

���!��< M 	 ? �:%H�������:g ��< M �!��12�����7% �&"#	�C #S�#	 Θ � � �$1R����	���O��&�!� ��	���� ���V� <���12� �&� �&3
Θ,IΩ

� � 	 ? �:1B��<���1B�&�
������� <���12� ��� �&% 	 ? �K�#<����12����� ? ���!1 ��<�I��"��#���� Θ ��< 	 ? ��FE���&	�����<�	 ����< M k[x1, . . . , xn]/IΩ

�&<�
3���<

θ,k
� � 	 ? � 1B��<���1B�&�&�����V�N<I��1B���&��� O��#� k �&%0	 ? � �#O��&���0��	�����< θ �&% Θ ��	 Ω C � � 	 ? � � ���V� <���12� �&���

3���<
θ,k

�&<I63
Θ,IΩ

�&���9��FE�0�&�/�&<I��!��<�"#� k ��� �����
%H��">	 �I	 ? � "�� � �2"�����<�	�� �&% 3���<
θ,k

�������&< M 	��U	 ? �
�0�#�� k C

, ? ���I	��#��! M ��O&��� �!�����I��	����&� �&�I	:	 ? �*��I�Q�&��� IL C � ? � ����0<I��	�����< �&%S	 ? � ª¬«®:Nb¨ �R«QP1L �&���!�N"#� ��	���
g ��	 ? ��< ����Q�&� IL ���2��<�	���� ���"#�� �&<� "���12�0�&�!�� g ��	 ? 	 ? ��" ? �&���&">	��#�����
	���"���<� 	 ? �=1B��<���1B�&�
������� <���12� ������C

�*<����&%*	 ? ��12�&	���O���	�����<��U�&%$	 ? ���B����">	����!����� 	�� �
	���I� 	 ? �6"#�����!��������<�I��<�"#� � �>	 g:�#��< 	 ? �
�������"��&� ����Q�&��� IL �&<����	�� �!	X��������� ��#���#C'8 	 ��� ���!� O&���	 ? ��	 	 ? �K�!	��&������� #�����&% IL ��� ¯

? 36� * (IL) = GΩL
�

#S�#	 L �&<� H � �U	 g �6���I� M ���&�������&%:	 ? �B�
� 1B12�#	�����" M �������I��C � ? �B"#�����!��������<�I��<�"#� ���#	 g ����<
�!	��&������� #���!� �&<�=��I�Q�&��� ����	 ? �K%H�&�����:g ��< Mg¯

? ? IL ⊂ IH �V%'��<�=��<���� ��% GΩH ⊂ GΩL
C

8 % 	 ? � M ������� L "���<�	��&��<��R	 ? ���K�&������� M ������� ��<� � M �����I� H �!��" ? 	 ? ��	 	 ? � ��#"���12�������V	����&<
M �!�����2�&% 	 ? �$����Q��� IH �&�����K"��&<E	��&��<I� 	 ? �*�K�&������� M ������� 	 ? ��< � M �#<�������	���< M �
� �!	��#1 ��% 	 ? �$����Q�&�
IH ��� M ��O��#<���� ¯

? ? ? IH = IL + (RH,L) ,
g ? �#��� RH,L

��� ����12� � ���V� <���12� �&��g ? ��" ? " ? �&���&"#	����!� ��#� 	 ? � ��I�Q�&� IH �!��� � 	���O&���V��	�� IL �&<I ���
"Q�������#=�&< L £ Utª�§�¤3§SL §��R« U1Nb¨XW@PZNb¤3§ ¦R¨EN� IH C

, ? ���I	��#���B����&����g ��	 ? 	 ? � "���12���I	���	�����<0�&� �K�&���&��� 	 ? �#���!�&C�
$�:g 	��B"���12���I	��-	 ? �R��I�Q�&� �&%
Ω P �!������	�����<�� IΩ e � ? ���0���
	:����Q� ���'	���"���12���I	��$�-� ������<I���7�0�&�!���7�&% IΩ �kg ? ��" ? �����������!������� ������< M
% �&">	����!� Q� 	����&<��R�&% f ��< �!��"�"#���!���VO�� �!���NP � * 	���<I�����&<�� �&% Df

# �!��� ^����k` �&<� ^� ` ���2, ? �&�N	���� &?%JC

$�:g �#O&���-	 ? ���K"#��1B�I�I	X��	�����< ����I� �2"����V	QC � ? �B�!��"#��<� ����Q�=��� 	���"��&1B���N	��U	 ? � �K�&������� M �!�����
�&% 	 ? �-� ���V� <���12� �&� f �&<����#���"���%H����1 �V	 M ��<��#����	������ �&%'	 ? ��������&� IΩ # �!���R, ? �&�I	���� &k%>C � ? ���



������� ������� ��� ��� �

12�#	 ? �  ���:�&�og:�Q�N�:� ���!���������$������< M.U.¦Rª L §SL §ON@P. �&<� �RªsN K U�¤;¦ML ª+§OR®«® �&����<�	���� ���"��# ��< ^��5`S�&<I ��<
^ ��� ` C�� ? � 	 ? �����������B���$	��B����1R����	��&<��#�������V�="���12���I	��-	 ? �U�K�&���&��� M ���&��� GΩ

�&<�6	 ? �R����Q�&�/�&%
�!������	�����<�� IΩ ���!��< M ���&�!	���	�����< �&<I M �������=1B��	��!��"#��� ¯ g:���0<��� M ���&��� L "��&<E	��&��<I��< M 	 ? �������������
M ������� GΩ

�&<��g �R"#��1B�I�I	��U� M ��<��#����	���< M �!� �!	���1 �&%�	 ? �R����Q�&� IL C ,:��1B�I�I	���< M 12�N��I��� 	 ? �
����Q��� IL ����<I� g ����� M �����I� H ����%H���I<� 	 ? ��	 ���-��<�"�������# ��< 	 ? � M ���&��� L �&<� "#��<�	X�&��<��K	 ? �
�K�&������� M �����I� GΩ

C � M �#<�������	���< M �!� �!	���1 �&% 	 ? � ����Q��� IH ��� M �VO��#<���� 	 ? �K"���12���I	���	�����< �&% �&<
L P ������1B�V	���O&�9������� <��&1B���&� ��% 	 ? �K������&� IH # �!��� ? ? ? %>C � ? �-�!��	�����	�����< ����	 ? � %H������� g ��< Mg¯

ISn

Ω ⊂ IL ⊂ IH ⊂ IΩ .
� �+* 	7	 ? � M �!����� L ���������I� �&"#��2�E� 	 ? � M �!����� H �&<� 	 ? � "��&<��!	�����">	����&< M �N�#� �&<2�I<E	����0�V	������&" ? ���
	 ? �K������&� IΩ �&% Ω P �!��� � 	����&<���C

� ? �-%H��<���&1B�#<�	X�&�/	�� ���/�&%'	 ? ���9�&� M �&����	 ? 1 ��� 	 ? � �!�����&��O��#<�	K�&���!�N"#� ��	���=g �V	 ? 	 ? �-������&� IL C
� ? �-�������#���"#�������K% ��"#	��&��� � O���� k �&%�� ���#�����VO���<�	*�&���K12��<���1 �&��������� <���12� �����:� O&��� k �&%'�&� M �#��������"
<E��1 � �#��� �&% 	 ? �K���"#��12� ���!��	�����< �0�#�� Df

C � ? ��� 12��<���1 �&��������� <���12� ����� �&% �#���#1B�#<E	�� �&% Df
�����

�I���� %H�&� "#��1B�I�I	���< M ���!��12��	���O�� �����V�N<I��1B���&������%S������&���#C�, ? ���I	��#� �"� M ��O��#���&< �+*N������"��V	 � *I�&1B�I���
%H�&��	 ? ��� �&� M �&����	 ? 1�C

, ? �&�I	��#��� ��� ��#O&�&	��#�	�� 	 ? �K�0�&�
	���"#��� ����"Q�&�!�K��<qg ? ��" ? f ��� �!�����"#�������&C
, ? �&�I	��#��� I����"#����� �#�$�!��1B� 12�#	 ? � ���%H��� "��&1B���N	���< M �!���!����O&��<�	��#C
8 <6, ? �&�N	��������-�&�!� M ��O��#<6�����4���!�#%H���/�!���NP 1B��	�����"#��� �&% M �!�������$�&<���0�&�
	���	�����<I�����=	��2�� M �!���

� C

� ? ��������<�	2�&%$ON��� g �I�����!��<�	��# ? �#���6��� ��<���#�I	��# 	�� � " ? �����&	��&���>O % � ��� � � # �!��� ^����&`S% � mUC
u � �&� ���&1B� �E3 C � ����� ��<� � C�� � ����� ? ��1B�V# �!��� ^ ����` % ��	 ? ����� M ��<�<���< M �&%0	 ? � 	 ? �#�����'�&%�.:C ) �����������#�
#H���#�=^�� �"` % ��g ��� ��g �V	 ? � C 36�&" ?�� ��� ���N	�� " ? �#� ��	X�&�!�#O %D�-� � � � ��<� �!��12�2"#��<�O��#����� 	����&<��$g �V	 ?
,9C � ���QO��#���!� �&<� g ��	 ? )ICL3 C � ��<��&����o*��$�&� �&�I	 ��<���&1B���!� ? ����12�$������� "�����	��# g �V	 ? 	 ? ����I�Q�&�S�&%
�
� 1B12�#	�����" �!������	�����<��'#H�����<^ �1` %>C





, 
 � � � 57) �

� � ���� � � � 	 �"� �	
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	 0cAS7 AGD80E9
� � "��&<��������� �&� M �VO���< ¯
P �U�����
%H��"#	��0�#�� k �
P �U��<I��O��&������	��9� ���V� <���12� �&� f �&% �� M �!��� n g ? ���!�-"#�N���B"#���#<E	�� � �#����< M 	�� k �
P n+ 2 ��<�I�#	��#��12��<0� 	���� x1, . . . , xn, T

�&<� x C

��� ���� 350E3?> /1F 0�D17:/ 7 AGD+0c9 �
#S�>	 g ���-�U��<I��O��&������	��9� ���V� <���12� �&��� O���� k �&% �� M ����� n C

• k̂ ��� �&<��&� M �#��������"9"#�����!�����K�&% 	 ? �������� k l
• k[x1, . . . , xn]

��� 	 ? ���!��< M �&% � �&��� <���12� �&���S��< 	 ? � O��&�!� �&�I����� x1, . . . , xn
g ��	 ? "�� � �2"�����<�	��

��< 	 ? � �0�#�� k l
• k(x1, . . . , xn)

����	 ? � %H���&">	����&< �0�������% k[x1, . . . , xn]
l

• Sn
����	 ? �K�!� 1B12�#	�����" M ���&������% �� M ���#� n l

• In ����	 ? �K����#<�	���	 � M ���&������%
Sn
l

• ∆(g) ����	 ? �K����!"��!��12��<0�&<�	 ��% g l
• Ωg

���R�&< �&����#���� �!�#	�����<�"#������# ��< k̂n � "���<�	X����<���< M 	 ? � n �!�N��	�� ��% g l �������I1B� 	 ? ��	
Ωg = (β1, . . . , βn)

l
• k[Ωg] = k[β1, . . . , βn]

l
• k(Ωg) = k(β1, . . . , βn)

����	 ? ���!�����V	�	���< M ������=�&% g l
• %H��� P ∈ k[x1, . . . , xn]

� P (Ωg) = P (β1, . . . , βn)
l

• %H��� σ ∈ Sn
� σ ◦ Ωg = (βσ(1), . . . , βσ(n))

l
• α1, . . . , αn

�&�!� 	 ? � n ��� �&	�� �&% 	 ? �K� �&��� <���12� �&� f ��< k̂ l
• Ω = Ωf = (α1, . . . , αn)

C

��� ����� iM7 AGD+0c9 D��_2H>@D���� 9 �

� 3
	 0cAS7 AGD80 ��C ��� � ? � ��"#	�����< �&%�	 ? �B�
�N1212�#	��!��" M �!�����
Sn

�&< 	 ? � �0�#�� k(x1, . . . , xn)
���

I���0<��#6��� ¯

Sn × k(x1, . . . , xn) −→ k(x1, . . . , xn)

(σ, P ) 7→ σ.P (x1, . . . , xn) = P (xσ(1), . . . , xσ(n))

�



� w���� � 	�� ��� ���	� � � 	 �
� ? ��<��&	���	�����< σ.P (Ωg)

��� <���	9��1R��� M ������� ¯ σ.P (Ωg) = (σ.P )(Ωg)
C 
 � g �#O&��� ��	 ? � %H������� g�P

��< M ����121B� ���+�0<���� 	 ? ��� <��&	���	�����< ¯
|P��
�
�� ��C � �� «QL σ, τ ∈ Sn

¦MPt©
P ∈ k[x1, . . . , xn] �

L��H«QP
(σ.P )(τ ◦ Ωg) = P (τσ ◦ Ωg)

[
~5������� ��#/�>	 σ, τ ∈ Sn

��<� P � �K� � �&��� <���12� �&� ��< k[x1, . . . , xn]
C � ? ��<

(σ.P )(x1, . . . , xn)(τ ◦ Ωg) = P (xσ(1), . . . , xσ(n))(ατ(1), . . . , ατ(n))

= P (τσ ◦ Ωg) ,
����"Q�������*	 ? � �#O��&���0��	�����< ��% xj ��� ατ(j) %H�����&��� j ∈ [1, n] �&<� 	 ? ��<=��<��*��% 	 ? � xσ(i)

��� ατσ(i)
%H�&�

�&��� i ∈ [1, n] # ���>	�	���< M j := σ(i) %>C �

� � g �0���#	 L �����U����� M ���������&%
Sn

�&<� Θ ∈ k(x1, . . . , xn)
C

� 3
	�0EAS7 ACD+0 ��C ��� � ? � Nbª �J§SL N� Θ K Pt©#«�ªJL��H«7¦5RQL §ON@P N� L ��I��<��&	���=��� L.Θ ������I���0<��#=�E� ¯
L.Θ = {σ.Θ | σ ∈ L} .

� 3
	�0EAS7 ACD+0 ��C/&���� ? � %H���&"#	�����< Θ ��� "Q�&������ ��< §SP��b¦Rª�§ ¦MP1L<N�
L #H��� �&< L

£¥§SP��b¦Rª+§ ¦MP1L %B��%
L.Θ = {Θ} C

� DH7n/ 7 AGD80 ��C  � � ? � �0�������% L P ��<�O&����� ��<E	�� ��� ��#<��&	�����E� k(x1, . . . , xn)
L C

� 3
	�0EAS7 ACD+0 ��C !���� ? � QL ¦��J§�¨ §	�b«�ª.N� Θ
N@P

L �0��#<��&	��#�����; 	��&�
L(Θ) �I��� ��+�0<������� ¯

;E	X�&�
L(Θ) = {σ ∈ L | Θ = σ.Θ} .

� DH7n/ 7 AGD80 ��C � � � ? � QL?¦��J§�¨ §	�b«�ª.N�7¦  K � �RªsN K U H N�
L g ����� ���K���<���	��������; 	X���

L(H) C
� 3
	�0EAS7 ACD+0 ��C � ��#S�#	 H ���-�2�!��� M �!����� �&%

Sn
�&<� σ1H, . . . , σeH

# ���#���4C Hσ1, . . . , Hσe
%

	 ? �U���#% 	 # ���#���4C ��� M ? 	p% "#�����>	��K�&% H ��<
Sn

C � ? �#< 	 ? �U���>	 {σ1, . . . , σn} ��� "Q�������# � ¨V«  L #H�����!�4C
ª+§ ���5L % L ª ¦MP.��R«�ª¬J¦R¨ �&%

Sn mod H C
��������� ;E3?/1FC9 /10c; Ω �

> 35FC/ 7:ACD+0E9 �
� 3
	�0EAS7 ACD+0 ��C ��� #/�>	 α ∈ k̂n C � �����V�N<I��1B���&� P ∈ k[x1, . . . , xn]

��� "��&������=�&< α £¥ª¬«�¨ ¦ML §ON@P ��%
P (α) = 0 C

� 3
	�0EAS7 ACD+0 �&C �"� � C�#S�#	 L ���*�������I���#	 ��%
Sn

C � �$���<I�&	��$�E� ILΩ 	 ? � § ©#«\¦R¨�N� L £¥§SP��b¦Rª�§ ¦MP1L
Ω
£¥ª¬«�¨ ¦ML §ON@P. ��+�0<������� ¯

ILΩ = {R ∈ k[x1, . . . , xn] | (∀σ ∈ L) σ.R(Ω) = 0} .
� 3
	�0EAS7 ACD+0 ��C ����� � ? � § ©#«\¦R¨cN� Ω

£¥ª¬«�¨ ¦ML §ON@P. �0I��<��&	������� IΩ ����� ����0<I��6��� ¯
IΩ =In

Ω = {R ∈ k[x1, . . . , xn] | R(Ω) = 0} .# ��C � %
� 3
	�0EAS7 ACD+0 ��C ��� ��� ? �U������&� ISn

Ω
���*"��&������6	 ? � § ©#«\¦R¨�N� QW*¤3¤%«QL ª+§OR ª¬«�¨ ¦ML §ON@P.;¦R¤�N@P �qL �H«

ªsN:N@L .N�'L �H« U1Nb¨XW@PZNb¤3§ ¦R¨
f C

� 3546/ >�� ��� � � 	 ? �*����Q��� ISn

Ω
��N�#��<��&	:�������<I ��< 	 ? �9������#�:�&%S	 ? �*�!�N�&	��:�&% f ��	 "Q�&< ���

��#<��&	��#���� ISn

f
C



� � ����	��	� � ��� ����� ��� � � � � ����	 ��� ��	 � ���	��� ��� � � � ��� � 	�� 	
����
 -�3 � /"FCD+AC9 2+> D���� /10c; 7:-E3=;cAG> 3�iM7 � /1FGD8AC9 �c> D�cFC354

; ��<�"#� 	 ? � ��� �&	��*��% 	 ? �R��<I��O��&������	��-� �&��� <���12� �&� f �&��� �&� M ���I���&��"-� O��#� k �4��� ��<����">	�����<�g:�
? � O&� k[Ω] ∼= k(Ω) ��	 ? � ��������	!	���< M �0�������% f C

� ��g ����� � �9��<�	��#�����
	��#���< 	 ? � �&� M �������&��" <E��1R������� P (Ω) �&% k(Ω) �!��" ? 	 ? ��	 P �����R������� <���P
12� ��� �&% k[x1, . . . , xn]

C

� ? �:�!� 121B�>	��!��" M �����I�
Sn

�&"#	�� % �&�V	 ? %H������� �&< k(x1, . . . , xn)
C'.0��� σ ∈ Sn

��<� 	 g �9%H���&">	�����<��
P,Q ∈ k(x1, . . . , xn)

�4	 ? �U�#F ���&���V	 � P = Q ��1B�������#�$	 ? ��	 σ.P = σ.Q C �:�N	 �4%H��� P �&<� Q ∈
k[x1, . . . , xn]

� 	 ? � �#FE�0�&���V	 � P (Ω) = Q(Ω) ��N�#�/<��&	 <���"#���!���&�!�����K��1B�I��� 	 ? ��	 σ.P (Ω) = σ.Q(Ω) C8 <��&	 ? ��� g ������ ��	 ? � M �!�����
Sn

�� ��� <���	 �&"#	 <��#"����!���&�!���V� % �&��	 ? %H�������2��< 	 ? � �0�#�� k(Ω) C
��� /14 �cFC3 �NC ���';N�>	 f := (x− 1)(x− j)(x− j2) = (x− 1)(x2 +x+1) � P := x2

2
� Q := x3

�
��<� σ := (1, 2) �I	 ? ��< P (Ω) = j2 = Q(Ω) �&<I σ.P (Ω) = 12 6= σ.Q(Ω) = j2 C

� ? ��� �0	 ? � %H��<���&1B�#<�	X�&�4FE���#�!	�����<��&%'���&������� 	 ? �#���!�=����	 ? � %H�������:g ��< Mg¯
����������� ����������� ����� �!�"�$#%���!� �

GΩ &(' Sn

�)#*�*�����*+�� ',&%- +%./.
P,Q ∈ k[x1, . . . , xn]

+%0*1 ',&%- +%./.
σ ∈ GΩ

P (Ω) = Q(Ω)
�3254%.6�7� �

σ.P (Ω) = σ.Q(Ω) e
� ? ��� FE�����
	�����<���� ��FE���VO&������<�	 	��2	 ? � %H������� g ��< Mg¯
���������8� �9�����:���7���(�;�<�=�$#%���!� �

GΩ &(' Sn

�$#*�������*+�� ',&%- +>.6.
R ∈ k[x1, . . . , xn]

+>0*1 ',&>- +%./.
σ ∈ GΩ

R(Ω) = 0
�3254%.6� �;�

σ.R(Ω) = 0 ?
8 < �&����#��	�� �&<�� g:�#� ��	�	 ? �������&�!	 FE���#�!	�����<qg � "���<��!����#��	 ? � ����Q��� IΩ �&% Ω P ��������	�����<��#C � ? �����

GΩ
��� � M �����I�6#H���#� #S��121B� �NC �R��<6, ? �&�I	��#��&?%:�+*N������"��V	��V� M �VO��#<���� ¯
� 3
	 0cAS7 AGD80 �NC � � � ? � 	 ¦R¨ Nb§V �RªsN K U N�

Ω �0I��<��&	�����E� GΩ
�0��� ����0<I��6��� ¯

GΩ = {σ ∈ Sn | (∀R ∈ IΩ) σ.R ∈ IΩ} .# �NC � %
8 <��&	 ? ��� g ������ ��	 ? �-�K�&���&��� M ������� GΩ

����	 ? � M �!�����tg ? ��" ? ����� O&��� ��<�O��&�!� �&<�	�	 ? � Ω P ���#� ��	�����<I��C
� 3�4 /"> � � � �*% 	���<���	 ? �-����������� M �!�����=�&% Ω ��� "��&������ 	 ? � 	 ¦R¨ Nb§V��RªpN K U N�

f C

� ? �����>%H����� � 	 ? ���!�$��� �K% �&�V	 ? %H�I�0�&"#	�����< �&% GΩ
��<B	 ? � FE���&	�����<�	 ����< M AIΩ := k[x1, . . . , xn]/IΩg ? ��" ? ��� ��+�0<������� ¯

GΩ × AIΩ −→ AIΩ
(σ, P ) 7→ σ.P (Ω) = P (σ ◦ Ω) .

� �:g �0"���<��!����#� 	 ? �K���I�H�!��">	��VO�� k P �&� M �#�����R12���!� ? ���!1 �&% �#O��&���0��	�����< M �VO��#<���� ¯

k[x1, . . . , xn] −→ k(Ω)
P 7→ P (Ω)



w�� w���� � 	�� ��� ���	� � � 	 �
? �QO ��< M IΩ �&� �&�#��<��#� C�� ? ��< 	 ? � FE���&	����#<E	9����< M AIΩ ��� k P ���!��12����� ? ��"*	��2	 ? � �0���� k(Ω) C.# � ? ���I�Q�&� IΩ ��� �21B� *N��1B�&��������&�4�&% k[x1, . . . , xn]

����"��&����� k(Ω) ��� � �0����4C % � �'g ����� ���<���	����E� Φ	 ? ����<����"#�� k P �����&1B���!� ? ����1 � �>	 g:�#��< AIΩ �&<� k(Ω)
¯

Φ : AIΩ −→ k(Ω)
P 7→ P (Ω) .

.0���&1 	 ? � k P ������12����� ? ���!1 Φ ���-% ����	 ? %H��� �&"#	�����< ? �&% GΩ
��< k(Ω) ���:��<I���"��# ���B	 ? �9�&<��*�&%

GΩ
��< AIΩ

¯
GΩ × k(Ω) −→ k(Ω)

(σ, p) 7→ σ ? p := (σ.P )(Ω) ,
g ? �#��� P = Φ−1(p) C

� ? � � � �#"#	���O�� �������I����1 �&%$�K�&������� 	 ? �����
� ����	�� "#��12���I	��2	 ? � ���&������� M �!����� GΩ
�&<� 	 ? �

��I�Q�&� IΩ ��% Ω P ��������	�����<��#C



, 
 � � � 57) �

� ����	� 
 	�� � �	� ����� ������� � 
�� 
 ����� ��� ��� �	��� �"� ��� 


� ? ���:���&�!	 ���:��>O��&	��� 	�� �����!����	�� �&�����I	:���&���"Q�&����I�Q�&��� ��< ���12��<I�����&< �t# � CD��C 	 ? � �&���!�N"#� ��	���
��� M �#�����&��"9O��&�����#	 � ��� �0<��V	��n%>C

��� � 3�	 0EAG7 AGD+0c9 /"0c; 0�D17:/ 7 AGD+0c9
#S�>	 I ��� �&< ������&�R�&% k[x1, . . . , xn]

�&% I��12��<��!����< � �&<I ���#	 Θ � � � ������� <���12� ������%
k[x1, . . . , xn]

C � ���&����N	 	 ? � %H�������:g ��< M <��&	X� 	����&<�� ¯
• AI ����	 ? �KFE���&	����#<E	 �!��< M k[x1, . . . , xn]/I

l
• 5�<� (AI) ����	 ? �K���>	 �&% �#<����12���!� ? ���!1B� ��% AI l
• V (I) ����	 ? ���&� M �������&��"$O&�������>	 � ��% k̂

⊗
k I

��< k̂ ¯

V (I) = {β ∈ k̂n | (∀P ∈ I) P (β) = 0} ;

• Θ ��#<��&	��#� 	 ? �K"����&��� �&% Θ ��< AI
l

• Θ.AI = {Θ.P | P ∈ AI} l
• Θ̂ ����	 ? �K��<�I��1B�&��� ? ����1 ��<���I"������� 	 ? ��1 ����	���������"Q� 	����&<B��� Θ ��< AI ��� %H�&�����:g � ¯

Θ̂ : AI −→ AI

P 7→ Θ.P ;

• Θ̂AI = Θ.AI
l

• CΘ,I
���4	 ? � R��.¦Rª ¦5RQL¥«�ª+§VQL §OR�U1Nb¨XW@PZNb¤3§ ¦R¨ �&%E	 ? � �#<����12���!� ? ���!1 Θ̂ ��������< M ��< M 	�� 5�<� (AI) l

• MΘ,I
����	 ? � ¤3§SPH§�¤;¦R¨5U1Nb¨XW@PZNb¤3§ ¦R¨ �&% Θ̂ l

• SFΘ,I
���K	 ? � 1B�&<���"U������� <��&1B���&�cg ? �&���2��� �&	����&�!� 	 ? ���!�B�&% CΘ,I

<I�&	�"�����<�	��� g �V	 ?
	 ? �#��� 1R���V	���������"���	����#��C

� 3�4 /"> � � � � ? �-� ���V� <���12� �&� SFΘ,I
��� 	 ? � �!F ���&����%H������%H����1 ��% 	 ? � " ? �&���&"#	����!���!	���"�� �&����P

<I��1B���&� CΘ,I
C � � 	 ? � �0�#�� k ��� �����
%H��"#	��0	 ? �K"�� � �2"#����<�	�� ��% SFΘ,I

� �#����< M 	�� k C
� 3
	 0cAS7 AGD80 ��C ��� � ���>	*�&%�����Q����� A1, . . . ,Am

��<6� �0���� R ��� ���&�� U.¦R§�ª��9§V «VRpNb¤;¦	�°§�¤;¦R¨ ��%
���&" ? Ai 6= R ��<�

Ai + Aj = R %H��� i 6= j .
8 % n = 2 ��g:������1B���V� ���Q� 	 ? ��	 A1

�&<� A2
�&��� "#��1 ��*I��1 ��� C

� 3
	 0cAS7 AGD80 ��C � � � <�������&� I ��� ������ ª ¦�©R§OR\¦R¨ �V% �V	 ��FE�0�&��� ��	�� ���&���"Q�&� √I M �VO��#<���� ¯
√
I = {P ∈ k[x1, . . . , xn] | (∃m ∈ N)P n ∈ I} .

w w



w<� � � � � 	�� � � � ��� 	 � � � � ��� � � � � � � ������� ����� 	 ��� � � ��� �
��� � 359 �cFS7 9V/�� D���7�> /1;EAji&/"F AC;E3?/1FC9

; 	���"������������ M ����%D��� ? �#�����#1 M ��O&��� CΘ,I
��< 	 ? � %H�������:g ��< M %H���!1 ¯

CΘ,I(T ) =
∏

β∈V (I)

(T − Θ(β))µ(β) ∈ k[T ] ,# �NC �:%

g ? �#��� µ(β) ��� 	 ? � 1R���V	���������"���	 �=��% β C � ? �2�� M ����� d :=
∑

β∈V (I) µ(β) �&% 	 ? � " ? �&���&"#	��������!	���"
������� <���12� ��� CΘ,I

��� <0��	������������R���1
k(AI) = ���1

k̂(k̂
⊗

k AI)
C � ? �91R����	���������"#��	 � µ(β) ��� 	 ? �$��<��

�&% 	 ? �K1B� *N��1B�&��������&� J = (x1 − β1, . . . , xn − βn)
��< 	 ? �K����< M k̂

⊗
k k[x1, . . . , xn]/I

C
|P��
�
�� �NC �����  I §V ª ¦�©R§OR\¦R¨�L��H«QP nNbª7¦R¨�¨ β ∈ V (I)

§SL  ¤ K ¨XL §(Ut¨ §OR�§SLjW µ(β)
«�� K ¦R¨ .N@P «7¦MPt©

CΘ,I(T ) =
∏

β∈V (I)

(T − Θ(β)) ∈ k[T ] .# �NC �&%

~5������� � �:��"��&������"Q���� (V (I)) = ���1
k(AI) = d �I	 ? �K�� M �!���K�&% 	 ? �K" ? �����&">	����!���
	���"K������� <�� P

12� �&� C
�

�
	�� ������
 �NC � �
�� N�kN@W°¦R¤;¦R£��$NbªsNb£���¦���«®��#§�¤;¦��  «QL Q ∈ k[x1, . . . , xn]
[�� �H«QP

AI+(Q)
∼= AI/Q̂AI

# � C �k%
¦MPt©

AI
§VE§V:Nb¤�Nbª U��#§OR'L�N3¢�Pt©

(AI)
[

~5������� � ;N���b^����5` C
�

� �P�����S�K����� �NC ���  «QL P ∈ k[T ]
[

AI+(P (Θ))
∼= AI/P (Θ̂)AI

# � C &?%
:N L��.¦ML

P (Θ) ∈ I
§ 7¦MPt©tN@PH¨XW�§ 

P (Θ̂) = 0
[

~5������� � � �����V�=5�FE�0�&���V	 � # �NC �&%>C
�

�
	�� ������
 � C &����� N�kN@WR¦R¤;¦R£�� NbªsNb£��H¦���«®��#§�¤;¦���� �H« § ©#«\¦R¨ I §V ª ¦�©R§OR\¦R¨#§ B¦MPt©VN@PH¨XW�§ Y«��R«�ª W¤3§SPH§�¤;¦R¨5U1Nb¨XW@PZNb¤3§ ¦R¨
Mxi,I

� i ∈ [1, n]
�;§V��� K ¦Rª¬« +ª¬«®« ��«pR\¦ K  «'L �H« ª ¦�©R§OR\¦R¨cN� I §V��R§��R«QP �\W��

√
I = (SFx1,I(x1), . . . , SFxn,I(xn)) + I .# �NC  M%

~5������� � ;N���b^����5` C
�

� � g 	 ? ��1B��<���1B�&� � ���V� <���12� �&� MΘ,I
��� 	 ? � 12��<���" � �&��� <���12� �&� ��< k[T ] �&%���1B�&�������:�� M �!���

���I" ? 	 ? ��	 MΘ,I(Θ̂) = 0 C � �2"Q��< �&�����=���Q� 	 ? ��	 MΘ,I
��� 	 ? � 1B��<I��"U������� <���12� ��� ��< k[T ] �&%

��1B�&������� �� M ���#�U����" ? 	 ? ��	 MΘ,I(Θ) ∈ I C �*< 	 ? �U��	 ? �#� ? �&<��� 	 ? �U�����V�N<I��1B���&� SFΘ,I
���9	 ? �

��FE�0����� %H���#�K%H�&��1 �&% CΘ,I
g ? ��" ? �������&< M ��	�� k[T ] C

|P��
�
�� �NC  � � �H« U1Nb¨XW@PZNb¤3§ ¦R¨ SFΘ,I
§V�¦�`¦5RQL Nbª N�'L �H« U1Nb¨XW PZNb¤3§ ¦R¨

MΘ,I
[



� � � 	 � �	� ��� � ������� � � ��� � ��� � � 	�� � � w �
~5� ����� �7.0��� F ∈ k[T ] �S	 ? � "#��<���V	����&< F (Θ̂) = 0 ��� ��FE����O��&����<�	K	�� F (Θ) ∈ I �&<I 	 ? ��<

F (Θ̂) = 0 ��1B�������#�7	 ? ��	 %H��������� β ∈ V (I) 	 ? �#���*� *I���!	���� �!�N�&	 ρ �&% F ��< k̂ ����" ? 	 ? ��	 Θ(β) = ρ#H��� ��+�0<���	�����<6�&% V (I) � 	 ? �U"���<�O&�����!� ���$	������U�V% I =
√
I %JC � ? ��< �&���/�!�N�&	��*�&% SFΘ,I

�&�!�U�&�����
�!�N��	��9��% F ¯

SFΘ,I
���9�2% �&"#	����9�&% F C � �����V�N��< M 	 ? ���$� �&�
	9�!���!����	$	�� F = MΘ,I

	 ? � ���#1B1B� ���
�I��� O��#4C

�

� ? �7%H�&�����:g ��< M ����121 � M ��O��#�/� ��� �2"�����<�	 �&<�K<���"#���!���&�
�K"���<�I��	�����<*%H����g ? ��" ? SFΘ,I = MΘ,I
C

|P��
�
�� � C !�� � �H« RpN@Pt©R§SL §ON@P SFΘ,I = MΘ,I

§V�«�� K §��b¦R¨V«QP1L�L�N SFΘ,I(Θ) ∈ I
[

~5� ����� ��#S�#	 F ∈ k[T ] C � ? �K����0<I��	�����< �&% MΘ,I
��1B�I�����#� 	 ? ��	 F (Θ̂) = 0 �V% �&<�=��<��V� ��% F���*� 1 ����	�����������% MΘ,I

C �*<6	 ? � �&	 ? �#� ? �&<I�� 	 ? �R� �&��� <���12� �&� SFΘ,I
���9� % �&"#	����9�&% MΘ,I

C � �
MΘ,I

�&<I SFΘ,I
�&�!� 1B��<I��" �N	 ? �K���#1B1B� ��� ����� O��#4C

�

|P��
�
�� �NC � � � �H«�§ ©#«\¦R¨
I
§V�ª ¦�©R§OR\¦R¨ § �¦MPt© N@PH¨XW�§  «\¦5R��

Θ ∈ k[x1, . . . , xn]
J¦ML §V��5«®

SFΘ,I = MΘ,I

[
~5� ����� � � �!����12��	 ? ��	 I =

√
I C � �S	 ? �7������� <��&1B���&� SFΘ,I(Θ) O��&<���� ? �#� � 	/�Q�&" ? β ∈ V (I) ��V	 � �#����< M � 	�� I �&<��	 ? ���!�#%H���!� SFΘ,I = MΘ,I

C�� ? � "#��<�O����!���R��� ����� O ����#6��� 	 ? �'u � ��� ���&1B� P
� ����� P � � �&�#� ? ��1 �)% ��	 ? �����!��1 #H����� � ? �#�����#1 �NC &k%>C

�

��� /14 �cFC3 �NC ��� #S�#	 L ���*� �!�������>	 �&%
Sn

C�#S�#	:�������!� O&�9	 ? ��	:	 ? �*��I�Q�&� ILΩ #H���#� (9����<���	�����<
�&C �"� �&%', ? �&�I	���� � %���� ���&���"��&� C�8 	$��� �!� �2"�����<�	$	��B�I��� O��K	 ? � 	 SFΘ,IL

Ω
(Θ) ∈ ILΩ

C � �=����0<I��	�����<
��% ILΩ 	 ? �U���>	 {l ◦ Ω | l ∈ L} ���*��<I"����I��� ��< V (ILΩ) �&<I 	 ? ��< (∀l ∈ L) l.Θ(Ω) ��� � �!�N��	 �&%
SFΘ,IL

Ω

g ? ��" ? �&">	��0�������B�������&< M ��	�� 	 ? ������Q��� ILΩ C





, 
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	 0cAS7 AGD80 ��C �
��#S�>	 L � � �-����� M �������=�&%

Sn
�&<I H � �*� ����� M �����I� �&% L C � � �&��� <���12� �&�

Θ ∈ K[x1, . . . , xn]
��� ���&�� 	��2� � L £ Utª+§�¤3§SL §��R« H £¥§SP��b¦Rª�§ ¦MP1L ��%

H = ; 	��&�
L(Θ) = {σ ∈ L | σ.Θ = Θ} .

8 % L = Sn
	 ? �K������� <��&1B���&� Θ ��� ���&���� Utª+§�¤3§SL §��R« H £¥§SP��b¦Rª�§ ¦MP1L C

��� /14 �cFC3 ��C � ��� ? � ' �&<�I����12��<� ��>	����!1B��<0�&<�	 δn =
∏n

1≤i<j≤j(xi − xj)
�������I����12��	���O&�

��<�O&����� ��<E	��&% 	 ? ���&��	����!<0��	���< M ���I� M ���&��� An �&%
Sn

C
��� /14 �cFC3 ��C � � #S�#	 D4

� �R	 ? �R�� ? ��I���&� ����� M ������� ��%
S4

C�� ? �U� �&��� <���12� �&� x1x2 + x3x4��� �
S4

P ���!��12��	���O�� D4
P ��<�O��&�!� �&<�	QC

��� /14 �cFC3 ��C/&�� � ? ��� �&��� <���12� �&���

x1 + 2x2 + · · · (n− 1)xn−1
�&<I

x1x
2
2 · · ·xn−1

n−1

�����
Sn

P ���!��12��	���O�� In P ��<EO��&�!� �&<�	���C
|P��
�
�� �&C  �  «QL H ¦MPt©

L
��«�L � N� K � �RªpN K UH'N�

Sn

 K R��<L��.¦ML L RpN@P1L?¦R§SP.
H
¦MPt© ¨V«QL

Θ
��«

¦MP
L
£ Utª�§�¤3§SL §��R«

H
£¥§SP��b¦Rª�§ ¦MP1LO[ � �H«QP
nNbª%«\¦5R��

τ ∈ L
L �H«JU1Nb¨XW@PZNb¤3§ ¦R¨

τ.Θ
§V;¦MP

L
£ Utª+§�¤3§SL §��R«

(τHτ−1)
£¥§SP��b¦Rª+§ ¦MP1LO[

~5� ����� � � � �&� τ ∈ L �&<�=�!�#	 A := {σ ∈ L | σ ∈ τHτ−1} C � � ? �QO��

A = {σ ∈ L | τ−1στ ∈ H}
A = {σ ∈ L | τ−1στ.Θ = Θ}
A = {σ ∈ L | σ.(τ.Θ) = τ.Θ} .

�

� ? �B"#��1B�I�I	X��	�����< �&%:��<�O��&�����&<�	�� "��&< ��� � �#�!%H���!1B�# ��� m ��12� �#� % �-���&"�� � M �=# ���#�=^ ���1` %*���
��� � � ��#�G���&�&�0�& % � �0�&"�� � M �b#H�����<^ �&`S%JC

w �
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	�0EAS7 ACD+0 �NC ��� #S�#	 H �&<� L ����	 g:� ���I� M ���&�����/�&%

Sn
���I" ? 	 ? ��	 H ⊂ L C � < L P ���!��12��	���O��

H P ��<�O��&�����&<�	 � Θ ����� ���&�� L £  « U.¦Rª ¦��J¨V« nNbª Ω ��%

H = {σ ∈ L | σ.Θ(Ω) = Θ(Ω)} .
� �����Q�=�&���!�U	 ? ��	 Θ ��� ��< L £ Utª+§�¤3§SL §��R« H £¥§SP��b¦Rª+§ ¦MP1L9 « U.¦Rª ¦��J¨V«�nNbª Ω C

� ���#�0�&���������
Sn

P ���!��12��	���O�� H P ��<EO��&�!� �&<�	����7����12���V�R������B�  « U.¦Rª ¦��J¨V« Utª+§�¤3§SL §��R« L £¥§SP��b¦Rª+§ ¦MP1L C
� 3546/ >�� &��7.0��� ���&" ? ����� M ������� L �&%

Sn
� �U���#�0�&���������

Sn
P �I����12��	���O&� H P ��<�O��&�����&<�	 �&� g��Q� �

��� ��< L P ������1B�V	���O&� H P ��<�O��&�����&<�	��!���0�&���&�����K%H�&� Ω C
� 3546/ >��  � � < L P �I����12��	���O&� H P ��<�O��&�����&<�	9�!���0�&���&�����R%H��� Ω ���*<���	K<���"#�������&�������6�������&���&�I���

%H��� τ ◦ Ω �"g ? �#��� τ ∈ L C
� 3546/ >�� !�� � ? ��< L "���<�	X����<���	 ? �*�K�&���&��� M �!����� GΩ

� Θ ��� L P �������&���&�I��� %H��� Ω ��% �&<�B��<����
��% Θ(Ω) ��� �U����12�����*��� �&	 �&% 	 ? �K�!�����&��O��#<�	 LΘ,IL

Ω

# �!��� ;N��">	����&<  C � , ? �&�N	������k%JC
|P��
�
�� � C � ��� ® K ¤%«.L �.¦ML f §V3¦  « U.¦Rª ¦��J¨V«_U1Nb¨XW PZNb¤3§ ¦R¨�¦MPt© k §V�§SP ��PH§SL¥«\[ � �H«�ª¬«;« �°§VQL 

¦  « U.¦Rª ¦��J¨V« Utª+§�¤3§SL §��R«
In
£¥§SP��b¦Rª+§ ¦MP1L [

~5������� ��#/�>	 T1, . . . , Tn
� � n ��<��������<I���<�	:O��&�!� �&�I����� �&<I V (T )(X) =

∑n
i=1 Tixi

C�.0��� �&���
σ ∈ Sn

�0��% σ 6= id 	 ? ��< V (T )(Ω) 6= ∑n
i=1 Tiασ(i) = V (T )(σ ◦ Ω) �&<��� �&� k ��� ��<)�0<I��	�� �N	 ? ���!�

�+*N���!	 t1, . . . , tn ∈ k ����" ? 	 ? ��	 V (t1, . . . , tn)(Ω) 6= V (t1, . . . , tn)(σ ◦ Ω) # �#FE�0�&���V	 ���N"#"����!�9%H���
� ��<���	��-<E��1R�����9�&% ti ∈ k(Ω) %>C�� ? �R�����V�N<I��1B���&� V (t1, . . . , tn)(X) ���9�&< In P ��<�O��&�����&<�	$�&<� ���
���#�0�&���&������C

�

|P��
�
�� �NC ����� ® K ¤%«�L �.¦ML f §V ¦  « U.¦Rª ¦��J¨V«�U1Nb¨XW@PZNb¤3§ ¦R¨t¦MPt© L �H« �5«�¨ ©
k
§VY§SP ��PH§SL¥«\[ � �H«�ª¬«

« �°§VQL�7¦; « U.¦Rª ¦��J¨V« Utª+§�¤3§SL §��R«
H
£¥§SP��b¦Rª+§ ¦MP1L�§SP

k[x1, . . . , xn]
nNbª7¦MP1W  K � �RªsN K U H N�

Sn

[
~5������� ��#/�>	 V ���-� ���#�0�&���&�����K���!��12��	���O�� In P ��<�O��&�!� �&<�	QC ,:��<I����I��� 	 ? �K���#�0�&���&������������� <���P

12� �&�
C(T ) =

∏

σ∈Sn

(Tσ.V (Ω)) .

#S�#	 τ1 = id, . . . , τe
� �K� ���>% 	�	����&<��!O&���!���&�/�&%

Sn mod H C7. �&� i ∈ [1, e] ��g:�����>	

Ri(T ) = Ri(T )(x1, . . . , xn) :=
∏

σ∈H

(T − τiσ.V ) .

� � M �>	 C =
∏e

i=1Ri(T )(Ω) C � � V ��� In P ���#�0�&���&����� ��# ∀i ∈ [2, e] % R1(T )(Ωf ) 6= Ri(T )(Ωf)���B	 ? ��	 	 ? ����� �+*N���
	�� u ∈ k �8g ? ��" ? ���$��<)�0<I��	�� � ����" ? 	 ? ��	 R1(u)(Ωf) 6= Ri(u)(Ωf)
C � � g � ���>	

τ ∈ Sn
CU8 % τ ∈ H 	 ? ��< τ.R1(u) = R1(u)

�����!�U	 ? �#��� �+*N���
	�� i ∈ [2, e] �!��" ? 	 ? ��	 τ.R1(u) =
Ri(u)

C � ? ��� ������� <���12� ��� R1(u)
��� �U���#�0�&��������� ���!��12��	���O�� H P ��<EO��&�!� �&<�	9C

�

8 < ^� � `/��� M ��O��#<��&<��&	 ? ��� 12�#	 ? �N %H��� "#��1B�I�I	���< M ���#�0�&���������K���!��12��	��VO��$��<�O��&�����&<�	���C
� ? �#��� �+*N���
	��7������� <���12� ������g ? ��" ? �&��� �!���0�����&����� %H���7�&<��U��<��VO��&������	�� �������&���&�I��� � �&��� <���12� �&� C

� ? � ' �&<�I����12��<�I��I�#	��#��12��<0��<E	 ��� �U����" ? ��<�O��&�����&<�	QC



� � � � ��� � ����	�� � ����	 ��� 	 � w �
��� /14 �cFC3 � C &�� #S�#	 M5

	 ? � 1B�>	X�&">� "�����" M �!�����=�&%
S5

C � �!����12�*	 ? ��	 	 ? � �����V�N<I��1B���&� f ���
�U�!���0�&���&�����������V�N<I��1B���&���&% I� M �!��� 5 C�� ? �-,��Q� ���#� % �$��<�O&����� ��<E	

(x1x2 + x2x3 + x3x4 + x4x5 + x5x1 − (x1x3 + x3x5 + x5x2 + x2x4 + x4x1))
2

��� �U�������&���&�I���K������1B�V	��VO�� M5
P ��<�O��&�!� �&<�	$#H�����<^ � �1`/��<�6^��5`S%JC

��� h /"2H> /10�2+3�� 9<7:-E3?DH> 3�4
.0��� H ���!��� M �!����� ��%

Sn
�Eg � I��<��&	��B��� k[x1, . . . , xn]

H 	 ? � �&� M ���I��� �&% ������� <��&1B���&� ��<NP
O��&�!� �&<�	�� �&% H ¯

k[x1, . . . , xn]
H = {P ∈ k[x1, . . . , xn] | (∀σ ∈ H) σ.P = P} .

�
	����P�(� 
 �IC �b# #/� M ���&< M �JP
,:������<H% �� «QL�L � N  K � �RªsN K UH H ¦MPt©
G
N�

Sn

 K R�� L��.¦ML H ⊂ G
[

 «QL Θ
��«E¦

G
£ Utª+§�¤3§SL §��R«

H
£¥§SP��b¦Rª+§ ¦MP1L

� Θ1, . . . ,Θe

��« L��H« ©R§VQL §SPZRQL¸«�¨V«�¤%«QP1L $N�JL��H«
G
£ Nbª �J§SL N�

Θ
¦MPt©

∆Θ =
∏

1≤i<j≤n

(Θi − Θj)
2 .

� �H«VU1Nb¨XW@PZNb¤3§ ¦R¨
∆Θ

§V L��H«�©R§V:R�ª+§�¤3§SPt¦MP1L N�tL��H« ¤3§SPH§�¤;¦R¨EU1Nb¨XW PZNb¤3§ ¦R¨ N�
Θ

N��R«�ªtL��H« �5«�¨ ©
k(x1, . . . , xn)

G �  «®«��k[���� �.¦QU+L «�ª
	��M[�� �H«QP
k[x1, . . . , xn]

H §V�¦
k[x1, . . . , xn]

G £ ¦R¨ �#« �Jª ¦ �R§��R«QP
�\W �

k[x1, . . . , xn]
H ⊂ 1

∆Θ
k[x1, . . . , xn]

G[Θ] .# �IC � %
~5� ����� �����#��^�� �k` ��^ �1`S�&<� ^��� ` � ) ��1B�&� � �IC ����C

�
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� � � ��� ��	� 
 ���
Ω �

�)�� 	 ��� ��� 
 	�� � � � 
�� � � � ��� ��� � ���	 ��� � ��


� � ? �QO�� Ω ∈ k̂n "���<�	��&��<���< M 	 ? � n �!�N�&	�� �&% 	 ? �K������� <���12� ��� f C

8 < , ? �&�I	���� �U�&�!�R��+�0<��� 	 ? �R��I�Q�&�����)*N�# ���6���#	��*�&%7�����!1R�I	X� 	����&<���C ��g � �&%7	 ? �#1 �����Q�
� �0�&�
	���"������&� �!������C � ? �#� �&�!� 	 ? � ������&�*�&%-�!� 121B�>	��!��" ���#� ��	�����<I� �&12��< M 	 ? � �!�N�&	�� �&%�	 ? �
�����V�N<I��1B���&� f ¯

ISn

f = {R ∈ k[x1, . . . , xn] | (∀σ ∈ S) σ.R(Ω) = 0}
��<��	 ? �K������&�4�&% 	 ? � Ω P ���#� ��	�����<�� ¯

IΩ = {R ∈ k[x1, . . . , xn] | R(Ω) = 0} .

� ? ��� " ? �&�I	���� ��� I�#O���	����	�� 	 ? �#���K�0�&�
	���"������&����I�Q�&����C
� ? � �K�&������� M �����I� GΩ

��% Ω
? �&� � �#��<������<���6�&� %H������� g � ¯

GΩ = {σ ∈ Sn | (∀R ∈ IΩ) σ.R(Ω) = 0}.

��� � 3�	 0EAG7 AGD+0
D�� �c/">:7 ACi
�EFC/"><9 ��4B463k7:>@Aji > 35FG/ 7 AGD80E9
� 3
	 0cAS7 AGD80 ��C ��� � � �&��� <���12� �&� s �&% k[x1, . . . , xn]

��� ���&�� � QW*¤3¤%«QL ª+§ORbU1Nb¨XW@PZNb¤3§ ¦R¨ ��%
;E	X�&�

Sn
(s) = Sn

C
� ��� �!� 1B12�#	�����"*� �&��� <���12� �&��� ��������< M 	��R	 ? � ����Q�&� �&% �!� 1B12�#	�����"*���#� ��	�����<�� ISn

f
C �:�I	 f(x1)��� <��&	 �!� 121B�>	��!��" �&<I���������< M ��	�� 	 ? �K������&� ISn

f
C

� 3
	 0cAS7 AGD80 ��C � ��#S�>	 i ∈ N
C ;N�>	 ei := ei(x1, . . . , xn)

� 	 ? � i £ L �_«�¨V«�¤%«QP1L?¦Rª W QWb¤3¤%«QL ª�§OR K PZRQL §ON@P6N@P x1, . . . , xn
��� M ��O&��<��E� ¯

xn +

n∑

i=1

eix
n−i =

n∏

k=1

(x+ xk) .

.0��� s > 0 �0	 ? � RpNb¤�Ut¨V«QL¥«�QWb¤3¤%«QL ª+§OR  K PZRQL §ON@P � ��#<��&	��# ��� hi(x1, . . . , xs)
� ��� 	 ? ������1 �&% 	 ? �

12��<��&1B���&��� xi11 · · ·xiss ��% �� M ���#� i = i1 + · · · + is
�&<I h0(x1, . . . , xs) = 1 C

� 3�4 /"> � � ��� ? �2������12��<�	X�&�
� �!� 121B�>	��!��"R%H��<�">	�����<�� �&% 	 ? � ��� �&	�� �&%��=12��<���" ��<���O��&�!� ��	��
�����V�N<I��1B���&� g �&�!� �����=	��B�U��� M <����V	�� "�� � �2"#����<�	�� ¯

g(x) = xn − e1(Ωg)x
n−1 + · · · + (−1)nen(Ωg) .

w 	



� � � � ����	 � ��	�� � � ���
Ω � � 	�� � ��� ��� � � ��� ��� ��� � � 	 ��� � � � 	�� � ��� ��� �

� DH7n/ 7 AGD80 ��C ���7(9��<���	����E� Jf 	 ? �K������&� M �#<�������	��#6��� 	 ? � %H�������:g ��< M n �!� 1B12�#	�����" � ���V��P
<���12� ����� ¯

Jf = (e1 − e1(Ω), . . . , en − en(Ω)) .

� 3
	�0EAS7 ACD+0 ��C/&���� ? � n ������� <��&1B���&��� �����<�����E�=��<����">	�����<=�&� %H�������:g � ¯

fn(x) = f(x)

fi(x) = fi(x, xi+1, . . . , xn) =
fi+1(x) − fi+1(xi+1)

x− xi+1

%H��� 1 ≤ i ≤ n− 1

�&�!� "Q�&������ 	 ? � §SP1L «�ª U1Nb¨ ¦ML §SP �� K PZRQL §ON@P. C
� ? ����<�	�������������	���< M %H��<I"#	�����<�� �0��<�	��!�N��I"���=��� � 12�+*����<#H���#��^ � `S% �0����	����!% � ¯

fi(xi) ∈ k[xi, xi+1, . . . , xn]
�&<� �� M

xi
(fi(xi)) = i .

����� / > AG3k7 AG3�9
~5����� ���b���(����� �NC ��� � �H« �b¦Rª�§ «QLCWqN� ISn

f

§SP
k̂n

§V �R§��R«QP �\W �

V (ISn

f ) = {σ ◦ Ω | σ ∈ Sn} = Sn ◦ Ω ,# �NC �:%
L��H«

Sn

£ Nbª �J§SL N�
Ω
[ �  f §V� « U.¦Rª ¦��J¨V«'L��H«QP R\¦Rª © (V (ISn

f )) =
R\¦Rª ©

(Sn) = n!
[

~5������� � ;N�#	 W := {σ ◦ Ω | σ ∈ Sn} C
� � ? �QO�� f(x) = xn − e1(Ω)xn−1 + · · · +

(−1)nen(Ω) =
∏n

i=1(x−αi) C �
? ��< β ∈ W ��% �&<�U�&<����-��% ei(β)−ei(Ω) = 0 %H��� i ∈ [1, . . . , n] C8 < �&	 ? �#� g:�&���� � W = V (e1 − e1(Ω), . . . , en − en(Ω)) C � �U%H��� i ∈ [1, n] 	 ? �=� �&��� <���12� �&�

ei − ei(Ω) � �#����< M � 	��U	 ? ��������&� ISn

f
� V (ISn

f ) ⊂ W C�,:�&<EO&���!�����V� � 	X� ��� σ ∈ Sn
�&<� R ∈ ISn

f
l

g � ? � O&� R(σ ◦ Ω) = σ.R(Ω) = 0 �����=�����<���	�����< �&% ISn

f
C�� ? ��� W ⊂ V (ISn

f ) C �

~5����� ���b���(����� �NC � � � �H« �b¦Rª�§ «QLCW;§SP k̂n N�'L �H«E§ ©#«\¦R¨ N�JL �H«
Ω
£¥ª¬«�¨ ¦ML §ON@P.E§V �R§��R«QP �\W �

V (IΩ) = {σ ◦ Ω | σ ∈ GΩ} = GΩ ◦ Ω ,# �NC �M%
L��H«

GΩ
£ Nbª �J§SL N�

Ω
[ �  f §V7¦; « U.¦Rª ¦��J¨V« U1Nb¨XW@PZNb¤3§ ¦R¨ZL��H«QP6R\¦Rª\© (V (IΩ)) =

R\¦Rª\©
(GΩ)

[
~5������� � � � ��+�0<���	�����<=�&% GΩ

�"g:� ? �QO�� GΩ ◦ Ω ⊂ V (IΩ) C:,:�&<EO&���!�����V� ���&� ISn

f ⊂ IΩ
�

V (IΩ) = {σ ◦ Ω | (∀R ∈ IΩ) R(σ ◦ Ω) = 0} .
#S�#	 σ ∈ Sn

C � � �����<���	�����<B�&%/	 ? �K�K�&������� M ���&��� GΩ
�N��% (∀R ∈ IΩ) σ.R(Ω) = 0 	 ? �#< σ ∈ GΩ

C
� ? ��� V (IΩ) ⊂ GΩ ◦ Ω C

�
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f
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� ���!��1B� 	 ? ��	 	 ? ���!�N��	�� �&% 	 ? �K������� <��&1B���&� f �����K����
	���<�"#	 #H� C �&C f ��� �!���0�&���&�����:%>C
.0���4� ���&���"Q�&��������&���&% k[x1, . . . , xn]

� 	 ? �7� *I�I�����!������<�� �&%E	 ? �7" ? �&���&"#	����!���!	���"7�&<IK	 ? �71B��<���1B�&�
�����V�N<I��1B���&��� ��%7��<���&1B���!� ? ����12�$��< 5�<� (k[x1, . . . , xn]/I)

����� M ��O��#< ��< , ? �&�I	���� � C #S�#	 Θ ∈
k[x1, . . . , xn]

C � � 	 ? ��O��&�!���>	 � �&% 	 ? ��������&��� �&% Ω P �!������	�����<�� ��� GΩ ◦ Ω �0	 ? ��" ? �&���&"#	����!���!	���"��&<�
	 ? �:12��<I��1B�&��������� <���12� �����S�&%�	 ? �:�#<����12���!� ? ���!1 Θ̂ �&% k[x1, . . . , xn]/IΩ

�&��� �����!� �#"#	���O��#��� M �VO���<
��� ¯

CΘ,IΩ =
∏

σ∈GΩ

(T − σ.Θ(Ω))# �NC � %

MΘ,IΩ =
∏

ψ∈{σ.Θ(Ω)|σ∈GΩ

(T − ψ) =
∏

ψ∈GΩ?θ

(T − ψ)# �IC �&%

g ? ����� ? ���*	 ? � �&">	����&< ��% 	 ? �B���&������� M ���&��� GΩ
��< k(Ω) �&<I θ = Θ(Ω) C � ? �B������� <��&1B���&���

CΘ,IΩ
�&<� MΘ,IΩ

�������&< M 	�� k[T ] � �#"Q�&���!��	 ? � 1B� *N��1B�&� ����Q�&� IΩ ��� ���&I��"Q����# �!��� , ? �&�I	������&%>C
8 < 	 ? �K���&12�K1 �&<I<���� ¯

CΘ,ISn
Ω

=
∏

σ∈Sn

(T − σ.Θ(Ω))# �NC �k%

|P��
�
�� �NC ��� �  Θ
§V7¦$Utª+§�¤3§SL §��R«

GΩ
£¥§SP��b¦Rª+§ ¦MP1L�L��H«QP

Θ(Ω)
��«�¨ N@P �b L N

k
[

~5� ����� ��#S�#	 θ := Θ(Ω) C � � ? � � �&	 ? ���!��� CΘ,IΩ = (T − θ)
������� (GΩ) ∈ k[T ] C � � k ��� �

�����
%H��">	�������=	 ? � ����� �&% ��� �0<���� ? C
�

���� 350E3?> / 7:DH>@9<D�� ISn

f

/10E; ,./ �ci@- � 46D�; �cFCA
) ��"��&����	 ? � ? ���!	�������"Q�&� 	 ? ���&����1 �&%�,�����" ? � # ���#��^ � �5`S% ¯
�
	����P�(� 
 &IC ��� � �²¦ K R��5W � I Nb§SL F (x1, . . . , xn)

K P U1Nb¨XW PZYb¤%«	� RpN «�
 R�§ «QP1L��©�¦MP. R «QL
QWb¤�QL ª�§ � K « «QP ¨V«®
�b¦Rª+§ ¦��J¨V«® x1, . . . , xn

[��_N K ª���¨ §�¤3§SP «�ª xn, . . . , x1

©�¦MP. ¨V« U1Nb¨XW@PZYb¤%«
F �

§�¨
 K 
 L5©#«�©R§�� §V «�ª  K RpR®«®®�§��R«�¤%«QP1L F U.¦Rª�¨V«®�©R§��R«�ª® L «�ª+¤%«®7©#« ¨ ¦  K §SL¥«

f1(x1), f2(x2), . . . , fn(xn) ,
«QP RpN@P.�§ ©���ª ¦MP1L R��.¦�� K « fi RpNb¤3¤%« K P « nN@PZRQL §ON@P�©#« xi [  « ©#«�ª PH§ «�ª ª¬«®QL « N �\L¥«QP K  «�ª\¦ §SPH£
©�� UH«QPt©�¦MP1L�©#«

x1, . . . , xn
«QL9©5N@P1P «�ª\¦�¨ ¦ �b¦R¨V« K ª F (α1, . . . , αn)

«QP nN@PZRQL §ON@P ©#«®'RpN «�
 R�§ «QP1L  ©#«
f
[
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	 0cAS7 AGD80 &�C � ��� ? � �����V�N<I��1B���&��� f1(x1), f2(x2), . . . , fn(xn) = f(xn)

�&�!� "Q�&������ 	 ? �
�²¦ K R��5W;¤�NJ© K ¨ §�N�JL �H« U1Nb¨XW@PZNb¤3§ ¦R¨ f C

� 3�4 /"> � ��� � ? ��,��&�I" ? � 1B� ������ �����*���!��=%H���:���2"����#<�	 "���12���I	���	�����<��:��% �!���!����O&��<�	�� # �!���
, ? �&�I	��#���k%>C



� � � � ����	 � ��	�� � � ���
Ω � � 	�� � ��� ��� � � ��� ��� ��� � � 	 ��� � � � 	�� � ��� ��� �

|P��
�
�� &�C ����� Nbª 0 ≤ r < n �
L��H«

r
£ L � �²¦ K R��5W�¤�NJ© K ¨ K 7¦b®:N:R�§ ¦ML «\©��9§SL � f §V �R§��R«QP �\W �

fr(xr) =

r∑

i=0

(−1)iei(Ω)hr−i(xr, . . . , xn) .# &IC � %

� P=U.¦Rª L §OR K ¨ ¦Rª fn(xn) =
∑n

i=0(−1)iei(Ω)hn−i(xn) = f(xn)
¦MPt©

f1(x1) = h1(x1, . . . , xn) −
e1(Ω)

[
� 3546/ >�� � � ,��&�I" ? � M ��O��#� 	 ? � %H���!1R��� � %H�&� n = 4 C
8 <�1B� ��#��< 	��#��12� � ? �����!��1 &�C �K�����I<��� �&� %H�������:g � ¯
�
	�� ������
 &�C/&�� � �H«  «QLJN� �²¦ K R��5W ¤�NJ© K ¨ §n§V;¦ ª®«\© K R®«\© 	 ª�� �\P «�ª
�®¦b�§V<N� L��H« § ©#«\¦R¨ JfnNbª�¨V« �°§ORpN �Rª ¦QU��#§OR.Nbª ©#«�ª [
~5������� � � ? �:�!�#	'��%�,��&��" ? �-1B� ���������� � 	���� ��< M �����&�4���>	 ���V	/�N�������� � ���#���"��# � ������<I��� �0�&�����

%H����	 ? �$���+*N��"#� M ����� ? ��" �&����#� ��% 	 ? �9��I�Q�&� I �V	 M ��<��#����	����#C � � ,��&��" ? � %D� � ? �����!��1 Jf ⊂ I C�#S�#	��� 	 ? � M �#<����!��" � �&��� <���12� �&� F (x1, . . . , xn)(x) =
∏n

i=1(x−xi) = xn− e1x
n−1 + · · ·+(−1)nen�&<� �!�#	 ui := ei − ei(Ω) CU(9�#<��&	��U��� Fr(x1, . . . , xn)(x)

	 ? � r P 	 ? ��<E	����!� ������	���< M %H�I<�"#	�����< �&%
F (x1, . . . , xn)

C � � ? �QO�� Fr(xr) = Fr(x1, . . . , xn)(xr, . . . , xn) = 0 �&<I Fr(Ω)(xr, . . . , xn) =
fr(xr, . . . , xn)

C � � #S��121B� &�C � �

fr(xr, . . . , xn) = Fr(Ω)(xr, . . . , xn) − Fr(x1, . . . , xn)(xr, . . . , xn)

=
r∑

i=0

(−1)iuihr−i(xr, . . . , xn) ∈ Jf .

� ? �#< I ⊂ Jf �&<I�	 ? � 	 ? �#�����#1 ��� ���!� O��� C
�

�
	�� ������
 &�C  �  «QL Jf ��« L �H« § ©#«\¦R¨(©#«���P «\©%¦b7¦��QN��R«'L��H«QP
ISn

f =
√
J f¦MPt©

ISn

f = Jf
§  ¦MPt© N@PH¨XW § 

f
§V� « U.¦Rª ¦��J¨V«\[

�"� /14 �cFC3 &�C !�� #S�#	 f � � 	 ? � �!F ���&��� %H�!��� %H�&��1 �&% f C #S�#	 g(x) = x − 1 = f(x) g ��	 ?
f(x) = g(x)2 = x2 − 2x + 1 C � � ? �QO�� g(x1), g(x2) ∈

√
Jf C6;N�#	!	���< M u1 := x1 + x2 − 2

�&<� u2 = x1x2 − 1 � 	 ? �B����Q��� Jf ��� M �VO���< ��� Jf = (u1, u2)
�&<� �6�K� ����<��#�K�0�&������%H�&��	 ? �

��� *N��"�� M ���&� ? ��"��&����#� ��� (f(x2),
f(x1)−f(x2)

x1−x2
) = (f(x2), u1)

# �V	7����"#���Q���7	 ? ��	 f(x2) = −u2 +x2u1���2��< � �K� ����<��#�B���&�����p%>C � ? � ���#���">	����&< �&% g(x1)
��� 	 ? ��� �K� ����<��#� �0������� M ��O&��� ¯ g(x1) =

0.f(x2)+u1+(−x2+1) = u1+g(x2)
C'; ��<�"#� g(x2) 6= 0 ��	 ? �:�����V�N<I��1B���&� g(x1)

��� <��&	 ��<�"#������#
��< Jf � �&<������1B��� �&�!��� g(x2) 6∈ Jf C

� ��"#��<�"#������ 	 ? ��	 Jf 6= (u1, u2, g(x1), g(x2)) ⊂
√
Jf C

� ? ��� �+*I�&12����� M �VO��#�$� ? ��<�	 %H����	 ? � %H�������:g ��< M ����� �&% C
~5������� � � ? �R��I�Q�&� Jf ���$��<�"�������#6��<�	 ? �-������&� ISn

f
�!��<�"#� ��	�� M ��<��#����	������9�&���-�!� 1B12�#	�����"

���#� ��	�����<I��C � � ? �QO&�=�&���!� V (ISn

f ) ⊂ V (Jf) C �$�:g �����>	 β ∈ V (Jf) �'	
? �#<������ ��+�0<��V	����&< �&%

O��&�����#	������ � %H���*�&��� i ∈ [1, . . . , n] ei(β) − ei(Ω) = 0 C � � ��+�0<���	�����<6�&%:�#���#1B�#<E	��&�!���!� 121B�>	��!��"
%H��<�">	�����<�����g � ? �QO&� ∏n

i=1(x − βi) =
∏n

i=1(x − αi)
����	 ? ��	 β ∈ V (ISn

f ) C � � ? �QO&� ���!� O&��



� � ��	 ��� � � � � � ��� ��� ��� ����	 � � � � 	 ��� � � � 	 � � ��� ��� � � � 	 ��� � �

ISn

f =
√
J f

����"Q������� V (Jf) = V (ISn

f ) C � �.u � ��� ���&1B� P � ����� P � � �&�#� ? ��1 � � ? �#�����#1 �E����<�"�� Jf��<� ISn

f

? � O&��	 ? �K���&12�*O��&�����#	 � g �K���I	��&��< ¯
√
J f = (f(x1), . . . , f(xn)) + Jf = ISn

f .

� �:g � �&�!����12�-	 ? ��	 f ���$�2���#�0�&���&�����-� �&��� <���12� �&� C�� ? ��< f = f � ��<�6�V	9��� �!� �2"�����<�	*	��2���!� O&�
	 ? ��	 f(x1) ∈ Jf l 	 ? ���B���B	 ? �6"��&��� ��� � ? ���&����1 &�C/&�C ,:��<�O����!���#��� �$�&�!����12��	 ? ��	 f ���B<��&	
�!���0�����&�����&C � � �E<��:g 	 ? ��	:��% f ���:<I�&	��!���0�&���&����� g � ? �QO�� f(x1)

<��&	���< Jf �I�!��<�"#� �-	��!� �&< M ��� ���
� ���&��<���� ���&����� �&% Jf "#��<�	X�&��<�� f(xi)

�&<� f(x1)
�� ��� <��&	 ��VO ����#� f(xi)

%H��� �&��� i ∈ [1, n] C �

� 3�4 /"> � �"��� � ? �����!��1 &�C  M ��O��#�:�K����1B�I��� ���!�N�&%�	 ? ��	7	 ? � ���>	 {xk11 x
k2
2 · · ·xkn

n | 0 ≤ ki ≤
n − i} ���9� �0�&�����*�&%�	 ? � k P O���">	���� P �!�0�&"�� k[x1, . . . , xn]/Jf C

� "#	��0�&���V� ��	 ? �U12��<���12� ����� �&%7	 ? ���
�!�#	 �&�!�*	 ? �&���*	 ? ��	 �&�!�*��<���#� 	 ? � �
	X�&����"Q�����*�&%/	 ? � ��<��V	����&���712��<���12� �&���7�&%/	 ? ��,��&�I" ? � 1B� ������
# %H����	 ? �����+*N��"#� M ���&� ? ��"*����I���p%JC

��� � 35i&D+4 � D+9nAG7:ACD+0 D��_7 -�3�9 ��4B463k7:>@Aji > 35FG/ 7 AGD80E9VAC;E3?/1F
� ? ���!���!����	�� ��% 	 ? ��� �!��"#	�����<����!� O ���� %H����1 ^�� ` C
��� ��� � 35i&D+4 � D+9nAS7 ACD+0 D�� � /">@AC3k7 �

V (ISn

f ) �

; ��<�"#�R	 ? � ��I�Q�&�'��% Ω P ��������	�����<�� � IΩ �/��� �I����12�t#H��	K���91 � *N��1 �&� % ��	 ? �#< �V	��*O��&�����#	 � V (IΩ) ���
�����!�����"#�������&C � �K�����I� ���!��	 ? ��	 f ��� �!���0�����&�����&C

#S�>	 u1, . . . , un
� � n ��<��������<I���<�	 O&����� �������#� �&<�����>	 F (U,X) := (u1x1 + · · ·+ unxn)

C
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	 0cAS7 AGD80  NC ��� � ? �  K Pt©�¦R¤%«QP1L ¦R¨ nNbª+¤ 	V (T, U) �&% �RO��&�����#	 � V ��� ¯

	V (T, U) =
∏

β∈V

(T − F (U, β)) .

# �$�&	��*	 ? �K��<0�&��� M � ���#	 g ���#<6	 ? �*%H��<�0�&12��<�	��&� %H���!1 �&<�=	 ? � " ? �&����"#	��#�����!	���" � �&��� <���12� �&� C %
� ? ��< 	 ? � � �&��� <���12� �&� f ���7�!���0�&���&����� 	 ? � ���#������"#	���O&� %H��<I0�&12��<�	X�&��%H�&��12�7�&���!�N"#� ��	��� g ��	 ?

	 ? �K�!� 121B�>	�����" ���#� ��	�����<��:������&�S�&<� 	 ? � Ω P ���#� ��	�����<I��������&�S�&�!� M ��O&��<��E� ¯

	V (ISn
f

)(T, U) =
∏

σ∈Sn

(T − F (U, σ ◦ Ω)) �&<I#  C � %

ΨV (IΩ)(T, U) =
∏

σ∈GΩ

(T − F (U, σ ◦ Ω)) .#  C �&%

~5� �P���P�N���(��� �  NC � �  «QL τ1, . . . , τe ��«%¦�ª+§ ���5L�L ª\¦MP.��R«�ª¬J¦R¨�N�
Sn mod GΩ

[ �  f §V3 « Ut£
¦Rª ¦��J¨V«

�
L �H«QP L��H« `¦5RQL Nbª+§	� ¦ML §ON@PBN� L �H«  K Pt©�¦R¤%«QP1L ¦R¨ nNbª�¤ N�

V (ISn

f )
§SP1L�N%§�ª+ª¬«\© K R�§ �J¨V«�`¦5RQL Nbª®N��R«�ª

k
§V �R§��R«QP �\W �

	V (ISn
f

) =

e∏

i=1

ΨV (Iτi◦Ω
) ,



� � � � ����	 � ��	�� � � ���
Ω � � 	�� � ��� ��� � � ��� ��� ��� � � 	 ��� � � � 	�� � ��� ��� �

��N@P. «�� K «QP1L ¨XW � L��H«�©#«pRpNb¤�U1N �§SL §ON@P N� L �H« �b¦Rª+§ «QLCW V (ISn

f )
§SP1L N;§�ª�ª¬«\© K R�§ �J¨V« �b¦Rª+§ «QL § «®�§V��

V (ISn

f ) =
e⋃

i=1

V (Iτi◦Ω) .#  C �k%

~5������� � ;N�#	 PΩ := ΨV (IΩ)
C .0���9�&��� τ ∈ Sn

�8g � ? �QO�� τGτ◦Ω = GΩτ
C � ? �R��+�0<��V	����&< �&%

%H��<���&1B�#<�	X�&� %H�&��1 ��<� #S�#1B1B� &�C �U��1B�I��� ¯

Pτ◦Ω =
∏

σ∈Gτ◦Ω

(T − F (U, τσ ◦ Ω)) =
∏

σ∈τ−1GΩτ

(T − F (U, τσ ◦ Ω)) ,

=
∏

τσ∈GΩτ ,σ∈Sn

(T − F (U, τσ ◦ Ω)) =
∏

c∈GΩτ

(T − F (U, c ◦ Ω)) .

� ? � %H��<���&1B�#<�	X�&�4%H���!1 Pτ◦Ω
��� �����!����I"����I���*� O��#� k �!��<�"#�K�Q�&" ? ������&� Iτ◦Ω ��� �I����12�&C

� �������">	 ����� �&% �&% 	 ? �K��#"���12� �&����	�����< �&% V (ISn

f ) ����	 ? � %H�������:g ��< Mg¯
e⋃

i=1

V (Iτi◦Ω) =

e⋃

i=1

{τiσ ◦ Ω | σ ∈ τ−1
i GΩτi}

=

e⋃

i=1

{τiσ ◦ Ω | τiσ ∈ GΩτi} = V (ISn

f ) .

�

��� ��� � 35i&D+4 � D+9nAG7:ACD+0
D�� 7 -�3 AC;E3?/1F
ISn

f
�

� ? � M ��<I������� ���!�������!	����#�:���!�� ��<B	 ? ��� ����">	�����< "��&< ���$%H����<I ��<2	 ? �$� � � �U�&%S� CI;I�&1R���#���&<�
�RC��4�&�!��� �E��#H���#��^�����`/, ? �&�4C78�8!8 ;N�#"#	�����< �"�k%JC

#S�#	 τ1, . . . , τe � ���U��� M ? 	 	����&<��!O&���!���&�/�&%
Sn mod GΩ

C
� ? �#< �����-� ���V� <���12� �&� f ��� �!�����&���&�I��� � ��	-����"������&�-	 ? ��	-	 ? � e 1 � *N��1 �&������Q����� Iτi◦Ω �&�!�

����!	���<�"#	 #H����<�"�� 	 ? �#��� O��&�����#	��������&�!� ���� �!����<�	 % ��<�+	 ? ��< 	 ? � ���>	 A = {Iτ1◦Ω, . . . , Iτe◦Ω} ���
�0�&��� g �����*"#��1 ��*I��1 ��� # �!����(9�+�0<���	�����< ��C �-, ? �&�I	���� �&%>C

(9�#"���12�������V	����&<�#  C �k% �&% 	 ? � O&�������>	 � V (ISn

f ) ��<�	�� ���!����I��"��������=O��&�����#	������ M ��O&��� 	 ? � ���!���JP
���"#������� ������1 ���!�B���"#��1B�����!��	�����< �&% 	 ? ������Q��� ISn

f

¯

ISn

f =

e⋂

i=1

Iτi◦Ω .#  C &?%

# � ? �-% �&">	9	 ? ��	9���&" ? Iτi◦Ω ��� ������1B� M �VO��#�*� <��Qg ����� �&%'	 ? ��	 ISn

f
�#F ���&���$��	�� �������"��&� C(% � �9	 ? �

���>	 A ��� �0�&��� g ���!� 1 � *N��1 �&� �E����#<E	���	 � #  NC/&?%:����"��&1B�#�

ISn

f =

e∏

i=1

Iτi◦Ω
#  C  &%



� � ��	
��	 ��� ������� ��� ����	 � � 	�� �
IΩ
���

Ω � � 	�� � ��� ��� � � �
��<��%H�&� �&��� l ∈ N

	 ? �K���>	 {I lτ1◦Ω, Iτ2◦Ω . . . , Iτe◦Ω}
��� �&�����U�0�&��� g ����� "��&1 � *N��1 �&� �&<�=	 ? ��< I lτ1◦Ω���9"#��1 ��*I��1 ����g �V	 ? ⋂e

i=2 Iτi◦Ω
��<��g ��	 ? ∏e

i=2 Iτi◦Ω
C<# 
$�#��� 	 ? �U<��&	���	�����< I l ��� 	 ? �R�
	X�&<I0�&��

<I�&	X��	�����< %H�&� � ���:g:�#�$��%'�&<=����Q�&� I C(%

��� � 350�3?>@/�7:DH> 9VD��_7 -E3=Aj;�3?/1F IΩ D��
Ω �
> 35FC/�7 ACD+0E9

#S�>	 Ω = (α1, . . . , αn) ∈ k̂n "#��<�	X�&��<���< M 	 ? � n ��� �&	�� �&% 	 ? ���I<���O��&�!� ��	��*� �&��� <���12� �&� f C

��� ����� /1iM7nD+>@A��?Aj0�2 Aj0 9 �ciki&359n9\A �+3=3 � 7n3�0E9nAGD+0c9 �
� ? ��� ���#"#	�����< � ���#	�" ? ����	 ? � �&� M ���!��	 ? 1 I����"#����� �# ��< ^����k`�# , ? �&�I	��#� 8�8!8 %*�&<� ��< ^ � `�g ? ��" ?

"#��12���I	��#� %H����	 ? �K����Q�&� IΩ �2� �����I<���� �0������� %H����	 ? �K��� *I��"�� M ���&� ? ��"*���!����#C
� � ���I��� �&���K	 ? ��	 	 ? �K� ���V� <���12� �&� f ��� �!���0�&���&�����<# ��	�� ��� �&	�� �����K����
	���<�"#	p%>C
,:�&<����������	 ? � %H������� g ��< M �!��"�"#�����!��O&�R�+* 	��#<�������<�� �0�#���� �&% k ¯

k, kn := k(αn), kn−1 := k(αn−1, αn), . . . , k1 := k(α1, . . . , αn)
C

� � g ����� ��+�0<�������"#�����!��O&����� 	 ? �K������� <���12� �����

gn(xn), gn−1(xn−1, xn), . . . , g1(x1, . . . , xn)

��������< M ��< M 	�� 	 ? �-�!��< M k[x1, . . . , xn]
C #/�>	 gn �&<����!����I��"��������*% �&">	���� � O��#� k �&% 	 ? �K������� <���12� ���

f �!��" ? 	 ? ��	 gn(αn) = o C � ? � � ���V� <���12� �&� gn(xn) ���9"Q�&������ 	 ? � �²ª¬QL� K Pt©�¦R¤%«QP1L ¦R¨�¤�NJ© K ¨ K N�JL �H« U1Nb¨XW@PZNb¤3§ ¦R¨
f C�� ? �������� kn ��� k P ������12����� ? ��" 	��U	 ? � ������ k[x]/(gn(x)) C � �:g �0�����������!�	 ? ��	 %H��� �!��12� i ∈ [1, n− 1]

¯
�:% 	 ? �K������� <���12� ����� gn(xn), . . . , gi+1(xi+1, . . . , xn)

�&��� �E<��:g <�l
�M% 	 ? � �0�#�� k[xi+1, . . . , xn]/(gi+1, . . . , gn)

��� k P �����&1B���!� ? ��"9	��U	 ? �������� ki+1
�&<�

�&% gj(αj, . . . , αn) = 0 %H�&� �Q�&" ? j ∈ [i+ 1, n] C

#S�>	 gi(x, αi+1, . . . , αn)
� �$	 ? � ������� <��&1B���&�1g ? ��" ? �����&<=�����!����I"����I���$% ��"#	��&���&%/	 ? � �����V�N<I��P

12� ��� f(x) � O���� ki+1[x]
����" ? 	 ? ��	 αi ��� ��<I����% �V	�� ��� �&	���C � ? ��� �&��� <���12� �&�

gi(xi, xi+1, . . . , xn)

���9"��&������6	 ? � i £ L��  K Pt©�¦R¤%«QP1L ¦R¨�¤�NJ© K ¨ K bN�.L��H«�U1Nb¨XW@PZNb¤3§ ¦R¨ f C � ? � ������ ki ��� k P ���!��1B�&��� ? ��"
	��U	 ? �KFE���&	�����<�	 ����< M � k[xi, . . . , xn]/(gi, . . . , gn) C

.0��� i ∈ [2, n + 1] � αi−1
��� � ki P �I����12��	���O&� �����#1B�#<�	 �&%*	 ? � ������ ki−1

�&<� �V	��21B��<���1B�&�
�����V�N<I��1B���&��� O&��� ki ����	

? �������V�N<I��1B���&� gi−1(x, αi, . . . , αn)
C

� 3�4 /"> � ���
� � � �!�N�&< �&� �&���'% �&">	����!�R�&�!� ����<����&���S	 ? � ��<I���"#	���O&� 12�#	 ? �N %H���-"#��12���I	���< M
	 ? � %H��<�0��1B�#<E	��&�S12�N��I������"��&<�� � �
	��������� C

� ? �$% �&">	����!� Q� 	����&<��7�&%S	 ? �$� �&��� <���12� �&� f � O��#�:	 ? ���0�#���� ki "Q�&< ���9�!�������&"��# ���B	 ? �9�&<��9�&%
	 ? ����<E	����!� ������	���< M %H��<�">	����&<�� fn(xn), . . . , f1(x1, . . . , xn)

# �!��� (9�+�0<��V	����&< ��C/&?%/� O&���'	 ? �:FE���&	�����<�	
�!��< M � k[xi, . . . , xn]/(gi, . . . , gn) C'8 <=^ � ` �&<2� �2"�����<�	 �&� M �����V	 ? 1 %H���'	 ? ���'% �&">	����!� Q� 	����&<��'��� M ��O��#<4C



� � � � ����	 � ��	�� � � ���
Ω � � 	�� � ��� ��� � � ��� ��� ��� � � 	 ��� � � � 	�� � ��� ��� �

�
	�� ������
 !IC ��� � �H«� «QL N� L��H«  K Pt©�¦R¤%«QP1L ¦R¨¸¤�NJ© K ¨ § {g1(x1, . . . , xn), . . . , gn(xn)}
§V ¦

ª¬«\© K R®«\© 	 ª�� �\P «�ª��®¦b�§V nNbª L��H« ¨V« �°§ORpN �Rª ¦QU��#§OR Nbª ©#«�ª�N� L��H« § ©#«\¦R¨+N�5ª¬«�¨ ¦ML §ON@P. IΩ [ � P$U.¦Rª L §OR K ¨ ¦Rª ��¸« �.¦ �R«��
k(α1, . . . , αn) ∼= k[x1, . . . , xn]/(g1, . . . , gn) .

~5������� �������b^ �"` C
�

� �P�����S�K����� !IC � � R\¦Rª © (GΩ) =
∏n

i=1

©#« �
xi

(gi)
[

~5������� � �:��"��&������"Q���� (GΩ) = "Q���� (V (IΩ)) C �

��� ��� , D+4 � ��7:/�7 ACD+0 D��_/ 2+350�3?>@/�7 Aj0�2B9 ��9 7:354 D���7 -�3�AC;�35/"F�D��
Ω �
> 35FC/ 7:ACD+0E9 �

. �&">	����!� Q� 	����&<�� ��< �+* 	��#<�������< �0�#���� �&���2O����
� � *N� �#<����VO�� ����"��&�����B	 ? �B�� M �!���#�R�������<I ��<
	 ? � "Q�&�!���<0������	 �B�&%/	 ? � �K�&������� M �����I� GΩ

�&% 	 ? � ������� <���12� ��� f C�8 	 ��� ���!�#%H�����&�����*	�� ��#	����!1B��<��
GΩ

�&<� "#��12���I	��$����" ? � �K� ����<��#� ���&�����:���!��< M-M ��<��#����	���< M �!� �!	���1 �&%S	 ? �9��I�Q�&� �&% Ω P ���#� ��	�����<��
IΩ

M �VO���<���� 	 ? �K%H�&�����:g ��< M 	 ? �����!��1 ¯
�
	�� ������
 !IC ��� � � ªQPt¦ K ©R§��®�£ � ��� �  «QL Ω

��«;¦MP Nbª ©#«�ª®«\©� «QL�N��ªsN:N@L��N�3¦  « U.¦Rª ¦��J¨V« K PH§�£
�b¦Rª+§ ¦ML «_U1Nb¨XW@PZNb¤3§ ¦R¨

f
N�
k[x]

[  «QL GΩ

��« L �H« 	 ¦R¨ Nb§V �RªsN K U N�
Ω
¦MPt©�¨V«QL

τ1 . . . τe
��« ¦�ª+§ ���5L

L ª\¦MP.��R«�ª¬J¦R¨cN�
Sn mod GΩ

[ I «QL J :=
⋃e
i=2 Iτi◦Ω

¦MPt©�¨V«QL
g ∈ IΩ\J

[�� �H«QP
IΩ = ISn

Ω + < g > ,

= < f1, . . . , fn, g > .
���H«�ª¬«

f1, . . . , fn
¦Rª¬«'L �H« �²¦ K R��5W;¤�NJ© K ¨ §�N� f [

~5������� ��# ���#� ^ � `S% � � �0�!�!	$����� O&��	 ? ��	 	 ? � O��&�����#	������ �&�!�K��FE�0�&� ¯ 8 	 ��� "#���Q��� 	 ? ��	 V (IΩ) ⊂
V (ISn

Ω + < g >) C�#S�>	 β ∈ V (ISn

Ω + < g >) lZg � ? �QO�� β = τ ◦ Ω �&<� ��� g(τ ◦ Ω) = 0 � 	 ? �������� <���12� ��� g O&��<���� ? ����� O��#�'�Q��" ? �����!�����"#������� O��&�!���>	 � V (Iτ◦Ω) ���9	 ? ��	 g ∈ Iτ◦Ω = I(V (Iτ◦Ω)) C
� �$	 ? ��" ? �&��"�����% g g � ? � O&� Iτ◦Ω = IΩ

��� 	 ? ��	 τ ∈ GΩ
C � �4	 ? ��O��&�����#	������ �&% IΩ �&<� ISn

Ω + < g >�&�!� ��FE�0�&� �&<� 	 ? �K����< M k[x1, . . . , xn]
��� �$� �#	 ? �������&< 	 ? �#<�	 ? ���!�K�+*N���
	�� l ∈ N

����" ? 	 ? � 	

I lΩ ⊂ ISn

Ω + < g >⊂ IΩ .
�$�:g �!��<�"#� J �&<I I lΩ �&�!� "��&1 � *N��1 �&��#H���#� ;N��">	�����<  NC �&% � 	 ? ����� �+*N���
	 u ∈ I lΩ

�&<� v ∈ J ����" ?
	 ? ��	 u+v = 1 C'.0��� x ∈ I lΩ

g:� ? �QO&� x = xu+xv ��	 ? � � ���V� <���12� �&� xu ���'��< I lΩ ⊂ ISn

Ω + < g >
�&<� xv ∈ IΩJ =

∏e
i=1 Iτi◦Ω =

⋂e
i=1 Iτi◦Ω = ISn

f ⊂ ISn

Ω + g # ���#� 5�FE�0�&����	 � #  NC  &% %JC
�

�"� /14 �cFC3 !NC &�� #S�>	 ΘGΩ
∈ k[x1, . . . , xn]

�!��" ? 	 ? ��	 ; 	X���
Sn

(ΘGΩ
) = GΩ

# � CD��C�� ���!��12��	���O��
GΩ

P ��<�O��&�!� �&<�	 %JC$;N�#	 θ := ΘGΩ
(Ω) l ��� #S��121 � �IC �-	 ? � �&� M �#��������"K<E��1R����� θ � �#����< M � 	�� k C$8 %

ΘGΩ

O����!��% � GΩ = {σ ∈ Sn) | σ.ΘGΩ
(Ω) = θ} # � CD��C ΘGΩ

���:���#�0�&���&�����n%>C 	 ? ��< 	 ? �9�����V�N<I��1B���&�
RGΩ

= ΘGΩ
− θ ∈ k[x1, . . . , xn]

��� "���<�O&��<�����<�	$%H�&� � ? �����!��1 !IC �IC
8 < , ? �&�I	�����! 	 ? ��� �!�����I��	 ��� M �#<������&������� 	��B�>O����
��������&� ILΩ g ? ���!� L ��� � �!��� M �!�������&% 	 ? �

�!� 121B�>	��!��" M ���&���
Sn

C 3��&��� �I����"#���!����� � , ? �&�I	���� !2����!"��!�������*��<6��<I���"#	���O&�-12�#	 ? �N�����!� M <I��
	�� "#��1B�I�I	��K� M ��<I����� 	���< M �!� �!	���1 �&% IΩ ��	

? ������Q���4�&% Ω P ���#� ��	�����<I��C



, 
 � � � 57)  

� � ���� 
 	�� � � � ��� � 


� � g ����� �!�����������2��< �&��� 	 ? ��� " ? ���I	��#�K	 ? ��	 	 ? � � ���V� <���12� �&� f ��� �!���0�����&����� # �V	�� ��� �&	��K�&���
���&��� g ����� I���!	���<�">	 %JC � �K�!�#	

f :=
n∏

i=1

(x− αi) ∈ k[x] g ? ���!� αi ∈ k̂

��<� Ω := (α1, . . . , αn) ∈ k̂n C

��� � 35i&/1FCFj9 /�� D���7 AC;�35/"Fj9V/10E;�2H>@D���� 9
� � ���#"Q�&���S����12� <��&	���	�����<�� ��<���!���!����	�� �I��� O �����< M %H����1 �����>ON������� " ? �&�N	����!��C
� ? ������Q���4�&% Ω P ���#� ��	�����<I����� ¯

IΩ = {R ∈ k[x1, . . . , xn] | R(Ω) = 0}
��<��	 ? �-����������� M �!�����=�&% Ω � O��#� k ��� ¯

GΩ = {σ ∈ Sn | σ(IΩ) = IΩ} .

���I	 X = (x1, . . . , xn)
C � ? �*��������	!	���< M �0�#�� k(Ω) �&%S	 ? �9������� <���12� ��� f ��� k P �����&1B���!� ? ��"�	�� 	 ? �

FE����	����#<�	$�!��< M k[X]/IΩ
��� 	 ? �K%H�&�����:g ��< M k P ���!��1B�&��� ? ����1 # �!���-;N��">	�����< �B, ? ���I	��#� �:% ¯

Φ : k[X]/IΩ −→ k(Ω)
P 7→ P (Ω) .

� ? �R�K�&���&��� M ������� GΩ
�&">	�� % �&�V	 ? %H�������2��< k(Ω)

¯

GΩ × k(Ω) −→ k(Ω)

(σ, p) 7→ σ ? p := (σ.P )(Ω) ,

g ? ����� P = Φ−1(p) C
� ? �KO��&�!���>	 � �&% 	 ? �K1B� *N��1B�&� ����Q��� IΩ ��� M �VO��#<���� ¯

V (IΩ) = GΩ ◦ Ω �&<�
"Q���� (V (IΩ)) = "��&�� (GΩ)

����"��&���!��	 ? �K� ���V� <���12� �&� f ��� �!���0�&���&�����&C
� �



��� � � � � 	�� � ��� � � ��� ��� � �
#S�#	 Θ ∈ k[X] �&<� θ = Θ(Ω) C � ? � " ? �&���&">	��#�����
	���"-��<�612��<���1 ��� ������� <���12� ������������� "�����	��#

g ��	 ? Θ ��< k[X]/IΩ
�&<����< k[X]/ISn

Ω
�&�!�K	 ? � %H�������:g ��< M � ���V� <���12� �&���:�&% k[T ]

¯

CΘ,IΩ =
∏

σ∈GΩ

(T − σ.Θ(Ω)) ,# ��C � %

MΘ,IΩ =
∏

ψ∈{σ.Θ(Ω)|σ∈GΩ}

(T − ψ) =
∏

ψ∈GΩ?θ

(T − ψ) �&<�# ��C �M%

CΘ,ISn
Ω

=
∏

σ∈Sigman

(T − σ.Θ(Ω)) .# ��C �k%

� � � FG2+3>�E> /1Ajit0��E4�� 3?> 9
� 3546/ >�� ��� � 8 % K ���B� �0�#�� �&<I L ���B���0<��V	��6�&� M �#��������"=�+* 	��#<�������< �&% K ��	 ? ��< L ���

��<I"����I���2��<2	 ? ���0���� K(Ωg)
�?g ? ���!� g ���7	 ? �9�����V�N<I��1B���&�I� O&��� K �&%S��1B�&��������I� M �!���9�!��" ? 	 ? ��	

	 ? � M �#<�������	����!�*�&% L � O���� K �&��� 	 ? � �!�N��	��9��% g C � ? ���Jg �R"Q�&< � *N� ���!� 	 ? �R�!	��&<�0�&�! ���#�����V	��
� O��#�9	 ? � �0������*���!��< M 	 ? � �0������9���#	 g ���#< k �&<� k(Ω) C*3����!��� O��#���S�&� k ���$� �����
%H��"#	 �0������ �����
�0<��V	�� � *N	���<��!����<I�$�&% k �&�!���!���0�����&�����&C

� 3
	�0EAS7 ACD+0 �NC ��� #S�>	 θ ∈ k(Ω) C�� ? � ¤3§SPH§�¤;¦R¨�U1Nb¨XW@PZNb¤3§ ¦R¨cN� θ N��R«�ª k ����	 ? �K���!����I��"��������
12��<���" ��<I��O��&������	�� ������� <��&1B���&�I� O��#� k ? �QON��< M θ �&�:�!�N��	QC � ? ��� �����V�N<I��1B���&� g �����0���9��#<��&	��# ���
3���<

θ,k
C � ? ���!�N��	�� �&%'3���<

θ,k
�&��� "��&������ 	 ? � RpN@P�� K ��¦ML «®.N� θ N��R«�ª k C

|P��
�
�� �NC � �  «QL g ∈ k[x]
¦MPt©

θ
��« ¦�ªsN:N@L�N�

g
§SP
k̂
[ � �H«QP L��H«�¤3§SPH§�¤;¦R¨ U1Nb¨XW PZNb¤3§ ¦R¨cN�

θ
N��R«�ª

k
§V�¦�`¦5RQL NbªVN�JL �H« U1Nb¨XW@PZNb¤3§ ¦R¨

g
[

~5������� �7(9��<���	�� ��� m 	 ? � 12��<���1 ����� ���V� <���12� �&�E�&% θ � O&��� k C #S�>	 h ����	 ? �:1B��<I��"�������� <�� P
12� �&�0�&% �!1 �&�����#� I� M �!��� ? �QO ��< M θ �&���!�N�&	�C � ? �#��� � *I���!	�	 g �U������� <���12� ����� q �&<� r �&% k[x] ���I" ?	 ? ��	 m = hq+r g ��	 ? �� M (r) < �� M (h) C � ? � ������� <���12� ��� r �#FE�0�&��� #���!�-����"��&����� r(θ) = 0 C � �
m ��� ���!���#���"��������K� O��#� k ����	$��FE�0����� h C �$�:g ����% g ∈ k[x] ���I" ? 	 ? ��	 g(θ) = 0 	 ? ��<6	 ? � I� M �!���
�&% 	 ? �2������� <���12� ��� m ��� ���#���K	 ? �&< 	 ? �B��<I�2��% g C � ? ��� g = qm + r g ? ���!� q, r ∈ k[x] �&<�
�� M (r) < �� M (m) C � � r(θ) = 0 ��<��	 ? �K�� M �����K�&% m ��� 1B��<���1B�&� 	 ? �#< r = 0 C �

� 3
	�0EAS7 ACD+0 �NC ��� #S�#	 F ��� �&< �&� M �#��������"2�+* 	��#<�������< �&% k C � < ��� M �#�����&��"B<E��1 � �#� θ ��� �
k
£ Utª+§�¤3§SL §��R« «�¨V«�¤%«QP1L N�

F �V% F = k(θ) C
|P��
�
�� �NC/&�� � P�¦R¨ �#« �Jª ¦R§OR P K ¤���«�ª θ N��R«�ª k J¦ML §V��5«®��

k[θ] = k(θ) ∼= k[x]/( � §SP θ,k(x)) .# �NC �:%
~5������� ��#/�>	 m ∈ k[x] ��� 	 ? �$1B��<���1B�&�I�����V�N<I��1B���&�I��% θ � O&��� k C � ? �9�I����<I"������&�0������&� (m)����	 ? � �&�#��<��#� ��% 	 ? �K����� �!��"#	���O&� k P 12����� ? ����1 ¯

k[x] −→ k[θ]

P 7→ P (θ)
�&<���&� (m) ��� ���!��<�"#���0�&� ��	 ��� 1 � *N��1 �&����< k[x] �&<� k[x]/(m) ��� � ������ C

�



� � � � � ��� ��� � �	� ��� � � � ��� � � 	
|P��
�
�� �NC  �  «QL θ ∈ k(Ω)

[ � �H«3©#« �Rª¬«®«bN�.L �H« ¤3§SPH§�¤;¦R¨"U1Nb¨XW PZNb¤3§ ¦R¨ N�
θ
N��R«�ª

k
«�� K ¦R¨ 

©R§�¤
kk(θ)

[
~5� ����� ��#S�#	 d � � 	 ? � �� M ����� �&%�	 ? � 12��<I��1B�&��������� <���12� ���&�&% θ � O���� k C � ? ��< 1, x, . . . , xd−1

��� � k P O&��">	���� ���0��"��K�0�&�!��� �&% k[x]/( 3���<
θ,k(x))

C
�

����� AC0cAC46/1F � D+F ��0�D+4BAG/1Fj9
� � � ? �:g 	 ? ��	K	 ? �212��<���1 �&� ������� <���12� ��� �&%��&< ��� M �#�����&��"U<E��1R����� β �&% k(Ω) � O��#� k "���P

��<�"�������$g ��	 ? 	 ? � 1B��<���1B�&�'������� <��&1B���&���&% 	 ? � ��<I���12����� ? ����1 ��< 5�<� (k[X ]/IΩ) �&���!�N"#� ��	���
g �V	 ? 	 ? ����1 � M �*�&% β ��� Φ−1 C

~5� �P���P�N���(��� � �NC ��� ��¦���« α ¦�ªsN:N@LbN� L��H«bU1Nb¨XW@PZNb¤3§ ¦R¨
f
¦MPt©�RpN@P.�§ ©#«�ª

g
§SL��¤3§SPH§�¤;¦R¨

U1Nb¨XW@PZNb¤3§ ¦R¨ N��R«�ª
k
[ I «QL I := {i ∈ [1, . . . , n] | αi = α} [ � �H«QP

�
nNbª «\¦5R��

i ∈ I �
L��H«

U1Nb¨XW@PZNb¤3§ ¦R¨
g
§V L��H«7�� K ¦Rª¬« +ª¬«®«�nNbª+¤ N�$L��H«bR��.¦Rª ¦5RQL¥«�ª+§VQL §OR_U1Nb¨XW@PZNb¤3§ ¦R¨

Cxi,IΩ

[��7«QPZR®«.L��H«�ª®«
« �°§VQL�

m ∈ N
 K R�� L �.¦ML

g(t)m = Cxi,IΩ

¦
nd# �IC � %

g(t) =
∏

β∈{ασ(i)|σ∈GΩ}

(t− β) .# �IC �&%

�  f §V §�ª+ª¬«\© K R�§ �J¨V« � L �H«QP g = f
¦MPt©�L �H«�§SP1L « �#«�ª

m
«�� K ¦R¨  R\¦Rª © (GΩ)/n

[
~5� ����� � � � �&� i ∈ I C ;N��<�"#� Cxi,IΩ

���R� ������� <���12� ����� O&��� k �&<� ? �&� αi �&�R�6��� �&	t# GΩ"#��<�	X�&��<��K	 ? �B����#<E	���	 � % � 	 ? �B1B��<���1B�&� � ���V� <���12� �&� g �&% αi ��� �=% �&"#	����-��% Cxi,IΩ
C�, ? � ���!� �&<

�&����#�9�&%�	 ? � �!�N�&	��$�!��" ? 	 ? � 	 Ωg ⊂ ΩCxi,IΩ
= (ασ(i) | σ ∈ GΩ) C � � g ��� ���!����I��"��������-�&<� k

���$�����
%H��">	9	 ? � ��� �&	��$�&% g �&��������
	���<�"#	�C9; �#	�	���< M ĝ(x1, . . . , xn) := g(xi)
g:� ? �QO�� ĝ(Ω) = 0 ⇒

(∀σ ∈ GΩ) (σ.ĝ)(Ω) = g(ασ(i)) = 0 � ��� ��+�0<���	�����< �&%:	 ? � �K�&������� M ������� GΩ
C � ? ���-���!� O����

	 ? ��	 	 ? �$���>	 {ασ(i) | σ ∈ GΩ} ��� �-���I�����>	 �&%4	 ? �9����!	���<�">	:�!�N�&	�� ��% g �&<�2	 ? �#���#%H�&���9�#FE�0�&��� 	 ? �
�!�#	 �&% 	 ? �K�!�N�&	�� �&% g C �

� 3�4 /"> � �"��� #S�>	 gi � � 	 ? � �����!�����"#��������% �&"#	����7�&% f ? � O ��< M αi ��� �K��� �&	�C � ? � � �&��� <���12� �&�
gi(xi)

�������&< M �*	�� 	 ? � ������&� IΩ ����<�"�� gi(αi) = gi(xi)(Ω) = 0 �&<� ��� 	 ? � u � ��� ���&1B��� �$�&����P
� � ����� ? ��1B�)%D��� ? �#�����#1 # �!��� , ? �&�I	������&% � gi(xi) ∈ IΩ

��1B�������#� IΩ =
√
IΩ

��<� gi = Mxi,IΩ
C

3������ M �#<������&���V� � g � ? �QO��
�
	����P�(� 
 �IC � �� «QL Θ ∈ k[x1, . . . , xn]

¦MPt©
θ = Θ(Ω) ∈ k̂

[ � �H«QP

MΘ,IΩ = � §SP θ,k
:N<L��.¦ML

� §SP θ,k =
∏

ψ∈{Θ(σ◦Ω) | σ∈GΩ}

(T − ψ) =
∏

ψ∈GΩ?θ

(T − ψ) .



� � � � � � 	�� � ��� � � ��� ��� � �
~5������� � ;N��<�"#� θ ��� �R�!�N��	����&% MΘ,IΩ

�I	 ? � ���>	 �&%/	 ? � �!�N�&	����&%/	 ? � �����!����I"����I���9�����V�N<I��1B���&�
3���<

k,θ
���*� �!�����!�#	K�&%�	 ? �R���>	K�&%�	 ? �R��� �&	��$�&% MΘ,IΩ

g ? ��" ? ��� {Θ(σ ◦ Ω) | σ ∈ GΩ} C � � g���>	 P := 3���<
θ,k(Θ) C � � ? �QO�� P (Ω) = 3���<

θ,k(Θ(Ω)) = 0 �&<� 	 ? ��<��S��� ��+�0<��V	����&< �&% GΩ
�

# ∀σ ∈ GΩ
% 0 = σ.P (Ω) = 3���<

θ,k(Θ(σ ◦ Ω)) C 
 ��<�"#�q# ∀σ ∈ GΩ
% σ.Θ(Ω) ��� �B�!�N�&	 ��%73���<

θ,k����	 ? � 	�	 ? � �!�#	-�&% �!�N�&	��K�&% 3���<
θ,k

��� {Θ(σ ◦ Ω) | σ ∈ GΩ} C
� ��	 ? �2��� �&	����&% MΘ,IΩ

�&�!�
����!	���<�"#	��N	 ? � 	 ? �#�����#1 ��� ���!� O&��4C

�

� �P�����S�K����� �IC ���  «QL θ ��«�¦MP�¦R¨ �#« �Jª ¦R§OR'P K ¤���«�ª.N��R«�ª k [�� �H«QP
©#« � � � §SP θ,k) =

R\¦Rª ©
(GΩ ? θ) .

|P��
�
�� �IC/&��  «QL θ ∈ k(Ω)
¦MPt©

Θ = Φ−1(θ) ∈ k[x1, . . . , xn]/IΩ
� L �H«QP θ = Θ(Ω))

[ � �H«
 «QL N�.RpN@P�� K ��¦ML¥«® N� θ N��R«�ª k «�� K ¦R¨ 'L �H«� «QL {σ.Θ(Ω) | σ ∈ GΩ}

[
~5������� � ;N��� � ? ���&����1 �NC �NC

�

��� � >@AC4BAG7:A �+3 35FG3�4 3�0+7V7 -E3?DH> 354
�
	�� ������
 &�C ���  «QL K ��«�¦ �5«�¨ © ¦MPt©%¨V«QL

L
��«�¦� « U.¦Rª ¦��J¨V« ��PH§SL¥«3« �&L «QP.�§ON@P6N�

K
[�� �H«QP

L��H«�ª®«�« �°§VQL 
θ ∈ K

 K R��tL��.¦ML L = K[θ]
[

~5������� �7. ���!�!	-�����������!� 	 ? ��	�	 ? � �0���� K ��� �0<��V	���C ;N��	 ? ��	 L ���R� �0<��V	�� ������ �&<� 	 ? �
1R���V	���������"Q��	���O�� M ������� L∗ ��� ">�N"#����"&C � <�� M ��<I����� 	����R��% L∗ ���R� K P ������1B�V	��VO�� ������12��<�	U�&% 	 ? �
�+* 	���<��!����< L �&% K C

� � g � �����������!� 	 ? � 	 K ���-��<)�0<��V	��&C,� ? � %H�������:g ��< M ���!�N��% ���K	 ? � 	 �&% # � M ���&< M ��#H���#� ^ � �&` �
� ����� M ���&� ? �"���&%>C � �K	 ? � ������ k ��� �����
%H��">	R�&<I M ���K� ���#�0�&���&����� � *N	���<��!����< �&% K ��g �2"Q�&<
���I	 k := K �&<�������������!��	 ? ��	

L = k(α1, . . . , αm)
g ? �#��� m ≤ n �&<� Ω = (α1, . . . , αn)

����	 ? � n P 	�������� �&% 	 ? � n I���!	���<�">	7��� �&	�����% 	 ? � � ���V� <���12� �&�
f �&% k[x] C

#S�#	 H = Im × Sn−m
�&<� (λ1, . . . , λm) ∈ kn ���I" ? 	 ? ��	

W = λ1x1 + · · ·+ λmxm
��� � ������1B�V	��VO�� H P ��<EO��&�!� �&<�	�C � � 	 ? � � �#�!%H�#"#	,�0�#�� k ��� ��<)��<���	�� �&<� 	 ? � ������� <���12� ��� f ���
���#�0�&���&����� �I	 ? ����<�O&����� ��<E	 W "Q�&<=���K�����������!��6�!��" ? 	 ? ��	 	 ? �K� ���V� <���12� �&�

LW,f =
∏

Ψ∈Sn.W

(T − Psi(Ω))

����� �!���0�����&����� � �&��� <���12� �&� # �V	 ��� 	 ? ���&���!�����N	��*�!�����&��O��#<�	9�&% f ��� W % # �!���-;N�#"#	�����< �U, ? �&�I	����
�k%JC ���I	 e := n!/(n−m)! ��	 ? � ��<��� *��&%I	 ? � M ������� H ��<K	 ? � �!� 121B�>	�����" M ���&���

Sn
g ? ��" ? ��FE�0�&���

	 ? �-�� M ���#�-��% 	 ? �-������� <��&1B���&� LW,f C�,
? � ������	 ? ������I��� �&%'	 ? �-�&�����V	

Sn.W = {W1, . . . ,We}���I" ? 	 ? ��	 %H��� j ∈ [1, e] �&<� i ∈ [ij−1 + 1, ij]
#Gg �V	 ? i0 = 0 �&<� im = e %

σi ∈ Sn , Wi = σi.W , W1 = W �&<� σi.xj = xj .



� � ��� � 	 ��� � ��� � ��� � � � � � ��� ��	 	 � 	�� 	 ����� ���
k(Ω)

�Qw
.0��� j ∈ [0, e − 1] �K��#<��&	�� �E� Aj

	 ? � �������V	
Sn.(W

jx1)
��%R	 ? � � �&��� <���12� �&� W jx1

C � �
"��&�� (Sn.W ) = e ��%H��� j ∈]0, e− 1]

"Q���� (Aj) = e
��<� "Q�&�! (A0) = n C � � 	 ? �*%H��<�0��1B�#<E	��&� 	 ? ���&����1 �&% �!� 121B�>	��!��"$%H�I<�"#	�����<�� �I%H��� j ∈ [0, e− 1]	 ? ���!�K�+*N���
	�� µj ∈ k �!��" ? 	 ? ��	

µj =
∑

P∈Aj

P (Ω) .

� �:g �0���#	 Y1, . . . , Ye−1
��� e− 1 ��<���#	����!1B��<0��	��#=�&<��� � 	 ? �K� ���V� <���12� �&��� ¯
F (T, Y ) = 1 + Y1T + · · · + Ye−1T

e−1 �&<I

M(Y ) = e/nµ1 + µ1Y1 + · · · + µe−1Ye−1 .
� � ? �QO�� ¯

M(Y ) = α1

i1∑

j=1

F (Wj(Ω), Y1, . . . , Ye−1)

= α2

i2∑

j=i1+1

F (Wj(Ω), Y1, . . . , Ye−1)

CCC

= αn

e∑

j=in−1+1

F (Wj(Ω), Y1, . . . , Ye−1) .

� � ��<E	����!� ������	�����<���	 ? ���!� �+*N���
	�� y = (y1, . . . , ye−1) ∈ kn ����" ? 	 ? ��	:	 ? �*������� <��&1B���&� F (T, y) ��%
I� M �!��� e− 1 ����	���� �0�#� 	 ? � e �#FE�0��	�����<�� ¯

F (Wj(Ω), y) = 0 %H��� j ∈ [2, e] �&<I

F (W (Ω), y) 6= 0
����"��&���!� 	 ? �U��>	����!1B��<0�&<�	 ∏

1≤i<j≤e(Wj(Ω) −Wj(Ω)) �&%7	 ? � �&�����&���I	��R���#�����VO���<�	 LW,f �� ���
<I�&	 ��FE�0�&� #�����IC � ? ���

α1 =
M(y)

F (W (Ω), y)
.

.0��� α2, . . . , αm
�"g:��" ? � ����� xiW j ��<��
	��Q����&% x1W

j %H��� i ∈ [2, e] �&<� j ∈ [0, e− 1] C �

��� � AC46350E9nACD+0 /10c; �E>@Aj46AG7 A��+3q35FC354635087 9 D��
k(Ω)

� �Jg �����4���I��� �&���K	 ? ��	 	 ? � �0���� k ��� ��<)��<���	��&C
#S�>	 L � ���&<��&� M ���I���&��"*�+* 	��#<�������<��&% k �&<I θ ����� k P ���!��12��	���O��$������12��<�	 �&% L C � ? �#<

���1
kL = �� M # 3���<

θ,k) = "��&�� (GΩ ? θ) .#  NC � %
#S�>	 (λ1, . . . , λn) ∈ kn ����" ? 	 ? ��	 	 ? �K� �&��� <���12� �&�

V = λ1x1 + · · ·+ λnxn



� � � � � � 	�� � ��� � � ��� ��� � �
��� �K������1B�V	��VO�� In P ��<�O��&�����&<�	7�&<� 	 ? � " ? �&���&"#	����!���!	���" ������� <���12� ��� CV,ISn

Ω

#jf LV,f %'��� ���!���0�����&�����
������� <���12� ��� C ;N�#	

v := V (Ω).
� � 	 ? � ���!�N��%9�&% 	 ? � 	 ? �#�����#1 �&% 	 ? �=���!��12��	��VO��B�����#1B�#<�	 ��	 ? ���&� M ���I���&��" <E��1R����� v ���U�

k P ������1B�V	��VO�� �����#1B�#<�	$��% k(Ω) C�� ? ���

k(Ω) = k(v) ∼= k[x]/( 3���<
v,k) .#  C �&%

� � 	 ? �K� ���V� <���12� �&� f ��� ���#�0�&���&�����K�&<��"Q�&�! (GΩ ? v) = "Q�&�! (GΩ) � g � ? � O&�
���1

k(k(Ω)) = "Q�&�! (GΩ) = �� M # 3���<
v,k) .#  C �k%

� 3546/ >�� � &�� � � ������� "��&< ����� �&<I�&	 ? �#�=�&� M ��1B�#<�	���C � � 	 ? � ����Q�&� IΩ ��� ���&���"��&�9	 ? �
���1B�#<�������< ���1

k(k(Ω)) = I��1
kk[x1, . . . , xn]/IΩ

�#FE�0�&��� 	 ? � "��&�����<0�&����	 �2�&%/	 ? �*O��&�!���>	 � V (IΩ) C
� ? ����� �!��<�"#�K	 ? �K� �&��� <���12� �&� f ��� �!���0�����&����� ¯

���1
kk(Ω) = "Q�&�! (GΩ) .#  C &?%

#S�#	 V � ��� �&� � O&�&C � �
���1

kk(v) = "Q�&�! (GΩ)
�&<� v ∈ k(Ω) g � ? �QO��

k(v) = k(Ω) .
� ? ��� 	 ? ���&� M �������&��"$<E��1R����� v ��� � k P ���!��12��	��VO��$�����#1B�#<�	 �&% k(Ω) C

|P��
�
��  NC ���� «QL V ¦MPt©
v
��«7¦b�¦��QN��R«\[ � �H«QP

CV,IΩ = MV,IΩ = � §SP v,k .
~5������� ��� � - �<� 4 - & &(' C � ? �B���#	-�&%:��� �&	����&% CV,IΩ ��� S := {σ.V (Ω) | σ ∈ GΩ} C

� � V ���
��<�O��&�!� �&<�	 ��<��V�=�E�=	 ? � �����<�	��V	 ���&<� CV,ISn

Ω

���$�!���0�����&����� � �&���S�!�N�&	��$��% CV,IΩ ����������
	���<I"#	9�&<�
CV,IΩ = MV,IΩ

�&<� MV,IΩ
f�3���<

v,k
��� � ? ���&����1 �IC � C

� �;� & 0*1 4 - & &('�� # � ��	 ? ���I	����!��< M � ? �#�����#1 �NC �&% � ? �B���>	 �&%:��� �&	����&% 3���<
v,k

"��&<E	��&��<I��	 ? �
������12��<�	�� R := (σ.V (Ω) | σ ∈ GΩ) ����"Q�������K3���<

v,k(V ) ∈ IΩ
�&<�B	 ? �$O��&�!���>	 � �&% IΩ ��� GΩ ◦Ω C

� � V ���B��<�O��&�����&<�	 ��<I��� ��� 	 ? � ��I��<�	��V	 � ��<� CV,ISn
Ω

��� �!���0�����&����� � �&���$�#���#1B�#<E	�� �&% R �&�!�
����!	���<�"#	�C � �*"Q�&�! (R) = "��&�� (GΩ) ��FE�0�&���9	 ? � �� M �!���R��% 3���<

v,k
� 	 ? � ���>	 R ��FE�0�&���9	 ? � ���>	K�&%

	 ? � �!�N��	����&%S3���<
v,k

C'8 	 ���7�&����� 	 ? �$�!�#	 �&%�	 ? � ��� �&	�����% CV,IΩ #H����� 8 ��#<E	���	 � �NC �9, ? �&�I	�����&?%JC
�

�
	�� ������
  NC � � IHK UkU1N  «_L �.¦ML�L��H«�U1Nb¨XW@PZNb¤3§ ¦R¨ f §V5 « U.¦Rª ¦��J¨V«\[ � P ¦R¨ �#« �Jª\¦R§OR P K ¤���«�ª θ §VY¦
k
£ Utª+§�¤3§SL §��R«�«�¨V«�¤%«QP1L N�JL��H«3« �&L¥«QP.�§ON@P �5«�¨ ©

k(Ω)
N�
k
§ 7¦MPt© N@PH¨XW § �§SL  ¤3§SPH§�¤;¦R¨kU1Nb¨XW@PZNb¤3§ ¦R¨

N��R«�ª
k
§V �R§��R«QP �\W��

� inθ,k(T ) =
∏

σ∈GΩ

(T − σ.Θ(Ω)) = CΘ,IΩ(T ) ,#  NC  M%

���H«�ª¬«
Θ = Φ−1(θ)

[



� � � 	 � �	� ��� ��� �	� � ��� � � �

~5� ����� ��#S�#	 θ ���R�2������1B�V	���O&�*������12��<�	$�&%'	 ? � ���I����	!	���< M �0���� k(Ω) �&% f �&<� v �&�*�&��� O���C
. �����
	 � �&� v ∈ k(Ω) � ��	*"��&< ���.g ���V	�	��#< v = g(θ) g ? ���!� g ���*�&< ��<I��O��&������	��-� �&��� <���12� �&��g �V	 ?
"#�N���2"����#<�	��9��< k ���2	 ? � 	 � ����I���0<��V	�����<���% GΩ

� (∀σ ∈ GΩ) σ.V (Ω) = g(σ.Θ(Ω)) C ;N��"#��<��� ��%
CΘ,IΩ

��� <��&	��!���0�����&����� 	 ? ��< σ.Θ(Ω) = σ′.Θ(Ω) %H��� ����12� σ �&<I σ′ 	 g:� I���!	���<�">	'�����!1R�I	X� 	����&<��
��< GΩ

C�,:��<��!��FE���#<E	���� σ.V (Ω) = σ′.V (Ω) g ? ��" ? ��� ��12� ���!���������7����"Q������� V ���'" ? ���!��< ���I" ? 	 ? ��	
CV,IΩ

�����!���0�&���&�����&C � � ? � O&�K����� O��#�	 ? ��	 	 ? �K" ? �&����"#	��#�����!	���"*������� <���12� ��� CΘ,IΩ
�����!���0�&���&�����Ml

	 ? ���
CΘ,IΩ = MΘ,IΩ = 3���<

θ,k .
,:�&<EO&���!�����V� �4�V%�3���<

θ,k = CΘ,IΩ
	 ? ��< θ ���9� ������1B�V	��VO�� ������12��<�	$�&%'	 ? �-� *N	���<��!����< �0���� k(Ω) �&%

k ����<I"��B	 ? � �� M ���#� �&% ��	�� 12��<���1 ���'� �&��� <���12� �&��� O&��� k �#F ���&���-"Q�&�! (GΩ) 	 ? � �� M �!��� ��% 	 ? �
� * 	���<I�����&< �0�#�� k(Ω) ��% k �&<I θ ∈ k(Ω) C �

��� � 359 �EFS7 9VD�� � /1FCD+AC9
� � ���!� O&��	 ? � ? ���
	����!��"��&� �!�����I��	 �&% 5 C��K�&�������J# ���#��^ � � `S% ¯
� � ¨�« �°§VQL¥« K P �RªpN K UH«7©#«� K ��QL §SL K L §ON@P. L «�¨ � K «'L N K L¥« nN@PZRQL §ON@P�©#«®Eª ¦5R�§SP «® ©5N@P1L²¨V«®� K ��QL §�£L K L §ON@P..PZT ¦R¨XL ��ª¬«QP1LcU.¦b7¨V«® �b¦R¨V« K ª¬ P K ¤��ª�§ � K «® � :Nb§SL5ª ¦ML §ON@P1P «�¨�¨V«�¤%«QP1L « � Utª+§�¤;¦��J¨V«3«QL5ª �pR�§(UtªpNb£� K «�¤%«QP1LO[��
� �Jg �����4���I��� �&���K	 ? ��	 	 ? � �0���� k ��� ��<)��<���	��&C

� �:g g:��"��&<���������$�2�����V�N<I��1B���&� V �&% k[x1, . . . , xn]
�!��" ? 	 ? ��	9; 	X�&�

Sn
(V ) ��� 	 ? �-�����<�	��V	 �

M ������� �&<I �!��" ? 	 ? ��	 CV,ISn
Ω

���R� �!���0�����&����� � �&��� <���12� �&� #H������;N�#"#	�����<  &%JC ;N�>	 v := V (Ω)g ? ��" ? ��� � k P ������1B�V	���O&�9�#����12��<�	 �&% 	 ? � �0�#�� k(Ω) C
� D17:/ 7 AGD+0 !IC ���'.0��� u ∈ k(Ω) �&<� U = Φ−1(u) ∈ k[x1, . . . , xn]/IΩ

g:�9���<���	��*��� Ru
	 ? �

�����V�N<I��1B���&�4�&% k[T ] ���I" ? 	 ? ��	 u = Ru(v)
�&<����	��$�� M ���#�R��� �!	�����"#	��V�=���#���$	 ? �&<6	 ? � I� M �!��� ��%

3���<
v,k

C � � ? �QO��
u = U(Ω) = Ru(V (Ω)) .

|P��
�
�� !NC � �
��	 ¦R¨ Nb§V �  «QL v ∈ k(Ω)
¦b ¦��QN��R«7¦MPt©

u ∈ k(Ω)
[�� �H« RpN@Pt©R§SL §ON@P

u = Ru(V (Ω)) ∈ k
§V3«�� K §��b¦R¨V«QP1L�L�N

(∀g ∈ GΩ) Ru(V (g ◦ Ω)) = Ru(V (Ω)) = u .
~5� ����� � � �����!� O&��	 ? ��� ���#1B1B� ���!��< M ��<��V� 	 ? �����I�����>	 H �&%

Sn
�!��" ? 	 ? ��	 	 ? �����>	 �&%

"#��< �!� M ��	��#���&% v ���7	 ? �9���#	 {σ.V (Ω) | σ ∈ H} C_# � �*��12��	7	 ? ��	 H = GΩ
��� #/�#1B1B� �NC &�C(% #S�#	

d ���K	 ? �K�� M �����K�&%�3���<
v,k

C ;N�#	 R := Ru
�&<�

W (t) := R(t) −R(V (Ω))
g ? ��" ? ���$�2��<��VO&����� � 	�� ������� <���12� ��� �&% k(Ω)[t] C �$�:g �!������������	 ? ��	 (∀h ∈ H) R(V (h ◦ Ω)) =
R(V (Ω)) = u l�	 ? �#< W (h.V (Ω)) = 0 C�; ��<�"#� f ��� �!���0�����&����� �&	 ? �:�����V�N<I��1B���&� W g ? ���!� �� M �����
���9�
	�����"#	����=���#��� 	 ? �&< d � ? ���*��	9���Q���!	 d I���!	���<�">	9�!�N��	���C�� ? �R�����V�N<I��1B���&� W ���9����O �����I����� #���!�



� � � � � � 	�� � ��� � � ��� ��� � �
���2	 ? � 	 u = R(V (Ω)) = R(1) ∈ k C ,:��<�O��#���!�������V% u ∈ k 	 ? ��< W ∈ k[t] C � � V (Ω) ���$�2�!�N�&	
�&% W ∈ k[t] �0	 ? ��� �&��� <���12� �&� W ? �&� 	 ? �-���&1B����� �&	��$���*3���<

v,k
# �!��<�"#�-�V	 ��� ���!����I��"��������n%��&<�

	 ? �����>%H����� (∀h ∈ H) R(V (h ◦ Ω)) = R(V (Ω)) = u C�8 < �&����#�-	�� �0<���� ? ���&� H = GΩ
� 	 ? �

���#1B1B� ��� ����� O��#4C
�

� 3546/ >�� �� �:� �&�!	K�&% #S��121 � !IC � ? ��� � �#��< ����� O&�� ��� �K�&�������$�&�*%H�������:g � ¯ ���#	 θ ∈ k l/��%
(∀h ∈ H) Rθ(V (h ◦ Ω)) = Rθ(V (Ω)) 	 ? �#<

R(V (Ω)) =
∏

τ∈H

P (τ.V (Ω))/ "��&�� (H) ∈ k

��� 	 ? �K%H�I<�0�&12��<�	X���4	 ? �#�����#1 �&% �!� 1B12�#	�����"*%H��<�"#	�����<I��C
� 3546/ >�� � !�� � � �E<��:g 	 ? ��	 H = GΩ

��� 	 ? �K�#�����#<�	�� ���S��FE�0�&����	 � MV,IΩ = 3���<
v,k

C
�
	�� ������
 !IC ������	 ¦R¨ Nb§V �  «QL u ∈ k(Ω)

[��;« �.¦ �R«
u ∈ k

§  ¦MPt© N@PH¨XW�§ 
(∀σ ∈ GΩ)

σ ? u = u
[

~5������� ��#/�>	 U = Φ−1(u) l�g � ? �QO�� σ ? u = σ.U(Ω) C78 % σ ∈ GΩ
	 ? ��< Ru(V (Ω)) = U(Ω)��� �#FE����O��&����<�	K	�� Ru(V (σ ◦ Ω)) = U(σ ◦ Ω) C � ? ����� ����#/�#1B1B�,!IC � � u = U(Ω) ∈ k ��%:�&<�

��<��V� �V% (∀σ ∈ GΩ) σ.U(Ω) = U(Ω) = u C �

� ��� /1FGD+Aj9V3 � 7:350E9nAGD80E9V/10E;�/���7nD84 D+> �c-cAC9n4 2H> D�� �c9
8 < 	 ? �������#"#	�����< 	 ? � �����V�N<I��1B���&� f ���������I� ���!�� 	�� � �2���#�0�&���&������# �V	������ �&	��-�&���B�0�&��� g ���!�

����!	���<�"#	p%>C
g � g ����� ���!� O&��	 ? ��	2	 ? ���&"#	�����< ? �&% GΩ

� O���� k(Ω) ���2	 ? �����&12�6�&� 	 ? ��	 ��%9	 ? � M �!�����
� �N	

k(k(Ω)) �&% 	 ? � k P �&�I	���12��� ? ����12��� O��#� k(Ω) C
� DH7n/ 7 AGD80 �NC ����� ? � M �!����� �&% 	 ? � k P �&�I	���1B�&��� ? ����12�9�&%:�&< �&� M �������&��"R� * 	���<I�����&<��0�#�� E�&% k ��� ��#<��&	���6��� � �I	

k(E) C
,:��<I����I��� 	 ? � k P �&�I	���12����� ? ����1 ¯

Φ : k[x1, . . . , xn]/IΩ −→ k(Ω)

P 7→ P (Ω)
�&<I�%H��� σ ∈ Sn

�0��+�0<��K	 ? � k P �&�I	���12����� ? ����1 Ψσ
���

Ψσ : k[x1, . . . , xn] −→ k[x1, . . . , xn]

P 7→ σ.P .
|P��
�
�� �NC � �� «QL σ ∈ GΩ

[�� �H«QP�L �H« ¤�Nbª U��#§V�¤
Ψ̃σ �

©#«���P «\© �\W �
Ψ̃σ : k[x1, . . . , xn]/IΩ −→ k[x1, . . . , xn]/IΩ

P 7→ σ.P ,
§V ¦

k
£ ¦ K L�Nb¤�Nbª U��#§V�¤<[
��N@P. «�� K «QP1L ¨XW<L��H«E¤�Nbª U��#§V�¤ ΦΨ̃σΦ

−1 §V ¦ k £ ¦ K L Nb¤�Nbª U��#§V�¤ N�
k(Ω)���#§OR���J¦ML §V��5«®

ΦΨ̃σΦ
−1(αi) = ασ(i)

[



� � �	��� ��� � 	�����	
� � � ��� � � ��� � ����� � ��� � � � � � ��� ��� � � � �

~5� ����� � � � 	 ? � ���&������� M ���&��� GΩ
��� 	 ? � ��#"���12� �&����	�����< M �����I� ��% IΩ �$	 ? � "���<�I��	�����<

σ ∈ GΩ
��� ��FE���VO&������<�	 	�� σ(IΩ) = IΩ

C 
 ��<�"#� 	 ? � k P �&�N	���12����� ? ���!1 Ψσ
��<����"#��� 	 ? � k P

���I	���12���!� ? ���!1 Ψ̃σ
�&% k[x1, . . . , xn]/IΩ

C
�

� D17:/ 7 AGD+0 � C ��� � ��I��<��&	��K�E� φσ 	 ? � k P �&�N	���12����� ? ���!1 ΦΨ̃σΦ
−1 C

|P��
�
�� �NC &���I «QL Ω := (α1, . . . , αn)
[ �  φ ∈ ��K L k(k(Ω))

L �H«QP L �H«�ª¬«�« �°§VQL�
σ ∈ Sn

 K R��L��.¦ML
φ(αi) = ασ(i)

nNbª
i ∈ [1, n]

[ � �H«
k
£ ¦ K L Nb¤�Nbª U��#§V�¤ φ

�9§�¨�¨���«�©#«QPZN@L «\© �\W
φσ
[

~5� ����� �7.0��� i ∈ [1, n] g:� ? �QO&� φ(ei(Ω)) = ei(Ω) ∈ k g ? �#��� ei ���*	 ? � i P 	 ? �����#1B�#<�	X�&�
�
�
� 1B12�#	�����"*%H�I<�"#	�����< # �!����(9�+�0<���	�����< ��C � , ? �&�I	�����&?%JC � ? ���

n∏

i=1

(x− φ(αi)) = f(x) =

n∏

i=1

(x− αi) .

�

�
	����P�(� 
 �NC  ��I «QL Ω := (α1, . . . , αn)
[�� �H« �RªsN K U ��K L

k(k(Ω))
N�JL��H«

k
£ ¦ K L Nb¤�Nbª U��#§V�¤�N�

k(Ω)
§VE§V:Nb¤�Nbª U��#§OR'L�N<L��H« 	 ¦R¨ Nb§V �RªsN K U GΩ

N�
f
�\W �

GΩ −→ ��K L
k(k(Ω))

σ 7→ φσ ,
���H«�ª¬«

φσ(αi) = ασ(i)

nNbª
i ∈ [1, n]

[
�  r ∈ k(Ω)

¦MPt©
R = Φ−1(r) � §C[ «\[ R(Ω) = r

� L �H«QP
∀ σ ∈ GΩ φσ(r) = R(σ ◦ Ω) = σ ? r .# �NC � %

~5� ����� ��8 % φ ∈ � �I	
k(k(Ω)) � 	 ? ��< ��� #S��121 � �NC & �*	 ? �#��� � *I���!	�� σ ∈ Sn

����" ? 	 ? ��	
φ = φσ

C .0���6	 ? ��� σ ��<� %H��� �&<�� R ∈ IΩ
g � ? � O&� σ.R(Ω) = r(ασ(1), . . . , ασ(n)) =

R(φ(α1), . . . , φ(αn)) = φ(R(α1, . . . , αn)) = φ(0) = 0 � ����<�"�� φ ��� � k P �&�I	��&1B���!� ? ����1 �&%
k(Ω) �&<� R ∈ IΩ

C � ? ��< φ = φσ
g ��	 ? σ ∈ GΩ

C6,:��<�O��#���!����� ��% σ ∈ GΩ
�'��� #S��121 � �NC � �

φσ
��� � k P �&�I	���12����� ? ����1 �&% k(Ω) C � � φσ ∈ � �I	

k(k(Ω)) ��g � ? �QO�� φσ(r) = φσ(R(Ω)) =
R(φσ(α1), . . . , φσ(αn)) = R(ασ(1), . . . , ασ(n)) = R(σ ◦ Ω) = σ ? r C �

� 3�4 /"> � ��� � � � � ? �#�����#1 �NC  ��g ? �#< σ ∈ GΩ
��	*��� � �&������������	��qg ���V	�� φσ.R(Ω) ��� σ(r)��<��!	��Q�& �&% φσ(R(Ω)) C � ? ���-"���<�O&��<�	�����< �����!	�����">	��V� �����!���
O��� 	���	 ? � ������12��<�	��-�&%�	 ? � �K�&���&���

M �������=�&% f C
� � M �VO�� 	 ? �K�
	X�&<���&��������<���	�����< �&%'�K�&������� M �!������� �&% �0�#����+* 	��#<�������<�� ¯
� 3
	 0cAS7 AGD80 � C !�� # � /1FCD+AC9�2H> D ��� % � ? ��< �&< ��� M �#�����&��"-� * 	���<I�����&< E �&% � �0�#�� K ��� 	 ? �

�!�����V	�	���< M �0�#����&%��2� ���V� <���12� �&�+g ��	 ? "�� � �2"#����<�	��9��< K � E ��� ���&��6� PZNbª+¤;¦R¨�« �&L «QP.�§ON@P6N� K C
8 % � 1B���!��� O��#��� 	 ? � � * 	���<I�����&< E �������#�0�&���&�����2	 ? �#< E ��� ���&�� ¦ 	 ¦R¨ Nb§V�« �&L¥«QP.�§ON@P N�

K � 	 ? �
M ������� � �I	

K(E) ����I��<��&	�������=�K�&�
K(E) �&<�=���:"Q�&������B	 ? � 	 ¦R¨ Nb§V �RªsN K U6N� L��H« « �&L¥«QP.�§ON@P EN��R«�ª

K C
� 3�4 /"> � �"��� � ? ��< K ��� � �#�!%H�#"#	 � E ��� �&�og:�Q� � �!���0�����&�����&C



� � � � � � 	�� � ��� � � ��� ��� � �
� 3
	�0EAS7 ACD+0 �NC � � #S�#	 E � �2�������������9�+* 	���<��!����< �&%��,�0�#�� K ��<� g � �2� ������� <���12� ��� �&%

K[x] �!��" ? 	 ? ��	 	 ? �������� E ���7	 ? �$��������	�	���< M �0�#��B�&% g C � ? �*����������� M �����I� �&% E � O��#� K ��� ���&��
	 ? � 	 ¦R¨ Nb§V��RªpN K U N�

g �&<����� ��#<��&	��#������K�&�
K(g) C

� ? �#�����#1 �NC  $��<����"���	��#� 	 ? ��	'�V% E ���'� �K�&���&���/�+* 	��#<�������< �&%����0�#�� K �Mg ? ��" ? ��� 	 ? �:���I����	!	���< M
�0�#�� ��%/�&< ��<I��O��&������	�� ������� <��&1B���&� g g �V	 ? "#�N���B"#���#<E	��:��< K �E	 ? �#<��N%H�&� ���&" ? ����I�����# ���>	 Ωg

�&%
	 ? ����� �&	�� �&% g � 	 ? � �K�&������� M ���&���2�����

K(E) ��� �����&1B���!� ? ��" 	��$	 ? � �K�&���&��� M �����I� GΩg

�&���!�N"#� ��	���
g ��	 ? 	 ? � Ωg

P �!������	�����<�������Q�&� IΩg
= {R ∈ K[x1, . . . , xn] | R(Ωg) = 0} C

� 3546/ >�� �"� � � k P �&�I	���1B�&��� ? ����1 ���/"���12�����>	��#���K��+�0<��� �E� �$�I<���FE��� ������12��<�	'�&% B(Ω,Ω) �	 ? ���!�#	 �&% ���G�!�#"#	�����<�� ��% Ω ��< Ω C � � ? �QO��

IΩ = ISn

f

��%4�&<�B��<���� �V%4���&" ? ������12��<�	 �&% B(Ω,Ω) ����0<I������< ������12��<�	:��% � �N	
k(k(Ω)) C � ? ��� 12�Q��<�� 	 ? ��	

��% 	 ? �#��� �+*N���
	��:�-���#� ��	�����<2�&12��< M 	 ? �$�!�N�&	�� ��% f g ? ��" ? ��� <��&	 �!� 1B12�#	�����" 	 ? ��< ����12� ���G�!�#"#	�����<
��< B(Ω,Ω) �� ��� <���	 ����0<I� � k P �&�I	��&1B���!� ? ����1 �&% k(Ω) C

�"� /14 �cFC3 �NC ��� ;N�>	 f := (x − 1)(x − j)(x − j2) = x3 − 1 C ;N�>	 Ω := (1, j, j2) C � ? �,��&��" ? � 1B� ������ �&% f �&��� ¯ f1 = x3 + x2 + x1, f2 = x2
3 + x2x3 + x2

2, f3 = x3
3 − 1 C � ? �

������� <���12� ��� R = x2
2 − x3

��� �&< Ω P ���#� ��	�����< C � ? �-�!��1B�&��<I���� �&% 	 ? �K��VO ��������< �&% R ��� f(x2)
���

−x2
3−x2x3−x3

C � ��	 ? ���7����1B�&��<������I������<��� ��< x2
��	 ? � Ω P �!��� � 	����&< R ����<��&	 �!� 121B�>	�����" �&<�

	 ? �����>%H�����*	 ? �K�K�&���&��� M �����I����% f ����<I�&	
S3

C � "#	��0�&����� �N��	:��������O ���&���:	 ? ��	 	 ? � ���&������� M �!�����=�&%
f ���

S1 × S2
C

|P��
�
�� �NC ���  «QL E ��«�¦ PZNbª�¤;¦R¨�« �&L¥«QP.�§ON@P N��¦ �5«�¨ ©
K �

L��H«QP ¦R¨�¨�¤3§SPH§�¤;¦R¨ U1Nb¨XW@PZNb¤3§ ¦R¨ 
N��«�¨V«�¤%«QP1L� N�

E
 Ut¨ §SL²§SP1L N;¨ §SP «\¦Rª `¦5RQL�Nbª¬ §SP

E
[

~5������� ��# ����2	�� 3 C � �!	���<H% � � ? � � �&	 ? ���!��� �'	 ? �#��� � *N���!	��R��� ���V� <���12� �&� g ∈ K[x] ����" ?
	 ? ��	 E = K(Ωg)

��g ? �#��� Ωg
���K��< ���!����!�� ���>	-��%:	 ? �2�!�N��	�� �&% g C #/�>	 θ ∈ E C � ? ��< 	 ? �����

�+*N���!	�� Θ ∈ k[x1, . . . , xn]
�!��" ? 	 ? ��	 θ = Θ(Ωg)

C�� ? �K"�� � �2"�����<�	�� �&% 	 ? �K������� <���12� ���

C(T ) =
∏

σ∈Sn

(T − σ.Θ(Ωg))

�������&< M 	�� 	 ? � �0�#�� K �E��	 ? �R%H�I<�0�&12��<�	X��� 	 ? �����!��1 ��% �
� 1B12�#	�����"-%H��<�"#	�����<I� �&<� ��	��*��� �&	��
�������&< M 	�� E C � ? ����	 ? � 12��<I��1B�&� � ���V� <���12� �&�$�&% θ � O��#��	 ? � �0���� K ����� % �&"#	���� �&% 	 ? �
������� <���12� ��� C ��<���V	�� �!�N�&	�� � �#����< M 	�� E C

�

� �� /1FCD+AC9 ; ��/1FCAG7 �
� � ���>%H�����&���!� 	�� � �!<0�&��I� *�� P �:�#�!	���< % � ��� � �!	���< % � � � � �E� %H���=�K�&���&��� I�0�&���V	 � ��<� �&	 ? �#�

���#�����V	�� ��< 	 ? ��������I�.#H���#�b^�� ` �&<� ^ � �&` %>C
� �U	X� ��� K �6�K�&���&���9� * 	���<I�����&< �&% k CB) �#"Q�&��� 	 ? ��	 Ω ∈ k̂n "���<�	X����<�� 	 ? � n ��� �&	�� �&%:	 ? �

��<��VO��&������	��$� ���V� <���12� �&� f ��% k[x] C



� � �	� � ��� � ���	��� � � � � �

� D17:/ 7 AGD+0 �NC ����#S�#	 H � ���U���I� M ���&������% 	 ? � k P �&�N	���12����� ? ���!1B� M �����I����% K C�� ? �����>	$��%
	 ? � ������12��<�	�����% K g ? ��" ? �&��� H P ��<�O��&�����&<�	 �����*���I�)�0���� �&% K C � ��g �����N���<I�&	�� �V	'���U8 <�O

K(H)
¯

8 <�O
K(H) = {P ∈ K | (∀φ ∈ H) φ(P ) = P} .

� D17:/ 7 AGD+0 �NC � � #S�#	 H ���K�U����� M �������=�&% 	 ? �����&������� M ���&��� GΩ
C � ? �K�!���)�0�#��=�&% k(Ω) ��%

�#���#1B�#<E	�� ��<�O��&�����&<�	 ��� H ��� ���<I�&	��#���� k(Ω)H
¯

k(Ω)H = {r ∈ k(Ω) | (∀σ ∈ H) σ ? r = r} .

8 % H ��� �-���I� M ���&��� �&% GΩ
�&<� H ′ �V	��7��1B� M � ��< �K�&�

k(k(Ω)) # �!��� � ? �����!��1 �NC  &%>C � � ? �QO�� ¯
8 <�O

k(Ω)(H
′) = k(Ω)H .

�
	����P�(� 
 �IC ��� ��	 ¦R¨ Nb§V�© K ¦R¨ §SLjW � IHK UkU1N  « L �.¦ML K §V7¦ 	 ¦R¨ Nb§V3« �&L¥«QP.�§ON@P N� k [ �;« �.¦ �R«
(1) 

«QL
E

��«�¦MP�« �&L «QP.�§ON@P=N�
k
§SP
K
[ � �H«QPtL �H«�ª¬«E« �°§VQL�E¦7 K � �RªpN K U H N� 	 ¦R¨

k(K)
 K R��L��.¦ML

E = � P��
K(H)

[
(2)  «QL H ��« ¦; K � �RªsN K UBN�'L �H« 	 ¦R¨ Nb§V��RªpN K U 	 ¦R¨

k(K)
[ � �H«QP

k ⊂ � P�� K(H) ⊂ K
[

~5� ����� � ;N�#	 G := �K�&�
k(K) =

� �N	
k(K) C# � % K ��� �=�K�&�������$�+* 	��#<�������< �&% E � �#"Q�&�I��� ��	 ���*��<��U��% k C � ? �#���#%H�&��� �/��� � ? �#�����#1$!IC � �

E = 8 <�O
K(H) �Zg ? �#��� H =

� �I	
E(K) fK�K�&�

E(K) C � � g �/��� k ⊂ E � 	 ? � M ������� � �I	
E(K) ��� �

�!��� M �!�������&% � �I	
k(K) #H� C �&C����&" ? E P �&�N	���12����� ? ���!1 ����	����VO � �&�����2� k P ���I	���12���!� ? ���!1 %JC

# �&%�#/�>	 H ���*� �!��� M �!����� �&% G C � �9" ? � ���!� � ������� <���12� ��� f ����" ? 	 ? ��	 K = k(Ω) ��g ? �#���
Ω ���:� �!�#	:�&%/��� �&	�� �&% f C � �2	 ? �$�����&1B���!� ? ����1 ���#	 g ����< � �I	

k(k(Ω)) �&<� GΩ
� H "��&< ���$O ���Qg

��� �R����� M �����I� �&% GΩ
�&<� k(Ω)H ⊂ k(Ω) C #/�>	 u ∈ k l0�&� (∀σ ∈ GΩ) g � ? �QO�� σ ? u = u �I��	:���	������K��<����&�!	���"��I� �&� %H��� �&��� τ ∈ H C � ? ��� k ⊂ k(Ω)H C

�

|P��
�
�� �NC &��� «QL f ��«�¦=U1Nb¨XW@PZNb¤3§ ¦R¨'N�
k[x]

[  «QL H ��«�¦  K � �RªsN K U�N�
GΩf

¦MPt©�¨V«QL
E = k(Ωf )

H [  «QL θ ��«�¦
k
£ Utª+§�¤3§SL §��R«3«�¨V«�¤%«QP1L N�

E
�
E = k(θ)

[ �;« �.¦ �R«��
(i) H = {σ ∈ GΩf

| σ ? θ = θ} �
(ii)

L��H« ¤3§SPH§�¤;¦R¨�U1Nb¨XW@PZNb¤3§ ¦R¨EN�
θ
N��R«�ª

k
§V �R§��R«QP �\W �

� §SP θ,k =
e∏

i=1

(T − τi ? θ) ,# �IC � %
���H«�ª¬«

τ1, . . . , τe
§V ¦%¨V«  L�L ª ¦MP.��R«�ª®J¦R¨EN�

GΩf
mod H �� §�§�§ �VL �H«�©#« �Rª¬«®« N�'L��H«3« �&L «QP.�§ON@P �5«�¨ ©

E
N��R«�ª

k
§V'L �H« §SPt©#« �tN�

H
§SP
GΩf

[
~5� ����� � (i)

� � ? �QO�� u ∈ E ��% �&<����<��V� ��% (∀σ ∈ H) σ ? u = u �&<I σ ∈ H ��% �&<����<����
�V% (∀u ∈ E) σ ? u = u C #S�#	 σ ∈ H ����" ? 	 ? � 	 σ ? θ = θ C .0��� ���&" ? u ∈ E 	 ? ����� � *N���!	�� �
�����V�N<I��1B���&� P ∈ k[x] �!��" ? 	 ? ��	 u = P (θ) C�� ? ��� σ ? u = σ ? P (θ) = P (σ ? θ) = P (θ) = u ���<� σ ∈ H C
(ii)

� � ? �QO��
3���<

θ,k =
∏

φ∈GΩf
?θ

(T − φ) .



� � � � � � 	�� � ��� � � ��� ��� � �
#S�#	 τ1, . . . , τe ��� �9���#% 	'	����&<��
O��#���������&% GΩ mod H C'.0���'����� i, j ∈ [1, e] g � ? �QO�� τih?θ = τi?θ�&<� τi ? θ = τj ? θ

��� �#F �I��O��&���#<�	�	�� τ−1
j τi ∈ H � �#"Q�&�I��� τ−1

j ∈ GΩf

�&<I���� (i) C � � ? �QO&�K	 ? �
���#�����V	 � �#"Q�&�I��� τ−1

j τi ∈ H �V% �&<����<���� ��% τi = τj
C

(iii) �
? ���� M �����6�&%K�&< ��� M �#�����&��" �+* 	��#<�������< �+* 	���<��!����< � O&��� k ��� 	 ? ����<����&%*	 ? �612��<���1 �&�

������� <���12� ��� � O��#� k ��% �V	�� k P ������1B�V	���O&�9�#����12��<�	���C
�

� �P� �P�S�K��� � �IC  �  «QL H ¦MPt©
L
��« L � N  K � �RªpN K UH.N� 	 ¦R¨

k(K)
 K R��tL��.¦ML H ⊂ L

[�� �H«QP
L��H«E©#« �Rª¬«®«$N��L��H«7« �&L¥«QP.�§ON@P �5«�¨ © � P��

K(H)
N� � P��

K(L)
«�� K ¦R¨ �L �H« [L : H] �

L��H«�§SPt©#« ��N�
H
§SP

L
[ �  θ §V�¦MP � P�� K(L)

£ Utª�§�¤3§SL §��R« U1Nb¨XW@PZNb¤3§ ¦R¨EN�'L��H« �5«�¨ © � P��
K(H)

L��H«QP �

� §SP θ,k =
e∏

i=1

(T − τi ? θ) ,# �IC �M%

���H«�ª¬«
τ1, . . . , τe

§V�¦�¨V«  L�L ª\¦MP.��R«�ª¬J¦R¨cN�
L mod H

[
~5������� ��#/�>	 Ω � � 	 ? ���!�#	���%0	 ? ���!�N��	�� ��%��&<R��<��VO��&������	�� � �&��� <���12� �&���!��" ? 	 ? � 	 K = k(Ω) C� � K �&����� ���U� ����������� �+* 	���<��!����< �&% 8 <�O

K(L) � g � "Q�&< ���!� #/�#1B1B� �IC/&�g ��	 ? L ��<��!	��Q�& �&%
�K�&�

k(K) # ��� GΩ
% ��<�=8 <EO

K(L) ��<��!	��Q�&=�&% k = 8 <EO
K( �K�&�

k(K)) C �

�
	�� ������
 �IC ! � IHK UkU1N  «<L��.¦ML K §V�¦ 	 ¦R¨ Nb§V « �&L¥«QP.�§ON@P N�
k
[  «QL H ��«�¦  K � �RªsN K U N�

	 ¦R¨
k(K)

¦MPt©%¨V«QL
E = � P��

K(H)
[ � �H«QP

(a) E
§V�¦ 	 ¦R¨ Nb§V3« �&L «QP.�§ON@P N� k § 7¦MPt©tN@PH¨XW §  H §V�¦�PZNbª+¤;¦R¨M K � �RªsN K U6N� 	 ¦R¨

k(K) �

(b)
§SP L �#§V R\¦b «JL �H« 	 ¦R¨ Nb§V��RªsN K U N� L��H«�« �&L¥«QP.�§ON@P �5«�¨ ©

E/k
§VE§V:Nb¤�Nbª U��#§ORJL N L��H«��RªsN K U

	 ¦R¨
k(K)/H

[
~5������� � � � K �����U�K�&���&���7�+* 	��#<�������< �&% k �N	 ? ���!�*�+*N���
	�� �����#�0�&���������*�����V�N<I��1B���&� f ∈ k[x]���I" ? 	 ? ��	 K = k(Ω) ��g ? ���!� Ω ��� � ���>	K�&%7	 ? �UI���!	���<�">	 ��� �&	��*�&% f C #S�#	 θ ��� � k P ������1B�V	��VO��

������12��<�	 �&% E C

(a) 	 ? � ������ E ����� �K�&�������*�+* 	���<��!����< �&% k ��% ��<� �&<���� �V% (∀τ ∈ GΩ) τ ? θ ∈ E C � ? ���
���$��FE���VO&������<�	*	�� (∀τ ∈ GΩ) (∀σ ∈ H) στ ? θ = τ ? θ C � � τ−1 ∈ GΩ

� 	 ? ���9���*��FE���VO&������<�	$	��
(∀τ ∈ GΩ) (∀σ ∈ H) τ−1στ ? θ = θ �8g ? ��" ? ��<�	�����<6���9�#FE����O��&����<�	9	�� (∀τ ∈ GΩ) (∀σ ∈ H)
τ−1στ ∈ H ����"��&����� θ ���:� k P ���!��12��	��VO�� �#����12��<�	 # ���#� (i) �&%	#/�#1B1B� �IC &k%>C � ? ��� E ��� �R�K�&���&���
�+* 	���<��!����<���% �&<����<��V� �V% H ��� �2<��&��1B�&� �!��� M �!�������&% GΩ

C

(b)
� � H ��� �U<��&��1B�&� �!��� M �!�����=�&% GΩ

�I	 ? ��< 	 ? ���!�#	 �&% ���>% 	 "��&���#	�� �&% GΩ mod H ����	 ? �
M �!�����=���<I�&	��#���� GΩ/H

C � ? ��� ����� (ii) ��% #S��121B� �IC & �"g:� ? �QO�� ¯

3���<
θ,k =

∏

τ∈GΩ/H

(T − τ ? θ) .# �IC �k%

�:�I	B�&� θ ���2� k P ���!��12��	��VO�� �#���#1B�#<E	2�&% E g ? ��" ? ���2�&���!� 	 ? ���!�����V	�	���< M �0�#�� �&%*�V	�� 1B��<���1B�&�
������� <���12� ��� ��	 ? �-�K�&���&��� M �������=�&%'3���<

θ,k
��� ������12����� ? ��" 	�� GΩ/H

�E� � ? �����!��1  NC �NC
�
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	 0cAS7 AGD80 �IC ���:���I	 K = k(Ω) C #S�#	 θ ∈ K �&<� L,H ���R	 g:������� M �����I���K�&% GΩ
���I" ?

	 ? ��	 H ⊂ L C78 % H = ; 	X���
L(θ)

	 ? ��< θ ��� ���&����&< L £ Utª�§�¤3§SL §��R« H £¥§SP��b¦Rª+§ ¦MP1L�nNbª Ω C
� �����V�N��< M 	 ? � �����<���	�����<6g �V	 ? k(x1, . . . , xn)

Sn ��<��!	��Q�& �&% k ��<� Ω = (x1, . . . , xn)
# � C �

GΩ = Sn
% � �&< L P ���!��12��	���O�� H P ��<�O&����� ��<E	 %H��� Ω ��� �&< L P ���!��12��	��VO�� H P ��<EO��&�!� �&<�	�C

#S�>	 L �&<� H � ��	 g:� �!��� M �!������� ��% GΩ
�!��" ? 	 ? � 	 H ⊂ L C+8 % Θ ∈ k[x1, . . . , xn]

���
��< L P ������1B�V	��VO�� H P ��<EO��&�!� �&<�	-���#�0�&��������� %H�&� Ω # ���#��;N��">	�����< � , ? �&�I	���� �k%K	 ? �#< Θ(Ω) ���U��<
L P ������1B�V	���O&� H P ��<�O��&�����&<�	:%H��� Ω C

�
	����P�(� 
 �IC � �  «QL L ¦MPt©
H

��« L � N  K � �RªpN K UH N� GΩ

 K R�� L��.¦ML H ⊂ L
[ � P�¦R¨ �#« �Jª\¦R§ORP K ¤���«�ª θ ∈ k(Ω)

§V�¦MP
L
£ Utª�§�¤3§SL §��R«

H
£¥§SP��b¦Rª+§ ¦MP1L nNbª

Ω
§  ¦MPt©
N@PH¨XW § 

θ
§V�¦ Utª�§�¤3§SL §��R«

«�¨V«�¤%«QP1L N�'L��H« �5«�¨ © « �&L¥«QP.�§ON@P
k(Ω)H

N��R«�ª
k(Ω)L

[
~5� ����� ��#S�#	 τ1, . . . , τe � � � ���>% 	'	����&<��!O&���!���&� �&% L mod H C 8 % θ ∈ k(Ω) ���7�&< L P ���!��12��	��VO��

H P ��<�O��&�!� �&<�	K%H��� Ω 	 ? ��< θ ∈ k(Ω)H �&<� 	 ? � "#��< �!� M � 	����-�&% θ � O&��� k(Ω)L �&���2	 ? �B����
	���<I"#	
�#���#1B�#<E	�� ��% L?θ �E�-�K�&������� 	 ? ���&�!��C � ? ���/"#��< �!� M � 	���� �&�!�7	 ? � e ������12��<�	�� τi?θ � i ∈ [1, n] C � ? ���
θ ���'�$������1B�V	���O&�7�����#1B�#<�	��&%0	 ? � �0����R�+* 	���<��!����< k(Ω)H � O&��� k(Ω)L � �#"Q�&���!� e = [L : H] �#FE�0�&���	 ? ���� M �!���-�&% 	 ? �-� * 	���<I�����&< k(Ω)H �&% 	 ? � ������ k(Ω)L C ,:��<�O����!���#��� � ��% 	 ? ��"���< �!� M ��	���� �&%7�&<
�#���#1B�#<E	 θ �&% k(Ω)H �&�!�K	 ? � e ����!	���<�">	 ������12��<�	�� τi ? θ � i ∈ [1, n] 	 ? ��< ; 	X�&�

L(θ) = H C
�

� �P� �P�#�#��� � �IC ���� «QL K = k(x1, . . . , xn)
Sn

¦MPt© ¨V«QL
Θ

��«7¦MP
L
£ Utª+§�¤3§SL §��R«

H
£¥§SP��b¦Rª+§ ¦MP1L [

� �H«�¤3§SPH§�¤;¦R¨?U1Nb¨XW@PZNb¤3§ ¦R¨EN�
Θ
N��R«�ª L �H« �5«�¨ ©

KL := K(x1, . . . , xn)
L §V'L��H« L £¥ª¬«�¨ ¦ML §��R«�ª®«®:Nb¨ £�R«QP1L �\W

Θ �
©#«QPZN@L «\© �\W LLΘ � ¦MPt©

� §SP Θ,KL
= LLΘ =

e∏

i=1

(x− σi.Θ) ∈ K(x1, . . . , xn)
L[x] ,# �IC � %

���H«�ª¬«
σ1, . . . , σe

§V7¦%¨V«  L�L ª\¦MP.��R«�ª¬J¦R¨cN�
L
¤�NJ©

H
[

~5� ����� � ;N����	 ? � �I��� �&% �&%�� ? �#�����#1 �NC � ¯ g � ? �QO�� 3���<
Θ,KL

= LLΘ � ��� I���0<��V	�����< �&%
M ��<��#����"K�!�����&��O��#<�	��.# ���#��(9���0<I��	�����<  NC ! ��%�, ? ���I	��#� !k%JC
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� �K	X� ��� f ∈ k[x] �B�����V�N<I��1B���&�4�&%'�� M �!��� n �&<� Ω ∈ k̂n "���<�	X����<���< M 	 ? � n ��� �&	��$�&% 	 ? �
�����V�N<I��1B���&� f C.0��� L ���U� �!�������>	��&%�	 ? �U�
� 1B12�#	�����" M ���&���

Sn
� 	 ? � ������&� �&% L P ��<�O��&�����&<�	 Ω P ��������	�����<�� ���

M ��O��#<����

ILΩ = {R ∈ k[x1, . . . , xn] | (∀σ ∈ L) σ.R(Ω) = 0} .
|P��
�
�� �NC &�� � �H«E§ ©#«\¦R¨ ILΩ

§VEª ¦�©R§OR\¦R¨ �
ILΩ =

√
ILΩ
[

~5� ����� ��� � - �!��� - & &('�� #S�#	 n ∈ N
�&<� P ∈ k[x1, . . . , xn]

�!��" ? 	 ? ��	 P n ∈ ILΩ
C #S�#	

σ ∈ L l 	 ? ��< (σ.P n) = (σ.P )n �&<I 0 = (σ.P )n(Ω) = (σ.P (Ω))n C ;N��<�"#� k ��� � �0���� g � ? �QO&�
σ.P (Ω) = 0 �&<�=	 ? �#< P ∈ ILΩ

C
� � � & 0*1�� - & &('�� ;N�#� 5 *I�&12����� �NC �2, ? �&�I	������NC

�

��� � AC>@9 7bAC0cikF �E9nACD+0E9
|P��
�
�� �&C ��� �  L RpN@P1L ¦R§SP.'L��H« § ©#«QP1L §SLCW<L �H«QP

ILΩ ⊂ IΩ .
|P��
�
�� �&C � �  «QL H ¦MPt©

L
��«'L � N3 K �� «QL�VN�

Sn

 K R��tL��.¦ML H ⊂ L
[�� �H«QP

ILΩ ⊂ IHΩ
[

~5� ����� ��#S�#	 R ∈ ILΩ
C'8 % H ⊂ L �&<� σ.R ∈ IΩ

%H�&� ����� σ ∈ L 	 ? ��< σ.R ∈ IΩ
C � ? ��� � "�"#�����

��<=�0�&�!	���"#��� �&� %H��� �&��� σ ∈ H ��<��	 ? ���!�#%H���!� R ∈ IHΩ
C

�

� 3�4 /"> � ����� � ? �K"���<�O&�����!� �&% #S��121 � �&C �U��� <���	 �&�og:�Q�N� 	�������C
� � ? �QO�� ISn

Ω 6= IΩ
g ? �#< 	 ? ���!��� *I���!	�� σ ∈ Sn

����" ? 	 ? � 	 IΩ 6= Iσ◦Ω
C � ? �=%H�&�����:g ��< M

�I�����������V	�����< M ��O&��� ����<��E�����#	 g ����< Iσ◦Ω �&<� IΩ C
~5� �P���P�N���(��� � ��C ���  «QL σ ��«�¦ UH«�ª+¤ K L?¦ML §ON@P §SP

Sn
¦MPt© ¨V«QL

L
��«�¦  K �� «QL�N�

Sn �
�¸« �.¦ �R«��

(i) ILσ◦Ω = IσLΩ ,

(ii) ISn

Ω ⊂ ILΩ ,

(iii) ISn

σ◦Ω = ISn

Ω

¦MPt©
(iv)

§ 
L
RpN@P1L ¦R§SP.'L��H« § ©#«QP1L §SLCW<L �H«QP

IσLΩ = ILσ◦Ω ⊂ Iσ◦Ω .
~5� ����� � (i) #S�#	 R ∈ k[x1, . . . , xn]

C � � ? �QO�� R ∈ Iσ
−1L

σ◦Ω
��% ��<� ��<��V� �V%4%H��� �&��� l ∈ L 	 ? �#<

l.R(Ω) = σ−1l.R(σ ◦ Ω) = 0 C � ? ����	 ? �#� �!������	�����<�� �&�!�*	��!��O � �&� C
�

� w
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� 3546/ >�� ����� � ? �=�����>O ������� �����������!��	�����< � ? �:g � 	 ? ��	R	 ? � ��I�Q�&� �&% �!� 1B12�#	�����" ���#� ��	�����<��

ISn

Ω = ISn

f
�� ��� <���	$I������<����<=	 ? �K" ? ����"��K�&% 	 ? �K���!���� ��% 	 ? �K��� �&	�� �&% f C

��� 
 -E3 9Q7:/��cAjFCA �k3?> /10E; 7 -�3 ;E35i&D+4 � D+9nAS7 AGD80 2H> D ���
|P��
�
�� �NC ��� �  K �� «QL N�

Sn

QL?¦��J¨V« �\WqRpNb¤�U1N �§SL §ON@P�§V�¦ �RªsN K UZ[
|P��
�
�� �NC � �� «QL I ��«7¦MP § ©#«\¦R¨cN�

k[x1, . . . , xn]
¦MPt©

H
��«'L��H« nNb¨�¨ N��9§SP �3 «QL N� UH«�ª+¤ K L?¦R£L §ON@P.��

H := {σ ∈ Sn | σ(I) ⊂ I} .� �H«QP
H
§V ¦ �RªpN K U�¦MPt© H = {σ ∈ Sn | σ(I) = I} [ � P U.¦RªQL §OR K ¨ ¦Rª � L �H« 	 ¦R¨ Nb§V��RªsN K U GΩ

§V
¦5RQL K ¦R¨�¨XW%¦ �RªsN K UZ[

~5������� �7. �&� σ � τ ∈ H τσ ∈ H ����<�"�� τσ.I ⊂ τ.I ⊂ I C � ? ��< H ����� �
	X�&����� �E�
"��&1B�������V	�����< �&<������� #/�#1B1B� �NC � ���V	 ��� � M ���&���4C

�

|P��
�
�� �NC ���� «QL H ��«�¦  «QL N�� K �� «QL VN�
Sn �

L��H«QP

I
S

H∈H
H

Ω =
⋂

H∈H

IHΩ .# � C � %

~5������� �
P ∈ I

S

H∈H
H

Ω ⇔ (∀σ ∈
⋃

H∈H

H) σ.P (Ω) = 0

⇔ (∀H ∈ H) (∀σ ∈ H) σ.P (Ω) = 0

⇔ P ∈
⋂

H∈H

IHΩ .

�

#S�#	 EL = {H ∈ Sn | IHΩ = ILΩ} C �
? ��<��E�,#/�#1B1B� �NC �R	 ? � ���&� M �#�!	 �#����12��<�	 �&% EL �+*N���
	��

�&<�=�#F ���&��� 	 ? ���!�#	 ⋃
H∈EL

H C
� 3
	�0EAS7 ACD+0 �NC/&�� #S�#	 L � ���*���#	'�&%�� �#��1R�I	���	�����<��#C � ? � QL ¦��J§�¨ §	�b«�ª N� L �H«B§ ©#«\¦R¨ ILΩ ��I��<��&	�������36� * (ILΩ) ������	 ? �K���&� M �#�!	 �!�������>	9��%

Sn
����	����!% � ��< Mg¯

ILΩ = I
� ��� (IL

Ω)

Ω .# � C �&%
� 3
	�0EAS7 ACD+0 �NC  � � ? � ©#«pRpNb¤�U1N �§SL §ON@P �RªpN K U �K� � (I) � N��¦MP § ©#«\¦R¨ I ⊂ k[x1, . . . , xn]

���
��+�0<������� ¯

� � (I) = {σ ∈ Sn | σ(I) = I} .# �NC �k%
~5����� ���b���(����� �NC !��  «QL L ��«7¦; K � �RªsN K U N�

Sn

[�� �H«QP
L ⊂ 	 ª (ILΩ)

¦MPt©tN � � §ON K �¨XW# � C &?%
I
���

(IL
Ω )

Ω ⊂ ILΩ .# � C  &%



� � ����	 � � � � � � ��� 	 � � � � ����	 � 	 ��� � � � � � ��� ��� ��� ��� � � �

~5� ����� ��8 < ���!���� 	��R���!� O�� # �NC &k% � �����������!�*	 ? ��	 τ ∈ L �&<� R ∈ ILΩ
C � � #S��121B� �NC � � ��	 ���

�!� �2"�����<�	 	��-�I��� O�� 	 ? ��	 τ(ILΩ) ⊂ ILΩ
C�.0��� �&��� σ ∈ L στ.R ∈ IΩ

����<�"�� στ ∈ L C � ? ��� τ.R ∈ ILΩ#H� C �&C τ ∈ � � (ILΩ) %>C �

� ? � �!	X��������� ��#�736� * (ILΩ) ��� <��&	7<��#"����!���&�!���V� � M ���&���4C�.0���
	 ? �#���E�����������!��	�����< �IC �*�&%4, ? �&�I	����
� M ��O&���:<I��"��#�����&�!� �&<� �!� �2"����#<�	 "���<I���	�����<��7%H����g ? ��" ? 3�� * (ILΩ) ��� � M ���&���4C � 	�	 ? ��� �!	�������g:�
? � O&� ¯

|P��
�
�� � C � �

GΩ = � ¦	� (IΩ) = 	 ª (IΩ)
¦MPt©# �NC !k%

Sn = � ¦	� (ISn

Ω ) = 	 ª (ISn

Ω ) .# �NC �&%
� �H«�§ ©#«\¦R¨ 

IΩ
¦MPt©

ISn

Ω

¦Rª¬«3«�� K ¦R¨X§ 7¦MPt©qN@PH¨XW�§  GΩ = Sn

[
~5� ����� � �*�EO ��������C

�

� �I	 g ? ��	 ? �&�I� �#<�� %H�&� �&	 ? �#� ����� M �����I���$��%
Sn

e
~5� �P���P�N���(��� � �NC ���  «QL I ��«7¦MP�§ ©#«\¦R¨cN�

k[x1, . . . , xn]
[ �  I ⊂ IΩ

L��H«QP

I ⊂ I
���

(I)
Ω

# �NC �k%
¦MPt©;§SP�U.¦RªQL §OR K ¨ ¦Rª §  I = ILΩ �

���H«�ª®«
L
§V�¦; K � �RªsN K U6N�

Sn �
L �H«QP

I = ILΩ = I
���

(I)
Ω = I

�����
(I)

Ω
# �NC �k%
¦MPt©

L ⊂ 	 ª (I) ⊂ � ¦	� (I) [ � Nbª¬«pN��R«�ª
�
§  � ¦	� (ILΩ)

§V�¦ �RªsN K U L �H«QP 	 ª (ILΩ) = � ¦	� (ILΩ)
[

~5� ����� �7. ���!�!	���	X� ��� R ∈ k[x1, . . . , xn]
C 8 % R ∈ I 	 ? �#<�� ������+�0<���	�����<��&% 	 ? �-���"#��1B�����!�VP

	�����< M ���&����� # ∀σ ∈ � � (I) % g:� ? � O&� σ.R ∈ I ⊂ IΩ
�&<I �0<0�&����� R ∈ I

� � (I)
Ω

C �$�:g �4���#	 L ���R�
�!��� M �!����� �&%

Sn
�&<� ���>	 I := ILΩ ⊂ IΩ

#:�!��<�"#� L "#��<�	X�&��<��*	 ? �U����#<E	���	 � %>C � ��	 ? �U��<�"�����������<
# �NC �k% � ILΩ ⊂ I

� � (IL
Ω)

Ω
CA,:��<�O&�����!���V� �'�!��<�"#� L �����
	X�&�I��� ��� "���12� �&����	�����<��S�E� ���!��� �&����	�����< �NC ! 	 ? �

M ������� L ��� �2�!��� M �!�������&%�� � (ILΩ) �&<� 	 ? ��< I
� � (IL

Ω )
Ω ⊂ ILΩ

��� #/�#1B1B� ��C �NC �$�:g �V%�3�� * (I) ���
� M ���&�����0	 ? �#< �����&� ���!��	�����< �NC ! ���&���������# g �V	 ? 36� * (I) ��<��
	��Q����&% L � M �VO��#� 36� * (I) ⊂ �K� (I) ���<����� I���0<��V	�����<=�&%�3�� * (I) �&<�=���!��< M # � C �k% 	 ? �K��<�O��#���!�-��<�"�����������< ��� ���!� O��� C

�

� ? � �K�&������� M �����I����#� �#<��� ��< 	 ? �K" ? �&��"��K�&% Ω %H�&��	 ? �K���>	 �&% 	 ? �K��� �&	�� ��% f ¯
~5� �P���P�N���(��� � �NC ���  «QL τ ∈ Sn �

L��H« 	 ¦R¨ Nb§V �RªsN K U N�
τ ◦ Ω

§V �R§��R«QP �\W �
Gτ◦Ω = τ−1GΩτ ,# �NC �"�k%
Gτ◦Ω = {σ ∈ Sn | (∀P ∈ Iτ◦Ω) P (τσ ◦ Ω) = 0} .# �NC ��� %

~5� ����� � ;N�#	 G := GΩ
C � � ? � O&� τ ∈ σ−1Gσ �V% �&<�=��<��V� �V% στσ−1 ∈ G C�#S�>	 τ ∈ σ−1Gσ��<� R ∈ Iσ◦Ω

C � � ? �QO�� σ.R(Ω) = 0 �&<I 	 ? ��< σ.R ∈ IΩ
C ;N��<I"�� στσ−1 ∈ G � g:� ? �QO&�

0 = (στσ−1)σ.R(Ω) = στ.R(Ω) = τ.R(σ ◦ Ω) �&<� 	 ? ��< τ ∈ Gσ◦Ω
C6,:��<�O����!���#��� �!�����������

	 ? ��	 τ ∈ Gσ◦Ω
C #/�>	 R ∈ IΩ

	 ? ��< σ.(σ−1.R)(Ω) = 0 �&<� ����<�"�� τ ∈ Gσ◦Ω
��g:� ? �QO��

0 = τ.(σ−1.R)(σ ◦ Ω) = στσ−1.R(Ω) �&<� 	 ? ��< τ ∈ σ−1Gσ C ����� O��=�����<�	��V	 �r# �NC ��� % ¯ ���



� � � � � � 	�� � � � ���8��� ��� � �
��+�0<���	�����<6�&% Gτ◦Ω

g � ? � O&� Gτ◦Ω = {σ ∈ Sn | (∀P ∈ Iτ◦Ω) (σ.P )(τ ◦ Ω) = 0} �&<� 	 ? �
���#�����V	 %H�������:g �:%H����1 #/�#1B1B� ��C �NC

�

� 	 �I�����!��<�	���	9���*�������!�������-	�� M ��O&�U� �0�&�
	����&� "#�����!���!� ��<I���<�"#� � �>	 g:�#��< M �����I��� �&<� ����Q�����\l
��	 g ����� � �K"#��1B�I���#	���=��< � ? �#�����#1 �IC � ¯

�
	�� ������
 �NC �"��� �  L ¦MPt©
H
¦Rª®« L � N3 K �� «QL VN�

Sn

�¸« �.¦ �R«��
§ 
H ⊂ L

L��H«QP
ILΩ ⊂ IHΩ

¦
nd# �NC �"�&%

§ 
ILΩ ⊂ IHΩ

L �H«QP � ¦	� (IHΩ ) ⊂ � ¦	� (ILΩ) .# � C �"�&%
~5������� �757FE�0� 	����&<q# � C ���M%S�I��� O ����7%H����1 #/�#1B1B����C � C � � g �����>	 σ ∈ 36��* (IHΩ ) �&<� R ∈ ILΩ

C
� � g ����� ����� O&�=# �NC �"�k%>C � � ? � � ��	 ? �#����� R ∈⊂ IHΩ

C � ? ��� σ.R(Ω) = 0 �&<I σ ∈ 3�� * (ILΩ) ���
��+�0<���	�����< ��%�36��* (ILΩ) C �

� 3546/ >�� ��� � � � ? �QO�� H ⊂ 36� * (ILΩ) ��% �0�&<I���<I��� �V% �036��* (IHΩ ) ⊂ 36��* (ILΩ) C
� �P� �P�#�#��� � �NC �����  «QL H ��« ¦% K �� «QL�N�

Sn

���#§OR�� RpN@P1L ¦R§SP. L �H«�§ ©#«QP1L §SLjWM[ �  H ⊂ GΩL��H«QP
IHΩ = IΩ = IGΩ

Ω ,# � C � &k%
� ¦	� (IHΩ ) = 	 ª (IHΩ ) = GΩ.

# � C �� M%
�  H §V�¦ �RªsN K U�¦MPt© 	 ª (IHΩ ) = GΩ

L��H«QP
H ⊂ GΩ

[
~5������� � � � H "���<�	X����<���	 ? � �����<�	���	 � ��	 ? ��< IHΩ ⊂ IΩ = IInΩ

C 8 % H ⊂ GΩ
	 ? ��< IΩ = IGΩ

Ω ⊂
IHΩ

�&<��	 ? �#���#%H�&��� IHΩ = IΩ = IGΩ
Ω

C 8 % H 6= GΩ
	 ? �#< H 6= GΩ = 3�� * (IHΩ ) = � � (IHΩ ) C �$�:g �

���I��� �&��� 	 ? ��	 H ����� M ���&��� ��<� � � (IHΩ ) = GΩ
C � ? ��< ��� �7�!���������V	����&<��NC ! H ⊂ �K� (IHΩ ) =

GΩ
C

�

� 3546/ >�� � ���7,:��������� �&�
�,� C ��� M �VO��#�$��<�� *I�&1B�I��� ��<qg ? ��" ? 3�� * (IHΩ ) 6= H 6= �K� (IHΩ ) C

� � � ;E35087 A 	 i&/ 7 AGD80 D��_7:-E3 9Q7:/��cAjFCA �k3?>V/10E; �c>@AC4BAS7 A �+3�� D+F ��0ED+4BAG/1FC9.D���AC;�35/"Fj9
� �K�����������!��	 ? ��	 	 ? �������� k ��� ��<)�0<��V	���C
� �K�!	X���!	_g ��	 ? 	 ? � %H�������:g ��< M �!	X��<�0�&�!��!�����I��	.# �!��� ��%H�&� �+*I�&12����� ^ ���H` % ¯
|P��
�
�� �IC �
�  «QL M ��« ¦% K � �RªsN K U N�

Sn

 K R��=L �.¦ML GΩ ⊂ M � L
¦% K � �RªpN K U N�

M
¦MPt©

ΘL
��« ¦MP

M
£ Utª+§�¤3§SL §��R«

L
£¥§SP��b¦Rª+§ ¦MP1LO[ �;« �.¦ �R«'L��H« nNb¨�¨ N��9§SP ���

� § � §  GΩ ⊂ L
L��H«QP

ΘL(Ω) ∈ k �� §�§ � §  ΘL(Ω) ∈ k
¦MPt©�§ 

ΘL

§V
M
£  « U.¦Rª ¦��J¨V« nNbª

Ω
L��H«QP

GΩ ⊂ L
[

~5������� �
� § � ? ������ � �#"Q�&���!� 	 ? ��12��<I��1B�&��� �&��� <���12� �&� MΘ,IΩ
g ? ��" ? ��������< M � 	�� k[T ] ��FE�0�����

T − ΘL
C

� §�§ � C 8 % θ = ΘL(Ω) ∈ k 	 ? ��< RL := ΘL − θ ∈ ILΩ ⊂ IΩ
����<�"�� L "#��<�	X�&��<��R	 ? � ����#<E	���	 �&C

#S�#	 σ ∈ GΩ
�!��" ? 	 ? ��	 σ 6∈ L l 	 ? ��< σ.RL(Ω) = σ.ΘL − θ 6= 0 �7�!��<�"#� σ ∈ M �&<I Θ ���

M P �������&���&�I��� %H��� Ω C � ? ��� RL 6∈ IGΩ
Ω = IΩ

C
�



� � � � 	 ����� � � � � ��� ��� ��� ����	 � � � � � � � � 	 � � � � � � ��� � ��� ��	 � �	������� � � ��� � ��� � � 	 ��� � � �

� 3�4 /"> � � &�� 8 %7��<�� �&% ? � � �&	 ? ���!��� �&% § ��� §�§ �&% #S�#1B1B� �IC �R��� O��&�����	 ? ��< L = 36� * (ILΩ) C
� ��"Q������� �cg ? �#< k ��� ��<��0<���	�� ��g � �&� g��Q� ��"Q�&< " ? � �����B���!���0�����&����� ������1B�V	���O&� L P ��<EO��&�!� �&<�	 ΘL��<��	 ? �K� �&��� <���12� �&� RL := ΘL − ΘL(Ω) �������&< M ��	��U	 ? �K������&� ILΩ C

� �I	 g ? � 	 "Q�&< g � ���Q� ��< "��&���*��<�g ? ��" ? GΩ
��� <��&	 "#��<�	X�&��<��� ��< L e � ? �*%H�������:g ��< M � ? ����

�!��12� ��� M ? 	���<�	 ? ��� M ��<��#���&�S�!��	�����	�����<4C
|P��
�
�� �IC � �  «QL M ��«%¦  K � �RªsN K U N�

Sn

¦MPt©�¨V«QL
H

��«%¦  K �� «QL N�
Sn

[ IHK UkU1N  « L��.¦ML
GΩ ⊂M

[�� �H«QP�L��H«�ª®«3« �°§VQL�
RM ∈ IMΩ

 K R�� L �.¦ML RM ∈ IHΩ
§ 7¦MPt©tN@PH¨XW;§ 

H ⊂M
[

~5� ����� �7����"�� ΘM
� �!���0�����&����� ������1B�V	���O&� M P ��<�O��&�����&<�	 g ? ��" ? �+*N���!	�� #H����� #S��121 � � C �

, ? �&�I	��#���k%>C � � ? � ���&	 ? ����������	 ? �K� ���V� <���12� �&� RM = ΘM − ΘM(Ω) � �#����< M ��	�� k[x1, . . . , xn]
C

#S�>	 σ ∈ Sn
���V% σ 6∈M 	 ? �#< σ.ΘM 6= ΘM

�&<� σ.ΘM (Ω) 6= ΘM(Ω) ����<�"�� ΘM
���/�!���0�&���&�����&C

�

~5� �P���P�N���(��� � �IC ���  «QL M ��«�¦� K � �RªsN K U N�
Sn

 K R�� L��.¦ML
GΩ ⊂ M

¦MPt©�¨V«QL
H

��« ¦
 K �� «QL N�

Sn

[
� § � �  IMΩ ⊂ IHΩ

L��H«QP
H ⊂ � ¦	� (IHΩ ) ⊂M

[
� §�§ � �  � ¤�Nbª¬«pN��R«�ª � H §V7¦; K � �RªsN K U N�

Sn
L��H«QP 	 ª (IHΩ ) ⊂ M

[
~5� ����� ��8 	 ���$��� �2"#����<�	 	�� ����� O&� H ⊂ M �!��<�"#� IHΩ = I

� ��� (IH
Ω )

Ω
�&<� ��% H ��� �B����� M �������

��%
Sn

¯
IHΩ = I

� � (IH
Ω )

Ω
C #/�>	 RM

� � �&����< #S�#1B1B� �NC �NC � � ? � � ��	 ? �#����� � RM ∈ IHΩ
���6	 ? ��	

H ⊂M C
�

#S�>	 Θ ∈ k[x1, . . . , xn]
�&<� θ := Θ(Ω) C�) �#"Q�&���N	 ? � �+*N�����#���!����<B�&% 	 ? � 12��<���1 �&�E������� <��&1B���&�

MΘ,IΩ
�&% 	 ? �K��<�I��1B�&��� ? ����1 Θ̂ �&% k[x1, . . . , xn]/IΩ

¯

MΘ,IΩ =
∏

φ∈GΩ?θ

(T − φ) =
∏

φ∈{τ.Θ(Ω)|τ∈GΩ}

(T − φ) .# �IC � %

� �,� ? ���&����1 �IC �2, ? �&�N	����� .g � ? �QO&� ¯
3���<

θ,k = MΘ,IΩ .
�
	����P�(� 
 �IC/&��  «QL L ¦MPt©

M
��«JL � N  K � �RªsN K UH N�

Sn

 K R�� L��.¦ML L ¦MPt©
GΩ

¦Rª¬« §SPZR�¨ K ©#«\©
§SP
M
[  «QL Θ

��« ¦MP
M
£ Utª+§�¤3§SL §��R«

L
£¥§SP��b¦Rª+§ ¦MP1L	 « U.¦Rª ¦��J¨V«�nNbª

Ω
[ � K L RL,M := MΘ,IΩ(Θ)

[
� �H«QP=L �H« U1Nb¨XW@PZNb¤3§ ¦R¨

RL,M

J¦ML §V��5«®'L �H« nNb¨�¨ N��9§SP ���

�&% RL,M ∈ ILΩ �

�1% GΩL = {σ ∈M | σ.RL,M (Ω) = 0} �
~5� ����� �7�k%�.0��� σ ∈ L � �&� Θ ��� � �I����12��	���O&� L P ��<EO��&�!� �&<�	 g � ? �QO�� ¯

σ.RL,M = MΘ,IΩ(σ.Θ) = MΘ,IΩ(Θ) = RL,M .

� ? �����>%H����� � σ.RL,M(Ω) = MΘ,IΩ(Θ(Ω)) = 0 C



� � � � � � 	�� � � � ���8��� ��� � �
�H% ���I	 A := {σ ∈M | σ.RL,M (Ω) = 0} C � � # �IC � % �

A = {σ ∈M | (∃ τ ∈ GΩ) σ.Θ(Ω) = τ.Θ(Ω)}
= {σ ∈M | (∃ τ ∈ GΩ) τ−1σ.Θ(Ω) = Θ(Ω)}

����<�"�� τ−1 ∈ GΩ
C 5'O���<�	��0�&���V� � �&� Θ ��� M P ���#�0�&��������� %H��� Ω �&<� τ−1σ ∈M �

A = {σ ∈M | (∃ τ ∈ GΩ) τ−1σ ∈ L} = GΩL .

�

� �P�����S�K����� �IC  � � �H«�QL ¦��J§�¨ §	�b«�ª�§V �R§��R«QP �\W

� ¦	� (ILΩ) = GΩL .
~5������� ��#/�>	 r ∈ ILΩ

� τ ∈ GΩ
�&<� l ∈ L C�; ��<�"#� l.r ∈ IΩ

�&<� ���K��+�0<��V	����&<���% GΩ
� τ.(l.r) ∈

IΩ
�&<� �E� "#��<����#FE����<�"#� τ l ∈ 3�� * (ILΩ) C ,:��<�O����!���#��� � ���#	 σ ∈ 36� * (ILΩ) C � � �����&� ���!��	�����<��IC �

36� * (ILΩ) ⊂M C � � �k% �&% � ? �#�����#1 �IC/& � σ.RL,M(Θ)(Ω) = 0 C7. ��<��&���V� �E��� �H%:�&% � ? �#�����#1 �IC/& �
g � ? � O&� σ ∈ GΩL

C
�

� ? �#�����#1 �NC & �&<� ,:�&������� �&�
� �IC  ����!� O&�9	 ? ��	 	 ? ���!�9� *I���!	����-�����V�N<I��1B���&� RL,M
g ? ��" ? " ? �&� P

�&">	����!� #��� 	 ? �K����Q�&� ILΩ C
� 3
	�0EAS7 ACD+0 �NC !���#S�#	 M �&<� L � ��	 g:� �!��� M �!�������B�&%

Sn
���I" ? 	 ? ��	 L ⊂ M �&<� M"��&<E	��&��<I��	 ? �-�K�&������� M �!����� GΩ

C � ������� <��&1B���&� F ����	����!% � ��< M

GΩL = {σ ∈M | σ.F (Ω) = 0}
���$"Q�&�����# �&< M £ Utª�§�¤3§SL §��R«�U1Nb¨XW PZNb¤3§ ¦R¨ N�.L��H«�§ ©#«\¦R¨

ILΩ
C*8 < "Q�&�!� M = Sn

� 	 ? �R� �&��� <���12� �&� Fg ����� ���K"Q�&������=� Utª+§�¤3§SL §��R« U1Nb¨XW PZNb¤3§ ¦R¨EN� L �H« § ©#«\¦R¨ ILΩ C
� ? �#< k ������<)�0<��V	�� ��	 ? � ������� <���12� ��� RL,M

��% � ? �#�����#1 �IC &K���7�&< M P ���!��12��	��VO��������V�N<I��1B���&�
�&% 	 ? �K����Q�&� ILΩ C

� ? ��� %H������� g ��< M 	 ? �����!��1 ����	 ? �K���&1B� "#�����!���!� ��<I���<�"#� M �VO��#<���< � ? �����!��1 �NC �"� ¯
�
	�� ������
 �IC � # ,:���!���#������<���#<�"��-� �>	 g:�#��< ; 	��&������� #���!� �&<��8 ��Q�����p% ��� Pt©#«�ª'L �H«�J¦R¤%« �5W*£U1N@L��H«®�§V N��� �H«pNbª¬«�¤ �?[���¦MPt©�§ 

H
¦; K � �RªsN K U N� L��H«�QW*¤3¤%«QL ª+§OR �RªpN K U

Sn �
L��H«QP

H ⊂ GΩL
§ 7¦MPt©tN@PH¨XW;§ 

ILΩ ⊂ IHΩ .
�$N@L «$L��.¦ML

H ⊂ GΩL
§ E¦MPt© N@PH¨XW;§ 

GΩH ⊂ GΩL
[

� ? ����#"���12� �&����	�����< M ���������&%'�&<�����Q���4��� <��&	 <��#"��#�������!����FE�0�&�S	��2	 ? �K1 � *N��1 �&� ���>	 GΩL
C

8 	2��� ��� "Q�&�!� g ? ��< GΩ ⊂ � � (ILΩ) �&<� L ���2� M �����I� ����"��&����� L ⊂ �K� (ILΩ) C � ? �=%H�������:g ��< M
���!��� �&����	�����< M ��O&��� �U"���<�I��	�����< %H��� g ? ��" ? �#FE�0�&���V	 � ? ������ ¯

~5����� ���b���(����� �IC � �  «QL L ��«�¦� K � �RªsN K U N�
Sn

[ �  L §V<RpN@P1L ¦R§SP «\©%§SP L��H«.PZNbª+¤;¦R¨ §	�b«�ª.N�
GΩ

§SP
Sn

L �H«QP
GΩ ⊂ 	 ª (ILΩ)

¦MPt© RpN@P. «�� K «QP1L ¨XW � ¦	� (ILΩ) = GΩL
§V ¦ �RªpN K U�«�� K ¦R¨1L�N 	 ª (ILΩ)
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~5� ����� � ;N���������!� 	 ? ��	 L ��� ��� ��<�	 ? � ? � � ��	 ? �#����� �&% �����&� ���!��	�����< �IC �IC #/�>	 σ ∈ GΩ
� r ∈ ILΩ

l
g � �I��� O���	 ? ��	 σ.r ∈ ILΩ

C .0��� l ∈ L g:� ? �QO�� l.(σ.r) = lσ.r = σ′l.r �1g ? ���!� σ′ ∈ GΩ
����"��&�����

L ������<�"�������# ��< 	 ? � <����!1 �&��� #��� �&% GΩ ∈ Sn
C � � ? � O&� l.r(Ω) = 0 ��<� 	 ? � I���0<��V	�����< �&%/	 ? �

�K�&������� M �����I� GΩ

M ��O��#� 0 = σ′.(l.r)(Ω) = l.(σ.r(Ω)) C�� ? ���0�!�!	$�&���!���
	����&<���� ����� O&��4C
� ? ��< L ��� M �!����� 	 ? � ��#"���12� �&����	�����< M ������� � � (ILΩ) ���K�&� g��Q� ����<�"#������# ��< 36� * (ILΩ) =

GΩL
C � � ? � � �&	 ? ���!��� � GΩ

�&<� L �&�!�$"#��<�	X�&��<���2��< �K� (ILΩ) �kg ? ��" ? ��� � M �����I��� GΩL
���7��< 	�����<

"#��<�	X�&��<������<�� � (ILΩ) C �

� ? �K%H�&�����:g ��< M ���!���������V	����&< M ��O&��� <���"#���!���&�
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�I�����������V	�����< ��� �#F �I��O��&���#<�	 	�� � §���� C

� �*1R�I�!	 ���!� O��*	 ? ��	 � § � ���:��FE����O��&����<�	:	�� � §�§ � C'8 % � § � ? ����I� 	 ? ��< 	 ? � M �����I� GΩL
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f ) = {σ ◦ Ω | σ ∈ Sn} = Sn ◦ Ω ,# &�C � %
~5� �P���P�N���(��� � &IC ���  «QL L ��« ¦� K �� «QL N�
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∏
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ΘH(Ω) ∈ k
[

(ii) �  ΘH

§V
L
£  « U.¦Rª ¦��J¨V« nNbª

Ω
¦MPt©
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N�
L
[ � �H«

L
£¥ª¬«�¨ ¦ML §��R«3ª¬«®:Nb¨ �R«QP1L��\W

Θ
��«�¨ N@P �b

L N�L��H« �5«�¨ ©
K(x1, . . . , xn)

L[x]
¦MPt©�§ 

Θ
§V ¦MP

L
£ Utª+§�¤3§SL §��R«

H
£¥§SP��b¦Rª+§ ¦MP1L�L �H«QP L �H«

L
£¥ª¬«�¨ ¦ML §��R«

ª¬«®:Nb¨ �R«QP1L �\W
Θ
J¦ML §V��5«®��

LLΘ(T ) =

e∏

i=1

(T − σi.Θ) ,#  NC  M%
���H«�ª¬«

σ1, . . . , σe
§V�¦%¨V«  L�L ª ¦MP.��R«�ª¬J¦R¨cN�

L
¤�NJ©

H
[



� � 	 � � � � ��� � � � � � ��� ����	 ��� ����� 	 ��� � � � �
k[x1, . . . , xn]/IL

Ω

� w
~5� ����� �75 *I�#��"#������C

�

� 3
	 0cAS7 AGD80  NC ��� � ? � ª¬«®:Nb¨ �R«QP1L��\W Θ
¦b®:N:R�§ ¦ML «\© �9§SL��rL �H«�§ ©#«\¦R¨

ILΩ
��� 	 ? � ��<���O��&�!� ��	��

�����V�N<I��1B���&� LΘ,IL
Ω

��+�0<��#6��� ¯

LΘ,IL
Ω

=
∏

Ψ∈
� ��� (IL

Ω).Θ

(T − Ψ(Ω)) .#  C !k%

� 3�4 /"> � ��� � 8 %9	 ? � M �����I� L "��&<E	��&��<I�2	 ? � �K�&������� M �!����� 	 ? �#< 	 ? ����<EO��&�!� �&<�	 Θ ��� L P�!���0�����&����� %H��� Ω �V% ���&<����<��V� �V% � Θ(Ω) ��� �U����12�����*��� �&	 �&% 	 ? �K�!�����&��O��#<�	 LΘ,IL
Ω

C
|P��
�
��  NC ���  «QL�L �H« �RªsN K U H �

I L ¦�� �����
(IL

Ω)(Θ)
���#§OR�� §V L��H«EQL?¦��J§�¨ §	�b«�ªVN�

Θ
N@P L��H«7QL ¦R£

�J§�¨ §	�b«�ª.N�'L��H« § ©#«\¦R¨
ILΩ
[ I «QL d =

R\¦Rª\© � H)
[ � �H«QP

CΘ,IL
Ω

= LdΘ,IL
Ω

#  NC �&%
¦MPt© LΘ,IL

Ω
⊂ k[T ]

[
~5� ����� � � ? �U���>	 H ��� � M �!����� ����"Q�������U�V	*�����0<��V	��R��<� ���*�
	X�&�I��� ���6"���12� �&����	�����< C � ? �

�#FE�0�&���V	 � ��� ����ON�������#C � ? ���!���!����O&��<�	9��������< M ��	�� k[T ] ����"��&���!� k ��� � �����!%H�#"#	��0�#��4C
�

|P��
�
��  C �"� ��� �L��H«nª®«®:Nb¨ �R«QP1L LΘ,IL
Ω

§V5¦Y « U.¦Rª ¦��J¨V«�U1Nb¨XW PZNb¤3§ ¦R¨&L��H«QP §SL�«�� K ¦R¨ �L �H«n¤3§SPH§�¤;¦R¨
U1Nb¨XW@PZNb¤3§ ¦R¨

MΘ,IL
Ω

[
~5� ����� � �:��"��&���!� MΘ,IL

Ω

���9	 ? � ��FE�0�&�!� %H�!��� %H�&��1 �&%7	 ? �U" ? �����&">	����!���
	���" � ���V� <���12� �&��# 	 ? �
����Q��� ILΩ ��� �������"��&�4�&<I k ��� �U�����
%H��"#	��0�#��H%JC

�

~5� �P���P�N���(��� �  NC ����� � ® K ¤%«�L �.¦ML L��H«YQL?¦��J§�¨ §	�b«�ª � ¦	� (ILΩ)
§V�¦ �RªsN K U�¦MPt©�R��1N:N  « L  K R��L��.¦ML

L = � ¦	� (ILΩ)
[  «QL H = StabL(Θ) � §C[ «\[ L��H«<U1Nb¨XW PZNb¤3§ ¦R¨

Θ
§V�¦MP

L
£ Utª+§�¤3§SL §��R«

H
£

§SP��b¦Rª+§ ¦MP1L �M[ �;« �.¦ �R«��

LΘ,IL
Ω

=

l∏

i=1

(T − σi.Θ(Ω)) ,#  NC �k%
���H«�ª¬«

σ1, . . . , σl
§V�¦;¨V«  L�L ª ¦MP.��R«�ª®J¦R¨EN�

L mod H
[

~5� ����� � ;N���������&� ���!��	�����<  NC �NC
�
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	 0cAS7 AGD80  NC ��� � � ? �K�!�����&��O��#<�	 LΘ,ISn
f

� g ? ��" ? g ���!�-��<E	���� ���"#��=��� #/� M ����< M � �N��� "��&������
	 ? � ¦���:Nb¨ K L « ª¬«®:Nb¨ �R«QP1L�N� f �\W

Θ C � ��g �����0��#<��&	��9��	 �E� LΘ,f
C � ? �#< L = Sn1 × · · ·×Snd

���
�2����� ���">	*�&%'�!� 1B12�#	�����" M �������I��� 	 ? � �!���!����O&��<�	 LΘ,IL

Ω

���$"��&������=	 ? � ¦���:Nb¨ K L¥«7¤ K ¨XL §�£¥ª¬«®:Nb¨ �R«QP1L
N�

Ω
�\W

Θ C
� ? �U1R����	��VP �����!����O&��<�	�� ? �&�K� �#��< ��<�	���� ���"��# ��< ^ ��� ` C � ? �>� �&���U���!�� %H���*�!�����"#�������U� �&����P

<I��1B���&���J# �!��� , ? �&�I	������k%>C
� D17:/ 7 AGD+0  NC �"��� ;N���I� ���!��	 ? ��	 f = f1 · · · fd g ? �#��� fi ��� � � ���V� <���12� �&� �&% k[x] �&% �� M �����

ni > 0 %H��� i ∈ [1, d] C ; �#	 L := Sn1 × · · · × Snd

C � ? � �&�I�������I	��B1R����	��VP �����!����O&��<�	 LΘ,IL
Ω

���
I��<��&	�����E� LΘ,(f1,...,fd)

C



� � � � � � 	�� � � � ���8��� ��� � �
� 3546/ >�� � ����. �&� �&��� i ∈ [1, n] �

Lxi,I
Sn
Ω

= f(T ) ��� 	 ? � 	#  NC �k%
Mxi,I

Sn
Ω

= SFxi,I
Sn
Ω

= f(T ) ,#  NC �"�k%
g ? �#��� f ����	 ? �K�!F ���&��� %H���#� %H����1 �&% f C

������� �"� /14 �cFC359VD�� > 359\D+F �+35087 9 �
�"� /14 �cFC3  NC � &�� #S�>	 V � �-�

Sn
P ������1B�V	��VO�� In P ��<�O��&�����&<�	QC �

? �R�&�I�������I	��K���#�����VO��#<E	 LV,f ���
"Q�������#�� 	 ¦R¨ Nb§V7ª¬«®:Nb¨ �R«QP1L �&% 	 ? ��� ���V� <���12� �&� f C �K�&������� ���!�����	 %H��� ����� O ��< M 	 ? �-� *N���!	���<�"#�R�&%
	 ? � �K�&������� M �����I�6#H���#��^ � �"` %>C � �K"Q�&<�" ? � ����� ¯

V = x1 + 2x2 + · · · (n− 1)xn−1
�&�

V = x1x
2
2 · · ·xn−1

n−1 .
�"� /14 �cFC3  NC �� � #/�>	 D4

���R	 ? �UI� ? �#����&� ����� M �����I� ��%
S4

g ? ����� Ψ = x1x2 + x3x4
��� �

S4
P ������1B�V	��VO�� D4

P ��<�O��&�����&<�	QC � ? �-�!�����&��O��#<�	

LΨ,f = (T − (α1α2 − α3α4))(T − (α1α3 − α2α4))(T − (α1α4 − α2α4))
�����E<��:g <���<���#� 	 ? �K<0�&12� �&% 	 ? � ©R§ �H«\©Rª ¦R¨Xª¬«®:Nb¨ �R«QP1L �&% 	 ? �K������� <��&1B���&� f C

�"� /14 �cFC3  NC �"!��*;N�I��� �&��� 	 ? ��	 	 ? � � �&��� <���12� �&� f ��� 12��<���" �&<� ���<I�&	�� ��� ∆(f) �V	��
�����"��!��12��<0��<E	�C , ? � ����� M = Sn

�&<I L = An
�9	 ? � �&�V	��#��<0��	���< M �!��� M �!�����+�&%

Sn
C � ? �

' �&<�I����12��<�I�R��#	����!1B��<0�&<�	 � δn =
∏

1≤i<j≤n(xi − xj)
�4��� �

Sn
P �I����12��	���O&� An

P ��<�O��&�����&<�	QC � �
? �QO��

Lδn,f = (x2 − ∆(f)) .
� ? ��� �����!����O&��<�	$��� ���#�0�&���&����� g ? �#<�	 ? �K� �&��� <���12� �&� f ��� �!���0�����&�����&C

�"� /14 �cFC3  NC �"� � #S�>	 ξ 6= 1 ���R�B�I����12��	���O&�*��<��V	 n P 	 ? ��� �&	�C ;N�#	 Θ = ξx1 + ξ2x2 + · · · +
ξn−1xn−1 +xn

C � ? � �&���!�����N	�� ���#�����VO���<�	 LΘ,f
����"Q�&�����# 	 ? ��� ¦MPt©#«�ª+¤�N@Pt©#«�£  ¦ �Rª ¦MP �#«5ª®«®:Nb¨ �R«QP1L

� ��� 350�3?>@/�7:DH> 9 D�� 7 -E3�Aj;�3?/1F ILΩ
� �K�����������!��	 ? ��	 	 ? �������� k ��� ��<)�0<��V	��*%H��� � *N���!	���<�"#�-��% �!���0�&���&����� ������1B�V	���O&�9��<EO��&�!� �&<�	���C

� � 	X� ���6� ����� M �����I� M �&%
Sn

"���<�	X����<���< M � M �!����� L �&<� 	 ? �6�K�&������� M ������� GΩ
#H%H�&�

�+*I�&12����� M = Sn
%JC � � ? �QO��K	 ? �*%H������� g ��< M �!��	�����	�����< ¯

ISn

f ⊂ IMΩ ⊂ ILΩ ⊂ IΩ .
#S�#	 Θ ��� �&< M P �I����12��	���O&� L P ��<EO��&�!� �&<�	�C � � ��#<��&	�� ��� ∆Θ

	 ? � I����"#����1B��<0�&<�	 �&%K	 ? �
M �#<����!��"U���#�����VO��#<E	 LMΘ C � ? � ����!"��!��12��<0�&<�	9�&% 	 ? � ���#�����VO���<�	 LΘ,IM

Ω

�#FE�0�&��� ∆Θ(Ω) C � � ? �QO��
# �!����� ? �#�����#1 �IC �-, ? ���I	��#���&% ¯

k[x1, . . . , xn]
L ⊂ 1

∆Θ

k[x1, . . . , xn]
M [Θ] .# !IC �:%



� � ��	
��	 ��� ������� ��� ����	 � � 	 ���
IL
Ω

� �

; �#	
RL,M := MΘ,IM

Ω
(Θ)

#H���#� ���!��� �&����	�����<  NC � %>C � ? ��< Θ ��� M P �!���0�&���&����� %H��� Ω 	 ? � �����V�N<I��1B���&� RL,M
��� �&< M P

�I����12��	���O&�9������� <���12� ��� �&% 	 ? ������Q��� ILΩ # ���#��(9���0<I��	�����< �IC !k%>C
� 3�4 /"> � � ��� � ? �21B��<���1B�&� �����V�N<I��1B���&� ��% Θ(Ω) � O���� k �#FE�0�&��� MΘ,IM

Ω

�&<� �����&< �������JP
I��"��������*% �&">	���� � O&��� k �&% 	 ? �K���#�����VO���<�	 LΘ,IM

Ω

# �!��� #S��121 �  NC �&%JC
.0��� "��&1B���N	���< M 	 ? �*���#�����VO��#<E	�� �&<� "���<��!��FE���#<E	����B	 ? �*���&������� M �!����� GΩ

�&<�B	 ? �$������&� IΩ �g ��1R���!	 I�#	��#��12��<��K� M �#<�������	���< M �!� �!	���1 �&% 	 ? �K����Q�&� ILΩ C
) ��"��&���0	 ? ��	 ��% Ψ ��� �!���0�&���&�����9���!��12��	��VO�� GΩ

P ��<�O��&�����&<�	7	 ? �#< # �!��� � ? �#�����#1 !NC ���&% , ? �&�I	����
&b%

IΩ = ISn

Ω + (Ψ − Ψ(Ω)) = IMΩ + (Ψ − Ψ(Ω)) .
� ? �K%H�&�����:g ��< M ���#1B1B� M �VO��#�$� �0�!�!	$�&���I�����&" ? ¯
|P��
�
�� !NC ��� �  F ��«�¦MP

M
£ Utª+§�¤3§SL §��R« U1Nb¨XW@PZNb¤3§ ¦R¨cN� L��H« § ©#«\¦R¨

ILΩ
L��H«QP

ILΩ =
√
IMΩ + (F ) .# !IC �&%

~5� ����� � � � ? �QO&� √
ILΩ =

√
IMΩ + (F ) � �#"Q�&���!� 	 ? �#�U�&��� 	 ? � ���&12� O��&�!���>	 � ����� �����<���	�����<

��% M P ������1B�V	��VO��*������� <��&1B���&��� �&<�=	 ? �K����Q�&� ILΩ ��� �������"��&� C
�

|P��
�
�� !NC � � �  Q ∈ k[x1, . . . , xn]
M L��H«QP

Q(Ω) ∈ k
¦MPt©

Q = Q(Ω) mod IMΩ~5� ����� � � � ? �QO�� Q(Ω) ∈ k ����"��&����� GΩ ⊂ M C,� ? ���!�#%H���!� Q − Q(Ω) � �#����< M ��	���	 ? �
����Q��� IMΩ C

�

|P��
�
�� !IC � �  «QL Θ
��« ¦MP

M
£ Utª+§�¤3§SL §��R«

L
£¥§SP��b¦Rª�§ ¦MP1LY K R��BL �.¦ML L��H« ª¬«®:Nb¨ �R«QP1L LΘ,IM

Ω

§V
¦� « U.¦Rª ¦��J¨V« U1Nb¨XW@PZNb¤3§ ¦R¨ [  «QL K  ¦qU1Nb¨XW@PZNb¤3§ ¦R¨ P §SP

ILΩ
���#§OR�� §V

M
£  « U.¦Rª\¦��J¨V« nNbª

Ω � §C[ «\[
I L ¦��

M(P ) = {σ ∈M | σ.P (Ω) = P (Ω)} �M[ � �H«QP
P ∈ IMΩ + < RL,M > .

~5� ����� ��#S�#	 H := ; 	X���
M(P ) C';N��<I"��$	 ? � � ���V� <���12� �&� P ��� M P ���#�0�&���&����� %H��� Ω �&<�2%H���:�����

l ∈ L g � ? � O&� l.P (Ω) = P (Ω) # = 0 % ��	 ? ��< L ⊂ H C � ? ���.# �!��� � ? �����!��1 �IC �-, ? �&�I	������k% ¯

k[x1, . . . , xn]
H ⊂ k[x1, . . . , xn]

L ⊂ 1

∆Θ
k[x1, . . . , xn]

M [Θ] .

� ? �������+*N���!	�� �U������� <���12� ��� F (x1, . . . , xn) ∈ k[x1, . . . , xn]
M [T ] ���I" ? 	 ? ��	

∆Θ.P = F (x1, . . . , xn)(Θ) .
� � GΩ ⊂ M �S	 ? �����U� *N���!	����=�����V�N<I��1B���&� g ∈ k[T ] ����" ? 	 ? ��	 F (Ω)(T ) = g(T ) CR3��&����� O&�����
P (Ω) = 0 � �#"Q�&�I��� P ∈ ILΩ ⊂ IΩ

C�� ? ��<

F (Ω)(Θ(Ω)) = g(Θ(Ω)) = 0 .



� � � � � � 	�� � � � ���8��� ��� � �
� ? ��� g ���U� 1R����	��������B��%$	 ? �=1B��<���1B�&��������� <���12� ��� �&% θ = Θ(Ω) � O&��� k g ? ��" ? ��FE�0�����U	 ? �
12��<���1 �&��������� <���12� ��� MΘ,IΩ

C � ? ��� 	 ? ��������� <���12� ��� RL,M
��� �2% �&">	���� �&% g(Θ) C (9�#<��&	������ U

	 ? �9"����&���:�&% � ������� <���12� ��� U ��<B	 ? �*FE���&	�����<�	��!��< M AIM
Ω

= k[x1, . . . , xn]/I
M
Ω

C � � #/�#1B1B� !IC � �

∆Θ = ∆Θ(Ω) = λ ∈ k C � �K	 ? �2"�� � �2"�����<�	����&% F � �#����< M 	�� k[x1, . . . , xn]
M ��g:� ? �QO���# �!���

#S��121 � !NC �&% ¯
λ.P = ∆Θ.P = g(Θ) = RL,M .Qg ? �#��� Q ∈ k[x1, . . . , xn]

C � � λ 6= 0 g:� ? �QO��

P = RL,M .Q
g ? �#��� Q ∈ k[x1, . . . , xn]

C .0��� �#O&���
�=������&� I g � ? �QO��

k[x1, . . . , xn]/(I + (R)) = AI/R̂AI
g ? �#��� AI = k[x1, . . . , xn]/I

# �!����5�F ���&���V	 � # �NC �k% , ? ���I	��#� �M%>C � ? ���
P = 0 mod RL,MAIM

Ω

�&<�,�0<��&���V� P ∈ IMΩ + < RL,M > . �

�:�N	:	 ? �$���!�#O ���&���:����121 � �� ��� <��&	 M ��O&�$��<I%H����1B��	�����<2�&�����I	7	 ? �9<��-�������&���&�I���9�����V�N<I��1B���&�
�&% 	 ? �K����Q�&� ILΩ C � ? �K%H�������:g ��< M 	 ? �#�����#1 M ��O&��� 	 ? ��� ��<I%H�&��1B��	�����< ¯

�
	�� ������
 !IC/&��$IHK UkU1N  «�L��.¦ML L �H«bU1Nb¨XW PZNb¤3§ ¦R¨ f §V  « U.¦Rª ¦��J¨V«\[  «QL L ¦MPt©
M

��«=L � N
 K � �RªpN K UH N�

Sn
 K R�� L �.¦ML

GΩ ⊂ 	 ª (ILΩ) ⊂M .
 «QL F ��«�¦MP

M
£ Utª+§�¤3§SL §��R« U1Nb¨XW@PZNb¤3§ ¦R¨cN�

ILΩ
� §C[ «\[ GΩL = {σ ∈M | σ.F (Ω) = 0} �M[ � �H«QP

ILΩ = IMΩ + < F > .# !IC �k%
� P<U.¦RªQL §OR K ¨ ¦Rª � §  L ⊂ GΩ

L��H«QP
IΩ = ILΩ = IMΩ + < F > .# !IC/&?%

~5������� ��8 % 	 ? � 	 ? �#�����#1 ���:O��&�����g �V	 ? � � (ILΩ) = L 	 ? �#<��V	 ? ������ �&�����R%H��� ���&" ? �!��� M �!�����

L g ? ��" ? O&���!� �0�#��	 ? � ? � ���&	 ? �#��������%:	 ? �����!��1 ����"��&����� ILΩ = I
� � (IL

Ω)

Ω
C � ? ���$g:�2"Q�&< ���I��� �&���

	 ? ��	$�K� (ILΩ) = L �0��� 	 ? ��	 L = GΩL
����"Q�������K	 ? �-�K�&���&��� M ������� GΩ

��� �����������!����2�!��� M �!�����
�&% 	 ? �K��#"���12�������V	����&< M ���&��� � � (ILΩ) C

#S�#	 τ1 = id, . . . , τe
� ���U��� M ? 	 	����&<��!O&���!���&�/�&% M mod L �&<�����>	

I := ILΩ
�&<� J :=

e⋃

i=2

ILτiΩ = I
Te

i=2 Lτi
Ω .

T$�!��< M #S��121 ��!IC  �:	 ? ������Q�&��� I ��<� J �&����"���1B� *N��1B�&������"��&���!�6	 ? ��������&��� ILτ1Ω , . . . , ILτeΩ�&�!�����&��� g �����K"#��1 ��*I��1 ��� C � � ���V� <���12� �&� g ���$�&< M P �I����12��	���O&� � ���V� <���12� �&� �&% ILΩ ��%'�&<�6�&<����
g ∈ I\J C

� �,#/�#1B1B� !IC � �I	 ? ���!�-� *I���!	��$��<���<�	�� M ��� l > 0 �!��" ? 	 ? ��	

I l ⊂ IMΩ + < F >⊂ I .
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� �*	 ? � ����Q�&��� I �&<� J �&���U"#��1B� *N��1B�&� �0	 ? �2����Q����� I l �&<� J �&���R	��N�IC � � g �/���#	 x ∈ I 	 ? �#<
	 ? ���!�K�+*N���
	 u ∈ I l �&<� v ∈ J ����" ? 	 ? ��	

x = xu + xv .
� � ? � O&� xu ∈ IMΩ + < F > �&<� xv ∈ IJ = M ����"��&������	 ? ��������&��� ILτ1Ω , . . . , ILτeΩ

�����
���&��� g ����� "#��1B� *N��1B�&� �!�2	 ? ��	 ¯

IJ =

e∏

i=1

ILτiΩ =

e⋂

i=1

ILτiΩ = M .
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¦MPt©
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 K R�� L��.¦ML GΩL =

L
[ �  f §V� « U.¦Rª ¦��J¨V« L��H«QP L��H« § ©#«\¦R¨  ILτ1Ω , . . . , ILτeΩ

¦Rª®« U.¦R§�ª��9§V «.RpNb¤;¦	�°§�¤;¦R¨ [
~5� ����� ��#S�#	 i, j ∈ [1, n] C � � ? �QO&� V (ILτiΩ ) = Lτi ◦ Ω � �#"Q�&�I��� GΩL = L C+8 % f ���

�!���0�����&����� 	 ? �#< V (ILτiΩ + I
Lτj
Ω ) = V (ILτiΩ )

⋂
V (I
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	 ? ���K�&������� M �����I� GΩ

C .0���R� *I���!	���<�"#� �&% �������&���&�I��� ���!��12��	���O��2��<�O��&�!� �&<�	��$g:� 1 ���!	U�!�����������
	 ? ��	 k ��� ��<)�0<��V	��K�&<I f ���$�U�!���0�&���&����� � ���V� <���12� �&� C
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θ,k
� g ? �#��� θ ∈ k̂ C8 <�	 ? ��� �!��">	����&< g �������I� ���!� 	 ? ��	 M �&<� L �&���7	 g:�9����� M �������I� �&%
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L �&<� 	 ? �B�K�&���&��� M ������� GΩ
CU8 < 	 ? ��� �!��	��0��	�����<�� 	 ? �U�!	��&������� #���K3�� * (IMΩ ) ��FE�0����� 	 ? � M �!�����

M C
#S�>	 id = τ1, . . . , τl

���K�2���#% 	�	����&<I�!O��#�����&�/�&% M mod L C
� D17:/ 7 AGD+0 �&C ��� � ? � �!�#	 {τ1L, . . . , τlL} �&% 	 ? � ���#% 	 "#�����>	�� �&% M mod L g ����� ��� ��#<��&	��#

��� (M/L)g
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#S�>	 ΘL
���-��< M P ������1B�V	��VO�� L P ��<�O&����� ��<E	 �!���0�����&����� %H��� Ω # �!���-(9���0<I��	�����< �NC � , ? �&�N	������k%

��<� ���>	 θL := ΘL(Ω) C (9��<I�&	�� ��� e 	 ? � �� M ���#� �&% 	 ? � 12��<���1 �&� � ���V� <���12� �&� 3���<
θL,k

C � �
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θL,k = MΘL,I
L
Ω

��� � # �!��12�����n% % �&"#	���� �&%'	 ? �-�!�����&��O��#<�	 LΘL,I
M
Ω

�1g:�-"Q�&<�" ? � ����� �&<��&����#�$�&%
	 ? �:	����&<��
O��#�������0����" ? 	 ? ��	 τ1, . . . , τe #Gg ? ����� e ≤ l % ��� �&� %H�������:g � #H���#� �������������V	�����<  NC � , ? �&�N	����
! �&<I #S��121B�  NC � , ? ���I	��#� !k% ¯

3���<
θL,k =

e∏

i=1

(T − τi.ΘL(Ω)) =
∏

φ∈GΩ?θL

(T − φ) .# ��C � %

|P��
�
�� ��C � � � Nbª i ∈ [1, e]
�¸« �.¦ �R«

τi ∈ GΩL
[ �;«BR\¦MP R��1N:N  «

τi ∈ GΩ
:N L��.¦ML

∪ei=1τiL ⊂ GΩL
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~5� ����� � � � ����0<I��	�����< �&% τ1, . . . , τe ��<� ��� 5�FE�0�&���V	 � # ��C � % � %H���B�Q�&" ? i ∈ [1, e] 	 ? �����
� *N���!	�� g ∈ GΩ

�!��" ? 	 ? ��	 τi.ΘL(Ω) = g.ΘL(Ω) C � � g−1 ��������< M �R	�� GΩ
�7��	 ���U��FE����O��&����<�	

	�� g−1τi.Θ(Ω) = ΘL(Ω) C � �:g �'	 ? ��� ������FE���VO��&���#<E	-	�� g−1τi ∈ L �'����<�"�� ΘL
���R���������&���&�I���

M P ���!��12��	��VO�� L P ��<�O��&�����&<�	 �&<� g−1τi
��������< M ��	�� M C
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M
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¦b �¸«�¨�¨�¦b

Θ
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~5������� �75 *N�#��"�������C ) �#"Q�&���$	 ? ��	 %H��� V, U ∈ k[x1, . . . , xn]

�&<� σ 6∈ GΩ
� 	 ? � ��FE�0�&����	 �

V (Ω) = U(Ω) I�N�#� <I�&	 ��12����� 	 ? ��	 σ.V (Ω) = σ.U(Ω) C �

) ��"��&��� 	 ? � %H�������:g ��< M ����121 �-����� O��#6��<6, ? �&�I	��#��! ¯
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H∈H
H

Ω =
⋂

H∈H

IHΩ .# �&C �&%
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L
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 K R�� L �.¦ML M RpN@P1L ¦R§SP.
L
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GΩ
[  «QL ΘL

��« ¦MP
M
£ Utª+§�¤3§SL §��R«

L
£¥§SP��b¦Rª+§ ¦MP1L	 « U.¦Rª ¦��J¨V« nNbª

Ω
¦MPt©

θL = ΘL(Ω)
[ I «QLCL §SP �

RL,M := � §SP θL,k(ΘL) =
∏e

i=1(Θ − τi.ΘL(Ω))
�¸« �.¦ �R«

RL,M ∈ I
Se

i=1 τiL
Ω =

e⋂

i=1

IτiLΩ =

e⋂

i=1

ILτi◦Ω .# �&C �k%

� Nbª®« Utª¬«pR�§V «�¨XW
�
nNbª

σ ∈M � σ ∈ ⋃e
i=1 τiL

§ 7¦MPt©tN@PH¨XW;§ 
σ.RL,M (Ω) = 0

[
~5������� � � ��" ? ������	 ? ��� �#��1R�N	X��	�����<�� τ1, . . . , τe �!��" ? 	 ? ��	B	 ? �#� ��������< M 	�� 	 ? �6���&�������

M �!����� GΩ
C 8 	 ���2� �&��������������� #S�#1B1B� �&C �NC ;N�#	 A := {σ ∈ M | σ.RL,M(Ω) = 0} C � �

��+�0<���	�����< ��% 	 ? �K� ���V� <���12� �&� RL,M
g � ? � O&�

A = {σ ∈M | (∃i ∈ [1, e]) σ.Θ(Ω) = τi.Θ(Ω)} .
� � τi ∈ GΩ

�&<� ΘL
��� M P ���#�0�&��������� %H��� Ω

¯

A = {σ ∈M | (∃i ∈ [1, e]) τ−1
i σ.Θ = Θ} ,

{σ ∈M | (∃i ∈ [1, e]) σ ∈ τiL}
����<�"�� Θ ��� �&< M P ������1B�V	��VO�� L P ��<�O&����� ��<E	�C �

� ? � �����V�N<I��1B���&� RL,M
��< �������������V	�����< ��C  6���R�&< M P �I����12��	���O&�B������� <��&1B���&�7�&% 	 ? � ����Q�&�

ILΩ
# �!���-(9����<���	�����< �IC !2, ? �&�I	�����!k%>C7.0��� Θ � �������&���&�I��� ���!��12��	��VO�� L P ��<�O��&�����&<�	 g:�K���N	X�&��<=	 ? �

%H�������:g ��< M ��FE�0�&����	 � ¯

GΩL =
e⋃

i=1

τiL ,# �&C &?%

g ? �#��� τ1.Θ(Ω), . . . , τe.Θ(Ω) �&�!�'	 ? ��"#��< �!� M ��	��#�S�&% Θ(Ω) � O��#� k C 8 <K�&	 ? ����g ���!�� {τ1L, . . . , τeL}����	 ? � GΩ
P �����I��	 �&% L ��< (M/L)g

�N	 ? �K���>% 	 "����!�#	��$�&% M mod L C
�
	�� ������
 �&C !��� «QL M ¦MPt©

L
��« L � N� K � �RªsN K UH N�
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 K R��qL��.¦ML M RpN@P1L ¦R§SP.

L
¦MPt©

GΩ� §SP�U.¦Rª L §OR K ¨ ¦Rª GΩL ⊂ M
�M[  «QL τ1, . . . , τl ��« ¦%¨V«  L�L ª ¦MP.��R«�ª¬J¦R¨ N� M mod L

¦MPt©
τ1, . . . , τe§SP

GΩ
� e ≤ l

�  K R�� L �.¦ML GΩL =
⋃e
i=1 τiL

[ � �H«QP
τ1, . . . , τe

§V ¦�¨V«  L L ª ¦MP.��R«�ª¬J¦R¨ N�
GΩ

mod L ∩GΩ �
§C[ «\[

GΩ

§V'L��H« nNb¨�¨ N��9§SP ��©R§V �nNb§SP1L K PH§ON@P �
GΩ = τ1(L ∩GΩ) + · · ·+ τe(L ∩GΩ) .# �&C  &%

� �H«� «QL {τ1L, . . . , τeL} §V'L �H« GΩ
£ Nbª �J§SL_N�

L
§SP

(M/L)g
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~5� ����� � � � �����<���	�����< �&%�� 	����&<��
O����!���&��g:� ? �QO�� GΩ = M ∩ GΩ =

⋃l
i=1(τiL ∩ GΩ)��<� 	 ? ��� �I<�����< ��� ���� �!����<�	*%H�&�*	 ? � <��=��12�I	 � �!�����!�#	QC � � GΩ ⊂ ⋃e

i=1 τiL = GΩL
��g:� ? �QO��

GΩ =
⋃e
i=1(τiL∩GΩ) C � �:g ��%H��� �Q�&" ? i ∈ [1, e] �&����<�"�� τiGΩ = GΩ
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L

��«<L � N� K � �RªpN K UHqN�
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Ω
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M �
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	��Q��U�&% IΩ C 8 % Θ ��� M P �!���0�&���&������%H��� τ ◦Ω # ���#� (9����<���	�����<
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�"� /14 �cFC3 ��C ����� #S�#	 ��� k = Q
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��� �!���0�����&�����V#H����� #/�#1B1B� � C �
, ? �&�I	��#� �k%JC 8 % GΩ

���-��<�"�������� ��< L g:� "Q�&< �&�I������� ? �#�����#1 ��C �IC 8 % 	 ? � �0���!	��V	�����< ��% 	 ? �
1B��	���� * PL �N"���12���I	����g �V	 ? �-"Q�&<�I��0��	�� M �!����� G �&<� 	 ? �9	����!	���< M M �����I� H �II�N�#�:<��&	���FE�0�&�
	 ? ���0�&�!	���	�����< �0���!	 (FH) # ���#� ($���0<��V	�����< �&C �"�&% 	 ? �#<�	 ? � M ������� G �&<I �&���4�&	 ? ��� M ���&����� �&%'�V	��
"#��< �!� M �&"#�="#� �&�!�$��< L "Q��<6<��&	 ����	 ? � ���&������� M ������� GΩ

C ,:��1B�I�I	���< M �B���#�0�&���&����� L P �!��� � 	���O&�
H P ���#�����VO��#<E	�� %H��� �Q�&" ? H ��< 	 ? �:���#	'�&%0	��#�!	���< M*M �!������� �&% 1 � 	���� * PL �Mg � ��#	�����12��<I� 	 ? � �����������
M ������� GΩ
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	���<�"#	 ��� #S��121B� �NC  C
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�!��� M �!�����=���#�����#���#<E	���< M �R"#��< �!� M ��"#� "#� �&�!����<B	 ? � M �!����� L %H������>	��#��12��<���< M 	 ? ������������� M �!�����
GΩ

C . �����
	���� �'��	R��� �2"��=	�� "#��<��!����#� 	 ? � ��1B�&�������
	R�!����1B��	��!� * �&% PL "#��<�	X�&��<���< M 	 ? � 	��#�!	���< M
M �������I�.g ��	 ? � �&� M ���
	 "��&��I��<0�&����	 �
#Sg ��	 ? ��1B�&���7��<���+* ��< L %K����" ? 	 ? ��	R�V	��-���:g �U�&�!� �0�&��� g �����
I���!	���<�">	QC*;N��"#��<���V� � �V%�g �R��#	����!1B��<��R� �!��� M �!����� L1

�&% L "��&<E	��&��<I��< M 	 ? � �K�&������� M �!����� GΩ
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� � � � ��� � � ��� � ��� ���	���=�	� � ��� � ����	 ��� �
g �$"��&< " ? ��< M � �&%4�0���!	��V	�����<U1 � 	���� * C � �$�I��� 	 ? �#<B	 ? �$1B��	��!� * PL1 C 
$�#<�"�� 	 ? �$�� M ���#��� �&% 	 ? �
���#�����VO��#<E	�� �&���K��1B�&������� 	 ? ��<=	 ? �K�� M �����#� �&% �!���!����O&��<�	�� <���"#���!���&�
�=��<=����I����	�� ���!� 	 ? �K1B��	��!� *
PL ¯ 	 ? � �� M ���#� �&%��B���#�����VO��#<E	*��������	��VO��K	�� � M �!����� M ���$1B� �!���!����E��"��&�� (M) ��<� ��	 1R�I�!	
��� "���12���I	�����&<�=% �&"#	����������� C
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�=�����>%H���4%H����"#��1UP

���I	���< M g �V	 ? M ���&������C�8 < ����� � ���#% 	 �&">	�����<�� ����"��&1B�#� �!� M ? 	 �&">	�����<���C
� ? � "#��12���I	X� 	����&< �&%/�0���!	��V	�����< OL(G,H) "Q��< � �*�!�Q�&��� #�� ��� ����� P %H�I<�"#	�����< � ±°Ä�	M´
	t´°¼N³�#¯

� ±°Ä�	t´
	t´°¼b³������ Ã�½K³tµ�	t´�¼N³������ � �����
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	�� �
¼RÄ°»M´
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	�� �10�'
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¿R³����

�:�N	6�V	6����������� �������!������� 	�� "��&1B���N	�� 	 ? � �0�&�
	���	�����< OL(G,H) ���!��< M �Q�&" ? ��<��� * [G :
G ∩ τiHτ−1

i ] %H��� τ1, . . . , τe �U���>% 	 	�����<��!O&�������&�/�&% L mod H
¯

� ±°Ä�	t´
	t´°¼b³������ Ã�½K³tµ�	t´�¼N³������ � �����
º#¼#µR±Sº2	#ÄS±R³��N¹.¿°Ä��R±Sº°¿!� º�¿*�Kµ�¼N³43!�¬º°¿*�S´d³���´�µ°¿*� �
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g ? �#��� º°¿*�KµK¼N³=3*� ��� 	 ? � �����!	 �&%/	 ? � "���< �!� M ��	��#� τiHτ−1
i

��% H # i ∈ [1, e] %>C � ? ��� "���< �!� M ��	����
�&�!� <��&	 <���"#���!���&�!����� ����
	���<I"#	QC

��� 2H> D�� �r46/�7:>@Aji&359
� �=��<�	��!�N��I"��=� <�� g 1 ��	���� * "#��<�	X�&��<���< M ��<I%H���!1 ��	�����< �&� �&�I	U	 ? ���K�&���&��� M �������I�2��%$	 ? �

% �&">	����!� #H�����!����I"����I������� <��&	p%/�&%I���#�����VO���<�	��'� O���� k C � ? ��� <��Qg 1 ��	���� *K"���<�	��&��<��/	 ? � ��<I%H����1B��	�����<��



� � ��� ��� � � � ��� � � 	 � � �

��%�	 ? �:�0�&�!	���	�����<K1B��	��!� * C 8 	 "Q�&< � � ����� %H��� "#��1B�I�I	���< M �!��12�:������� <���12� �����Zg �V	 ? �9���&������� M �!�����
g ? ��" ? ��� � M ��O&��< M ���&���4C

� � I��<��&	�� ��� Ωf n
P 	��I�����B�&% 	 ? �B��� �&	��-�&% 	 ? � ������� <���12� ��� f C � �B	�� �&� L �&<I H 	 g �

�!��� M �!������� �&%
Sn

����" ? 	 ? ��	 L "#��<�	X�&��<��B	 ? � M ������� H �&<� 	 ? � ���&������� M �!����� GΩf

�&%9	 ? �
�����V�N<I��1B���&� f C

��� ��� 
 -E3 � /1FGD+Aj9 2H> D�� � D��_/ > 359\D+F��835087 �O/1iM7:DH> �
� � g �����)�0<�2	 ? �9����������� M ���&��� �&%4�K% ��"#	��&� �����!�����"#������� � O���� k �&%S�&< H P �����!����O&��<�	 LΘ,IL

Ωf

��<
%H�I<�"#	�����<U�&%�	 ? � ���&������� M ���&��� GΩf

�&% f �&<� �&% 	 ? � M ������� H ������� "�����	��# g ��	 ? 	 ? � ��<�O��&�!� �&<�	 Θ C

#S�>	
P L := {τ1H, . . . , τeH} � � 	 ? � GΩf

P ���!����	��&% H ��< (L/H)g
l

P ΘH
���K�&< L P ������1B�V	��VO�� H P ��<�O��&�!� �&<�	��!���0�����&����� %H��� Ωf

l
P θi := τi.ΘH(Ωf )

%H��� i ∈ [1, e] lP g = 3���<
θ1,k

C

� ? �������V�N<I��1B���&� g ��� ��<������!�����"#�������*����1B�I���9% �&">	���� � O&��� k ��% 	 ? �K�����!����O&��<�	 LΘH ,I
L
Ωf

C

� � ΘH
��� L P ���#�0�&��������� %H��� Ωf

�E	 ? �*���>% 	:��"#	�����< ��% GΩf

�&< {θ1, . . . , θe} ��� 	 ? �*����1B�$�&� 	 ? ��	
�&<�	 ? � GΩf

P �����I��	 L C � � ? �QO�� ¯

g = 3���<
θ1,k =

e∏

i=1

(T − τi.ΘH(Ωf)) =

e∏

i=1

(T − θi) .

� � " ? � ����� Ωg := (θ1, . . . , θe)
�&<� e ��<I��#	�����12��<���	��# X1, . . . , Xe

C � ? � ����Q��� IΩg

�&%
k[X1, . . . , Xe]

"���<�	��&��<���< M 	 ? � Ωg
P ���#� ��	�����<��:��� ¯

IΩg
= {P ∈ k[X1, . . . , Xe] | P (θ1, . . . , θe) = 0}
= {P ∈ k[X1, . . . , Xe] | P (τ1.ΘH(Ωf ), . . . , τe.ΘH(Ωf )) = 0} .

� �:g �0����0<I�-� k P 1B�&��� ? ����1 ξ ��� ¯

ξ : k[X1, . . . , Xe] −→ k[x1, . . . , xn]

Xi 7→ τi.Θ(x1, . . . , xn) .
� � ? �QO�� ξ(IΩg

) ⊂ IΩf

� �#"Q�&���!�

P (θ1, . . . , θe) = ξ(P )(α1, . . . , αn) .# �IC � %
� ? ��< 	 ? � k P 12����� ? ����1 ξ ��<����"#��� ��< ��< �!�#"#	���O�� k P 1B���!� ? ����1 ξ �&% k[X1, . . . , Xe]/IΩg

��<�	��
k[x1, . . . , xn]/IΩf

C � ? � k P 12����� ? ���!1 ξ ��<I���"��#� �=<0��	�����������< �!�#"#	�����< �&% k(Ωg)
�S	 ? �2���I����	!	���< M

������=�&% 	 ? �������V�N<I��1B���&� g �I��<�	�� k(Ωf )
M ��O��#<���� �����<�	���	 � # �IC �:%>C



� � � � ��� � � ��� � ��� ���	���=�	� � ��� � ����	 ��� �
(9�+�0<�� 	 ? �21B���!� ? ����1 ρ � �>	 g:�#��< 	 ? � �K�&���&��� M �!����� GΩf

�&<I
Se

	 ? �B�
�N1212�#	��!��" M �!�����
�&% �� M ���#� e C #S�>	 σ ∈ GΩf

�S��	�� ��1B� M � ρ(σ) ��� ρ ���*	 ? �U� �#��1R�N	X��	�����< �&%
Se

��+�0<��# ��� ¯ %H�&�
i, j ∈ [1, e]

ρ(σ)(i) = j �V% στiL = τjL .

) ��"Q������	 ? ��	7%H��� σ ∈ GΩf

	 ? ��< στiL = τjL
���7��FE���VO&������<�	7	�� σ ?θi = θj

C � � ? �QO�� %H��� i ∈ [1, e]

τρ(σ)(i) .ΘH = σ.(τi.ΘH) .# �NC �&%
� ? �#<�%H��� ����� σ ∈ GΩf

�&<I P ∈ k[X1, . . . , Xe]
g � ? � O&�

σ.ξ(P ) = P (στ1.ΘH , . . . , στn.ΘH)

= (ρ(σ).P )(τ1.ΘH , . . . , τn.ΘH) .

. ��<0�&���V� ¯

σ.ξ(P ) = ξ(ρ(σ).P ) ��� 	 ? ��	# �IC �k%
(σ.ξ(P ))(Ωf) = (ρ(σ).P )(Ωg) .# �NC &?%

~5����� ���b���(����� �IC ��� �;« �.¦ �R«��
� ¦�� ρ(GΩf

) = GΩg �� � � L��H« ¨V«  L5¦5RQL §ON@P N� GΩf

N@P L §V$L��H«�J¦R¤%«7¦b'L��H«VN@P « N�
GΩg

N@P
θ1, . . . , θe �

� R � ¨V«QL U =
⋂e
i=1
I L?¦��

GΩf
(τiL) =

⋂e
i=1(GΩf

∩ τiHτ
−1
i

�
�
L��H«QP

U = Ker(ρ)
¦MPt©

GΩf
/U

§V
§V:Nb¤�Nbª U��#§OR L N

GΩg

[

~5������� ��# �H%���� �U������#"#	 "���<I����FE���#<�"��-�&% # �k%JC
# �&% ρ(GΩf

) ⊂ GΩg

� �#"Q�&�I��� ξ(IΩg
) ⊂ IΩf

C�#/�>	 V ∈ k[X1, . . . , Xe]
� � �2�!���0�&���&�����-���!��12��	���O��

Ie
P ��<�O&����� ��<E	��&<�=���>	 v := V (Ωg)

C � � ? � O&� v = ξ(V )(Ωf )
��� # �NC � %JC � � 	 ? �K" ? ����"�� �&% V � g �? �QO�� ¯

CV,IΩg
= 3���<

v,k =
∏

t∈GΩg

(T − t.V (Ωg))
# �IC  M%

�&<���&� v ∈ k(Ωf)

3���<
v,k =

∏

φ∈GΩf
?v

(T − φ) .# �IC !&%

� ? ����� %H��� �&��� t ∈ GΩg

	 ? ���!� � *I���!	�� σ ∈ GΩf

�!��" ? 	 ? ��	 t.V (Ωg) = σ ? v C �:�N	 v = ξ(V )(Ωf)�&<� %H��� σ ∈ GΩf

�0����#<�	���	 � # �IC/&?%��&�I�������� 	�� P := V ��1B�������#� ¯

σ ? v = ρ(σ).V (Ωg) .# �NC �&%
� ? �#���#%H�&���K%H��� �&��� t ∈ GΩg

	 ? ���!�-� *I���!	�� σ ∈ GΩf

�!��" ? 	 ? ��	 t.V (Ωg) = ρ(σ).V (Ωg)
C �$�:g ���&�

t−1 ��������< M � 	��B	 ? �R�K�&���&��� M �!����� GΩg

�0	 ? �-��FE�0�&����	 � t.V (Ωg) = ρ(σ).V (Ωg)
���$�#FE����O��&����<�	 	��

V (Ωg) = t−1ρ(σ).V (Ωg)
C � ? �-�������I1B�I	�����< ��% 	 ? � ���#�0�&������������	 �B�&% V g ? ��" ? ������<EO��&�!� �&<�	 �&<����



� � ��� ��� � � � ��� � � 	 � � �

�I<����� 	 ? �K����#<E	���	 � ��1B�I�����#� 	 ? ��	 t = ρ(σ) �&<���0�&�!	 # �k%:�&% ����� ���!��� �&����	�����< ��� ���!� O&��4C
#H":%7.0���7�Q�&" ? τ ∈ Sn

� G �&<� H �!��� M �!������� �&%
Sn

�kg:� ? �QO�� ;E	X�&�
G(τH) = G∩ τHτ−1 �!�-	 ? ��	

e⋂

i=1

G ∩ τiHτ−1
i =

e⋂

i=1

;E	X�&�
G(τiH) .# �IC �k%

� � - �<� 4 - & &('�� ρ ��� <���	 ��< �!��"#	���O&�&C #S�#	 g ∈ GΩf

� 	 ? � �#FE�0�&���V	 � ρ(g) = id ���B��FE����O��&����<�	 	��
(∀i ∈ [1, e]) gτiH = τiH

��% �&<����<��V� �V% g ∈ ⋂e
i=1

; 	X�&�
GΩf

(τiL) C
� � � & 0*1=4 - & &('�� . �&� i ∈ [1, e] � θi

���'� k P ������1B�V	���O&�7�����#1B�#<�	��&% k(Ω)GΩf
∩τiHτ

−1
i #H����� � ? �����!��1 �&C �

, ? �&�I	��#� !k%JC � ? �#< 	 ? �$��������	!	���< M ������B�&% g ��� k(Ω)U # ���#�*5�FE�0�&����	 � # �NC �k% %>C � ? ��� ��������	�	���< M �0�#��
���:�R���&�������7� *N	���<��!����< �&% k � U ���:<I����1B�&� ����� M �����I� �&%

Sn
�&<� ���2	 ? �*����������� "#�����!���!� ��<I���<�"#� �

	 ? �-����������� M �!�������&% g ��� ������12����� ? ��" 	�� GΩf
/U C

�

� �P� �P�#�#��� � �IC � � � � ª Pt¦ K ©R§��®�£ ¦ ��� � IHK UkU1N  «_L �.¦ML n 6= 4
¦MPt©7¨V«QL

H
��« ¦�UtªsNpUH«�ª¸ K � �RªsN K UN�

Sn
���#§OR�� §V PZN@L8L �H« ¦R¨XL «�ª Pt¦ML §SP �	 K � �RªsN K U An

[  «QL Θ ��«5¦  « U.¦Rª ¦��J¨V«�Utª�§�¤3§SL §��R«
H
£¥§SP��b¦Rª+§ ¦MP1L

� §C[ «\[ L��H«�¦���:Nb¨ K L¥« ª¬«®:Nb¨ �R«QP1L LΘ,f

§V  « U.¦Rª ¦��J¨V« �M[ � �H«QP L��H«  Ut¨ §SLjL §SP � �5«�¨ © N�tL �H«�¦���:Nb¨ K L «
ª¬«®:Nb¨ �R«QP1L LΘ,f

§V=L��H«�J¦R¤%«�¦b=L �.¦MLbN�
f
[ � P N@L��H«�ª � Nbª ©b

�
L��H« 	 ¦R¨ Nb§V �RªsN K U N� LΘ,f

§V
§V:Nb¤�Nbª U��#§ORJL�N<L��H«VN@P «VN�

f
[

~5� ����� �7.0��� n 6= 4 	 ? � ��<��V� ����� M ������� �&%
Sn

g ? ��" ? �&�!� <����!1 ���$��<
Sn

�����
Sn

� An��<� 	 ? �B�����<�	���	 � M �!�����4C � ? � �K�&������� M �!����� �&% LΘ,f
���K���!��12����� ? ��" 	�� GΩf

/U �Eg ? ����� U =⋂e
i=1(GΩf

∩ τiHτ−1
i ) �&<� τ1, . . . , τe ���$� ���>% 	 	����&<I�!O��#�����&� �&%

Sn mod H C � � U ���$� <��&��1B�&�
�!��� M �!�������&% H <I�&	 ��FE�0�&�4	��

Sn
�&<� An

��	 ����	 ? �K�����<�	��V	 � M �!�����4C
�

� 3�4 /"> � �����:���!��� �&����	�����< �NC � ��<I���"���	��#� ? �:g 	��="#��1B�I�I	�� �=����������� 	 ? �B�K�&���&��� M ������� �&%
� % �&"#	���� �&%��2���#�����VO���<�	 g ? ��" ? ��� ���!����I��"��������K� O��#� k C:8 <6���!���� 	��2"���12���I	���	 ? � ���&������� M �������
��% �&<�� % �&">	���� � O��#� k #H� C �&C2<��&	�<���"#���!���&�
� �����!�����"#�������:%9�V	K��� �2"��#�-	���"#��<���������K	 ? �2�I<�����<I����%
GΩf

P �&�����V	���C
��� ��� 
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���#	 Ci �&<I Cj � �K	 g � "��&< �!� M �&">�="����&���!��� ��< L �&% 	 g � �!��� M �!������� G �&<� H �&% L �!��������">	��VO����V��C
� ? ��< GLi,j ����	 ? � �����
	R�&%$�K�&���&��� M ���&�����R�&% �������#���"#�������2% �&">	����!�R� O��#� k �&% �&<�� L P ���#� ��	���O�� H P
�!���!����O&��<�	9�!���0�����&�����*%H��� Ωh

��%'�U������� <���12� ��� h ��% k[x] ? �QO ��< M G ���9�K�&������� M �����I��� O&��� k C
8 <����!���� 	��2"��&1B���N	�� 	 ? ��������12��<�	 GLi,j �&% 	 ? � M �!������1 � 	���� * � g:� ? �QO���%H�������:g ��< M %H�I<�"#	�����<

��% ����� M �VO���<�����,9C��*����	!	 � ¯
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>
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"*Ág¿°Ä.±+	t´°¼N³ � � ��0�� "*³#%t´����#	����$�
¿R³����

� ? � M �!����� 1B��	��!� * GL "��&<E	��&��<I� �&��� 	 ? �U��<I%H���!1 ��	�����<I�$�&%7	 ? � �0�&�!	���	�����<�1 ��	���� * PL C � ? �
�K�&������� M �!����� ��% f "Q�&<B� � ��>	����!1B��<���2<��&	 ��<��V�R%H���&1 	 ? � �� M �����#���N���I	:�&���!�K%H�!��1 	 ? �$"#��1B�I�NP
	X� 	����&<��&% 	 ? �R���&������� M �������I�9�&%��V	�� % �&"#	������#C�� ? ���$��� �����>%H��� ��<�	 ? � "Q�������$��< g ? ��" ? 	 ? � I� M �!���
�&%'�B% �&"#	���� �&%7�2�����!����O&��<�	 ��� �!1 �������#� 	 ? �&<�	 ? �-��<����&% f ���_g ? ��< �V	$���$�!� �2"�����<�	9	�� "��&1B���N	��
	 ? ��I����"#����1B��<0�&<�	��&% f # �!��� , ? �&�I	�������� %JC

��� � 0E; �EiM7 A��+3=i&D+0E9 7:> �ciM7:ACD+0
D��_7 -�3
Ω �
>@35FG/ 7 AGD+0c9 AC;E3?/1F

� �bg:�&<�	R	�� �0<� �&< �&� M �&����	 ? 1 "#��12���I	���< M � M ��<I����� 	���< M �!� �
	���1 �&%�	 ? � ��I�Q�&� IΩ ��% Ω P
���#� ��	�����<I��C

� <�����Q�&� ILΩ ��� ������ �@PZN�� P g ? ��< � M �#<�������	���< M �!� �!	���1 �&% 	 ? ��� ��I�Q�&�4�����E<��:g <4C
�"� /14 �cFC3 &�C ��� � ? �$������&� ISn

Ω
�&%S�!� 121B�>	��!��" ���#� ��	�����<I������� <I� g < C � ? �9�!�#	 �&%4������� <��&1B���&���

e1−e1(Ω), . . . , en−en(Ω) ����� M ��<��#����	���< M �
� �!	��#1 �&% ISn

Ω
C'3����!��� O��#����	 ? �:���#	7��%0	 ? � n ,��&��" ? �

12�N��I�����&% ������� <��&1B���&� f ���R�6�!����I"��� � �����I<����-�0�&�����-%H������� *N��"�� M ���&� ? ��"2����I��� ��% 	 ? � ����Q���
ISn

Ω
# �!��� ;N��">	�����< & , ? �&�I	��#��&k%>C
� ? �#�����+*N���
	��0<���	�� ��<�"#�����&����< M " ? �&��<I� �&% ����Q����� ¯

ISn

Ω = I1 ⊂ I2 ⊂ · · · ⊂ Im = IΩ
g ? �#���K�Q�&" ? ������&� Ij # j ∈ [1, m] % ? �&� 	 ? � %H���!1 IHΩ

g ��	 ? H �U�����I���#	$�&%
Sn

C
� �6�!�Q�&�!" ? 	�� "#��<��
	����I"#	 ��<I�6���I" ? " ? �&��< ��� �&< ��<�I��"#	���O���"���12���I	���	�����< �&% M �#<�������	���< M

�!� �
	���12� �&% ����Q����� I2, . . . , Im C7) ��"Q����� � ? �#�����#1 !IC/&2��%�, ? ���I	��#��! ¯
�
	�� ������
 &�C � �  «QL L ¦MPt©

M
��«$L � N  K � �RªpN K UHVN�

Sn

 K R�� L��.¦ML
GΩ ⊂ 	�� (ILΩ) ⊂M

¦MPt©�¨V«QL
F

��«�¦MP
M
£ Utª+§�¤3§SL §��R« U1Nb¨XW PZNb¤3§ ¦R¨cN�

ILΩ
[�� �H«QP

ILΩ = IMΩ + (F ) .# &�C �:%
� P<U.¦RªQL §OR K ¨ ¦Rª � ���H«QP L ⊂ GΩ

IΩ = ILΩ = IMΩ + (F ) .# &�C �M%
��� ����� � � D17 -E359nAC9 �
;N�I��� �&���6	 ? ��	 M ��� � �!��� M �!����� �&%

Sn
"#��<�	X�&��<���< M 	 ? � ����������� M ������� GΩ

#H� C �&C g ? ��" ?
O��#��� �0����	 ? � ? � � ��	 ? �#�����7�&% � ? ���&����1 &�C �&%'�&<�2���I" ? 	 ? ��	�	 ? � ��I�Q�&� IMΩ ��� �E<��:g <4C � 	 ��� M ��<�<���< M
	 ? ���&<���� � <I� g <���I�Q�&�4��� ISn

Ω
�&<�=	 ? �-�K�&������� M �!�����=��� � � �#"#	���O��#��� ��<�"�������#���<

Sn
C

#S�#	 L ���K� ����� M ���������&% M C � � ? � O&��	 ? � %H�������:g ��< M �!��	��0��	�����< ¯

ISn

f ⊂ IMΩ ⊂ ILΩ ⊂ IΩ .# &IC �k%



� � � ����� � ��� ��	 ����� � ��� � � ��� ��� ��� ����	
Ω � � 	�� � ��� ��� � � � 	�� � � �

, ? �N���!� Θ �&< M P ������1B�V	���O&� L P ��<�O&����� ��<E	��������&���&�I��� %H��� Ω �&<�=���>	

RL,M := MΘ,IM
Ω

(Θ)

g ? ��" ? ���K�&< M P ������1B�V	���O&� ������� <��&1B���&� ��% ILΩ #H�����B(9�+�0<���	�����< �NC !�, ? �&�N	���� !k%JC � ? � 1B��<���1B�&�
�����V�N<I��1B���&���&% Θ(Ω) � O&��� k ��� ��< ���!����I��"��������$#H����12�����:% % �&"#	����7�&%4	 ? �9�!�����&��O��#<�	 LΘ,IM

Ω

C � �7	 ? �
����Q��� IMΩ ��� � <I� g <���	 ? ��� �!���!����O&��<�	 "Q�&<�� �K"#��1B�I�I	��#6#H���#�R, ? ���I	��#���&%>C

��� ��� 
 -E3?DH> 3k7 Aji&/"F�> 359 �cFS7 9 �
� �:�!�Q�&�!" ? 	 ? � "���<I���	�����<�� ��<$g ? ��" ? 	 ? �:"#��<��
	����I"#	�����<R�&%I	 ? ��" ? �&��< # &�C �k% "��&<R���:"#��<�	���<E���#4C
� �,� ? ���&����1 &�C � �0��% GΩL

��� � M ���&����	 ? ��<=	 ? ������Q��� ILΩ �����E<��:g < g �V	 ? ¯

ILΩ = IMΩ + < RL,M > .

���!��� �&����	�����< �IC � , ? �&�N	���� ! M �VO����-��� �2"#����<�	 ��<� <��#"����!���&�
� "#��<���V	����&<���%H�&�$g ? ��" ? GΩL
��� �

M ������� C
~5� �P���P�N���(��� � &�C ���  «QL Θ

��«�¦MP
M
£ Utª�§�¤3§SL §��R«

L
£¥§SP��b¦Rª+§ ¦MP1L� « U.¦Rª ¦��J¨V« nNbª

Ω
[ � �H«�ª¬«�§V�¦MP

«�� K §��b¦R¨V«QPZR®« ��«QL �¸«®«QP�L��H« nNb¨�¨ N��9§SP �qRpN@Pt©R§SL §ON@P.��
(i) ILΩ = IMΩ
(ii) GΩL = M �

¦MPt©�§SP=L �#§VVR\¦b « 	 ª (ILΩ) = GΩL �
(iii)

L��H« ª¬«®:Nb¨ �R«QP1L LΘ,IM
Ω

§V §�ª+ª¬«\© K R�§ �J¨V« N��R«�ª k �
¦MPt©�§SP L��#§V R\¦b «3«�� K ¦R¨  � §SP Θ(Ω),k

[

IHK UkU1N  « L �.¦ML L §V�¦ ¤;¦	�°§�¤;¦R¨g K � �RªpN K U N� M [�� P «'RpN@P�� K ��¦ML¥« H N�
L
§SP
M

§V	 K R��bL �.¦ML
GΩH

§V7¦ �RªsN K U�§  � ¦MPt©tN@PH¨XW;§  � N@P «VN� L��H« nNb¨�¨ N��9§SP �qRpN@Pt©R§SL §ON@P. �1Nb¨ ©b��
(a)

L��H« ª¬«®:Nb¨ �R«QP1L LΘ,IM
Ω

§V §�ª+ª¬«\© K R�§ �J¨V«.N��R«�ª k �
¦MPt©�§SP L��#§VVR\¦b « 	 ª (ILΩ) = GΩL = M �

(b)
L��H« ª¬«®:Nb¨ �R«QP1L LΘ,IM

Ω

�.¦b7¦;�§�¤�Ut¨V«�`¦5RQL�Nbª ���#§OR�� §V ¨ §SP «\¦Rª�§SP
k[x]

[
~5� ����� �7����� O���	 ? � �0�!�!	 	 ? �!������FE����O��&����<�"#���#C�8 % ILΩ = IMΩ

	 ? ��< GΩL = GΩM = M # �&<�
� � (ILΩ) = �K� (IMΩ ) = M %>C6,:��<�O��#���!����� ����% GΩL = M 	 ? ��<��'��� �����<���	�����< �&%�	 ? � �
	X�&������������ �
ILΩ = IMΩ

C � ? �����>%H����� (i) ��� �#FE����O��&����<�	 	�� (ii) C 8 % GΩL = M 	 ? ��<

LΘ,IM
Ω

= LΘ,IL
Ω

= 3���<
Θ(Ω),k

����"��&���!� Θ ��� M P ���#�0�&��������� %H��� Ω C ,:��<�O��#���!����� � �V% (iii)
? �&���� 	 ? ��<

GΩ ?Θ(Ω) = {Ψ(Ω) | Ψ ∈M.Θ} .

#S�>	 m ∈ M C � ? ����� � *N���!	�� gm ∈ GΩ
�!��" ? 	 ? ��	 gm.Θ(Ω) = m.Θ(Ω) C � � g−1

m ∈ GΩ
�

g−1
m m.Θ(Ω) = Θ(Ω) C � � ? � O&� m ∈ GΩL

����<�"���	 ? � M P �I����12��	���O&� L P ��<�O��&�����&<�	 Θ ��� M P
�!���0�����&������%H�&� Ω ��<� g−1

m m ∈ M C�� ? ��� GΩL = M ����"��&���!�-	 ? � ��<�O&�����!� ��<�"�����������<��&�og:�Q�N�$���
	�������C�� ? ���!�#%H���!� (ii) ��� ��FE���VO&������<�	 	�� (iii) C

� �:g �0�����������!��	 ? ��	 L ��� � 1B� *N��1B�&������� M �����I���&% M C
� � �E<��:g 	 ? ��	$�K� (ILΩ) = GΩL = M ��� ��FE���VO��&���#<E	 	�� (a) %H��� �&��� ���I� M ���&��� L ��% M C



� � � � ��� � � ��� � ��� ���	���=�	� � ��� � ����	 ��� �
;N�I��� �&���9	 ? ��	��K� (ILΩ) = GΩL 6= M C � � L ⊂ � � (ILΩ) ⊂M �&<� L ���:��1 � *N��1 �&�0�!��� M �!�����

�&% M � L = �K� (ILΩ) = GΩL
C � ? �#< GΩ ⊂ L �&<� (b)

? ������#CU,:��<�O&�����!���V� � ��% (b) ���9O��&���� 	 ? �#<
GΩ ⊂ τLτ−1 g ��	 ? τ ∈M #H���#� #S��121B� �IC �-, ? ���I	��#� !k%JC

�

8 <�"Q�&�!�K��<qg ? ��" ? 	 ? � M ������� L ��� <��&	 �U1B� *N��1B�&� �!��� M �!�������&% M �0��%/	 ? ���!���!����O&��<�	 LΘ,IM
Ω���#���"#�������R� O���� k �&<I ? �&�K<�� ����1B�����R����<��Q���$% �&">	����*� O&��� k[x] 	 ? �#< �V	*��� <I�&	K� �&�����������-	�� 	��#�!	

��<�� �&%S"#��< �!� M ��	��#�:�&% L ��< M O����!� �0�#�:	 ? �$"#��<���V	����&<B�&% � ? �����!��1 &�C �NC �:�I	 ��12��	�	 ? ��� �����&�����#1
�&<�=�!�Q�&�!" ? 	�� � *I�I�����V	 	 ? �K"��&1B���N	X��	�����< �&% 	 ? ���!���!����O&��<�	 LΘ(Ω),IM

Ω

C

#S�#	 τ1, . . . , τe � �K�����!1R�I	X� 	����&<����&% 	 ? �K���#% 	 	����&<��
O����!���&�/�&% M mod L �!��" ? 	 ? ��	 ¯

O = (τ1.Θ, . . . , τe.Θ)
����	 ? � GΩ

P �����I��	 �&% Θ �&<�
L = (τ1L, . . . , τeL)

��� 	 ? � GΩ
P �������V	 �&% L # 	 ? �9"����!�����!� �&<����<I"�� ���#	 g ����<=	 ? �����$	 g:�U�!�#	�� ? �&����� M �VO���< %H�&� 	 ? � �0���
	

	���1B�9�E� �:��� g ��"�� ��< ^ � �"` %>C � ? � e ����
	���<�"#	 �#����12��<�	��

τ1.Θ(Ω), . . . , τe.Θ(Ω)

�&% k̂ �&���*	 ? � "��&< �!� M ��	���� �&% Θ(Ω) � O��#� k # � C �&C'	 ? �K��� �&	�� ��% 	 ? �K1B��<���1B�&� ������� <���12� ������% Θ(Ω)� O��#� k %>C ) ��"Q����� 	 ? ��	 	 ? � GΩ
P ���!����	��&% Θ(Ω) ����	 ? �K%H�&�����:g ��< Mg¯

GΩ ?Θ(Ω) = (τ1.Θ(Ω), . . . , τe.Θ(Ω)) .
;N�>	

S := ; 	��&�
M(O) = ; 	X���

M(L) = ; 	X�&�
M(GΩL) .

8 < ^�� `S%H��� M = Sn
��	 ��� �I��� O��#�	 ? ��	 ¯

GΩ ⊂ S ⊂
e⋃

i=1

τiL =
⋃

Li∈L

Li .

� ? � %H�������:g ��< M ����121B� �+* 	��#<��� 	 ? ��� �����!����	 	��2� M �!����� M "���<�	X����<���< M 	 ? �-�K�&���&��� M �!����� GΩ
C

|P��
�
�� &�C/&����  L §V7¦ �RªsN K U � L �H«QP GΩ ⊂ S ⊂ GΩL
¦MPt©��

ILΩ = IGΩL
Ω ⊂ ISΩ ⊂ IΩ .# &IC &?%

� P L �H«bN@L �H«�ª �.¦MPt©
� L ⊂ 	 ª (ILΩ) ⊂ GΩL

¦MPt©
S = 	 ª (ISΩ) = GΩS �

�§SPZR®« � ¦	� (ISΩ) = S
§V ¦

�RªsN K UZ[
~5������� � � � GΩ.L = L 	 ? ��< GΩ ⊂ S �4��� ��+�0<���	�����<��&% S �4��� 	 ? ��	 GΩS = �K� (ISΩ) = S C� <I S ⊂ GΩL

����"��&���!� L ��� � M ���&���6��<� SL ⊂ SGΩL ⊂ GΩL
�0���=��+�0<��V	����&< �&% S C �

,:��12�����#	�� ���!��� �&����	�����< �IC ��, ? ���I	��#� ! %H���*	����!	���< M ? � � ��	 ? �#�����K�&%�� ? �#�����#1 �&<� %H��� "��&<NP
�!	�����">	���< M 	 ? �K" ? �&��< # &�C �k% ¯

~5����� ���b���(����� &�C  � � �H« QL?¦��J§�¨ §	�b«�ª GΩL
§V�¦ �RªpN K U�§  � ¦MPt©tN@PH¨XW;§  � N@P « N�'L��H« nNb¨�¨ N��9§SP �«�� K §��b¦R¨V«QPZR®«® �1Nb¨ ©b��



� � � ����� � ��� ��	 ����� � ��� � � ��� ��� ��� ����	
Ω � � 	�� � ��� ��� � � � 	�� � � 	

# � % L ⊂ S �# �&% ILΩ = ISΩ �# �k% GΩL = S � �¸«7¦R¨ ��¦MWN �.¦ �R« GΩS = S
�

�# &?% S = 	 ª (ILΩ)
[

~5� ����� � �*�EO ��������C
�

� 3�4 /"> � ��&�� � � ? �QO&� GΩL = M ��% �&�&<�U��<��V����% � S = M C � ? �I�������U�����&� ���!��	�����< &�C � ��	 ? �
�!���!����O&��<�	 LΘ,IM

Ω

���$�������#���"#��������� O&��� k ��% � �&<I ��<��V� ��% � S = M C 8 % L ���$�B1B� *N��1B�&�4���I� M ���&���
��% M 	 ? �#< ��	 ���9�������!�������K	�� 	��#�!	$	 ? �-��FE�0�&����	 � ILΩ = ISΩ

#H��� S = GΩL
% ¯ ����	 ? ��� 	 ? �R���#�����VO���<�	

LΘ,IM
Ω

�������!���#���"�������� � O&��� k ��<���E��< 	 ? ����"Q�&�!� � S = M ���7��	 ? �&� ������<����&� % �&">	����7� O��#� k �&<���E��<
	 ? ��� "Q�&�!� � S �#F ���&��� L #H%H������<U������#���&% Ω %>C 8 <2"��&��� %H���cg ? ��" ? L ���'<��&	 �*1B� *N��1B�&� ����� M �����I�2��%
M ��	 ��� � �&����������� 	 ? ��	 GΩL

��� � M �!����� �&<�B	 ? � M ������� S �� ���:<I�&	:�#FE�0�&� M ��� L C75 � ��">	��VO����V� ��!�����������U	 ? ��	*	 ? �R������� <���12� ��� f ��N�#�*<��&	*��������	*� O&��� k # GΩ
���*<��&	9	 ? �U�����<�	��V	 � M �������1%9�&<�

" ? �N���!� M = Sn 6= GΩ
C � � �&�K%H��� L 	 ? ������#<E	���	 � M �����I�4C�� ? ��< ILΩ = IGΩ

Ω = IΩ
�&<� S = GΩ

C
� ? ��� S 6= M ��<� S 6= L C

� ? ��� ���#1 ��� � ��<�	���� ���"#��� 	 ? �K%H�&�����:g ��< M ���!��� �&����	�����< �I���#%H�I�4	�� �!	������&��� "���<��
	��!��"#	�����< ¯
~5� �P���P�N���(��� � &�C !�� � �H« nNb¨�¨ N��9§SP ��¦b® «�ª L §ON@P. ¦Rª¬«3«�� K §��b¦R¨V«QP1L��

� § � GΩ = S = GΩL �� §�§ � L ⊂ GΩ �� §�§�§ � IΩ = IMΩ + (RL,M)
[

� �H« «�� K §��b¦R¨V«QPZR®« ��«QL �¸«®«QP � § � ¦MPt© � §�§�§ ��N� �¸ªsNpU1N �§SL §ON@P �+[ � �.¦b ��«®«QP=UtªsN��R«\© nNbª
S = Sn

§SP
^ � ` [

~5� ����� � � ? �9"#��<���V	�����< GΩL = 3�� * (ILΩ) = GΩ
��� �#FE����O��&����<�	 	�� IΩ = ILΩ = IMΩ +(RL,M)g ? ��" ? ��� ��FE���VO��&���#<E	 	�� L ⊂ GΩ

C
�

� 3�4 /"> � �  �S8 % V ��� � �������&���&�I��� ���!��12��	��VO�� In P ��<EO��&�!� �&<�	�#Sg ? ���!� In ��� 	 ? � �����<�	��V	 � M �!�����
��<

Sn
% 	 ? ��< ¯

IΩ = ISn

f + ( 3���<
V (Ω),k(V )) .# &�C  &%


 �:g:�>O���� ��	 ? �K�����&�����#1 ����	�� "���12���I	�� LV,ISn
f

��	 ? �-�K�&������� % �����#�����VO��#<E	_g ? �&������ M �!���K��� n! C
� � ? �QO��K	 ? �K%H�&�����:g ��< M ��FE�0������	 � # �!���b^�� `S%H��� M = Sn

%
[S : GΩ] = [S ∩ L : GΩ ∩ L] .# &�C !k%

� � ? �QO�� ¯
IMΩ ⊂ ILΩ ⊂ ISΩ = IMΩ + < F >⊂ · · · ⊂ IΩ ,# &�C �&%

g ? ����� F ���9��< M P ������1B�V	��VO�� ������� <���12� ���4�&% ISΩ C$;N�#	 AG = k[x1, . . . , xn]/I
G
Ω

%H��� �Q��" ? �����I���#	
G �&%

Sn
C�� ? �K" ? �&��<B# &�C �&%:��<�I��"��#� 	 ? � %H�������:g ��< M ��� ���N	 	 ? �KFE���&	�����<�	�����&� M �#������� ¯

ASn
⊃ AM ⊃ AS ⊃ AGΩ

∼= k(Ω)



� � � � ��� � � ��� � ��� ���	���=�	� � ��� � ����	 ��� �
g ��	 ? �����,� ? �#�����#1 �NC �2, ? �&�I	��#� � � ¯

AS = k[x1, . . . , xn]/(I
M
Ω + < F >) ∼= AM/F̂AM .

8 %�	 ? � �!�����&��O��#<�	 LΘ,IM
Ω

? �&�7� ����1B�I��������<����&� % �&">	���� (T −λ) � O&��� k �&g � "Q�&<2" ? � ����� �&< ���!����
�&% Ω �!��" ? 	 ? ��	 S = GΩL = L �&<�

ILΩ = ISΩ = IMΩ + < Θ − λ > .

�9	 ? �#� g ����� � g � 1 ���!	/"#��1B�I�I	�� �&< M P ������1B�V	���O&� ������� <��&1B���&����%N	 ? ��������&� ILΩ ���!��< M 	 ? �7�����!����O&��<�	
LΘ,IL

Ω

C
#S�#	 ΘS,M

� �*�&< M P �I����12��	���O&� S P ��<EO��&�!� �&<�	�g ? ��" ? ��� M P ���#�0�&���������*%H��� Ω C � ��	 ? �*1B��<���1B�&�
������� <���12� ��� �&% ΘS,M(Ω) � O��#� k ��� T − ΘS,M(Ω) #Gg � ? � O&� GΩ ⊂ S % �I	 ? �K������� <��&1B���&�

RS,M = ΘS,M − ΘS,M(Ω)

��� �&< M P/������1B�V	��VO���������� <���12� �����&%0����� <�� g ����Q�&� ISΩ C 8 <U���!���� 	��*"#��12���I	��:�&< M P ������1B�V	��VO�� S P��<�O��&�!� �&<�	 � � C�,:������<-	X� �&��%H��� ΘS,M
�*�!� 121B�>	�����" %H��<I"#	�����<��'�&< O 	 ? � GΩ

P �����I��	 �&% Θ #H���#�'^� �1`S%JC
� � ΘS,M(Ω) ��� �R�!� 121B�>	��!��" � ���V� <���12� �&�0�&%S	 ? �*�!�N�&	��:�&%S	 ? �*12��<���1 ����� �&��� <���12� �&�03���<

Θ(Ω),k
�

��	�� "#��1B�I�I	X��	�����<-��� "Q�&�!�����#R���I	 ������< M 	 ? �:%H��<���&1B�#<�	X�&� 	 ? �#�����#1 �&% �
� 1B12�#	�����" %H��<�">	����&<�� g ��	 ?
"�� � �2"#����<�	��'�&% 3���<

θ,k
#H�����J^� �1`0�&<It^�� �1`N%H�&� "��&1B���N	X��	�����<-�&% �!� 121B�>	�����":������� <��&1B���&���s%>C	� ? �#���

�+*N���!	��9�&< �#����12��<�	��&�!�=�
�N1212�#	��!��"K%H��<�">	����&< �&<� �B��� g ���9�!� 1B12�#	�����"K%H�I<�"#	�����<=g ? ��" ? M �VO��-�&<
M P ������1B�V	���O&� L P ��<�O��&�����&<�	 ΘS,M

g ? ��" ? ��� M P ���#�0�&��������� %H��� Ω # �!���<^ � � ` %>C
���I	!	���< M x = (x1, . . . , xn)

�&<I K = k(x1, . . . , xn)
Sn 	 ? � �0�#�� � ����<�	=�&% O ���Qg ��� 	 ? �

%H�������:g ��< M # �!���b^� �1`S% ¯

K ⊂ K(x)M ⊂ K(x)M(ΘS,M) = K(x)S ⊂ K(x)GΩ# &IC �k%
�&<�=�!��" ? 	 ? ��	 ΘS,M(Ω) �����E<��:g <��&� � O��&�����*��< k C

��������� AG>@9 7 � FC2HDH>@AG7 -E4 �

.0���:	 ? �*��� �&�K"����&���V	 � �E	 ? ��� �0�!�!	 �&� M �����V	 ? 1 ��"Q�������# � ±Sº#¼S´�� > �.¿K±Sº B � ��� M ��O&��< g �V	 ? ���N	 �0�&�
	��VP
	�����<=�&<� M �!�����=1 � 	�����"��#��C

� ? �R�&� M �&����	 ? 1 � ±SºK¼.´�� > �S¿#±Sº B ���9���!�����#<�	��� ��<I����9	 ? � %H���!1 �&% � �!��"��I�����VO�� %H�I<�"#	�����<4C$8 	
�!	��&�!	�� g ��	 ?

� ±SºK¼S´�� > �S¿K±.º B � Ã��¥³ � Sn

� � ¿R³g¿°ÄS±+	�¼*Ä4�#�
g ? �#���
P ³ ����	 ? �K�� M ���#� n �&% ������� <���12� ��� f �!�����!�����#<�	���6�E� Ã l
P � ¿*³H¿°ÄS±+	H¼RÄ4� ���K�=�����!	 "#��<�	X�&��<���< M 	 ? � �!� 1B12�#	�����" M �����I�

Sn
��<� 	 ? � n ,��&��" ? � 1B� ������'�&%

������� <���12� ��� f C

8 <��Q�&" ? ���#"����!���VO���"Q�&���
� ±.ºK¼S´�� > �S¿K±Sº B � Ã��?³ ��� � � ¿*³H¿°ÄS±&	�¼*Ä4��� �



� � � ����� � ��� ��	 ����� � ��� � � ��� ��� ��� ����	
Ω � � 	�� � ��� ��� � � � 	�� � � w

P � ��� �U����� M �����I���&%
Sn

"#��<�	X�&��<���< M 	 ? �-����������� M �!����� GΩ
l

P � ¿*³g¿°Ä.±+	H¼*Ä4� ��� �2�����
	 "���<�	��&��<���< M 	 ? � ,�����" ? �=1B� ������ �&% f ��I���!	���<�">	 ����� M �����I���

M1 = Sn ⊃M2 ⊃ · · · ⊃Mm

��%
Sn

��<� � �&��� <���12� �&��� R2, . . . , Rm
�&% k[x1, . . . , xn]

�!��" ? 	 ? � 	�%H��� i ∈ [2, m] 	 ? �*������� <���12� ���
Ri

��� �&< M(i−1)
P ������1B�V	���O&�9������� <��&1B���&� ��% 	 ? �K������&� IMi

Ω
C

� ? ���!���!����	 �&% 	 ? � %H��<I"#	�����< � ±Sº#¼S´�� > �.¿K±Sº B ����	 ? �K�����!	 � ¿*³g¿°ÄS±&	H¼*Ä4� ����" ? 	 ? ��	

IMm

Ω = IΩ
g �V	 ? Mm ⊂ GΩ

C
($���0<��K	 g �2%H��<I"#	�����<�� ���!�����< 	 ? ���&� M ���!��	 ? 1�C

P � ? �*%H��<�">	�����< %.¿&	�½SÄ°³ �!�#	��I��<�� � �!���!����	 ��<� ��<�I��	 ? � ��� M ���!��	 ? 1�C .0��� 	 ? ���:���Q������< 	 ? � �&�V	���� P
<���	�����<�� º#�R¿ �� ��� <���	 �&�����Q�&�#C
P #S�#	 S � � 	 ? � M �!����� ;E	X�&�

M(GΩL) �&<I V 	 ? �21B��<���1B�&� �����V�N<I��1B���&�'�&% Θ(Ω) � O&��� k l 	 ? �%H�I<�"#	�����< %���� � S � V � "#��1B�I�I	��#� �&< � P ������1B�V	���O&�$�����V�N<I��1B���&���&%/	 ? �K��I�Q�&� ISΩ ������< M 	 ? � %H��<I0� P
12��<�	��&� 	 ? �����!��1 �&% �!� 121B�>	�����"9%H��<�">	�����<�� g ��	 ? 	 ? �K"�� � �2"�����<�	�� �&% � �&��� <���12� �&� V C

� ½K³tµ�	M´°¼N³ � ±SºK¼.´�� > �S¿#±Sº B � Ã���³ � � � � ¿R³g¿°ÄS±+	�¼*Ä4�#�

� � � (+��¼K¼#�°¿6� ± �N½K»��KÄg¼b½KÁ ¼*Ã �

� (.¼
�#ÁK½�	.¿
Θ
±*³ �'dÁSÄ�´E� ´
	t´ ¹g¿ ��'K´d³#¹g±°Ä�´*±*³�	

(.¼
�#ÁK½�	.¿ � 0E; ÃS±.µ�	�¼*Ä�´N¾S¿ � 	��g¿ �'NÄS¿.º°±+	t´ ¹g¿6��'NÄS¿*��¼#ºb¹.¿*³#	 LΘ,IM
Ω�® K UkU1N  «'L��.¦ML � §V� « U.¦Rª ¦��J¨V« �

��� � � � ´���´NÄKÄ.¿&�°½tµ#´ »�º°¿ �:R\¦b «
GΩ

�#� ��

 -E350 (+��¼K¼��R¿ ±*³�¼)	��H¿°Ä � ½K»��KÄH¼N½KÁ/� ¼*Ã �

����� � � ±SºKº � ½K»*�KÄg¼N½KÁ� � ¼*Ã � ±°Ä.¿2	.¿=��	.¿&�

 -�350 � 3k7 ��>@0 � ¿*³g¿�ÄS±+	H¼*Ä�� ���¸« �.¦ �R«

GΩ =
��

� ¼ 	H¼ ��� ´
	�� �
(+��¼K¼#�°¿
	 ±*³ ´NÄKÄS¿&��½tµ#´d»�º�¿ ÃS±.µ�	H¼RÄ ¼RÃ � ¼b¹.¿°Ä

k
� � � ´��$± � ½K»��#Äg¼N½KÁ ¼*Ã 	��g¿ � ±SºK¼.´��2�KÄg¼N½KÁ ��� �

In
�


 -�350 � ����	��
Θ
� 	H¼ 	��g¿ ºS´���	 � ¿*³H¿°ÄS±+	H¼RÄ4� /10E; %.¿+	�½.Ä°³ � ¿*³g¿°Ä.±+	H¼*Ä4�

����� � � 	��g¿6�S¿&�#ÄS¿K¿ ¼*Ã�	 ´�� B
 -�350 � ��� � ±*³���	��
Θ
� 	H¼ 	��H¿ ºS´���	 � ¿*³g¿°Ä.±+	H¼*Ä4�

� ±Sº#¼S´�� > �.¿K±Sº B � Ã��?³ �1��� � ¿*³g¿�ÄS±+	�¼RÄ4����J¦MP « �°§SL �9§�¨�¨���« UtªsNJ© K R®«\©+��7(4� (.¼
�#ÁK½�	.¿6	��g¿ ¼*Ä°»M´
	 ±*�#��¼#µ#´*±&	.¿&� � ´
	�� 	��H¿eÁ�¼#º �°³�¼
�X´*±Sº
	
�10�� (.¼
�#ÁK½�	.¿ �2	��H¿ ��	g±*»M´°ºS´b¾S¿°Ä ¼*Ã 	��M´���¼*Ä°»M´�	

� ��� ��±*³*�6%�� � � �=� 	H¼ 	��g¿ ºS´���	 � ¿*³g¿�ÄS±+	H¼*Ä��
� ±SºK¼S´�� > �S¿K±.º B � Ã��¥³ � �!� � ¿*³g¿°ÄS±&	�¼*Ä4���
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, D+4B4635087 9 / � D ��7b/1FC2HDH>@AG7:-c4 � ±SºK¼S´�� > �S¿K±.º B# � % � ? ��<=�R�K�&�������7���#�����VO��#<E	���� "���12���I	��&����� �kg:� ���������B�����&� ���!��	�����< &�C !-��<B����I��� 	��R�!	����

	 ? �R�&� M �����V	 ? 1 ¯ 	 ? � �����<�	���	 � M ���&��� ��� " ? ���!��<4C �9	 ? ��� g �����-	 ? � M �����I� � ���$" ? �����#< �!��" ? 	 ? ��	
	 ? ���&� M �����V	 ? 1 "���<�O��#� M �#����< IΩ g ��	 ? %H� g �!	���������<�.g ��	 ? �Q���!�-"���12���I	���	�����< ��<� % �&">	����!� Q� 	����&<
�&%:�����!����O&��<�	��#C�8 < ������#��	�� ? �QO&� %H� g �
	����I��� 	 ? � "��&�����<0�&����	 � ��%�	 ? � M �!����� � 1R�I�!	-� �2��1B�&���
�&<��� %H���7���&����B"���12���I	���	�����<�� �&<�2% �&"#	�������Q��	�����<I� ��%4���#�����VO��#<E	����I	 ? ��� "Q�������<0�&���V	 �R1R�I�!	���� ��� M C
) ��"Q����� 	 ? ��	 	 g:�2���I� M ���&����� �&% 	 ? �K���&12�K"���< �!� M �&"#� "�� ����� ��< m M �VO�� 	 ? �����&12���!���!����	���C � ? ��<
��<��V� ��<I� ����� M ����������� "���< �!� M �&">� "����&��� g ����� ���K�����#4C

# � %�8 <�	 ? ��� "Q����� IMΩ = ILΩ = ISΩ
#H� C �&C�	 ? �K�!�����&��O��#<�	9��� �����!�����"#�������:%JC�8 % � 6= GΩ

	 ? ��<=	 ? �#���
����	 ? � M ���&��� � = GΩ

�&% � g ? ��" ? �� ��� <��&	 ����	����!% � 	 ? ��� �#FE�0�&���V	 ��C

# , % � ? � �����#1B�#<�	�� ��%�	 ? � �����I��	 �&���!�N"#� ��	��� g �V	 ? 	 ����� 	 ? �:"#� �&�!���#� τi1L, . . . , τieL �&% (M/L)g���I" ? 	 ? ��	 τi1 .Θ(Ω), . . . , τie .Θ(Ω) �&�!�*	 ? �K�!�N�&	�� �&% 	 ? � % �&">	���� 	 C

# ( % � ? � �I<�����< �&% ������12��<�	�� �&% 	 ? �B�����I��	R��� ¯ U =
⋃e
j=1 τijL = GΩL

	 ? �B��<�����< �&% 	 ? �
���!����	9�&���!�N"#� ��	��� g ��	 ? 	 l���% U ���9� M ����������	 ? ��< �

= U �#�����-1B��1R���
	 "��&1B���N	��-	 ? � �
	X�&�I��������#�
� l5g ? ��< 	 ? �9������� <���12� ��� 	 ��� ����<I�Q�&�7���7	 ? �9� ���V� <���12� �&� � ��� �������#���"#������� � O&��� k �0; = U C � ? �����
"Q���������&�!�U	�������	��# ��<���� �&<� ��<������EC � ? �#< L ���K� 1 � *N��1 �&� ���I� M ���&��� ��% � ��<� ��% � ��� <I�&	
���!���#���"�������� � O��#� k ��� ? �&��<I�&	 � ����<����&�7% �&"#	���� � O&��� k �5g:� �����9�!�����$	 ? ��	 %H���:���&" ? "��&< �!� M ��	�� H�&% L ��< M 	 ? ���
	X�&�I��������#� GΩH

��� <I�&	 � M �����I�6�&<I S 6= GΩH
C

� ? �#< 	 ��� <��&	K����<����&�*��<� � ��� <���	K�����!����I"����I���R� O��#� k �4	 ? � ��< � <I� g < ����������� M �!����� GΩ���K<��#"��#�������!� %H���K"���12���I	���< M 	 ? �B�
	X�&������������ � C 
 � g �#O&��� ����< ������#� 	�� �QO&���� 1 ��<E� "Q�&<�I��0��	��
M �!������� � g:� "Q�&< �����
%H����1 �V	R���!��< M �0�&�!	���	�����< �&<� M ������� 1 ��	�����"����#C 3��&��� ��� ���N	 	 ? ������< 	 ? �
%H�������:g �����#"#	�����<4C

��� ���� 35i&D80E; � FG2+DH>@AS7 -c4 �

� � ? �QO��R� �0���
	 �&� M ���!��	 ? 1 � ±.ºK¼S´�� > �S¿K±Sº B g ? ��" ? <I����I�9	 ? � ��12� ���!��������� "#��1B�I�I	X��	�����<��&%
� GΩ

P �����I��	QC � �K�����&��" ? �U<�� g �&� M �&����	 ? 1�C
;N�I��� �&���R	 ? ��	*	 ? � M �����I� M "#��<�	X�&��<��9	 ? � �K�&������� M ������� GΩ

�&<� g � � <I� g � M �#<�������	���< M
�!� �
	���1 ��%:	 ? �2����Q��� IMΩ C � � ? �QO��2" ? ���!��< �=�!��� M �!����� L �&% M ��<� g � ? �QO��2"���12���I	�� 	 ? �
���#�����VO��#<E	 LΘ,IM

Ω

g ? ���!� Θ ��� �&< M P ������1B�V	���O&� L P ��<�O&����� ��<E	��������&���&�I��� %H��� Ω C
;N�I��� �&��� 	 ? � 	 g:� ? �QO�� "#��1B�I�I	��# �*�!�#	 SM �&% M �������I��g ? ��" ? �&��� "��&<����0��	���%H��� 	 ? � ���&�������

M �!����� # �&<���� ��<�� ���R"#��< �!� M ��"#�U"#� �&�!����< M %JC � �U� *���1B����� �Mg ? ��< M = Sn
�&<� <���<I� �����!����O&��<�	

? �&� � �#��< "���12���I	������	 ? ���!�#	 SSn

��� 	 ? � "���< �!� M �&"#� "����&���!�����&% �!��� M �!�������7�&%
Sn

C � �'	 ? � ���&�������
M �!�����=��� ��<�"��������=��<=	 ? � M ���&��� M �0	 ? � SM "���<�	��&��<�� ��<I��� �!��� M �!������� �&% M C

� �K���&�!	���	�����< 1B��	��!��"��#� �&<��������< M 	 ? ��% �&"#	�������Q��	�����<K�&%N	 ? �7���#�����VO��#<E	 LΘ,IM
Ω

g � ��>	��#��12��<�� �
���>	 S �&% M �����I�����&% SM g ? ��" ? �&��� "��&<����0��	���%H�&� 	 ? �$�K�&���&��� M ������� GΩ

C #S�#	 G � ��	 ? � 1B��<���1B�&�
���I� M ���&���6�&% M g ? ��" ? "#��<�	X�&��<�� 	 ? ����<�����<���% M �!������� �&% S ��<�6���#	 H ��� 	 ? ����<�	������!��">	����&<6�&%



� � � ����� � ��� ��	 ����� � ��� � � ��� ��� ��� ����	
Ω � � 	�� � ��� ��� � � � 	�� � � �

	 ? � M ���&����� �&% S ¯
G =<

⋃

H′∈S

H ′ > �&<� H =
⋂

H′∈S

H ′ .

� � 	 ? �K���>	 S �����E<��:g <��0	 ? � M �!������� G ��<� H 	��N� �&<I�	 ? �#� ����	����!% � ¯

H ⊂ GΩ ⊂ G .

���!��� �&����	�����< &�C ! g ���������7�&���������#���< ����I���S	�� �!	���������� �&� M �����V	 ? 1 ¯ �V%E	 ? �#���7�+*N���
	�� � ����� M �������
H ′ �&% H �!��" ? 	 ? ��	 �&< H ′ P ���#�����VO��#<E	 "��&< � � "��&1B���N	��� ���&����I����	 ? �#<2	 ? � �&� M �&����	 ? 1 �����
	���������
�I����< Mg¯

IΩ = IMΩ + < RH′,M > .
� 3�4 /"> � ��!�� � � 	 ? � M ������� G �����E<��:g < �&<�2"��&<E	��&��<I� 	 ? �*�K�&������� M �!�������E�V	 ���7� ���!��������� 	��

��������� � ? �����!��1 &�C �Jg ��	 ? G ��	 	 ? � �����&"�� �&% M C � �I	���<2	 ? ��� "Q�&�!� �I�&< M P ���#� ��	���O�� G P �!�����&��O��#<�	
#H��� ΘG(Ω) %�1R���
	 ��� "#��12���I	��#4C�T$<������!�R���!��" ? ���#�����VO��#<E	 "Q�&< � �B"���12���I	��� FE����"��E��� � ��	����
�I���#%H�#���&�I��� 	�� ���!�K	 ? �K���#�����VO���<�	 LΘ,IM

Ω

g ? ��" ? ��� �&���!�Q�&N� "��&1B���N	��� C

� � ��� 	 ? �B��������&% ��� M ���!��	 ? 1 � ±Sº#¼S´�� > �.¿K±Sº B C � � 	 ? � M �!������� G ��<� L �&��� �E<��:g <��'	 ? �
�!�#	 GL = {gl | g ∈ G , l ∈ L} ���R�&���!� �E<��:g < �&<I ��	R���R�������!�������B	�� "#��12���I	��B	 ? � M �!�����
;E	X�&�

M(GL) �/	 ? � �!	��&������� #���*��% GL ��< 	 ? � M ������� M C ;N�#	 S ′ := ; 	��&�
M(GL) C � ? � M ���&��� S ′

"#��<�	X�&��<�� 	 ? � �K�&������� M �!����� GΩ
# �!��� . � M ���!� # &�C �k% %JC 8 	���� 	 ? ��< �����!�����I��� 	��U�&�I����� � ? �#�����#1 &IC �

g �V	 ? 	 ? � M ������� S ′ ��	 	 ? ���I� �&"#����% 	 ? � M �����I� M C
� � g �����4���#��� �&"#� 	 ? � M ���&��� S = ; 	X�&�

M(GΩL) ��% � � M ���!��	 ? 1 � ±SºK¼.´�� > �S¿#±Sº B g ? ��" ? ��� <��&	
���og:� � � "��&1B���N	X�&����� ��� 	 ? � M �!����� S ′ C � ? �K������<�	 �&% O ��� g �&% M �����I��� ����	 ? �K%H�&�����:g ��< Mg¯

L ⊂ GΩL ⊂ GL ⊂ M
∪ ∪

S = ; 	X�&�
M(GΩL) ⊂ S ′ = ; 	��&�

M(GL)
∪ ∪

H ⊂ GΩ ⊂ G

# &�C �k%

g ? ����� H,G, L,M �&<I S ′ �&��� �E<��:g <������ M �������I�$�&%
Sn

C
� ? ��"#��<��!����#�����" ? �&��<�� �&% ������&��� �&�!�K�&� 	 ? � %H�������:g ��< Mg¯

ISn

Ω ⊂ · · · ⊂ IMΩ ⊂ IS
′

Ω ⊂ IGΩ ⊂ · · · ⊂ IΩ = IHΩ .
� �:g ����	-��� <I��"��#�����&�!� 	�� �0<� ��< M P �I����12��	���O&�B������� <��&1B���&���&% 	 ? � ������&� IS′

Ω
�&�.g � ? �QO��

%H�&��<���&< M P ���!��12��	���O��9� ���V� <���12� �&���&% 	 ? �K��I�Q�&� ISΩ C
#S�>	 G.L 	 ? � G P �������V	 �&% L ��< (M/L)g

¯

G.L = {τ1L, . . . , τsL} ⊂ (M/L)g .

($���0<�� W 	 ? �K��<��VO&����� � 	��*������� <��&1B���&� ������� "�����	��#qg ��	 ? 	 ? ��� ���!����	 ¯

W (T ) =

s∏

i=1

(T − τi.Θ(Ω)) .# &�C �"�k%



� � � � ��� � � ��� � ��� ���	���=�	� � ��� � ����	 ��� �
� � GΩ ⊂ G ⊂ M �*	 ? � � �&��� <���12� �&� W ����� % �&">	����=�&%-	 ? � �!�����&��O��#<�	 LΘ,IM

Ω

�&<�+��	��
"�� � �2"#����<�	���� ��<�O&����� ��<E	K�I<������	 ? � M �!����� GΩ

� � �#����< M 	���	 ? � �0�#�� k C � �-	 ? �B��<�O&����� ��<E	 Θ ���
���#�0�&���&�����*%H�&� Ω �"g:� ? �QO�� ¯

LΘ,IL
Ω

=
∏

Ψ∈GΩL.Θ

(T − Ψ(Ω)) = LΘ,IΩ = MΘ,IΩ = 3���<
Θ(Ω),k .# &IC ���:%

� � ? � O&� GΩL ⊂ GL C�� ? �#<�	 ? �-�!���!����O&��<�	 LΘ,IL
Ω

��� �=#H����1B�����:% % ��"#	��&� ��% 	 ? �-�����V�N<I��1B���&�
W ��<�=��� ���!����I��"��������*� O&��� 	 ? � �0�#�� k C

�:�N	 �V% GL �&<� GΩL
�&�!�7<��&	 ����#<�	���"��&�&	 ? ��<K	 ? �7������� <��&1B���&� W ���/�� � �#���#<E	/	�� 	 ? �7���#�����VO���<�	

LΘ,IL
Ω

�&<I6���$<��&	$���!����I��"���������� O���� k C9�K�VO�� �&<6� *���1B�����$g ? �����-	 ? �-�!	X��������� ��#� GΩL
�� ���9<I�&	

��FE�0���4	 ? �K���>	 GL ¯
�"� /14 �cFC3 &�C � � ;N����������� 	 ? ��	 G ��<� M �&�!� ��FE�0�&�0�!�K	 ? ��	 GL = M C'8 % M = GL = GΩL	 ? ��<

LΘ,IM
Ω

= LΘ,IL
Ω

= 3���<
Θ(Ω),k

����# &�C ��� %JC � ? ��� �!��	�����	�����< ? �&������<�� ��<����K�V%�	 ? �:���#�����VO��#<E	 LΘ,IM
Ω

��� ���!����I��"�������� � O���� 	 ? � M ���&��<�
�0�#�� k C 8 < 	 ? ��� "Q�&�!�2	 ? � �!	X��������� ��#� GΩL

�&% 	 ? � ������&� ILΩ ���K� M �!����� �&"#	���< M 	����&<��!��	���O��#������<
(M/L)g

� 	 ? �-���#% 	$"����&���!���*��% M mod L C �:�N	 � �V	 ���9�����!�����I���K	 ? ��	 	 ? �-	��#�!	���< MBM �����I� L M ��O&���
�&<�� ��<I%H���!1 ��	�����< # � CD��C G = M %R�&<I 	 ? ��	R	 ? � ���#�0�&���&����� M P �!������	��VO�� L P �!���!����O&��<�	��2�&�!� <��&	
���!���#���"��������9� O&��� 	 ? �������� k C

� ? � G P ���!����	 G.L ��� � <I� g <R�&<��"����!�����!� �&<�.g ��	 ? 	 ? � � ���V� <���12� �&� W �&% k[T ] ��� % �&"#	����/� O����
k �&%'	 ? �-�!���!����O&��<�	 LΘ,IM

Ω

C � ? �-�!	��&������� #��� ��< M �&% 	 ? � G P ���!����	 G.L ��� �����I� ���!�� "#��12���I	��#4C
8 	 �����
	�� 	�� �����<�	���% �U	 ? �$������� <��&1B���&� W C'8 < "��&���$��<<g ? ��" ? 	 ? �*���&������� M �������I� �&% % �&"#	������ �&%4	 ? �
���#�����VO��#<E	 LΘ,IM

Ω

M ��O&��� �&<�� ��<N%H����1B��	�����<��?g:� ? �QO&��	 ? �K�����������!��	�����<,&�C � ¯
~5����� ���b���(����� &�C ��� IHK UkU1N  « L��.¦ML L��H« ª¬«®:Nb¨ �R«QP1L LΘ,IM

Ω

§V  « U.¦Rª ¦��J¨V« ¦MPt©
V

N@P « N� §SL 
`¦5RQL Nbª®\[ � �H«QP�L �H«VRpN@Pt©R§SL §ON@P

V = W
§V�«�� K §��b¦R¨V«QP1L�L�N V (Θ) ∈ IGΩ

[
~5������� � � � ��+�0<��V	����&< �&% W g � ? �QO�� W (Θ) ∈ IGΩ

C �$�:g �7���I��� �&��� 	 ? ��	 V (Θ) ∈ IGΩ
C

� ? �#< (∀τ ∈ G) V (τ.Θ(Ω)) = 0 ��<� 	 ? �#���K�+*N���
	�� i ∈ [1, e] �!��" ? 	 ? ��	 τ.Θ(Ω) = τi.Θ(Ω) C � �
τi.Θ(Ω) ���$�2�!��12����� �!�N�&	 �&% 	 ? �-���#�����VO���<�	��+g � ? �QO&� τ.Θ = τi.Θ

C � � g � �&� τ−1
i τ ∈ M �&<� Θ��� ��< M P ���!��12��	��VO�� L P ��<�O��&�����&<�	 g � ? � O&� τi ∈ τL C . ��<��&���V� τi ∈ GL C �

�:�N	9��� 	 ? � ��I�Q�&� IGΩ ��� ��< � <I� g <�� 	 ? ��� �I�����������V	�����< ��� <���	$�I���#%H�I� C
� � g � ��< M P ������1B�V	��VO��9�����V�N<I��1B���&���&% 	 ? �K������&� IS′

Ω
��� "#��1B�I�I	X�&�I��� ���!��< M 	 ? �������V�N<I��1B���&�

W ��< 	 ? �K����1B� 1B�&<�<��#��	 ? ��<�%H����	 ? �K������&� ISΩ �I����< M 	 ? �K� �&��� <���12� �&� 3���<
θ,k

C

� ��� �����#1B�#<�	��K�&�!� M ��O&��< ��< ����I���9	�� ����!"������ �R	 ? �U�&� M ���!��	 ? 1 � ±SºK¼S´�� > �S¿K±Sº ����!��O��# %H����1
	 ? �-��� M ���!��	 ? 1 � ±SºK¼S´�� > �S¿K±Sº B C

� ? � �&� M �����V	 ? 1 � ±.ºK¼S´�� > �S¿K±Sº �����I�����!��<�	��# ��<���#�-	 ? �2%H�&��1 �&% ���!��"��I�����VO��2%H��<�"#	�����< C 8 	
"Q��<����K�+*N��"#�I	��# ��� "Q��������< Mg¯



� � � ����� � ��� ��	 ����� � ��� � � ��� ��� ��� ����	
Ω � � 	�� � ��� ��� � � � 	�� � � �

� ±.ºK¼S´�� > �S¿K±Sº � Ã��?³ � Sn

� � ¿*³g¿°ÄS±&	H¼*Ä4� �7(#±*³���´)�S±+	.¿*���
g ? �����
P ³ ����	 ? ��I� M �!��� n �&% 	 ? �K� �&��� <���12� �&� f ���#�����#���#<E	��� ��� Ã l
P � ¿*³g¿�ÄS±+	H¼*Ä�� ���-� �����!	K"#��<�	X�&��<���< M 	 ? �2�!� 121B�>	�����" M ���&���

Sn
�&<� 	 ? � n ,��&��" ? � 1B� ������ �&%

	 ? �K� �&��� <���12� �&� f M ��<I����� 	���< M 	 ? �K��I�Q�&� ISn

Ω
l

P (#±*³���´)�S±+	.¿*� "#��<�	X�&��<�� �&��� "���< �!� M �&">� "����&���!��� �&% �!��� M �!������� �&%
Sn

C

8 <=���&" ? �!��"��I�����VO���"Q�&���
� ±Sº#¼S´�� > �.¿K±Sº � Ã��?³ � � � � ¿*³g¿°Ä.±&	H¼*Ä��,��(#±R³*��´��.±&	.¿*��� �

P � ��� �U����� M �����I���&%
Sn

"#��<�	X�&��<���< M 	 ? �-����������� M �!����� GΩ
l

P � ¿*³g¿°Ä.±+	H¼*Ä4� ���K�=�����
	K"���<�	X����<���< M 	 ? �B,��&�I" ? � 12�NI����� �&% 	 ? � � �&��� <���12� �&� f �S����!	���<�">	K�����NP
M �������I�

M1 = Sn ⊃M2 ⊃ · · · ⊃Mm
��%

Sn
�&<I�������� <��&1B���&��� R2, . . . , Rm

��% k[x1, . . . , xn]
����" ? 	 ? ��	 %H��� �Q��" ? i ∈ [2, m] 	 ? ����������P

<I��1B���&� Ri
��� �&< M(i−1)

P ������1B�V	���O&�9������� <��&1B���&� �&% 	 ? � ������&� IMi

Ω
l

P (#±R³���´��S±&	.¿*� ��� � �����!	$�&%7���I� M ���&����� �&% M "��&<E	��&��<I��< M 	 ? � M �������I��g ? ��" ? �����R"��&<����0��	���%H���
	 ? �-����������� M �!����� GΩ

# ��<I��� �&<�� M �����I�����="#��< �!� M ��"#� "#� �&�!� ��< M %>C
� 	 ���&" ? "��&���4��% 	 ? � �&� M ���!��	 ? 1 �E	 ? �K�����!	 (#±*³���´)�S±+	.¿*� I��"��!�Q�&�!��� ��<��	 ? �K�����!	 � ¿*³H¿°ÄS±+	H¼RÄ4�

��<�"��!�Q�&�!���#C � ? ���0�!�!	��&<��9"#��<�O���� M ����	�� 	 ? � �K�&������� M ���&��� ��� �#����1B��<0��	�����<R�&%4"���< �!� M �&"#�B"����&���!���
��<� 	 ? �U�!��"��&<� ��<��U"��&<EO&��� M ���K	�� 	 ? �U1 ��*I��1 ��� ����Q��� �&% Ω P �!������	�����<��9���6"���<��
	��!��"#	�����< �&% �&<
����"��#<����< M " ? ����<2�&% ����Q������C � ? � �����!����	 �&%�	 ? �$�&� M �����V	 ? 1 ����	 ? � �����
	 � ¿R³g¿°ÄS±+	�¼*Ä4� C�� ? �$�!1 �&�����#�
M ������� Mm

"#��<�	X�&��<���< M ��< 	 ? �K�!�����I��	 � ¿*³H¿°ÄS±+	H¼RÄ4� O��#��� �0��� ¯
IΩ = IMm

Ωg �V	 ? Mm ⊂ GΩ
C � ? �#< Mm 6= GΩ

�'�V	 ���-���&�!� 	������I��"�� 	 ? � �K�&������� M �!����� GΩ
%H���&1 	 ? �

����Q��� IΩ # ���#���7�!���������V	����&<  NC �&C

� � <��:g ��+�0<�� 	 g �B%H��<�">	�����<�� ���!��6��<��&� M �&����	 ? 1�C
P � ? �:%H��<I"#	�����< %.¿+	�½.Ä°³ �!	������ 	 ? ���+*N�#"��I	�����<U�&%0	 ? � %H�I<�"#	�����< � ±SºK¼S´�� > �S¿K±.º ���#	�����<I��< M �$�����!����	�C
.0����	 ? ��� �!�Q�&�!��<���	 ? ���&��	�����<���	�����< � º#�°¿ ��� �&���!��<�	9��< 	 ? �*	����!	�� > Ã�'����H¿*³' � º��R¿ CP #S�#	 S ′ � ��	 ? � M ������� ; 	X�&�

M(GL) �&<I W 	 ? � � ���V� <���12� �&�4I���0<��# ��< # &�C �"�k%Ql�	 ? ��%H��<�">	����&<%���� �
S ′ � W � "#��12���I	�� ��< � P ������1B�V	���O&�:������� <��&1B���&�N��% 	 ? � ������&� IS′

Ω
�&�����V� ��< M 	 ? � %H��<�0�&12��<�	��&�

	 ? ���&����1 �&% �
� 1B12�#	�����"*%H�I<�"#	�����<=� O��#� 	 ? �K"�� � �2"�����<�	�� �&% 	 ? �K������� <��&1B���&� W C

��WpU1N@L �H«®�§V\[ 8 < 	 ? � �0���
	 �
	������ ��	����K	���� *N� �#<����VO��B	��6"#��1B�I�I	��2�&< �&�����&���I	�� In P ���#�����VO���<�	# In ���K	 ? � ��I��<�	��V	 � M �����I� ��<
Sn
%>C � ? ���-���#�����VO���<�	��'"Q�&�����# 	 ? � 	 ¦R¨ Nb§V�ª¬«®:Nb¨ �R«QP1L ��#	�����12��<I���

��1B12��I� ��	������U	 ? �K������&� IΩ # �!���-�������������V	�����< &�C !k%>C
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M �!����� �&% f ���$��<�"#������# ��< L = Sm × Sp

C � ? ��� ��	$���$��� �2"�����<�	*	�� "���12���I	��R�&�I�������I	��-1R����	��VP
���#�����VO��#<E	��U�&% �� M ����� [L : H] ��<��!	��Q�& �&%$�&�I�������I	�� �!���!����O&��<�	��U�&% �� M ���#� [Sn : H] C � ����	 ? �"��&1B���N	X��	�����< ��%V# �&�����&���I	��:% 1R���V	�� P ���#�����VO��#<E	��R���UFE����"���� 	 ? �="Q�&�!����<Bg ? ��" ? f ��� � �!����I"����I���
������� <���12� ���S� O&��� k ��� � O��#�!�6<���"#�R���V	��0��	�����< C � ? �R"��&1B���N	X��	�����< ��%��K�&������� M �!������� G �&<� H�&% g �&<� h "��&< �&���!� ��� �����# %H���R"��&1B���N	���< M 	 ? �=�����������-�&% f g �V	 ? � ? �����!��1 �NC & M �VO��#< ��<
;N�#"#	�����< �IC�5 � �#"#	���O��#��� � %H���*"#��1B�I�I	���< M (G × H) P �!��� � 	���O&� �!�����&��O��#<�	�� �&% (Ωg,Ωh)

�S�=�K� ����<��#�
�0�&�!�����&% 	 ? � ��I�Q�&� IG×H

(Ωg ,Ωh)
1R���
	R��� "#��1B�I�I	��# # �!��� ^ � � `S%JC � �V	 ? � ? �#�����#1 �NC & �Eg:� �����I"��

	 ? ���2� ������<I��� �0�&�!���U%H����1 	 ? �6� ������<I���U�0�&�!��� �&% 	 ? ����I�Q�&��� IGΩg

�&<I IHΩh

# �!��� ^ ���"` %H���R% �&�
	
"��&1B���N	X��	�����<��:�&%�� ���&��<���� ���&�����p%>C

��� � >@AC4BAG7:A �+3�� D+F ��0ED+4BAG/1F
#S�#	 L �&<� H � � 	 g �-�!��� M �!�������7�&%

Sn
�!��" ? 	 ? ��	 L "#��<�	X�&��<��'	 ? � M ������� H �&<� 	 ? � ���&�������

M �!����� GΩ
�&% 	 ? �K��<��VO��&������	��$� ���V� <���12� �&� f C

� DH7n/ 7 AGD80 �NC ��� #S�#	 E ��� �!�#	 �&% ������� <���12� �����K��< k[x1, . . . , xm] # m ∈ [1, n] % �'	 ? � ����Q���
M �#<�������	��#���� E ��< k[x1, . . . , xn]

g �����4��� ���<���	������� < E > C

� ��O&� � ? �����!��1 !IC/& �&%', ? �&�I	�����! ¯
�
	�� ������
 � C � � � �L��H« ©#«pRpNb¤�U1N �§SL §ON@P �RªsN K U 	 ª (IHΩ )

RpN@P1L ¦R§SP.JL��H« 	 ¦R¨ Nb§V �RªpN K U GΩ

L �H«QP
L��H«�ª®«�« �°§VQL �¦$U1Nb¨XW@PZNb¤3§ ¦R¨

RL,H

§SP L��H« U1Nb¨XW@PZNb¤3§ ¦R¨X§ ©#«\¦R¨
IHΩ

 K R�� L��.¦ML

IHΩ = ILΩ+ < RL,H > .# �NC �:%
IHK R���¦$U1Nb¨XW PZNb¤3§ ¦R¨ �R«�ª+§ �5«®��

	 ª (IHΩ ) = {σ ∈ L | σ.RL,H(Ω) = 0} .

� ? �-� �&��� <���12� �&� RL,H
�&% � ? ���&����1 �NC �U��� "Q�&�����#6�&< L £ Utª+§�¤3§SL §��R«_U1Nb¨XW@PZNb¤3§ ¦R¨cN�$L �H«7§ ©#«\¦R¨

IHΩ
C



� � � � 	 ��� � � ���8��� ��� � � �Qw
� D17:/ 7 AGD+0 �NC ��� #S�>	 θ ∈ k(Ω) �S	 ? � � ���V� <���12� �&� 3���<

θ,k
���*	 ? � 12��<���1 �&�/������� <��&1B���&� ��% θ� O&��� k C

� ? ��< 	 ? � ������ k ���*��<��0<���	�� � �="#��<��
	����I"#	�����< �&% ���!��12��	��VO���������12��<�	�� ��� �&�*%H�������:g � ¯ ���>	 Θ�����&< L P ���!��12��	��VO�� H P ��<EO��&�!� �&<�	 �������&���&�I��� %H��� Ω #Gg ? ��" ? �+*N���
	�� � �#"Q�&�I��� k ���U��<)��<���	��:%R�&<�
θ = Θ(Ω) lN	 ? �*� �&��� <���12� �&� RL,H = 3���<

θ,k(Θ) ��� �&< L P ������1B�V	���O&� � �&��� <���12� �&�0��%4	 ? �$������&� IHΩ C
|P��
�
�� �NC/&��  «QL g, h ∈ k[x]

N� ª®«® UH«pRQL §��R«�©#« �Rª®«®«®
m
¦MPt©

p
[  «QL L � N� K � �RªsN K UH G ⊂ Sm¦MPt©

H ⊂ Sp

��« �R§��R«QP� K R��qL �.¦ML

GΩg
⊂ G

¦MPt©
GΩh

⊂ H .

�  RG ∈ k[x1, . . . , xm]
§V�¦

Sm

£ Utª+§�¤3§SL §��R«�U1Nb¨XW@PZNb¤3§ ¦R¨�N� L �H«�§ ©#«\¦R¨
IGΩg

L��H«QP
RG �

¦b ¦�U1Nb¨XW PZNb£
¤3§ ¦R¨ §SP

k[x1, . . . , xm+p] �
§V7¦

(Sm ×H)
£cUtª+§�¤3§SL §��R« U1Nb¨XW PZNb¤3§ ¦R¨cN�JL �H« § ©#«\¦R¨

IG×H
(Ωg ,Ωh)

[
~5� ����� � � � GΩg

⊂ G �&<� GΩh
⊂ H ��g � ? �QO�� G(Ωg ,Ωh) ⊂ G × H #H����� � ? �#�����#1 ��C �k%>C

� ? ���*�K� (IGΩg
) = G �&<� �K� (IG×H

(Ωg ,Ωh)) = G×H C #S�#	 RG ∈ k[x1, . . . , xm] ��� �
Sm

P �I����12��	���O&�
�����V�N<I��1B���&�/�&% 	 ? �U����Q�&� IGΩg

C � ? �#< (∀σ ∈ Sm) 	 ? � "��&<����	�����< σ.RG(Ωg) = 0 ��� ��FE���VO&������<�	
	�� σ ∈ G # �!��� � ? ���&����1 �NC �&%>C �$�:g �7���#	 τ ∈ Sm × H ��g �="Q�&<Bg �!��	�� τ = (τ1, τ2)

g ? �����
τ1 ∈ Sm

�&<� τ2 ∈ H C � � τ.RG = τ1.RG
� 	 ? � "#��<���V	�����< τ.RG(Ωg,Ωh) = 0 ���$�#F �I��O��&���#<�	9	��

	 ? � "��&<����	�����< τ ∈ G×H C � ? ���!�#%H���!� RG
��� � (Sm ×H) P'������1B�V	��VO�� � ���V� <���12� �&� �&%S	 ? � ������&�

IG×H
(Ωg ,Ωh)

C
�

��� � ;�3?/1Fj9V/10E;�2H> D ���c9
8 < ^ ���?`S�V	 ��� ���!� O����	 ? � 	 %H��� g �&<I h 	 g:�2��<��VO��&������	��*�����V�N<I��1B���&��� � O���� k 	 ? �#���K���

GΩgh
= GΩg

×GΩh

�V% �0�&<�=��<��V� �V% � IΩgh
=< IΩg

, IΩh
> .# �IC � %

� ? ��� ���#"#	�����< M ��<I��������� #��� 	 ? ��� ��FE���VO��&���#<�"���C
� D17:/ 7 AGD+0 �IC �
� .0��� E �6�!�����!�#	 �&% k[x1, . . . , xn]

� g � g �����7���<���	�� ��� < E > 	 ? � ������&�
M ��<��#����	������< k[x1, . . . , xn]

��� 	 ? �K� �&��� <���12� �&���:�&% E C
|P��
�
�� �NC � �  «QL g ¦MPt© h ��«$L � N K PH§��b¦Rª�§ ¦ML¥« U1Nb¨XW@PZNb¤3§ ¦R¨  N��R«�ª k N�Eª¬«® UH«pRQL §��R«7©#« �Rª¬«®«

m¦MPt©
p
¦MPt©

n = m+p
[ � ® K ¤%«�L �.¦ML IΩg

⊂ k[x1, . . . , xm]
¦MPt©

IΩh
⊂ k[xm+1, . . . , xm+p]

[ � K L
Ωgh := (Ωg,Ωh)

[�� �H«QP�«\¦5R��� K � �RªsN K UH G ⊂ Sm

¦MPt©
H ⊂ Sp

�R«�ª+§  W �

< IGΩg
, IHΩh

>⊂ IG×H
Ωgh

.# �IC �&%
~5� ����� � ;N�#	 B :=< IGΩg

, IHΩh
>= k[x1, . . . , xn]I

G
Ωg

+ k[x1, . . . , xn]I
H
Ωh

C #/�>	 σ ∈ G ×
H C � �=�#1R� �# k[x1, . . . , xm] ��< k[x1, . . . , xn]

C .0���U�&��� r ∈ IGΩg

� �E� ����0<I��	�����< �&% IGΩg

��g:�
? � O&� σ.r(Ωg,Ωh) = σ.r(Ωg) = 0 C � ? �����>%H����� � %H��� ����� r ∈ k[x1, . . . , xn]I

G
Ωg

g:� ������� ? �QO��
σ.r(Ωg,Ωh) = 0 C*8 < 	 ? �R���&12� g:�Q� �S�V% r ∈ k[x1, . . . , xn]I

H
Ωh

	 ? ��< σ.r(Ωg,Ωh) = 0 C � ? �I���S��%
r ∈ B 	 ? �#< σ.r(Ωg,Ωh) = 0 ���U	 ? ��	 r ∈ IG×H

(Ωg ,Ωh)
C

�



� � � � ��	 ����� � � � 	 � �	������� � � ��� �

|P��
�
�� �IC ���� «QL g ¦MPt© h ��«'L � N K PH§��b¦Rª+§ ¦ML¥« U1Nb¨XW PZNb¤3§ ¦R¨  N��R«�ª k N��ª¬«® UH«pRQL §��R«�©#« �Rª¬«®«
m¦MPt©

p
¦MPt©

n = m+ p
[ � ® K ¤%«JL �.¦ML IΩg

⊂ k[x1, . . . , xm]
¦MPt©

IΩh
⊂ k[xm+1, . . . , xm+p]

[ I «QL
x := (x1, . . . , xm) � y := (xm+1, . . . , xn) �

Jg :=< e1(x) − e1(Ωg), . . . , em(x) − em(Ωg) >
¦MPt©

Jh :=< e1(y) − e1(Ωh), . . . , ep(y) − ep(Ωh) >
���H«�ª¬«

ei
©#«QPZN@L «®.L �H«

i
£ L���«�¨V«�¤%«QP1L?¦Rª W;QWb¤3¤%«QL ª�§OR  K PZRQL §ON@P �  «®«�� «���PH§SL §ON@P��k[�� � �.¦QU+L¥«�ª � �M[

� �H«QP

I
Sm×Sp

(Ωg ,Ωh) = < ISm

Ωg
, I

Sp

Ωh
>

= k[x1, . . . , xn]
√
Jg + k[x1, . . . , xn]

√
Jh .

�  � ¤�Nbª®«pN��R«�ª � gh §V ¦; « U.¦Rª\¦��J¨V« U1Nb¨XW PZNb¤3§ ¦R¨8L �H«QP

I
Sm×Sp

(Ωg ,Ωh) = k[x1, . . . , xn]Jg + k[x1, . . . , xn]Jh .

~5������� �7�7�N	 B :=< ISn

Ωg
, I

Sp

Ωh
> �S��<� Ωgh = (Ωg,Ωh)

C � � #S�#1B1B� �IC � ��	9���9�#<���� M ? 	��
���!� O&� 	 ? ��	 ISm×Sp

Ωgh
⊂ B C #S�#	 ��� 	 ? �K������� <��&1B���&���

P =

n∏

i=1

(x− xi) , Q =

m∏

i=1

(x− xi)
�&<� R = P/Q .

� � P = QR

n∑

k=0

(−1)kek(x1, . . . , xn)x
n−k =

n∑

k=0

(−1)kxn−k
∑

i+j=k

ei(x)ej(y)x
n−k .

� ? �����0%H��� k = 1, . . . , n
¯

ek(x1, . . . , xn) − ek(Ωf ) =
∑

i+j=k

(ei(x)ej(y) − ei(Ωg)ej(Ωh)) .

� � ? �QO�� ek(x1, . . . , xn) − ek(Ωf) ∈ B � �#"Q�&�I��� %H��� i ∈ [1, m] �&<� j ∈ [1, p] ei(x)ej(y) −
ei(Ωg)ej(Ωh) = (ei(x)− ei(Ωg))ej(y)+ (ej(y)− ej(Ωh))ei(Ωg)

C � ? ��� ISn

Ωgh
⊂ B # ���#� ;N�#"#	�����<

& , ? ���I	��#� &?%>C � � g � �&� k ���-��<)�0<I��	�� �&<� gh ���R�!���0�����&����� �'	 ? ���!� �+*N���
	�� Θ �
Sn

P ���!��12��	��VO��
(Sm × Sp

% P ��<EO��&�!� �&<�	 �!���0�����&�����*%H��� Ωgh
C � � %H��<���&1B�#<�	X�&�4	 ? �����!��1 ��% �
�N1212�#	��!��"*%H��<I"#	�����<�� �

g � ? �QO&� λ = Θ(Ωgh) ∈ k �&<I�	 ? � 12��<I��1B�&�������V�N<I��1B���&� �&% Θ � O&��� k ��� T−λ ��� 	 ? � 	 R = Θ−λ
��� �$�I����12��	���O&��� ���V� <���12� �&���&%�	 ? �:��I�Q�&� ISm×Sp

Ωgh

# �!���:(9���0<I��	�����< �NC !9, ? �&�I	���� !&%>C � ? �:���!��12��	���O��
������� <���12� ��� R � �#����< M ��	�� 	 ? �K����Q�&� B ����"��&���!�-�V	 ��� �!� 121B�>	��!��"*��<=O��&�!� �&�I����� ��% x �&<���&% 	 ? �
O��&�����&���������&% y �&<I R(Ωgh) = 0 C�8 <��&	 ? �#� g:�&���� ISm×Sp

Ωgh
= ISn

Ωgh
+ < R >⊂ B C

�

� 3546/ >�� � � ��� ? �6�K�&������� M �!����� G(Ωg ,Ωh)
�&% gh ���2��<�"�������# ��<

Sm × Sp
� �#"Q�&���!��	 ? �

���#�0�&���&�����U�!���!����O&��<�	 LΘ,gh

? �&� T − λ �&� �!��12����� ����<I�Q�&� % �&"#	���� � O���� k # �!���2����� �&% �&% #S�#1B1B�
�IC �k%>C



� � � � 	 ��� � � ���8��� ��� � � � �

; ��<�"#�*	 ? � M �!�����
Sm × Sp

�&<�=�V	�� ���I� M ���&��� GΩg
×GΩh

"#��<�	X�&��< 	 ? �K��I��<�	��V	 � �"g � ? � O&�

I
Sm×Sp

(Ωg ,Ωh) ⊂ I
GΩg×GΩh

(Ωg ,Ωh) ⊂ I(Ωg ,Ωh) .# �IC �k%
� �:g ��	 ? � %H�������:g ��< M 	 ? �#�����#1 M ��<I��������� #����	 ? �K�����!����	 M ��O��#<���< # �IC � % ¯
�
	����P�(� 
 �IC/&��  «QL g ¦MPt© h ��«$L � N K PH§��b¦Rª+§ ¦ML « U1Nb¨XW@PZNb¤3§ ¦R¨  N��R«�ª k N�Eª¬«® UH«pRQL §��R«7©#« �Rª¬«®«

m
¦MPt©

p
¦MPt©

n = m+ p
[ � K L Ωgh := (Ωg,Ωh)

[ � ® K ¤%«JL �.¦ML�L �H«�UtªsNJ© K RQL gh §V ¦3 « U.¦Rª\¦��J¨V«U1Nb¨XW@PZNb¤3§ ¦R¨
� IΩg

⊂ k[x1, . . . , xm]
¦MPt©

IΩh
⊂ k[xm+1, . . . , xm+p]

[ � �H«QP;¦R¨�¨° K � �RªsN K UH G ⊂ Sm¦MPt©
H ⊂ Sp

 K R�� L��.¦ML
Sm ×H

Nbª
G× Sp

RpN@P1L?¦R§SP. L �H« 	 ¦R¨ Nb§V �RªsN K U GΩgh

�R«�ª+§  W��

IG×H
(Ωg ,Ωh) =< IGΩg

, IHΩh
>

¦MPt©;§SP�U.¦RªQL §OR K ¨ ¦Rª I
GΩg×GΩh

(Ωg ,Ωh) =< IΩg
, IΩh

>⊂ I(Ωg ,Ωh)

[
~5� ����� �7���I	 B =< IGΩg

, IHΩh
> �&<I Ωgh = (Ωg,Ωh)

C #S��121 � �IC � M ��O&��� 	 ? � ��<�"�����������<

B ⊂ IG×H
Ωgh

C6,:��<�O��#���!����� �7�����������!� 	 ? � 	
Sm × H "#��<�	X�&��<��-	 ? � �K�&���&��� GΩgh

C #S�#	 RG
��� �

�I����12��	���O&�*� �&��� <���12� �&���&% 	 ? �K����Q�&� IGΩg

�&<I RH
�����2�I����12��	���O&�9������� <���12� ��� �&% 	 ? �K����Q�&� IHΩh

C
T ����< M ��	 �0���
	�#/�#1B1B� �NC/&B��<����	 � �&�
	�#S��121 � �IC � �"g � ? �QO��

IG×H
Ωgh

= < ISm×H
Ωgh

, RG >

= < I
Sm×Sp

Ωgh
, RH , RG >

= < ISm

Ωg
, I

Sp

Ωh
, RH , RG >

= B
���=��+�0<��V	����&< �&% 	 ? �K� �&��� <���12� �&��� RG

�&<I RH
C

�

� ? �����>%H�����b# �IC �:%:��� �U"���<I����FE���#<�"�� �&% � ? �����!��1 �IC/& ¯
� �P�����S�K����� �IC  � � Nbª g ¦MPt©

h
L � N K PH§��b¦Rª+§ ¦ML¥«=U1Nb¨XW@PZNb¤3§ ¦R¨ 
N��R«�ª

k
L��H«�RpN@Pt©R§SL §ON@P

I(Ωg ,Ωh) = I
GΩg×GΩh

Ω(Ωg,Ωh)

§V «�� K §��b¦R¨V«QP1L�L N G(Ωg ,Ωh) = GΩg
×GΩh

[
~5� ����� � ;N�#	 Ω := (Ωg,Ωh)

C � �U�&� g��Q� � ? �QO�� IΩ = I
GΩg×GΩh

Ω
g ? ��< GΩ = GΩg

× GΩh

C
,:�&<EO&���!�����V� �E	 ? � ��<�"�����������< GΩ ⊂ GΩg

×GΩh

��� M ��O&��< ���U���#1B1B� ��C � �&<�U	 ? � �!�#O&�����!�$��<�"�����������<
��� M �VO��#< �E��	 ? � ����0<I��	�����<6��%�	 ? � �K�&������� M ���&��� GΩ

�Zg ? ��" ? ���$	 ? �R1B� *N��1B�&�S����� M �����I� ��%
Sn�
	X�&�I���������< M IΩ C �

� �P� �P�S�K��� � �NC !�� � Pt©#«�ª_L��H«BJ¦R¤%«��5W U1N@L��H«®�§V ¦b � �H«pNbª¬«�¤ �?[��
�
¦ 	 ª � �\P «�ª �®¦b�§V�nNbª�L �H«

¨V« �°§ORpN �Rª ¦QU��#§OR Nbª ©#«�ªqN�<L �H«�§ ©#«\¦R¨
IG×H
(Ωg ,Ωh)

§VbL �H« K PH§ON@P N�bL��H« 	 ª�� �\P «�ª �®¦b�§V nNbª<L �H«�¨V« �°§ORpNb£
�Rª ¦QU��#§OR Nbª ©#«�ª.N�'L��H« § ©#«\¦R¨ 

IGΩg

¦MPt©
IHΩh

[
~5� ����� ��#S�#	 L ��� � �!��� M �!����� ��%

Sn
�&<� Ω ��� � �����
	B��% 	 ? ����� �&	��2�&%��&< ��<���O��&�!� ��	��

�����V�N<I��1B���&�I� O&��� k ��%4�� M ���#� n C � �K� ����<��#� ���&�����7%H�&�7	 ? � ��� *I��"�� M ���&� ? ��" ���!����7�&% 	 ? � ��I�Q�&� ILΩ��% k[x1, . . . , xn]
���K� 	���� ��< M �����&�9�
�N�
	��#1 f1(x1), . . . , fn(x1, . . . , xn)

g ? �#��� �/%H�&� ���+*N��"�� M ���&� ? ��"
�&����#����	 ? �������&���< M 1B�&<���12� �&���&% ���&" ? � �&��� <���12� �&� fi # i ∈ [1, n] % ? �&� 	 ? ��%H����1 xµi

i
g ��	 ? µi > 0#H���#��^ � �"` %>C

�



� � � � ��	 ����� � � � 	 � �	������� � � ��� �

���� > D ���c9�� AC;E3?/1FC9V/10c; 	c35Fj;E9
� ? �K%H�������:g ��< M 	 ? �#�����#1 ��� �U"��&�����#"#	�����< ��%cg ������� <I� g <����#�����V	�� ¯
�
	�� ������
 &IC ���  «QL f ��«�¦� « U.¦Rª ¦��J¨V«VU1Nb¨XW@PZNb¤3§ ¦R¨�N�

k[x]
N��©#« �Rª®«®«

n
 K R�� L��.¦ML

f =
fn1 . . . fnd

¦MPt©
Ωf = (Ωfn1

, . . . ,Ωfnd
)
[ I «QL GΩfni

:= Gni

¦MPt©
Di := k(Ωfni

)
nNbª

i ∈ [1, d]
[

� �H« nNb¨�¨ N��9§SP � RpN@Pt©R§SL §ON@P.7¦Rª¬« «�� K §��b¦R¨V«QP1L��
# � % R\¦Rª © (GΩf

) =
R\¦Rª ©

(Gn1) × . . .× R\¦Rª ©
(Gnd

) �# �&% GΩf
= Gn1 × . . .×Gnd

�# �k% Di ∩ k(Ωfn1
, . . . ,Ωfni−1

) = k
nNbª ¦R¨�¨

i ∈ [2, d] �
# &?% IΩf

= I
GΩf

Ωf
= I

Gn1×...×Gnd

Ωf

[
~5������� �757FE���VO��&���#<�"��K���#	 g ����< ��C7�&<� �NC ¯ � ? �#�����#1$��C �NC
5�FE����O��&����<�"#�K� �>	 g:�#��< &IC ��<� �NC ¯ ����� ,:���!�������&�!� �IC  
5�FE����O��&����<�"#�$���#	 g ���#< �IC��&<I,�NC ¯ �����������!�$	 ? ��	 d = 2 l5g � ? � O&� k(Ωfn1

,Ωfn2
) = D1 ∪D2l ���I	 D1 ∩ D2 = k �V% �7�&<� ��<��V� �V% � [k : D1 ∪ D2] = [k : D1] × [k : D2]

l ��� 	 ? � ���&�������
"��&�����#������<���#<�"�� � ��	 ��� �#FE����O��&����<�	 	��Vg ���V	��

"Q�&�! ( �K�&�
k(D1 ∪D2)) = "Q���� (D1) × "Q�&�! (D2) .

� ��"#��<�"#������K��� ��<����">	����&< ��< d C �

����� �EFG7 A
�
>@359\D+F��+3�0+7 9

#S�#	 f1, . . . , fd
� �=�!�#O��#���&� ������� <��&1B���&� ��% k[x] �&%$���#������">	���O&��I� M �!����� n1, . . . , nd

�
	��!��"#	����
M �!�Q��	�����	 ? ��	�� ��<�=����" ? 	 ? ��	 	 ? �K� ���V� <���12� �&� f ����	 ? �K����� ���">	 f1 · · ·fd C.0��� i ∈ [1, d] �+g �R" ? � ����� Ωfi

�&<6������#����< M �&%�	 ? � �!�N�&	��9�&%�	 ? � �����V�N<I��1B���&� fi CK;N�>	 Ωf =
(Ωf1 , . . . ,Ωfd

) C #S�#	 L � � � ����� M �����I�B�&%
Sn1 ×· · ·×Snd

C � ? � �!���!����O&��<�	 �E� Θ ∈ k[x1, . . . , xn]�&�!��� "�� � 	���qg �V	 ? ILΩf

����%H�������:g ��< M � �&��� <���12� �&� ¯

LΘ,IL
Ωf

=
∏

Ψ∈L.Θ

(T − Ψ(Ωf1 , . . . ,Ωfd
)) .#  NC �:%

8 %�	 ? � M �����I� L "��&<E	��&��<I�/	 ? � ����!��"#	 ���!�N��I"#	 GΩf1
×GΩfd

�&%I	 ? �:����������� M ���&����� �&% f1, . . . , fd	 ? ��<=	 ? �K���#�����VO��#<E	 LΘ,IL
Ωf

� �#����< M ��	�� k[T ] � �#"Q�&���!� L "���<�	X����<���	 ? �-���&������� M ���&��� GΩf

C
� ? �#< L = Sn1 ×· · ·×Snd

�E	 ? �$�!�����&��O��#<�	 LΘ,I(Ωf1
,...,Ωfd

)L
I�N�#�:<��&	 ��#� �#<� ��<2	 ? �$������#�

�&% 	 ? �K�!�N�&	�� �&% �Q�&" ? � �&��� <���12� �&� fi # i ∈ [1, d] %JC
� 3
	�0EAS7 ACD+0  NC ����� ? � �!�����&��O��#<�	 L

Θ,I
Sn1×···×Snd
(Ωf1

,...,Ωfd
)

��� ���<I�&	��# LΘ,(f1,...,fd)
�&<I "��&������ 	 ? �

¤ K ¨XL §�£¥ª¬«®:Nb¨ �R«QP1L N� (f1, . . . , fd)
�\W

Θ C
� ? � "#��12���I	X� 	����&<R�&%�1R���V	��VP ���#�����VO���<�	�� ���'�*����12����� M �#<������&����Q��	�����<-�&% 	 ? � ��<I� �&%������!����O&��<�	��#C

� ? �#< f = f1 · · · fd ��� � ���#���"#������� � ���V� <���12� �&� � O���� k 	 ? �����&�!	���	�����< �&<I M �!����� 1B��	��!��"��#�
���#� ��	���O&� 	�� S = Sn1 × · · ·×Snd

�&���$��� �2"�����<�	�%H��� "��&1B���N	���< M 	 ? � �K�&���&��� M ���&��� �&% f ����"Q�������
��	2���B"#��<�	X�&��<���< M ��< L C �:�N	B	 ? �6���B"#���#<�"#� �&%*	 ? �6"#��1B�I�I	X��	�����< �&%*	 ? � �K�&������� M �!����� �&%K�



� � ����	 � � � �������	��� � � ��� ��	 � �	� ��� ���:�	��� ��� ����� ��� ��� �	� �
(f) ⊂ S2 ×Am

� �

�����V�N<I��1B���&� �������<I��$�&<=	 ? � �� M ���#����% �!���!����O&��<�	��#C�� ? �K"#��1B�I�I	X��	�����< �&%/	 ? �-�K�&������� M �������=�&%
f ����FE�������#�*"���12���I	���	�����<�� �&%71R�I��	�� P �!�����&��O��#<�	��9��%7�� M �!��� [S : H] �8g ? �#��� H ���*�B����� M ������� ��%
S � ��<��
	����&=�&% �!���!����O&��<�	�� �&% �� M �!��� [Sn : H] %H��� ��<��������#���"#�������*� �&��� <���12� �&� C

��� /14 �cFC3  NC � � � �R���I��� �&��� 	 ? ��	9	 ? � �����V�N<I��1B���&��� ����� 12��<���"&C�#S�#	 L = S2 × S2 ⊂ S4
C

; �����������U	 ? ��	 f ���*�=12��<���" �!����I"����I���R�!���0�&���&�����U� ���V� <���12� �&�S�&% �� M ���#� 4
¯
f = f1f2

�Zg ? �����
f1

�&<� f2
�&�!� �������#���"#���������I<���O��&�!� ��	��������V�N<I��1B���&���:� O&��� k �&%��� M ���#� �NC9, ? � ������	 ? �-����I���9��%

�!�N��	��9��% f ���I" ? 	 ? ��	 Ωf = (Ωf1 ,Ωf2)
C98 % f1

�&<� f2
�&���-���!����I��"���������� O���� k 	 ? ��< 	 ? �U�K�&�������

M ������� GΩf

��� L ���'�$"���< �!� M ��	�� �&% H = [I4, (1, 2)(3, 4)] ��< L C �$�:g ���&< L P ���#� ��	���O�� H P �!���!����O&��<�	
�!���0�����&�����-%H��� Ωf

��� ���!���#���"��������K�V%7�&<����<������V% 	 ? �U�K�&������� M ���&���6�&% f ��� L C�� ? � ������� <���12� ���
Θ = (x1 −x2)(x3 −x4)

��� �&< L P ���!��12��	��VO�� H P ��<�O��&�!� �&<�	QC � ? �$1R���V	��VP ���#�����VO���<�	7�&% (f1, f2)
��� Θ��� LΘ,(f1,f2) = (x2 −∆(f1)∆(f2))

g ? ���!� ∆(fi)
���7	 ? �9I����"#����1B��<0�&<�	��&% fi # i = 1, 2 %>C � ? �I� 	 ? ��K�&������� M �����I�U�&% f ��� L �V% �&<� ��<��V�R��% 	 ? � ����� ���">	 ∆(f1)∆(f2)

���7�*��FE�0�&�!�&C � ? � �&NO&��<E	�� M � �&%
	 ? �71R���V	��VP ���#�����VO���<�	S���S"����Q�&� ¯ 	 ? �7"��&1B���N	X��	�����< �&% 	 ? � 1 ����	��VP �!���!����O&��<�	S���S��<��!	��&<�	X�&<I������� �&<I-�V	��
I� M �!���9�����'g ? �#���Q���:	 ? � �� M ���#�9�&%4�&< �&�I�������I	�� H P �!���!����O&��<�	:�������NC � ? ��� I��� �����#<�"��$�&%4I� M �!�����
���#	 g ���#< ���#�����VO��#<E	��9��<�=1R����	��VP �����!����O&��<�	�� ��<�"��!�Q�&�!��� g ��	 ? 	 ? �K�� M ���#�-�&% 	 ? �������V�N<I��1B���&� f C3������#� O&��� � � ? �2� ���V� <���12� �&� f1

��� ���!����I��"�������� ��< Df2
��%:�&<� ��<���� ��% 	 ? � ����������� M ���&��� ��% f1� O&��� Df2

���
S2

�&<� 	 ? ��� ��� 	 ? ��"��&���K�V% ��<���&<���� ��%/	 ? �-�K�&���&��� M �!�����=�&% f ��� L C
#S�>	 L � �2� ����� M �����I� �&%

Sn
C ��g ���!��� M �!�������'g ? ��" ? �&���U"#��< �!� M ��	�� ��<

Sn
����� <��&	K<��#">P

�#�����&������� "#��< �!� M ��	�� ��< L C � ? ���K���#1 ��� � ? �&����"#��<����#FE����<�"#�B%H���K�!��� � 	���O&�U���#�����VO���<�	���CB. �&�*	 ? �
"��&<����0��	�� M �!������� ��	 ? ��� �����&�����#1 ����� ���&����g ? ��< f ? �&� 	 g:�B% �&"#	������$�&%'	 ? � ����1B�-�� M �!����C9.0���
�U	��#�!	���< M M �!�����=	 ? ��� �I����������1 �&�����Q�&�!�$��<I����g ? ��<6�V	 ��� ��<�"�����������<�� ����� ���">	 �&% 12���!�K	 ? �&<
	 g �=�!� 121B�>	�����" M �!�������#C 5 *I�&12����� ��C �U��%�, ? �&�I	��#� ���U�+*N�����&��<I� � 1B�>	 ? � =g ? ��" ? �&����� g �$��<��
	��2� O&����=	 ? ��� ���!�������#1 %H����	 ? �K"Q�&<I���0� 	�� M �!�������#C

����� 0�3��O/1iM7:DH>q-�/19</"0�/1FG7n35>@0�/ 7 AC0E2 � /"FCD+AC9 2H> D�� ��� � /1F (f) ⊂ S2 ×Am|P��
�
�� !NC ��� � «QPZN@L « �\W Am

L��H«�¦R¨XL¥«�ª Pt¦ML §SP ���RªsN K U §SP
Sm

[  «QL m ≥ 3 �
¨V«QL

h
��«�¦

U1Nb¨XW@PZNb¤3§ ¦R¨ ���1N  « 	 ¦R¨ Nb§V �RªsN K U�§V Am

¦MPt© ¨V«QL
g
��«3¦MP�§�ª�ª¬«\© K R�§ �J¨V«_U1Nb¨XW PZNb¤3§ ¦R¨ N� ©#« �Rª¬«®« �5[

� �H«QP=L �H« 	 ¦R¨ Nb§V �RªsN K U N�
hg

§V
S2 ×Am

[
~5� ����� ��8 % m ≥ 5

¯ 8 %7	 ? ���*���9<��&	*	 ? �U"Q�&�!� � g �!�����V	��*��<E	�� 	 g ������<����&�$% ��"#	��&���*��< Dh
�&<�

Dg
� 	 ? �R�!�����V	�	���< M �0���� �&% g ���*� �0���� � �>	 g:�#��< k �&<� Dh

C � ? ���*	 ? � ����������� M ������� ��% g ���*�
�I���������*<I����1B�&�/����� M �����I� ��% Am

C�,:�&<E	����&�
��	�� 	 ? � % �&"#	9	 ? ��	 Am
���9�!��12�����K%H��� m ≥ 5 C .0���

m < 5 ���#�R; ��"#	�����<I� "���<�"#���!<���< M �� M ���#���  ��<� !U��<6, ? �&�I	��#������C
�





, 
 � � � 57) �

�������J����	 ��� ��� � �b� �	
 �� � �	����


��� � A���3?> 35087b463k7 -ED�;c9
� ? ��"#��12���I	X� 	����&< �&% �!���!����O&��<�	�� "Q�&<�����I��<��K��< 1B�&<�� g:� � � ¯

• ������< M ��<�O��&�����&<�	��'#H�����b^ ��� ` �&<I ^ ��� `S% %
• ���=��<�	��#������� ��	�����< # ���#�<^ ��� `c%
• ���=����"#"����!���VO�� �!���!����	��&<�	�� # �!���b^ � �&` �&<� ^�� � ` %
• ��� � �����I<���� �0�&�!��� �&<� �!��"�"#�����!��O&� �����!����	��&<�	�� ��< k[x1, . . . , xn]/I

L
Ω
#H����� ^ ��� ` �8^�� � ` �&<�

^ � �"`S%
• ��� M ��<��#����	���< M %H��<I"#	�����<��$#H�����b^ � � ` %
• ���=�!� 1B12�#	�����"*%H��<�"#	�����<I�$# ���#��^�� � `/�&<� ^���� ` %
• ���=����<I�Q�&� ��� M �#�����U�&<I�	����&"#��#H���#�b^��1` �&<� ^� � ` %
• ���=< �I1B�#����"��&�412�#	 ? �NI�$# ���#��^ ���"` �&<� ^���5` %

� ��g ����� �+*N�����&��< 	 ? �*12�#	 ? �Nbg ��	 ? ����<I�Q�&�:�&� M �#�����-�&<� 	����&"#� # �!����;N�#"#	�����< �&% �N	 ? �*12�#	 ? �N
g �V	 ? 	��!� �&< M ��� �&� �!�#	�� #H����� ;N��">	�����< �k% � 	 ? �2"���12���I	���	�����< �&%��!��1B� �0���!	���"������&� ���#�����VO��#<E	��t# �!���
; ��"#	�����< &?% �&<I=	 ? �K"���12���I	���	�����< �&% 1R���V	��VP ���#�����VO���<�	��$# ���#�-;N��">	����&<  &%JC

8 < 	 ? ��� " ? ���I	��#����g:�2"��&<��������� f � ��<��VO��&������	��-� ���V� <���12� �&� �&% k[x] ��% I� M �!��� n �&<� Ω ��<
�&����#��������>	9��% �V	�� ��� �&	���C

��� a �
FjAC0E3?/"></1FG2H3 �E> / /"0c; 7:> /1i&359
#S�>	 M0

� M ��<� L ���K	 ? ���#�K����� M �������I�$�&%
Sn

�!��" ? 	 ? ��	 ¯

GΩ ⊂ L ⊂M ⊂M0 .

; �#	 K := k(x1, . . . , xn)
Sn � KM0 := K(x)M0 � KM := KM0(x)

M �&<� u := [M0 : M ] C � �����I1B�
	 ? ��	 Ψ ����� K P ���!��12��	��VO�� ������12��<�	 �&%/	 ? � �0���� KM

����" ? 	 ? � 	 	 ? �*O��&����� Ψ(Ω) �&% k ��� �&�������&I�
"#��12���I	��#
#H	 ? �R� �&��� <���12� �&� Ψ ���*�&< M0

P ���!��12��	���O�� M P ��<�O��&�����&<�	 %>C � ? �2�!�#	 (1,Ψ, . . . ,Ψu−1)��� � KM0

P O��#"#	���� ���0�&"#�-���&����� �&% KM
C

8 % Θ ���*�&< M P �I����12��	���O&� L P ��<EO��&�!� �&<�	���	 ? ��< 	 ? �U"�� � �2"�����<�	�� �&%7	 ? � M ��<I������"R���#�����VO��#<E	 LMΘ��������< M 	�� KM
# ���#�U(9�+�0<���	�����<  NC ! , ? �&�I	���� !k%JC � �R�����&��" ? 	�� "��&1B���N	�� 	 ? �����$�>O&�����0��	�����<6��	

Ω %H��� "��&1B���N	���< M 	 ? �K���#�����VO��#<E	 LΘ,IL
Ω

C
#S�>	 F ∈ KM

g ? ��" ? "��&< � � ����="�� � �2"�����<�	��&% 	 ? �2�����!����O&��<�	 LMΘ C � ? �#< F ���-� ����<����&�
"#��1R����<0��	�����< ��%$	 ? � Ψi �&<I �V	��U�>O&�����0��	�����< F (Ω) I������<���2��< 	 ? ��	 �&% 	 ? � Ψi C � ? ����� 	 ? �
�I����������1 ����	��2"��&1B���N	��*	 ? ��"#�N���2"����#<�	�� �&% 	 ? ��� ����<����&��"#��1R����<0��	�����<4C

� �



� � 	 � ��� � � ��� � ��� ��� ��� � 	 � �	� ��	
�����

� 12�#	 ? �N ���*	 ? �U%H�������:g ��< Mg¯ #S�#	 B1, . . . , Bu
���B� KM0

P O���">	����K�!�0�&"��2�0�&�!���K�&% KM
C � �

�����&��" ? u O��&������� y1, . . . , yu
��< KM0

���I" ? 	 ? ��	 ¯

F = y1B1 + · · ·+ yuBu .# � C � %
(9�#<��&	��-��� � � ¯ f � �

M0,M
	 ? �K	����&"���%H��<�"#	�����<��&% KM

� O��#� KM0

�&<I���%H�&�$���&" ? i, j ∈ [1, u] ���!�#	
cj := � � (FBj)

�&<� ai,j := � � (BiBj)
C 5�F ���&���V	 � # � C � %:��<����"#���

cj = y1a1,j + · · ·+ yuau,j
# � C �&%
g ? ��" ? ���!�N��I"����K	 ? �B����<����&� �!� �!	���1 C = AY ��g ? ���!� C = (cj)j∈[1,u]

� A = (ai,j)1≤i,j≤u
�&<�

	 ? �-��< � <I� g <�O���">	���� Y = (Yi)i∈[1,u]
C�� ? ��� �!� �!	���1 g ? ��" ?�? �&� ��<��V� ��<������&���I	�����< (y1, . . . , yu)�&<�="��&<����K�����VO��#���� ����<����&� �&� M �������IC


 � g �#O&��� � �&�2	 ? �������!����O&��<�	 ? �&� u = [M0 : M ] "�� � �2"#����<�	������V	 ��� 1R��" ? 1B���!� � �2"�����<�	
	�� 1 � ���U� ���!��"��&1B���N	X��	�����< ��%:��< ���!	 ? � M �&<0�&� ���&�����*��� � ���&1UP
; " ? 1B��I	$"�� ��������"Q�&� �&� M �����V	 ? 1�C
� ? �#<�%H��� � ���I" ? �0�&�!��� � � � (FBj) = cj = yjaj,j = yj

� � (Bj, Bj)
�!�2	 ? ��	

F =

u∑

j=0

cj.Bj/aj,j .# � C �k%

����� >��� 0�3?> �E/19nAC9</10E; 9 �Eiki&359n9nA��83 > 3�9 �cFS7:/1087:9
#S�#	 M �&<� L ���B	 g � ���I� M ���&����� ��%

Sn
�!��" ? 	 ? � 	 GΩ ⊂ � � (ILΩ) ⊂ M C #/�>	 F ��� �&<

M P ������1B�V	���O&�9������� <��&1B���&� ��% 	 ? �K������&� ILΩ C � � � ? �����!��1 !NC & �&% " ? �&�I	�����! � g � ? � O&� ¯

ILΩ = IMΩ + < F > .

� ? �#< ��%*� M ��<��#����	���< M �!� �!	���1 �&%$	 ? ��������&� IMΩ ���2"#��12���I	��#��:�V	2��� � �&����������� 	�� "#��1B�I�I	����
� ������<I��� �0�&�!��� �&% 	 ? �K����Q�&� ILΩ C � �'g ����� �����������!��	 ? ��	 L = �K� (ILΩ) C

� ? ��� ���#"#	�����<=� ? �:g � ? �:g �V	 ��� �����!�����I���9	��U"���12���I	��*	 ? �K" ? �&���&"#	����!���!	���"*�����V�N<I��1B���&� CΘ,IL
Ω

�
g ? �#��� Θ ���9��< L P ���!��12��	��VO�� ��<EO��&�!� �&<�	$�&%7�2����� M ������� ��% L g ? ��< �!��1B� � ������<I���9���&�����$�&%�	 ? �
��I�Q�&� ILΩ ���:"��&1B���N	��� C � ? � "���12���I	���	�����< ��%S	 ? �*�!���!����O&��<�	 LΘ,IL

Ω

��� �����I"��� %H�!��1 	 ? �*��<I�*�&%
	 ? ��" ? �&���&">	��#�����
	���" � ���V� <���12� �&� %H����1 ���#���"#	�����<I� ��< 	 ? �KFE���&	�����<�	 �!��< M

AIL
Ω

= k[x1, . . . , xn]/I
L
Ω

�&<�=���="��&1B���N	X��	�����<��:�&% �!��12� r P 	 ? ��� �&	��#C
� DH7n/ 7 AGD80 �IC ��� � ? �-�!���!����	��&<�	$��% 	 g � ������� <��&1B���&��� u(x) �&<� v(x) ��<=	 ? � O��&�����&����� x g �������� ���<���	�������=) �#�

x(u(x), v(x))
C

��� ��� , /19\3 L = Sn
�

(9�#<��&	��$��� f1, . . . , fn
	 ? �$,��&��" ? �21B� ������I�&% 	 ? � ������� <���12� ��� f # �!���$(9����<���	�����< &�C ��, ? �&�NP

	��#� &?%>C



� � ������� ��	 ��� ��� � � � ��� � ����� 	 � � � ��	 ��	 � ��� � � ����� � 	
�
	����P�(� 
 �IC � � � Nbª r ∈ [0, n− 1] �

©#«���P «$L��H«_U1Nb¨XW PZNb¤3§ ¦R¨ 
Ψr ∈ k[T ][xr+1, . . . , xn]

¦MPt©
Ψn ∈ k[T ]

nNbª
Ψn

� �\W;§SPt© K RQL §ON@P �

Ψ0 := T − Θ# �IC � %
Ψr := � «®

xr
(fr(xr, . . . , xn),Ψr−1(xr, . . . , xn)) .# �IC �&%

� �H«QP
Ψn = CΘ,ISn

Ω
.

~5� ����� �����#��^����"` C
�

8 <�^ � � `���� M ��O��#<B	 ? �*�&� M ���!��	 ? 1 �+* 	����&"#	��� %H�!��1 � ? ���&����1 �IC �K%H��� "��&1B���N	���< M 	 ? �*�&���!�����N	��
�!���!����O&��<�	 LΘ,ISn

Ω

C 8 %-	 ? � �&� M �����V	 ? 1 �&% ^ � � `K��� �!�Q�&��� ��# ��< 	 ? � FE���&	�����<�	�����< M AISn
Ω

	 ? ��<
�V	 "#��1B�I�I	��#� � ������� <���12� ��� � � �:g ��� �&% g ? ��" ? ���2	 ? � �&�����&���I	��6���#�����VO��#<E	 # ���#� ^ ��� ` %>C � ? �
"#��12���I	X� 	����&< ��< AISn

Ω

���=1R��" ? 1B�&��� ���B"#���#<E	�����"Q������� ��	=�QO&������="#��1B�I�I	X��	�����<I� �&%R� %H�Qg
�!���!����	��&<�	�� �&<� ������<I��U	 ? � I� M �!���=�&% �Q��" ? O��&�!� �&����� xi ��� i �'	 ? � I� M �!��� �&% xi ��< 	 ? � i P 	 ?,�����" ? ��12� ������I�'# i ∈ [1, n] %JC

��� ���� 350E3?> /1F i&/19 3 �
� ? ��12�#	 ? �  ����!"������ �# ��< ;N��">	�����< �IC �="��&< � � M �#<������&������# %H�&�U�&<�� ���I� M ���&��� L �&%

Sng ? ��" ? "���<�	X����<��*	 ? �B���&������� M ���&��� GΩ
# ���#�=^ � � `S%JC � ? � "���12�����>	��U���!�N��%:�&% 	 ? �U�����!����	���� <��&	

M ��O��#<�����"��&���!�-�V	 "���<�	��&��<�� 1B�&<�� 	���" ? <���"Q�&�S<I�&	X��	�����<I� �&<�=�����<���	�����<��#C
#S�>	 E = {f1(x1), . . . , fn(x1, . . . , xn)} � �K� ���>	$��% ������� <��&1B���&��� ��< k[x1, . . . , xn]

C

#S�>	 K � �2�,�0���� �+* 	���<��!����< �&% k ���I" ? 	 ? ��	 K ∩ k[x1, . . . , xn] = k C � � ��� Ψ ��������� <��&1B���&�

��< K[x1, . . . , xn]
�&<� �����<��B�!��"#�����!��O��#��� 	 ? � n + 1 ������� <���12� ����� Ψ0,Ψ1, . . . ,Ψn

�!������	��VO�� �&�
%H�&�����:g � ¯

Ψn := Ψ ∈ K[x1, . . . , xn]
�&<�=%H��� i ∈ [1, n− 1]# �IC �k%

Ψi−1 := ) �#�
xi

(fi(x1, . . . , xi),Ψi(x1, . . . , xi)) ∈ K[x1, . . . , xi−1] .

.0��� I �&< ����Q�&� �&% k[x1, . . . , xn]
�S��	�� �&� M �������&��"�O&�������>	 � V (I) ��< k̂n �&<� i ∈ [1, n] ��g � ���#	

Vi := V (I) ∩ k̂i #Gg � ? �QO&� Vn = V (I) %JC
� ? � %H�&�����:g ��< M 	 ? �����!��1 M �VO�����	 ? � "���12���I	���	�����<U�&%�	 ? � " ? �&���&"#	��������!	���" ������� <���12� ��� CΘ,I

%H���
�!��12� �0�&�!	���"#��� �&�:������&��� ¯

�
	����P�(� 
 �IC ��� � ��K �Jª W*£ � ��� �  «QL I ��«E¦ �b«�ªsNb£ ©R§�¤%«QP.�§ON@Pt¦R¨gª ¦�©R§OR\¦R¨�§ ©#«\¦R¨ZN�
k[x1, . . . , xn]

[
IHK UkU1N  «'L��.¦ML�L��H«�ª¬«3« �°§VQL n U1Nb¨XW PZNb¤3§ ¦R¨  f1(x1), . . . , fn(x1, . . . , xn)

N�
I
 K R��tL��.¦ML

Vi = Zk̂i(f1(x1), . . . , fi(x1, . . . , xi))
nNbª�«\¦5R��

i ∈ [1, n]



	 � 	 � ��� � � ��� � ��� ��� ��� � 	 � �	� ��	
�����

¦MPt©  K R��BL �.¦ML nNbª�«\¦5R�� β = (β1, . . . , βi−1) ∈ Vi−1 �
L �H« U1Nb¨XW PZNb¤3§ ¦R¨

fi(β1, . . . , βi−1, xi)
¦b

U1Nb¨XW@PZNb¤3§ ¦R¨ §SP
k̂[xi]

§V ¤�N@PH§OR7¦MPt©
�.¦b'PZN;¤ K ¨XL §(Ut¨V«EªsN:N@L [  «QL Ψ0

©#«���P «\©�¦b §SP �?[��?[ � �H«QP

Ψ0 =
∏

β∈V (I)

Ψ(β) .# �IC &k%

� P<U.¦RªQL §OR K ¨ ¦Rª � ���H«QP Θ ∈ k[x1, . . . , xn]
¦MPt©

Ψ = (T − Θ) ∈ k[T ][x1, . . . , xn] �
�¸« �.¦ �R«

Ψ0 = CΘ,I(T ) .# �IC  M%
~5������� � ; 	X�&�
	bg �V	 ? Ψ0 = ) ���

x1(f1(x1),Ψ1(x1)) =
∏

β1∈V1
Ψ1(β1)

C � � ��<����">	����&<���g �
���!� O&� 	 ? ��	 %H��� ���&" ? j ∈ [1, n]

Ψ0 =
∏

β∈Vj

Ψj(β1, . . . , βj) .

;N���I� ���!��< M 	 ? ��	 ����� �&�!���#�!	�����< ? �������%H��� j = i− 1 �"g � ? �QO��

Ψ0 =
∏

β∈Vi−1

Ψi−1(β1, . . . , βi−1) (?) .

� � I���0<��V	�����< �&% Ψi−1
�0����#<�	���	 � (?) ����"#��12���

Ψ0 =
∏

β∈Vi−1

) ���
xi

(fi(β1, . . . , βi−1, xi),Ψi(β1, . . . , βi−1, xi)) .

;N��<�"�� Vi = Zk̂i(f1, . . . , fi)
�&<� fi(β1, . . . , βi−1, xi)

���*�!���0�����&�����R��< k̂[xi] � 	
? �R�!�����I��	*%H�������:g ��C

�

8 % I ����	���� �0�#� 	 ? � "#��<���V	����&<�� �&% � ? �#�����#1 �IC � 	 ? ��< � ���#���"#�� �K� ����<��#� �0�&����� %H��� 	 ? �
��� *N��"�� M ���&� ? ��" �&����#�2��%9	 ? ������Q�&� I ��� � ���#	B�&%9� ���V� <���12� �&��� f1, . . . , fn

g ? ��" ? ����	���� �0�#�2	 ? �
"��&<����	�����<I��C

� ? �#< I = ILΩ
� g ? ����� L ��� � �!��� M �!�������&%

Sn
g ? ��" ? "#��<�	X�&��<�� 	 ? �-�K�&������� M �!����� GΩ

	 ? ��<
I ����	���� �0���:	 ? �*"#��<���V	����&<�� ��% � ? �����!��1 �IC � # ���#�V^ � � ` %>C � �:	 ? �9"Q�&�!�*�&% L = Sn

� 	 ? �9�&� M �&����	 ? 1
M �VO���<6��< ^�� � ` �����&�������6��<6	 ? �RFE���&	�����<�	 ������ k[x1, . . . , xn]/I

L
Ω

"#��12���I	��#� � ������� <���12� ��� S(T )���I" ? 	 ? ��	 	 ? � ���#�����VO��#<E	 LΘ,IL
Ω

= Sm g ? ���!� m ∈ N∗ C 8 <6	 ? � "Q����� m 6= 1 � �&<���% ��"#	��&�9�&%'	 ? �
���#�����VO��#<E	���� �������&���&�I���2�&<� 	 ? �2�����V�N<I��1B���&� S ��� <I�&	K�����>%H����%H���*	 ? �2"#��12���I	X� 	����&< �&%����&�������
M �!����� GΩ

C
8 <6, ? �&�I	������"� ���&<�� *N������"���	��+*I�&12�����Jg ����� ���������!	�����	��$	 ? ��"#��12���I	X� 	����&< �&% �!���!����O&��<�	��#C

� � , D84 � ��7:3 � /">:7 Aji
�EFG/"> /�� 9 D8F ��7:3=> 359\D+F �+35087 9
� ? �#�����+*N���
	��21 �&<�� %H�&��1R�����&�R%H���U"#��1B�I�I	���< M �0�&�!	���"#��� �&�U�!���!����O&��<�	��#C .0���U�+*I�&12����� � 	 ? �

���!�N��I"#	 ���#�����VO��#<E	�#H	 ? �=��<�O��&�����&<�	U��� � ���!�NI��"#	 x1 · · ·xr % "Q�&< � �=���&����I��� "���12���I	��� ������< M
���#�����V	X�&<�	���C .0��� 	 ? ��� ���#"#	�����<��1g � " ? � ������	��2�+*N�����&��<=	 ? ��"��&1B���N	X��	�����<=�&%'�&�����&���I	��-�!�����&��O��#<�	��
g ? ��" ? ��#� �#<� �&< 	 ? � ' ��<�����!1B�&<��� ��#	����!1B��<0�&<�	�� �#"Q�&���!�2	 ? �������&��� <��&	K% �&12����� �I�I	-O&���
�
���!�#%H���4%H����	 ? �K��#	����!1B��<0��	�����< �&%'����������� M �!�����4C



� � ��� � � ����	 � � � ��� � �	� � � � ��� �	� ����	 � 	 ���	� ��	 ����� 	 w
.0��� r ∈ [1, n] � g �-I��<��&	��K�E� δr(xu1 , . . . , xur

) 	 ? � ' �&<�I����12��<�I� ��#	�����12��<��&<�	 ¯

δr(xu1 , . . . , xur
) =

∏

1≤i<j≤r

(xui
− xuj

)

��<� g � �!�#	 δr := δr(x1, . . . , xr)
C � ? � ' �&<I����!1B��<I��-I�#	��#��12��<0��<E	 δn ���9�

Sn
P ���!��12��	��VO�� An

P
��<�O&����� ��<E	���g ? �#��� An

����	 ? ���&��	����!<0��	���< M ���I� M ���&������% 	 ? �K�!� 1B12�#	�����" M ���&���
Sn

C

� D17:/ 7 AGD+0 &IC ���7.0��� P ∈ k[x1, . . . , xn]
�"g:�K���>	 P̃ := P (Ω) C

��� ��� , D+4 � ��7n/ 7 AGD80��bAG7 -
Aj0 �"/">@AG/1087 9
δnΘ

�
�
	����P�(� 
 &IC � �  «QL f ��«;¦MP K PH§��b¦Rª+§ ¦ML¥«JU1Nb¨XW PZNb¤3§ ¦R¨ �9§SL���¨V«\¦�©R§SP ��RpN «�
 R�§ «QP1L

an
¦MPt©�¨V«QL

��§V:R
(f)

��« §SL�%©R§V:R�ª+§�¤3§SPt¦MP1L [  «QL Θ ∈ k[x1, . . . , xn]
 K R�� L��.¦ML σ.Θ 6= −Θ

nNbª;¦R¨�¨
σ ∈ Sn

[
� �H«�ª®«®:Nb¨ �R«QP1L LδnΘ,f

§V �R§��R«QP �\W<L �H« nNb¨�¨ N��9§SP � ª®«® K ¨XL ¦MP1L �

# &�C � % LδnΘ,f(y) = � «¬
x(LΘ,f(x), y

2 − x2

�E§V:R
(f)

a
2(n−1)
n

) ,

¦MPt©;§SL �©#« �Rª¬«®«E§V$L �9§OR®«'L��H«�©#« �Rª®«®«.N�'L �H« ª¬«®:Nb¨ �R«QP1L LΘ,f

[
~5� ����� ��#S�#	 θ1, . . . , θs � �R	 ? � s ��� �&	��*��% LΘ,f

�4�Q�&" ? ������< M ���#� ����	��# ��� 1 �&<���	���1B�#�*�&�
�V	�� 1R�I��	���������"��V	 ��C � � ? �QO��

LδnΘ,f(y) =

s∏

i=1

(y − δ̃nθi)(y + δ̃nθi)

=

s∏

i=1

(y2 − ∆̃nθ
2
i )

= ) ���
x(LΘ,f(x), y

2 − x2∆̃n) ,

g ? ����� ∆n = δ2
n
����	���� ����� (9���!" (f) = a

2(n−1)
n ∆̃n

C
�

� 3�4 /"> � ����� � ? �#�����#1 &�C �-�������:g �7	��-"���12���I	��$	 ? �9���#�����VO��#<E	 LδnΘ,f
O&���
�B% �&�
	 �N����<I"��9�V	 ���

�&�I	X�&��<���=������#"#	��V� %H�!��1 �&<����!���<0���!�B�����!����	��&<�	QC
� 3�4 /"> � �����7;N��<�"��$	 ? � "#��1B�I�I	X��	�����<B�����&�I	X�&��<��� %H�!��1 �R�����!����	��&<�	 � 	 ? �*% �&">	����!� ���	�����< �&%

LΘ,f

M ��O&���$�B�0���!	����&� % �&">	����!� ���	�����<=�&% 	 ? � �!�����&��O��#<�	 LδnΘ,f
C � ���#O&��< "Q��<6"��&1B���N	�����<���� 	 ? �

<I����I��U% �&"#	������ �&%0	 ? ��� ���&�!	 ���#�����VO��#<E	�C �9��1B�#��� �����>	 q � �:�$% �&"#	���� ��% LΘ,f
l�	 ? ��< ) ���

x(q(x), y
2−

a
2(1−n)
n x2 (9���!" (f)) ��� � % �&"#	���� ��% LδnΘ,f

C � ? �������#1 �&� � ���7O����
� ��1B�����!	��&<�	 �E����<�"��$	��R�!�Q�&�!" ? 	 ? �
�K�&������� M �!����� �&% ��� ���V� <���12� �&� � �V	 ��� <���	U�&� g��Q� �R<��#"����!���&�
� 	�� � <I� g �&����	 ? � % ��"#	��&��� ��% 	 ? �
"#��<��!����#���� �!�����&��O��#<�	QC�8 	�g ����� M ��<��#���&��������� ��� �2"�����<�	�	�� �
	���N�U����12���������#���"#������� % �&">	����!� g ? ��" ?
�����U12��<���1 �&�/������� <��&1B���&��� �&% ������1B�V	��VO�� �#���#1B�#<E	�� �&% ��<�	��#��12�������	�� �0������ � �>	 g:�#��< k �&<� 	 ? �
�!�����V	�	���< M ��������&% f # ���#��^��5` � ^ ���"` ��<� 	 ? �K�+*I�&12������� ��	 	 ? ���#<���&% 	 ? ��� ���&� �#�p%JC

� 3�4 /"> � & ���'8 % 	 ? �9� ���V� <���12� �&� Θ ��� �R���!��12��	���O�� ��<�O��&�!� �&<�	���%
Sm × Sn−m

#H%H����� *I�&1B�I���
Θ = x1 · · ·xm % ��	 ? ��< δnΘ

�&<� δimδn−m(xm+1, . . . , xn)
# i = 1 ��� i = −1 %2�&�������!��12��	��VO��

��<�O&����� ��<E	�� �&% 	 ? �K����1B� M �!�����4C�# ;N���b^ � � `4%H�&��	 ? �K"��&1B���N	X��	�����< �&% �!� 121B�>	��!��" ���#�����VO��#<E	���C(%
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� 3546/ >�� &)���78 % 	 ? ��������� <���12� ��� Θ ��� �2�I����12��	���O&�*��<�O��&�����&<�	 �&% Im × Sn−m
#H%H��� �+*I�&12�����

Θ = x1x
2
2 · · ·xmm % �S	 ? �#< δnΘ

���-�=���!��12��	��VO��R��<�O&����� ��<E	K��% Im × An−m
C�# ;N�#�=^ � � `7�&�b^���� `7���

^ � � `4%H�&��	 ? �K"��&1B���N	X��	�����< �&% 12��<���12� �&� �&<������<��Q�������#�����VO���<�	���C(%
� ? �K%H�������:g ��< M 	 ? �#�����#1 M ��O&��� �&<���	 ? �#��%H����1R�I� � %H��� ���I� �����!����O&��<�	 ¯
�
	�� ������
 &�C ��� � Pt©#«�ª�L �H«�J¦R¤%« ¦b® K ¤�U+L §ON@P. ¦b §SP � �H«pNbª¬«�¤ �+[��

�
©#«QPZN@L §SP � �\W

g
L �H«

ª¬«®:Nb¨ �R«QP1L N� LΘ,f

�\W
x2

1 �
�¸« �#«QL

# &IC �&% LδnΘ,f = ∆̃n

n
g(
y2

∆̃n

) ,

���H«�ª¬« �E§V:R
(f) = a

2(n−1)
n ∆̃n

[
~5������� � � ? �-�I��� �&% ��% � ? �#�����#1 &�C � ��1B�I�����#�

LδnΘ,f(y) =
s∏

i=1

(y2 − ∆̃nθ
2
i )

= ∆̃n

n
s∏

i=1

(
y2

∆̃n

− θ2
i ) .

�

� ? ��� %H����1R�I� �R�&�����Vg ��� �E� %H����	 ? � % �&">	����!� ���	�����<�� ����<I"�� g = ) �#�
x(LΘ,f , y − x2) C

� 3546/ >�� & � � #/�>	2���U���#"Q�&���:	 ? � 	2� �����V�N<I��1B���&� �&<� �&<�� �&%$��	��U���#�0�&���������,� ��" ? ����< ? �&���
���#�����VO��#<E	 ? �QO&�2	 ? � ���&12�2����������� M �!�����4C � �2�&���!� � <I� g 	 ? � 	�	 ? �2�K�&������� M �!����� �&%:�=�!��12�����
% �&">	����K�&%��&< H P ���#�����VO���<�	-�&% ��� �&��� <���12� �&� g ����I�#	��#��12��<0� 	����� ��� 	���"���< �!� M ��	�����<��/��<��V� ���
H �&<� ��� 	 ? ���K�&������� M ������� ��% g #H����� ^ ��� `S%JC #S�#	 L = LΘ,f

l ����<�"�� LδnΘ,f = Lδnx1,L
��g �

1B� �=	����&<��
%H����1 L ����	 ? ���$	 ? �&< f ��� � � ��" ? ����< ? �&��� �!�����&��O��#<�	 g ? ��< �&< ��<�	����!���
	���< M % �&"#	���� g�&% LδnΘ,f
���$<I�&	9�!FE�0�&����%H���#�&C 8 	�g �����S������� �2"�����<�	9	�� "#��1B�I�I	��K	 ? � � ��" ? ����< ? �����*���#�����VO��#<E	9�&%

	 ? �K% ��"#	��&� �&% LΘ,f
"#�����!��������<�I��< M 	��U	 ? � % �&"#	���� g �&% LδnΘ,f

C

�
	�� ������
 &�C/&��  «QL f ��«;¦MP K PH§��b¦Rª�§ ¦ML « U1Nb¨XW PZNb¤3§ ¦R¨ �9§SL ��¨V«\¦�©R§SP � RpN «�
 R�§ «QP1L
an

¦MPt© ¨V«QL
�E§V:R

(f)
��«E§SL��©R§V:R�ª�§�¤3§SPt¦MP1LO[  «QL Ψ ∈ k[x1, . . . , xn]

nNbª ���#§OR��qL �H«�ª¬« « �°§VQL�
σ ∈ Sn\An

 K R��L��.¦ML
σ.Ψ = −Ψ �  «®«Eª¬«�¤;¦Rª � � 	��M[  «QL F ��«'L��H« U1Nb¨XW PZNb¤3§ ¦R¨t K R��tL��.¦ML F (x2) = LΨ,f(x) �

L �H«
ª¬«®:Nb¨ �R«QP1L LδnΨ,f

§V �R§��R«QP �\WbL��H« nNb¨�¨ N��9§SP ��ª¬«® K ¨XL ¦MP1L��

# &IC �k% LδnΘ,f(y) = � «®
x(F (x), y2 − x

�E§V:R
(f)

a
2(n−1)
n

)

¦MPt©�§SL �.¦b'L��H«�J¦R¤%«7©#« �Rª¬«®«7¦b$L �H« ª¬«®:Nb¨ �R«QP1L LΨ,f
[



� � ��� � � ����	 � � � ��� � �	� � � � ��� �	� ����	 � 	 ���	� ��	 ����� 	 �
~5� ����� � ;N���������!� 	 ? � 	$	 ? � �� M ���#�R�&% LΨ,f(x)

��� 2s �&<�6���#	 ψ1,−ψ1, . . . , ψs,−ψs ��� �V	��
�!�N��	��$# �����&�!����12�I	�����< 	 ? ��� ���#�����VO��#<E	 ��� �#O��#<H%>C � � ? � O&� F (x) =

∏n
i=1(x− ψ2

i )
��	 ? �I�

LδnΨ,f(y) =

s∏

i=1

(y − ψiδ̃n)(y + ψiδ̃n)

=

s∏

i=1

(y2 − ψ2
i ∆̃n)

= ) �#�
x(F (x), y2 − x∆̃n) .

�

� 3�4 /"> � & � � � � �&������1 �Q� �&�����V� �!��1B�&� ������"���<�"#���!<���< M 	 ? � ��<�O&����� ��<E	 δnΘ C � ? � ��<NP
O��&�!� �&<�	 δnΨ

M �#<�������	��#�2� �����!����O&��<�	 g ? ��" ? "��&< � � "#��1B�I�I	��# ��<� % �&"#	���������# F �I��"��E���&C �:�I	
��< 	 ? ���*"Q����� g �U�����2� ������� <���12� ��� Q ���I" ? 	 ? ��	 Q(x2) ��� � % �&"#	����*�&% LΨ,f(x)

C 
 ��<�"#�2�V%�	 ? �
�!���!����O&��<�	 LΨ,f(x)

? ��� �&< �����!����I"����I���=% �&"#	���� q1 g ? ��" ? ���B<I�&	 �>O��#<���g � 1R�I�!	 1 ����	������V� q1��� ��	 ? �#�������!�����"#������� % �&">	����!� q2, . . . , qr �&% 	 ? ��� �!���!����O&��<�	 ��< ������#�*	��=���I	��&��< �&< �>O���< % �&"#	����
q = q1 · · · qs C � �+* 	 g �2���I	 Q(x2) = q(x) �&<I g �B�&�I	X�&��< �=% �&">	���� ��%:	 ? �2�!���!����O&��<�	 LδnΘ,f�I����< M 	 ? � %H�������:g ��< M �!���!����	��&<�	 ¯

# &�C/&?% LδnΘ,f(y) = ) ���
x(Q(x), y2 − x (9���!" (f)

a
2(n−1)
n

) .

� 3�4 /"> � &�&���;N���������!�9	 ? � 	 m > 1 �&<I 	 ? � 	 Ψ = δm =
∏m

i=1(xi− xj)
C � ? �*� �&��� <���12� �&�

δm
��� � ���!��12��	���O��B��<�O��&�����&<�	U�&% Am × Sm

# ��%9��<���+* (
n
m

) ��<
Sn
% � �&<� δnδm

��� � �I����12��	���O&�
��<�O&����� ��<E	��&% An−m × Sm

C � ? ��� �!��1B�&� � ����O&���!� ��12� �&�!	X��<E	�C .0�����+*I�&12����� � %H��� n > 4 ��	����
1 ��" ? �Q�������#�$	�� "��&1B���N	��K	 ? �-�����!����O&��<�	K�&�!��� "�����	��# g ��	 ? δ2 = x1 − x2

	 ? �&<�	�� "��&1B���N	��K	 ? �
�!���!����O&��<�	 �&�!��� "�����	��#bg ��	 ? δn−2

C � � � ? �����!��1 &�C/& ��	 ��� �������!������� 	�� "#��12���I	��$�&< (An−2×S2)
P

�!���!����O&��<�	QC

� ? �K%H�&�����:g ��< M 	 ? �����!��1 M �VO��#�$��<��&	 ? ��� %H����1 ��� �-%H�&� "���12���I	���< M ���I� �!���!����O&��<�	 ¯
�
	����P�(� 
 &�C  � � Pt©#«�ª.L �H«7J¦R¤%« �5WpU1N@L �H«®�§V3¦b3§SP � �H«pNbª®«�¤ �+[��

�
©#«QPZN@L §SP � �\W

g
L �H« ª¬«�£

:Nb¨ �R«QP1L N� Lx2
1,F

�
�¸« �.¦ �R«��

# &�C  &% LδnΨ,f = ∆̃n

n
g(
y2

∆̃n

) ,

���H«�ª¬« ��§V:R
(f) = a

2(n−1)
n ∆̃n

[
~5� ����� ��"����Q�&�

�

� 3�4 /"> � &  � 8 %_g:� ? � O&� σ.Ψ 6= −Ψ %H�&�U�&��� σ ∈ Sn\An
�&<� ��% 	 ? ���!� �+*N���
	�� σ ∈ An�!��" ? 	 ? � 	 σ.Ψ = −Ψ ��	 ? ��< Ψ ��� � ������1B�V	��VO��2��<�O��&�����&<�	 �&% An
�&<I δnΨ

���R� �
�N1212�#	��!��"��&�
�����V�N<I��1B���&����< x1, . . . , xn

C�8 <�	 ? ��� "��&��� �Hg � ? �QO�� LδnΨ,f = (x− δ̃nΨ) C
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	�� ������
 &IC !��  «QL f ��« ¦MP K PH§��b¦Rª+§ ¦ML «qU1Nb¨XW@PZNb¤3§ ¦R¨ �9§SL���¨V«\¦�©R§SP � RpN «�
rR�§ «QP1L
an

¦MPt©
�E§V:R

(f)
��«�§SL  ©R§V:R�ª+§�¤3§SPt¦MP1L [  «QL i ∈ N∗ ¦MPt©

g
��« L �H« K PH§��b¦Rª+§ ¦ML «qU1Nb¨XW@PZNb¤3§ ¦R¨ g(z) =∏n

k=1(z − 1
f ′2(αk)

) �
���H«�ª¬«

α1, . . . , αn
©#«QPZN@L¥«'L��H« ªpN:N@L�VN�

f
[ � �H«QP

# &IC !k% L δn−i(xi+1,...,xn)

δi
,f

(y) = C(n
i)Lx1···xi,g(

y2

C
) ,

���H«�ª¬«
C =

�����

� (f)

a
2(n−i−1)
n

[
~5������� � ,:��<��������� 	 ? � M ��<��#����" � ���V� <���12� �&� F (x) = An

∏n
i=1(x− xi)

� g ? �#��� An ��#<��&	����
�U<�� g+O��&�����&������C � ? ��<��&	���	�����< F ′ �
	X�&<I�� %H�&��	 ? �K��#����O���	���O&� �&% F ��������	��VO��*	�� 	 ? � O��&�����&����� x C
� ? � %H�������:g ��< M ����#<E	���	 � ¯

δn−i(xi+1, . . . , xn)F
′(x1)F

′(x2) · · ·F ′(xi) = (−1)
i(i−1)

2 Ainδnδi
� ? � g � 	 ? ��	 g:��"Q��<��I���K	 ? �K���#�����V	 �&% � ? �����!��1 &�C � l��!�<g �����I	X����< ¯

L δn−i(xi+1,...,xn)

δi
,f

(y) = (a2i
n ∆̃n)

(n
i)Lx1···xi,g(

y2

a2i
n ∆̃n

) .

�

� 3546/ >�� &�!�� � ���&����� "Q�&<����!� � ? �#�����#1 &�C �2��<�=�����I"��R�U�!��12��� ��� %H���!1R����� 	�� "���12���I	��
	 ? ��� ���#�����VO��#<E	�C

� �6"#��1B�I�I	�� 	 ? �2������� <���12� ��� g 	 ? �B12�#	 ? �  ���K%H�&�����:g � ¯ 	 ? �2� ���V� <���12� �&� ϕ g ? ���!� �!�N�&	��
�&�!�*	 ? �K��FE�0������� �&% 	 ? � O��&������� �&% f ′ ��	 	 ? � ��� �&	�� �&% f 1 �Q� ��� g ���V	�	���<��&� ¯

ϕ(y) =
n∏

k=1

(y − f ′2(αk)) = ) ���
x(f(x), y − f ′2(x)) .# &�C �M%

� � �E��< M c = ϕ(0) � g �-�&�I	X�&��< ¯ g(z) = (−1)n z
n

c
ϕ(1/z) C

� 3546/ >�� & � � .0��� i ∈ N∗ � 	 ? �'%H��<I"#	�����<�� δn−i(xi+1,...,xn)
δi

� δn−i(xi+1, . . . , xn)δi
�&<I δnx1 . . . xi�&�!� ������1B�V	���O&�9��<EO��&�!� �&<�	�� �&% 	 ? �K���&12� M �!�����4C

��� ��� 
 -E3 AC0�� /">@AC/10+7 9 δnx1

/10E;
δn−1

�

� ? �#���K	 g:� ������� <��&1B���&��� �&��� �I����12��	���O&�9��<�O��&�!� �&<�	��:�&% An−1 × S1
�0�U����� M �������=�&% ��<I��+* 2n��<

Sn
C

� �V	 ? Θ = x1
��%H�&��1R�����q# &IC � %:��% � ? �#�����#1 &�C �U�#<�	X�&�����

# &IC �k% Lδnx1,f(y) = ) ���
x(f(x), y2 − x2

(9����" (f)

a
2(n−1)
n

) .

8 < 	 ? � �&	 ? ��� ? �&<I�������<�"�� δ1(xn) = 1 � g �V	 ? i = 1 	 ? �=.0���!1R��� �6# &�C !k%K�&%�� ? �����!��1 &IC !
��12��������� 	 ? � 	

Lδn−1,p(y) = Cng(
y2

C
) ,# &IC �k%



� � ��� � � ����	 � � � ��� � �	� � � � ��� �	� ����	 � 	 ���	� ��	 ����� 	 �
g ? ����� C =

����� � (f)
a2n−4

�&<I g(z) =
∏n

k=1(z − 1
f ′2(αk)

) C
� �:g � M ��O&� � *���1B��������	X� ����< %H���&1 ^ ��� ` C � ? � <���	X��	�����< T ji "#�����!��������<�I� 	��6	 ? � M �!����� Ti��%

Sj

M ��O��#< ��< ^ � � ` CK8 < �����$�+*I�&12�����#���Zg �U���I��� �&���R	 ? ��	9	 ? �R���#�����VO��#<E	����&���U�����/��FE�0�&�!�R%H���#�&C
�9	 ? ��� g ����� �"g:�����!�-� � ��" ? ����< ? ����� 	����&<I�!%H���!1 ��	�����< # ���#��) �#1 �&� � & �M%>C

������� ��� /14 �cFC3 � DH>�7 -�3�;EAG>@35iM7 � /1FCD+AC9 �c> D�cFC354 �

�*���K% �&12���V� �&% �!�����&��O��#<�	��R���-���!�#%H��� ��< 1 �&<�� ���V	��0� 	����&<���C=8 < 	 ? �B%H�������:g ��< M � *I�&1B�I��� �cg:�
���������B	 ? ��� ? �#�����#1 &�C �NC

#S�>	 i, j ∈ N
C .0���K� �!��� M �!����� �&% 	 ? � �!� 121B�>	�����" M �!�����

Sj
�S	 ? �U<��&	���	�����< Ti(j) ���>%H��� 	��

	 ? �K"����&���!� �0"���	�����< �&% ^ � � ` C
#S�>	 f � � ��< �����!�����"#�������612��<���"6������� <��&1B���&� �&%��� M �!��� �"� �!��" ? 	 ? ��	 �V	�� I����"#����1B��<0�&<�	

D ��� � ��FE�0����� �&<I
g ? ���!� ���#�����VO��#<E	 Lx1x2,f
�&%*�� M �!��� &  ? ��� �&< �����!�����"#������� % �&"#	���� h �&%

I� M �!���  �&<I 	 g:� �����!�����"#�������2% ��"#	��&���R�&% I� M �!��� ���NC ;N���������!� 	 ? � 	 	 ? �=����������� M ������� ��% h
���-	 ? � M �!����� T

(5)
2

C � ? �#< 	 ? � �&<�� �&% f ���-	 ? � M �!����� T
(10)
16

��� 	 ? � M �!����� T
(10)
23

C � �:g g �V	 ?
�&���=1B�>	 ? �  g:� "���12���I	�� ����!��">	���� 	 ? � % �&">	���� g �&% I� M �!��� �"� �&% Lx1x2,f

��� 	 ? � %H�&��1R�����

g(y) = ) ���
x(h(x), y

2 − x2 (9����" (f)) C 8 %�	 ? � �K�&���&��� M �!����� ��% g ����	 ? � M �!����� T
(10)
2

	 ? ��< 	 ? �
�K�&������� M ���&��� �&% f ���$	 ? � M ���&��� T (10)

16
� ��%7�V	*���$	 ? � M ���&��� T (10)

2
	 ? � �K�&������� M ���&��� �&% g ��� 	 ? �

M ������� T (10)
23

C � �9��>	��#��12��<��7	 ? ������������� M �����I� �&% g ����	 ��� �B"#�:	�� "��&1B���N	�� 	 ? � ���#�����VO���<�	 Lx1x2,g
C

8 %S	 ? ��� ���#�����VO���<�	 ? �&��12����� 	 ? ��< ��<��*�����!�����"#������� % ��"#	��&���:��%/�� M �!���� K	 ? �*���&������� M �!����� ��% g ���
	 ? � M ���&��� T (10)

3
�&	 ? ��� g �����K�V	 ����	 ? � M ������� T (10)

2
C

��� ��� ��� /14 �cFC3 � DH>�7 -�3�AC0��+3?>@9\3 � /1FCD+AC9 �c> D�cFC354 �

� � ? �QO�� 1B�&<�� �+*I�&12�����#�Jg ? ���!�B�&��� % �&1B�������&% ���#�����VO���<�	�� �&�!�U�����>%H����	��="��&1B���N	�� � �&����P
<I��1B���&� �&% �� M �!��� ��� g �V	 ? � �)*N�# �K�&������� M ���&���4C � � <��:g M ��O&� �&< � *���1B����� ��< I� M �!��� �"�
��������� ��< M 	 ? ��� ? �#�����#1 &�C/&�C

� �&	�� H 	 ? �9�!��� M �!����� �&%
S10

����" ? 	 ? ��	 δ10(x1 − x2)
���:�-���!��12��	��VO�� ��<�O��&�!� �&<�	 �&%/��	�C'.0���&1

^ ��� `�g � ? � O&��	 ? ��%H�������:g ��< M �����!����	 ¯ �V% f ���2� �����V�N<I��1B���&�:��% �� M �������"� g ? ������	 ? �6�K�&�������
M ������� ��� 	 ? � M �!����� T

(10)
29

�:	 ? ��< 	 ? � ����������� M �����I� �&%$	 ? ������12�����������!�����"#������� % �&"#	����2�&%K�&<
H P ���#�����VO��#<E	R�&% f ��� 	 ? � M �!����� T

(10)
24

C � ? ������������� M �!����� �&% f(x) = x10 + 10x8 + 10x7 +

20x6 + 26x5 + 30x4 + 20x3 + 20x2 + 10x+ 2 ����	 ? � M ���&��� T (10)
29

C � ��	 ? ��� � g �K"���12���I	�� ��<
�&<������� ����"#��<���*	 ? � �!���!����O&��<�	 Lx1−x2,p

# �&%�I� M �!��� ���&% g ? �&���R	 ? � ����1B�I���K���!����I��"��������K% �&"#	����
��% �� M ���#� � � ��� q(y) = y10 + 20y8 + 140y6 + 120y4 − 560y2 + 1052 C � �K"��&1B���N	�� ��<I�!	X��<E	����
π 	 ? ���!��12�����9�����!����I"����I���9% �&">	���� �&% �� M ���#� � �2�&% 	 ? ���!���!����O&��<�	 Lδ10(x1−x2),p

���=���I��%H����1R�I� �&� ¯



	 � 	 � ��� � � ��� � ��� ��� ��� � 	 � �	� ��	
�����

π(z) = ) ���!����	��&<�	
y(
�����I�!	 (y, y2, q), z − y (9���!" (f)) C � ���&�I	X�&��<

π(z) = z10 − 82716975622228439828906929500160z8 +

2394734319630916896640570101524526015097669155852127163604008960z6

−84893648716553297860791415569795434646216702599856530145726010984

10375126326842911582784061440z4

−1638500703319471557440672625759646043938356750415479972334638579336986

12003791515766457278325594574926373458639645365250293760z2

−127303104924662399986657547394107422562675408527606258516890454022528

7250294647381619874184354688204126597846034056433183540123181199547551230

530390050471936
� ? �R�����V�N<I��1B���&� π ? ��� T (10)

24
�&� �K�&������� M �!����� #H��	$"Q�&< ��� �!��12����� �0���� ���N	 ��	$���!< % 	$	 ? �-�����#�N"JP

"��I�0��	�����< %H��� ����� � *I�&1B�I���:%JC
��� ,.D+4 � ��7:/ 7 AGD+0
D���4 �EFS7 A

�
> 359\D+F �+35087 9

;N�I��� �&���K	 ? ��	 f ��� � �!����I"����I���K������� <���12� ��� ¯
f = f1 · · · fd

g ��	 ? �� M
xi

(fi) = ni 6= 0 �&<� n = n1 + · · · + nd
C ; �#	

Ωf := (Ωf1 , . . . ,Ωfd
) ��<�#  C � %

L := Sn1 × · · · × Snd
⊂ Sn .#  C �&%

� � ? �QO�� GΩ ⊂ L # �!���-, ? �&�N	������k%JC
� ? �$"���12���I	���	�����< �&%4	 ? �$1 ����	��VP �!���!����O&��<�	 LΘ,IL

Ω
= LΘ,(f1,...,fd)

# �!���9(9���0<I��	�����<  NC �"�-, ? ���NP
	��#��!k%>C���� � M ��<��#���&��� Q� 	����&< �&% "���12���I	���	�����< �&% �&�����&���I	�� �����!����O&��<�	QC

.0��� �+*I�&12����� � ��< ���!���� 	�� "#��1B�I�I	�� �B1R���V	�� P ���#�����VO��#<E	$�&% (f1, f2)
g �R1R�I�!	*"#��<��!����#�$	 ? ��	

g �R"���12���I	�� �S� 	 �0�!�!	 �4�&< �&���!�����N	�� �!���!����O&��<�	K�&% f1
g �V	 ? "#�N���2"����#<�	�� ��< k(Ωf2)

�&<� � % 	����9�&<
�&���!�����N	��������!����O&��<�	 �&% f2

#H�����B^�� � ` �J^ ���"`$�&��^�� � ` %H���2�+*N������"��V	 ��� M ���!��	 ? 1B�s%>C � ? �6%H�������:g ��< M
�+*I�&12����� ���������!	�����	���� 	 ? ���&� M �����V	 ? 1 ���!��< M ,��&��" ? �=12�NI����� ¯

�"� /14 �cFC3  NC ���4;N�I��� �&����	 ? � 	 n = 6 �&<� f = uv g ? ����� u �&<� v �&�!��� ���V� <���12� �&��� �&%N�� M ���#�
� � O&��� k C � ? � �����V�N<I��1B���&� t6 = x1x4 + x2x5 + x3x6

���9� (S3 × S3)
P ���!��12��	��VO�� T21

P ��<�O&����� ��<E	
# �!����;N�#"#	�����<  , ? �&�I	���� ��� %>C � ? ���&�����&���I	�� 1R����	��VP �����!����O&��<�	 Lt6,(u,v) "Q�&< ��� "���12���I	��� �&�
�&< �&�I�������I	��B�����!����O&��<�	2������< M ,��&�I" ? � 1B� ������J#H������; ��"#	�����< �NC � % ¯ ���#	 u1(x1), u2(x1, x3)

�&<�
u3(x1, x2, x3)

� ��	 ? � ,��&��" ? ��1B� ������4�&% u �&<� v1(x4), v2(x4, x5)
�&<I v3(x4, x5, x6)

	 ? �����-�&%
v l����>	

U(x1, x2, x3, T ) = ) ���
x4(v1,

) ���
x5(v2,

) ���
x6(v3, T − t6))) ,

�&<�=���#	 ��� W M ��O&��<���� W 2(x1, T ) = ) �#�
x2(u2,

) �#�
x3(u3, U)) C�� ? ��< g:� ? �QO��

L3
t6,(u,v) = ) �#�

x1(u1,W ) .



� � ��� � � ��� � ��� ��� ��� � ��� ��� � � 	 ���	� ��	 ����� 	 �
� � ? �QO�� ���:g:�#���-�&%�	 ? �B������� <��&1B���&� W ��<� �&% 	 ? �2���#�����VO��#<E	�C,� ? ���!� ��� g ���!�R�&�!�B�!��12� O���
��� ������< M ��������"�� �0" ��� M ���!��	 ? 1 # �!��� ^�� � `S%JC�8 < �I���&">	���"#� � 	 ? � "#��12���I	X� 	����&< �&%������!����	��&<�	��U�����
�!�Q�&��� #��=1B� ������ 	 ? ������Q��� IS3×S3

(Ωu,Ωv) =< u1, u2, u3, v1, v2, v3 >
C

� �Jg �����4��#��"��!�����K����12� 1B�>	 ? � �� %H��� "#��1B�I�I	���< M �0�&�
	���"#��� ���:1R���V	�� P ���#�����VO��#<E	���C

��� ��� � > D�� 3�iM7:ACD+0 �
; ����������� 	 ? ��	 f = gh g ? �#��� g, h ∈ k[x] �&<� �� M (g) = m C ;N�>	 Ωf = (Ωg,Ωh)

C�#S�#	
Θ ∈ k[x1, . . . , xn]

�4���R����" ? 	 ? ��	*�V	*��#� �#<���K��<��V���&< 	 ? � O��&�!� �&�I����� x1, . . . , xm
C #/�>	 G � �U�

�!��� M �!�������&%
Sm

�&<� H � ���U���I� M ���&������%
Sn−m

C � ? ��<

LΘ,IG×H
Ωf

= LΘ,IG
Ωg

.#  NC �k%
��� ��� � > D�; �ciM7<D���;cAC9ni&>@Aj46Aj0�/1087 9 �
; �����������R	 ? ��	 f = f1 · · · fd ���I" ? 	 ? ��	 ���&" ? fi ���*� 1B��<I��"R������� <��&1B���&�S�&% k[x] �&% �� M �����

ni > 0 %H��� i ∈ [1, d] C�#S�#	 ��� "���<I����I��� 	 ? � %H�������:g ��< M ��<�O��&�!� �&<�	 ¯

Θ = δ1,n1δn1+1,n1+n2 · · · δn1+···+nd−1+1,n

g ? ����� ��%H�&� i < j ≤ n � δi,j =
∏

i≤p<q≤j(xp − xq)
��� � ' �&<���#��12��<������#	����!1B��<0�&<�	QC�� ? ��<�	 ? �

1 ����	��VP �!���!����O&��<�	 �&% (f1, . . . , fd)
��� Θ ��� ¯

LΘ,(f1,...,fd) = (x2 − ∆(f1)∆(f2) · · ·∆(fd)) ,#  NC/&?%
g ? ����� ∆(g) ��#<��&	���� 	 ? � �����"#����12��<��&<�	 �&% � �I<���O��&�!� ��	��*� �&��� <���12� �&� g C

������� � > D�; �ciM79� � / � /"0c;�3?> 4 D80E;�3 �
; ����������� 	 ? � 	 f "Q��< ��� % ��"#	��&����B�&� f = gh g ? �#��� g �&<� h �&�!� 12��<���" ��<��VO&����� � 	�� ������� <���P

12� ���N� O��#� k �&%����#������">	���O&� �� M �!��� m �&<� p C ���I	�	���< M Ωf := (Ωg,Ωh)
g � ? �QO�� GΩf

⊂ Sm×Sp
C

#S�>	 Θ ∈ k[xm+1, . . . , xn]
�&<I����#	 H ����� �!��� M �!�����=�&%

Sp
g ? ��" ? "��&<E	��&��<I� GΩh

C � �'g:�&<�	 	��
"#��12���I	�� 	 ? �K��������	��VO�� (Sm ×H) P �����!����O&��<�	 LδmΘ,ISm×H

Ωf

C

, /19 3
(−Θ)

;�D�359b0�D17�� 35FGD+0E267nD 7 -�3=DH>�� AS7
H.Θ �

� � ? �QO�� ¯

LδmΘ,ISm×H
Ωf

(y) = ) ���
x(LΘ,IH

Ωh

(x), y2 − ∆(g)x2)#  NC  &%
8 <I����# ¯

LδmΘ,ISm×H
Ωf

(y) =
∏

Ψ∈H.Θ

(y − δmΨ)(y + δmΨ)

=
∏

Ψ∈H.Θ

(y2 − δ2
mΨ2) .



	 � 	 � ��� � � ��� � ��� ��� ��� � 	 � �	� ��	
�����

� ? �K�� M ���#�-�&% 	 ? ���!���!����O&��<�	 LδmΘ,ISm×H
Ωf

����	 g ��"��K�&% 	 ? ��I� M �!���K�&% 	 ? �K���#�����VO��#<E	 LΘ,IH
Ωh

C

, /19\3
(−Θ)

� 3�FGD+0E2+9 7:D 7 -E3 DH>*�cAS7
H.Θ �

� ? � �!���!����O&��<�	 LΘ,IH
Ωh

���6�>O��#<4C ;N����������� 	 ? ��	6��	������ �&	��6�&��� M ��O&��< ��� ¯ LΘ,IH
Ωh

(y) =
∏m

i=1(y
2 − θ2

i )
�"g ? ����� θi ∈ k̂ �&<�����>	 F (y2) = LΘ,IH

Ωh

(y) C � � ? �QO�� ¯

LδmΘ,ISm×H
Ωf

(y) = ) ���
x(F (x), y2 − ∆(g)x)#  NC !k%

8 <���#�� ¯

LδmΘ,ISm×H
Ωf

(y) =

m∏

i=1

(y − δmθi)(y + δmθi)
∏

Ψ∈H.Θ

(y2 − δ2
mθ

2
i ) .

� ? �K�� M ���#�-�&% 	 ? ���!���!����O&��<�	 LδmΘ,ISm×H
Ωf

��FE�0�&��� 	 ? �K��<��K�&% 	 ? ���!���!����O&��<�	 LΘ,IH
Ωh

C

�"� /14 �cFC3  NC � ��#S�>	 f = h2h4
��<� Θ = δ2(x3x4 − x5x6)

C�;N�>	�	���< M Ψ1 = x3x4 − x5x6
�

Ψ2 = x3x5−x4x6
� Ψ3 = x3x6−x4x5

�&<� F (z2) = LΨ1,h4(z)
�E	 ? � 1R�I��	�� P �!�����&��O��#<�	��&% (h2, h4)��� Θ ��� M ��O&��<=��� ¯

LΘ,(h2,h4) = (x2 − ∆(h2)Ψ
2
1)(x

2 − ∆(h2)Ψ
2
2)(x

2 − ∆(h2)Ψ
2
3)

= ) ���
z(F (z), x2 − z∆(h2)) .

� / > 7:AC/1F , D+4 � ��7:/ 7:ACD+0 �
8 %4	 ? �9�!���!����O&��<�	 LΘ,IH

Ωh

��� ���&�!	�� �&������% �&"#	������������?g �*"��&< "#��1B�I�I	�� ��<��V�U����12� % �&"#	������ �&%4	 ? �
���#�����VO��#<E	 LδmΘ,Sm×H,Ωf

����<I"��K��	 ��� "���12���I	����������< M � �!���!����	��&<�	QC
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� � ��� �J����Z� � ���_	����J �

� � M ��O&� ��< � *���1B����� ��< g ? ��" ? ���!��� � 	����&<�� ������&������"��&1B���N	��� C � ? �B1B�&	���O���	�����< ��%:	 ? ���
� *I�&1B�I��� ��� �#���!��<�	����&���V� 	 ? �����������!	�����	�����<B�&%
P7	 ? �K1B�>	 ? � =�&%';N��">	����&< �B, ? �&�N	������R%H��� "#��1B�I�I	���< M ���#�����VO���<�	��\l
P7	 ? ���&� M �����V	 ? 1 � ±Sº#¼S´�� > �.¿K±Sº �&%�, ? �&�I	��#���R%H�&� "���12���I	���< M 	 ? �����&�������:8 ��Q�&� C

� D17:/ 7 AGD+0 �IC ��� . �&� �6�!�����!�#	 E ⊂ Q[x1, . . . , xn]
� g ��g �����7���<���	�� ��� < E > 	 ? �B������&�

M ��<��#����	�����E� E ��<
Q[x1, . . . , xn]

C
� � "#��<��!����#�$	 ? � ������� <���12� ��� f = x6 + 2 g ? ��" ? ���$�����!����I"����I���K� O����

Q
C9(9�#<��&	��R��� Ω ��<

�&����#����6���#	*"���<�	X����<���< M 	 ? � !B��� �&	�� �&% f C � � g �����/"���12���I	���	 ? �R����Q�&� IΩ ��%'	 ? � Ω P �!��� � 	����&<��
���="#��1B�I�I	���< M �&<=��<�"#�����&����< M " ? �&��<=�&% ��I�Q�&����� �>	 g:�#��< IS6

Ω
��	 ? �K������&� ��% �
�N1212�#	��!��" �!��� � 	����&<��

��1B��< M 	 ? �K��� �&	�� �&% f �&<� IΩ C� ? � �0���
	$�
	��#��"#��<������!	�� ��< "��&1B���N	���< M � 	������&< M �I� �&� ���#	 g ? ��" ? M ��<��#����	���� 	 ? � ������&� IMΩ %H���
M = S6

C � ? ��� ���>	9��� M ��O&��<=��� 	 ? �-,��&�I" ? �=12� ������ �&% 	 ? �K������� <���12� ��� f ¯

IS6
Ω = < x6 + x5 + x4 + x3 + x2 + x1,

x2
5 + x4x5 + x3x5 + x2x5 + x1x5 + x2

4 + x3x4 + x2x4 + x1x4

+x2
3 + x2x3 + x1x3 + x2

2 + x1x2 + x2
1,

x3
4 + x3x

2
4 + x2x

2
4 + x1x

2
4 + x2

3x4 + x2x3x4 + x1x3x4 + x2
2x4 + x1x2x4 + x2

1x4

+x3
3 + x2x

2
3 + x1x

2
3 + x2

2x3 + x1x2x3 + x2
1x3 + x3

2 + x1x
2
2 + x2

1x2 + x3
1,

x4
3 + x2x

3
3 + x1x

3
3 + x2

2x
2
3 + x1x2x

2
3 + x2

1x
2
3 + x3

2x3 + x1x
2
2x3

+x2
1x2x3 + x3

1x3 + x4
2 + x1x

3
2 + x2

1x
2
2 + x3

1x2 + x4
1,

x5
2 + x1x

4
2 + x2

1x
3
2 + x3

1x
2
2 + x4

1x2 + x5
1, x

6
1 + 2 > .

, ? �N���!� L = S1 × S5
C�� ? �U� �&��� <���12� �&� Θ1 = x1

���*� �I����12��	���O&� L P ��<�O��&�����&<�	QC�� ? �U�&���!�����N	��
�!���!����O&��<�	 LΘ1,f

��FE�0����� f C � � f ��� �������#���"#������� � O&���
Q
� ��	��$�K�&���&��� M �!��������� 	����&<��!��	��VO���C � ? �����

	 ? �K"Q�&<I���0� 	�� M �!������� �&�!�K	 ? � 	����&<����V	��VO�� ���I� M ���&����� �&%
S6

C
, ? �N���!� L = A6

� 	 ? ���&��	�����<���	���< M ���I� M ���&��� ��%
S6

C (9��<���	����E� Θ2
	 ? � ' ��<�����!1B�&<���

I�#	��#��12��<0��<E	 g ? ��" ? �����*������1B�V	��VO�� A6
P ��<EO��&�!� �&<�	�C ; ��<�"#��	 ? ��I����"#����1B��<0�&<�	 ��% f ��� <I�&	7�*��FE�0����� �

	 ? �-����������� M �!�������&% f ��� <��&	 "#��<�	X�&��<������< A6
C

� �:g � ���#	 L = � ��#
2(5) ���R	 ? �2	����&<��!��	���O��U1B� *N��1B�&� ����� M �����I� �&%

Sn
�&% �� M ����� �����NC � �

I��<��&	������ Θ3
	 ? �=���!��12��	��VO�� L P ��<�O��&�����&<�	 M ��O&��< ��< ^ � � ` # 	 ? ���2��<�O&����� ��<E	R���UO��#�!� ��� M %>C � ? �

	 	



w�� � w � � � � 	�� � � � � � � 	��	��� � � 	

"��&1B���N	X��	�����< ��% 	 ? � �&���!�����N	��R�!�����&��O��#<�	-��% f �E� Θ3
���*�����&������� ����	 ? �U12�#	 ? �N ��%�^���� `�# �!���

� ? �#�����#1 �IC �B, ? ���I	��#���&%>C�8 	�� % �&">	����!� ���	�����< � O��#�
Q

����	 ? � %H�������:g ��< Mg¯

LΘ3,I
S6
f

= LΘ3,f = (T − 42)(T − 24)2(T + 6)3 .

8 <�	 ? ��� "Q����� � 	 ? � �0�&�
	��V	����&<�1B��	���� * 1B�>	 ? �  #H���#� ^���` ���9;N�#"#	�����< �2, ? �&�N	���� �&% ��<����"Q��	���� 	 ? ��	
	 ? � �K�&������� M ���&���R�&% f ��� ��<�� �&%�	 ? � %H�������:g ��< M M �!������� ¯ � ��#

2(5) ��� ;)# 2(5) ��	 ? �:I� ? �#����&� M �!�����
D6

����	 ? �K"#� "�����" M �!����� C6
g ? ��" ? �&�!� ��<�"#������#���<=� � #

2(5) C � � � ? �����!��1 !IC/&2�&%�, ? �&�I	��#��! �
g � ? � O&�

ILΩ = IS6
f + < Θ3 − 42 >

g ? �#��� 42 ���7	 ? �9O��&����� M �VO���< �E� 	 ? �*����<��Q���7% ��"#	��&� � O��#�
Q

�&%4	 ? �$�����!����O&��<�	 LΘ3,f
C � ? �*��� M ��"����&�

. �K� #H�����<^ ���H` %:"���12���I	���� 	 ? �K	������&< M �����&�:�!�#	_g ? ��" ? M �#<�������	��#� 	 ? �K������&� ILΩ
¯

ILΩ = < 24x6 + x3
3x

3
2x1 + 8x3

3x
2
2x

2
1 + 6x3

3x2x
3
1 + 5x3

3x
4
1 + 8x2

3x
3
2x

2
1 + 4x2

3x
2
2x

3
1 + 8x2

3x2x
4
1

+6x3x
3
2x

3
1 + 8x3x

2
2x

4
1 − 4x3x2x

5
1 + 12x3 + 5x3

2x
4
1 + 12x2 + 14x1,

24x5 − 5x3
3x

4
2 − 7x3

3x
3
2x1 − 16x3

3x
2
2x

2
1 − 7x3

3x2x
3
1 − 5x3

3x
4
1 − 8x2

3x
4
2x1 − 12x2

3x
3
2x

2
1

−12x2
3x

2
2x

3
1 − 8x2

3x2x
4
1 − 12x3x

4
2x

2
1 − 16x3x

3
2x

3
1 − 12x3x

2
2x

4
1 + 8x3 − 5x4

2x
3
1

−5x3
2x

4
1 − 2x2 − 2x1,

24x4 + 5x3
3x

4
2 + 6x3

3x
3
2x1 + 8x3

3x
2
2x

2
1 + x3

3x2x
3
1 + 8x2

3x
4
2x1 + 4x2

3x
3
2x

2
1 + 8x2

3x
2
2x

3
1

+12x3x
4
2x

2
1 + 10x3x

3
2x

3
1 + 4x3x

2
2x

4
1 + 4x3x2x

5
1 + 4x3 + 5x4

2x
3
1 + 14x2 + 12x1,

x4
3 + x3

3x2 + x3
3x1 + x2

3x
2
2 + x2

3x2x1 + x2
3x

2
1 + x3x

3
2

+x3x
2
2x1 + x3x2x

2
1 + x3x

3
1 + x4

2 + x3
2x1 + x2

2x
2
1 + x2x

3
1 + x4

1,

x5
2 + x4

2x1 + x3
2x

2
1 + x2

2x
3
1 + x2x

4
1 + x5

1, x
6
1 + 2 > .

(9�#<��&	�� ��� fi
	 ? � M ��<��#����	����R�&% ILΩ

M �VO��#< ��< 	 ? � �����>ON�������R%H���!1R����� l fi ∈ k[x1, . . . , xi]
�&<�

��#����O���	���O&� (fi, xi) 6= 0 C
�$�:g �0�!�#	 M := � � # (2, 5) ��<��" ? �N���!� L = D6

C � ? �-�!��	�����	�����< ����	 ? � %H������� g ��< Mg¯

IS6

f ⊂ I
� ���

(2,5)
Ω ⊂ ID6

Ω ⊂ IΩ .

� ? ��������� <���12� �����I����12��	���O&� D6
P ��<�O��&�!� �&<�	

Θ4 = x1x4 + x4x5 + x5x2 + x2x3 + x3x6 + x6x1

����� %H���!	������!�'��� ��# (2, 5) P ���!��12��	��VO�� D6
P ��<�O��&�����&<�	QC � � 1R���
	 "#��12���I	��2��� � # (2, 5) P �!��� � 	���O&����#�����VO��#<E	 �&% f �E� Θ4

g ? ���!�-I� M �!���K��� 10 	 ? �K��<�I�+*=�&% 	 ? � M ������� L ��< 	 ? � M �!����� M C #S�#	

V0(T, x1, . . . , x6) := T − Θ4 .

� ? �K���#���">	����&<��&% V0
12�NI�����R	 ? �K������&� IMΩ # M ��O&��<����=����"#"����!���VO��R5���"#������ �&< I��O ���!����<��s%:������12�VP

<0��	����'	 ? ��O��&�����&�����#� x6, x5
�&<� x4

��< V0
C #S�#	 W0(T, x1, x2, x3)

����	 ? � �!���!����	���% 	 ? ���'�!����I"#	�����<
�&<�

V1(T, x1, x2) := ) ���
x3(f3,W0) .



w � � � � 	�� � � � � � � 	��	��� � � 	 w��Qw
� ? �B�!�����">	�����< �&% V1

1B� ������ 	 ? � ��I�Q�&� IMΩ �� ���K<��&	K�#����12��<���	���	 ? �UO��&�����&������� x1
�&<� x2

�&%
�!���!� �#"#	��VO����� M ��������� ��<� ���U��< V1

�I�I	 ����� ���"#��� �U<�� g � �&��� <���12� �&� W1(T, x1, x2)
�&% �� M �!���

& ��<����&" ? O��&�!� �&�I��� x1
�&<� x2

C
� ? �-�#����12��<���	�����<B��% 	 ? � O&����� ������� x2

��� M ��O��#<����

V2(T, x1) := ) ���
x2(f2,W1) .

� ? �R���#���"#	�����<��&% V2
12�N��I��� 	 ? ��������&� IMΩ ����� ���"#��� �2��<��VO&����� � 	��K� �&��� <���12� �&� �&%��� M ���#� ���

g ? �����K% �&"#	�������Q��	�����< # ��< % �&">	 	 ? �K�!F ���&���K%H���#�K%H�&��1�% ����	 ? � %H������� g ��< M ������� <��&1B���&� ¯
T 2(T 3 − 2)2(T 3 + 2)4 .

� ? ��<�	 ? � % �&"#	�������Q��	�����< � O&���
Q

��% 	 ? � D6
P ���#�����VO���<�	 ��� ¯

LΘ4,IM
Ω

= T (T 3 − 2)(T + 2)2 .
� ? �����&�!	���	�����< 1B��	��!� *B���#� ��	���O&�*	�� M ��<����"Q��	�����	 ? ��	 	 ? �����&������� M ���&���=�&% f ��� D6

��� C6
C�� ? �

����Q��� �)*N����E� D6
��� M �VO��#<���� ¯

ID6
Ω = I

� ���
(2,5)

Ω + < Θ4 − 0 > ,
g ? ����� 0 ���$	 ? �RO��&���I� M �VO���< ����	 ? �R�!��12����������<��Q���$% �&">	����$� O&���

Q
�&%7	 ? �R���#�����VO��#<E	 LΘ4,IM

Ω

C �
	������&< M �����&�:�!�#	 �&% M ��<��#����	������ ��%'����� ����Q��� �I"#��12���I	��#����=. � ��������	 ? � %H�������:g ��< M.¯
ID6
Ω =< x6 − x3 − x1, x5 + x3 + x1, x4 + x3, x

2
3 + x1x3 + x2

1, x2 + x1, x
6
1 + 2 > .

� �:g �0���#	 M := D6
�&<��" ? � ����� L = C6

C�#S�#	

Θ5 = x4x
2
5 + x3x

2
6 + x5x

2
2 + x2x

2
3 + x6x

2
1 + x1x

2
4

��� �&< M P ������1B�V	���O&� L P ��<�O��&�����&<�	QC � ? �U�� M ���#�2��%:��< M P ���#� ��	���O&� L P ���#�����VO��#<E	K��� � � 	 ? �U��<�I�+*
��% C6

��< D6
C � ? � ���#���">	����&<���% Θ5

12�NI����� 	 ? � ��I�Q�&� ID6
Ω

����� ���"#��� 	 ? �*O��&����� �IC � �K�&�!�*��<=�
I� M �#<�������	��# "��&��� ¯ 	 ? �R���#�����VO���<�	K�#F ���&��� T 2 �&<� 	 ? �R"#��1B�I�I	X��	�����<6�&%�	 ? �U�!���!����O&��<�	K1B� ������
	 ? ��������&� ID6

Ω
���!�NI��"��#�$	 ? �-������� <��&1B���&� T C 36��<E� D6

P �I����12��	���O&� C6
P ��<�O��&�����&<�	�� "#��1B�I�I	��#6���

� � I���G�������0�& % �7�0�&"�� � M �$�&�!�$��<2	 ? ���7"Q�����&C�8 <B����I����	����0<� � D6
P ���!��12��	���O�� C6

P ��<�O��&�����&<�	�g ? ��" ?
��� <��&	 �� M ��<��#����	������g:���&����N	2	 ? ��,:������< % �U1B�>	 ? �  # ���#�6^ � � `S%JC � �=�����I� �&"#�=	 ? �=��<�O��&�����&<�	
Θ5(x1, . . . , x6)

��� 	 ? � ��<�O&����� ��<E	

Ψ = Θ(p(x1), . . . , p(x6))
g ? ����� p(x) = x2 + 1 C � ? �-"#��1B�I�I	X��	�����<��&% 	 ? � D6

P ��������	��VO��K���#�����VO��#<E	9�&% f ��� Ψ ��� ���Q����� #��
�I����< M 	 g �*���#���"#	�����<I� 12�N��I��� 	 ? � ������&� ID6

Ω
�&<�-��<�� �����!����	��&<�	QC 8 	 ��� 	 ? � %H�������:g ��< M �����!�����"#�������

�����V�N<I��1B���&� ¯
L

Ψ,I
D6
Ω

= T 2 − 24T + 252 .

; ��<�"#�$	 ? ���:�!���!����O&��<�	 ��� ���!����I��"�������� � O��#�
Q
�N	 ? � �K�&���&��� M �!����� �&% f � O����

Q
��� D6

�&<�B	 ? �$������&�
IΩ

�&% ���#� ��	�����<I� �&12��< M 	 ? ���!�N��	�� �&% f ��� ID6
Ω

C





, 
 � � � 57) ���

�������J��� 	 ��� ��� ��� ��	� ��� 
 ���)��� � 
 ��� ��� ��� ���)�	���

� � "��&<��������� f �  « U.¦Rª\¦��J¨V« 12��<���" ��<��VO��&������	�� �����V�N<I��1B���&� � O����=	 ? � �0���� k �&%-�� M �����
n ∈ [3, 7] C

8 <R	 ? �����!���!��<�	 " ? �&�I	������&�!�����!�����#<�	��� 	 ? � �����!����	��'�&%��*"#��1B�I���#	��:��<EO&���
	�� M ��	�����< �&%��0���!	��V	�����<
��<� M �!����� 1 ��	�����"���� "��&���!���� ���I	2%H���U	 ? �����I�����������&%*"#��1B�I�I	���< M 	 ? � ���&������� M �����I� �&%$	 ? �
�����V�N<I��1B���&� f � O&��� k C

� ? �-1B��	��!��"#�����&% �0�&�
	��V	����&<�� �&<���&% M ���&����� �&��� "#��12���I	��#��I����< M 	 ? �K���&% 	 g:�&�!� ����� # ^ � � `S%JC

���!�#O �����I� �����!����	�� �&�����I	 �������#���"#�������*� �&��� <���12� �&��� �&��� ��<�"�������� ��< �����:	��&��������C � ? ���!�#%H�#����<I"����
�����=	 ? ��%H������� g ��< Mg¯ ��< ^�� � ` 	 ? �6����<��Q���2�!���!����O&��<�	�� �&���������# %H��� ���!����I��"��������=������� <���12� �����R�&%
I� M �!���������!� 	 ? �&< � �&<� ^ � � ` ��^ � �1` ��^ ���?`/��<�6^ ���1`/�I���K1 ��*I��1 ��� M �!������� �&� 	��#�!	���< M2M ���&����� %H���
�����!�����"#�������B�����V�N<I��1B���&��� ��% �� M ����� �����!� �#"#	���O��, � ! � � �'�&<� !IC � ? � M �VO��#< �0�&�
	���	�����< 1B��	��!��"#���
�!������	��VO��*	��U	 ? �K�!� 1B12�#	�����" M �����I��� �&��� 	�� �&�#<�%H�!��1 ^ �"` C

� ? �$�!�������&��" ? ����"��&1B�����#	���2�E�R����12� "���<��!����#����	�����<I� ��� ���N	�% �&"#	�������Q��	�����<�� ��<2�+* 	��#<�������< ������I��C

� ? � "#��1B�I�I	X��	�����<K�&%0����������� M ���&�����/%H���S�� M �����#� ��� M�M �#�/	 ? �&< � ���/� ���!����������#H������^ � ` � %H�&� � *I�&1B�I���
%H�&� �����!����I"����I���*������� <��&1B���&���s% ���I	 � ���!�����#<�	X��	�����<���<��U�0�&����� g ����� ���KO&���
�="���12������"Q��	���4C

��� 
 -E3 �E> D� FG354 D��_7 -�3�i&D+0 � �E2H/1i ��ikFC/"9n9\359
#S�>	 L � �2� ����� M �����I� �&%

Sn
C ��g ���!��� M �!�������'g ? ��" ? �&���U"#��< �!� M ��	�� ��<

Sn
����� <��&	K<��#">P

�#�����&������� "#��< �!� M � 	��K��< L C�.0����	 ? �-"��&<����0��	�� M �!������� �0	 ? ��� �������I����1 �&�����Q�&�!��g ? �#< f ? �&� 	 g �
% ��"#	��&���R�&% 	 ? � ����1B� I� M �!���&C .0��� �6	����
	���< M M ���&����� 	 ? ���-�������I����1 �&�����Q�����R��<I��� g ? ��< L ���
������� ���">	U�&% 12����� 	 ? ��< 	 g:� �
� 1B12�#	�����" M ���&������C 5 *I�&12����� ��C � �+*N�����&��<I� �612�#	 ? � 6g ? ��" ?
�������:g ���&<��*	��2�QO����� 	 ? ��� �����&�����#1 %H����	 ? � "Q��<�������	�� M �!�������#C7.0���:	��#�!	���< M M �!��������	 ? ���!� ��� �&<
� *I�&1B�I��� ��<�) ��1B�&� � & �IC

��� /14 �cFC3 ��C �
�4;N���������!�7	 ? ��	 n = 6 # ���#� ;N��">	����&<  &%>C � ? � M �!������� T 1
25 = [(1, 2), (3, 4)(5, 6)] �

T 2
25 = [(3, 4), (1, 2)(5, 6)] ��<� T 3

25 = [(5, 6), (1, 2)(3, 4)] �&�!�6"��&< �!� M ��	��6��<
S6

��<� <��&	B��<
T23 = S2 ×S2 ×S2

C�8 % f �!�����V	�� � O&��� k ��<�	��-	 ? �!���9�����!�����"#������� % ��"#	��&��� f1, f2
��<� f3

��%/�� M �!���
w�� �



w�� � w w�� ��� � � ��� � ��� ��� ��� �	� � ��� � ��� ��� � � � � ��� � 	 ����	 	 �
� ¯

f = f1f2f3

	 ? ��<=	 ? � 	 ? �����K	��#�!	���< M M �!������� T 1
25
� T 2

25
�&<� T 3

25
��<�I��"�� 	 ? �����&12�����&�!	���	�����<�� ��<�����&" ? � ���V��P

<���12� ���
Li(x) = (x2 − ∆(fj)∆(fk))# i 6= j 6= k 6= i %���� � T23

P ���#� ��	���O�� T i25 P �����!����O&��<�	QC 8 <6���!���� 	�� �E<��:g �V% GΩf

��� ��<�"�������#���<��&<��
�&% 	 ? � M ���&����� T i25 � ��	����K<��#"��#�������!� 	��6"#��12���I	�� 	 ? �2	 ? ���#�B���!�NI��"#	�� ∆(fj)∆(fk)

��<� " ? �#"��
��%7�&<��U�&%7	 ? �#1 ���*�=�!FE�0�&����C � % 	����*	 ? ���*"#��12���I	X� 	����&<�� �V	 ���*�
	������ � ���!��������� 	��=�0�&�!	�� �&�����,�)* �&<
���!����!��< M �&% 	 ? ����� �&	�� �&% f C:.0��� �+*I�&12����� �0��% ∆(f1)∆(f2)

��� � ��FE�0�&�!�-	 ? ��<�	 ? �-�K�&������� M �!�����
GΩf

������<�"#������# ��< T 3
25

�&<I Ωf = (Ωfj
,Ωfk

,Ωf3)
g �V	 ? j, k = 1, 2 # � C �&C�	 ? �B�#O��&���0��	�����< ��%

x5, x6
1R���
	 � �K�����!%H�&��12�����	 	 ? ���!�N��	�� �&% f3

%JC
� <��&	 ? ��� �+*I�&12����� ����	 ? � M �!����� T19 ⊂ S3 × S3

��<
S6

# �!��� ;N��">	�����<  &%>C
��� � D17:/ 7 AGD+0c9 � DH><7:/��cFC359

� ? ����#"���12� �&����	�����< �0�������%��U� �&��� <���12� �&� h g �����4��� ��#<��&	��#6��� Dh
C

� ? �2�&�V	��#��<0��	���< M M �����I� ��<
Sn

���9���<���	��� ��� An
�&<I Dn

�&<I Cn ��#<��&	�� �!��������">	��VO����V� �
"��&< �!� M ��	�� �&% 	 ? �K�� ? ������&�/�&<� 	 ? �K"#� "�����" M �!������� ��<

Sn
C

#S�#	 1 ≤ i < j ��	 ? ��� ¦MPt©#«�ª�¤�N@Pt©#«B©#«QL «�ª+¤3§SPt¦MP1L ��<R	 ? � O��&�!� �&������� xi, xi+1, . . . xj
����I��<��&	���

��� δi,j
¯

δi,j = δj−i+1(xi, xi+1, . . . , xj) =
∏

i≤u<v≤j

(xu − xv)

�&<�qg �-�!�#	 δj := δ1,j
C � ? �-�����"#����12��<��&<�	��&% f ����#<��&	�����E� ∆(f) �0��FE�0�&��� δn(Ωf )

2 C
� ? � ©R§ �H«\©Rª ¦R¨ §SP��b¦Rª+§ ¦MP1L ��� ���<���	������� bi

¯

bi = x1x2 + x2x3 + · · · + xi−1xi + xix1 .

8 < M �#<������&� H ���$	 ? � M ��<��#����"R<0�&12�-%H��� 	��#�!	���< M M �!������� � Θ ���<���	����K� �I����12��	���O&� H P ��<�O��&�!� �&<�	QC
8 < �������0���!	��V	�����<U�&<� M �!����� 1B��	��!� *�	 ? � ���N"���	�����< �&%�	 ? ��	����
	���< MKM �����I�������'O��&�!� �&����� ¯ ��%Hg � ? �QO��
�&< �#<�	��!� g ��	 ? � 
 ¯ � ��	 ? �#< 	 ? �R	����
	���< M M ���&����� �&�!�R��< 	 ? �R���&1B� ���:g �&� � 
 ¯ � �4�V%7��	9��� � 
 �

	 ? ��<=	 ? � 	��#�!	���< M M �!������� �&�!� ��< 	 ? �K���&1B� "#�����I1B<��&� � 
 � C
� � �����<�	��V% ��� ���I� M ���&��� �&%

Sn
�&<I6��	��9"#��< �!� M ��"#��"����&���!���9��<

Sn
C 8 < � ���I��1 � 	���� *=�&%�	 ? �

M �!�����U1B��	��!� * ��������	��VO��:	����*�������������!��� M �!�����2�&% L �?g � ���>%H���'	��K� *���1B����� ��C � %H��� 	 ? � "Q�&<�I��0��	��
M �!������� �&<I g �-<I�&	��V% �B	 ? �K" ? �����#<6"#��< �!� M � 	��K��% ��	 ��� <���"#���!���&�
��%H�&��	 ? � 	��#�!	���< M M �!�������#C

� ? � <I�&	X��	�����<I� i1, H(i2)
j2
, H

(i3)
j3

×H (i4)
j4

%H��� 	 ? ��% �&">	����!�'�&% �9�!�����&��O��#<�	 ? �&�'	 ? ���'12�Q�&<I��< Mg¯ �&���
���#�����VO��#<E	 ? �����U% �&">	����!� � O&��� k �0��<I�������!�����"#�������*�&% �� M ����� i1 �0�&<��K�&% I� M �!��� i2 �&<�=�&%'���&�������
M �!����� H(i2)

j2
�&<�=��<I���!����I"����I���*% �&">	���� �&% �� M ���#� i3 + i4

�&<���&%��K�&������� M �����I� H(i3)
j3

×H
(i4)
j4

C
.0��� i ∈ N

�N	 ? �K������� <���12� ��� hi ��� �U1B�&<���" �������#���"#������� �I<���O��&�!� ��	��*� �&��� <���12� �&��� O��#� k C



� � ��	 ��� 	 	 � w�� �
� � � 3?2+> 3?359 � /10E; �

� ? �����K� *I���!	����K"#��< �!� M ��"#� "#� �&�!���#� ��% �!��� M �!������� ��<
S4

�&<I=	 ? � "Q�����K�&% �� M �!����& ��<�"#����I���
	 ? � ��<�� ��% I� M �!��� �IC � 	 �0�!�!	 g � ? �QO�� 	 ? ���:%H�������:g ��< M �����I1 ��	���� * �&% M �!����� 1B��	��!� *B���#� ��	���O&�9	��
S4

��< g ? ��" ? 	 ? � "��&<����0��	�� M �!�������9�&���-��<�	 ? � �0���
	*���:g ��	 ? �#��� 	 �N�����9��<�	 ? � �!��"#��<� ��<�� �&<�
	 ? � 	��#�!	���< M M ���&����� �&��� T3, T4

��<� T6
C

T5 T4 T3 T2 T1 T6 T7 T8 T9 T10 T11

S4 A4 D4 C4 V4 I1 × S3 S2 × S2 A3 × Id S2 Id2 × S2 I4

T6 T5 T4 T3 T2 T1 1, S3 22 1,A3 22 12, 2 14

T4 2 12 � � 12 � � 12 12 2 12

T3 S3 A3 1, 2 1, 2 13
S3 1, 2 A3 13 1, 2 13

� ? �������V�N<I��1B���&��� δ4 � b4 �&<� x1
�����K������1B�V	��VO��9��<�O&����� ��<E	����&% T4

� T3
�&<� T6

�0�!���!� �#"#	��VO��#����C

� ? ��� ���I��1 � 	���� * ��% ���&�!	���	�����<�����<
S4

��� <���	 ��� �2"�����<�	 %H������>	��#��12��<���< M 	 ? � M �������I� T3
�&<�

T2
� T7

��<� T9
C

� �!���0�&���&����� T3
P �!��� � 	���O&� T2

P ���#�����VO���<�	 ��� ���!����I��"����������V%0�&<�-��<��V� ��% GΩf
= T3

�&<�-�&	 ? ��� g �����
GΩf

= T2
C � "��������# %H����1R�I� � �&%7	 ? �U����!"��!��12��<0�&<�	9�&% � T3

P ��������	��VO�� T2
P �����!����O&��<�	K��� M ��O��#< ��<

^�� `�# �!���K�&�����q^ � � `S���J^ � �1` %H������<����I	���1B��	���" "���12���I	���	�����<H%>C � ? ��� �!������	��VO��9�!���!����O&��<�	 ��� ���og:� � �
�!���0�����&�����&C

� �:g �0��% f = h1
2h

2
2
g ��	 ? Ωf = (Ωh1

2
,Ωh2

2
) ��	 ? ��<=	 ? � �K�&������� M �����I����% f ��� T7

��� T9
C � ? �����

�����R	 g ��12����� g��Q� ��%H�&� ��#	�����12��<I��< M 	 ? �B����������� M �!����� �&% f C � ? � �����!	����*��� "���12���I	���< M ��%
� T7

P ���!��12��	��VO�� T9
P �!���!����O&��<�	U�&<I 	 ? �B�!��"��&<� ��� % �&"#	����������< M ��< �&< �+* 	���<��!����<r#H���#� 5 *I�&1B�I���

 C �&%JC
� �§SP �3¦�ª¬«®:Nb¨ �R«QP1L�¦ T7

£ Utª+§�¤3§SL §��R«
T9

£¥ª¬«®:Nb¨ �R«QP1L�� #S�#	 Θ9 = δ1,2δ3,4
g ? ��" ? ���7� T7

P �I����12��	���O&�
T9

P ��<�O&����� ��<E	�C � � ? �QO��K	 ? � %H�������:g ��< M 1R����	��VP �����!����O&��<�	$#H�����-;N�#"#	�����<  R�&%�, ? �&�I	��#���k% ¯

LΘ9,(h1
2,h

2
2)

= (x2 − ∆(h1
2)∆(h2

2)) .

8 % 	 ? �-����� ���">	9�&% 	 ? �-����!"�����1B��<0�&<�	 �&% h1
2
�&<� h2

2
���9�2��FE�0�&�!�-	 ? ��<6	 ? �U�K�&������� M ���������&% f ���

T9
���&	 ? ��� g ���!���V	 ��� T7

C

� �§SP ��¦ `¦5RQL Nbª+§	� ¦ML §ON@P §SP;¦R¨ �#« �Jª ¦R§OR5« �&L¥«QP.�§ON@P � g:� ? �QO�� Dh1
2

= Dh2
2

�V%N�&<�K��<��V�9�V% GΩf
= T9��<� Dh1

2
∩Dh2

2
= k ��% �&<����<��V� �V% GΩf

= T7
C

��� � 3?2H> 3?3 �

� ? �����U� *N���!	 � � "���< �!� M �&"#�6"����&���!���K�&% ����� M �����I���K��<
S5

g �V	 ?  "����&���!��� �&%7	����&<��!��	��VO��R�!���NP
M �������I��C78 % f ? �&� � ����<��Q���:% �&">	���� � g:� M � �0��"�� 	��U	 ? �K�� M ���#� &IC



w�� � w w�� ��� � � ��� � ��� ��� ��� �	� � ��� � ��� ��� � � � � ��� � 	 ����	 	 �
, /19\3

f = h5

AC9<AG> > 3�; �EikA �cFC3 �
� � ? �QO��U	 ? �R%H������� g ��< M �!����1B��	��!� *6�&%7	 ? �U���&�!	���	�����<61B��	���� *��!��� � 	���O&� 	��

S5
��<�g ? ��" ? 	 ? �

"Q��<�������	�� M �!�������$�&������<=	 ? � �0�!�!	$���:g �&<I�	 ? ��	����!	���< MBM ���&�����$�&������<=	 ? ���0�!�!	$"�������1B<tg ��	 ?
�&<��&�!��� "�� � 	���=��<EO��&�!� �&<�	 ��< 	 ? �K���#"���<I6"��&����12< ¯

H Θ T5 T+
4 T3 T+

2 T+
1

I1 × Sn−1 x1 T5 T+
4 T3 T+

2 T+
1

M5 Θ5 6 6 1, 5 1, 5 1, 5
I2 × S3 δ2

��� 42, 12 � � 102 54

A3 × S2 δ3
��� ��� ��� 54 102

g ? �#��� Θ5
���K� T3

P ������1B�V	��VO�� ��<�O&����� ��<E	 M ��O&��< ��� ¯ (x1x2 + x2x3 + x3x4 + x4x5 + x5x1 −
(x1x3 + x3x5 + x5x2 + x2x4 + x4x1))

2 #H���#�b^ � � `S%JC � ? ��� ���#�����VO��#<E	$"��&1B���N	���=����,��Q� ���#� �&<�
	X������� � 	���U��< � � � ���'���N	X�&��<���U��<��!	��&<�	X�&<��#�����!���t#H��	���"���12���I	���	�����<R���!��< M ,��&��" ? �U12� ������N<����#��
��������"#��<�����&<� 1B�&<�� ? �����!�����2�!� 1B12�#	�����" %H��<I"#	�����<��s%>C'8 < �&����#� 	��-����
	���< M ����� ? 	 ? �$�� ? �#������
�&<� 	 ? � ">�N"#����" M ���&�����t#H�����!�4C T2 = D5

�&<� T1 = C5
% ����	R���U�&����� �������!�������B	�� "���12���I	�� �&<

T2
P �!��� � 	���O&� T1

P ���#�����VO��#<E	 �&% �� M ���#� �t# T1
��� �U����� M �����I���$��% T2

%>C
, /19\3

f = h2h3

/10E;
Ωf = (Ωh2 ,Ωh3)

�

� ? �2�K�&������� M ���&��� �&% f ���*�#��	 ? ��� T6 = S2 × S3
�4��� T+

7 = [(3, 4, 5), (1, 2)(4, 5)] ��� T8 =
S2 ×A3

C

� ? � ���&�!	���	�����< 1B��	���� *B�!��� � 	���O&�9	��R	 ? � M �!����� T6

M ��O&����	 ? �*%H������� g ��< Mg¯ ��% ∆(h3)
��� �R��FE�0�����

	 ? ��< GΩf
= T8

�#���!�9��% 	 ? �$����� ���">	 ∆(h2)∆(h3)
��� �-�!FE�0�&���$	 ? �#< GΩf

= T7
�������9�V	 ��� T6

C � �
���#1 ��� �B	 ? ��	 	 ? �K"���12���I	���	�����< �&% 	 ? �K�����"��!��12��<0��<E	:�&% f ��� <��&	 <��#"��#�������!��C

8 <��
	����&6�&% ���!��< M 	 ? �����&�!	���	�����< 1B��	��!� * �N	 ? � %H�������:g ��< M ����121 �-"Q�&<�� ���&�I�������� ¯
|P��
�
�� &�C �
���  GΩf

§V
T7

L �H«QP
f
�.¦b�¦MP §�ª+ª®«\© K R�§ �J¨V«�`¦5RQL NbªtN��R«�ª k N�%©#« �Rª®«®« � ���#§OR��

R\¦MP N@PH¨XW ��« A3

[�� � K  � § 'L �H« 	 ¦R¨ Nb§V �RªpN K U N� ¦$U1Nb¨XW@PZNb¤3§ ¦R¨
h ∈ k[x]

N� ©#« �Rª¬«®« ��§V A3

¦MPt©
§ 
g
§V3¦MP�§�ª+ª¬«\© K R�§ �J¨V« U1Nb¨XW@PZNb¤3§ ¦R¨�N��R«�ª k N� ©#« �Rª®«®« � L �H«QP L �H« 	 ¦R¨ Nb§V<N�.L��H«�U1Nb¨XW@PZNb¤3§ ¦R¨ gh§V

T8 = S2 ×A3
[

~5������� ��8 % h3
��<� h2

�&�!�U�����!����I"����I��� % �&">	����!� � O���� k �&% �� M �����#� �=�&<I � �&% f 	 ? �#< 	 ? �
�K�&������� M �����I� �&% f 1R���
	 � � T6

� T7
��� T8

C�8 %/	 ? �K�K�&������� M ������� �&% h3
���:	 ? � �&��	����!<0��	���< M M ���������

	 ? ��< 	 ? ���K�&������� M �����I����% f 1 ���!	 ��� ��2�U����� M �����I����% T8 = S2 ×A3
C � ? � M �!����� T7

g ? ��" ?
? �&� 	 ? �K���&12� ����I��� �&% T8

��� <���	 � �!��� M �!�����6�&� T8
C

�

� �R"Q��< �&���!� �����-% �&"#	�������Q��	�����<���< ��< �&� M �#��������"K�+* 	��#<�������< ¯ Dh2 ∩Dh3 = ∅ �V% � �&<I ��<����
��% � GΩf

��� T6
��� T8

C 
$��<I"�� Dh2 ⊂ Dh3

��% �&<�=��<��V� �V% GΩf

��� T7
C � � ? � O&� Dh2 ⊂ Dh3

�V% �&<�
��<��V� �V% h3

��� �!�����"#������� � O���� Dh2

C



� � ��	 ��� 	 	 � w�� �
��� � 3?2H> 3?3 �

� ? �����K� *I���!	  �!U"��&< �!� M �&">� "����&���!��� ��<
S6

C
� ? ��< f ? �&� ��<I�-����<����&�:% �&">	���� � O��#� k �0�V	��$�K�&������� M �!��������� ��#	����!1B��<0��	��#=�E�=	 ? �K�� M �!���#�

�����!� 	 ? �&< !IC

, /19 3
f = h6

AC9VAC> > 35; �EikA,� FG3 �
� ? � M �!�����21 � 	���� *U� ? �:g � 	 ? ��	 � T14

P �!�����&��O��#<�	:�&% �� M ����� !��!����O&���7	 ? � ���!�������#1 %H��� �&�������I	
&�	�����<����V	���O&�B�!��� M �!������� �&%

S6
�I����< M 	 ? �B���#�������I	�����< �&%�����I��"��������2� �&��� <���12� �&����C # � ? ���!�#%H���!� �

	 ? ��� ���#�����VO��#<E	�"Q�&< ���*�������-�����# %H��� "���12���I	���< M 1 ��<E�2������� <��&1B���&�����&%4�� M �!��� !'g ? ���!�K�����������
M �������K���S<��&	S	����&<��!��	��VO���C %�� ? ��%H����1B�&�&"#��12���I	X� 	����&<*�&%I�&< T14

P �����!����O&��<�	 ���SFE����"��*������< M �$� �#	 ? ���
<I����1B�&����Q��	�����< #H���#� ^���"`S%2�&<� �I����12��	���O&����<�O&����� ��<E	�� �����6"#��12���I	��# ��� ^ ��� `9��� �:��� g ��"�� ���
� � I���G�������0�& % � �0�&"�� � M �&C

� ? �����&�!	 �&% 	 ? � M ��������1B��	��!� * �&%
S6

"#��<�"#����<I��< M T14
�&��	��#�!	���< M M �!����������	 ? �K%H�&�����:g ��< Mg¯

���������	����
�����
T1 T2 T3 T5 T6 T8 T9 T11

T14
�

1, T
(5)
8 13, S3 1, T

(5)
6 T19 T29 12, S4 T17 T27

���������	����
�����
T13 T14 T16 T+

4 T+
7 T+

10 T+
12 T+

15
T14

�
T13 1, S5 T16 12,A4 T28 T10 1,A5 T15

.0����	 ? � M �����I��� T+
10
� T13

� T+
15

�&<� T16
g � ? �QO�� 	 ? � %H�������:g ��< M ���#�����V	 ¯ ��% � T13

P �����!����O&��<�	U�&%
f ���*���!����I��"�������� 	 ? ��< GΩf

��� T+
15

��� T16
�&<� �&	 ? ��� g �����U�V	�� �0���!	��V	�����<6��� 1, 9 �&<I 	 ? �2�K�&�������

M ������� �&% f ��� T+
10

��� T13
C � ? � T13

P �!���!����O&��<�	 Lb6,f "Q�&< ���U"���12���I	��� ������< M %H���!1R��� ��� M �VO���<
��< ^ � ` C � � � T15

P �!������	��VO�� T10
P �!�����&��O��#<�	�� ? �&��	 ? �����&12��I� M �!��� 	 ? ��<6� T13

P ���#�����VO��#<E	��0��	 ��� <��&	
<I��"��#�����&�!�=	�� "#��1B�I�I	�� 	 ? ��� ���#� ��	���O&� �����!����O&��<�	QC

, /19 3
f = h1

3h
2
3

/10E;
Ωf = (Ωh1

3
,Ωh2

3
) �

� ? �2�����!�����I���2�K�&������� M �!�������K�&% f �&��� M ��O��#< ��< 	 ? � �0�!�!	�"�������12< �&% 	 ? �U%H�������:g ��< M 	��&�����&C
� ? ��	 ? ���� "#�����I1B< M ��O��#� 	 ? �:	 � � �#�'�&%0	 ? �:% �&"#	������ �&% f C � ? ��<�� *N	�	 g � M �VO�� 	 ? ���0���!	��V	�����<���g ��	 ?
T18

�&<I T21
�&� 	��#�!	���< M M �������I�9�&<I�	 ? �-���&�!	 "��&����12< M ��O&��� ��<I%H���!1 � 	����&<�� �&�����I	 	 ? �����I����	!	���< M

������I� ¯

"Q�&<�I��0��	���� ����I��� % �&"#	������ T18 T21
���I����	!	���< M �0�#����

T17
��!

S3 × S3 2 ! Dh1
3
∩Dh2

3
= k

T+
18

�"�
S3,S3 12 32 Dhi

3
6= Dh1

3
∩Dh2

3
6= k

T19
�"� A3 × S3 2 6 Dh1

3
∩Dh2

3
= k

T+
21

!
S3,S3 12 1, 2, 3 Dh1

3
= Dh2

3

T+
20

� A3 ×A3 12 32 Dh1
3
∩Dh2

3
= k

T+
22

� A3,A3 12 13, 3 Dh1
3

= Dh2
3



w���� w w�� ��� � � ��� � ��� ��� ��� �	� � ��� � ��� ��� � � � � ��� � 	 ����	 	 �
� ? � 	 ? ����="#������12<=�&����� M �VO���� 	 ? � 	 �N����� �&% 	 ? � M �������I�_g ? ��" ? �&���K������#"#	 ���!�N��I"#	�� �&% M �!�������#C
� ? � M �#<�������	����!� �&% 	 ? ���#� M �����I��� g ? ��" ? �&���K<���	 ����� ���">	$��% M �!������� �&�!� ¯

T+
18 = [(4, 5, 6), (1, 2, 3), (2, 3)(5, 6)] ,

T+
21 = [(1, 2, 3)(4, 5, 6), (2, 3)(5, 6)] �&<�

T+
22 = [(1, 2, 3)(4, 5, 6)] .

� ? ��� �&��� <���12� �&� Θ18 = δ3(x1, x2, x3).δ3(x4, x5, x6)
���$� T17

P ���!��12��	��VO�� T18
P ��<�O&����� ��<E	 ��<��	 ? �

�&�!��� "�� � 	���=1R�I��	�� P �!�����&��O��#<�	 ���

LΘ18,(h1
3,h

2
3)

(x) = (x2 − ∆(h1
3)∆(h2

3)) .

8 <�������#�S	�� "���12���I	�� � T17
P ���#� ��	���O&� T21

P ���#�����VO���<�	�� g � �)*K	 ? �7" ? ����"�� �&% h1
3

¯ ��%N��<��7�&%N	 ? ��% �&">	����!�
�&% f ? �&� A3

�&� �K�&������� M �����I�*	 ? �#<$g �7���<���	�����	4�E� h1
3
C � ? �7������� <��&1B���&� t6 = x1x4+x2x5+x3x6���$� T17

P ���!��12��	���O�� T21
P ��<EO��&�!� �&<�	�C.# ;N���R5 *I�&12�����  NC � , ? �&�N	���� �B%H���$	 ? � "#��12���I	X� 	����&<6�&%�	 ? �

�&�!��� "�� � 	���=�!�����&��O��#<�	QC(%
, /19\3

f = h1
2h

2
2h

3
2

/10E;
Ωf = (Ωh1

2
,Ωh2

2
,Ωh3

2
) �

8 < 	 ? �6%H�������:g ��< M 	��&����� ��	 ? � �0���
	 "�������12< "��&<E	��&��<I�B	 ? � "Q�&<I���0� 	�� M �������I��� 	 ? �6����"#��<�
	 ? ����� �!���!� �#"#	��VO��K���!����!���0	 ? � 	 ? ���! 	 ? � 	 � � ���&% 	 ? �*% ��"#	��&��� ���	�����< �&% f �&<� 	 ? �����&�!	 �&<�� M ��O&���
��<N%H����1B��	�����<�� �&�����I	 	 ? ���!�����V	�	���< M �0�#���� ¯

���������	����
����� � ��� 
�������	�
f

�
�� � 
 
 � ���� ���	� 
T23 � S2 × S2 × S2 Dhi

2
∩ D

hj
2

= k
�����

1 ≤ i < j ≤ 3
�����

Dh3
2
6⊂ Dh1

2
∪ Dh2

2

T+
24

�
S2, S2, S2 Dhi

2
∩ D

hj
2

= k
�����

Dh3
2
⊂ Dh1

2
∪ Dh2

2

T25
�

T
(4)
9 × S2 Dh3

2
∩ Dhi

2
= k

�����
i = 1, 2

�����
Dh1

2
= Dh2

2

T26
� T

(4)
9 , S2 Dh1

2
= Dh2

2
= Dh3

2

� � ? � O&� T24 = [(3, 4)(5, 6), (1, 2)(5, 6)] �&<� T26 = [(1, 2)(3, 4)(5, 6)] C

8 < 	 ? �6"��&��� ��< g ? ��" ? 	 ? � ���&������� M �!����� ��% f ���2��<I"����I��� ��< ��<����&% 	 ? �6"��&< �!� M ��	�� �&%
T25 = T

(4)
9 × S2

��	 ? ��% �&"#	���� �&%7�� M ����� & �&% f g ? ���!� ����������� M �����I� ��� ��<�"#����I��6��< T (4)
9

1R���
	
���������<�	�� �0���# ���#� 5 *I�&12��������C � %>C 8 < 	 ? ��%H�&�����:g ��< M 	X�&����� �:	 ? � �����!	 "�������12< "#��<�	X�&��<��B�&���
"Q��<�������	�� M �������I���'	 ? � � �&�
	R"��&����12< "��&<E	��&��<I� 	 ? � ���&�!	���	�����<��-�&���!�N"#� ��	���Bg �V	 ? 	 ? � �&���!�����I	��
I1 ×A5

P ���#�����VO���<�	��$��<��	 ? �K�&	 ? ����� 	 ? �K�0�&�!	���	�����<����&���!�N"#� ��	���qg ��	 ? T23
P �!������	��VO�� ���#�����VO��#<E	�� ¯

H
¯

T24 T25 T
(4)
7 × Id2 T26 T

(4)
9 × Id2 I1 ×A5

Θ
¯
δ1,2δ3,4δ5,6 δ1,2δ3,4 x1x2x5x6 x1x3x5 + x2x4x6 δ1,2δ3,4x5 δ6x1

T23 2 2 2 4 4 26

T24 12 2 2 4 22 26

T25 2 12 2 22 4 22, 42

T26 2 12 2 14 22 26



� � ��	 ��� 	 	 � w�� 	
� ? � "��&1B���N	X��	�����<��&%7�&< (Id× A5)

P ���#�����VO��#<E	 g ��	 ? 	 ? � ��<�O��&�!� �&<�	 δ6x1
���$�I���#%H�#���&�I���-	�� �

T23
P �!������	��VO�� (T

(4)
9 × Id2)

P �!�����&��O��#<�	*����"Q��������	 ? � (Id× A5)
P ���#�����VO��#<E	$"Q��<6���-"#��1B�I�I	��# �&<�

% ��"#	��&������Q�������V� ��� %H�&�����:g � ¯

Lδ6x1,f(x) = ) ���
y(h

1
2(y), x

2−∆(f).y2) ) ���
y(h

2
2(y), x

2−∆(f).y2) ) �#�
y(h

3
2(y), x

2−∆(f).y2) .

���I	!	���< M h3
2 = x2 − g1x+ g2

g:� ? �QO&��	 ? � %H������� g ��< M 1R�I��	�� P �!�����&��O��#<�	�� ¯

LΘ24,(h1,h2,h3) = (x2 − ∆(h1
2)∆(h2

2)∆(h2
3))

LΘ25,(h1,h2,h3) = (x2 − ∆(h1
2)∆(h2

2))
g �V	 ? Dh1

2
= Dh2

2

��% GΩf
⊂ T25

Lδ1,2δ3,4x5,(h1,h2,h3) = x4 − ∆(h1
2)∆(h2

2)(g
2
1 − 2g2)x

2 + (∆(h1
2)∆(h2

2)g2)
2 .

, /19 3
f = h2h4

/10E;
Ωf = (Ωh2 ,Ωh4)

�

� ? �2�����!�����I���2�K�&������� M �!�������K�&% f �&��� M ��O��#< ��< 	 ? � �0�!�!	�"�������12< �&% 	 ? �U%H�������:g ��< M 	��&�����&C
� ? ��	X������� M ��O&��� M ���&����� ��<� �0���!	��V	�����<�� �&�!��� "�� � 	��� g ��	 ? 	 ? ��	��#�!	���< M M �����I��� I1 × S5

�&<�
I1 ×A5

g �V	 ? ���#������"#	���O&�-��<EO��&�!� �&<�	�� x1
�&<I δ6x1

C

� �������	����
��� �
I1 × S5 I1 ×A5

 
�� � 
 
 � ���� ���	� 
T27

� � S2 × S4
� � � Dh2 ∩ Dh4 = k

T+
28

�������
	 ������
	 ����	����
	 ��������	 ����	�����	 �
	 ����	�����	 �������
	 ����� � � 2, S4 22, 42 Dh2 ⊂ Dh4

T29
� �

S2 ×A4 22, 8 Dh2 ∩ Dh4 = k

T30 ��� S2 ×D4
� � � Dh2 ∩ Dh4 = k

T31
�������
	 ������
	 ����	����
	 �
	 ��	 ����	�����	 �������
	 ��� � � � �D4 4, 42 Dh2 ⊂ Dh4

T+
32

�������
	 ������
	 ����	����
	 ��������	 ����	�����	 �������
	 ��� � � 2,D4 22, 42 Dh2 ⊂ Dh4

T33 � S2 × C4
� � � Dh2 ∩ Dh4 = k

T34 � S2 × V4 22, 42 Dh2 ∩ Dh4 = k

T35
���!���
	 ����	����
	 ���	�����	 �������
	 ��������	 ����� � � �D4

� � � Dh2 ⊂ Dh4

T+
36

�"�!���
	 ������
	 ����	�����	 �������
	 �
	 ��	 ��� � � � � C4 22, 42 Dh2 ⊂ Dh4

T37
�������
	 ������
	 ����	�����	 �������
	 ��������	 ���#� � � � V4 22, 42 Dh2 ⊂ Dh4

� ? � M �!����� T29
��� I�#	��#��12��<��#6���=	 ? � �K�&������� M ���&������% h4

C .0��� 	 ? �-�&	 ? �#�$"��&<����0��	�� M �������I���
% ��"#	��&��� ���	�����<��&%'	 ? � T27

P ���#� ��	���O&� T28
P �!�����&��O��#<�	 Lδ1,2δ5,6,Ωf ,T27 = (x2 − ∆(h2)∆(h4))

��� M �VO��#<
��� ¯

,��&<�I��0��	���� ¯ T27 T+
28 T30 T31 T+

32 T35 T33 T+
36 T34 T37

T10

¯ � 12 2 2 12 2 2 12 � �

� ? � "#��12���I	X� 	����&< �&%�	 ? � ���!�NI��"#	��&%K	 ? � I����"#����1B��<0�&<�	 ��% h2
�&<� h4

��� � �>	�	���� 	 ? �&< 	 ? �
"#��12���I	X� 	����&< �&% 	 ? �K����!"��!��12��<0�&<�	:�&% f C

� � <��:g "#��1B�I���#	�� ������g ��� � g �V	 ? 	 ? ���7�����I1 ��	���� *R�&% 	 ? � �0���!	��V	�����<R1B��	��!� * ��������	��VO���	�� T27

¯



w w � w w�� ��� � � ��� � ��� ��� ��� �	� � ��� � ��� ��� � � � � ��� � 	 ����	 	 �

H
¯

T31 T35 T
(5)
7 × Id I3 × S3

Θ
¯

Θ31 δ2(x3x4 − x5x6) δ1,2δ5,6 x1x3

T30 2, 4 2, 4 8 8
T31 12, 4 2, 4 42 8
T35 2, 4 12, 4 8 42


$�#��� Θ31 = x2x4x
2
6 + x1x6x

2
4 + x2x6x

2
3 + x1x3x

2
6 + x2x5x

2
4 + x1x4x

2
5 + x2x3x

2
5 + x1x5x

2
3? �&�:� �#��<="���12���I	��� ��� � � I���G�������0�& % �:���&"�� � M �&C .0��� "���12���I	���	�����< �&%/	 ? �*1R���V	�� P ���#�����VO��#<E	:�&%

(h2, h4)
��� Θ35

�&<� δ1,2δ5,6 �!���-;N��">	�����<  R�&%', ? �&�N	������k%JC
��� � 3?2H>@3?3 �

� ? �#���K�+*N���!	���!R"#��< �!� M �&"#� "�� �������#� �&% ����� M �����I��� ��<
S7

C � �K�QO��&�� ���I� M ���&������%H��� g ? ��" ? f? �&� ��<I�*% �&"#	���� �&% �� M �!��� ��C
, /19\3

f = h7

AC9<AG> > 3�; �EikA �cFC3 �
� � ? �QO&�B	 ? �2%H�������:g ��< M �!����1B��	��!� * ��%�	 ? �2�0�&�
	��V	����&< 1B��	���� * �&%

S7
��< g ? ��" ? 	 ? � 	��#�!	���< M

M �!������� �&�!�K��< 	 ? � �0�!�!	 ���:g �&<� 	 ? �K"��&<����0��	�� M �!������� �����K��<,�0�!�!	 "�������12< ¯

 ¯ I1 ×A6 T26 T27 T8 T5

Θ
¯
δ6 x1x2 δ7x1x2 x1x2x3 Θ5

T7
� & � � & � �  ���

T+
6 72 � � 212 �  152

T+
5 72 � � 212 � � � � � � � � � � � &
T4

� & � � & � � & � ��� 2, 142

T+
3 72 � � 212 72, 21 12, 74

T2
� & 73 143 73, 14 2, 142

T+
1 72 73 76 75 12, 74

# � ? �U"�������1B<I�9�&% T8
�&<� T26

? � O&�U� �#��< "��&1B���N	��� ���B^ ���&` C(% . �&�9	 ? � ��<�O��&�����&<�	 Θ5
g:�U"��&<

" ? � ����� 	 ? �B��<I�B"#��1B�I�I	��# ��< ^ ���k` C 8 %:	 ? �B�K�&������� M ���&��� ��% f ��� T5
��� T3

� T5
P �!������	��VO�� T3

P
���#�����VO��#<E	��&% �� M ���#� � ��� �!� �2"�����<�	K%H��� ��#	����!1B��<���< M �V	 ¯ 	 ? �B�����������9�&% f ��� T3

�V%��&<I �&<����6��%
	 ? ��� ���#�����VO��#<E	 ? ���$� ����<��Q���'# �!���0�&���&�����:% % �&">	����#C

, /19\3
f = h4h3

/10E;
Ωf = (Ωh4 ,Ωh3)

�

� 	 �0���
	 	 ? �#���6�&��� ��O�� M �������I�bg ? ��" ? "Q�&< � ������#<E	�� �0�# ��<��V� ��� 	 ? ��	 � ��� �&% 	 ? ��% �&"JP
	��&��� ���	�����< ��% f ¯ T21 = S4 × A3

� T22 = A4 × S3
� T23 = D4 × A3

� T24 = C4 × A3
�&<�

T+
25 = V4 ×A3

C
.0��� 	 ? � ��	 ? �#��"��&���#���*	 ? � �K�&���&��� M �!����� �&% f ���=��<�� �&%-	 ? � ����� M �������I� M �VO��#< ��	 �0�!�!	

"��&����12< ��< 	 ? �R%H������� g ��< M 	��&������C � ? �2���#"���<� "�������12< M ��O&��� 	 ? �2�K�&������� M �������I� �&% % ��"#	��&���K�&%
�&< (Id× S6)

P ���#�����VO���<�	.#H	 ? �K� �&��� <���12� �&� f ��� �&<��K�&% 	 ? ��1�% �&<� 	 ? �K	 ? ���!="�������1B< M �VO��#� 	 ? �
�0�&�
	��V	����&<�� �&% �&< (Id×A6)

P ���#�����VO��#<E	�C � ? � �&	 ? ���!� "#�����I1B<�� M ��O&� �K�!����1B��	��!� *R�&% 	 ? � �0�&�
	��V	����&<



� � ��	 ��� 	 	 � w w w
1B��	���� * �&% T8

g �V	 ? 	 ? �2	����
	���< M�M �������I� T9
� T10

� T39
� T12

� T14
�&<� T40

C 8 < ���!����K	���" ? �N�&��� 	 ? �
	����
	���< M�M �!����������< 	 ? �B�0���!	��V	�����< 1 ��	���� * �&% T8

��g:� ? �QO��2	X� ����< 	 ? �2	����
	���< M�M �!���������&%:��<��� *
�����!� 	 ? �&< �U��< T8

�&<�qg � ? � O&� �QO&������#�	 ? � M ���&����� g ? ��" ? ��2<��&	 M ��O��K���!�#%H���S�!���!����	���C

H
�

I1 × S6 I1 ×A6 T9 T10 T19 T12 T14 T41

Θ
�

x1 δ7x1 δ1,4δ5,7 Θ10 δ4 + δ5,7 Θ12 δ5,7(x1x2 − x3x4) x5b4

T8 S4 × S3 � � � 2 6 4 6 6 9
T+

9 S4, S3 32, 42 12 32 22 6 6 9
T+

10 S4, S3 32, 42 12 1, 2, 3 22 6 6 3, 6
T11 D4 × S3 6, 8 2 6 4 2, 4 2, 4 3, 6
T12 D4, S3 42, 6 2 6 4 12, 4 2, 4 3, 6
T+

13 D4, S3 32, 42 12 32 22 2, 4 2, 4 3, 6
T14 D4, S3 6, 8 2 6 4 2, 4 12, 4 3, 6
T15 C4 × S3 6, 8 2 6 4 2, 4 2, 4 3, 6
T+

16 C4, S3 32, 42 12 32 22 2, 4 12, 4 3, 6
T17 V4 × S3 6, 8 2 6 22 23 23 33

T18 V4, S3 42, 6 2 6 22 12, 22 12, 22 33

T+
19 A4 ×A3 32, 42 12 32 14 6 6 9

T+
20 A4,A3 32, 42 12 13, 3 14 6 6 33

� ? �����
T41 = Id × S2 × D4 �
T9 = [(1, 2)(3, 4), (1, 4)(2, 3), (2, 3, 4)(5, 6, 7), (2, 3, 4), (3, 4)(6, 7)] �
T10 = [(1, 2)(3, 4), (1, 4)(2, 3), (2, 3, 4)(5, 6, 7), (3, 4)(6, 7)] �
T12 = [(5, 6, 7), (3, 4)(6, 7), (1, 2)(6, 7), (1, 3)(2, 4)(6, 7)] �
T13 = [(5, 6, 7), (3, 4)(6, 7), (1, 2)(6, 7), (1, 3)(2, 4)] �
T14 = [(1, 2), (3, 4), (5, 6, 7), (6, 7)(1, 3)(2, 4)] �
T16 = [(5, 6, 7), (1, 2)(3, 4), (1, 3, 2, 4)(6, 7)] �
T18 = [(5, 6, 7), (1, 2)(3, 4), (1, 3)(2, 4)(6, 7)]��<� T20 = [(4, 5)(6, 7), (4, 6)(5, 7), (1, 2, 3)(5, 6, 7)] C

� ? �K%H�&�����:g ��< M ��<�O��&�!� �&<�	����&���K"��&1B���N	�������!��< M � ����#�G���&�����& % � �0�&"�� � M � ¯

Θ10 = x3x4x5 + x2x4x6 + x2x3x7 + x1x4x7 + x1x3x6 + x1x2x5
� nd

Θ12 = x2x6x
2
4x

2
7 + x4x7x

2
2x

2
6 + x2x7x

2
4x

2
5 + x4x5x

2
2x

2
7 + x2x5x

2
4x

2
6 + x4x6x

2
2x

2
5

+x2x7x
2
3x

2
6 + x3x6x

2
2x

2
7 + x2x5x

2
3x

2
7 + x3x7x

2
2x

2
5 + x2x6x

2
3x

2
5 + x3x5x

2
2x

2
6

+x1x7x
2
4x

2
6 + x4x6x

2
1x

2
7 + x1x5x

2
4x

2
7 + x4x7x

2
1x

2
5 + x1x6x

2
4x

2
5 + x4x5x

2
1x

2
6

+x1x6x
2
3x

2
7 + x3x7x

2
1x

2
6 + x1x7x

2
3x

2
5 + x3x5x

2
1x

2
7 + x1x5x

2
3x

2
6 + x3x6x

2
1x

2
5 .



w w � w w�� ��� � � ��� � ��� ��� ��� �	� � ��� � ��� ��� � � � � ��� � 	 ����	 	 �
;N�&1B� "#�����!��=%H����1R�I� �&�:%H�&��	 ? �K1R���V	�� P ���#�����VO��#<E	��&% (h4, h3)

�&��� 	 ? � %H������� g ��< Mg¯

LΘ9,(h4,h3) = (x2 − ∆(h3)∆(h4))

LΘ39,(h4,h3) = x4 − 2x2∆(h3)∆(h4) + (∆(h3) − ∆(h4))
2

Lx1δ5,7,(h4,h3) = ) ���
z(h4(z), x

2 − z2∆(h3))

Lx5b4,(h4,h3) = ) ���
z(h3(z), z

3Lb4,h4(x/z)) .

.0���:	 ? �K"���12���I	���	�����< �&% 	 ? � T18
P ���#� ��	���O&� T14

P ���#�����VO���<�	 ���#�R; ��"#	�����<  U�&%', ? �&�I	������IC

, /19\3
f = h5h2

/10E;
Ωf = (Ωh5 ,Ωh2)

�

��g:� M �����I��� "��&< ��� ����#<�	�� ���� �&<����U��� 	 ? � 	 � ���$�&% 	 ? � % �&"#	�������Q��	�����<U��% f ¯ T32 = A5×S2�&<� T33 = C5 × S2
C

� % 	����$g:� 	�� �&�B	 ? �2	����
	���< M M �!�������R��% ��<�I�+* �����!�-	 ? �&< ������< T26 = S5 × S2
�&<�6g � �QO��&��

	 ? � M ���&������g ? ��" ? �� <��&	 M ��O&�U�&<�� ���!�#%H��� ��<I%H���!1 � 	����&<4C$8 < 	 ? �R%H�������:g ��< M 	X������� �8g �U����� "��#���
�&�:	 ? �*���!�#O ���&��� ���#"#	�����< ¯ 	 ? �9	 ? ����� ���&�!	:"�������12<����&�!� �&�!��� "�� � 	��� g �V	 ? T26

P �!��� � 	���O&�9�!�����&��O��#<�	��
#Gg ? ��" ? �&��� 1R�I��	�� P �!�����&��O��#<�	��p%JC

� 3546/ >�� &������ ? � M �!�������
S2 × T

(5)
7

�&<I T (5)
7 × S2

�&�!�K"���< �!� M ��	������I� M ���&����� ��<
S7

�I�I	
<��&	���< T26

C � ��	��#�!	���< M M �!����� g ��" ? ����� 	 ? � "���< �!� M ��	��
S2 × T

(5)
7

����"Q������� T (5)
7 × S2

M ��O��#� <��
���!�#%H���S��<I%H����1B��	�����<4C

H
�

S1 × S6 T27 T29 S2 × T
(5)
7

Θ
�

x1 δ5δ6,7
√

m5δ6,7 δ3,5δ6,7

T26 S5 × S2 2 12 ���

T+
27 S5, S2 12 62 ���

T28 M5 × S2 2 2, 10 ���

T+
29 M5, S2 12 12, 52 ���

T30 D5 × S2 2 2, 10 102

T31 D5, S2 2 2, 10 54

g ? �#��� √m5
��� ��#���"��#�%H�!��1 	 ? �-,�� � ���#��P ��<EO��&�!� �&<�	 M �VO��#<���<=�� M �!���  ¯

√
m5 = x1x2 + x2x3 + x3x4 + x4x5 + x5x1 − (x1x3 + x3x5 + x5x2 + x2x4 + x4x1) .

� 3546/ >�� & ��� 8 < �&����#� 	�� I�#	��#��12��<���	 ? � M ������� T27
��	 ���B�����>%H�����������6	�� "��&1B���N	��6	 ? �

���!�N��I"#	 �&% 	 ? �K��>	��#��12��<0�&<�	 �&% h5
�&<I h2

��<��
	����&���% 	 ? �K��#	�����12��<��&<�	 �&% f C

� �-"��&<6�I���K% �&"#	�������Q��	�����<�� ��<=�+* 	��#<�������<���C .0��� � *I�&1B�I��� �0�V% h5
��� �����!����I"����I��� ��< Qh2

	 ? ��<
GΩf

∈ {T26, T28, T30, T31, T32} C �$�:g �!�����������K	 ? ��	 h5
��� ���#���"#����������< Kh2

C 8 % GΩf
(h5) = S5	 ? ��< GΩf

(f) = T+
27
�0��% GΩf

(h5) = M5
	 ? �#< GΩf

= T+
29

�&<�=��% GΩf
= D5

	 ? �#< GΩf
= T31

C



� � ��	 ��� 	 	 � w w �
��� ��� , /19 3 f = h1

2h
2
2h3

/10E;
Ωf = (Ωh1

2
,Ωh2

2
,Ωh3)

�

� ? � ����������� M ������� �&% f ��� ��<�����%0	 ? ���!����< �0���
	�"�������12< �&%0	 ? ��<�� *N	 	X�&�����&C � ? ��� ���!	'"#�����I1B<
"#��<�	X�&��<�� �U������1B��	���� * �&% 	 ? �K�0�&�
	��V	����&< 1 � 	���� * �!������	��VO��*	�� T34

C

H
¯
I1 × S6 T35 T36 T37 T38

Θ
¯

x1 δ3δ4,5δ6,7 δ4,5δ6,7 δ3δ4,5 δ3
T34 S3 × S2 × S2 2 2 2 2
T+

35 S3,S2,S2 12 2 2 2

T36 S3 × T
(4)
9 2 12 2 2

T37 T
(5)
7 × S2 2 2 12 2

T38 A3 × S2 × S2 2 2 2 12

T39 S3 × T
(4)
9 2 12 12 2

T+
40 A3 × T

(4)
9 12 12 2 12

� � ? �QO�� T35 = [(1, 2, 3), (1, 2)(4, 5), (1, 2)(6, 7)] C
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