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Notations
D variable de Laplace
R ensemble des nombresals
C ensemble des nombres complexes
j V-1
z conjuge du nombre complexe
I, matrice identié de dimensiom
0, matrice nulle de dimension
I matrice identi¢é avec la dimensioné&inie par le contexte
0 matrice nulle avec la dimensiorfinie par le contexte
Im partie imaginaire d’'un nombre complexe, c'adireIm(z + jy) =y

Re partie €elle d’'un nombre complexe, c'esdireRe(z + jy) = x

MT transpogée de la matricé/

M* transpoée conjugée de la matricé/

* Produitétoile de Redheffer

A(M) Valeur propre de la matricg/

o(M) Valeur singulere maximale de la matricel

a(M) Valeur singulere minimale de la matric&/

G (D)oo Norme H, de la fonction de transfe€t(p)

p(M) Rayon spectral d&/ c'esta-direp(M) = max, yaleur propre dev A}

pr(M) Rayon spectralgel de)M c'esta-direp(M) = max, yaleur propre&elle den {11}
pa (M) valeur singulére structuge de la matricd/ par rapport la structureA

Acronymes anglophones

LTI Linear Time Invariant : sygime lireaire stationnaire

LFT Linear Fractional Transformation : transformation fractionnellédine

SISO Single Input Single Output : sy&inea une enge et une sortie

MIMO Multi Input Multi Output : sysemea plusieurs enées et plusieurs sorties

1. Ce nktait pas une mincéthe!
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Chapitre 1

Introduction

L'objectif de ce document est degsenter les principes desthodes de syn#ise de correcteurs des
systmes lirgaires stationnaires apparues au cours desem0. On peut les qualifier deaclassiques car
contrairement aux Bthodes dites moderneséthodes de synése par minimisation d’'un céte Lingaire
Quadratique sur un horizon de temps fini ou infini, oéthodes de synéise par placement déles, par
exemple), ellegtendent de facon importante les outils classiques de I'’Automatidgugientielle. Cela est
non regligeable du fait de I'importance de ces outils dans des pans importants dlestiie (industrie
aéronautique par exemple). Dans une grande mesure, &mdes de synéise permettent de pallier aux
limitations des outils classiques : diffic@éltlu processus de conception du correcteur qui limite I'exploration
de differents compromis entre les difentes sgcifications du cahier des chardeslifficulté a évaluer si,
par rapporta un compromis @si€, le meilleur egulateur possible (choix de la structure de commande et
de ses diferents paragtres) a&te mis au point. Ces points sont importants car le cahier des charges n’est
jamais efinitivement fixe et peut fortemer#voluer au cours du temps.

Dans les nouvelles approches de I'’Automatiquedgientielle, le premier point iatessant est qu’elles
sont baées sur une traduction assez directe du cahier des charges ermroat@matiquea verifier (en
géréral une fonctio minimiser, prol#me de minimisation ou d’optimisation). La formulation néattati-
gue utilise la normed ., d’ou le nom de ces &thodes de syndse Ccommanded,,). Une fois le criere
mattematique éfini, la recherche du correcteur se fait algorithmiquementgsaiution du prolime d’op-
timisation. De fait, ces &thodes utilisent la puissance de calcul disponible sur les ordinateuedsadtu
s’agit \eritablement d’uneméthode de Conception Aséstpar Ordinateur Dans ce contexte, le travail
de l'ingénieur consisté formaliser le cahier des chargesaetonstruire le crére matématique corres-
pondant. Linérét par rapport aux techniques d’Automatiqué&drentielle classique est de permettre la
mise au point rapide de correcteurs, y compris pour des gmudg difficiles d’Automatique (commande de
structures spatiales par exemple), permettant ainsi d’explorer plusihiess des charges. L'objectif de ce
document est de fournir les@ds de baseatessairea ce travail.

De plus, contrairement aux outil€fjuentiels classiques, lesthodes de synéiseH ., permettent de
traiter simplement la commande des sysésa plusieurs enées et plusieurs sorties (systes multiva-
riables ou MIMC?). Enfin, contrairement aux &hodes modernes, en plus degédfications de perfor-
mance, elles prennent en compte de facon explicite et éimpin certain nombre de &gfications de
robustesse ; diole nom qu’on leur donne parfoiscommande robuste multivariablea probEmatique
de la robustesse consisieessayer de prendre le maximum de garartigsiori pour que le correcteur
synthetise a partir d’'un moéle du sysme physique fonctionne effectivement sur celui-ci en tenant compte
explicitement du fait qu'’il est impossible de régenter parfaitement un sgete physique par un mektb.

1



2 CHAPITRE 1 INTRODUCTION

signaux de perturbation

Prddaddd

signaux de command — SYSTEME [ signaux de sortie

>

Frvbvibed

signaux mes@s

FIGURE 1.1 — Systmea commander

1.1 Contexte g@néral

Le but Les signauxa commandedoiventétre proches de signauksiies(ou signaux deéférence ou de
consigne) bien que le s¥she soit soumia des signaux de perturbatiomsn contblables et assez souvent
non mesugs. Ce sont les objectifs de performance. Pour cela, on doit appligesighaux de commande
(en ¢eréral, ils doivent appartenit un certain ensembl@) I'entrée du systme par l'internediaire d'ac-
tionneurs, calc@sa partir des signaux mesgpar les capteurs et des signaux éé&rence. Les signaux
mesués peuvenétre entacés de bruitgle mesure. L'objectif est donc de mettre au point I'algorithme qui
permette de construire le signal de commaagertir du signal mesar(correcteur.

Prddadded

SYSTEME [
bidtvdivly
ACTIONNEURS | ~\pTEURS <7} signaux de bruit

Prvbiiied

FIGURE 1.2 — Systmea commander

Le cahier des chargegdoit contenir la @finition de I'ensemble des signauksies. Le choix des
actionneurs/capteurg&gend de cela. Le choix des actionnewrit un ensemble de signaux de commande
admissibles (tenant compte par exemple de la saturation des actionneurs)elg@rantit a priori qu'avec
le choix initial des objectifs de performance, des actionneurs et desicapitetel correcteur existe.

1.2 Ladémarche

1. Pour agir sur un sysine, il est Bcessaire de conitige son comportement c’eatdire le lien entre les
différents signaux d’erte (commande, perturbations, bruits) et lesdéhts signaux de sortie (sortie
a commander, mesure). Cette connaissance prend la forme d’'uslemodti@matique quantitatif,
acquis par identification et/ou melisation physique. Il doit s'accompagner d’informations sur les
classes de signaux susceptiblestdd appligés en en&e (perturbations, bruits).

2. |l faut ensuiteécrire le cahier des charges sous la forme dérmd matbmatiques permettant de
définir 'ensemble des signaux de sortiesites, I'erreur que I'on peut téker entre les signaukels

1. Le choix de la structure du correcteur est laéssl'ingénieur automaticien, leeglage des diffrents paragtres se faisarit
partir de tables et de tras graphiques.
2. Multi Input, Multi Output.
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Complexié Taille n du probEme
10 \ 20 \ 30 \ 40 \ 50
n3 0,01s | 0,08s 0,27 s 0,64 s 1,25 s
10s | 1,33mn 4,50 mn 10,67 mn 20,83 mn
2" 0,01s | 10,24 s 2,91 h 124, 3 jours 348, 7 ans
10 s 2,84 h | 121,4 jours | 348,7ans | 3,49 x 10° ans

TABLE 1.1 — Exemple de temps de calcul en fonction de la com@estitle la taille du probme

de sortie et les signaweédigs, 'ensemble des signaux de commande qui est admissible, I'ensemble
des signhaux de perturbation, etc...

3. La dernére étape est la recherche de I'algorithme (loi) de commande qui satisfassatérescr
mattematiques traduisant le cahier des charges pour |€lodatiematique reg@sentant le sysme
(synthesg. Cette recherche eségeralement faite via I'e&cution d’un algorithme sur un calculateur.
Il ne faut pas oublier que le but est que le cahier des charges&die\sur le systme boud réel
et pas simplement sur le mdlé manipuk. Assurer laobustessedu correcteur consiste essayer
d’avoir le plus de garanties a priori sur le bon fonctionnement du deuwedtorsqu’il est appligée
sur le systme Eel.

1.3 Les moyens disponibles

Consicerons les points 2 et 3. Actuellement aucunetimdeefficacede syntiese de correcteurs ne
repose sur un ensemble de erés suffisamment riche pour traiter deséatifints aspects d’'un cahier des
charges, rame dans le cas des Systes lirgaires stationnaires. Par efficace, il faut comprendre que I'al-
gorithme de recherche du correcteur se termine normalement en un tengpsabie (@réralement en
un temps qui est une fonction polynomiale d'une grandeur daniatitjue du proldime de commande). Par
exemple, on dsire rechercher un correcteur pour un &gt d’ordren par I'execution d’un algorithme. Le
temps que va mettre sagolution sur un ordinateur est fonction de la tailldu sysemea commander. Les
problemes consigés comme faciles (faible comple&jtseront ceux pour lesquels le temps @gotution
est une fonction polynomiale de la taille du prétvle (par exemple une fonction @f), ceux qui seront
consiceres comme difficiles seront ceux pour lesquels le tempgsi@ution est une fonction exponentielle
de la taille du prol#me (par exemple une fonction ). Dans le tableau 1.1 sont indigslles temps de
calcul correspondantdifferentes valeurs dedans les deux cas. Il est clair queésolution des prokimes
difficiles mene rapidemerd des temps de calcul &alistes (su@rieura plusieurs milliers d’ankes). Il est
important de noter que la compleXit’'un probéme est intrindque, c’est-dire independante par exemple
desévolutions technologiques des ordinateurs : I'augmentation de la i@pigitalcul des ordinateurs ne
sera jamais suffisante pour meredes temps de calcidalistes.

La commande f&quentielle avarée (ou commandél,.) est ree de la recherche d’'une meilleure for-
malisation du cahier des charges par dem@# matbmatiques dont laésolution efficace permet de
synttetiser un correcteur satisfaisant ce cahier des charges. Pourleeldilise le cadre fequentiel.

Pour ce qui est de la notion de robustesse qui afiipdaas le point 3, beaucoup deéthodes de
synthese de correcteurs (placement ddeg, LQG, etc...) reposent sur le princip@&agliivalence : on sup-
pose que le sy8te est exactement ré&sené par le moéle (syseme< mockle). Or, il estvident qu’un
mockle repésente de fagon approximative un gyse Eel : un nombre limé de dynamiques sont prises
en compte dans le metk, la mesure des paratnes physiques du sgshe est toujours entagh d’erreurs,
ceux-ci peuvengtre differents d’une situatioa I'autre, etc... Le principe équivalence rane parfoisx des
correcteurs #&s sensiblea ces erreurs.

Exemple Soit le moale d’un systmea commander :

—10p+1
Gmo = N
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Par I'approche polynomiale, un correctefdi(p) est mis au point de faco# obtenir pour le systne en
boucle fernge le polyldme caradiristique :P.(p) = (p + 10)(p? + 10p + 100) :

p+1,08

K(p) = 925, 5217 2%
(p) "D ¥ 9275

Si on calcule les marges classiques de robustesse (esgpsbction 3.1, page 58), on obtientédsultat
repeseng sur la figure 1.3. Elles sontes mauvaises)(15 deges de marge de phase®1014 dB de

Bode Diagrams

Gm=0.014152 dB (at 13.609 rad/sec), Pm=0.15298 deg. (at 6.4136 rad/sec)
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FIGURE 1.3 — Diagramme de Bode de la boucle ouverte

marge de gain)! Il suffit par exemple qu'il existe une @i#ince inérieurea 0, 5% sur les coefficients du
numérateur entre le made G,,,4(p) et le syseme EelG,...;(p) pour que le correcteur ne stabilise pas le
syseme eelG, .. (p) :
—10,05p + 1,005

p(p+1)

Ce gu'il faut retenir de cet exemple, ce n’est pas queéthode de syntse de lois de commande par pla-
cement de ples donne syématiquement de mauvaises marges, mais c'esttpjuie si une des projates
désirables sur le sy&ste en boucle ferée @ savoir ici la robustesse) n’est pas prise en corappicite-
mentlors de I'etape de syn#fse du correcteur, rien ne garantit qu’elle sera obtenue avec |eteomrenis
au point.

Greel (p) =

L'automatique fequentielle classique (telle qu’elle s’esvalopiee des anees 30 aux arées 60 avec
les travaux de Black, Nyquist, Bode, Horowitz, etc...) es€&lasur un principe diffrent. Tout ce qui est
supposg, c’est que le sy8me est contenu dans un ensemble deétesd(systmec {mockles). L'en-
semble de mogles est dtermiré : par contre, on ne sait pasquelélement correspond le sgshe Eel.
Le syseme est alors dit incertaifPour garantir que le correcteur remplisse le cahier des charges pour le
syseme Eeel, il est donc acessaire de s’assurer qu’elle le remplit pour 'ensemble deglemg@ossibles.

3. Par suite, quelque soit lagthode de syn#ise de lois de commande utdis il est img@ratif d’analyser le maximum de
proprietes sur le systme final en boucle ferée. Dans les chapitres 2, 3 et 7 soréganés un certain nombre d’outils permettant
une analyse assez fine de la boucle fezrnbtenue.
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Les marges classiques de gain, de phase et de module &igefinir un ensemble de metks. Par suite,
'automatique féquentielle classique propose une solution pertinatitedétermination des sy&snes.

Pour autant, constitue-t-elle la pagaaniverselle ? Non, car cette approch&Espnte un certain nombre
de cefauts. D’'une part, elle ne repose pas sur une formalisation claire ikr dals charges en un ou plu-
sieurs crieres matbBmatiques. Par suite, cett&thode de syn#se peuétre qualifee de “semi-automatique” :
I'automaticien en se basant sur lésultats tBoriques disponibles et les difients crigres graphiques bas
sur les repesentations de Bode, Nyquist, Nichols, etc... doit choisir l&ma la structure de son correcteur
(PI, PID, Pl+avance de phase, etc..) etatminer les valeurs de ses dints paragtres de facoa regler
un correcteur respectant le cahier des charges. Sa mise en ceuvreldetoac une grande expertise. De
plus, il est difficile de savoir si les choix de structure et de pa&taes du correcteur sont les meilleurs pos-
sibles. D’autre part, les @thodes d’automatiqueéiquentielle classique permettent de traiter lesesystsa
une entée et une sortie (sy@mnes SISO). Pour les sgstesa plusieurs enées et plusieurs sorties (sysies
MIMO), elles sont de mise en ceuvre plus difficile voire inextricable, corahiiparfoisa des correcteurs
non robustes.

1.4 Commande féquentielle avanée

La commande fquentielle avaree (appdte encore commande robustie commande,,) propose
une solution (imparfaite maisés ineressante) aux prashesévoqles peccdemment. Tout comme en
automatigue fquentielle classique, I'incertitude est explicitement prise en compte. De plus,

1. Le cahier des charges est formalar un criére matématique.

2. Un algorithme nurarique efficace permet de tester s'il existe un correcteur qui sagséassriere
en un temps raisonnable (quelques secondes) : si oui, un correstaalorEs propos en sortie de
I'algorithme.

3. Le cas des sysinesa commandea plusieurs enées et plusieurs sorties est naturellementérait

Cette neéthode constitue unetvitable néthode de Conception Assist par Ordinateur (CAO). Elle &te
rendue possible par lé&s/olutions ecentes de la #orie en Automatique, de I'optimisation nénigue et
de la puissance de calcul disponible pour ufitate plus en plus faible. Avec cetteethode, ladche de
I'automaticien est de choisir le ceite matmatique qui reite le mieux le cahier des charges et degler
les differents paragtres : la syntbse effective d’'un correcteugrifiant le criere est alors effecée par un
calculateur.

Remarque D’autres néthodes traitent des aites matbmatiques qui permettent une traduction plus
fidele du cahier des charges. Mais :

1. Un critere trop complexe est difficile manipuler ek comprendre ;

2. Les algorithmes de syrithe de correcteurs ne sont pas “efficaces” (temps de calcul exdyhta
n’existent pas;

3. Laclasse des sygnes consigres est asse&duite ;
4. Le niveau d'automatisation de leétihode de syn#ise est assez faible.

1.5 Non lineaire / linéaire et continu / discret

Le cours va porter sur les concepts sous jacents awxesitde I'automatique &guentielle avaree
(ou critere Hy), sur leur €lection, enfin sur leureglage afin d’obtenir un correcte#if,, satisfaisant au
cahier des charges. Les $istesa commander seront supjgadirgaires stationnaires de dimension finie :
il en est de @me des correcteurs rechegshCes hypottses peuvent sembler fortes : en effet beaucoup de
systmes ne sont pas a pri@ijuivalentsa des sysimes lirgaires stationnaires (car nonéaires et/ou de
dimension infinie). Cependant, les conditions de fonctionnement peétrerielles que leur comportement
dynamique eséquivalenta celui d'un systme liraire stationnaire. Dans les autres cas, le prabl est
encore largement ouvert d'un point de vuedhque. N\ anmoins, dans un nombre important d’applications,



6 CHAPITRE 1 INTRODUCTION

des heuristiques bass sur les #thodes de commande des sysés ligaires stationnaires ont fait leur
preuve (néthode de &quencement de gains par exemple).

Dans de nombreux cas, le preble de commande consisiedevelopper un correcteur discret qui
sera program# sur un calculateur nuenique afin de commander un péaf continu via un convertis-
seur analogique/nuenique (pour les mesures) et un bloqueur + convertisseuerigug/analogique (pour
les commandea appliquer) (voir figure 8.8). Il est noter que les gthodes efficaces d’Automatique se

réference A sortie
— CAN commande CNA[— act. [ syseme >

CAN 1 capteur

FIGURE 1.4 — Probéme de I'asservissement d’'un S§fsie continu par un correcteur narigue

concentrent greralement sur deux praes :
1. syntlese d’'un correcteur discret pour un pede discret (approche “tout discret”) ;
2. syntlese d'un correcteur continu pour un pede continu (approche “tout continu”).

Ces deux approches ne traitent donc pas du “vrai” gmolel qui est (dans un nombre important de cas) la
commande d’'un sy8me continu par un correcteur nargue. Cela estidau fait que le “vrai” prok#me
est actuellement un prairhe ouvert.

Le cours va se focaliser sur la commande desesyss liraires stationnairentinus par des correc-
teurs lireaires stationnaires continus. En fait, il est possible dsegnter les @thodes de commandé.,
pour la commande de sgshes discrets par des correcteurs discrets. Les deux approclagsaiantages
et leurs incongnients. L'option du “tout continu” estdanmoins p@feréea I'option du “tout discret” pour
deux raisons.

1. La grande majorét des systmes physiques commander sont par nature continus : les patess de
leurs moeles continus peuvent donc avoir un sens physique. Laatiisation nienea un moéle dont
les paramtres ont perdu ce sens physique. Il est normal depr le moéle dont les paragtres ont
un sens physique, notamment dans un contexte industriel. Utmsgstera d’autant plus efficacement
commané que I'on Eussita comprendre son comportement physique.

2. Les nethodesH, présenges dans ce document utilisent de facon intensive I'approéheaéntielle.
Pour les spcifications fequentielles, il est plus d@gle travailler sur les mades continué. Cepen-
dant, il est possible de syrétiser un correcteur discratpartir d'un moéle discret en utilisant les
méthodes de synéise continues. Pour cela, on utilisera une transformation qui liemet temps
continu et modle en temps discret (ce point e§tvelopi® en Annexe, section 8.3, page 186).

1.6 Sur le cahier des charges

Un sclema tes geréral de correcteur estgseng figure 1.5. Le sygsimea commande6: est soumisa
des signaux de perturbation messir, ou non-meswsbs. On cherchel faire suivre par la sortiele signal
de eféerencer. Pour cela, le signaj est mesu& par un capteur avec un bruit Le correcteurk’ admet
donc comme enée le signal deéféerencer, le signal de mesure bréiy + w et la perturbation mesaeb; .

Afin d'illustrer la méthode de syn#ise de lois de commandé,,, nous allons conséter le scema
classique en boucle feér repeseng figure 1.6, qui est beaucoup plus simple. Cela ne veut pas dire que

4. En continu, desagles permettent de tracer simplement le diagramme de Bode asymptotiojsection 8.4, page 188. Au
dela du trag, l'intéeret de sesegles est de permettre I'analyse de diagrammes de Bode.
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b1 l b2
z

FIGURE 1.5 — Systme en boucle ferae ¢geréral

la méthodeH ., ne s’applique pas dans la configuration plésagale ou dans d’'autres configurations. Au
contraire, I'un des atouts de I'approchig,, est sa plastic#, lui permettant de pouvoir consgiger un tes
large spectre de sémas en boucle ferae.

u ‘b + €
S kT 1 G
+ 4+ w

FIGURE 1.6 — Systme en boucle fer&e illustratif

Dans ce scbma, il s’agit de faire suivre dans la mesure du possible par la sortiestensyy(¢) un
signal de eférence-(t) appartenara un ensemble biergdini. L'erreur de suivi de trajectoires egtsigree
pare(t) = r(t) — y(t). La fagon dont la sortie du syshe suit la trajectoire deéferencer(t) peutétre
exprimée par le fait que(t) doit appartenia un ensemble bierétermire.

Cette sgcification doitetre €alie malge la pesence de perturbatioh@) qui agissent sur le sy&mne
(par exemple en erée de celui-ci) et des bruits(¢) sur la mesure de la sortigt). Méme si les pertur-
bations et/ou les bruits ne sont pas mésuon sait par contre a priori que ces signaux appartieRngdes
ensembles&termires.

De plus, la commande(t) appliqiee doitétre raisonnable par rappart’application consiérée (elle
ne doit pas solliciter de fagcon trop importante les actionneurs). Ici enceta revient dire que I'on a
défini pouru(t) un ensemble admissible : le correcteur doit assureugt)eappartient bier cet ensemble.

Cela constitue les objectifs deerformance. lls se traduisent tous par le fait que pour des signaux
d’entréer(t), b(t) etw(t) appartenanh des ensembles biegfthis, un correcteur est recheéctel que les
signaux de sortig(t) etu(t) appartiennerd des ensembles correspondant awecsjrations du cahier des
charges.

Une propréete necessaire (mais eregéral loin detre suffisante) est Istabilité de la boucle ferrae :
pour des signaux d’eréer(t), w(t) etb(t) d’'amplitude finie, les signaux du sgshe €(¢), u(t)) sont aussi
d’amplitude finie.

La formalisation matematique du cahier des charges passe pa&flaition de 'ensemble des signaux
d’entréee possibles et de I'ensemble des signaux de sa¥tigéd pour le sygtme boua. Enfin, le correc-
teur est construit@ partir d'unmockle qui est une ref@sentation idali€e du systme Eel : les mesures
des pararatres physiques sont toujours entaeb d’incertitudes, les dynamiques hautésjfiences sont
difficilement moclisables... Malgr toutes ces imperfections, le correcteur doit fonctionner correctement
sur lesyseéme Eelc’esta-dire assurer la stabéitet les performances rechegels (obustessé.
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1.7 Delintérétde la“commande” robuste pour les autres sciences de l'irggieur

Un des concepts centraux de la commande “robuste” est la notion daasdrisc’esi-dire la prise
en compte explicite du fait gu'un mete matiematique ne redte que de fagon imparfaite le syste eel.
L'id ée sous jacente est la suivante. L'information dont on disposérémaj sur un sysme peut se traduire
par la cfinition d’'un ensemble de metks : tout ce que I'on sait c’est que le fyse est moelisé par un
élément de cet ensemble. Mais on ne sait pas lequel. Par exemplesistiance&lectrique estécrite par la
loi d'Ohm (u = Ri) mais la Esistancer est connue, par exempl@;:+5%. Seul est connu l'intervalle qui
contient la valeur de leésistance. La valeur effective de celle-ci n’est pas connue.

Actuellement, avec le&eloppement de l'informatique, I'utilisation d’'un melé matiématique pour
étudier le comportement d'un sgshe (par exemple un circuiiectronique) s'esté&rérali€e. Ceci esh
la base des logiciels de C.A.O. (Conception Ag€sgbar Ordinateur). Lors de la conception d’'un &gst
remplissant un cahier des charges, il eéstessaire de prendre en compte lesedéffices entre le meéte
et le syskme Eel. Par exemple, un filtre analogique passe bas éigicpar une certaine pulsation de
coupure esté&ali® sous forme d’un circuit RC. Sachant que la valeur ésgstances est connaet-5%,
guel ensemble de valeurs peut prendre la pulsation de coupure digfilli ? C'est le type de probines
auguel est confroittout ingenieur qui fait de la conception.

La commande robuste offre des outils pour traiter certains de ceeprebl lls seront psenés chapitre 7.

1.8 Plan du document

Dans les chapitres qui suivent, on suppose dans un premier tempscguraoteur &t mis au point.
La question est alors de savoir si celui-ci remplit le cahier des chamyesdere (probEme danalység.
Nous allons voir que les ggifications de performance (chapitre 2) et de robustesse (chapiteen@nt se
traduire sous forme de cgites portant sur les fonctions de transfert en boucleéerines éveloppements
seront @reralement pFsengs dans le cas des syBtesa une ente et une sortie avantétre gréralies au
cas des systmes MIMO. Dans le chapitre 2, au deale la traduction du cahier des charges sous forme de
criteres, les “limites de la performance” seront digast: il s’agit de donner desgles pouéviter I'écriture
d’un cahier des charges aberrant.

Les crires permettant de tester si un correcteur dosmmifie un cahier des chargésant pésenges,
le chapitre 4 expose uneétihode (la “nethodeH,.,"”) permettant d’obtenir un correcteur satisfaisant ces
criteres (et donc remplissant le cahier des charges) @mbldesynttesg. Dans le chapitre 7, la robus-
tesse sera consitkea nouveau. Par rapport au chapitre 3, une formalisation pamgar de I'erreur entre
le mockle et le systme sera @velopee. Des outils seront @senés qui permettent de tester si un cor-
recteur satisfait un cahier des charges. Ces outils peuvent s'appiigies prol#mes sortant du cadre de
I’Automatique comme cela @te discué section 1.7.

Le chapitre 5 est consdtau Eglage de correcteurata main” en travaillant sur l&ponse fequentielle
de la fonction de transfert en boucle ouverte (automatigeeentielle classique). Lesatihodes @velopges
sont multiples : il s’agit d’en rappeler le principdravers la pesentation d'une gthode possible. Li@rét
de ce chapitre pour le polycdpiest de souligner I'apport de laéthodeH,, par rapport aux @thodes
traditionnelles d’automatiqueéguentielle.

Le chapitre 6 pesente une Bthode de @duction de mogle qui peutétre appligée au modle du
sysemea commander et/ou au correcteur. Bien gégealopjee dans le cadre de la commande robuste,
cette neéthode peuétre appligée lors de I'application d’autresathodes de synéise (LQG, etc.).

Enfin, les annexes regroupent @ifénts esultats et rathodes pratiquement gressantes dans le contexte
de la nmethodeH,, : dans le chapitre 8, rappels des transfees de Laplacegponses temporelles et
fréquentielles des synes du premier et du second ordre,&rasymptotique du diagramme de Bode d’'une
fonction de transfert, calcul de sa norifg,, differentielle logarithmique ; dans le chapitre %s&ntation
d’'une méthode simple et efficace de calcul de la ésgntation dtat des fonctions de transfert en boucle
fermee.
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Remarque Dans ce document, on notgp) (respectivement,(jw)) la transforn@ de Laplace (respec-
tivement Fourier) du signalétrit dans le domaine tempore(t). Pour aleger les notations, la variable
de Laplacep (ou s) est omise quand cela est clair dans le contexte. Enfin, pour un signalidial de
pulsation proprev, u(w) est sa notation “phaseur” (voir page 39).
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CHAPITRE 1

INTRODUCTION



Chapitre 2

Formalisation d’'un cahier des charges en
Automatique fr equentielle

Dans un premier temps, la formalisation de la performance dans le cas éimegsiune enge et une
sortie (monovariables ou SISO) esépenke. Le cas des syshes (multivariables ou MIMO) sera ensuite
discu€ section 2.9. D'agrs la discussion du chapitre 1, le cahier des charges peut conteng glaases
de sgcifications :

Suivi de trajectoires de réféerence (consignes)l s'agit d’étudier 'influence du signal deeferencer(t)
sur le signal d’erreué(t) ;

Rejet/atténuation de signaux de perturbationil s'agit d’étudier 'influence du signal de perturbation
b(t) sur le signal d’erreut(t) ;

Att énuation des bruits de mesureil s’agit d’étudier I'influence des signaux de bruif¢) sur le signal de
commandeu(t) et sur le signal de sortig(t) (en geréral, le systmea commande; est un systme
passe-bas, ce qui fait qu'il est plus igmatif d’eétudier I'influence du bruit(¢) suru(t) que sury(t)) ;

Commande mocerée il s’agit d’étudier I'influence des signaux deferencer-(t) et du signal de perturba-
tion v(t) sur le signal de commandét) ;

Une autre sgcification qui est absolumenécessaire de prendre en compte est que la séabiisystme
bouck doitétre assuge.

FIGURE 2.1 — Systme en boucle ferge illustratif

Si on consiére le scbma classique d’un sysheG bouck par un correcteuk’ (voir la figure 2.1), on
y voit naturellement appaitse les signaux d’enée apparaissant dans le cahier des charges :

— la consigne(t);

— la perturbation en eréte du systmeb(t) ;

— le bruit de mesure(t)
ainsi que les signaux de sortie :

— l'erreur de suivi deé&férence:(t) = r(t) — y(t);

— la commande:(t) délivrée par le correcteux .

11
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Or, en notanfl’,_,, la fonction de transfert du signal d’eé&z vers le signal de sortig, on a les relations
suivantes entre les sorties et les éar du sysime! :

€(p> = Tr%e(p)r(p) + Tb—)e(p)b(p) + Tw%e(p)w(p) 2.1)
Ulp) = Trsul@)r(p) + Thmsu(p)b(p) + Tw—u(p)w(p)
ou :
1. T,(p) = m est souvent née S (p) et appete fonction de sensibiéf ;
2. Trsy(p) = H(Gz)(pz) est souvent née7’(p) et appede fonction de transmissidpar elle relie

I'entrée de consigne a la sortiey). Elle est aussi nomée fonction de sensibiétcompémentaire
car on a la relation

_ 1 Gp)K(p)
S+ ) = 17 GOK®) 1+ GHK®P) -

3

4. Tru(p) = K(p)S(p);
5

6

Il est possible (et consedl) d'étudier chacune des &gifications inépendamment les unes des autres.
Ceci est pleinement justfipar leThéoreme de Superpositiogqui est valable ici car les syahes que
nousétudions sont tous lgaires stationnaires. Ceétieme permet d’affirmer que l'influence de plusieurs
signaux d’entee non nuls sur les signaux de sortie &galea la somme des influences de chacun des
signaux d’entee pris individuellement. Par exemple, prenons

e(p) = S(p)r(p) + G(p)S(p)b(p) + T(p)W (p)-
1. Le termeS(p)r(p) rep'esente I'erreur de suivi déférence dans le cas sans perturbatigp)(= 0)
et sans bruitl{/ (p) = 0);
2. G(p)S(p)b(p) represente I'erreur degulationa 0 (r(p) = 0) dans le cas sans bruit{(p) = 0);

3. =T (p)W (p) repesente I'effet du bruit sur la sortie dans le cas d'uegufationa 0 (r(p) = 0) et
sans perturbatiorb(p) = 0).

Chaque sgcification peut donétreétudiee en examinant les fonctions de transfert reliant les signaux
d’entrée et de sortie concesa :

| Specifications | fonctions de transfert asséeis| notations usuelleg
suivi de trajectoires deéference Tr—e(p) S(p)
rejet/aténuation de perturbation Ty—e(p) G(p)S(p)
attenuation des bruits sur commanglél’,_,,(p) —K(p)S(p)
attenuation des bruits sur sortie Tw—e(p) T(p)
commande mogtée Tru(p)s Tou(p) €t Tw—u(p) | K(p)S(p) etT(p)

1. Par convention, la transfoée de Laplace d'un signal est Betpar une lettre majuscule : parfois, par simgicitette
convention ne sera pas toujours appliguans ce document.

2. Ce nom n’est pas du tougla I'intérét de cette fonction pourétude du suivi de trajectoire. Il vient de sonérdt dans
I' étude de la robustesse. Cela seraadoppe dans la suite du document, notamment page 112.
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Sur 'utilisation du domaine fr équentiel Avant d’étudier cette sgcification, il est inéressant de discuter
de l'un des inéréts de travailler dans le domaine&quentiel plubt que dans le domaine temporel. Par
exemple, pour un ensemble de signauxa&ference-(t), on cesire que la sortie correspondapté), ou de
faconéquivalente, I'erreur de suivi déférence:(t), ait certaines caragtistiques. Les signauxt) ete(t)
étant respectivement 'ei@e et la sortie d'un sydine dynamique (le sy&te en boucle ferae), le signal
€(t) est obtenu par le produit de convolution deépaonse impulsionnelle de ce sste dynamique avec
I'entréer(t) :

() = /O Tt — T)r(F)dr.

La relation entre ces deux signaux dans le domaine temporel est @snoomplexe et difficilement ex-
ploitable. Par contre, si on prend la transfé@erde Fourier des signaux, on a une relation beaucoup plus
simple :¢(jw) = T, (jw)r(jw). Ici, la formalisation du cahier des charges consiste, pour un ensemble de
signaux de éferencer(t) donre, a trouver qu’elles doiveritre les contraintes que doit satisfaife_, . (jw)
pour obtenir un ensemble de signaux de sortig désirés. |l s’agit donc de traduire des carédstiques
temporelles en caramtistiques fequentielles.

Pour un signat(t), on peut le reliea sa transfori@e de Fourier(jw) par :

“+o00 “+oo
r(t) —/ r(jw)e’ dw —/ |r(jw) e @tHarsrw))) gy,
—o —00
Un signal peut doné&tre vu comme la somme (infinie) pdée de signaux sinutaaux : pour chaque
pulsationw, |r(jw)| apparé comme le “poids” du signal sinugtal de pulsationo dans le signat(t).
Qualitativement, on peut distinguer les signaux siild@sox “lents”, c'esta-dire de pulsatio faible, et
les signaux sinugdaux “rapides”, c’es-dire de pulsatiow grandes. Suivant les valeurs du pojidgw)|,
le régime transitoire de(t) sera plus ou moins “rapide” (voir figure 2.2). Le signal de sati¢ peut aussi

EQ) el

Module (dB)
IS
5
T
/
|

Amplitude

Phase (deg)

0 ! I I I I -180 = e J
0 1 2 3 4 5 6 10 10 10 10
Temps (sec) Pulsations (rad/sec)

FIGURE 2.2 — Signal-(t) et sa transfori@e de Fourier(jw)

s'exprimer comme :
+oo

€(t) = / (o) e @HHare(eo) gy,
Sachant que(jw) = T, (jw)r(jw), il est ineressant de confiee la ponse fequentiellel, . (jw) afin
d’essayer de g@voir ce que sera le signal de so#{é) pour un signal d’enéer(t). La réeponse fequentielle
d’une fonction de transfert est souvent ieggnée graphiquement sous forme de :

Diagramme de Boderep®ésentation du module dg._,(jw) exprimé en dB et nd@ |7, (jw)|ap =
201log |T,—(jw)| en fonction du logarithme de la pulsatitsg(w) et repésentation de la phase de
T, e(jw), notearg(T,—,(jw)), en fonction du logarithme de la pulsatibg(w). Voir la section 8.4
page 188 de I'annexe pour un rappel sur leérdes bodes asymptotique ;
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Diagramme de Nyquist repsentation dans le plan complexe (paridielle en abscisse et partie imaginaire
en ordonge) du nombre complexg._,(jw) pourw variant de—oco a+o0o;

Diagramme de (Black) Nichols rep#sentation du nombre compleXe . (jw) pourw variant ded & +oo
dans un plan o I'axe des abscisses correspanth phasedrg(7,,(jw))) exprimée en dedrs et
I'axe des ordonées correspond au moduld(_,.(jw)|) exprimée en écibels.

La figure 2.3 repesente ces difirents diagrammes obtenus sdv | ab par les commandesode,
nyqui st etni chol s pour un systme du second ordre. Notez que seul le diagramme de Bode fait
apparétre explicitement la pulsatiohw.

Bode Diagrams

Nyquist Diagrams

Phase (deg); Magnitude (dB)
Imaginary Axis

200 L .
10 10 10° -2 L L L L
-1 -05 0 05 1 15

Pulsation (rad/sec) Real Axis

Nichols Charts

Gain (dB)

-100 -

-120 - i i i i i i i i
-180 -160 -140 -120 -100 -80 -60 -40 -20 0
Phase (deg)

FIGURE 2.3 — Diagramme de Bode, Nyquist et Nichols-de—; 1 -
U™ 40,68 11
100 7710

Nous allons maintenant examiner chaquecsfication en commencgant par la stakilit

2.1 Stabilité

Une notion tés importante est celle deabilité interne Une boucle ferrae est ditestable de facon
interne si toutes les fonctions de transfert du gyse en boucle ferge produisent des sorties béas

3. En Anglais, le terme “frequency”ésignea la fois la fequence (uné Hertz) et la pulsation (uréitradians par seconde).
Seule l'indication explicite de I'unié permet de les difirencier.
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(e(t) etu(t) sur la figure 2.1p partir d’entées d’amplitude boge ((¢), b(t) etw(t)). Ainsi, d'apres ce
qui aéte vu peccdemment, pour qu'il y ait stabiétinterne, il faut que les fonctions de transfs(p),
T(p), G(p)S(p) et K(p)S(p) soient simultaBment stables (desa partie eelle strictement &gative). Il
est d’autre part possible déihontrer qu'’il y a stabilé interne si et seulement si la fonction de transfert
est stable et s’il n’y a pas de compensatiodkep-£ros instables entre le sgsteG et le correcteurs’.

Exercice Soit un pro&ck “dérivateur”, c'esta-dire avec au moins urém eno :

G(p) = pF(p)

avecF'(0) # oo. Montrer que dans le caside syséme est commardpar un correcteur proportionnel
intégral, le systme bou@ ne peut pasétre asymptotiquement stable.

2.2 Syecification de Performance 1 : suivi de trajectoires de&férence (consignes)

Le suivi est d’autant mieux asgugue l'erreure(t) = r(t) — y(t) est proche de&o pour les signaux
de éférence qui nous idtessent. Le signal d’erreud(t) va étre caradérige d'une part par sonégime
permanentet d'autre part, par sonregime transitoire Pour cela, on va condider plusieurs classes de
signaux d’entee :

1. échelons;

2. rampes, paraboles, etc. ;

3. sinusddes;

4. signaux @éfinis par le module de leur transfoemde Fourier.

2.2.1 Etude du regime permanent pour les diférentes classes de sighaux

Etude du suivi de signaux en forme déchelons Pour I'étude de laé&ponsea des enfes en forme
d’échelons d’amplitudel (de transforrge de Laplactr(p) = %), on fait appel au thoeme de la valeur
finale.

Théoreme 2.2.1 (Tleoreme de la valeur finale) Si tous les ples depe(p) sont dans le demi plan de
gauche (axe imaginaire exclu) alors

lim e(t) = lim pe(p).

t——+o0 p—0

Par son application, on a :

. . . A
Jim e(t) = }gI})J?E(p) = lim pTHe(p)E = AT-(0).
Si I'objectif est d’assurer que I'erreur de suivi de trajectoigs tende vers$) quandt tend vers I'infini, on
doit donc avoir |T,_,¢(0)| = 0|, c’esta-dire queT;,_,.(p) contient au moins un&zo en &ro

Si|T;5¢(0)] # 0 = €gtq¢ alors

li = .
t—g—noo E(t) €stat

€stat €St apped erreur statique.

4. Sur les transforges de Laplace des signagiRmentaires, voir annexe, page 181.
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Etude du suivi de signaux en forme de rampes, etc.Pour des enées en forme de rampes de pedmte
onar(p) = AQ Supposons qué,_,.(p) contienne au moins uréro en &ro : d'apes ce qui peade, cela

revienta dire que le sysime en boucle ferge est capable de suivre des sighauxélerence en forme
d’échelons. Dans ce ca&;inous sommes dans le cas de I'application éoidme de la valeur finale :

. T T A . . Tre(p)
i e(t) = lim pe(p) = Zlgr(l)pTHe(p)]? = Alim T

Cette limite eségalea z&ro dans le caswo’,_,(p) contient au moins dewézos en ero. Si T,_,.(p) ne
contient qu’un seulé&ro alors

lim €(t) = €trai
oo ( ) trainage

. T, , .
aveCerainage = Alim,_o %@_ €trainage €St Apped erreur de trainage.
A

Pour les signaux dont la transfoee de Laplace gcritr(p) = <, aveck > 3 (pourk = 3, on a un

signal en forme de parabole), le Sste en boucle ferée sera capable de suivre ces signaux s'il gt d
capable de suivre les signaux d’'ordre- 1. En faisant le l@me raisonnement queguedemment, I'erreur
de suivi tendra ver8 si T, _,.(p) contient au moing zéros en &ro.

Etude du suivi de signaux en forme de sinugdes Dans le cas d'un signal déférence sinugdal ()

d’amplitude A et de pulsation proprey (r(t) = Asin(wot)), ona:

wo

r(p) = A——.

( ) p2 + wg

Nous ne sommes plus dans les conditions d'application dartme de la valeur finale car a priori la

fonction pe(p) a deux fdles sur I'axe imaginaire ettjwy. Cependant, on sait que laponse (dite har-

monique) d'un systme dynamique stabke un signal sinusdal tend vers leégime permanent suivant :

€(t) = A|T,—(Jwo)|sin (wot + arg(T,—(jwo))) - Par suite, pour assurer un suivi ddarence parfait de

ce signal t(lir+n e(t) = 0), il est recessaire d’avo)roHe(jwoﬂ =0 ‘ ce qui revient dire que les nombres
—+00

complexes conjugs+jwy sont £ros deT,_,.(p). Sinon on peut essayer de rechercher une erreur faible
d’amplitude maximales;,, en imposaniT, . (jwo)| < €sin.

Supposons que I'on chercleassurer le suivi de signaux defagrence sinugdaux dont les pulsations
propres appartienneat’intervalle[wZ*", w&*e]. Sion voulait assurer un suivi parfait de tous ces signaux,
il serait recessaire que la fonction de transfért,.(p) pos&de des @ros entjwg, pour toute valeur de
wo appartenana lintervalle w7, wi**], soit un nombre infini de@os. Ce n’est pas possible car nous
ne consiérons que les fonctions de transfert admettant un nombre firérds et de ples. Dans ce cas
il est donc impossible d’obtenir un suivi parfait de signaux&féenence. Par contre, en essayant d'imposer
Vw € [wi™, wi®®] T, (jwo)| < €sin, il €st possible d’obtenir une erreur faible d’amplitude tempar

€sin-

Etude du suivi de signaux efinis par le module de leur transformée de Fourier Pour un signat(t),
on peut le reliea sa transfori@e de Fourier(jw) par :

+o0 , ,
r(t) = / () e g,
Un signal peut donétre vu comme la somme (infinie) pdde de signauxgriodiques : pour chaque
pulsationw, |r(jw)| apparé comme le “poids” du signalgriodique de pulsatiow dans le signatk(t). Le
signal de sortie(¢) peut aussi s’exprimer comme :
+o0 , A

€(t) = / e(juo) | trare(e() gy
Commele(jw)| = |Tr—c(jw)r(jw)| = |Tr—e(jw)||r(jw)], il est possible de chois|f,_(jw)| de facora
obtenir un certaine(jw)| connaissanr(jw)|.
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2.2.2 Etude du regime transitoire, mise sous forme d’un criere mathématique

Le suivi est d’autant mieux asgugue l'erreure(t) = r(t) — y(t) est proche de&o pour les signaux
de €ference qui nous ietessent. D’'a@s la discussion peedente, on peut par exempléfihir un signal
€(t) faible comme appartenaatun ensembleé&ini par :

& = {etel quele(jw)| < esupA} (2.2)

aveceg,, un scalaire positif faible ettoA caracérise la “taille” du signal d’enée (par exemple, 'amplitude
de I'eéchelon). Il s’agit ici de normaliser I'erredipar une grandeur caréeistique du signal d’ender.

Par exemple, dans s ali le signal de éference est un signal en formeadhelon (r(p) = %) :

Vo, Je(jw)] S cpd = Ve, [Troe(jw) 5] < coupd
(2.3)
= Vw, [Trse(jw)] < €supliw

On peut donc exprimer que I'on recherche un signal d’ere@yrappartenana un certain ensemble pour
un signal de &ference don@r(¢) par une contrainte sur le module de la fonctign, . (jw). En fait, si on

consicere n'importe quel signal(t) tel que|7(jw)| < ﬁ alors

Vw, \Trﬁe(jw)j%] <eupAd = Yw, |Troe(jw)f(jw)| < €supA
Le signale(t) tel quee(jw) = T, (jw)r(jw) satisfait donde(jw)| < esupA : pour ces signauxal on a
donc aussi la propgte desitee pour le signal d’erreu(t).

Cela suggre donc de greraliser la @marche prcedente. Dans les @hodes fequentielles, laca-
ractérisation d’un ensemble de signasft) se fait via leurspectre fequentiel Pour cela, on introduit une
fonction de transfertVs(p), appeéepondération. On peut alors @finir un ensemble de signaux comme

{s tel ques(jw)| < [W(jw)l} (2.4)

avec|.| qui désigne le module ou encore comme

1
— 5. (2.5)
(W (jw)| }

Par commod#, la premére dfinition est utili€e pour éfinir les ensembles de signaux d'é&®r(en I'oc-
currence, iciyr(t)) et la seconde pourédinir les ensembles de signaux de sortie duésyst bou@ (en
l'occurrence, icig(t)).

{s tel que|s(jw)| <

Exercice En adoptant la prerare cefinition, ceterminer une fonction de transfert du premier ofdigp)
pour caradtriser 'ensemble des signaui) définis par leur transforée de Laplaces(p) = avec
« décrivant I'intervalle[a, o).

1
P+

Dans notre cas particulier, on a le signal d’éetr qui peutétre cfini par I'introduction d’une fonction
de transfertV,. telle que, pour les signaux deference- qui nous inéressent, nous avons :

R = {rtel que|r(jw)| < [W;(jw)[} (2.6)
avecW, (jw) = ]% Pour le signal d’erreuw, on cesire gu'il appartienna un ensembleéfini par :
& { tel que|e(jw)| < ! }
=4q€ € < =
(We(jw)l
1

avecW,(jw) = —e
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Par suite, la sortieérifiera la sgcification @siee si, pour tout signal déference- € R, on ae(jw) =
Troe(jw)r(jw) € &, cesta-dire si:

Vr(jw) € R, Yw, |e(jw)| < m = Vr(jw) €R, Yw, |Thoe(jw)r(jw)| < m
= Vo, [Troe(ju)W(jw)| < lewﬂ
= Yw, |[W(jw)Troe(jw)W,(jw)| <1
(2.7)
Dans le cas o les ponérationsiV,.(p) et W, (p) sont stables, ceci se note :
WL eWe oo < 1. (2.8)

Cette notation repose sur |&fthition de lanorme H, d’'une fonction de transfert stable G(p) qui est
donrée par :
|Gl = sup |G(jw)|. (2.9)
we(0, o]
En réalite, la normeH,, d’'une fonction de transfeii(p) est donie parsupRrey,)~o |G(p)|. Cependant
dans le caswG(p) est stable, on a

sup |G(p)| = sup |G(jw)l.
Rep)>o0 w€l0, oo
Pour une fonction de transfef(p) donrée, il est possible de calculer efficacement cette qéapét la
résolution nurarique sur un calculateur : ce point eévdlopE en Annexe, page 196.

On peut s'interroger sur la signification de I'expression (2.8). En fag,interpétation tés simple peut
étre obtenue sur le tracu module de la fonction de transféit ... Pour cela, il faut noter que, pour une
fonction de transferf;._,. stable, on a :

1
(W, (jw)We(jw)|
La contrainte faisant intervenir la nornfé,, s’interpete donc comme une contrainte sur la forme du
module de la fonction de sensibdiff;. .. Pour que la sgcification de suivi de trajectoire soit satisfaite

(c'esta-dire quer € R = € € &), le correcteurk” est tel que le module de la fonction de transfért,
est infrieur au module de la fonction de transf%tlw. Par la suite, on posefd; (p) = W, (p)We(p).
T €

(2.8) <= Vw, |T)oe(jw)| <

Dans le cas d’un suivi deeference eréchelon W, (p) =

EsupP”

Dans le cas cons@é de signaux deéference erechelon, une difficult se pesente car la fonction
de transfert;(p) = esulpp n'est pas stable. La solution couramment co@sid consisteéx perturber
“faiblement” cette fonction de transfert pour la rendre stable : pour oalgrend

1
Wi(p) = ————
() €sup(D + €)

avece faible et positif. Dans ce cassl on obtient une contrainte sur le module de la fonction de transfert
T,_,. qui est don@e par la figure 2.4. Dans ce quipede, la contrainte sur le module est agegjabarit

(frequentiel).
1
Qw) = = = csupVw? + €.
)= WGy ~

La fonction de transfertV; est appeite ponceration (frequentielle) La forme de la fonction de transfert
T,_. présenge sur la figure 2.4 est relativement typique pour le suivedierence erechelon. La pulsation
wiy, telle que|W, (jwfy, )| = 1 estimportante capf;, ~ L1 Au plus elle est importante, au plus on peut

Esup ”
garantir que I'erreufe(jw)| est faible.

Le régime transitoire de leéponse temporellg(¢) d’'un sysemea une consigne(t¢) en échelon est
(entre autres) caraatise par un ou plusieurs indicateurs de raf@dit d'amortissement (voir la figure 2.5) :
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Module de S(jw)

1SGo)l

YW, o)

-15

-20

-25 .
10 10 10

FIGURE 2.4 — Tra@ du module de la fonction de transféit_,.

le temps de monée ¢, : temps @cessaire pour que la sorti¢) passe deé0 % a90 % de la valeur finale ;

le temps du premier maximum t¢,,.. : dans le caswla reponse a un&passement non nul, temps pour
lequel se produit le premieiegpassement ;

le temps d'établissementt, : tempsa partie duquel la sortig(t) reste inérieuread +5% de la valeur
finale;

le depassement effo D1% : la valeur maximale de la sortig(t) divisée par la valeur finale dg(t) et
exprimee en’;.

La rapidi€ peutétre cefinie par letemps de eponsequi, en fonction du prolgime consiére, peutétre

définie par I'un des trois temps@edemment introduits (temps de meeftemps du premier maximum ou

temps détablissement). Dans la suite, par convention et sauf mention contraire, le denfgponse sera

défini par le temps de moee.

Le régime permanent est lui caragse par I'erreur statique (relative), c’eatdire la diference entre la
valeur de lechelon deé&férencer(t) et la valeur finale du signal de sortjé) ramerée sur la valeur finale
de I'échelonr(t).

La réponse temporelle figure 2.5 correspond au diagramme de Bode de larahetiansfert’,. .
tracee figure 2.4. Quels liens peut-établir entre ces deux tras ?

Deux caradtristiques importantes du t@adu module d€,_,.(jw) sont la pulsation de coupute
et la bande passanig; de la fonction de transfeff, ... Elles sont éfinies comme les pulsations pour
lesquelles respectivemente module deT;_,, coupel et % (soit—3 dB).

v

Pour comprendre leur iatét, examinons I'exemple suivant.

Exemple : commande d’'un moteura courant continu par un gain proportionnel On consi@re I'as-
servissement de position d’'un motéucourant continu&crit par le moéle suivant :
k

pi(ﬁp s (2.10)

Gmodele (p) -

aveck = 41,25 et = ﬁ Le correcteur recheréle est un gain proportionné&l(p) = k¢ a determiner.

5. On suppose qu'il n’y en a gu’une mais ce n'est qu'une hygsglpermettant de simplifier I'explication.
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14 T T T T T

121 T 1
i Dl%

y(®)

0.8 1

0.6 - 1

0.2 B

0 =«-—>» 0.03 0.06 0.09 0.12 0.15 0.18

FIGURE 2.5 — Caradristique du &gime transitoire de l&eponsex unéchelon

Avec ce correcteur, le syEmne boud pesente-il une@ponsea unéchelon avec une erreur statique
nulle ? Pour cela, on calcule la foncti@h_,.(p) = S(p) :

p(rip+1)

T, = —
r—e (P) 7'1]?2 Fp+ Kk

Cette fonction de transfert contient u@raa la pulsation nulle : I'erreur statique sera donc nulle, pour toute
valeur® de k°.

On cécide de constierer differentes valeurs de : k¢ € {1 1,78 3,16 5,62 10}. Pour chaque valeur,
sont repésengs figure 2.6 les modules dé&ponses &quentielles d&’,._,.(p) = S(p), deT,,(p) = T(p)
et les Eponses (temporelles) asgmesa unéchelon. Noter la @sence d'un&ro en 0 dans la fonction de
transfert?,_,.(p) se traduit par un tr&cde|7,_,.(jw)| présentant une pente de20dB/decade en basses
pulsations. On observe que pour des valeursidecroissantes, la bande passanteaugmente. Simul-
tarément, le temps deeponsea unéchelon del’,._,, = T diminue. En faitw¢ etwg sont geréralement
d’assez bons indicateurs de la ragédiiu systme. Uneregle de cuisinest quevg etwg sont inversement
proportionnels au temps de mést ¢,,. Ceci est unedgleempiriqueutile pour la mise au point de correc-
teurs mais ce n’est pas une relation néatiatique et rigoureu$e Noter aussi le lien entre la valeur du pic
de resonance d€’,_,,(jw)| = |T'(jw)| et du cepassement de l&ponsex unéchelon correspondante : au
plus|T;_,,(jw)| présente un pic desonance important, au plus leghssement est important.

6. On \erifie d’autre part que cette fonction de transfert est stable Bou 0.
7. Sirecessaire (et si cela n'a pasjaéte fait) revoir les egles du trae de Bode asymptotique en annexe, page 188.
8. Dans le cas d'une fonction de transféyt,, du second ordre :

W
P’ + 26wop + wi

on a le temps du premier maximutn ., qui est releaws par la relation :

Trsy(p) =

c ﬂ'
tmazwWs = —(——F——
e AV e

Pour un second ordre bien amorti (un coefficient d’amortissemeitiocdre de0, 7), on a alors 'ordre de grandeur suivant :
tmw$ ~ 3.
9. Sauf dans des ca®# particuliers.
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FIGURE 2.6 — Reponses &quentielles et temporelles @&, (p) et deT;_,,(p)
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FIGURE 2.7 — Reponses fquentielles et temporelles d¢p) et deS;(p)
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Remarque Le carackre “recette de cuisine” du lien entre la rapedét la pulsationo§ doit étre nuane.

En effet, comme on peut le voir sur la figure 2.4¢ > w§, ~ 1 Une borne,,, faible sur I'erreur
5 w €sup D

le(jw)| se traduit donc par une pulsatiofy importante.

Pour bien comprendre le carapt qualitatif de ce qui poade, on a ref@seng sur la figure 2.7 les
réponses fquentielles et temporelles de deux fonctidhs,.(p) = S(p) et TL..(p) = Si(p) qui ont
méme bande passantg mais dont I'une £ (p)) est plus rapide que I'autreS(p)). Cela s’explique par le
fait qu’en basse pulsatiow(< ws), on a|S;(jw)| < [S(jw)|. Il ne faut donc paséduire l'interpétation
du tra@ de|T,_.(jw)| a la simple étermination des, ou dew§ : une rapidié importante corresporaides
gains tes faibles en basses pulsations pus.(p).

Revenons maintenant au cangral, c’esta-dire :
HLL322=+6HOO <L

L'erreur statique est do@e par le module dé&,_,.(0) qui est contraint par la valeur du gabai %jw)]
1

enw = 0. Par suite, poutV,(p) =

1 5, 0N a|T,—c(0)| < esype. Lerreur statique peut donétre
contrainte par le choix de

esup(p+e

Nous venons de voir que le temps @ponse du systme peugtre modife en @éplacant la plus petite
pulsationwg pour laquelle le module de la fonction de sensibill._,. coupe I'axe0 dB. A l'aide du

gabaritm, il est possible d'imposer une borneénieure sur cette pulsation. Cette borneiidure

1

n'est rien d’autre que le puI:~:ati(mrf/W1 ou W coupe l'axed dB. Dans le cas de la poadationii;
1

préccdemment consélée, on a ;

1 1
c — _z2
wl/Wl - 62 €~ c .
sup sup

On peut ainsi contraindre le sgshe en boucle fergea étre suffisamment rapide. Noter qu’une pulsation
w$ plus important corresporale ., plus petit, ce qui justifie cette@gle.

Enfin, il faut noter que pour les pulsations faiblgs, . (jw)| < 1. Par suite, comm@, _,.+7,_,, = 1,
on a|T,,(jw)| ~ 1. CommeT,_,, est la fonction de transfert reliant le signal de consigeela sortiey,
cela va permettre un bon suivi de signaux éference pesentant un contenu spectral important en basse
frequence. Pour cela, on s’est agsque la fonction de transfeft. . qui relie le signal deaferencer
a I'erreur de suivi de trajectoiresait un module faible quand le module de la transfeende Fourier du
signal de eférence est important.

Les fonctions de por&tation possibles pour les autres classes de sighaux&kesdnt pesenges dans
le tableau 2.1. La figure 2.8 réxgente le module de I'inverse de la pération1V; dans le cas d’'une
famille de sinus avewg“’” = 10rad/s, wi"™ =100 rad/s, €maz = 10~* ete = 10~ 2.

Exercice On desire \erifier qu'un systme en boucle ferensemblabl&x celui de la figure 2.1, page 11,
suit des signaux deeference en forme échelon et en forme de sinude pour toute pulsation propre
wo appartenand l'intervalle [2, 4] rad/s. Donner I'allure du module de l'inverse de la peradion 1,
correspondante. Justifier.

Suivi de réference en forme de rampe Le raisonnement giedent peuétre appliqgé au cas d’un signal
de &férence en forme de rampe en prenant cette foiGi(jw)| = AQ (voir la figure 2.9), ce qui donne
w

un gabaritQ(w) = esupw?. Le module de la fonction de sensit#if(jw) présente alors une pente de
+40dB/dec en basses pulsations (voir sous figudedroite). Une aénuation plus forte du module en
basses pulsations (cas correspondant aux sous figures du tvaspoadh un Egime transitoire f@sentant
un temps deéponse plus faible.
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Entrée Wi(p) Erreure(t) regime permanent
Echelon amplit — 1 #)] < EegupA
chelon amplituded P le(t)| < €€sup
Rampe de pente S €(t)| < Eesypa
p p P () le(t)] < Eesup
Sinus amplituded, pulsationw -0 e(t)] < £A|sin(wot +
p p 0 P et Wl le(t)] < L A[sin(wot + ¢)]
(PP ap + wi W [ Vwo € W™, wier],
2 min, max
_ _ _ P™+ EmacP + Lo W ()| < €Al sin(wot + ¢)|
Famille de sinus amplitudd € <€
pulsationwg € [wi*™, wiae] e .
S (W — ™) [1-2 PO o = /™™,
o= = .
L € 1— €0 [ |e()| < emaa Al sin(wot + ¢)|

TABLE 2.1 — Suivi de éference de diffrentes classes de signaux

Filtre cloche

T

Gain (dB)

50l -

60

70l

107 107 10" 10° 10t 10° 10° 10* 10° 10°
Pulsation (rad/sec)

FIGURE 2.8 — Cas 4 : traede I'inverse de la poradationii;
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o
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FIGURE 2.9 — Suivi d'un signal en forme de rampe pour le moteur comiagrad K (p)

(haut) et parK'(p) = 12% (bas)
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Exemple d'un suivi de réference en forme de sinus Le raisonnement piedent peuétre appligé au
cas d’'un signal deéférence en forme de sinusle a la pulsationy, en prenant cette fois-clW, (jw) =

2 2
%, ce qui donne un gabariééini parQ(w) = %{)M (voir la figure 2.10). On peut noter que
0 — W
|T'(jwo)| = 1.
1S(w)| TGl

50 T T T T 10

|~

Gain (dB)
Gain (dB)

250 i i i i 60 i i i
10° 107 10° © 10" 10° 10° 107 10° w0, 10 10° 10°
Pulsations (rad/sec) Pulsations (rad/sec)

Réponse a une sinusoide de pulsation =3 rad/s

— Y
"t

Temps en secondes

Commande
0.1 T

0.5 1 15 2 25 3 35 4
Temps en secondes

FIGURE 2.10 — Suivi d’'une &ference sinuddale de pulsationy pour le moteur commardparC'(p) =
(p+3)°

p2+9

2.3 Specification de Performance 2 : rejet/aténuation de signaux de pertur-
bation.

Apres avoirétudg le suivi de signaux deeférencer(t), on consi@re le probkme du rejet de la per-
turbationb(t). On suppose que le signal deférence esb (probleme derégulation) et on souhaite rejeter
I'effet de la perturbation sur la sortigt) (ou de fagorequivalente sur I'erreur de suivi de trajectoife)).

Pour cela, on utilise la Bme approche que @®demment. La seule difence est qu'au lieu de
consicererT,_,, la fonction de transfert qui relie le signal defarencer(t) a I'erreur de suivi de tra-
jectoirese(t), on consi@re la fonction de transfefff,_,. = GS qui relie le signal de perturbatidiit) a
I'erreur de suivi de trajectoirest). En faisant (strictement) le @me raisonnement quegeedemment, on
arrivea la conclusion que la perturbation seré&atte si
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ou la fonction de transfeiit/, définit 'ensemble3 des signaux de perturbations de la fagcon suivante :
B = {btel que|b(jw)| < [Wy(jw)[} (2.12)

et al la fonction de transfei/’. définit I'erreur de suivi de trajectoire. De laéme fagon que peedemment,

on peut faire le raisonnement qualitatif suivant. Sur les gammes de pulsaiitnmodule de la transforge

de Fourier du signdi(¢) estimportant, pour assurer une bonnémattation (voire un rejet) des perturbations,
le module de la fonction de transf&?S doit y étre faible. Par exemple, une forme typique pour le module de
la fonction de transfei’.S pour assurer I'aéinuation de I'effet d’'une perturbation sinidale de pulsation
proprew;, est repésenée figure 2.11. Dans ce cas-le tableau 2.1 reste valable en remplag&intp) par

1
Gain en df Rgrmuaem

0db Wh

og(w)

FIGURE 2.11 — Tra€ du module de la fonction de transfert en boucle fii.S
We(p)Ws(p).

2.4 Specification de Performance 3 : aténuation des bruits de mesure.

On cesire limiter la puissance de commande due aux bruits de mesie notantS, (jw) la densié
spectrale de puissance du sigtfak, on a la puissance du signabui est donge par :

Sl

1 [t

1 2 .
Th—I;goT/ u(t)*dt = o ) Su(jw)dw

Nl

1 [t BN )
— o | Tu ()P St

La densié spectrale de puissance du bruit de mesugst importante dans les hautes pulsations. Comme
préccdemment, si on assimile le braitun signal éterministe, on peutéfinir un ensemble de signaux de
bruits W par l'introduction d’'une fonction de transfdit,, telle que :

W = {w tel que|w(jw)| < |Wy(jw)|} (2.13)

ou W, est une fonction de transfert passe-haut. Pour assurémitegtion de I'effet des bruits sur la com-
mande et sur la sortie du sgste, il faut donc qué,,_.,,, la fonction de transfert qui relie le bruit de mesure
w ala commande etT;,_,,, la fonction de transfert qui relie le bruit de mesura la sortie du sysimey
soient faibles en module pour la gamme des hautes pulsations. La feréralg des fonctions de transfert
Tw—u €tTy,—, est donc celle de fonctions de transfert passe-bas

10. S.(jw) est la transforrae de Fourier de la fonction d’autocélation moyenae deu(t) :

11. On peut d'ores et&f noter que les fonctions de transfétt_,. et T, ne sont pas ingpendantes. Il faut donc faire
attentiona la coterence des contraintes qui sont im@es sur les diéfrentes fonctions de transfert : comffie_,y, + Tw—e = 1,
on doit avoir pour les hautes pulsatidhs_¢(jw) ~ 1.
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2.5 Syecification de Performance 4 : commande mogtée.

Un autre point important mentiogrpeccdemment est que la commande ne doit &tas trop forte.
Pour c&finir cela, on peut introduire une pagrdtion,, telle que les signaux de commandelésirables
appartiennend I'ensemblé/ avec

. 1
U = {utel quelu(jw)| < m} (2.14)
Or,
u(p) = Tr—u(p)7(p) + Tw—u(p)w(p) + Ty—u(p)b(p) (2.15)

Par suite, par exemple, po@viter une influence trop grande du bruit de mesuf® sur la commande, les
gains de la fonction de transfefy, ,,, = K .S doiventétre limitts dans les hautes pulsations, donc la fonc-
tion de transferf( S doit avoir la forme d’un transfert passe-bas. Cela peut se formaligeematiquement
par le fait que :

IWoTw—uWalleo < 1. (2.16)

De plus, par rapport aux signaux defarence, les commandes ne doivent gtme trop fortes. Or, dans le
casaw=0etb=0:

I 1/2 o = 2 [ su(w
T T _%u oo o u\Jw)ew
1 [t N P
= 9 |Tr—u(jw)|*Sr (jw)dw

On a donc irgréta limiter au maximum7,_,,,(jw)| ce qui peut se traduire par une contrainte du type :
W T Wi ||oo < 1. (2.17)

Notons que dans le cas de la boucle feentecrite par la figure 2.1, on &, ,, = T, = KS. Les
contraintes (2.16) et (2.17) sonénfiées si en introduisant une pdrdtion W, telle que|Ws(jw)| >
max(|Wy, (jw) Wy, (jw)|, [Wu(jw)W,.(jw)]), on a||Wa K S| < 1. D’apres la discussion predente, I'in-
verse de la fonction de transféif, est une fonction passe-bas.

2.6 Exemple de I'asservissement d’un moteud courant continu

reféerence o Um, Q j sortie asservie
——— correcteur amplificateur moteur réducteur -

mesure

capteur

FIGURE 2.12 — Asservissement en position d’un motawourant continu

On consi@re l'asservissement de position sur un moteaourant continu (voir figure 2.12). Celui-ci
consistea agir sur I'entee d’'un amplificateur alimentant un moteurcourant continu afin d’'asservir la
position d’'une poulie entra@® par le moteur via ureducteur. La position&ksiiee est appék “signal de
reference”. Pour cela, la positiogelle de la poulie est mese et utili€e pour la commande. Le transfert
G(p) est doneg par :
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Le correcteur utilié est dona par :

4,20 x 10% (p+ 20)(p + 69, 76) 1

K(p) = .
®) P pP+45dp+1,1x10°p+ 1015

Les quatre fonctions de transfert en boucle feerf, GS, KS et T sont repesenges figure 2.13. Que
peut-on interpiter ?

20

10 T 40

FIGURE 2.13 — Exemple de fonctions de transfert en boucle é&&rm

Pour étudier le suivi de trajectoire d&férence, il est ecessaire d’examiner le taclu module de
la fonction de transferf;_,., soit S. Le module de la fonction de sensit#if(jw) présente une pente
de+40 dB/dec pour les pulsations faibles. Cela veut dire qu’elle pogssans doute deukms er). Par
suite, le systme en boucle ferée est capable de suivre des signauwédierence en forme é@chelon (erreur
statique nulle) et en forme de rampe (erreur de trainage nulle). Le m@iyte)| coupe I'axe0 dB a la
pulsation de~ 54 rad/s. Par suite, le temps déponse sera de I'ordre de ~ 5%1 ~ 50 ms. On constate
effectivement ce comportement temporel en simulation (voir la figure 2.14).

Le rejet de perturbation en eér du moteur pelitre étudé par I'examen du trécdu module de la
fonction de transfert qui lie la perturbatidiit) a I'erreur de suivi de trajectoire(t), Ty, = GS. En
basses pulsations, il @sente une pente de20dB/dec. Par suite, il contient sans doute uéra en0.
En cong&quent, le systme en boucle ferée est capable de rejeter des perturbations en forgahelon.
L'examen de la courbe sur la gamme de pulsations pour laquelle le module estanigimnne une ige
de I'amplitude de I'effet de la perturbation sur la sortie (amplificatiorésigpirea 2) ainsi que du temps de
rejection (de I'ordre d@, 2 s) (voir figure 2.15).
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L'examen des modules des fonctions de trangkéft et ' permet de constater que ce sont des fonc-
tions de transfert passe-bas, ce qui permet d’assurdriiztion de I'effet des bruits sur la commande (la
fonction de transferf( S relie le bruitw(¢) a la commande(t)) et sur la sortie du sysime (la fonction de
transfertT relie le bruitw(t) a la sortiey(t)). De plus, la @sonance que gsente le module de la fonction
de transferfl” permet d’estimer le@&passement de la sortie du gyse pour un signal déférence en forme
d’échelon.

2.7 Exercices

2.7.1 Reponses fequentielles et temporelles d’un sygtme en boucle ferrée

On consi@&re un moteuga courant continu asservi en position par un correcikeum dege de liberé.
Trois correcteurs, correspondantrois cahiers des charges édifénts, onete mis au point. Sur les figures
2.16, 2.17 et 2.18, on a trades modules de quatre fonctions de transféit ;. = S ou S repesente la
fonction de sensibilé (en hauta gauche)7,_.. = GS (en hauta droite),T,._,,, = K.S (en basa gauche)
etT,_,, = T ouT repiesente la fonction de sensibdlicompementaire (en baa,droite). D’autre part, pour
les trois correcteurs, legponses temporelles des syaes en boucle fereea unéchelon deéference eh
un échelon de perturbation oaéte simukes : voir les figure 2.19, 2.20 et 2.21.

Malheureusement, on ne sait plus quellgsonses fquentielles correspondentjuelles &ponses tem-
porelles (par exemple, leg€ponses fquentielles de la figure 2.16 ne correspondent pas forcement aux
réponses temporelles de la figure 2.19).

Pour chaque figure repsentant leséponses fquentielles d’un sydme en boucle ferge determiner
la figure repesentant leséponses temporelles correspondantes. Chaque choix éegimpérativement
justifié avec au moins trois arguments : au moins Blzas le traé de|.S(jw)|, au moins 1 bassur le traé
de|K (jw)S(jw)| et au moins 1 bassur le traé de|G(jw)S(jw)|.

10 40
0 20
-10 : 0
-20 -20
-30 : -40
-40 —60
50 0 2 4 —80 0 2 4
10 10 10 10 10 10
-10 50
-20
0
-30
-50
-40
-100
-50
-60 . . . -150 5 B 4
10 10 10 10 10 10

[T (i)

FIGURE 2.16 — Traés fiequentiels nur@ro 1
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20 20

| | |

[} B N

o o o o
| | |

(o] B N

o o o o

10° 107 10° 10° 107 10*
[SGieo)] |G(w)S(jw)|

10 20
0 0
-10 ~ -20
-20 -40
-30 » -60
-40 -80

_50 0 2 4 _100 0 2 4

10 10 10 10 10 10

[K(je)S(je)| (TG

FIGURE 2.17 — Traés friequentiels nur@ro 2

10 10
0 0
-10 =10
-20 -20
-30 -30
_40 0 2 4 _40 0 2 4
10 10 10 10 10 10
40 10
0
20
-10
0 -20
=20 -30
-40
-40
-50
_60 0 2 4 _60 0 2 4
10 10 10 10 10 10
[K({w)S(jw)]

FIGURE 2.18 — Traés fiequentiels nur@ro 3
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Réponse a un échelon de référence et & un échelon de perturbation
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FIGURE 2.19 — Reponses temporelles néno 1
Réponse a un échelon de référence et a un échelon de perturbation
3 T T T T T T T
25 o

sortie y(t)
o [
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15
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FIGURE 2.20 — Reponses temporelles néno 2
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Réponse a un échelon de référence et a un échelon de perturbation
10 T T T T T T T T T

sortie y(t)

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

0.5 T T T T T T T T T

commande u(t)
)
[6;]
T
1

-15 I I I I I I I I I
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

temps t

FIGURE 2.21 — Reponses temporelles néno 3

2.7.2 De la @pendance des gzifications d’'un cahier des charges

On consi@re la commande d’'un sysheG(p) par un correcteua un degé de liberé K (p) (voir la
figure 2.22).

FIGURE 2.22 — systme boud@ avec un correctedrun dege de liberé

1. Le correcteurk (p) aéte mis au point afin d’assurer le suivi deférence en forme de sinusles de
pulsation proprevg. Permet-il forcement d’assurer le rejet asymptotique de perturbatioftsrae
de sinusides de pulsation propte,, en sortie du sysine ? Justifier en deux mots votéponse.

2. Le correcteu (p) aéte mis au point afin d’assurer le suivi def@rences en forme échelon sans er-
reur statique. Permet-il forcement d’assurer le rejet asymptotique tiglpsions en forme échelon
en entée du systme ? Justifier en deux mots votéponse.

2.8 Quelles performances peut-on sxifier ?

Vérifier le cahier des charges revient dentester, si pour les poadations @finissant les signaux de
reference 1,.), de perturbationl{’;) et de bruit {,,) et les ponérations éfinissant les signaux d’erreur
de suivi de trajectoired¥.) et de commandéX,), les conditions suivantes sont satisfaites :
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. Suivi de trajectoires de reference||W. T, Wy || < 1;
. Rejet de perturbations | W Ty, Wp||oo < 1;

. Atténuation des bruits|W, Ty—uWilleo < 1;

. Commandes moeérées||W, T, , W, |loo < 1;

a b WO DN PP

. etc..

Dans le cas 0 I'on recherche un correcteuk telle que le sygme en boucle ferge \erifie les
contraintes ci-dessus (c'eatdire le cahier des charges), rien ne garantit qu'il existe. Avant la aise
point de le correcteur, il est donc important de se demander siéesfisptions du cahier des charges sont
realistes pour le syBine consiére, c’'esta-dire, essayer de s'assueepriori qu’il existe un correcteur qui
permet de satisfaire le cahier des charges.

Tout d’abord, il existe des relations entre les&liéintes fonctions de transfert en boucle feepce qui
implique que les diffrentes sgcifications du cahier des charges ne sont paspeddantes les unes des
autres. |l est doncéacessaire de faire des compromis entre le€udifftes sgcifications. Ces relations (ou
contraintes) sont de plusieurs natures.

Contraintes algebrigues entre les diferentes fonctions de transfert Les differentes fonctions de trans-
fert en boucle ferrae sont rekes par des relations &lgriques. Par exemple, en notant en gras les fonctions
de transfert en boucle fegmr, on a les relatiod$ : T,_,. + T,y =1, Tp— = GT,_ (lafonction de
transfertT;_,. est le produit de la fonction de transféit ,. par la fonction de transfet® qui est donge

a priori car c’est le moéle du sysgmea commander : par suite on ne peut pasiavers le choix dé(
modelerT,_,. etTy_,, de fagon inépendante)T';_,y, = GT,_,y, etc..

Contraintes sur la forme du module des fonctions de transfert en bucle fermée Sur ce sujet, les
résultats sont assez nombreux mais malheureusement assez technigéeigass. On va donc juste en
présenter quelques uns afin d’en donner un apergu. La fonctionndésieé S a éte la plusétudée. La
formule de l'aire stipule que si la diffrence de de@s entre le @nominateur de la fonction de transfert en
boucle ouverteZ K et son nurrateur est d’au moiris 2 alors

400 k
| mistwlds = x> Relp)
0 i=1
ou p; sont les Ples instables de la fonction de transfert en boucle ouveHe Par suite, pour un sy&ine
stable en boucle ouverte, I'airélimitée par la fonctionn |S(jw)| sera nulle. Sur la figure 2.23, le module
de la fonction de sensibiétest traé avec uné&chelleiinéaireen abscisse, ce qui permet de mieux apjar
I'égali€ des aires- (aire de la surface au dessus de I'&xi3 délimité par le traé deln |S(jw)|) et— (aire
de la surface au dessous de I'@x&B délimité par le traé deln | S(jw)|). Ce plenonene appafade facon
flagrante figure 2.6sont repésenés en haud gauche les diagrammes de Bode de plusieurs fonctions de
sensibilie S. On constate que lorsque l'aire en dessous I&xd3 augmente, I'aire au dessus augmente
aussi. Attention, comme 'axe des abscisses eétaelle logarithmique, on n’a pas sur cette ésgntation
égali€é des aires.

Si, de plus, une contrainte est rajeetsur la bande passahte

) We 1+k
Vw > we >wi, [T(w)| <pB ‘*
w

avec < % k> 0etVw <wi, |S(jw)| < a < 1 alors le module de la fonction de sensil@lgésente un
pic au dessus dédB pourw € [wy, w.]. Par suite, le module de la fonction de sensibitie peut paétre
dans ce casalinférieura0 dB.

12. Ces formules ne sont valables que dans le cas @asdal, c’esta-dire un correcteusr un dege de liberé.

13. Cette hypotbse est faible puisqu’eregeral le systmea commander et son correcteur sont passe basydelgtif au moins
de 1 pour chaque).

14. On oblige en fait le module de la fonction de sensibitibompementairel” a cecrdtre avec une pente minimale en hautes
pulsations.
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module de $S(jw)$ en dB

Pulsation (rad/s)

FIGURE 2.23 —traé de|S(jw)| en fonction dev

Contraintes liees aux ros instables La présence d’unéro instablé® z, dans la boucle ouveri@ K
limite la performance, notamment le temps épanse pour le suivi de trajectoire en forméatielon par
le syseme en boucle ferge.

En effet, par éfinition de la normeH ., ona:

HWISHOO = SuPRe(p)>0’W1(p>S(p)’

= SUDRe()>0 Wl(p)HG(lp)K(M‘

carG(z,) = 0. Conclusion :
W1S]loo = [Wi(2u)]-

Par suite, pour obtenjiiV; S| < 1, il est recessaire de choisir la posr@tioniV; telle que|i¥; (z,,)| < 1.
Prenons comme exemple le cas d'@nainstable&el et de la pongrationl?/; introduite peccdemment :

1
Wi(p) = ———=-
€sup(p + €)
. 1 o . _
Par suite|W;(z,)| < 1 donnez, > e &~ o ™ “f/Wl' Par swtewf/w1 sera limié par la
sup
présence d’un&ro instable. O]y, est une borne irfrieure survg.

Il est possible de @mnontrer dans un certain nombre de cas de figure queékepce deé&ros in-
stables dans le sy@heG entrane une limitation (borne s@pieure) sutwg (et pas simplement sur sa borne
inférieurewf/wl) et donc sur la rapidit de la eponse unéchelon du sysime en boucle ferée.

15. zroa partie eelle positive.
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Fonction || Basses pulsations Hautes pulsation$
GUw)K () >1 <1
5G| ~ rareIRG) ~1
G(jw)S(jw)| K] ~ |G ()]
KG)SG) |~ i ~ K (jw)|
T ()] ~1 ~ |Gjw)K (o)
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TaBLE 2.2 —Liens entre fonctions BO et fonctions BF quaidjw) K (jw)| > 1 pour les basses pulsations
et|G(jw)K (jw)| < 1 pour les hautes pulsations

Liens entre la boucle ouverte et les fonctions de transfert en bolefermée Les liens entre la fonction
de transfert en boucle ouvertek et les fonctions de transfert en boucle féerontett mis en avant &s
tot en Automatique fquentielle classique. En effet, la fonction de transfert en boucle teudesgend de
facon lintaire deK alors que les fonctions de transfert en boucle f#raont des fonctions non-&aires
de K. Dans la perspective dégler “a la main” un correcteuk, il est ineressant d’essayer de traduire les
spécifications du cahier des charges comme des contraintes sur la fonctiamskfert en boucle ouverte
méme si elles ne s’expriment pas naturellement comme cela. Dans de nomasgwafic de remplir le
cahier des charges, pour les basses pulsations,|6fija) K (jw)| > 1 et pour les hautes pulsations,
on a|G(jw)K (jw)| < 1. Hautes et basses pulsations so#firdes par rappor& la pulsation de coupure
w18, c’esta-dire la pulsation pour laquell&(jw.)K (jw.)| = 1. Les basses (resp. hautes) pulsations
correspondent aloBw < w, (resp.w > w,).

Par exemple dans le cas de la fonctyrpuisqu’en basses pulsatiofds(jw) K (jw)| > 1,0na:

1S(w)l = 11 GG EGa) ™ ICGmEG) <

De méme en hautes pulsations, puisq@é;jw) K (jw)| < 1,ona:

. 1 N
S = T agmRGay ~

En conclusion, le&glage du correcteut” permet de “modeler” la fonctiof en basses pulsations mais pas
en hautes pulsations.

En pro&dant de rame pour les autres fonctions de transfert en boucleéeran obtient le tableau 2.2
(voir aussi la figure 2.24). Ce tableau egstineressant car il met g¢vidence qu’en basses pulsatidfis,
et K S sont incependants de le correctelir et qu’en hautes pulsations, ce séhét G.S qui le sont. Dans
le choix des gabarits, cela degtie explicitement pris en compte.

2.9 Extension au cas multivariable

2.9.1 Reponse fequentielle d’'un syséme multivariable

La definition de la performance @eedemment introduite repose essentiellement sur la notiaaite
d’une fonction de transfed une pulsationy. Dans le cas d'un sy&inea une ente et une sortie, cette
notion correspond au module de la fonction de transferty 8t y désignent respectivement I'ea et la

16. Pour simplifier sa&finition, on suppose qu’elle est unique.
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enHP:S ~ 1

enBP:S ~ (GK)!

GS=G(1+GK)™!

i

enBP:GS ~ (K)~1 —
enHP :GS ~ G

KS=K(1+GK)™!

\|

enBP :KS ~ (G)7! enBP:T ~ 1
enHP :KS ~ K

T =GK(1+GK)™!

enHP T ~ GK

ONO

Independant du correcteur

Fonction du correcteur

Dépassement 0dB non contraignable

FIGURE 2.24 — Liens entre fonctions BO et fonctions BF (Laure Rossigy)ol
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sortie de la fonction de transfert (monovariablepn ajy(jw)| = |h(jw)||w(jw)|, ou|.| désigne le module
d’'un nombre complexe. Le gaanla pulsationu est cefini comme le rapport

ly(Gw)|
w(jw)|

L'amplitude d’un signal sinusdal de pulsation propre en entée est ainsi amplée parjh(jw)| lors
de son passagetravers le sysime (Eponse harmonique d'un sgste). L'amplification ne épend donc
que de la pulsatiow. Est ce le cas pour un sgshe multivariable ?

Introduisons la notation “phaseur”. Un signal sinigd peutétre vu comme la partie imaginaire d’'un
signal complexe w(t) = wpsin(wt + a) = welm (/@) Pour ce signal en eréte d’'une fonction
de transfert:, en legimeétabli ¢ — oc), le signal de sortie seratini pary(t) = yolm (e/“+#)) avec
yo = |h(jw)|wo et B = a + arg(h(jw)). En introduisant les deux nombres complexds)) = wye’®
ety(w) = yoel? (notation phaseur), on @w) = h(jw)w(w). Le module et 'angle de chaque nombre
complexe ainsi €fini n'est rien d’autre que I'amplitude et l&ephasage de chaque signal siridab Le
gaina la pulsationv est cfini comme le rapport des amplitudes des deux signaux Sofauso, soit :

ly(w)]
Jw(w)|

Cette notation peut étendre au cas des signaux d'éetet de sortie d’'un sy&mne multivariabled (jw)
(MIMO) an entees etn sorties. Soient les signaux d'eatret de sortie :

wi(t) = Ay sin(wt + ¢1) y1(t)
wy(t) = Ay sin(wt + ¢n,) Ym (t)
On peut @finir les phaseurs asséside la r@me fagon qu’en monovariable : par exemple,
A, eitn

De plus,y(w) = H (jw)w(w).
Parétendre la notation de gain aux ses multivariables, il estteessaire dedinir I''amplitude”
des signaux d’eniée et de sortie (ce sont des vecteurs). On péfihid I'amplitude” des signaux par la

/
norme euclidienngiw(w)[| = /w(w)*w(w) = \/wi(w)wi(w) + - - +wy(w)w,(w) o la barre note le
conjugté et” la transposition du conju@ud’un vecteur complexe. Cela reviéntefinir I'amplitude comme
la racine carm de la somme des amplitudes au eate chaque composante du (vecteur) signal :

lw@)ll = /AT + - + A

Le gain peut aloretre cefini comme le rapport de I'amplitude du vecteur de sortie sur 'amplitude du
vecteur d’entee. Un exemple simple est danpar le systme :

H(jw):[(l) 102]'

Pourw(w) =[1 0 ]T, on aljw(w)|| = 1 etly(w)|| = 1, soit un gain del. Par contre, pout(w) =
[0 1 ]T, on allw(w)|| = 1 et||y(w)|| = 12, soit un gain dd 2 : pour une néme pulsatiow, le gain peut

donc prendre diffrentes valeurs! La figure 2.25 répente le gain poun(w) = [ cos(d) sin(6) ]T en
fonction def : on constate qu'il est compris entteet 12. Ici, 6 repésente la direction du vecteur(w) :
en plus de dpendre de la pulsatian, le gain est aussi fonction de la direction du vecteur démtr

Dans le cas MIMO, ené&finissant le gain comme le rapport

ly(w)

lw(w@)]
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0 0.5 1 15 2 25 3.14 35

FIGURE 2.25 — Gain en fonction dg

il n’est donc pas possible dé&finir une seule valeur pour le gain. On va voir qu'&mayal, on peut dfinir
des bornes irdrieure et sugrieure sur le gain&pendant de la matrice (jw) a la pulsationw :

2 (H(e)) < (N <o (H(iw) 218

ou o(H(jw)) et a(H(jw)) sont cefinis par la suite. La valeur qui est effectivement prise est en fait
détermirée par la direction du vecteur d’e@&w(w). Pour cfinir les deux valeurs(H (jw)) et (H (jw)),
il est necessaire d'introduire ladtomposition en valeurs singgéites d’'une matrice complexe.

2.9.2 Decomposition en valeurs singuéres d’'une matrice complexe

Soit A € C™ ™, avec’ m > n : elle est &finie comme le produit d& matrices :
A=USV* (2.19)

oulU € C™*™ UU* = I,,, V € C"*", VV* = [, et

o 0 - 0
0 .
: . .0

X=10 - 0 o, avec o1 > o9 > -+ >0, > 0.
0 0
R

Les scalairesaelsc; sont appedsvaleurs singukresde la matrice complexd. Ce ne sont rien d’autre que
les racines caées des valeurs propres de la mattcd* 4, c’esta-dire,/\(A* A). La plus grande valeur
singulieres définit une norme sur la matricé. Le nombre de valeurs singaties ded non nulles indique
le rang de la matricel

La commandévht | ab svd permet d’obtenir tous legléements de la @&omposition en valeurs sin-
gulieres d’'une matrice (complexe). Son calcul est eregal nunériquement plus fiable que celui de la
décomposition en valeurs propres.

17. Dans le caston > m, la decomposition en valeurs singétes se dfinit de fagon similaire.
18. Cette matricétant syngtrique, ces valeurs propres soe¢ltes. De plus, comme elle est (sen#fidie positive, ses valeurs
propres sont positives ou nulles.
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Exemples Avec

on obtient :
0.2673
U= | 0.5345
0.8018
Avec
on obtient :
[ —0.3588 + 0.0278;
U= | —0.3588 4+ 0.0278j
| —0.8607 — 0.0139;
—0.4063
V =] —0.5604 + 0.0041;
| —0.7158 + 0.0922;

La matriceA étant de rang 2,
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—0.5345
0.7745
—0.3382

—0.8018
—0.3382
0.4927

0 0
1.0607 0O
0 0

—0.5926 + 0.1391;
—0.5926 + 0.1391;
0.5042 — 0.0695

0.6867 + 0.16857
—0.6867 — 0.16855
0

10.2408
0
0

Y —

0.7840 0.4694

0.1420 + 0.19677
—0.5655 — 0.08195

—0.7222 — 0.32505
0.3250 + 0.21667

on observe que seules deux valeurs sirggifont non nulles.

Avant d’enoncer un certain nombre de pr@tes, il est inéressant de regarder le cas des matrieeléas
de dimensior? x 2. Dans ce casd, il existe deux scalairgs et tels que :

|15 2]

Par suite, la matric& (resp.V’) a ses colonnes orthonormales : elles corresporidées matrices asséeis

a des rotations : la matridé (resp.V’) a une rotation d’anglé; (resp.f2). Si on applique la matricd a un
vecteury, celui-ci subit d’abord une rotatioréfinie par la matricd’” puis chacune de ces composantes
est dilaée paro; avant de subir une nouvelle rotatioéfthie parU.

cos(f1) —sin(6y)
sin(61)  cos(61)

U

0
02

cos(62)
sin(«92)

— Sin(eg)
cos(62)

VT

g1

0

2

A=

rotation

FIGURE 2.26 — Transformation depar A quando; = 2 etoy =1

Propriétées On a les prop#étes suivantes :
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Prop. 11°
A
on (A) = min [ Avl
ol ]l
Soientvy, vg, - -+, v, lesn vecteurs colonnes de la matrite Alors ||Av,|| = o, (A). De plus,Av,, =
Oniiy, Ol u, est lan’*™ colonne de la matrice.
Prop. 2
A
o1 (A) = max [ Aol
ol [Jv]]

Comme peccdemmentAv; = oqug, OU uy est la premére colonne de la matridé. Par suite)| Av,|| =
01 (A)

Prop.3 Vie {1, s ,n}, Av; = oju;.

Prop. 4 Pour une matrice complex¢ inversible,

_ 1 _ 1
o1(A) = m et o,(A) = m.

Prop. 5 Pour deux matrices complexdset B, un scalaire complexe,
1. 01(aA) = |alo1(A);
2. 01(A+ B) < 01(A) + 01(B) (inégalié triangulaire) ;
3. 01(AB) < 01(A)o1(B) (propriete de gain).

2.9.3 Mise en ceuvre pour dfinir le gain d’'un systeme multivariable

D’apres l'inégali€ (2.18),0 (H (jw)) peutétre cefini comme :

; = min lyt)l
a (H(jw)) = lw(w)]£0 [[w(w)]|’

Par suite, en prenadt = H (jw) et en appliquant la prog@é Prop. 1, on obtients (H (jw)) = o, (H (jw).
Ainsi le calcul du gain minimal d’'un sysine multivariabléx une pulsatiorw donrée se eduit au calcul de
la plus petite valeur singuie de la matrice complexé (jw) a la pulsationu.

D’autre part, d’apes 'inégali€ (2.18),5 (H (jw)) peutétre cefinie comme :

— . = max Hy(w)H
7)) = 80 Tw@

Par suite, en prenart = H(jw) eten appliquant la progré Prop. 2, on obtient (H (jw)) = o1(H (jw)).
Ainsi le calcul du gain maximal d’'un sy&ine multivariablé une pulsation donrée se &duit au calcul de
la plus grande valeur singelie de la matrice complexXé(jw) a la pulsationw.

Le gaina la pulsationv de la matrice de fonctions de transféf{jw) sera dit fort sic(H (jw)) > 1 et
faible sic(H (jw)) < 1.

Enfin, dans le cas d’une fonction de transfé(tjw) a une ente et une sortie, ona(H (jw)) = o (H(jw)) =
[H (jw)].

19. Cette propéte n'est pas érifiee poum > m.
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Analyse d’'une colonnea distiller Lintérét des valeurs singélies vaétre maintenant mis e@vidence
sur I'etude de lagponse harmonique d’'une matrice de fonctions de trarssfigtix enges et deux sorties
H (jw) a une pulsation dorgewy. Pour cela, on envoie en eaér du systme le signal

. Al Sin(th =+ qbl)

w(t) o Aq sin(wot + ¢2)

— Im (w(wo)ei™t) avec w(wp) = { A }

A2€j¢2
En sortie, on obtient le signal
y(t) = Im (y(wo)e?") avec y(wo) = H (jwo)w(wo).

A titre d'illustration, on considre le moéle lineari€ d’'une colonne distiller, disponible dans le fichier
Matlab di sti | donnees. m (disponible sur demand& ger ard. scorl etti @c-1yon. fr). Cet
exemple utilise les fonctions de@nt rol system t ool box.

On veutétudier la éponse fequentielle du sysmea la pulsationyy = 10~2rad/s. On a vu peccdemment
que le calcul des valeurs singeiles de la matricél (jwy) permet d’obtenir les gains minimal et maxinéal
la pulsationwy. Par suite, sousht | ab, on calculeH (jwy) par la commandeval f r (noter la diference
avec la commande Matldtr eqr esp). La commande Matlabvd permet alors de calculer les matrices
U,V etX de la cecomposition en valeurs singéites def (jwy). On obtient alorsr (H (jwg)) = 0,9010,
oo(H (jwo)) = 0,0138 et

U=[uw w]= 0,2839 — 0,5651j —0,7659 +0,1158; |
SLT T T 00,3634 - 0,68415  0,6273 — 0,08035

et
0, 7065 —0,7077
—0,7077 + 0.00195 —0, 7065 + 0,0019; |~

V=[u vg]:[

A partir de la matricel”, on peut calculer un vecteur d'eé&u du syséme tel que I'amplification soit
maximale. En effet, d'ag@s la propositiofProp. 2, en prenantv(wg) = v1, ce qui revient choisirA;, As,
@1 etgo tels que :
|: Aed® :|
= ’Ul

A2€j¢2
ona:
y(wo) = H(jwo)w(wo) = o1(H (jwo))wa

Par suite,|y(wo)|| = 0,9010||w(wp)]|. La sortie est donc un signal sintidal d“amplitude”0, 9010 fois
celle du signal d’enére. De plus, la direction du signal de sortie est directementétopar le vecteui; .

De méme, pour le choix de(wg) = wva, on aurally(wo)|| = 0,0138||w(wp)]||. La sortie est donc un
signal sinus@al d"“amplitude”0, 0138 fois celle du signal d’enée. De plus, la direction du signal de sortie
est directement doi@e parus.

Les couples, v1) et (us, v2) sont appedsdirections principales

SousSi mul i nk, on construit un sd@ma permettant de regarder Eponse temporelle du sgshe
soumis au signak(t). On compare le module instané&#¥ du vecteun(t) au module du vecteuy(t). On
obtient les traés repesengés figure 2.27, 2.28 et 2.29. On constate que le comportement de la sortie du
systme @pend fortement de I'angle du signal d’drr De plus, les valeurs singetles maximales (voir
figure 2.27) et minimales (voir figure 2.28) permettent devpir I'amplification maximale et minimale du
signal. Un cas intergdiaire est re@seng figure 2.29.

20. Norme euclidienne de(t) soit \/A? sin(wot + ¢1)2 + A3 sin(wot + ¢2)2.
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module instantane de | entree u

10 T T T
8r \

0 I I I I 1 I I
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000

module instantane de la sortie y
12 T T T

10+ .

I I I I I I
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000

FIGURE 2.27 — Module instant@nde I'entée et de la sortie pour(wy) = v;

module instantane de | entree u

10 T T T
87 \

| | | | | |
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000

module instantane de la sortie y
0.14 T T T

012

0.1 .
0.08 .
0.06 - . .
0.04 .

0.02 .

| | | | | |
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000

FIGURE 2.28 — Module instant@nde I'entée et de la sortie pous(wp) = vo
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module instantane de | entree u

m |

)
T

o
T
i

N
i

0 I I I I I I I
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000

module instantane de la sortie y
8 T T T

I I I I
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000

FIGURE 2.29 — Module instant@nde I'entée et de la sortie pous(wy) = \%(vl + v2)

Valeurs singulieres d’'une fonction de transfert multivariable Pour un systmea une eng&e et une
sortie, la eponse fequentielle peuétre étudiée en tracant le diagramme de Bode, cé&slire le traé

du module de la fonction de transfert et le &ate la phase de la fonction de transfert en fonction de la
pulsationw. Dans le cas des sgshesa plusieurs enées et plusieurs sorties, seul le ratu module peut
étre gerérali : on trace alors les valeurs singuiBs minimale et maximale dé(jw) en fonction de la
pulsationw, ce qui est colrent avec la discussionguedente. Ce tracpeutétre effecté sous Matlab par

la commandesi gma de laCont r ol system t ool box.

Syseme mal conditionre  On peut effectuer le trécdes valeurs sing@ies pour le sysme colonne
distiller (voir figure 2.30). Un sysimea plusieurs enées et plusieurs sorties est dital condition si

le rapport entre les valeurs singaés maximale et minimale est important (hnombre de conditionnement).
C'est le cas de la colonriedistiller consiérée en exemple (pousy = 10~2rad/s, le rapport des valeurs
singulieres est de I'ordre dg&b). Ces systmes sont@puesétre plus difficilesa commander.

Il faut cependant noter que des changemenéshille (ou d’'uni) sur les enfres et sur les sorties
du syseme modifient les valeurs singéites de la matrice de fonctions de transfert (et donc le nombre
de conditionnement). Un choix d’uiitpertinent par rappott I'ordre de grandeur des signaux corésics
peut permettre de diminuer le nombre de conditionnement. De facon plésstgjue, il est conse@lde
travailler sur des signaux d’e@ et de sortie qui sont d’'un@me ordre de grandeur. Cela pétre obtenu
en divisant chaque signal par sa valeur moyenne ou sa valeur maximasé @utselle). Par exemple, pour
un syséme multivariable dfini par :

J=Go
ou le chapeau@kigne que les signaux sont expeisrdans les urés de épart, siy,, etw,, repiesentent les
vecteurs des valeurs moyennes ou maximalegetes, on cfinit les vecteurs suivants :

y=[2] et w=[Di]

ymi wmi
Onaalors:
Un, O ... O Wy, 0 ... 0
1A 0 0 :
y:Dy GD,w avec D, = etD, =
G
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Values

Singular Values (dB)

1 1 1

Frequency

10° 10 10 10
(rad/sec)

FIGURE 2.30 — Traé des valeurs sing@éies de la colonna distiller

Singular
20 A ——

Values

20}

Singular Values (dB)
1
@
o
T

-100

-120

-140

-160

-180 L M| L M|

0™ 10° 10
Frequency

1 2 3

(rad/sec)

FIGURE 2.31 — Valeurs singuiires maximale et minimale d?e(trait plein) et dei (trait tire)
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Dans un certain nombre de cas de figurepeutétre mal condition@ alors ques ne I'est pas. Prenons
I'exemple d'une suspension active dehicule. C’est un systnea deux entees et deux sortiesgtini par :

&) 1 18767(p + 14.67) 24.1(p? + 5192)
b= (p* + 3.131p + 49.8)(p* + 29.33p + 5527) | 5192(p? + 3.614p + 53.01) —192.3p?

La premere entéee correspond la variation de la@te de la route (expriée en nétres), la seconda la
force applig@e par la suspension active (expeeen Newtons), la pregrie sortie corresportlla variation
de la dte de la caisse (exprige en ngtres) et la secondela variation de la@te de la roue (exprige en
metres). Les variations déte n’ex@dent pas enaréral 10 cm soib, 1 metres et la force appligae 1000
Newtons. Par suité;,,,, = Ym, = Wm, = 0,1 etw,,, = 1000. Donc,

G(p) = [ 100 100 ] G(p) [ 061 10000 ]

Les valeurs singudires maximale et minimale deet deG sont repesenges en trait tie et en trait plein sur
la figure 2.31. On constate que la misechelle a permis d’agliorer consiérablement le conditionnement
(le rapport entre les valeurs singaiés maximale et minimale est plus faibleegpmisea échelle).

2.9.4 Un autre exemple de systme mal conditionré : le chariot de supermarcte a roues
fixes

Soit un chariot de supermarehl roues fixegjue vous actionnez pour faire vos courses. @siré le
déplacer suivant 3 directions : vers I'avant, versdcet vers le haut. Qualitativement, on peut coassd
que cela correspora 3 directions principales asséesa 3 valeurs singudires (gains). La direction princi-
pale qui correspond la valeur singuére maximale est vers I'avant : il éstident que vous pouvez mouvoir
le chariot dans cette direction avec un effort faible. Pour mouvoir leathaers le dté, I'effort a depenser
est largement plus important, ce qui correspanmuhe valeur singudire plus faible. Enfin, mouvoir le chariot
vers le haut demande une gran@pense dnergie, ce qui indique que la valeur singuod est t&s faible.

Par suite, comme le gainedend fortement de la direction du vecteur d’éatf{qui est la force que
vous exercez sur le chariot soit un vecteur de dimension 3), cesgstst mal conditior@ donc difficilea
commander. Par exemple, si vous voulez vogdacer vers le@é pouréviter un obstacle, une grande force
doit étre cepenge vers le oté. De plus, si vougvaluez mal la direction du chariot, une partie de la force
peutétre appligée vers I'avant. Comme le gain assest important, cela peut avoir comme dansence
de ceplacer violemment le chariot vers I'avant, au risque d’entrer en collisiea kobstacle...

Tout ceci permet de justifier pourquoi les chariots de superrgaretsont paa roues fixes (!) et qu'on
ne les utilise pas pour soulever des charges (!!).

Exercice Calculer les valeurs singélies de la matrice de transfert :

@

=

I
[N =
[N 3~

Exercice : bien ou mal conditionré ? On consi@&re un systmea deux entes et deux sorties. On excite
les deux entres du sy&me par deux signaux sintidaux

Aq sin(wot + qbl)
Ag sin(wot + (f)g)

a la pulsationug = 1072 rad/s. Pour deux jeux de valeurs de, A, ¢; et ¢,, on obtient les simulations
repesenkes figure 2.32 et figure 2.33.
Peut-on affirmer que le sysne est mal conditiora? Justifier.
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entrée 1 entrée 2
10 10
5 5
0 0
-5 -5
-10 -10
0 1000 2000 3000 4000 0 1000 2000 3000 4000
sortie 1 sortie 2
6 10
4
2 5
0
0
-2
_4 _5
-6
-8 -10
0 1000 2000 3000 4000 0 1000 2000 3000 4000

FIGURE 2.32 — Reponsesi la pulsationvsy = 102 rad/s pour un jeu de valeurs dg, Ay, ¢, et¢, : en

haut les signaux d’erée et en bas les signaux de sortie

entrée 1 entrée 2
10 10
5 5
0 0
-5 -5
-10 -10
0 1000 2000 3000 4000 0 1000 2000 3000 4000
sortie 1 sortie 2
0.15 0.1
0.1
0.05 0.05
0
0
-0.05
-1 -0.05
-0.15
-0.2 -0.1
0 1000 2000 3000 4000 0 1000 2000 3000 4000

FIGURE 2.33 — Reponsesa la pulsationuy = 1072 rad/s pour un second jeu de valeurs4lg As, ¢; et

@2 : en haut les signaux d’erée et en bas les signaux de sortie
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2.9.5 Nombre de conditionnement d’'une matrice

Dans le cas d’'une matricé (éventuellement complexe), le rapport de sa valeur siaglinaximale
sur sa valeur singudre minimale est appehombre de conditionnement (sous Matlab, commarded).
Ce nombre est un indicateur de la diffi@i# inverser cette matrice. Par diffiogytil faut comprendre la
chose suivante : une faible modification sur la matrelcgonne une matrice inversexf differente. On parle
alors de forte sensibiét

En effet, supposons qu’une matridenon singulére (et(A) # 0) est perturbe en une matricd + E.
Quelle est la matricZ de plus petite “taille” (mes@e par la valeur sing@lire maximales(E)) telle
quedet(A + E) = 0? On cemontre ques(E) = o(A). Comme va le montrer 'exemple suivant, les
valeurs propres d’'une matricé ne donnent aucune information sur la “taille” de la matriceelle que
det(A+ E) = 0.

Exemple de matrice mal conditionree On consi@re la matrice :

1
=]
0 1

ou ¢ est un scalaire positif petit par rappart. Les valeurs propres dé ainsi que son gterminant valent
1. Cette matrice est non singele. Est-ce qu'il existe une matride de faible taille, telle quel + E soit
singuliere ? Par calcul, on obtient :

A/ 2 A/ 2
O—(A):\/1+2i2_|_1+46 O—(A):\/1+2i2_1+46

2¢? 2¢?

ce qui donne par exemple :

L e [ o) | o4 |
0,1 | 10,099 | 0,099
0,01 | 100,01 | 0,01

0 0
o=[2 0]
on ac(F) = e et la matriced + E est singulere. Par suite une faible modification du coefficiehtl) de

la matriceA menea une matrice singuwre. En conclusion, I'examen des valeurs siriggels d’'une matrice
permet de tester la difficitde son inversion nu@nique en mesurant une distaricka singularig.

En prenant

2.9.6 NormeH,, d’'un systeme multivariable

Enfin, il est possible de&inir la normeH , d'une matrice de transfert stable (MIM®)(p) par :

[Hllow = sup o(H(p))= sup o(H(jw)). (2.20)
Rep)>0 wel0, 4o0]

Sous Matlab, ssysH est I'objet systme qui repesente le syemeH, il est possible de calculer cette
guantié par la fonctiomor m{ sysH, inf) delaControl system tool box. Le principe de I'al-
gorithme est exp@en Annexe, section 8.5, page 196.

Propri étées

1. LanormeH, de la mise enérie de deux (matrices de) fonctions de transfert estdwpar le produit
des normedi,, de chacune des fonctions de transfert :

IGP)H (P)lloo < G (D)ool H (P)lloo
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2. La normeH,, d’'une matrice de fonctions de transfert esténigurea la normeH,, de chacun de
seselements :

]H ;;“gp; ]HOO > G0 ]H g(@’; ”L > 1H @)

p p
I e P .z 16Wl- [ G P e = 1H®) s
2.10 Mise en ceuvre pratique pour la formalisation de la performance des
sysemes multivariables

L'intérét du traé des valeurs singdies est plus ou moins important en fonction de Ectfjzation de
performance conséiée. Il est &ja possible d’obtenienornément d’informations de I'examen du module
des diferentes fonctions de transfériune enge et une sortie du syshe en boucle ferée. Cela vétre
illustré par I'analyse de la performance d’'un gyeea deux eniées et deux sorties.

Ajleron

Conard Flop Rud

FIGURE 2.34 — Avion exjrimental, hautement manceuvrable

Exemple Un correcteur asservissant la “¢ha de tangage” d'un avion e&gmental, hautement manceu-
vrable appe# HIMAT 21 a été réali®. Cet avion comprend un nombre important de gouvernes. Les deux
sortiesa asservir sont I'angle d’'incidence et I'assiettefl en agissant sur deux gouvernes partengs :
I“elevon” et le “canard flap”. L'angle d’'incidence: est cfini comme I'angle que fait I'axe principal de
l'avion avec la projection du vecteur vitesse dans le plan vertical corttdiaap principal de I'avion.
L'assietted correspondh I'angle que fait I'axe principal de I'avion avec le plan horizontal danef@&re
terrestre.

La premere sgcification de performance que doit remplir 'asservissement est cellgvdels trajec-
toire de Eference. Plus j@cisesment, on consife deux types de manceuvre :

Translation verticale I'assietted est gar@ée constante alors que I'angle d’'incidencearie. Cela se traduit
par une altitude qui reste constante avec une rotation du vecteur vitesse.

21. Cetavion &t tesé a la fin des anes 70 : il est actuellement au néesangricain de I'air et de I'espac@ Washington DC.
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Direct lift I'angle d’incidencex reste constant. L'engin a une &f&ration verticale sans changer son inci-
dence.

Les variations consi&tees seront des variations de tygehelon. Le type de manceuvres coagids im-
pligue un objectif de @couplage, c’eskdire que, par exemple, I'envoi d’une consigneéetelon sur
I'assiette (sortie du syséme) alors que I'angle d’attaquéslié est constant (sortizdu syséme) doit se
traduire sur I'angle d’attaque de 'avion par une variation de celui-cdqitiétre la plus faible possible.

Soientr; etrs les premier et second signaux d@férence. Soienj; etys les deux sorties du syEne.

On introduit alorse; (1) = r1(t) — y1(t) etea(t) = ra(t) — ya(t) les erreurs de suivi de trajectoires de
réference. Par suite,

Posons

Tr—>e(jw) =

TT1—>61(jw) TT‘2—>61(jw)
TT1—>€2(jw) TT2—>62(jw) .

Quelles informations peut-on tirer des teaales valeurs singelies minimales et maximales de la matrice
de fonctions de transfefff. .. ? Ces traés sont re@senés figure 2.35, traé&sa droite. On peut d'abord
noter que la pente du traest de+20 dB/dec pour les pulsations faibles, ce qui traduit l&gence de
zéros er) dans les fonctions de transfert de la matfi¢e,.. Les signaux deéférence en forme échelon
sont donc suivis, asymptotiquement. Le fait que les valeurs sérgsliminimales et maximales soient
relativement diférentes en basses pulsations indique que le suiveparttire de la direction du vecteur de

consigne{ :1 ] La gamme de pulsation8, ws] sur laquelle la valeur singd@ie maximale est faible par
2

rapporta 0 d B donne une ide sur la rapidé du suivi de trajectoires déference.

Tr ~g Tr ~g valeurs singulieres de T
1 1 2 1 r-¢

10 10 10

o
o
|
=
o o

Module en dB
|
N
=]

Module en dB
Module en dB

|
w
(=}
|
w
(=}
|
w
(=]

—40 -5 0 5 -40 -2 0 2 —40 -5 0 5
10 10 10 10 10 10 10 10 10
Pulsation en rad/s Pulsation en rad/s Pulsation en rad/s
r —¢€ TI’ —€
1 2 2 2
10 10
0 0
o o
© ©
c -10 c -10
[} Q
Q@ Q@
o} pu}
S -20 g -20
= =
-30 -30
—40 -2 0 2 —40 -5 0 5
10 10 10 10 10 10
Pulsation en rad/s Pulsation en rad/s

FIGURE 2.35 — Traé de transferts d&,_.. (gauche) et de ses valeurs singudis (droite)

En fait, le tra€ des valeurs sing@iies maximales et minimales n’est pas suffisant ptudier finement
la performance, ce qui est absolumeatessaire pour ce type deegffications. Notamment, il ne permet
pas de épondre de fagon satisfaisante aux questions suivantes :
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1. Quelle est la rapiditde Eponse de la sortigy a unéchelon appligé enry ?

2. Est ce qu'urechelon appligé enr; influe fortement sur la sortig, (couplage de I'enfrer; vers la
sortiey,) ?

3. Quelle est la rapicitde Eponse de la sortig, a unéchelon appligé enry ?

4. Est ce qu'urechelon appligé enrs influe fortement sur la sortig, (couplage de I'enéer; vers la
sortiey;) ?

Pour Epondrea ces questions| il est recessaire @tudier les modules des quatre fonctions de transfert
sont repéesenges figure 2.35.

1. pour la question 1, la fonction de transfert quitiea e; : T;, ¢, ; On peut relier le module de la
fonction de transfefT,, _,, ala €ponse temporelle obtenue pour I'é&®r; prise comme uéchelon
de la néme facon que dans le cas de la fonction de sengiBilit.. d’'un syséme monovariable ;

2. pour la question 2, la fonction de transfert quitiea ez : T, ., ; pour la sortieys, un échelon
surr; peutétre interpett comme uréchelon dont on essaie de rejeter I'effet sur la sastiepar
suite, 'etudea mener est fortement similaiéecelle effectée lors de Etude du rejet d’un signal de
perturbation (en ente par exemple) sur la sortie du ®ysie, dans le cas d’un sgshie monovariable
(fonctionTy_,. pour la perturbation en e@e) ;

3. pour la question 3, la fonction de transfert quitiea ez : T,,,, ; (Méme remarque que pour la
question 1) ;

4. pour la question 4, le transfert qui kg ae; : T),_,¢, ; (Méme remarque que pour la question 2).

r (tiré), r, (pointillés) sortie Y, et sortie Y,

-0.2 I I I I I
0 5 10 15 20 25 30

temps

commande 1 (tiré) commande 2 (pointillés)

5 10 15 20 25 30
temps

FIGURE 2.36 — Suivi de signaux déféerence en forme échelons par le sy&sine MIMO

L'examen des tré&s des modules des fonctions de transfert,., et7,.,_,., sur la figure 2.35 permet
de constater que I&ponse unéchelon de la prerare sortiey; est plus rapide que l@&ponse unéchelon
de la seconde sortig (par exemple en observant les pulsations de coupure des deuxso@heonstate
effectivement que sur l&ponse temporelle (voir figure 2.38Junéchelon dans le premier cas le temps de
monget,, = 0,28 s et dans le secont,, = 0,31 s. Lexamen des tré&&s des modules des fonctions de
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transfertl;., ,,, etT,,_,,, sur lafigure 2.37 permet de constater queéfzonsex unéchelon de la prerare
sortiey; présente un @passement beaucoup plus faible queef@onsea unéchelon de la seconde sortie
1o (par exemple en observant la valeur des picsedemance des deux courbes). L'examen degdrdes
modules des fonctions de transfé{_,., etT,,_,, sur la figure 2.35 permet de constater que la peeeni
sortiey; est beaucoup moins co@a unéchelon deé&ference sur, que ne I'est la seconde sortje pour

un échelon sur (le module de la fonction de transfért, _,., présente un pic moins basse pulsation et est
d’amplitude plus importante que le module de la fonction de trangfert.,). On peut le erifier sur les
réponses temporelles (voir figure 2.36).

T T ingulie
n-y, Ny, valeurs singuliéres de T y
10 10 10
0 0 0
3 3 3
S -10 s -10 s -10
Q Q Q
p=} p=} =}
8 -20 8 -20 8 -20
= = =
-30 -30 -30
-40 5 ) -40 5 , -40 5 ,
10 10 10 10 10 10
Pulsation en rad/s Pulsation en rad/s Pulsation en rad/s
T
st 7Y,
10 10
0 0
8 8
c -10 c -10
(] [
Q@ Q@
p} 3
g -20 g -20
= =
-30 -30
-40 5 ) -40 5 )
10 10 10 10
Pulsation en rad/s Pulsation en rad/s

FIGURE 2.37 — Traé de transferts dé&,_,, (gauche) et de ses valeurs singudis (droite)

On constate donc quegtude de la performance des €yaes multivariables ne défe pas fondamen-
talement de Btude de la performance des gyaes monovariables. La plus grandeé&tiénce est le nombre
de fonctions de transfert qui sont coresieks...

Pour la sgcification du cahier des charges, comme dans le cas monovariable, @finiadks en-
semblesR; et R, contenant les signaux et ro d’entrée du systme, des ensembles (défini par la
poncerationiV,., ) et&; (défini par la ponérationi¥,.,) contenant les signaux de sortiesitese; (défini par
la poncerationWWe, ) eteq (défini par la ponérationiV,,). Par suite, pour remplir les 8pifications de per-
formance, on doit &rifier les quatre contraintes suivanté8ie, 7., e, Wy, || < 1, ||We, Trymse, Wi || < 1,
IWe, Try e, We || < 1 etenfin||We,Tr,—,W,,|| < 1. Notons que d’agrs les propétes de la norme
H ?? les quatre conditions predentes sont impligees par la condition :

W, 0 W, 0
<1.
[N ES A A

En conclusion, pour &tude de la sgcification desuivi de trajectoires deéference I'intérét du traé
des valeurs singudres est relativement lin&t Il en est de @@me pour letude de la skcification durejet de
perturbation Uneétude fine passe foement par Etude des difrentes fonctions de transfarune ente
et une sortie impligées dans ces deuxégifications.

22. Sila normeH,, d'une matrice de fonctions de transfert esénidure ouvegalea~ alors la normefH , de chacun de ses
fonctions de transfert est iafieure olegalea .
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Tr ~u Tr ~u valeurs singuliere de T
1 1 2 1 r-u
40 40 40
30 30 30
g 20 g 20 a 20
c c c
[} [} [}
o 10 o 10 o 10
> p} >
B 8 B
S 0 s 0 S 0
-10 -10 -10
-20 5 -20 5 -20 5
10 10 10
Pulsation en rad/s Pulsation en rad/s Pulsation en rad/s
TI' - u Tr - u
1 2 2 2
40 40
30 30
8 20 9 20
c c
[} [}
o 10 o 10
> o}
B 8
S 0 s 0
-10 -10
-20 5 -20 5
10 10
Pulsation en rad/s Pulsation en rad/s

FIGURE 2.38 — Traé de transferts de la sensil@lif;._.,, (gauche) et de ses valeurs singudis (droite)

Dans le caswl'on recherche une &gification moins fine, les valeurs singeres montrent leur igtét.
Par exemple, pour ce qui est de l&sjicationcommande maxtée il est recessaire ici de limiter la
puissance @penge par la commande. Or, d'apes le tleoeme de Parseval, la puissan@pdnge peut
étre releea la ieponse fequentielle du signal :

T 00 .
lmr oo v [ 2 [u(®)?dt = 5t [72° Sy (jw)dw

v

< [T (jw))S: (jw)du

Contraindre les valeurs singeétes de la fonction de transféf}_,, (jw) revient donca limiter I'énergie
dépenge par la commande.

Enfin, notons que pour la structure de commande pari@itjue I'on a consité ici, T,y = — Ty
etTy—y = —T,—,. Ord’apes les figures 2.38 et 2.37, le teades valeurs sing@ies de ces deux fonctions
de transfert montrent que celles-ci filtrent en hautes pulsations. Barlewsyséme en boucle ferge sera
peu sensible aux bruits.

2.11 Enrésune.

Les siicifications temporelles du cahier des charge&@rtransforngées en spcifications fequentielles
qui se traduisent naturellement par des contraintes sur les modulesféesndés fonctions de transfert en
boucle ferngée. Il faut noter qua titre illustratif, on a consiglé des fonctions de transfert parti@rks, en
consicerant par exemple une perturbation eneatiu systme et pas de perturbation en sorti€aNmoins,
I'approche pesenge s'applique sans diffic@é particukeres dans des cas de figure @iéints.

Le plus important reste de comprendre le fil directeur de I'approche :

1. Définir les entees importantes pour le préohe consiére ; elles peuvertitre de 3 types : signaux de
reference, signaux de perturbation et signaux de bruit;
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2. Definir les sorties importantes par rapport au cahier des chargeséréralj I'erreur de suivi de
trajectoires et/ou la commande en éetdu systme ;

3. Décrire I'ensemble des signaux d’ekr et de sortie correspondant awédfications du cahier

des charges congie ; cette description est effeé®@ par le choix des défentes pongrationsiv,,
définissant les ensembles de signaux dem#&t de sortie ;

4. En ckduire des gabarits sur des fonctions de transfert demsysen boucle ferée.

Pour un certain nombre deéygifications, il est possible de traduire les contraintes portant sur les fon
tions de transfert en boucle feem en contraintes portant sur les fonctions de transfert en bouclg@auve
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Chapitre 3

Robustesse du sysime en boucle fernee

K Gmod

FIGURE 3.1 — Moctle G,,,,q €N boucle ferrae avec le correcteut

Le correcteurK’ a éte determiré a partir d’'un moeéle G,,,.4 du syseme physiqueéel G,...;. La boucle
fermée correspondante, r&senge figure 3.1 est donc stable @&rifie un certain nombre de &gifications
de performance. La question est de savoir si, lorsque le correcsmuviia le sysme EelG,..., le syseme
en boucle ferrae (voir figure 3.2) sera stable et si le€esifications de performance seront aussi &sssir

K Greel

FIGURE 3.2 — Systme EelG,...; en boucle ferrae avec le correcteur

L’ étude de la robustesse de le correct&uronsistea essayer d'obtenir le maximum de garanties pour
gue cela soit effectivement le cas. Pour cela, on cénsidine famille de fonctions de transfert dont le
mockle nominal“,,,,q €n constitue le “centre’On suppose que I'on est capable de choisir cet ensemble de
telle fagon qu'il contienne le sy&me éelG,..;. Par suite, si la stabiBtet la performance du syshe boud
sont cemonteées pour tous leslements de cette famille, alors elles le seront fersent pour le systme
réel. Dans le castole correcteur assure la progté de stabilié pour tous leglements de la famille, on parle
derobustesse en stabiit dans le caswle correcteur assure en plus leggifications de performance, on
parle derobustesse en performand®ans ce chapitre, on va se concentrer sur le problde la robustesse
en stabilie. Afin de bien comprendre lesdds sous-jacented’approche, le chapitreabute par un rappel et
une €é-interpétation des marges de staf@lqui sont habituellemen&finies en Automatique &équentielle
classique. Elles son&dinies pour les systes monovariables (ou sgstes SISO).

57
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3.1 Etude de la robustesse en stabiétpar les marges de stabili classiques

L’ étude de la robustesse en stabildst principalement bas sur I'utilisation ducritere de Nyquist
Il permet de ramener &tude de la stabiit d'un syséme en boucle ferge a I'étude de certaines ca-
raceristiques de lagponse fequentielle de la fonction de transfert en boucle ouverte.

_l’_

L(jw) -

FIGURE 3.3 — Bouclage d’une fonction de transfért, 4 (jw)

Crit ere de Nyquist (cas monovariable) Dans le cas v la fonction de transfeik(jw) ne poséde pas de
poles imaginaires purs, le sgshe boud SISO repieseng figure 3.3 est stable si et seulement si leérac
de la fonction de transfeft(jw) dans le plan complexe quandva de—oo a+oo ne passe pas par le point
(—1, 0) et I'encercle (dans le sens inverse des aiguilles d’'une montre) un natefoéségal au nombre
de Ples instables dé (jw).

Remarque Dans le cas o le transfert posgle des Ples imaginaires purs, le cdite pecedent s’applique aps
une modification technique qui ne sera pasalopgee ici. Pour plus de&ails, voir les livres de base sur I'automa-
tique frequentielle classique (par exemph)[

FIGURE 3.4 — Comptage du nombre d’encerclement

Remarque Dans la mise en ceuvre du érie de Nyquist, la difficult pratique principale est de compter correc-
tement le nombre d’encerclement du pdintl, 0). Une astuce est de I&terminer en comptant le nombre de points
d'intersection du trae de L(jw) avec la demi-droité—co, —1] de I'axe des abscisses. Le nombre d’encerclements
du point(—1,0) est obtenu en retranchant au nombre de faitedra@ deL(jw) coupe cette demi-droite étant
oriené vers le bas le nombre de fois te tra@ deL(jw) coupe cette demi-droite étant orient vers le haut.

Cas particulier et important : L(p) est stable (criere du revers) Dans le caswla fonction de transfert
L(p) est stable, le crire se simplifie fortement. On parle alors duanétdu revers. Il suffit deérifier que
le trace deL(jw), quandw croit, laisse le poinf—1, 0) sur sa gauche pour assurer la stabitit systme
bouck. Si, en plus, 'argument de la fonction de transfefjw) estégalea —180° que pour une seule
pulsationw;sge, la stabilie du systme boua@ est assi@e par le fait queL(jwigoe)| < 1.

Contrairemend ce que suggre I'eénoné& du critre de Nyquist, son principal &t applicatif n’est pas,
en c¢eréral, de erifier a partir de la boucle ouverte si le sste en boucle ferée correspondant est stable
ou non. On peut en effet @ment @terminer si le sysime en boucle ferge est stable en calculant ses

1. Single Input, Single Output une enige et une sortie.
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pbles. L'interét du criere de Nyquist estutre et double. Dans le contexte de la recherche d'un correcteur
K qui stabilise un sysimeG, le critere de Nyquist appliqua L = KG permet de choisir graphique-
ment K de fagcona assurer la stabiétdu systme boud. L'autre grande application estadudier pour un
syseme boud@ stable ses marges de stabiliNous allons ici I'appliquer dans cette optique. Ce qui est
remarquable, c'est que le @ie de Nyquist est I'outil central deéfude de la robustesse que ce soit en
Automatique féquentielle classique ou avdec Pour cette demie, dans la suite du document, la version
multivariable du criégre de Nyquist seranon&e. Avant d’aborder cela, les marges classiques de séabilit
pour les sysimes monovariables sont rappesd puis discéesa travers un exemple.

3.1.1 Marges de stabilié classiques

La premere erreur entre le meéte G,,,,q et le systme EelG,...; qui est classiqguement congiée est
une erreur portant sur le gain statique de la fonction de trarGfest(p). On a suppasque :

Gmod(p) = KmodH(p)

ou H (p) est une fonction de transfert de gain stati@gela un et, en&alite, le systme s’exprime comme :

Greel (p) = KreelH(p)-

Supposons qu'eréalite K,..; > K,,.q. Le syseme est commardar le correcteuk (p) = 1. La fonction

From: U(1)
T

05

To: Y(1)
o

-05F

-15 -1 -0.5 0 0.5 1 15

0,4
4p> +3p* +2p+ 1

FIGURE 3.5 — Tra& du Nyquist de la fonction de transfdrtp) =

de transfert en boucle ouverte est alors dmnparL(p) = G(p). A titre illustratif, un tra@ de Nyquist est
repeseng sur la figure 3.5 dans le cag o

0,4

L(p) = .
() 4p +3p* +2p+ 1
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Nichols Chart
20 T T T T T
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10 —

Open-Loop Gain (dB)
o
T
1

AD
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-225 -180 -135 -90 -45 0

Open-Loop Phase (deg)

FIGURE 3.6 — Tra@ du Nichols de la fonction de transfdrfp) = — 02’ 4
4p° +3p° +2p+1

La question est de savoir pour quelles valeurdidg,; le syseme boud repéseng figure 3.3 va se
mettrea osciller, voire devenir instable. La fonction de transtdpt) est stable ; par suite, d’as le criere
de Nyquist, son trazde Nyquist (re@sené figure 3.5) ne doit pas recouvrir ni encercler le point, 0).

Si le tra@ recouvre le poinf—1,0), sans I'encercler, le sysine bou@ est un oscillateur de pulsation
proprews o (valeur de la pulsation pour laquelld jw;g0) = —1). Sile tra@ entoure le point—1, 0) alors
le syseme en boucle fer&e est instable.

Que se passe-t-il quand le gdinest modife ? Rappelons que pour une pulsatigria distance entre
le point repésentant le nombre compleX€;jw) et le point0 est don@e par le moduléL(jw)|. Par suite,
quand le gaink varie deK,,,q a K., le tra@ deL(jw) est transforré par une homotie? de centre)

etde rapport[%. Pour quelle valeur d&,...;, le tra@ peut recouvrir le point—1,0) ? D'apes la figure

3.5, le point du traé qui peut recouvrir le point—1,0) ap®s transformation par 'homottie est le point

A. Pour cela, si on pose
1

AG = distance(O, A)

(3.1)

il suffit que Kee; = Ko AG. AG est appdie lamarge de gair{sugerieure).

La relation (3.1) permet deaterminer graphiquement la marge de gain. Il est possible detdardiner
directement partir de la fonction de transfefi(p). Si la pulsationw;gy est telle quearg(L(jwigo) =
—180° et telle que L(jwigp)| < 1 alors

1
AG = T (3.2)

2. Une homothtie de centrd et de rapportx est une application lieaire quia tout point) associe le poinf\/’ tel que
OM' = aOM.

3. Aestle point d'intersection du tradeL,.q(jw) avec le segment entre les points d-efl, 0) exclus.

4. De la néme fagon, on peutédinir la marge de gain iéfieure : SiK,ce: < Kmod, a partir de quelle valeur d&,...; le
syséme bou@ devient instable : cette marge pétrte cefinie si le traé de la boucle ouverté(jw) coupe I'axe des abscisses
entre—oo et —1, ce qui n'est pas le cas dans I'exemple coagdDans le casiol'on peut c&finir une marge de gain iefieure,
on parle de stabil@ conditionnelle.
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Dans un premier temps, on calcule donc la pulsatigg puis,a partir de la relation (3.2), la marge de gain
est cetermiree.

On a ainsi @monté la stabili€ du systme en boucle fer&e pour tout sysimeG,...;(p) tel que :

Greel(p) € {G(p> ‘ dK € [KmodmeodAG[a G(p) = KH(p)}

Paralblementa I'erreur sur le gain, il est@réralement consi&tée une erreur sur la phase du sysé,
c’est-a-dire que I'on consigre qu'il existe une diffrence entre la phase du nédel et la phase du syshe
réel, c’esta-dire un scalairé tel que :

Vw, arg(Gmod(jw)) - arg(Greel (]w)) =0

soit '
Vw, Greel(jw) = eijeGmod(jw)'

On recherche la plus petite valeur de I'erréusur la phase qui peut provoquer 'oscillation du syse
en boucle ferrae. Une erreur sur la phase @léndépendante de la pulsation entreG,,,,q €t G Veut
dire que I'on peut passer du t&ade L,,,q(jw) au tra@ de L,..;(jw) par une rotation de centi@ et
d’angled. D’apreés la figure 3.5, le tré&cdeL,,,,q(jw) sera rame@ sur le point—1, 0) si§ = Phi. Cette
guantigé, noke Ad, est alors appébmarge de phaseMathematiquement, si la pulsation. est telle que
|L(jwe)| = 1 et qu'elle est unique alors

A® = arg(L(jw.)) + 180° (3.3)

Pour calculer la marge de phase, on calcule donc la pulsatipais,a partir de la relation (3.3), la marge
de gain est dtermirée.

Autant I'erreur sur le gain pouvait s’inte@ter physiquement, autant il est difficile de le faire dans le
cas de l'erreur sur la phase puisqu’il n'existe pas de fonction defédnationnellea coefficients &els
dont le gain eskgala1 et dont la phase vaut une valeur constante et arbitraire (sauf chtioytiars pour
cette constante). Par contre, la marge de phase perméfida th marge de retardLa marge de retard est
donrée par la plus petite valedx R de la constante de retardelle que le systme reboud sure™ "7 L(p)
soit oscillant. Tout sysime reboud sure™"?L(p), avecr < AR sera alors stable. La marge de retard peut

donc se éfinir (et se calculer) comme :
AR = Al

We

Un autre type d’interpirtation peugtre dongé pour les marges de stat#itOn suppose que le sgate
est relativement bien connuéme s'il y a des erreurs : par suite, si on peut superposer le ttada
boucle ouvertd.,,,q(jw) obtenuex partir du moéle du systme sur le tra& de la boucle ouverte,..; (jw)
du syséme Eel, les deux traxs, bien que difrents, seront relativement proches. Le passage del dec
la boucle ouverte.,,,q(jw) au tra@ de la boucle ouverté,..;(jw) peutétre vu comme une gtere)
déformation du trage de L,,,,q(jw). Dans le cas de la marge de gain, on a suppgpee cette eéformation
était une homottie ; dans le cas de la marge de phase, céfimrohationétait une rotation.

Sile tra@ deL,,,q(jw) est suffisammer#loigré du point(—1, 0), il y a peu de chance que le téade
L,.e1(jw) le recouvre ou I'encercle. Les marges de stabpeuvent aingtre vues comme des “distances”
entre le traé deL,,,4(jw) etle point(—1, 0). Par exemple, pour la fonction de transfert en boucle ouverte :

~0,07(p+7,5)(p+2)
p(p* +0,4p +4)

L(p)

on a le traé repeseng sur la figure 3.7. D’ags le traé, la marge de gain est infinie et la marge de phase
est suprieurea90°. Ces marges semblent fabuleusesammoins, si le second coefficient den@minateur

0,4 estremplae par0, 152, le syseme boua@ sera un oscillateur pur (voir la figure 3.8). Les marges de gain
et de phase ne sont donc pagaquiates pour mesurer l'influence du coefficient de la fonction de adnsf
consicere.

5. S'ils existent plusieurs pulsations telles que L(jw?)| = 1 alorsA® = inf;{arg(L(jw?)) + 180°}
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Nyquist Diagrams
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FIGURE 3.7 — Tra@& du Nyquist dd_(p) =
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Il serait donc plus aeuat de mesurer directement la plus petite distiecgre le point —1, 0) et le
tracé de la fonction de transfert en boucle ouvelitfgw). C'est ce que I'on appelle lmmarge de module
notte AM. Elle peut se é@terminer graphiqguemeat partir de la figure 3.4 'aide d’'un compas dont la
pointe serait pigée sur le point—1,0) : I' écartement du compas serait augragansqua tracer un cercle
tangent au tre&de la fonction de transfert en boucle ouvertgw).

On peut aussi la&terminer directemerit partir de la fonction de transfef{p). Pour une pulsatiow,
la distance entre le poirit-1, 0) et le point @fini parL(jw) est donée parl + L(jw)|. Par suite,

AM = inf, |1+ L(jw)| = 11 B TéH
Sup o~ OO
w |1+ L(jw)|

ou S est la fonction de sensibit

En conclusion, la marge de gain correspanghe incertitude sur le gain du s¥ste, inépendamment
de la pulsationv, donca un type tés sgcifique d’'incertitude. La marge de phase s’intetprdifficilement,
si ce n'est par la &finition de la marge de retard (soit un autre type d'incertituds $@cifique). Enfin,
si la marge de module mesure correctement la distance entre le(pdin0) et le tra@ de la fonction
de transfert en boucle ouverte, elle n'a pagriori d'interprétation en terme d’incertitude, d’erreur entre
le mockle et le systme Eel’. Nous allons voir sur I'exemple qui suit que des incertitudes physiquement
motivées ne correspondent pas fementa des marges classiques de stahilit

3.1.2 Incertitude dynamique et inadequation des marges classiques : I'exemple d’'un sgshe
meécanique

Le syseme commanil est un sysime de doubles haltes constité par deux inerties ré@es par une
liaison élastique. La premre inertie est entfeée par un moteua courant continu. Ceci peut servir de
mockle a un radar o une tourelle de char. L'objectif est de commander le moteur de fagmservir la
position de la seconde inertie. Pour cela, on dispose delaaimplifé suivant :

100 1

1
(PP 40,6p+100) p [ p\° D
’ () +26— +1
wo wo

Gmod (p> =

avecwy = 10 rad/s et§y = 0,03. En réalite, le systme est un sy8tme nécanique avec un nombre infini
de modes souples, par exemple de la forme :

+oo +oo
1 1 1
Greel (p> = 5 H P) = Gmod(p) H 2 (34)
i=0 <p> +26 2 41 i=1 (p) +262 1

avecwy < wy < --- < w; < ---. Si on suppose que :

+00 1
H 5 ~1

i=1 <p> +2€L£+1
Wi

% )

c’est que I'on ne conrigpas la valeur des paratesw; et¢;, i allant de2 a oo (par exemple du fait d'une
impossibilie pratique). De facon plus philosophique, proclamer que l&msteel secrit (3.4) suppose

que l'on a la capadi (si ce n'est pas actuelle au moins futuredtd® capable d’avoir une connaissance
parfaite du systme €el. Un des postulats implicites de la Physique est que cela est impossibleaeD’au
part, mfeme si cela Btait, en automatiqueéguentielle on sait que cela n’apporterait rien par rappoxs
objectifs (mise au point d’'un sy&mne et/ou de son asservissement qui rempli(ssen)t le cahier des fharges
Les moctles des sysimes physiques dont on peut (et pourra) disposer seront toujouEssiimineéchelle

6. Ladistance entre un poitf et une courb€ est ladistance(M, N) minimale quandV décrit la courbeC.
7. Une interpetation sera@nmoins pEsenée dans la suite de ce chapitre.
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de temps, ce qui revient dans le domairémgifrentiela se limitera un intervalle de frquences. Cependant,
dans la conception de lois de commande par déethates “automatiques” (comme LQ@E,,, décrite
chapitre 4 et par opposition aéglage a la main” de I'automatique &guentielle classiguevoqie chapitre
5), il est recessaire de prendre en compte cela explicitement sous peigealepper des asservissements
gui seront pratiquement aberrant. L&gent chapitre explique la mise en ceuvre de cete. id

D’apres la discussion predente, il est plus licite écrire QUEG cc;(p) = Gmod(p) E(p) avecE(p) une
fonction de transferggalea 1 en basses pulsations (sur la gamme de pulsations qui correspéntelle
de temps sur laquelle on travaille) et dont le module devient de plus en plustémpau fur eta mesure
que 'on consiére des pulsationslevees. Cette fonction de transfdrip) peutétre “n’importe quoi” :
d’ordre inconnu, pas foment &elle rationnelle. Quelques possili@ktsont donees sur la figure 3.9. On

Bode Diagram

Magnitude (dB)

Phase (deg)

Frequency (rad/sec)

FIGURE 3.9 — Plusieurs sysimes eels “possibles”

parle ici dincertitude dynamiquec’esta-dire une incertitude qui porte sur la structureme du systme
(par exemple, son ordré&el qui n'est en fait pasédini). Une autre classe d'incertitudes sont iteserti-
tudes pararatriques c’esta-dire des incertitudes portant sur les paetnes du moéle. Par exemple, ici, la
pulsationw, et 'amortissemeng{, sont des paragtres du sysime. |l est probable, par exemple, gu’elles
aientétt mesuees avect10 % d’erreur, ce qui veut dire que la valewralle dew, est dans l'intervalle
[9, 11] rad/s. Elle est incertaine car on ne sait pas ce gu’elle vaut exactemamalyise des propiées de
sysemes avec incertitudes paratriques sera aboeé dans le chapitre 7. Legsent chapitre est consaeér
I'analyse des sysmes pesentant une incertitude dynamique : le cas dedayss avec plusieurs incertitudes
dynamiques sera psené dans le chapitre 7.

Pour l'illustration, supposons que le siste Eel ne contient que deux modes souples et que pour
obtenir la fonction de transfe€,,,,4(p) seul le mode ayant la pulsation propre la plus hawgguence a
éte regligé, c’esta-dire que le sysime EelG, .. (p) S'écrit :

1 1 1 1
Greel(p) ==X = Gmod(p) X

X

b p 2 p p 2 p

() + 26— +1 <> +265—+1
wo wo w1 w1

avecw; = 200 rad/s et&; = 0,03. On peut alors cons@ée I'erreur entrés,...; et G,,,q4. Son module en
dB est repeseng en fonction de la pulsatian sur la figure 3.10. Si le mode correspondar pulsation
w1 aéte negligé, c’est parce qu'il rétait pas connu a priori. Il s’agit d’'une erreur sur la structure dtesys
('ordre du mockle n'est pas l'ordre du sy@mne Eel). Ce type d’erreur est appéehcertitude dynamique
Le module de I'erreur entre le sgshe EelG,...; et le mokleG,, .y aéte tra@ sur la figure 3.10.
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Module de I'erreur

g [TTTTTTTTSTTETETS R I A S A

|Greel(jw)_Gmod

(o)l

Module
!
8
T

-100 [~

-110 -

-120 [~

-130 -
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107 10 10" 10 10°
Pulsations
log(w)

FIGURE 3.10 — Module de 'erreur absolue dans le cas d’'un mode so@gliggd XXX a re ¢erérer

Il peutétre inEressant de “normaliser” cette erreur, c’adlire au lieu de conséter une erreur absolue
Greel — Gmog de consi@rer une erreur relativgre%*M. Avec cette remis@ échelle, on constate

. mod .. .
bien que les erreurs se concentrent en hautes pulsations au voisinkgeulisation propre de la seconde
résonance (voir la figure 3.11).

Singular Values
erreur relative entre Greel et Gmod dans le cas d'un mode neglige
T T T

Singular Values (dB)

I I I
10° 10 10* 10 10
Frequency (rad/sec)

FIGURE 3.11 — Module de I'erreur relative dans le cas d’'un mode sougitige

Un autre type d’erreur peut intervenir : il s’agit d’erreurs portamt & valeur des paradtres du
systme. Par exemple, la valeuralle de la pulsationyy est incorrecte. On parle alorsiaertitude pa-
ramétrique La figure 3.12 regrsente le module de I'erreur entre le gyse el et le modle dans le cas
ou un mode souple eségligé et al, en Ealite, la valeur de la pulsation, est dell rad/s (au lieu de
10rad/s). Sur la figure 3.12 &té tra@ le module de I'erreur entre le sgate EelG,...; et le moeleG,,,oq-
On se rend compte qu’une faible incertitude pagtique (de I'ordre dd0 %) induit une forte variation
de la éponse fequentielle (erreur s@pieurea 1 pour la pulsatiori0 rad/s). On peut donc se demander si
traduire une incertitude pardique en une erreur sur laponse fequentielle est une facon éressante
de la mogliser. Ce point sera illusrsection 3.6.
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Singular Values
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FIGURE 3.12 — Module de I'erreur dans le cas d’'un mode souplgligé et d'une erreur sur la valeur dg

Il est clair que les marges classiques ne permettent pas de rendre cinagtientent et clairement de
ces deux types d'incertitude. Dans ce qui suit, nous alloasgmter une approche efficace pour glmer
les incertitudes dynamiques. Les incertitudes p@&taioques seront aboegs dans le chapitre 7. Enfin, un
dernier point important est que les marges de stalilassique ne sont pas adsgsa I'étude de la robus-
tesse des sy@ines multivariables, comme le montre I'exemple qui suit.

3.1.3 Limite des marges classiques dans le cas MIMO : I'exemplaicatellite

On commande la vitesse de rotation d’'un satellite autour d'un de ses axdépguipar un correcteur
proportionnelle de transfeft (p) = I». Le mockle du systme est don&par :

B 1 p—a? a(p+1)
G(p)_p2+a2 [ —a(p+1) p-a’ ]

aveca = 10. Il admet la repésentation détat minimaleG (p) = D + C(pI — A)~! B suivante :

0 a

1
A‘B | —a 010
C/D| | 1 al00

= O

—a 1|10 0

Le syséme boud est stable. En effet, comni€ est une matrice de gains constants, la matriégaution
du syseéme en boucle ferée sécrit :

-1 0

ame=[ 0]
Le syséme boud@ est donc stable. Que peut-on dire de sa robustesse ? Eengysbu@ comprend deux
boucles ferndes. Pour pouvoir calculer des marges de stahlslassiques, on ne peut étudier la robus-
tesse d’'une seule boudda fois. Pougtudier la robustesse de la prém& boucle, on I'ouvre en e du
systme et on calcule la fonction de transfert ainsi produite en changeasigg® (voir la figure 3.13). On
obtientL; (p) = Zl?' Pour cette boucle, la marge de phase est9@ et la marge de gain est donc infinie.
On obtient le nime Esultat avec la seconde boucle.

Peut-on pour autant en conclure que la robustesse est excellentp@8up que les commandes
et uo calcukes par le correcteur sont en fait appégs au sysime avec une certaine erreur : sur les deux



G. SCORLETTI ETV. FROMION VERSIONPROVISOIRE DU29 FEVRIER 2016 67

Lyi(p)

'/\

<1 w1

FIGURE 3.13 — Etude de la robustesse de la boucle 1

entées du satellite sont en fait applegii; = (1 + €1)uy etus = (1 + €2)uq. Cela revienta remplacer la
matrice B de la repesentation dtat par la matrice :

= _ | 1+ea 0
B_|: 0 1+62:|'

Le polyndme caradiristique du systme boua@ s&écrit alorsp? + (2+¢1 +e2)p+1+e1 +ea+ (a? + 1)eea.
D’apres le criere d’'Hurwitz, le systme est stable si les deux derniers coefficients du pohandu second
ordre sont positifs. Si on congte qu'il y a incertitude sur une seule bouélda fois, c’'esta-diree; =

0 (respectivement; = 0), alors la stabilé de la boucle fer&e est consege poure; €] — 1, +o0]
(respectivement, €] — 1, +oo[). Ceci est cofrent avec les marges de gain infinies. Il est cependant
plus #€aliste de cons&ter des incertitudes intervenaimultarementsur les deux boucles. Par exemple, si
€1 = —ey alors le systme devient instable pour des valeurs faibles;de

1
le1] > —— ~0,1.
a? +1

En conclusion, une utilisation h&e des marges de stabdlitlassiques (monovariables) ne permet pas
d’étudier correctement la robustesse desesgss multivariables.

3.2 Etude de la robustesse en stabiétpar le theoreme du petit gain

3.2.1 Formalisation des incertitudes dynamiquea travers un exemple

Le mockle G,,,,q(jw) aéte obtenta l'issue d’unectape de maglisation et/ou d’identification. On peut
faire la comparaison de ce transfert avec une grandeur physiquexgraple, une masse) qui auraitéte
détermiree lors d’'une ex@rience de mesure. A cette mesurg,{.s) est toujours assoee une tarance ¢)
gui donne une estimation de l'intervallé@ se situe la “vraie” valeur du parame physiqueétant entendu
qu’il estillusoire de la éterminer exactement. En fait, il existe @etom, tel que|om| < e pour lequel on
am = myes + dm. De ce fait, on a estimnles incertitudes&esa la mesure de la masse.

On peut adopter uneétharche similaire pouré&trire les incertitudeséies au moéle. SoitG,...;(jw) la
fonction de transfert&crivant exactement le sgshe et,,,,4(jw) son moele, qui sera forement entach
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d’incertitudes. Une facon évaluer la diference entre le sy@ie Eel et son moéle est d'introduire un
transfert stablé\ (jw) tel que

Greel (]W) = Gmod(ju}) + A(]W)
La quantié d'incertitude peut alorétreévallee par un paragire €el 5 > 0 tel que pour toute pulsation
w, |A(jw)| < B. Cette derrére condition peut sedécrire ||A|l. < (. Le réel 8 correspond donc au
e de 'exemple pecedent. Ce type d'incertitude est appéeicertitude additiveG,,,,q est souvent appel
“systtme nominal”. Dans le cas du sgsie nécanique, d’ags la figure 3.10 @ est repesené le module

A w

CTymod =

FIGURE 3.14 — Incertitude additive

deA(jw), on pourrait choisip de I'ordre de—44 dB.

Remarque Dans l'approche que l'on a choisi, onta= G,,,qu + Au. On peut essayer de motiver cela.
Supposons que 'on fasse une érpnce sur le vrai sy8ine : en appliquant un signal d’eén, on obtient un signal
de sortiey,ce;- SOItYmoa = Gmoat- AlOrs, il'y a deux causes possibles au fait gue; # Ymod

1. présence de perturbations non mé&as : dans ce cagslla differencey, cc; — ymoq €St independante de;
2. le moekleG,,,q ne moctlise pas exactement le syste eelG,..; : dans ce casal la differencey,cc; — Ymod
déepend deu.
Certaines approches proposent de &lisér les incertitudes comme des signaux de perturbdiilbes ne sont pas
stricto sensus correctes car si l&pence d’'une incertitude peutstabiliser un sysme boud@, ce n'est pas le cas
d’'un signal de perturbation.

3.2.2 Analyse de la robustesse en stabd#if travers un exemple

Revenona notre modlisation de I'incertitude par une incertitude additive. La diffieudi est que seul
le parangtre 8 est connu. Tout ce que I'on sait sur la fonction de transiérto), c’est qu’elle est boree
en module pajs. Pour garantir que le sy&he eel en boucle fer&e (que I'on ne configpas) est stable,
I'id ée est de @montrer que pour tout transfert stal¢;jw) dont la normeH ., est inerieurea 3, on a le
syséme bouca repéseng sur la figure 3.1 ave€,,,q(jw) qui est remplag parG,,.q(jw) + A(jw) qui
est stable. Pougvaluer la stabilé de cet ensemble de s¥stes en boucle ferge, il faut donc appliquer
le critere de Nyquist pour toutes les fonctions de transfert en boucle oy&rg (jw) + A(jw)) K (jw)
obtenues par toutes les fonctions de transfert stablgs) telle que|A(jw)| < 5.

Une condition &cessaire est que pok(jw) = 0, la condition du crigre de Nyquist soit &rifiee.
Pour assurer que, pour toutes les fonctions de tran&fei), le syseme boua reste stable, il suffit de
vérifier que pour toutes les pulsatiangles pointy G,,04(jw) + A(jw)) K (jw) ne recouvrent pas le point
(—1, 0).

Pour une pulsatiow donrée, I'ensemble des point&7,,,,q(jw) + A(jw)) K (jw) corresponca un
disque de centré&,,,,q4(jw) K (jw) et de rayor3| K (jw)|, quandA(jw) décrit 'ensemble des fonctions de
transfert stables dont la nornié., est inerieurea 3. Il faut donc que ce disque ne recouvre pas le point
(—1, 0). Pour cela, il suffit d’assurer que la distance entre le peiit 0) et le pointG,,,,q(jw) K (jw) est
sugerieure au rayon du disqu& savoirg| K (jw)|, soit :

) . . K(jw) 1 1

Vw, |14+ Grea(jw)K (jw)| > B K (jw)| & Yw, 15 Groa G K (o) < 3 S ||KS|eo < 5
Il est interessant de voir que le sgate bou@ se gécrit comme la connexion de la fonction de transfert
K S avec la fonction de transfed (voir la figure 3.16). Le sysime bou@ est stable pour toute fonction

de transfert stabla telle que||A||. < 3 si et seulement $iK S|, < %
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Diagramme de Nyquist de G(jw)K(jw)

1
05 .
(o .
g
g
g
E -05F .
(]
2 11+ G(iwK(jw)]
_1 - 4
-15} -
-2 L I
-2 -15 -1 -0.5 0 0.5 1
Axe réel
FIGURE 3.15 — Diagramme de Nyquist dé&(jw) K (jw)
A
0 i+
K Gmod

FIGURE 3.16 — Connexion d& .S avecA
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3.2.3 Theoreme du petit gain

L'exemple pécdent est un cas particulier dietieme du petit gain qui sera introduit page 70. Avant
de I'eénoncer, il est écessaire dedinir la stabilie plus péciement.

Stabilité interne Le syséme boud repéseng figure 3.18 est appebyséme(M, A). Ce systme boud
est ditstable de fagcon interng la matrice de fonctions de transfeéfuhie par :

{ q(s) ] _ [ (I—M(s)A(s)) ™t (I —M(s)A(s)) " M(s) } [ wi(s) }
p(s) (I = A(s)M(s)) T A(s) (I = A(s)M(s))™ wa(s)

est stable (voir figure 3.17). De plus, on dit gu’une famille de@ysts est stable si chacun de ses membres
est stable.

Exercice Enoncer la ggation de la stabilt d’une famille de sysimes.

q‘
w1 +
O A

_|_

+,_|_UJ2
M

p

FIGURE 3.17 — Connexion dé&/ avecA

Théoreme 3.2.1 (Tieoreme du petit gain) La famille des sygmes(M, A) représengs figure 3.18 est
stable pour toutes les (matrices de) fonctions de transfert stabledles que|A||. < S (respectivement
|Alls < B) si et seulement $iM || < % (respectivementM || < %).

o

M

FIGURE 3.18 — Connexion dé&/ avecA

La déemonstration du #oeme du petit gain est bas sur le crigre de Nyquist dans le cas des syseés
multivariables.
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Crit ere de Nyquist (cas multivariable) Dans le cas o la matrice de fonctions de transfdrtjw) ne
pos®de pas deddes imaginaires purs, le sgshe boud multivariable reg¥seng figure 3.3 est stable si
et seulement si le trécde la fonctiondet(/ + L(jw)) quandw va de—oo a +oc ne coupe pas le poirtt
et I'encercle (dans le sens inverse des aiguilles d’'une montre) un natelfoéségal au nombre degtes
instables dd.(jw).

Remarque Si, dans le cas des sgstes monovariables, il est possibl@wehluer la robustesse graphiquement,
a partir du diagramme de Nyquist, il n’est pas possible daile fdirectement dans le cas multivariabl@artir du
trace dedet(7 + L(jw)). Néanmoins, il peugtre misa profit pourétudier la robustesse via le&tveme du petit gain :
celui-ci est I'outil incontournable pourdtude de la robustesse des éyses multivariables.

Démonstration La demonstration est faite pour le premier cas, ca@slire, || Ao < S et M| < %

e Démontrons que S{M || < % alors le systme (M, A) est stable pour toutes les (matrices de)
fonctions de transfert stablés telles quej|A|| < 3. Pour cela, on choisit de faire un raisonnement par
I'absurde : supposons qUI/ .. < % et qu'il existe une fonction de transfeft, telle que||A, |« < 8
ettelle que(M, A,) estinstable.

D’apres le criere de Nyquist multivariable, le tradedet (I — M (jw)A,(jw)) entoure au moins une fois
le pointO0.

Nous allonsttudier le traé dedet(I — M (jw)TA,(jw)) pour¥r € [0, 1]. Cetteétude permet d’analyser
la stabili& du systme boua (M, 7A,). La fonctiong,,(7) : 7+ det(I — M (jw)TA,(jw)) est continue.
Notons que

1. ¢,(0) = 1: prendrer = 0 revienta consiérer le systme boua (M, 0). Ce systme boud est
stable puisqué/ est stable.
2. (1) = det(I — M(jw)A,(jw)) : prendrer = 1 revienta consi@rer le systme boua@ (M, A,,).
Ce syséme boua@ est instable, par hypatke.
Comme la fonctiorp,, est continue, la courbeééinie, pourw donrg, pardet(I — M (jw)TA,(jw)) pourr
allant de Ga 1 est donc une courbe continue. La couréinie pardet(/ — M (jw)TA,(jw)) pourw allant
de —co a+o0, quand on fait aller- de0 a1 se ceforme contiiment entre le point + 05 et le tra@ de

det(I — M (jw)A,(jw)) (voir la figure 3.19). Par suite, il existe une courlédidie par une valeur der
qui va recouvrir le point 0, pour une valeurde la pulsation :

7 €0, 1], Fw, det(I — M(jw)TA,(jw)) =0

Or, d’apes la propté introduite dans la remarque de la page 49, datéA + E) = 0 = 5(E) > a(A).
D’ou, en utilisant cette progte, avecA = I et E = M (jw)7TA,(jw), on a

a(M(jw)TAu(jw)) = 1

soit, commer €]0, 1],

(M (jw)Au(jw)) = = > 1

A=

Or
(M (jw)Ay(jw))

IN

(M (jw))7(Au(5w))
1M [|oo [l Aulloo
1

A

N

D’ol contradiction

e (Réciproque) Bmontrons que si le syshe(M, A) est stable pour toutes les (matrices de) fonctions
de transfert stableA telles quée|Al|,, < B alors||M||o < %
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Tracés de det(l—M(’y.o)TAu(jw)) pourtallantde0al
0.6 T T T

det(ItM()a, () )
0.4F

0.2 ]
det(l)
_0'2 -

-0.41 —

partie imaginaire

-06F .
_0.8 - -

_1 - —
det(I-M(p)a (jw) )
-12F .
det(I—M(jw)Au(jw) )

1.4 I I I I
-0.5 0 0.5 1 15 2

partie réelle

FIGURE 3.19 — Traés dedet(I — M (jw)TA,(jw)), w allant ded & +oo, pourr allant de0 a1

Par I'absurde : supposons que pour tous les transfettdles que|A|| < 5, le syseme(M, A) est
stable et qu§ M || > % Sous cette derare condition, nous allons construire une fonction de transfert

telles que|Al| < (et le syseme(M, A) estinstable, ce qui constituera la contradiction.

Moo > § = sup, a(M(jw) =

= Jwy € RUU{—00, +oo} / F(M(jwp)) > %

=

Soit la cecomposition en valeurs singéites deM (jwg) = UXV*. Soito; la plus grande valeur singelie
de M (jwp). On va cherchea construire une fonction de transféxttelle que||A|« < [ et telle que :

) 1 0

A(jwg) =—V | 00 U*

01

Pour une telle fonction de transfert, on a, en utilisant le fait{guet V' sont orthonormaux :

1 0
det(l — M(jwo)A(jwp)) = det [ I—USV*LEV [0 0 |y
1 0
= det | I-U 0 O U*
=0

Par suite, pour une incertitud® ayant la valeurA(jw,) définie ci-dessus, le syshe (M, A) n'est pas
stable puisque le tréadedet(I — M (jw)A(jw)) recouvre le point 0 pouv = wy.

Construisons maintenant explicitement une fonction de tranAfditfaut distinguer deux cas.
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1. wo =00uUwy = 400 : U etV sont des matricegelles caM (jwy) est une matriceéelle. Posons
alors, en notant; etv; les deux prengres colonnes d€ etV :

1
A(p) = —ovul.
(p) o1 v1Uy

Alors | Al = o= < 5.

2. wp €]0; 40| : les vecteurs:; etv; sont complexes. Do:
ui = | upr e, ... ug,edt | v= :
vigei%e
avecu,; etvy; réels et;, ¢; appartenana l'intervalle [—=, 0]. Soient3; > 0 eta; > 0 tels que :
5i—jwo)_ ‘ (ai_jw())_ .
are (52‘ +Jjwo/ 0 arg a; +Jwo/) Pi-
Ce sont des fonctions passe-tout car leur modulégesta 1, pour toute pulsation. Posons

a1 —p
o +p 5 3
_ . 1—P p— P
P
Yaa, +p

alors||Aljs < S et
0
0

1
) 1 N
A(jwy) = O_—lV 0 U

O

La plus grande valeur du scalaisetelle que les conditions du Boeme du petit gain sont satisfaites,
peutétre consiéree comme unenarge de stabilé. En effet, il s'agit d’un indicateur qui permeté&aluer
la quantie maximale d’incertitude (mesee par la normé/,, de I'incertitude) sur le sygme pour laquelle
on peut garantir que le correcteur va stabiliser legsysten boucle ferge.

3.2.4 Interprétation de la marge de module (cas monovariable SISO)

Grace au teoeme du petit gain, il est possible d’integper la marge de module dans le cas des
systmes monovariables. Eréldut de chapitre, il &t vu qu’elle esggalea l'inverse de la norméi,,
de la fonction de sensibiétS. Or d’apes le tleoeme du petit gain, §j5||c < % alors le systme(S, A)

est stable pour toutes incertitudastelles que||Af|, < 3. En posani3 = Ay, avecA), qui repesente
la marge de module, on a donc ces delggalies qui sont &rifiees. La fonction de transfert en boucle
fermée S est la fonction de transfert entre kf@érence- et I'erreur de suivi de trajectoiremais aussi entre
la perturbation de sortig et la sortiey (voir figure 3.20). En connectant une incertitufiea I'entréeb et

a la sortiey de la fonction de sensibiétS, on obtient le sys&tme repesené figure 3.20, bas. D’'aps le
theoeme du petit gain, SiAl. < Ay, alors le sysme boud repéseng figure 3.20 est stable. Cela
correspond la famille de systmesa commander de la forme

Ceci est appéke undncertitude multiplicative inversd.a marge de module mesure donc la quantiaxi-
male d’erreur relative sur la fonction de transfert inverse duesystpour laquelle le sy&sine boud

repeseng figure 2.4 reste stable. L@t de ce type d'incertitudes est d’obtenir des familles de fonctions
de transfert contenant des fonctions de transfert instatdesasi le systmeG,,,,q €st stable (pourquoi ?).
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o+ S
> K Gmod
Grea
b { 77777777 A e :
+ Jl + S 1
K Gmod t y“‘

FIGURE 3.20 — Interpetation de la marge de module

3.2.5 Interprétation de la marge de module (cas multivariable MIMO)

[l faut noter un fait important : dans le cas de gyses monovariables, il est possible de permuter le
produit de deux fonctions de transfert sans modifie€rultat final GK = KG). Cette prop@t n’est,
en ¢eréral, pas vraie dans le cas de gyses multivariables§ K # KG). La congquence est qu'il est
possible de dfinir plusieurs fonctions de sensib@itlans le second cas :

sensibilite en entéeS, = (I + KG)~!, en sortieS, = (I + GK)™*
sensibilitt compEmentaire en entéeT,, = (I + KG) ' KG, ensortiel, = (I + GK)'GK

avecS, +T, = I, Sy +T, = I etGS, = S,G. Ces fonctions de transfert en boucle féemnsont
repesenges sur la figure 3.21. Notons que dans le cas SEBGs S, = S etT, = T, = T alors qu'en
géreral dans le cas MIMQS,, # S, etT,, # Ty,.

Exercice A partir de la figure 3.21établir que dans cas multivariabs, = (I + KG) %, S, = (I +
GK) L, T,=(I+KG)"'KGetT,= (I + GK)"'GK.

FIGURE 3.21 — Systme en boucle ferée MIMO
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L'interprétation de la marge de module permet dedéirdr proprement dans le cas des sysés mul-
tivariables, via les fonctions de sensitdlis, et S,. Elles permettent @tudier la stabilié de la boucle

,,,,,,,,,,

FIGURE 3.22 — Incertitudes multiplicatives inverses en sortie (en haut) et ebesf@n bas)

fermée en pesence d’'une incertitude multiplicative inverse en sorti€n) = (I + A(p)) ' Gmoa(p) €tEN
présence d’une incertitude multiplicative inverse en@atiG (p) = Goa(p)(I + A(p))~1. La premére
peut moeliser des incertitudes sur les capteurs, la seconde sur les actio@eyrsut donc éfinir une
marge de module en edt du systme comme l'inverse dgS, |- et une marge de module en sortie du
syseme comme l'inverse dgS, || . Dans le cas des sgshes monovariables, elles s@gfales : assurer la
robustesse par rappartdes incertitudes en eatr du systme revient assurer la robustesse par rapgort
des incertitudes en sortie du Sste. Dans le cas des systes multivariables, ce n’est pas toujours vrai.
En conclusion, pour étude de la robustesse des sysés multivariables, il est in@patif d’étudiera la fois
les marges en erite et en sortie du sy&she.

Exercice On consi@re la commande de la vitesse de rotatiéorde dans la sous section 3.1.3.
1. Calculer les matrices de fonctions de transfgret S, .
2. Calculer les valeurs singglies maximales et minimales 8g et .S, en fonction de la pulsation.
3. En ceduire|| Syl €t||Syllco-
4. En ckduire les marges de module en éstet en sortie. Application nuarique :a = 10.

3.3 Autres classes d'incertitudes

Il est possible de &finir un certain nombre de classes d'incertitudes, voir le tableau 3.1,/Ga@ans
ce tableau, pour chaque classe d'incertitudes, est ibdidpu (matrice de) fonction(s) de transfert corres-
pondante(s) pour I'application dué&beme du petit gain (ces fonctions de transfert @atdefinies page
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Type Syseme incertain Incertitude modlisee M
A
Additif Incertitudes paraétriques
direct ++v+ Y | Modes souples
Gmod .
KS, = S,K
_— A .
Multiplicatif Marges d'entee
direct en entee Yy Actionneurs incertains
3t G
mo Tu
A
Multiplicatif Ty Marges de sortie
direct en sortie G e i Capteurs incertains
mod
Ty
A
Additif y Incertitudes para#@triques
inverse 3T G . | Systme instable
mod
GS, = S,G
A
Multiplicatif Marges en enée
inverse Y Actionneurs incertains
en entée Gmod Systme instable g
A
Multiplicatif Marges en sortie
inverse Y Capteurs incertains
en sortie Ginod T g Syseme instable g
Yy

TaBLE 3.1 — Differents types d’incertitudes non stru&es
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74, figure 3.21). Lincertitude de type “additive directe” (que I'on asidarée pecdemment pour intro-
duire le tleoeme du petit gain) permet de niider des incertitudes intervenant sur le éyst. Elle a
I'inconvénient détre une erreur absolue, c'asdire qu’elle est éfinie incependamment du mete G,,,4.

Or, par exemple, des grandeurs exmentales (comme la valeur d’'unesistance) sont fournies avec une
erreur relative et non absolue. On peut doafirdr la famille des sygimes incertains par :

G(p) = Gra)(1+ A) & A(p) = CL)=Cpredly)

ou l'incertitude est normali&e parG,,,q. On parle alors d’'incertitude multiplicative directe.

Enfin, ce qu'il faut retenir, c’est que I'examen de la valeur de la noffgedes fonctions de transfert en
boucle fernee permet dvaluer diferentes marges de stalélitsuivant le type d’incertitudes conéid,
aussi bien dans le cas des gyses monovariables que dans le cas degsyest multivariables.

3.4 Mise en ceuvre sur 'exemple du systne nmecanique

Revenons sur I'exemple du sgste nécanique, introduit section 3.1.2, page 63, dans legéssecond
mode aété negligé. On suppose qu’un correcteldra éte mis au point sué,,,.4. On cesire, en appliquant
les esultats pecddents, s’assurer que le correcteur stabilise &kiss].

Dans un premier temps, I'erreur introduite par cette approximatiéte anockliste par une erreur
absolueA (jw) = Greer(jw) — Gmod(jw). Pour ceterminer la “taille”3 de cette incertitude, la normé.,
de A(p) est cetermiree, soit graphiquemeidt partir de la figure 3.10, soit niariquement en utilisant la
fonctionnor mde laCont r ol syst em t ool box sousvat | ab. On obtient3 = —43, 7dB. D’'apres le
tableau 3.1, examiner la stabditiu systme boua@ par rappora une incertitude additive revieatexaminer
la fonction de transfert en boucle fee) = K S. D’'apres le tleo®me du petit gain, 'ensemble des
systmes bouds obtenus quand décrit 'ensemble des transferts stable de noffiiag inférieurea 5 est
stable si .

[1KS]oo < 5

Le trac@ du module dé{ (jw)S(jw) est repeseng sur la figure 3.23. Il est clair que sa valeur maximale
n’excede jamaist3, 7 dB (le calcul sousvat | ab donneb5, 26 dB). La condition donge par le tBoeme
du petit gain est doncérifiée.

— 43,7 dB.

[K({w)Sw)

10

module (dB)

-20 1 L
107" 10° 10 10°
Pulsation (rad/sec)

FIGURE 3.23 — Module d&¥ (jw)S(jw)
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Consicerons maintenant le casidierreur entre le mogle G,,,,q €t le syseme EelG,.,; est mo@liste
par une erreur relative :
Greel (]w) - Gmod(jw)
Gmod(jw)
ce qui correspond une incertitude multiplicative. D’aps la figure 3.11, le module d&(jw) n’excede pas
la valeur de24, 4 dB. D'apres le tableau 3.1 et le&oeme du petit gain, la stabiitsera garanti si

A(jw) =

|T||oo < —24,4dB.
Or ||T||eo > 1 (voir figure 3.24). Le thoreme du petit gain ne permet donc pas de conclure sur la stabilit

[TGw)l

10

Module (dB)

107 10° 10* 10° 10°
Pulsation (rad/sec)

FIGURE 3.24 — Module d€"(jw)

Les deux esultats sont-ils contradictoires ?
Pour surmonter ce prolaine, un mode de description plus fin est introduit dans la section suivante.

3.5 Amelioration de la description des incertitudes par I'utilisation des pon-
dérations frequentielles

Revenons sur I'exemple @seng section 3.1.2, page 63, dans le cas par exemple de lalisettbn de
I'incertitude par une incertitude de type additivé (¢; (jw) = Gmod(jw)+A(jw)). On a mesw la “taille”
de l'incertitude par un paragtre 5 > 0, indépendant de la pulsatian (|A(jw)| < S). Dans ce casal, 8
est de I'ordre de-44 dB. Comme on peut le voir sur la figure 3.25, c’est une descripties grossire.
Notamment, en basse pulsation, le module de I'erreur estignfra —70 dB et donc largement igfieura
—44 dB. Ce mode de repsentation de I'incertitude est donedrlimite. En effet, il est clair qu’'un made,
gu'il soit obtenu par identification et/ou melisation (physigue), ne réfle qu'une partie des dynamiques
du syseme modlise. Dans le cas des sgshes lirgaires stationnaires, cela consiatdire que la fonction
de transfert assoeé n’est repsentative du sy8ine physigue que dans une certaine gamme de pulsations.
Par suite, I'incertitude &ea la moctlisation A(jw) présente une taille&pendant acessairement de la
pulsationw.

Cette “taille” peutétre caradrisce par une fonction de transféit’(jw) stable, app&e ponceration
et telle QUEVW, |Greer(jwW) — Gmoa(jw)| = |A(jw)] < [Wi(jw)|. Un choix possible pour le module de
W' est repéseng sur la figure 3.25. Il est clair qu’il permet une description plusléiccar @pendant de
la pulsationw. Cetteécriture revieng céfinir 'ensemble des incertitudes comme I'ensembleAégo) =
Wi(jw)A(jw), Yw avec|A(jw)| < 1 (soit || Al < 1).
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Singular Values

-40

sol-
—eo}-
0l
a0l

—90 -

Singular Values (dB)

-100 -

-110

-120

-130 -

-140 ;
107 10° 10* 10° 10°
Frequency (rad/sec)

FIGURE 3.25 — Module de I'erreur dans le cas d’'un mode souplglige et d’'une erreur absolue

Dans le cas des syshes multivariables, il pe@tre recessaire d'introduire deux matrices de fonctions
de transfertV; etW: pour cefinir 'ensemble des incertitudes comme I'ensemble des matrices de fonctions
de transferA telles queA = szwg avecHKHOo < 1. Pour ce type de description de I'incertitude, il est
possible de @duire du téoeme du petit gain le corollaire suivant.

Théeoreme 3.5.1 (TlRoreme du petit gain avec ponérations) Etant don@es deux matrices de fonctions
de transfert stables et inversibl@g! et W, la famille de systmes boués dcrits figure 3.18 est stable
pour toutes les fonctions de transfert stableselle queA = WfﬁWQi avec|Al|s < 1 si et seulement si
[WiMWi||oo < 1.

Démonstration N
Etablir la stabilie du systme boud (M, A) revientaétablir la stabilié du systme boudd (M, Wi AW),
avec||All« < 1, ce qui esequivalentiétablir la stabilie du systme boud (Wi MW{, A). Par application

du treome du petit gain aveé = 1, on obtient|Wi MW}« < 1.
Il

Remarque Dans le cas © A est une fonction de transfert SISO, l&teme du petit gain avec poerations
peut se simplifier. En effet, la conditioh = W{AWZ avec||A| . < 1 peut se &ecrire|A(jw)| < [Wi(jw)| avec
Wi(jw) = Wi(jw)Wi(jw). La condition| Wi MW7 ||« < 1 s’écrit alors

) 1
VYw, W(jw)| < —.
W0l < (ar ]
On obtient donc : )
Yw, A(jw)| < ———.
AU < o)

Il suffit donc que pour chaque pulsatierle module deM (jw) soit inferieur au module de l'inverse d&(jw).

Cette condition garantit queV/ (jw)A(jw)| < 1, ce qui implique que-M (jw)A(jw) # —1. 1l
faut se rappeler qu'une conditiorecessaire pour que le sgaie bou@ oscillea la pulsationv est que
—M (jw)A(jw) = —1. La quantié 1/|M (jw)| peut donc s’intergte comme la quanétd’incertitude
minimale qui met le sygme boua@ en oscillatiora la pulsationo.

Dans le cas d'incertitudesdrites par des poidations @pendant de laéguence, la marge de statdlit
est maintenant fonction de la pulsationPar exemple, dans le cad &} (p) = w'(p)I avecw’(p) une

fonction de transfert SISO etidVi = I, la marge de stabift peutétre cfinie parm pour toute
w(Jw
pulsationw.
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+
N\
+
1+
_ + [
Wi M Wi - Wit e—

FIGURE 3.26 — Connexion dé&/ avecA

Mise en ceuvre sur I'exemple du sysime necanique Revenons sur I'exemple du sgste nécanique,
introduit section 3.1.2, page 63 et re-discaection 3.4. La fonction de transféit’ définie par :

_162p(p + 100)*(p + 10)
(p +300)*

W (p)

permet de borner I'erreur relative entre le mtal5,,,.4 et le syseme EelG,...;, Voir Figure 3.27.

20~

—20k

a0

“eo}- 1Creeii)=C

odiONNG (i)

—80k ol .

1 1
10™ 10° 10" 10° 10°

FIGURE 3.27 — Module de I'erreur relative dans le cas d’'un mode sougidige et borne

1

7

Sur la Figure 3.28, sont super@sde traé du module d€” et de
appardt que, pour toute pulsatian :

en fonction de la pulsation. Il

1

1T (jw)| < Wiw)|
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107 10° 10" 10° 10°

FIGURE 3.28 — Module d€'(jw) et de I/Ilﬂ

Par application du #oeme du petit gain poré€, on peut donc garantir la stal@ipour toute fonction de
transfertG,..; telle que
Greel (]w) - Gmod(jw) < 1

Yw, , < —.
Gmod(]‘*d) |VVZ (]w)|

3.6 Exemple en forme d’exercice

Cet exemple @sente la mise en ceuvre des outilssanés dans ce chapitre afinedudier la stabilié de
I'asservissement en position d’'un motéucourant continu dont la constante de temps la plus peéte a
négligée. Il va permettre aussi d'illustrer les avantages et les limitations deetits types de métisation
préccdemment introduites.

On consi@re I'asservissement de position d’'un motawourant continu. Le correcteur obtenue est de

la forme :
pta m{p+l

p Tp+1

K(p) = k°

Pour obtenir ce correcteur, le meld suivant @& utilisé :

k

Gmodele(p) = ———. 3.5
dete (D) P 1) (3.5)
En réalite, on peut consieter que le sysime est un sysme du second ordre, de la forme :
k
Greel (p) = reel (36)

p(rip+ )(m““p+1)

ol la constante;°! est incetermiree : la seule information disponible est qug® < [0, 73"*]. En
introduisant I'ensemble

k
p(rip+ 1) (mp + 1)’

G(rye) = {G<p> tel que G(p) = e, m]}

tout ce que I'on sait, c'est qu€',..; est unélement de cet ensemble. L'objectif est derifier que le
correcteurK (p) précédemment mis au point peut stabiliser le épsé Eel. Vue I'information dont on
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dispose (le sysime Eel est de la forme (3.6), aves < [0, 75'**]), pour garantir la stabikt pour le
systme Eel, cela reviend tester que la stabiéitde la boucle est cons@&w lorsque,,, e (p) €St remplaé
par unélement quelconqué&’(p) de G(75"**). Pour les applications nugniques, on prendra = 41, 25,

T = @ ety = 1073, k° = 0,457, a = 20, 7{ = O et75 = ﬁ'

Diagrammes de Nyquist de Greel(jw)K(jw) pour plusieurs valeurs de T,

or X

partie imaginaire

-15 ! ! ‘
15 -1 -05 0

partie reelle

FIGURE 3.29 — Traés de diagrammes de Nyquist 6¢jw)K (jw) avecrs prenant un ensemble fini de
valeurs dans l'intervallé), 73]

Une premére approche fige consistea tracer le diagramme de Nyquist d&jw)K (jw) pour un
ensemble fini cBlementsG de G(75"**). On obtient le faisceau de treg repeseng sur la figure 3.29.
Pour en é@duire la stabili des boucles feraes constitées par le bouclage d&€ sur un ensemble fini
d’élementsG deG(73"**), on peut appliquer le cére de Nyquisa tout le faisceau de courbes et prouver
ainsi la stabilié du nombre fini de sysines bouds que I'on a cons&fé. En toute rigueur, la stabititdes
boucles ferrdes constitées par leg€lémentsz de G(75'**) qui n'ont paséte consi@rés pour les tré&s de
la figure 3.29 n'a paété proue.

Puisque le crigre de Nyquist repose sur le teafréquentiel deG K dans le plan complexe pour
décrivantG(73"**), il est naturel de se demander quelle zone du plan complexetestedparGK, G
variant dangj(73"%*), pour une pulsationo donrée c’esta-dire,» € [0, 75"**] quel est 'ensemble des
points cfinis par les nombres complexes :

EK (jw) 1
jw(ﬁjw + 1) ngw + 1

Gjw) K (jw) =

Or pourf € [0, +o0],

0. 73

1 ya . . 1 .
JLE décrit un demi cercle de rayohet de centré+1, 0). Par suite, pour; €
décrit un arc de cercle. Par suité(jw) K (jw) est obtenu en multiplia% par
le nombre complex% (qui est inépendant des), ce qui revient ogerer une rotation et une
1
homottetie de centre 0. Pout € [0, 75"**], G(jw)K (jw) (etG(jw)) décrivent donc des arcs de courbe.

1
"mjw 41

Nous allons voir comment les outilsggenés dans ce chapitre permettent dans certains cas de prouver
la stabili€é des boucles ferées pour tous leslements de&; (75"**). Pour cela, nous allons utiliser déffents
types de modlisation des incertitudes introduites dans ce chapitre. C’est ainsi lioocds comprendre
leurs inkréts respectifs ainsi que leurs limitations.
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3.6.1 Choix d’'un type d’'incertitudes

Incertitudes additives, sans ponération fr équentielle (gabarit) pour cela, on dfinit 'ensemble :

Gada(Baaa) = {G(0) | 3A, Al < Buaa €1 G(p) = Comoaere(p) + A(p) }

Modéliser I'ensemble des transferts qui nougiessent par une incertitude de type additif sans @a@idn
revienta chercher I'ensembl@, ;4(5.44) de plus petite dimensiof, 4, tel que :

k
~ p(nip+1)(rep+1)

v T2 € [07 Tgnax]j G(p) S gadd(ﬁadd):
c'esta-dire
G(13"") C Gadd(Badd)- (3.7)
Rechercher le plus petit ensemble se traduit ici par le chojx,gele plus faible possible.
Montrer quef,qq = k75",

Avec l'introduction de cet ensemble de fonctions de transfert, on va remglatude de la stabiktde
tous les systmes en boucle fer@e constités par le bouclage d€ (p) surG(p) appartenar G (75"**) par
celui de ceux consties par le bouclage d€ (p) surG(p) appartenam G, q4(Bqq4)- Du fait de I'inclusion
(3.7), si la stabilié est @montée pour 'ensembl€,44(Saq4), €lle le sera pour 'ensembig(75"**).

Que peut-on dire si on@montre que la stabit n’est pas assée pour 'ensembl€,44(Bq44), C'€St-
a-dire qu'il existe au moins uBlementG(p) € Guad(Saqaa) tel que la boucle ferge correspondante est
instable ?

Il est interessant de rechercher une intétption gonétrique de l'inclusion (3.7). Pour cela, on va
se placer dans le plan complexedetine pulsation dorgew repesenter les ensemblg&: (jw) | G €
G} et {G(jw) | G € Gaaa(Pada)}- Le second ensemble admet une intétation gonétrique
simple puisque si

{G(w) | G € Gaad(Baaa)} = {G(w) | FAGW), [A(W)| < Badd,  G(jw) = Gmod(jw) + A(jw)}
= {G(]w> | |G(]w) - Gmod(jw)| < Badd}

Pour une pulsationr donrée, la repesentation dans le plan complexe &(jw) | G € Guga(Baad)}
correspond donc au disque de cenfig,4(jw) et de rayons,sq. On a vu que, pour une pulsation
donree,{G(jw) | G € G(75"**)} correspond dans le plan complexen arc de cercle (voir figure 3.30).
La figure 3.31 pesente cette repsentation pour plusieurs pulsations.

De ces figures, il est clair qUEG(jw) | G € Gaad(Bada)} est largement plus grand que I'ensemble
{G(jw) | G € G(m"**)}. Par suite, il est plus difficile d’assurer la stal@lile tous les sy8tes en
boucle fernge constités par le bouclage d& (p) sur G(p) appartenan G,qq4(S5aqq) que d’assurer la
stabilitt de ceux constits par le bouclage d€(p) surG(p) appartenam G(75"**) car on Eclame que le
syseéme boud soit stable pour un nombre importané@ments=(p) qui appartiennert G,qq(Sqqq4) SANS
appartenia G(r3'**) (ceci est visible sur la figure 3.30).

On voit ici que I'on a inéréta choisir le plus petit ensembig 44(5.qaq) CONtenany (75"**), donc pour
une pulsatiow donreea rechercher le plus petit disquefthi par{ G(jw) | G € Guaa(Badq)} qui contienne
I'arc défini par les{G(jw) | G € G(75"**)}. Pour cela, le choix du “centre” du disque est important : il a
été priségala G,,.q4, Ce qui correspond pour une pulsatiomonréea choisir une des ex@mites de I'arc.
C’est un choix motie par le fait qu'il correspond au mektk qui a servi de basela syntlese du correcteur.
Mais, pour ce qui est I'analyse de la robustesse, ce choix est maunaigip si le centre du disque avait
été choisi en n'importe quel point de I'arc, le disque obtenu a@taiplus petit.

D’autre part, si on examine les disques obtenus pour des pulsatitaikles (voir la figure 3.31), en
imposant la contrainte que le centre du disqued'sixtremite de I'arc, on obtienty peu pes) le plus petit
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Representation pour w=50 rad/s
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FIGURE 3.30 — Repésentation d§G(jw) | G € G(13"")} et{G(jw) | G € Gudi(Padd)} POUrw =
50 rad/s
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FIGURE 3.31 — Repésentation déG (jw) | G € G(73"®)} et{G(jw) | G € Gaaa(Bada)} poUr differentes
pulsationsu
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disque. Par contre, sil’'on se place aux hautes pulsations, on congtate g’'est plus le cas. Par suite, I'uti-
lisation d’une incertitude additive n’est (relativement) pertinente querseigamme de pulsations (basses
pulsations). Cela vient du fait que le rayon des disques egpamtiant de la pulsatian Lintroduction
d’une poneration féquentielle va nous permettre de rendre ce rayapeddant de la pulsatianet donc
d’obtenir des disques de dimension plus faible.

Incertitudes additives, avec ponération fr équentielle (gabarit) pour cela, on dfinit 'ensemble :

gadd(Wadd) = {El A ‘ HAHOO S 1 et G(P) = Gmodele(p) + Wadd(p)A(p)} .

Modéliser 'ensemble des transferts qui nougiessent par une incertitude de type additif revieoher-
cher le plus petit ensembig, ;4(W,44) tel que :

k
V1elo, "], G(p)= € Guad Wadd)-
> € [0, ] ®) = St Dmp 1 1) € Jata(Wada)
Rechercher le plus petit ensemble se traduit ici par le choix du trari$fert pos€dant pour chaque
pulsationw le module|W,44(jw)| le plus faible possible.

Montrer que
kryrer

(mip + 1)(r3"**p + 1)

Waaa(p) =

Comme peccdemment, avec l'introduction de cet ensemble de fonctions de transfer, mmpla-
cer I'étude de la stabit de tous les sy8mes en boucle feree constités par le bouclage d& (p) sur
G(p) appartenana G(75**) par celui de ceux constiés par le bouclage d& (p) surG(p) appartenana
Gadd(Waqq). Nous avons ici :

{GUw) | G € Gaaa(Waaa)} = {G(jw) | [G(jw) = Gmoa(jw)| < [Wadga(jw)[}-

Par suite, pour une pulsatian donrée, la repesentation dans le plan complexe f§@(jw) | G €
Gaad(Waaa) } correspond donc au disque de cer#rg, (jw) et de rayonW,q(jw)|. Contrairement au cas
précdent, le rayon du disqué&gdend ici de la pulsation. La figure 3.32 pgsente pour plusieurs pulsations
w les ensemble$G (jw) | G € Guad(Waaa)} €H{G(jw) | G € G(13"%")}.

On constate qu’en imposant la contrainte que le centre du disqag’estrémite de I'arc, on obtient
pour toutes les pulsations le plus petit disque. Eiét de moduler la taille de I'incertitude en fonction de
la pulsationw apparét ici clairement.

Maintenant, ce sont les incertitudes multiplicatives qui sont exaesin

Incertitudes multiplicatives, sans poncration fr équentielles (gabarit) pour cela, on dfinit I'en-
semble :

Gt (Bat) = {FB | 1B lloe < Bt €8 G(p) = Grotte(p) (1 + A()) }

Modéliser I'ensemble des transferts qui nousiassent par une incertitude de type multiplicatif sans
ponceration revient chercher le plus petit ensemigig.; (5nu1) tel que :
k

V€ [07 T2 ]7 G(p) = p(ﬁp—l— 1)(7'2]9"' 1) € gmul(ﬁmul)

Rechercher le plus petit ensemble se traduit ici par le chojx,dg le plus faible possible.
Montrer queg, . = 1.

Nous avons ici :

{G(]w) ‘ G e gmul(ﬁmul)} = {G(]w) | |G(.]w) - Gmod(jw)’ < ﬁmul|Gm0d(jw)’}'
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FIGURE 3.32 — Repésentation déG (jw) | G € G(15"*") } et{G(jw) | G € Guiaa(W,4aq)} pour differentes
pulsationsu
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FIGURE 3.33 — Repésentation déG(jw) | G € G(75"*)} et{G(jw) | G € Gmui(Bmw)} pour differentes
pulsationso
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Par suite, pour une pulsatian donree, la repesentation dans le plan complexe f€(jw) | G €
Gmul(Bmuwt)} correspond donc au disque de cenfg,q(jw) et de rayons,,.i|Gmed(jw)|. La figure
3.33 pisente pour plusieurs pulsatiandes ensemble$G(jw) | G € G (Bmu)} €{G(jw) | G €
G(m3" ")}

On constate que pour les hautes pulsations, sous la contrainte que leeseptiga I'extréemitée de l'arc,
les disques obtenus sont les plus petits, ce qui n'est pas le cas es palsstions. Comme dans le cas de
l'incertitude additive, on va voir que ceux-ci sont obtenus pour toutepldsations avec l'introduction
d’'une ponération féquentielle bien choisie.

Incertitudes multiplicatives, avec ponceration fr equentielle (gabarit) pour cela, on éfinit'ensemble :

gmul(Wmul) = {El A | ||A”oo < 1 et G(p) = Gmodele(p)(l + Wmul(p>A(p))} .

Modéliser I'ensemble des transferts qui nousiessent par une incertitude de type multiplicatif avec
ponceration revient chercher le plus petit ensemiglg .;(W,..1) tel que :

B k

~ p(mp+1)(rep + 1)
Rechercher le plus petit ensemble se traduit ici par le choix du traridfgr; pos€dant pour chaque
frequencev le module|W,,..,;(jw)| le plus faible possible.

Vrel0, "], G(p)

S gmul (Wmul) .

Montrer que
7_277’1(1331)

Wmul (p) = szaxp T 1

Nous avons ici :
{G(]w) | G e gmul(ﬁmul)} = {G(]w) | ’G(]w) - Gmod(jw)| < |WWUZ(]w)G(]w)|}

Par suite, pour une pulsatian donrée, la repesentation dans le plan complexe f€(jw) | G €
Gmul(Bmuwt)} correspond donc au disque de certitg,q(jw) et de rayonW,,.;(jw)G(jw)|. En notant
que Wi (jw)Gmoa(jw) = Waaa(jw), on obtient donc les dmes disques que ceux obtenus dans le cas
d’'une incertitude additive avec poation féquentielle.

Enrésunt On constate que l'utilisation d’incertitudes additives sans paatibn féquentielle est adaid

a la description d’incertitudes en basses pulsations alors que I'utilisaticeditndes multiplicatives sans
ponceration féquentielle est adag a la description d’incertitudes en hautes pulsatforigntroduction
dans les deux cas d’'une pardtion feéquentielle permet deédrire des incertitudes sur toute la gamme de
pulsations. De plus, le choix du mélé nominal (“centre”) est important sur la finesse de la description
de lincertitude : ici, le modle nominalG,,,q qui apparé “naturellement” n'est pas le plus adépta
description de l'incertitudétant faite, la stabilit du systme boud peutétre maintenant analgs.

3.6.2 Analyse de la robustesse en stab#it

En utilisant les classes d'incertitudes introduites dans la sous secti&g@gente et par application du
théoréme du petit gain et du#oreme du petit gain avec poerhation,tudier la stabilieé du systme boud
a partir des tra@s ftequentiels regsengs sur la figure 3.34.

3.7 Exercices

Exercice 1

On consi@re le systme en boucle ferée repeseng figure 3.1 (page 57), dont le module de quatre
fonctions de transfert en boucle feemsont refrsenges figure 3.35. Onésireétudier la robustesse de
cette boucle ferie. Soit la fonction de transfdiit’ (p) = P .

» = o D+

8. Cette prop@te est Iee au fait que le sydteG .4 €st de gain important en basses pulsations et faibles en hautes pulsations
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Fonction de sensibilite K*S (bleu) Fonction de sensibilite T (bleu)
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FIGURE 3.34 — Traés des modules d& S et deT’
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1. En supposant que I'erreur absolue entre lecsystéel et le modle est borée pariV (p) :
Vw, [Greer(jw) — Gmoa(jw)| < [W(jw)

peut-on garantir la stabiétdu systme boud reel ? Justifier.

2. En supposant que I'erreur relative entre le &yst Eel et le moéle est borae paril/(p) :
Greel (]W) - Gmod(jw)
Gmod(jw)
peut-on garantir la stabiétdu systme boud reel ? Justifier.

Yw,

< [W(jw)]

Exercice corrigé : analyse de la robustesse d’un sy&se boucé

On consi@re qu’un systme en boucle ouverte esait par la fonction de transfert :

k
Greel(p) = ™+ 1

Le parangtre T~ est suppos parfaitement gtermiré. Par contre, le paratre k& est seulement connu ap-
partenira lintervalle [kin, kmaz], @V€Ckmin < kma.. L'Objectif est de garantir que pour certaines
valeurs dek,,;,, et k.., a determiner, le rebouclage d&...;(p) par un gain—1 est bien stable pour tout

k € [kmin, kmaz) (voir la figure 3.36).

(3.8)

FIGURE 3.36 — Systme en boucle ferge

Pour cela, on choisit pour meéte :

kma:v + kmm
2(tp+1)

On cherch& mockliser I'incertitude sur le para@trek par unencertitude multiplicative, sans poécation
(gabarit) sur la fonction de transfe€,,,,qc1(p). Pour cela, on &finit I'ensemble suivant :

Gona(Bnat) = {G0) 38, 1|Blloe < Bt €t G(p) = Grnoaere(p) (1 + A()) }

Modéliser 'ensemble des transferts (3.8) par une incertitude de type multiplicasifoem@ration revient
a chercher le plus petit ensemiglg,..; (8. ) tel que :

Gmodele (p) = (39)

vk kmina kma:r} 3 Gree =
€ ] 1(p) P
1. Rechercher le plus petit ensemlg,; (5mu1), C'esta-dire recherches,,,,; le plus faible possible de
facona \erifier la relation (3.10).

2. On consiére maintenant le sy&ie boud repeseng sur la figure 3.36. En appliquant leetheme
du petit gain, trouver les meilleurs valeurs possiblek,dg et dek,,.... pour lesquelles la stabiéitde
la boucle fernge est garantie. On rappelle que dans le cas d’une incertitude multipli¢afiorction
de transfert en boucle feéa impligee est la fonction de sensibdicompémentairel” qui vaut ici

€ Gmul (ﬁmul)- (310)

Gmodele (p)
T(p) = —modelelP)
( ) 1+ Gmodele (p)

3. Par une rathode directe, trouver 'ensemble depour lesquels les sy&mnes de la forme (3.8) sont
stables. Le comparér’ensemble obtena la question greedente. Que constatez-vous ? Esultat
est-ilétonnant ?
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Solution

2k — kmax kmin
1. Grea (P) — Gmodele (P) = Gmodele (p) ( - ) O

kmax + kmin
2k — (kmaax + kmzn) < kma:v - kmm
kmaz + kmin - kmaw + kmm

r

VEke [kmma kmax]7

I~ k - k )
D ou, — Nmazx min.
Bmul kmax + Kmin

2. D’apres le tleoreme du petit gain, le sy&ie boud est stable 7|, < ﬁ Or, commel'(p) =

kmax + kmzn _ kmagj + kmm ~ , .
T B e i 1T lloo = g3 ——=2—— dans le cas@dT est stable, c'esi-dire dans

le cas @ 2 + kjaz + kmin > 0. D’0U0, on doit avoir

kmax + kmzn kmam + kmm
2+ k:ma:r + kmm kmaz - kmm

)

Soitkpin > —1.

3. Le polyrobme caradristique du systme boud étant7p + 1 + k, il sera stable si et seulement si
k > —1. On retrouve le rame Esultat que @reedemment, ce qui eétonnant car dans la question
précdente, on a@monté la stabilie pour tout 'ensemblg. Cela revient notammerit supposer
gu’en plus des incertitudes sur le paitmek, il existe des incertitudes dynamiques.

3.8 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons vu quaudde de la robustesse d’'un gyse boud@ peut se ramen@rune
contrainte sur la normél ., d’une fonction de transfert en boucle fé&gmponérée. Létude a simplement
porté sur I'etude de la robustesse en stabilit’étude de la robustesse en performance sé&sepée dans
le chapitre 7, section 7.5.

Tout ce qui &t écrit dans le chapitre 2 et dans ce chapitrevelde I'analyse, c’est-dire que I'on a
recherclé les conditions que devaiérifier un correcteur pour effectivement remplir un cahier des charge
aussi bien pour la formalisation de la performance (voir le chapitre 2) quelfgtude de la robustesse
(voir le chapitre pesent). Ce qui est remarguable, c’est que, dans les deux cas,&mlaaec le Bme
type de crieres matbmatiques : performance et robustesse seront@sssr la norméi,, des fonctions
de transfert du sysétne bou@ (aveds,,,qs) augmentes de pongrations fequentielles est igfieurea 1.

Ce qui suit maintenant est le fruit du travail de recherche eftedans les aréres 80 et porte sur
la recherche d’'un correcteur remplissant effectivement legrestainsi obtenus, ckétes qui reftent les
contraintes du cahier des charges.



Chapitre 4

Synthese de correcteurs par la rethode H

4.1 Un exemple introductif : Commande d’une injection de moteur diesl

Le probleme de commande La modification de laégislation et les exigences des consommateurs ont
amere les constructeurs automobilasaneliorer les moteurs et notamment leur injection. En effet, les
normes anti-pollutions, le prix du carburant et les demandes des consamsreienatre de performance
rendent indispensable l'injection d’une quamtielativement @cise de carburant.

FIGURE 4.1 — Injection d’'un moteur diesel

Le sysemea commander est donc une injection de carburant pour un moteur dieseésplositf est
illustré par la figure 4.1. Le carburant (fuel) alimente la chambre de comprépsgmsure chamber)ial est
comprineé par la came (dans la phase de compression du moteurllniBrsa mise sous pression le pousse
par I'injecteur (nozzle) dans la chambre de combustion du moteur. Danschettgbre de compression,
une fuite (spill) existe. Elle est ouverte (fee) par une sorte d’anneau (metering sleeve) qui translate de
droite a gauche (de gauchedroite). Cela permet de commander la quérdi carburant entrant dans la
chambre de combustion. L&placement de I'anneau est comm@andh un bras de levier par un goldde.

On va donc agir sur le courant enéglans ce dernier. La position de I'anneau est négspar un capteur
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de position (position sensor) piapmes de I'actionneur. C’est cette position quiatae commanee?.

Les sjicifications que doit satisfaire le sgaie en boucle ferée peuvent se traduire par un cahier
des charges concernant I'asservissement de la position de I'ariEre#ait, on cherche un correcteur qui
permette de remplir les épifications suivantes :

1. Suivi de signaux eéchelon;
2. Rapidit de la eponse (0.2 s);
3. Fonctionnement pour plusieurs te@ngtures (0°, 25° et 60°) ;
De plus, on devra pour des raisons d'i@plentation rechercher un asservissement de faible condplexit

Principe de la synthese de I'asservissementLes spcifications de performance @gfications 1 et 2),
robustesse (geification 3) et simplicé (faible complexi¢ de I'asservissement) du cahier des charges
sont traduites en un céte matématiqueH,, a minimiser. L'asservissement est obtenu par minimisation
numérique (quelques secondes sur PC) par application d’'un algorithmerguigtaille dans la suite. Mais
pour cela, il est acessaire de disposer d'un nédel

Modele du syseme Le comportement de I'injection pourrditre consiére comme liaire si le carburant
qui baigne tout le dispositif n'avait pas une viscédltctuant fortement avec la tedmature. Les informa-
tions dont on dispose sur le sgate sont obtenues par identification de 3 &led lireaires stationnaires
Goo(p), Gas(p) etGeo(p) pour les tempratures de 0°, 25° et 60° :

—1.736 x e 2p? 4+ 493,9p — 3.137 x 10°

G =
00(p) P> + 98, 34p* + 9223p + 8.771 x 10*
5,5p° +400p — 4,4 x 10°
G = : ’
25(p) p3 + 93, 7p2 +9520p + 1,21 x 10°
2 . 5
Goolp) = —0077p” = 286p —5,05 x 10

p° 4+ 91,53p% + 10%p + 1,72 x 10°

On cecide de tenir compte de ces trois @b en éfinissant un mogle d’'incertitude additive correspon-
danta un ensemble de sgshesG(p) tels que :

G(p) = Gas(p) + A(p)

ou A(p) est cara@rise par un transfeftVa (jw) tel que|A(jw)| < [Wa(jw)]. Ici, Wa (jw) est choisi tel
que :
[Goo(jw) — Gas(jw)| < [Wa(jw)|

|Geo(jw) — Gas(jw)| < [Wa(jw)l
voir les courbes repisenges figure 4.2.

Construction du critere La premere étape est de formaliser le cahier des charges en se basant sur la
démarche introduite dans les chapitresgdents.

D’aprés le chapitre 2, page 11, lsgécifications de performance 1 etse traduisent comme une
contrainte sur la fonction de transfest qui relie le signal de é&férence au signal d’erreur de suivi de
trajectoires, contrainteédinie par une por&tation; = W.W, ou les fonctionsiV, et W, permettent
de cecrire 'ensemble des signaux defa@rence et d’erreur de suivi de trajectoires du cahier des charges
(voir page 15). Dans le cas de signaux éference en forme échelon, on avait vu que I'on pouvait choi-
sir Wi (p) = #. Le termee permet de contraindre I'erreur statique et le tefmde mettre une borne

inférieure sur la pulsatiang, a laquelle le module de la fonction de sensibilitcoupe I'axed d B, permet-
tant ainsi d'imposer un temps deponse maximal. D’autre part, dans le chapitre 3giavu que l'inverse

1. Ce probkme est extrait dé\pplication of H-infinity Design to Automotive Fuel Contrdlippondenso Co. (premier
équipementier automobile japonais) et Nagoya University
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Singular Values

Singular Values (dB)

I I I I
10° 10° 10* 10% 10° 10*
Frequency (rad/sec)

FIGURE 4.2 — Tra@ de|G(jw) — Gas5(jw)| et de|Geo(jw) — G2s(jw)| en fonction de la pulsatioa

FIGURE 4.3 — Sclema en boucle ferge
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Module de l'inverse de Wl(jm)

G,

Module (dB)

10" 10° 107 10" 10° 10' 10°

Pulsations (rad/sec)

FIGURE 4.4 — Module de l'inverse d&/; avecGy = 103, G, = 0,5 etw. = 1 7ad/s

de la marge de module est dénpar||S||~. Pour imposer une marge de module minimal&/,,,,, il est
donc recessaire qugS|lo < m donc de limiter le module de la fonction de sensibiliPar suite,
on est ame@a contraindre le module de la fonction de sensibifitpar une ponérationi¥; qui refletea
la fois la sggcification de performance et la&pfication de robustesse. Par suite, cela re\desttoisir une
ponceration¥; de la forme :

Goor/|GZ —1p+ Gowyy, V |G2, — 1|
VIGE = 1p + wiy, VIGZ, — 1

ol Go = [Wi(0)], Goo = limy00 [W1(jw)| (avec(Go — 1)(Go — 1) < 0 etwy, > 0 tel que
W1 (jwiy, )| = 1). Un exemple typique de poédation\V; est done figure 4.4. Comme cela&é vu
dans le chapitre 25(0)| donne I'erreur statique de I&ponse du sy8tne en boucle feréea unéchelon
de reference. Avec ce choix de pogrétioniV;, ona:

Wi(p) =

1. 1S(0)| < Gio : Gy permet donc de contraindfg(0)|, soit I'erreur statique ;

2. wfy, < wg ol w§ est la pulsation de couputale la fonction de transfef : la rapidié étant relee
a I'etendue de la gamme de pulsationwg], le choix dewy;, impose une borne igfieure sutv§
donc une rapidé minimale ;

3. IS]lec < #= : Goo €St une borne sipieure sur la marge de module.

Consicerons laspecification 3 D’apres la discussion predente, on va chercharstabiliser les trois
mockles en utilisant un made d’incertitude additive qui &finit une famille de moeles les contenant.
Cette famille d’incertitudes est caracdiste par la poneration fequentiellela. D'apres les esultats du
chapitre 3 (par application duébeme du petit gain avec poardation, dans le cas d’'une incertitude additive
c'esta-direM = K S), la stabilie robuste sera as@# si||Wa K S|« < 1.

D’autre part, il est aussi@tessaire de contraindre le modulefdg€ pour limiter 'énergie de commande
et 'amplification des bruits de mesure (voir chapitre 2). Pour ces deugmogs /.S doit &tre une fonction
de transfert passe-bas, avec une pulsation de coupure la plupbastxe. On choisit donc une pardtion
W5 qui va contraindre (via son inversg&)S (contrainte de la form@lW, K S| < 1) telle que :

2. Pour simplifier I'expos, on la supposera unique.
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Exemple de Module de l'inverse de W,

10

Module (dB)

1 1
10° 10 10° 10°
Pulsation (rad/sec)

-20

FIGURE 4.5 — Module de l'inverse d&/,

L Wa(jw)l = [Wa(iw)l;

2. Wig est une fonction de transfert passe bas (en[f&it(jw)| > W, (jw)W,(jw))|).

Pour W5, on peut choisir la @me structure que pou#/;. Une forme typique de linverse d@/, est
repesenke figure 4.5.

En résung, chercher un correcteuf (p) qui satisfait au cahier des charges revianechercher une
fonction de transferk (p) telle que :
[W1Sllee <1 (4.1)

ettelle que :
IW2KSlo < 1. (4.2)

Malheureusement, il n’existe pas d'algorithme cesalve de fagon satisfaisante ce pawbé (c’esta-dire
gue programr@e sur un calculateur, une solution est obtenue en un temps raisonndbleon de la
taille du probéme)®. Par contre, un algorithme simple permet ésaudre le prokime suivant : trouver
une fonction de transfeft’ (p) telle que :

WS
Iz ]l = “

D’apres les propétés de la norméi,, présenges dans la sous section 2.9, page 37, la condition (4.3) im-

ks

k1

FIGURE 4.6 — care et cercle inscrit

3. En effet, ce prol@me peuétreécrit soit comme un probme d’optimisation convexe, mais de dimension infinie soit comme
un probBme d’optimisation non-convexe.
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plique les conditions (4.1) et (4.2). Ladiproque n’est pas foeenent vraie. Pour illustrer cela, considns
deux gains &elsk; et ko. Lensemble{(k1, k2) | ||k1llcc < 1et|ka]lcc < 1} correspondd un carée
centé sur0, de dtés parakles aux axes et de longueufcar, par exempldk; || = |k1|). Lensemble
{(k1, k2) | Il k1 k2 ]%|leo < 1} correspond un disque de centfeet de rayori (car||[ k1 k2 |7 ||eo =

\/k? + k3). Par suite, comme le disque estinclus dans le rectangle, voir figure 4ottaiote]|[ k1 ko 7o <
1 est plus forte que les deux contraintés ||, < 1 et|/kz|o < 1.

Remarque le pessimisme de la discussiorepgdente doiétre nuane. En effet, sk, etk, correspondaier#t des
fonctions de transfert en boucle fegm||[ k1 k2 7 ||oo = sup,, /[k1(jw)[?2 + [k2(jw) %, [[k1]loc = sup,, [k1(jw)]
et ||k2]| = sup, |k2(jw)|. Pratiguement, pour de larges gammes de pulsatjdh; (jw)| et |k2(jw)| ne sont pas
proches simultaement del et donc la contraintg/|k1 (jw)|? + |k2(jw)[? < 1 et les deux contrainteé (jw)| < 1
et|k2(jw)| < 1 peuventetre \erifiees simulta@ment sans difficldt Les satisfaire simult@&ment peuétre difficile
pour des gammes de pulsation liges. Par suite, remplacgt: || < 1 et|/kzllec < 1par|[ k1 k2 [T]|e < 1
n'est pas tés limitatif.

En résung, pratiquement, un correctedif (p) vérifiant la condition (4.3), s'il en existe un, \&re
synttetise : d’apes la discussion predente, il rifiera les conditions (4.1) et (4.2) et, donc, le cahier des
charges. Par contre, rien ne garantit que I'on puisse 8%isd1K (p) vérifiant la condition (4.3) alors qu'il
se peut s bien qu'il existe un correcteuésifiant (4.1) et (4.2). Cela vient du fait que la condition (4.3)
n'est pastquivalente aux conditions (4.1) et (4.2) : la condition (4.3) implique simplelaertonditions
(4.1) et (4.2). Malge tout, on va recherchéf (p) en utilisant la formulation (4.3) car I'algorithme k&asur
cette formulation est d’une complegifaible.

La recherche du correcteur revient dancechercher la fonction de transfétp) telle que la norme
H, de la matrice de fonctions de transfegfidie par :

z WS
[Z; } = [ WQ%S}T (4.4)

et repesenge par le sobma figure 4.7 soit idrieurea 1.

21 T zZ2
Wi(p) Wa(p)
roo+ y
K(p) G(p)

FIGURE 4.7 — Critre deux blocs

Dans ce scbBma, I'inconnue est le correcteli(p). Par suite, le crére vaétre cfini par le systme en
boucle fernée, sans que le correctelii(p) apparaisse, ce qui est régené sur la figure 4.8. On voit ici
apparitre la matrice de fonctions de transfert entre leséa¥rdu criégrer, le signal de commande, les
sorties du crigrez; et z; et le signal d’eng&e du correcteur :

Al 0
z9 | = 1
€ 0

"N e )

P(p)
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21 T zZ2

Wi(p) Wa(p)

FIGURE 4.8 — Critre deux blocs

r

2
Outportl

Outport

Ponderation W1 Ponderation W2

erreur de suivi
de trajectoire

ollNo

Outport3 Inport2

référence

commande

Inport

Systeme

mesure

FIGURE 4.9 — Critre deux blocs : s&émaSi nul i nk

Cette matrice de fonctions de transfert pétre repesenée sous forme d’'un sémasSi nmul i nk (voir
la figure 4.9). Lutilisation de la fonctioivat | ab | i nnod permeta partir de ce sédma de éterminer
numériguement cette matrice de fonctions de transfert.

En utilisant la matrice de transfeft(p) introduiteéquation 4.5, rechercher le correctéttp) qui remplit

le cahier des charges revientechercher la fonction transfeki(p) tel que la norméi, de la fonction de
transfert repgsenke figure 4.10 soit iffrieurea 1, ce qui est un cas particulier du prebie H,, standard
introduit dans la section suivante.

4.2 Le probleme H,, standard général et une solution

Soit le sysemeP décrit par le sckma bloc regseng figure 4.11 @
— le vecteur des sorties commé&medz(t) est de dimensiop, ;
— le vecteur des erétes de crigrew(t) est de dimensiom,, ;
— le vecteur des sorties meges* y(¢) est de dimensiop, ;
— le vecteur des eréies de commande(t) est de dimensiom,,.

Le sysemeP admet pouéquations cétat :

i(t) = Ax(t) + Bupw(t) + Byu(t)
z(t) = Cyx(t) + Duww(t) + Dyu(t)
y(t) = Cyz(t) + Dyuw(t) + Dyu(t)

4. En fait, ce signal regroupe les signaux qui entrent dans la fonafidradsfert qui caraetise le correcteur : ce ne sont pas
forcement les signaux mess! Par exemple, dans I'exempleepedent, il s'agitde = r — .
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FIGURE 4.10 — Critre deux blocs

w z
P

u y
K

FIGURE 4.11 — Prol®me sous forme standard

L'entier n est I'ordre de la refsentation détat. Dans le domaine de Laplace, ésgpiations du syéme se
réécrivent :

Po) = et i) | = o o |+ 1 G Jor- AT 8]

z(p) | _ w(p) _
[ ) ] = P(p) [ u(p) et u(p) = K(p)y(p)

soit
z(p) = (Pow(p) + Pou(p) K (p)(I — Ppu(p) K (p)) " Pyu(p)) w(p)

~~

nott Pxk OU F(PK)

Remarque La notationx correspond au produit de Rhedeffer qui esfirdi dans I'annexe @senge chapitre 9.

ProblémeH,, standard

1. Etantdoné~ > 0, existe-il un correcteuk tel que

— le syseme bou@ P x K soit asymptotiguement stable
(tous les ples du systme en boucle ferge sont partie eelle strictementé&gative)

- HP*KHOO <7

2. Si oui, construire un correctedt assurant pour le sy&ie en boucle ferge les deux
propriétes pecedentes.
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Ce probkme peuétre Esolu par deux approches possibles. Elles sonéggrgl mises en ceuvre n@mguement
sur un calculateur. Les deuxéatihodes deéasolution on&te programrges soud/ht | ab. La premére ap-
proche repose sur l@solution d’'une &rie dequations de Riccati. C'est la solution la plus simple et la
plus fiable nurériquement. Cependant, ell&cessite la &rification d’'un certain nombre d’hypatkes

gui peuventétre non erifiees alors que le prodine H,, standard admet une solution. Cependant, ces
hypotreses ne sont pases fortes. Une deu&me solution au probme H,, standard permet de faire
I’eéconomie de ces hypathes, au prix d’'une complegitalgorithmique accrue. Celle-ci reste cependant
raisonnable. Une telle approche estémsur la ésolution d’'un prot#me d’optimisation convexe sous
contraintes d’ikgalies matricielles ligaires (LMIs). Ces probmes d’optimisation ne sontsolus effica-
cement que depuis une douzaine daasenviron.

De ces deux solutions, seule la prénei est expd=e car elle reste la plus &ressante au niveau rapport
qualitt du esultat sur quanéitde calculs effectuer.

Probleme H,, standard : solution par équations de Riccati

Par cette approche, le préiohe admet une solution si les quatre hypsts suivantes sonénfiées.
Attention, seules les 3 degtes hypothses sont $iesa I'approche choisie qui est ke sur la @solution
deséquations de Riccati.

1. La paire(A, B,) est stabilisable et la pair@”,, A) est cetectable : cela garantit I'existence d'un
correcteurK qui stabilise le sygtme en boucle ferae;

2. randD.,) = m, etrandDy,) = p, : ce sont des conditions suffisantes pour assurer que le cor-
recteurK (p) est propre. De facon implicite, cela veut dire aussi qu'il y a au moinsad&sorties
commanéesz que d’entees de commande (p. > m,) et qu'il y a au moins autant d’erétes de
criterew que de mesures (m., > py).

A— jwl B . , . .
3. rang[ C]w " D v } = n + m, garantit que le transfei®,, n’a pas de &ro sur I'axe imagi-
z zZUu
naire.
A—jwl, By . , , , . .
4. rang c D = n + p, garantit que le transfer®,,, n'a pas de &ro sur I'axe imagi-
Yy yw
naire.

Ces 4 hypothses doivenétre imgerativement @rifiees. Pour obtenir des expressions plus simples, on
introduit les conditions suppientaires suivantés

By, 0
Dzw:() DZu[Cz DZU]:[O Imu] Dyu:o |:Dyw:|D5w:|:Ipy:|

(4.6)
Alors il existe un correcteuk (p) solution duprobleme H,, standard si et seulement si

A v 2B,BlI — B,BF
~cTo, —AT
imaginaire et il existe une matrice setique X, > 0 telle que :

1. La matrice hamiltonienn% n'a pas de valeurs propres sur I'axe

XooA+ATX o + Xoo (v 2ByBL — B,BI)X .+ CTC, =0

5. Cependant, une solution exist&me si les conditions qui suivent ne sont pasfiees : les formules sont simplement plus
complexes.
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AT yv20To, — CyTCy
—B,BY —A
imaginaire et il existe une matrice sgtniqueY,, > 0 telle que :

2. La matrice hamiltonienn% n'a pas de valeurs propres sur I'axe
Voo AT + AYoo + Yoo (v 2CLC, — Cp) Cy)Yao + BBy, =0
3. p(XsYao) < 72 0l p(.) correspond au module de la plus grande valeur propre (rayon dpectra

De plus, I'ensemble des correcteutsp) répondant au probme est dorparK (p) = Fi(K.(p), ®(p))
ou ®(p) est n'importe quelle fonction de transfert stable, de noHgeginférieurea et

Ka(p) = Fy 0 Imu
_CZ/ Ipy 0

avec .

A = A+72ByBIXo + BuFs + Zoo Lo Cy

Fn = —-BIX.,

Lo = =Yoo OF

Zeo = (In - ’772X00Yoo)71
Un correcteur particulier est le correcteur central, obtenu en prénan®, ce qui donne :

A | —2Z4L
K — oo 0O

Remarques

1. L'ordre du correcteur est de, c’esta-dire I'ordre deP(p) soit sysemea commander=(p) aug-
menges des diffrentes pongrations €ventuellement) introduites.

2. On peut essayer de rechercher le plus petito€ v, tel que leprobleme H,, standard admette
une solution a I'optimum, des proldimes nurariques apparaissent, menant par exerapl@ cor-
recteur d’ordren — 1 (voir I'exemple ci-apes).

3. Lavaleury,,; peutétre approcee par dichotomie, c’est-dire qu’on suit le processus suivant :

(@) Choix d’un niveau de térancee sur le calcul de la valeuy,,; et de deux valeurs;,; et
Ysup telles que, pouty = sy, le probleme H, standard admette une solution et que, pour
v = Yint, € probléme H,, standard n'admette pas de solution;

(b) On teste si pouy = M, le probleme H,, standard admet une solution. Si oui alors
Ysup =¥ SINONYin = 7;

(€) Si(vsup — Ving) > € alors retourner en (b) sinon continuer ;

(d) Calcul de la reg@sentation détat de le correcteur permettant d’obtenir une noffae proche
de'yopt.

4. Soushat | ab, la recherche d'un correcteur tel que le parhke H., standard admette une solu-
tion pour le plus petity compris entrey;, s et .., est assu¥e par la fonctiorhi nf syn de lanu
anal ysi s and synthesi s tool box.
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5. Le probkme H., peutétre &fini et esolu de facon similaire dans le cas des &@ys&ts discrets.
La fonctionMat | ab, dhf syn, de lanu anal ysi s and synthesi s tool box qui calcule
un correcteurH . discret pour un sysme discret ragne en fait ce probimea la €solution d’'un
problemeH , continu via I'utilisation de la transformation bikaire (voir page 186).

4.3 Exemple acaémique de mise en ceuvre

Consickrons le systme repeseng figure 4.12. On conséte comme vecteur d’ei@e du criére, le

b Y

=

K(p)

FIGURE 4.12 — Probdme de commande

vecteurw = [ b v |” et comme vecteur de sortie du ériéz = [ y u |'. Le signal mesi qui entre
dansK (p) esty = y + v et le signal de commande qui sort @st= u. On recherche un correcteft(p)
tel que le systme en boucle ferée soit stable et tel que la nornig,, entre I'entéew et la sortiez soit
inférieurea . On discutera de I'existence d’un tel correcteur en fonction.d®'il existe, on le calculera
explicitement et enfin on chercherae‘optimal”, c’esta-dire la plus petite valeur de pour laquelle il
existe un correcteur solution du prébte H ..

Etape 1 Pour cela, dans une pregné étape, le proldme est mis sous forme standard, en choisissant
comme vecteur &tatz(t) = y(t).

z = 0 xx + 1 0w + 1 xu
et LY o
Buw u
zZ = 1 xr + 00 w  + 0 u
- 0 0 0 1 4.7
S~ —— S~
Cz DZ1U Dzu
y = 1 xz + 0 1w 4+ _0 Xu
ot SN AR
y Dyw yu

Etape 2 Vérification des hypo#@ses pour lagsolution du prodmeH ..

1. Lapaire(A, B,) est commandable, donc stabilisable. Rappelons que pour wnsystordren, un
syseme dequationt = Ax + B,u est commandable si la matrice de commandéhilit

[ B, AB, ... A"'B, ]

est de rang plein, ce qui est le cas ici. De plus, la p@ifg A) est observable, donctectable.
Rappelons que pour un sgste d'ordren, un syseme déquation :

T = Ax
y = Cyx
est observable si la matrice d’observabhilit
Cy

C,A

C, AT
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est de rang plein, ce qui est le cas ici.

2. randD.,) =1 =m, etrandD,,,) =1 =p,

3. Yw, rang[ 4 _CJWI 5" ] = rang

=2=n+4+ny,

O .
[ =

A—jwl By, | —Jw |1 0|
4. Yw, rang[ c, Dyw]_rang[f‘ﬁ]_Q_nery

De plus, on erifie pour notre cas que les conditions (4.6) qui assurent la \@lidis formules sim-
plifiées sont satisfaites.

Etape 3 Vérification des conditions d’existence d’un correct&i(p)

1. La matrice hamiltonienne :

A v 2B,BL-B,BI' 1 [0 ~2%-1
-cTo, -AT T -1 0

ne doit pas avoir de valeur propre sur I'axe imaginaire. Ses valeupsgggont\ = ++/1 — 2.
Pour qu’elles ne soient pas sur I'axe imaginaire, on doit cheisirl. On recherche maintenait,,,
positif tel que :

X x04+0 xXOO+XOO(7‘2—1)Xoo+1 =0
Soit X, = 7\/7271 > 0.

2. La matrice hamiltonienne

AT y2ctc. -cla, _[o v 2 -1
—B,BL —A -1 0

ne doit pas avoir de valeur propre sur I'axe imaginaire. Ses valeupsgggont\ = ++/1 — y—2.
Pour qu’elles ne soient pas sur I'axe imaginaire, on doit chgisirl. On recherche maintenakit,,
positif tel que :

Yoo X 04+ 0X Yoo + Yoo (7 2= 1Y +1=0

2
3. p(XooVao) = 727_ - doit étre inerieura~? soity > /2.

Par suite, il existe un correctelf(p) assurant la stabitdu systme en boucle ferée et une norme
H,, inférieurea si et seulement sj > /2. Le correcteur central correspondant est dopar :

A | Bu
Col 0

K=
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avec

b
8
I

A+~77?ByBI Xoo + BuFso + Zoo Lo Cy

— 2\/’727_1(1 _72)

(v = 2)y

By = —LyZy
— T —2 —1

_ Wil

v -2

Csw = —-BTX,
_ ¥

,ﬁ

Ceci correspond la fonction de transfert :

2
K(p) = - K
(v* = 2)p + 27

-1

Quandy tend versy/2, le pdle de K tend vers—oo. Poury = /2, le correcteur passe de I'ordreal
I'ordre 0. Ce plenonene de égerérescence de I'ordre du correctéufoptimum est assezéguent. Il est
a noter que la solution du prasheH, précedemment @senée n’est pas valable pour la valeur optimale
de~. En pratique, la recherche du correcteur optimal ies@nte que peu d'iatets.

4.4 Mise en ceuvre sur I'injection du moteur diesel

Dans le cas de la commande de l'injection du moteur diesel, ilastssaire de trouver un correcteur
telle que les fonctions de transfert en boucle feerfi(jw) et K (jw)S(jw) soient de modules boes par

les modules de—-— et L afin de remplir la spcification de suivi de trajectoires éshelon pour

] Wi(w) & Wa(jw) piria p : P
S(jw) et la sgecification de robustesse et de limitation de la commande fdyiw).S(jw). D’un point de
vue pratigue, il est plus raisonnable de se demander, dans un premist, ®iingxiste un correcteur tel
gue la premitre sgcification soit remplie, en “oubliant” la secondesfication. Pour cela, on choisit pour

Wli
1 p+30

T 2p+107°
et pourWy, Wa = kfq:p1e QVECK f4:01. UN gain constant és faible de telle fagon que la contrainte :

Wi(p)

N
(Wa(jw)l  Efaipie

K (jw)S(jw)| <

soit toujours erifiee. Si un correcteur remplit ces deux contraintes, on estéagaaia prendre sgcification

du cahier des charges est remplie. Il estiessant d’analyser la boucle fé&genobtenue d’un point de vue
temporel et fequentiel. Enfin, il est idressant d’analyser la politique de commande d@ophtr le cor-
recteur en terme de Proportionnelégtal, avance ou retard de phase ou encore filtrage. Si la gn@mi
specification est assée par le correcteur obtenu, la pé@nationi?; est figke. La ponérationi¥, est alors
recherclee de facon érative afin de limiter au maximum la bande passante de le correcteur. Otit abou
alors au choix suivant :

B 3p/lOO +1

Wa(p) = .
2(p) p/10" + 1
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Il esta noter que des poadations du premier ordre obte flectionrees. En fait, il est imgratif de
choisir des ponérations d’ordre le plus faible possible afin de limiter I'ordre du correcteueffet, I'ordre
du correcteur egtgala I'ordre du systmea asservir plus I'ordre des diffentes pongrations. De plus, afin
d’obtenir le correcteur d’ordre le plus faible possible, il est possiblmdtre en ceuvre deséatihodes de
réduction de mogles. Elles seront psenées dans le chapitre 6, page 149.

Apres une prengre eduction, le correcteur obtenu est :

p+13,1 1
D p+128,8
P.I.  filtre ordre 1

On constate que ce correcteur est la mise&@iegd’un Proportionnel Iigral avec un filtre du premier
ordre. Le P.l. permet d'obtenir I'effet iagrateur permettant le suivi de trajectoires efémrence en forme
d’échelon; le 2ro au nurarateur permet de contrer sur une certaine gamme de pulsations le retard de
phase de-90° apporé par l'integrateur. Le filtre du premier ordre permet de limiter la bande passante du
correcteur.

Avec ce correcteur, on obtient les deux fonctions de transfert edédérnee S et K'S repesenges
sur la figure 4.13. On obtient bien les formésees pour les modules des deux fonctions de transfert. De

10" . 10° .

10 10

!

10 L 10
10

1
10° 10*
s KS

FIGURE 4.13 — A droite, traés de|S(jw)| et de
1

(Wa(jw)

m, a gauche, trés de|K (jw)S(jw)| et de

plus, la éponse temporelle est toaufait satisfaisante sur les trois n@esGoo(p), Gos(p) etGeo(p) (Voir
la figure 4.14).

Remarque En voulant davantage diminuer 'ordre du correcteur, eeluevient un simple Proportionnel

Intégral :
1

0, 0616p)

Du fait de la disparition du filtre du premier ordre, la dexrie sgcification n’est plus satisfaite comme le montre le
trac® du modulg K (jw)S(jw)| sur la figure 4.15.

K(p) = —0,241(1 +
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position

reponse a un échelon (... 0°, .—.— 25°, —— 60°) (K complet)
12 T T T T T
1 e
e
/
0.8 / -
0.6 4
0.4
0.2
0
-0.2 1 1 1 1 1 1 | |
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
temps (s)

105

FIGURE 4.14 — Reponse temporelle des trois nadelsa unéchelon deéférence, correcteur Pl filr

10

10
10

FIGURE 4.15 — A droite,

1

(Wa(jw)

traes del|S(j et de ;.,
| (]W)‘ ’VVKJW)

10

Fonctions de sensibilité pour le Pl

10

T

10
10

m/

gauche, tras de|K (jw)S(jw)| et de

;
10° 10

KS



106 CHAPITRE 4 SYNTHESE

En conclusion, cet exemple met en lémé le fait que I'approch# ., constitue une approcheatinodique
pour regler un asservissement. C'est unethode de syntéfsse d’asservissements qui garaatjtriori les
spécifications du cahier des charges, aussi bien de performance plaudtesse. L'utilisation de @hodes
de eduction de mogle (voir chapitre 6, page 149), peut conduirebtenir des correcteurs ayant une struc-
ture classique de type PI/PID. La validation deéduction du correcteur estaliseea posteriorien ana-
lysant la performance du sgshe bou@ avec correcteueduit. Cela permet de noter finalement, que la
méthodeH ., permet en fait la syn#ise directe d’asservissements (classiques) sans heuristique.

4.5 Autres criteres consi@rés pour la synthese

45.1 Critere 4 blocs

We(p) Wu(p) ws
S() X Wy(p) —=
W) C ‘ K(p) “ G(p) ’

FIGURE 4.16 — Critre quatre blocs avec correcteur

Dans I'exemple gFcédent, seules deux fonctions de transfert en boucleéer(si et K.S) ont et
consickrees. Le proliimeH ., correspondant est appgadritere “2 blocs”. Historiquement, le céte 2 blocs
a éte I'un des premiers céresH,, propogs. Un des incorénients de ce probime est qu'il ne fait inter-
venir que deux fonctions de transfert en boucle fegnce qui est insuffisant pour prendre en compte par
exemple unéventuelle spcification de rejet de perturbations en éetdu systme. Pour cela, il semble
naturel de faire intervenir une eatr supgmentaire § qui correspondca une perturbation en eé# du
systme). On obtient ainsi le s€ma repeseng sur la figure 4.16. Commeguedemment, les poigdations
W, etW, définissent les classes de signaux &énence et de perturbation consigles et les porétations
W, et W, les classes des signaux d’erreur de suivi de trajectoires et de cormmesiterches. On voit
donc apparire quatre fonctions de transfert en boucle feemui sont S, GS, K.S etT'. Le critere 4 blocs
s’écrit donc : chercher le correctelir(p) telle que

WSW,  W.GSW,
Wy KSW, W, TW,

’ <1
oo

Comme dans le cas du @tk 2 blocs, dans le cas des gyses monovariables, il est possible de simplifier

I'expression du crigre en posant’, = W.W,., Wy = W, W, etW3 = % ; ce qui donne :

Wwis  WiGSWs
WoeKS  WoTWs

<1
oo

Ce critere correspond au seina, figure 4.17 ou encore au éamaSi nul i nk, figure 4.18.

Remarque En fait, I'intérét du critre 4 blocs par rapport au @ik 2 blocs neaside pas simplement dans le fait
de pouvoir consiérer le rejet de perturbation en erdrdu sysime. Pour remplir cette pification, une alternative
auraitéte de ctourner le crigre 2 blocs en notant que vouloir assurer le rejet de peittarha’est vouloir assurer
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FIGURE 4.17 — Critre quatre blocs

(]

. Outportl
Ponderation W2

Gain Ponderation W3

M I (] —>
i Outport
Gain 1 Ponderation W1
erreur de suivi
référence de trajectoire
1 commande
—}’ 3 I 721
Inport sum3 Outport3 Im2

mesure

m

Systéme

FIGURE 4.18 — Mise sous forme standard d'un pabke avec crére 4 blocs
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que’ :
1
Vw, |G(w)S(w)| € s
|G (jw)S(jw)| (W (jw)We (jw)|
ce qui peut se&écrire :
1
|G () We(jo) W (jw)]

Si on avait donc choidiv; telle que|W; (jw)| > |G (jw)We(jw)Wsp(jw)], le rejet de perturbation aurdte assue.

Yw, |S(jw)| <

Un autre inérét est qu’en introduisant I'eréed, on introduit les fonctions de transfert en boucle feem
G S etT, ce qui permet en les contraignant d’assurer des marges de raeyséesappord des incertitudes
dynamiques multiplicatives directes et par rapgodes incertitudes additives inverses (voir tableau 3.1,
page 76 du chapitre 3, page 57).

Enfin, dans le cas de sgshesa commander avec deélps complexes conju@s mal amortis, le ciére
2 blocs peut menex des lois de commande adoptant une politigue de commande peu recommadaaable.
effet, les @les mal amortis sont alors (quasi)exactement congsepar des&os de K plaesa la néme
localisation dans le plan complexe. Ceci est énégal inacceptabla cause dventuelles incertitudes sur
la localisation exacte defes du sysgmea commander. Pratiquement, en effet, le &yst ne pesente
jamais une @&sonanceé une pulsation propre exactement connue gévolue pas au cours du temps : de
ce fait, lors de la mise en ceuvre de le correcteur, la compensation digpareant ainsi éstabiliser le
systme boud. Ce fait est illus& par I'exemple suivant.

Exemple On revient sur I'exemple du sysne nécanique introduit section 3.1.2, page 63. Le alediu

syséme est :
1

2
p <<p> + 2602 + 1)
wo wo

avecwy = 10 rad/s et&y = 0,03. Supposons que ce sgste est commardpar le correcteur :

Gmod (p) =

p%+0,6p + 100
(p + 100)?

Le correcteur compense donc exactement les délespcomplexes mals amortis (voir figure 4.19). Le
systme boud@ est stable et psente de bonnes marges de robustesse (voir figure 4.20, obtenua ave
fonctionmar gi n deMat | ab). Le diagramme de Nyquist permet de constater ces bonnes marges (voir la
figure 4.21, traé en traits ties). Supposons que le syste EelG,...; est similairea G,,,,q misa part le fait
qgu’une erreur dé % aété commise suky : en ealit wy = 9,5 rad/s. Le syseme en boucle ouverte est
alors instable comme le permet de le constater leetchc Nyquist du syétme en boucle ouverte (voir la
figure 4.21, trae en trait plein). En@sung, la compensation défes mal amortis par deg€ms mal amortis

est une politique de commande peu robdstme incertitude paraetrique intervenant sur cedles.

K (p) = 1000

Les lois de commande obtenues par éaalution d’'un criére 2 blocs peuvent psenter cette ca-
racéristique. Pourquoi un tel @monene se produit-il ? Pour obtenir @éement de &ponse, il suffit d’ob-
server que la fonction de transfértappardt dans les fonctions de transfert en boucle feerfi et 7 sous
la forme du produitG K et jamais seule. C'est, qualitativement, ce qui incite Ethonde de synisea
produire un correcteur qui compense lédgs deG par des eros dekK. Pouréviter un tel pnonene,
plusieurs stradgies sont possibles, la plus simgl@ant de consirer dans le critre H,, en plus deS et
de T, la fonction de transfert’.S qui fait apparére explicitement la fonction de transferten dehors du
produitGK, ce que permet un céte 4 blocs.

lllustrons ce propos travers un exemple simple. Soit un &yseG pos€dant deux ples complexes
conjugtes mal amortis la pulsation deyy rad/s, donc|G(jwo)| > 1. Soit K le correcteur assaee. Il y
a alors deux cas de figure :

6. On suppose qué est stable : cette hypathe peuétre rebichee ghcea la factorisation spectraktudiée pour la syntbse
de filtres en traitement analogique du signal. Si ce n’'est pas le casutrepeeffet, toujours trouver une fonction de transfert
stable (et minimum de phas€)..; telle que|Gsias (jw)| = |G(jw)|. S serait ainsi ponerée parG s¢qp We W
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Valeurs singuliéres de G

20 . . ———
—~
)
o)
Valeurs singuliéres de K
0 - . —————
—~
)
KA
-80 :
10° 10 10°
Valeurs singuliéres de GK
-40 . . ———
_50 — -
) -60 |- -
o)
_70 — -
_80 — —
-90 :
10° 10 10°

Frequency (rad/sec)

FIGURE 4.19 — Valeurs singuiires de7,,,,4 (haut), deK (milieu) et deG,,,,¢ K (bas)

Bode Diagrams

Gm=26.021 dB (at 100 rad/sec), Pm=78.689 deg. (at 9.9029 rad/sec)
T T

50

|
AN
o
S

1
a
S

-100 |-

Phase (deg); Magnitude (dB)

-150 -

-200 -

-250 -

-300 I 1

Frequency (rad/sec)

FIGURE 4.20 — Bode de la boucle ouverte av&g,,, et marges de robustesse
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Nyquist Diagrams
From: U(1)
5 T T T T T T T T T

Imaginary Axis
To: Y(1)
o

-3+

-4

_5 I I I I I I I I I
-2 -1.8 -1.6 -1.4 -1.2 -1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0

Real Axis

FIGURE 4.21 — Traé de la boucle ouverte avés,, , (traits tires) etG,...; (trait plein)

1. SiK compense les dewdfes complexes mal amortis alors au mieGXjwo) K (jwo)| ~ 1, d’ou :

. . G w
|G (jwo)S(jwo)| = |1+é(jgo)(})((m)|

~ |G(jwo)|

La fonction de transfer®'S présente alors un pic désonance.

2. SiK ne compense pas les dewgs complexes mal amortis alds(jwy) K (jwo)| > 1, d’ou

. . G(jw
|G(jwo)S(jwo)| = \1+G‘(jgo)ol)((jwo)’

1
K (jwo)|”

~

CommeK ne compense pas les deudgs, on 8K (jwp)| > 1 ou|K (jwy)| ~ 1 : la fonction de
transfertGS ne pésente donc pas un pic despnance.

En conclusion, en imposait la fonctionGS de ne pasé&sonnera la pulsationu, on force la loi de
commandek a ne pas compenser les dewgs mal amortis dé:. Par ce biais, il est donc possible de
contraindre la structure du correcteur.

4.5.2 Correcteura deux deges de liberg (de I'intéerét de la rétroaction)

La structure de le correcteur consiéle jusqua maintenant est celle d’'un correcteuiun dege de
liberté (voir la figure 4.22a gauche). Banmoins, les gthodes de synéiseH ., permettent de synétiser
des lois de commande qui sont des correctautsux deges de libe (voir la figure 4.22a droite). Apes
avoir rapped I'intérét de ce type de structure de commande, un exemple @eecHt,, permettant de le
synttetiser sera @seng et discu.
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ro4

—~ K(p) — Flp) — K(p) s
y y

FIGURE 4.22 — Correcteua un dege de liberé (gauche), Correcteardeux deges de libe (droite)

Parmi les spcifications du cahier des charges, coésits la spcification 1 (suivi de trajectoire de
réference), la sicification 2 (rejet de perturbations non mé&mg en enére du systme) et la sgcification
de robustesse. Pour simplifier lesvéloppements, le raisonnement est fait sur leegayss monovariables.

Dans un premier temps, supposons qu’on ne chexateenplir que la spcification 1 : il n’y a pas de
signal non mesuér de perturbatiol rejeter et le mogle repésente parfaitement le sgate éel (G100 =
Gree1)- La recherche du correcteur doit permettre de calculer la commarideppliquer en enge du
systme telle quey soit le plus proche possible du signal ddérencer. Si le modle est parfaitement

forward

connu, inversible et d’inverse stable, en appliquast F'r avecF = G, ., on auray = T °""“"r, avec
Tlorwerd _ 1 On est dans le cas d’un suividdl de eference. Dans cette structure de commandae

mod
dépend pas dg (pas de boucle detroaction (feedback)) : on a une structure de commande par anticipation
(feedforward). En conclusion, pour assurer seulementdaiigation 1, une structure de commande boucle

ouverte est suffisante. Cetteggjification seule ne justifie donc pas I'utilisation d’une boucleadmaction.

Supposons maintenant que le ratedne repesente pas parfaitement le s el (G 00 # Greer)- Si
on utilise alors la structure de commandégadente, on aura en sortie du &/BEY,..; = GreelG;.Llodr £,
soit encore

Yreel — Ymod = (GTGGI - GmOd)Gr_n})dT'
En exprimant le lien entré&',..; et G,,,q par une incertitude multiplicatived,c.; = (I + A)G,04), ON &
Yreel — Ymod = AT En conclusion, cette structure ne permet pas d’assurer le suivijelettiee

mod

en pgésence d’incertitudes.

Dans le cas d’'une commande péatroaction @gative,u = K (r — y), ce qui donne, avec le mek :

GmodK

——r =1, .
1 +GmodKr modT’

Ymod =

Si on applique le correcteur sur le siiste Eel, on obtient :

(1 4+ A)GroaK

= =T, .
Yreel 1+ (1 + A)GmodKr reell’
Par suite,
Yreel — Ymod — (Treel - Tmod)r
(1 + A)Gmode _ GmodK r
1+ (1 +A)GnoaK T4 GnoaK
AKG 04

T+ Cooa )1+ (1 + B2)GrmoaK) "

= SreelATmodr

avecs,...; la fonction de sensibil :

g - 1
T L (14 A)GroaK
Dans le cas d’un correcteur par anticipation, on a dof¢e; — Ymod = ATé‘;Clw”dr et dans le cas d’'un

correcteur parétroaction :
Yreel — Ymod = SreelATmodT~ (48)
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La quantié d’incertitude sur la fonction de transfert entre I'éstrde &férence et la sortie est ainsi mul-
tipliée par un facteus,...; dans le cas d'un correcteur p@tnoaction, pour les pulsations pour lesquelles
|Seet(jw)| < 1. Elle est doncé&duite dans la bande deefuence  le module deS,..; est inerieura 1.

En conclusion, pour assurer le suivi de trajectoire érs@nce d’incertitudes sur le s¢ystea commander
(robustesse), une structure de commandegiapaction est@cessaire.

Concentrons nous maintenant sur l&dfication de rejet de perturbations non méssren enée du
syseme. Si la sortie du sy&tne n'est pas meseg, on ne dispose d’aucune information sur la perturbation :
la fonction de transfert qui lie la perturbati@nla sortie du sysime estG, qui est inépendante de le
correcteur. Par suite, un correcteur simplement par anticipation ne peasde la rejeter.

Si on consiére un correcteur paétroaction, la fonction de transfert qui lie la perturbation d'eatr

a la sortie du sysme esiG'S = H% Par suite, K doit étre syntletie de facora rejeter I'effet de

la perturbation sur la sortie du sgste. Si en plus, onésire suivre un signal de&f#rence alors on doit

contraindre la fonction de transfert qui lie le signal @&rencea la sortie du sysime soitl” = %

Enfin, le suivi de trajectoire sera robusteSsi= ﬁ est de module irdfrieura 1 d’apres la relation
(4.8).

Remarque L'origine du terme “fonction de sensibiéitS” apparat ici. Le gros inérét de la structure de com-
mande paré&troaction c’est de permettre de€sknsibiliser” le sysime bou@, c’esta-dire d’assurer le respect du
cahier des charges matgdes diferences entre le syshe et son mazle ou encore des variations au niveau des
caracéristiques du sysime commanglG. Dans une certaine mesure, le comportement desysen boucle ferén
est invariant, c’esi-dire névolue pas lors de variations au niveau du &yst commang G. Le terme “sensibi-
lité” suggre qu’'un systme bou@ a un comportement invariant par rappartle faibles variations de certaines
des caradristiques d&7. Cette prop@te aété introduite dans un contexte particulier par Black danateges 30 et
géreralige par Bode dans les &ws 40. Elle est bae sur le fait que, dans le cas d’une boucleamaction ggative
(pour des rappels sur la dgffentielle logarithmique, voir la section 8.6, page 196) :

dI'(p) _ dG(p) dG(p) 1 dG(p) dG(p)
T~ G S PTTamER) 11 C0ED) ¢r) PG

En fait, I'utilisation de la boucle ferége permet d’'aller au d&lde cela en assurant la robustesse, éedire I'inva-
riance du comportement par rappartles variations importantes de certaines caratiques de~. Ce point aéte
souligré par Horowitz au dbut des anees 60. Manmoins, pour des raisons historiques, le terme de “famcte
sensibilie” aété conseré meme dans le cas detfude de la robustesse, ce qui constitue un abus de langage.

On doit donc choisilK (le degé de liberé) de facora remplir des sgcifications boucle ferée (robus-
tesse et rejet de perturbation) (cela est naturel daja discussion peedente) et des gpifications boucle
ouverte (suivi de&ference) (cela I'est beaucoup moins car, seuds@nte, cette §gification peuétre rem-
plie par un correcteur par anticipation). D’'tidée de combiner les deux structures de commande avec le
correcteura deux deges de liberé (F' et K) : u = K(Fr — y) (voir figure 4.22 a droite). Le “degé de
liberte” K est recherch de facora remplir prioritairement les ggifications de rejet et de robustesse, puis,
dans la mesuretocela n’entre pas en conflit avec les deukdfications pecedentes, la fxification de
suivi de trajectoire. Enfink’ étant @étermire, F' est recherch de fagora remplir au mieux la gification
de suivi de eféerence. En effet, dans le cas d’'un correctedeux deges de liber, la fonction de transfert
entre le signal deaférencer- et la sortiey du syseme sécrit :

GK
F1+GK'

Cependant, cettetdnarche en deuatapes peut menarun correcteur qui ne correspond pas au meilleur
compromis possible, notamment si I'on coresiel les autres ggifications du cahier des charges (comme
la limitation de la commande). Il peut doBtre plus inéressant de rechercheeregler simultaément les
deux deges de liber&. Pour cela, on recherche la matrice de fonctions de trarsfert

ox[;]

Pour un cahier des charges contenant désifipations de :
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suivi de trajectoire T;._,. transfert entre ete = r — y;

rejet de perturbation en entrée T,_,. transfert entré ete;

attenuation des bruits T,,_,,, etT,,_,. transferts entrev etu et entrew ete;

limitation de la commande T,._,,, transfert entre et ;

robustesseprise en compte d’'une incertitude multiplicative directe via la fonction de tretresfered etu ;

K E

Wi(p) Wa(p) wy
. Ws(p) «——
b
roo+ 1 - w | v
K(p) O~ G0)
T L

FIGURE 4.23 — Critre avec correcteudr deux dedrs de liber

on obtient le scéma repeseng figure 4.23. Attention, contrairement au correctewn degé de liberé,
T, # S. Par suite, dans ce cas:la normeH ., deT,._,. ne s'interpéte pas comme l'inverse de la marge
de module.

En se conformant aux notations de la section 4.2 (en @&excgras), en prenant

r
=
zZ = w=| w

Wy

= " u=1u
Y= y+w -
on est ramed au probdme H,, standard prseng section 4.2, page 97. Il appirgque le églage d'un
correcteura deux deges de liber est un peu plus complexe que &glage d'un correcteu un dege

de libere : celui-ci serait obtenu par I'utilisation d’'un @i 4 blocs, beaucoup plus simple que leécet
préseng ici (comparer la figure 4.18 |a figure 4.23).

D’un point de vue pratique, il faut toujours essayer de satisfaire lieicdbs charges en recherchant le
correcteur pesentant la structure la plus simgl¢’aide du criere le plus simple possibfePar suite, lors
de la recherche d'un correcteur, il estargssant d’essayer dans un premier tempggler un correcteux
un degeé de liberé. Siles compromis obtenus entre les&liéntes sgcifications ne sont pas satisfaisants, il
faut recherchea régler un correcteust deux deges de libeté en utilisant le crigre ci-dessus, en se basant
sur les ponérations mises au point pour leglage de le correctearun dege de liberé.

4.6 Exercices

4.6.1 Cas du signal de sortie commar&lnon mesugé et cas d’'une perturbation qui n'est
pas en entée

On consi@re le systme :

][5 v

7. Remarque fragie de bon sens mais dont on ne soupgonne pas laeportiverselle, valable aussi bien pour I'agent de
surface (ou balayeur en panulgaire) que pour I'ingnieur.
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ou
— z est la sortiea commander du sy&ine ;
— y est le signal mesér,
— b est I'entiée de perturbation ;
— u est I'entée de commande.

Le syséme est commardpar un correcteuréini par la fonction de transfei (p) :

u(p) = —K(D)Ymes(p)
OU Ymes(p) = y(p) +w(p) est la mesure du signal physiqu@) (voir la figure 4.24). On @sire éterminer
K (p) de fagcora remplir le cahier des charges suivant :
1. rejet de la perturbation sur la sortielu sysemea commander ;
2. limitation de la commande;
3. aténuation des bruits de mesure;
4. marges de robustesse correctes.

Dans ce casd, la sortie commarét (le signak) n’est pas le signal mesaifle signaly).

Gyu(p) Goylp) —r

FIGURE 4.24 — Sclkma en boucle ferae

1. Quelles sont les fonctions de transfert en boucle &'l est @cessaire de congcer pour I'analyse
de ce cahier des charges ? Donner leurs expressions en fonctigp d€., et dek.

2. Ons'interesse au cas du rejet de perturbationsaelon.

1. Quels gabarits doivenévifier ces diferentes fonctions de transfert? Pour cela, il sera notamment
intéressant de regard&iguoi sonequivalentes les di#irentes fonctions de transfert en boucle feem
dans plusieurs gammes de pulsations.

2. Quel est le lien entre ces gabarits et les caratiques temporelles du cahier des charges (r&pidit
du rejet,énergie de commande, etc.) ?

3. Proposer un cétre H,, permettant de synétiserk (p). Comment choisir les di#frentes pongrations
de ce criére ?

3. Répondre aux @mes questions dans le cas de perturbations en $ileude pulsation propre comprise
entrewmin etwmaz-

4. Répondre aux @mes questions dans le cas de perturbatiorschrlon et en sinuste de pulsation
propre comprise entre, i, etwmaz-

5. Reprendre les questionsgoedentes dans le cas de la figure 4.25.
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FIGURE 4.25 — Sckema en boucle ferae

4.6.2 Correcteur “feedforward” pour le rejet de perturbati on

On consi@re le systmea commander &fini par :

2(p) = G) (ulp) +b(p)) et G(p) = 710G

aveckg = 12 et7g = 1 s et di u(p) est la transforr@e de Laplace du signal de commandéy), la
transfornée de Laplace du signal de perturbatiorr@t) la transfornée de Laplace du signal de soréie
commander. L'objectif est de mettre au point un correcteur assuranetalesignaux de perturbation en
échelon. Pour cela, on dispose d’'un capteur @livce une mesuré,,.; du signal de perturbatioh:

bnes(p) = F(p)b(p) avec F(p) = -l
ou 7. = 10 s. Pour assurer le rejet de perturbation, le correcteuréstighar :

u(p) = K(p)bmes(p)

ou K (p) est une fonction de transfeéxtdeterminer de fagoa remplir le cahier des charges suivant :

— rejection de perturbatiolhenéchelon avec une rapidiimpoge ;

— limitation au maximum de &nergie de la commande.
Le correcteur est dit de type “feedforward” car il estépéndent de la sortie de&(p). Le syséme total est
repeseng Figure 4.26.

bines (p)

FIGURE 4.26 — Systme boud avec un correcteudr un dege de liberé

A. Etude du critére H,

1. A partir de la Figure 4.26, calculer la fonction de transferbdersz, T, .(p) et la fonction de
transfert dé versu, T, (p) en fonction deF’(p), G(p) et K (p).
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2. Que doivent satisfaire les fonctions de transfgrt . (p) etT;_,,,(p) afin de remplir les ggcifications
du cahier des charges ? Eadilire les gabarits sur le module de legponse fequentielle.

3. Est-il recessaire de prendre en compte les marges de @&hilitstifier votreaponse.

4. On introduit deux por&rationsiV,(p) et W, (p) (voir Figure 4.27). Discuter de leur choix pour
réaliser les gabaritsatermirés dans la questiong@®edente.

b(p)
F(p)
22(p)
W (p)—>
bmes<p)
KG) o a2

FIGURE 4.27 — Systme boud@ avec un correctedrun dege de liberé et augmer@ de ponérations

B. Mise sous forme standard du criere H

On cécide de choisir des poéathtions d’ordre 1, &finies par :

_ . ptbs _ . btby
Wz(p)—kzp+az et Wu(p)—kup+au.

K

FIGURE 4.28 — Prol®me sous forme standard

Le syskme avec correcteur et augmenles pondrations Figure 4.27 peut se mettre sous forme stan-
dard, c’esta-dire sous la forme repsenée Figure 4.28 @ w est le vecteur des eeigs du crigtre H,
ou u est le vecteur de sortie de la fonction de transfértecherclee, @i y est le vecteur d’enée de la
fonction de transferf recherclee et @i z est le vecteur des sorties du eri¢ H,. Le syseme P admet
une repésentation dtat d’ordren définie par :

i(t) = Ax(t) + Buw(t) + Byu(t)
z(t) = Cyx(t) + Duww(t) + Dyu(t)
y(t) = Cyz(t) + Dyuw(t) + Dyu(t)

1. Définirw etu, y, z a I'aide des signaux de la Figure 4.27.
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2. Que vaut I'ordre d’une repesentation détat deP ? Que peut-on choisir comme vecteuetditx ()
deP?

3. Determiner une repisentation dtat deP, c’esta-dire calculer une expression des matrides3,,,
By, C., D2, D2y, Cy, Dy, €1 Dy, en fonction dékq, 7, 7¢, a2, b, k2, ay, by €tk,.

4.7 Conclusion

Ce qui est important de comprendre, c’est que &hodeH ., ne doit pastre mise en ceuvre sous la
forme d’un crigre universel. En fonction du cahier des charges et de la structamteaande recheréle,
un critere doitétre cetermire, voire modife de facon irative. L'un des atouts majeurs de la&tmode
H, est d'offrir la possibilié de construire de fagon sgstatique un crére adagi au cahier des charges
consictre. Neanmoins, il faut avant tout essayer de rechercher, par éeetd plus simple possibla,egler
le correcteur ayant la structure la plus simple possible. D’autre part,iihgératif d’avoir une @marche
progressive en essayant dssoudre le proBime de commande de la fagon la plus simple possible, quitte
a ensuite aborder une solution plus complexe. L&gignce acquise permettra alors de I'aborder dans de
bonnes conditions.

En fait, c'est ici qu’appaiial’essence de I'approch, : au deh d’une simple rathode de synttse de
lois de commande, il s’agit d’'un formidable outil d’'investigation ettdde des performances atteignables
sur un systme boud. Ce point est important car, eérgral, le cahier des charges n’est pafimd de facon
précise. C'est endalitt un \éritable outil de conception asgigtar ordinateur de correcteur par I'approche
frequentielle. Pour mettre en valeur cet aspactd chapitre suivant rappelle le principe de &nthrche
classique de syn#ise de correcteurs. Le lecteur qui ne serait p&seasgé par cette illustration peut sauter
ce chapitre.

Cependant, un cere H.,, comme tout autre cére classique, ne permet pas de traduireldichent
tous les aspects du cahier des charges. Il est doneratipd’analyser les performances et les marges de
robustesse qui n'ont pagé prises en compte explicitement dans leécatde syntbse. Dans le chapitre
7, nous aborderons des outils codplentaires plus fins. Mais avant cela, éaluction de moele, dont
I'int éret aété entrevu dans ce chapitre, sera digseudans le chapitre 6.
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Chapitre 5

Synthese de correcteurs partir de la
boucle ouverte

Dans les nethodes fequentielles classiques, I'iegieur automaticien congoit pagas, a la main”, un
correcteur en travaillant essentiellement sur la fonction de transfexdweiebouverte.(p) = G(p) K (p).
Comme cela &€ dans les chapitresgmédents, la conception de correcteurs par dhndeH ., est faite
a partir des fonctions de transfert en boucle feenpar I'utilisation d’'un algorithme de calcul nénique.
Pour bien comprendre I'apport de laéthodeH,, de syntiése par rapport aux &hodes classiques, ce
chapitre pesente un rappel sommaire sur ces dagya travers la&solution d'un exemple. Un bilan est
ensuite peseng a la fin du chapitre.

Comme cela &% vu dans le chapitre 2, les@gifications du cahier des charges se formalisent naturel-
lement par des contraintes portant sur des fonctions de transfers@mgg en boucle ferge. La stabili
est assure par le fait que toutes les fonctions de transfert en bouclecfesuont stables. Pour assurer la
performance, il estécessaire de contraindre le module deejaonse fequentielle de fonctions de transfert
en boucle ferrae. Par exemple, dans le cas d’'unédfication de suivi de trajectoires, on coriie les
fonctions de transfeff, ., (p) = T'(p) etT,(p) = S(p).

Notre objectif est ici de rechercher un correctéi(p) qui satisfasse le cahier des charges. Comme ces
fonctions @pendent non li@airement du correctedf (p) que I'on cherché mettre au point :

G(p)K
et T() = ekttt

une recherche “manuelle” d€(p) de fagcor satisfaire ces contraintes pétrte tes complexe, #@me dans
le cas d’une structure simple pour le correct&ip).

S(p) = ewrE

Exemple On reprend I'exemple d’'un motearcourant continu commaégbar un gain proportionnel (voir
page 28). Onésire Egler le gaink® de facora garantir un certain suivi de trajectoire. Dans cet exengple |
on a vu que la fonction de transfef{p) s'écrivait :

p(rip+1)
S = L
TP +p+kl<:
D’ou,
2.2
) wy/Tiw® +1
|S(jw)| =

V(kke — mw?)2? + w?
Par suite, modifiefS(jw)| en agissant sut“ n’est pas direct, @me dans le casds simple d’un correcteur
proportionnel.

L'id ée fondamentale deséthodes de synéise de correcteurs en automatiquegtrentielle classique
consistea transformer ces contraintes portant sur des fonctions de transfgrséime en boucle ferée en
contraintes portant sur la fonction de transfert duésyst en boucle ouverie(p) = G(p) K (p), en utilisant
les liens qui existent entre les fonctions de transfert en boucleéteahla fonction de transfert en boucle
ouverte.

119
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Exemple (suite) Reprenons I'exemple ci-dessus. Dans ce aasdus avons
k

w\/TfMQ—f—l

La dependance diL(jw)| en fonction dek¢ est lintaire. Il est donc facile de choisit pour modifier
|L(jw)| dans un certain sens.

[L(jw)| = K

Ces contraintes sur la fonction de transfert en boucle ouverte sonitégdur une ou plusieurs ré&sentations
graphiques (diagrammes de Bode, de Nyquist et/ou de Black Nichols}).lQtisation de ces ref@sentations
graphiques qui rend cesathodes exirmement attractives.

La premereétape est donc de rechercher les contraintes que doit satisfaire ffothe transfert en
boucle ouvertd.(p) = G(p)K(p) pour que le cahier des charges soit rempli. La seconde est de trouver
effectivement(p) qui permeta la boucle ouverté (p) de satisfaire ces contraintes.

5.1 Sgecification de la performance sur la boucle ouverte

La question est de savoir ce que le correct&l(ip) doit vérifier afin de remplir le cahier des charges.

5.1.1 Stabilitt

Comme cela &t vu dans le chapitre 3, I'application du eri¢ de Nyquist permet de relier la stalglit
du syseme en boucle fer&e au traé de la fonction de transfert en boucle ouverte (voir la section 3.1). Il
est donc Bcessaire de trouver un correctédfp) telle que la fonction de transfert en boucle ouvértg)
satisfasse le cétre de Nyquist.

Par exemple, dans le caa ta fonction de transferk (p) est stable etw|'argument de la fonction de
transfertL (jw) estégalea —180° pour une seule pulsatian goe, la stabilieé du systme boud est ass@e
par le fait qud L(jwigee )| < 1. Il faut donc alors choisik (p) tel que :

1

K(jwigpe)| < ———m.
| (] 180 )| !G(lesoo)\

5.1.2 Performance 1 : suivi de eference

L'approche est d’abord&faillée dans le cas de signaux dgférence en forme échelon avant de
consicerer d’autres classes de signaux.

Régime permanent Le réegime permanent de l@ponsex unéchelon est caraetis par I'erreur statique.
D’apres le chapitre 2, I'erreur statique est null§’sL,.(p) pos&de au moins unézo en &ro. Or, dans notre

cas:
1

Trse(p) =S(p) = ———+—.
—e(p) = 5(p) = { T GOE®D)
EnécrivantK (p) etG(p) comme le rapport de deux polgmes :

Ko =) 00 =

ona
deng(p)denk (p)

 deng(p)deng (p) + nume(p)numg (p)”
Il faut donc que soit le @hominateur dé<(p) soit le cenominateur dé7(p) s’annule en &ro, c’esta-dire
que K (p) ouG(p) contient au moins un iégrateur.

Tr e (p)

Exemple de la commande du moteua courant continu Dans ce casa, le systmea commande (p)
contient éja un inégrateur : il n’est donc pagoessaire qu& (p) en contienne un pour assurer le suivi de
reference en forme échelon.
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Réegime transitoire |l est caradtrise par la rapidié (temps deéponse) et le @&bassement. Notons que
pour assurer une erreur statique nulle, la fonction de transfeit contient au moins un iegrateur. Par
suite, en basses pulsations, oréaessairement

L)~ D51

jw[™
ou /3 est une constante e} le nombre d’inégrateurs dé.(p). D’apres le tableau 2.2, cela assure que

N
LGw) ~ B

Le trac de|S(jw)| présente ainsi une pente d0 x n; dB/decade en basses pulsations.

1S(jw)| ~

e Larapidité de la eponseest donke par les pulsationss ouw$ (pulsations pour lesquell¢S(jws)| =

1 et |S(jwg)| = 1). Ces pulsations sont duéme ordre de grandeur que la pulsation de coupuigui

V2

est cfinie par|L(jw.)| = 11, tout enétant en gréral differentes. Cela peut se voir graphiquement dans le
plan complexe reg@seng sur la figure 5.1. En effet, notons que

v
|L(jw) — (=D’

c’esta-dire qugS(jw)| est I'inverse de la distance entre le pajntl, 0) et le pointL(jw). Par suite, pour
la pulsationwg, le pointL(jwg) esta une distance 1 du poift-1, 0). D’autre part, par éfinition, L(jw.)
esta une distance de 1 du point 0. Par suite, ceapa figure 5.1, les pulsations etwg sont proches mais
en ceréral differentes. On auregalie dans le cas d’'une marge de phasdfife

1S(jw)| =

Nyquist Diagrams

T

0.5

|1+Lc(jt0)| ch(jw)l

Imaginary Axis

-15F

Il Il Il
-2 -15 -1 -0.5 0 0.5 1
Real Axis

FIGURE 5.1 — Nyquist de(jw)

Dans le chapitre 2, nous avons vu que le tempsgense variait de fagon inverse avec la pulsatign
On peut faire la rame observation pour la pulsatiop. De fagon @rérale, cela implique que I&€glage du

1. Par simplicig, on la suppose unique.
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temps de&ponse du syéme en boucle ferae se fait en modifiant la pulsation de coupugale la fonction
de transfert en boucle ouverig jw). Plus la pulsation, estéle\ee, plus le temps déponse est faible.

La pulsationw, est donc impose par le cahier des charges afin d’obtenir une certaine rapiditr le
syseéme boud. Pour s’assurer que. est effectivement la pulsation de coupure, le correcté(ys) doit
étre choisi tel que :

K (jwe)| = oy & Yw € 0wl KGO 2 oy

e Le dépassemertte la Eponsex unéchelon peuétre obtenu en examinant lesonance (valeur maxi-
male du module) de la fonction de transfért,, qui vaut” dans notre cas. Commerétérminer sa valeur
a partir du traé de la fonction de transfert en boucle ouverte ?

Pour cela, il faut utiliser 'abaque de Black dans le plan de Nichols. éféttde cet abaque est de
permettre d’obtenir le module et la phase de

. L(jw)
T(jw) = T4 L(jw)

en fonction du traé de L(jw). Pour cela, des courbes iso gain et iso phase poytw) sont repesenées
dans le diagramme de Nichols (voir la figure 5.2). Pour une pulsatjdintersection du trae de L(jw)
avec une courbe iso gain donne la valeur du modul&dev). Par exemple, sur la figure 5.2, pour la
pulsationw, & partir du point 'o’,étiqueé par L(jw), la boucle ouvertd.(jw) correspondT (jw)| =
0,25dB. Pour limiter le @&passement, il eségessaire de limiter la valeur maximale |d&jw)|. A l'aide

40 -
cdurbes iso phase T ! ! ! !
. 0dB.. . .
S : "-.. courbes iso gain T
30} - i
20 \ PR
-=1dB
Q 0F o
= —3pB
£ :
© g :
s > 4L —-61dB
S e :
<
<3 o
o -10f -1 dB
-20+ PR P _2:) dB
a0k i
-40 } e '\ . [ : | : 1 . | i : L 40 dB
-350 -300 250 -200 -150 -100 -50 0

Open-Loop Phase (deg)
FIGURE 5.2 — Black Nichols d€.(jw)
du diagramme de Nichols, il est possible égler K’ (jw) pour arrivera ce ésultat.

Dans le cas #&s particulier a le sysemeL(jw) est une fonction de transfert du second ordre (ce qui
est le cas de la fonction regsenge sur la figure 5.2), du type :

k
RECTY
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Depassement pour un échelon en fonction de I'amortissement
100 T T T T T T T T T

AP=5°

80 .
A®d=10°

A®d=15°

60 : 1
A ®=20°

50 A® =25 -
A ®=30°

40 -

A® =35

Depassement en pourcent

30 A D =40° ]
A D =45°
201 -

A D =50° A:® =155

A =65°
Ad=70°
|

A ®=60°

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

FIGURE 5.3 — Relation entre la marge de phase de la boucle ouverte epéssement de |&ponsea un
échelon de la boucle feree

la valeur maximale dEl'(jw)| est obtenue pour la pulsatian (pulsation pour laquellel (jw.)| = 0 dB).
Dans ce casd, sgicifier un certain @passement pour l@ponse temporelle, soit une certaine valeur pour
la resonance dé' (valeur maximale du gaifY’(jw)|) revienta fixer la phase dé(jw,), c’esta-direa fixer
la marge de phasa®. Par exemple, pour avoir la valeur maximale|@¢;jw)| de I'ordre de3 d B, on doit
avoir arg(L(jw)) = —138°. Dans ce casd, le correcteurs (p) doit étre choisi tel quewg(K (jw.)) =
—arg(G(jw.)) — 138°.

Dans le cas #&s particulier @ le syseme L(jw) est une fonction de transfert du second ordre, il est
ainsi possible de relier directement la marge de phas&passement €k (voir la figure 5.3).

Remarque Il est possible d'utiliser I'abaque de Black pougtdrminer le module et la phase 8éjw) a
partir du traé de I'inverse de la fonction de transfert en boucle ouvk(tev). Cela vient du fait que :

L LGw) !
S(jw)—m.

Vis-a-vis deS(jw), L(jw)~! joue le néme dle queL(jw) vis-a-vis deT'(jw).

5.1.3 Performance 2 : rejet de perturbations d’entée enechelon

La déemarche est la Bme que dans le cas du suivi @éérence, sauf qu’au lieu de considr la fonction
de transfert en boucle fegmT,_,. = S, on consiére la fonction de transfef,_,. = GS.
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Régime permanent Quand le temps tend vers l'infini, 'erreur tend ver8 (erreur asymptotique nulle)
si Ty,,.(p) posede au moins unézo en &ro. Or, dans notre cas :

G(p)

Tooelp) = COIS0) = TG K@)

soit
numg(p)den (p)

Tyse(p) = deng(p)denk (p) + numg(p)numg (p)

Pour annuler I'erreur asymptotique, il faut donc que soitdaaminateur dd<(p) ou soit le nunr@rateur
de G(p) s'annule en @ro, c’esta-dire que soitk’(p) contienne un irégrateur ou soi(p) contienne un
dérivateur.

Exemple de la commande du moteuga courant continu Dans cet exemple, le sgshea commander
G(p) nest pas @rivateur : il est donc &écessaire qu& (p) contienne un irégrateur pour assurer le rejet
asymptotique d’une perturbation en formé&chelon.

Régime transitoire Nous nous plagons dans le casle sysemea commande€(p) n'est pas érivateur
et au le correcteur (p) contient un inégrateur : on aura en basses pulsatidngw)| > 1. D'apres le

tableau 2.2,
1 _
|G (jw)S(jw)| ~ e ~ Blwl (5.1)
K (jw)l
ol 3 est une constante. La deenééquivalence vient du fait qu& (p) contient un inkgrateur. Par suite, le
trace de|G(jw)S(jw)| présente une pente de + 20 dBé&de en basses pulsations.

Comme dans le cas du suivi deference, laapidité du rejetest donge par letendu de la gamme
de pulsations sur laquellés(jw)S(jw)| < 1. D’apres I'equivalence (5.1), elle corresporeh premére
approximation a la gamme de pulsations pour laquelé&(jw)| > 1. Le rejet est d’autant plus rapide que
cette gamme de pulsations est importante. On peut par exemple l&edaeaqgbar la pulsationX telle que
|K (jwk)| = 1, avec pouw € [0, wX][, |K(jw)| > 1 et pourw > wk, |K(jw)| < 1.

5.1.4 Limitation de la commande
Remarque préliminaire Dans le cas de suivi dé&férence eréchelon et/ou de rejet de perturbation en

échelon, on dduit de la discussion peédente qu’en bassegfjuences, on @ (jw)| > 1.

Limitation de la puissance de la commande pour le suivi deaference On césire limiter la puissance de
commande @cessaire au suivi déference. En notar&, (jw) la densié spectrale de puissance du sighal
u, on a la puissance du signabui est donge par :

lim : t)2dt ! +Oos jw)d
g [t = g [ st
1 [ree T
= o |Tr—u(jw) Sy (jw)dw

Par suite, pour limiter la puissance de commande, il ésessaire que pour toute pulsationles gains
|7, (jw)| soient faibles. Dans notre c&8,,, = KS

2. S.(jw) est la transforr@e de Fourier de la fonction d’autocelation moyenae deu(t) :

T
2

Ry(7) = lim u(t)u(t — 7)dt.

T—oo | _ T
2
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Est ce possible en basses pulsations ? Comme en basgesrfcesL (jw)| > 1, d’apres le tableau 2.2,

ona: 1
(K (jw)S(Gw)l ~ 5=
|G(jw)]
Dans cette gamme de pulsations, la fonction de transfert egpémaiante du correcteHr(p) : il n’est donc
pas possible d’agir sur celui-ci pour limiter les gajfis_,, (jw)|.

Peut-on le faire en hautes pulsations &slcaricaturalement, on peut choikifp) de fagora avoir soit
|L(jw)| > 1, soit|L(jw)| < 1. La premere possibilié correspond au cas ci-dessusla fonction de
transfertT,_,, est incependante d& . D'apres le tableau 2.2, le second cagémaa

[K(jw)S(Gw)] ~ [K(jw)l

Par suite, limiter les gaing’, .., (jw)| en hautes pulsations revienthoisirk (p) de gains faibles en hautes
pulsations. PuisquB(jw) = G(jw)K (jw), cela est cobrent avec le fait d’avoifL (jw)| < 1.

En conclusion, pour limiter la puissance de commande du sui&féeance, il est@cessaire de limiter
les gains du correcteur en hautes pulsations, éefite pour des pulsations sneuresa la pulsation de
coupurew,. Cela entrine qu’en hautes pulsations(jw)| < 1.

Limitation de la commande pour le rejet de perturbations Le méme raisonnement peéatre fait, en
remplacant la fonction de transféft_,,, par la fonction de transfeff, ,, = 7T'. Il est lais au lecteur. La
conclusion est similaira la conclusion @adente : pour limiter la commande du rejet de perturbation, il
est recessaire de limiter les gains du correcteur en hautes pulsations.

5.1.5 Influence des bruits

Influence des bruits sur la commande En se placant dans un contextet@ministe, les bruits sont
des signaux hautes pulsations c’agtire que si on consigdle la densé spectrale de puissance du bruit
Sw(jw), son influence est importante pour une pulsatiohaute et faible pour une pulsatianfaible.
commeS, (jw) = |Tuw_u(iw)|*Sw(jw), linfluence des bruits est linge si|T,,_,,(jw)| est faible de
facon prioritaire en hautes pulsations. Oy_,, = K.S. Nous avons @reedemment vu qu’en basses pul-
sations cette fonction de transfé@tait independante du correctelif. Par contre, en hautes pulsations,
| K (jw)S(jw)| ~ | K (jw)|. La limitation de I'influence du bruit est donc aséarsi les gains du correcteur
K sont faibles en hautes pulsations.

Influence des bruits sur la sortie Le méme raisonnement peétre fait ici. Notons cependant qu’en
hautes pulsations, on a :

Ty (Jw)| ~ |G(w)[[ K (jw)]-
Or, un pro@écé physique est@réralement passe-baf{(jw)| faible en tés hautes pulsations). |l eesulte
que néme si le correcteur a des gains importants en haute pulséfigiv)| > 1 (ce qui n’est pas sou-
haitable si on veut limiter la puissance de commande), les bruits n’influescegtablement la sortie du
syséme si|K (jw)||G(jw)| < 1. Par contre, comme cela&é vu peécdemment, si en haute pulsation
|K (jw)| > 1, leur action se fera ressentir sur la commande.

5.1.6 Marges de stabilié

Il N’y a pas de formule magique qui permette de donner ce queéti@tla valeur des marges (par
exemple marge de gaik(G), valable aussi bien dans le caslmn commande le niveau d’eau d’uéservoir
de W.C. que dans le casiton commande le éplacement de la fée Ariane. Des valeurs typiques pour la
marge de gain sont de I'ordre @elB au moins mais on peut trouver des applications pour lesquelles une
valeur plus faible est convenable. Les marges de stapititventtre importantes sur deux aspects :

1. dans tous les cas, la robustesse, ce qui correspteng cfinition ;

2. dans un certain nombre de cas, le comportement temporel durs;stomme cela sera illugtdans
ce qui suit.
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Marge de gain On suppose fi&e une borne irieureAG;, s sur la marge de gain. Comment choisir le
correcteurk (p) de facora assurer QUAG > AGy, ¢ ?

Si la pulsationu;gg est telle quewrg(L(jwiso)) = —180° et telle quel L(jwigo)| < 1 alors d’apes la

définition de la marge de gain,
1

G (jwiso) 1K (jwrso)|
( Notons queuvigy dépend dué&glage dex.) Par suitek” vaétre €glé tel que :

1
AGins|G(jwiso)|

AG

| K (jwigo)] <

Marge de phase La marge de phase estfithiea partir de la pulsation de coupurg :
A® = arg(L(jw.)) + 180°. (5.2)

Notons que la pulsation de coupure esééixde facom assurer une certaine rap@{temps de&ponse), ce
qui revienta fixer | K (jw,)|.

Pour assurer que la marge de phase estrseyrea A®,, ¢, on doit, d’apes la relation (5.2), avoir

arg(K (jwe)) < Ay — arg(G(jw.)) — 180°.

Marge de retard Dans le cas il y a une seule pulsation de coupusg la marge de retard\ R est

égalea%}—?. Par suite, ayant fée la pulsation de coupute, il est simple de choisir une marge de phase
compatible avec la marge de retard.

5.1.7 Enrésune
Le réglage du correcteur permettant le suivi &@rence et le rejet de perturbations en forniectelon
doit respecter les contraintes suivantes :
1. K(p) doit contenir un inkgrateur pour assurer qu’eégime permanent
(a) leffet de la perturbation sur la sortie est nul (si le 8yseG n’est pas @érivateur)®
(b) l'erreur statique pour uéchelon deé&férence est nulle (si le sgsheG n’est pas inégrateur)
2. Enrégime transitoirepour obtenir laapidité du :
(a) suivi de éference : il est acessaire d'assurer une pulsation de coupure

K (o)l =t

; 1
ooc)] et Ywe 0, w], |K(jw)|l > .

—1GGWI”
(b) rejet de perturbation : il estoessaire d'assurer une pulsation de couptire
|K(jwi)l =1 et Ywelo,wf], [K(jw)>1.

3. Enrégime transitoirepour limiter ledépassementu suivi de éférence erechelon K doit étre choi-
sie de facora limiter la ©sonance d€ ; pour cela, il est @cessaire d'utiliser le tréadeG (jw) K (jw)
dans le diagramme de Nichols as&xi’abaque de Black.

4. Pour assurer lgtabilite, G(jw) K (jw) doit verifier le criere de Nyquist : pour cela, il est commode
de repésenter le tra&deG (jw) K (jw) dans le diagramme de Nyquist. Dans le caseofonction de
transfert est stable en boucle ouverte, il suffit de s’assurer que :

1
< T~ . -
’G(]W1800)|

Notez quev;gge dépend du choix du correctedf (jw).

| K (jwigoe)|

3. Dans le cas d'un sy&stneG dérivateur, on ne peut pas utiliser un correctBuintégrateur : pourquoi ?
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5. Pour assurer lemarges de stabild:

a) marge de gain|K (j < e
(@) g gain|K (jwiso)| < AGins|G(jwigo)|

(b) marge de phase (et de retard)yg(K (jw.)) < A, — arg(G(jw.)) — 180°.
sans oublier la marge de module.

6. Pourlimiter la commandet diminuerlinfluence desbruits, les gains dg< devrontétre faibles en
hautes pulsations.

Discussion Plusieurs contraintes st peuventétre conflictuelles. Par exemple, vouloir augmenter la
rapidite du systme boud (diminuer le temps d&&ponsex unéchelon deé&féerence et/ou le temps de rejet
d’'une perturbation) revierd augmenter les pulsations etwX. Si ces pulsations sont trop importantes,
elles peuvent correspondrales pulsations pour lesquelles le niveau du lr@st important ce qui enfirze
I'apparition d’un effet des bruits sur la commande important. Le choixdet w’ est donc condition

par la pesence des bruits. On peut faire aussi Emme remarque quaatla puissance de la commande :
pour augmenter la rapiditdu systme boud, il vaétre recessaire degpenser une puissance de commande
plus importante. On voit appdtee ici un compromis du type rapport qualiprix : rapidie/puissance de
commande.

Remarque Sion examine I'allure du gain de la fonction de transfgffw) en fonction de la pulsatios,
on constate que les gains sont grands en basses pulsations et faldegesnpulsations.

Les contraintes que doit satisfaire le correctBuetant éttermirees, il reste le trouver! Le prol#me
étant assez complexe, il estaessaire de le rechercher en @aant paétapes. Dans un premier temps, il
faut choisir lastructuredu correcteur (correcteur proportionnel, proportionnégnal avec ou sans avance
de phase, etc..) et dans un second tenguger les diferents paragtres du correcteur (valeardonner au
gain proportionnel dans le cas d’un correcteur proportionnel, etc..).

Cette émarche demande un certain déigtt vaétre illustée sur un exemple. Cet exemple va aussi
nous permettre de passer en revue le€dkffites structures de correcteurs.

5.2 Structures de correcteurlementaires

Rappelons que les correcteurs coigid sont des correcteusisun dege de liberg, c’esta-dire de la
forme (voir le scéma 5.4) :

FIGURE 5.4 — Correcteua un dege de liberé

5.2.1 Proportionnel : K(p) = k°

Le signal de commande(t) est simplement proportionnél I'erreur de suivi de trajectoirg(t). Le
parangtrea regler est le gaii*.

La fonction de transfert en boucle ouvertéait alorsL(p) = k°G(p). Comment agitk® sur les
reptesentations graphiques d¢jw) (voir la figure 5.5) ?
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Bode Diagrams

Phase (deg); Magnitude (dB)
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SYNTHESEBO

Nyquist Diagrams

distance(0,A)/distance(0,B)=K

-2 -15 -1

Real Axis

FIGURE 5.5 — Reponses fquentielles dé (jw) = k°G(jw) et deG(jw)
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Dans le diagramme de bode, le tate|L(jw)|qp en fonction de la pulsation se dceduit du traé de
|G (jw)|ap par une translation d&) log, (k). De plus,arg(L(jw)) = arg(G(jw)).
Dans le diagramme de Nyquist, le téadeL(jw) se ceduit du traé deG(jw) par une homotitie* de

centre0 et de rappork:*.
Dans le diagramme de Nichols, le teedeL (jw) se deéduit du traé deG(jw) par une translation suivant

I'axe des ordon@es de20 log;(k°).

Exemple du moteura courant continu  On consi@re I'asservissement de position d’'un motagourant

continu cecrit par le modle suivant :
k
Gp) = —. 5.3
(p) o p—— (5.3)

_ _ 1
aveck = 235 etr = 66.9"

Le cahier des charges asgbest :

1. Les signaux deéférence sont deschelons. La positioreelle de la poulie doit tendre vers la valeur
de I'échelon, sans erreur statique.

2. L'évolution de la positionéelle de la poulie peut, eponsex un signal deéféerence, pesenter un
déepassement. Celui-ci doit resterénieura 20% de la valeur finale de&chelon (voir figure 2.5).

3. Le temps deéponse doiétre le plus faible possible. Le temps @ponse est meseipar le temps du
premier maximum (voir figure 2.5).

4. Le correcteur doit aussi fonctionner sur le eysé Eel, pas simplement sur le mid ! Pour cela, on
demande une marge de phase d’au maindegeés.
Peut-on remplir le cahier des charges ?

La specification 1(erreur statique nulleyera remplie car le sy&mneG(p) contient un inégrateur.

Pour assurer la stab#i®, il suffit de choisirk® tel quek® < m De plus, pour assurer une
marge de gaird’au moinsAGj,, il est recessaire de choisif tel que

1

k< - .
AGinf|G(jwiso)]

Application nungrique: on calcule d’abord la pulsatian;gy. La fonction de transfer€(p) ayant deux
poles stables (et aucugm),arg(G(jw)) tends asymptotiguement verd 80° pourw qui tend versx. Par

suite,w1gg = +00. Or |G(jo0)| = 0. Par suite, la borne sépeure surk® est+oo. En conclusion, pour
toute valeur (positive) d&¢, le syseme boud sera stable. De plus, la marge de gain sera infinie.

Examinons maintenant temps de &ponsea unéchelon. Il est fig par le choix de la pulsatian.. Par
définition, w. est pulsation de coupure|di(jw.)| = 1 etVw € [0, w.] |L(jw)| > 1 soit

. 1 . 1
K(jwe)| = : et YVwel0, w], |K > —
| K (jwe) 1GGwe)| w € [0, we] | K (jw) 1G(jw)]
On doit donc prendré© = a ]1w 1 pour satisfaire la prerare condition. Est ce que la seconde est

|
satisfaite ? Il faut noter qué&(jw)| est une fonction écroissante de la pulsatian Par suite,
Vo e 0, wel,  [Gw)| = |G(jwe)l-

Donc
1

Yw € [0, we], k> —+.
0, o] GG

4. Une homothtie de centré et de rapportx est une application ligaire quia tout pointM associe le poinf/’ tel que
OM’ = aOM.

5. specification implicite du cahier des charges.
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En conclusion, pour augmenter la rapiit’esta-dire augmenter la pulsation de coupugeil suffit d’aug-

menterk©.
Cependant, lorsque 'on augmeritg le tra@ de la boucle ouvertg(jw) = k°G(jw) dans le plan de

Nichols est translé&tvers le haut. Pour assurer dépassementisonnable, il faut que la traadeL(jw) ne
coupe pas des courbes iso gaine trop grande valeur, ce qui exclut de choisitrop grand. Le trag de la
boucle ouvertd.(jw) pourk® = 1 sur le diagramme de Nichols est indégsur la figure 5.6. Powr© = 1,
le tracd tangente la courbe iso gdih6 dB. La reponse temporella unéchelon de &férence montre un

Réponse a un échelon d'amplitude 1

Nichols Charts de L(jo) pour différents k°
/ \

Amplitude
y

Open-Loop Gain (dB)
8

I
0.09

Temps (sec.)

L L L
-120 -100 -80

I .
-160 -140
Open-Loop Phase (deg)

FIGURE 5.6 — Reponse fequentielle dd.(jw) et temporelle d&”

dépassement trop important.

On cécide donc de diminuer la valeur ééde facora tangenter la courbe iso gaih3 d B. On obtient
k¢ = 0,5. D’apres la courbe temporelle, I€dassement reste encore important. Ecide donc de diminuer
la valeur dek© de fagcona tangenter la courbe iso gdlhl dB. On obtientk¢ = 0, 25.

Le depassement devient alorsénieura 20%. La pulsation de coupure est d&, 8 rad/s. En aug-
mentant égerement le gaik¢, il est possible de diminuer un peu le temps épanse tout en gardant un

dépassement igfieura 20%.
A l'aide de Mat | ab, on obtient un @sultat satisfaisant po“ = 0,34, ce qui correspon@ une

resonance d€ del,8dB. Le depassement est @6 % et le temps du premier maximuty,,.. est ded, 05 s
(voir la figure 5.6). La pulsation de coupure de la boucle ouverte qunetante est. = 60rad/s. Notons
quew.tmaz ~ 3, CE qui est caraétistique d'une fonction de transfert en boucle ouverte du secomd.ord

Remarque Comme nous sommes dans le cas particulief Gjw) est une fonction de transfert du second

ordre, la pulsation de coupure peut seddire du temps degponse @ési par la relationo.t, .. ~ 3.
La specification de épassement peétre transforrée en contrainte sur la marge de phad&ide de la

figure 5.3.
Quellemarge de phasea-t-on obtenir avec ce choix dé ? Par @finition de la marge de phaged,

arg(L(jw.)) = AP — 180°.

Puisquearg(L(jw,.)) = arg(G(jw.)), on aura AP = 180° + arg(G(jw.)). Dans notre cas, le choix de
la pulsation de coupureg, fixe donca la fois le temps deéponsex unéchelon et la marge de phase. Pour

avoir une marge de phase géugurea A®,, ¢, on doit prendrev, telle que
180° 4 arg(G(jwe)) > ADjys.

La fonctionarg(G(jw)) étant ccroissance avec la pulsationcette relation donne donc une borneé&tgure
sur la pulsationu. qu'il est possible d’obtenir. Pour la valeur @& = 0, 34 pour laquelle le @passement
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était satisfaisant, on peut lire directement sur le diagramme de Nichols la @ddarmarge de phase :
Ad = 48°. Cette valeur est largement satisfaisante.

Le probEme d'une commande proportionnelle est qu’elle ne permet pas de filtrexdesstpulsations
(puisque ce n’est pas un transfert passe bas), donc de limiter I'inéiuges bruits.

En conclusionpour ce prol#me particulier, le&glage dek* fait apparétre la recherche d’'un compro-
mis entre :

1. la rapidié du suivi dechelon, d’autant plus importante gkfest grand ;
2. lamarge de phase et leghssement du suivi@thelon, d’autant meilleurs qu€ est petit.

5.2.2 Proportionnel Integral

Exemple du moteura courant continu (suite) On rajoute au cahier des charges le rejet de perturbations
en forme déchelon. La rapidé du suivi déchelons est dotee par le temps du premier maximuiy, . =
75 ms.

D’aprés la discussion de la section 5.1, le correcteur datessairement contenir unégrateur. La
structure la plus simple qui contienne cela est :

_ K
-

K(p)

Comment égler ce correcteur pour assurer la stabititi systme en boucle ferge ? Pour cela, exami-
nons la phase dg(jw) = G(jw)K (jw) : arg(L(jw)) = —90° + arg(G(jw)). Ce cephasage de90° est
introduit par I'integrateur dé<'(p). Comme la phase d&(jw) varie entre-90° et —180°, celle deL(jw)
varie entre—180° et —270° : le tracé deL(jw) recouvrira ou entourera le poift-1, 0) (voir figure 5.8).
La boucle ferngée sera donc instable.

40

30 0.25dB
0.5.dB

20
-1dB

10 3dB
6 dB.

of ~6dB

Open-Loop Gain (dB)

“10k ~12dB

_oob -20dB

301

—40 I L i 1 I 140 dB
-360 -300 240 -180 -120 -60 0
Open-Loop Phase (deg)

FIGURE 5.8 — Diagramme de Nichols dﬁ%G(jw) aveck® = 0,01

Pouréviter le point(—1, 0), il est recessaire de choist (p) telle que la phase de la fonction de transfert
en boucle ouverté (jw) augmente au voisinage de la pulsation de coupur@our cela, on introduit dans
le correcteut (p) un zero stabled > 0) :

K(p) = k2T
p
On obtient un correcteur Proportionnelégtal (P.1.) @i il est recessaire deegler deux paragtresa et k°.
Lintroduction du Zro en—a permet d’augmenter la phase € jw) aux alentours de la pulsation= a
(voir figure 5.9). Cet effet d’avance de la phase permet de diminuex de compenser leéphasage de
—90° pour les hautes pulsations. |l @re misa profit pour que le traede la fonction de transfert en boucle
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Bode Diagrams

Phase (deg); Magnitude (dB)

Frequency (rad/sec)

FIGURE 5.9 — Diagramme de Bode d’un correcteur Pl akee= 10 eta = 1

ouverteL(jw) = G(jw)K (jw) évite le point(—1, 0). Au plus le pararétrea est choisi petit au plus I'effet
d’avance de phase sur le teage la fonction de transfert en boucle ouverte estimportant (voir laeflgd0)
permettant de contourner le poipt1, 0) permettant d’obtenir des marges de stabititus importantes et

de limiter la Esonance du gain dg.

-1dB

-3dB

-6dB
-12dB

-+-=20dB

I I I ) I 1 140 dB
-300 -250 -200 -150 -100 -50 0

Open-Loop Phase (deg)

Phase (deg); Magnitude (dB)

Diagramme de Bode de L(jw)

From: U(1)
150 T

— Intégral
— P
100 a=1 — Pl

— Pl

Pulsations (rad/sec)

FIGURE 5.10 — Diagramme de Nichols et de Bode de la boucle ouverte avit PI110~2 et differentes

valeurs dex

Le paranétre k¢ va étre eglé afin de fixer la bande passantepermettant d’obtenir un certain temps

de eponse pour le suivi d'uéchelon.

Quelle vaétre I'influence dex sur le rejet de perturbation, pour une valeur damdek® ? Rappelons

que :
Th—e(jw)| = |G(jw)S(jw)| ~

b
K(jw)]

(en basses pulsations)
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Le rejet de perturbation sera d’autant plus rapide|ddgw)| estimportant sur une large gamme de pulsa-
tionsw. Or, pourk® fixé, au plus: estimportant, au plugs (jw)| estimportant sur une gamme de pulsations
plus large (voir la figure 5.11). Legponses temporelles confirment ésultat (voir figure 5.12). De facon

Diagramme de Bode

100 ——r—— T ———— T ——— T ——

Phase (deg); Magnitude (dB)

107 10° 10° 107 10 10 10

Pulsations (rad/sec)

FIGURE 5.11 — Diagramme de Bode d'un correcteur Pl akee- 10 eta = 0,01, a =0,1 eta =1

qualitative, quand. devient petit (tend ver8), le correcteur Pl “dgerere” en un correcteur proportionnel
(inaptea rejeter des perturbatiogshelon en enée).

En résung, le reglage du paragtrea résulte de la recherche d’'un compromis entre :
1. la rapidié du rejet de perturbation é@thelon, d’autant plus importante quest grand ;
2. lamarge de phase et lemhssement du suivi@thelon, d’autant meilleurs queest petit.

Mise en ceuvre pour la commande du moteur Dans le cas d'un correcteur proportionnel, le eyst
en boucle ouvertd.(p) était d’'ordre2, ce qui a permis travers le choix de la marge de phase &gear

le depassement et, biefirs d’obtenir une certain marge de stal@lit.a pulsation de coupure a permis de
régler le temps degponse.

Dans le cas d’un correcteur Proportionneklgal, le systme en boucle ouverte(p) est d’ordre3. Par
suite, le @passement ne peut peise Egle a travers le seul choix de la marge de phase. Il ésessaire
d’examiner le trae deL(jw) sur le diagramme de Nichols : en fonction des courbes isoGaitersecées
et/ou tangerites, le épassement sera plus ou moins important. Les patrask® et a vont &tre egles de
facon i€érative

1. choix initial dea et dek®

2. examen des trées filequentiels de la boucle ouverte (Bode et Nichols), épsmses temporelles et
fréquentielles des fonctions de transfert en boucle &éerm

3. sile cahier des charges n’est pas remplegtrge de: et/ouk® et retoura I'étape2

Pour trouver un choix initial de et dek® pas trop stupide, on peut faire comme si le éygst en boucle

ouverteétait du second ordre en fixant la marge de phiadeet la pulsation de coupute. pour remplir

les sggcifications temporelles. On prend danc= 0 8’75 =40 rad/s et A® = 48°. Par cfinition de la
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Suivi d’'un échelon de référence

L2r a=4,5 7
—

oot N 1

=
= a=1
> 0.6H E
0.4 B
0.2 B
0 Il Il Il Il Il Il Il Il Il
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
Temps (sec.)
Rejet de perturbations
6 T T T T T T T T T
sF A B
o
Al ~ 4
R a=1
= ~
= 3l ~ 1
2 a=4,5 T~ B
1 Tt~ -~ _ A
0 Il Il Il Il Il Il Il

!
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 14 16 1.8 2

Temps (sec.)

FIGURE 5.12 — Reponses temporelles du syste bouad, correcteur P.k¢ = 0,2 eta = 1 eta = 4,5

marge de phase :
arg(K (jw.)) = —180° — arg(G(jw.)) + AP

Notons queke n'intervient pas dans cetéguation. Or

arg(K (jw.)) = —90° + arctan(%) et arg(G(jw.)) = —90° — arctan(Tw,)

D'ou arctan(%) = A® + arctan(7w,), Soit

“= tan(arctan(rw.) + A®)

= §,59.

D’autre partw, est une pulsation de coupure&i(jw.)K (jw.)| = 1, ce qui donne :
1o wiy/T2w2 + 1
kv/w? + a?

Malheureusement, avec deglage de PI, le@assement est trop important (voir la figure 5.13).

=0, 19.

On cecide donc de régler le Pla I'aide devat | ab. On aboutit iErativement sur le choix de paratre
k¢ = 0,18 eta = 4,7 (voir la figure 5.14 pour comparer le correcteur Pl initial et la correddinal).
D’apres la figure 5.15, les gpifications de rapiditet de @passement du cahier des charges sont re&sgmect
Les marges de stabititsont correctes (marge de phasédfeet de gain sugrieurea 40 dB).

5.2.3 Avance de phase

Exemple du moteur a courant continu (suite) On cherche un correcteur permettant d’augmenter la
rapidite du suivi deéchelonst(,,.. = 30ms) tout en permettant le rejet de perturbations en fornéetalon.

Une telle performancetait-elle possible avec les structures de commangt®&gemment consatées ?
Grosserement, un temps déponse de30 ms correspondd une pulsation de coupute. de I'ordre de
0—%3 = 100rad/s. Peut-on &gler une correcteur proportionnel @gtral) assurant une telle bande passante
tout en assurant la stabéidu systme en boucle ferée ainsi que les marges de stabifit
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CHAPITRE S

Réponse & un échelon de référence pour deux réglages de Pl

SYNTHESEBO

sortie y(t)

a=7865etk®=0,19

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
Temps (sec)

0.6 0.7

FIGURE 5.13 — Reponse temporelle avec la commande Pl initiale etsapgeglage

Diagramme de Bode

Diagramme de Nichols

60 100 T T
0 ~ c i — a=4,7etk°=0,18
a=78656etk®=0,19 ol — a=7,865etk®=0,19 |]
20 -
or a=47etk=0,18 or |
ol o
&l |
~40 - '%
o .
-60 27 . 1dB
-90 = T gl T [ -3dB
§‘ .. -6 dBd
/ a=47etk®=0,18 ol S 12.dB
-120 =20 - - h-20 dB
40+ —4‘0 dB‘
-150 .
-60 | —éO dB;
180 . :
10° -80 ! i ! ! i ,_-80dB
-360 -315 -270 -225 Opert8mop Phass(deg) -90 -45 0

Pulsations (rad/sec)

FIGURE 5.14 — Diagramme de Nichols et de Bode de la boucle ouverte avec la commiainieale et

apres reeglage



Open-Loop Gain (dB)

401

—a0l

VERSIONPROVISOIRE DU29 FEVRIER 2016 137

sortie y(t)
1.6 T

Nichols Charts 1.4+

: rejet perturbation
—

12 7

ZosH .

Il
0 0.5 1 15 2 25 3
Temps (sec.)

commande u(t)
0.2 T

oF : 4
-0.05- o
-0.1r

L L L L L L L L L ~0.15 I I I
-190 -180 -170 -160 -150 -140 -130 -120 -110 0 05 1 15 2 25 3

Open-Loop Phase (deg) Temps (sec.)

FIGURE 5.15 — Diagramme de Nichols de la boucle ouvert&pbnse temporelle de la boucle fé&eavec
la commande PI finale

Dans le cas d’un correcteur proportionnel, pour assurer une pulisigicoupurev. de 100 rad/s, il

faut choisir : .

k= ———
|G (jwe)|
soitk¢ = 0, 77. La marge de phase correspondante est @emarl80° + arg(G(jw.)) soit33, 8°, ce qui
est trop faible. Le @passemerit unéchelon deéférence est alors sapeura20%.

Peut-on obtenir mieux avec un correcteur proportionndégratl ? La phase d’'un correcteur Propor-
tionnelle est nulle ; celle d'un correcteur Proportionneégral est strictement comprise entr80° et0°.
Par suite, le remplacement d’un correcteur P par un correcteur Pl vaugimianphase de la fonction de
transfert en boucle ouverfe(jw) et donc menea une marge de phase plus faible.

En conclusion, les structures P ou Pl ne permettent pas de remplir le nocadei@r des charges car
elles ne permettent pas d’obtenir (au moins) une marge de phase correcte.

Comme base deggpart, on va conserver la structure Pl car le correcteur éaitssairement pasder
un integrateur pour assurer le rejet dgarence en forme échelon. A cette base, on va adjoindre une (ou
plusieurs) avance(s) de phase, c'astire une fonction de transfert de la forme :

7'1p—|—1
Top + 1

H(p) = (5.4)

avecr; > 7o, ce qui donne pour le correcteur la structure suivante :

_kp—i—a Tip+1

K )
(p) p Top+1

Un exemple d’avance de phaB&p) est repéseng figure 5.16 sous forme d’un diagramme de Bode. Une
fonction transfert avance de phase introduit deux effets :

1. une augmentation du gaiff (jw)| a partir de la pulsatiop}l ;

2. une augmentation de la phase qui intervient grosso modo entre les mﬂ%tiet % La pulsation
a lagquelle 'augmentation de la phase est maximale estaopar

1

Waug = —. 55
g \VT1T2 ( )
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Diagramme de Bode

40 ———
35
301
25
201
151

10+

80 —

70—

Phase (deg); Module (dB)

60
50 -
40t
30
20

10+

il
10" 10

107 107

Pulsations (rad/sec)

FIGURE 5.16 — Diagramme de Bode d’une avance de phase, 100 ets = 1

A cette pulsation, la phask,, de I'avance de phase est telle que

o

. T — T2

sin(®,,) = e E T (5.6)
T2

Une simpleétude de fonction permet de constater gueest une fonction croissante du rapp%t
Elle est comprise enti@ et+90° exclus.

A partir des relations (5.5) et (5.6), il est@id’exprimerr; et en fonction de la pulsation,,,, et
la valeur de I'avance de phase maximal®,,, , ce qui est d’'un grand iétét pratique :

oo 1 1 + sin(®,y,)
U™ Waug \| T = sin(®,y,)

1 1 —sin(®,,)

et n= Waug \[ T+ sin(®,,)

Remarque Les relations (5.5) et (5.6) s&tkrminent partir des calculs suivants.

arg(H(jw)) = arg(rijw +1) — arg(rajw + 1)
= arctan(mw) — arctan(mw)

La pulsatiora laquelle la phase atteint maximum est caleutn @rivant I'expression de la phase #epar
rapporta la pulsationo :

NV g TiTow? — 1
(arg(H(]w)) - (7—2 1) (1 + (7_1;)22)(1 + (7_2w>2)
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Par suite, en annulant l&dvéee, on obtient la pulsationl— D’autre part,

VTIT2
sin(®,,) = sin(arctan(y/ %)) cos(arctan( %)) — cos(arctan( 4/ T;)) sin(arctan(,/ E )
T1 T2
2 1 _ 1 71
\/1+Tl\/1+2 1+1\/1+T2
T2 71 T2 71
— T1— T2
TL + T2

De I'utilisation d’une avance de phase Un filtre a avance de phase est principalement étifisur son
effet “avance de phase” sur une gamme de pulsationsédaniiPar exemple, dans le cas de la commande
du moteura courant continu, I'introduction dans la boucle ouverte d’'une avaagehdse peut permettre
d’améliorer la marge de phas&é® en augmentant la phase de la boucle ouvara pulsationu,.. Pour
cela, on peut par exemplesgler 'avance de phase de facare que I'augmentation maximalg,, de la
phase intervienna la pulsationv,,, = w.. Ceci n'est pas uneegle mais une possibiit: on peutetre
ameré a modifier les paragtres de I'avance de phase de faggorendre en compte d’autresesifications
(depassement €f} dans le cas de sysne en boucle ouverte d’ordre @nj@ura 2, marge de gain, etc..) en

se basant sur les tras fequentiels de Bode, de Nichols, etc...

Mise en ceuvre pour la commande du moteur Comme dans le cas déglage du correcteur Pl, on va
essayer de@erminer un premier jeu de paratres ¢, a, 71, 72) en consiérant que la fonction de transfert
en boucle ouverté (p) est d’ordre2. Celui-ci sera alors @rativement ar@lioré de facon a remplir le cahier
des charges.

Pour le paramatresa, on reprend celui qui & determiré dans le cas diweglage d'un correcteur Pl
(a = 4,7). Lavance de phase est d’aboiehiee de facora obtenir une certaine marge de phase. Dans le
cas du correcteur PI, la marge de phasé4feavait permis d’assurer une bonne robustesse en contribuant
a I'obtention d’un @passement raisonnable. On choisit@ger 'avance de phase maximaléa pulsation
We (Waug = we). Py vaétre calcud de fagora obtenir la margé\ @ désitee.

arg(G(jw)) + arg(K (jw)) = —180° + AP (5.7)
avec ,
arg(K(jw.)) = arg (kcywj#> + &, = —90° + arctan(ﬁc) +d,,
arg(G(jwe)) = —90° — arctan(Tw,).

L’ équation (5.7) rane alorsa :
o, =AD — arctan(w ) + arctan(Tw,).
a

Pourw, = 100 rad/s, A® = 54° eta = 4,7, on obtient®,, = 22,9°, ce qui donner, = 0,0151 et
T2 = 0,0066. Le gaink® est alors obtenu tel qUé&/(jw.) K (jw.)| = 1, ce qui donne :

e _ \/T 202 + 1\/7'2w2—|—1
ky/w? + a?\/TEw? + 1

Itérativement, souksht | ab, le correcteur Proportionnel iegral avec Avance de Phase eségi :

1
(p+10,25) ggP+1

P 1
188,5

K(p) = 0,471

p+1
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Suivi de référence et rejet de perturbation en échelon
T T T T T

sortie y(t)

| | |
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 11 12 13 14 15
Temps t en secondes

0 | | | | | |

Commande
1.5 T T

u(t)

0.5 b

0.5 1 15
Temps t en secondes

FIGURE 5.17 — Reponse temporell@ unéchelon deé&ference et de perturbation

Voir les figures 5.18, 5.17 et 5.19 pour examiner &ggmses temporelles egffuentielles avec le correcteur
initial et le correcteur final obtenu &% reéglage. Apés reeglage, les marges de stalélibbtenues sont
Ad = 54,2° et AG = +oo (voir figure 5.18). La rapidé et le passement pour wthelon deé&férence
respectent le cahier des charges,,, = 29,6ms, %D, = 16% (voir la figure 5.17). Ces valeurs sont
cokérentes avec les tras fléquentiels des gains d&_,(jw) = S(jw) et deT,_,,(jw) = T(jw). On
peut noter que le rejet de perturbation est plus rapide avec le comréiogu’avec le correcteur initial.
Cela peut se voir temporellement (voir la figure 5.17), sur le module de Iidorde transferf;,_,.(jw) =
G(jw)S(jw) (en basses pulsations, les gains sont plus faibles pour le secontieorigue pour le premier)
et directement sur les gains @&jw) (voir la figure 5.19, en baa droite : les gains du second correcteur
sont en basses pulsations plus faibles que ceux du premier correcteur)

Diagramme de Bode

Diagramme de Nichols worediearTral
—_correcteur initial

a0

30F

Magnitude (dB)

20

ain (d8)

Open-Loop G

ase (deg)

Phi

-180 L

Pulsations (rad/sec) Open-Loop Phase (deg)

FIGURE 5.18 — Fonction de transfert en boucle ouvdrfgw) (Bodea gauche et Nichola droite)



VERSIONPROVISOIRE DU29 FEVRIER 2016 141

Module de T _ =S Module de T, _=GS
h - — correctel

Gain (dB)
Gain (dB)

Pulsations (rad/sec) Pulsationsy (rad/sec)

Module de T =T Module de K(je)
y — correcteur final
5 14 —_correcteur initial

Gain (dB)
Gain (dB)

Pulsations (rad/sec) Pulsation (rad/sec)

FIGURE 5.19 — Module d€l’,_,. = S en hauta gauche, d&},_,. = G'S en hauta droite, de7,_,, = 7" en
basa gauche et d& en basa droite
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5.2.4 Filtre cloche

Exemple du moteura courant continu (suite) On cherche maintenant un correcteur permettant le suivi
de trajectoires sinusdales de pulsation avec une erreur relative d’amplitude &nieurea s x 10~ dans

le cas @l wy = 3rad/s et inferieureas x 1073 pourwy € [2,7, 3,33]. D’autre part, on dsire toujours
assurer le suivi de trajectoires en formé&chielon ainsi que le rejet de perturbations deaten forme
d’échelon sans imposer uagime transitoire f@cis (rapidie, cepassement).

D’apres la section 2.2 du chapitre 2, on doit donc avoir
1. pourwy = 3rad/s, |Tr—(jwo)| <5 x 1076
2. pourwy € [2,7, 3,33], | Tr—e(jwo)] <5 x 1073

Or, puisgud}%(jwo) = Tr G_(jwlo)K(jlwo) , pour avoin T, _, . (jwo)| < 1, il faut que|G (jwo) K (jwo)| >
1, ce qui permet d’obtenir &quivalent suivant :
1
T —e(Jw ~ - ;
oo 0|~ G g K G|
Donc pour assurea(peu pes) queT,_,(jwo)| < n, on peut recherchek (p) tel que
1
K(jwy)| > ————
KOl = iG]

avecn = 5 x 107% pourwy = 3rad/s et pourn = 5 x 1073 pourwy € [2,7, 3,33].
1. CommeG(jwo)| = 78,25 pourwy = 3rad/s, on doit avoir| K (jwo)| > 2,56 x 103
2. comme pouty € [2,7, 3,33], |G(jwo)| > 70,4, on doit avoir| K (jwo)| > 2, 84.
Pour assurer le suivi dé&férences et le rejet de perturbationséehelon, on va choisir comme base le
correcteur Proportionnel lagral determiré dans la sous section 5.2.2 :
p+4,5

K(p)=0,18 —

Avec ce correcteur, on a:

1. pourwy = 3rad/s, on a|K (jwo)| = 0,335

2. pourwg € [2,7, 3,33], on a|K (jwo)| < 0,3614.
Par suite, le gain d& (jw) n’est pas suffisant pour les pulsations conées Pour rajouter du gainces
pulsations, on va introduire un filtre “cloche” dans le correcteur.

Filtre cloche Etant donis
1. 0<émar <e<1
2.0 < W™ < wprer
un filtre cloche est une fonction de transféitp) telle que

L |F(jfwimwyen)| = g

2. [F(jO) = 1, limys oo |F(ju)| = 1

. 1
3. Y € W™, wf®], |F () 2 <.

Un exemple est @seng figure 5.20. Le filtre cloche permet donc d’obtenir un gain impodaime pulsa-
tion donreewy, un gain relativement important pour un intervalle de pulsations &démgarithmiquement
sur cette pulsation et enfin un gain procheldm basses pulsations et en hautes pulsations.

Un filtre cloche peuétre cfini par un filtre d’ordre2 :

min, max

2
+ap+wy W
F(p)— p p 0 0

p2 + €maz¥p + ngwgwx
mazx man —
(wg" ™" — wg™) 1-¢

o=

€ 1- egnaz
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Filtre cloche

e B0 e

70+

60

50 —

Gain (dB)
=
m
I
S
T

30f -l

20—

10+

0 1 1 1 1 1
3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6

107 10 10 10 10 10 10 10 10 10
Pulsations (rad/sec)

FIGURE 5.20 — Filtre cloches7" = 10 rad/s, w§'*® = 100 rad/s, €maer = 1074 ete = 1072

Mise en ceuvre sur le moteur Pour assurer des gains suffisants aux pulsations importantes on introduit
dans le correcteur un filtre cloche, ce qui donne :

p+4,5 p>+ap+ w{)"mw()”“x

min, mazx "

K(p)=0,18
( ) p p2+€maxap+w0 Wo

avecwn = 2,7, wi = 3,333, emar = 1074 eté = 1071, Avec ce correcteur, on a:
1. pourwy = 3rad/s, on a|K (jwo)| = 3,35 x 10°
2. pourwg € [2,7, 3,33], ona|K (jwy)| > 3,11

ce qui est largement suffisant pour assurer le suivi de trajectogrésfatence sinuddales. A partir des
réponses &quentielles de la fonction de transfert en boucle ouv@ftguy) K (jwp), on erifie que ce
correcteur assure la stab@idu systme en boucle ferae ainsi que des marges de stabitibrrectes (voir
la figure 5.21). Le sysime en boucle ferée est satisfaisant que ce soit dans le domaggugntiel (voir
figure 5.22) ou temporel (voir la figure 5.23). En particulier, on constete tjue les erreurs de suivi de
trajectoires pour des sindstes d’amplitudel, de pulsationsy = 3rad/s etwy = 2, 7rad/s sont celles
deman@ées par le cahier des charges.

5.2.5 Filtre passe bas

Tous les types de correcteukyp) examires peccdemment sont propres s&tse strictement propres
(les degés du nurdrateur et du @hominateur sonkégaux). Par suite, en hautes pulsatidis(jw)| est
équivalenta un gain constant. Or, pour assurer Batiation des bruits et la limitation de la commande,
nous avons vu (sous sections 5.1.4 et 5.1.5)|gl@w)| doit &tre faible en hautes pulsations. Emgral,
on recherche dans cette gamme de pulsations @o®idsance dg< (jw)| en fonction dev (on parle de
“roll-off”) de —20 x n,dB/dec avecn, > 1:

K (jw)| ~

jwl ™
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Diagramme de Bode

Gm=-21.354 dB (at 6.7418 rad/sec), Pm=43.95 deg. (at 37.668 rad/sec)
T T T T Nichols Charts
From: U(1)

150

80

o
=2
-100 c
£ 6ol |
o gz
-50 g
S ° wf 4
<
2
-100 &

-150

-200

-250 2 1 o 1 2 3 —4or i}
10 10 10 10 10 10 - - — s
Pulsations (rad/sec) Open-Loop Phase (deg)
FIGURE 5.21 — Reponses fquentielles de la fonction de transfert en boucle ouvefje)
T, =S Réponse a une sinusoide de pulsation propre w, =3 rad/s
2 15 T T T

-40
-15 Il Il Il Il L L L
0 0.5 1 15 2 25 3 3.5 4
Temps en secondes
-60
Commande
0.02 T
-8 0.015
0.01
“io0 0.005
0
120 -0.005
-0.01
-140 ! ! ! L | | | | | | |
107 w0* 10° 10 10° 10° 0015 05 1 15 2 25 3 35 4
Pulsations (rad/sec) Temps en secondes

FIGURE 5.22 — Reponses &quentielle et temporelle en boucle fé&ren
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Erreur de suivi de trajectoire pour la référence r(t) = sin(wo t) avec 0, = 3rad/s
0.08 T T T T T

0.06 .

0.04 - .

£(t)

0.02 - _

-0.02 : : : :
0 1 2 3 4 5 6

Temps en secondes
r(t) = s;in((.o0 t) avec 0, = 2,7radls
0.08 T T T T T

0.06

0.04

£(t)

0.02

~0.02 I I I I I
0 1 2 3 4 5 6

Temps en secondes

FIGURE 5.23 — Evolution de l'erreur de suivi de trajectoirg$) dans les casowy = 3rad/s et i
wo =2,7rad/s

Le correcteur Pl + Avance de Phasevdlopg section 5.2.3 est modifipar I'introduction d’un filtre
passe bas du premier ordre. Les pagtres du Pl et de I'avance de phase ségetement modiés. Les
gains du correcteur sont ainsi plus faibles en hautes pulsations : I'angptifuh commandeétessaire au
suivi de trajectoires eachelon est&duite au épart (voir la figure 5.24).

5.2.6 Une remarque en guise de conclusion

Les differentes structures o@E piesengesa travers le&glage d’'un correcteur pour la commande d’'un
moteura courant continua titre d’illustration. Les discussions qui o@€ faites ne constituent pas une
méthodologiea proprement parler. Elles ne doivent pas non g@ue consiérees comme un recueil de
recettes de cuisine. Leur seule ambit&iait de comprendre leétharche qui pelitre adogte pour traiter
un probEme de eglage de correcteurs. Lorsqu’un nouveau eotd de eglage de lois de commande est
abore, cette @marche doiétre reprise.

5.3 Conclusion :H., un outil CAO pour 'automatique fr équentielle

La Figure 5.25 illustre la @narche de conception de correcteurs dansédthate de synétse H,
(gauche) et dans leséathodes fequentielles classiques (droite). La premiétape est commune : elle
consistea traduire les difrentes spcifications du cahier des charges (temporelles et autres) en gabarits
a respecter par les modules de @liffintes fonctions de transfert en boucle feemDans la riathodeH .,
ces gabarits sont exprés par le choix de pordations intervenant sur les fonctions de transfert en boucle
fermée conceraes. La ésolution du proldmeH, (étape “Calcul du correcteur”) permet de rechercher un
correcteurK (p) tel que les fonctions de transfert en boucle feencorrespondantes respectent les gabarits.
L’ étape “Analyse du correcteur” permet deriier si la performance et la robustesse du correcteur sont
satisfaisantes. Sinon, on peut modifier les gabarits et rechercherrentear pour ces nouveaux gabarits.

Dans les rathodes fequentielles classiques, le concepteur doit essayer de traduire legsgsinales
fonctions de transfert en boucle fegmen gabarits sur la fonction de transfert en boucle ouverapé
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Suivi d'un échelon de référence

Bode Diagram — Pl Avance de Phase
20 T — Pl Avance de Phase + Filtre

Magnitude (dB)
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Temps en secondes Frequency (rad/sec)

FIGURE 5.24 — Correcteur Pl Avance de Phase Eiltr

“Gabarit sur transfert BO”). Dansédtape suivante “Choix structure du correcteur”, il doit choisir unesstru
ture de correcteur @djuate (Proportionnel lagral avec ou sans avance de phase, etc..8tetdiner les
differents paragtres du correcteuétape “Reglage des paragtres du correcteur”), choix qui demandent
un fort savoir-faire. Letape “Analyse du correcteur” permet de tester si la performance @bustesse du
correcteur sont satisfaisantes. Si ce n'est pas le cas, les cagsiésgmopeuveritre nombreuses : mauvaise
déetermination des paragtres du correcteur, choix peu pertinent de structure pour le casreotauvaise
traduction des gabarits sur les fonctions de transfert en bouclééegmun gabarit sur la fonction de trans-
fert en boucle ouverte, mauvais choix de gabarits sur les fonctionsrdgeraen boucle ferée ou encore
performance @si€e iralistes. L'inérét de la néthodeH,, est déviter ces diferentestcueils (sauf les
deux derniers) en proposant un algorithme de calcul d’'un corretdkeque les gabarits sur les fonctions
de transfert en boucle fe@® soient satisfaits. Elle permet daluire le nombre de casi®i le correcteur
obtenu n’offre pas une performance satisfaisante, ce n’est pas gae ce correcteur n’existe pas mais
c’est parce que le concepteur n'a pas su surintas difficules de la syntbse.

L'introduction de la néthodeH . permet ainsi de simplifier congicablement le processus de concep-
tion tout en eduisant son temps. Elle constitue ugelle néthode de Conception Assst par Ordinateur
centrale pour I’Automatique &quentielle.
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FIGURE 5.25 — Liens entre Automatiquegjuentielle classique eéa classiquel )
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Chapitre 6

Reduction de moales

L'objectif de la duction de moéle est :etant donie une (matrice) de fonction(s) de transfefp)
d'ordre n, rechercher une (matrice) de fonction(s) de transfgrtp), d’ordre r avecr < n, qui soit
“relativement proche” dé&(p).

Ce probeme est irgressant dans deux contextes.

1. Les néthodes de synéise automatique de lois de commande, comme LQG Quménenta des
correcteurs, enéyéral, d'ordre au moinggal a I'ordre du systme. Par exemple, comme cela a
ete vu dans le chapitre 4, lagthodeH,, construit un correcteur d’ordriegala I'ordre du systme
plus I'ordre des ponerations fequentielles. Il estvident que dans de nombreux cas, la politique de
commande écessaire pour remplir leséxgifications du cahier des charges ne justifie pasfomnt
gue I'ordre du correcteur sdégala I'ordre du systme. Par exemple, un Pl fiiibien g, avec une
éventuelle avance de phase, suffasservir correctement de nombreux &gsts d’ordre important.
De plus, les correcteurs obtenus par urgghnde de syn#ise automatique peuvenggenter certains

pbles et Eros tes proches. Par exemplé(p) = %%. Il est alors imggratif de les simplifier

proprement car ils ne contribuent pas de facon significatilae politique de commande et peuvent
poser des proBmes lors de la mise en ceuvre de le correcteur sur un calculateériquen

Le fait que les mthodes de synéise automatique donnent un correcteur d’ordre au moagas

a l'ordre du systme est une condition qui permet d’'obtenir un algorithme de sgettefficace.
Mathématiquement, si lors de la syese, on chercha obtenir un correcteur d’ordre plus faible,
la formulation du prol#me ne permet pas d’'obtenir un algorithme efficace.

2. Le moale G,,,q consiceré pour la synthse d'une loi de commande pekire trop riche en dy-
namiques (d’ordre trop important). Par exemple, on peut douter deréinde moéliser des dyna-
miques de constantes de temps de I'ordréGie s alors que le temps déponse recheréau niveau
de la boucle ferrae est da 0 s. Il est donc imggratif de ne garder que les dynamiques pertinentes par
rapport au cahier des charges.

L'importance du prol#me de eduction de mogle étantéclaircie, la question est de savoir ce que I'on
entend par “relativement proche”. D’un point de vue qualitatif, dana$ede la recherche d’un correcteur
d’ordre eduit, celui-ci doit assurer lesémes performances que le correcteur complet, éadite remplir
correctement le cahier des charges (pour ce qui est de la €adbdita robustesse, de la performance, etc.).
Dans le contexte de l&duction d’un modle du systme, il doit permettre de mettre au point un correcteur
capable de fonctionner sur le mid d’ordre complet (voire sur le vrai sgshe...).

D’un point de vue quantitatif (et maématique), il faut donc&finir une distance entre la fonction de
transferta reduireG(p) et la fonction de transferéduiteG,.(p). La normeH, étant une norme|G(p) —
G (p)||- définit donc une distance entre les deux transferts dans lelciés sont stables Cela revien
assurer que leurgponses fquentielles (par exemple, leurs diagrammes de Bode) soient les plugsgroch
possibles. Matematiquement, le probine sécrit donc :étant doneeG(p) stable :

min 1G(p) — Gr(p)lloo
G.Stable d’ordre

1. lly ad'autre fagon de formaliser ma&matiquement le probine : celle-ci est sans doute la plus standard et la phedue.

149
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Sysemea commander Synttese LQG oWH, Correcteur
mockle ordreglee ordreélee
7 ; Réeduction
Rrenc(l)légg)n correcteur
Sysemea commander Synttese LQOG oWH, Correcteur
mockle ordre faible ordre faible

FIGURE 6.1 — Principe de laéduction de moéles

Malheureusement, on ne sait p&saoudre efficacement ce préhie. Par contre, on peut construire une
fonction de transfert d’ordre, G, (p), pour laquelle, Bme si ce n'est pas une solution optinfalé est
possible de garantir qUE=(p) — G (p)||s < 1, n étant calcug a prioria partir deG(p).

Dans cette approche, & est d’obtenié,. (p) enéliminant dans I'espace etat assoéa la repésentation
d’état deGG(p) les sous espaces qui seraient “peu” observables et/ou “peu” corablaadCes deux no-
tions qualitatives sont importantes. Classiquement, un sous espaceasedigervable (sous espace inob-
servable) quand lorsque la condition initiale est prise dans ce souseespaortie du sysme est nulle
(“il n’influence pas sa sortie”). C’est une notion asséductrice car elle met sur un piedédali€é des
conditions initiales qui influencent fortement la sortie du &yst (sortie de forténergie ou “faiblement
observable”) et des conditions initiales qui I'influencent faiblementigsdiénergie faible mais non nulle
“fortement observable”).

De méme, le systme n’est pas commandable quand, partant de la condition initiale nulle,idte @as
de signal de commandét) permettant d’atteindre certains points de I'espaétad! C’est une notion assez
réductrice car il est clair qu’elle met sur ledme pied les points de I'espacetiit que I'on peut atteindre au
prix d'une commande @&nergie importante (“peu commandable”) et les points de I'espdtatdjue I'on
peut atteindre au prix d’'une commandeékrgie faible bien que non nulle (“fortement commandable”).

Il est donc dans un premier tempsaessaire deéinir preci€ment ce que I'on entend par “peu obser-
vable” et “peu commandable”.

6.1 Gramiens d’observabilie et de commandabilié
Soit une repesentation dtat du transfert stabl@(p) d’ordren, minimale (c’esta-dire observable et
commandable) :
z(t) = Ax(t)+ Bu(t)
y(t) = Cuz(t) + Du(t)

ow- [415].

Soit la matrice) € R™*" telle qu’elle soit solution de &quation de Lyapunov suivante :

ce qui est encore net

6.1.1 Gramien d’observabilitt

ATQ+QA+CTC =0. (6.1)

2. C'esta-dire qu’'on ne peut pas garantir que la fonction de tranéfertbtenue est telle queG (p) — G (p) || soit la plus
petite possible.
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C’est un systme dew équations ligairesa inconnues qui admet une solution unigue. De

plus, la solutior) sera une matriceéinie positive. La matric€) est appetegramien d’observabil& On
peut la calculer sousht | ab en utilisant les fonctionsyap ougr amou en se ramenaatla forme stan-
dard d'un systme déquations ligairesa resoudre par l'utilisation du produit de Kronecker (voir chapitre
10 en Annexe).

On peut donner une intei@iation du gramien d’observabditL'état du systmeétant enrg, au temps
t = 0, on césire calculer Energie du signal de sortigt) pourt variant de0 a +oco, pour une enée
u(t) = 0. On obtient :

n(n+1)

oo T T
| vy e = x5 Qan,
0
Si o corresponda un vecteur propre asséa@ la valeur propre\ de la matriceR, la quantié d'energie

réecugerée en sortie avec la condition initialg vaut \z{ z. L énergie de sortie sera donc faible (mode peu
observable) sh est faible.

Exemple Soit le syseme de refsentation dtat minimale :

[ i1 (t) } _ { —-1,3120 —1,2375 } { x1(t) ]

do(t) ~1, 2375x Z751) 2130 | | 2o(t) 6.2)
t = [10 !
vlt) [ ) [ z2(t) ]
Le calcul du gramien d’observabéidonne :
505 —4,95
Q= [ —4,95 5,05 ]
qui admet pour valeurs propras = 10 et\; = 0.1 de vecteurs propres assesif = [ 0,71 —0,71 ]T
etvs =[ 0,71 0,71 ]T. Pour une condition initiale telle queOz, soit dans la directionafinie par le

vecteur{, par exemplerg = [ 0,71 —0,71 ]T, la sortiey(t) aura uneenergie dix fois plus importante
que le sortiey(t) correspondana une condition initialec, de neme amplitude telle quéTg?U soit dans

la direction @finie par le vecteuts, par exemplerg = [ 0,71 0,71 ]T. On peut observer cela sur les
réponses temporelles gedans les deux configurations (voir la figure 6.2).

Réponses temporelles & deux conditions initiales

y
7/

S A=10 x,=[0,71-0,71]

. . . . . . . . .
) 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Temps (sec)

FIGURE 6.2 — sorties cBnergie faible et @nergie forte

Dans I'espace @&tat(xq,x2), les vecteursiy et 5 définissent respectivement une direction de forte
observabilié et une direction de faible observaliilitvoir figure 6.3). Les composantes:dgpeuvent alors
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étre cetermirees dans le répe (O, o1, v3). La composante dey suivant 'axe(O, v1) est fortement ob-
servable, celle suivant I'ax@), 73) est faiblement observable. Remplaagrpar sa projection sur I'axe
(O, v1) modifie peu Ienergie de la sortig(t). Du point de vue de I'observabitit si I'on cherche appro-
cher ce systme d’ordre2 par un systme d’ordrel, on va se ramenex un espace état de dimension,
défini par I'axe(O, v7).

T2 b
_-faible observabilié

"

."'--fg_)rte observabilié

FIGURE 6.3 — Directions de faible et de forte observabilit

Lien avec I'observabilité classique On peut relier ce qui @oede avec I'approche classique de I'obser-
vabilité. Dans le caswole syséme :
z(t) = Ax(t)
y(t) = Cul(t)
n'est pas observable, c’eatdire qu'il exister tel que, avea:(0) = ¢, pour toutt > 0, la sortiey(t) du

systme (6.3) est nulle. L'ensemble deg qui vérifient cela est I'espace inobservable. Il pétre obtenu
par la cetermination du noyau de la matrice d’observabijlitesta-dire les vecteurs tels que

(6.3)

C
CA

. v =0.
CcAr1

On n’obtient ainsi les directions de I'espacé@t qui ne sont pas observables.

6.1.2 Gramien de commandabilié

Soit la matrice syratriqueP € R™*" telle qu’elle soit solution de &quation de Lyapunov suivante :
AP+ PAT + BBT = 0. (6.4)

Rechercher la solutioR de I'équation matricielle (6.4) revieatrésoudre un systne dew équations
linéairesa M}” inconnues qui admet une solution unique. De plus, la solut®rsera une matrice
définie positive. La matric® est appeétegramien de commandab#itOn peut la éterminer soubht | ab
en utilisant les fonctionsyap ougr am

3. P est une matrice syétrique de dimension : elle appartient dona un espace vectoriel de dimensi&(—p;il).
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On peut donner une intef@ation du gramien de commandal&lion dsire calculer le correcteur qui
permette avec lagpens&nergtique la plus faible de ramener, partant du temps—oo, I’ état du systme
enxy, au tempg = 0:

min /0 w(t)Tu(t)dt = J(u)

u€L?(—00,0) J _oo

avecz(0) = zo. La solution est :

{Uopt(t) = BTeiATtpilxg
J(uopt) = xd P~ lag

Si ¢ corresponah un vecteur propre assédi la valeur propr% de la matricé P~1, la quantié d’énergie

dépenge pour ramenerétat du systme enzg, J(uopt), vaut%mgmo. La depensenergtique sera donc
forte (mode peu commandable)sest faible. A partir des vecteurs propres assseaiux valeurs propres de
P, il est possible deé&finir des directions de forte commandalil{on peut éplacer létat du systme sui-
vant cette direction avec une commandee faibleénergie) et de faible commandaltilifon peut éplacer

I’ état du systme suivant cette direction avec une commandke forteénergie). En reprenant I'exemple
précdent, on obtient la figure 6.4. Commegrdemment, du point de vue de la commandahiki I'on

1

0.5
forte commandabilité
faible observabilité
O | -
faible commandabilité
forte observabilité
-05
-1 | | | |
-1 -0.5 0 0.5 1

FIGURE 6.4 — Directions de faible/forte commandalailiét observabilé

cherchea approcher ce sy&mne d’ordre2 par un systme d’ordrel, on va se ramener un espace état de
dimensionl, défini par la direction de forte commandallit

4. )\ estdonc valeur propre de.
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6.1.3 Exercice : Gramien de commandabili
On consi@re la fonction de transfert suivante :

Gp) = —LtY

(p+0.5)(p +1.5)

avecb un scalaire positif.
1. Montrer qu’une ref@sentation dtat assoéea cette fonction de transfert est déenpar :
—-0,5 0 b—0,5

0 -1,5 1
1 15-b] O

N

. A partir de cette refsentation ditat calculer le gramien de commandabilit.
. On posé = 0,5 + e. Montrer que les valeurs propres du gramiendgeont donies par :

1 3¢2
S(1+3A) [ 1+4/1— —
' )< (3€2+1)2>

w

4. Montrez que pour proche dé), les valeurs propres de sont'equivalenteﬁ% et % Rappel :

. 1
au voisinage de = 0 Vi+z~1+ 5%

o1

. Interpiter le Esultat pecedent.

6.2 Representation détat équilibr ée et eduction de mockle

La réduction de mogle se fait ereliminant (resp. conservant) les axes de faible (resp. forte) comman-
dabilité et observabilé. La difficule qui appart ici est que les axes de forte commandabiét de forte
observabilie ne cincident pas forcement, ce qui est le cas de I'exempiezgient. Est ce qu'il est possible
de trouver une repisentation dtat du systme pour laquelle les axes de faible (resp. forte) commandabilit
et observabilié cancident ? La&ponse est oui.

Rappelons gu’un sysine admet une infirdtde repesentations @tat, le passage de l'urgel’autre se
faisant par un changement de base dans I'esp&tatd’

@(t) = Az(t)+ Bult) =13 (t) = T 'ATZ(t)+T 'Bu(t)
y(t) = Ca(t) + Du(?) y(t) = QL)+ Dult)
¢

Parmi les repgsentations @tat possibles, il en existe une telle que

01 0 0
P=g=x=|" >
S
0 0 o,
aveco; > o9 > ... > o, > 0. Les valeurss; sont appedis valeurs singutres de Hankel. Cette

repesentation dtat est appék repesentation dtatéquilibrée (en Anglais, balanced realization). Elle
peut étre obtenuea partir de n'importe re@sentation dtat. La matricel’ de changement @état qui
permet d'y aboutir est caloeka partir des gramiens de commandabikt d’observabilé asso@sa la
repesentation dtat de épart ;T est telle que :

PQ =Tx*1L.
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Dans la repesentation détatéquilibree, les axes de faible (resp. forte) command&bdit observabilé
caincident :o; est valeur propre des gramleﬁsetQ Ses vecteurs propres asgxcsont de la forme :

On en @&duit queo; est I'indice d’observabilé et de commandabiéitde lai**™¢ composante du vecteur
d’étatz. De plus, less; étant ordonés par ordre €croissant, les dergies composantes du vecteugtat
sont donc les moins observables et les moins gouvernables. Pour altenactle d'ordrer, il est donc
naturel de supprimer les — r derneres composantes du vecteugtdt. Si on @écompose le vecteur &tat
et la repésentation dtatéquilibrée de la fagon suivante :

:E{L...,r} Al et Al rn) [%{1 """ r} ]+ F b
o Aty frt A tnd {r1,n) Tir41,...n} Biria,..n}
- [e C L) b
y = [ {1,...r} {7”4‘1’-"’”}] Tlrit,.n} o

il est naturel de construire un mélé eduitG, d’ordrer de repésentation détat :
Ty = Al b L} 1)+ Bl pu

y = 6{1,...,7"}%{1,“.,7"} + Du

Cette nithode d’obtention d’'un madie d’ordre eduit est appéletroncatureéquilibrée Sous la bie a ou-
tils Control Syst em Tool box deMat | ab, la fonctionbal r eal permet d’obtenir la re@sentation
d’étatéquilibrée ainsi que les valeurs singeeés de Hanked; ; la fonctionnodr ed permet ensuite de
construire le modle d’ordre eduit.

Quelles sont les prof@es du modle ©duit ainsi obtenu ?

Propriéte 1 Les valeurs propres d&{l,...,r},{l,...,r} ne sont pas fo&ment valeurs propres de

Propriéte 2 Sio, 1 > o, alors le systme EduitG, est stable.

Propriete 3 [|G(p) — Gr(p)lloc < 23201, 0i-

Cette propete est fondamentale car elle permet de calculer une borne sur I'erreduite en remplacgant

G par son modle eduitG, a priori, c'esta-dire sans @terminerG,. explicitement.

Propriété 4 On peut s’interroger sur la validitde la borne @edente. Dans le cas d’une fonction de
transfertG(p) du type :
Z 7D + o

aveca; > 0,8, >0 % > gZ—E alors la borne frsenée Propiéte 1 est atteinte :

IG(@) = Gl =2 ) -

i=r+1
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En effet, siG(p) admet la éalisation suivante :

[ —a; 0 0 VB1
0 —ax O VB2
G = . . :
0 oo 0 —an | VB
| VB VB2 .. VBa| 0]

elle estéquilibrée avec pour valeurs singgéites de Hankeé% : le mockle eduit obtenu est alors
7

Gip) =3 2

Pl e

En calculant|G(p) — G (p)||~, ON obtient le esultat.

Propriété 5 Pour tout transfert (d’ordre) G, (p), or+1 < ||G(p) — G+ (P)||s0-

Il est donc impossible d’obtenir une erreurénturea o, lorsque I'on remplacé(p) par G, (p) quelle
gue soit la fagon dont on I'a obtenue.

Exercice On désireétudier I'observabil# d’un syséme du second ordéerit sous forme de repsentation
d’état. Le vecteur @&tat est nd :
x1
o)

Pour cela, le gramien d’observab#ijt) aét calcué :
3 2
o-[3 3]

1. Calculer les valeurs propres et \, de @, avec|\1| > |A2|. Pour chaque valeur propre, calculer un
vecteur propre assaxi

2. Dans le plarizy, xz2) (voir figure 6.5), indiquer la direction selon laquellétht est fortement obser-
vable et la direction selon laquellétat est faiblement observable.

3. Lafigure 6.6 refsente levolution de la sortie du sy&stne pour deux conditions initiales difientes :
'une corresponda une direction de forte observal@lidlans I'espace état, I'autrea une direction
de faible observabili. Déterminer celle qui correspordune direction de forte observaliliet celle
qui correspona une direction de faible observat#litJustifier en deux mots.

6.3 Mise en ceuvre sur un exemple aca&dique

On cherche reduirea un gain constant la fonction de transfert
_ptlte 1 €
T op+l o p+ ]

6= |5

2
A partir deséquations de Lyapunov (6.4) et (6.1), on obtient pour gramien de conahiit&l P = % et

G(p)

Une repésentation détat deGG est :

2
pour gramien d’'observabiét)) = % Par suite PQ = %f : la valeur singukre de Hankel du sy&sineG (p)
estdonar; = % Donc,P = Q = % ce qui correspond la repesentation dtatéquilibrée suivante :

o=



G. SCORLETTI ETV. FROMION VERSIONPROVISOIRE DU29 FEVRIER 2016 157

25F

15

0.5F

o
A/

-0.5F

-1.5F

-2 i i i i i i i i i

-1 -0.5 0 0.5 1 15 2 25 3 35 4

FIGURE 6.5 — Plan(zy, z2)

Réponse a deux conditions initiales
0.8 T T T

0.6

0.5

0.4

sortie y(t)

0.3

0.2 condition initiale 1

01r gt aae
condition initiale 2

0 10 20 30 40 50 60 70 80 920 100
temps en secondes

FIGURE 6.6 — Reponses deux conditions initiales



158 CHAPITRE 6 REDUCTION

Enéliminant le seuétat, on obtient comme méte eduit le gain constarit D’apres la propte 2,||G(p) —
Gr(p)|lec < €. On \erifie que cette borne est en fait atteinte (G4p) — G.(p) = ]ﬁ), ce qui est

conformea la proprét 3. Par suite, quandtend vers0, I'erreur tend verd) : le zéro du nurérateur,
—(1 + ¢), tenda s’annuler avec lege du cenominateur-1.

6.4 Exemple de la duction du mocele du moteur

On consi@re le moéle du moteua courant continu introduit dans la section 2.6, page 28. Leatrod
utilisé dans cette sectidgtait en fait @ja simplifié. L'écriture de€quation€lementaires qui&crivent les
phénonenestlectriques et i@caniques permet d’obtenir un nméd d’ordre3 du pro@&ce :

41,27
+1)(

G(p) = D

71,2

p

.
1089+ )

(

Un mockle d’'ordre 2 est obtenu en remarquant que la constante de téa@aik pgnonenestlectriques
est regligeable par rappoé la constante de temp&d aux penonenes neécaniques. Ceci éne au moédle
réduit “a la main” (en annulant la constante de teralestrique) suivant :

41,25

D .
1
66,9 +1)

Gmain (p) =

(

Notez que cetteaduction ne correspond pas simplem&aliminer les dynamiques les plus rapides : en ef-
fet, les plenonenes nécaniques etlectriques sont cou@s par une boucle détroaction. Une suppression
pure et simple de la dynamique rapideme au moeéle suivant :

41,27
Gayn(p) = —p——

Dans ce cas, le @le lent n’est pas modi

Comparons ces deux mélés Eduitsa celui obtenu par troncatuguilibree. La néthode ne peut
pas s’'appliquer directement car la fonction de transfefp) n'est pas stable du fait de l'i@grateur.
L'int égrateur traduit le fait que I'iégration de la vitesse de I'axe donne sa position. Il est doneriatip de
le conserver dans le mebk duit. Notons que la fonction de transfert du éysé peut seéecrire comme
41,27 —41,27(p+1160) 41,27

p (p+71,2)(p+1089)  p +G(@)

G(p)

Une telle &composition peldtre obtenue avec la fonctiddat | ab r esi due. Supposons qué, (p) soit

un mockle d’ordre eduit deé(p) obtenu par troncaturequilibree. Alors en posar, (p) = 41,27 +

~ p
Gr(p),

G(jw) — Gr(jw)] = |G (jw) — Gy (jw)].

Par suite, les erreurs seront identiques. On calcule |&septation dtatéquilibree de@(p) et les valeurs
singulieres de Hankel par la fonctidmal real Matl ab de laControl system t ool box. On ob-
tientoy, = 0,3098 eto, = 0,0010. Notons quer, < o1. De plus, I'application de la pro@€é 1 montre
gue le moéle eduit obtenu par troncatuésjuilibrée sera tel que

G(jw) — Gy (jw)| < 200 = —53,8dB,

ce qui est tes faible. Par suite, oredide de supprimer le secogtht de la ref@sentation dtatéquilibree
en utilisant la fonctiorvat | ab nodr ed °. On obtient ainsi :

~ 43,5

G — Y

5. Utilisez I'option 'del’.
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Le mockle eduit obtenu pour le moteur est alors

_2,226(p — 1302)
Grlp) = p(p+70,2)

Comparons la quaBtde ce moéle eduit par rappora celui obtenu en supprimant la constante de temps
a la main ou celui obtenu eregligeant la dynamique la plus rapide. Sur la figure 6.7 sonEsepis

le module de l'erreuG(jw) — G- (jw) (courbe en trait plein), celui d€'(jw) — Gain(jw) (courbe en
traits tires) et celui d&7(jw) — Ggyn(jw) (courbe en pointigs). On constate que la borne &tipure de
|G(jw) — Gr(jw)| est atteinte. D’autre part, la troncat@guilibrée permet clairement d’obtenir un nede
réduit plus figtle au modle initial, surtout en basses pulsations.

Module des erreurs absolues

100 T T T
Module dB
80 N -
N
N
N
N
60 < -
N
N
N
40+ N -
N
N
~
N
20+ < 4
N . .
S _16(0-6, . (o
ol N 4
AN
~
. . N
a0k 1G(6)-G ()] S i
~
77777777777777777 NT T T T T~
N o~
-40 - R T \\\ e
\
AN
—60 - _ _ 4
G(jw)-G, ()| N
\

-80 N
-100 Il Il Il Il Il Il Il Il Il

10° 10° 107 10° 107 10" 10° 10" 10° 10° 10*

Pulsations rad/s

FIGURE 6.7 — Erreur de magles

6.5 Conclusion

Dans ce chapitre, la @thode de&duction de mogle par troncaturéquilibrée aéte pesente. Linterét
de cette approche est de pouvoir calculer une borne sur la niigmde I'erreur entre le masle complet
et le mogkle duit a priori, c’esta-direa partir des valeurs singelies de Hankel du meéte complet, sans
déterminer explicitement le médtk ©duit. Ce processus esimettre en paralle avec celui de la syntise
de correcteutd ., ou il est possible de tester I'existence d’'un correcteur assurant sairceiveau de
performance sans la calculer explicitement.

Avoir une borne sur la norm& ., de I'erreur est certesés ineressant mais ce n’edirement pas le
critere le plus pertinent pour juger de la guali'un mockle eduit d’'un point de vue pratique. Dans le
contexte de lagduction du moéle repésentant le sy8tnea asservir, le magle ©duit sera irtressant dans
la mesure @ le correcteur synéitiste sur le modle ©€duit pour remplir un cahier des charges domha
satisfait aussi sur le méte complet. Dans le contexte de &luction de le correcteur, le correcte@duite
doit aussi remplir le cahier des charges.

Enfin, il est important de noter que laduction de mogéle intervienta la fois pour la @duction du
mockle repésentant le sy8tnea asservir et pour l&&duction de le correcteur obtenue. Dans les deux cas,
une Eduction intelligente passe par une coatmsion du comportement du $ysea reduire.
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Chapitre 7

p-analyse

Dans le chapitre 4, la @thode de syntrse de correcteur, a et piesenge. Elle permet d'obtenir
un correcteur qui remplit les épifications de performance pour le nételde syntBseG,,,.q et assure un
certain nombre de prog@tes de robustesse, la robustegtnt formalige confornementa ce qui eéte vu
chapitre 3. En fait, il s’agit d'assurer que la boucle féeameste stable via-vis d’'incertitudeslynamiques
Elles peuvent intervenir en plusieurs points de la boucle &ernméanmoins la stabili sera assée quand
elles se produisemdépendamment

D’une part, il est plus probable que des incertitudes dynamiques intaen&imultaremenen differents
points de la boucle ferge. Par exemple, des incertitudes peuvent intervenir sur les actiorfjoesant ra-
rement des gains parfaits), sur le &yaea commander lui-me et sur les capteurs (la sortie est rarement
mesuée sans distortions). On obtient par exemple leeseh repesent figure 7.1, a l'incertitude sur
I'actionneur est moglisee par une incertitude additive sur I'actionnéyy (ou, de fagorequivalente une
incertitude multiplicative sur le sy&te), l'incertitude sur le sysine par une incertitude additive directe
A, et enfin 'incertitude sur le capteur par une incertitude additive mvensbsmpteurA (ou de facon
équivalente par une incertitude multiplicative inverse). Pour appliqueélegime du petit gain @sené

Aq Ag
T4 ¢ +) + o+ Y
i + i
M - 1
A,

FIGURE 7.1 — Incertitudes dynamiques dans une boucle éerm

page 70, il seraitécessaire de faire appéra une seule incertitude dynamique. Pour cela, on peut regrou-
per les diferentes incertitudes en une seule incertitddgoir la figure 7.2) :

o [As 0 o0
A=| 0 A. 0
0 0 A,

Le theoeme du petit gain donne une conditickcessaire et suffisante de stabifiur la matrice de transfert
M (||M || < %) pour toute incertitude qui est une matrice de fonctions de transferféé@mnormei

161
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(I1A]ls < B). Ici, lincertitude n'est pas quelconque puisque les tertiie®), (1, 3), (2, 1), (2, 3), (3, 1)

et (3, 2) sont nuls. Dans ce cas, on parle d'une incertitsitlectuée Par suite, la condition du &oeme
du petit gain n’est plusécessaire dans ce cag-tlle est simplement suffisante. Si elle eéstfiee alors la
stabilitt est ass@e pour tous led, sinon, on ne peut pas conclure. Une conditiéogssaire et suffisante
vaétre pésenée dans ce chapitre permettant de traiter ce&as-|

1A
A,
—~ A=
A
ryoe +l+ o+ Y
—pe— K e G -— 3
; : wo|
\ e \
| ¥ |

FIGURE 7.2 — Incertidudes dynamiques dans une bouclederm

D’autre part, les &sultats pesenés chapitre 4 ne s’appliquent pas directement dans le (cdesan-
certitudes portent (aussi) sur les pagdras du sygtme. Comme cela @€ vu dans I'exemple du moteur
préseng section 3.6, page 81, leur mise en ceuvemed des conditions qui ne sont plusaessaires et qui
dans un certain nombre de cas peuvgnt tes pessimistes. Rappelons que dans cet exemple, &rgyst
était repéseng par une fonction de transfert :

k
) = Drap ¥

dans laquelle le paratre , est indetermiré : tout ce que I'on sait, c’est qu'il appartieatlintervalle
[0, 75"**]. Dans cet exemple, on vouldtudier la stabilé de ce sygtme commanl par une commande
P.I. avance de phase, pour toutes les valeurs possibles €0, 73'**]. 7, est desigré par le terme de
paramnetre incertain

Décrire des incertitudes par@&tniques par une incertitude dynamique reviantouloir cemontrer la
stabilite pour des sysmes qui ne sont pas physiques. Par exemple, dans le cas du moteungpulsation
w donrée, la variation du paragtre incertain, donne un ensemble de poirit$;jw) qui décrit un arc dans
le plan complexe (voir par exemple la figure 3.32) alors que la descriptionngaincertitude dynamique
revienta consi@rer tous les transferts(jw) dans un disque. Par suite, dans le caseaheoeme du petit
gain n'est pas &rifie, il est imgeratif de disposer d’'une conditiorecessaire et suffisante afin de pouvoir
conclurea la stabilié robuste de la boucle.
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Une autre limitation desésultats pesenés dans le chapitre 3 est qu'ils ne permettent de tester que
la stabili& d’'une famille de mogles incertain$ (robustesse en stabéitou stabilié robuste) et non la
performance de la famille de melds. Or, I'objectif premier d’'un correcteur est d’assurer, aa del la
stabilite, des spcifications de performance. Il est donc iengtif de disposer d’un outil permettant de tester
si un correcteur érifie bien les spcifications du cahier des charges pour I'ensemble degl@®ihcertains.
Dans I'affirmative, on parle dmbustesse en performanoa deperformance robuste

Pour effectuer ce type d’analyse, le syse doitétre mis sous une formees particulére ai les in-
certitudes sont ‘Bpakes” de la partie parfaitemenérmiree du sckma, comme cela ate fait pour
I'application du tieoreme du petit gain (voir le chapitre 3). C'est cetbparation qui est pisenée dans la
section suivante.

7.1 Mise en forme du sckma pour I'analyse de la robustesse

Pour comprendre le préde, deux exemplesés simples sont tout d’abordgsenés. Comme premier
exemple, on conséte un systmea commander du premier ordre :

_ dy(t _
up) = 5 Egat) = W 4oy = k) (7.1)
présentant une incertitude multiplicative directe en@mtkfinie par la ponérationi,,, :
a(p) = (1 + Win(p)Am(p))u(p) (7.2)

avecA,, stable A, ||« < 1 etcommand par le correcteui(p) = —K (p)y(p). On cesirerait savoir si le
systme boua est stable mal@rl’incertitude multiplicative et pour toutes valeurs@e|a;, r, a.y| €t de
k €lking, Ksupl-

Etape 1 Le syséme esécrit sous la forme d’'un séma bloc dont leélements de base sont des gains de
valeura etk, des inégrateurs et des sommateurs. A partir @@sations (7.1) et (7.2), on obtient le &oma
repeseng figure 7.3.

Wm A'm a
u(t +l a(t) + ) - ()
k J

_/

FIGURE 7.3 — Mise sous forme d’un séma bloc degquations (7.1) et (7.2)

Etape 2 Les incertitudes sont introduites dans le&tla et “normaliges”, c’esta-dire de taille rameze
a un. Lincertitude esté&ja de normeH ., inférieure olegalea un. Pour les incertitudes paratriques, on
introduit d, tel quea = anom + agapda : AVECAR e = M etage, = M, 104 < 1 <=
a €lainf, asypl (voir la figure 7.4).

Etape 3 Séparation du s@dma en deux parties interconnees : la partie sugieure regroupe les incerti-
tudes du systme boud dans la matrice de transferset la partie inérieure la partie @termiree dans la
matrice de fonctions de transfe¥t (voir la figure 7.5). D’apes la figure 7.6, cette matrice de transfeft

1. Etencore, une famille de melkds incertains &s particukre comme on vient de le constater.
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5(1 Qgab
+ +
W AN, k‘gab—’ Ok Anom
u(t) F +l ﬁ@ & - it
_/ knom . f
- + y(t)
K(p)

FIGURE 7.4 — Normalisation

*******************

| |
| |
| |
| |
| |
| |
7 Ok 7
| |
| |
| |
| |
| |
| |

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Anom

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

FIGURE 7.5 — Extraction des incertitudes
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w1 - 21,
T m T
wy 2,
: Kgab —
ws i Za
7 B
| N 3
1 u(t) + ‘. u(t) Nt y(t) 1
I =+ I
! W) knom 'CD*AAA’ jj :
- + - |
T 77’[1;477777777777777777U;5770777777:::::::::77:::::::: 77777777777777777 227 . T
! K (p) {
: Anom |

FIGURE 7.6 — Reécriture deM comme le produit de Redheffer de deux transferts

est donge par le produiétoile de Redheffer suivant :

M) = NG+ | K]

Gnom

ou la matrice de fonctions de transfé¥{p) est céfinie comme la matrice de fonctions de transfert :

w1
Z1 wo
z
2| =N | ws
23 W,
24 ws
avec
100 -1 0
W%(P)kog 100 0 0 0 -1 0 010 00
N(p) = 0 wt <O 00l 1 0 0 0o ofx|loo1 00
gab 00 1L Epom 1 —1 0 —1 000 10
0 0o 1 p
000 01
(7.3)

Par suite, létude de la stabiktrobuste du systme bou@ est ramegea I'étude de stabili de la famille
de moatles(M, A) ou, comme dans le chapitre 3, est stable et de normE, inférieure ouegalea 1,
mais, en plus :
1. la matrice de fonctions de transferépente, d’'une part, une structure partiergi (bloc diagonale) :
on parle d’incertitudestructurees’®;

2. lesélements de\ ne sont pas forcement des fonctions de transfert dynamiques : celdtpeaussi
des pararatres physiques du sgshe (qui peuvent appdtee sous forme de gains constants dans un
sckeéma bloc regFsentant le sysme).

2. Pour la @finition et l'illustration de I'utilisation du produiétoile de Redheffer, voir le chapitre 9 en Annexe.
3. A opposeR incertitudenon structuée cas d’une seule incertitude dynamique, coasid dans le chapitre 3.
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Ainsi dans notre exemple, on a:

Am() 0 0
A(p) = 0 & O
0 0 o4

Exercice Refaire la @marche grcedente en prenant pour s¢stea commander un sy&mne du second
ordre dong par :

2
V) = e ) YD + 26000 L + w3y () = m(r). (7.4)

On prendra soin de construire un &ata dans lequel les gains (pagnes)wg, & et les inégrateurs appa-
raissent le moins de fois possible.

7.2 Condition necessaire et suffisante de stabiétrobuste

L'analyse de la robustesse dans le cas d’'une seule incertitude dynaepgse sur le #oeme du petit
gain qui donne la conditionatessaire et suffisante suivante :

1
5
Cette condition fait intervenir la valeur singéile maximale de la matrice compleké(jw). Lincertitude
dynamiqueA est alors caraétise par sa norm& ., c’esta-dire que :

VYw € [0, 00|, T(M(jw)) < (7.5)

VYw € [0, +o0], T(A(jw)) < B.

On dit que I'on a affairéa uneincertitude complexear l'incertitude est éfinie par une contrainte sur sa
réeponse fequentielleA(jw) qui est un nombre complexe. Dans le casl'ncertitude est un paraétre
physique, saégponse fequentielleetant Eelle, on parle alors dicertitude gelle

Dans le cas d’une incertitude struder nous allons aussi obtenir une condition sous la forme d'un
indicateur calcu@ sur les matrices complexé$(jw) pourw € [0, +00].

Pour cela, on éfinit 'ensemble des matrices complexes ayant la structure de I'incertitudédee :

A 0 ... ... ... 0

0
A; € ChxFki e {1,...,q}

A
O i 0 T T
0 i=1Ni =177
0

>
[

AeChHk /A=

0 0
0 . 61,

0

(7.6)
Les blocs de scalairegpetées Eelss; repesentent lesaponses fquentielles des incertitudes pagtnigues
(incertitudes sur les paratres du sygmea analyser). Les blocs matrices compleXesepsentent les
reponses fquentielles des incertitudes dynamiques. Si on reprend I'exemple deitmgaécedente, on
a:

1. un bloc d’incertitude dynamique & 1) de dimensiork; = 1;
2. deux blocs d'incertitude paratique ¢ = 2) de dimension; = 1 etry = 1.
Pour obtenir une condition similaigecelle du petit gain (condition (7.5)), o@fihit un nouvel indica-

teur pour une matrice complexe, indicateur qui es@ligégalisation de la valeur singelie maximale qui
apparé dans la condition (7.5).



G. SCORLETTI ETV. FROMION VERSIONPROVISOIRE DU29 FEVRIER 2016 167

Définition 7.2.1 Soit la matrice complexd € C***. Alors la valeur singukre structuée deA par rap-
porta la structureA, noepa, est éfinie par :

) = S eET =
pa AlgfA (@(A) / det(I — AA) =0) (7.7)

=0 SIVA e A, det(l —AA)#0
Propriete 1 Vo € C, pa(aAd) = |ajpa(A).
Propriéte 2 Si A = CF** alorsua (A) = a(A). Sinon pour tou, pa (A) < (A).

Propriett 3 SiA ={A /A =0I;, §ec C}alorsua(A) = p(A)olp(A) estle rayon spectral de/
c'esta-direp(A) = maxyaleur propre daflA}-

Propriett4 SiA ={A /A =46I;, §cR}alorsua(A) = pr(A)olupr(A) estle rayon spectraéel
de A c'esta-direpr(A) = max,yaleur propreéelle des{IAl}-

Les proprétes 2, 3 et 4 indiquent que pour des structures pariimsiA, I'indicateury se simplifie en des
indicateurs classiques.

. . 1 2 .
Exercice SoitA = [ . } . Calculerpia (A) dans les cas suivants et comparer :

0 —2j
1. A = (C?*2

_f[é1 0
Z.A—{_O 52:|,51€(C, (526@}
0

:|, 01 € R, (5QER}
92

0
07, sen)

0 -1
1 -1

1.A={[g g] 56R}
2.A:{[g g] 5e<c}.

1 12j
1 125

1.A={[g g] 66R}

2. A={AeC?}

B 5 0
3.A_{[ 0 52}, 56@}.

.
o> o>

Exercice SoitA = { . Calculerpia (A) dans les cas suivants et comparer :

Exercice SoitA = [ ] avecj = v/—1. Calculerua (A) dans les cas suivants et comparer :
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Nous avons maintenant tous lelféments pouénoncer I'extension du Boeme du petit gain au cas
des familles de sy8tmes avec incertitudes strudes.

Théoreme 7.2.1 (Tieoreme du petit gain structure) Soit la famille de sygimes boués(M, A), ou M (p)
est une matrice de fonctions de transfert stabletet\gp) est une fonction de transfert stable telle que
A(jw) € A. La famille de systmes boués (M, A) est stable pour tout\, tel que||All. < S si et
seulement si

Vw € [0, +o0], pa(M(jw)) < —. (7.8)

|

Démonstration Ce theoeme est (quasiment) une tautologie. O

On appelleu-analysd’analyse de la robustesse d'un s3fste par la mise en ceuvre de cédteme.

Remarque Le theoeme du petit gain structeém’est rien d’autre gqu’'une extension dietdeme du petit gain
introduit dans le chapitre 3 @non@ page 70. La @monstration de ce dernier repose fortement sur lereritde
Nyquist multivariable. Le thoeme du petit gain struct@mécoule lui aussi du cére de Nyquist multivariable. Ceci
met I'accent sur leGle fondamental jo& par ce crigre pour I'analyse de la robustesse, aussi bien en autareatiq
freéquentielle classique (marge de gain, etc..) qu’en auftqmafréquentielle avarée. Lau analyse appattalors
comme une simple mais formidable extension des marggsiéntielles classiques.

Au dela de cette consatation d'inerét apparemment toutélorique, se profile un igtét pratique important : tout
le savoir-faire et I'intuition @velopges par les ingnieurs en se basant sur les outiégjinentiels classiques ne sont pas
rendus caduques par I'aréie des outils Bquentiels avar@s. Au contraire, ceux-ci constituent une formidable boite
a outils qui va permettre de formaliser, de mettre en ceuwde dtvelopper plus efficacement ce savoir-faire et cette
intuition. Par une formalisation mamatique rigoureuse des prebies de I'ingnieur, 'automatique &guentielle
avan@e a introduit une peée importante. En conservant ses principes fondateuess'aliscrit dans la continuét
de l'automatique fquentielle classique. Une telle remarque justifie I'alpieh reo-classique post moderne de
'automatique avaree.

Remarque On peut rechercher la taille de la plus petite incertitdde A pour laquelle le sysme(M, A) est
déstabili€. Ceci revienk céfinir le plus grand ensemble d’'incertitudaspour lequel la famille de sysines(M, A)
reste stable. Cette taille est d@enpar

1

sup  pa(M(jw))’
w€e[0, +o0]

(7.9)

En effet, d’apés le tteoreme du petit gain structér rechercher le plus grand ensemble d’incertitulgmour lequel
la famille de systmes( M, A) reste stable revietrechercher le plus grarittel que la condition (7.8) soit satisfaite.
Dans ce casd, la famille est stable pour tous I8stels que||A] < S. D'apres (7.8), le plus grand pour lequel
la condition (7.8) est satisfaite est dénpar la condition (7.9). De fagon pratique, I'indicateik sera calcé pour
les matriceg M (jw)) pour un ensemble fini de pulsations(incluant la pulsatio®) puis repesené graphiquement
en fonction de la pulsation. L'inverse de la valeur maximale correspoadh taille de la plus grand incertitude que
peut tokrer le systme boud avant de devenir instable.

Dans le cas d'incertitudes non stru@as consiéré au chapitre 3, la taille de la plus petite incertitude dastdbilise
le sysemeétait doniee par :
1 1
Moo sup  T(M(jw))’
w€e[0, +o0]

7.3 Exemples de mise en ceuvre de laanalyse

7.3.1 Un exemple acagimique

On veut analyser la stabititdu systme bou@ repéseng figure 7.7 pour toute valeur detelle que,
étant donBesa,om €t agap, @ = Anom + agapda, aVeCH, €] — 1, 1[. En introduisant dans le semad,,
on obtient ce qui est repseng figure 7.8a gauche. Ce sy&te boua peut alors se mettre sous la forme
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ROl

FIGURE 7.7 — Syséme boud a analyser

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Qgab — 0,

I I
I I
I I
I I
I I
I I
I I
| a |
‘ nom f ‘
I I
I I
I I
I I
I I
I I

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

FIGURE 7.8 — Systme boud a analyser

(M, A) (voir figure 7.8,a droite) avec :

Agab
M(p) = ——920

La fonction de transfed/ (p) doit &tre stable : par suite,,.,,, > 0. Ici, la structure de I'incertitude est telle
queq = 0,r = 1 etr; = 1. Calculons la valeur de I'indicateur, pour cette structure d’'incertitude de la
matrice M (jw), & une pulsationy donrée. Par dfinition, on a :

. . 1

HalMGw)) = S GA) 7 dot(l — AM(j@) =0)
AeA
inf <|5a|/1+5aagab:0>
da ER JW + Anom

Pour une pulsation donree, existe-il un (ou plusieurs), reel(s) tels quéw + anom + daga = 07?
1. Siw # 0 alors cetteequation n’admet pas de solution.

2. Siw = 0 alors la solution esf, = —‘Z{;ﬁ.

Par suite, pouw # 0, pa (M (jw)) = 0 et ua(M(j0)) = (;LSTQTZ' La stabilieé de la famille de sysétnes
sera donc assée si et seulement 8j,,, < anom. Ceci implique que: est strictement positif, ce qui est

cohérent avec le fait que le polgme caradristique du systme boua estp + a !

Remarque Dans cet exemple, la fonctigra (M (jw)) n'est pas continue par rapp@rw. On peut @montrer que
dans le caswil y a des incertitudes parafriques, cela peut arriver comme celat@vu dans 'exemple gedent.
Par contre, si toutes les incertitudes sont dynamiques alo(}M (jw)) est une fonction continue de
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7.3.2 Retoura I'exemple introductif

On consi@&rea nouveau I'exemple du syshe du premier ordre commandui aéte peseng dans la
section 7.1. Pour simplifier le calcul, on suppose qu'’il n'y a pas d’'incesditadltiplicative et quex (p) =
1. Dans ce cas, on reprend I'expression (7.3) qui da¥ife) et on supprime la prerare ligne et la prengire
colonne. Apes ceveloppement, on obtient :

0 0 —Figa 0
N(p) _ agpab _ a%ab o agablljnom . ag]]?ab
1 _1 _ Knom _1
p p p p
Par suite, on obtient :
_ kgab kgab
M( ) _ N( )* 1 _ D + knom + Gnom P + knom + @nom
P b Anom Agab Qgab

P+ Knom + @nom _p + knom + Gnom
Remarque Dans cet exemplélementaire, un calcul direct dd (p) auraitéte sans doute plus simple. L'objectif est
d'illustrer la “machinerie” @rérale.

La fonction de transferd/ (p) doit étre stable : par suité,,,,, + anom > 0. ICi, la structure de l'incer-
titude est telle que = 0,r =2 avecr; =l etro = 1:
o, O
A= .
55

Calculons la valeur de I'indicatewr, pour cette structure d’incertitude de la matridgjw), a une pulsation
w donree. Par dfinition, on a :

o 1
raMGw)) = G AY 7 det(I = AM (o)) = 0)
AeA
avec
1+ 6, kg(zb _5 kgab

det(ls — AM (jw)) = det
5y Ggab oy Goab
Y Jw + knom + Gnom Y jw + knom + Gnom

i 5kkgab + 5aagab
Jw + Enom + Gnom

= 1+

Pour une pulsatiow donrée, existe-il un (ou plusieurs), etd;, réel(s) tel(s) que le@erminant s'annule ?
1. Siw # 0 alors cetteéquation n’admet pas de solution.
2. Siw = 0 alors les solutions sont telles qaget ;. verifient 'equationsi, k., + daagab + knom +

Anom = 0.
kpom 4 Gnom

Commea(A) = max(|dx|, [0a]), T(A) est minimale poud, = §, = — T
ga ga

. Par suite, pour

] : k a +a a
w # 0, pa(M(jw)) = 0 etua(M(j0)) = m

, k +a
modules ded.| et|d,| sont bories par*em T Znom.
é k?| | a| p kgab _|_ agab

. La stabilie robuste sera donc assarsi les

Prenons par exemple le casdg,, = 1, knom = 1, agap = 1 €tk = 1; ce qui donndnem + Gnom _
g g kgab + Agab

1. Par suite, le domaine de paratres pour lequel la stabiitest ass@e est dong, dans le plafa, k), par

le rectangle refaseng figure 7.9. Le polyme caradristique du sygtme boua@ est dona parp + k + a.
Par suite, le systme boud@ est stable par toute valeur dect dea telles quek + a > 0. Ce domaine
est repeseng par sur la figure 7.9. La analyse, pour les valeurs dg,,,, etc. ci-dessus, a permis de
déterminer le plus grand c&@(caraq., = kyqp) de centrg1, 1) (caranom = 1 €tkyo, = 1) inclus dans le
domaine des paragires pour lequel les sgshes correspondants sont stables.
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domaine de stabilté dans I'espace des parametres

STABILITE

15+

~x 1 0
point nominal

0.5

domaine obtenu par mu

INSTABILITE

-1 | | | ) | I I ]
-1 -0.5 0 0.5 1 15 2

a

FIGURE 7.9 — Domaine de stabiéitdans le plarfia, k)

Complexié Taille n du probbme
10 \ 20 30 \ 40 50
n3 0,01s| 0,08s 0,27 s 0,64 s 1,25 s
10s | 1,33 mn 4,50 mn 10,67 mn 20,83 mn
2" 0,01s | 10,24 s 2,91 h 124, 3 jours 348, 7 ans
10 s 2,84 h | 121,4 jours | 348,7ans | 3,49 x 10° ans

TABLE 7.1 — Exemple de temps de calcul en fonction de la com@estitle la taille du probme

7.4 Calcul effectif de I'indicateur p

Si dans I'exemple (ac#&inique) pecdent, le calcul de: était t'es simple, ce n'est enégéral pas
le cas surtout lorsque I'on est confrérit des prol#mes éealistes. Il est donc important de disposer d’'un
algorithme permettant de calculer efficacement cet indicateur pour uotusérd’incertitude et une matrice
complexeM donree. En fait, il y a une bonne nouvelle et une mauvaise nouvelle...

Mauvaise nouvelle En geréral le calcul “exact” de I'indicateur est NP difficile. On conjecture qu'il
n'existe pas d'algorithme capable de le calculer en un temps qui est fopetignomiale de la taille du
probleme, ce qui peudtre Edhibitoire. Ceci est illusé par le tableau 7.1. Dans ce tableau, on camsid
quatre algorithmes. Le temps d&pution du premier est une fonction polynomiale d’oréltelle que, pour
une taillen du probeme del0, le temps deésolution est d@, 01 s. On voit que 'augmentation du temps
d’exécution avec la taille du probine est moéi€e puisque, pour = 50, le temps d’ekcution est de
1,25 s. Dans le cas o, pourn = 10 (seconde ligne du tableau), le temps @eution de cet algorithme
auraitéte del0 s, 'augmentation reste méeke. En effet, poun = 50, le temps n’est que d2), 83 min.
Par contre, dans le cas d'algorithmes dont le tempsédieton est une fonction e2f*, cette croissance
n'est plus moérée (troiseme et quatéme lignes du tableau). En effet, si, pour= 10, le temps est de
0,01 s (respectivement d&0 s), pourn = 50, il est de348, 7 ans (!) (respectivement d&, 49 x 10° ans

(11).
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Bonne nouvelle Il est possible de calculer une borne étipure et une borne iafieure de I'indicateur
u* par des algorithmes efficaces. Par exemple, la bornersupe la plus couramment utiis est obtenue
par la esolution d’'un prol#me d’optimisation convexe.

Une autre difficulé est que l'indicateuna (M (jw)) doit &tre calcud pour toutes les pulsations soit
un nombre infini de pulsations. En pratique, tout comme par exemple pouwéeltten diagramme de Bode,
on se restreink une gamme de pulsations@néssante @ermiree par exemple en regardant la localisation
des les et desé&ros deM) eta la pulsations = 0. De plus, la solution la plus couramment uéés est
d’effectuer unéchantillonnage sur cet intervalle de pulsations afin de se ramener audmaltndicateur
en un nombre fini de points. Le pra@iphe est le risque de “rater” un pic fin, donc de ahluer la valeur
maximale de l'indicateug:.. Ce risque est d’autant plus important dans les cas d'incertitudes putreme
parang&triques.

7.4.1 Calcul d’'une borne surieure de

La borne suprieure deu: est obtenue par l&solution du prokiime d’optimisation suivant :
Geg
BeRT
A*DA+ (GA - A*G) - 2D <0

avec< 0 qui note efinie regative et

Cdily, O .. .o 0T
. .
p = {peckh/p=| = N P
: - 0 D; O :
0 0 0
L0 0 0 D, |

d; € R, d; >0, ie{l,...,q}
D;eCi, D;=D:>0 je{l,....r} |

et
[0k, 0 o o 0]
0 .
0,
G = {GeC**/ag=| . . | avec
. . 0 Gl 0 .
0 0 0
L O 0 0 G, |

Gj =G € Crixmi, je{l,...,r}}.
Propriete 1 pa(A) < pux”(A).

Propriéte 2 Si2r +q < 3alorsua(A) = pux"(A) sinonpa (A) < px”(A).

4. En fealit, il en existe un certain nombre. Je ne sais pas s'égaia 12.
5. Mais ce n’est pas la seule possible.
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7.4.2 Calcul d’'une borne infrieure dep

En fait, le calcul “exact” de I'indicateyt peutétre effecté par la €solution du proldme d’optimisation
suivant :

max pr(QA) = na(4)

avec
Q={A, AcA, AjAj =1, ie{l,...,q}, 6;€]—1,1[, je{l,...,r}}.

Comme on ne sait pas e@mgral calculer le maximum global de la fonctipi (QA) par un algorithme
efficace, on calcule un maximum local. Par suite, une borréaeimireuzgf(A) depua(A) est obtenue.

Remarque On peut s’interroger sur I'utilé des bornes igfieure et su@rieure. La borne si@pieure permet de
garantir la stabili& robuste de facon suffisante :

pATA) S § = pald) < §

ce que ne permet pas la borneéiniéure. L'inérét de la borne iréirieure, c’est de donner un encadrementgdéA) :
sipn?(A) — pia? (A) est faible alorgiy” (A) ~ pa (A).

Sousiat | ab, la fonctionmu de lap anal ysi s and synt hesi s Tool box propose le calcul
de ces deux bornes. La sous section suivarésgnte une illustration de ce calcul.

7.4.3 Un exemple de mise en ceuvre

[ S
f s2+2§0wos+w(2)

FIGURE 7.10 — Systme boud a analyser

On cesireétudier la stabilié du systme boud@ repéseng sur la figure 7.10 pour des variations de
I'amortissement et de la fequence de&ssonancey, le gaink étant fixe a —1. Par application du ciére

de Routh-Hurwitz, le sysme est stable g} etw, sont positifs et @rifient :
1
> —.
& 2w8’

Dans ce casal, nous connaissons donc le domaine de stalulhins I'espacedy, &) des pararatres. Il est
reptesené sur la figure 7.11. Nous allogsudier ce domaine en mettant en ceuvre les outils d’analyse de la
robustesse. Pour appliquer les outilsidanalyse, les paragtresw, ety doiventétre normaliés :

Wo = wp, +wgd, avec |4, <1
Co =&+ &0 avec |6 < 1.

Pour “isoler "é,, etd, du reste du systne, ce dernier est mis sous la forme :
q(s) = Mgp(s)p(s) et p(s) = A(s)q(s).

avec
Wy

0
0

5 2§n3 + wp
Og | hs=(sth)d(s) )
0

[ Wy ‘ WnWg ‘ wnég ]

0
Mgp(s) = 8 SA05)d(5)—F)

S

d(s) = 52+ 2,wps + w2
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0.5

0.45

0.4

0.35

0.3

2 0.25

0.2

0.15

0.1

0.05

FIGURE 7.11 — Domaine de stabifitavecuy en abscisse &} en ordonge

et
0y 0 0
A=| 0 6, O
0 0 &
Les bornes sugrieurs et inérieures de l'indicateyza (M (jw)) sont calcudes par la fonctioivat | ab mu
(voir la figure 7.12). La valeur maximale dé\” (M (jw)) qui est donge par le trag permet de garantir
que le rectangle repseng figure 7.11 est bien inclus dans le domaine de stabhibtez que I'on n’est pas

dans le caswla borne sugrieure donne la valeur exacte @eEnfin, notez que la borne iafieure est, sur
cet exemple, de mauvaise qualit

muanalyse avec xinom = 0,2, wnom = 7, xigab = 0,156, wgab = 4
1.4 . . — . . .

1.2+ E . - 4

0 1
10 10
log(w)

FIGURE7.12 —Traés dmzf(M(jw)) etdeu,” (M (jw)) enfonction de la pulsatian (" (M (0)) = 0)
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7.5 Analyse de la performance robuste avec I'indicateur

Jusqua maintenant on s’est concemsur le proltme de la robustesse en stabijlit’esta-dire \erifier
que la famille de sysimes interconnees (M, A) est stable pour touh borré en normeH ., par 1 et de
structure donée parA.

On consi@re dans cette section le prébie plus gréral de la robustesse en performance, cedtre
que I'on veut que I'une des fonctions de transfert (par exemple Iaitonde sensibilié S ©) vérifie un
gabarit féquentiel doné par une porerationW; (||IW1.5a |l < 1) pour la famille de sy&tmes intercon-
neces (voir la figure 7.13).

*********************

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

FIGURE 7.13 — Performanca analyser

En appliquant le teoeme du petit gaind I'envers”, on aurd|W1Sa|lcc < 1 si et seulement si le
syseme interconneétrepéseng figure 7.14 est stable pour toute fonction de transfeyt, ¢, stable et

Wi

per f

FIGURE 7.14 — Performanca analyser

telle que||A,errllo < 1. Or ce sclema peut seéécrire de fagorequivalente comme le sema repeseng
figure 7.15. D'apes le tleoeme du petit gain structérpage 168), en introduisant la structure d’incertitude
suivante :

A= {ﬁ/ﬁ = [ Apgrf 2 ]avecA €A et Apysc C”EX”E}

6. Le sens de l'indicé\ est de mettre I'accent sur l&dendance d§ enA.
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************************

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

7777777777777777777777777777777777

Wi

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

FIGURE 7.15 — Performanca analyser

la famille de systmes est stable pour toute fonction de transfedtable et telle qu§ Al < 1 et pour
toute fonction de transferk ., r, stable et telle queA ., ||~ < 1 si et seulement si

ng(M(jw)) < 1.

D’apres la discussion prédente, cette condition esuivalentea |[W1.54 || < 1 pour toute fonction de
transfertA stable et telle qugA||., < 1 soit la condition de stabikt robuste.

7.6 Conclusion

La i analyse permet de tester si oui ou non le comportement dérsgstatisfait un cahier des charges,
en pesence d'incertitudes sur les pakztnes physiques du sgshe (chaque parastre est connu simple-
ment appartenia un intervalle) et en @sence d'incertitudes sur les dynamiques duesyst De plus,
elle permet de savoir quelle est la quantihaximale d'incertitude pour laquelle le cahier des charges est
respect.

Un tel probEme inEresse les sciences de I'emgjeur en gréral. Cependant, si cet outiEdé cevelop@
dans le cadre de I'Automatique, c’est que la boucleatiaction est centrabecelle-ci. Le principal irérét
de la boucle deatroaction (feedback) est de permettre la satisfaction d’'un cahier degeshen frsence
de (parfois) fortes incertitudes sur leéments de la boucle. Aux origines de I'’Automatiquigiuentielle
classique se trouvent les travaux de Black dans leéemR0-30. Black travaillait aux laboratoires Bell
(ancétre de ATT) sur I'amplification des signaux dans les transmissions. Leraddsecharges de Black
était de mettre au point des amplificateurs dont le gain d’amplificé&tiain lineaire et proche d'une valeur
déesie. Les amplificateurstaient bags sur des tubes vide et ne permettaient pas de remplir ce cahier
des charges. De plus, les cai@gtiques deglements du circuit variaient fortement d’étementa I'autre.
Aujourd’hui, on dirait que la t@rancectait importante, pour évidentes raisons de @ts de production et
de limites technologiques. Black a remagdet justife) qu’en introduisant une boucle detroaction dans
le circuit électronique, chaque circuidali€ respectait le cahier des charges ntalgrforte disparé des
eléments d’un circuia I'autre. Cette capad@taéteé justifiee via I'introduction de la la notion de robustesse,
guantifée par les marges de statlit

Des l'origine de I’Automatique fquentielle, la prol@matique évelopfe s’inscrivait dans le cadre
des sciences de l'irignieur. En @réralisant et en formalisation m&matiquement les outils classiques de
la robustesse, |a analyse s’inscrit dans cette perspective.
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7.7 Exercices

7.7.1 Analyse de la robustesse en stab#itd’une boucle fernee

On consi@re un systme du premier ordre d’'er@eu et de sortiey :

u(p) (7.10)

On consi@re que les paragtres du moedle k& et = sont incertains. Tout ce que I'on sait, c’est que
k e]k™n  kmerletr g™ r™Mmer[ Les scalaireg™", mer ™ et 7T sont connus.

1. Normaliser les paradtires incertaing et etr c’esta-dire, par exemple pourtrouverk™™ et k9% en
fonction dek™" et k™a* tels quek = k™™ + k9905, avecsy, €] — 1, 1].

2. Repgésenter le systme déquations (7.10) sous la forme d’'un éaha bloc, en utilisant des blocs
d’intégration, des gains et des sommateurs. Dans darsghle gaing, et §, devrontétre isoés. Pour

cela, on notera que :
1

Tnom

B 1

= = T P
Tnom + 7-gab(sﬂ- 1+ ﬁéT

1
-

Par suite, dans un sema, il est possible de remplacer le gain de valTbtpxar une boucle dettroaction
faisant intervenir les gai%, Tqab €10, ENfin, dans le s@ma final, on prendra soin d'utiliser un nombre
minimalde fois les gaingy, o, et les blocs d’inkgration.

3. On consi@ére maintenant que le sgshe @crit par le moéle (7.10) est conneetau correcteuréfini
par la fonction de transfe&’(p) :

u(p) = —K(p)é(p). (7.11)
On veutécrire le systme sous la forme repsenée sur la figure 7.16 avek qui est une matrice de gains,
A

M

FIGURE 7.16 — Systme en boucle ferae

diagonale, dont legléments sur la diagonale sont Eéments); etd; et avecM (p) qui est une matrice de
fonctions de transfert dans laquelle il N’y a pas d'incertitude. Laésgmter sous forme d’un saa bloc
sanscalculer explicitement I'expression analytique du transié(ip).

4. Quelle condition sur la fonction de transfét(p) permet de tester si le sgshe boud est stable pour
les incertitudes consiées ? A votre connaissance, est-on dans uncisst possible deérifier exacte-
ment cette condition en utilisant un algorithme P difficile (c&slire que I'on peut calculer I'indicateur en
un temps qui est fonction polynomiale de la taille du peoik) ? Pourquoi ?
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7.7.2 Analyse de larobustesse en stab#idu controle du rapport carburant sur comburant

Fonction de transfert du premier ordre  On consi@re la fonction de transfert du premier ordre d’éetr
uy et de sortigy; :

k

y1(p) = p——y 1u1(p) (7.12)

On consi@re que le paragtrer de cette fonction de transfert est incertain. Tout ce que I'on sait, c’est
queTL €|Tmin, Tmaz|- LES SCalaires,,, etr,q, sont connus.

1. Normaliser le paragire T c'esta-dire, trouverr,,, et 7y, en fonction der,;, et 7., tels que
T = Tnom + Tgab0r @VECH, €] — 1, 1[.

2. Repésenter la fonction de transfert (7.12) sous la forme d’'uemehbloc, en utilisant des blocs
d’intégration, des gains et des sommateurs. Dans @sgHe gaind.- doit étre isoé. Pour cela, on

notera que :
1

Tnom

Tnom + 7—gab5 1 4 Toab 0r

Tnom

1 1
-

Par suite, dans un seha, il est possible de remplacer le gain de valéqnar une boucle de
rétroaction faisant intervenir les gamslﬁ T4ab €107, Enfin, dans le s@ma final, on prendra soin
d'utiliser un nombraminimalde fois le galrtS et les blocs d'inggration.

Fonction de transfert d’un retard, approxim ée par un premier ordre On consiére la fonction de
transfert d’'un retard pur d’eréeu, et de sortigy, :

y2(p) = e~ "Pusy(p) (7.13)

avecT > 0. Il est classique d’approximer le retard pur par une fonction de t&andti premier ordre
(appeke approximation de P&yl ce qui donne :

T
1-— 5]9
ya(p) = ——F—ua(p)- (7.14)
1+ Ep

On consi@re que le paragireT de cette fonction de transfert est incertain. Tout ce que I'on sait, c’est
queT €]Tmin, Tmazl. Les scalaireq,;, etT,,., sont connus.

1. Normaliser le paragireT.

2. Repeésenter la fonction de transfert (7.14) sous la forme d’'uemsehbloc, en utilisant des blocs
d’intégration, des gains et des sommateurs. Dans @sHe gain; doit étre isoé.

u analyse de la commande d’'un moteué essence Un mockle simple d’un moteut essence commaad
par un correcteur Pl peétre construit sous forme d’'un gaina bloc (voir figure 7.17). Les constantes de
tempsr, 72 et la valeurT” sont tes mals connues et sont cor&sikes comme incertaines. Sans construire le
schema bloc complet)M, A), donner la matricé\ d’incertitude pour ce probme. Quel teoeme d’'ana-
lyse faut-il applig@ ? Est-on dans un cas d est possible deérifier la condition @cessaire et suffisante
de stabilié robuste par un algorithme qui n’est pas NP difficile ?

7.7.3 Interprétation de resultats dep, analyse de la commande par avance de phase d’'une
bille sur un rail

On consi@re le systme “bille sur rail”, mo@lise par la fonction de transfert :




G. SCORLETTI ETV. FROMION VERSIONPROVISOIRE DU29 FEVRIER 2016 179

correcteur P1 moteur tuyau

1-T/2p
1+7T/2p >

=
_l_

£ K, +

D

—+

Capteur

FIGURE 7.17 — Commande d’un motearessence par un ProportionneEigtal

aveck,.,» = 6. Un correcteua un dege de liberé, avance de phase fég, aéte mis au point :

1,5p+1 1
0,096p +10,05p + 1

K(p) = 0,364

On desire s'assurer que le sgate en boucle ferée poséde une marge de module &ugurea 0, 5 pour
toute valeur dek comprise entré et 7 (le paranétre k dépend de la gonetrie de la bille utili€e). Pour
cela, une incertitude multiplicative inverse en éetdu systme est introduite ainsi qu’un incertitude pa-
ramétrique (voir la figure 7.18).

Surlafigure 7.19, les courbgg, (M (jw)) etomas (M (jw)) (valeur singukere maximale) sont repsenges
en fonction de la pulsation, ou

A, eC
A= AGCQXQ/A—{(S"; 0 ]avec .
0 Ap or €R

1. Justifier le fait que sur la figure 7.19, la courbe en trait plein correbpa traé depa (M (jw)) et
la courbe en traits t&s correspond au tra@leo ., (M (jw)) (I'échelle de 'ordonée est ligaire).

2. A partir du traé depa (M (jw)), determiner si le sysime en boucle fer&e poséde une marge de
module suprieurea0, 5 pour toute valeur dé comprise entré et7.

3. Soitwy = 30rad/s. Déterminera partir de la figure 7.1%a (M (jwo)) €t opmaz(M (jwo)). Que

conclurea partir de 1 et L ?
P MA(M(JWO)) Tmaz(M (jwo))
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3 A(p) |

' Am ()i
T, o fTIITIIoIIoIIooIooii oL =T M(p)‘
—1 Kgab
i kggi%Tpl—kl j@ : Knom T;C})i» ]%

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

FIGURE 7.18 — Mise sous form@\/, A) du syséme bouc

1.2 ‘ ‘ e —

11p = 3

P e - - omaxM(Jw)

0.9} pae — H(M(oy)) |

02 : —

10" 10
Pulsation w

10

FIGURE 7.19 — Traés de,,,q, (M (jw)) et deua (M (jw)) en fonction dev. pa (M (j0)) = 0,167



Chapitre 8

Annexe A

8.1 Transformée de Laplace de sighaurlementaires (Eric Magarotto(©)

| f(t) t>0 L[] = F(p) |
d(t) impulsion unié (Dirac) 1
1(t) échelon uni 5
1(t —7) &ch. unié retar@ der <
1(t) — 1(t — ) impulsion rect. =
t" prﬂ1
—ar I
tee*“t e
2 _—at (p-ga)2
R )
= (be —ae ) (D)
L (1 + é(be*at - ae*bt)) W
—at
T (f_( 1(at—ei- 1>)e—at) o
a2 — 10(1041ra)2
e e
@=ha=a " 0@t " @at-a | GraGhipEd
sin(wot) inowg
cos(wot) ]ﬁwg
e~ % sin(wot) m
e~ cos(wot) %
sin(wot + ¢) psm(?;rfgcos(@
\/%:wg sin(wot +0) 6 = arctan (2) pgjgg
1 — cos(wopt) p(p;ﬁwg)
11_42 e~Cwntgin (wnt 1- C2> m

Wn
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8.2 Sysémes du premier ordre et du second ordre

Sysemes du premier ordre

Un syseéme du premier ordre de gain statigiig/sans 2ro) est éfini par la fonction de transfert :

Réponse temporellea un échelon 7 est appdte constante de temps. Le temps de @a@hi est le temps
au bout duquel la sortie du sgshe atteint95 % de la valeur finale. Pour un sgshe du premier ordre
T,, = 37 (voir la figure 8.1). D’autre part, le sortie du sgste atteint63 % de la valeur finale enr
secondes. Ces expressiogsdulent du fait que la sortie du syste est donee par :

t

y(t) = K(1—e 7).

Step Response
From: U(1)
15 T

Amplitude
To: Y(1)

I I I I I I I
0 5 10 15 20 25 30 35 40

Time (sec.)

FIGURE 8.1 — Reponse d’un syéme du premier ordre

Emplacement du pole Le pole se situe eﬂ—%. La distance au poirt est inversement proportionnefe
la constante de temps

Syseme du second ordre
Un syséme du second ordre de gain statique&i(sans &ro) est @fini par la fonction de transfert :

1
p ? p
(2) sacl o
wo wo

Réponse temporelléd un échelon La réponse temporellé unéchelon d'un sygime du second ordre est
définie par deux paraétres (voir la figure 2.1) qui sont directemer@sla la valeur de la pulsation propre

wp et de 'amortissemertt :

G(p) =

Dépassement :
uss

Dy—e V1-8 (8.1)
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Temps du premier maximum :
- (8.2)

t, =
" wm/l—§2

Ces caradristiques sont obtenuespartir de I'expression de l&ponse indicielley(t) en fonction du

temps :
—Ewot
_ _ &
avecop = S

Reponse d'un systeme du second ordre

Depassement

Amplitude

0 0.5 1 15 2

temps du premier .
maximum Time (sec.)

FIGURE 8.2 — Reponse d'un second ordre

Step Response

Amplitude

0 1 2 3 4 5 6
Time (sec.)

FIGURE 8.3 — Reponses temporelles de fonctions de transfert du second ordre

Emplacement des ples Pour0 < £ < 1, les @les sont complexes conjugsi et se situent eréwy +
jv/1 = &%wy (voir leur repésentation dans le plan complexe, figure 8.4). De plus,@s(@) = &.
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Un choix in€éressant est de choisir un amortissengeshe 0, 7, ce qui correspond un cepassement de
5 % d’apes la relation (8.1). Dans le plan complexe, ils sont alorseésgmés sur les deux bissectrices.
Enfin,wy est selectiona pour obtenir un certain temps de mamen utilisant la relation (8.2).

4

Im
cos(f) = ¢ X o

0 / ;

FIGURE 8.4 — Rles d’'une fonction de transfert du second @egr

Réponse féquentielle : Diagramme de Bode Pourw < wp, on a|G(jw)|qp =~ 0dB etarg(G(jw)) ~
0°. Pourw > wp, on a|G(jw)|ap ~ —40log(w) + B etarg(G(jw)) ~ —180° si{ > 0 etarg(G(jw)) ~
180° si¢ < 0. Par suite, pouv < wy, le tra@ du moduldG(jw)|.p est approcé par une droite horizontal,
a0dB et celui de la phase par une droite horizontl€. Pourw > wy, le tra@ du moduleG(jw)|qp est
approclé par droite de pente40 dB/decade et celui de la phase par une droite horizoate$e° si¢ < 0
eta—180° si £ > 0. Voir la figure 8.16 pour le tracde transferts du second ordre avecaléhtes valeurs
possibles de 'amortissemefipour une néme pulsation proprey, = 10. Pour¢ < i? le tra@ du module

7
, . 1 N . — ) . _ L
présente un maximum dQeg—\/@ a la pulsationvy /1 — 2£2. De plus, on aG (jwy)| 9"

Bode Diagrams

ksi = 0,01

Phase (deg); Magnitude (dB)

-100

-150

L
10 10" 10

Frequency (rad/sec)

FIGURE 8.5 — Diagramme de Bode de fonctions de transfert du second ordre

Réponse fequentielle : Diagrammes de Nyquist et de Black-Nichols Voir les tra@&s sur les figures 8.6
et8.7.
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Nyquist Diagrams

ksi=0,01

Imaginary Axis

Real Axis

FIGURE 8.6 — Diagramme de Nyquist de fonctions de transfert du second ordre

Nichols Charts

20 &
NEnE 3dB
Si=0,
of L6 dB
l12 dB
@ -20¢ 120 dB
s
<
©
(O]
= -40 - 40 dB
o
o
-
L
S el 160 dB
I
-80f ~deodB
—100fF : 100 dB
-120f - S ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ 1120 dB
-350 ~300 —250 200 ~150 ~100 50 0

Open-Loop Phase (deg)

FIGURE 8.7 — Diagramme de Black Nichols de fonctions de transfert du seconel ordr
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8.3 Synthese de correcteurs nurariques par les néthodes de syntkse conti-
nues

Dans de nombreux cas, le préhie de commande consisiecevelopper un correcteur discret qui
sera program# sur un calculateur nuenique afin de commander un péaé continu via un convertis-
seur analogique/nuenique (pour les mesures) et un convertisseur érigne/analogique (pour les com-
mandes appliquer) (voir figure 8.8). Il estnoter que les gthodes efficaces d’Automatique se concentrent

réference A sortie
—1CAN commande CNA[— act. [ syseme -

CAN 1 capteur

FIGURE 8.8 — Probéme de I'asservissement d’'un $#ste continu par un correcteur narigue

géréralement sur deux praiahes :
1. synttese d'un correcteur discret pour un pede discret (approche “tout discret”) ;
2. syntlese d’un correcteur continu pour un pede continu (approche “tout continu”).

Ces deux approches ne traitent donc pas du vrai eneblqui est (dans un nombre important de cas) la
commande d’'un sy8me continu par un correcteur nanque. Cela estidau fait que le vrai proime est
actuellement un probme ouvert.

De plus, les rathodes de synéise de lois de commande reposent sur I'utilisation d’'uné&tedans
le cas @ celui-ci est obtenu par identification, il est eengral discret et dans le casi d est obtenu par
application des lois de la physique, il est éangral continu.

u(kTs) u(t) y(t) y(kTs)
bloqueur d’ordre 0 G

FIGURE 8.9 —Echantillonnage d’un sysine continu

Par contre, I'application desé&thodes d’automatiquediquentielle Bcessite un made continu et rane
a un correcteur analogique (fonction de transfert continue) ce quienmet pas deépondrea notre
probkeme. Une prengire fagcon de praaer est de mettre au point sur le rétad continu un correcteur
continue puis de I'approcher par une fonction de transfert éisct’'inconenient d’une telle approche est
de ne pas prendre en compte de facon directe lorethpk de synttse du correcteur le fait que le sste
seraéchantillon@ blogwe. Le correcteur nuérique obtenu peut psenter des performancesgiadtes par
rapport au correcteur analogique depdrt. Par suite, Bme dans le caside mockle du proécé est continu,
il est important de travailler sur un meldéchantillon@ blogté.

Une fagon de contourner le préphe est de se demander s'il n'est pas possible de transformer un
mockle discret en un made équivalenteayant I'aspect d’'un magle continu. Ce dernier sera appelans
la suite “moekle continuéquivalent”. Paéquivalent, il faut comprendre que :

1. le moctle continuéquivalent est stable si et seulement si le &ledliscret I'est;
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2. les Eponses fquentielles des deux mélgs cdncident au moins en basses pulsations.

Enfin, le mo&le contintéquivalent aura I'aspect d’'un melkd continu s'il peut €crire comme une fonction
rationnellea coefficients&els d’un variable complexe ré#w. Ici, w joue le Ble de la variable de Laplace
p d’un “vrai” transfert continu.

La transformation qui accomplit cela estttansformation bilireaire ou transformation de TustirElle
consistea remplacer dans la fonction de transfert diseda variable: par une expression rationnelle en

T.
1+ 2w
=2
1— 2w

2

La fonction de transfert (pseudo) continue sera obtenue en remptiayas la fonction de transfert discrete
z par cette expression en fonctiondeLe transfert fequentiel correspondant est obtenu en remplagant
parjv ou v est 'analogue de la pulsation Elles sont rekes par :

2 wTy
v = —tan .
T 2
Comme en basses pulsationsy w (voir figure 8.10), les&ponses fquentielles seront proches en basses
pulsations. Par contre, lesgonses diffrent en hautes pulsations. A la valeus % correspond la valeur

S
vV = +00.

Tracé dev en fonction de & pour TS:O,ls Tracé dev en fonction de w pour TS:O‘ls (échelle Iogm)

200
190
180
170
160
150
140
130
120
110
> 100
90
80
70
60
50
40
30
20
10

10" - g .

FIGURE8.10 — Traé dev = Tl tan Wgs (échelles logarithmiqua droite)
S

Sousiat | ab, la fonctionc2d, avec I'option’ t ust i n’ permet de &aliser une telle transformation.

Exemple Soit le syseme continu éfini par le moéle :
1
Glp)=—.
(®) p(p+1)
Avec une @riode déchantillonnagd’s = 0, 1s, le mockle discret correspondaat!’@chantillon@-blogwe

obtenu parc2d est alors :
~0,0048374(z +0,9672)

G =
%) = 10 — 0.9048)
Par application de la transformation béiaire, on obtient le made continuequivalent au mogle discret :
—4.1625 x 1075 (w 4 1200)(w — 20)
w(w + 0.9992) ‘

On retrouve bien ungle stable comme dans le nidd discret. Noter qué&’ et G4 n'ont pas la @me ex-
pression! Les&ponses &quentielles dé&, G, etG . sont repesengs figure 8.11. Voir aussi la figure 8.12.

Gye(w) =
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Bode Diagram et
G K
_ G,v)
& _
=
[
°
2 _
=
(o))
ot -~
= T~ _
-100 L L L L MR | L L L L MR |
_90 —
-135 _
>
Q
=
o -180 N
(2]
©
=
o
-225 -
-270 & L L P SR S | L L P S R | L L P R S S
107" 10° 10" 102

Pulsation (rad/sec)

FIGURE 8.11 — Reponses fquentielles d€/, G4 et Gy,

Mise en ceuvre pour la syntlese de correcteurs nurariques Cette transformation vétre utilie
pour syntketiser un correcteur discret en utilisant lesthodes de syn#ise continue de la fagon suivante.
Dans le cas 0 le moctle du systmea commander est continu, le nidd discret correspond au syste
échantillon@/bloqie est calcw@ de facora disposer d’un magle prenant en compteéchantillonnage et
le bloquage (commandeat | ab c2d). A partir de ce modle discret un mogle continuéquivalent est
obtenu (commandiht | ab d2c). En se basant sur ce m&ld , un correcteur “continu®guivalenta un
correcteur discret) pe@tre mis au point par desathodes de synéise continue. Le correcteur narique
correspondant est alors obtenu par la transformation inverse (corerivandlab c2d 1) (voir la figure
8.13).

8.4 Tracé asymptotique de diagrammes de Bode

Rappeler lesagles permettant de tracer un diagramme asymptotiqgue de Bode peut sentaigrunc
En effet, la plupart des logiciels de calcul scientifiquggaux (commevat | ab) permettent de tracer
un diagramme de Bode en une fraction de seconde. En faiginle conntire ses égles eside dans la
capacié a analyser un diagramme de Bode. @pavoir rappeler leegles de trae de diagramme de Bode,
des exercices sont profsen fin de section. lls consisténpartir d’'un diagramme de Bo@Ebaucher la
fonction de transfert correspondante.
Etant donge une fonction de transfegelle rationnelleG (jw) = |G (jw)|el 2&(Ew) | le diagramme de
Bode consista

1. repésenter le module d&(jw) exprimé en dB et nd@ |G (jw)|sp = 20log |G(jw)| en fonction du
logarithme de la pulsatiolog(w) ;

2. repésenter la phase d&(jw), notearg(G(jw)), en fonction du logarithme de la pulsatitrg(w) ;

1. Avec la bonne option
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Diagramme de Bode de G, (")

v (radisec)

(aP)apon

-270
107

(Bap) aseyd
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Module (dB)

Phase (deg)

189

Diagramme de Bode de G d(e‘“l

10

-270 = L

Pulsation w (rad/sec)

FIGURE 8.12 — En basx droite, diagramme de Bode dg;, en hauta droite transformation applige a
I'axe des pulsation pour obtenir le diagramme de Bodé& geen hauta gauche

discietisation

mockle continu

bloqueur ordre 0

Transformation

mockle discret

bilinéaire

correcteur discret

Transformation

mockle “continu”
equivalent

synthese
continue

inverse

correcteur “continu”
equivalent

FIGURE 8.13 — Syntkse continue de le correcteur dister d'un systme continu
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Propriéte 1 Dansle cas0G(jw) = G1(jw) - -- G (jw), 0N a
1. |G(w)las = |G1(jw)laB + -+ + |Gr(jw)laB ;
2. arg(G(jw)) = arg(G1(jw)) + - + arg(Gr(jw)) ;

3. |G(jw) Hap = —|G(jw)lap etarg(G(jw) ') = — arg(G(jw)).

Propri étée 2 : relation de Bode entre le gain et la phase Dans le cas d’'une fonction de transfert sans
pole et Zro instablesa une variation du gaifG(jw)|4p & une pulsation dorée de20 x N correspond une
variation de la phaserg(G(jw) a cette pulsation dg0° x N.

Les propréetes pécadentes peuvestre mises profit pour faire un tra&approck du diagramme de Bode.
Les proprétés 1. et 2. permettent déduire le traé du diagramme de Bode du transfert :

[[Gen+D]] ((Z}:)Q + 25mi: + 1)

Gljw) = K x (jw)™F x - m

[Gwn+D]] ((Z)Q + 2§qiz + 1)

p q

(8.3)

a la combinaison des tras de diagrammes de Bode de :
1. K x (jw)*
2. (jwr +1)*!

N2 , +1
3. <(gj;) + 26,44 4 1) .
. 2 .
La propriete 3. permet de relier le trades diagrammes de Bode e (jw)’“, (JwT+1) et <(j)j:) + 26k + 1)

N2 A -1
& ceux deK (jw) ¥, (jwr + 1)L et ((gj;ﬂ) + 2622 4 1) .
Dans ce qui suit, on conside quev > 0.

Diagramme de Bode d&7(jw) = K x (jw) ". Comme|G(jw)|as = 20log(K) — 20k log(w), le tra@
du module|G(jw)|q4p est une droite de pente20 x k dB par cecades. Commerg(G(jw)) = —90° x k,
la phase est irghendante de la pulsation. Voir la figure 8.14 dans le cas d'égiateurk = 1 et K = 1).

Diagramme de Bode deG(jw) = ﬁ Pourwr < 1, 0n a|G(jw)|ap ~ 0dB etarg(G(jw)) ~

0°. Pourwr > 1, on a|G(jw)|ag =~ —20log(w) — 20log(|7|) et arg(G(jw)) ~ +90°siT < 0 et
arg(G(jw)) ~ —90° siT > 0. Pourw < |—i| le tra@ du moduldG(jw)|sp est approcé par une droite

horizontale,a 0dB et celui de la phase par une droite horizon&al¥. Pourw > ﬁ le tra& du module

|G(jw)|ap est approcé par droite de pente20 dB/décade et celui de la phase par une droite horizontale
a90° siT < 0eta—90° siT > 0. Voir la figure 8.15 pour le tra&edu transfer{j%,ﬁ.

.2%
0°. Pourw > wp, on a|G(jw)|ap ~ —40log(w) + B etarg(G(jw)) ~ —180° si{ > 0 etarg(G(jw)) ~
180° si¢ < 0. Par suite, pour < wy, le tra& du moduléG (jw)|.p est approxirgd par une droite horizon-
tale,a0dB et celui de la phase par une droite horizon&lé. Pourw > wy, le tra@ du moduléG(jw)|sn
est approxirg par droite de pente40 dB/décade et celui de la phase par une droite horizo@take)° si

£ < 0eta—180°si¢ > 0. Voir la figure 8.16 pour le traede transferts du second ordre avecaléhtes
valeurs possibles de I'amortissemérour une néme pulsation proprey, = 10. Pouré < i? le trace du

module pésente un maximum d%\/ell—_? a la pulsationyy/1 — 2£2. De plus, on aG(jw)| = 21—5

Diagramme de Bode d&7(jw) = Pourw < wp, onalG(jw)|qp ~ 0dB etarg(G(jw)) ~
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Bode Diagrams

-20 dB/decade

Phase (deg); Magnitude (dB)

-89.5 q

-90

-90.5| g

Frequency (rad/sec)

FIGURE 8.14 — Diagramme de Bode d’un &grateur %

Bode Diagrams

20 dB/decade

Phase (deg); Magnitude (dB)

1 I R _

10" 10° 10 10° 10°

Frequency (rad/sec)

FIGURE 8.15 — Diagramme de Bode d’une fonction de transfert du premier o@%}éﬁ
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Bode Diagrams

20l ksi = 0,01 |

ksi=0,1

ksi=1

ksi = 0,01

Phase (deg); Magnitude (dB)

-100

-150

10° 10" 10>

Frequency (rad/sec)

FIGURE 8.16 — Diagramme de Bode de fonctions de transfert du second ordre

Regles sur le tra@ approché du diagramme de Bode d’une fonction de transfert

Etape 1 Mettre la fonction de transfert sous la forme (8.3) ;

Etape 2 Tracer le module asymptotique en basses pulsations : il est de3ferté+k) dB par cecade et
passe pouw = 1 par le point20 log(K).

Etape 3 Cette asymptote est trae jusqua la premere “cassure”, c'esi-dire la plus petite des valeurs
\TIzI’ ﬁ wm etwy. La pente de la droite est alors iBanenée de+1 ou de+2 suivant que la cassure
corresponda un terme du premier ordre au né@rateur ou au&ominateur ou encoeeun terme du
second ordre au nugnateur ou au&ominateur. Effectuer de fagcogiiative cette opration pour les

“cassures” suivantes.
Etape 4 Tracer la phase asymptotique en basses pulsations : elle est conséyake@d0° x (+k).

Etape 5 Cette asymptote est trae jusqua la premére cassure, c'est-dire la plus petite des valeuﬁ,
1

Tl Wi etwy. Lavaleur de la phase est alors ierenée det90° ou de+180° suivant que la cassure
p . , ’ . .

correspondeé un terme du premier ordre au né@rateur ou au @&ominateur, stable ou instable ou
encorea un terme du second ordre au renateur ou au @ominateur, stable ou instable. Effectuer

de facon ierative cette opration pour les "cassures” suivantes.

8.4.1 Exemple

On consi@re la fonction de transfert :

B 40(p + 10)
¢) = (p + 400)(p? + 0,8p + 1)
soit »
£
G(p) = SR

(05 + D" +0.8p+ 1)



G. SCORLETTI ETV. FROMION VERSIONPROVISOIRE DU29 FEVRIER 2016 193

Cette fonction a uné&o el en—10, un ple en—400 et deux Ples complexes conju@s de pulsation
proprew; = 1 rad/s et d'amortissemerg; = 0,4. Comme elle n’a pas dedfe ni de £ro en0, le tra@
asymptotique en basse pulsation du module est une droite de(peht#abscisse le gain statique de la
fonction de transfert expriée end B soit0 dB; le tra& de la phase est une droite de pehét d’abscisse

0 degeé.

A partir de la pulsationv = w; (pulsation propre des deuies complexes conju@s), la pente du
trace asymptotique en basses pulsations du module est déite+40d B /dec (on obtient ainsi une pente
—2). Du fait de la relation de Bode entre la phase et le gain, l€tesmymptotique en basses pulsations
de la phase est une droite de pefitet d’abscisse-180 deges. A partir de la pulsation0 rad/s (qui
correspond au&o en—10), la pente du tre& asymptotique du module est augn@ntie+20dB/dec (on
obtient ainsi une pente1); le tra@ de la phase est une droite de pegnét d’abscisse-90 deg€s. A partir
de la pulsationt00 rad/s (qui correspond awfe en—400), la pente du trae asymptotique du module est
diminuée de+20dB/dec (on obtient ainsi une pente2); le trac de la phase est alors une droite de pente
0 et d'abscisse-180 deggs.

On obtient ainsi le trazrepéseng figure 8.17 : en gras, le tlaasymptotique et en traitsés le traé
du bode obtenu par la fonctidoode deVat | ab.

Bode Diagram

Magnitude (dB)

—90 i

Phase (deg)

135 . . NG . P Lol INL 4

_180 R L S S| H " —
10° 10° 10 10 10 10
Frequency (rad/sec)

40(p + 10)
(p + 400)(p* + 0,8p + 1)

FIGURE 8.17 — Diagramme de Bode de la fonction de trangiépt) =

8.4.2 Exercices

Ex. 1 Tracer le diagramme de Bode asymptotique de la fonction de transfert :

p+a
G(P):m

avec) < a < b.

Ex. 2 Evaluer la fonction de transfert asseeiau diagramme de Bode répeng figure 8.18.
Nota Bene dans cetteéyie d’exercices, on demande simplemer@vdluer les transferts regsengs sans
essayer de lesaderminer exactement.

Ex. 3 Evaluer la fonction de transfert asseeiau diagramme de Bode répeng figure 8.19.
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Bode Diagrams

Phase (deg); Magnitude (dB)

-50

-100

-150

1 1 1
-4 -2 0 2 4 5

10 10 10 10 10 10

Frequency (rad/sec)

FIGURE 8.18 — Diagramme de Bode d’une fonction de transde#terminer

Bode Diagrams

-60

-80

-100

50

Phase (deg); Magnitude (dB)

-50

-100

-150

10 10 10° 10° 10* 10°

Frequency (rad/sec)

FIGURE 8.19 — Diagramme de Bode d’une fonction de transdefterminer
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Bode Diagrams

Phase (deg); Magnitude (dB)

Frequency (rad/sec)

FIGURE 8.20 — Diagramme de Bode d’une fonction de transiefterminer

Ex. 4 Evaluer la fonction de transfert asseeiau diagramme de Bode répeng figure 8.20.

Ex.5 Evaluer la fonction de transfert asseeiau diagramme de Bode répeng figure 8.21.

Bode Diagrams

Phase (deg); Magnitude (dB)

- i i i i i i -
10 10° 10

Frequency (rad/sec)

FIGURE 8.21 — Diagramme de Bode d’une fonction de transdefterminer

8.4.3 Solution des exercices

0,1p—1
Ex. 2 IRTES]

4 (—10p+1)(0,01p+1)
Ex.3 10 p(—0.01§+1)(—0-§01p+1)
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—2__ p°40,1p+1
(&)"+0,01Z+1

2
p“+0,01p+1
Ex.5 p?+0,2p+1

8.5 Calcul de la normeH.,, d’'un systeme lingaire stationnaire

Soit le syséme liraire stationnairstable(tous ses ples sont partie elle strictement &gative)G
qui admet pouéquations ctat :

#(t) = Ax(t) + Buyw(t)

(8.4)
z2(t) = Crx(t) + Duw(t)

ou
— le vecteur cBtatz(t) est de dimension ;
— le vecteur des eréesw(t) est de dimensiom,, ;
— le vecteur des sortiest) est de dimensiop.,.

Le syseéme (8.4) a une normH, inférieureay (|G|l < 7) Si et seulement si(D,,,) < v et la
matrice hamiltonienne

A - Bw(DZwDZU) - ’721)71D2w02 _’YBw(DZtzw - 721)7135;
vOT(D,,DT — 21710, AT +CTD,. (DL, D.,, —~*I)"'BT

n'a pas de valeur propre sur I'axe imaginaire.
Pour ceterminer la norméi, du syséme, il suffit de rechercher le plus petitel que||G||o. < 7. Pour
cela, on peut effectuer une recherchédiire sur le paraatre~ en faisant par exemple une dichotomie.

Une autre facon de préder est de@soudre le proime d’optimisation suivant :

min v >0
P=PT' ~ P>0

ATp+ PA+CTC, PB,+CI'D,,

<0
BIP+ DT O, DI D, —~?I

ou on a les notations suivantes pour une matriceteadrsymétrique :A > 0 et A < 0 signifient cfini
positive (toutes les valeurs propres desonta parties eelles positives) etéfini négative (toutes les va-
leurs propres del sonta parties eelles i@gatives). Chaque contrainteegalie ainsi é&finie s’appelle une
inégalie matricielle lireaire (en anglais, LMI, acronyme de Linear Matrix Inequality). On obiimetcte-
ment commeesultat la valeur de la nornié,, du sysemeG. Cette approche est cependant @uigquement
plus complexe que la predente.

8.6 Difféerentielle logarithmique

Diff érentielle logarithmique On appelle diferentielle logarithmique d’une fonctianla quantié :

dy
Yy
Elle correspona la differentielle de la fonctioin(y). Les proprétes sont :
ar
d d d
ey _dzy Gy Y _dz Y et df(z) = f(x)da

s T
Yy
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Annexe B : sur la determination de la
representation detat des fonctions de
transfert en boucle fermee

D’apres ce qui pecade, il appari nécessaire de&erminer un certain nombre de fonctions de trans-
fert en boucle ferrge afin de la ref@senter graphiqguement (diagramme de Bode par exemple) ou calculer
certaines de ses caraastiques (par exemple, calcul de la norfidg) en utilisant par exemple le logiciel
Mat | ab. Un syséme (multivariable) peldtreécrit sous diférentes ref@sentations : matrice de fonctions
de transfert ou repisentation dtat par exemple. Or, il est maintenant largement admis qu'il est plus judi-
cieux de manipuler soughat | ab les systmes sous forme de ré&zentation dtat. D’'une part, lorsqu'il
s'agit de @terminer une caragtistique du sygime (par exemple, calcul de la noriflg,), les algorithmes
travaillant sur la re@sentation dtatpesentent moins de prashes nurariques que ceux qui se basent sur
la repesentation par fonctions de transfert. Les calculsémiomes sur les sy@mes (pour la &ermination
de transfert, calcul de norm#,, calcul d’'un correcteur,...) peuveatre beaucoup mieux conditiods
si un bon choix est fait pour la reggentation détat’. D’autre part, manipuler soudat | ab un syséme
multivariable sous forme de fonctions de transfert ést tourd.

Par suite, lorsque I'on entreprenétiide d’'un systme en boucle ferée, il appart nécessaire de savoir
calculer la repesentation dtat assoée aux diferentes fonctions de transfert en boucle feed partir de
la repesentation dtat du systmea commande€(p) et de celle de le correcteli (p).

FIGURE 9.1 — Systme en boucle ferée MIMO

A titre illustratif, on consi@re le systme en boucle ferenrepéseng figure 9.1. On a :

¢ Sy GS.|[r
= 2 ] o

1. Rappelons que I'on peut associer une indiié repesentation dtata une matrice de fonctions de transfert.
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Le probEme consiéré est le suivant étant donges la regesentation dtat du systme, d’ordreng et
la repésentation dtat deK, d’ordreng, trouver la repesentation dtat d’ordre minimal assaeea la
matrice de fonctions de transferéfthie par lequation (9.1). Dans un premier temps, on va cansidla
fonction de transferf,.

Il est possible deé&finir une algbre des matrices de fonctions de transfert&misant les ogrations
élementaires (multiplication, addition, inversion, construction de matrices dédoaale transfert, etc...).
Cette algbre est d'autant plus ietessante qu'il est maintenant possible de manipuler sous Matlab des
objet-systmes I s’agit de variables qui contiennent toutes les caastiques du systme repeseng (par
exemple pour un syBine sous regsentation dtat, les matrices de la ré&@entation dtat, si le sysime
est discret, sagriode déchantillonnage, etc...). Dans Gontrol Syst emtoolbox deMat | ab, les
commandess, tf etzpk et dans laru anal ysi s and synt hesi s t ool box les commandes
pck etunpck permettent de manipuler de tels objets.

9.1 Algebre des objet-systmes : les oprations

Une notation possible pour un sgateGG; multivariable de reg@sentation détat :
z(t) = Az(t) + Biw(t)
z2(t) = Ciz(t) + Diw(t)

est de le re@senter par la condation des matrices de la répentation dtat :

. A1 By
G = {Jﬁc 2.

Soit le second syétmeG, multivariable :

| A | B
G, = [+c B } |
On peut alors dfinir les oggrations sur les sysines de la fagcon suivante.

Addition (ou mise en parallele) de deux systmes

Ay O B,
G1+ Gy = 0 A By
C1 Oy ‘ D1+ Dy

Multiplication (ou mise en série) de deux systmes

A1 3102 Bng
G1 X G2 = 0 A2 B2
C1 D1Cy | Di1Ds

Inversion d’un systeme

Gyl =

Ay — B\D{'Cy | BiD{!
- Dyl'Cy ‘ Dt

pour D inversible.

Concatenation de deux systmes

Al 0 |B 0
[G1 Gy ]=| 0 A0 B
Ci Cy| Dy Dy
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Bloc diagonal de deux systmes

A, 0 |B 0

G 0] |0 Ao B
[ 0 Gz} “ ¢ 0D o
0 Cy| 0 Dy

A partir de ces oprations, il est possible de construire la Egamtation dtat de la matrice de fonctions
de transfert en boucle fega. Neanmoins, une mise en ceuvrévean’est pas sans dangers, comme le
montre I'exemple suivant.

Exemple On désire obtenia partir des ref@sentations d&tat deGG et deK la repesentation dtat deT’,
en utilisant le fait qud’, = (I + KG)~'KG. En effet,a partir des ref@sentations @&tat deG et K :

| Ag | Bag | Ag | Bk
G- [JW So } ot K= W( Be }
on peut obtenir par multiplication celle déG (d’ordreng + nk), puis celle dd + KG':

Ax BgCq | BgkDg
I+ K xG= 0 Aa Bg
CK DKCG‘I"FDKDG

La repésentation dtat de(/ + KG)~! (d’ordre ng + nk) est construite par inversion; enfin par la
multiplication avec celle d& G, qui est donge par :

Ak BgCq | BkDg

K xG= 0 AG BG
Ck DkCq | DiDg

on obtient celle d€’,, :

ATu BTu
Cr, | Dr,
avec
Ag —BgCg(I+ DgDg) 'Ck BgCg — BxCg(+ DgDg) 'DgCa  BgCg(I+ DgDg) 'Ckx  BgCg(I+ DgDg) 'DgCq
Ar — —Bg(I +DgDg) 'Ok Ag — Bg( + DgDg) 'DkCqg Bg(I+ DgDg) 'Ck Bg(I+ DgDg) 'DgCqg
u 0 0 Ag BgCqa
0 0 0 Ag
BrCq(I + DgDg) Dk Dg
Br, = Bg(I + DgDg) "Dk Dg
“ Bg Dg
Bg
Cr, = [ -(I+DgDg)"'Cx —(I+DkgDg) 'DxCg (I+DgDg) 'Cx (I+DgDg) 'DkCq |
Dr, = (I+DgDg) 'DxDg

Elle estd’ordreng+2nx. D'apres le scbma 2.1, il est clair qu’une repsentation dtat d’ordreng +nx
peutétre obtenue puisque I'on@G et K qui interviennent une seule fois dans ceé&oh.

Pourquoi n’a-t-elle paéte obtenue ? Cela vient du fait que dans I'expressioff,dqui aét utilisee,
G et K apparaissent deux fois chacun. Une autre expressi@h dstl — (I + KG)~!. Ici K etG n'ap-
paraissent qu’une fois : partant de cette expression, I'ordre dgtasentation dtat que I'on obtiendra
pourT, sera dona; + ng. Il est donc imgratif de trouver unécriture dans laquelle chacun des blocs de
transfert n'appaif qu’un nombre de fois minimal. S'il est relativement simple d'obtenir cette agira
pour la matrice de fonctions de transfétt, cela est moingvident pour la matrice de fonctions de trans-
fert définie par la condition (9.1). Elle correspoadun scléma a1 K et G apparaissent une fois chacun
(voir figure 2.1) : il est donc possible déécrire la matrice de fonctions de transfert sous la forme d’'une
expression algbrique @ G et K n’apparaissent qu’une seule fois.

Pour cela, une gthode simple et systatique est j@senge : elle est bae sur l'utilisation du produit
étoile de Redheffer, une nouvelle@ption sur les sydtnes qui vé@tre maintenanté&finie.
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Exercise En partant de I'expressidh, = I — (I + KG)~*, construire une repsentation détat minimale
deT,.

9.2 Produit étoile de Redheffer

Y1 (51
. Hyy Hio,
Hy  Hy
Y2 G111 Gio Us
Gor Gogp—

FIGURE 9.2 — Definition du produit de Redheffer

Produit de Redheffer de deux matrices de fonctions de transfert le produit de Redheffer ou produit
étoile de la matrice de fonctions de transfHitp) partitionrée en £&léments :

| Hu(p) Hiz2(p)
H(p)[ﬂllp) Hi(p)}

par la matrice de fonctions de transféitp) partitionree en 4lements :

_ | Gu(p) Giz(p)
Glp) = [ Ga1(p) Gaa(p) }

note H(p) » G(p) est ckfini par la matrice de fonctions de transfert suivante (en omettant lebleda
Laplacep) :

Hiyy + H12G11(I — Hy2G11) " 1Hy Hio(I — G11Ha2) *Gho
HxG =
Go1(I — HaoG11) 1Hyy Gas + Ga1Hao(I — G11Ha) 'Gio

Cette matrice de fonctions de transfert correspitalfonction de transfert qui lie les signaux d’é&mr
uy etug aux signaux de sortig; et y, repesengs sur la figure 9.2. Il s’agit simplement de la fonction
de transfert obtenue lorsqu’une partie des signaux de sortlé dst renvoge sur une partie des signaux
d’entrée dei et qu’une partie des signaux de sortieldest renvoge sur une partie des signaux d'&stde
H.Sousvat | ab, le produit de Redheffer peétre effecté par la fonction ft delaControl system
t ool box ou la fonctionst ar p de lamu anal ysi s and synt hesi s tool box.

Dans le cas particulienodimyy = dimus = 0, on a

H(p) » G(p) = Hu1(p) + Hi2(p)G(p)(I — Haz(p)G(p)) ™' Hai(p)

ce qui correspona la figure 9.3. Ce type de transfert est souvergigle comme une transformation
fractionnelle lireaire inErieure (en anglais lower LFT).

En fait, ce qui fait le gros iét du produit de Redheffer, c’est qu'il permet de faire corredpoa
n'importe quelle fonction de transferéfinie par un scbma bloc une expression algrique compacte et
élegante. Les possibiéis d’utilisation sont &s nombreusée’s Par exemple, consétons la transformation
fractionnelle lireaire inkrieure. Le transfert (p) peutétre interpétt comme le sadma d’interconnexion
d’'un sctema-bloc dont les difrents sous-blocs sont regré@spdans=(p).
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Uq Y1

FIGURE 9.4 — Mise en paratle deG; etG,

Le sclema constita par la mise en paralle de deux fonctions de transfe&rt et G, va permettre
d'illustrer cela (voir figure 9.4). Ce séima peut seéécrire, de facorequivalente, de la fagcon régsenée
figure 9.5. Sur ce nouveau sha, on voit appafune transformation fractionnelle &aire inerieure :

é *[Gl@ 0 ]u@).

y(p) = 0 Go (p)

~~ O
o O~

Par suite, I'addition de deux matrices de fonctions de transfert peutslioterpiéter sous la forme d'un

+¥ |

G1(p)

Ga(p)

G(p)

FIGURE 9.5 — Transformation fractionnelle Baire inErieure

produitétoile de Redheffer. Il en est deme pour les autres émtions @éfinies sur les matrices de fonc-
tions de transfert. En conclusion, les éiéntes oprations de 'algbre des objets-sygnes peuvent se
définir comme des produits de Redheffer particuliers.

2. Etquand je dis &s nombreuses, c’est vraimerégsmombreuses. Plus de 12 en tout cas.
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9.3 Mise en ceuvre pour le calcul de la re@sentation detat de fonctions de
transfert en boucle fermée

FIGURE 9.6 — Mise en paradle deGG; etGs

Consickrons le systme bou@ repéseng figure 9.6. En fait, ce qui fait la diffic@dtdu calcul des
fonctions de transfert en boucle feem c’est la pesence de boucles detroaction. En coupant celles-ci
(puisgu’elles nous compliquent la vie), on obtient alors leesth repeseng figure 9.7.

ﬁ
+
+
|
o

p
=
s
()

FIGURE 9.7 — Ouverture de la boucle detroaction

Par suite, la matrice de fonctions de transféfirde par

peut se @éecrire comme la connexion de la fonction de transfert qui aueesdirr et associe les sorties

u etn avec la matrice de gains ideitit_e systme en boucle ferée sécrit donc comme une transformation
fractionnelle lireaire inErieure. Il ne reste plus gideterminer la matrice de fonctions de transfert qui relie
les enteesh, r etr aux sorties, u etr. Pour cela, le s@&ma vaétre cecoup@ en tranches.
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D’aprés le scema repeseng sur la figure 9.7, on®:
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€ I 0 0 €
U = 0 I 0 U
n | 0 0 G| |«
[T 0 O][I 0 O €
= 0 I 0 0 I 0 U
00 G|[0 I —I b
cara = u — b. Or, puisquex = Ke,0na:
€ I 0
€
U = K 0 [b}
b 0 I
De plus, puisque =r —v,0na:
el [T 0 —I Z
b B 0 I 0
Par suite,
€ I 0 0 I 0 0 I 0 r
w| = |01 0 071 0 Ko[ég_ol]b
n 0 0 G 0 I -1 0 I v
et donc:
S, GS. I 00 I 0 0 I 0 I 0 1
KS. T = 071 0 0 I 0 K 0 07 o0 * 1.
Y v 00 G 0 I —-I 0 I

On obtient bien une expression algique @ G et K n'apparaissent gu’une fois. Par suite, la ég@ntation
d’état obtenue partir de cette expression sera minimalegndition que les repsentations @&tat utili€es
pour les fonctions de transfeit et K le soient).

Comment cela peut-il se coder sdvg | ab ? Utilisons les fonctions de [@ont r ol  syst em t ool box.
SoientGss etKss les objet-systmes contenant, respectivement, la @spntation dtat du sysmeG et
de le correcteuk. Pour I'exemple, on ne con®de que des sy&stes monovariables. Alors la matrice
BFss de fonctions de transfert en boucle fé&enest donee par :

BFss = Ift([1,0,0;0,1,0;0,0,Gss]*[1,0,0;0,1,0;0,1,-1] ...
...[1,0;Kss,0;0,1]*[1,0,-1;0,1,0], 1)

Il faut remarquer que programmer cette expression est beaucougimplpie que programmer I'expression
de chaque matrice de la r&@sentation dtat deBFss en fonction des matrices des répentations @tat
deGss et deKss.

Exercice On consi@re le systme en boucle ferge dfini par la figure 9.8. On s’igresse la fonction

de transfert en boucle fe@eT,_,,(p) = :{83

3. Dans ce qui suit] note la matrice iden#t et0 la matrice nulle. Leurs dimensions sor&fities par le contexte. Notez que
dans le cas@G et K sont des sysimes monovariables (SISO), elles se simplifient en les scalag&s
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5
STk

%—1—
Q
S

FIGURE 9.8 — SystmeG(p) commané par un P.I.

1. Par calcul direct, montrer que :

_ el
1+ <% - d) G(p)'

Ty (p)

2. En utilisant le produitttoile de Redheffek, déterminer une expression d&_,,(p) dans laquelle
G(p), % etk n'apparaissent qu’une seule fois. Quel est &t d’'une telle expression par rapparcelle
détermiree questiord..?
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Annexe C : resolution de sysmes
d’ equations matricielles affines

Produit de Kronecker SoientA € R™*™ et B € RP*4. Le produit de Kronecker de la matricepar la
matrice B, note A ® B est cefini par :

anB ai2B - aB

a1B  axpB --- aB
A®B = . )

am1B  amaB - ampB

La fonction Matlabkr on permet d’effectuer cette @pation.
Il est aussi tes ineéressant de&finir la vectorisation du matrice A (notatiomec(A)). Pour une matrice

ail e alq
A=

apl o e apq

elle est @finie par :
ai1

vec(A)

SousMat | ab, on peut vectoriser une matrigeen tapan#\( : ) .

Quelques propriétés du produit de Kronecker et de la vectorisation
1. vec(AXB) = (BT @ A)vec(X)
2. vec(A+ B) = vec(A) + vec(B)

Application a la résolution de lI'equation AXB + CXD = U SoientA, B, C, D etU cing matrices
donrées (de dimension compatible). On veut trouver une mafidelle queAXB + CXD = U. Sup-
posons qu’une telle matrice existe et qu’elle est unique. Alors, en apptitemproprétes du produit de

205
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Kronecker et de la vectorisation, on obtient :
(BT ® A+ DT @ C)vec(X) = vec(U).

Pour esoudre cettéquation, on est donc ramea la ©solution d’'un systme déquations ligaires conven-
tionnel Az = b, avecA = (BT®A+DT®C), z = vec(X) etb = vec(U). Cette solution peut s'effectuer
sousiat | ab par la commande “slasht §.



