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ont permis de fortement aḿeliorer la qualit́e de ce document que ce soit sur le fond ou sur la forme1 : Jean-
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Notations

p variable de Laplace
R ensemble des nombres réels
C ensemble des nombres complexes
j

√
−1

z̄ conjugúe du nombre complexez
Ir matrice identit́e de dimensionr
0r matrice nulle de dimensionr
I matrice identit́e avec la dimension définie par le contexte
0 matrice nulle avec la dimension définie par le contexte
Im partie imaginaire d’un nombre complexe, c’està direIm(x+ jy) = y
Re partie ŕeelle d’un nombre complexe, c’està direRe(x+ jy) = x
MT transpośee de la matriceM
M∗ transpośee conjugúee de la matriceM
⋆ Produitétoile de Redheffer
λ(M) Valeur propre de la matriceM
σ(M) Valeur singulìere maximale de la matriceM
σ(M) Valeur singulìere minimale de la matriceM
‖G(p)‖∞ NormeH∞ de la fonction de transfertG(p)
ρ(M) Rayon spectral deM c’est-̀a-direρ(M) = maxλ valeur propre deM{|λ|}
ρR(M) Rayon spectral ŕeel deM c’est-̀a-direρ(M) = maxλ valeur propre ŕeelle deM{|λ|}
µ∆(M) valeur singulìere structuŕee de la matriceM par rapport̀a la structure∆

Acronymes anglophones

LTI Linear Time Invariant : système lińeaire stationnaire

LFT Linear Fractional Transformation : transformation fractionnelle linéaire

SISO Single Input Single Output : systèmeà une entŕee et une sortie

MIMO Multi Input Multi Output : syst̀emeà plusieurs entŕees et plusieurs sorties

1. Ce n’́etait pas une mince tâche !
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 Réalité Ce que voit l’automaticienet ...

Pré-requis

1. Automatique fŕequentielle classique : fonctions de transfert, schéma-blocs, diagramme de Bode,
Black Nichols, Crit̀ere de Nyquist, ŕeglage de correcteurs PI, avance/retard de phase

2. Automatique moderne : analyse matricielle, représentation d’́etat, commande par retour d’état estiḿe,
résolution deśequations de Ricatti
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1.4 Commande fŕequentielle avanćee . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
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3.6 Exemple en forme d’exercice . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . 81

3.6.1 Choix d’un type d’incertitudes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. 83
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4.2 Le probl̀emeH∞ standard ǵeńeral et une solution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97
4.3 Exemple acad́emique de mise en œuvre . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 101
4.4 Mise en œuvre sur l’injection du moteur diesel . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . 103
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6.4 Exemple de la réduction du mod̀ele du moteur . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 158
6.5 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. 159



ix

7 µ-analyse 161
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Chapitre 1

Introduction

L’objectif de ce document est de présenter les principes des méthodes de synthèse de correcteurs des
syst̀emes lińeaires stationnaires apparues au cours des années 80. On peut les qualifier de néo classiques car
contrairement aux ḿethodes dites modernes (méthodes de synthèse par minimisation d’un critère Lińeaire
Quadratique sur un horizon de temps fini ou infini, ou méthodes de synthèse par placement de pôles, par
exemple), elleśetendent de façon importante les outils classiques de l’Automatique Fréquentielle. Cela est
non ńegligeable du fait de l’importance de ces outils dans des pans importants de l’industrie (industrie
aéronautique par exemple). Dans une grande mesure, ces méthodes de synthèse permettent de pallier aux
limitations des outils classiques : difficulté du processus de conception du correcteur qui limite l’exploration
de différents compromis entre les différentes sṕecifications du cahier des charges1, difficulté à évaluer si,
par rapport̀a un compromis d́esiŕe, le meilleur ŕegulateur possible (choix de la structure de commande et
de ses diff́erents param̀etres) áet́e mis au point. Ces points sont importants car le cahier des charges n’est
jamais d́efinitivement fix́e et peut fortement́evoluer au cours du temps.

Dans les nouvelles approches de l’Automatique Fréquentielle, le premier point intéressant est qu’elles
sont baśees sur une traduction assez directe du cahier des charges en un critère math́ematiquèa vérifier (en
géńeral une fonctioǹa minimiser, probl̀eme de minimisation ou d’optimisation). La formulation mathémati-
que utilise la normeH∞, d’où le nom de ces ḿethodes de synthèse (commandeH∞). Une fois le crit̀ere
math́ematique d́efini, la recherche du correcteur se fait algorithmiquement par résolution du probl̀eme d’op-
timisation. De fait, ces ḿethodes utilisent la puissance de calcul disponible sur les ordinateurs actuels. Il
s’agit véritablement d’uneméthode de Conception Assistée par Ordinateur. Dans ce contexte, le travail
de l’ingénieur consistèa formaliser le cahier des charges età construire le crit̀ere math́ematique corres-
pondant. L’int́er̂et par rapport aux techniques d’Automatique Fréquentielle classique est de permettre la
mise au point rapide de correcteurs, y compris pour des problèmes difficiles d’Automatique (commande de
structures spatiales par exemple), permettant ainsi d’explorer plusieurscahiers des charges. L’objectif de ce
document est de fournir les idées de base nécessaires̀a ce travail.

De plus, contrairement aux outils fréquentiels classiques, les méthodes de synthèseH∞ permettent de
traiter simplement la commande des systèmesà plusieurs entŕees et plusieurs sorties (systèmes multiva-
riables ou MIMO2). Enfin, contrairement aux ḿethodes modernes, en plus des spécifications de perfor-
mance, elles prennent en compte de façon explicite et complète un certain nombre de spécifications de
robustesse ; d’òu le nom qu’on leur donne parfois :commande robuste multivariable. La probĺematique
de la robustesse consisteà essayer de prendre le maximum de garantiesa priori pour que le correcteur
synth́etiśe à partir d’un mod̀ele du syst̀eme physique fonctionne effectivement sur celui-ci en tenant compte
explicitement du fait qu’il est impossible de représenter parfaitement un système physique par un modèle.

1
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SYSTEME

✲
✲
✲
✲
✲
✲

✲
✲
✲
✲
✲
✲









❄❄❄❄❄❄❄❄❄

❄❄❄❄❄❄❄❄❄

︷ ︸︸ ︷

︸ ︷︷ ︸

signaux de sortiesignaux de commande

signaux mesuŕes

signaux de perturbation

FIGURE 1.1 – Syst̀emeà commander

1.1 Contexte ǵenéral

Le but Les signaux̀a commanderdoiventêtre proches de signaux désiŕes(ou signaux de ŕeférence ou de
consigne) bien que le système soit soumis̀a des signaux de perturbationsnon contr̂olables et assez souvent
non mesuŕes. Ce sont les objectifs de performance. Pour cela, on doit appliquer des signaux de commande
(en ǵeńeral, ils doivent appartenir̀a un certain ensemble)à l’entŕee du syst̀eme par l’interḿediaire d’ac-
tionneurs, calculésà partir des signaux mesuréspar les capteurs et des signaux de référence. Les signaux
mesuŕes peuvent̂etre entach́es de bruitsde mesure. L’objectif est donc de mettre au point l’algorithme qui
permette de construire le signal de commandeà partir du signal mesuré (correcteur).

SYSTEME
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❄❄❄❄❄❄❄❄❄

ACTIONNEURS ✛✛
}

signaux de bruit

FIGURE 1.2 – Syst̀emeà commander

Le cahier des chargesdoit contenir la d́efinition de l’ensemble des signaux désiŕes. Le choix des
actionneurs/capteurs dépend de cela. Le choix des actionneurs définit un ensemble de signaux de commande
admissibles (tenant compte par exemple de la saturation des actionneurs). Rien ne garantit a priori qu’avec
le choix initial des objectifs de performance, des actionneurs et des capteurs un tel correcteur existe.

1.2 La démarche

1. Pour agir sur un système, il est ńecessaire de connaı̂tre son comportement c’est-à-dire le lien entre les
diff érents signaux d’entrée (commande, perturbations, bruits) et les différents signaux de sortie (sortie
à commander, mesure). Cette connaissance prend la forme d’un modèle math́ematique quantitatif,
acquis par identification et/ou modélisation physique. Il doit s’accompagner d’informations sur les
classes de signaux susceptibles d’être appliqúes en entŕee (perturbations, bruits).

2. Il faut ensuiteécrire le cahier des charges sous la forme de critères math́ematiques permettant de
définir l’ensemble des signaux de sortie désiŕes, l’erreur que l’on peut tolérer entre les signaux réels

1. Le choix de la structure du correcteur est laisséeà l’ingénieur automaticien, le réglage des diff́erents param̀etres se faisant̀a
partir de tables et de tracés graphiques.

2. Multi Input, Multi Output.
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Complexit́e Taille n du probl̀eme
10 20 30 40 50

n3 0, 01 s 0, 08 s 0, 27 s 0, 64 s 1, 25 s
10 s 1, 33mn 4, 50mn 10, 67mn 20, 83mn

2n 0, 01 s 10, 24 s 2, 91 h 124, 3 jours 348, 7 ans
10 s 2, 84 h 121, 4 jours 348, 7 ans 3, 49× 105 ans

TABLE 1.1 – Exemple de temps de calcul en fonction de la complexité et de la taille du problème

de sortie et les signaux désiŕes, l’ensemble des signaux de commande qui est admissible, l’ensemble
des signaux de perturbation, etc...

3. La dernìere étape est la recherche de l’algorithme (loi) de commande qui satisfasse les critères
math́ematiques traduisant le cahier des charges pour le modèle math́ematique repŕesentant le système
(synth̀ese). Cette recherche est géńeralement faite via l’ex́ecution d’un algorithme sur un calculateur.
Il ne faut pas oublier que le but est que le cahier des charges soit vérifié sur le syst̀eme boucĺe ŕeel
et pas simplement sur le modèle manipuĺe. Assurer larobustessedu correcteur consistèa essayer
d’avoir le plus de garanties a priori sur le bon fonctionnement du correcteur lorsqu’il est appliqúee
sur le syst̀eme ŕeel.

1.3 Les moyens disponibles

Consid́erons les points 2 et 3. Actuellement aucune méthodeefficacede synth̀ese de correcteurs ne
repose sur un ensemble de critères suffisamment riche pour traiter des différents aspects d’un cahier des
charges, m̂eme dans le cas des systèmes lińeaires stationnaires. Par efficace, il faut comprendre que l’al-
gorithme de recherche du correcteur se termine normalement en un temps raisonnable (ǵeńeralement en
un temps qui est une fonction polynomiale d’une grandeur caractéristique du probl̀eme de commande). Par
exemple, on d́esire rechercher un correcteur pour un système d’ordren par l’exécution d’un algorithme. Le
temps que va mettre sa résolution sur un ordinateur est fonction de la taillen du syst̀emeà commander. Les
probl̀emes consid́eŕes comme faciles (faible complexité) seront ceux pour lesquels le temps de résolution
est une fonction polynomiale de la taille du problème (par exemple une fonction enn3), ceux qui seront
consid́eŕes comme difficiles seront ceux pour lesquels le temps de résolution est une fonction exponentielle
de la taille du probl̀eme (par exemple une fonction en2n). Dans le tableau 1.1 sont indiqués les temps de
calcul correspondantà différentes valeurs den dans les deux cas. Il est clair que la résolution des problèmes
difficiles mène rapidement̀a des temps de calcul irréalistes (suṕerieurà plusieurs milliers d’anńees). Il est
important de noter que la complexité d’un probl̀eme est intrins̀eque, c’est-̀a-dire ind́ependante par exemple
desévolutions technologiques des ordinateurs : l’augmentation de la rapidité de calcul des ordinateurs ne
sera jamais suffisante pour menerà des temps de calcul réalistes.

La commande fŕequentielle avanćee (ou commandeH∞) est ńee de la recherche d’une meilleure for-
malisation du cahier des charges par des critères math́ematiques dont la résolution efficace permet de
synth́etiser un correcteur satisfaisant ce cahier des charges. Pour cela, elle utilise le cadre fŕequentiel.

Pour ce qui est de la notion de robustesse qui apparaı̂t dans le point 3, beaucoup de méthodes de
synth̀ese de correcteurs (placement de pôles, LQG, etc...) reposent sur le principe d’équivalence : on sup-
pose que le système est exactement représent́e par le mod̀ele (syst̀eme⇔ mod̀ele). Or, il est́evident qu’un
mod̀ele repŕesente de façon approximative un système ŕeel : un nombre limit́e de dynamiques sont prises
en compte dans le modèle, la mesure des paramètres physiques du système est toujours entachée d’erreurs,
ceux-ci peuvent̂etre diff́erents d’une situatioǹa l’autre, etc... Le principe d’équivalence m̀ene parfois̀a des
correcteurs tr̀es sensibles̀a ces erreurs.

Exemple Soit le mod̀ele d’un syst̀emeà commander :

Gmod(p) =
−10p+ 1

p(p+ 1)
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Par l’approche polynomiale, un correcteurK(p) est mis au point de façoǹa obtenir pour le système en
boucle ferḿee le polyn̂ome caract́eristique :Pc(p) = (p+ 10)(p2 + 10p+ 100) :

K(p) = 925, 5
p+ 1, 08

p+ 9275
.

Si on calcule les marges classiques de robustesse (rappelées section 3.1, page 58), on obtient le résultat
repŕesent́e sur la figure 1.3. Elles sont très mauvaises (0, 15 degŕes de marge de phase et0, 014 dB de
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FIGURE 1.3 – Diagramme de Bode de la boucle ouverte

marge de gain) ! Il suffit par exemple qu’il existe une différence inf́erieureà 0, 5% sur les coefficients du
numérateur entre le modèleGmod(p) et le syst̀eme ŕeelGreel(p) pour que le correcteur ne stabilise pas le
syst̀eme ŕeelGreel(p) :

Greel(p) =
−10, 05p+ 1, 005

p(p+ 1)

Ce qu’il faut retenir de cet exemple, ce n’est pas que la méthode de synth̀ese de lois de commande par pla-
cement de p̂oles donne systématiquement de mauvaises marges, mais c’est plutôt que si une des propriét́es
désirables sur le système en boucle ferḿee (̀a savoir ici la robustesse) n’est pas prise en compteexplicite-
mentlors de l’́etape de synth̀ese du correcteur, rien ne garantit qu’elle sera obtenue avec le correcteur mis
au point3.

L’automatique fŕequentielle classique (telle qu’elle s’est dévelopṕee des anńees 30 aux anńees 60 avec
les travaux de Black, Nyquist, Bode, Horowitz, etc...) est basée sur un principe diff́erent. Tout ce qui est
suppośe, c’est que le système est contenu dans un ensemble de modèles (syst̀eme∈ {mod̀eles}). L’en-
semble de mod̀eles est d́etermińe : par contre, on ne sait pasà quelélément correspond le système ŕeel.
Le syst̀eme est alors dit incertain. Pour garantir que le correcteur remplisse le cahier des charges pour le
syst̀eme ŕeel, il est donc ńecessaire de s’assurer qu’elle le remplit pour l’ensemble des modèles possibles.

3. Par suite, quelque soit la méthode de synth̀ese de lois de commande utilisée, il est imṕeratif d’analyser le maximum de
propríet́es sur le système final en boucle ferḿee. Dans les chapitres 2, 3 et 7 sont présent́es un certain nombre d’outils permettant
une analyse assez fine de la boucle fermée obtenue.
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Les marges classiques de gain, de phase et de module visentà d́efinir un ensemble de modèles. Par suite,
l’automatique fŕequentielle classique propose une solution pertinenteà l’indétermination des systèmes.

Pour autant, constitue-t-elle la panacée universelle ? Non, car cette approche présente un certain nombre
de d́efauts. D’une part, elle ne repose pas sur une formalisation claire du cahier des charges en un ou plu-
sieurs crit̀eres math́ematiques. Par suite, cette méthode de synth̀ese peut̂etre qualifíee de “semi-automatique” :
l’automaticien en se basant sur les résultats th́eoriques disponibles et les différents crit̀eres graphiques basés
sur les repŕesentations de Bode, Nyquist, Nichols, etc... doit choisir lui-même la structure de son correcteur
(PI, PID, PI+avance de phase, etc..) et déterminer les valeurs de ses différents param̀etres de façoǹa ŕegler
un correcteur respectant le cahier des charges. Sa mise en œuvre demande donc une grande expertise. De
plus, il est difficile de savoir si les choix de structure et de paramètres du correcteur sont les meilleurs pos-
sibles. D’autre part, les ḿethodes d’automatique fréquentielle classique permettent de traiter les systèmes̀a
une entŕee et une sortie (systèmes SISO). Pour les systèmes̀a plusieurs entŕees et plusieurs sorties (systèmes
MIMO), elles sont de mise en œuvre plus difficile voire inextricable, conduisant parfoisà des correcteurs
non robustes.

1.4 Commande fŕequentielle avanćee

La commande fŕequentielle avanćee (appeĺee encore commande robusteou commandeH∞) propose
une solution (imparfaite mais très int́eressante) aux problèmesévoqúes pŕećedemment. Tout comme en
automatique fŕequentielle classique, l’incertitude est explicitement prise en compte. De plus,

1. Le cahier des charges est formalisé par un crit̀ere math́ematique.

2. Un algorithme nuḿerique efficace permet de tester s’il existe un correcteur qui satisfasse au crit̀ere
en un temps raisonnable (quelques secondes) : si oui, un correcteur est alors propośe en sortie de
l’algorithme.

3. Le cas des systèmes̀a commander̀a plusieurs entŕees et plusieurs sorties est naturellement traité.

Cette ḿethode constitue une véritable ḿethode de Conception Assistée par Ordinateur (CAO). Elle áet́e
rendue possible par leśevolutions ŕecentes de la th́eorie en Automatique, de l’optimisation numérique et
de la puissance de calcul disponible pour un coût de plus en plus faible. Avec cette méthode, la t̂ache de
l’automaticien est de choisir le critère math́ematique qui refl̀ete le mieux le cahier des charges et d’en régler
les différents param̀etres : la synth̀ese effective d’un correcteur vérifiant le crit̀ere est alors effectuée par un
calculateur.

Remarque D’autres ḿethodes traitent des critères math́ematiques qui permettent une traduction plus
fidèle du cahier des charges. Mais :

1. Un crit̀ere trop complexe est difficilèa manipuler et̀a comprendre ;

2. Les algorithmes de synthèse de correcteurs ne sont pas “efficaces” (temps de calcul exorbitant) ou
n’existent pas ;

3. La classe des systèmes consid́eŕes est assez réduite ;

4. Le niveau d’automatisation de la méthode de synth̀ese est assez faible.

1.5 Non linéaire / linéaire et continu / discret

Le cours va porter sur les concepts sous jacents aux critères de l’automatique fréquentielle avanćee
(ou crit̀ereH∞), sur leur śelection, enfin sur leur réglage afin d’obtenir un correcteurH∞ satisfaisant au
cahier des charges. Les systèmesà commander seront supposés lińeaires stationnaires de dimension finie :
il en est de m̂eme des correcteurs recherchés. Ces hypoth̀eses peuvent sembler fortes : en effet beaucoup de
syst̀emes ne sont pas a prioriéquivalents̀a des syst̀emes lińeaires stationnaires (car non-linéaires et/ou de
dimension infinie). Cependant, les conditions de fonctionnement peuventêtre telles que leur comportement
dynamique est́equivalentà celui d’un syst̀eme lińeaire stationnaire. Dans les autres cas, le problème est
encore largement ouvert d’un point de vue théorique. Ńeanmoins, dans un nombre important d’applications,
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des heuristiques basées sur les ḿethodes de commande des systèmes lińeaires stationnaires ont fait leur
preuve (ḿethode de śequencement de gains par exemple).

Dans de nombreux cas, le problème de commande consisteà d́evelopper un correcteur discret qui
sera programḿe sur un calculateur nuḿerique afin de commander un procéd́e continu via un convertis-
seur analogique/nuḿerique (pour les mesures) et un bloqueur + convertisseur numérique/analogique (pour
les commandes̀a appliquer) (voir figure 8.8). Il est̀a noter que les ḿethodes efficaces d’Automatique se

syst̀emeact.CNA

CAN capteur

commandeCAN ✲ ✲ ✲ ✲ ✲

✛✛

✻
✲✲référence sortie

FIGURE 1.4 – Probl̀eme de l’asservissement d’un système continu par un correcteur numérique

concentrent ǵeńeralement sur deux problèmes :

1. synth̀ese d’un correcteur discret pour un procéd́e discret (approche “tout discret”) ;

2. synth̀ese d’un correcteur continu pour un procéd́e continu (approche “tout continu”).

Ces deux approches ne traitent donc pas du “vrai” problème qui est (dans un nombre important de cas) la
commande d’un système continu par un correcteur numérique. Cela est d̂u au fait que le “vrai” probl̀eme
est actuellement un problème ouvert.

Le cours va se focaliser sur la commande des systèmes lińeaires stationnairescontinus par des correc-
teurs lińeaires stationnaires continus. En fait, il est possible de présenter les ḿethodes de commandeH∞
pour la commande de systèmes discrets par des correcteurs discrets. Les deux approches ontleurs avantages
et leurs inconv́enients. L’option du “tout continu” est néanmoins pŕeféŕeeà l’option du “tout discret” pour
deux raisons.

1. La grande majorité des syst̀emes physiques̀a commander sont par nature continus : les paramètres de
leurs mod̀eles continus peuvent donc avoir un sens physique. La discrétisation m̀eneà un mod̀ele dont
les param̀etres ont perdu ce sens physique. Il est normal de préférer le mod̀ele dont les param̀etres ont
un sens physique, notamment dans un contexte industriel. Un système sera d’autant plus efficacement
command́e que l’on ŕeussità comprendre son comportement physique.

2. Les ḿethodesH∞ présent́ees dans ce document utilisent de façon intensive l’approche fréquentielle.
Pour les sṕecifications fŕequentielles, il est plus aisé de travailler sur les modèles continus4. Cepen-
dant, il est possible de synthétiser un correcteur discretà partir d’un mod̀ele discret en utilisant les
méthodes de synthèse continues. Pour cela, on utilisera une transformation qui lie modèle en temps
continu et mod̀ele en temps discret (ce point est dévelopṕe en Annexe, section 8.3, page 186).

1.6 Sur le cahier des charges

Un sch́ema tr̀es ǵeńeral de correcteur est présent́e figure 1.5. Le systèmeà commanderG est soumis̀a
des signaux de perturbation mesurésb1 ou non-mesuŕesb2. On cherchèa faire suivre par la sortiez le signal
de ŕeférencer. Pour cela, le signaly est mesuŕe par un capteur avec un bruitw. Le correcteurK admet
donc comme entrée le signal de référencer, le signal de mesure bruitéy+w et la perturbation mesuréeb1.

Afin d’illustrer la méthode de synth̀ese de lois de commandeH∞, nous allons consid́erer le sch́ema
classique en boucle ferḿee repŕesent́e figure 1.6, qui est beaucoup plus simple. Cela ne veut pas dire que

4. En continu, des règles permettent de tracer simplement le diagramme de Bode asymptotique, voir section 8.4, page 188. Au
del̀a du traće, l’intér̂et de ses r̀egles est de permettre l’analyse de diagrammes de Bode.
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FIGURE 1.5 – Syst̀eme en boucle ferḿee ǵeńeral

la méthodeH∞ ne s’applique pas dans la configuration plus géńerale ou dans d’autres configurations. Au
contraire, l’un des atouts de l’approcheH∞ est sa plasticit́e, lui permettant de pouvoir considérer un tr̀es
large spectre de schémas en boucle ferḿee.
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FIGURE 1.6 – Syst̀eme en boucle ferḿee illustratif

Dans ce sch́ema, il s’agit de faire suivre dans la mesure du possible par la sortie du syst̀emey(t) un
signal de ŕeférencer(t) appartenant̀a un ensemble bien défini. L’erreur de suivi de trajectoires est désigńee
par ǫ(t) = r(t) − y(t). La façon dont la sortie du système suit la trajectoire de référencer(t) peut être
exprimée par le fait queǫ(t) doit appartenir̀a un ensemble bien détermińe.

Cette sṕecification doit̂etre ŕealiśee malgŕe la pŕesence de perturbationsb(t) qui agissent sur le système
(par exemple en entrée de celui-ci) et des bruitsw(t) sur la mesure de la sortiey(t). Même si les pertur-
bations et/ou les bruits ne sont pas mesurés, on sait par contre a priori que ces signaux appartiennentà des
ensembles d́etermińes.

De plus, la commandeu(t) appliqúee doitêtre raisonnable par rapportà l’application consid́eŕee (elle
ne doit pas solliciter de façon trop importante les actionneurs). Ici encore, cela revient̀a dire que l’on a
défini pouru(t) un ensemble admissible : le correcteur doit assurer queu(t) appartient bieǹa cet ensemble.

Cela constitue les objectifs deperformance. Ils se traduisent tous par le fait que pour des signaux
d’entŕeer(t), b(t) etw(t) appartenant̀a des ensembles bien définis, un correcteur est recherché tel que les
signaux de sortiey(t) etu(t) appartiennent̀a des ensembles correspondant aux spécifications du cahier des
charges.

Une propríet́e ńecessaire (mais en géńeral loin d’̂etre suffisante) est lastabilit é de la boucle ferḿee :
pour des signaux d’entréer(t), w(t) etb(t) d’amplitude finie, les signaux du système (ǫ(t), u(t)) sont aussi
d’amplitude finie.

La formalisation math́ematique du cahier des charges passe par la définition de l’ensemble des signaux
d’entŕee possibles et de l’ensemble des signaux de sortie désiŕes pour le système boucĺe. Enfin, le correc-
teur est construitèa partir d’unmod̀ele qui est une représentation id́ealiśee du syst̀eme ŕeel : les mesures
des param̀etres physiques sont toujours entachées d’incertitudes, les dynamiques hautes fréquences sont
difficilement mod́elisables... Malgŕe toutes ces imperfections, le correcteur doit fonctionner correctement
sur lesyst̀eme ŕeelc’est-̀a-dire assurer la stabilité et les performances recherchées (robustesse).
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1.7 De l’intérêt de la “commande” robuste pour les autres sciences de l’ingénieur

Un des concepts centraux de la commande “robuste” est la notion de robustesse, c’est-̀a-dire la prise
en compte explicite du fait qu’un modèle math́ematique ne refl̀ete que de façon imparfaite le système ŕeel.
L’id ée sous jacente est la suivante. L’information dont on dispose en géńeral sur un système peut se traduire
par la d́efinition d’un ensemble de modèles : tout ce que l’on sait c’est que le système est mod́elisé par un
élément de cet ensemble. Mais on ne sait pas lequel. Par exemple une résistancéelectrique est d́ecrite par la
loi d’Ohm (u = Ri) mais la ŕesistanceR est connue, par exemple,à±5%. Seul est connu l’intervalle qui
contient la valeur de la résistance. La valeur effective de celle-ci n’est pas connue.

Actuellement, avec le d́eveloppement de l’informatique, l’utilisation d’un modèle math́ematique pour
étudier le comportement d’un système (par exemple un circuitélectronique) s’est ǵeńeraliśee. Ceci est̀a
la base des logiciels de C.A.O. (Conception Assistée par Ordinateur). Lors de la conception d’un système
remplissant un cahier des charges, il est nécessaire de prendre en compte les différences entre le modèle
et le syst̀eme ŕeel. Par exemple, un filtre analogique passe bas caractériśe par une certaine pulsation de
coupure est ŕealiśe sous forme d’un circuit RC. Sachant que la valeur des résistances est connueà ±5%,
quel ensemble de valeurs peut prendre la pulsation de coupure du filtre réaliśe ? C’est le type de problèmes
auquel est confronté tout inǵenieur qui fait de la conception.

La commande robuste offre des outils pour traiter certains de ces problèmes. Ils seront présent́es chapitre 7.

1.8 Plan du document

Dans les chapitres qui suivent, on suppose dans un premier temps qu’uncorrecteur áet́e mis au point.
La question est alors de savoir si celui-ci remplit le cahier des charges consid́eŕe (probl̀eme d’analyse).
Nous allons voir que les spécifications de performance (chapitre 2) et de robustesse (chapitre 3)peuvent se
traduire sous forme de critères portant sur les fonctions de transfert en boucle fermée. Les d́eveloppements
seront ǵeńeralement pŕesent́es dans le cas des systèmes̀a une entŕee et une sortie avant d’être ǵeńeraliśes au
cas des systèmes MIMO. Dans le chapitre 2, au delà de la traduction du cahier des charges sous forme de
critères, les “limites de la performance” seront discutées : il s’agit de donner des règles pouŕeviter l’écriture
d’un cahier des charges aberrant.

Les crit̀eres permettant de tester si un correcteur donné vérifie un cahier des chargesétant pŕesent́ees,
le chapitre 4 expose une méthode (la “ḿethodeH∞”) permettant d’obtenir un correcteur satisfaisant ces
critères (et donc remplissant le cahier des charges) (problème desynth̀ese). Dans le chapitre 7, la robus-
tesse sera considéŕeeà nouveau. Par rapport au chapitre 3, une formalisation plus précise de l’erreur entre
le mod̀ele et le syst̀eme sera d́evelopṕee. Des outils seront présent́es qui permettent de tester si un cor-
recteur satisfait un cahier des charges. Ces outils peuvent s’appliquer à des probl̀emes sortant du cadre de
l’Automatique comme cela áet́e discut́e section 1.7.

Le chapitre 5 est consacré au ŕeglage de correcteurs “à la main” en travaillant sur la réponse fŕequentielle
de la fonction de transfert en boucle ouverte (automatique fréquentielle classique). Les méthodes d́evelopṕees
sont multiples : il s’agit d’en rappeler le principeà travers la pŕesentation d’une ḿethode possible. L’intér̂et
de ce chapitre pour le polycopié est de souligner l’apport de la méthodeH∞ par rapport aux ḿethodes
traditionnelles d’automatique fréquentielle.

Le chapitre 6 pŕesente une ḿethode de ŕeduction de mod̀ele qui peutêtre appliqúee au mod̀ele du
syst̀emeà commander et/ou au correcteur. Bien que dévelopṕee dans le cadre de la commande robuste,
cette ḿethode peut̂etre appliqúee lors de l’application d’autres ḿethodes de synthèse (LQG, etc.).

Enfin, les annexes regroupent différents ŕesultats et ḿethodes pratiquement intéressantes dans le contexte
de la ḿethodeH∞ : dans le chapitre 8, rappels des transformées de Laplace, réponses temporelles et
fréquentielles des systèmes du premier et du second ordre, tracé asymptotique du diagramme de Bode d’une
fonction de transfert, calcul de sa normeH∞, différentielle logarithmique ; dans le chapitre 9, présentation
d’une ḿethode simple et efficace de calcul de la représentation d’́etat des fonctions de transfert en boucle
fermée.
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Remarque Dans ce document, on noteu(p) (respectivementu(jω)) la transforḿe de Laplace (respec-
tivement Fourier) du signal décrit dans le domaine temporelu(t). Pour alĺeger les notations, la variable
de Laplacep (ou s) est omise quand cela est clair dans le contexte. Enfin, pour un signal sinusöıdal de
pulsation propreω, u(ω) est sa notation “phaseur” (voir page 39).
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Chapitre 2

Formalisation d’un cahier des charges en
Automatique fr équentielle

Dans un premier temps, la formalisation de la performance dans le cas de systèmes̀a une entŕee et une
sortie (monovariables ou SISO) est présent́ee. Le cas des systèmes (multivariables ou MIMO) sera ensuite
discut́e section 2.9. D’après la discussion du chapitre 1, le cahier des charges peut contenir quatre classes
de sṕecifications :

Suivi de trajectoires de ŕeférence (consignes)il s’agit d’étudier l’influence du signal de référencer(t)
sur le signal d’erreurǫ(t) ;

Rejet/atténuation de signaux de perturbation il s’agit d’étudier l’influence du signal de perturbation
b(t) sur le signal d’erreurǫ(t) ;

Att énuation des bruits de mesureil s’agit d’étudier l’influence des signaux de bruitw(t) sur le signal de
commandeu(t) et sur le signal de sortiey(t) (en ǵeńeral, le syst̀emeà commanderG est un syst̀eme
passe-bas, ce qui fait qu’il est plus impératif d’étudier l’influence du bruitw(t) suru(t) que sury(t)) ;

Commande mod́erée il s’agit d’étudier l’influence des signaux de référencer(t) et du signal de perturba-
tion v(t) sur le signal de commandeu(t) ;

Une autre sṕecification qui est absolument nécessaire de prendre en compte est que la stabilité du syst̀eme
boucĺe doitêtre assuŕee.

GK✲ ✲ ✲❄

❄

✻
✲

✛

+ −+

−

+ +

r

b

u y

w

ǫ✻u ✲
✻

✻+

−

FIGURE 2.1 – Syst̀eme en boucle ferḿee illustratif

Si on consid̀ere le sch́ema classique d’un systèmeG boucĺe par un correcteurK (voir la figure 2.1), on
y voit naturellement apparaı̂tre les signaux d’entrée apparaissant dans le cahier des charges :

– la consigner(t) ;
– la perturbation en entrée du syst̀emeb(t) ;
– le bruit de mesurew(t)

ainsi que les signaux de sortie :
– l’erreur de suivi de ŕeférenceǫ(t) = r(t)− y(t) ;
– la commandeu(t) délivrée par le correcteurK.

11
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Or, en notantTx→y la fonction de transfert du signal d’entréex vers le signal de sortiey, on a les relations
suivantes entre les sorties et les entrées du système1 :

ǫ(p) = Tr→ǫ(p)r(p) + Tb→ǫ(p)b(p) + Tw→ǫ(p)w(p)

U(p) = Tr→u(p)r(p) + Tb→u(p)b(p) + Tw→u(p)w(p)
(2.1)

où :

1. Tr→ǫ(p) =
1

1 +G(p)K(p)
est souvent notéeS(p) et appeĺee fonction de sensibilité2 ;

2. Tr→y(p) =
G(p)K(p)

1 +G(p)K(p)
est souvent notéeT (p) et appeĺee fonction de transmission(car elle relie

l’entrée de consigner à la sortiey). Elle est aussi nomḿee fonction de sensibilité compĺementaire
car on a la relation

S(p) + T (p) =
1

1 +G(p)K(p)
+

G(p)K(p)

1 +G(p)K(p)
= 1.

3. Tb→ǫ(p) = G(p)S(p) ;

4. Tr→u(p) = K(p)S(p) ;

5. Tw→u(p) = −K(p)S(p) ;

6. Tw→ǫ(p) = T (p) ;

Il est possible (et conseillé) d’étudier chacune des spécifications ind́ependamment les unes des autres.
Ceci est pleinement justifié par leThéor̀eme de Superpositionqui est valable ici car les systèmes que
nousétudions sont tous lińeaires stationnaires. Ce théor̀eme permet d’affirmer que l’influence de plusieurs
signaux d’entŕee non nuls sur les signaux de sortie estégaleà la somme des influences de chacun des
signaux d’entŕee pris individuellement. Par exemple, prenons

ǫ(p) = S(p)r(p) +G(p)S(p)b(p) + T (p)W (p).

1. Le termeS(p)r(p) repŕesente l’erreur de suivi de référence dans le cas sans perturbation (b(p) = 0)
et sans bruit (W (p) = 0) ;

2. G(p)S(p)b(p) repŕesente l’erreur de régulationà0 (r(p) = 0) dans le cas sans bruit (W (p) = 0) ;

3. −T (p)W (p) repŕesente l’effet du bruit sur la sortie dans le cas d’une régulationà 0 (r(p) = 0) et
sans perturbation (b(p) = 0).

Chaque sṕecification peut donĉetreétudíee en examinant les fonctions de transfert reliant les signaux
d’entŕee et de sortie concernés :

Sṕecifications fonctions de transfert associées notations usuelles

suivi de trajectoires de référence Tr→ǫ(p) S(p)

rejet/att́enuation de perturbation Tb→ǫ(p) G(p)S(p)

att́enuation des bruits sur commandeTw→u(p) −K(p)S(p)

att́enuation des bruits sur sortie Tw→ǫ(p) T (p)

commande mod́eŕee Tr→u(p), Tb→u(p) etTw→u(p) K(p)S(p) etT (p)

1. Par convention, la transformée de Laplace d’un signal est notée par une lettre majuscule : parfois, par simplicité, cette
convention ne sera pas toujours appliquée dans ce document.

2. Ce nom n’est pas du tout lié à l’intér̂et de cette fonction pour l’étude du suivi de trajectoire. Il vient de son intér̂et dans
l’ étude de la robustesse. Cela sera dévelopṕe dans la suite du document, notamment page 112.
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Sur l’utilisation du domaine fr équentiel Avant d’étudier cette sṕecification, il est int́eressant de discuter
de l’un des int́er̂ets de travailler dans le domaine fréquentiel plut̂ot que dans le domaine temporel. Par
exemple, pour un ensemble de signaux de référencer(t), on d́esire que la sortie correspondantey(t), ou de
façonéquivalente, l’erreur de suivi de référenceǫ(t), ait certaines caractéristiques. Les signauxr(t) et ǫ(t)
étant respectivement l’entrée et la sortie d’un système dynamique (le système en boucle ferḿee), le signal
ǫ(t) est obtenu par le produit de convolution de la réponse impulsionnelle de ce système dynamique avec
l’entréer(t) :

ǫ(t) =

∫ t

0
Tr→ǫ(t− τ)r(τ)dτ.

La relation entre ces deux signaux dans le domaine temporel est donc très complexe et difficilement ex-
ploitable. Par contre, si on prend la transformée de Fourier des signaux, on a une relation beaucoup plus
simple :ǫ(jω) = Tr→ǫ(jω)r(jω). Ici, la formalisation du cahier des charges consiste, pour un ensemble de
signaux de ŕef́erencer(t) donńe,à trouver qu’elles doivent̂etre les contraintes que doit satisfaireTr→ǫ(jω)
pour obtenir un ensemble de signaux de sortieǫ(t) désiŕes.Il s’agit donc de traduire des caractéristiques
temporelles en caractéristiques fŕequentielles.

Pour un signalr(t), on peut le relier̀a sa transforḿee de Fourierr(jω) par :

r(t) =

∫ +∞

−∞
r(jω)ejωtdω =

∫ +∞

−∞
|r(jω)|ej(ωt+arg(r(jω)))dω.

Un signal peut donĉetre vu comme la somme (infinie) pondéŕee de signaux sinusoı̈daux : pour chaque
pulsationω, |r(jω)| apparâıt comme le “poids” du signal sinusoı̈dal de pulsationω dans le signalr(t).
Qualitativement, on peut distinguer les signaux sinusoı̈daux “lents”, c’est-̀a-dire de pulsationω faible, et
les signaux sinusoı̈daux “rapides”, c’est-̀a-dire de pulsationω grandes. Suivant les valeurs du poids|r(jω)|,
le régime transitoire der(t) sera plus ou moins “rapide” (voir figure 2.2). Le signal de sortieǫ(t) peut aussi
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FIGURE 2.2 – Signalr(t) et sa transforḿee de Fourierr(jω)

s’exprimer comme :

ǫ(t) =

∫ +∞

−∞
|ǫ(jω)|ej(ωt+arg(ǫ(jω)))dω.

Sachant queǫ(jω) = Tr→ǫ(jω)r(jω), il est int́eressant de connaı̂tre la ŕeponse fŕequentielleTr→ǫ(jω) afin
d’essayer de prévoir ce que sera le signal de sortieǫ(t) pour un signal d’entŕeer(t). La réponse fŕequentielle
d’une fonction de transfert est souvent représent́ee graphiquement sous forme de :

Diagramme de Bode repŕesentation du module deTr→ǫ(jω) exprimé en dB et not́e |Tr→ǫ(jω)|dB =
20 log |Tr→ǫ(jω)| en fonction du logarithme de la pulsationlog(ω) et repŕesentation de la phase de
Tr→ǫ(jω), not́eearg(Tr→ǫ(jω)), en fonction du logarithme de la pulsationlog(ω). Voir la section 8.4
page 188 de l’annexe pour un rappel sur le tracé des bodes asymptotique ;
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Diagramme de Nyquist repŕesentation dans le plan complexe (partie réelle en abscisse et partie imaginaire
en ordonńee) du nombre complexeTr→ǫ(jω) pourω variant de−∞ à+∞ ;

Diagramme de (Black) Nichols repŕesentation du nombre complexeTr→ǫ(jω) pourω variant de0 à+∞
dans un plan òu l’axe des abscisses correspondà la phase (arg(Tr→ǫ(jω))) exprimée en degŕes et
l’axe des ordonńees correspond au module (|Tr→ǫ(jω)|) exprimée en d́ecibels.

La figure 2.3 repŕesente ces différents diagrammes obtenus sousMatlab par les commandesbode,
nyquist et nichols pour un syst̀eme du second ordre. Notez que seul le diagramme de Bode fait
apparâıtre explicitement la pulsation3 ω.
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Nous allons maintenant examiner chaque spécification en commençant par la stabilité.

2.1 Stabilité

Une notion tr̀es importante est celle destabilité interne. Une boucle ferḿee est ditestable de façon
interne si toutes les fonctions de transfert du système en boucle ferḿee produisent des sorties bornées

3. En Anglais, le terme “frequency” désigneà la fois la fŕequence (unit́e Hertz) et la pulsation (unité radians par seconde).
Seule l’indication explicite de l’unit́e permet de les différencier.
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(ǫ(t) et u(t) sur la figure 2.1)̀a partir d’entŕees d’amplitude borńee (r(t), b(t) etw(t)). Ainsi, d’apr̀es ce
qui a ét́e vu pŕećedemment, pour qu’il y ait stabilité interne, il faut que les fonctions de transfertS(p),
T (p), G(p)S(p) et K(p)S(p) soient simultańement stables (p̂olesà partie ŕeelle strictement ńegative). Il
est d’autre part possible de démontrer qu’il y a stabilit́e interne si et seulement si la fonction de transfertS
est stable et s’il n’y a pas de compensations pôles-źeros instables entre le systèmeG et le correcteurK.

Exercice Soit un proćed́e “dérivateur”, c’est-̀a-dire avec au moins un zéro en0 :

G(p) = pF (p)

avecF (0) 6= ∞. Montrer que dans le cas où le syst̀eme est commandé par un correcteur proportionnel
intégral, le syst̀eme boucĺe ne peut paŝetre asymptotiquement stable.

2.2 Sṕecification de Performance 1 : suivi de trajectoires de ŕeférence (consignes)

Le suivi est d’autant mieux assuré que l’erreurǫ(t) = r(t) − y(t) est proche de źero pour les signaux
de ŕeférence qui nous intéressent. Le signal d’erreurǫ(t) va être caract́eriśe d’une part par sonrégime
permanentet d’autre part, par sonrégime transitoire. Pour cela, on va considérer plusieurs classes de
signaux d’entŕee :

1. échelons ;

2. rampes, paraboles, etc. ;

3. sinusöıdes ;

4. signaux d́efinis par le module de leur transformée de Fourier.

2.2.1 Etude du ŕegime permanent pour les diff́erentes classes de signaux

Etude du suivi de signaux en forme d’́echelons Pour l’étude de la ŕeponseà des entŕees en forme
d’échelons d’amplitudeA (de transforḿee de Laplace4 r(p) = A

p ), on fait appel au th́eor̀eme de la valeur
finale.

Théorème 2.2.1 (Th́eorème de la valeur finale)Si tous les p̂oles depǫ(p) sont dans le demi plan de
gauche (axe imaginaire exclu) alors

lim
t→+∞

ǫ(t) = lim
p→0

pǫ(p).

Par son application, on a :

lim
t→+∞

ǫ(t) = lim
p→0

pǫ(p) = lim
p→0

pTr→ǫ(p)
A

p
= ATr→ǫ(0).

Si l’objectif est d’assurer que l’erreur de suivi de trajectoiresǫ(t) tende vers0 quandt tend vers l’infini, on

doit donc avoir |Tr→ǫ(0)| = 0 , c’est-̀a-dire queTr→ǫ(p) contient au moins un zéro en źero.

Si |Tr→ǫ(0)| 6= 0 = ǫstat alors

lim
t→+∞

ǫ(t) = ǫstat.

ǫstat est appeĺe erreur statique.

4. Sur les transforḿees de Laplace des signauxélémentaires, voir annexe, page 181.
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Etude du suivi de signaux en forme de rampes, etc.Pour des entŕees en forme de rampes de pentea,
on ar(p) = A

p2
. Supposons queTr→ǫ(p) contienne au moins un zéro en źero : d’apr̀es ce qui pŕec̀ede, cela

revient à dire que le système en boucle ferḿee est capable de suivre des signaux de référence en forme
d’échelons. Dans ce cas-là, nous sommes dans le cas de l’application du théor̀eme de la valeur finale :

lim
t→+∞

ǫ(t) = lim
p→0

pǫ(p) = lim
p→0

pTr→ǫ(p)
A

p2
= A lim

p→0

Tr→ǫ(p)

p
.

Cette limite est́egaleà źero dans le cas où Tr→ǫ(p) contient au moins deux zéros en źero. Si Tr→ǫ(p) ne
contient qu’un seul źero alors

lim
t→+∞

ǫ(t) = ǫtrainage

avecǫtrainage = A limp→0
Tr→ǫ(p)

p . ǫtrainage est appeĺe erreur de trainage.

Pour les signaux dont la transformée de Laplace s’écrit r(p) = A
pk

, aveck ≥ 3 (pourk = 3, on a un

signal en forme de parabole), le système en boucle ferḿee sera capable de suivre ces signaux s’il est déjà
capable de suivre les signaux d’ordrek − 1. En faisant le m̂eme raisonnement que préćedemment, l’erreur
de suivi tendra vers0 si Tr→ǫ(p) contient au moinsk zéros en źero.

Etude du suivi de signaux en forme de sinusoı̈des Dans le cas d’un signal de référence sinusoı̈dal r(t)
d’amplitudeA et de pulsation propreω0 (r(t) = A sin(ω0t)), on a :

r(p) = A
ω0

p2 + ω2
0

.

Nous ne sommes plus dans les conditions d’application du théor̀eme de la valeur finale car a priori la
fonction pǫ(p) a deux p̂oles sur l’axe imaginaire en±jω0. Cependant, on sait que la réponse (dite har-
monique) d’un syst̀eme dynamique stablèa un signal sinusoı̈dal tend vers le ŕegime permanent suivant :
ǫ(t) = A|Tr→ǫ(jω0)| sin (ω0t+ arg(Tr→ǫ(jω0))) . Par suite, pour assurer un suivi de référence parfait de

ce signal ( lim
t→+∞

ǫ(t) = 0), il est ńecessaire d’avoir|Tr→ǫ(jω0)| = 0 , ce qui revient̀a dire que les nombres

complexes conjugúes±jω0 sont źeros deTr→ǫ(p). Sinon on peut essayer de rechercher une erreur faible
d’amplitude maximaleǫsin en imposant|Tr→ǫ(jω0)| ≤ ǫsin.

Supposons que l’on chercheà assurer le suivi de signaux de référence sinusoı̈daux dont les pulsations
propres appartiennentà l’intervalle[ωmin

0 , ωmax
0 ]. Si on voulait assurer un suivi parfait de tous ces signaux,

il serait ńecessaire que la fonction de transfertTr→ǫ(p) poss̀ede des źeros en±jω0, pour toute valeur de
ω0 appartenant̀a l’intervalle [ωmin

0 , ωmax
0 ], soit un nombre infini de źeros. Ce n’est pas possible car nous

ne consid́erons que les fonctions de transfert admettant un nombre fini de zéros et de p̂oles. Dans ce cas-là,
il est donc impossible d’obtenir un suivi parfait de signaux de référence. Par contre, en essayant d’imposer
∀ω ∈ [ωmin

0 , ωmax
0 ] |Tr→ǫ(jω0)| ≤ ǫsin, il est possible d’obtenir une erreur faible d’amplitude bornée par

ǫsin.

Etude du suivi de signaux d́efinis par le module de leur transformée de Fourier Pour un signalr(t),
on peut le relier̀a sa transforḿee de Fourierr(jω) par :

r(t) =

∫ +∞

−∞
|r(jω)|ej(ωt+arg(r(jω)))dω.

Un signal peut donĉetre vu comme la somme (infinie) pondéŕee de signaux ṕeriodiques : pour chaque
pulsationω, |r(jω)| apparâıt comme le “poids” du signal ṕeriodique de pulsationω dans le signalr(t). Le
signal de sortieǫ(t) peut aussi s’exprimer comme :

ǫ(t) =

∫ +∞

−∞
|ǫ(jω)|ej(ωt+arg(ǫ(jω)))dω.

Comme|ǫ(jω)| = |Tr→ǫ(jω)r(jω)| = |Tr→ǫ(jω)||r(jω)|, il est possible de choisir|Tr→ǫ(jω)| de façoǹa
obtenir un certain|ǫ(jω)| connaissant|r(jω)|.
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2.2.2 Etude du ŕegime transitoire, mise sous forme d’un crit̀ere mathématique

Le suivi est d’autant mieux assuré que l’erreurǫ(t) = r(t) − y(t) est proche de źero pour les signaux
de ŕeférence qui nous intéressent. D’après la discussion préćedente, on peut par exemple définir un signal
ǫ(t) faible comme appartenantà un ensemble d́efini par :

E = {ǫ tel que|ǫ(jω)| ≤ ǫsupA} (2.2)

avecǫsup un scalaire positif faible et òuA caract́erise la “taille” du signal d’entŕee (par exemple, l’amplitude
de l’échelon). Il s’agit ici de normaliser l’erreurǫ par une grandeur caractéristique du signal d’entréer.

Par exemple, dans lecas òu le signal de ŕef́erence est un signal en forme d’échelon, (r(p) = A
p ) :

∀ω, |ǫ(jω)| ≤ ǫsupA ⇐⇒ ∀ω, |Tr→ǫ(jω)
A
jω | ≤ ǫsupA

⇐⇒ ∀ω, |Tr→ǫ(jω)| ≤ ǫsup|jω|
(2.3)

On peut donc exprimer que l’on recherche un signal d’erreurǫ(t) appartenant̀a un certain ensemble pour
un signal de ŕeférence donńe r(t) par une contrainte sur le module de la fonctionTr→ǫ(jω). En fait, si on

consid̀ere n’importe quel signal̄r(t) tel que|r̄(jω)| ≤ A
|jω| alors

∀ω, |Tr→ǫ(jω)
A
jω | ≤ ǫsupA =⇒ ∀ω, |Tr→ǫ(jω)r̄(jω)| ≤ ǫsupA

Le signalǭ(t) tel queǭ(jω) = Tr→ǫ(jω)r̄(jω) satisfait donc|ǭ(jω)| ≤ ǫsupA : pour ces signaux-là, on a
donc aussi la propriét́e d́esiŕee pour le signal d’erreur̄ǫ(t).

Cela sugg̀ere donc de ǵeńeraliser la d́emarche pŕećedente. Dans les ḿethodes fŕequentielles, laca-
ractérisation d’un ensemble de signauxs(t) se fait via leurspectre fŕequentiel. Pour cela, on introduit une
fonction de transfertWs(p), appeĺeepondération. On peut alors d́efinir un ensemble de signaux comme

{s tel que|s(jω)| ≤ |Ws(jω)|} (2.4)

avec|.| qui désigne le module ou encore comme
{
s tel que|s(jω)| ≤ 1

|Ws(jω)|

}
. (2.5)

Par commodit́e, la premìere d́efinition est utiliśee pour d́efinir les ensembles de signaux d’entrée (en l’oc-
currence, ici,r(t)) et la seconde pour définir les ensembles de signaux de sortie du système boucĺe (en
l’occurrence, ici,ǫ(t)).

Exercice En adoptant la première d́efinition, d́eterminer une fonction de transfert du premier ordreWs(p)

pour caract́eriser l’ensemble des signauxs(t) définis par leur transforḿee de Laplace :s(p) = 1
p+ α avec

α décrivant l’intervalle[α1, α2].

Dans notre cas particulier, on a le signal d’entréer qui peutêtre d́efini par l’introduction d’une fonction
de transfertWr telle que, pour les signaux de référencer qui nous int́eressent, nous avons :

R = {r tel que|r(jω)| ≤ |Wr(jω)|} (2.6)

avecWr(jω) =
A
jω . Pour le signal d’erreurǫ, on d́esire qu’il appartiennèa un ensemble d́efini par :

E =

{
ǫ tel que|ǫ(jω)| ≤ 1

|Wǫ(jω)|

}

avecWǫ(jω) =
1

ǫsupA
.
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Par suite, la sortie v́erifiera la sṕecification d́esiŕee si, pour tout signal de référencer ∈ R, on aǫ(jω) =
Tr→ǫ(jω)r(jω) ∈ E , c’est-̀a-dire si :

∀r(jω) ∈ R, ∀ω, |ǫ(jω)| ≤ 1
|Wǫ(jω)| ⇐⇒ ∀r(jω) ∈ R, ∀ω, |Tr→ǫ(jω)r(jω)| ≤ 1

|Wǫ(jω)|

⇐⇒ ∀ω, |Tr→ǫ(jω)Wr(jω)| ≤ 1
|Wǫ(jω)|

⇐⇒ ∀ω, |Wǫ(jω)Tr→ǫ(jω)Wr(jω)| ≤ 1
(2.7)

Dans le cas òu les pond́erationsWr(p) etWǫ(p) sont stables, ceci se note :

‖WǫTr→ǫWr‖∞ ≤ 1. (2.8)

Cette notation repose sur la définition de lanorme H∞ d’une fonction de transfert stableG(p) qui est
donńee par :

‖G‖∞ = sup
ω∈[0,∞]

|G(jω)|. (2.9)

En ŕealit́e, la normeH∞ d’une fonction de transfertG(p) est donńee parsupRe(p)>0 |G(p)|. Cependant
dans le cas òuG(p) est stable, on a

sup
Re(p)>0

|G(p)| = sup
ω∈[0,∞]

|G(jω)|.

Pour une fonction de transfertG(p) donńee, il est possible de calculer efficacement cette quantité par la
résolution nuḿerique sur un calculateur : ce point est dévelopṕe en Annexe, page 196.

On peut s’interroger sur la signification de l’expression (2.8). En fait, une interpŕetation tr̀es simple peut
être obtenue sur le tracé du module de la fonction de transfertTr→ǫ. Pour cela, il faut noter que, pour une
fonction de transfertTr→ǫ stable, on a :

(2.8) ⇐⇒ ∀ω, |Tr→ǫ(jω)| ≤
1

|Wr(jω)Wǫ(jω)|
.

La contrainte faisant intervenir la normeH∞ s’interpr̀ete donc comme une contrainte sur la forme du
module de la fonction de sensibilité Tr→ǫ. Pour que la sṕecification de suivi de trajectoire soit satisfaite
(c’est-̀a-dire quer ∈ R ⇒ ǫ ∈ E), le correcteurK est tel que le module de la fonction de transfertTr→ǫ

est inf́erieur au module de la fonction de transfert1WrWǫ
. Par la suite, on poseraW1(p) = Wr(p)Wǫ(p).

Dans le cas d’un suivi de référence eńechelon,W1(p) =
1

ǫsupp .

Dans le cas considéŕe de signaux de référence eńechelon, une difficult́e se pŕesente car la fonction
de transfertW1(p) = 1

ǫsupp n’est pas stable. La solution couramment considéŕee consistèa perturber

“faiblement” cette fonction de transfert pour la rendre stable : pour cela,on prend

W1(p) =
1

ǫsup(p+ ǫ)

avecǫ faible et positif. Dans ce cas-là, on obtient une contrainte sur le module de la fonction de transfert
Tr→ǫ qui est donńee par la figure 2.4. Dans ce qui préc̀ede, la contrainte sur le module est appeléegabarit
(fréquentiel):

Ω(ω) =
1

|W1(jω)|
= ǫsup

√
ω2 + ǫ2.

La fonction de transfertW1 est appeĺeepond́eration (fŕequentielle). La forme de la fonction de transfert
Tr→ǫ présent́ee sur la figure 2.4 est relativement typique pour le suivi de référence eńechelon. La pulsation
ωc
W telle que|W1(jω

c
W )| = 1 est importante carωc

W ≈ 1
ǫsup . Au plus elle est importante, au plus on peut

garantir que l’erreur|ǫ(jω)| est faible.

Le régime transitoire de la réponse temporelley(t) d’un syst̀emeà une consigner(t) en échelon est
(entre autres) caractériśe par un ou plusieurs indicateurs de rapidité et d’amortissement (voir la figure 2.5) :
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FIGURE 2.4 – Traće du module de la fonction de transfertTr→ǫ

le temps de mont́ee tm : temps ńecessaire pour que la sortiey(t) passe de10% à90% de la valeur finale ;

le temps du premier maximum tmax : dans le cas òu la ŕeponse a un d́epassement non nul, temps pour
lequel se produit le premier dépassement ;

le temps d’́etablissementte : tempsà partie duquel la sortiey(t) reste inf́erieureà ±5% de la valeur
finale ;

le dépassement en% D1% : la valeur maximale de la sortiey(t) divisée par la valeur finale dey(t) et
exprimée en%.

La rapidit́e peutêtre d́efinie par letemps de ŕeponsequi, en fonction du problème consid́eŕe, peutêtre
définie par l’un des trois temps préćedemment introduits (temps de montée, temps du premier maximum ou
temps d’́etablissement). Dans la suite, par convention et sauf mention contraire, le temps de ŕeponse sera
défini par le temps de montée.

Le régime permanent est lui caractériśe par l’erreur statique (relative), c’est-à-dire la diff́erence entre la
valeur de l’́echelon de ŕeférencer(t) et la valeur finale du signal de sortiey(t) rameńee sur la valeur finale
de l’échelonr(t).

La réponse temporelle figure 2.5 correspond au diagramme de Bode de la fonction de transfertTr→ǫ

traćee figure 2.4. Quels liens peut-onétablir entre ces deux tracés ?
Deux caract́eristiques importantes du tracé du module deTr→ǫ(jω) sont la pulsation de coupureωc

S

et la bande passanteωS de la fonction de transfertTr→ǫ. Elles sont d́efinies comme les pulsations pour
lesquelles respectivement5 le module deTr→ǫ coupe1 et 1√

2
(soit−3 dB).

Pour comprendre leur intér̂et, examinons l’exemple suivant.

Exemple : commande d’un moteurà courant continu par un gain proportionnel On consid̀ere l’as-
servissement de position d’un moteurà courant continu d́ecrit par le mod̀ele suivant :

Gmodele(p) =
k

p(τ1p+ 1)
. (2.10)

aveck = 41, 25 etτ1 = 1
66, 9 . Le correcteur recherchée est un gain proportionnelK(p) = kc à d́eterminer.

5. On suppose qu’il n’y en a qu’une mais ce n’est qu’une hypothèse permettant de simplifier l’explication.
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FIGURE 2.5 – Caract́eristique du ŕegime transitoire de la réponsèa unéchelon

Avec ce correcteur, le système boucĺe pŕesente-il une ŕeponsèa un échelon avec une erreur statique
nulle ? Pour cela, on calcule la fonctionTr→ǫ(p) = S(p) :

Tr→ǫ(p) =
p(τ1p+ 1)

τ1p
2 + p+ kkc

.

Cette fonction de transfert contient un zéroà la pulsation nulle : l’erreur statique sera donc nulle, pour toute
valeur6 dekc.

On d́ecide de consid́erer diff́erentes valeurs dekc : kc ∈ {1 1, 78 3, 16 5, 62 10}. Pour chaque valeur,
sont repŕesent́es figure 2.6 les modules des réponses fŕequentielles deTr→ǫ(p) = S(p), deTr→y(p) = T (p)
et les ŕeponses (temporelles) associéesà unéchelon. Noter la présence d’un źero en 0 dans la fonction de
transfertTr→ǫ(p) se traduit par un tracé de|Tr→ǫ(jω)| présentant une pente de+20dB/décade en basses
pulsations7. On observe que pour des valeurs dekc croissantes, la bande passanteωS augmente. Simul-
tańement, le temps de réponsèa unéchelon deTr→y = T diminue. En fait,ωc

S et ωS sont ǵeńeralement
d’assez bons indicateurs de la rapidité du syst̀eme. Unerègle de cuisineest queωc

S etωS sont inversement
proportionnels au temps de montée8 tm. Ceci est une r̀egleempiriqueutile pour la mise au point de correc-
teurs mais ce n’est pas une relation mathématique et rigoureuse9. Noter aussi le lien entre la valeur du pic
de resonance de|Tr→y(jω)| = |T (jω)| et du d́epassement de la réponsèa unéchelon correspondante : au
plus|Tr→y(jω)| présente un pic de résonance important, au plus le dépassement est important.

6. On v́erifie d’autre part que cette fonction de transfert est stable pourkc > 0.
7. Si ńecessaire (et si cela n’a pas déjà ét́e fait) revoir les r̀egles du traće de Bode asymptotique en annexe, page 188.
8. Dans le cas d’une fonction de transfertTr→y du second ordre :

Tr→y(p) =
ω0

p
2 + 2ξω0p+ ω

2
0

on a le temps du premier maximumtmax qui est relíe àωc
S par la relation :

tmaxω
c
S =

π√
2
√

1− ξ2.

Pour un second ordre bien amorti (un coefficient d’amortissement de l’ordre de0, 7), on a alors l’ordre de grandeur suivant :
tmωc

S ∼ 3.
9. Sauf dans des cas très particuliers.
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Remarque Le caract̀ere “recette de cuisine” du lien entre la rapidité et la pulsationωc
S doit être nuanće.

En effet, comme on peut le voir sur la figure 2.4,ωc
S ≥ ωc

W ≈ 1
ǫsup . Une borneǫsup faible sur l’erreur

|ǫ(jω)| se traduit donc par une pulsationωc
S importante.

Pour bien comprendre le caractère qualitatif de ce qui préc̀ede, on a représent́e sur la figure 2.7 les
réponses fŕequentielles et temporelles de deux fonctionsTr→ǫ(p) = S(p) et T 1

r→ǫ(p) = S1(p) qui ont
même bande passanteωs mais dont l’une (S1(p)) est plus rapide que l’autre (S(p)). Cela s’explique par le
fait qu’en basse pulsation (ω < ωs), on a|S1(jω)| < |S(jω)|. Il ne faut donc pas réduire l’interpŕetation
du traće de|Tr→ǫ(jω)| à la simple d́etermination deωs ou deωc

S : une rapidit́e importante correspond̀a des
gains tr̀es faibles en basses pulsations pourTr→ǫ(p).

Revenons maintenant au cas géńeral, c’est-̀a-dire :

‖W1Tr→ǫ‖∞ < 1.

L’erreur statique est donnée par le module deTr→ǫ(0) qui est contraint par la valeur du gabarit 1
|W1(jω)|

enω = 0. Par suite, pourW1(p) = 1
ǫsup(p+ǫ) , on a |Tr→ǫ(0)| ≤ ǫsupǫ. L’erreur statique peut donĉetre

contrainte par le choix deǫ.

Nous venons de voir que le temps de réponse du système peut̂etre modifíe en d́eplaçant la plus petite
pulsationωc

S pour laquelle le module de la fonction de sensibilité Tr→ǫ coupe l’axe0 dB. A l’aide du

gabarit 1
|W1(jω)| , il est possible d’imposer une borne inférieure sur cette pulsation. Cette borne inférieure

n’est rien d’autre que le pulsationωc
1/W1

où 1
|W1(jω)| coupe l’axe0 dB. Dans le cas de la pondérationW1

préćedemment consid́eŕee, on a :

ωc
1/W1

=

√
1

ǫ2sup
− ǭ2 ∼ 1

ǫsup
.

On peut ainsi contraindre le système en boucle ferḿeeà être suffisamment rapide. Noter qu’une pulsation
ωc
S plus important correspond̀a ǫsup plus petit, ce qui justifie cette règle.

Enfin, il faut noter que pour les pulsations faibles,|Tr→ǫ(jω)| ≪ 1. Par suite, commeTr→ǫ+Tr→y = 1,
on a|Tr→y(jω)| ∼ 1. CommeTr→y est la fonction de transfert reliant le signal de consigner et la sortiey,
cela va permettre un bon suivi de signaux de référence pŕesentant un contenu spectral important en basse
fréquence. Pour cela, on s’est assuré que la fonction de transfertTr→ǫ qui relie le signal de ŕeférencer
à l’erreur de suivi de trajectoiresǫ ait un module faible quand le module de la transformée de Fourier du
signal de ŕeférence est important.

Les fonctions de pond́eration possibles pour les autres classes de signaux d’entrée sont pŕesent́ees dans
le tableau 2.1. La figure 2.8 représente le module de l’inverse de la pondérationW1 dans le cas d’une
famille de sinus avecωmin

0 = 10 rad/s, ωmax
0 = 100 rad/s, ǫmax = 10−4 et ǫ = 10−2.

Exercice On d́esire v́erifier qu’un syst̀eme en boucle ferḿe semblablèa celui de la figure 2.1, page 11,
suit des signaux de référence en forme d’échelon et en forme de sinusoı̈de pour toute pulsation propre
ω0 appartenant̀a l’intervalle [2, 4] rad/s. Donner l’allure du module de l’inverse de la pondérationW1

correspondante. Justifier.

Suivi de référence en forme de rampe Le raisonnement préćedent peut̂etre appliqúe au cas d’un signal
de ŕeférence en forme de rampe en prenant cette fois-ci|Wr(jω)| = A

ω2 (voir la figure 2.9), ce qui donne

un gabaritΩ(ω) = ǫsupω
2. Le module de la fonction de sensibilité S(jω) présente alors une pente de

+40dB/dec en basses pulsations (voir sous figuresà droite). Une att́enuation plus forte du module en
basses pulsations (cas correspondant aux sous figures du bas) correspond̀a un ŕegime transitoire pŕesentant
un temps de ŕeponse plus faible.
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Entŕee W1(p) Erreurǫ(t) régime permanent

Echelon amplitudeA 1
ǫsup(p+ ǫ)

|ǫ(t)| ≤ ǫǫsupA

Rampe de pentea 1
ǫsupp(p+ ǫ)

|ǫ(t)| ≤ ǫǫsupa

Sinus amplitudeA, pulsationω0
kω0

p2 + ǫp+ ω2
0

|ǫ(t)| ≤ ǫ
k
A| sin(ω0t+ φ)|

Famille de sinus amplitudeA
pulsationω0 ∈ [ωmin

0 , ωmax
0 ]





p2 + αp+ ωmin
0 ωmax

0

p2 + ǫmaxαp+ ωmin
0 ωmax

0

ǫmax < ǫ

α =
(ωmax

0 − ωmin
0 )

ǫ

√
1− ǫ2

1− ǫ2max





∀ω0 ∈ [ωmin
0 , ωmax

0 ],

|ǫ(t)| ≤ ǫA| sin(ω0t+ φ)|

pour ω0 =
√
ωmin
0 ωmax

0 ,

|ǫ(t)| ≤ ǫmaxA| sin(ω0t+ φ)|

TABLE 2.1 – Suivi de ŕeférence de diff́erentes classes de signaux
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FIGURE 2.8 – Cas 4 : traće de l’inverse de la pondérationW1
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Exemple d’un suivi de référence en forme de sinus Le raisonnement préćedent peut̂etre appliqúe au
cas d’un signal de référence en forme de sinusoı̈de à la pulsationω0 en prenant cette fois-ciWr(jω) =

Aω0

ω2
0 − ω2 , ce qui donne un gabarit défini parΩ(ω) =

ǫsup|ω2
0 − ω2|
ω0

(voir la figure 2.10). On peut noter que

|T (jω0)| = 1.
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FIGURE 2.10 – Suivi d’une ŕeférence sinusoı̈dale de pulsationω0 pour le moteur commandé parC(p) =
(p+ 3)2

p2 + 9

2.3 Sṕecification de Performance 2 : rejet/att́enuation de signaux de pertur-
bation.

Après avoirétudíe le suivi de signaux de référencer(t), on consid̀ere le probl̀eme du rejet de la per-
turbationb(t). On suppose que le signal de référence est0 (probl̀eme derégulation) et on souhaite rejeter
l’effet de la perturbation sur la sortiey(t) (ou de façońequivalente sur l’erreur de suivi de trajectoireǫ(t)).

Pour cela, on utilise la m̂eme approche que préćedemment. La seule différence est qu’au lieu de
consid́ererTr→ǫ, la fonction de transfert qui relie le signal de référencer(t) à l’erreur de suivi de tra-
jectoiresǫ(t), on consid̀ere la fonction de transfertTb→ǫ = GS qui relie le signal de perturbationb(t) à
l’erreur de suivi de trajectoiresǫ(t). En faisant (strictement) le m̂eme raisonnement que préćedemment, on
arriveà la conclusion que la perturbation sera atténúee si

‖WǫTb→ǫWb‖∞ ≤ 1 (2.11)
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où la fonction de transfertWb définit l’ensembleB des signaux de perturbations de la façon suivante :

B = {b tel que|b(jω)| ≤ |Wb(jω)|} (2.12)

et òu la fonction de transfertWǫ définit l’erreur de suivi de trajectoire. De la même façon que préćedemment,
on peut faire le raisonnement qualitatif suivant. Sur les gammes de pulsationsoù le module de la transforḿee
de Fourier du signalb(t) est important, pour assurer une bonne atténuation (voire un rejet) des perturbations,
le module de la fonction de transfertGS doit y être faible. Par exemple, une forme typique pour le module de
la fonction de transfertGS pour assurer l’att́enuation de l’effet d’une perturbation sinusoı̈dale de pulsation
propreωb est repŕesent́ee figure 2.11. Dans ce cas-là, le tableau 2.1 reste valable en remplaçantW1(p) par

✲
✻

log(ω)

Gain en db

0db

1
|Wǫ(jω)Wb(jω)|

ωb

FIGURE 2.11 – Traće du module de la fonction de transfert en boucle ferméeGS

Wǫ(p)Wb(p).

2.4 Sṕecification de Performance 3 : att́enuation des bruits de mesure.

On d́esire limiter la puissance de commande due aux bruits de mesurew. En notantSu(jω) la densit́e
spectrale de puissance du signal10 u, on a la puissance du signalu qui est donńee par :

lim
T→∞

1

T

∫ T
2

−T
2

u(t)2dt =
1

2π

∫ +∞

−∞
Su(jω)dω

=
1

2π

∫ +∞

−∞
|Tw→u(jω)|2Sw(jω)dω

La densit́e spectrale de puissance du bruit de mesurew est importante dans les hautes pulsations. Comme
préćedemment, si on assimile le bruità un signal d́eterministe, on peut définir un ensemble de signaux de
bruitsW par l’introduction d’une fonction de transfertWw telle que :

W = {w tel que|w(jω)| ≤ |Ww(jω)|} (2.13)

où Ww est une fonction de transfert passe-haut. Pour assurer l’atténuation de l’effet des bruits sur la com-
mande et sur la sortie du système, il faut donc queTw→u, la fonction de transfert qui relie le bruit de mesure
w à la commandeu etTw→y, la fonction de transfert qui relie le bruit de mesurew à la sortie du systèmey
soient faibles en module pour la gamme des hautes pulsations. La forme géńerale des fonctions de transfert
Tw→u etTw→y est donc celle de fonctions de transfert passe-bas11.

10. Su(jω) est la transforḿee de Fourier de la fonction d’autocorrélation moyenńee deu(t) :

Ru(τ) = lim
T→∞

1

T

∫ T

2

−
T

2

u(t)u(t− τ)dt.

11. On peut d’ores et déjà noter que les fonctions de transfertTw→ǫ et Tw→y ne sont pas ind́ependantes. Il faut donc faire
attentionà la coh́erence des contraintes qui sont imposées sur les diff́erentes fonctions de transfert : commeTw→y + Tw→ǫ = 1,
on doit avoir pour les hautes pulsationsTw→ǫ(jω) ∼ 1.
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2.5 Sṕecification de Performance 4 : commande mod́erée.

Un autre point important mentionné pŕećedemment est que la commande ne doit pasêtre trop forte.
Pour d́efinir cela, on peut introduire une pondérationWu telle que les signaux de commandeu désirables
appartiennent̀a l’ensembleU avec

U = {u tel que|u(jω)| ≤ 1

|Wu(jω)|
} (2.14)

Or,
u(p) = Tr→u(p)r(p) + Tw→u(p)w(p) + Tb→u(p)b(p) (2.15)

Par suite, par exemple, pouréviter une influence trop grande du bruit de mesurew(t) sur la commande, les
gains de la fonction de transfertTw→u = KS doiventêtre limit́es dans les hautes pulsations, donc la fonc-
tion de transfertKS doit avoir la forme d’un transfert passe-bas. Cela peut se formaliser mathématiquement
par le fait que :

‖WuTw→uWw‖∞ ≤ 1. (2.16)

De plus, par rapport aux signaux de référence, les commandes ne doivent pasêtre trop fortes. Or, dans le
cas òuw = 0 et b = 0 :

lim
T→∞

1

T

∫ T
2

−T
2

u(t)2dt =
1

2π

∫ +∞

−∞
Su(jω)dω

=
1

2π

∫ +∞

−∞
|Tr→u(jω)|2Sr(jω)dω

On a donc int́er̂et à limiter au maximum|Tr→u(jω)| ce qui peut se traduire par une contrainte du type :

‖WuTr→uWr‖∞ ≤ 1. (2.17)

Notons que dans le cas de la boucle fermée d́ecrite par la figure 2.1, on aTw→u = Tr→u = KS. Les
contraintes (2.16) et (2.17) sont vérifiées si en introduisant une pondérationW2 telle que|W2(jω)| ≥
max(|Wu(jω)Ww(jω)|, |Wu(jω)Wr(jω)|), on a‖W2KS‖∞ ≤ 1. D’après la discussion préćedente, l’in-
verse de la fonction de transfertW2 est une fonction passe-bas.

2.6 Exemple de l’asservissement d’un moteur̀a courant continu

réducteurmoteuramplificateurcorrecteur

capteur

✲ ✲ ✲ ✲

✛

✻

✲ Ωumréférence

mesure

sortie asservie

FIGURE 2.12 – Asservissement en position d’un moteurà courant continu

On consid̀ere l’asservissement de position sur un moteurà courant continu (voir figure 2.12). Celui-ci
consisteà agir sur l’entŕee d’un amplificateur alimentant un moteurà courant continu afin d’asservir la
position d’une poulie entraińee par le moteur via un réducteur. La position d́esiŕee est appelée “signal de
référence”. Pour cela, la position réelle de la poulie est mesurée et utiliśee pour la commande. Le transfert
G(p) est donńe par :

G(p) =
235

p(
p

66, 9
+ 1)

.
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Le correcteur utiliśe est donńe par :

K(p) =
4, 20× 106

p

(p+ 20)(p+ 69, 76)

p2 + 454p+ 1, 1× 105
1

p+ 1015
.

Les quatre fonctions de transfert en boucle ferméeS, GS, KS et T sont repŕesent́ees figure 2.13. Que
peut-on interpŕeter ?
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FIGURE 2.13 – Exemple de fonctions de transfert en boucle fermée

Pour étudier le suivi de trajectoire de référence, il est ńecessaire d’examiner le tracé du module de
la fonction de transfertTr→ǫ, soit S. Le module de la fonction de sensibilité S(jω) présente une pente
de+40 dB/dec pour les pulsations faibles. Cela veut dire qu’elle possède sans doute deux zéros en0. Par
suite, le syst̀eme en boucle ferḿee est capable de suivre des signaux de référence en forme d’échelon (erreur
statique nulle) et en forme de rampe (erreur de trainage nulle). Le module|S(jω)| coupe l’axe0 dB à la
pulsation de≃ 54 rad/s. Par suite, le temps de réponse sera de l’ordre detr ≃ 3

54 ≃ 50ms. On constate
effectivement ce comportement temporel en simulation (voir la figure 2.14).

Le rejet de perturbation en entrée du moteur peut̂etreétudíe par l’examen du tracé du module de la
fonction de transfert qui lie la perturbationb(t) à l’erreur de suivi de trajectoireǫ(t), Tb→ǫ = GS. En
basses pulsations, il présente une pente de+20dB/dec. Par suite, il contient sans doute un zéro en0.
En conśequent, le système en boucle ferḿee est capable de rejeter des perturbations en forme d’échelon.
L’examen de la courbe sur la gamme de pulsations pour laquelle le module est important donne une id́ee
de l’amplitude de l’effet de la perturbation sur la sortie (amplification supérieureà2) ainsi que du temps de
rejection (de l’ordre de0, 2 s) (voir figure 2.15).
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FIGURE 2.14 – Suivi de trajectoires de référence
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L’examen des modules des fonctions de transfertKS et T permet de constater que ce sont des fonc-
tions de transfert passe-bas, ce qui permet d’assurer l’atténuation de l’effet des bruits sur la commande (la
fonction de transfertKS relie le bruitw(t) à la commandeu(t)) et sur la sortie du système (la fonction de
transfertT relie le bruitw(t) à la sortiey(t)). De plus, la ŕesonance que présente le module de la fonction
de transfertT permet d’estimer le d́epassement de la sortie du système pour un signal de référence en forme
d’échelon.

2.7 Exercices

2.7.1 Ŕeponses fŕequentielles et temporelles d’un système en boucle ferḿee

On consid̀ere un moteur̀a courant continu asservi en position par un correcteurà un degŕe de libert́e.
Trois correcteurs, correspondantà trois cahiers des charges différents, ont́et́e mis au point. Sur les figures
2.16, 2.17 et 2.18, on a tracé les modules de quatre fonctions de transfert :Tr→ǫ = S où S repŕesente la
fonction de sensibilit́e (en haut,̀a gauche),Tb→ǫ = GS (en haut,̀a droite),Tr→u = KS (en bas,̀a gauche)
etTb→u = T oùT repŕesente la fonction de sensibilité compĺementaire (en bas,à droite). D’autre part, pour
les trois correcteurs, les réponses temporelles des systèmes en boucle ferḿeeà unéchelon de ŕeférence et̀a
un échelon de perturbation ontét́e simuĺees : voir les figure 2.19, 2.20 et 2.21.

Malheureusement, on ne sait plus quelles réponses fŕequentielles correspondentà quelles ŕeponses tem-
porelles (par exemple, les réponses fŕequentielles de la figure 2.16 ne correspondent pas forcement aux
réponses temporelles de la figure 2.19).

Pour chaque figure représentant les réponses fŕequentielles d’un système en boucle ferḿee d́eterminer
la figure repŕesentant les réponses temporelles correspondantes. Chaque choix devraêtre impérativement
justifié avec au moins trois arguments : au moins 1 basé sur le traće de|S(jω)|, au moins 1 baśe sur le traće
de|K(jω)S(jω)| et au moins 1 basé sur le traće de|G(jω)S(jω)|.
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FIGURE 2.16 – Traćes fŕequentiels nuḿero 1
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FIGURE 2.17 – Traćes fŕequentiels nuḿero 2
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FIGURE 2.19 – Ŕeponses temporelles numéro 1
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FIGURE 2.20 – Ŕeponses temporelles numéro 2
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FIGURE 2.21 – Ŕeponses temporelles numéro 3

2.7.2 De la d́ependance des sṕecifications d’un cahier des charges

On consid̀ere la commande d’un systèmeG(p) par un correcteur̀a un degŕe de libert́e K(p) (voir la
figure 2.22).

GK✲ ✲ ✲❄
y

✻
✲ + −+

−

r

b

✲ ❄+ −
b

FIGURE 2.22 – syst̀eme boucĺe avec un correcteurà un degŕe de libert́e

1. Le correcteurK(p) a ét́e mis au point afin d’assurer le suivi de référence en forme de sinusoı̈des de
pulsation propreω0. Permet-il forcement d’assurer le rejet asymptotique de perturbations enforme
de sinusöıdes de pulsation propreω0, en sortie du système ? Justifier en deux mots votre réponse.

2. Le correcteurK(p) aét́e mis au point afin d’assurer le suivi de références en forme d’échelon sans er-
reur statique. Permet-il forcement d’assurer le rejet asymptotique de perturbations en forme d’échelon
en entŕee du syst̀eme ? Justifier en deux mots votre réponse.

2.8 Quelles performances peut-on sṕecifier ?

Vérifier le cahier des charges revient doncà tester, si pour les pondérations d́efinissant les signaux de
référence (Wr), de perturbation (Wb) et de bruit (Ww) et les pond́erations d́efinissant les signaux d’erreur
de suivi de trajectoires (Wǫ) et de commande (Wu), les conditions suivantes sont satisfaites :
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1. Suivi de trajectoires de ŕeférence‖WǫTr→ǫWr‖∞ ≤ 1 ;

2. Rejet de perturbations‖WǫTb→ǫWb‖∞ ≤ 1 ;

3. Att énuation des bruits‖WuTw→uWw‖∞ ≤ 1 ;

4. Commandes mod́erées‖WuTr→uWr‖∞ ≤ 1 ;

5. etc..

Dans le cas òu l’on recherche un correcteurK telle que le syst̀eme en boucle ferḿee v́erifie les
contraintes ci-dessus (c’est-à-dire le cahier des charges), rien ne garantit qu’il existe. Avant la miseau
point de le correcteur, il est donc important de se demander si les spécifications du cahier des charges sont
réalistes pour le système consid́eŕe, c’est-̀a-dire, essayer de s’assurera priori qu’il existe un correcteur qui
permet de satisfaire le cahier des charges.

Tout d’abord, il existe des relations entre les différentes fonctions de transfert en boucle fermée, ce qui
implique que les diff́erentes sṕecifications du cahier des charges ne sont pas indépendantes les unes des
autres. Il est donc ńecessaire de faire des compromis entre les différentes sṕecifications. Ces relations (ou
contraintes) sont de plusieurs natures.

Contraintes algébriques entre les diff́erentes fonctions de transfert Les différentes fonctions de trans-
fert en boucle ferḿee sont relíees par des relations algébriques. Par exemple, en notant en gras les fonctions
de transfert en boucle ferḿee, on a les relations12 : Tr→ǫ + Tr→y = 1, Tb→ǫ = GTr→ǫ (la fonction de
transfertTb→ǫ est le produit de la fonction de transfertTr→ǫ par la fonction de transfertG qui est donńee
a priori car c’est le mod̀ele du syst̀emeà commander : par suite on ne peut pas,à travers le choix deK
modelerTr→ǫ etTb→ǫ de façon ind́ependante),Tr→y = GTr→u, etc..

Contraintes sur la forme du module des fonctions de transfert en boucle fermée Sur ce sujet, les
résultats sont assez nombreux mais malheureusement assez techniques et spécifiques. On va donc juste en
présenter quelques uns afin d’en donner un aperçu. La fonction de sensibilité S a ét́e la plusétudíee. La
formule de l’aire stipule que si la diff́erence de degrés entre le d́enominateur de la fonction de transfert en
boucle ouverteGK et son nuḿerateur est d’au moins13 2 alors

∫ +∞

0
ln |S(jω)|dω = π

k∑

i=1

Re(pi)

où pi sont les p̂oles instables de la fonction de transfert en boucle ouverteGK. Par suite, pour un système
stable en boucle ouverte, l’aire délimitée par la fonctionln |S(jω)| sera nulle. Sur la figure 2.23, le module
de la fonction de sensibilité est traće avec unéechellelinéaireen abscisse, ce qui permet de mieux apprécier
l’ égalit́e des aires+ (aire de la surface au dessus de l’axe0dB délimité par le traće deln |S(jω)|) et− (aire
de la surface au dessous de l’axe0dB délimité par le traće deln |S(jω)|). Ce ph́enom̀ene apparâıt de façon
flagrante figure 2.6 òu sont repŕesent́es en haut̀a gauche les diagrammes de Bode de plusieurs fonctions de
sensibilit́e S. On constate que lorsque l’aire en dessous l’axe0 dB augmente, l’aire au dessus augmente
aussi. Attention, comme l’axe des abscisses est enéchelle logarithmique, on n’a pas sur cette représentation
égalit́e des aires.

Si, de plus, une contrainte est rajoutée sur la bande passante14 :

∀ω ≥ ωc ≥ ω1, |T (jω)| ≤ β
∣∣∣ωc

ω

∣∣∣
1+k

avecβ < 1
2 , k > 0 et∀ω ≤ ω1, |S(jω)| ≤ α < 1 alors le module de la fonction de sensibilité pŕesente un

pic au dessus de0 dB pourω ∈ [ω1, ωc]. Par suite, le module de la fonction de sensibilité ne peut paŝetre
dans ce cas-là inférieurà0 dB.

12. Ces formules ne sont valables que dans le cas considéŕe ici, c’est-̀a-dire un correcteur̀a un degŕe de libert́e.
13. Cette hypoth̀ese est faible puisqu’en géńeral le syst̀emeà commander et son correcteur sont passe bas (degré relatif au moins

de 1 pour chaque).
14. On oblige en fait le module de la fonction de sensibilité compĺementaireT à d́ecrôıtre avec une pente minimale en hautes

pulsations.
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module de $S(jω)$ en dB

−30

−25

−20

−15

−10

−5

0

5

 

Pulsation (rad/s)

 +

 −

FIGURE 2.23 – traće de|S(jω)| en fonction deω

Contraintes liées aux źeros instables La pŕesence d’un źero instable15 zu dans la boucle ouverteGK
limite la performance, notamment le temps de réponse pour le suivi de trajectoire en forme d’échelon par
le syst̀eme en boucle ferḿee.

En effet, par d́efinition de la normeH∞, on a :

‖W1S‖∞ = supRe(p)>0 |W1(p)S(p)|

= supRe(p)>0

∣∣∣∣W1(p)
1

1 +G(p)K(p)

∣∣∣∣

≥
∣∣∣∣W1(zu)

1
1 +G(zu)K(zu)

∣∣∣∣ = |W1(zu)|

carG(zu) = 0. Conclusion :

‖W1S‖∞ ≥ |W1(zu)|.

Par suite, pour obtenir‖W1S‖∞ ≤ 1, il est ńecessaire de choisir la pondérationW1 telle que|W1(zu)| ≤ 1.
Prenons comme exemple le cas d’un zéro instable ŕeel et de la pond́erationW1 introduite pŕećedemment :

W1(p) =
1

ǫsup(p+ ǭ)
.

Par suite,|W1(zu)| ≤ 1 donnezu ≥
√

1
ǫ2sup

− ǭ2 ∼ 1
ǫsup ∼ ωc

1/W1
. Par suite,ωc

1/W1
sera limit́e par la

présence d’un źero instable. Orωc
1/W1

est une borne inférieure surωc
S .

Il est possible de d́emontrer dans un certain nombre de cas de figure que la présence de źeros in-
stables dans le systèmeG entrâıne une limitation (borne supérieure) surωc

S (et pas simplement sur sa borne
inférieureωc

1/W1
) et donc sur la rapidité de la ŕeponsèa unéchelon du système en boucle ferḿee.

15. źeroà partie ŕeelle positive.
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Fonction Basses pulsations Hautes pulsations

|G(jω)K(jω)| ≫ 1 ≪ 1

|S(jω)| ∼ 1
|G(jω)K(jω)| ∼ 1

|G(jω)S(jω)| ∼ 1
|K(jω)| ∼ |G(jω)|

|K(jω)S(jω)| ∼ 1
|G(jω)| ∼ |K(jω)|

|T (jω)| ∼ 1 ∼ |G(jω)K(jω)|

TABLE 2.2 – Liens entre fonctions BO et fonctions BF quand|G(jω)K(jω)| ≫ 1 pour les basses pulsations
et |G(jω)K(jω)| ≪ 1 pour les hautes pulsations

Liens entre la boucle ouverte et les fonctions de transfert en boucle fermée Les liens entre la fonction
de transfert en boucle ouverteGK et les fonctions de transfert en boucle fermée ontét́e mis en avant tr̀es
tôt en Automatique fŕequentielle classique. En effet, la fonction de transfert en boucle ouverte d́epend de
façon lińeaire deK alors que les fonctions de transfert en boucle fermée sont des fonctions non-linéaires
deK. Dans la perspective de régler “̀a la main” un correcteurK, il est int́eressant d’essayer de traduire les
sṕecifications du cahier des charges comme des contraintes sur la fonction detransfert en boucle ouverte
même si elles ne s’expriment pas naturellement comme cela. Dans de nombreux cas, afin de remplir le
cahier des charges, pour les basses pulsations, on a|G(jω)K(jω)| ≫ 1 et pour les hautes pulsations,
on a|G(jω)K(jω)| ≪ 1. Hautes et basses pulsations sont définies par rapport̀a la pulsation de coupure
ωc

16, c’est-̀a-dire la pulsation pour laquelle|G(jωc)K(jωc)| = 1. Les basses (resp. hautes) pulsations
correspondent alors̀aω ≪ ωc (resp.ω ≫ ωc).

Par exemple dans le cas de la fonctionS, puisqu’en basses pulsations|G(jω)K(jω)| ≫ 1, on a :

|S(jω)| = 1

|1 +G(jω)K(jω)| ∼
1

|G(jω)K(jω)| ≪ 1.

De même en hautes pulsations, puisque|G(jω)K(jω)| ≪ 1, on a :

|S(jω)| = 1

|1 +G(jω)K(jω)| ∼ 1.

En conclusion, le ŕeglage du correcteurK permet de “modeler” la fonctionS en basses pulsations mais pas
en hautes pulsations.

En proćedant de m̂eme pour les autres fonctions de transfert en boucle fermée, on obtient le tableau 2.2
(voir aussi la figure 2.24). Ce tableau est très int́eressant car il met eńevidence qu’en basses pulsations,T
etKS sont ind́ependants de le correcteurK et qu’en hautes pulsations, ce sontS etGS qui le sont. Dans
le choix des gabarits, cela devraêtre explicitement pris en compte.

2.9 Extension au cas multivariable

2.9.1 Ŕeponse fŕequentielle d’un syst̀eme multivariable

La définition de la performance préćedemment introduite repose essentiellement sur la notion degain
d’une fonction de transfert̀a une pulsationω. Dans le cas d’un systèmeà une entŕee et une sortie, cette
notion correspond au module de la fonction de transfert. Siw et y désignent respectivement l’entrée et la

16. Pour simplifier sa d́efinition, on suppose qu’elle est unique.
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Independant du correcteur

Fonction du correcteur

Dépassement> 0dB non contraignable

.....................................

.....................................

KS = K(1 +GK)−1

GS = G(1 +GK)−1S = (1 +GK)−1

T = GK(1 +GK)−1

en BP :S ∼ (GK)−1

en HP :S ∼ 1 en HP :GS ∼ G

.....................................

en BP :KS ∼ (G)−1

en HP :KS ∼ K

en BP :T ∼ 1

en HP :T ∼ GK

..................................... .....................................

en BP :GS ∼ (K)−1

FIGURE 2.24 – Liens entre fonctions BO et fonctions BF (Laure Rossignolc©)
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sortie de la fonction de transfert (monovariable)h, on a|y(jω)| = |h(jω)||w(jω)|, où |.| désigne le module
d’un nombre complexe. Le gaiǹa la pulsationω est d́efini comme le rapport

|y(jω)|
|w(jω)| .

L’amplitude d’un signal sinusoı̈dal de pulsation propreω en entŕee est ainsi amplifíee par|h(jω)| lors
de son passagèa travers le système (ŕeponse harmonique d’un système). L’amplification ne d́epend donc
que de la pulsationω. Est ce le cas pour un système multivariable ?

Introduisons la notation “phaseur”. Un signal sinusoı̈dal peutêtre vu comme la partie imaginaire d’un
signal complexe :w(t) = w0 sin(ωt + α) = w0Im(ej(ωt+α)). Pour ce signal en entrée d’une fonction
de transferth, en ŕegimeétabli (t → ∞), le signal de sortie sera défini pary(t) = y0Im(ej(ωt+β)) avec
y0 = |h(jω)|w0 et β = α + arg(h(jω)). En introduisant les deux nombres complexesw(ω) = w0e

jα

et y(ω) = y0e
jβ (notation phaseur), on ay(ω) = h(jω)w(ω). Le module et l’angle de chaque nombre

complexe ainsi d́efini n’est rien d’autre que l’amplitude et le déphasage de chaque signal sinusoı̈dal. Le
gainà la pulsationω est d́efini comme le rapport des amplitudes des deux signaux sinusoı̈daux, soit :

|y(ω)|
|w(ω)| .

Cette notation peut s’étendre au cas des signaux d’entrée et de sortie d’un système multivariableH(jω)
(MIMO) àn entŕees etm sorties. Soient les signaux d’entrée et de sortie :

w(t) =




w1(t) = A1 sin(ωt+ φ1)
· · ·

wn(t) = An sin(ωt+ φn)


 et y(t) =




y1(t)
· · ·

ym(t)


 .

On peut d́efinir les phaseurs associés de la m̂eme façon qu’en monovariable : par exemple,

w(ω) =




A1e
jφ1

· · ·
Ane

jφn


 .

De plus,y(ω) = H(jω)w(ω).
Parétendre la notation de gain aux systèmes multivariables, il est nécessaire de définir l’“amplitude”

des signaux d’entrée et de sortie (ce sont des vecteurs). On peut définir l’“amplitude” des signaux par la

norme euclidienne‖w(ω)‖ =
√
w(ω)∗w(ω) =

√
w1(ω)w1(ω) + · · ·+ wn(ω)wn(ω) où la barre note le

conjugúe et* la transposition du conjugué d’un vecteur complexe. Cela revientà d́efinir l’amplitude comme
la racine carŕe de la somme des amplitudes au carré de chaque composante du (vecteur) signal :

‖w(ω)‖ =
√

A2
1 + · · ·+A2

n.

Le gain peut alorŝetre d́efini comme le rapport de l’amplitude du vecteur de sortie sur l’amplitude du
vecteur d’entŕee. Un exemple simple est donné par le syst̀eme :

H(jω) =

[
1 0
0 12

]
.

Pourw(ω) =
[
1 0

]T
, on a‖w(ω)‖ = 1 et ‖y(ω)‖ = 1, soit un gain de1. Par contre, pourw(ω) =[

0 1
]T

, on a‖w(ω)‖ = 1 et‖y(ω)‖ = 12, soit un gain de12 : pour une m̂eme pulsationω, le gain peut

donc prendre diff́erentes valeurs ! La figure 2.25 représente le gain pourw(ω) =
[
cos(θ) sin(θ)

]T
en

fonction deθ : on constate qu’il est compris entre1 et 12. Ici, θ repŕesente la direction du vecteurw(ω) :
en plus de d́ependre de la pulsationω, le gain est aussi fonction de la direction du vecteur d’entrée.

Dans le cas MIMO, en d́efinissant le gain comme le rapport

‖y(ω)‖
‖w(ω)‖ ,
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FIGURE 2.25 – Gain en fonction deθ

il n’est donc pas possible de définir une seule valeur pour le gain. On va voir qu’en géńeral, on peut d́efinir
des bornes inf́erieure et suṕerieure sur le gain d́ependant de la matriceH(jω) à la pulsationω :

σ (H(jω)) ≤ ‖y(ω)‖
‖w(ω)‖ ≤ σ̄ (H(jω)) (2.18)

où σ(H(jω)) et σ̄(H(jω)) sont d́efinis par la suite. La valeur qui est effectivement prise est en fait
détermińee par la direction du vecteur d’entréew(ω). Pour d́efinir les deux valeursσ(H(jω)) et σ̄(H(jω)),
il est ńecessaire d’introduire la décomposition en valeurs singulières d’une matrice complexe.

2.9.2 D́ecomposition en valeurs singulìeres d’une matrice complexe

SoitA ∈ C
m×n, avec17 m ≥ n : elle est d́efinie comme le produit de3 matrices :

A = UΣV ∗ (2.19)

oùU ∈ C
m×m, UU∗ = Im, V ∈ C

n×n, V V ∗ = In et

Σ =




σ1 0 · · · 0

0
. .. . ..

...
...

. .. . .. 0
0 · · · 0 σn
0 · · · · · · 0
... · · · · · · ...
0 · · · · · · 0




avec σ1 ≥ σ2 ≥ · · · ≥ σn ≥ 0.

Les scalaires ŕeelsσi sont appeĺesvaleurs singulìeresde la matrice complexeA. Ce ne sont rien d’autre que
les racines carrées des valeurs propres de la matrice18 A∗A, c’est-̀a-dire

√
λ(A∗A). La plus grande valeur

singulìereσ1 définit une norme sur la matriceA. Le nombre de valeurs singulières deA non nulles indique
le rang de la matriceA

La commandeMatlab svd permet d’obtenir tous leśeléments de la d́ecomposition en valeurs sin-
gulières d’une matrice (complexe). Son calcul est en géńeral nuḿeriquement plus fiable que celui de la
décomposition en valeurs propres.

17. Dans le cas òu n > m, la d́ecomposition en valeurs singulières se d́efinit de façon similaire.
18. Cette matricéetant syḿetrique, ces valeurs propres sont réelles. De plus, comme elle est (semi) définie positive, ses valeurs

propres sont positives ou nulles.
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Exemples Avec

A =




1
2
3




on obtient :

U =




0.2673 −0.5345 −0.8018
0.5345 0.7745 −0.3382
0.8018 −0.3382 0.4927


 Σ =




3.7417
0
0


 V =

[
1
]

Avec

A =




1 2 3
1 2 3
4 5 6 + j




on obtient :

U =




−0.3588 + 0.0278j −0.5926 + 0.1391j 0.6867 + 0.1685j
−0.3588 + 0.0278j −0.5926 + 0.1391j −0.6867− 0.1685j
−0.8607− 0.0139j 0.5042− 0.0695j 0


 Σ =




10.2408 0 0
0 1.0607 0
0 0 0




V =




−0.4063 0.7840 0.4694
−0.5604 + 0.0041j 0.1420 + 0.1967j −0.7222− 0.3250j
−0.7158 + 0.0922j −0.5655− 0.0819j 0.3250 + 0.2166j




La matriceA étant de rang 2, on observe que seules deux valeurs singulières sont non nulles.

Avant d’énoncer un certain nombre de propriét́es, il est int́eressant de regarder le cas des matrices réelles
de dimension2× 2. Dans ce cas-là, il existe deux scalairesθ1 etθ2 tels que :

A =

[
cos(θ1) − sin(θ1)
sin(θ1) cos(θ1)

]

︸ ︷︷ ︸
U

[
σ1 0
0 σ2

]

︸ ︷︷ ︸
Σ

[
cos(θ2) − sin(θ2)
sin(θ2) cos(θ2)

]T

︸ ︷︷ ︸
V T

Par suite, la matriceU (resp.V ) a ses colonnes orthonormales : elles correspondentà des matrices associées
à des rotations : la matriceU (resp.V ) à une rotation d’angleθ1 (resp.θ2). Si on applique la matriceA à un
vecteurv, celui-ci subit d’abord une rotation définie par la matriceV T puis chacune de ces composantes
est dilat́ee parσi avant de subir une nouvelle rotation définie parU .

✯⑥
✐

❂

v

V T vΣV T v

Av

rotation

rotation

dilatation ❄

❄

−θ2

θ1

FIGURE 2.26 – Transformation dev parA quandσ1 = 2 etσ2 = 1

Propri étés On a les propríet́es suivantes :
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Prop. 119

σn (A) = min
‖v‖6=0

‖Av‖
‖v‖

Soientv1, v2, · · ·, vn lesn vecteurs colonnes de la matriceV . Alors ‖Avn‖ = σn (A). De plus,Avn =
σnun, où un est lanième colonne de la matriceU .

Prop. 2

σ1 (A) = max
‖v‖6=0

‖Av‖
‖v‖

Comme pŕećedemment,Av1 = σ1u1, où u1 est la premìere colonne de la matriceU . Par suite,‖Av1‖ =
σ1 (A).

Prop. 3 ∀i ∈ {1, · · · , n}, Avi = σiui.

Prop. 4 Pour une matrice complexeA inversible,

σ1(A) =
1

σn(A
−1)

et σn(A) =
1

σ1(A
−1)

.

Prop. 5 Pour deux matrices complexesA etB, un scalaire complexeα,

1. σ1(αA) = |α|σ1(A) ;

2. σ1(A+B) ≤ σ1(A) + σ1(B) (inégalit́e triangulaire) ;

3. σ1(AB) ≤ σ1(A)σ1(B) (propríet́e de gain).

2.9.3 Mise en œuvre pour d́efinir le gain d’un système multivariable

D’après l’inégalit́e (2.18),σ (H(jω)) peutêtre d́efini comme :

σ (H(jω)) = min
‖w(ω)‖6=0

‖y(ω)‖
‖w(ω)‖ .

Par suite, en prenantA = H(jω) et en appliquant la propriét́eProp. 1, on obtientσ (H(jω)) = σn(H(jω).
Ainsi le calcul du gain minimal d’un système multivariablèa une pulsationω donńee se ŕeduit au calcul de
la plus petite valeur singulière de la matrice complexeH(jω) à la pulsationω.

D’autre part, d’apr̀es l’inégalit́e (2.18),σ (H(jω)) peutêtre d́efinie comme :

σ (H(jω)) = max
‖w(ω)‖6=0

‖y(ω)‖
‖w(ω)‖ .

Par suite, en prenantA = H(jω) et en appliquant la propriét́eProp. 2, on obtientσ (H(jω)) = σ1(H(jω)).
Ainsi le calcul du gain maximal d’un système multivariablèa une pulsationω donńee se ŕeduit au calcul de
la plus grande valeur singulière de la matrice complexeH(jω) à la pulsationω.

Le gainà la pulsationω de la matrice de fonctions de transfertH(jω) sera dit fort siσ(H(jω)) ≥ 1 et
faible siσ(H(jω)) ≤ 1.

Enfin, dans le cas d’une fonction de transfertH(jω) à une entŕee et une sortie, on āσ (H(jω)) = σ (H(jω)) =
|H(jω)|.

19. Cette propríet́e n’est pas v́erifiée pourn > m.
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Analyse d’une colonneà distiller L’int ér̂et des valeurs singulières vâetre maintenant mis eńevidence
sur l’étude de la ŕeponse harmonique d’une matrice de fonctions de transfertà deux entŕees et̀a deux sorties
H(jω) à une pulsation donnéeω0. Pour cela, on envoie en entrée du syst̀eme le signal

w(t) =

[
A1 sin(ω0t+ φ1)
A2 sin(ω0t+ φ2)

]
= Im

(
w(ω0)e

jω0t
)

avec w(ω0) =

[
A1e

jφ1

A2e
jφ2

]
.

En sortie, on obtient le signal

y(t) = Im
(
y(ω0)e

jω0t
)

avec y(ω0) = H(jω0)w(ω0).

A titre d’illustration, on consid̀ere le mod̀ele linéariśe d’une colonnèa distiller, disponible dans le fichier
Matlab distildonnees.m (disponible sur demandèa gerard.scorletti@ec-lyon.fr). Cet
exemple utilise les fonctions de laControl system toolbox.

On veutétudier la ŕeponse fŕequentielle du systèmeà la pulsationω0 = 10−2rad/s. On a vu pŕećedemment
que le calcul des valeurs singulières de la matriceH(jω0) permet d’obtenir les gains minimal et maximalà
la pulsationω0. Par suite, sousMatlab, on calculeH(jω0) par la commandeevalfr (noter la diff́erence
avec la commande Matlabfreqresp). La commande Matlabsvd permet alors de calculer les matrices
U , V etΣ de la d́ecomposition en valeurs singulières deH(jω0). On obtient alorsσ1(H(jω0)) = 0, 9010,
σ2(H(jω0)) = 0, 0138 et

U =
[
u1 u2

]
=

[
0, 2839− 0, 5651j −0, 7659 + 0, 1158j
0, 3634− 0, 6841j 0, 6273− 0, 0803j

]

et

V =
[
v1 v2

]
=

[
0, 7065 −0, 7077

−0, 7077 + 0.0019j −0, 7065 + 0, 0019j

]
.

A partir de la matriceV , on peut calculer un vecteur d’entréeu du syst̀eme tel que l’amplification soit
maximale. En effet, d’après la propositionProp. 2, en prenantw(ω0) = v1, ce qui revient̀a choisirA1, A2,
φ1 etφ2 tels que : [

A1e
jφ1

A2e
jφ2

]
= v1

on a :

y(ω0) = H(jω0)w(ω0) = σ1(H(jω0))u1

Par suite,‖y(ω0)‖ = 0, 9010‖w(ω0)‖. La sortie est donc un signal sinusoı̈dal d’“amplitude”0, 9010 fois
celle du signal d’entŕee. De plus, la direction du signal de sortie est directement donnée par le vecteuru1.

De même, pour le choix dew(ω0) = v2, on aura‖y(ω0)‖ = 0, 0138‖w(ω0)‖. La sortie est donc un
signal sinusöıdal d’“amplitude”0, 0138 fois celle du signal d’entrée. De plus, la direction du signal de sortie
est directement donnée paru2.

Les couples (u1, v1) et (u2, v2) sont appeĺesdirections principales.

SousSimulink, on construit un sch́ema permettant de regarder la réponse temporelle du système
soumis au signalu(t). On compare le module instantané20 du vecteuru(t) au module du vecteury(t). On
obtient les traćes repŕesent́es figure 2.27, 2.28 et 2.29. On constate que le comportement de la sortie du
syst̀eme d́epend fortement de l’angle du signal d’entrée. De plus, les valeurs singulières maximales (voir
figure 2.27) et minimales (voir figure 2.28) permettent de prévoir l’amplification maximale et minimale du
signal. Un cas interḿediaire est représent́e figure 2.29.

20. Norme euclidienne deu(t) soit
√

A2
1 sin(ω0t+ φ1)2 +A2

2 sin(ω0t+ φ2)2.
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FIGURE 2.27 – Module instantané de l’entŕee et de la sortie pourw(ω0) = v1
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FIGURE 2.28 – Module instantané de l’entŕee et de la sortie pourw(ω0) = v2
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FIGURE 2.29 – Module instantané de l’entŕee et de la sortie pourw(ω0) =
1√
2
(v1 + v2)

Valeurs singulières d’une fonction de transfert multivariable Pour un syst̀emeà une entŕee et une
sortie, la ŕeponse fŕequentielle peut̂etre étudíee en traçant le diagramme de Bode, c’est-à-dire le traće
du module de la fonction de transfert et le tracé de la phase de la fonction de transfert en fonction de la
pulsationω. Dans le cas des systèmesà plusieurs entŕees et plusieurs sorties, seul le tracé du module peut
être ǵeńeraliśe : on trace alors les valeurs singulières minimale et maximale deH(jω) en fonction de la
pulsationω, ce qui est coh́erent avec la discussion préćedente. Ce traće peutêtre effectúe sous Matlab par
la commandesigma de laControl system toolbox.

Syst̀eme mal conditionńe On peut effectuer le tracé des valeurs singulières pour le système colonnèa
distiller (voir figure 2.30). Un systèmeà plusieurs entŕees et̀a plusieurs sorties est ditmal conditionńe si
le rapport entre les valeurs singulières maximale et minimale est important (nombre de conditionnement).
C’est le cas de la colonnèa distiller consid́eŕee en exemple (pourω0 = 10−2rad/s, le rapport des valeurs
singulìeres est de l’ordre de65). Ces syst̀emes sont ŕeput́esêtre plus difficiles̀a commander.

Il faut cependant noter que des changements d’échelle (ou d’unit́e) sur les entŕees et sur les sorties
du syst̀eme modifient les valeurs singulières de la matrice de fonctions de transfert (et donc le nombre
de conditionnement). Un choix d’unité pertinent par rapport̀a l’ordre de grandeur des signaux considéŕes
peut permettre de diminuer le nombre de conditionnement. De façon plus systématique, il est conseillé de
travailler sur des signaux d’entrée et de sortie qui sont d’un même ordre de grandeur. Cela peutêtre obtenu
en divisant chaque signal par sa valeur moyenne ou sa valeur maximale (mise à échelle). Par exemple, pour
un syst̀eme multivariable d́efini par :

ŷ = Ĝŵ

où le chapeau d́esigne que les signaux sont exprimés dans les unités de d́epart, sîym et ŵm repŕesentent les
vecteurs des valeurs moyennes ou maximales deŷ et ŵ, on d́efinit les vecteurs suivants :

y = [
ŷi
ŷmi

] et w = [ ŵi
ŵmi

].

On a alors :

y = D−1
y ĜDw︸ ︷︷ ︸

G

w avec Dy =




ŷm1 0 . . . 0

0
. . . . . .

...
...

. . . . . .
...

0 . . . 0 ŷmn




etDw =




ŵm1 0 . . . 0

0
. .. . . .

...
...

. .. . . .
...

0 . . . 0 ŵmm



.
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FIGURE 2.30 – Traće des valeurs singulières de la colonnèa distiller
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FIGURE 2.31 – Valeurs singulières maximale et minimale dêG (trait plein) et deG (trait tiré)
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Dans un certain nombre de cas de figure,Ĝ peutêtre mal conditionńe alors queG ne l’est pas. Prenons
l’exemple d’une suspension active de véhicule. C’est un systèmeà deux entŕees et deux sorties, défini par :

Ĝ(p) =
1

(p2 + 3.131p+ 49.8)(p2 + 29.33p+ 5527)

[
18767(p+ 14.67) 24.1(p2 + 5192)

5192(p2 + 3.614p+ 53.01) −192.3p2

]

La premìere entŕee correspond̀a la variation de la ĉote de la route (expriḿee en m̀etres), la secondèa la
force appliqúee par la suspension active (exprimée en Newtons), la première sortie correspond̀a la variation
de la ĉote de la caisse (expriḿee en m̀etres) et la secondèa la variation de la ĉote de la roue (expriḿee en
mètres). Les variations de côte n’exc̀edent pas en ǵeńeral 10 cm soit0, 1 mètres et la force appliquée 1000
Newtons. Par suite,̂ym1 = ŷm2 = ŵm1 = 0, 1 et ŵm2 = 1000. Donc,

G(p) =

[
10 0
0 10

]
Ĝ(p)

[
0, 1 0
0 1000

]

Les valeurs singulières maximale et minimale dêG et deG sont repŕesent́ees en trait tiŕe et en trait plein sur
la figure 2.31. On constate que la miseà échelle a permis d’aḿeliorer consid́erablement le conditionnement
(le rapport entre les valeurs singulières maximale et minimale est plus faible après misèa échelle).

2.9.4 Un autre exemple de système mal conditionńe : le chariot de supermarch́e à roues
fixes

Soit un chariot de supermarché à roues fixesque vous actionnez pour faire vos courses. On désire le
déplacer suivant 3 directions : vers l’avant, vers le côté et vers le haut. Qualitativement, on peut considérer
que cela correspond̀a 3 directions principales associéesà 3 valeurs singulières (gains). La direction princi-
pale qui correspond̀a la valeur singulìere maximale est vers l’avant : il estévident que vous pouvez mouvoir
le chariot dans cette direction avec un effort faible. Pour mouvoir le chariot vers le ĉoté, l’effort à d́epenser
est largement plus important, ce qui correspondà une valeur singulière plus faible. Enfin, mouvoir le chariot
vers le haut demande une grande dépense d’́energie, ce qui indique que la valeur singulière est tr̀es faible.

Par suite, comme le gain dépend fortement de la direction du vecteur d’entrée (qui est la force que
vous exercez sur le chariot soit un vecteur de dimension 3), ce système est mal conditionné, donc difficileà
commander. Par exemple, si vous voulez vous déplacer vers le ĉoté pouréviter un obstacle, une grande force
doit être d́epenśee vers le ĉoté. De plus, si vouśevaluez mal la direction du chariot, une partie de la force
peutêtre appliqúee vers l’avant. Comme le gain associé est important, cela peut avoir comme conséquence
de d́eplacer violemment le chariot vers l’avant, au risque d’entrer en collision avec l’obstacle...

Tout ceci permet de justifier pourquoi les chariots de supermarché ne sont pas̀a roues fixes ( !) et qu’on
ne les utilise pas pour soulever des charges ( ! !).

Exercice Calculer les valeurs singulières de la matrice de transfert :

G(p) =




1
p

1
p

−2
p

2
p


 .

Exercice : bien ou mal conditionńe ? On consid̀ere un syst̀emeà deux entŕees et deux sorties. On excite
les deux entŕees du système par deux signaux sinusoı̈daux

[
A1 sin(ω0t+ φ1)
A2 sin(ω0t+ φ2)

]

à la pulsationω0 = 10−2 rad/s. Pour deux jeux de valeurs deA1, A2, φ1 etφ2, on obtient les simulations
repŕesent́ees figure 2.32 et figure 2.33.
Peut-on affirmer que le système est mal conditionné ? Justifier.
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FIGURE 2.32 – Ŕeponses̀a la pulsationω0 = 10−2 rad/s pour un jeu de valeurs deA1, A2, φ1 et φ2 : en
haut les signaux d’entrée et en bas les signaux de sortie

0 1000 2000 3000 4000
−10

−5

0

5

10
entrée 1

0 1000 2000 3000 4000
−10

−5

0

5

10
entrée 2

0 1000 2000 3000 4000
−0.2

−0.15

−0.1

−0.05

0

0.05

0.1

0.15
sortie 1

0 1000 2000 3000 4000
−0.1

−0.05

0

0.05

0.1
sortie 2
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2.9.5 Nombre de conditionnement d’une matrice

Dans le cas d’une matriceA (éventuellement complexe), le rapport de sa valeur singulière maximale
sur sa valeur singulière minimale est appelé nombre de conditionnement (sous Matlab, commandecond).
Ce nombre est un indicateur de la difficulté à inverser cette matrice. Par difficulté, il faut comprendre la
chose suivante : une faible modification sur la matriceA donne une matrice inverse très diff́erente. On parle
alors de forte sensibilité.

En effet, supposons qu’une matriceA non singulìere (det(A) 6= 0) est perturb́ee en une matriceA+E.
Quelle est la matriceE de plus petite “taille” (mesurée par la valeur singulière maximalēσ(E)) telle
quedet(A + E) = 0? On d́emontre quēσ(E) = σ(A). Comme va le montrer l’exemple suivant, les
valeurs propres d’une matriceA ne donnent aucune information sur la “taille” de la matriceE telle que
det(A+ E) = 0.

Exemple de matrice mal conditionńee On consid̀ere la matrice :

A =

[
1 1

ǫ
0 1

]

où ǫ est un scalaire positif petit par rapportà 1. Les valeurs propres deA ainsi que son d́eterminant valent
1. Cette matrice est non singulière. Est-ce qu’il existe une matriceE, de faible taille, telle queA + E soit
singulìere ? Par calcul, on obtient :

σ̄(A) =

√
1 + 1

2ǫ2
+

√
1 + 4ǫ2

2ǫ2
σ(A) =

√
1 + 1

2ǫ2
−
√
1 + 4ǫ2

2ǫ2

ce qui donne par exemple :

ǫ σ̄(A) σ(A)

0, 1 10, 099 0, 099

0, 01 100, 01 0, 01

En prenant

E =

[
0 0
ǫ 0

]

on aσ̄(E) = ǫ et la matriceA+ E est singulìere. Par suite une faible modification du coefficient(2, 1) de
la matriceA mèneà une matrice singulière. En conclusion, l’examen des valeurs singulières d’une matrice
permet de tester la difficulté de son inversion nuḿerique en mesurant une distanceà la singularit́e.

2.9.6 NormeH∞ d’un système multivariable

Enfin, il est possible de définir la normeH∞ d’une matrice de transfert stable (MIMO)H(p) par :

‖H‖∞ = sup
Re(p)>0

σ̄(H(p)) = sup
ω∈[0,+∞]

σ̄(H(jω)). (2.20)

Sous Matlab, sisysH est l’objet syst̀eme qui repŕesente le systèmeH, il est possible de calculer cette
quantit́e par la fonctionnorm(sysH, inf) de laControl system toolbox. Le principe de l’al-
gorithme est exposé en Annexe, section 8.5, page 196.

Propri étés

1. La normeH∞ de la mise en śerie de deux (matrices de) fonctions de transfert est bornée par le produit
des normesH∞ de chacune des fonctions de transfert :

‖G(p)H(p)‖∞ ≤ ‖G(p)‖∞‖H(p)‖∞
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2. La normeH∞ d’une matrice de fonctions de transfert est supérieureà la normeH∞ de chacun de
seséléments :

∥∥∥∥
[

G(p)
H(p)

]∥∥∥∥
∞

≥ ‖G(p)‖∞
∥∥∥∥
[

G(p)
H(p)

]∥∥∥∥
∞

≥ ‖H(p)‖∞

∥∥[ G(p) H(p)
]∥∥

∞ ≥ ‖G(p)‖∞
∥∥[ G(p) H(p)

]∥∥
∞ ≥ ‖H(p)‖∞

2.10 Mise en œuvre pratique pour la formalisation de la performance des
syst̀emes multivariables

L’int ér̂et du traće des valeurs singulières est plus ou moins important en fonction de la spécification de
performance consid́eŕee. Il est d́ejà possible d’obteniŕenorḿement d’informations de l’examen du module
des diff́erentes fonctions de transfertà une entŕee et une sortie du système en boucle ferḿee. Cela vâetre
illustré par l’analyse de la performance d’un systèmeà deux entŕees et deux sorties.

FIGURE 2.34 – Avion exṕerimental, hautement manœuvrable

Exemple Un correcteur asservissant la “chaı̂ne de tangage” d’un avion expérimental, hautement manœu-
vrable appeĺe HIMAT 21 a ét́e ŕealiśe. Cet avion comprend un nombre important de gouvernes. Les deux
sortiesà asservir sont l’angle d’incidenceα et l’assietteθ en agissant sur deux gouvernes particulières :
l’“elevon” et le “canard flap”. L’angle d’incidenceα est d́efini comme l’angle que fait l’axe principal de
l’avion avec la projection du vecteur vitesse dans le plan vertical contenant l’axe principal de l’avion.
L’assietteθ correspond̀a l’angle que fait l’axe principal de l’avion avec le plan horizontal dans lerep̀ere
terrestre.

La premìere sṕecification de performance que doit remplir l’asservissement est celle de suivi de trajec-
toire de ŕeférence. Plus préciśement, on consid̀ere deux types de manœuvre :

Translation verticale l’assietteθ est gard́ee constante alors que l’angle d’incidenceα varie. Cela se traduit
par une altitude qui reste constante avec une rotation du vecteur vitesse.

21. Cet avion áet́e test́e à la fin des anńees 70 : il est actuellement au musée aḿericain de l’air et de l’espacèa Washington DC.
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Direct lift l’angle d’incidenceα reste constant. L’engin a une accélération verticale sans changer son inci-
dence.

Les variations consid́eŕees seront des variations de typeéchelon. Le type de manœuvres considéŕees im-
plique un objectif de d́ecouplage, c’est-à-dire que, par exemple, l’envoi d’une consigne enéchelon sur
l’assiette (sortie1 du syst̀eme) alors que l’angle d’attaque désiŕe est constant (sortie2 du syst̀eme) doit se
traduire sur l’angle d’attaque de l’avion par une variation de celui-ci quidoit être la plus faible possible.

Soientr1 et r2 les premier et second signaux de référence. Soienty1 et y2 les deux sorties du système.
On introduit alorsǫ1(t) = r1(t) − y1(t) et ǫ2(t) = r2(t) − y2(t) les erreurs de suivi de trajectoires de
référence. Par suite, [

ǫ1(jω)
ǫ2(jω)

]
= Tr→ǫ(jω)

[
r1(jω)
r2(jω)

]
.

Posons

Tr→ǫ(jω) =

[
Tr1→ǫ1(jω) Tr2→ǫ1(jω)

Tr1→ǫ2(jω) Tr2→ǫ2(jω)

]
.

Quelles informations peut-on tirer des tracés des valeurs singulières minimales et maximales de la matrice
de fonctions de transfertTr→ǫ ? Ces traćes sont repŕesent́es figure 2.35, traćesà droite. On peut d’abord
noter que la pente du tracé est de+20 dB/dec pour les pulsations faibles, ce qui traduit la présence de
zéros en0 dans les fonctions de transfert de la matriceTr→ǫ. Les signaux de référence en forme d’échelon
sont donc suivis, asymptotiquement. Le fait que les valeurs singulières minimales et maximales soient
relativement diff́erentes en basses pulsations indique que le suivi va dépendre de la direction du vecteur de

consigne

[
r1
r2

]
. La gamme de pulsations[0, ωS ] sur laquelle la valeur singulière maximale est faible par

rapportà0 dB donne une id́ee sur la rapidit́e du suivi de trajectoires de référence.
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FIGURE 2.35 – Traće de transferts deTr→ǫ (gauche) et de ses valeurs singulières (droite)

En fait, le traće des valeurs singulières maximales et minimales n’est pas suffisant pourétudier finement
la performance, ce qui est absolument nécessaire pour ce type de spécifications. Notamment, il ne permet
pas de ŕepondre de façon satisfaisante aux questions suivantes :
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1. Quelle est la rapidité de ŕeponse de la sortiey1 à unéchelon appliqúe enr1 ?

2. Est ce qu’uńechelon appliqúe enr1 influe fortement sur la sortiey2 (couplage de l’entŕeer1 vers la
sortiey2) ?

3. Quelle est la rapidité de ŕeponse de la sortiey2 à unéchelon appliqúe enr2 ?

4. Est ce qu’uńechelon appliqúe enr2 influe fortement sur la sortiey1 (couplage de l’entŕeer2 vers la
sortiey1) ?

Pour ŕepondrèa ces questions-là, il est ńecessaire d’étudier les modules des quatre fonctions de transfert
sont repŕesent́ees figure 2.35.

1. pour la question 1, la fonction de transfert qui lier1 à ǫ1 : Tr1→ǫ1 ; on peut relier le module de la
fonction de transfertTr1→ǫ1 à la ŕeponse temporelle obtenue pour l’entréer1 prise comme uńechelon
de la m̂eme façon que dans le cas de la fonction de sensibilitéTr→ǫ d’un syst̀eme monovariable ;

2. pour la question 2, la fonction de transfert qui lier1 à ǫ2 : Tr1→ǫ2 ; pour la sortiey2, un échelon
sur r1 peut être interpŕet́e comme uńechelon dont on essaie de rejeter l’effet sur la sortieǫ2 ; par
suite, l’étudeà mener est fortement similaireà celle effectúee lors de l’́etude du rejet d’un signal de
perturbation (en entrée par exemple) sur la sortie du système, dans le cas d’un système monovariable
(fonctionTb→ǫ pour la perturbation en entrée) ;

3. pour la question 3, la fonction de transfert qui lier2 à ǫ2 : Tr2→ǫ2 ; (même remarque que pour la
question 1) ;

4. pour la question 4, le transfert qui lier2 à ǫ1 : Tr2→ǫ1 ; (même remarque que pour la question 2).
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FIGURE 2.36 – Suivi de signaux de référence en forme d’échelons par le système MIMO

L’examen des traćes des modules des fonctions de transfertTr1→ǫ1 etTr2→ǫ2 sur la figure 2.35 permet
de constater que la réponsèa unéchelon de la première sortiey1 est plus rapide que la réponsèa unéchelon
de la seconde sortiey2 (par exemple en observant les pulsations de coupure des deux courbes). On constate
effectivement que sur la réponse temporelle (voir figure 2.36)à unéchelon dans le premier cas le temps de
mont́eetm = 0, 28 s et dans le secondtm = 0, 31 s. L’examen des traćes des modules des fonctions de
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transfertTr1→y1 etTr2→y2 sur la figure 2.37 permet de constater que la réponsèa unéchelon de la première
sortiey1 présente un d́epassement beaucoup plus faible que la réponsèa unéchelon de la seconde sortie
y2 (par exemple en observant la valeur des pics de résonance des deux courbes). L’examen des tracés des
modules des fonctions de transfertTr1→ǫ2 etTr2→ǫ1 sur la figure 2.35 permet de constater que la première
sortiey1 est beaucoup moins couplé à unéchelon de ŕeférence surr2 que ne l’est la seconde sortiey2 pour
un échelon surr1 (le module de la fonction de transfertTr1→ǫ2 présente un pic moins basse pulsation et est
d’amplitude plus importante que le module de la fonction de transfertTr2→ǫ1). On peut le v́erifier sur les
réponses temporelles (voir figure 2.36).
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FIGURE 2.37 – Traće de transferts deTr→y (gauche) et de ses valeurs singulières (droite)

On constate donc que l’étude de la performance des systèmes multivariables ne diffère pas fondamen-
talement de l’́etude de la performance des systèmes monovariables. La plus grande différence est le nombre
de fonctions de transfert qui sont considéŕees...

Pour la sṕecification du cahier des charges, comme dans le cas monovariable, on va définir des en-
semblesR1 et R2 contenant les signauxr1 et r2 d’entŕee du syst̀eme, des ensemblesE1 (défini par la
pond́erationWr1) etE2 (défini par la pond́erationWr2) contenant les signaux de sortie désiŕesǫ1 (défini par
la pond́erationWǫ1) et ǫ2 (défini par la pond́erationWǫ2). Par suite, pour remplir les spécifications de per-
formance, on doit v́erifier les quatre contraintes suivantes :‖Wǫ1Tr1→ǫ1Wr1‖ ≤ 1, ‖Wǫ1Tr2→ǫ1Wr2‖ ≤ 1,
‖Wǫ2Tr1→ǫ2Wr1‖ ≤ 1 et enfin‖Wǫ2Tr2→ǫ2Wr2‖ ≤ 1. Notons que d’apr̀es les propríet́es de la norme
H∞ 22 les quatre conditions préćedentes sont impliqúees par la condition :

∥∥∥∥
[
Wǫ1 0
0 Wǫ2

]
Tr→ǫ

[
Wr1 0
0 Wr2

]∥∥∥∥
∞

≤ 1.

En conclusion, pour l’́etude de la sṕecification desuivi de trajectoires de réf́erence, l’int ér̂et du traće
des valeurs singulières est relativement limité. Il en est de m̂eme pour l’́etude de la sṕecification durejet de
perturbation. Uneétude fine passe forcément par l’́etude des diff́erentes fonctions de transfertà une entŕee
et une sortie impliqúees dans ces deux spécifications.

22. Si la normeH∞ d’une matrice de fonctions de transfert est inférieure ouégaleà γ alors la normeH∞ de chacun de ses
fonctions de transfert est inférieure oúegaleàγ.
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FIGURE 2.38 – Traće de transferts de la sensibilitéTr→u (gauche) et de ses valeurs singulières (droite)

Dans le cas òu l’on recherche une spécification moins fine, les valeurs singulières montrent leur intér̂et.
Par exemple, pour ce qui est de la spécificationcommande mod́erée, il est ńecessaire ici de limiter la
puissance d́epenśee par la commandeu. Or, d’apr̀es le th́eor̀eme de Parseval, la puissance dépenśee peut
être relíeeà la ŕeponse fŕequentielle du signal :

limT→∞
1
T

∫ T
2

−T
2

‖u(t)‖2dt = 1
2π

∫ +∞
−∞ Su(jω)dω

≤ 1
2π

∫ +∞
−∞ σ(Tr→u(jω))Sr(jω)dω

Contraindre les valeurs singulières de la fonction de transfertTr→u(jω) revient doncà limiter l’énergie
dépenśee par la commande.

Enfin, notons que pour la structure de commande particulière que l’on a consid́eŕe ici,Tw→u = −Tr→u

etTw→y = −Tr→y. Or d’apr̀es les figures 2.38 et 2.37, le tracé des valeurs singulières de ces deux fonctions
de transfert montrent que celles-ci filtrent en hautes pulsations. Par suite, le syst̀eme en boucle ferḿee sera
peu sensible aux bruits.

2.11 En résuḿe.

Les sṕecifications temporelles du cahier des charges ontét́e transforḿees en sṕecifications fŕequentielles
qui se traduisent naturellement par des contraintes sur les modules des différentes fonctions de transfert en
boucle ferḿee. Il faut noter qu’̀a titre illustratif, on a consid́eŕe des fonctions de transfert particulières, en
consid́erant par exemple une perturbation en entrée du syst̀eme et pas de perturbation en sortie. Néanmoins,
l’approche pŕesent́ee s’applique sans difficultés particulìeres dans des cas de figure différents.

Le plus important reste de comprendre le fil directeur de l’approche :

1. Définir les entŕees importantes pour le problème consid́eŕe ; elles peuvent̂etre de 3 types : signaux de
référence, signaux de perturbation et signaux de bruit ;
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2. Définir les sorties importantes par rapport au cahier des charges : en géńeral, l’erreur de suivi de
trajectoires et/ou la commande en entrée du syst̀eme ;

3. Décrire l’ensemble des signaux d’entrée et de sortie correspondant aux spécifications du cahier
des charges considéŕe ; cette description est effectuée par le choix des différentes pond́erationsWx

définissant les ensembles de signaux d’entrée et de sortie ;

4. En d́eduire des gabarits sur des fonctions de transfert du système en boucle ferḿee.

Pour un certain nombre de spécifications, il est possible de traduire les contraintes portant sur les fonc-
tions de transfert en boucle fermée en contraintes portant sur les fonctions de transfert en boucle ouverte.
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Chapitre 3

Robustesse du système en boucle ferḿee

GmodK✲ ✲ ✲❄

✻
✲ǫ + −+

−

r

b

u y

FIGURE 3.1 – Mod̀eleGmod en boucle ferḿee avec le correcteurK

Le correcteurK a ét́e d́etermińe à partir d’un mod̀eleGmod du syst̀eme physique ŕeelGreel. La boucle
fermée correspondante, représent́ee figure 3.1 est donc stable et vérifie un certain nombre de spécifications
de performance. La question est de savoir si, lorsque le correcteur asservira le syst̀eme ŕeelGreel, le syst̀eme
en boucle ferḿee (voir figure 3.2) sera stable et si les spécifications de performance seront aussi assurées.

GreelK✲ ✲ ✲❄

✻
✲ + −+

−

r

b

u yǫ

FIGURE 3.2 – Syst̀eme ŕeelGreel en boucle ferḿee avec le correcteurK

L’ étude de la robustesse de le correcteurK consistèa essayer d’obtenir le maximum de garanties pour
que cela soit effectivement le cas. Pour cela, on considère une famille de fonctions de transfert dont le
mod̀ele nominalGmod en constitue le “centre”.On suppose que l’on est capable de choisir cet ensemble de
telle façon qu’il contienne le système ŕeelGreel. Par suite, si la stabilité et la performance du système boucĺe
sont d́emontŕees pour tous leśelémentsG de cette famille, alors elles le seront forcément pour le système
réel. Dans le cas òu le correcteur assure la propriét́e de stabilit́e pour tous leśeléments de la famille, on parle
derobustesse en stabilité; dans le cas òu le correcteur assure en plus les spécifications de performance, on
parle derobustesse en performance. Dans ce chapitre, on va se concentrer sur le problème de la robustesse
en stabilit́e. Afin de bien comprendre les idées sous-jacentesà l’approche, le chapitre débute par un rappel et
une ŕe-interpŕetation des marges de stabilité qui sont habituellement définies en Automatique fréquentielle
classique. Elles sont définies pour les systèmes monovariables (ou systèmes SISO).
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3.1 Etude de la robustesse en stabilité par les marges de stabilit́e classiques

L’ étude de la robustesse en stabilité est principalement basée sur l’utilisation ducritère de Nyquist.
Il permet de ramener l’étude de la stabilité d’un syst̀eme en boucle ferḿee à l’étude de certaines ca-
ract́eristiques de la ŕeponse fŕequentielle de la fonction de transfert en boucle ouverte.

L(jω)✲✲ ✲
✻

+

−

FIGURE 3.3 – Bouclage d’une fonction de transfertLmod(jω)

Crit ère de Nyquist (cas monovariable) Dans le cas òu la fonction de transfertL(jω) ne poss̀ede pas de
pôles imaginaires purs, le système boucĺe SISO1 repŕesent́e figure 3.3 est stable si et seulement si le tracé
de la fonction de transfertL(jω) dans le plan complexe quandω va de−∞ à+∞ ne passe pas par le point
(−1, 0) et l’encercle (dans le sens inverse des aiguilles d’une montre) un nombrede foiségal au nombre
de p̂oles instables deL(jω).

Remarque Dans le cas òu le transfert poss̀ede des p̂oles imaginaires purs, le critère pŕećedent s’applique après
une modification technique qui ne sera pas dévelopṕee ici. Pour plus de d́etails, voir les livres de base sur l’automa-
tique fŕequentielle classique (par exemple [?]).

✲
-1−∞ ❄

✻

+1

-1

✻

FIGURE 3.4 – Comptage du nombre d’encerclement

Remarque Dans la mise en œuvre du critère de Nyquist, la difficult́e pratique principale est de compter correc-
tement le nombre d’encerclement du point(−1, 0). Une astuce est de le déterminer en comptant le nombre de points
d’intersection du traće deL(jω) avec la demi-droite[−∞, −1] de l’axe des abscisses. Le nombre d’encerclements
du point(−1, 0) est obtenu en retranchant au nombre de fois où le traće deL(jω) coupe cette demi-droite eńetant
orient́e vers le bas le nombre de fois où le traće deL(jω) coupe cette demi-droite enétant orient́e vers le haut.

Cas particulier et important : L(p) est stable (crit̀ere du revers) Dans le cas òu la fonction de transfert
L(p) est stable, le critère se simplifie fortement. On parle alors du critère du revers. Il suffit de v́erifier que
le traće deL(jω), quandω croit, laisse le point(−1, 0) sur sa gauche pour assurer la stabilité du syst̀eme
boucĺe. Si, en plus, l’argument de la fonction de transfertL(jω) est égaleà −180◦ que pour une seule
pulsationω180◦ , la stabilit́e du syst̀eme boucĺe est assurée par le fait que|L(jω180◦)| < 1.

Contrairement̀a ce que sugg̀ere l’énonće du crit̀ere de Nyquist, son principal intér̂et applicatif n’est pas,
en ǵeńeral, de v́erifier à partir de la boucle ouverte si le système en boucle ferḿee correspondant est stable
ou non. On peut en effet aisément d́eterminer si le système en boucle ferḿee est stable en calculant ses

1. Single Input, Single Output :à une entŕee et une sortie.
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pôles. L’intér̂et du crit̀ere de Nyquist estautreet double. Dans le contexte de la recherche d’un correcteur
K qui stabilise un systèmeG, le critère de Nyquist appliqúe à L = KG permet de choisir graphique-
mentK de façonà assurer la stabilité du syst̀eme boucĺe. L’autre grande application est d’étudier pour un
syst̀eme boucĺe stable ses marges de stabilité. Nous allons ici l’appliquer dans cette optique. Ce qui est
remarquable, c’est que le critère de Nyquist est l’outil central de l’étude de la robustesse que ce soit en
Automatique fŕequentielle classique ou avancée. Pour cette dernière, dans la suite du document, la version
multivariable du crit̀ere de Nyquist seráenonćee. Avant d’aborder cela, les marges classiques de stabilité
pour les syst̀emes monovariables sont rappelées puis discutéesà travers un exemple.

3.1.1 Marges de stabilit́e classiques

La premìere erreur entre le modèleGmod et le syst̀eme ŕeelGreel qui est classiquement considéŕee est
une erreur portant sur le gain statique de la fonction de transfertGreel(p). On a suppośe que :

Gmod(p) = KmodH(p)

oùH(p) est une fonction de transfert de gain statiqueégalà un et, en ŕealit́e, le syst̀eme s’exprime comme :

Greel(p) = KreelH(p).

Supposons qu’en réalit́eKreel ≥ Kmod. Le syst̀eme est commandé par le correcteurK(p) = 1. La fonction
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FIGURE 3.5 – Traće du Nyquist de la fonction de transfertL(p) =
0, 4

4p3 + 3p2 + 2p+ 1

de transfert en boucle ouverte est alors donnée parL(p) = G(p). A titre illustratif, un traće de Nyquist est
repŕesent́e sur la figure 3.5 dans le cas où :

L(p) =
0, 4

4p3 + 3p2 + 2p+ 1
.
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Nichols Chart
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FIGURE 3.6 – Traće du Nichols de la fonction de transfertL(p) =
0, 4

4p3 + 3p2 + 2p+ 1

La question est de savoir pour quelles valeurs deKreel le syst̀eme boucĺe repŕesent́e figure 3.3 va se
mettreà osciller, voire devenir instable. La fonction de transfertL(p) est stable ; par suite, d’après le crit̀ere
de Nyquist, son traće de Nyquist (repŕesent́e figure 3.5) ne doit pas recouvrir ni encercler le point(−1, 0).
Si le traće recouvre le point(−1, 0), sans l’encercler, le système boucĺe est un oscillateur de pulsation
propreω180 (valeur de la pulsation pour laquelleL(jω180) = −1). Si le traće entoure le point(−1, 0) alors
le syst̀eme en boucle ferḿee est instable.

Que se passe-t-il quand le gainK est modifíe ? Rappelons que pour une pulsationω, la distance entre
le point repŕesentant le nombre complexeL(jω) et le point0 est donńee par le module|L(jω)|. Par suite,
quand le gainK varie deKmod àKreel, le traće deL(jω) est transforḿe par une homoth́etie2 de centre0

et de rapportKreel
Kmod

. Pour quelle valeur deKreel, le traće peut recouvrir le point(−1, 0) ? D’apr̀es la figure

3.5, le point du traće qui peut recouvrir le point(−1, 0) apr̀es transformation par l’homothétie est le point3

A. Pour cela, si on pose

∆G =
1

distance(O,A)
(3.1)

il suffit queKreel = Kmod∆G. ∆G est appeĺee lamarge de gain(suṕerieure)4.
La relation (3.1) permet de déterminer graphiquement la marge de gain. Il est possible de la déterminer

directement̀a partir de la fonction de transfertL(p). Si la pulsationω180 est telle quearg(L(jω180) =
−180o et telle que|L(jω180)| < 1 alors

∆G =
1

|L(jω180)|
. (3.2)

2. Une homoth́etie de centre0 et de rapportα est une application lińeaire quià tout pointM associe le pointM ′ tel que−−−→
OM

′ = α
−−→
OM .

3. A est le point d’intersection du tracé deLmod(jω) avec le segment entre les points O et(−1, 0) exclus.
4. De la m̂eme façon, on peut définir la marge de gain inférieure : siKreel ≤ Kmod, à partir de quelle valeur deKreel le

syst̀eme boucĺe devient instable : cette marge peutêtre d́efinie si le traće de la boucle ouverteL(jω) coupe l’axe des abscisses
entre−∞ et−1, ce qui n’est pas le cas dans l’exemple considéŕe. Dans le cas òu l’on peut d́efinir une marge de gain inférieure,
on parle de stabilit́e conditionnelle.
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Dans un premier temps, on calcule donc la pulsationω180 puis,à partir de la relation (3.2), la marge de gain
est d́etermińee.

On a ainsi d́emontŕe la stabilit́e du syst̀eme en boucle ferḿee pour tout systèmeGreel(p) tel que :

Greel(p) ∈ {G(p) | ∃K ∈ [Kmod,Kmod∆G[, G(p) = KH(p)}.

Parall̀element̀a l’erreur sur le gain, il est ǵeńeralement consid́eŕee une erreur sur la phase du système,
c’est-̀a-dire que l’on consid̀ere qu’il existe une diff́erence entre la phase du modèle et la phase du système
réel, c’est-̀a-dire un scalaireθ tel que :

∀ω, arg(Gmod(jω))− arg(Greel(jω)) = θ

soit
∀ω, Greel(jω) = e−jθGmod(jω).

On recherche la plus petite valeur de l’erreurθ sur la phase qui peut provoquer l’oscillation du système
en boucle ferḿee. Une erreur sur la phase deθ, indépendante de la pulsationω, entreGmod etGreel veut
dire que l’on peut passer du tracé deLmod(jω) au traće deLreel(jω) par une rotation de centre0 et
d’angleθ. D’après la figure 3.5, le tracé deLmod(jω) sera rameńe sur le point(−1, 0) si θ = Phi. Cette
quantit́e, not́ee∆Φ, est alors appeléemarge de phase. Math́ematiquement, si la pulsationωc est telle que
|L(jωc)| = 1 et qu’elle est unique5 alors

∆Φ = arg(L(jωc)) + 180o (3.3)

Pour calculer la marge de phase, on calcule donc la pulsationωc puis,à partir de la relation (3.3), la marge
de gain est d́etermińee.

Autant l’erreur sur le gain pouvait s’interpréter physiquement, autant il est difficile de le faire dans le
cas de l’erreur sur la phase puisqu’il n’existe pas de fonction de transfert rationnelleà coefficients ŕeels
dont le gain est́egalà1 et dont la phase vaut une valeur constante et arbitraire (sauf choix particuliers pour
cette constante). Par contre, la marge de phase permet de définir lamarge de retard. La marge de retard est
donńee par la plus petite valeur∆R de la constante de retardτ telle que le syst̀eme reboucĺe sure−τpL(p)
soit oscillant. Tout système reboucĺe sure−τpL(p), avecτ < ∆R sera alors stable. La marge de retard peut
donc se d́efinir (et se calculer) comme :

∆R =
∆Φ

ωc
.

Un autre type d’interpŕetation peut̂etre donńe pour les marges de stabilité. On suppose que le système
est relativement bien connu même s’il y a des erreurs : par suite, si on peut superposer le tracé de la
boucle ouverteLmod(jω) obtenuèa partir du mod̀ele du syst̀eme sur le traće de la boucle ouverteLreel(jω)
du syst̀eme ŕeel, les deux traćes, bien que diff́erents, seront relativement proches. Le passage du tracé de
la boucle ouverteLmod(jω) au traće de la boucle ouverteLreel(jω) peut être vu comme une (lég̀ere)
déformation du traće deLmod(jω). Dans le cas de la marge de gain, on a supposé que cette d́eformation
était une homoth́etie ; dans le cas de la marge de phase, cette déformationétait une rotation.

Si le traće deLmod(jω) est suffisamment́eloigńe du point(−1, 0), il y a peu de chance que le tracé de
Lreel(jω) le recouvre ou l’encercle. Les marges de stabilité peuvent ainsîetre vues comme des “distances”
entre le traće deLmod(jω) et le point(−1, 0). Par exemple, pour la fonction de transfert en boucle ouverte :

L(p) =
0, 07(p+ 7, 5)(p+ 2)

p(p2 + 0, 4p+ 4)

on a le traće repŕesent́e sur la figure 3.7. D’après le traće, la marge de gain est infinie et la marge de phase
est suṕerieureà90o. Ces marges semblent fabuleuses : néanmoins, si le second coefficient du dénominateur
0, 4 est remplaće par0, 152, le syst̀eme boucĺe sera un oscillateur pur (voir la figure 3.8). Les marges de gain
et de phase ne sont donc pas adéquates pour mesurer l’influence du coefficient de la fonction de transfert
consid́eŕe.

5. S’ils existent plusieurs pulsationsωi
c telles que|L(jωi

c)| = 1 alors∆Φ = infi{arg(L(jωi
c)) + 180o}
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Il serait donc plus ad́equat de mesurer directement la plus petite distance6 entre le point(−1, 0) et le
traće de la fonction de transfert en boucle ouverteL(jω). C’est ce que l’on appelle lamarge de module,
not́ee∆M . Elle peut se d́eterminer graphiquementà partir de la figure 3.5̀a l’aide d’un compas dont la
pointe serait piqúee sur le point(−1, 0) : l’ écartement du compas serait augmenté jusqu’̀a tracer un cercle
tangent au traće de la fonction de transfert en boucle ouverteL(jω).

On peut aussi la d́eterminer directementà partir de la fonction de transfertL(p). Pour une pulsationω,
la distance entre le point(−1, 0) et le point d́efini parL(jω) est donńee par|1 + L(jω)|. Par suite,

∆M = infω |1 + L(jω)| = 1

sup
ω

1

|1 + L(jω)|
= 1

‖S‖∞

où S est la fonction de sensibilité.

En conclusion, la marge de gain correspondà une incertitude sur le gain du système, ind́ependamment
de la pulsationω, doncà un type tr̀es sṕecifique d’incertitude. La marge de phase s’interprète difficilement,
si ce n’est par la d́efinition de la marge de retard (soit un autre type d’incertitude très sṕecifique). Enfin,
si la marge de module mesure correctement la distance entre le point(−1, 0) et le traće de la fonction
de transfert en boucle ouverte, elle n’a pasa priori d’interpŕetation en terme d’incertitude, d’erreur entre
le mod̀ele et le syst̀eme ŕeel7. Nous allons voir sur l’exemple qui suit que des incertitudes physiquement
motivées ne correspondent pas forcémentà des marges classiques de stabilité.

3.1.2 Incertitude dynamique et inad́equation des marges classiques : l’exemple d’un système
mécanique

Le syst̀eme command́e est un système de doubles haltères constitúe par deux inerties reliées par une
liaison élastique. La première inertie est entraı̂née par un moteur̀a courant continu. Ceci peut servir de
mod̀ele à un radar oùa une tourelle de char. L’objectif est de commander le moteur de façonà asservir la
position de la seconde inertie. Pour cela, on dispose du modèle simplifíe suivant :

Gmod(p) =
100

p(p2 + 0, 6p+ 100)
=

1

p
× 1
(

p

ω0

)2

+ 2ξ0
p

ω0
+ 1

avecω0 = 10 rad/s et ξ0 = 0, 03. En ŕealit́e, le syst̀eme est un système ḿecanique avec un nombre infini
de modes souples, par exemple de la forme :

Greel(p) =
1

p

+∞∏

i=0

1
(

p

ωi

)2

+ 2ξi
p

ωi
+ 1

= Gmod(p)
+∞∏

i=1

1
(

p

ωi

)2

+ 2ξi
p

ωi
+ 1

(3.4)

avecω0 ≤ ω1 ≤ · · · ≤ ωi ≤ · · ·. Si on suppose que :

+∞∏

i=1

1
(

p

ωi

)2

+ 2ξi
p

ωi
+ 1

≈ 1

c’est que l’on ne connaı̂t pas la valeur des paramètresωi et ξi, i allant de2 à∞ (par exemple du fait d’une
impossibilit́e pratique). De façon plus philosophique, proclamer que le système ŕeel s’́ecrit (3.4) suppose
que l’on a la capacité (si ce n’est pas actuelle au moins future) d’être capable d’avoir une connaissance
parfaite du syst̀eme ŕeel. Un des postulats implicites de la Physique est que cela est impossible. D’autre
part, m̂eme si cela l’́etait, en automatique fréquentielle on sait que cela n’apporterait rien par rapportà nos
objectifs (mise au point d’un système et/ou de son asservissement qui rempli(ssen)t le cahier des charges).
Les mod̀eles des systèmes physiques dont on peut (et pourra) disposer seront toujours limitésà uneéchelle

6. La distance entre un pointM et une courbeC est ladistance(M,N) minimale quandN décrit la courbeC.
7. Une interpŕetation sera ńeanmoins pŕesent́ee dans la suite de ce chapitre.
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de temps, ce qui revient dans le domaine fréquentiel̀a se limiterà un intervalle de fŕequences. Cependant,
dans la conception de lois de commande par des méthodes “automatiques” (comme LQG,H∞ décrite
chapitre 4 et par opposition au réglage “̀a la main” de l’automatique fréquentielle classiquéevoqúe chapitre
5), il est ńecessaire de prendre en compte cela explicitement sous peine de développer des asservissements
qui seront pratiquement aberrant. Le présent chapitre explique la mise en œuvre de cette idée.

D’après la discussion préćedente, il est plus licite d’écrire queGreel(p) = Gmod(p)E(p) avecE(p) une
fonction de transfert́egaleà 1 en basses pulsations (sur la gamme de pulsations qui correspondà l’échelle
de temps sur laquelle on travaille) et dont le module devient de plus en plus important au fur et̀a mesure
que l’on consid̀ere des pulsationśelev́ees. Cette fonction de transfertE(p) peut être “n’importe quoi” :
d’ordre inconnu, pas forcément ŕeelle rationnelle. Quelques possibilités sont donńees sur la figure 3.9. On
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FIGURE 3.9 – Plusieurs systèmes ŕeels “possibles”

parle ici d’incertitude dynamique, c’est-̀a-dire une incertitude qui porte sur la structure même du syst̀eme
(par exemple, son ordre réel qui n’est en fait pas défini). Une autre classe d’incertitudes sont lesincerti-
tudes paraḿetriques, c’est-̀a-dire des incertitudes portant sur les paramètres du mod̀ele. Par exemple, ici, la
pulsationω0 et l’amortissementξ0 sont des param̀etres du système. Il est probable, par exemple, qu’elles
aient ét́e mesuŕees avec±10 % d’erreur, ce qui veut dire que la valeur réelle deω0 est dans l’intervalle
[9, 11] rad/s. Elle est incertaine car on ne sait pas ce qu’elle vaut exactement. L’analyse des propriét́es de
syst̀emes avec incertitudes paramétriques sera abordée dans le chapitre 7. Le présent chapitre est consacré à
l’analyse des systèmes pŕesentant une incertitude dynamique : le cas de systèmes avec plusieurs incertitudes
dynamiques sera présent́e dans le chapitre 7.

Pour l’illustration, supposons que le système ŕeel ne contient que deux modes souples et que pour
obtenir la fonction de transfertGmod(p) seul le mode ayant la pulsation propre la plus haute fréquence a
ét́e ńegligé, c’est-̀a-dire que le système ŕeelGreel(p) s’écrit :

Greel(p) =
1

p
× 1
(

p

ω0

)2

+ 2ξ0
p

ω0
+ 1

× 1
(

p

ω1

)2

+ 2ξ1
p

ω1
+ 1

= Gmod(p)×
1

(
p

ω1

)2

+ 2ξ1
p

ω1
+ 1

︸ ︷︷ ︸
E(p)

avecω1 = 200 rad/s et ξ1 = 0, 03. On peut alors considéŕee l’erreur entreGreel etGmod. Son module en
dB est repŕesent́e en fonction de la pulsationω sur la figure 3.10. Si le mode correspondantà la pulsation
ω1 aét́e ńegligé, c’est parce qu’il n’́etait pas connu a priori. Il s’agit d’une erreur sur la structure du système
(l’ordre du mod̀ele n’est pas l’ordre du système ŕeel). Ce type d’erreur est appelé incertitude dynamique.
Le module de l’erreur entre le système ŕeelGreel et le mod̀eleGmod a ét́e traće sur la figure 3.10.
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FIGURE 3.10 – Module de l’erreur absolue dans le cas d’un mode souple négligé XXX a re ǵeńerer

Il peut être int́eressant de “normaliser” cette erreur, c’est-à-dire au lieu de considérer une erreur absolue

Greel − Gmod de consid́erer une erreur relativeGreel −Gmod
Gmod

. Avec cette remisèa échelle, on constate

bien que les erreurs se concentrent en hautes pulsations au voisinage de la pulsation propre de la seconde
résonance (voir la figure 3.11).
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FIGURE 3.11 – Module de l’erreur relative dans le cas d’un mode souple négligé

Un autre type d’erreur peut intervenir : il s’agit d’erreurs portant sur la valeur des param̀etres du
syst̀eme. Par exemple, la valeur réelle de la pulsationω0 est incorrecte. On parle alors d’incertitude pa-
ramétrique. La figure 3.12 repŕesente le module de l’erreur entre le système ŕeel et le mod̀ele dans le cas
où un mode souple est négligé et òu, en ŕealit́e, la valeur de la pulsationω0 est de11 rad/s (au lieu de
10rad/s). Sur la figure 3.12 áet́e traće le module de l’erreur entre le système ŕeelGreel et le mod̀eleGmod.
On se rend compte qu’une faible incertitude paramétrique (de l’ordre de10 %) induit une forte variation
de la ŕeponse fŕequentielle (erreur supérieureà1 pour la pulsation10 rad/s). On peut donc se demander si
traduire une incertitude paramétrique en une erreur sur la réponse fŕequentielle est une façon intéressante
de la mod́eliser. Ce point sera illustré section 3.6.
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FIGURE 3.12 – Module de l’erreur dans le cas d’un mode souple négligé et d’une erreur sur la valeur deω0

Il est clair que les marges classiques ne permettent pas de rendre compte directement et clairement de
ces deux types d’incertitude. Dans ce qui suit, nous allons présenter une approche efficace pour modéliser
les incertitudes dynamiques. Les incertitudes paramétriques seront abordées dans le chapitre 7. Enfin, un
dernier point important est que les marges de stabilité classique ne sont pas adaptéesà l’étude de la robus-
tesse des systèmes multivariables, comme le montre l’exemple qui suit.

3.1.3 Limite des marges classiques dans le cas MIMO : l’exemple du satellite

On commande la vitesse de rotation d’un satellite autour d’un de ses axes principaux par un correcteur
proportionnelle de transfertK(p) = I2. Le mod̀ele du syst̀eme est donńe par :

G(p) =
1

p2 + a2

[
p− a2 a(p+ 1)

−a(p+ 1) p− a2

]

aveca = 10. Il admet la repŕesentation d’́etat minimaleG(p) = D + C(pI −A)−1B suivante :

[
A B

C D

]
=




0 a 1 0
−a 0 0 1

1 a 0 0
−a 1 0 0


 .

Le syst̀eme boucĺe est stable. En effet, commeK est une matrice de gains constants, la matrice d’évolution
du syst̀eme en boucle ferḿee s’́ecrit :

A−BKC =

[
−1 0
0 −1

]
.

Le syst̀eme boucĺe est donc stable. Que peut-on dire de sa robustesse ? Le système boucĺe comprend deux
boucles ferḿees. Pour pouvoir calculer des marges de stabilité classiques, on ne peut qu’étudier la robus-
tesse d’une seule boucleà la fois. Pouŕetudier la robustesse de la première boucle, on l’ouvre en entrée du
syst̀eme et on calcule la fonction de transfert ainsi produite en changeant son signe (voir la figure 3.13). On
obtientL1(p) =

1
p . Pour cette boucle, la marge de phase est de+90o et la marge de gain est donc infinie.

On obtient le m̂eme ŕesultat avec la seconde boucle.
Peut-on pour autant en conclure que la robustesse est excellente ? Supposons que les commandesu1

et u2 calcuĺees par le correcteur sont en fait appliquées au système avec une certaine erreur : sur les deux
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FIGURE 3.13 – Etude de la robustesse de la boucle 1

entŕees du satellite sont en fait appliquésu1 = (1 + ǫ1)u1 etu2 = (1 + ǫ2)u2. Cela revient̀a remplacer la
matriceB de la repŕesentation d’́etat par la matrice :

B =

[
1 + ǫ1 0

0 1 + ǫ2

]
.

Le polyn̂ome caract́eristique du système boucĺe s’́ecrit alorsp2+(2+ǫ1+ǫ2)p+1+ǫ1+ǫ2+(a2+1)ǫ1ǫ2.
D’après le crit̀ere d’Hurwitz, le syst̀eme est stable si les deux derniers coefficients du polynôme du second
ordre sont positifs. Si on considère qu’il y a incertitude sur une seule boucleà la fois, c’est-̀a-direǫ2 =
0 (respectivementǫ1 = 0), alors la stabilit́e de la boucle ferḿee est conservée pourǫ1 ∈] − 1, +∞[
(respectivementǫ2 ∈] − 1, +∞[). Ceci est coh́erent avec les marges de gain infinies. Il est cependant
plus ŕealiste de consid́erer des incertitudes intervenantsimultańementsur les deux boucles. Par exemple, si
ǫ1 = −ǫ2 alors le syst̀eme devient instable pour des valeurs faibles deǫ1 :

|ǫ1| >
1√

a2 + 1
≈ 0, 1.

En conclusion, une utilisation naı̈ve des marges de stabilité classiques (monovariables) ne permet pas
d’étudier correctement la robustesse des systèmes multivariables.

3.2 Etude de la robustesse en stabilité par le théorème du petit gain

3.2.1 Formalisation des incertitudes dynamiques̀a travers un exemple

Le mod̀eleGmod(jω) a ét́e obtenùa l’issue d’unéetape de mod́elisation et/ou d’identification. On peut
faire la comparaison de ce transfert avec une grandeur physique (par exemple, une massem) qui auraitét́e
détermińee lors d’une exṕerience de mesure. A cette mesure (mmes) est toujours associée une toĺerance (ǫ)
qui donne une estimation de l’intervalle où se situe la “vraie” valeur du paramètre physique,́etant entendu
qu’il est illusoire de la d́eterminer exactement. En fait, il existe un réelδm, tel que|δm| ≤ ǫ pour lequel on
am = mmes + δm. De ce fait, on a estiḿe les incertitudes liéesà la mesure de la masse.

On peut adopter une démarche similaire pour décrire les incertitudes liées au mod̀ele. SoitGreel(jω) la
fonction de transfert d́ecrivant exactement le système etGmod(jω) son mod̀ele, qui sera forćement entach́e
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d’incertitudes. Une façon d’évaluer la diff́erence entre le système ŕeel et son mod̀ele est d’introduire un
transfert stable∆(jω) tel que

Greel(jω) = Gmod(jω) + ∆(jω).

La quantit́e d’incertitude peut alorŝetreévalúee par un param̀etre ŕeelβ > 0 tel que pour toute pulsation
ω, |∆(jω)| ≤ β. Cette dernìere condition peut se réécrire‖∆‖∞ ≤ β. Le réel β correspond donc au
ǫ de l’exemple pŕećedent. Ce type d’incertitude est appelé incertitude additive. Gmod est souvent appelé
“syst̀eme nominal”. Dans le cas du système ḿecanique, d’apr̀es la figure 3.10 òu est repŕesent́e le module

. ✲✲ ✲

✲

❄++
y

Gmod

∆

u

FIGURE 3.14 – Incertitude additive

de∆(jω), on pourrait choisirβ de l’ordre de−44 dB.

Remarque Dans l’approche que l’on a choisi, on ay = Gmodu + ∆u. On peut essayer de motiver cela.
Supposons que l’on fasse une expérience sur le vrai système : en appliquant un signal d’entréeu, on obtient un signal
de sortieyreel. Soitymod = Gmodu. Alors, il y a deux causes possibles au fait queyreel 6= ymod :

1. pŕesence de perturbations non mesurées : dans ce cas-là, la différenceyreel − ymod est ind́ependante deu ;
2. le mod̀eleGmod ne mod́elise pas exactement le système ŕeelGreel : dans ce cas-là, la différenceyreel − ymod

dépend deu.

Certaines approches proposent de modéliser les incertitudes comme des signaux de perturbation.Elles ne sont pas
stricto sensus correctes car si la présence d’une incertitude peut déstabiliser un système boucĺe, ce n’est pas le cas
d’un signal de perturbation.

3.2.2 Analyse de la robustesse en stabilité à travers un exemple

Revenons̀a notre mod́elisation de l’incertitude par une incertitude additive. La difficulté ici est que seul
le param̀etreβ est connu. Tout ce que l’on sait sur la fonction de transfert∆(jω), c’est qu’elle est borńee
en module parβ. Pour garantir que le système ŕeel en boucle ferḿee (que l’on ne connaı̂t pas) est stable,
l’id ée est de d́emontrer que pour tout transfert stable∆(jω) dont la normeH∞ est inf́erieureà β, on a le
syst̀eme boucĺe repŕesent́e sur la figure 3.1 avecGmod(jω) qui est remplaće parGmod(jω) + ∆(jω) qui
est stable. Pouŕevaluer la stabilit́e de cet ensemble de systèmes en boucle ferḿee, il faut donc appliquer
le critère de Nyquist pour toutes les fonctions de transfert en boucle ouverte(Gmod(jω) + ∆(jω))K(jω)
obtenues par toutes les fonctions de transfert stables∆(jω) telle que|∆(jω)| ≤ β.

Une condition ńecessaire est que pour∆(jω) = 0, la condition du crit̀ere de Nyquist soit v́erifiée.
Pour assurer que, pour toutes les fonctions de transfert∆(jω), le syst̀eme boucĺe reste stable, il suffit de
vérifier que pour toutes les pulsationsω, les points(Gmod(jω) + ∆(jω))K(jω) ne recouvrent pas le point
(−1, 0).

Pour une pulsationω donńee, l’ensemble des points(Gmod(jω) + ∆(jω))K(jω) correspond̀a un
disque de centreGmod(jω)K(jω) et de rayonβ|K(jω)|, quand∆(jω) décrit l’ensemble des fonctions de
transfert stables dont la normeH∞ est inf́erieureà β. Il faut donc que ce disque ne recouvre pas le point
(−1, 0). Pour cela, il suffit d’assurer que la distance entre le point(−1, 0) et le pointGmod(jω)K(jω) est
suṕerieure au rayon du disque,à savoirβ|K(jω)|, soit :

∀ω, |1 +Gmod(jω)K(jω)| > β|K(jω)| ⇔ ∀ω,
∣∣∣∣

K(jω)

1 +Gmod(jω)K(jω)

∣∣∣∣ <
1

β
⇔ ‖KS‖∞ <

1

β
.

Il est int́eressant de voir que le système boucĺe se ŕeécrit comme la connexion de la fonction de transfert
KS avec la fonction de transfert∆ (voir la figure 3.16). Le système boucĺe est stable pour toute fonction
de transfert stable∆ telle que‖∆‖∞ ≤ β si et seulement si‖KS‖∞ < 1

β
.
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3.2.3 Th́eorème du petit gain

L’exemple pŕećedent est un cas particulier du théor̀eme du petit gain qui sera introduit page 70. Avant
de l’énoncer, il est ńecessaire de définir la stabilit́e plus pŕeciśement.

Stabilit é interne Le syst̀eme boucĺe repŕesent́e figure 3.18 est appelé syst̀eme(M,∆). Ce syst̀eme boucĺe
est ditstable de façon internesi la matrice de fonctions de transfert définie par :

[
q(s)
p(s)

]
=

[
(I −M(s)∆(s))−1 (I −M(s)∆(s))−1M(s)

(I −∆(s)M(s))−1∆(s) (I −∆(s)M(s))−1

] [
w1(s)
w2(s)

]

est stable (voir figure 3.17). De plus, on dit qu’une famille de systèmes est stable si chacun de ses membres
est stable.

Exercice Enoncer la ńegation de la stabilité d’une famille de systèmes.

∆

M

✲ ✲

❄✛

✻

✻

❄

✛

p

q
w1

w2

+

+

+ +

FIGURE 3.17 – Connexion deM avec∆

Théorème 3.2.1 (Th́eorème du petit gain) La famille des systèmes(M,∆) représent́es figure 3.18 est
stable pour toutes les (matrices de) fonctions de transfert stables∆ telles que‖∆‖∞ ≤ β (respectivement

‖∆‖∞ < β) si et seulement si‖M‖∞ < 1
β

(respectivement‖M‖∞ ≤ 1
β

).

M

✲

✛

∆

FIGURE 3.18 – Connexion deM avec∆

La démonstration du th́eor̀eme du petit gain est basée sur le crit̀ere de Nyquist dans le cas des systèmes
multivariables.
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Crit ère de Nyquist (cas multivariable) Dans le cas òu la matrice de fonctions de transfertL(jω) ne
poss̀ede pas de p̂oles imaginaires purs, le système boucĺe multivariable repŕesent́e figure 3.3 est stable si
et seulement si le tracé de la fonctiondet(I + L(jω)) quandω va de−∞ à+∞ ne coupe pas le point0
et l’encercle (dans le sens inverse des aiguilles d’une montre) un nombrede foiségal au nombre de pôles
instables deL(jω).

Remarque Si, dans le cas des systèmes monovariables, il est possible d’évaluer la robustesse graphiquement,
à partir du diagramme de Nyquist, il n’est pas possible de le faire directement dans le cas multivariableà partir du
traće dedet(I+L(jω)). Néanmoins, il peut̂etre misà profit pourétudier la robustesse via le théor̀eme du petit gain :
celui-ci est l’outil incontournable pour l’étude de la robustesse des systèmes multivariables.

Démonstration La démonstration est faite pour le premier cas, c’est-à-dire,‖∆‖∞ ≤ β et‖M‖∞ < 1
β

.

• Démontrons que si‖M‖∞ < 1
β

alors le syst̀eme(M,∆) est stable pour toutes les (matrices de)

fonctions de transfert stables∆ telles que‖∆‖∞ ≤ β. Pour cela, on choisit de faire un raisonnement par
l’absurde : supposons que‖M‖∞ < 1

β
et qu’il existe une fonction de transfert∆u telle que‖∆u‖∞ ≤ β

et telle que(M,∆u) est instable.

D’après le crit̀ere de Nyquist multivariable, le tracé dedet(I −M(jω)∆u(jω)) entoure au moins une fois
le point0.

Nous allonśetudier le traće dedet(I −M(jω)τ∆u(jω)) pour∀τ ∈ [0, 1]. Cetteétude permet d’analyser
la stabilit́e du syst̀eme boucĺe(M, τ∆u). La fonctionφω(τ) : τ 7→ det(I−M(jω)τ∆u(jω)) est continue.
Notons que

1. φω(0) = 1 : prendreτ = 0 revientà consid́erer le syst̀eme boucĺe (M, 0). Ce syst̀eme boucĺe est
stable puisqueM est stable.

2. φω(1) = det(I −M(jω)∆u(jω)) : prendreτ = 1 revientà consid́erer le syst̀eme boucĺe (M,∆u).
Ce syst̀eme boucĺe est instable, par hypothèse.

Comme la fonctionφω est continue, la courbe définie, pourω donńe, pardet(I −M(jω)τ∆u(jω)) pourτ
allant de 0̀a 1 est donc une courbe continue. La courbe définie pardet(I −M(jω)τ∆u(jω)) pourω allant
de−∞ à+∞, quand on fait allerτ de0 à 1 se d́eforme contin̂ument entre le point1 + 0j et le traće de
det(I −M(jω)∆u(jω)) (voir la figure 3.19). Par suite, il existe une courbe définie par une valeurτ deτ
qui va recouvrir le point 0, pour une valeurω de la pulsationω :

∃τ ∈]0, 1[, ∃ω, det(I −M(jω)τ∆u(jω)) = 0

Or, d’apr̀es la propríet́e introduite dans la remarque de la page 49, on adet(A+E) = 0 ⇒ σ(E) ≥ σ(A).
D’où, en utilisant cette propriét́e, avecA = I etE = M(jω)τ∆u(jω), on a

σ(M(jω)τ∆u(jω)) ≥ 1

soit, commeτ ∈]0, 1[,
σ(M(jω)∆u(jω)) ≥

1

τ
> 1

Or
σ(M(jω)∆u(jω)) ≤ σ(M(jω))σ(∆u(jω))

≤ ‖M‖∞‖∆u‖∞
< 1

D’où contradiction.

• (Réciproque) D́emontrons que si le système(M,∆) est stable pour toutes les (matrices de) fonctions
de transfert stables∆ telles que‖∆‖∞ ≤ β alors‖M‖∞ < 1

β
.
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FIGURE 3.19 – Traćes dedet(I −M(jω)τ∆u(jω)), ω allant de0 à+∞, pourτ allant de0 à1

Par l’absurde : supposons que pour tous les transferts∆ telles que‖∆‖∞ ≤ β, le syst̀eme(M,∆) est
stable et que‖M‖∞ ≥ 1

β
. Sous cette dernière condition, nous allons construire une fonction de transfert∆

telles que‖∆‖∞ ≤ β et le syst̀eme(M,∆) est instable, ce qui constituera la contradiction.

‖M‖∞ ≥ 1
β

⇒ supω σ(M(jω)) ≥ 1
β

⇒ ∃ω0 ∈ R
⋃{−∞,+∞} / σ(M(jω0)) ≥ 1

β

Soit la d́ecomposition en valeurs singulières deM(jω0) = UΣV ∗. Soitσ1 la plus grande valeur singulière
deM(jω0). On va chercher̀a construire une fonction de transfert∆ telle que‖∆‖∞ ≤ β et telle que :

∆(jω0) =
1

σ1
V




1 0 · · ·
0 0 · · ·
...

. .. .. .


U∗

Pour une telle fonction de transfert, on a, en utilisant le fait queU etV sont orthonormaux :

det(I −M(jω0)∆(jω0)) = det


I − UΣV ∗ 1

σ1V




1 0 · · ·
0 0 · · ·
...

. .. .. .


U∗




= det


I − U




1 0 · · ·
0 0 · · ·
...

. .. . . .


U∗




= 0

Par suite, pour une incertitude∆ ayant la valeur∆(jω0) définie ci-dessus, le système(M, ∆) n’est pas
stable puisque le tracé dedet(I −M(jω)∆(jω)) recouvre le point 0 pourω = ω0.

Construisons maintenant explicitement une fonction de transfert∆. Il faut distinguer deux cas.
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1. ω0 = 0 ouω0 = +∞ : U etV sont des matrices réelles carM(jω0) est une matrice réelle. Posons
alors, en notantu1 etv1 les deux premìeres colonnes deU etV :

∆(p) =
1

σ1
v1u

∗
1.

Alors ‖∆‖∞ = 1
σ1 ≤ β.

2. ω0 ∈]0; +∞[ : les vecteursu1 etv1 sont complexes. D’òu :

u∗1 =
[
u11e

jθ1 , . . . , u1pe
jθp

]
v1 =




v11e
jφ1

...
v1qe

jφq




avecu1i etv1i réels etθi, φi appartenant̀a l’intervalle[−π, 0]. Soientβi ≥ 0 etαi ≥ 0 tels que :

arg
(
βi − jω0
βi + jω0

)
= θi arg

(
αi − jω0
αi + jω0

)
= φi.

Ce sont des fonctions passe-tout car leur module estégalà 1, pour toute pulsationω. Posons

∆(p) =
1

σ1




v11
α1 − p
α1 + p

...

v1q
αp − p
αp + p




[
u11

β1 − p
β1 + p

, . . . , u1p
βp − p
βp + p

]

alors‖∆‖∞ ≤ β et

∆(jω0) =
1

σ1
V




1 0 · · ·
0 0 · · ·
...

. .. .. .


U∗

�

La plus grande valeur du scalaireβ telle que les conditions du Théor̀eme du petit gain sont satisfaites,
peutêtre consid́eŕee comme unemarge de stabilit́e. En effet, il s’agit d’un indicateur qui permet d’évaluer
la quantit́e maximale d’incertitude (mesurée par la normeH∞ de l’incertitude) sur le système pour laquelle
on peut garantir que le correcteur va stabiliser le système en boucle ferḿee.

3.2.4 Interprétation de la marge de module (cas monovariable SISO)

Grâce au th́eor̀eme du petit gain, il est possible d’interpréter la marge de module dans le cas des
syst̀emes monovariables. En début de chapitre, il áet́e vu qu’elle est́egaleà l’inverse de la normeH∞
de la fonction de sensibilitéS. Or d’apr̀es le th́eor̀eme du petit gain, si‖S‖∞ ≤ 1

β
alors le syst̀eme(S,∆)

est stable pour toutes incertitudes∆ telles que‖∆‖∞ < β. En posantβ = ∆M avec∆M qui repŕesente
la marge de module, on a donc ces deux inégalit́es qui sont v́erifiées. La fonction de transfert en boucle
ferméeS est la fonction de transfert entre la référencer et l’erreur de suivi de trajectoireǫ mais aussi entre
la perturbation de sortieb et la sortiey (voir figure 3.20). En connectant une incertitude∆ à l’entŕeeb et
à la sortiey de la fonction de sensibilité S, on obtient le système repŕesent́e figure 3.20, bas. D’après le
théor̀eme du petit gain, si‖∆‖∞ < ∆M alors le syst̀eme boucĺe repŕesent́e figure 3.20 est stable. Cela
correspond̀a la famille de syst̀emes̀a commander de la forme

G(p) =
Gmod(p)

(1−∆(p))
⇔ ∆(p) = −G(p)−1 −Gmod(p)

−1

Gmod(p)
−1 .

Ceci est appelée uneincertitude multiplicative inverse. La marge de module mesure donc la quantité maxi-
male d’erreur relative sur la fonction de transfert inverse du système pour laquelle le système boucĺe
repŕesent́e figure 2.4 reste stable. L’intér̂et de ce type d’incertitudes est d’obtenir des familles de fonctions
de transfert contenant des fonctions de transfert instables même si le syst̀emeGmod est stable (pourquoi ?).
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FIGURE 3.20 – Interpŕetation de la marge de module

3.2.5 Interprétation de la marge de module (cas multivariable MIMO)

Il faut noter un fait important : dans le cas de systèmes monovariables, il est possible de permuter le
produit de deux fonctions de transfert sans modifier le résultat final (GK = KG). Cette propríet́e n’est,
en ǵeńeral, pas vraie dans le cas de systèmes multivariables (GK 6= KG). La conśequence est qu’il est
possible de d́efinir plusieurs fonctions de sensibilité dans le second cas :

sensibilité en entŕeeSu = (I +KG)−1, en sortieSy = (I +GK)−1

sensibilité compĺementaire en entŕeeTu = (I +KG)−1KG, en sortieTy = (I +GK)−1GK

avecSu + Tu = I, Sy + Ty = I et GSu = SyG. Ces fonctions de transfert en boucle fermée sont
repŕesent́ees sur la figure 3.21. Notons que dans le cas SISO,Su = Sy = S etTu = Ty = T alors qu’en
géńeral dans le cas MIMO,Su 6= Sy etTu 6= Ty.

Exercice A partir de la figure 3.21,́etablir que dans cas multivariableSu = (I + KG)−1, Sy = (I +
GK)−1, Tu = (I +KG)−1KG etTy = (I +GK)−1GK.

GK✲ ✲ ✲❄

❄

✻
✲

✛

+ −+

−

+ +

r

b✻

u y

w

ǫSy ✲
❯

Ty

.......
❄
Su

☛
−Tu

❘

GSu

FIGURE 3.21 – Syst̀eme en boucle ferḿee MIMO
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L’interprétation de la marge de module permet de la définir proprement dans le cas des systèmes mul-
tivariables, via les fonctions de sensibilité Sy et Su. Elles permettent d’étudier la stabilit́e de la boucle

GmodK ✲✲
✻

+

−
✲

G

∆

Sy❄+ +
✲
y

b
✛

GmodK✲
✻

✲ ❄

−
✲

✻ǫ

∆

✻✻
Su

b

+

+

Greel

FIGURE 3.22 – Incertitudes multiplicatives inverses en sortie (en haut) et en entrée (en bas)

fermée en pŕesence d’une incertitude multiplicative inverse en sortie :G(p) = (I +∆(p))−1Gmod(p) et en
présence d’une incertitude multiplicative inverse en entrée :G(p) = Gmod(p)(I + ∆(p))−1. La premìere
peut mod́eliser des incertitudes sur les capteurs, la seconde sur les actionneurs.On peut donc d́efinir une
marge de module en entrée du syst̀eme comme l’inverse de‖Su‖∞ et une marge de module en sortie du
syst̀eme comme l’inverse de‖Sy‖∞. Dans le cas des systèmes monovariables, elles sontégales : assurer la
robustesse par rapportà des incertitudes en entrée du syst̀eme revient̀a assurer la robustesse par rapportà
des incertitudes en sortie du système. Dans le cas des systèmes multivariables, ce n’est pas toujours vrai.
En conclusion, pour l’́etude de la robustesse des systèmes multivariables, il est impératif d’étudierà la fois
les marges en entrée et en sortie du système.

Exercice On consid̀ere la commande de la vitesse de rotation décrite dans la sous section 3.1.3.

1. Calculer les matrices de fonctions de transfertSu etSy.

2. Calculer les valeurs singulières maximales et minimales deSu etSy en fonction de la pulsationω.

3. En d́eduire‖Su‖∞ et‖Sy‖∞.

4. En d́eduire les marges de module en entrée et en sortie. Application nuḿerique :a = 10.

3.3 Autres classes d’incertitudes

Il est possible de d́efinir un certain nombre de classes d’incertitudes, voir le tableau 3.1, page76. Dans
ce tableau, pour chaque classe d’incertitudes, est indiquée la (matrice de) fonction(s) de transfert corres-
pondante(s) pour l’application du théor̀eme du petit gain (ces fonctions de transfert ontét́e d́efinies page
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Type Syst̀eme incertain Incertitude mod́elisée M

Additif
direct . ✲✲ ✲

✲

❄++
y

Gmod

∆

u
Incertitudes paraḿetriques
Modes souples

KSy = SuK

Multiplicatif
direct en entŕee

Gmod

∆

.❄✲

✲

✲ ✲++
u y

Marges d’entŕee
Actionneurs incertains

Tu

Multiplicatif
direct en sortie

∆

Gmod
.❄

✲

✲✲ ✲+u y+ Marges de sortie
Capteurs incertains

Ty

Additif
inverse . ✲✲ ✲❄

✛

++
Gmod

yu

∆

Incertitudes paraḿetriques
Syst̀eme instable

GSu = SyG

Multiplicatif
inverse

en entŕee Gmod

∆

✲✲✲❄

✛

y+
+

u
Marges en entrée
Actionneurs incertains
Syst̀eme instable

Su

Multiplicatif
inverse

en sortie

∆

Gmod
✲✲❄

✛

✲ +
+

u y
Marges en sortie
Capteurs incertains
Syst̀eme instable

Sy

TABLE 3.1 – Différents types d’incertitudes non structurées
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74, figure 3.21). L’incertitude de type “additive directe” (que l’on a considéŕee pŕećedemment pour intro-
duire le th́eor̀eme du petit gain) permet de modéliser des incertitudes intervenant sur le système. Elle a
l’inconvénient d’̂etre une erreur absolue, c’est-à-dire qu’elle est d́efinie ind́ependamment du modèleGmod.
Or, par exemple, des grandeurs expérimentales (comme la valeur d’une résistance) sont fournies avec une
erreur relative et non absolue. On peut donc définir la famille des systèmes incertains par :

G(p) = Gmod(p)(1 + ∆(p)) ⇔ ∆(p) =
G(p)−Gmod(p)

Gmod(p)

où l’incertitude est normaliśee parGmod. On parle alors d’incertitude multiplicative directe.

Enfin, ce qu’il faut retenir, c’est que l’examen de la valeur de la normeH∞ des fonctions de transfert en
boucle ferḿee permet d’́evaluer diff́erentes marges de stabilité, suivant le type d’incertitudes considéŕe,
aussi bien dans le cas des systèmes monovariables que dans le cas des systèmes multivariables.

3.4 Mise en œuvre sur l’exemple du système ḿecanique

Revenons sur l’exemple du système ḿecanique, introduit section 3.1.2, page 63, dans le cas où le second
mode aét́e ńegligé. On suppose qu’un correcteurK a ét́e mis au point surGmod. On d́esire, en appliquant
les ŕesultats pŕećedents, s’assurer que le correcteur stabilise aussiGreel.

Dans un premier temps, l’erreur introduite par cette approximation aét́e mod́elisée par une erreur
absolue∆(jω) = Greel(jω)−Gmod(jω). Pour d́eterminer la “taille”β de cette incertitude, la normeH∞
de∆(p) est d́etermińee, soit graphiquementà partir de la figure 3.10, soit numériquement en utilisant la
fonctionnorm de laControl system toolbox sousMatlab. On obtientβ = −43, 7dB. D’après le
tableau 3.1, examiner la stabilité du syst̀eme boucĺe par rapport̀a une incertitude additive revientà examiner
la fonction de transfert en boucle ferméeM = KS. D’après le th́eor̀eme du petit gain, l’ensemble des
syst̀emes boucĺes obtenus quand∆ décrit l’ensemble des transferts stable de normeH∞ inférieureàβ est
stable si

‖KS‖∞ <
1

β
= 43, 7 dB.

Le traće du module deK(jω)S(jω) est repŕesent́e sur la figure 3.23. Il est clair que sa valeur maximale
n’excède jamais43, 7 dB (le calcul sousMatlab donne5, 26 dB). La condition donńee par le th́eor̀eme
du petit gain est donc vérifiée.
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FIGURE 3.23 – Module deK(jω)S(jω)
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Consid́erons maintenant le cas où l’erreur entre le mod̀eleGmod et le syst̀eme ŕeelGreel est mod́elisée
par une erreur relative :

∆(jω) =
Greel(jω)−Gmod(jω)

Gmod(jω)

ce qui correspond̀a une incertitude multiplicative. D’après la figure 3.11, le module de∆(jω) n’excède pas
la valeur de24, 4 dB. D’après le tableau 3.1 et le théor̀eme du petit gain, la stabilité sera garanti si

‖T‖∞ < −24, 4 dB.

Or ‖T‖∞ ≥ 1 (voir figure 3.24). Le th́eor̀eme du petit gain ne permet donc pas de conclure sur la stabilité.
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FIGURE 3.24 – Module deT (jω)

Les deux ŕesultats sont-ils contradictoires ?
Pour surmonter ce problème, un mode de description plus fin est introduit dans la section suivante.

3.5 Amélioration de la description des incertitudes par l’utilisation des pon-
dérations fréquentielles

Revenons sur l’exemple présent́e section 3.1.2, page 63, dans le cas par exemple de la modélisation de
l’incertitude par une incertitude de type additive (Greel(jω) = Gmod(jω)+∆(jω)). On a mesuŕe la “taille”
de l’incertitude par un param̀etreβ > 0, indépendant de la pulsationω (|∆(jω)| ≤ β). Dans ce cas-là,β
est de l’ordre de−44 dB. Comme on peut le voir sur la figure 3.25, c’est une description très grossìere.
Notamment, en basse pulsation, le module de l’erreur est inférieurà−70 dB et donc largement inférieurà
−44 dB. Ce mode de représentation de l’incertitude est donc très limit́e. En effet, il est clair qu’un mod̀ele,
qu’il soit obtenu par identification et/ou modélisation (physique), ne reflète qu’une partie des dynamiques
du syst̀eme mod́elisé. Dans le cas des systèmes lińeaires stationnaires, cela consisteà dire que la fonction
de transfert associée n’est repŕesentative du système physique que dans une certaine gamme de pulsations.
Par suite, l’incertitude líee à la mod́elisation∆(jω) présente une taille d́ependant ńecessairement de la
pulsationω.

Cette “taille” peutêtre caract́eriśee par une fonction de transfertW i(jω) stable, appeléepond́eration
et telle que∀ω, |Greel(jω) − Gmod(jω)| = |∆(jω)| ≤ |W i(jω)|. Un choix possible pour le module de
W i est repŕesent́e sur la figure 3.25. Il est clair qu’il permet une description plus fidèle car d́ependant de
la pulsationω. Cetteécriture revient̀a d́efinir l’ensemble des incertitudes comme l’ensemble des∆(jω) =
W i(jω)∆̃(jω), ∀ω avec|∆̃(jω)| ≤ 1 (soit‖∆̃‖∞ ≤ 1).
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FIGURE 3.25 – Module de l’erreur dans le cas d’un mode souple négligé et d’une erreur absolue

Dans le cas des systèmes multivariables, il peutêtre ńecessaire d’introduire deux matrices de fonctions
de transfertW i

1 etW i
2 pour d́efinir l’ensemble des incertitudes comme l’ensemble des matrices de fonctions

de transfert∆ telles que∆ = W i
1∆̃W i

2 avec‖∆̃‖∞ ≤ 1. Pour ce type de description de l’incertitude, il est
possible de d́eduire du th́eor̀eme du petit gain le corollaire suivant.

Théorème 3.5.1 (Th́eorème du petit gain avec pond́erations) Etant donńees deux matrices de fonctions
de transfert stables et inversiblesW i

1 et W i
2, la famille de syst̀emes bouclés d́ecrits figure 3.18 est stable

pour toutes les fonctions de transfert stables∆ telle que∆ = W i
1∆̃W i

2 avec‖∆̃‖∞ ≤ 1 si et seulement si
‖W i

2MW i
1‖∞ < 1.

Démonstration
Etablir la stabilit́e du syst̀eme boucĺe(M,∆) revientàétablir la stabilit́e du syst̀eme boucĺe(M,W i

1∆̃W i
2),

avec‖∆̃‖∞ ≤ 1, ce qui est́equivalent̀aétablir la stabilit́e du syst̀eme boucĺe(W i
2MW i

1, ∆̃). Par application
du th́eor̀eme du petit gain avecβ = 1, on obtient‖W i

2MW i
1‖∞ < 1.

�

Remarque Dans le cas òu ∆ est une fonction de transfert SISO, le théor̀eme du petit gain avec pondérations
peut se simplifier. En effet, la condition∆ = W i

1∆̃W i
2 avec‖∆̃‖∞ ≤ 1 peut se ŕeécrire|∆(jω)| ≤ |W i(jω)| avec

W i(jω) = W i
1(jω)W

i
2(jω). La condition‖W i

2MW i
1‖∞ < 1 s’écrit alors

∀ω, |W i(jω)| < 1

|M(jω)| .

On obtient donc :

∀ω, |∆(jω)| < 1

|M(jω)| .

Il suffit donc que pour chaque pulsationω le module deM(jω) soit inférieur au module de l’inverse de∆(jω).

Cette condition garantit que|M(jω)∆(jω)| < 1, ce qui implique que−M(jω)∆(jω) 6= −1. Il
faut se rappeler qu’une condition nécessaire pour que le système boucĺe oscilleà la pulsationω est que
−M(jω)∆(jω) = −1. La quantit́e 1/|M(jω)| peut donc s’interpr̀ete comme la quantité d’incertitude
minimale qui met le système boucĺe en oscillatioǹa la pulsationω.

Dans le cas d’incertitudes décrites par des pondérations d́ependant de la fréquence, la marge de stabilité
est maintenant fonction de la pulsationω. Par exemple, dans le cas où W i

1(p) = wi(p)I avecwi(p) une

fonction de transfert SISO et où W i
2 = I, la marge de stabilité peutêtre d́efinie par 1

|wi(jω)| pour toute

pulsationω.
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FIGURE 3.26 – Connexion deM avec∆

Mise en œuvre sur l’exemple du système ḿecanique Revenons sur l’exemple du système ḿecanique,
introduit section 3.1.2, page 63 et re-discuté section 3.4. La fonction de transfertW i définie par :

W i(p) =
162p(p+ 100)2(p+ 10)

(p+ 300)4

permet de borner l’erreur relative entre le modèleGmod et le syst̀eme ŕeelGreel, voir Figure 3.27.
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FIGURE 3.27 – Module de l’erreur relative dans le cas d’un mode souple négligé et borne

Sur la Figure 3.28, sont superposés le traće du module deT et de 1
W i en fonction de la pulsationω. Il

apparâıt que, pour toute pulsationω :

|T (jω)| < 1

|W i(jω)|
.



G. SCORLETTI ET V. FROMION VERSIONPROVISOIRE DU29 FÉVRIER 2016 81
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FIGURE 3.28 – Module deT (jω) et de 1
W i

Par application du th́eor̀eme du petit gain pondéŕe, on peut donc garantir la stabilité pour toute fonction de
transfertGreel telle que

∀ω,
∣∣∣∣
Greel(jω)−Gmod(jω)

Gmod(jω)

∣∣∣∣ ≤
1

|W i(jω)|
.

3.6 Exemple en forme d’exercice

Cet exemple pŕesente la mise en œuvre des outils présent́es dans ce chapitre afin d’étudier la stabilit́e de
l’asservissement en position d’un moteurà courant continu dont la constante de temps la plus petite aét́e
négligée. Il va permettre aussi d’illustrer les avantages et les limitations de différents types de modélisation
préćedemment introduites.

On consid̀ere l’asservissement de position d’un moteurà courant continu. Le correcteur obtenue est de
la forme :

K(p) = kc
p+ a

p

τ c1p+ 1

τ c2p+ 1
.

Pour obtenir ce correcteur, le modèle suivant áet́e utilisé :

Gmodele(p) =
k

p(τ1p+ 1)
. (3.5)

En ŕealit́e, on peut consid́erer que le système est un système du second ordre, de la forme :

Greel(p) =
k

p(τ1p+ 1)(τ reel2 p+ 1)
(3.6)

où la constanteτ reel2 est ind́etermińee : la seule information disponible est queτ reel2 ∈ [0, τmax
2 ]. En

introduisant l’ensemble

G(τmax
2 ) =

{
G(p) tel que G(p) =

k

p(τ1p+ 1)(τ2p+ 1)
, τ2 ∈ [0, τmax

2 ]

}

tout ce que l’on sait, c’est queGreel est unélément de cet ensemble. L’objectif est de vérifier que le
correcteurK(p) préćedemment mis au point peut stabiliser le système ŕeel. Vue l’information dont on
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dispose (le système ŕeel est de la forme (3.6), avecτ2 ∈ [0, τmax
2 ]), pour garantir la stabilité pour le

syst̀eme ŕeel, cela revient̀a tester que la stabilité de la boucle est conservée lorsqueGmodele(p) est remplaće
par unélément quelconqueG(p) deG(τmax

2 ). Pour les applications nuḿeriques, on prendrak = 41, 25,

τ1 =
1

66, 9 et τmax
2 = 10−3, kc = 0, 457, a = 20, τ c1 = 0 et τ c2 = 1

300 .
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FIGURE 3.29 – Traćes de diagrammes de Nyquist deG(jω)K(jω) avecτ2 prenant un ensemble fini de
valeurs dans l’intervalle[0, τmax

2 ]

Une premìere approche naı̈ve consistèa tracer le diagramme de Nyquist deG(jω)K(jω) pour un
ensemble fini d’́elémentsG de G(τmax

2 ). On obtient le faisceau de tracés repŕesent́e sur la figure 3.29.
Pour en d́eduire la stabilit́e des boucles ferḿees constitúees par le bouclage deK sur un ensemble fini
d’élémentsG deG(τmax

2 ), on peut appliquer le critère de Nyquist̀a tout le faisceau de courbes et prouver
ainsi la stabilit́e du nombre fini de systèmes boucĺes que l’on a consid́eŕe. En toute rigueur, la stabilité des
boucles ferḿees constitúees par leśelémentsG deG(τmax

2 ) qui n’ont paśet́e consid́eŕes pour les traćes de
la figure 3.29 n’a paśet́e prouv́ee.

Puisque le crit̀ere de Nyquist repose sur le tracé fréquentiel deGK dans le plan complexe pourG
décrivantG(τmax

2 ), il est naturel de se demander quelle zone du plan complexe est décrite parGK, G
variant dansG(τmax

2 ), pour une pulsationω donńee, c’est-̀a-dire,τ2 ∈ [0, τmax
2 ] quel est l’ensemble des

points d́efinis par les nombres complexes :

G(jω)K(jω) =
kK(jω)

jω(τ1jω + 1)

1

τ2jω + 1
.

Or pourθ ∈ [0, +∞], 1
jθ + 1

décrit un demi cercle de rayon12 et de centre(+1
2 , 0). Par suite, pourτ2 ∈

[0, τmax
2 ], 1

τ2jω + 1 décrit un arc de cercle. Par suite,G(jω)K(jω) est obtenu en multipliant 1
τ2jω + 1 par

le nombre complexe
kK(jω)

jω(τ1jω + 1)
(qui est ind́ependant deτ2), ce qui revient̀a oṕerer une rotation et une

homoth́etie de centre 0. Pourτ2 ∈ [0, τmax
2 ], G(jω)K(jω) (etG(jω)) décrivent donc des arcs de courbe.

Nous allons voir comment les outils présent́es dans ce chapitre permettent dans certains cas de prouver
la stabilit́e des boucles ferḿees pour tous leśeléments deG(τmax

2 ). Pour cela, nous allons utiliser différents
types de mod́elisation des incertitudes introduites dans ce chapitre. C’est ainsi l’occasion de comprendre
leurs int́er̂ets respectifs ainsi que leurs limitations.
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3.6.1 Choix d’un type d’incertitudes

Incertitudes additives, sans pond́eration fr équentielle (gabarit) pour cela, on d́efinit l’ensemble :

Gadd(βadd) =
{
G(p) | ∃ ∆̃, ‖∆̃‖∞ ≤ βadd et G(p) = Gmodele(p) + ∆̃(p)

}
.

Modéliser l’ensemble des transferts qui nous intéressent par une incertitude de type additif sans pondération
revientà chercher l’ensembleGadd(βadd) de plus petite dimensionβadd tel que :

∀ τ2 ∈ [0, τmax
2 ], G(p) =

k

p(τ1p+ 1)(τ2p+ 1)
∈ Gadd(βadd),

c’est-̀a-dire
G(τmax

2 ) ⊂ Gadd(βadd). (3.7)

Rechercher le plus petit ensemble se traduit ici par le choix deβadd le plus faible possible.

Montrer queβadd = kτmax
2 .

Avec l’introduction de cet ensemble de fonctions de transfert, on va remplacer l’étude de la stabilité de
tous les syst̀emes en boucle ferḿee constitúes par le bouclage deK(p) surG(p) appartenant̀aG(τmax

2 ) par
celui de ceux constitúes par le bouclage deK(p) surG(p) appartenant̀aGadd(βadd). Du fait de l’inclusion
(3.7), si la stabilit́e est d́emontŕee pour l’ensembleGadd(βadd), elle le sera pour l’ensembleG(τmax

2 ).

Que peut-on dire si on d́emontre que la stabilité n’est pas assurée pour l’ensembleGadd(βadd), c’est-
à-dire qu’il existe au moins uńelémentG(p) ∈ Gadd(βadd) tel que la boucle ferḿee correspondante est
instable ?

Il est int́eressant de rechercher une interprétation ǵeoḿetrique de l’inclusion (3.7). Pour cela, on va
se placer dans le plan complexe età une pulsation donnéeω repŕesenter les ensembles{G(jω) | G ∈
G(τmax

2 )} et {G(jω) | G ∈ Gadd(βadd)}. Le second ensemble admet une interprétation ǵeoḿetrique
simple puisque si

{G(jω) | G ∈ Gadd(βadd)} = {G(jω) | ∃∆(jω), |∆(jω)| ≤ βadd, G(jω) = Gmod(jω) + ∆(jω)}

= {G(jω) | |G(jω)−Gmod(jω)| ≤ βadd}

Pour une pulsationω donńee, la repŕesentation dans le plan complexe de{G(jω) | G ∈ Gadd(βadd)}
correspond donc au disque de centreGmod(jω) et de rayonβadd. On a vu que, pour une pulsationω
donńee,{G(jω) | G ∈ G(τmax

2 )} correspond dans le plan complexeà un arc de cercle (voir figure 3.30).
La figure 3.31 pŕesente cette représentation pour plusieurs pulsations.

De ces figures, il est clair que{G(jω) | G ∈ Gadd(βadd)} est largement plus grand que l’ensemble
{G(jω) | G ∈ G(τmax

2 )}. Par suite, il est plus difficile d’assurer la stabilité de tous les systèmes en
boucle ferḿee constitúes par le bouclage deK(p) sur G(p) appartenant̀a Gadd(βadd) que d’assurer la
stabilit́e de ceux constitúes par le bouclage deK(p) surG(p) appartenant̀aG(τmax

2 ) car on ŕeclame que le
syst̀eme boucĺe soit stable pour un nombre important d’élémentsG(p) qui appartiennent̀aGadd(βadd) sans
appartenir̀aG(τmax

2 ) (ceci est visible sur la figure 3.30).

On voit ici que l’on a int́er̂et à choisir le plus petit ensembleGadd(βadd) contenantG(τmax
2 ), donc pour

une pulsationω donńeeà rechercher le plus petit disque défini par{G(jω) | G ∈ Gadd(βadd)} qui contienne
l’arc défini par les{G(jω) | G ∈ G(τmax

2 )}. Pour cela, le choix du “centre” du disque est important : il a
ét́e priségalàGmod, ce qui correspond pour une pulsationω donńeeà choisir une des extrémit́es de l’arc.
C’est un choix motiv́e par le fait qu’il correspond au modèle qui a servi de basèa la synth̀ese du correcteur.
Mais, pour ce qui est l’analyse de la robustesse, ce choix est mauvais puisque si le centre du disque avait
ét́e choisi en n’importe quel point de l’arc, le disque obtenu auraitét́e plus petit.

D’autre part, si on examine les disques obtenus pour des pulsationsω faibles (voir la figure 3.31), en
imposant la contrainte que le centre du disque està l’extrémit́e de l’arc, on obtient (̀a peu pr̀es) le plus petit
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disque. Par contre, si l’on se place aux hautes pulsations, on constate que ce n’est plus le cas. Par suite, l’uti-
lisation d’une incertitude additive n’est (relativement) pertinente que sur une gamme de pulsations (basses
pulsations). Cela vient du fait que le rayon des disques est indépendant de la pulsationω. L’introduction
d’une pond́eration fŕequentielle va nous permettre de rendre ce rayon dépendant de la pulsationω et donc
d’obtenir des disques de dimension plus faible.

Incertitudes additives, avec pond́eration fr équentielle (gabarit) pour cela, on d́efinit l’ensemble :

Gadd(Wadd) = {∃ ∆ | ‖∆‖∞ ≤ 1 et G(p) = Gmodele(p) +Wadd(p)∆(p)} .

Modéliser l’ensemble des transferts qui nous intéressent par une incertitude de type additif revientà cher-
cher le plus petit ensembleGadd(Wadd) tel que :

∀ τ2 ∈ [0, τmax
2 ], G(p) =

k

p(τ1p+ 1)(τ2p+ 1)
∈ Gadd(Wadd).

Rechercher le plus petit ensemble se traduit ici par le choix du transfertWadd posśedant pour chaque
pulsationω le module|Wadd(jω)| le plus faible possible.

Montrer que

Wadd(p) =
kτmax

2

(τ1p+ 1)(τmax
2 p+ 1)

.

Comme pŕećedemment, avec l’introduction de cet ensemble de fonctions de transfert, onva rempla-
cer l’étude de la stabilité de tous les systèmes en boucle ferḿee constitúes par le bouclage deK(p) sur
G(p) appartenant̀aG(τmax

2 ) par celui de ceux constitués par le bouclage deK(p) surG(p) appartenant̀a
Gadd(Wadd). Nous avons ici :

{G(jω) | G ∈ Gadd(Wadd)} = {G(jω) | |G(jω)−Gmod(jω)| ≤ |Wadd(jω)|}.

Par suite, pour une pulsationω donńee, la repŕesentation dans le plan complexe de{G(jω) | G ∈
Gadd(Wadd)} correspond donc au disque de centreGmod(jω) et de rayon|Wadd(jω)|. Contrairement au cas
préćedent, le rayon du disque dépend ici de la pulsationω. La figure 3.32 pŕesente pour plusieurs pulsations
ω les ensembles{G(jω) | G ∈ Gadd(Wadd)} et{G(jω) | G ∈ G(τmax

2 )}.

On constate qu’en imposant la contrainte que le centre du disque està l’extrémit́e de l’arc, on obtient
pour toutes les pulsations le plus petit disque. L’intér̂et de moduler la taille de l’incertitude en fonction de
la pulsationω apparâıt ici clairement.

Maintenant, ce sont les incertitudes multiplicatives qui sont examinées.

Incertitudes multiplicatives, sans pond́eration fr équentielles (gabarit) pour cela, on d́efinit l’en-
semble :

Gmul(βmul) =
{
∃ ∆̃ | ‖∆̃‖∞ ≤ βmul et G(p) = Gmodele(p)(1 + ∆̃(p))

}
.

Modéliser l’ensemble des transferts qui nous intéressent par une incertitude de type multiplicatif sans
pond́eration revient̀a chercher le plus petit ensembleGmul(βmul) tel que :

∀ τ2 ∈ [0, τmax
2 ], G(p) =

k

p(τ1p+ 1)(τ2p+ 1)
∈ Gmul(βmul)

Rechercher le plus petit ensemble se traduit ici par le choix deβmul le plus faible possible.

Montrer queβmul = 1.

Nous avons ici :

{G(jω) | G ∈ Gmul(βmul)} = {G(jω) | |G(jω)−Gmod(jω)| ≤ βmul|Gmod(jω)|}.
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Par suite, pour une pulsationω donńee, la repŕesentation dans le plan complexe de{G(jω) | G ∈
Gmul(βmul)} correspond donc au disque de centreGmod(jω) et de rayonβmul|Gmod(jω)|. La figure
3.33 pŕesente pour plusieurs pulsationsω les ensembles{G(jω) | G ∈ Gmul(βmul)} et {G(jω) | G ∈
G(τmax

2 )}.

On constate que pour les hautes pulsations, sous la contrainte que le centreest prisà l’extrémit́e de l’arc,
les disques obtenus sont les plus petits, ce qui n’est pas le cas en basses pulsations. Comme dans le cas de
l’incertitude additive, on va voir que ceux-ci sont obtenus pour toutes les pulsations avec l’introduction
d’une pond́eration fŕequentielle bien choisie.

Incertitudes multiplicatives, avec pond́eration fr équentielle (gabarit) pour cela, on d́efinit l’ensemble :

Gmul(Wmul) = {∃ ∆ | ‖∆‖∞ ≤ 1 et G(p) = Gmodele(p)(1 +Wmul(p)∆(p))} .
Modéliser l’ensemble des transferts qui nous intéressent par une incertitude de type multiplicatif avec
pond́eration revient̀a chercher le plus petit ensembleGmul(Wmul) tel que :

∀ τ2 ∈ [0, τmax
2 ], G(p) =

k

p(τ1p+ 1)(τ2p+ 1)
∈ Gmul(Wmul).

Rechercher le plus petit ensemble se traduit ici par le choix du transfertWmul posśedant pour chaque
fréquenceω le module|Wmul(jω)| le plus faible possible.

Montrer que

Wmul(p) =
τmax
2 p

τmax
2 p+ 1

.

Nous avons ici :

{G(jω) | G ∈ Gmul(βmul)} = {G(jω) | |G(jω)−Gmod(jω)| ≤ |Wmul(jω)G(jω)|}.
Par suite, pour une pulsationω donńee, la repŕesentation dans le plan complexe de{G(jω) | G ∈
Gmul(βmul)} correspond donc au disque de centreGmod(jω) et de rayon|Wmul(jω)G(jω)|. En notant
queWmul(jω)Gmod(jω) = Wadd(jω), on obtient donc les m̂emes disques que ceux obtenus dans le cas
d’une incertitude additive avec pondération fŕequentielle.

En résuḿe On constate que l’utilisation d’incertitudes additives sans pondération fŕequentielle est adaptée
à la description d’incertitudes en basses pulsations alors que l’utilisation d’incertitudes multiplicatives sans
pond́eration fŕequentielle est adaptéeà la description d’incertitudes en hautes pulsations8. L’introduction
dans les deux cas d’une pondération fŕequentielle permet de décrire des incertitudes sur toute la gamme de
pulsations. De plus, le choix du modèle nominal (“centre”) est important sur la finesse de la description
de l’incertitude : ici, le mod̀ele nominalGmod qui apparâıt “naturellement” n’est pas le plus adapté. La
description de l’incertitudéetant faite, la stabilit́e du syst̀eme boucĺe peutêtre maintenant analysée.

3.6.2 Analyse de la robustesse en stabilité

En utilisant les classes d’incertitudes introduites dans la sous section préćedente et par application du
théor̀eme du petit gain et du théor̀eme du petit gain avec pondération,étudier la stabilit́e du syst̀eme boucĺe
à partir des traćes fŕequentiels repŕesent́es sur la figure 3.34.

3.7 Exercices

Exercice 1

On consid̀ere le syst̀eme en boucle ferḿee repŕesent́e figure 3.1 (page 57), dont le module de quatre
fonctions de transfert en boucle fermée sont repŕesent́ees figure 3.35. On désireétudier la robustesse de
cette boucle ferḿee. Soit la fonction de transfertW (p) =

p
(p+ 1)(10−3p+ 1)

.

8. Cette propríet́e est líee au fait que le systèmeGmod est de gain important en basses pulsations et faibles en hautes pulsations.
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1. En supposant que l’erreur absolue entre le système ŕeel et le mod̀ele est borńee parW (p) :

∀ω, |Greel(jω)−Gmod(jω)| ≤ |W (jω)|

peut-on garantir la stabilité du syst̀eme boucĺe ŕeel ? Justifier.

2. En supposant que l’erreur relative entre le système ŕeel et le mod̀ele est borńee parW (p) :

∀ω,
∣∣∣∣
Greel(jω)−Gmod(jω)

Gmod(jω)

∣∣∣∣ ≤ |W (jω)|

peut-on garantir la stabilité du syst̀eme boucĺe ŕeel ? Justifier.

Exercice corrigé : analyse de la robustesse d’un système boucĺe

On consid̀ere qu’un syst̀eme en boucle ouverte est décrit par la fonction de transfert :

Greel(p) =
k

τp+ 1
. (3.8)

Le param̀etreτ est suppośe parfaitement d́etermińe. Par contre, le param̀etrek est seulement connu ap-
partenir à l’intervalle [kmin, kmax], aveckmin ≤ kmax. L’objectif est de garantir que pour certaines
valeurs dekmin et kmax à d́eterminer, le rebouclage deGreel(p) par un gain−1 est bien stable pour tout
k ∈ [kmin, kmax] (voir la figure 3.36).

Gmodele

∆
✲

✲
❄−1✲ ✲ + +

FIGURE 3.36 – Syst̀eme en boucle ferḿee

Pour cela, on choisit pour modèle :

Gmodele(p) =
kmax + kmin

2(τp+ 1)
. (3.9)

On cherchèa mod́eliser l’incertitude sur le param̀etrek par uneincertitude multiplicative, sans pondération
(gabarit)sur la fonction de transfertGmodele(p). Pour cela, on d́efinit l’ensemble suivant :

Gmul(βmul) =
{
G̃(p) | ∃ ∆̃, ‖∆̃‖∞ ≤ βmul et G̃(p) = Gmodele(p)(1 + ∆̃(p))

}
.

Modéliser l’ensemble des transferts (3.8) par une incertitude de type multiplicatif sans pond́eration revient
à chercher le plus petit ensembleGmul(βmul) tel que :

∀ k ∈ [kmin, kmax], Greel(p) =
k

τp+ 1
∈ Gmul(βmul). (3.10)

1. Rechercher le plus petit ensembleGmul(βmul), c’est-̀a-dire rechercherβmul le plus faible possible de
façonà vérifier la relation (3.10).

2. On consid̀ere maintenant le système boucĺe repŕesent́e sur la figure 3.36. En appliquant le théor̀eme
du petit gain, trouver les meilleurs valeurs possibles dekmin et dekmax pour lesquelles la stabilité de
la boucle ferḿee est garantie. On rappelle que dans le cas d’une incertitude multiplicative,la fonction
de transfert en boucle ferḿee impliqúee est la fonction de sensibilité compĺementaireT qui vaut ici

T (p) =
Gmodele(p)

1 +Gmodele(p)
.

3. Par une ḿethode directe, trouver l’ensemble desk pour lesquels les systèmes de la forme (3.8) sont
stables. Le comparerà l’ensemble obtenùa la question pŕećedente. Que constatez-vous ? Le résultat
est-il étonnant ?
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Solution

1. Greel(p)−Gmodele(p) = Gmodele(p)
2k − (kmax + kmin)

kmax + kmin
. Or

∀ k ∈ [kmin, kmax],

∣∣∣∣
2k − (kmax + kmin)

kmax + kmin

∣∣∣∣ ≤
kmax − kmin

kmax + kmin

D’où,βmul =
kmax − kmin
kmax + kmin

.

2. D’apr̀es le th́eor̀eme du petit gain, le système boucĺe est stable si‖T‖∞ < 1
βmul

. Or, commeT (p) =

kmax + kmin
2τp+ 2 + kmax + kmin

, ‖T‖∞ = kmax + kmin
2 + kmax + kmin

dans le cas òu T est stable, c’est-à-dire dans

le cas òu 2 + kmax + kmin > 0. D’où, on doit avoir

kmax + kmin

2 + kmax + kmin
<

kmax + kmin

kmax − kmin
,

soitkmin > −1.

3. Le polyn̂ome caract́eristique du système boucĺe étantτp + 1 + k, il sera stable si et seulement si
k > −1. On retrouve le m̂eme ŕesultat que pŕećedemment, ce qui estétonnant car dans la question
préćedente, on a d́emontŕe la stabilit́e pour tout l’ensembleG. Cela revient notammentà supposer
qu’en plus des incertitudes sur le paramètrek, il existe des incertitudes dynamiques.

3.8 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons vu que l’étude de la robustesse d’un système boucĺe peut se ramenerà une
contrainte sur la normeH∞ d’une fonction de transfert en boucle fermée pond́eŕee. L’étude a simplement
port́e sur l’́etude de la robustesse en stabilité. L’étude de la robustesse en performance sera présent́ee dans
le chapitre 7, section 7.5.

Tout ce qui áet́e écrit dans le chapitre 2 et dans ce chapitre relève de l’analyse, c’est-à-dire que l’on a
recherch́e les conditions que devait vérifier un correcteur pour effectivement remplir un cahier des charges,
aussi bien pour la formalisation de la performance (voir le chapitre 2) que pour l’étude de la robustesse
(voir le chapitre pŕesent). Ce qui est remarquable, c’est que, dans les deux cas, cela s’ écrit avec le m̂eme
type de crit̀eres math́ematiques : performance et robustesse seront assurées si la normeH∞ des fonctions
de transfert du système boucĺe (avecGmod) augment́ees de pond́erations fŕequentielles est inférieureà1.

Ce qui suit maintenant est le fruit du travail de recherche effectué dans les anńees 80 et porte sur
la recherche d’un correcteur remplissant effectivement les critères ainsi obtenus, critères qui refl̀etent les
contraintes du cahier des charges.



Chapitre 4

Synthèse de correcteurs par la ḿethodeH∞

4.1 Un exemple introductif : Commande d’une injection de moteur diesel

Le probl ème de commande La modification de la ĺegislation et les exigences des consommateurs ont
ameńe les constructeurs automobilesà aḿeliorer les moteurs et notamment leur injection. En effet, les
normes anti-pollutions, le prix du carburant et les demandes des consommateurs en matìere de performance
rendent indispensable l’injection d’une quantité relativement pŕecise de carburant.

FIGURE 4.1 – Injection d’un moteur diesel

Le syst̀emeà commander est donc une injection de carburant pour un moteur diesel. Le dispositif est
illustré par la figure 4.1. Le carburant (fuel) alimente la chambre de compression(pressure chamber) où il est
compriḿe par la came (dans la phase de compression du moteur bien sûr !) Sa mise sous pression le pousse
par l’injecteur (nozzle) dans la chambre de combustion du moteur. Dans cettechambre de compression,
une fuite (spill) existe. Elle est ouverte (fermée) par une sorte d’anneau (metering sleeve) qui translate de
droite à gauche (de gaucheà droite). Cela permet de commander la quantité de carburant entrant dans la
chambre de combustion. Le déplacement de l’anneau est commandé via un bras de levier par un solénöıde.
On va donc agir sur le courant envoyé dans ce dernier. La position de l’anneau est mesurée par un capteur
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de position (position sensor) placé pr̀es de l’actionneur. C’est cette position qui vaêtre command́ee1.

Les sṕecifications que doit satisfaire le système en boucle ferḿee peuvent se traduire par un cahier
des charges concernant l’asservissement de la position de l’anneau.En fait, on cherche un correcteur qui
permette de remplir les spécifications suivantes :

1. Suivi de signaux eńechelon ;

2. Rapidit́e de la ŕeponse (0.2 s) ;

3. Fonctionnement pour plusieurs températures (0˚, 25˚ et 60˚) ;

De plus, on devra pour des raisons d’implémentation rechercher un asservissement de faible complexité.

Principe de la synth̀ese de l’asservissementLes sṕecifications de performance (spécifications 1 et 2),
robustesse (spécification 3) et simplicit́e (faible complexit́e de l’asservissement) du cahier des charges
sont traduites en un critère math́ematiqueH∞ à minimiser. L’asservissement est obtenu par minimisation
numérique (quelques secondes sur PC) par application d’un algorithme qui sera d́etaillé dans la suite. Mais
pour cela, il est ńecessaire de disposer d’un modèle.

Modèle du syst̀eme Le comportement de l’injection pourraitêtre consid́eŕe comme lińeaire si le carburant
qui baigne tout le dispositif n’avait pas une viscosité fluctuant fortement avec la température. Les informa-
tions dont on dispose sur le système sont obtenues par identification de 3 modèles lińeaires stationnaires
G00(p), G25(p) etG60(p) pour les temṕeratures de 0˚, 25˚ et 60˚ :

G00(p) =
−1.736× e−2p2 + 493, 9p− 3.137× 105

p3 + 98, 34p2 + 9223p+ 8.771× 104

G25(p) =
5, 5p2 + 400p− 4, 4× 105

p3 + 93, 7p2 + 9520p+ 1, 21× 105

G60(p) =
4, 677p2 − 286p− 5, 05× 105

p3 + 91, 53p2 + 104p+ 1, 72× 105

On d́ecide de tenir compte de ces trois modèles en d́efinissant un mod̀ele d’incertitude additive correspon-
dantà un ensemble de systèmesG(p) tels que :

G(p) = G25(p) + ∆(p)

où ∆(p) est caract́eriśe par un transfertW∆(jω) tel que|∆(jω)| ≤ |W∆(jω)|. Ici, W∆(jω) est choisi tel
que : 




|G00(jω)−G25(jω)| ≤ |W∆(jω)|

|G60(jω)−G25(jω)| ≤ |W∆(jω)|
voir les courbes représent́ees figure 4.2.

Construction du crit ère La premìereétape est de formaliser le cahier des charges en se basant sur la
démarche introduite dans les chapitres préćedents.

D’après le chapitre 2, page 11, lessṕecifications de performance 1 et 2se traduisent comme une
contrainte sur la fonction de transfertS qui relie le signal de ŕeférence au signal d’erreur de suivi de
trajectoires, contrainte définie par une pond́erationW1 = WǫWr où les fonctionsWǫ et Wr permettent
de d́ecrire l’ensemble des signaux de référence et d’erreur de suivi de trajectoires du cahier des charges
(voir page 15). Dans le cas de signaux de référence en forme d’échelon, on avait vu que l’on pouvait choi-

sir W1(p) = k
p+ ǫ . Le termeǫ permet de contraindre l’erreur statique et le termek de mettre une borne

inférieure sur la pulsationωS , à laquelle le module de la fonction de sensibilitéS coupe l’axe0dB, permet-
tant ainsi d’imposer un temps de réponse maximal. D’autre part, dans le chapitre 3, il aét́e vu que l’inverse

1. Ce probl̀eme est extrait deApplication of H-infinity Design to Automotive Fuel Control, Nippondenso Co. (premier
équipementier automobile japonais) et Nagoya University
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FIGURE 4.2 – Traće de|G00(jω)−G25(jω)| et de|G60(jω)−G25(jω)| en fonction de la pulsationω
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FIGURE 4.3 – Sch́ema en boucle ferḿee
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de la marge de module est donné par‖S‖∞. Pour imposer une marge de module minimale∆Mmin, il est
donc ńecessaire que‖S‖∞ ≤ 1

∆Mmin
, donc de limiter le module de la fonction de sensibilité. Par suite,

on est ameńe à contraindre le module de la fonction de sensibilitéS par une pond́erationW1 qui reflèteà
la fois la sṕecification de performance et la spécification de robustesse. Par suite, cela revientà choisir une
pond́erationW1 de la forme :

W1(p) =
G∞

√
|G2

0 − 1|p+G0ω
c
W1

√
|G2∞ − 1|

√
|G2

0 − 1|p+ ωc
W1

√
|G2∞ − 1|

où G0 = |W1(0)|, G∞ = limω→∞ |W1(jω)| (avec (G0 − 1)(G∞ − 1) < 0 et ωc
W1

> 0 tel que
|W1(jω

c
W1

)| = 1). Un exemple typique de pondérationW1 est donńe figure 4.4. Comme cela áet́e vu
dans le chapitre 2,|S(0)| donne l’erreur statique de la réponse du système en boucle ferḿeeà unéchelon
de ŕeférence. Avec ce choix de pondérationW1, on a :

1. |S(0)| ≤ 1
G0

: G0 permet donc de contraindre|S(0)|, soit l’erreur statique ;

2. ωc
W1

≤ ωc
S où ωc

S est la pulsation de coupure2 de la fonction de transfertS : la rapidit́e étant relíee
à l’étendue de la gamme de pulsation[0, ωc

S ], le choix deωc
W1

impose une borne inférieure surωc
S

donc une rapidit́e minimale ;

3. ‖S‖∞ ≤ 1
G∞

: G∞ est une borne supérieure sur la marge de module.

Consid́erons lasṕecification 3. D’après la discussion préćedente, on va chercherà stabiliser les trois
mod̀eles en utilisant un modèle d’incertitude additive qui d́efinit une famille de mod̀eles les contenant.
Cette famille d’incertitudes est caractériśee par la pond́eration fŕequentielleW∆. D’après les ŕesultats du
chapitre 3 (par application du théor̀eme du petit gain avec pondération, dans le cas d’une incertitude additive
c’est-̀a-direM = KS), la stabilit́e robuste sera assurée si‖W∆KS‖∞ < 1.

D’autre part, il est aussi nécessaire de contraindre le module deKS pour limiter l’énergie de commande
et l’amplification des bruits de mesure (voir chapitre 2). Pour ces deux exigences,KS doit être une fonction
de transfert passe-bas, avec une pulsation de coupure la plus bassepossible. On choisit donc une pondération
W2 qui va contraindre (via son inverse)KS (contrainte de la forme‖W2KS‖∞ < 1) telle que :

2. Pour simplifier l’expośe, on la supposera unique.



VERSIONPROVISOIRE DU29 FÉVRIER 2016 95
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FIGURE 4.5 – Module de l’inverse deW2

1. |W2(jω)| ≥ |W∆(jω)| ;
2. 1

W2
est une fonction de transfert passe bas (en fait,|W2(jω)| ≥ |Wu(jω)Wr(jω)|).

PourW2, on peut choisir la m̂eme structure que pourW1. Une forme typique de l’inverse deW2 est
repŕesent́ee figure 4.5.

En ŕesuḿe, chercher un correcteurK(p) qui satisfait au cahier des charges revientà rechercher une
fonction de transfertK(p) telle que :

‖W1S‖∞ ≤ 1 (4.1)

et telle que :
‖W2KS‖∞ ≤ 1. (4.2)

Malheureusement, il n’existe pas d’algorithme qui résolve de façon satisfaisante ce problème (c’est-̀a-dire
que programḿee sur un calculateur, une solution est obtenue en un temps raisonnable enfonction de la
taille du probl̀eme)3. Par contre, un algorithme simple permet de résoudre le problème suivant : trouver
une fonction de transfertK(p) telle que :

∥∥∥∥
[

W1S
W2KS

]∥∥∥∥
∞

≤ 1 (4.3)

D’après les propríet́es de la normeH∞ présent́ees dans la sous section 2.9, page 37, la condition (4.3) im-

✻

✲
k1

k2

FIGURE 4.6 – carŕe et cercle inscrit

3. En effet, ce problème peut̂etreécrit soit comme un problème d’optimisation convexe, mais de dimension infinie soit comme
un probl̀eme d’optimisation non-convexe.
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plique les conditions (4.1) et (4.2). La réciproque n’est pas forcément vraie. Pour illustrer cela, considérons
deux gains ŕeelsk1 et k2. L’ensemble{(k1, k2) | ‖k1‖∞ ≤ 1 et‖k2‖∞ ≤ 1} correspond̀a un carŕe
centŕe sur0, de ĉotés parall̀eles aux axes et de longueur1 (car, par exemple‖k1‖∞ = |k1|). L’ensemble
{(k1, k2) | ‖[ k1 k2 ]T ‖∞ ≤ 1} correspond̀a un disque de centre0 et de rayon1 (car‖[ k1 k2 ]T ‖∞ =√
k21 + k22). Par suite, comme le disque est inclus dans le rectangle, voir figure 4.6, la contrainte‖[ k1 k2 ]T ‖∞ ≤

1 est plus forte que les deux contraintes‖k1‖∞ ≤ 1 et‖k2‖∞ ≤ 1.

Remarque le pessimisme de la discussion préćedente doit̂etre nuanće. En effet, sik1 etk2 correspondaient̀a des
fonctions de transfert en boucle fermée,‖[ k1 k2 ]T ‖∞ = supω

√
|k1(jω)|2 + |k2(jω)|2, ‖k1‖∞ = supω |k1(jω)|

et ‖k2‖∞ = supω |k2(jω)|. Pratiquement, pour de larges gammes de pulsationω, |k1(jω)| et |k2(jω)| ne sont pas
proches simultańement de1 et donc la contrainte

√
|k1(jω)|2 + |k2(jω)|2 ≤ 1 et les deux contraintes|k1(jω)| ≤ 1

et |k2(jω)| ≤ 1 peuvent̂etre v́erifiées simultańement sans difficulté. Les satisfaire simultanément peut̂etre difficile
pour des gammes de pulsation limitées. Par suite, remplacer‖k1‖∞ ≤ 1 et ‖k2‖∞ ≤ 1 par‖[ k1 k2 ]T ‖∞ ≤ 1

n’est pas tr̀es limitatif.

En ŕesuḿe, pratiquement, un correcteurK(p) vérifiant la condition (4.3), s’il en existe un, vâetre
synth́etiśe : d’apr̀es la discussion préćedente, il v́erifiera les conditions (4.1) et (4.2) et, donc, le cahier des
charges. Par contre, rien ne garantit que l’on puisse synthétiserK(p) vérifiant la condition (4.3) alors qu’il
se peut tr̀es bien qu’il existe un correcteur vérifiant (4.1) et (4.2). Cela vient du fait que la condition (4.3)
n’est paśequivalente aux conditions (4.1) et (4.2) : la condition (4.3) implique simplementles conditions
(4.1) et (4.2). Malgŕe tout, on va rechercherK(p) en utilisant la formulation (4.3) car l’algorithme basé sur
cette formulation est d’une complexité faible.

La recherche du correcteur revient doncà rechercher la fonction de transfertK(p) telle que la norme
H∞ de la matrice de fonctions de transfert définie par :

[
z1
z2

]
=

[
W1S
W2KS

]
r (4.4)

et repŕesent́ee par le sch́ema figure 4.7 soit inférieureà 1.

G(p)K(p) ✲✲
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✻
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✻
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−

r y

ǫ

W1(p) W2(p)

✻ ✻z1 z2

FIGURE 4.7 – Crit̀ere deux blocs

Dans ce sch́ema, l’inconnue est le correcteurK(p). Par suite, le crit̀ere vaêtre d́efini par le syst̀eme en
boucle ferḿee, sans que le correcteurK(p) apparaisse, ce qui est représent́e sur la figure 4.8. On voit ici
apparâıtre la matrice de fonctions de transfert entre les entrées du crit̀erer, le signal de commandeu, les
sorties du crit̀erez1 etz2 et le signal d’entŕee du correcteurǫ :




z1
z2
ǫ


 =




0 W1(p)
I 0
0 I



[
0 W2(p)
I −G(p)

]

︸ ︷︷ ︸
P (p)

[
r
u

]
. (4.5)
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FIGURE 4.8 – Crit̀ere deux blocs
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FIGURE 4.9 – Crit̀ere deux blocs : schémaSimulink

Cette matrice de fonctions de transfert peutêtre repŕesent́ee sous forme d’un schémaSimulink (voir
la figure 4.9). L’utilisation de la fonctionMatlab linmod permetà partir de ce sch́ema de d́eterminer
numériquement cette matrice de fonctions de transfert.

En utilisant la matrice de transfertP (p) introduiteéquation 4.5, rechercher le correcteurK(p) qui remplit
le cahier des charges revientà rechercher la fonction transfertK(p) tel que la normeH∞ de la fonction de
transfert repŕesent́ee figure 4.10 soit inférieureà 1, ce qui est un cas particulier du problèmeH∞ standard
introduit dans la section suivante.

4.2 Le problèmeH∞ standard général et une solution

Soit le syst̀emeP décrit par le sch́ema bloc repŕesent́e figure 4.11 òu
– le vecteur des sorties commandéesz(t) est de dimensionpz ;
– le vecteur des entrées de crit̀erew(t) est de dimensionmw ;
– le vecteur des sorties mesurées4 y(t) est de dimensionpy ;
– le vecteur des entrées de commandeu(t) est de dimensionmu.

Le syst̀emeP admet pouŕequations d’́etat :

ẋ(t) = Ax(t) + Bww(t) + Buu(t)

z(t) = Czx(t) + Dzww(t) + Dzuu(t)

y(t) = Cyx(t) + Dyww(t) + Dyuu(t)

4. En fait, ce signal regroupe les signaux qui entrent dans la fonction de transfert qui caractérise le correcteur : ce ne sont pas
forcément les signaux mesurés ! Par exemple, dans l’exemple préćedent, il s’agit deǫ = r − y .
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FIGURE 4.10 – Crit̀ere deux blocs
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FIGURE 4.11 – Probl̀eme sous forme standard

L’entier n est l’ordre de la représentation d’́etat. Dans le domaine de Laplace, leséquations du système se
réécrivent :

P (p) =

[
Pzw(p) Pzu(p)
Pyw(p) Pyu(p)

]
=

[
Dzw Dzu

Dyw Dyu

]
+

[
Cz

Cy

]
(pI −A)−1

[
Bw Bu

]

[
z(p)
y(p)

]
= P (p)

[
w(p)
u(p)

]
et u(p) = K(p)y(p)

soit
z(p) =

(
Pzw(p) + Pzu(p)K(p)(I − Pyu(p)K(p))−1Pyw(p)

)
︸ ︷︷ ︸

not́e P⋆K ou Fl(P,K)

w(p)

Remarque La notation⋆ correspond au produit de Rhedeffer qui est défini dans l’annexe présent́ee chapitre 9.

ProblèmeH∞ standard

1. Etant donńeγ > 0, existe-il un correcteurK tel que

– le syst̀eme boucĺeP ⋆ K soit asymptotiquement stable
(tous les p̂oles du syst̀eme en boucle ferḿee sont̀a partie ŕeelle strictement ńegative)

– ‖P ⋆ K‖∞ < γ

2. Si oui, construire un correcteurK assurant pour le système en boucle ferḿee les deux
propríet́es pŕećedentes.
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Ce probl̀eme peut̂etre ŕesolu par deux approches possibles. Elles sont en géńeral mises en œuvre numériquement
sur un calculateur. Les deux méthodes de résolution ont́et́e programḿees sousMatlab. La premìere ap-
proche repose sur la résolution d’une śerie d’́equations de Riccati. C’est la solution la plus simple et la
plus fiable nuḿeriquement. Cependant, elle nécessite la v́erification d’un certain nombre d’hypothèses
qui peuventêtre non v́erifiées alors que le problèmeH∞ standard admet une solution. Cependant, ces
hypoth̀eses ne sont pas très fortes. Une deuxième solution au problèmeH∞ standard permet de faire
l’ économie de ces hypothèses, au prix d’une complexité algorithmique accrue. Celle-ci reste cependant
raisonnable. Une telle approche est basée sur la ŕesolution d’un probl̀eme d’optimisation convexe sous
contraintes d’ińegalit́es matricielles lińeaires (LMIs). Ces problèmes d’optimisation ne sont résolus effica-
cement que depuis une douzaine d’années environ.

De ces deux solutions, seule la première est expośee car elle reste la plus intéressante au niveau rapport
qualit́e du ŕesultat sur quantité de calculs̀a effectuer.

ProblèmeH∞ standard : solution par équations de Riccati

Par cette approche, le problème admet une solution si les quatre hypothèses suivantes sont vérifiées.
Attention, seules les 3 dernières hypoth̀eses sont líeesà l’approche choisie qui est basée sur la ŕesolution
deséquations de Riccati.

1. La paire(A, Bu) est stabilisable et la paire(Cy, A) est d́etectable : cela garantit l’existence d’un
correcteurK qui stabilise le système en boucle ferḿee ;

2. rang(Dzu) = mu et rang(Dyw) = py : ce sont des conditions suffisantes pour assurer que le cor-
recteurK(p) est propre. De façon implicite, cela veut dire aussi qu’il y a au moins autant de sorties
command́eesz que d’entŕees de commandeu (pz ≥ mu) et qu’il y a au moins autant d’entrées de
critèrew que de mesuresy (mw ≥ py).

3. rang

[
A− jωIn Bu

Cz Dzu

]
= n +mu garantit que le transfertPzu n’a pas de źero sur l’axe imagi-

naire.

4. rang

[
A− jωIn Bw

Cy Dyw

]
= n + py garantit que le transfertPyw n’a pas de źero sur l’axe imagi-

naire.

Ces 4 hypoth̀eses doivent̂etre imṕerativement v́erifiées. Pour obtenir des expressions plus simples, on
introduit les conditions supplémentaires suivantes5 :

Dzw = 0 DT
zu

[
Cz Dzu

]
=
[
0 Imu

]
Dyu = 0

[
Bw

Dyw

]
DT

yw =

[
0
Ipy

]

(4.6)
Alors il existe un correcteurK(p) solution duprobl èmeH∞ standard si et seulement si

1. La matrice hamiltonienne

[
A γ−2BwB

T
w −BuB

T
u

−CT
z Cz −AT

]
n’a pas de valeurs propres sur l’axe

imaginaire et il existe une matrice symétriqueX∞ ≥ 0 telle que :

X∞A+ATX∞ +X∞(γ−2BwB
T
w −BuB

T
u )X∞ + CT

z Cz = 0

5. Cependant, une solution existe même si les conditions qui suivent ne sont pas vérifiées : les formules sont simplement plus
complexes.
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2. La matrice hamiltonienne

[
AT γ−2CT

z Cz − CT
y Cy

−BwB
T
w −A

]
n’a pas de valeurs propres sur l’axe

imaginaire et il existe une matrice symétriqueY∞ ≥ 0 telle que :

Y∞AT +AY∞ + Y∞(γ−2CT
z Cz − CT

y Cy)Y∞ +BwB
T
w = 0

3. ρ(X∞Y∞) < γ2 où ρ(.) correspond au module de la plus grande valeur propre (rayon spectral).

De plus, l’ensemble des correcteursK(p) répondant au problème est donńe parK(p) = Fl(Ka(p),Φ(p))
oùΦ(p) est n’importe quelle fonction de transfert stable, de normeH∞ inférieureàγ et

Ka(p) =




Â∞ −Z∞L∞ Z∞Bu

F∞ 0 Imu

−Cy Ipy 0




avec
Â∞ = A+ γ−2BwB

T
wX∞ +BuF∞ + Z∞L∞Cy

F∞ = −BT
uX∞

L∞ = −Y∞CT
y

Z∞ = (In − γ−2X∞Y∞)−1

Un correcteur particulier est le correcteur central, obtenu en prenantΦ = 0, ce qui donne :

K0(p) =

[
Â∞ −Z∞L∞
F∞ 0

]

Remarques

1. L’ordre du correcteur est den, c’est-̀a-dire l’ordre deP (p) soit syst̀emeà commanderG(p) aug-
ment́ees des diff́erentes pond́erations (́eventuellement) introduites.

2. On peut essayer de rechercher le plus petitγ, not́e γopt tel que leprobl èmeH∞ standard admette
une solution :̀a l’optimum, des problèmes nuḿeriques apparaissent, menant par exempleà un cor-
recteur d’ordren− 1 (voir l’exemple ci-apr̀es).

3. La valeurγopt peutêtre approch́ee par dichotomie, c’est-à-dire qu’on suit le processus suivant :

(a) Choix d’un niveau de toléranceǫ sur le calcul de la valeurγopt et de deux valeursγinf et
γsup telles que, pourγ = γsup, le probl èmeH∞ standard admette une solution et que, pour
γ = γinf , le probl èmeH∞ standard n’admette pas de solution ;

(b) On teste si pourγ =
γsup + γinf

2 , le probl èmeH∞ standard admet une solution. Si oui alors
γsup = γ sinonγinf = γ ;

(c) Si (γsup − γinf ) > ǫ alors retourner en (b) sinon continuer ;

(d) Calcul de la repŕesentation d’́etat de le correcteur permettant d’obtenir une normeH∞ proche
deγopt.

4. SousMatlab, la recherche d’un correcteur tel que le problèmeH∞ standard admette une solu-
tion pour le plus petitγ compris entreγinf et γsup est assuŕee par la fonctionhinfsyn de lamu
analysis and synthesis toolbox.
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5. Le probl̀emeH∞ peut être d́efini et ŕesolu de façon similaire dans le cas des systèmes discrets.
La fonctionMatlab, dhfsyn, de lamu analysis and synthesis toolbox qui calcule
un correcteurH∞ discret pour un système discret ram̀ene en fait ce problèmeà la ŕesolution d’un
probl̀emeH∞ continu via l’utilisation de la transformation bilinéaire (voir page 186).

4.3 Exemple acad́emique de mise en œuvre

Consid́erons le syst̀eme repŕesent́e figure 4.12. On considère comme vecteur d’entrée du crit̀ere, le

1
p

K(p)

✲

❄✛ ✛

✻

✛

✲ ✲b

u

y

v

FIGURE 4.12 – Probl̀eme de commande

vecteurw =
[
b v

]T
et comme vecteur de sortie du critèrez =

[
y u

]T
. Le signal mesuŕe qui entre

dansK(p) esty = y + v et le signal de commande qui sort estu = u. On recherche un correcteurK(p)
tel que le syst̀eme en boucle ferḿee soit stable et tel que la normeH∞ entre l’entŕeew et la sortiez soit
inférieureà γ. On discutera de l’existence d’un tel correcteur en fonction deγ. S’il existe, on le calculera
explicitement et enfin on cherchera leγ “optimal”, c’est-̀a-dire la plus petite valeur deγ pour laquelle il
existe un correcteur solution du problèmeH∞.

Etape 1 Pour cela, dans une première étape, le problème est mis sous forme standard, en choisissant
comme vecteur d’étatx(t) = y(t).

ẋ = 0︸︷︷︸
A

×x +
[
1 0

]
︸ ︷︷ ︸

Bw

w + 1︸︷︷︸
Bu

×u

z =

[
1
0

]

︸ ︷︷ ︸
Cz

x +

[
0 0
0 0

]

︸ ︷︷ ︸
Dzw

w +

[
0
1

]

︸ ︷︷ ︸
Dzu

u

y = 1︸︷︷︸
Cy

×x +
[
0 1

]
︸ ︷︷ ︸

Dyw

w + 0︸︷︷︸
Dyu

×u

(4.7)

Etape 2 Vérification des hypoth̀eses pour la ŕesolution du probl̀emeH∞.

1. La paire(A, Bu) est commandable, donc stabilisable. Rappelons que pour un système d’ordren, un
syst̀eme d’́equationẋ = Ax+Buu est commandable si la matrice de commandabilité :

[
Bu ABu . . . An−1Bu

]

est de rang plein, ce qui est le cas ici. De plus, la paire(Cy, A) est observable, donc détectable.
Rappelons que pour un système d’ordren, un syst̀eme d’́equation :

ẋ = Ax
y = Cyx

est observable si la matrice d’observabilité :


Cy

CyA
...

CyA
n−1
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est de rang plein, ce qui est le cas ici.

2. rang(Dzu) = 1 = mu et rang(Dyw) = 1 = py

3. ∀ω, rang

[
A− jωI Bu

Cz Dzu

]
= rang




−jω 1

1 0
0 1


 = 2 = n+ nu

4. ∀ω, rang

[
A− jωI Bw

Cy Dyw

]
= rang

[
−jω 1 0

1 0 1

]
= 2 = n+ py

De plus, on v́erifie pour notre cas que les conditions (4.6) qui assurent la validité des formules sim-
plifi ées sont satisfaites.

Etape 3 Vérification des conditions d’existence d’un correcteurK(p)

1. La matrice hamiltonienne :

[
A γ−2BwB

T
w −BuB

T
u

−CT
z Cz −AT

]
=

[
0 γ−2 − 1
−1 0

]

ne doit pas avoir de valeur propre sur l’axe imaginaire. Ses valeurs propres sontλ = ±
√
1− γ−2.

Pour qu’elles ne soient pas sur l’axe imaginaire, on doit choisirγ > 1. On recherche maintenantX∞,
positif tel que :

X∞ × 0 + 0×X∞ +X∞(γ−2 − 1)X∞ + 1 = 0

SoitX∞ =
γ√

γ2 − 1
> 0.

2. La matrice hamiltonienne

[
AT γ−2CT

z Cz − CT
y Cy

−BwB
T
w −A

]
=

[
0 γ−2 − 1
−1 0

]

ne doit pas avoir de valeur propre sur l’axe imaginaire. Ses valeurs propres sontλ = ±
√
1− γ−2.

Pour qu’elles ne soient pas sur l’axe imaginaire, on doit choisirγ > 1. On recherche maintenantY∞,
positif tel que :

Y∞ × 0 + 0× Y∞ + Y∞(γ−2 − 1)Y∞ + 1 = 0

SoitY∞ =
γ√

γ2 − 1
> 0.

3. ρ(X∞Y∞) =
γ2

γ2 − 1
doit être inf́erieuràγ2 soitγ >

√
2.

Par suite, il existe un correcteurK(p) assurant la stabilité du syst̀eme en boucle ferḿee et une norme
H∞ inférieureàγ si et seulement siγ >

√
2. Le correcteur central correspondant est donné par :

K =

[
Â∞ B̂∞
Ĉ∞ 0

]
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avec
Â∞ = A+ γ−2BwB

T
wX∞ +BuF∞ + Z∞L∞Cy

= 2

√
γ2 − 1(1− γ2)

(γ2 − 2)γ

B∞ = −L∞Z∞

= Y∞CT
y (In − γ−2X∞Y∞)−1

=
γ
√
γ2 − 1

γ2 − 2

C∞ = −BT
uX∞

= − γ√
γ2 − 1

Ceci correspond̀a la fonction de transfert :

K(p) = − γ2

(γ2 − 2)p+ 2
γ2 − 1

γ

√
γ2 − 1

.

Quandγ tend vers
√
2, le pôle deK tend vers−∞. Pourγ =

√
2, le correcteur passe de l’ordre 1à

l’ordre 0. Ce ph́enom̀ene de d́eǵeńerescence de l’ordre du correcteurà l’optimum est assez fréquent. Il est
à noter que la solution du problèmeH∞ préćedemment pŕesent́ee n’est pas valable pour la valeur optimale
deγ. En pratique, la recherche du correcteur optimal ne présente que peu d’intér̂ets.

4.4 Mise en œuvre sur l’injection du moteur diesel

Dans le cas de la commande de l’injection du moteur diesel, il est nécessaire de trouver un correcteur
telle que les fonctions de transfert en boucle ferméeS(jω) etK(jω)S(jω) soient de modules bornés par
les modules de 1

W1(jω)
et 1

W2(jω)
afin de remplir la sṕecification de suivi de trajectoires enéchelon pour

S(jω) et la sṕecification de robustesse et de limitation de la commande pourK(jω)S(jω). D’un point de
vue pratique, il est plus raisonnable de se demander, dans un premier temps, s’il existe un correcteur tel
que la premìere sṕecification soit remplie, en “oubliant” la seconde spécification. Pour cela, on choisit pour
W1 :

W1(p) =
1

2

p+ 30

p+ 10−3

et pourW2, W2 = kfaible aveckfaible un gain constant très faible de telle façon que la contrainte :

|K(jω)S(jω)| ≤ 1

|W2(jω)|
=

1

kfaible

soit toujours v́erifiée. Si un correcteur remplit ces deux contraintes, on est assuré que la premìere sṕecification
du cahier des charges est remplie. Il est intéressant d’analyser la boucle fermée obtenue d’un point de vue
temporel et fŕequentiel. Enfin, il est intéressant d’analyser la politique de commande adoptée par le cor-
recteur en terme de Proportionnel Intégral, avance ou retard de phase ou encore filtrage. Si la première
sṕecification est assurée par le correcteur obtenu, la pondérationW1 est fiǵee. La pond́erationW2 est alors
recherch́ee de façon it́erative afin de limiter au maximum la bande passante de le correcteur. On aboutit
alors au choix suivant :

W2(p) = 3
p/100 + 1

p/104 + 1
.
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Il est à noter que des pondérations du premier ordre ontét́e śelectionńees. En fait, il est imṕeratif de
choisir des pond́erations d’ordre le plus faible possible afin de limiter l’ordre du correcteur. En effet, l’ordre
du correcteur est́egalà l’ordre du syst̀emeà asservir plus l’ordre des différentes pond́erations. De plus, afin
d’obtenir le correcteur d’ordre le plus faible possible, il est possible demettre en œuvre des méthodes de
réduction de mod̀eles. Elles seront présent́ees dans le chapitre 6, page 149.

Après une première ŕeduction, le correcteur obtenu est :

K(p) = −38, 4
p+ 13, 1

p︸ ︷︷ ︸
P.I.

1

p+ 128, 8︸ ︷︷ ︸
filtre ordre 1

.

On constate que ce correcteur est la mise en série d’un Proportionnel Intégral avec un filtre du premier
ordre. Le P.I. permet d’obtenir l’effet intégrateur permettant le suivi de trajectoires de référence en forme
d’échelon ; le źero au nuḿerateur permet de contrer sur une certaine gamme de pulsations le retard de
phase de−90◦ apport́e par l’int́egrateur. Le filtre du premier ordre permet de limiter la bande passante du
correcteur.

Avec ce correcteur, on obtient les deux fonctions de transfert en boucle ferḿeeS etKS repŕesent́ees
sur la figure 4.13. On obtient bien les formes désiŕees pour les modules des deux fonctions de transfert. De

10
0
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2

10
4

10
−2

10
−1

10
0

10
1

S
10

0
10

2
10

4
10

−3

10
−2

10
−1

10
0

KS

FIGURE 4.13 – A droite, traćes de|S(jω)| et de 1
|W1(jω)| , à gauche, traćes de|K(jω)S(jω)| et de

1
|W2(jω)|

plus, la ŕeponse temporelle est toutà fait satisfaisante sur les trois modèlesG00(p), G25(p) etG60(p) (voir
la figure 4.14).

Remarque En voulant davantage diminuer l’ordre du correcteur, celui-ci devient un simple Proportionnel
Intégral :

K(p) = −0, 241(1 +
1

0, 0616p
)

Du fait de la disparition du filtre du premier ordre, la deuxième sṕecification n’est plus satisfaite comme le montre le
traće du module|K(jω)S(jω)| sur la figure 4.15.
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FIGURE 4.14 – Ŕeponse temporelle des trois modèlesà unéchelon de ŕeférence, correcteur PI filtré
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|W1(jω)| , à gauche, traćes de|K(jω)S(jω)| et de

1
|W2(jω)|



106 CHAPITRE 4 SYNTHÈSE

En conclusion, cet exemple met en lumière le fait que l’approcheH∞ constitue une approche méthodique
pour ŕegler un asservissement. C’est une méthode de synth̀ese d’asservissements qui garantita priori les
sṕecifications du cahier des charges, aussi bien de performance que derobustesse. L’utilisation de ḿethodes
de ŕeduction de mod̀ele (voir chapitre 6, page 149), peut conduireà obtenir des correcteurs ayant une struc-
ture classique de type PI/PID. La validation de la réduction du correcteur est réaliśeea posteriorien ana-
lysant la performance du système boucĺe avec correcteur réduit. Cela permet de noter finalement, que la
méthodeH∞ permet en fait la synth̀ese directe d’asservissements (classiques) sans heuristique.

4.5 Autres critères consid́erés pour la synth̀ese

4.5.1 Critère 4 blocs

G(p)
u✲

ǫ
✲

✻

✻
✲

✻

+

−

r y

Wǫ(p) Wu(p)

✻ ✻z1 z2

✲❄

Wb(p) ✛

b

Wr(p)✲ K(p)
w1

w2

✲S(p)

FIGURE 4.16 – Crit̀ere quatre blocs avec correcteur

Dans l’exemple pŕećedent, seules deux fonctions de transfert en boucle fermée (S et KS) ont ét́e
consid́eŕees. Le probl̀emeH∞ correspondant est appelé crit̀ere “2 blocs”. Historiquement, le critère 2 blocs
a ét́e l’un des premiers critèresH∞ propośes. Un des inconv́enients de ce problème est qu’il ne fait inter-
venir que deux fonctions de transfert en boucle fermée, ce qui est insuffisant pour prendre en compte par
exemple unéeventuelle sṕecification de rejet de perturbations en entrée du syst̀eme. Pour cela, il semble
naturel de faire intervenir une entrée suppĺementaire (b qui correspond̀a une perturbation en entrée du
syst̀eme). On obtient ainsi le schéma repŕesent́e sur la figure 4.16. Comme préćedemment, les pondérations
Wr etWb définissent les classes de signaux de référence et de perturbation considéŕees et les pond́erations
Wǫ et Wu les classes des signaux d’erreur de suivi de trajectoires et de commande recherch́ees. On voit
donc apparâıtre quatre fonctions de transfert en boucle fermée qui sont :S,GS,KS etT . Le critère 4 blocs
s’écrit donc : chercher le correcteurK(p) telle que

∥∥∥∥
WǫSWr WǫGSWb

WuKSWr WuTWb

∥∥∥∥
∞

< 1.

Comme dans le cas du critère 2 blocs, dans le cas des systèmes monovariables, il est possible de simplifier

l’expression du crit̀ere en posantW1 = WǫWr, W2 = WuWr etW3 =
Wb
Wr

; ce qui donne :

∥∥∥∥
W1S W1GSW3

W2KS W2TW3

∥∥∥∥
∞

< 1.

Ce crit̀ere correspond au schéma, figure 4.17 ou encore au schémaSimulink, figure 4.18.

Remarque En fait, l’intér̂et du crit̀ere 4 blocs par rapport au critère 2 blocs ne réside pas simplement dans le fait
de pouvoir consid́erer le rejet de perturbation en entrée du syst̀eme. Pour remplir cette spécification, une alternative
auraitét́e de d́etourner le crit̀ere 2 blocs en notant que vouloir assurer le rejet de perturbation, c’est vouloir assurer
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W3(p) ✛

b

FIGURE 4.17 – Crit̀ere quatre blocs
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FIGURE 4.18 – Mise sous forme standard d’un problème avec crit̀ere 4 blocs



108 CHAPITRE 4 SYNTHÈSE

que6 :

∀ω, |G(jω)S(jω)| ≤ 1

|Wǫ(jω)Wb(jω)|
ce qui peut se réécrire :

∀ω, |S(jω)| ≤ 1

|G(jω)Wǫ(jω)Wb(jω)|
.

Si on avait donc choisiW1 telle que|W1(jω)| ≥ |G(jω)Wǫ(jω)Wb(jω)|, le rejet de perturbation auraitét́e assuŕe.

Un autre int́er̂et est qu’en introduisant l’entréeb, on introduit les fonctions de transfert en boucle fermée
GS etT , ce qui permet en les contraignant d’assurer des marges de robustesse par rapport̀a des incertitudes
dynamiques multiplicatives directes et par rapportà des incertitudes additives inverses (voir tableau 3.1,
page 76 du chapitre 3, page 57).

Enfin, dans le cas de systèmes̀a commander avec des pôles complexes conjugués mal amortis, le critère
2 blocs peut mener̀a des lois de commande adoptant une politique de commande peu recommandable.En
effet, les p̂oles mal amortis sont alors (quasi)exactement compensés par des źeros de K plaćesà la m̂eme
localisation dans le plan complexe. Ceci est en géńeral inacceptablèa cause d’́eventuelles incertitudes sur
la localisation exacte des pôles du syst̀emeà commander. Pratiquement, en effet, le système ne pŕesente
jamais une ŕesonancèa une pulsation propre exactement connue qui n’évolue pas au cours du temps : de
ce fait, lors de la mise en œuvre de le correcteur, la compensation disparaı̂t pouvant ainsi d́estabiliser le
syst̀eme boucĺe. Ce fait est illustŕe par l’exemple suivant.

Exemple On revient sur l’exemple du système ḿecanique introduit section 3.1.2, page 63. Le modèle du
syst̀eme est :

Gmod(p) =
1

p

((
p

ω0

)2

+ 2ξ0
p

ω0
+ 1

)

avecω0 = 10 rad/s et ξ0 = 0, 03. Supposons que ce système est commandé par le correcteur :

K(p) = 1000
p2 + 0, 6p+ 100

(p+ 100)2

Le correcteur compense donc exactement les deux pôles complexes mals amortis (voir figure 4.19). Le
syst̀eme boucĺe est stable et présente de bonnes marges de robustesse (voir figure 4.20, obtenue avec la
fonctionmargin deMatlab). Le diagramme de Nyquist permet de constater ces bonnes marges (voir la
figure 4.21, traće en traits tiŕes). Supposons que le système ŕeelGreel est similairèaGmod mis à part le fait
qu’une erreur de5 % a ét́e commise surω0 : en ŕealit́eω0 = 9, 5 rad/s. Le syst̀eme en boucle ouverte est
alors instable comme le permet de le constater le tracé de Nyquist du système en boucle ouverte (voir la
figure 4.21, traće en trait plein). En ŕesuḿe, la compensation de pôles mal amortis par des zéros mal amortis
est une politique de commande peu robusteà une incertitude paraḿetrique intervenant sur ces pôles.

Les lois de commande obtenues par la résolution d’un crit̀ere 2 blocs peuvent présenter cette ca-
ract́eristique. Pourquoi un tel phénom̀ene se produit-il ? Pour obtenir unélément de ŕeponse, il suffit d’ob-
server que la fonction de transfertG apparâıt dans les fonctions de transfert en boucle ferméeS etT sous
la forme du produitGK et jamais seule. C’est, qualitativement, ce qui incite la méthode de synth̀eseà
produire un correcteur qui compense les pôles deG par des źeros deK. Pouréviter un tel ph́enom̀ene,
plusieurs strat́egies sont possibles, la plus simpleétant de consid́erer dans le crit̀ereH∞, en plus deS et
deT , la fonction de transfertGS qui fait apparâıtre explicitement la fonction de transfertG en dehors du
produitGK, ce que permet un critère 4 blocs.

Illustrons ce propos̀a travers un exemple simple. Soit un systèmeG posśedant deux p̂oles complexes
conjugúes mal amortis̀a la pulsation deω0 rad/s, donc|G(jω0)| ≫ 1. SoitK le correcteur associée. Il y
a alors deux cas de figure :

6. On suppose queG est stable : cette hypothèse peut̂etre rel̂ach́ee gr̂aceà la factorisation spectraléetudíee pour la synth̀ese
de filtres en traitement analogique du signal. Si ce n’est pas le cas, on peut, en effet, toujours trouver une fonction de transfert
stable (et minimum de phase)Gstab telle que|Gstab(jω)| = |G(jω)|. S serait ainsi pond́eŕee parGstabWǫWb.
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FIGURE 4.19 – Valeurs singulières deGmod (haut), deK (milieu) et deGmodK (bas)
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FIGURE 4.21 – Traće de la boucle ouverte avecGmod (traits tiŕes) etGreel (trait plein)

1. SiK compense les deux pôles complexes mal amortis alors au mieux|G(jω0)K(jω0)| ∼ 1, d’où :

|G(jω0)S(jω0)| =
|G(jω0)|

|1 +G(jω0)K(jω0)|

∼ |G(jω0)|

La fonction de transfertGS présente alors un pic de résonance.

2. SiK ne compense pas les deux pôles complexes mal amortis alors|G(jω0)K(jω0)| ≫ 1, d’où

|G(jω0)S(jω0)| =
|G(jω0)|

|1 +G(jω0)K(jω0)|

∼ 1
|K(jω0)| .

CommeK ne compense pas les deux pôles, on a|K(jω0)| ≫ 1 ou |K(jω0)| ∼ 1 : la fonction de
transfertGS ne pŕesente donc pas un pic de résonance.

En conclusion, en imposantà la fonctionGS de ne pas ŕesonner̀a la pulsationω0, on force la loi de
commandeK à ne pas compenser les deux pôles mal amortis deG. Par ce biais, il est donc possible de
contraindre la structure du correcteur.

4.5.2 Correcteurà deux degŕes de libert́e (de l’intérêt de la rétroaction)

La structure de le correcteur considéŕee jusqu’̀a maintenant est celle d’un correcteurà un degŕe de
liberté (voir la figure 4.22,̀a gauche). Ńeanmoins, les ḿethodes de synthèseH∞ permettent de synthétiser
des lois de commande qui sont des correcteursà deux degŕes de libert́e (voir la figure 4.22,̀a droite). Apr̀es
avoir rappeĺe l’intér̂et de ce type de structure de commande, un exemple de critèreH∞ permettant de le
synth́etiser sera pŕesent́e et discut́e.
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r F (p)✲

FIGURE 4.22 – Correcteur̀a un degŕe de libert́e (gauche), Correcteurà deux degŕes de libert́e (droite)

Parmi les sṕecifications du cahier des charges, considérons la sṕecification 1 (suivi de trajectoire de
référence), la sṕecification 2 (rejet de perturbations non mesurées en entrée du syst̀eme) et la sṕecification
de robustesse. Pour simplifier les développements, le raisonnement est fait sur les systèmes monovariables.

Dans un premier temps, supposons qu’on ne chercheà remplir que la sṕecification 1 : il n’y a pas de
signal non mesuré de perturbatioǹa rejeter et le mod̀ele repŕesente parfaitement le système ŕeel (Gmod =
Greel). La recherche du correcteur doit permettre de calculer la commandeu à appliquer en entrée du
syst̀eme telle quey soit le plus proche possible du signal de référencer. Si le mod̀ele est parfaitement
connu, inversible et d’inverse stable, en appliquantu = Fr avecF = G−1

mod, on auray = T forward
mod r, avec

T forward
mod = 1. On est dans le cas d’un suivi idéal de ŕeférence. Dans cette structure de commande,u ne

dépend pas dey (pas de boucle de rétroaction (feedback)) : on a une structure de commande par anticipation
(feedforward). En conclusion, pour assurer seulement la spécification 1, une structure de commande boucle
ouverte est suffisante. Cette spécification seule ne justifie donc pas l’utilisation d’une boucle de rétroaction.

Supposons maintenant que le modèle ne repŕesente pas parfaitement le système ŕeel (Gmod 6= Greel). Si
on utilise alors la structure de commande préćedente, on aura en sortie du systèmeyreel = GreelG

−1
modr 6= r,

soit encore
yreel − ymod = (Greel −Gmod)G

−1
modr.

En exprimant le lien entreGreel etGmod par une incertitude multiplicative (Greel = (I + ∆)Gmod), on a
yreel − ymod = ∆T forward

mod r. En conclusion, cette structure ne permet pas d’assurer le suivi de trajectoire
en pŕesence d’incertitudes.

Dans le cas d’une commande par rétroaction ńegative,u = K(r − y), ce qui donne, avec le modèle :

ymod =
GmodK

1 +GmodK
r = Tmodr.

Si on applique le correcteur sur le système ŕeel, on obtient :

yreel =
(1 +∆)GmodK

1 + (1 + ∆)GmodK
r = Treelr.

Par suite,
yreel − ymod = (Treel − Tmod)r

=

(
(1 + ∆)GmodK

1 + (1 + ∆)GmodK
− GmodK

1 +GmodK

)
r

= ∆KGmod
(1 +GmodK)(1 + (1 + ∆)GmodK)

r

= Sreel∆Tmodr

avecSreel la fonction de sensibilit́e :

Sreel =
1

1 + (1 + ∆)GmodK
.

Dans le cas d’un correcteur par anticipation, on a donc :yreel − ymod = ∆T forward
mod r et dans le cas d’un

correcteur par ŕetroaction :
yreel − ymod = Sreel∆Tmodr. (4.8)
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La quantit́e d’incertitude sur la fonction de transfert entre l’entrée de ŕeférence et la sortie est ainsi mul-
tipli ée par un facteurSreel dans le cas d’un correcteur par rétroaction, pour les pulsations pour lesquelles
|Sreel(jω)| ≤ 1. Elle est donc ŕeduite dans la bande de fréquence òu le module deSreel est inf́erieurà 1.
En conclusion, pour assurer le suivi de trajectoire en présence d’incertitudes sur le systèmeà commander
(robustesse), une structure de commande par rétroaction est ńecessaire.

Concentrons nous maintenant sur la spécification de rejet de perturbations non mesurées en entrée du
syst̀eme. Si la sortie du système n’est pas mesurée, on ne dispose d’aucune information sur la perturbation :
la fonction de transfert qui lie la perturbationà la sortie du système estG, qui est ind́ependante de le
correcteur. Par suite, un correcteur simplement par anticipation ne permetpas de la rejeter.

Si on consid̀ere un correcteur par rétroaction, la fonction de transfert qui lie la perturbation d’entrée
à la sortie du système estGS = G

1 +GK . Par suite,K doit être synth́etiśe de façoǹa rejeter l’effet de
la perturbation sur la sortie du système. Si en plus, on désire suivre un signal de référence alors on doit
contraindre la fonction de transfert qui lie le signal de référencèa la sortie du système soitT = GK

1 +GK .

Enfin, le suivi de trajectoire sera robuste siS = 1
1 +GK est de module inf́erieurà 1 d’apr̀es la relation

(4.8).

Remarque L’origine du terme “fonction de sensibilité S” apparâıt ici. Le gros int́er̂et de la structure de com-
mande par ŕetroaction c’est de permettre de “désensibiliser” le système boucĺe, c’est-̀a-dire d’assurer le respect du
cahier des charges malgré des diff́erences entre le système et son mod̀ele ou encore des variations au niveau des
caract́eristiques du système command́eG. Dans une certaine mesure, le comportement du système en boucle ferḿe
est invariant, c’est-̀a-dire n’́evolue pas lors de variations au niveau du système command́e G. Le terme “sensibi-
lit é” sugg̀ere qu’un syst̀eme boucĺe a un comportement invariant par rapportà de faibles variations de certaines
des caract́eristiques deG. Cette propríet́e aét́e introduite dans un contexte particulier par Black dans lesanńees 30 et
géńeraliśee par Bode dans les années 40. Elle est basée sur le fait que, dans le cas d’une boucle de rétroaction ńegative
(pour des rappels sur la différentielle logarithmique, voir la section 8.6, page 196) :

dT (p)

T (p)
=

dG(p)

G(p)
−K(p)

dG(p)

1 +G(p)K(p)
=

1

1 +G(p)K(p)

dG(p)

G(p)
= S(p)

dG(p)

G(p)

En fait, l’utilisation de la boucle ferḿee permet d’aller au delà de cela en assurant la robustesse, c’est-à-dire l’inva-
riance du comportement par rapportà des variations importantes de certaines caractéristiques deG. Ce point aét́e
souligńe par Horowitz au d́ebut des anńees 60. Ńeanmoins, pour des raisons historiques, le terme de “fonction de
sensibilit́e” a ét́e conserv́e même dans le cas de l’étude de la robustesse, ce qui constitue un abus de langage.

On doit donc choisirK (le degŕe de libert́e) de façoǹa remplir des sṕecifications boucle ferḿee (robus-
tesse et rejet de perturbation) (cela est naturel d’après la discussion préćedente) et des spécifications boucle
ouverte (suivi de ŕeférence) (cela l’est beaucoup moins car, seule présente, cette spécification peut̂etre rem-
plie par un correcteur par anticipation). D’où l’id ée de combiner les deux structures de commande avec le
correcteurà deux degŕes de libert́e (F etK) : u = K(Fr − y) (voir figure 4.22,à droite). Le “degŕe de
liberté” K est recherch́e de façoǹa remplir prioritairement les spécifications de rejet et de robustesse, puis,
dans la mesure où cela n’entre pas en conflit avec les deux spécifications pŕećedentes, la sṕecification de
suivi de trajectoire. Enfin,K étant d́etermińe,F est recherch́e de façoǹa remplir au mieux la sṕecification
de suivi de ŕeférence. En effet, dans le cas d’un correcteurà deux degŕes de libert́e, la fonction de transfert
entre le signal de référencer et la sortiey du syst̀eme s’́ecrit :

F
GK

1 +GK
.

Cependant, cette démarche en deux́etapes peut menerà un correcteur qui ne correspond pas au meilleur
compromis possible, notamment si l’on considère les autres spécifications du cahier des charges (comme
la limitation de la commande). Il peut doncêtre plus int́eressant de rechercherà ŕegler simultańement les
deux degŕes de libert́e. Pour cela, on recherche la matrice de fonctions de transfertK :

u = K

[
r
y

]
.

Pour un cahier des charges contenant des spécifications de :
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suivi de trajectoire Tr→ǫ transfert entrer et ǫ = r − y ;

rejet de perturbation en entrée Tb→ǫ transfert entreb et ǫ ;

attenuation des bruits Tw→u etTw→ǫ transferts entrew etu et entrew et ǫ ;

limitation de la commande Tr→u transfert entrer etu ;

robustesseprise en compte d’une incertitude multiplicative directe via la fonction de transfert entreb etu ;

G(p)
u

K(p)✲
✲✲

✻

r
✛

y

W1(p) W2(p)

✻ ✻z1 z2

✲❄

W3(p) ✛
b

✻

✻

+ −
ǫ

❄ W4(p)✛ ✛
w

++

wb

ww

FIGURE 4.23 – Crit̀ere avec correcteurà deux degŕes de libert́e

on obtient le sch́ema repŕesent́e figure 4.23. Attention, contrairement au correcteurà un degŕe de libert́e,
Tr→ǫ 6= S. Par suite, dans ce cas-là, la normeH∞ deTr→ǫ ne s’interpr̀ete pas comme l’inverse de la marge
de module.

En se conformant aux notations de la section 4.2 (en caractères gras), en prenant

z =

[
z1
z2

]
w =




r
wb

ww




y =

[
r

y + w

]
u = u

on est rameńe au probl̀emeH∞ standard pŕesent́e section 4.2, page 97. Il apparaı̂t que le ŕeglage d’un
correcteurà deux degŕes de libert́e est un peu plus complexe que le réglage d’un correcteur̀a un degŕe
de libert́e : celui-ci serait obtenu par l’utilisation d’un critère 4 blocs, beaucoup plus simple que le critère
présent́e ici (comparer la figure 4.16̀a la figure 4.23).

D’un point de vue pratique, il faut toujours essayer de satisfaire le cahier des charges en recherchant le
correcteur pŕesentant la structure la plus simpleà l’aide du crit̀ere le plus simple possible7. Par suite, lors
de la recherche d’un correcteur, il est intéressant d’essayer dans un premier temps de régler un correcteur̀a
un degŕe de libert́e. Si les compromis obtenus entre les différentes sṕecifications ne sont pas satisfaisants, il
faut rechercher̀a ŕegler un correcteur̀a deux degŕes de libert́e en utilisant le crit̀ere ci-dessus, en se basant
sur les pond́erations mises au point pour le réglage de le correcteurà un degŕe de libert́e.

4.6 Exercices

4.6.1 Cas du signal de sortie command́e non mesuŕe et cas d’une perturbation qui n’est
pas en entŕee

On consid̀ere le syst̀eme :
[
z(p)
y(p)

]
=

[
Gzy(p)

1

]
Gyu(p)(b(p) + u(p))

7. Remarque frapṕee de bon sens mais dont on ne soupçonne pas la portée universelle, valable aussi bien pour l’agent de
surface (ou balayeur en parlé vulgaire) que pour l’inǵenieur.
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où
– z est la sortièa commander du système ;
– y est le signal mesuré ;
– b est l’entŕee de perturbation ;
– u est l’entŕee de commande.

Le syst̀eme est commandé par un correcteur défini par la fonction de transfertK(p) :

u(p) = −K(p)ymes(p)

où ymes(p) = y(p)+w(p) est la mesure du signal physiquey(p) (voir la figure 4.24). On d́esire d́eterminer
K(p) de façoǹa remplir le cahier des charges suivant :

1. rejet de la perturbation sur la sortiez du syst̀emeà commander ;

2. limitation de la commande ;

3. att́enuation des bruits de mesure ;

4. marges de robustesse correctes.

Dans ce cas-là, la sortie commandée (le signalz) n’est pas le signal mesuré (le signaly).

Gyu(p)K(p)

✻

✲

u

✲ Gzy(p)

❄

✻
✲

✛

✲
−

+ +

✲
y

w

❄+

+

b

z

FIGURE 4.24 – Sch́ema en boucle ferḿee

1. Quelles sont les fonctions de transfert en boucle fermée qu’il est ńecessaire de considérer pour l’analyse
de ce cahier des charges ? Donner leurs expressions en fonction deGyu, Gzy et deK.

2. On s’int́eresse au cas du rejet de perturbations enéchelon.

1. Quels gabarits doivent vérifier ces diff́erentes fonctions de transfert ? Pour cela, il sera notamment
intéressant de regarderà quoi sont́equivalentes les différentes fonctions de transfert en boucle fermée
dans plusieurs gammes de pulsations.

2. Quel est le lien entre ces gabarits et les caractéristiques temporelles du cahier des charges (rapidité
du rejet,énergie de commande, etc.) ?

3. Proposer un critèreH∞ permettant de synthétiserK(p). Comment choisir les différentes pond́erations
de ce crit̀ere ?

3. Répondre aux m̂emes questions dans le cas de perturbations en sinusoı̈de de pulsation propre comprise
entreωmin etωmax.

4. Répondre aux m̂emes questions dans le cas de perturbations enéchelon et en sinusoı̈de de pulsation
propre comprise entreωmin etωmax.

5. Reprendre les questions préćedentes dans le cas de la figure 4.25.
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Gyu(p)K(p)

✻

✲

u
Gyb(p)

❄

✻
✲

✛

✲
−

+ +

✲
y

w

b

❄

✲

+

+

FIGURE 4.25 – Sch́ema en boucle ferḿee

4.6.2 Correcteur “feedforward” pour le rejet de perturbati on

On consid̀ere le syst̀emeà commander d́efini par :

z(p) = G(p) (u(p) + b(p)) et G(p) = kG
τGp+ 1

aveckG = 12 et τG = 1 s et òu u(p) est la transforḿee de Laplace du signal de commande ;b(p), la
transforḿee de Laplace du signal de perturbation etz(p) la transforḿee de Laplace du signal de sortieà
commander. L’objectif est de mettre au point un correcteur assurant le rejet de signaux de perturbation en
échelon. Pour cela, on dispose d’un capteur qui délivre une mesurebmes du signal de perturbationb :

bmes(p) = F (p)b(p) avec F (p) = 1
τcp+ 1

où τc = 10 s. Pour assurer le rejet de perturbation, le correcteur est défini par :

u(p) = K(p)bmes(p)

oùK(p) est une fonction de transfertà d́eterminer de façoǹa remplir le cahier des charges suivant :
– rejection de perturbationb enéchelon avec une rapidité impośee ;
– limitation au maximum de l’́energie de la commande.

Le correcteur est dit de type “feedforward” car il est indépendent de la sortie deG(p). Le syst̀eme total est
repŕesent́e Figure 4.26.

K(p)

F (p)

G(p)✲ ✲❄

✛

✲ ✲+

+

b(p)

bmes(p)

z(p)u(p)

FIGURE 4.26 – Syst̀eme boucĺe avec un correcteurà un degŕe de libert́e

A. Etude du crit èreH∞

1. A partir de la Figure 4.26, calculer la fonction de transfert deb versz, Tb→z(p) et la fonction de
transfert deb versu, Tb→u(p) en fonction deF (p), G(p) etK(p).
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2. Que doivent satisfaire les fonctions de transfertTb→z(p) etTb→u(p) afin de remplir les sṕecifications
du cahier des charges ? En déduire les gabarits sur le module de leur réponse fŕequentielle.

3. Est-il ńecessaire de prendre en compte les marges de stabilité ? Justifier votre ŕeponse.

4. On introduit deux pond́erationsWz(p) et Wu(p) (voir Figure 4.27). Discuter de leur choix pour
réaliser les gabarits détermińes dans la question préćedente.

K(p)

F (p)

G(p)✲ ✲❄

✛

✲ ✲+

+

b(p)

bmes(p)

z(p)

u(p)

✲Wu(p)

Wz(p) ✲

✲

z1(p)

z2(p)

FIGURE 4.27 – Syst̀eme boucĺe avec un correcteurà un degŕe de libert́e et augmenté de pond́erations

B. Mise sous forme standard du crit̀ereH∞

On d́ecide de choisir des pondérations d’ordre 1, d́efinies par :

Wz(p) = kz
p+ bz
p+ az

et Wu(p) = ku
p+ bu
p+ au

.

P

K

✲

✛

✲ ✲zw

yu

FIGURE 4.28 – Probl̀eme sous forme standard

Le syst̀eme avec correcteur et augmenté des pond́erations Figure 4.27 peut se mettre sous forme stan-
dard, c’est-̀a-dire sous la forme représent́ee Figure 4.28 òu w est le vecteur des entrées du crit̀ereH∞,
où u est le vecteur de sortie de la fonction de transfertK recherch́ee, òu y est le vecteur d’entrée de la
fonction de transfertK recherch́ee et òu z est le vecteur des sorties du critèreH∞. Le syst̀emeP admet
une repŕesentation d’́etat d’ordren définie par :

ẋ(t) = Ax(t) + Bww(t) + Buu(t)

z(t) = Czx(t) + Dzww(t) + Dzuu(t)

y(t) = Cyx(t) + Dyww(t) + Dyuu(t)

1. Définirw etu, y, z à l’aide des signaux de la Figure 4.27.
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2. Que vautn l’ordre d’une repŕesentation d’́etat deP ? Que peut-on choisir comme vecteur d’étatx(t)
deP ?

3. Déterminer une représentation d’́etat deP , c’est-̀a-dire calculer une expression des matricesA, Bw,
Bu, Cz, Dzw, Dzu, Cy, Dyw etDyu en fonction dekG, τG, τc, az, bz, kz, au, bu etku.

4.7 Conclusion

Ce qui est important de comprendre, c’est que la méthodeH∞ ne doit paŝetre mise en œuvre sous la
forme d’un crit̀ere universel. En fonction du cahier des charges et de la structure decommande recherchée,
un crit̀ere doit être d́etermińe, voire modifíe de façon it́erative. L’un des atouts majeurs de la méthode
H∞ est d’offrir la possibilit́e de construire de façon systématique un crit̀ere adapt́e au cahier des charges
consid́eŕe. Néanmoins, il faut avant tout essayer de rechercher, par le critère le plus simple possible,à ŕegler
le correcteur ayant la structure la plus simple possible. D’autre part, il estimpératif d’avoir une d́emarche
progressive en essayant de résoudre le problème de commande de la façon la plus simple possible, quitte
à ensuite aborder une solution plus complexe. L’expérience acquise permettra alors de l’aborder dans de
bonnes conditions.

En fait, c’est ici qu’apparâıt l’essence de l’approcheH∞ : au del̀a d’une simple ḿethode de synth̀ese de
lois de commande, il s’agit d’un formidable outil d’investigation et d’étude des performances atteignables
sur un syst̀eme boucĺe. Ce point est important car, en géńeral, le cahier des charges n’est pas défini de façon
précise. C’est en réalit́e un v́eritable outil de conception assisté par ordinateur de correcteur par l’approche
fréquentielle. Pour mettre en valeur cet aspect-là, le chapitre suivant rappelle le principe de la démarche
classique de synthèse de correcteurs. Le lecteur qui ne serait pas intéresśe par cette illustration peut sauter
ce chapitre.

Cependant, un critèreH∞, comme tout autre critère classique, ne permet pas de traduire fidèlement
tous les aspects du cahier des charges. Il est donc impératif d’analyser les performances et les marges de
robustesse qui n’ont paśet́e prises en compte explicitement dans le critère de synth̀ese. Dans le chapitre
7, nous aborderons des outils complémentaires plus fins. Mais avant cela, la réduction de mod̀ele, dont
l’int ér̂et aét́e entrevu dans ce chapitre, sera discutée dans le chapitre 6.
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Chapitre 5

Synthèse de correcteurs̀a partir de la
boucle ouverte

Dans les ḿethodes fŕequentielles classiques, l’ingénieur automaticien conçoit pasà pas, “̀a la main”, un
correcteur en travaillant essentiellement sur la fonction de transfert en boucle ouverteL(p) = G(p)K(p).
Comme cela áet́e dans les chapitres préćedents, la conception de correcteurs par la méthodeH∞ est faite
à partir des fonctions de transfert en boucle fermée par l’utilisation d’un algorithme de calcul numérique.
Pour bien comprendre l’apport de la méthodeH∞ de synth̀ese par rapport aux ḿethodes classiques, ce
chapitre pŕesente un rappel sommaire sur ces dernièresà travers la ŕesolution d’un exemple. Un bilan est
ensuite pŕesent́e à la fin du chapitre.

Comme cela áet́e vu dans le chapitre 2, les spécifications du cahier des charges se formalisent naturel-
lement par des contraintes portant sur des fonctions de transfert du syst̀emes en boucle ferḿee. La stabilit́e
est assuŕee par le fait que toutes les fonctions de transfert en boucle fermée sont stables. Pour assurer la
performance, il est ńecessaire de contraindre le module de la réponse fŕequentielle de fonctions de transfert
en boucle ferḿee. Par exemple, dans le cas d’une spécification de suivi de trajectoires, on considère les
fonctions de transfertTr→y(p) = T (p) etTr→ǫ(p) = S(p).

Notre objectif est ici de rechercher un correcteurK(p) qui satisfasse le cahier des charges. Comme ces
fonctions d́ependent non lińeairement du correcteurK(p) que l’on cherchèa mettre au point :

S(p) = 1
1+G(p)K(p) et T (p) = G(p)K(p)

1+G(p)K(p)

une recherche “manuelle” deK(p) de façoǹa satisfaire ces contraintes peutêtre tr̀es complexe, m̂eme dans
le cas d’une structure simple pour le correcteurK(p).

Exemple On reprend l’exemple d’un moteurà courant continu commandé par un gain proportionnel (voir
page 28). On d́esire ŕegler le gainkc de façoǹa garantir un certain suivi de trajectoire. Dans cet exemple là,
on a vu que la fonction de transfertS(p) s’écrivait :

S(p) =
p(τ1p+ 1)

τ1p
2 + p+ kkc

.

D’où,

|S(jω)| =
ω
√

τ21ω
2 + 1

√
(kkc − τ1ω2)2 + ω2

.

Par suite, modifier|S(jω)| en agissant surkc n’est pas direct, m̂eme dans le cas très simple d’un correcteur
proportionnel.

L’id ée fondamentale des méthodes de synthèse de correcteurs en automatique fréquentielle classique
consistèa transformer ces contraintes portant sur des fonctions de transfert du syst̀eme en boucle ferḿee en
contraintes portant sur la fonction de transfert du système en boucle ouverteL(p) = G(p)K(p), en utilisant
les liens qui existent entre les fonctions de transfert en boucle fermée et la fonction de transfert en boucle
ouverte.
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Exemple (suite) Reprenons l’exemple ci-dessus. Dans ce cas-là, nous avons

|L(jω)| = kc
k

ω
√

τ21ω
2 + 1

.

La dépendance de|L(jω)| en fonction dekc est lińeaire. Il est donc facile de choisirkc pour modifier
|L(jω)| dans un certain sens.

Ces contraintes sur la fonction de transfert en boucle ouverte sont traduites sur une ou plusieurs représentations
graphiques (diagrammes de Bode, de Nyquist et/ou de Black Nichols). C’est l’utilisation de ces représentations
graphiques qui rend ces méthodes extr̂emement attractives.

La premìereétape est donc de rechercher les contraintes que doit satisfaire la fonction de transfert en
boucle ouverteL(p) = G(p)K(p) pour que le cahier des charges soit rempli. La seconde est de trouver
effectivementK(p) qui permet̀a la boucle ouverteL(p) de satisfaire ces contraintes.

5.1 Sṕecification de la performance sur la boucle ouverte

La question est de savoir ce que le correcteurK(p) doit vérifier afin de remplir le cahier des charges.

5.1.1 Stabilit́e

Comme cela áet́e vu dans le chapitre 3, l’application du critère de Nyquist permet de relier la stabilité
du syst̀eme en boucle ferḿee au traće de la fonction de transfert en boucle ouverte (voir la section 3.1). Il
est donc ńecessaire de trouver un correcteurK(p) telle que la fonction de transfert en boucle ouverteL(p)
satisfasse le critère de Nyquist.

Par exemple, dans le cas où la fonction de transfertL(p) est stable et òu l’argument de la fonction de
transfertL(jω) estégaleà−180◦ pour une seule pulsationω180◦ , la stabilit́e du syst̀eme boucĺe est assurée
par le fait que|L(jω180◦)| < 1. Il faut donc alors choisirK(p) tel que :

|K(jω180◦)| <
1

|G(jω180◦)|
.

5.1.2 Performance 1 : suivi de ŕeférence

L’approche est d’abord d́etaillée dans le cas de signaux de référence en forme d’échelon avant de
consid́erer d’autres classes de signaux.

Régime permanent Le régime permanent de la réponsèa unéchelon est caractériśe par l’erreur statique.
D’après le chapitre 2, l’erreur statique est nulle siTr→ǫ(p) poss̀ede au moins un zéro en źero. Or, dans notre
cas :

Tr→ǫ(p) = S(p) =
1

1 +G(p)K(p)
.

En écrivantK(p) etG(p) comme le rapport de deux polynômes :

K(p) =
numK(p)
denK(p)

et G(p) =
numG(p)
denG(p)

on a

Tr→ǫ(p) =
denG(p)denK(p)

denG(p)denK(p) + numG(p)numK(p)
.

Il faut donc que soit le d́enominateur deK(p) soit le d́enominateur deG(p) s’annule en źero, c’est-̀a-dire
queK(p) ouG(p) contient au moins un intégrateur.

Exemple de la commande du moteur̀a courant continu Dans ce cas-là, le syst̀emeà commanderG(p)
contient d́ejà un int́egrateur : il n’est donc pas nécessaire queK(p) en contienne un pour assurer le suivi de
référence en forme d’échelon.
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Régime transitoire Il est caract́eriśe par la rapidit́e (temps de ŕeponse) et le d́epassement. Notons que
pour assurer une erreur statique nulle, la fonction de transfertL(p) contient au moins un intégrateur. Par
suite, en basses pulsations, on a nécessairement

|L(jω)| ∼ β

|ω|nI
≫ 1

où β est une constante etnI le nombre d’int́egrateurs deL(p). D’après le tableau 2.2, cela assure que

|S(jω)| ∼ 1

|L(jω)| ∼
|ω|nI

β
.

Le traće de|S(jω)| présente ainsi une pente de+20× nI dB/décade en basses pulsations.

• La rapidité de la ŕeponseest donńee par les pulsationsωS ouωc
S (pulsations pour lesquelles|S(jωS)| =

1√
2

et |S(jωc
S)| = 1). Ces pulsations sont du même ordre de grandeur que la pulsation de coupureωc qui

est d́efinie par|L(jωc)| = 1 1, tout enétant en ǵeńeral différentes. Cela peut se voir graphiquement dans le
plan complexe représent́e sur la figure 5.1. En effet, notons que

|S(jω)| = 1

|L(jω)− (−1)| ,

c’est-̀a-dire que|S(jω)| est l’inverse de la distance entre le point(−1, 0) et le pointL(jω). Par suite, pour
la pulsationωc

S , le pointL(jωc
S) està une distance 1 du point(−1, 0). D’autre part, par d́efinition,L(jωc)

està une distance de 1 du point 0. Par suite, d’après la figure 5.1, les pulsationsωc etωc
S sont proches mais

en ǵeńeral différentes. On auráegalit́e dans le cas d’une marge de phase de45◦.
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FIGURE 5.1 – Nyquist deL(jω)

Dans le chapitre 2, nous avons vu que le temps de réponse variait de façon inverse avec la pulsationωS
c .

On peut faire la m̂eme observation pour la pulsationωc. De façon ǵeńerale, cela implique que le réglage du

1. Par simplicit́e, on la suppose unique.
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temps de ŕeponse du système en boucle ferḿee se fait en modifiant la pulsation de coupureωc de la fonction
de transfert en boucle ouverteL(jω). Plus la pulsationωc estélev́ee, plus le temps de réponse est faible.

La pulsationωc est donc impośee par le cahier des charges afin d’obtenir une certaine rapidité pour le
syst̀eme boucĺe. Pour s’assurer queωc est effectivement la pulsation de coupure, le correcteurK(p) doit
être choisi tel que :

|K(jωc)| = 1
|G(jωc)| et ∀ω ∈ [0, ωc], |K(jω)| ≥ 1

|G(jω)| .

• Le dépassementde la ŕeponsèa unéchelon peut̂etre obtenu en examinant la résonance (valeur maxi-
male du module) de la fonction de transfertTr→y qui vautT dans notre cas. Comment déterminer sa valeur
à partir du traće de la fonction de transfert en boucle ouverte ?

Pour cela, il faut utiliser l’abaque de Black dans le plan de Nichols. L’intér̂et de cet abaque est de
permettre d’obtenir le module et la phase de

T (jω) =
L(jω)

1 + L(jω)

en fonction du traće deL(jω). Pour cela, des courbes iso gain et iso phase pourT (jω) sont repŕesent́ees
dans le diagramme de Nichols (voir la figure 5.2). Pour une pulsationω, l’intersection du traće deL(jω)
avec une courbe iso gain donne la valeur du module deT (jω). Par exemple, sur la figure 5.2, pour la
pulsationω, à partir du point ’o’,étiquet́e parL(jω), la boucle ouverteL(jω) correspond|T (jω)| =
0, 25dB. Pour limiter le d́epassement, il est nécessaire de limiter la valeur maximale de|T (jω)|. A l’aide
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FIGURE 5.2 – Black Nichols deL(jω)

du diagramme de Nichols, il est possible de réglerK(jω) pour arriverà ce ŕesultat.
Dans le cas tr̀es particulier òu le syst̀emeL(jω) est une fonction de transfert du second ordre (ce qui

est le cas de la fonction représent́ee sur la figure 5.2), du type :

L(p) =
k

p(τp+ 1)
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échelon de la boucle ferḿee

la valeur maximale de|T (jω)| est obtenue pour la pulsationωc (pulsation pour laquelle|L(jωc)| = 0 dB).
Dans ce cas là, sṕecifier un certain d́epassement pour la réponse temporelle, soit une certaine valeur pour
la résonance deT (valeur maximale du gain|T (jω)|) revientà fixer la phase deL(jωc), c’est-̀a-direà fixer
la marge de phase∆Φ. Par exemple, pour avoir la valeur maximale de|T (jω)| de l’ordre de3 dB, on doit
avoir arg(L(jω)) = −138◦. Dans ce cas-là, le correcteurK(p) doit être choisi tel quearg(K(jωc)) =
− arg(G(jωc))− 138◦.

Dans le cas tr̀es particulier òu le syst̀emeL(jω) est une fonction de transfert du second ordre, il est
ainsi possible de relier directement la marge de phase au dépassement en% (voir la figure 5.3).

Remarque Il est possible d’utiliser l’abaque de Black pour déterminer le module et la phase deS(jω) à
partir du traće de l’inverse de la fonction de transfert en boucle ouverteL(jω). Cela vient du fait que :

S(jω) =
L(jω)−1

1 + L(jω)−1 .

Vis-à-vis deS(jω), L(jω)−1 joue le m̂eme r̂ole queL(jω) vis-à-vis deT (jω).

5.1.3 Performance 2 : rejet de perturbations d’entŕee enéchelon

La démarche est la m̂eme que dans le cas du suivi de référence, sauf qu’au lieu de considérer la fonction
de transfert en boucle ferḿeeTr→ǫ = S, on consid̀ere la fonction de transfertTb→ǫ = GS.
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Régime permanent Quand le tempst tend vers l’infini, l’erreur tend vers0 (erreur asymptotique nulle)
si Tb→ǫ(p) poss̀ede au moins un zéro en źero. Or, dans notre cas :

Tb→ǫ(p) = G(p)S(p) =
G(p)

1 +G(p)K(p)

soit

Tb→ǫ(p) =
numG(p)denK(p)

denG(p)denK(p) + numG(p)numK(p)
.

Pour annuler l’erreur asymptotique, il faut donc que soit le dénominateur deK(p) ou soit le nuḿerateur
deG(p) s’annule en źero, c’est-̀a-dire que soitK(p) contienne un int́egrateur ou soitG(p) contienne un
dérivateur.

Exemple de la commande du moteur̀a courant continu Dans cet exemple, le systèmeà commander
G(p) n’est pas d́erivateur : il est donc ńecessaire queK(p) contienne un int́egrateur pour assurer le rejet
asymptotique d’une perturbation en forme d’échelon.

Régime transitoire Nous nous plaçons dans le cas où le syst̀emeà commanderG(p) n’est pas d́erivateur
et òu le correcteurK(p) contient un int́egrateur : on aura en basses pulsations|L(jω)| ≫ 1. D’après le
tableau 2.2,

|G(jω)S(jω)| ∼ 1

|K(jω)| ∼ β̄|ω| (5.1)

où β̄ est une constante. La dernièreéquivalence vient du fait queK(p) contient un int́egrateur. Par suite, le
traće de|G(jω)S(jω)| présente une pente de + 20 dB/décade en basses pulsations.

Comme dans le cas du suivi de référence, larapidité du rejetest donńee par l’́etendu de la gamme
de pulsations sur laquelle|G(jω)S(jω)| < 1. D’après l’équivalence (5.1), elle correspond,en premìere
approximation, à la gamme de pulsations pour laquelle|K(jω)| > 1. Le rejet est d’autant plus rapide que
cette gamme de pulsations est importante. On peut par exemple la caractériser par la pulsationωK

c telle que
|K(jωK

c )| = 1, avec pourω ∈ [0, ωK
c [, |K(jω)| > 1 et pourω ≥ ωK

c , |K(jω)| ≤ 1.

5.1.4 Limitation de la commande

Remarque préliminaire Dans le cas de suivi de référence eńechelon et/ou de rejet de perturbation en
échelon, on d́eduit de la discussion préćedente qu’en basses fréquences, on a|L(jω)| ≫ 1.

Limitation de la puissance de la commande pour le suivi de ŕeférence On d́esire limiter la puissance de
commande ńecessaire au suivi de référence. En notantSu(jω) la densit́e spectrale de puissance du signal2

u, on a la puissance du signalu qui est donńee par :

lim
T→∞

1

T

∫ T
2

−T
2

u(t)2dt =
1

2π

∫ +∞

−∞
Su(jω)dω

=
1

2π

∫ +∞

−∞
|Tr→u(jω)|2Sr(jω)dω

Par suite, pour limiter la puissance de commande, il est nécessaire que pour toute pulsationω, les gains
|Tr→u(jω)| soient faibles. Dans notre cas,Tr→u = KS

2. Su(jω) est la transforḿee de Fourier de la fonction d’autocorrélation moyenńee deu(t) :

Ru(τ) = lim
T→∞

∫ T

2

−
T

2

u(t)u(t− τ)dt.
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Est ce possible en basses pulsations ? Comme en basses fréquences|L(jω)| ≫ 1, d’apr̀es le tableau 2.2,
on a :

|K(jω)S(jω)| ∼ 1

|G(jω)| .

Dans cette gamme de pulsations, la fonction de transfert est indépendante du correcteurK(p) : il n’est donc
pas possible d’agir sur celui-ci pour limiter les gains|Tr→u(jω)|.

Peut-on le faire en hautes pulsations ? Très caricaturalement, on peut choisirK(p) de façoǹa avoir soit
|L(jω)| ≫ 1, soit |L(jω)| ≪ 1. La premìere possibilit́e correspond au cas ci-dessus où la fonction de
transfertTr→u est ind́ependante deK. D’après le tableau 2.2, le second cas mèneà

|K(jω)S(jω)| ∼ |K(jω)|.

Par suite, limiter les gains|Tr→u(jω)| en hautes pulsations revientà choisirK(p) de gains faibles en hautes
pulsations. PuisqueL(jω) = G(jω)K(jω), cela est coh́erent avec le fait d’avoir|L(jω)| ≪ 1.

En conclusion, pour limiter la puissance de commande du suivi de référence, il est ńecessaire de limiter
les gains du correcteur en hautes pulsations, c’est-à-dire pour des pulsations supérieures̀a la pulsation de
coupureωc. Cela entrâıne qu’en hautes pulsations|L(jω)| ≪ 1.

Limitation de la commande pour le rejet de perturbations Le même raisonnement peutêtre fait, en
remplaçant la fonction de transfertTr→u par la fonction de transfertTb→u = T . Il est laisśe au lecteur. La
conclusion est similairèa la conclusion pŕećedente : pour limiter la commande du rejet de perturbation, il
est ńecessaire de limiter les gains du correcteur en hautes pulsations.

5.1.5 Influence des bruits

Influence des bruits sur la commande En se plaçant dans un contexte déterministe, les bruits sont
des signaux hautes pulsations c’est-à-dire que si on considère la densit́e spectrale de puissance du bruit
Sw(jω), son influence est importante pour une pulsationω haute et faible pour une pulsationω faible.
CommeSu(jω) = |Tw→u(jω)|2Sw(jω), l’influence des bruits est limitée si |Tw→u(jω)| est faible de
façon prioritaire en hautes pulsations. OrTw→u = KS. Nous avons pŕećedemment vu qu’en basses pul-
sations cette fonction de transfertétait ind́ependante du correcteurK. Par contre, en hautes pulsations,
|K(jω)S(jω)| ∼ |K(jω)|. La limitation de l’influence du bruit est donc assurée si les gains du correcteur
K sont faibles en hautes pulsations.

Influence des bruits sur la sortie Le même raisonnement peutêtre fait ici. Notons cependant qu’en
hautes pulsations, on a :

|Tw→y(jω)| ∼ |G(jω)||K(jω)|.
Or, un proćed́e physique est ǵeńeralement passe-bas (|G(jω)| faible en tr̀es hautes pulsations). Il en résulte
que m̂eme si le correcteur a des gains importants en haute pulsation|K(jω)| ≫ 1 (ce qui n’est pas sou-
haitable si on veut limiter la puissance de commande), les bruits n’influence pas notablement la sortie du
syst̀eme si|K(jω)||G(jω)| ≪ 1 . Par contre, comme cela aét́e vu pŕećedemment, si en haute pulsation
|K(jω)| ≫ 1, leur action se fera ressentir sur la commande.

5.1.6 Marges de stabilit́e

Il n’y a pas de formule magique qui permette de donner ce que doitêtre la valeur des marges (par
exemple marge de gain∆G), valable aussi bien dans le cas où l’on commande le niveau d’eau d’un réservoir
de W.C. que dans le cas où l’on commande le d́eplacement de la fusée Ariane. Des valeurs typiques pour la
marge de gain sont de l’ordre de6 dB au moins mais on peut trouver des applications pour lesquelles une
valeur plus faible est convenable. Les marges de stabilité peuvent̂etre importantes sur deux aspects :

1. dans tous les cas, la robustesse, ce qui correspondà leur d́efinition ;

2. dans un certain nombre de cas, le comportement temporel du système, comme cela sera illustré dans
ce qui suit.
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Marge de gain On suppose fix́ee une borne inférieure∆Ginf sur la marge de gain. Comment choisir le
correcteurK(p) de façoǹa assurer que∆G ≥ ∆Ginf ?

Si la pulsationω180 est telle quearg(L(jω180)) = −180o et telle que|L(jω180)| < 1 alors d’apr̀es la
définition de la marge de gain,

∆G =
1

|G(jω180)||K(jω180)|
.

( Notons queω180 dépend du ŕeglage deK.) Par suiteK va être ŕegĺe tel que :

|K(jω180)| ≤
1

∆Ginf |G(jω180)|
.

Marge de phase La marge de phase est définieà partir de la pulsation de coupureωc :

∆Φ = arg(L(jωc)) + 180o. (5.2)

Notons que la pulsation de coupure est fixée de façoǹa assurer une certaine rapidité (temps de ŕeponse), ce
qui revientà fixer|K(jωc)|.
Pour assurer que la marge de phase est supérieureà∆Φinf , on doit, d’apr̀es la relation (5.2), avoir

arg(K(jωc)) ≤ ∆Φinf − arg(G(jωc))− 180◦.

Marge de retard Dans le cas òu il y a une seule pulsation de coupureωc, la marge de retard∆R est
égaleà ∆Φ

ωc
. Par suite, ayant fix́ee la pulsation de coupureωc, il est simple de choisir une marge de phase

compatible avec la marge de retard.

5.1.7 En ŕesuḿe

Le réglage du correcteur permettant le suivi de référence et le rejet de perturbations en forme d’échelon
doit respecter les contraintes suivantes :

1. K(p) doit contenir un int́egrateur pour assurer qu’enrégime permanent

(a) l’effet de la perturbation sur la sortie est nul (si le systèmeG n’est pas d́erivateur)3

(b) l’erreur statique pour uńechelon de ŕeférence est nulle (si le systèmeG n’est pas int́egrateur)

2. Enrégime transitoire, pour obtenir larapiditédu :

(a) suivi de ŕeférence : il est ńecessaire d’assurer une pulsation de coupureωc :

|K(jωc)| = 1
|G(jωc)| et ∀ω ∈ [0, ωc], |K(jω)| ≥ 1

|G(jω)| .

(b) rejet de perturbation : il est nécessaire d’assurer une pulsation de coupureωK
c :

|K(jωK
c )| = 1 et ∀ω ∈ [0, ωK

c ], |K(jω)| ≥ 1.

3. Enrégime transitoire, pour limiter ledépassementdu suivi de ŕeférence eńechelon,K doit être choi-
sie de façoǹa limiter la ŕesonance deT ; pour cela, il est ńecessaire d’utiliser le tracé deG(jω)K(jω)
dans le diagramme de Nichols associé à l’abaque de Black.

4. Pour assurer lastabilité, G(jω)K(jω) doit vérifier le crit̀ere de Nyquist : pour cela, il est commode
de repŕesenter le traće deG(jω)K(jω) dans le diagramme de Nyquist. Dans le cas où la fonction de
transfert est stable en boucle ouverte, il suffit de s’assurer que :

|K(jω180◦)| <
1

|G(jω180◦)|
.

Notez queω180◦ dépend du choix du correcteurK(jω).

3. Dans le cas d’un systèmeG dérivateur, on ne peut pas utiliser un correcteurK intégrateur : pourquoi ?



VERSIONPROVISOIRE DU29 FÉVRIER 2016 127

5. Pour assurer lesmarges de stabilit́e :

(a) marge de gain :|K(jω180)| ≤ 1
∆Ginf |G(jω180)|

(b) marge de phase (et de retard) :arg(K(jωc)) ≤ ∆Φinf − arg(G(jωc))− 180◦.

sans oublier la marge de module.

6. Pourlimiter la commandeet diminuer l’influence desbruits, les gains deK devrontêtre faibles en
hautes pulsations.

Discussion Plusieurs contraintes surK peuventêtre conflictuelles. Par exemple, vouloir augmenter la
rapidit́e du syst̀eme boucĺe (diminuer le temps de réponsèa unéchelon de ŕeférence et/ou le temps de rejet
d’une perturbation) revient̀a augmenter les pulsationsωc et ωK

c . Si ces pulsations sont trop importantes,
elles peuvent correspondreà des pulsations pour lesquelles le niveau du bruitw est important ce qui entraı̂ne
l’apparition d’un effet des bruits sur la commande important. Le choix deωc et ωK

c est donc conditionńe
par la pŕesence des bruits. On peut faire aussi la même remarque quantà la puissance de la commande :
pour augmenter la rapidité du syst̀eme boucĺe, il vaêtre ńecessaire de dépenser une puissance de commande
plus importante. On voit apparaı̂tre ici un compromis du type rapport qualité/prix : rapidit́e/puissance de
commande.

Remarque Si on examine l’allure du gain de la fonction de transfertL(jω) en fonction de la pulsationω,
on constate que les gains sont grands en basses pulsations et faibles enhautes pulsations.

Les contraintes que doit satisfaire le correcteurK étant d́etermińees, il restèa le trouver ! Le probl̀eme
étant assez complexe, il est nécessaire de le rechercher en procédant paŕetapes. Dans un premier temps, il
faut choisir lastructuredu correcteur (correcteur proportionnel, proportionnel intégral avec ou sans avance
de phase, etc..) et dans un second temps, régler les diff́erents param̀etres du correcteur (valeurà donner au
gain proportionnel dans le cas d’un correcteur proportionnel, etc..).

Cette d́emarche demande un certain doigté et vaêtre illustŕee sur un exemple. Cet exemple va aussi
nous permettre de passer en revue les différentes structures de correcteurs.

5.2 Structures de correcteurśelémentaires

Rappelons que les correcteurs considéŕes sont des correcteursà un degŕe de libert́e, c’est-̀a-dire de la
forme (voir le sch́ema 5.4) :

u(p) = K(p)(r(p)− y(p)) = K(p)ǫ(p).

y

K(p) ✲✲ u✲
✻

✲
+

−
r

FIGURE 5.4 – Correcteur̀a un degŕe de libert́e

5.2.1 Proportionnel :K(p) = kc

Le signal de commandeu(t) est simplement proportionnelà l’erreur de suivi de trajectoireǫ(t). Le
param̀etreà ŕegler est le gainkc.

La fonction de transfert en boucle ouverte s’écrit alorsL(p) = kcG(p). Comment agitkc sur les
repŕesentations graphiques deL(jω) (voir la figure 5.5) ?
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Dans le diagramme de bode, le tracé de|L(jω)|dB en fonction de la pulsationω se d́eduit du traće de
|G(jω)|dB par une translation de20 log10(k

c). De plus,arg(L(jω)) = arg(G(jω)).
Dans le diagramme de Nyquist, le tracé deL(jω) se d́eduit du traće deG(jω) par une homoth́etie4 de

centre0 et de rapportkc.
Dans le diagramme de Nichols, le tracé deL(jω) se d́eduit du traće deG(jω) par une translation suivant

l’axe des ordonńees de20 log10(k
c).

Exemple du moteurà courant continu On consid̀ere l’asservissement de position d’un moteurà courant
continu d́ecrit par le mod̀ele suivant :

G(p) =
k

p(τp+ 1)
. (5.3)

aveck = 235 et τ = 1
66, 9 .

Le cahier des charges associé est :

1. Les signaux de référence sont deśechelons. La position réelle de la poulie doit tendre vers la valeur
de l’échelon, sans erreur statique.

2. L’évolution de la position réelle de la poulie peut, en réponsèa un signal de ŕeférence, pŕesenter un
dépassement. Celui-ci doit rester inférieurà20% de la valeur finale de l’échelon (voir figure 2.5).

3. Le temps de ŕeponse doit̂etre le plus faible possible. Le temps de réponse est mesuré par le temps du
premier maximum (voir figure 2.5).

4. Le correcteur doit aussi fonctionner sur le système ŕeel, pas simplement sur le modèle ! Pour cela, on
demande une marge de phase d’au moins45 degŕes.

Peut-on remplir le cahier des charges ?

La sṕecification 1(erreur statique nulle)sera remplie car le systèmeG(p) contient un int́egrateur.

Pour assurer la stabilité5, il suffit de choisirkc tel quekc < 1
|G(jω180)| . De plus, pour assurer une

marge de gaind’au moins∆Ginf , il est ńecessaire de choisirkc tel que

kc <
1

∆Ginf |G(jω180)|
.

Application nuḿerique: on calcule d’abord la pulsationω180. La fonction de transfertG(p) ayant deux
pôles stables (et aucun zéro),arg(G(jω)) tends asymptotiquement vers−180◦ pourω qui tend vers∞. Par
suite,ω180 = +∞. Or |G(j∞)| = 0. Par suite, la borne supérieure surkc est+∞. En conclusion, pour
toute valeur (positive) dekc, le syst̀eme boucĺe sera stable. De plus, la marge de gain sera infinie.

Examinons maintenant letemps de ŕeponsèa unéchelon. Il est fix́e par le choix de la pulsationωc. Par
définition,ωc est pulsation de coupure si|L(jωc)| = 1 et∀ω ∈ [0, ωc] |L(jω)| ≥ 1 soit

|K(jωc)| = 1
|G(jωc)| et ∀ω ∈ [0, ωc], |K(jω)| ≥ 1

|G(jω)| .

On doit donc prendrekc = 1
|G(jωc)| pour satisfaire la première condition. Est ce que la seconde est

satisfaite ? Il faut noter que|G(jω)| est une fonction d́ecroissante de la pulsationω. Par suite,

∀ω ∈ [0, ωc], |G(jω)| ≥ |G(jωc)|.

Donc

∀ω ∈ [0, ωc], kc ≥ 1

|G(jω)| .

4. Une homoth́etie de centre0 et de rapportα est une application lińeaire quià tout pointM associe le pointM ′ tel que−−−→
OM

′ = α
−−→
OM .

5. sṕecification implicite du cahier des charges.
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En conclusion, pour augmenter la rapidité, c’est-̀a-dire augmenter la pulsation de coupureωc, il suffit d’aug-
menterkc.

Cependant, lorsque l’on augmentekc, le traće de la boucle ouverteL(jω) = kcG(jω) dans le plan de
Nichols est translaté vers le haut. Pour assurer undépassementraisonnable, il faut que la tracé deL(jω) ne
coupe pas des courbes iso gainT de trop grande valeur, ce qui exclut de choisirkc trop grand. Le traće de la
boucle ouverteL(jω) pourkc = 1 sur le diagramme de Nichols est indiqué sur la figure 5.6. Pourkc = 1,
le traće tangente la courbe iso gainT 6 dB. La réponse temporellèa unéchelon de ŕeférence montre un
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FIGURE 5.6 – Ŕeponse fŕequentielle deL(jω) et temporelle deT

dépassement trop important.
On d́ecide donc de diminuer la valeur dekc de façoǹa tangenter la courbe iso gainT 3 dB. On obtient

kc = 0, 5. D’après la courbe temporelle, le dépassement reste encore important. On décide donc de diminuer
la valeur dekc de façoǹa tangenter la courbe iso gainT 1 dB. On obtientkc = 0, 25.

Le dépassement devient alors inférieur à 20%. La pulsation de coupure est de47, 8 rad/s. En aug-
mentant ĺeg̀erement le gainkc, il est possible de diminuer un peu le temps de réponse tout en gardant un
dépassement inférieurà20%.

A l’aide de Matlab, on obtient un ŕesultat satisfaisant pourkc = 0, 34, ce qui correspond̀a une
résonance deT de1, 8dB. Le d́epassement est de20% et le temps du premier maximumtmax est de0, 05s
(voir la figure 5.6). La pulsation de coupure de la boucle ouverte correspondante estωc = 60rad/s. Notons
queωctmax ∼ 3, ce qui est caractéristique d’une fonction de transfert en boucle ouverte du second ordre.

Remarque Comme nous sommes dans le cas particulier oùL(jω) est une fonction de transfert du second
ordre, la pulsation de coupure peut se déduire du temps de réponse d́esiŕe par la relationωctmax ∼ 3.
La sṕecification de d́epassement peutêtre transforḿee en contrainte sur la marge de phaseà l’aide de la
figure 5.3.

Quellemarge de phaseva-t-on obtenir avec ce choix dekc ? Par d́efinition de la marge de phase∆Φ,

arg(L(jωc)) = ∆Φ− 180◦.

Puisquearg(L(jωc)) = arg(G(jωc)), on aura :∆Φ = 180◦ + arg(G(jωc)). Dans notre cas, le choix de
la pulsation de coupureωc fixe doncà la fois le temps de réponsèa unéchelon et la marge de phase. Pour
avoir une marge de phase supérieureà∆Φinf , on doit prendreωc telle que

180◦ + arg(G(jωc)) ≥ ∆Φinf .

La fonctionarg(G(jω)) étant d́ecroissance avec la pulsationω, cette relation donne donc une borne supérieure
sur la pulsationωc qu’il est possible d’obtenir. Pour la valeur dekc = 0, 34 pour laquelle le d́epassement
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était satisfaisant, on peut lire directement sur le diagramme de Nichols la valeurde la marge de phase :
∆Φ = 48◦. Cette valeur est largement satisfaisante.

Le probl̀eme d’une commande proportionnelle est qu’elle ne permet pas de filtrer les hautes pulsations
(puisque ce n’est pas un transfert passe bas), donc de limiter l’influence des bruits.

En conclusion, pour ce probl̀eme particulier, le ŕeglage dekc fait apparâıtre la recherche d’un compro-
mis entre :

1. la rapidit́e du suivi d’́echelon, d’autant plus importante quekcest grand ;

2. la marge de phase et le dépassement du suivi d’échelon, d’autant meilleurs quekc est petit.

5.2.2 Proportionnel Intégral

Exemple du moteurà courant continu (suite) On rajoute au cahier des charges le rejet de perturbations
en forme d’́echelon. La rapidit́e du suivi d’́echelons est donnée par le temps du premier maximum :tmax =
75ms.

D’après la discussion de la section 5.1, le correcteur doit nécessairement contenir un intégrateur. La
structure la plus simple qui contienne cela est :

K(p) =
kc

p
.

Comment ŕegler ce correcteur pour assurer la stabilité du syst̀eme en boucle ferḿee ? Pour cela, exami-
nons la phase deL(jω) = G(jω)K(jω) : arg(L(jω)) = −90◦ + arg(G(jω)). Ce d́ephasage de−90◦ est
introduit par l’int́egrateur deK(p). Comme la phase deG(jω) varie entre−90◦ et−180◦, celle deL(jω)
varie entre−180◦ et−270◦ : le traće deL(jω) recouvrira ou entourera le point(−1, 0) (voir figure 5.8).
La boucle ferḿee sera donc instable.
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FIGURE 5.8 – Diagramme de Nichols dek
c

jωG(jω) aveckc = 0, 01

Pouréviter le point(−1, 0), il est ńecessaire de choisirK(p) telle que la phase de la fonction de transfert
en boucle ouverteL(jω) augmente au voisinage de la pulsation de coupureωc. Pour cela, on introduit dans
le correcteurK(p) un źero stable (a > 0) :

K(p) = kc
p+ a

p
.

On obtient un correcteur Proportionnel Intégral (P.I.) òu il est ńecessaire de régler deux param̀etresa etkc.
L’introduction du źero en−a permet d’augmenter la phase deK(jω) aux alentours de la pulsationω = a
(voir figure 5.9). Cet effet d’avance de la phase permet de diminuer voire de compenser le déphasage de
−90◦ pour les hautes pulsations. Il vaêtre misà profit pour que le traće de la fonction de transfert en boucle
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ouverteL(jω) = G(jω)K(jω) évite le point(−1, 0). Au plus le param̀etrea est choisi petit au plus l’effet
d’avance de phase sur le tracé de la fonction de transfert en boucle ouverte est important (voir la figure 5.10)
permettant de contourner le point(−1, 0) permettant d’obtenir des marges de stabilité plus importantes et
de limiter la ŕesonance du gain deT .
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Le param̀etrekc va être ŕegĺe afin de fixer la bande passanteωc permettant d’obtenir un certain temps
de ŕeponse pour le suivi d’uńechelon.

Quelle vaêtre l’influence dea sur le rejet de perturbation, pour une valeur donnée dekc ? Rappelons
que :

|Tb→ǫ(jω)| = |G(jω)S(jω)| ∼ 1

|K(jω)| (en basses pulsations)
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Le rejet de perturbation sera d’autant plus rapide que|K(jω)| est important sur une large gamme de pulsa-
tionsω. Or, pourkc fixé, au plusa est important, au plus|K(jω)| est important sur une gamme de pulsations
plus large (voir la figure 5.11). Les réponses temporelles confirment ce résultat (voir figure 5.12). De façon
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qualitative, quanda devient petit (tend vers0), le correcteur PI “d́eǵeǹere” en un correcteur proportionnel
(inapteà rejeter des perturbationséchelon en entrée).

En résuḿe, le réglage du param̀etrea résulte de la recherche d’un compromis entre :

1. la rapidit́e du rejet de perturbation enéchelon, d’autant plus importante quea est grand ;

2. la marge de phase et le dépassement du suivi d’échelon, d’autant meilleurs quea est petit.

Mise en œuvre pour la commande du moteur Dans le cas d’un correcteur proportionnel, le système
en boucle ouverteL(p) était d’ordre2, ce qui a permis̀a travers le choix de la marge de phase de régler
le dépassement et, bien sûr, d’obtenir une certain marge de stabilité. La pulsation de coupure a permis de
régler le temps de réponse.

Dans le cas d’un correcteur Proportionnel Intégral, le syst̀eme en boucle ouverteL(p) est d’ordre3. Par
suite, le d́epassement ne peut pasêtre ŕegĺe à travers le seul choix de la marge de phase. Il est nécessaire
d’examiner le traće deL(jω) sur le diagramme de Nichols : en fonction des courbes iso gainT intersect́ees
et/ou tangent́ees, le d́epassement sera plus ou moins important. Les paramètreskc et a vont être ŕegĺes de
façon it́erative

1. choix initial dea et dekc

2. examen des tracés fŕequentiels de la boucle ouverte (Bode et Nichols), des réponses temporelles et
fréquentielles des fonctions de transfert en boucle fermée

3. si le cahier des charges n’est pas rempli, reréglage dea et/oukc et retourà l’étape2

Pour trouver un choix initial dea et dekc pas trop stupide, on peut faire comme si le système en boucle
ouverteétait du second ordre en fixant la marge de phase∆Φ et la pulsation de coupureωc pour remplir
les sṕecifications temporelles. On prend doncωc =

3
0, 075 = 40 rad/s et∆Φ = 48◦. Par d́efinition de la
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FIGURE 5.12 – Ŕeponses temporelles du système boucĺe, correcteur P.I.kc = 0, 2 eta = 1 eta = 4, 5

marge de phase :
arg(K(jωc)) = −180◦ − arg(G(jωc)) + ∆Φ

Notons quekc n’intervient pas dans cettéequation. Or

arg(K(jωc)) = −90◦ + arctan(ωc
a ) et arg(G(jωc)) = −90◦ − arctan(τωc)

D’où arctan(ωc
a ) = ∆Φ+ arctan(τωc), soit

a =
ωc

tan(arctan(τωc) + ∆Φ)
= 8, 59.

D’autre part,ωc est une pulsation de coupure si|G(jωc)K(jωc)| = 1, ce qui donne :

kc =
ω2
c

√
τ2ω2

c + 1

k
√

ω2
c + a2

= 0, 19.

Malheureusement, avec ce réglage de PI, le d́epassement est trop important (voir la figure 5.13).

On d́ecide donc de rerégler le PÌa l’aide deMatlab. On aboutit it́erativement sur le choix de paramètre
kc = 0, 18 et a = 4, 7 (voir la figure 5.14 pour comparer le correcteur PI initial et la correcteurPI final).
D’après la figure 5.15, les spécifications de rapidité et de d́epassement du cahier des charges sont respectées.
Les marges de stabilité sont correctes (marge de phase de54◦ et de gain suṕerieureà40 dB).

5.2.3 Avance de phase

Exemple du moteur à courant continu (suite) On cherche un correcteur permettant d’augmenter la
rapidit́e du suivi d’́echelons (tmax = 30ms) tout en permettant le rejet de perturbations en forme d’échelon.

Une telle performancéetait-elle possible avec les structures de commande préćedemment consid́eŕees ?
Grossìerement, un temps de réponse de30 ms correspond̀a une pulsation de coupureωc de l’ordre de
3

0, 03 = 100rad/s. Peut-on ŕegler une correcteur proportionnel (intégral) assurant une telle bande passante

tout en assurant la stabilité du syst̀eme en boucle ferḿee ainsi que les marges de stabilité ?
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Réponse è un échelon de référence pour deux réglages de PI
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FIGURE 5.13 – Ŕeponse temporelle avec la commande PI initiale et après reŕeglage
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la commande PI finale

Dans le cas d’un correcteur proportionnel, pour assurer une pulsation de coupureωc de100 rad/s, il
faut choisir :

kc =
1

|G(jωc)|
soit kc = 0, 77. La marge de phase correspondante est donnée par180◦ + arg(G(jωc)) soit 33, 8◦, ce qui
est trop faible. Le d́epassement̀a unéchelon de ŕeférence est alors supérieurà20%.

Peut-on obtenir mieux avec un correcteur proportionnel intégral ? La phase d’un correcteur Propor-
tionnelle est nulle ; celle d’un correcteur Proportionnel Intégral est strictement comprise entre−90◦ et 0◦.
Par suite, le remplacement d’un correcteur P par un correcteur PI va diminuer la phase de la fonction de
transfert en boucle ouverteL(jω) et donc mener̀a une marge de phase plus faible.

En conclusion, les structures P ou PI ne permettent pas de remplir le nouveau cahier des charges car
elles ne permettent pas d’obtenir (au moins) une marge de phase correcte.

Comme base de départ, on va conserver la structure PI car le correcteur doit nécessairement posséder
un int́egrateur pour assurer le rejet de référence en forme d’échelon. A cette base, on va adjoindre une (ou
plusieurs) avance(s) de phase, c’est-à-dire une fonction de transfert de la forme :

H(p) =
τ1p+ 1

τ2p+ 1
(5.4)

avecτ1 ≫ τ2, ce qui donne pour le correcteur la structure suivante :

K(p) = k
p+ a

p

τ1p+ 1

τ2p+ 1
.

Un exemple d’avance de phaseH(p) est repŕesent́e figure 5.16 sous forme d’un diagramme de Bode. Une
fonction transfert avance de phase introduit deux effets :

1. une augmentation du gain|H(jω)| à partir de la pulsation1τ1 ;

2. une augmentation de la phase qui intervient grosso modo entre les pulsations 1
τ1 et 1

τ2 . La pulsation
à laquelle l’augmentation de la phase est maximale est donnée par

ωaug =
1√
τ1τ2

. (5.5)
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FIGURE 5.16 – Diagramme de Bode d’une avance de phase,τ1 = 100 et τ2 = 1

A cette pulsation, la phaseΦm de l’avance de phase est telle que

sin(Φm) =
τ1 − τ2
τ1 + τ2

=

τ1
τ2

− 1

τ1
τ2

+ 1
. (5.6)

Une simpléetude de fonction permet de constater queΦm est une fonction croissante du rapportτ1
τ2 .

Elle est comprise entre0◦ et+90◦ exclus.

A partir des relations (5.5) et (5.6), il est aisé d’exprimerτ1 et τ2 en fonction de la pulsationωaug et
la valeur de l’avance de phase maximale+Φm , ce qui est d’un grand intér̂et pratique :

τ1 =
1

ωaug

√
1 + sin(Φm)
1− sin(Φm)

et τ2 =
1

ωaug

√
1− sin(Φm)
1 + sin(Φm)

Remarque Les relations (5.5) et (5.6) se déterminent̀a partir des calculs suivants.

arg(H(jω)) = arg(τ1jω + 1)− arg(τ2jω + 1)
= arctan(τ1ω)− arctan(τ2ω)

La pulsatioǹa laquelle la phase atteint maximum est calculée en d́erivant l’expression de la phase deH par
rapportà la pulsationω :

(arg(H(jω))′ = (τ2 − τ1)
τ1τ2ω

2 − 1
(1 + (τ1ω)

2)(1 + (τ2ω)
2)
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Par suite, en annulant la dérivée, on obtient la pulsation 1√
τ1τ2

. D’autre part,

sin(Φm) = sin(arctan(
√

τ1
τ2 )) cos(arctan(

√
τ2
τ1 ))− cos(arctan(

√
τ1
τ2 )) sin(arctan(

√
τ2
τ1 ))

=

√
τ1
τ2√

1 +
τ1
τ2

1√
1 +

τ2
τ1

− 1√
1 +

τ1
τ2

√
τ2
τ1√

1 +
τ2
τ1

= τ1 − τ2
τ1 + τ2

De l’utilisation d’une avance de phase Un filtre à avance de phase est principalement utilisé pour son
effet “avance de phase” sur une gamme de pulsations données. Par exemple, dans le cas de la commande
du moteurà courant continu, l’introduction dans la boucle ouverte d’une avance de phase peut permettre
d’améliorer la marge de phase∆Φ en augmentant la phase de la boucle ouverteà la pulsationωc. Pour
cela, on peut par exemple, régler l’avance de phase de façonà ce que l’augmentation maximaleΦm de la
phase interviennèa la pulsationωaug = ωc. Ceci n’est pas une règle mais une possibilité : on peut̂etre
ameńe à modifier les param̀etres de l’avance de phase de façonà prendre en compte d’autres spécifications
(dépassement en% dans le cas de système en boucle ouverte d’ordre supérieurà2, marge de gain, etc..) en
se basant sur les tracés fŕequentiels de Bode, de Nichols, etc...

Mise en œuvre pour la commande du moteur Comme dans le cas du réglage du correcteur PI, on va
essayer de d́eterminer un premier jeu de paramètres (kc, a, τ1, τ2) en consid́erant que la fonction de transfert
en boucle ouverteL(p) est d’ordre2. Celui-ci sera alors itérativement aḿelioré de façon a remplir le cahier
des charges.

Pour le param̀etresa, on reprend celui qui áet́e d́etermińe dans le cas du réglage d’un correcteur PI
(a = 4, 7). L’avance de phase est d’abord régĺee de façoǹa obtenir une certaine marge de phase. Dans le
cas du correcteur PI, la marge de phase de54◦ avait permis d’assurer une bonne robustesse en contribuant
à l’obtention d’un d́epassement raisonnable. On choisit de régler l’avance de phase maximaleà la pulsation
ωc (ωaug = ωc). Φm va être calcuĺe de façoǹa obtenir la marge∆Φ désiŕee.

arg(G(jω)) + arg(K(jω)) = −180◦ +∆Φ (5.7)

avec
arg(K(jωc)) = arg

(
kc

jω + a
jω

)
+Φm = −90◦ + arctan(ωc

a ) + Φm

arg(G(jωc)) = −90◦ − arctan(τωc).

L’ équation (5.7) m̀ene alors̀a :

Φm = ∆Φ− arctan(
ωc

a
) + arctan(τωc).

Pourωc = 100 rad/s, ∆Φ = 54◦ et a = 4, 7, on obtientΦm = 22, 9◦, ce qui donneτ1 = 0, 0151 et
τ2 = 0, 0066. Le gainkc est alors obtenu tel que|G(jωc)K(jωc)| = 1, ce qui donne :

kc =
ω2
c

√
τ2ω2

c + 1
√
τ22ω

2
c + 1

k
√

ω2
c + a2

√
τ21ω

2
c + 1

= 0, 5.

Itérativement, sousMatlab, le correcteur Proportionnel Intégral avec Avance de Phase est rerégĺe :

K(p) = 0, 471
(p+ 10, 25)

p

1

66
p+ 1

1

188, 5
p+ 1
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0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 1.1 1.2 1.3 1.4 1.5
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

Temps t en secondes

so
rt

ie
 y

(t
)

Suivi de référence et rejet de perturbation en échelon

0 0.5 1 1.5
−0.5

0

0.5

1

1.5
Commande

Temps t en secondes

u(
t)

FIGURE 5.17 – Ŕeponse temporellèa unéchelon de ŕeférence et de perturbation

Voir les figures 5.18, 5.17 et 5.19 pour examiner les réponses temporelles et fréquentielles avec le correcteur
initial et le correcteur final obtenu après reŕeglage. Apr̀es reŕeglage, les marges de stabilité obtenues sont
∆Φ = 54, 2◦ et∆G = +∞ (voir figure 5.18). La rapidit́e et le d́epassement pour uńechelon de ŕeférence
respectent le cahier des charges :tmax = 29, 6ms, %D1 = 16% (voir la figure 5.17). Ces valeurs sont
coh́erentes avec les tracés fŕequentiels des gains deTr→ǫ(jω) = S(jω) et deTr→y(jω) = T (jω). On
peut noter que le rejet de perturbation est plus rapide avec le correcteur final qu’avec le correcteur initial.
Cela peut se voir temporellement (voir la figure 5.17), sur le module de la fonction de transfertTb→ǫ(jω) =
G(jω)S(jω) (en basses pulsations, les gains sont plus faibles pour le second correcteur que pour le premier)
et directement sur les gains deK(jω) (voir la figure 5.19, en bas̀a droite : les gains du second correcteur
sont en basses pulsations plus faibles que ceux du premier correcteur).
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5.2.4 Filtre cloche

Exemple du moteurà courant continu (suite) On cherche maintenant un correcteur permettant le suivi
de trajectoires sinusoı̈dales de pulsationω0 avec une erreur relative d’amplitude inférieureà5× 10−6 dans
le cas òu ω0 = 3rad/s et inférieureà 5 × 10−3 pourω0 ∈ [2, 7, 3, 33]. D’autre part, on d́esire toujours
assurer le suivi de trajectoires en forme d’échelon ainsi que le rejet de perturbations d’entrée en forme
d’échelon sans imposer un régime transitoire pŕecis (rapidit́e, d́epassement).

D’après la section 2.2 du chapitre 2, on doit donc avoir

1. pourω0 = 3rad/s, |Tr→ǫ(jω0)| ≤ 5× 10−6

2. pourω0 ∈ [2, 7, 3, 33], |Tr→ǫ(jω0)| ≤ 5× 10−3

Or, puisqueTr→ǫ(jω0) =
1

1 +G(jω0)K(jω0)
, pour avoir|Tr→ǫ(jω0)| ≪ 1, il faut que|G(jω0)K(jω0)| ≫

1, ce qui permet d’obtenir l’équivalent suivant :

|Tr→ǫ(jω0)| ∼
1

|G(jω0)K(jω0)|
Donc pour assurer (à peu pr̀es) que|Tr→ǫ(jω0)| ≤ η, on peut rechercherK(p) tel que

|K(jω0)| ≥
1

η|G(jω0)|
avecη = 5× 10−6 pourω0 = 3rad/s et pourη = 5× 10−3 pourω0 ∈ [2, 7, 3, 33].

1. Comme|G(jω0)| = 78, 25 pourω0 = 3rad/s, on doit avoir|K(jω0)| ≥ 2, 56× 103

2. comme pourω0 ∈ [2, 7, 3, 33], |G(jω0)| ≥ 70, 4, on doit avoir|K(jω0)| ≥ 2, 84.

Pour assurer le suivi de références et le rejet de perturbations enéchelon, on va choisir comme base le
correcteur Proportionnel Intégral d́etermińe dans la sous section 5.2.2 :

K(p) = 0, 18
p+ 4, 5

p
.

Avec ce correcteur, on a :

1. pourω0 = 3rad/s, on a|K(jω0)| = 0, 335

2. pourω0 ∈ [2, 7, 3, 33], on a|K(jω0)| ≤ 0, 3614.

Par suite, le gain deK(jω) n’est pas suffisant pour les pulsations concernées. Pour rajouter du gaiǹa ces
pulsations, on va introduire un filtre “cloche” dans le correcteur.

Filtre cloche Etant donńes

1. 0 < ǫmax < ǫ < 1

2. 0 < ωmin
0 < ωmax

0

un filtre cloche est une fonction de transfertF (p) telle que

1. |F (j
√

ωmin
0 ωmax

0 )| = 1
ǫmax

2. |F (j0)| = 1, limω→+∞ |F (jω)| = 1

3. ∀ω ∈ [ωmin
0 , ωmax

0 ], |F (jω)| ≥ 1

ǭ
.

Un exemple est présent́e figure 5.20. Le filtre cloche permet donc d’obtenir un gain importantà une pulsa-
tion donńeeω0, un gain relativement important pour un intervalle de pulsations centré logarithmiquement
sur cette pulsation et enfin un gain proche de1 en basses pulsations et en hautes pulsations.

Un filtre cloche peut̂etre d́efini par un filtre d’ordre2 :




F (p) =
p2 + αp+ ωmin

0 ωmax
0

p2 + ǫmaxαp+ ωmin
0 ωmax

0

α =
(ωmax

0 − ωmin
0 )

ǫ

√
1− ǫ2

1− ǫ2max
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FIGURE 5.20 – Filtre clocheωmin
0 = 10 rad/s, ωmax

0 = 100 rad/s, ǫmax = 10−4 et ǫ = 10−2

Mise en œuvre sur le moteur Pour assurer des gains suffisants aux pulsations importantes on introduit
dans le correcteur un filtre cloche, ce qui donne :

K(p) = 0, 18
p+ 4, 5

p

p2 + αp+ ωmin
0 ωmax

0

p2 + ǫmaxαp+ ωmin
0 ωmax

0

.

avecωmin
0 = 2, 7, ωmax

0 = 3, 333, ǫmax = 10−4 et ǭ = 10−1. Avec ce correcteur, on a :

1. pourω0 = 3rad/s, on a|K(jω0)| = 3, 35× 105

2. pourω0 ∈ [2, 7, 3, 33], on a|K(jω0)| ≥ 3, 11

ce qui est largement suffisant pour assurer le suivi de trajectoires de ŕeférence sinusoı̈dales. A partir des
réponses fŕequentielles de la fonction de transfert en boucle ouverteG(jω0)K(jω0), on v́erifie que ce
correcteur assure la stabilité du syst̀eme en boucle ferḿee ainsi que des marges de stabilité correctes (voir
la figure 5.21). Le système en boucle ferḿee est satisfaisant que ce soit dans le domaine fréquentiel (voir
figure 5.22) ou temporel (voir la figure 5.23). En particulier, on constate bien que les erreurs de suivi de
trajectoires pour des sinusoı̈des d’amplitude1, de pulsationsω0 = 3rad/s etω0 = 2, 7rad/s sont celles
demand́ees par le cahier des charges.

5.2.5 Filtre passe bas

Tous les types de correcteursK(p) examińes pŕećedemment sont propres sansêtre strictement propres
(les degŕes du nuḿerateur et du d́enominateur sont́egaux). Par suite, en hautes pulsations,|K(jω)| est
équivalentà un gain constant. Or, pour assurer l’atténuation des bruits et la limitation de la commande,
nous avons vu (sous sections 5.1.4 et 5.1.5) que|K(jω)| doit être faible en hautes pulsations. En géńeral,
on recherche dans cette gamme de pulsations une décroissance de|K(jω)| en fonction deω (on parle de
“roll-off”) de −20× nrdB/dec avecnr ≥ 1 :

|K(jω)| ∼ β̄

|ω|nr
.
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Le correcteur PI + Avance de Phase dévelopṕe section 5.2.3 est modifié par l’introduction d’un filtre
passe bas du premier ordre. Les paramètres du PI et de l’avance de phase sont lég̀erement modifíes. Les
gains du correcteur sont ainsi plus faibles en hautes pulsations : l’amplitude de la commande nécessaire au
suivi de trajectoires eńechelon est ŕeduite au d́epart (voir la figure 5.24).

5.2.6 Une remarque en guise de conclusion

Les différentes structures ontét́e pŕesent́eesà travers le ŕeglage d’un correcteur pour la commande d’un
moteurà courant continu,̀a titre d’illustration. Les discussions qui ontét́e faites ne constituent pas une
méthodologieà proprement parler. Elles ne doivent pas non plusêtre consid́eŕees comme un recueil de
recettes de cuisine. Leur seule ambitionétait de comprendre la démarche qui peut̂etre adopt́ee pour traiter
un probl̀eme de ŕeglage de correcteurs. Lorsqu’un nouveau problème de ŕeglage de lois de commande est
abord́e, cette d́emarche doit̂etre reprise.

5.3 Conclusion :H∞, un outil CAO pour l’automatique fr équentielle

La Figure 5.25 illustre la d́emarche de conception de correcteurs dans la méthode de synth̀eseH∞
(gauche) et dans les méthodes fŕequentielles classiques (droite). La première étape est commune : elle
consisteà traduire les diff́erentes sṕecifications du cahier des charges (temporelles et autres) en gabarits
à respecter par les modules de différentes fonctions de transfert en boucle fermée. Dans la ḿethodeH∞,
ces gabarits sont expriḿes par le choix de pondérations intervenant sur les fonctions de transfert en boucle
fermée concerńees. La ŕesolution du probl̀emeH∞ (étape “Calcul du correcteur”) permet de rechercher un
correcteurK(p) tel que les fonctions de transfert en boucle fermée correspondantes respectent les gabarits.
L’ étape “Analyse du correcteur” permet de vérifier si la performance et la robustesse du correcteur sont
satisfaisantes. Sinon, on peut modifier les gabarits et rechercher un correcteur pour ces nouveaux gabarits.

Dans les ḿethodes fŕequentielles classiques, le concepteur doit essayer de traduire les gabarits sur les
fonctions de transfert en boucle fermée en gabarits sur la fonction de transfert en boucle ouverte (étape
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“Gabarit sur transfert BO”). Dans l’étape suivante “Choix structure du correcteur”, il doit choisir une struc-
ture de correcteur adéquate (Proportionnel Intégral avec ou sans avance de phase, etc...) et déterminer les
diff érents param̀etres du correcteur (étape “Ŕeglage des param̀etres du correcteur”), choix qui demandent
un fort savoir-faire. L’́etape “Analyse du correcteur” permet de tester si la performance et la robustesse du
correcteur sont satisfaisantes. Si ce n’est pas le cas, les causes possibles peuvent̂etre nombreuses : mauvaise
détermination des param̀etres du correcteur, choix peu pertinent de structure pour le correcteur, mauvaise
traduction des gabarits sur les fonctions de transfert en boucle fermée en un gabarit sur la fonction de trans-
fert en boucle ouverte, mauvais choix de gabarits sur les fonctions de transfert en boucle ferḿee ou encore
performance d́esiŕee irŕealistes. L’int́er̂et de la ḿethodeH∞ est d’́eviter ces diff́erenteśecueils (sauf les
deux derniers) en proposant un algorithme de calcul d’un correcteurtel que les gabarits sur les fonctions
de transfert en boucle ferḿee soient satisfaits. Elle permet de réduire le nombre de cas où si le correcteur
obtenu n’offre pas une performance satisfaisante, ce n’est pas parce que ce correcteur n’existe pas mais
c’est parce que le concepteur n’a pas su surmonté les difficult́es de la synth̀ese.

L’introduction de la ḿethodeH∞ permet ainsi de simplifier considérablement le processus de concep-
tion tout en ŕeduisant son temps. Elle constitue une réelle ḿethode de Conception Assistée par Ordinateur
centrale pour l’Automatique fréquentielle.
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Chapitre 6

Réduction de mod̀eles

L’objectif de la ŕeduction de mod̀ele est :étant donńee une (matrice) de fonction(s) de transfertG(p)
d’ordre n, rechercher une (matrice) de fonction(s) de transfertGr(p), d’ordre r avecr < n, qui soit
“relativement proche” deG(p).

Ce probl̀eme est int́eressant dans deux contextes.

1. Les ḿethodes de synthèse automatique de lois de commande, comme LQG ouH∞ mènentà des
correcteurs, en ǵeńeral, d’ordre au moinśegal à l’ordre du syst̀eme. Par exemple, comme cela a
ét́e vu dans le chapitre 4, la ḿethodeH∞ construit un correcteur d’ordréegalà l’ordre du syst̀eme
plus l’ordre des pond́erations fŕequentielles. Il est́evident que dans de nombreux cas, la politique de
commande ńecessaire pour remplir les spécifications du cahier des charges ne justifie pas forcément
que l’ordre du correcteur soitégalà l’ordre du syst̀eme. Par exemple, un PI filtré bien ŕegĺe, avec une
éventuelle avance de phase, suffità asservir correctement de nombreux systèmes d’ordre important.
De plus, les correcteurs obtenus par une méthode de synth̀ese automatique peuvent présenter certains

pôles et źeros tr̀es proches. Par exempleK(p) = 1
p
p+ 1, 001
p+ 1 . Il est alors imṕeratif de les simplifier

proprement car ils ne contribuent pas de façon significativeà la politique de commande et peuvent
poser des problèmes lors de la mise en œuvre de le correcteur sur un calculateur numérique.
Le fait que les ḿethodes de synthèse automatique donnent un correcteur d’ordre au moinségal
à l’ordre du syst̀eme est une condition qui permet d’obtenir un algorithme de synthèse efficace.
Mathématiquement, si lors de la synthèse, on cherchèa obtenir un correcteur d’ordre plus faible,
la formulation du probl̀eme ne permet pas d’obtenir un algorithme efficace.

2. Le mod̀ele Gmod consid́eŕe pour la synth̀ese d’une loi de commande peutêtre trop riche en dy-
namiques (d’ordre trop important). Par exemple, on peut douter de l’intér̂et de mod́eliser des dyna-
miques de constantes de temps de l’ordre de10−3s alors que le temps de réponse recherché au niveau
de la boucle ferḿee est de10 s. Il est donc imṕeratif de ne garder que les dynamiques pertinentes par
rapport au cahier des charges.

L’importance du probl̀eme de ŕeduction de mod̀eleétantéclaircie, la question est de savoir ce que l’on
entend par “relativement proche”. D’un point de vue qualitatif, dans le cas de la recherche d’un correcteur
d’ordre ŕeduit, celui-ci doit assurer les m̂emes performances que le correcteur complet, c’est-à-dire remplir
correctement le cahier des charges (pour ce qui est de la stabilité, de la robustesse, de la performance, etc.).
Dans le contexte de la réduction d’un mod̀ele du syst̀eme, il doit permettre de mettre au point un correcteur
capable de fonctionner sur le modèle d’ordre complet (voire sur le vrai système...).

D’un point de vue quantitatif (et mathématique), il faut donc d́efinir une distance entre la fonction de
transfertà ŕeduireG(p) et la fonction de transfert réduiteGr(p). La normeH∞ étant une norme,‖G(p)−
Gr(p)‖∞ définit donc une distance entre les deux transferts dans le cas où ils sont stables1. Cela revient̀a
assurer que leurs réponses fŕequentielles (par exemple, leurs diagrammes de Bode) soient les plus proches
possibles. Math́ematiquement, le problème s’́ecrit donc :étant donńeeG(p) stable :

min
Grstable d’ordrer

‖G(p)−Gr(p)‖∞

1. Il y a d’autre façon de formaliser mathématiquement le problème : celle-ci est sans doute la plus standard et la plus répandue.

149
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FIGURE 6.1 – Principe de la réduction de mod̀eles

Malheureusement, on ne sait pas résoudre efficacement ce problème. Par contre, on peut construire une
fonction de transfert d’ordrer, Gr(p), pour laquelle, m̂eme si ce n’est pas une solution optimale2, il est
possible de garantir que‖G(p)−Gr(p)‖∞ ≤ η, η étant calcuĺe a priorià partir deG(p).

Dans cette approche, l’idée est d’obtenirGr(p) enéliminant dans l’espace d’état associéà la repŕesentation
d’état deG(p) les sous espaces qui seraient “peu” observables et/ou “peu” commandables. Ces deux no-
tions qualitatives sont importantes. Classiquement, un sous espace n’est pas observable (sous espace inob-
servable) quand lorsque la condition initiale est prise dans ce sous espace, la sortie du système est nulle
(“il n’influence pas sa sortie”). C’est une notion assez réductrice car elle met sur un pied d’égalit́e des
conditions initiales qui influencent fortement la sortie du système (sortie de fortéenergie ou “faiblement
observable”) et des conditions initiales qui l’influencent faiblement (sortie d’énergie faible mais non nulle
“fortement observable”).

De même, le syst̀eme n’est pas commandable quand, partant de la condition initiale nulle, il n’existe pas
de signal de commandeu(t) permettant d’atteindre certains points de l’espace d’état. C’est une notion assez
réductrice car il est clair qu’elle met sur le même pied les points de l’espace d’état que l’on peut atteindre au
prix d’une commande d’énergie importante (“peu commandable”) et les points de l’espace d’état que l’on
peut atteindre au prix d’une commande d’énergie faible bien que non nulle (“fortement commandable”).

Il est donc dans un premier temps nécessaire de définir pŕeciśement ce que l’on entend par “peu obser-
vable” et “peu commandable”.

6.1 Gramiens d’observabilit́e et de commandabilit́e

Soit une repŕesentation d’́etat du transfert stableG(p) d’ordren, minimale (c’est-̀a-dire observable et
commandable) :

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t)
y(t) = Cx(t) +Du(t)

ce qui est encore noté :

G(p) =

[
A B

C D

]
.

6.1.1 Gramien d’observabilit́e

Soit la matriceQ ∈ R
n×n telle qu’elle soit solution de l’́equation de Lyapunov suivante :

ATQ+QA+ CTC = 0. (6.1)

2. C’est-̀a-dire qu’on ne peut pas garantir que la fonction de transfertGr obtenue est telle que‖G(p)−Gr(p)‖∞ soit la plus
petite possible.
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C’est un syst̀eme de
n(n+ 1)

2 équations lińeaires̀a
n(n+ 1)

2 inconnues qui admet une solution unique. De
plus, la solutionQ sera une matrice définie positive. La matriceQ est appeĺeegramien d’observabilit́e. On
peut la calculer sousMatlab en utilisant les fonctionslyap ougram ou en se ramenantà la forme stan-
dard d’un syst̀eme d’́equations lińeairesà ŕesoudre par l’utilisation du produit de Kronecker (voir chapitre
10 en Annexe).

On peut donner une interprétation du gramien d’observabilité. L’état du syst̀emeétant enx0, au temps
t = 0, on d́esire calculer l’́energie du signal de sortiey(t) pour t variant de0 à +∞, pour une entŕee
u(t) = 0. On obtient :

∫ +∞

0
y(t)T y(t)dt = xT0 Qx0.

Si x0 correspond̀a un vecteur propre associé à la valeur propreλ de la matriceQ, la quantit́e d’énergie
récuṕeŕee en sortie avec la condition initialex0 vautλxT0 x0. L’ énergie de sortie sera donc faible (mode peu
observable) siλ est faible.

Exemple Soit le syst̀eme de repŕesentation d’́etat minimale :
[
ẋ1(t)
ẋ2(t)

]
=

[
−1, 3120 −1, 2375
−1, 2375 −1, 2130

] [
x1(t)
x2(t)

]

y(t) =
[
1 0

] [ x1(t)
x2(t)

] (6.2)

Le calcul du gramien d’observabilité donne :

Q =

[
5, 05 −4, 95
−4, 95 5, 05

]

qui admet pour valeurs propresλ1 = 10 etλ2 = 0.1 de vecteurs propres associés−→v1 =
[
0, 71 −0, 71

]T

et−→v2 =
[
0, 71 0, 71

]T
. Pour une condition initialex0 telle que

−−→
Ox0 soit dans la direction d́efinie par le

vecteur−→v1 , par exemplex0 =
[
0, 71 −0, 71

]T
, la sortiey(t) aura unéenergie dix fois plus importante

que le sortiey(t) correspondant̀a une condition initialex0 de m̂eme amplitude telle que
−−→
Ox0 soit dans

la direction d́efinie par le vecteur−→v2 , par exemplex0 =
[
0, 71 0, 71

]T
. On peut observer cela sur les

réponses temporelles dey dans les deux configurations (voir la figure 6.2).

Réponses temporelles à deux conditions initiales
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FIGURE 6.2 – sorties d’́energie faible et d’́energie forte

Dans l’espace d’état(x1, x2), les vecteurs−→v1 et −→v2 définissent respectivement une direction de forte
observabilit́e et une direction de faible observabilité (voir figure 6.3). Les composantes dex0 peuvent alors
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être d́etermińees dans le repère(O,−→v1 ,−→v2). La composante dex0 suivant l’axe(O,−→v1) est fortement ob-
servable, celle suivant l’axe(O,−→v2) est faiblement observable. Remplacerx0 par sa projection sur l’axe
(O,−→v1) modifie peu l’́energie de la sortiey(t). Du point de vue de l’observabilité, si l’on cherchèa appro-
cher ce syst̀eme d’ordre2 par un syst̀eme d’ordre1, on va se ramener̀a un espace d’état de dimension1,
défini par l’axe(O,−→v1).
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faible observabilit́e

FIGURE 6.3 – Directions de faible et de forte observabilité

Lien avec l’observabilité classique On peut relier ce qui préc̀ede avec l’approche classique de l’obser-
vabilité. Dans le cas òu le syst̀eme :

ẋ(t) = Ax(t)
y(t) = Cx(t)

(6.3)

n’est pas observable, c’est-à-dire qu’il existex0 tel que, avecx(0) = x0, pour toutt ≥ 0, la sortiey(t) du
syst̀eme (6.3) est nulle. L’ensemble desx0 qui vérifient cela est l’espace inobservable. Il peutêtre obtenu
par la d́etermination du noyau de la matrice d’observabilité, c’est-̀a-dire les vecteursv tels que




C
CA

...
CAn−1


 v = 0.

On n’obtient ainsi les directions de l’espace d’état qui ne sont pas observables.

6.1.2 Gramien de commandabilit́e

Soit la matrice syḿetriqueP ∈ R
n×n telle qu’elle soit solution de l’́equation de Lyapunov suivante :

AP + PAT +BBT = 0. (6.4)

Rechercher la solutionP de l’équation matricielle (6.4) revientà ŕesoudre un système de
n(n+ 1)

2 équations

linéairesà
n(n+ 1)

2 inconnues3 qui admet une solution unique. De plus, la solutionP sera une matrice
définie positive. La matriceP est appeĺeegramien de commandabilité. On peut la d́eterminer sousMatlab
en utilisant les fonctionslyap ougram.

3. P est une matrice syḿetrique de dimensionn : elle appartient donc̀a un espace vectoriel de dimension
n(n+ 1)

2 .
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On peut donner une interprétation du gramien de commandabilité. On d́esire calculer le correcteur qui
permette avec la d́epenséenerǵetique la plus faible de ramener, partant du tempst = −∞, l’ état du syst̀eme
enx0, au tempst = 0 :

min
u∈L2(−∞,0)

∫ 0

−∞
u(t)Tu(t)dt = J(u)

avecx(0) = x0. La solution est :

{
uopt(t) = BT e−AT tP−1x0
J(uopt) = xT0 P

−1x0

Si x0 correspond̀a un vecteur propre associé à la valeur propre1
λ

de la matrice4 P−1, la quantit́e d’énergie

dépenśee pour ramener l’état du syst̀eme enx0, J(uopt), vaut 1
λ
xT0 x0. La d́epenséenerǵetique sera donc

forte (mode peu commandable) siλ est faible. A partir des vecteurs propres associés aux valeurs propres de
P , il est possible de d́efinir des directions de forte commandabilité (on peut d́eplacer l’́etat du syst̀eme sui-
vant cette direction avec une commandeu de faibleénergie) et de faible commandabilité (on peut d́eplacer
l’ état du syst̀eme suivant cette direction avec une commandeu de forteénergie). En reprenant l’exemple
préćedent, on obtient la figure 6.4. Comme préćedemment, du point de vue de la commandabilité, si l’on

−1 −0.5 0 0.5 1
−1

−0.5

0

0.5

1

 faible commandabilité

 

forte commandabilité 

faible observabilité 

forte observabilité 

FIGURE 6.4 – Directions de faible/forte commandabilité et observabilit́e

cherchèa approcher ce système d’ordre2 par un syst̀eme d’ordre1, on va se ramenerà un espace d’état de
dimension1, défini par la direction de forte commandabilité.

4. λ est donc valeur propre deP .
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6.1.3 Exercice : Gramien de commandabilit́e

On consid̀ere la fonction de transfert suivante :

G(p) =
p+ b

(p+ 0.5)(p+ 1.5)

avecb un scalaire positif.

1. Montrer qu’une repŕesentation d’́etat associéeà cette fonction de transfert est donnée par :



−0, 5 0 b− 0, 5
0 −1, 5 1

1 1, 5− b 0




2. A partir de cette représentation d’́etat calculer le gramien de commandabilitéP .

3. On poseb = 0, 5 + ǫ. Montrer que les valeurs propres du gramien deP sont donńees par :

1

6
(1 + 3ǫ2)

(
1±

√
1− 3ǫ2

(3ǫ2 + 1)2

)

4. Montrez que pourǫ proche de0, les valeurs propres deP sontéquivalentes̀a 1
3 et ǫ

2

4 . Rappel :

au voisinage dex = 0
√
1 + x ∼ 1 +

1

2
x

5. Interpŕeter le ŕesultat pŕećedent.

6.2 Repŕesentation d’́etat équilibr ée et ŕeduction de mod̀ele

La réduction de mod̀ele se fait eńeliminant (resp. conservant) les axes de faible (resp. forte) comman-
dabilité et observabilit́e. La difficult́e qui apparâıt ici est que les axes de forte commandabilité et de forte
observabilit́e ne cöıncident pas forcement, ce qui est le cas de l’exemple préćedent. Est ce qu’il est possible
de trouver une représentation d’́etat du syst̀eme pour laquelle les axes de faible (resp. forte) commandabilité
et observabilit́e cöıncident ? La ŕeponse est oui.

Rappelons qu’un système admet une infinité de repŕesentations d’état, le passage de l’uneà l’autre se
faisant par un changement de base dans l’espace d’état :

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t)
y(t) = Cx(t) +Du(t)

x=T x̃−→ ˙̃x(t) =

Ã︷ ︸︸ ︷
T−1AT x̃(t) +

B̃︷ ︸︸ ︷
T−1B u(t)

y(t) = CT︸︷︷︸
C̃

x̃(t) +Du(t)

Parmi les repŕesentations d’état possibles, il en existe une telle que

P̃ = Q̃ = Σ =




σ1 0 . . . 0

0 σ2
. . .

...
...

. . . . . . 0
0 · · · 0 σn




avecσ1 ≥ σ2 ≥ . . . ≥ σn > 0. Les valeursσi sont appeĺes valeurs singulières de Hankel. Cette
repŕesentation d’́etat est appelée repŕesentation d’́etat équilibrée (en Anglais, balanced realization). Elle
peut être obtenuèa partir de n’importe représentation d’́etat. La matriceT de changement d’état qui
permet d’y aboutir est calculée à partir des gramiens de commandabilité et d’observabilit́e assocíes à la
repŕesentation d’́etat de d́epart :T est telle que :

PQ = TΣ2T−1.
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Dans la repŕesentation d’́etat équilibŕee, les axes de faible (resp. forte) commandabilité et observabilit́e
cöıncident :σi est valeur propre des gramiensP̃ et Q̃. Ses vecteurs propres associés sont de la forme :




0
...
0
x̃i
0
...
0




.

On en d́eduit queσi est l’indice d’observabilit́e et de commandabilité de laiieme composante du vecteur
d’étatx̃. De plus, lesσi étant ordonńes par ordre d́ecroissant, les dernières composantes du vecteur d’état
sont donc les moins observables et les moins gouvernables. Pour obtenirun mod̀ele d’ordrer, il est donc
naturel de supprimer lesn− r dernìeres composantes du vecteur d’état. Si on d́ecompose le vecteur d’état
et la repŕesentation d’́etatéquilibŕee de la façon suivante :
[

˙̃x{1,...,r}
˙̃x{r+1,...,n}

]
=

[
Ã{1,...,r},{1,...,r} Ã{1,...,r},{r+1,...,n}
Ã{r+1,...,n},{1,...,r} Ã{r+1,...,n},{r+1,...,n}

] [
x̃{1,...,r}
x̃{r+1,...,n}

]
+

[
B̃{1,...,r}
B̃{r+1,...,n}

]
u

y =
[
C̃{1,...,r} C̃{r+1,...,n}

] [ x̃{1,...,r}
x̃{r+1,...,n}

]
+Du

il est naturel de construire un modèle ŕeduitGr d’ordrer de repŕesentation d’́etat :

˙̃x{1,...,r} = Ã{1,...,r},{1,...,r}x̃{1,...,r} + B̃{1,...,r}u

y = C̃{1,...,r}x̃{1,...,r} +Du

Cette ḿethode d’obtention d’un modèle d’ordre ŕeduit est appeléetroncatureéquilibrée. Sous la bôıte à ou-
tils Control System Toolbox deMatlab, la fonctionbalreal permet d’obtenir la représentation
d’état équilibŕee ainsi que les valeurs singulières de Hankelσi ; la fonctionmodred permet ensuite de
construire le mod̀ele d’ordre ŕeduit.

Quelles sont les propriét́es du mod̀ele ŕeduit ainsi obtenu ?

Propri été 1 Les valeurs propres dẽA{1,...,r},{1,...,r} ne sont pas forćement valeurs propres dẽA.

Propri été 2 Si σr+1 > σr alors le syst̀eme ŕeduitGr est stable.

Propri été 3 ‖G(p)−Gr(p)‖∞ ≤ 2
∑n

i=r+1 σi.

Cette propríet́e est fondamentale car elle permet de calculer une borne sur l’erreur introduite en remplaçant
G par son mod̀ele ŕeduitGr a priori, c’est-̀a-dire sans d́eterminerGr explicitement.

Propri été 4 On peut s’interroger sur la validité de la borne préćedente. Dans le cas d’une fonction de
transfertG(p) du type :

G(p) =
n∑

i=1

βi
p+ αi

avecαi > 0, βi > 0
βi
αi

>
βi+1
αi+1

alors la borne pŕesent́ee Propríet́e 1 est atteinte :

‖G(p)−Gr(p)‖∞ = 2
n∑

i=r+1

σi.
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En effet, siG(p) admet la ŕealisation suivante :

G =




−α1 0 0 . . .
√
β1

0 −α2 0
. . .

√
β2

...
. .. . .. . . .

...
0 . . . 0 −αn

√
βn√

β1
√
β2 . . .

√
βn 0




elle estéquilibŕee avec pour valeurs singulières de Hankelβi2αi
: le mod̀ele ŕeduit obtenu est alors

Gr(p) =
r∑

i=1

βi
p+ αi

En calculant‖G(p)−Gr(p)‖∞, on obtient le ŕesultat.

Propri été 5 Pour tout transfert (d’ordrer) Gr(p), σr+1 ≤ ‖G(p)−Gr(p)‖∞.

Il est donc impossible d’obtenir une erreur inférieureàσr+1 lorsque l’on remplaceG(p) parGr(p) quelle
que soit la façon dont on l’a obtenue.

Exercice On d́esireétudier l’observabilit́e d’un syst̀eme du second ordreécrit sous forme de représentation
d’état. Le vecteur d’état est not́e : [

x1
x2

]
.

Pour cela, le gramien d’observabilité,Q a ét́e calcuĺe :

Q =

[
3 2
2 3

]

1. Calculer les valeurs propresλ1 etλ2 deQ, avec|λ1| ≥ |λ2|. Pour chaque valeur propre, calculer un
vecteur propre associé.

2. Dans le plan(x1, x2) (voir figure 6.5), indiquer la direction selon laquelle l’état est fortement obser-
vable et la direction selon laquelle l’état est faiblement observable.

3. La figure 6.6 repŕesente l’́evolution de la sortie du système pour deux conditions initiales différentes :
l’une correspond̀a une direction de forte observabilité dans l’espace d’état, l’autreà une direction
de faible observabilit́e. Déterminer celle qui correspondà une direction de forte observabilité et celle
qui correspond̀a une direction de faible observabilité. Justifier en deux mots.

6.3 Mise en œuvre sur un exemple académique

On cherchèa ŕeduireà un gain constant la fonction de transfert

G(p) =
p+ 1 + ǫ

p+ 1
= 1 +

ǫ

p+ 1
.

Une repŕesentation d’́etat deG est :

G =

[
−1 ǫ

1 1

]
.

A partir deséquations de Lyapunov (6.4) et (6.1), on obtient pour gramien de commandabilitéP = ǫ2

2 et

pour gramien d’observabilitéQ = 1
2 . Par suite,PQ = ǫ2

4 : la valeur singulìere de Hankel du systèmeG(p)

est doncσ1 = ǫ
2 . Donc,P̃ = Q̃ = ǫ

2 , ce qui correspond̀a la repŕesentation d’́etatéquilibŕee suivante :

G =

[
−1

√
ǫ√

ǫ 1

]
.
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FIGURE 6.5 – Plan(x1, x2)

Réponse à deux conditions initiales

temps en secondes

so
rt

ie
 y

(t
)

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
−0.1

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

 condition initiale 1

 condition initiale 2
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Enéliminant le seuĺetat, on obtient comme modèle ŕeduit le gain constant1. D’après la propríet́e 2,‖G(p)−
Gr(p)‖∞ ≤ ǫ. On v́erifie que cette borne est en fait atteinte (carG(p) − Gr(p) = ǫ

p+ 1 ), ce qui est

conformeà la propríet́e 3. Par suite, quandǫ tend vers0, l’erreur tend vers0 : le zéro du nuḿerateur,
−(1 + ǫ), tendà s’annuler avec le p̂ole du d́enominateur−1.

6.4 Exemple de la ŕeduction du mod̀ele du moteur

On consid̀ere le mod̀ele du moteur̀a courant continu introduit dans la section 2.6, page 28. Le modèle
utilisé dans cette sectiońetait en fait d́ejà simplifié. L’écriture deśequationśelémentaires qui d́ecrivent les
phénom̀eneśelectriques et ḿecaniques permet d’obtenir un modèle d’ordre3 du proćed́e :

G(p) =
41, 27

p(
p

71, 2
+ 1)(

p

1089
+ 1)

.

Un mod̀ele d’ordre 2 est obtenu en remarquant que la constante de temps liée aux ph́enom̀enesélectriques
est ńegligeable par rapportà la constante de temps liée aux ph́enom̀enes ḿecaniques. Ceci m̀ene au mod̀ele
réduit “à la main” (en annulant la constante de tempsélectrique) suivant :

Gmain(p) =
41, 25

p(
p

66, 9
+ 1)

.

Notez que cette réduction ne correspond pas simplementà éliminer les dynamiques les plus rapides : en ef-
fet, les ph́enom̀enes ḿecaniques et́electriques sont couplés par une boucle de rétroaction. Une suppression
pure et simple de la dynamique rapide mène au mod̀ele suivant :

Gdyn(p) =
41, 27

p(
p

71, 2
+ 1)

.

Dans ce cas là, le p̂ole lent n’est pas modifíe.

Comparons ces deux modèles ŕeduitsà celui obtenu par troncaturéequilibŕee. La ḿethode ne peut
pas s’appliquer directement car la fonction de transfertG(p) n’est pas stable du fait de l’intégrateur.
L’int égrateur traduit le fait que l’intégration de la vitesse de l’axe donne sa position. Il est donc impératif de
le conserver dans le modèle ŕeduit. Notons que la fonction de transfert du système peut se réécrire comme

G(p) =
41, 27

p
+

−41, 27(p+ 1160)

(p+ 71, 2)(p+ 1089)
=

41, 27

p
+ G̃(p)

Une telle d́ecomposition peut̂etre obtenue avec la fonctionMatlab residue. Supposons quẽGr(p) soit

un mod̀ele d’ordre ŕeduit deG̃(p) obtenu par troncaturéequilibŕee. Alors en posantGr(p) =
41, 27
p +

G̃r(p),
|G(jω)−Gr(jω)| = |G̃(jω)− G̃r(jω)|.

Par suite, les erreurs seront identiques. On calcule la représentation d’́etatéquilibŕee deG̃(p) et les valeurs
singulìeres de Hankel par la fonctionbalreal Matlab de laControl system toolbox. On ob-
tient σ1 = 0, 3098 et σ2 = 0, 0010. Notons queσ2 ≪ σ1. De plus, l’application de la propriét́e 1 montre
que le mod̀ele ŕeduit obtenu par troncatureéquilibŕee sera tel que

|G̃(jω)− G̃r(jω)| ≤ 2σ2 = −53, 8 dB,

ce qui est tr̀es faible. Par suite, on décide de supprimer le secondétat de la repŕesentation d’́etatéquilibŕee
en utilisant la fonctionMatlab modred 5. On obtient ainsi :

G̃r(p) = − 43, 5

(p+ 70, 2)

5. Utilisez l’option ’del’.
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Le mod̀ele ŕeduit obtenu pour le moteur est alors

Gr(p) =
2, 226(p− 1302)

p(p+ 70, 2)
.

Comparons la qualité de ce mod̀ele ŕeduit par rapport̀a celui obtenu en supprimant la constante de temps
à la main ou celui obtenu en négligeant la dynamique la plus rapide. Sur la figure 6.7 sont représent́es
le module de l’erreurG(jω) − Gr(jω) (courbe en trait plein), celui deG(jω) − Gmain(jω) (courbe en
traits tiŕes) et celui deG(jω) − Gdyn(jω) (courbe en pointilĺes). On constate que la borne supérieure de
|G(jω)−Gr(jω)| est atteinte. D’autre part, la troncatureéquilibŕee permet clairement d’obtenir un modèle
réduit plus fid̀ele au mod̀ele initial, surtout en basses pulsations.
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FIGURE 6.7 – Erreur de mod̀eles

6.5 Conclusion

Dans ce chapitre, la ḿethode de ŕeduction de mod̀ele par troncaturéequilibŕee aét́e pŕesent́ee. L’intér̂et
de cette approche est de pouvoir calculer une borne sur la normeH∞ de l’erreur entre le mod̀ele complet
et le mod̀ele ŕeduit a priori, c’est-̀a-direà partir des valeurs singulières de Hankel du modèle complet, sans
déterminer explicitement le modèle ŕeduit. Ce processus està mettre en parallèle avec celui de la synthèse
de correcteurH∞ où il est possible de tester l’existence d’un correcteur assurant un certain niveau de
performance sans la calculer explicitement.

Avoir une borne sur la normeH∞ de l’erreur est certes très int́eressant mais ce n’est sûrement pas le
critère le plus pertinent pour juger de la qualité d’un mod̀ele ŕeduit d’un point de vue pratique. Dans le
contexte de la ŕeduction du mod̀ele repŕesentant le systèmeà asservir, le mod̀ele ŕeduit sera int́eressant dans
la mesure òu le correcteur synth́etiśee sur le mod̀ele ŕeduit pour remplir un cahier des charges donné le
satisfait aussi sur le modèle complet. Dans le contexte de la réduction de le correcteur, le correcteur réduite
doit aussi remplir le cahier des charges.

Enfin, il est important de noter que la réduction de mod̀ele intervientà la fois pour la ŕeduction du
mod̀ele repŕesentant le systèmeà asservir et pour la réduction de le correcteur obtenue. Dans les deux cas,
une ŕeduction intelligente passe par une compréhension du comportement du systèmeà ŕeduire.
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Chapitre 7

µ-analyse

Dans le chapitre 4, la ḿethode de synth̀ese de correcteursH∞ a ét́e pŕesent́ee. Elle permet d’obtenir
un correcteur qui remplit les spécifications de performance pour le modèle de synth̀eseGmod et assure un
certain nombre de propriét́es de robustesse, la robustesseétant formaliśee conforḿementà ce qui áet́e vu
chapitre 3. En fait, il s’agit d’assurer que la boucle fermée reste stable vis-à-vis d’incertitudesdynamiques.
Elles peuvent intervenir en plusieurs points de la boucle fermée, ńeanmoins la stabilité sera assurée quand
elles se produisentindépendamment.

D’une part, il est plus probable que des incertitudes dynamiques interviennentsimultańementen différents
points de la boucle ferḿee. Par exemple, des incertitudes peuvent intervenir sur les actionneurs(ce sont ra-
rement des gains parfaits), sur le systèmeà commander lui-m̂eme et sur les capteurs (la sortie est rarement
mesuŕee sans distortions). On obtient par exemple le schéma repŕesent́e figure 7.1, òu l’incertitude sur
l’actionneur est mod́elisée par une incertitude additive sur l’actionneur∆̃a (ou, de façońequivalente une
incertitude multiplicative sur le système), l’incertitude sur le système par une incertitude additive directe
∆̃s et enfin l’incertitude sur le capteur par une incertitude additive inverse sur le capteur∆̃c (ou de façon
équivalente par une incertitude multiplicative inverse). Pour appliquer le théor̀eme du petit gain présent́e

G
❄

✲

✻

✲ ∆̃c

+

+

✲ ✲ ✲

✲

✲ ❄ ✲✲

✛

✻−
+ e

K
+ + + + y

∆̃a ∆̃s

r

M

FIGURE 7.1 – Incertitudes dynamiques dans une boucle fermée

page 70, il serait ńecessaire de faire apparaı̂tre une seule incertitude dynamique. Pour cela, on peut regrou-
per les diff́erentes incertitudes en une seule incertitude∆̃ (voir la figure 7.2) :

∆̃ =




∆̃a 0 0

0 ∆̃c 0

0 0 ∆̃s


 .

Le théor̀eme du petit gain donne une condition nécessaire et suffisante de stabilité sur la matrice de transfert
M (‖M‖∞ ≤ 1

β
) pour toute incertitude qui est une matrice de fonctions de transfert bornée en normeH∞

161
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(‖∆̃‖∞ < β). Ici, l’incertitude n’est pas quelconque puisque les termes(1, 2), (1, 3), (2, 1), (2, 3), (3, 1)
et (3, 2) sont nuls. Dans ce cas, on parle d’une incertitudestructuŕee. Par suite, la condition du théor̀eme
du petit gain n’est plus ńecessaire dans ce cas-là, elle est simplement suffisante. Si elle est vérifiée alors la
stabilit́e est assurée pour tous les̃∆, sinon, on ne peut pas conclure. Une condition nécessaire et suffisante
va être pŕesent́ee dans ce chapitre permettant de traiter ce cas-là.

G
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∆̃a

✲ ✲ ✲ ✲ ✲✲
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✻

−
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K
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+

+
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∆̃

FIGURE 7.2 – Incertidudes dynamiques dans une boucle fermée

D’autre part, les ŕesultats pŕesent́es chapitre 4 ne s’appliquent pas directement dans le cas où les in-
certitudes portent (aussi) sur les paramètres du système. Comme cela áet́e vu dans l’exemple du moteur
présent́e section 3.6, page 81, leur mise en œuvre mèneà des conditions qui ne sont plus nécessaires et qui
dans un certain nombre de cas peuventêtre tr̀es pessimistes. Rappelons que dans cet exemple, le système
était repŕesent́e par une fonction de transfert :

G(p) =
k

p(τ1p+ 1)(τ2p+ 1)

dans laquelle le param̀etre τ2 est ind́etermińe : tout ce que l’on sait, c’est qu’il appartientà l’intervalle
[0, τmax

2 ]. Dans cet exemple, on voulaitétudier la stabilit́e de ce système command́e par une commande
P.I. avance de phase, pour toutes les valeurs possibles deτ2 ∈ [0, τmax

2 ]. τ2 est d́esigńe par le terme de
param̀etre incertain.

Décrire des incertitudes paramétriques par une incertitude dynamique revientà vouloir d́emontrer la
stabilit́e pour des systèmes qui ne sont pas physiques. Par exemple, dans le cas du moteur, pour une pulsation
ω donńee, la variation du param̀etre incertainτ2 donne un ensemble de pointsG(jω) qui décrit un arc dans
le plan complexe (voir par exemple la figure 3.32) alors que la description parune incertitude dynamique
revientà consid́erer tous les transfertsG(jω) dans un disque. Par suite, dans le cas où le th́eor̀eme du petit
gain n’est pas v́erifié, il est imṕeratif de disposer d’une condition nécessaire et suffisante afin de pouvoir
conclureà la stabilit́e robuste de la boucle.
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Une autre limitation des résultats pŕesent́es dans le chapitre 3 est qu’ils ne permettent de tester que
la stabilit́e d’une famille de mod̀eles incertains1 (robustesse en stabilité ou stabilit́e robuste) et non la
performance de la famille de modèles. Or, l’objectif premier d’un correcteur est d’assurer, au delà de la
stabilit́e, des sṕecifications de performance. Il est donc impératif de disposer d’un outil permettant de tester
si un correcteur v́erifie bien les sṕecifications du cahier des charges pour l’ensemble des modèles incertains.
Dans l’affirmative, on parle derobustesse en performanceou deperformance robuste.

Pour effectuer ce type d’analyse, le système doitêtre mis sous une forme très particulìere òu les in-
certitudes sont “śepaŕees” de la partie parfaitement détermińee du sch́ema, comme cela áet́e fait pour
l’application du th́eor̀eme du petit gain (voir le chapitre 3). C’est cette séparation qui est présent́ee dans la
section suivante.

7.1 Mise en forme du sch́ema pour l’analyse de la robustesse

Pour comprendre le procéd́e, deux exemples très simples sont tout d’abord présent́es. Comme premier
exemple, on consid̀ere un syst̀emeà commander du premier ordre :

y(p) = k
p+ au(p) ⇐⇒ dy(t)

dt
+ ay(t) = ku(t) (7.1)

présentant une incertitude multiplicative directe en entrée d́efinie par la pond́erationWm :

u(p) = (1 +Wm(p)∆m(p))u(p) (7.2)

avec∆m stable,‖∆m‖∞ < 1 et command́e par le correcteuru(p) = −K(p)y(p). On d́esirerait savoir si le
syst̀eme boucĺe est stable malgré l’incertitude multiplicative et pour toutes valeurs dea ∈]ainf , asup[ et de
k ∈]kinf , ksup[.

Etape 1 Le syst̀eme est́ecrit sous la forme d’un schéma bloc dont leśeléments de base sont des gains de
valeura etk, des int́egrateurs et des sommateurs. A partir deséquations (7.1) et (7.2), on obtient le schéma
repŕesent́e figure 7.3.

∫

a

k ✲ ✲
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+ − y(t)
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u(t)
✲

∆mWm

❄

✲

u(t)+

+

✲

✛K(p)

✻−

FIGURE 7.3 – Mise sous forme d’un schéma bloc deśequations (7.1) et (7.2)

Etape 2 Les incertitudes sont introduites dans le schéma et “normaliśees”, c’est-̀a-dire de taille rameńee
à un. L’incertitude est d́ejà de normeH∞ inférieure oúegaleà un. Pour les incertitudes paramétriques, on

introduit δa tel quea = anom + agabδa : avecanom =
asup + ainf

2 et agab =
asup − ainf

2 , |δa| < 1 ⇐⇒
a ∈]ainf , asup[ (voir la figure 7.4).

Etape 3 Séparation du sch́ema en deux parties interconnectées : la partie suṕerieure regroupe les incerti-
tudes du système boucĺe dans la matrice de transferts∆ et la partie inf́erieure la partie d́etermińee dans la
matrice de fonctions de transfertM (voir la figure 7.5). D’apr̀es la figure 7.6, cette matrice de transfertM

1. Et encore, une famille de modèles incertains tr̀es particulìere comme on vient de le constater.
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∫

anom

knom ✲ ✲

✛✛

✲

+ − y(t)

ẏ(t)

u(t)
✲

∆mWm

❄

✲

u(t)+

+

✲

✛

❄

K(p)

✻−

δa agab ✛✛

❄+ +
kgab δk✲ ✲

✇+

FIGURE 7.4 – Normalisation

∫

anom

knom ✲ ✲

✛✛

✲

+ − y(t)

ẏ(t)

u(t)
✲

∆m

Wm

❄

✲

u(t)+

+

✛

❄

K(p)

✻−

δa

agab ✛

+ +
kgab

δk

✲

✇+

✛

✛

✛

⑦

∆

M

FIGURE 7.5 – Extraction des incertitudes



G. SCORLETTI ET V. FROMION VERSIONPROVISOIRE DU29 FÉVRIER 2016 165

∫

anom

knom ✲ ✲

−

✛

✲

agab

y(t)u(t)
✲

Wm

❄ u(t)+

+ ✻

✛

kgab

✲

K(p)

✻−

✲

✲ ✲

✲ ✲

❄
−

+❘

N

w1

w2

w3

w4 w5

z1

z2

z3

z4

FIGURE 7.6 – Ŕeécriture deM comme le produit de Redheffer de deux transferts

est donńee par le produit́etoile de Redheffer2 suivant :

M(p) = N(p) ⋆

[
K(p)
anom

]

où la matrice de fonctions de transfertN(p) est d́efinie comme la matrice de fonctions de transfert :




z1
z2
z3
z4


 = N(p)




w1

w2

w3

w4

w5




avec

N(p) =




Wm(p) 0 0
0 kgab 0
0 0 agab
0 0 1


×




1 0 0
0 1 0

0 0 1
p


×




0 0 0 −1 0
1 0 0 0 0

knom 1 −1 0 −1


×




1 0 0 −1 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1



.

(7.3)
Par suite, l’́etude de la stabilité robuste du système boucĺe est rameńeeà l’étude de stabilit́e de la famille

de mod̀eles(M, ∆) où, comme dans le chapitre 3,∆ est stable et de normeH∞ inférieure oúegaleà 1,
mais, en plus :

1. la matrice de fonctions de transfert présente, d’une part, une structure particulière (bloc diagonale) :
on parle d’incertitudesstructuŕees3 ;

2. leséléments de∆ ne sont pas forcement des fonctions de transfert dynamiques : cela peut être aussi
des param̀etres physiques du système (qui peuvent apparaı̂tre sous forme de gains constants dans un
sch́ema bloc repŕesentant le système).

2. Pour la d́efinition et l’illustration de l’utilisation du produit́etoile de Redheffer, voir le chapitre 9 en Annexe.
3. A opposer̀a incertitudenon structuŕee, cas d’une seule incertitude dynamique, considéŕee dans le chapitre 3.
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Ainsi dans notre exemple, on a :

∆(p) =




∆m(p) 0 0
0 δk 0
0 0 δa


 .

Exercice Refaire la d́emarche pŕećedente en prenant pour systèmeà commander un système du second
ordre donńe par :

y(p) = 1
p2 + 2ξ0ω0p+ ω2

0

u(p) ⇐⇒ d2y(t)

dt2
+ 2ξ0ω0

dy(t)
dt

+ ω2
0y(t) = u(t). (7.4)

On prendra soin de construire un schéma dans lequel les gains (paramètres)ω0, ξ0 et les int́egrateurs appa-
raissent le moins de fois possible.

7.2 Condition nécessaire et suffisante de stabilité robuste

L’analyse de la robustesse dans le cas d’une seule incertitude dynamiquerepose sur le th́eor̀eme du petit
gain qui donne la condition nécessaire et suffisante suivante :

∀ω ∈ [0, +∞], σ(M(jω)) ≤ 1

β
. (7.5)

Cette condition fait intervenir la valeur singulière maximale de la matrice complexeM(jω). L’incertitude
dynamique∆ est alors caractériśee par sa normeH∞, c’est-̀a-dire que :

∀ω ∈ [0, +∞], σ(∆(jω)) < β.

On dit que l’on a affairèa uneincertitude complexecar l’incertitude est d́efinie par une contrainte sur sa
réponse fŕequentielle∆(jω) qui est un nombre complexe. Dans le cas où l’incertitude est un param̀etre
physique, sa ŕeponse fŕequentielléetant ŕeelle, on parle alors d’incertitude ŕeelle.

Dans le cas d’une incertitude structurée, nous allons aussi obtenir une condition sous la forme d’un
indicateur calcuĺe sur les matrices complexesM(jω) pourω ∈ [0, +∞].

Pour cela, on d́efinit l’ensemble des matrices complexes ayant la structure de l’incertitude consid́eŕee :

∆ =





∆ ∈ C
k×k / ∆ =




∆1 0 . . . . . . . . . 0

0
.. . .. . .. . . ..

...
...

.. . ∆q
.. . . ..

...
...

.. . 0 δ1Ir1 0
...

...
.. . 0 0

. .. 0

0
.. . 0 0

. .. δrIrr




avec





∆i ∈ C
ki×ki , i ∈ {1, . . . , q}

δj ∈ R, j ∈ {1, . . . , r}

k =
∑q

i=1 ki +
∑r

j=1 rj





.

(7.6)
Les blocs de scalaires réṕet́es ŕeelsδj repŕesentent les réponses fŕequentielles des incertitudes paramétriques
(incertitudes sur les paramètres du systèmeà analyser). Les blocs matrices complexes∆i repŕesentent les
réponses fŕequentielles des incertitudes dynamiques. Si on reprend l’exemple de la section pŕećedente, on
a :

1. un bloc d’incertitude dynamique (q = 1) de dimensionk1 = 1 ;

2. deux blocs d’incertitude paramétrique (r = 2) de dimensionr1 = 1 et r2 = 1.

Pour obtenir une condition similairèa celle du petit gain (condition (7.5)), on définit un nouvel indica-
teur pour une matrice complexe, indicateur qui est la géńeralisation de la valeur singulière maximaleσ qui
apparâıt dans la condition (7.5).
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Définition 7.2.1 Soit la matrice complexeA ∈ C
k×k. Alors la valeur singulìere structuŕee deA par rap-

port à la structure∆, not́eeµ∆, est d́efinie par :

µ∆(A) = 1
inf
∆∈∆

(σ(∆) / det(I −∆A) = 0)

= 0 si ∀∆ ∈ ∆, det(I −∆A) 6= 0

(7.7)

Propri été 1 ∀α ∈ C, µ∆(αA) = |α|µ∆(A).

Propri été 2 Si ∆ = C
k×k alorsµ∆(A) = σ(A). Sinon pour tout∆, µ∆(A) ≤ σ(A).

Propri été 3 Si ∆ = {∆ / ∆ = δIk, δ ∈ C} alorsµ∆(A) = ρ(A) où ρ(A) est le rayon spectral deM
c’est-̀a-direρ(A) = maxλvaleur propre deA{|λ|}.

Propri été 4 Si∆ = {∆ /∆ = δIk, δ ∈ R} alorsµ∆(A) = ρR(A) où ρR(A) est le rayon spectral réel
deA c’est-̀a-direρR(A) = maxλvaleur propre ŕeelle deA{|λ|}.

Les propríet́es 2, 3 et 4 indiquent que pour des structures particulières∆, l’indicateurµ se simplifie en des
indicateurs classiques.

Exercice SoitA =

[
1 2
0 −2j

]
. Calculerµ∆(A) dans les cas suivants et comparer :

1. ∆ = C
2×2

2. ∆ =

{[
δ1 0
0 δ2

]
, δ1 ∈ C, δ2 ∈ C

}

3. ∆ =

{[
δ1 0
0 δ2

]
, δ1 ∈ R, δ2 ∈ R

}

4. ∆ =

{[
δ 0
0 δ

]
, δ ∈ R

}
.

Exercice SoitA =

[
0 −1
1 −1

]
. Calculerµ∆(A) dans les cas suivants et comparer :

1. ∆ =

{[
δ 0
0 δ

]
, δ ∈ R

}

2. ∆ =

{[
δ 0
0 δ

]
, δ ∈ C

}
.

Exercice SoitA =

[
1 12j
1 12j

]
avecj =

√
−1. Calculerµ∆(A) dans les cas suivants et comparer :

1. ∆ =

{[
δ 0
0 δ

]
, δ ∈ R

}

2. ∆ =
{
∆ ∈ C

2
}

3. ∆ =

{[
δ1 0
0 δ2

]
, δ ∈ C

}
.
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Nous avons maintenant tous leséléments pouŕenoncer l’extension du Théor̀eme du petit gain au cas
des familles de systèmes avec incertitudes structurées.

Théorème 7.2.1 (Th́eorème du petit gain structuré) Soit la famille de systèmes bouclés(M,∆), oùM(p)
est une matrice de fonctions de transfert stable et où ∆(p) est une fonction de transfert stable telle que
∆(jω) ∈ ∆. La famille de systèmes bouclés (M, ∆) est stable pour tout∆, tel que‖∆‖∞ < β si et
seulement si

∀ω ∈ [0, +∞], µ∆(M(jω)) ≤ 1

β
. (7.8)

Démonstration Ce th́eor̀eme est (quasiment) une tautologie. �

On appelleµ-analysel’analyse de la robustesse d’un système par la mise en œuvre de ce théor̀eme.

Remarque Le théor̀eme du petit gain structuré n’est rien d’autre qu’une extension du théor̀eme du petit gain
introduit dans le chapitre 3 eténonće page 70. La d́emonstration de ce dernier repose fortement sur le critère de
Nyquist multivariable. Le th́eor̀eme du petit gain structuré d́ecoule lui aussi du critère de Nyquist multivariable. Ceci
met l’accent sur le r̂ole fondamental joúe par ce crit̀ere pour l’analyse de la robustesse, aussi bien en automatique
fréquentielle classique (marge de gain, etc..) qu’en automatique fŕequentielle avanćee. Laµ analyse apparaı̂t alors
comme une simple mais formidable extension des marges fréquentielles classiques.

Au del̀a de cette consid́eration d’int́er̂et apparemment tout théorique, se profile un intér̂et pratique important : tout
le savoir-faire et l’intuition d́evelopṕes par les inǵenieurs en se basant sur les outils fréquentiels classiques ne sont pas
rendus caduques par l’arrivée des outils fŕequentiels avancés. Au contraire, ceux-ci constituent une formidable boite
à outils qui va permettre de formaliser, de mettre en œuvre etde d́evelopper plus efficacement ce savoir-faire et cette
intuition. Par une formalisation mathématique rigoureuse des problèmes de l’inǵenieur, l’automatique fŕequentielle
avanćee a introduit une percée importante. En conservant ses principes fondateurs, elle s’inscrit dans la continuité
de l’automatique fŕequentielle classique. Une telle remarque justifie l’appellation ńeo-classique post moderne de
l’automatique avanćee.

Remarque On peut rechercher la taille de la plus petite incertitude∆ ∈ ∆ pour laquelle le système(M, ∆) est
déstabiliśe. Ceci revient̀a d́efinir le plus grand ensemble d’incertitudes∆ pour lequel la famille de systèmes(M,∆)
reste stable. Cette taille est donnée par

1

sup
ω∈[0, +∞]

µ∆(M(jω))
. (7.9)

En effet, d’apr̀es le th́eor̀eme du petit gain structuré, rechercher le plus grand ensemble d’incertitudes∆ pour lequel
la famille de syst̀emes(M,∆) reste stable revientà rechercher le plus grandβ tel que la condition (7.8) soit satisfaite.
Dans ce cas-là, la famille est stable pour tous les∆ tels que‖∆‖∞ < β. D’après (7.8), le plus grandβ pour lequel
la condition (7.8) est satisfaite est donné par la condition (7.9). De façon pratique, l’indicateurµ∆ sera calcuĺe pour
les matrices(M(jω)) pour un ensemble fini de pulsationsωi (incluant la pulsation0) puis repŕesent́e graphiquement
en fonction de la pulsationω. L’inverse de la valeur maximale correspondà la taille de la plus grand incertitude que
peut toĺerer le syst̀eme boucĺe avant de devenir instable.

Dans le cas d’incertitudes non structurées consid́eŕe au chapitre 3, la taille de la plus petite incertitude qui déstabilise
le syst̀emeétait donńee par :

1

‖M‖∞
=

1

sup
ω∈[0, +∞]

σ(M(jω))
.

7.3 Exemples de mise en œuvre de laµ analyse

7.3.1 Un exemple acad́emique

On veut analyser la stabilité du syst̀eme boucĺe repŕesent́e figure 7.7 pour toute valeur dea telle que,
étant donńeesanom et agab, a = anom + agabδa, avecδa ∈] − 1, 1[. En introduisant dans le schémaδa,
on obtient ce qui est représent́e figure 7.8,̀a gauche. Ce système boucĺe peut alors se mettre sous la forme
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a
∫

✲✲

✻−

FIGURE 7.7 – Syst̀eme boucĺe à analyser

anom
∫

✲

✻−
✲ ✲

agab δa✲ ✲

❄++ anom
∫

✲

✻−
✲ ✲

agab

δa

✲

++

✲

❄

M

FIGURE 7.8 – Syst̀eme boucĺe à analyser

(M, ∆) (voir figure 7.8,à droite) avec :

M(p) = − agab
p+ anom

.

La fonction de transfertM(p) doit être stable : par suite,anom > 0. Ici, la structure de l’incertitude est telle
queq = 0, r = 1 et r1 = 1. Calculons la valeur de l’indicateurµ, pour cette structure d’incertitude de la
matriceM(jω), à une pulsationω donńee. Par d́efinition, on a :

µ∆(M(jω)) = 1
inf
∆∈∆

(σ(∆) / det(I −∆M(jω)) = 0)

= 1

inf
δa∈R

(
|δa| / 1 + δa

agab
jω + anom

= 0

)

Pour une pulsationω donńee, existe-il un (ou plusieurs)δa réel(s) tels quejω + anom + δaagab = 0?

1. Siω 6= 0 alors cettéequation n’admet pas de solution.

2. Siω = 0 alors la solution estδa = −anom
agab

.

Par suite, pourω 6= 0, µ∆(M(jω)) = 0 et µ∆(M(j0)) =
agab
anom . La stabilit́e de la famille de systèmes

sera donc assurée si et seulement siagab ≤ anom. Ceci implique quea est strictement positif, ce qui est
coh́erent avec le fait que le polynôme caract́eristique du système boucĺe estp+ a !

Remarque Dans cet exemple, la fonctionµ∆(M(jω)) n’est pas continue par rapportàω. On peut d́emontrer que
dans le cas òu il y a des incertitudes paramétriques, cela peut arriver comme cela aét́e vu dans l’exemple préćedent.
Par contre, si toutes les incertitudes sont dynamiques alorsµ∆(M(jω)) est une fonction continue deω.
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7.3.2 Retourà l’exemple introductif

On consid̀ereà nouveau l’exemple du système du premier ordre commandé qui aét́e pŕesent́e dans la
section 7.1. Pour simplifier le calcul, on suppose qu’il n’y a pas d’incertitude multiplicative et queK(p) =
1. Dans ce cas, on reprend l’expression (7.3) qui donneN(p) et on supprime la première ligne et la première
colonne. Apr̀es d́eveloppement, on obtient :

N(p) =




0 0 −kgab 0

agab
p −agab

p −agabknom
p −agab

p

1
p −1

p −knom
p −1

p




Par suite, on obtient :

M(p) = N(p) ⋆

[
1

anom

]
=




− kgab
p+ knom + anom

kgab
p+ knom + anom

agab
p+ knom + anom

− agab
p+ knom + anom


 .

Remarque Dans cet exempléelémentaire, un calcul direct deM(p) auraitét́e sans doute plus simple. L’objectif est

d’illustrer la “machinerie” ǵeńerale.

La fonction de transfertM(p) doit être stable : par suite,knom + anom > 0. Ici, la structure de l’incer-
titude est telle queq = 0, r = 2 avecr1 = 1 et r2 = 1 :

∆ =

[
δk 0
0 δa

]
.

Calculons la valeur de l’indicateurµ, pour cette structure d’incertitude de la matriceM(jω), à une pulsation
ω donńee. Par d́efinition, on a :

µ∆(M(jω)) = 1
inf
∆∈∆

(σ(∆) / det(I −∆M(jω)) = 0)

avec

det(I2 −∆M(jω)) = det







1 + δk
kgab

jω + knom + anom
−δk

kgab
jω + knom + anom

−δa
agab

jω + knom + anom
1 + δa

agab
jω + knom + anom







= 1 +
δkkgab + δaagab

jω + knom + anom

Pour une pulsationω donńee, existe-il un (ou plusieurs)δa et δk réel(s) tel(s) que le d́eterminant s’annule ?

1. Siω 6= 0 alors cettéequation n’admet pas de solution.

2. Siω = 0 alors les solutions sont telles queδa et δk vérifient l’équationsδkkgab + δaagab + knom +
anom = 0.

Commeσ(∆) = max(|δk|, |δa|), σ(∆) est minimale pourδk = δa = −knom + anom
kgab + agab

. Par suite, pour

ω 6= 0, µ∆(M(jω)) = 0 et µ∆(M(j0)) =
kgab + agab
knom + anom

. La stabilit́e robuste sera donc assurée si les

modules de|δk| et |δa| sont borńes parknom + anom
kgab + agab

.

Prenons par exemple le cas deanom = 1, knom = 1, agab = 1 etkgab = 1 ; ce qui donneknom + anom
kgab + agab

=

1. Par suite, le domaine de paramètres pour lequel la stabilité est assurée est donńe, dans le plan(a, k), par
le rectangle représent́e figure 7.9. Le polyn̂ome caract́eristique du système boucĺe est donńe parp+ k + a.
Par suite, le système boucĺe est stable par toute valeur dek et dea telles quek + a > 0. Ce domaine
est repŕesent́e par sur la figure 7.9. Laµ analyse, pour les valeurs deanom, etc. ci-dessus, a permis de
déterminer le plus grand carré (caragab = kgab) de centre(1, 1) (caranom = 1 etknom = 1) inclus dans le
domaine des param̀etres pour lequel les systèmes correspondants sont stables.
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−1 −0.5 0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
−1

−0.5

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3
domaine de stabilté dans l’espace des parametres

a

k

INSTABILITE 

STABILITE 

o 

point nominal 

domaine obtenu par mu 

FIGURE 7.9 – Domaine de stabilité dans le plan(a, k)

Complexit́e Taille n du probl̀eme
10 20 30 40 50

n3 0, 01 s 0, 08 s 0, 27 s 0, 64 s 1, 25 s
10 s 1, 33mn 4, 50mn 10, 67mn 20, 83mn

2n 0, 01 s 10, 24 s 2, 91 h 124, 3 jours 348, 7 ans
10 s 2, 84 h 121, 4 jours 348, 7 ans 3, 49× 105 ans

TABLE 7.1 – Exemple de temps de calcul en fonction de la complexité et de la taille du problème

7.4 Calcul effectif de l’indicateur µ

Si dans l’exemple (académique) pŕećedent, le calcul deµ était tr̀es simple, ce n’est en géńeral pas
le cas surtout lorsque l’on est confronté à des probl̀emes ŕealistes. Il est donc important de disposer d’un
algorithme permettant de calculer efficacement cet indicateur pour une structure d’incertitude et une matrice
complexeM donńee. En fait, il y a une bonne nouvelle et une mauvaise nouvelle...

Mauvaise nouvelle En ǵeńeral le calcul “exact” de l’indicateurµ est NP difficile. On conjecture qu’il
n’existe pas d’algorithme capable de le calculer en un temps qui est fonctionpolynomiale de la taille du
probl̀eme, ce qui peut̂etre ŕedhibitoire. Ceci est illustré par le tableau 7.1. Dans ce tableau, on considère
quatre algorithmes. Le temps d’exécution du premier est une fonction polynomiale d’ordre3 telle que, pour
une taillen du probl̀eme de10, le temps de ŕesolution est de0, 01 s. On voit que l’augmentation du temps
d’exécution avec la taille du problème est mod́eŕee puisque, pourn = 50, le temps d’ex́ecution est de
1, 25 s. Dans le cas òu, pourn = 10 (seconde ligne du tableau), le temps d’exécution de cet algorithme
auraitét́e de10 s, l’augmentation reste modéŕee. En effet, pourn = 50, le temps n’est que de20, 83min.
Par contre, dans le cas d’algorithmes dont le temps d’exécution est une fonction en2n, cette croissance
n’est plus mod́eŕee (troisìeme et quatrìeme lignes du tableau). En effet, si, pourn = 10, le temps est de
0, 01 s (respectivement de10 s), pourn = 50, il est de348, 7 ans ( !) (respectivement de3, 49 × 105 ans
( ! !)).



172 CHAPITRE 7 µ-ANALYSE

Bonne nouvelle Il est possible de calculer une borne supérieure et une borne inférieure de l’indicateur
µ 4 par des algorithmes efficaces. Par exemple, la borne supérieure la plus couramment utilisée est obtenue
par la ŕesolution d’un probl̀eme d’optimisation convexe.

Une autre difficult́e est que l’indicateurµ∆(M(jω)) doit être calcuĺe pour toutes les pulsationsω, soit
un nombre infini de pulsations. En pratique, tout comme par exemple pour le tracé d’un diagramme de Bode,
on se restreint̀a une gamme de pulsations intéressante (d́etermińee par exemple en regardant la localisation
des p̂oles et des źeros deM ) et à la pulsationω = 0. De plus, la solution la plus couramment utilisée5 est
d’effectuer unéchantillonnage sur cet intervalle de pulsations afin de se ramener au calcul de l’indicateur
en un nombre fini de points. Le problème est le risque de “rater” un pic fin, donc de malévaluer la valeur
maximale de l’indicateurµ. Ce risque est d’autant plus important dans les cas d’incertitudes purement
paraḿetriques.

7.4.1 Calcul d’une borne suṕerieure deµ

La borne suṕerieure deµ est obtenue par la résolution du probl̀eme d’optimisation suivant :

µsup
∆ (A) = min

D ∈ D
G ∈ G
β ∈ R

+

β

A∗DA+ (GA−A∗G)− β2D ≤ 0

avec≤ 0 qui note d́efinie ńegative et

D =





D ∈ C
k×k / D =




d1Ik1 0 . . . . . . . . . 0

0
. . . . .. . .. .. .

...
...

. . . dqIkq
. .. .. .

...
...

. . . 0 D1 0
...

...
. . . 0 0

.. . 0

0
. . . 0 0

.. . Dr




avec

{
di ∈ R, di > 0, i ∈ {1, . . . , q}
Dj ∈ C

rj×rj , Dj = D∗
j > 0 j ∈ {1, . . . , r}

}
.

et

G =





G ∈ C
k×k / G =




0k1 0 . . . . . . . . . 0

0
. .. . . . . . . .. .

...
...

. .. 0kq
. . . .. .

...
...

. .. 0 G1 0
...

...
. .. 0 0

.. . 0

0
. .. 0 0

.. . Gr




avec

Gj = −G∗
j ∈ C

rj×rj , j ∈ {1, . . . , r}
}
.

Propri été 1 µ∆(A) ≤ µsup
∆ (A).

Propri été 2 Si 2r + q ≤ 3 alorsµ∆(A) = µsup
∆ (A) sinonµ∆(A) < µsup

∆ (A).

4. En ŕealit́e, il en existe un certain nombre. Je ne sais pas s’il estégalà 12.
5. Mais ce n’est pas la seule possible.
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7.4.2 Calcul d’une borne inf́erieure deµ

En fait, le calcul “exact” de l’indicateurµ peutêtre effectúe par la ŕesolution du probl̀eme d’optimisation
suivant :

max
Q∈Q

ρR(QA) = µ∆(A)

avec
Q = {∆, ∆ ∈ ∆, ∆∗

i∆i = Iki , i ∈ {1, . . . , q}, δj ∈]− 1, 1[, j ∈ {1, . . . , r}} .
Comme on ne sait pas en géńeral calculer le maximum global de la fonctionρR(QA) par un algorithme
efficace, on calcule un maximum local. Par suite, une borne inférieureµinf

∆ (A) deµ∆(A) est obtenue.

Remarque On peut s’interroger sur l’utilit́e des bornes inférieure et suṕerieure. La borne supérieure permet de
garantir la stabilit́e robuste de façon suffisante :

µsup
∆

(A) ≤ 1
β

⇒ µ∆(A) ≤ 1
β

ce que ne permet pas la borne inférieure. L’int́er̂et de la borne inf́erieure, c’est de donner un encadrement deµ∆(A) :
si µsup

∆
(A)− µinf

∆
(A) est faible alorsµsup

∆
(A) ≃ µ∆(A).

SousMatlab, la fonctionmu de laµ analysis and synthesis Toolbox propose le calcul
de ces deux bornes. La sous section suivante présente une illustration de ce calcul.

7.4.3 Un exemple de mise en œuvre

✲

✛

✲ 1
s2+2ξ0ω0s+ω2

0

∫

k

FIGURE 7.10 – Syst̀eme boucĺe à analyser

On d́esireétudier la stabilit́e du syst̀eme boucĺe repŕesent́e sur la figure 7.10 pour des variations de
l’amortissementξ0 et de la fŕequence de résonanceω0, le gaink étant fix́e à−1. Par application du critère
de Routh-Hurwitz, le système est stable siξ0 etω0 sont positifs et v́erifient :

ξ0 >
1

2ω3
0

.

Dans ce cas-là, nous connaissons donc le domaine de stabilité dans l’espace (ω0, ξ0) des param̀etres. Il est
repŕesent́e sur la figure 7.11. Nous allonsétudier ce domaine en mettant en œuvre les outils d’analyse de la
robustesse. Pour appliquer les outils deµ analyse, les param̀etresω0 et ξ0 doiventêtre normaliśes :

ω0 = ωn + ωgδω avec |δω| < 1
ξ0 = ξn + ξgδξ avec |δξ| < 1.

Pour “isoler ”δω et δξ du reste du système, ce dernier est mis sous la forme :

q(s) = Mqp(s)p(s) et p(s) = ∆(s)q(s).

avec

Mqp(s) =




0 ωg ξg
0 0 0
0 0 0


+ ks−(s+k)d(s)

sd(s)(d(s)−k)




2ξns+ ωn

1
s


 [ ωg ωnωg ωnξg

]

d(s) = s2 + 2ξnωns+ ω2
n
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w0
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i

FIGURE 7.11 – Domaine de stabilité avecω0 en abscisse etξ0 en ordonńee

et

∆ =




δω 0 0
0 δω 0
0 0 δξ


 .

Les bornes suṕerieurs et inf́erieures de l’indicateurµ∆(M(jω)) sont calcuĺees par la fonctionMatlab mu
(voir la figure 7.12). La valeur maximale deµsup

∆ (M(jω)) qui est donńee par le traće permet de garantir
que le rectangle représent́e figure 7.11 est bien inclus dans le domaine de stabilité. Notez que l’on n’est pas
dans le cas òu la borne suṕerieure donne la valeur exacte deµ. Enfin, notez que la borne inférieure est, sur
cet exemple, de mauvaise qualité.

10
0

10
1

10
2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4
muanalyse avec xinom = 0,2, wnom = 7, xigab = 0,156, wgab = 4

m
u

log(w)

FIGURE 7.12 – Traćes deµinf
∆ (M(jω)) et deµsup

∆ (M(jω)) en fonction de la pulsationω (µsup
∆ (M(0)) = 0)
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7.5 Analyse de la performance robuste avec l’indicateurµ

Jusqu’̀a maintenant on s’est concentré sur le probl̀eme de la robustesse en stabilité, c’est-̀a-dire v́erifier
que la famille de systèmes interconnectés(M, ∆) est stable pour tout∆ borńe en normeH∞ par 1 et de
structure donńee par∆.

On consid̀ere dans cette section le problème plus ǵeńeral de la robustesse en performance, c’est-à-dire
que l’on veut que l’une des fonctions de transfert (par exemple la fonction de sensibilit́e S∆

6) vérifie un
gabarit fŕequentiel donńe par une pond́erationW1 (‖W1S∆‖∞ ≤ 1) pour la famille de systèmes intercon-
nect́es (voir la figure 7.13).

∆

M

✲

✛

✛ ✛
rǫ

W1
✛

S(∆)

FIGURE 7.13 – Performancèa analyser

En appliquant le th́eor̀eme du petit gain “̀a l’envers”, on aura‖W1S∆‖∞ ≤ 1 si et seulement si le
syst̀eme interconnecté repŕesent́e figure 7.14 est stable pour toute fonction de transfert∆perf , stable et

∆

M

✲

✛

✛ ✛
rǫ

W1

∆perf✲

FIGURE 7.14 – Performancèa analyser

telle que‖∆perf‖∞ < 1. Or ce sch́ema peut se réécrire de façońequivalente comme le schéma repŕesent́e
figure 7.15. D’apr̀es le th́eor̀eme du petit gain structuré (page 168), en introduisant la structure d’incertitude
suivante :

∆̃ =

{
∆̃ / ∆̃ =

[
∆perf 0
0 ∆

]
avec ∆ ∈ ∆ et ∆perf ∈ C

nǫ×nǫ

}

6. Le sens de l’indice∆ est de mettre l’accent sur la dépendance deS en∆.
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∆

M

✲

✛

✛ ✛
rǫ

W1

∆perf✲

∆̃

M̃

FIGURE 7.15 – Performancèa analyser

la famille de syst̀emes est stable pour toute fonction de transfert∆ stable et telle que‖∆‖∞ < 1 et pour
toute fonction de transfert∆perf , stable et telle que‖∆perf‖∞ < 1 si et seulement si

µ
∆̃
(M̃(jω)) ≤ 1.

D’après la discussion préćedente, cette condition estéquivalentèa ‖W1S∆‖∞ ≤ 1 pour toute fonction de
transfert∆ stable et telle que‖∆‖∞ < 1 soit la condition de stabilité robuste.

7.6 Conclusion

Laµ analyse permet de tester si oui ou non le comportement du système satisfait un cahier des charges,
en pŕesence d’incertitudes sur les paramètres physiques du système (chaque param̀etre est connu simple-
ment appartenir̀a un intervalle) et en présence d’incertitudes sur les dynamiques du système. De plus,
elle permet de savoir quelle est la quantité maximale d’incertitude pour laquelle le cahier des charges est
respect́e.

Un tel probl̀eme int́eresse les sciences de l’ingénieur en ǵeńeral. Cependant, si cet outil aét́e d́evelopṕe
dans le cadre de l’Automatique, c’est que la boucle de rétroaction est centralèa celle-ci. Le principal int́er̂et
de la boucle de rétroaction (feedback) est de permettre la satisfaction d’un cahier des charges en pŕesence
de (parfois) fortes incertitudes sur leséléments de la boucle. Aux origines de l’Automatique fréquentielle
classique se trouvent les travaux de Black dans les années 20-30. Black travaillait aux laboratoires Bell
(anĉetre de ATT) sur l’amplification des signaux dans les transmissions. Le cahier des charges de Black
était de mettre au point des amplificateurs dont le gain d’amplificationétait linéaire et proche d’une valeur
désiŕee. Les amplificateurśetaient baśes sur des tubes̀a vide et ne permettaient pas de remplir ce cahier
des charges. De plus, les caractéristiques deśeléments du circuit variaient fortement d’unélément̀a l’autre.
Aujourd’hui, on dirait que la toĺerancéetait importante, pour d’évidentes raisons de coûts de production et
de limites technologiques. Black a remarqué (et justifíe) qu’en introduisant une boucle de rétroaction dans
le circuit électronique, chaque circuit réaliśe respectait le cahier des charges malgré la forte disparit́e des
éléments d’un circuit̀a l’autre. Cette capacité aét́e justifiée via l’introduction de la la notion de robustesse,
quantifíee par les marges de stabilité.

Dès l’origine de l’Automatique fŕequentielle, la problématique d́evelopṕee s’inscrivait dans le cadre
des sciences de l’ingénieur. En ǵeńeralisant et en formalisation mathématiquement les outils classiques de
la robustesse, laµ analyse s’inscrit dans cette perspective.
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7.7 Exercices

7.7.1 Analyse de la robustesse en stabilité d’une boucle ferḿee

On consid̀ere un syst̀eme du premier ordre d’entréeu et de sortiey :

y(p) =
k

τp+ 1
u(p) (7.10)

On consid̀ere que les param̀etres du mod̀ele k et τ sont incertains. Tout ce que l’on sait, c’est que
k ∈]kmin, kmax[ et τ ∈]τmin, τmax[. Les scalaireskmin, kmax, τmin et τmax sont connus.

1. Normaliser les param̀etres incertainsk et etτ c’est-̀a-dire, par exemple pourk trouverknom etkgab en
fonction dekmin etkmax tels quek = knom + kgabδk avecδk ∈]− 1, 1[.

2. Repŕesenter le système d’́equations (7.10) sous la forme d’un schéma bloc, en utilisant des blocs
d’intégration, des gains et des sommateurs. Dans ce schéma, le gainsδk et δτ devrontêtre isoĺes. Pour
cela, on notera que :

1

τ
=

1

τnom + τgabδτ
=

1
τnom

1 +
τgab
τnom

δτ

Par suite, dans un schéma, il est possible de remplacer le gain de valeur1
τ par une boucle de rétroaction

faisant intervenir les gains1
τnom

, τgab etδτ . Enfin, dans le sch́ema final, on prendra soin d’utiliser un nombre
minimalde fois les gainsδk, δτ et les blocs d’int́egration.

3. On consid̀ere maintenant que le système d́ecrit par le mod̀ele (7.10) est connecté au correcteur d́efini
par la fonction de transfertK(p) :

u(p) = −K(p)φ(p). (7.11)

On veutécrire le syst̀eme sous la forme représent́ee sur la figure 7.16 avec∆ qui est une matrice de gains,

M

✲

✛

∆

FIGURE 7.16 – Syst̀eme en boucle ferḿee

diagonale, dont leśeléments sur la diagonale sont lesélémentsδτ etδk et avecM(p) qui est une matrice de
fonctions de transfert dans laquelle il n’y a pas d’incertitude. La représenter sous forme d’un schéma bloc
sanscalculer explicitement l’expression analytique du transfertM(p).

4. Quelle condition sur la fonction de transfertM(p) permet de tester si le système boucĺe est stable pour
les incertitudes considéŕees ? A votre connaissance, est-on dans un cas où il est possible de v́erifier exacte-
ment cette condition en utilisant un algorithme P difficile (c’està dire que l’on peut calculer l’indicateur en
un temps qui est fonction polynomiale de la taille du problème) ? Pourquoi ?
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7.7.2 Analyse de la robustesse en stabilité du contrôle du rapport carburant sur comburant

Fonction de transfert du premier ordre On consid̀ere la fonction de transfert du premier ordre d’entrée
u1 et de sortiey1 :

y1(p) =
k

τp+ 1
u1(p) (7.12)

On consid̀ere que le param̀etreτ de cette fonction de transfert est incertain. Tout ce que l’on sait, c’est
queτ1 ∈]τmin, τmax[. Les scalairesτmin et τmax sont connus.

1. Normaliser le param̀etreτ c’est-̀a-dire, trouverτnom et τgab en fonction deτmin et τmax tels que
τ = τnom + τgabδτ avecδτ ∈]− 1, 1[.

2. Repŕesenter la fonction de transfert (7.12) sous la forme d’un schéma bloc, en utilisant des blocs
d’intégration, des gains et des sommateurs. Dans ce schéma, le gainδτ doit être isoĺe. Pour cela, on
notera que :

1

τ
=

1

τnom + τgabδτ
=

1
τnom

1 +
τgab
τnom

δτ

Par suite, dans un schéma, il est possible de remplacer le gain de valeur1
τ par une boucle de

rétroaction faisant intervenir les gains1τnom
, τgab et δτ . Enfin, dans le sch́ema final, on prendra soin

d’utiliser un nombreminimalde fois le gainδτ et les blocs d’int́egration.

Fonction de transfert d’un retard, approxim ée par un premier ordre On consid̀ere la fonction de
transfert d’un retard pur d’entréeu2 et de sortiey2 :

y2(p) = e−Tpu2(p) (7.13)

avecT > 0. Il est classique d’approximer le retard pur par une fonction de transfert du premier ordre
(appeĺee approximation de Padé), ce qui donne :

y2(p) =
1− T

2
p

1 +
T

2
p
u2(p). (7.14)

On consid̀ere que le param̀etreT de cette fonction de transfert est incertain. Tout ce que l’on sait, c’est
queT ∈]Tmin, Tmax[. Les scalairesTmin etTmax sont connus.

1. Normaliser le param̀etreT .

2. Repŕesenter la fonction de transfert (7.14) sous la forme d’un schéma bloc, en utilisant des blocs
d’intégration, des gains et des sommateurs. Dans ce schéma, le gainδT doit être isoĺe.

µ analyse de la commande d’un moteur̀a essence Un mod̀ele simple d’un moteur̀a essence commandé
par un correcteur PI peutêtre construit sous forme d’un schéma bloc (voir figure 7.17). Les constantes de
tempsτ1, τ2 et la valeurT sont tr̀es mals connues et sont considéŕees comme incertaines. Sans construire le
sch́ema bloc complet(M,∆), donner la matrice∆ d’incertitude pour ce problème. Quel th́eor̀eme d’ana-
lyse faut-il appliqúe ? Est-on dans un cas où il est possible de v́erifier la condition ńecessaire et suffisante
de stabilit́e robuste par un algorithme qui n’est pas NP difficile ?

7.7.3 Interprétation de résultats deµ analyse de la commande par avance de phase d’une
bille sur un rail

On consid̀ere le syst̀eme “bille sur rail”, mod́elisé par la fonction de transfert :

G(p) =
knom

p2
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Kp +
KI
p

0,5

0,5

✲

✲

1
τ1p+ 1

︷ ︸︸ ︷

1
τ2p+ 1

✲

✲

✻

❄ ✲
1− T/2p
1 + T/2p

✲

1
τp+ 1

✛

✲

✻

✲+

−
+

+

︷ ︸︸ ︷︷ ︸︸ ︷
correcteurPI moteur tuyau

︸ ︷︷ ︸
Capteur

FIGURE 7.17 – Commande d’un moteurà essence par un Proportionnel Intégral

avecknom = 6. Un correcteur̀a un degŕe de libert́e, avance de phase filtrée, aét́e mis au point :

K(p) = 0, 364
1, 5p+ 1

0, 096p+ 1

1

0, 05p+ 1
.

On d́esire s’assurer que le système en boucle ferḿee poss̀ede une marge de module supérieureà 0, 5 pour
toute valeur dek comprise entre5 et 7 (le param̀etrek dépend de la ǵeoḿetrie de la bille utiliśee). Pour
cela, une incertitude multiplicative inverse en entrée du syst̀eme est introduite ainsi qu’un incertitude pa-
ramétrique (voir la figure 7.18).

Sur la figure 7.19, les courbesµ∆(M(jω)) etσmax(M(jω)) (valeur singulìere maximale) sont représent́ees
en fonction de la pulsationω, où

∆ =

{
∆ ∈ C

2×2 / ∆ =

[
δk 0
0 ∆m

]
avec

{
∆m ∈ C

δk ∈ R

}
.

1. Justifier le fait que sur la figure 7.19, la courbe en trait plein correspond au traće deµ∆(M(jω)) et
la courbe en traits tirés correspond au tracé deσmax(M(jω)) (l’ échelle de l’ordonńee est lińeaire).

2. A partir du traće deµ∆(M(jω)), déterminer si le système en boucle ferḿee poss̀ede une marge de
module suṕerieureà0, 5 pour toute valeur dek comprise entre5 et7.

3. Soitω0 = 30rad/s. Déterminerà partir de la figure 7.19µ∆(M(jω0)) et σmax(M(jω0)). Que

conclureà partir de 1
µ∆(M(jω0))

et 1
σmax(M(jω0))

?



180 CHAPITRE 7 µ-ANALYSE
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FIGURE 7.18 – Mise sous forme(M,∆) du syst̀eme boucĺe
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Annexe A

8.1 Transformée de Laplace de signaux́elémentaires (Eric Magarotto c©)

f(t) t ≥ 0 L [f(t)] = F (p)

δ(t) impulsion unit́e (Dirac) 1

1(t) échelon unit́e 1
p

1(t− τ) éch. unit́e retard́e deτ e−pτ

p

1(t)− 1(t− τ) impulsion rect. 1−e−pτ

p

t 1
p2

tn n!
pn+1

e−at 1
p+a

te−at 1
(p+a)2

t2e−at 2
(p+a)3

tne−at n!
(p+a)n+1

1
b−a

(
e−at − e−bt

)
1

(p+a)(p+b)
1

b−a

(
be−bt − ae−at

) p
(p+a)(p+b)

1
ab

(
1 + 1

a−b(be
−at − ae−bt)

)
1

p(p+a)(p+b)
1
a

(
1− e−at

)
1

p(p+a)
1
a2

(
1− (at+ 1)e−at

)
1

p(p+a)2
1
a2

(
at− 1 + e−at

)
1

p2(p+a)
1

(a−b)2

[
e−at + ((a− b)t− 1) e−bt

]
1

(p+a)(p+b)2

e−at

(a−b)(a−c) +
e−bt

(c−b)(a−b) +
e−ct

(a−c)(b−c)
1

(p+a)(p+b)(p+c)

sin(ω0t)
ω0

p2+ω2
0

cos(ω0t)
s

p2+ω2
0

e−at sin(ω0t)
ω0

(p+a)2+ω2
0

e−at cos(ω0t)
p+a

(p+a)2+ω2
0

sin(ω0t+ ϕ) p sin(ϕ)+ω0 cos(ϕ)
p2+ω2

0√
α2+ω2

0

ω0
sin(ω0t+ θ) θ = arctan

(
ω0
α

) p+α
p2+ω2

0

1− cos(ω0t)
ω2
0

p(p2+ω2
0)

1

ωn

√
1−ζ2

e−ζωnt sin
(
ωnt
√
1− ζ2

)
1

p2+2ζωnp+ω2
n
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8.2 Syst̀emes du premier ordre et du second ordre

Syst̀emes du premier ordre

Un syst̀eme du premier ordre de gain statiqueK (sans źero) est d́efini par la fonction de transfert :

G(p) =
K

τp+ 1

Réponse temporellèa un échelon τ est appeĺee constante de temps. Le temps de montéTm est le temps
au bout duquel la sortie du système atteint95 % de la valeur finale. Pour un système du premier ordre
Tm = 3τ (voir la figure 8.1). D’autre part, le sortie du système atteint63 % de la valeur finale enτ
secondes. Ces expressions découlent du fait que la sortie du système est donńee par :

y(t) = K(1− e−
t
τ ).
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FIGURE 8.1 – Ŕeponse d’un système du premier ordre

Emplacement du p̂ole Le pôle se situe en− 1
τ . La distance au point0 est inversement proportionnelleà

la constante de tempsτ .

Syst̀eme du second ordre

Un syst̀eme du second ordre de gain statique unité (sans źero) est d́efini par la fonction de transfert :

G(p) =
1

(
p

ω0

)2

+ 2ξ
p

ω0
+ 1

Réponse temporellèa un échelon La réponse temporellèa unéchelon d’un système du second ordre est
définie par deux param̀etres (voir la figure 2.1) qui sont directement liésà la valeur de la pulsation propre
ω0 et de l’amortissementξ :

Dépassement :

D1 = e
− πξ√

1− ξ2 (8.1)
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Temps du premier maximum :
tm =

π

ω0

√
1− ξ2

(8.2)

Ces caract́eristiques sont obtenuesà partir de l’expression de la réponse indicielley(t) en fonction du
temps :

y(t) = 1− e−ξω0t

√
1− ξ2

cos
(
ω0t
√
1− ξ2 − φ

)

avecφ = ξ√
1−ξ2

.
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FIGURE 8.2 – Ŕeponse d’un second ordre
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FIGURE 8.3 – Ŕeponses temporelles de fonctions de transfert du second ordre

Emplacement des p̂oles Pour0 ≤ ξ < 1, les p̂oles sont complexes conjugués et se situent en−ξω0 ±
j
√

1− ξ2ω0 (voir leur repŕesentation dans le plan complexe, figure 8.4). De plus, on acos(θ) = ξ.
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Un choix int́eressant est de choisir un amortissementξ de0, 7, ce qui correspond̀a un d́epassement de
5 % d’apr̀es la relation (8.1). Dans le plan complexe, ils sont alors représent́es sur les deux bissectrices.
Enfin,ω0 est selectionńe pour obtenir un certain temps de montée en utilisant la relation (8.2).

✲

✻

Re

Im
.................................................................

θ

ω0cos(θ) = ξ

FIGURE 8.4 – P̂oles d’une fonction de transfert du second degré

Réponse fŕequentielle : Diagramme de Bode Pourω ≪ ω0, on a|G(jω)|dB ≈ 0dB et arg(G(jω)) ≈
0o. Pourω ≫ ω0, on a|G(jω)|dB ≈ −40 log(ω) + β et arg(G(jω)) ≈ −180o si ξ > 0 et arg(G(jω)) ≈
180o si ξ < 0. Par suite, pourω ≪ ω0, le traće du module|G(jω)|dB est approch́e par une droite horizontal,
à0dB et celui de la phase par une droite horizontaleà0o. Pourω ≫ ω0, le traće du module|G(jω)|dB est
approch́e par droite de pente−40 dB/decade et celui de la phase par une droite horizontaleà180o si ξ < 0
et à−180o si ξ > 0. Voir la figure 8.16 pour le traće de transferts du second ordre avec différentes valeurs
possibles de l’amortissementξ pour une m̂eme pulsation propreω0 = 10. Pourξ ≤ 1√

2
, le traće du module

présente un maximum de 1

2ξ
√

1−ξ2
à la pulsationω0

√
1− 2ξ2. De plus, on a|G(jω0)| = 1

2ξ
.
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FIGURE 8.5 – Diagramme de Bode de fonctions de transfert du second ordre

Réponse fŕequentielle : Diagrammes de Nyquist et de Black-Nichols Voir les traćes sur les figures 8.6
et 8.7.
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FIGURE 8.6 – Diagramme de Nyquist de fonctions de transfert du second ordre
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FIGURE 8.7 – Diagramme de Black Nichols de fonctions de transfert du second ordre
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8.3 Synth̀ese de correcteurs nuḿeriques par les ḿethodes de synth̀ese conti-
nues

Dans de nombreux cas, le problème de commande consisteà d́evelopper un correcteur discret qui
sera programḿe sur un calculateur nuḿerique afin de commander un procéd́e continu via un convertis-
seur analogique/nuḿerique (pour les mesures) et un convertisseur numérique/analogique (pour les com-
mandes̀a appliquer) (voir figure 8.8). Il està noter que les ḿethodes efficaces d’Automatique se concentrent

syst̀emeact.CNA

CAN capteur

commandeCAN ✲ ✲ ✲ ✲ ✲

✛✛

✻
✲✲référence sortie

FIGURE 8.8 – Probl̀eme de l’asservissement d’un système continu par un correcteur numérique

géńeralement sur deux problèmes :

1. synth̀ese d’un correcteur discret pour un procéd́e discret (approche “tout discret”) ;

2. synth̀ese d’un correcteur continu pour un procéd́e continu (approche “tout continu”).

Ces deux approches ne traitent donc pas du vrai problème qui est (dans un nombre important de cas) la
commande d’un système continu par un correcteur numérique. Cela est d̂u au fait que le vrai problème est
actuellement un problème ouvert.

De plus, les ḿethodes de synthèse de lois de commande reposent sur l’utilisation d’un modèle. Dans
le cas òu celui-ci est obtenu par identification, il est en géńeral discret et dans le cas où il est obtenu par
application des lois de la physique, il est en géńeral continu.

bloqueur d’ordre 0 G✲✲
u(kTs) u(t)

✲
y(t) y(kTs)

FIGURE 8.9 –Échantillonnage d’un système continu

Par contre, l’application des ḿethodes d’automatique fréquentielle ńecessite un mod̀ele continu et m̀ene
à un correcteur analogique (fonction de transfert continue) ce qui nepermet pas de répondreà notre
probl̀eme. Une première façon de proćeder est de mettre au point sur le modèle continu un correcteur
continue puis de l’approcher par une fonction de transfert discrète. L’inconv́enient d’une telle approche est
de ne pas prendre en compte de façon directe lors de l’étape de synth̀ese du correcteur le fait que le système
seraéchantillonńe bloqúe. Le correcteur nuḿerique obtenu peut présenter des performances dégrad́ees par
rapport au correcteur analogique de départ. Par suite, m̂eme dans le cas où le mod̀ele du proćed́e est continu,
il est important de travailler sur un modèleéchantillonńe bloqúe.

Une façon de contourner le problème est de se demander s’il n’est pas possible de transformer un
mod̀ele discret en un modèle équivalenteayant l’aspect d’un mod̀ele continu. Ce dernier sera appelé dans
la suite “mod̀ele continúequivalent”. Paŕequivalent, il faut comprendre que :

1. le mod̀ele continúequivalent est stable si et seulement si le modèle discret l’est ;
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2. les ŕeponses fŕequentielles des deux modèles cöıncident au moins en basses pulsations.

Enfin, le mod̀ele continúequivalent aura l’aspect d’un modèle continu s’il peut s’́ecrire comme une fonction
rationnelleà coefficients ŕeels d’un variable complexe notéew. Ici, w joue le r̂ole de la variable de Laplace
p d’un “vrai” transfert continu.

La transformation qui accomplit cela est latransformation bilińeaireou transformation de Tustin. Elle
consistèa remplacer dans la fonction de transfert discrète la variablez par une expression rationnelle enw :

z =
1 +

Ts

2
w

1− Ts

2
w
.

La fonction de transfert (pseudo) continue sera obtenue en remplaçant dans la fonction de transfert discrete
z par cette expression en fonction dew. Le transfert fŕequentiel correspondant est obtenu en remplaçantw
parjν où ν est l’analogue de la pulsationω. Elles sont relíees par :

ν =
2

Ts
tan

ωTs

2
.

Comme en basses pulsations,ν ≃ ω (voir figure 8.10), les ŕeponses fŕequentielles seront proches en basses
pulsations. Par contre, les réponses diff̀erent en hautes pulsations. A la valeurω = π

Ts
correspond la valeur

ν = +∞.
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FIGURE 8.10 – Traće deν = 2
Ts

tan ωTs
2 (échelles logarithmiquèa droite)

SousMatlab, la fonctionc2d, avec l’option’tustin’ permet de ŕealiser une telle transformation.

Exemple Soit le syst̀eme continu d́efini par le mod̀ele :

G(p) =
1

p(p+ 1)
.

Avec une ṕeriode d’́echantillonnageTs = 0, 1s, le mod̀ele discret correspondantà l’échantillonńe-bloqúe
obtenu parc2d est alors :

Gd(z) =
0, 0048374(z + 0, 9672)

(z − 1)(z − 0.9048)
.

Par application de la transformation bilinéaire, on obtient le modèle continúequivalent au mod̀ele discret :

Gdc(w) =
−4.1625× 10−5(w + 1200)(w − 20)

w(w + 0.9992)
.

On retrouve bien un p̂ole stable comme dans le modèle discret. Noter queG etGdc n’ont pas la m̂eme ex-
pression ! Les ŕeponses fŕequentielles deG,Gd etGdc sont repŕesent́es figure 8.11. Voir aussi la figure 8.12.
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Bode Diagram
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FIGURE 8.11 – Ŕeponses fŕequentielles deG, Gd etGdc

Mise en œuvre pour la synth̀ese de correcteurs nuḿeriques Cette transformation vâetre utiliśee
pour synth́etiser un correcteur discret en utilisant les méthodes de synthèse continue de la façon suivante.
Dans le cas òu le mod̀ele du syst̀emeà commander est continu, le modèle discret correspond au système
échantillonńe/bloqúe est calcuĺe de façoǹa disposer d’un mod̀ele prenant en compte l’échantillonnage et
le bloquage (commandeMatlab c2d). A partir de ce mod̀ele discret un mod̀ele continuéquivalent est
obtenu (commandeMatlab d2c). En se basant sur ce modèle , un correcteur “continu” (équivalent̀a un
correcteur discret) peutêtre mis au point par des méthodes de synthèse continue. Le correcteur numérique
correspondant est alors obtenu par la transformation inverse (commande Matlab c2d 1) (voir la figure
8.13).

8.4 Tracé asymptotique de diagrammes de Bode

Rappeler les r̀egles permettant de tracer un diagramme asymptotique de Bode peut sembler incongru.
En effet, la plupart des logiciels de calcul scientifique géńeraux (commeMatlab) permettent de tracer
un diagramme de Bode en une fraction de seconde. En fait, l’intér̂et de connâıtre ses r̀egles ŕeside dans la
capacit́e à analyser un diagramme de Bode. Après avoir rappeler les règles de traće de diagramme de Bode,
des exercices sont proposés en fin de section. Ils consistentà partir d’un diagramme de Bodeà ébaucher la
fonction de transfert correspondante.
Etant donńee une fonction de transfert réelle rationnelleG(jω) = |G(jω)|ej arg(G(jω)), le diagramme de
Bode consistèa

1. repŕesenter le module deG(jω) exprimé en dB et not́e |G(jω)|dB = 20 log |G(jω)| en fonction du
logarithme de la pulsationlog(ω) ;

2. repŕesenter la phase deG(jω), not́eearg(G(jω)), en fonction du logarithme de la pulsationlog(ω) ;

1. Avec la bonne option
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Propri été 1 Dans le cas òuG(jω) = G1(jω) · · ·Gr(jω), on a

1. |G(jω)|dB = |G1(jω)|dB + · · ·+ |Gr(jω)|dB ;

2. arg(G(jω)) = arg(G1(jω)) + · · ·+ arg(Gr(jω)) ;

3. |G(jω)−1|dB = −|G(jω)|dB etarg(G(jω)−1) = − arg(G(jω)).

Propri été 2 : relation de Bode entre le gain et la phase Dans le cas d’une fonction de transfert sans
pôle et źero instables,̀a une variation du gain|G(jω)|dB à une pulsation donnée de20×N correspond une
variation de la phasearg(G(jω) à cette pulsation de90o ×N .
Les propríet́es pŕećedentes peuventêtre mises̀a profit pour faire un traće approch́e du diagramme de Bode.
Les propríet́es 1. et 2. permettent de réduire le traće du diagramme de Bode du transfert :

G(jω) = K × (jω)±k ×

∏

l

(jωτl + 1)
∏

m

((
jω

ωm

)2

+ 2ξm
jω

ωm
+ 1

)

∏

p

(jωτp + 1)
∏

q

((
jω

ωq

)2

+ 2ξq
jω

ωq
+ 1

) (8.3)

à la combinaison des tracés de diagrammes de Bode de :

1. K × (jω)±k

2. (jωτ + 1)±1

3.

((
jω
ωm

)2
+ 2ξm

jω
ωm

+ 1

)±1

.

La propríet́e 3. permet de relier le tracé des diagrammes de Bode deK×(jω)k, (jωτ+1) et

((
jω
ωm

)2
+ 2ξm

jω
ωm

+ 1

)

à ceux deK (jω)−k, (jωτ + 1)−1 et

((
jω
ωm

)2
+ 2ξm

jω
ωm

+ 1

)−1

.

Dans ce qui suit, on considère queω ≥ 0.

Diagramme de Bode deG(jω) = K × (jω)−k. Comme|G(jω)|dB = 20 log(K)− 20k log(ω), le traće
du module|G(jω)|dB est une droite de pente−20× k dB par d́ecades. Commearg(G(jω)) = −90o × k,
la phase est ind́ependante de la pulsation. Voir la figure 8.14 dans le cas d’un intégrateur (k = 1 etK = 1).

Diagramme de Bode deG(jω) = 1
jωτ+1 . Pourωτ ≪ 1, on a |G(jω)|dB ≈ 0dB et arg(G(jω)) ≈

0o. Pourωτ ≫ 1, on a |G(jω)|dB ≈ −20 log(ω) − 20 log(|τ |) et arg(G(jω)) ≈ +90osi τ < 0 et
arg(G(jω)) ≈ −90o si τ > 0. Pourω ≪ 1

|τ | , le traće du module|G(jω)|dB est approch́e par une droite

horizontale,̀a 0dB et celui de la phase par une droite horizontaleà 0o. Pourω ≫ 1
|τ | , le traće du module

|G(jω)|dB est approch́e par droite de pente−20 dB/décade et celui de la phase par une droite horizontale
à90o si τ < 0 et à−90o si τ > 0. Voir la figure 8.15 pour le traće du transfert 0,1

0,1p+1 .

Diagramme de Bode deG(jω) = 1(
jω
ω0

)2
+2ξq

jω
ω0

+1
Pourω ≪ ω0, on a|G(jω)|dB ≈ 0dB etarg(G(jω)) ≈

0o. Pourω ≫ ω0, on a|G(jω)|dB ≈ −40 log(ω) + β et arg(G(jω)) ≈ −180o si ξ > 0 et arg(G(jω)) ≈
180o si ξ < 0. Par suite, pourω ≪ ω0, le traće du module|G(jω)|dB est approxiḿe par une droite horizon-
tale,à0dB et celui de la phase par une droite horizontaleà0o. Pourω ≫ ω0, le traće du module|G(jω)|dB
est approxiḿe par droite de pente−40 dB/décade et celui de la phase par une droite horizontaleà 180o si
ξ < 0 et à−180o si ξ > 0. Voir la figure 8.16 pour le traće de transferts du second ordre avec différentes
valeurs possibles de l’amortissementξ pour une m̂eme pulsation propreω0 = 10. Pourξ ≤ 1√

2
, le traće du

module pŕesente un maximum de 1

2ξ
√

1−ξ2
à la pulsationω0

√
1− 2ξ2. De plus, on a|G(jω0)| = 1

2ξ
.
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FIGURE 8.14 – Diagramme de Bode d’un intégrateur :1p
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FIGURE 8.16 – Diagramme de Bode de fonctions de transfert du second ordre

Règles sur le traće approch́e du diagramme de Bode d’une fonction de transfert

Etape 1 Mettre la fonction de transfert sous la forme (8.3) ;

Etape 2 Tracer le module asymptotique en basses pulsations : il est de pente20 × (±k) dB par d́ecade et
passe pourω = 1 par le point20 log(K).

Etape 3 Cette asymptote est tracée jusqu‘̀a la premìere “cassure”, c’est-à-dire la plus petite des valeurs
1
|τl| ,

1
|τp| , ωm etω0. La pente de la droite est alors incrément́ee de±1 ou de±2 suivant que la cassure

correspondèa un terme du premier ordre au numérateur ou au d́enominateur ou encorèa un terme du
second ordre au nuḿerateur ou au d́enominateur. Effectuer de façon itérative cette oṕeration pour les
“cassures” suivantes.

Etape 4 Tracer la phase asymptotique en basses pulsations : elle est constante etégaleà90o × (±k).

Etape 5 Cette asymptote est tracée jusqu’̀a la premìere cassure, c’est-à-dire la plus petite des valeurs1|τl| ,
1

|τp| ,ωm etω0. La valeur de la phase est alors incrément́ee de±90o ou de±180o suivant que la cassure
correspondèa un terme du premier ordre au numérateur ou au d́enominateur, stable ou instable ou
encoreà un terme du second ordre au numérateur ou au d́enominateur, stable ou instable. Effectuer
de façon it́erative cette oṕeration pour les ”cassures” suivantes.

8.4.1 Exemple

On consid̀ere la fonction de transfert :

G(p) =
40(p+ 10)

(p+ 400)(p2 + 0, 8p+ 1)

soit

G(p) =
(
p

10
+ 1)

(
p

400
+ 1)(p2 + 0, 8p+ 1)

.
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Cette fonction a un źero ŕeel en−10, un p̂ole en−400 et deux p̂oles complexes conjugués de pulsation
propreω1 = 1 rad/s et d’amortissementξ1 = 0, 4. Comme elle n’a pas de pôle ni de źero en0, le traće
asymptotique en basse pulsation du module est une droite de pente0 et d’abscisse le gain statique de la
fonction de transfert expriḿee endB soit0 dB ; le traće de la phase est une droite de pente0 et d’abscisse
0 degŕe.

A partir de la pulsationω = ω1 (pulsation propre des deux pôles complexes conjugués), la pente du
traće asymptotique en basses pulsations du module est diminuée de−40dB/dec (on obtient ainsi une pente
−2). Du fait de la relation de Bode entre la phase et le gain, le tracé asymptotique en basses pulsations
de la phase est une droite de pente0 et d’abscisse−180 degŕes. A partir de la pulsation10 rad/s (qui
correspond au źero en−10), la pente du traće asymptotique du module est augmentée de+20dB/dec (on
obtient ainsi une pente−1) ; le traće de la phase est une droite de pente0 et d’abscisse−90 degŕes. A partir
de la pulsation400 rad/s (qui correspond au pôle en−400), la pente du traće asymptotique du module est
diminuée de+20dB/dec (on obtient ainsi une pente−2) ; le traće de la phase est alors une droite de pente
0 et d’abscisse−180 degŕes.

On obtient ainsi le traće repŕesent́e figure 8.17 : en gras, le tracé asymptotique et en traits tirés le traće
du bode obtenu par la fonctionbode deMatlab.

Bode Diagram
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−90

−45

0

FIGURE 8.17 – Diagramme de Bode de la fonction de transfertG(p) =
40(p+ 10)

(p+ 400)(p2 + 0, 8p+ 1)

8.4.2 Exercices

Ex. 1 Tracer le diagramme de Bode asymptotique de la fonction de transfert :

G(p) =
p+ a

p(p+ b)

avec0 < a ≪ b.

Ex. 2 Evaluer la fonction de transfert associée au diagramme de Bode représent́e figure 8.18.
Nota Bene: dans cette śerie d’exercices, on demande simplement d’évaluer les transferts représent́es sans
essayer de les déterminer exactement.

Ex. 3 Evaluer la fonction de transfert associée au diagramme de Bode représent́e figure 8.19.
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FIGURE 8.18 – Diagramme de Bode d’une fonction de transfertà d́eterminer
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FIGURE 8.19 – Diagramme de Bode d’une fonction de transfertà d́eterminer
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FIGURE 8.20 – Diagramme de Bode d’une fonction de transfertà d́eterminer

Ex. 4 Evaluer la fonction de transfert associée au diagramme de Bode représent́e figure 8.20.

Ex. 5 Evaluer la fonction de transfert associée au diagramme de Bode représent́e figure 8.21.
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FIGURE 8.21 – Diagramme de Bode d’une fonction de transfertà d́eterminer

8.4.3 Solution des exercices

Ex. 2 0,1p−1
0,1p+1

Ex. 3 10−4 (−10p+1)(0,01p+1)
p(−0.01p+1)(−0.001p+1)
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Ex. 4 10−2 p2+0,1p+1

( p
10)

2
+0,01 p

10
+1

Ex. 5 p2+0,01p+1
p2+0,2p+1

8.5 Calcul de la normeH∞ d’un système linéaire stationnaire

Soit le syst̀eme lińeaire stationnairestable(tous ses p̂oles sont̀a partie ŕeelle strictement ńegative)G
qui admet pouŕequations d’́etat :

ẋ(t) = Ax(t) + Bww(t)

z(t) = Czx(t) + Dzww(t)
(8.4)

où
– le vecteur d’́etatx(t) est de dimensionn ;
– le vecteur des entréesw(t) est de dimensionmw ;
– le vecteur des sortiesz(t) est de dimensionpz.

Le syst̀eme (8.4) a une normeH∞ inférieureà γ (‖G‖∞ < γ) si et seulement siσ(Dzw) < γ et la
matrice hamiltonienne

[
A−Bw(D

T
zwDzw − γ2I)−1DT

zwCz −γBw(D
T
zwDzw − γ2I)−1BT

w

γCT
z (DzwD

T
zw − γ2I)−1Cz −AT + CT

z Dzw(D
T
zwDzw − γ2I)−1BT

w

]

n’a pas de valeur propre sur l’axe imaginaire.
Pour d́eterminer la normeH∞ du syst̀eme, il suffit de rechercher le plus petitγ tel que‖G‖∞ < γ. Pour

cela, on peut effectuer une recherche linéaire sur le param̀etreγ en faisant par exemple une dichotomie.

Une autre façon de procéder est de résoudre le problème d’optimisation suivant :

min γ > 0
P = P T , γ P > 0

[
ATP + PA+ CT

z Cz PBw + CT
z Dzw

BT
wP +DT

zwCz DT
zwDzw − γ2I

]
< 0

où on a les notations suivantes pour une matrice carréeA symétrique :A > 0 et A < 0 signifient d́efini
positive (toutes les valeurs propres deA sontà parties ŕeelles positives) et d́efini négative (toutes les va-
leurs propres deA sontà parties ŕeelles ńegatives). Chaque contrainte inégalit́e ainsi d́efinie s’appelle une
inégalit́e matricielle lińeaire (en anglais, LMI, acronyme de Linear Matrix Inequality). On obtientdirecte-
ment comme ŕesultat la valeur de la normeH∞ du syst̀emeG. Cette approche est cependant numériquement
plus complexe que la préćedente.

8.6 Différentielle logarithmique

Diff érentielle logarithmique On appelle diff́erentielle logarithmique d’une fonctiony la quantit́e :

d y

y

Elle correspond̀a la différentielle de la fonctionln(y). Les propríet́es sont :

d xy
xy = d x

x +
d y
y ,

d
x

y
x

y

= d x
x − d y

y et d f(x) = f ′(x)dx
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Annexe B : sur la détermination de la
repr ésentation d’́etat des fonctions de
transfert en boucle fermée

D’après ce qui pŕec̀ede, il apparâıt nécessaire de déterminer un certain nombre de fonctions de trans-
fert en boucle ferḿee afin de la représenter graphiquement (diagramme de Bode par exemple) ou calculer
certaines de ses caractéristiques (par exemple, calcul de la normeH∞) en utilisant par exemple le logiciel
Matlab. Un syst̀eme (multivariable) peut̂etreécrit sous diff́erentes représentations : matrice de fonctions
de transfert ou représentation d’́etat par exemple. Or, il est maintenant largement admis qu’il est plus judi-
cieux de manipuler sousMatlab les syst̀emes sous forme de représentation d’́etat. D’une part, lorsqu’il
s’agit de d́eterminer une caractéristique du système (par exemple, calcul de la normeH∞), les algorithmes
travaillant sur la repŕesentation d’́etatpŕesentent moins de problèmes nuḿeriques que ceux qui se basent sur
la repŕesentation par fonctions de transfert. Les calculs numériques sur les systèmes (pour la d́etermination
de transfert, calcul de normeH∞, calcul d’un correcteur,...) peuventêtre beaucoup mieux conditionnés
si un bon choix est fait pour la représentation d’́etat1. D’autre part, manipuler sousMatlab un syst̀eme
multivariable sous forme de fonctions de transfert est très lourd.

Par suite, lorsque l’on entreprend l’étude d’un syst̀eme en boucle ferḿee, il apparâıt nécessaire de savoir
calculer la repŕesentation d’́etat associée aux diff́erentes fonctions de transfert en boucle ferméeà partir de
la repŕesentation d’́etat du syst̀emeà commanderG(p) et de celle de le correcteurK(p).

GK✲ ✲ ✲❄

✻
✲ + −+

−

r

b✻

u y

ǫSy ✲
❯

Ty

.......
❄
Su

☛
−Tu

❘

GSu

FIGURE 9.1 – Syst̀eme en boucle ferḿee MIMO

A titre illustratif, on consid̀ere le syst̀eme en boucle ferḿe repŕesent́e figure 9.1. On a :

[
ǫ
u

]
=

[
Sy GSu

KSy Tu

] [
r
b

]
. (9.1)

1. Rappelons que l’on peut associer une infinité de repŕesentation d’́etatà une matrice de fonctions de transfert.

197



198 CHAPITRE 9 TRANSFERTSB F

Le probl̀eme consid́eŕe est le suivant :́etant donńees la repŕesentation d’́etat du syst̀emeG, d’ordrenG et
la repŕesentation d’́etat deK, d’ordrenK , trouver la repŕesentation d’́etat d’ordre minimal associéeà la
matrice de fonctions de transfert définie par l’́equation (9.1). Dans un premier temps, on va considérer la
fonction de transfertTu.

Il est possible de d́efinir une alg̀ebre des matrices de fonctions de transfert en définissant les oṕerations
élémentaires (multiplication, addition, inversion, construction de matrices de fonctions de transfert, etc...).
Cette alg̀ebre est d’autant plus intéressante qu’il est maintenant possible de manipuler sous Matlab des
objet-syst̀emes. Il s’agit de variables qui contiennent toutes les caractéristiques du système repŕesent́e (par
exemple pour un système sous représentation d’́etat, les matrices de la représentation d’́etat, si le syst̀eme
est discret, sa ṕeriode d’́echantillonnage, etc...). Dans laControl System toolbox deMatlab, les
commandesss, tf et zpk et dans lamu analysis and synthesis toolbox les commandes
pck etunpck permettent de manipuler de tels objets.

9.1 Algèbre des objet-syst̀emes : les oṕerations

Une notation possible pour un systèmeG1 multivariable de repŕesentation d’́etat :

ẋ(t) = A1x(t) + B1w(t)

z(t) = C1x(t) + D1w(t)

est de le repŕesenter par la concaténation des matrices de la représentation d’́etat :

G1 =

[
A1 B1

C1 D1

]
.

Soit le second systèmeG2 multivariable :

G2 =

[
A2 B2

C2 D2

]
.

On peut alors d́efinir les oṕerations sur les systèmes de la façon suivante.

Addition (ou mise en parallèle) de deux syst̀emes

G1 +G2 =




A1 0 B1

0 A2 B2

C1 C2 D1 +D2


 .

Multiplication (ou mise en série) de deux syst̀emes

G1 ×G2 =




A1 B1C2 B1D2

0 A2 B2

C1 D1C2 D1D2


 .

Inversion d’un système

G−1
1 =

[
A1 −B1D

−1
1 C1 B1D

−1
1

−D−1
1 C1 D−1

1

]

pourD1 inversible.

Concat́enation de deux syst̀emes

[
G1 G2

]
=




A1 0 B1 0
0 A2 0 B2

C1 C2 D1 D2


 .
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Bloc diagonal de deux syst̀emes

[
G1 0
0 G2

]
=




A1 0 B1 0
0 A2 0 B2

C1 0 D1 0
0 C2 0 D2


 .

A partir de ces oṕerations, il est possible de construire la représentation d’́etat de la matrice de fonctions
de transfert en boucle ferḿee. Ńeanmoins, une mise en œuvre naı̈ve n’est pas sans dangers, comme le
montre l’exemple suivant.

Exemple On d́esire obtenir̀a partir des représentations d’état deG et deK la repŕesentation d’́etat deTu

en utilisant le fait queTu = (I +KG)−1KG. En effet,à partir des représentations d’état deG etK :

G =

[
AG BG

CG DG

]
et K =

[
AK BK

CK DK

]

on peut obtenir par multiplication celle deKG (d’ordrenG + nK), puis celle deI +KG :

I +K ×G =




AK BKCG BKDG

0 AG BG

CK DKCG I +DKDG


 .

La repŕesentation d’́etat de(I + KG)−1 (d’ordre nG + nK) est construite par inversion ; enfin par la
multiplication avec celle deKG, qui est donńee par :

K ×G =




AK BKCG BKDG

0 AG BG

CK DKCG DKDG




on obtient celle deTu : [
ATu BTu

CTu DTu

]

avec

ATu
=









AK − BKCG(I + DKDG)−1CK BKCG − BKCG(I + DKDG)−1DKCG BKCG(I + DKDG)−1CK BKCG(I + DKDG)−1DKCG

−BG(I + DKDG)−1CK AG − BG(I + DKDG)−1DKCG BG(I + DKDG)−1CK BG(I + DKDG)−1DKCG

0 0 AK BKCG

0 0 0 AG









BTu
=









BKCG(I + DKDG)−1DKDG

BG(I + DKDG)−1DKDG

BKDG

BG









CTu
=

[

−(I + DKDG)−1CK −(I + DKDG)−1DKCG (I + DKDG)−1CK (I + DKDG)−1DKCG

]

DTu
= (I + DKDG)−1DKDG

Elle est d’ordre2nG+2nK . D’après le sch́ema 2.1, il est clair qu’une représentation d’́etat d’ordrenG+nK

peutêtre obtenue puisque l’on aG etK qui interviennent une seule fois dans ce schéma.

Pourquoi n’a-t-elle paśet́e obtenue ? Cela vient du fait que dans l’expression deTu qui a ét́e utilisée,
G etK apparaissent deux fois chacun. Une autre expression deTu estI − (I +KG)−1. Ici K etG n’ap-
paraissent qu’une fois : partant de cette expression, l’ordre de la représentation d’́etat que l’on obtiendra
pourTu sera doncnG +nK . Il est donc imṕeratif de trouver unéecriture dans laquelle chacun des blocs de
transfert n’apparâıt qu’un nombre de fois minimal. S’il est relativement simple d’obtenir cette expression
pour la matrice de fonctions de transfertTu, cela est moinśevident pour la matrice de fonctions de trans-
fert définie par la condition (9.1). Elle correspondà un sch́ema òu K et G apparaissent une fois chacun
(voir figure 2.1) : il est donc possible de réécrire la matrice de fonctions de transfert sous la forme d’une
expression alǵebrique òu G etK n’apparaissent qu’une seule fois.

Pour cela, une ḿethode simple et systématique est présent́ee : elle est basée sur l’utilisation du produit
étoile de Redheffer, une nouvelle opération sur les systèmes qui vâetre maintenant d́efinie.
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Exercise En partant de l’expressionTu = I−(I+KG)−1, construire une représentation d’́etat minimale
deTu.

9.2 Produit étoile de Redheffer

H11 H12

H21 H22

G11 G12

G21 G22
✛✛

u2y2

✛ ✛
✛

✛

y1 u1

FIGURE 9.2 – D́efinition du produit de Redheffer

Produit de Redheffer de deux matrices de fonctions de transfert: le produit de Redheffer ou produit
étoile de la matrice de fonctions de transfertH(p) partitionńee en 4́eléments :

H(p) =

[
H11(p) H12(p)
H21(p) H22(p)

]

par la matrice de fonctions de transfertG(p) partitionńee en 4́eléments :

G(p) =

[
G11(p) G12(p)
G21(p) G22(p)

]

not́e H(p) ⋆ G(p) est d́efini par la matrice de fonctions de transfert suivante (en omettant la variable de
Laplacep) :

H ⋆ G =




H11 +H12G11(I −H22G11)
−1H21 H12(I −G11H22)

−1G12

G21(I −H22G11)
−1H21 G22 +G21H22(I −G11H22)

−1G12


 .

Cette matrice de fonctions de transfert correspondà la fonction de transfert qui lie les signaux d’entrée
u1 et u2 aux signaux de sortiey1 et y2 repŕesent́es sur la figure 9.2. Il s’agit simplement de la fonction
de transfert obtenue lorsqu’une partie des signaux de sortie deH est renvoýee sur une partie des signaux
d’entŕee deG et qu’une partie des signaux de sortie deG est renvoýee sur une partie des signaux d’entrée de
H. SousMatlab, le produit de Redheffer peutêtre effectúe par la fonctionlft de laControl system
toolbox ou la fonctionstarp de lamu analysis and synthesis toolbox.

Dans le cas particulier où dimy2 = dimu2 = 0, on a

H(p) ⋆ G(p) = H11(p) +H12(p)G(p)(I −H22(p)G(p))−1H21(p)

ce qui correspond̀a la figure 9.3. Ce type de transfert est souvent désigńe comme une transformation
fractionnelle lińeaire inf́erieure (en anglais lower LFT).

En fait, ce qui fait le gros intér̂et du produit de Redheffer, c’est qu’il permet de faire correspondre à
n’importe quelle fonction de transfert définie par un sch́ema bloc une expression algébrique compacte et
élégante. Les possibilités d’utilisation sont tr̀es nombreuses2. Par exemple, considérons la transformation
fractionnelle lińeaire inf́erieure. Le transfertH(p) peutêtre interpŕet́e comme le sch́ema d’interconnexion
d’un sch́ema-bloc dont les diff́erents sous-blocs sont regroupés dansG(p).
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H(p)

G(p)

✲

✛

✲ ✲
y1u1

FIGURE 9.3 – Transformation fractionnelle linéaire inf́erieure

G1(p)

G2(p)

✲

✲

❄

✻
✲u y

FIGURE 9.4 – Mise en parallèle deG1 etG2

Le sch́ema constitúe par la mise en parallèle de deux fonctions de transfertG1 et G2 va permettre
d’illustrer cela (voir figure 9.4). Ce schéma peut se réécrire, de façońequivalente, de la façon représent́ee
figure 9.5. Sur ce nouveau schéma, on voit apparaı̂t une transformation fractionnelle linéaire inf́erieure :

y(p) =




0 I I
I 0 0
I 0 0


 ⋆

[
G1(p) 0

0 G2(p)

]
u(p).

Par suite, l’addition de deux matrices de fonctions de transfert peut doncs’interpŕeter sous la forme d’un

✛

✛

✲

G1(p)

G2(p)

✻

✲u y

+

+

G(p)

H(p)

FIGURE 9.5 – Transformation fractionnelle linéaire inf́erieure

produit étoile de Redheffer. Il en est de même pour les autres opérations d́efinies sur les matrices de fonc-
tions de transfert. En conclusion, les différentes oṕerations de l’alg̀ebre des objets-systèmes peuvent se
définir comme des produits de Redheffer particuliers.

2. Et quand je dis tr̀es nombreuses, c’est vraiment très nombreuses. Plus de 12 en tout cas.
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9.3 Mise en œuvre pour le calcul de la repŕesentation d’́etat de fonctions de
transfert en boucle fermée

GK✲ ✲ ✲❄

✻
✲ + −+

−

r

b✻

u y

ǫ ✻u

FIGURE 9.6 – Mise en parallèle deG1 etG2

Consid́erons le syst̀eme boucĺe repŕesent́e figure 9.6. En fait, ce qui fait la difficulté du calcul des
fonctions de transfert en boucle fermée, c’est la pŕesence de boucles de rétroaction. En coupant celles-ci
(puisqu’elles nous compliquent la vie), on obtient alors le schéma repŕesent́e figure 9.7.

GK✲ ✲ ✲❄

✻
✲ + −+

−

r

b
u

ǫ

✲
ην

I

✲

✲

α

.....................................................

.....................................................

.....................................................

FIGURE 9.7 – Ouverture de la boucle de rétroaction

Par suite, la matrice de fonctions de transfert définie par

[
ǫ
u

]
=

[
Sy GSu

KSy Tu

] [
r
b

]

peut se ŕeécrire comme la connexion de la fonction de transfert qui aux entréesb, r etν associe les sortiesǫ,
u etη avec la matrice de gains identité. Le syst̀eme en boucle ferḿee s’́ecrit donc comme une transformation
fractionnelle lińeaire inf́erieure. Il ne reste plus qu’à d́eterminer la matrice de fonctions de transfert qui relie
les entŕeesb, r etν aux sortiesǫ, u etη. Pour cela, le sch́ema vâetre d́ecouṕe en tranches.
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D’après le sch́ema repŕesent́e sur la figure 9.7, on a3 :




ǫ
u
η


 =




I 0 0
0 I 0
0 0 G






ǫ
u
α




=




I 0 0
0 I 0
0 0 G






I 0 0
0 I 0
0 I −I






ǫ
u
b




carα = u− b. Or, puisqueu = Kǫ, on a :




ǫ
u
b


 =




I 0
K 0
0 I



[
ǫ
b

]

De plus, puisqueǫ = r − ν, on a :

[
ǫ
b

]
=

[
I 0 −I
0 I 0

]


r
b
ν


 .

Par suite,




ǫ
u
η


 =




I 0 0
0 I 0
0 0 G






I 0 0
0 I 0
0 I −I






I 0
K 0
0 I



[
I 0 −I
0 I 0

]


r
b
ν




et donc :

[
Sy GSu

KSy Tu

]
=






I 0 0
0 I 0
0 0 G






I 0 0
0 I 0
0 I −I






I 0
K 0
0 I



[
I 0 −I
0 I 0

]
 ⋆ I.

On obtient bien une expression algébrique òuG etK n’apparaissent qu’une fois. Par suite, la représentation
d’état obtenuèa partir de cette expression sera minimale (à condition que les représentations d’état utiliśees
pour les fonctions de transfertG etK le soient).

Comment cela peut-il se coder sousMatlab ? Utilisons les fonctions de laControl system toolbox.
SoientGss etKss les objet-syst̀emes contenant, respectivement, la représentation d’́etat du syst̀emeG et
de le correcteurK. Pour l’exemple, on ne considère que des systèmes monovariables. Alors la matrice
BFss de fonctions de transfert en boucle fermée est donńee par :

BFss = lft([1,0,0;0,1,0;0,0,Gss]*[1,0,0;0,1,0;0,1,-1]*...
...[1,0;Kss,0;0,1]*[1,0,-1;0,1,0],1)

Il faut remarquer que programmer cette expression est beaucoup plussimple que programmer l’expression
de chaque matrice de la représentation d’́etat deBFss en fonction des matrices des représentations d’état
deGss et deKss.

Exercice On consid̀ere le syst̀eme en boucle ferḿee d́efini par la figure 9.8. On s’intéressèa la fonction
de transfert en boucle ferḿeeTr→y(p) =

y(p)
r(p) .

3. Dans ce qui suit,I note la matrice identité et0 la matrice nulle. Leurs dimensions sont définies par le contexte. Notez que
dans le cas òuG etK sont des systèmes monovariables (SISO), elles se simplifient en les scalaires1 et0.
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✲ kI
p

✲ ✲ ✲ G(p)
✻

✲

kd

✻

✻

+

−
+

+

r(p) y(p)

FIGURE 9.8 – Syst̀emeG(p) command́e par un P.I.

1. Par calcul direct, montrer que :

Tr→y(p) =

kI
p G(p)

1 +
(
kI
p − kd

)
G(p)

.

2. En utilisant le produit́etoile de Redheffer⋆, déterminer une expression deTr→y(p) dans laquelle
G(p), kI

p etkd n’apparaissent qu’une seule fois. Quel est l’intér̂et d’une telle expression par rapportà celle
détermińee question1.?



Chapitre 10

Annexe C : résolution de syst̀emes
d’ équations matricielles affines

Produit de Kronecker SoientA ∈ Rm×n etB ∈ Rp×q. Le produit de Kronecker de la matriceA par la
matriceB, not́eA⊗B est d́efini par :

A⊗B =




a11B a12B · · · a1nB
a21B a22B · · · a2nB

...
...

...
am1B am2B · · · amnB


 .

La fonction Matlabkron permet d’effectuer cette opération.
Il est aussi tr̀es int́eressant de d́efinir la vectorisation du matrice A (notation :vec(A)). Pour une matrice

A =




a11 · · · a1q
...

...
ap1 · · · apq




elle est d́efinie par :

vec(A) =




a11
...

ap1
a12
...

ap2
...

a1q
...

apq




.

SousMatlab, on peut vectoriser une matriceA en tapantA(:).

Quelques propriétés du produit de Kronecker et de la vectorisation

1. vec(AXB) = (BT ⊗A)vec(X)

2. vec(A+B) = vec(A) + vec(B)

Application à la résolution de l’́equationAXB + CXD = U SoientA, B, C, D etU cinq matrices
donńees (de dimension compatible). On veut trouver une matriceX telle queAXB + CXD = U . Sup-
posons qu’une telle matrice existe et qu’elle est unique. Alors, en appliquant les propríet́es du produit de
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Kronecker et de la vectorisation, on obtient :

(BT ⊗A+DT ⊗ C)vec(X) = vec(U).

Pour ŕesoudre cettéequation, on est donc ramenéà la ŕesolution d’un syst̀eme d’́equations lińeaires conven-
tionnelAx = b, avecA = (BT⊗A+DT⊗C),x = vec(X) etb = vec(U). Cette ŕesolution peut s’effectuer
sousMatlab par la commande “slash” (\).


