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2.4 Le théorème de Ionescu–Tulcea . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

3 Filtrations, espérance conditionnelle 13

3.1 Sous-tribus et filtrations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

3.2 Espérance conditionnelle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

3.3 Exercices . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

4 Martingales 21

4.1 Definitions et exemples . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
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Partie I

Processus en temps discret
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Chapitre 1

Exemples de processus

stochastiques

D’une manière générale, un processus stochastique à temps discret est simplement une suite
(X0,X1,X2, . . . ) de variables aléatoires, définies sur un même espace probabilisé. Avant
de donner une définition précise, nous discutons quelques exemples de tels processus.

1.1 Variables aléatoires i.i.d.

Supposons que les variables aléatoires X0,X1,X2, . . . ont toutes la même loi et sont
indépendantes. On dit alors qu’elles sont indépendantes et identiquement distribuées,
abrégé i.i.d. C’est d’une certaine manière la situation la plus aléatoire que l’on puisse
imaginer. On peut considérer que les Xi sont définies chacune dans une copie différente
d’un espace probabilisé de base, et que le processus vit dans l’espace produit de ces espaces.

La suite des Xi en soi n’est pas très intéressante. Par contre la suite des sommes
partielles

Sn =

n−1∑

i=0

Xi (1.1.1)

admet plusieurs propriétés remarquables. En particulier, rappelons les théorèmes de con-
vergence suivants.

1. La loi faible des grands nombres: Si l’espérance E(X0) est finie, alors Sn/n converge
vers E(X0) en probabilité, c’est-à-dire

lim
n→∞

P

{∣
∣
∣
∣

Sn

n
− E(X0)

∣
∣
∣
∣
> ε

}

= 0 (1.1.2)

pour tout ε > 0.
2. La loi forte des grands nombres: Si l’espérance est finie, alors Sn/n converge presque

sûrement vers E(X0), c’est-à-dire

P

{

lim
n→∞

Sn

n
= E(X0)

}

= 1 . (1.1.3)

3. Le théorème de la limite centrale: Si l’espérance et la variance Var(X0) sont finies,
alors (Sn−nE(X0))/

√

nVar(X0) tend en loi vers une variable normale centrée réduite,

3



4 CHAPITRE 1. EXEMPLES DE PROCESSUS STOCHASTIQUES

c’est-à-dire

lim
n→∞

P

{

a 6
Sn − nE(X0)
√

nVar(X0)
6 b

}

=

∫ b

a

e−x2/2

√
2π

dx (1.1.4)

pour tout choix de −∞ 6 a < b 6 ∞.

Il existe d’autres théorèmes limites, comme par exemple des principes de grandes
déviations et des lois du logarithme itéré.

1.2 Marches aléatoires et châınes de Markov

La marche aléatoire symétrique sur Z d est construite de la manière suivante. On poseX0 =
0 (l’origine de Z d), puis pour X1 on choisit l’un des 2d plus proches voisins de l’origine
avec probabilité 1/2d, et ainsi de suite. Chaque Xn est choisi de manière équiprobable
parmi les 2d plus proches voisins de Xn−1, indépendemment des variables Xn−2, . . . ,X0.
On obtient ainsi une distribution de probabilité sur les lignes brisées de Z d.

La marche symétrique sur Z d est très étudiée et relativement bien comprise. On sait
par exemple que

1. en dimensions d = 1 et 2, la marche est récurrente, c’est-à-dire qu’elle revient presque
sûrement en zéro;

2. en dimensions d > 3, la marche est transiente, c’est-à-dire qu’il y a une probabilité
strictement positive qu’elle ne revienne jamais en zéro.

Il existe de nombreuses variantes des marches symétriques sur Z d : Marches asymétriques,
sur un sous-ensemble de Z d avec réflexion ou absorption au bord, marches sur des graphes,
sur des groupes. . .

Tous ces exemples de marches font partie de la classe plus générale des châınes de
Markov . Pour définir une telle châıne, on se donne un ensemble dénombrable X et une
matrice stochastique P = (pij)i,j∈X , satisfaisant les deux conditions

pij > 0 ∀i, j ∈ X et
∑

j∈X
pij = 1 ∀i ∈ X . (1.2.1)

On choisit alors une distribution initiale pour X0, et on construit les Xn de telle manière
que

P
{
Xn+1 = j

∣
∣ Xn = i,Xn−1 = in−1, . . . ,X0 = i0

}
= P

{
Xn+1 = j

∣
∣ Xn = i

}
= pij (1.2.2)

pour tout temps n et tout choix des i0, . . . , in−1, i, j ∈ X . La première égalité s’appelle la
propriété de Markov . Les châınes de Markov ont un comportement un peu plus riche que
les variables i.i.d. parce que chaque variable dépend de celle qui la précède immédiatement.
Toutefois, ces processus ont toujours une mémoire courte, tout ce qui s’est passé plus de
deux unités de temps dans le passé étant oublié.

1.3 Processus non markoviens

Il est facile de modifier les exemples précédents afin de les rendre non markoviens. Il suffit
pour cela de faire dépendre chaque Xn de tous ses prédécesseurs.

Un exemple intéressant de processus non markovien est la marche aléatoire auto-
évitante. On définit X0 et X1 comme dans le cas de la marche symétrique simple, mais
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ensuite chaque Xn est choisi uniformément parmi tous les plus proches voisins jamais
visités auparavant. On obtient ainsi une distribution de probabilité sur les lignes brisées
ne passant jamais plus d’une fois au même endroit, et qui modélisent par exemple certains
polymères.

Une question importante pour les marches aléatoires auto-évitantes est le comporte-
ment asymptotique du déplacement quadratique moyen E(‖Xn‖2)1/2. On sait par exemple
démontrer rigoureusement que pour d > 5, ce déplacement crôıt comme n1/2, comme c’est
le cas pour les marches aléatoires simples. Pour les dimensions inférieures, la question de
la vitesse de croissance est encore ouverte (le déplacement devrait crôıtre plus rapidement
que n1/2 à cause des contraintes géométriques).

Parmi les variantes de ce modéle, mentionnons les marches aléatoires attirées ou re-
poussées par les sites déjà visités, c’est-à-dire que quand elles passent à côté d’un tel site,
la probabilité d’y revenir est soit plus grande, soit plus petite que la probabilité de choisir
un site jamais encore visité. On peut également faire dépendre les probabilités du nombre
de fois qu’un site a déjà été visité dans le passé.

1.4 Systèmes dynamiques

Les suites de variables i.i.d. forment les processus les plus aléatoires. A l’autre extrême,
on trouve les systèmes dynamiques, définis par

Xn+1 = f(Xn) , (1.4.1)

où f est une fonction fixée. Dans ce cas, comme

P
{
Xn+1 ∈ A

}
= P

{
Xn ∈ f−1(A)

}
, (1.4.2)

les lois νn des variables aléatoires Xn évoluent selon la règle simple

νn+1 = νn ◦ f−1 . (1.4.3)

On pourrait penser que ces processus sont plus simples à analyser, la seule source de hasard
étant la distribution de la condition initiale X0. Dans certaines situations, par exemple si
f est contractante, c’est effectivement le cas, mais de manière générale il n’en est rien. Par
exemple dans le cas de l’application logistique

f(x) = λx(1 − x) , (1.4.4)

le comportement de la suite desXn est chaotique pour certaines valeurs de λ, en particulier
pour λ = 4. En fait l’existence d’une composante probabiliste tend plutôt à simplifier
l’étude de la suite des Xn. Par exemple, pour λ = 4 on connait la mesure de probabilité
invariante du processus, c’est-à-dire la mesure ν telle que ν ◦ f−1 = ν.
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Chapitre 2

Construction générale de

processus stochastiques à temps

discret

2.1 Préliminaires et rappels

Rappelons quelques notions de base de théorie de la mesure et de probabilités.
Soit Ω un ensemble non vide, et soit F une tribu sur Ω, c’est-à-dire une collection de

sous-ensembles de Ω, contenant Ω et stable par réunion dénombrable et complémentaire.
On dit que (Ω,F) forme un espace mesurable.

Une mesure sur (Ω,F) est une application µ : F → [0,∞] telle que µ(∅) = 0 et
satisfaisant

µ

( ∞⋃

n=1

An

)

=
∞∑

n=1

µ(An) (2.1.1)

pour toute famille {An} d’éléments deux à deux disjoints de F (σ-additivité). Si µ(Ω) = 1
on dit que c’est une mesure de probabilité, qu’on notera souvent P. Le triplet (Ω,F ,P) est
appelé un espace probabilisé.

Si (E, E) est une espace mesurable, une application f : Ω → E est dite F-E-mesurable
si elle satisfait

f−1(A) ∈ F ∀A ∈ E . (2.1.2)

Une variable aléatoire à valeurs dans (E, E) sur un espace probabilisé (Ω,F ,P) est une
application F-E-mesurable X : Ω → E. Nous aurons souvent affaire au cas E = R , avec E
la tribu des boréliens B. Dans ce cas nous dirons simplement que X est F-mesurable, et
écrirons X ⊆ F . La loi d’une variable aléatoire X à valeurs dans (E, E) est l’application

PX−1 : E → [0, 1]
A 7→ P(X−1(A)) = P{X ∈ A} . (2.1.3)

L’espérance d’une variable aléatoire X est définie comme l’intégrale de Lebesgue

E(X) =

∫

Ω
X dP . (2.1.4)

Rappelons que cette intégrale est définie en approchant X par une suite de fonctions
étagées Xn =

∑

i ai1Ai
, pour lesquelles

∫

ΩXn dP =
∑

i aiP(Ai).

7
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2.2 Distributions de dimension finie

Soit (E, E) un espace mesurable. L’ensemble En = E ×E × · · · ×E peut être muni d’une
tribu E⊗n, définie comme la tribu engendrée par tous les événements du type

A(i) = {ω ∈ En : ωi ∈ A} , A ∈ E , (2.2.1)

appelés cylindres. On dénote par EN l’ensemble des applications x : N → E, c’est-à-dire
l’ensemble des suites (x0, x1, x2, . . . ) à valeurs dans E. Cet ensemble peut à nouveau être
muni d’une tribu construite à partir de tous les cylindres, notée E⊗N .

Définition 2.2.1 (Processus stochastique, distributions de dimension finie).

• Un processus stochastique à valeurs dans (E, E) est une suite {Xn}n∈N de variables
aléatoires à valeurs dans (E, E), définies sur un même espace probabilisé (Ω,F ,P)
(autrement dit, chaque Xn est une application F-E-mesurable de Ω dans E). C’est
donc également une variable aléatoire à valeurs dans (EN , E⊗N ).

• Soit Q une mesure de probabilité sur (EN , E⊗N ). Les distributions de dimension finie
de Q sont les mesures sur (En+1, E⊗n+1) définies par

Q (n) = Q ◦ (π(n))−1 , (2.2.2)

où π(n) est la projection π(n) : EN → En+1, (x0, x1, x2, . . . ) 7→ (x0, . . . , xn).

On se convainc facilement que la suite des {Q (n)}n∈N détermine Q univoquement.
Inversément, pour qu’une suite donnée {Q (n)}n∈N corresponde effectivement à une mesure
Q , les Q (n) doivent satisfaire une condition de compatibilité :

Soit ϕn la projection ϕn : En+1 → En, (x0, . . . , xn) 7→ (x0, . . . , xn−1). Alors on a
π(n−1) = ϕn ◦ π(n), donc pour tout A ∈ E⊗n, (π(n−1))−1(A) = (π(n))−1(ϕ−1

n (A)). La
condition de compatibilité s’écrit donc

Q (n−1) = Q (n) ◦ ϕ−1
n . (2.2.3)

Le diagramme suivant illustre la situation (toutes les projections étant mesurables, on
peut les considérer à la fois comme applications entre ensembles et entre tribus) :

(EN , E⊗N )

π(n) Q

Q (n)

π(n−1) (En+1, E⊗n+1) [0, 1]

ϕn

Q (n−1)

(En, E⊗n)

2.3 Noyaux markoviens

Nous allons voir comment construire une suite de Q (n) satisfaisant la condition (2.2.3).
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Définition 2.3.1 (Noyau markovien). Soient (E1, E1) et (E2, E2) deux espaces mesurables.
Un noyau markovien de (E1, E1) vers (E2, E2) est une application K : E1 × E2 → [0, 1]
satisfaisant les deux conditions

1. Pour tout x ∈ E1, K(x, ·) est une mesure de probabilité sur (E2, E2).
2. Pour tout A ∈ E2, K(·, A) est une application E1-mesurable.

Exemple 2.3.2.

1. Soit µ une mesure de probabilité sur (E2, E2). Alors K défini par K(x,A) = µ(A) pour
tout x ∈ E1 est un noyau markovien.

2. Soit f : E1 → E2 une application mesurable. Alors K défini par K(x,A) = 1A(f(x))
est un noyau markovien.

3. Soit X = {1, . . . , N} un ensemble fini, et posons E1 = E2 = X et E1 = E2 = P(X ).
Alors K défini par

K(i, A) =
∑

j∈A

pij , (2.3.1)

où P = (pij)i,j∈X est une matrice stochastique, est un noyau markovien.

Si µ est une mesure de probabilité sur (E1, E1) et K est un noyau markovien de (E1, E1)
vers (E2, E2), on définit une mesure de probabilité µ⊗K sur E1 ⊗ E2 par

(µ⊗K)(A) :=

∫

E1

K(x1, Ax1)µ(dx1) , (2.3.2)

où Ax1 = {x2 ∈ E2 : (x1, x2) ∈ A} ∈ E2 est la section de A en x1. On vérifie que c’est bien
une mesure de probabilité. Afin de comprendre sa signification, calculons ses marginales.
Soient π1 et π2 les projections définies par πi(x1, x2) = xi, i = 1, 2.

1. Pour tout ensemble mesurable A1 ∈ E1, on a

(
(µ⊗K) ◦ π−1

1

)
(A1) = (µ⊗K)(A1 × E2)

=

∫

E1

1A1(x1)K(x1, E2)µ(dx1)

=

∫

A1

K(x1, E2)µ(dx1) = µ(A1) , (2.3.3)

où on a utilisé le fait que la section (A1 × E1)x1 est donnée par E2 si x1 ∈ A1, et ∅
sinon. Ceci implique

(µ⊗K) ◦ π−1
1 = µ . (2.3.4)

La première marginale de µ⊗K est donc simplement µ.
2. Pour tout ensemble mesurable A2 ∈ E2, on a

(
(µ⊗K) ◦ π−1

2

)
(A2) = (µ⊗K)(E1 ×A2)

=

∫

E1

K(x1, A2)µ(dx1) . (2.3.5)

La seconde marginale de µ⊗K s’interprête comme suit: c’est la mesure sur E2 obtenue
en partant avec la mesure µ sur E1, et en “allant de tout x ∈ E1 vers A2 ∈ E2 avec
probabilité K(x1, A2)”.
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Enfin, par une variante du théorème de Fubini–Tonelli, on vérifie que pour toute fonc-
tion (µ⊗K)-intégrable f : E1 × E2 → R , on a

∫

E1×E2

f d(µ⊗K) =

∫

E1

(∫

E2

f(x1, x2)K(x1,dx2)

)

µ(dx1) . (2.3.6)

Nous pouvons maintenant procéder à la construction de la suite {Q (n)}n∈N de distri-
butions de dimension finie, satisfaisant la condition de compatibilité (2.2.3). Sur l’espace
mesurable (E, E), on se donne une mesure de probabilité ν, appelée mesure initiale. On se
donne pour tout n ∈ N un noyau markovien Kn de (En+1, E⊗n+1) vers (E, E). On définit
alors la suite {Q (n)}n∈N de mesures de probabilité sur (En+1, E⊗n+1) récursivement par

Q (0) = ν ,

Q (n) = Q (n−1) ⊗Kn−1 , n > 1 . (2.3.7)

Par (2.3.4), on a Q (n) ◦ ϕ−1
n = (Q (n−1) ⊗ Kn−1) ◦ ϕ−1

n = Q (n−1), donc la condition de
compatibilité est bien satisfaite.

L’interprétation de (2.3.7) est simplement que chaque noyau markovien Kn décrit
les probabilités de transition entre les temps n et n + 1, et permet ainsi de définir une
mesure sur les segments de trajectoire plus longs d’une unité. Remarquons enfin qu’on
peut également construire pour tout m,n un noyau Kn,m de (En, E⊗n) vers (Em, E⊗m) tel
que Q (n+m) = Q (n) ⊗Kn,m.

On peut noter par ailleurs que si ψn : En+1 → E désigne la projection sur la dernière
composante (x0, . . . , xn) 7→ xn, alors la formule (2.3.5) montre que la loi de Xn, qui est
donnée par la marginale νn = Q (n) ◦ ψ−1

n , s’exprime comme

P{Xn ∈ A} = νn(A) =

∫

En

Kn−1(x,A)Q (n−1)(dx) . (2.3.8)

La situation est illustrée par le diagramme suivant :

(E, E)

ψn

νn

Q (n)

(En+1, E⊗n+1) [0, 1]

ϕn

Q (n−1)

(En, E⊗n)

2.4 Le théorème de Ionescu–Tulcea

Nous donnons maintenant, sans démonstration, le résultat général assurant la légitimité
de toute la procédure.

Théorème 2.4.1 (Ionescu–Tulcea). Pour la suite de mesures {Q (n)}n∈N construites
selon (2.3.7), il existe une unique mesure de probabilité Q sur (EN , E⊗N ) telle que Q (n) =
Q ◦(π(n))−1 pour tout n, c’est-à-dire que les Q (n) sont les distributions de dimension finie
de Q .
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Exemple 2.4.2.

1. Mesures produit: On se donne une suite {µn}n∈N de mesures de probabilité sur
l’espace mesurable (E, E). Soit, pour tout n, Q (n) = µ0 ⊗ µ1 ⊗ · · · ⊗ µn la mesure
produit. C’est une mesure de la forme ci-dessus, avec noyau markovien

Kn(x,A) = µn+1(A) ∀x ∈ En,∀A ∈ E . (2.4.1)

La relation (2.3.8) montre que la loi νn deXn est donnée par µn. On dit que les variables
aléatoires Xn sont indépendantes. Si tous les µn sont les mêmes, on dit qu’elles sont
indépendantes et identiquement distribuées (i.i.d.).

2. Système dynamique: On se donne une application mesurable f : E → E, une
mesure de probabilité initiale ν sur E. Soit pour tout n le noyau markovien

Kn(x,A) = 1Af(xn) , (2.4.2)

et construisons les Q (n) comme ci-dessus. Alors la formule (2.3.8) montre qu’on a pour
tout A ∈ E

νn+1(A) =

∫

En+1

1Af(xn)Q (n)(dx)

=

∫

E
1Af(xn)νn(dxn)

=

∫

f−1(A)
νn(dxn) = νn(f−1(A)) . (2.4.3)

Il suit que
νn = ν ◦ f−n ∀n ∈ N . (2.4.4)

Cette situation correspond à un système dynamique déterministe. Par exemple, si f
est bijective et ν = δx0 est concentrée en un point, on a νn = δfn(x0).

3. Châınes de Markov: Soit X un ensemble fini ou dénombrable, muni de la tribu
P(X ), et P = (pij)i,j∈X une matrice stochastique sur X , c’est-à-dire que 0 6 pij 6 1
∀i, j ∈ X et

∑

j∈X pij = 1 ∀i ∈ X . On se donne une mesure de probabilité ν sur X , et
une suite Q (n) construite à partir de (2.3.7) avec pour noyaux markoviens

Kn(i[0,n−1], in) = pin−1in . (2.4.5)

Le processus stochastique de mesure Q , dont les distributions de dimension finie sont
les Q (n), est la châıne de Markov sur X de distribution initiale ν et de matrice de
transition P . Dans ce cas la relation (2.3.8) se traduit en

P{Xn ∈ A} = νn(A) =
∑

i∈X

∑

j∈A

pijνn−1({i}) =
∑

j∈A

∑

i∈X
P{Xn−1 = i}pij . (2.4.6)
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Chapitre 3

Filtrations, espérance

conditionnelle

3.1 Sous-tribus et filtrations

Soit (Ω,F) un espace mesurable. Une sous-tribu de F est une sous-famille F1 ⊂ F qui
est également une tribu. On dit parfois que la tribu F1 est plus grossière que la tribu F ,
et que F est plus fine que F1. On notera que si X est une variable aléatoire réelle, on a
l’implication

X ⊆ F1 ⇒ X ⊆ F . (3.1.1)

Une fonction non mesurable peut donc être rendue mesurable en choisissant une filtration
plus fine.

Exemple 3.1.1.

1. La plus petite sous-tribu de F est la tribu triviale F0 = {∅,Ω}. On remarquera que si
X est mesurable par rapport à F0, alors la préimage X−1(y) d’un point y doit être égal
soit à Ω tout entier, soit à l’ensemble vide, ce qui implique que X doit être constante.
En d’autres termes, les variables aléatoires mesurables par rapport à la tribu triviale
sont les fonctions constantes.

2. Soit X une variable aléatoire à valeurs dans un espace mesurable (E, E). Alors on
vérifie aisément que

σ(X) :={X−1(A) : A ∈ E} , (3.1.2)

où X−1(A) :={ω ∈ Ω: X(ω) ∈ A}, est une sous-tribu de F . C’est la plus petite sous-
tribu de F par rapport à laquelle X soit mesurable.

3. Si X1, . . . ,Xn sont des variables aléatoires à valeurs dans (E, E), alors

σ(X1, . . . ,Xn) :={(X1, . . . ,Xn)−1(A) : A ∈ E⊗n} , (3.1.3)

où (X1, . . . ,Xn)−1(A) :={ω ∈ Ω: (X1(ω), . . . ,Xn(ω)) ∈ A}, est une sous-tribu de F .
C’est la plus petite sous-tribu de F par rapport à laquelle les variables aléatoires
X1, . . . Xn soient toutes mesurables.

L’exemple ci-dessus donne une interprétation importante de la notion de sous-tribu.
En effet, σ(X) représente l’ensemble des événements qu’on est potentiellement capable de
distinguer en mesurant la variable X. Autrement dit, σ(X) est l’information que X peut
fournir sur l’espace probabilisé.

13



14 CHAPITRE 3. FILTRATIONS, ESPÉRANCE CONDITIONNELLE

Définition 3.1.2 (Filtration, processus adapté).

1. Soit (Ω,F ,P) un espace probabilisé. Une filtration de (Ω,F ,P) est une suite croissante
de sous-tribus

F0 ⊂ F1 ⊂ · · · ⊂ Fn ⊂ · · · ⊂ F . (3.1.4)

On dit alors que (Ω,F , {Fn},P) est un espace probabilisé filtré.
2. Soit {Xn}n∈N un processus stochastique sur (Ω,F ,P). On dit que le processus est

adapté à la filtration {Fn} si Xn est mesurable par rapport à Fn pour tout n.

Un choix minimal de filtration adaptée est la filtration canonique (ou naturelle)

Fn = σ(X0,X1, . . . ,Xn) . (3.1.5)

Dans ce cas, Fn représente l’information disponible au temps n, si l’on observe le processus
stochastique.

Exemple 3.1.3. Considérons la marche aléatoire symétrique sur Z . Dans ce cas, E = Z

et E = P(Z ). Le choix de Ω est arbitraire, il suffit de le prendre “assez grand” pour
distinguer toutes les réalisations possibles de la marche. Un choix pratique est l’ensemble
Ω = {−1, 1}N des suites infinies de −1 et de 1, avec la convention que le nième élément
de le suite spécifie la direction du nième pas de la marche. En d’autres termes,

Xn(ω) =
n∑

i=1

ωi . (3.1.6)

La tribu associée est F = P({−1, 1})⊗N = {∅, {−1}, {1}, {−1, 1}}⊗N .
Construisons maintenant la filtration naturelle. Tout d’abord, X0 = 0 n’est pas vrai-

ment aléatoire. Nous avons pour tout A ⊂ Z

X−1
0 (A) = {ω ∈ Ω: X0 = 0 ∈ A} =

{

∅ si 0 /∈ A ,

Ω si 0 ∈ A ,
(3.1.7)

de sorte que
F0 = {∅,Ω} (3.1.8)

est la tribu triviale.
Pour n = 1, on observe que (X0,X1)(Ω) = {(0,−1), (0, 1)}. Il y a donc quatre cas à

distinguer, selon qu’aucun, l’un ou l’autre, ou les deux points appartiennent à A ⊂ Z 2.
Ainsi,

(X0,X1)
−1(A) =







∅ si (0,−1) /∈ A et (0, 1) /∈ A ,

{ω : ω1 = 1} si (0,−1) /∈ A et (0, 1) ∈ A ,

{ω : ω1 = −1} si (0,−1) ∈ A et (0, 1) /∈ A ,

Ω si (0,−1) ∈ A et (0, 1) ∈ A ,

(3.1.9)

et par conséquent
F1 = {∅, {ω : ω1 = 1}, {ω : ω1 = −1},Ω} . (3.1.10)

Ceci traduit bien le fait que F1 contient l’information disponible au temps 1 : On sait
distinguer tous les événements dépendant du premier pas de la marche. Les variables
aléatoires mesurables par rapport à F1 sont précisément celles qui ne dépendent que de ω1.
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Jusqu’au temps n = 2, il y a quatre trajectoires possibles, puisque (X0,X1,X2)(Ω) =
{(0,−1,−2), (0,−1, 0), (0, 1, 0), (0, 1, 2)}. Il suit par un raisonnement analogue que F2 con-
tient 24 = 16 éléments, qui se distinguent par quels points parmi ces quatre sont contenus
dans A. Les variables aléatoires mesurables par rapport à F2 sont précisément celles qui
ne dépendent que de ω1 et ω2.

Il est maintenant facile de généraliser à des n quelconques.

3.2 Espérance conditionnelle

Dans cette section, nous fixons un espace probabilisé (Ω,F ,P) et une sous-tribu F1 ⊂
F . Nous avons vu que F1 représente une information partielle sur l’espace, obtenue par
exemple en observant une variable aléatoire X1. L’espérance conditionnelle d’une variable
aléatoire X par rapport à F1 représente la meilleure estimation que l’on puisse faire de la
valeur de X à l’aide de l’information contenue dans F1.

Définition 3.2.1 (Espérance conditionnelle). Soit X une variable aléatoire réelle sur
(Ω,F ,P) telle que E(|X|) < ∞. On appelle espérance conditionnelle de X sachant F1, et
on note E(X|F1), toute variable aléatoire Y satisfaisant les deux conditions

1. Y ⊆ F1, c’est-à-dire Y est F1-mesurable;
2. pour tout A ∈ F1, on a

∫

A
X dP =

∫

A
Y dP . (3.2.1)

Si Z est une variable aléatoire réelle sur (Ω,F ,P), nous abrégeons E(X|σ(Z)) par E(X|Z).

En fait, toute variable aléatoire Y satisfaisant la définition est appelée une version de
E(X|F1). Le résultat suivant tranche la question de l’existence et de l’unicité de l’espérance
conditionnelle.

Théorème 3.2.2.

1. L’espérance conditionnelle E(X|F1) existe.
2. L’espérance conditionnelle est unique dans le sens que si Y et Y ′ sont deux versions

de E(X|F1), alors Y = Y ′ presque sûrement.
3. On a E(E(X|F1)) = E(X) et E(|E(X|F1)|) 6 E(|X|).

Démonstration. Commençons par prouver les assertions du point 3. La première est
un cas particulier de (3.2.1) avec A = Ω. Pour montrer la seconde, soit Y = E(X|F1) et
A = {Y > 0} :={ω ∈ Ω: Y (ω) > 0}. On a A ∈ F1 par mesurabilité de Y . Or par (3.2.1),

∫

A
Y dP =

∫

A
X dP 6

∫

A
|X| dP ,

∫

Ac

−Y dP =

∫

Ac

−X dP 6

∫

Ac

|X| dP . (3.2.2)

Le résultat suit en ajoutant ces deux inégalités.

Montrons l’unicité. Si Y et Y ′ sont deux versions de E(X|F1), alors pour tout A ∈ F1

∫

A
Y dP =

∫

A
Y ′ dP . (3.2.3)
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Prenons A = {Y − Y ′ > ε} pour ε > 0. Alors

0 =

∫

A
(Y − Y ′) dP > εP(A) = εP{Y − Y ′

> ε} . (3.2.4)

Comme c’est vrai pour tout ε, on a Y 6 Y ′ presque sûrement. En interchangeant les rôles
de Y et Y ′, on obtient l’inégalité inverse, d’où on déduit l’égalité presque sûre.

Montrons finalement l’existence. Rappelons qu’une mesure ν sur (Ω,F1) est dite ab-
solument continue par rapport à la mesure µ si µ(A) = 0 implique ν(A) = 0 pour tout
A ∈ F1. On écrit alors ν ≪ µ. Le théorème de Radon–Nikodym affirme qu’il existe alors
une fonction f ⊆ F1 telle que

∫

A
f dµ = ν(A) ∀A ∈ F1 . (3.2.5)

La fonction f est appelée dérivée de Radon–Nikodym et notée dν/dµ.
Supposons d’abord que X > 0. Posons µ = P et définissons ν par

ν(A) =

∫

A
X dP ∀A ∈ F1 , (3.2.6)

de sorte que ν ≪ µ. Nous avons dν/dµ ⊆ F1 et pour tout A ∈ F1

∫

A
X dP = ν(A) =

∫

A

dν

dµ
dP . (3.2.7)

Ceci montre que dν/dµ satisfait (3.2.1). De plus, prenant A = Ω on voit que dν/dµ est
intégrable. Par conséquent dν/dµ est une version de E(X|F1).

Finalement, un X général peut se décomposer X = X+ −X− avec X+,X− > 0. Soit
Y1 = E(X+|F1) et Y2 = E(X−|F1). Alors Y1 − Y2 est F1-mesurable et intégrable et on a
pour tout A ∈ F1

∫

A
X dP =

∫

A
X+ dP −

∫

A
X− dP =

∫

A
Y1 dP −

∫

A
Y2 dP =

∫

A
(Y1 − Y2) dP . (3.2.8)

Ceci montre que Y1 − Y2 est une version de E(X|F1).

Dans la suite, nous allons en général ignorer l’existence de plusieurs versions de l’espé-
rance conditionnelle, puisque des variables aléatoires égales presque partout sont indistin-
guables en pratique.

Exemple 3.2.3.

1. Supposons que X soit F1-mesurable. Alors E(X|F1) = X vérifie la définition. Cela
traduit le fait que F1 contient déjà toute l’information sur X.

2. L’autre extrême est le cas de l’indépendance. Rappelons que X est indépendante de
F1 si pour tout A ∈ F1 et tout borélien B ⊂ R ,

P
(
{X ∈ B} ∩A

)
= P{X ∈ B}P(A) . (3.2.9)

Dans ce cas nous avons E(X|F1) = E(X), c’est-à-dire qu’en l’absence de toute in-
formation, la meilleure estimation que l’on puisse faire de X est son espérance. En
particulier, on notera que toute variable aléatoire est indépendante de la tribu triviale
F0, et que par conséquent on aura toujours E(X|F0) = E(X).
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Pour vérifier la première condition de la définition, il suffit d’observer que E(X), étant
une constante, est mesurable par rapport à la tribu triviale F0, donc aussi par rapport
à F1. Pour vérifier la seconde assertion, prenons A ∈ F1. Alors 1A ⊆ F1 et par
indépendance

∫

A
X dP = E(X1A) = E(X)E(1A) = E(X)P(A) =

∫

A
E(X) dP . (3.2.10)

3. Soit Ω1,Ω2, . . . une partition de Ω telle que P(Ωi) soit strictement positif pour tout i.
Soit F1 = σ(Ω1,Ω2, . . . ) la tribu engendrée par les Ωi. Alors

E(X|F1)(ω) =
E(X1Ωi

)

P(Ωi)
=

1

P(Ωi)

∫

Ωi

X dP ∀ω ∈ Ωi . (3.2.11)

Dans ce cas, l’information contenue dans F1 spécifie dans quel Ωi on se trouve, et la
meilleure estimation de X est donc sa moyenne sur Ωi.
Pour le vérifier, observons d’abord que comme E(X|F1) est constante sur chaque Ωi,
elle est mesurable par rapport à F1. De plus,

∫

Ωi

E(X|F1) dP = E(X1Ωi
) =

∫

Ωi

X dP . (3.2.12)

Comme F1 est engendrée par les Ωi, le résultat suit par σ-additivité.
4. Considérons une châıne de Markov {Xn}n∈N sur un ensemble X , de matrice de transi-

tion P = (pi,j), et soit f : X → R une fonction mesurable. Nous prétendons que pour
tout n ∈ N ,

E(f(Xn+1)|Xn) =
∑

j∈X
f(j)pXn,j . (3.2.13)

En effet, cette expression étant constante sur tout ensemble où Xn est constant, elle
est mesurable par rapport à σ(Xn). De plus, en appliquant (3.2.11) avec la partition
donnée par Ωi = {ω : Xn = i}, on a pour ω ∈ Ωi

E(f(Xn+1)|Xn)(ω) =
E(f(Xn+1)1{Xn=i})

P{Xn = i}

=
∑

j∈X
f(j)

P{Xn+1 = j,Xn = i}
P{Xn = i}

=
∑

j∈X
f(j)P{Xn+1 = j|Xn = i} =

∑

j∈X
f(j)pi,j . (3.2.14)

Proposition 3.2.4. L’espérance conditionnelle a les propriétés suivantes :

1. Linéarité : E(aX + Y |F1) = aE(X|F1) + E(Y |F1).
2. Monotonie : Si X 6 Y alors E(X|F1) 6 E(Y |F1).
3. Convergence monotone : Si Xn > 0 est une suite croissante telle que Xn ր X avec

E(X) <∞ alors E(Xn|F1) ր E(X|F1).
4. Inégalité de Jensen : Si ϕ est convexe et E(|X|) et E(|ϕ(X)|) sont finies alors

ϕ(E(X|F1)) 6 E(ϕ(X)|F1) . (3.2.15)

5. Contraction dans Lp pour p > 1 : E(|E(X|F1)|p) 6 E(|X|p).
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Nous laissons la preuve en exercice. Le résultat suivant décrit comment les espérances
conditionnelles se comportent par rapport à des sous-tribus. Il dit en résumé que c’est
toujours la tribu la plus grossière qui l’emporte.

Proposition 3.2.5. Si F1 ⊂ F2, alors

1. E(E(X|F1)|F2) = E(X|F1);
2. E(E(X|F2)|F1) = E(X|F1).

Démonstration. Pour montrer la première identité, il suffit de noter que E(X|F1) ⊆ F2

et d’appliquer le premier point de l’exemple 3.2.3. Pour la seconde relation, on observe
que pour tout A ∈ F1 ⊂ F2,

∫

A
E(X|F1) dP =

∫

A
X dP =

∫

A
E(X|F2) dP , (3.2.16)

la première égalité suivant de E(X|F1) ⊆ F1 et la seconde de E(X|F2) ⊆ F2.

Le résultat suivant montre que les variables aléatoires F1-mesurables se comportent
comme des constantes relativement aux espérances conditionnelles par rapport à F1.

Théorème 3.2.6. Si X ⊆ F1 et E(|Y |),E(|XY |) <∞, alors

E(XY |F1) = XE(Y |F1) . (3.2.17)

Démonstration. Le membre de droite étant F1-mesurable, la première condition de la
définition est vérifiée. Pour vérifier la seconde condition, nous commençons par considérer
le cas X = 1B avec B ∈ F1. Alors pour tout A ∈ F1 on a

∫

A
1B E(Y |F1) dP =

∫

A∩B
E(Y |F1) dP =

∫

A∩B
Y dP =

∫

A
1B Y dP . (3.2.18)

Ceci montre que la seconde condition est vérifiée pour des fonctions indicatrices. Par
linéarité, elle est aussi vraie pour des fonctions étagées

∑
ai1Bi

. Le théorème de conver-
gence monotone permet d’étendre le résultat aux variables X,Y > 0. Enfin, pour le cas
général, il suffit de décomposer X et Y en leurs parties positive et négative.

Enfin, le résultat suivant montre que l’espérance conditionnelle peut être considérée
comme une projection de L2(F) = {Y ⊆ F : E(Y 2) <∞} dans L2(F1).

Théorème 3.2.7. Si E(X2) < ∞, alors E(X|F1) est la variable Y ⊆ F1 qui minimise
E((X − Y )2).

Démonstration. Pour tout Z ∈ L2(F1), le théorème précédent montre que ZE(X|F1) =
E(ZX|F1). Prenant l’espérance, on obtient

E
(
ZE(X|F1)

)
= E

(
E(ZX|F1)

)
= E(ZX) , (3.2.19)

ou encore
E

(
Z[X − E(X|F1)]

)
= 0 . (3.2.20)

Si Y = E(X|F1) + Z ⊆ F1, alors

E
(
(X − Y )2

)
= E

(
(X − E(X|F1) − Z)2

)
= E

(
(X − E(X|F1))

2
)

+ E
(
Z2

)
, (3.2.21)

qui est minimal quand Z = 0.
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3.3 Exercices

Exercice 3.1. Dans une expérience consistant à jeter deux tétraèdres parfaitement symé-
triques, dont les faces sont numérotées de 1 à 4, on considère les variables aléatoires X,
égale à la somme des points, et Y , égale à leur différence (en valeur absolue).

1. Spécifier un espace probabilisé permettant de décrire cette expérience.
2. Déterminer la loi conjointe de X et Y ainsi que leurs espérances.
3. Calculer E(X|Y ) et E(Y |X).

Exercice 3.2. On jette un dé symétrique, puis on jette une pièce de monnaie autant de
fois que le dé indique de points. Soit X le nombre de Pile obtenus. Déterminer E(X).

Exercice 3.3. Soit (Ω,F ,P) un espace probabilisé, et F1 une sous-tribu de F . Pour tout
A ∈ F , on pose P(A|F1) = E(1A|F1). Montrer l’inégalité de Bienaymé–Chebyshev

P
(
{|X| > a}

∣
∣ F1

)
6

1

a2
E(X2|F1) .

Exercice 3.4. Soient X,Y des variables aléatoires réelles intégrables telles que XY soit
également intégrable. Montrer les implications :
X,Y indépendantes ⇒ E(Y |X) = E(Y ) ⇒ E(XY ) = E(X)E(Y ).
Indication : Commencer par considérer des fonctions indicatrices.

Exercice 3.5. Soient X et Y des variables aléatoires à valeurs dans {−1, 0, 1}. Exprimer
les trois conditions de l’exercice 3.4 à l’aide de la loi conjointe de X et Y . Donner des
contre-exemples aux implications inverses.
Indication : On peut supposer E(Y ) = 0.

Exercice 3.6. Soit (Ω,F ,P) un espace probabilisé, et F1 ⊂ F2 des sous-tribus de F .

1. Montrer que

E
(
[X − E(X|F2)]

2
)

+ E
(
[E(X|F2) − E(X|F1)]

2
)

= E
(
[X − E(X|F1)]

2
)

2. On pose Var(X|F1) = E(X2|F1) − E(X|F1)
2. Montrer que

Var(X) = E
(
Var(X|F1)

)
+ Var

(
E(X|F1)

)
.

3. Soit Y1, Y2, . . . une suite de variables aléatoires i.i.d. d’espérance µ et de variance σ2.
Soit N une variable aléatoire à valeurs dans N , indépendante de tous les Yi. Soit
finalement X = Y1 + Y2 + · · · + YN . Montrer que

Var(X) = σ2E(N) + µ2 Var(N) .

4. Déterminer la variance de la variable aléatoire X de l’exercice 3.2.

Exercice 3.7. Soit (Ω,F ,P) un espace probabilisé, et G une sous-tribu de F . On considère
deux variables aléatoires X et Y telles que

E(Y |G) = X et E(X2) = E(Y 2)

1. Calculer Var(Y −X|G).
2. En déduire Var(Y −X).
3. Que peut-on en déduire sur la relation entre X et Y ?
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Chapitre 4

Martingales

Le nom martingale est synonime de jeu équitable, c’est-à-dire d’un jeu où le gain que
l’on peut espérer faire en tout temps ultérieur est égal à la somme gagnée au moment
présent. En probabilités, on appelle donc martingale un processus stochastique {Xn}n tel
que l’espérance conditionnelle E(Xm|Xn) est égale à Xn pour tout m > n. Les martingales,
ainsi que leurs variantes les sous-martingales et les surmartingales, jouissent de nombreuses
propriétés qui les rendent très utiles dans l’étude de processus stochastiques plus généraux.
Nous allons voir quelques-unes de ces propriétés dans ce chapitre et les suivants.

4.1 Definitions et exemples

Définition 4.1.1 (Martingale, sous- et surmartingale). Soit (Ω,F , {Fn}n,P) un espace
probabilisé filtré. Une martingale par rapport à la filtration {Fn}n est un processus stochas-
tique {Xn}n∈N tel que

1. E(|Xn|) <∞ pour tout n ∈ N ;
2. {Xn}n est adapté à la filtration {Fn}n;
3. E(Xn+1|Fn) = Xn pour tout n ∈ N .

Si la dernière condition est remplaçée par E(Xn+1|Fn) 6 Xn on dit que {Xn}n est une
surmartingale, et si elle est remplaçée par E(Xn+1|Fn) > Xn on dit que c’est une sous-
martingale.

On notera qu’en termes de jeu, une surmartingale est défavorable au joueur, alors
qu’une sous-martingale lui est favorable (la terminologie vient de la notion de fonction
sous-harmonique).

Exemple 4.1.2.

1. Soit {Xn}n la marche aléatoire symétrique sur Z , et soit Fn = σ(X0, . . . ,Xn) la
filtration canonique. On remarque que Xn+1 − Xn est indépendant de Fn, ce qui
permet d’écrire

E(Xn+1|Fn) = E(Xn|Fn) + E(Xn+1 −Xn|Fn) = Xn + E(Xn+1 −Xn) = Xn , (4.1.1)

montrant que la marche aléatoire symétrique est une martingale. Cela traduit le fait
que si l’on sait où se trouve la marche au temps n, alors la meilleure estimation de sa
position aux temps ultérieurs est donnée par celle au temps n.
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2. Soit X ⊂ R un ensemble dénombrable, et soit {Xn}n une châıne de Markov sur X , de
matrice de transition P = (pi,j)i,j∈X . Alors l’équation (3.2.13) implique

E(Xn+1|Fn) =
∑

j∈X
jpXn,j . (4.1.2)

Par conséquent la châıne est une martingale si
∑

j jpi,j = i pour tout i ∈ X , une
surmartingale si

∑

j jpi,j 6 i pour tout i ∈ X , et une sous-martingale si
∑

j jpi,j > i
pour tout i ∈ X . Comme

∑

j pi,j = 1, la condition d’être une martingale peut aussi
s’écrire

∑

j(j− i)pi,j = 0 (respectivement 6 0 pour une surmartingale et > 0 pour une
sous-martingale).

3. Urne de Polya : On considère une urne contenant r boules rouges et v boules vertes.
De manière répétée, on tire une boule de l’urne, puis on la remet en ajoutant un
nombre fixé c de boules de la même couleur. Soit rn le nombre de boules rouges après
le nième tirage, vn le nombre de boules vertes, et Xn = rn/(rn + vn) la proportion de
boules rouges. On aura donc

Xn+1 =







rn + c

rn + vn + c
avec probabilité

rn
rn + vn

= Xn ,

rn
rn + vn + c

avec probabilité
vn

rn + vn
= 1 −Xn ,

(4.1.3)

de sorte que

E(Xn+1|Xn) =
rn + c

rn + vn + c

rn
rn + vn

+
rn

rn + vn + c

vn

rn + vn
=

rn
rn + vn

= Xn . (4.1.4)

La suite {Xn}n est donc une martingale (par rapport à la filtration canonique).

4.2 Inégalités

Commençons par vérifier que le fait de ne faire intervenir que des temps consécutifs n et
n+ 1 dans la définition n’est pas une restriction, mais que la monotonie s’étend à tous les
temps.

Proposition 4.2.1. Si {Xn}n est une surmartingale (respectivement une sous-martingale,
une martingale), alors

E(Xn|Fm) 6 Xm ∀n > m > 0 (4.2.1)

(respectivement E(Xn|Fm) > Xm, E(Xn|Fm) = Xm).

Démonstration. Considérons le premier cas. Le résultat suit de la définition si n = m+1.
Si n = m+ k avec k > 2, alors par la Proposition 3.2.5,

E(Xm+k|Fm) = E(E(Xm+k|Fm+k−1)|Fm) 6 E(Xm+k−1|Fm) . (4.2.2)

Le résultat suit alors par récurrence. Si {Xn}n est une sous-martingale, il suffit d’observer
que {−Xn}n est une surmartingale et d’appliquer la linéarité. Enfin, si {Xn}n est une
martingale, alors c’est à la fois une surmartingale et une sous-martingale, d’où la conclusion
(ce raisonnement en trois pas est typique pour les martingales).
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Un deuxième type important d’inégalité s’obtient en appliquant une fonction convexe
à un processus. Nous énoncerons simplement les résultats dans l’un des trois cas sur-
sous- ou martingale, mais souvent d’autres inégalités s’obtiennent dans les autres cas par
linéarité.

Proposition 4.2.2.

1. Soit Xn une martingale par rapport à Fn, et soit ϕ une fonction convexe telle que
E(|ϕ(Xn)|) <∞ pour tout n. Alors ϕ(Xn) est une sous-martingale par rapport à Fn.

2. Soit Xn une sous-martingale par rapport à Fn et ϕ une fonction convexe croissante
telle que E(|ϕ(Xn)|) < ∞ pour tout n. Alors ϕ(Xn) est une sous-martingale par
rapport à Fn.

Démonstration.

1. Par l’inégalité de Jensen, E(ϕ(Xn+1)|Fn) > ϕ(E(Xn+1|Fn)) = ϕ(Xn).
2. Par l’inégalité de Jensen, E(ϕ(Xn+1)|Fn) > ϕ(E(Xn+1|Fn)) > ϕ(Xn).

Plusieurs cas particuliers de fonctions ϕ joueront un rôle dans la suite. Pour deux
nombres réels a et b, nous notons a ∧ b leur minimum et a ∨ b leur maximum. De plus,
a+ = a ∨ 0 dénote la partie positive de a et a− = (−a) ∨ 0 sa partie négative.

Corollaire 4.2.3.

1. Si p > 1 et Xn est une martingale telle que E(|Xn|p) < ∞ pour tout n, alors |Xn|p
est une sous-martingale.

2. Si Xn est une sous-martingale, alors (Xn − a)+ est une sous-martingale.
3. Si Xn est une surmartingale, alors Xn ∧ a est une surmartingale.

4.3 Décomposition de Doob, processus croissant

Définition 4.3.1 (Processus prévisible). Soit {Fn}n>0 une filtration. Une suite {Hn}n>0

est un processus prévisible si Hn ⊆ Fn−1 pour tout n > 1.

La notion de prévisibilité se comprend facilement dans le cadre de la théorie des jeux
(et par conséquent également dans celle des marchés financiers, ce qui est essentiellement
pareil). Supposons en effet qu’un joueur mise de manière répétée sur le résultat d’une
expérience aléatoire, telle que le jet d’une pièce de monnaie. Une stratégie est une manière
de décider la somme misée à chaque tour, en fonction des gains précédents. Par exemple, le
joueur peut décider de doubler la mise à chaque tour, ou de miser une proportion fixée de
la somme qu’il a gagnée. Toute stratégie doit être prévisible, car elle ne peut pas dépendre
de résultats futurs du jeu. De même, un investisseur décide de la manière de placer ses
capitaux en fonction de l’information disponible au temps présent, à moins de commettre
une délit d’initié.

Considérons le cas particulier où le joueur gagne un euro pour chaque euro misé si la
pièce tombe sur Pile, et perd chaque euro misé si elle tombe sur Face. Soit Xn la somme
totale qu’aurait gagnée au temps n un joueur misant un Euro à chaque coup. Un joueur
suivant la stratégie H aura alors gagné au temps n la somme

(H ·X)n :=

n∑

m=1

Hm(Xm −Xm−1) , (4.3.1)

puisque Xm −Xm−1 vaut 1 ou −1 selon que la pièce est tombée sur Pile au Face lors du
nième jet. Le résultat suivant affirme qu’il n’existe pas de stratégie gagnante dans ce jeu.
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Proposition 4.3.2. Soit {Xn}n>0 une surmartingale et Hn un processus prévisible, non-
négatif et borné pour tout n. Alors (H ·X)n est une surmartingale.

Démonstration. Comme Hn+1 ⊆ Fn et (H · X)n ⊆ Fn, la linéarité de l’espérance
conditionnelle implique

E((H ·X)n+1|Fn) = (H ·X)n + E(Hn+1(Xn+1 −Xn)|Fn)

= (H ·X)n +Hn+1E(Xn+1 −Xn|Fn) 6 (H ·X)n , (4.3.2)

puisque Hn+1 > 0 et E(Xn+1 −Xn|Fn) = E(Xn+1|Fn) −Xn 6 0.

La décomposition de Doob permet d’écrire une sous-martingale comme la somme d’une
martingale et d’un processus prévisible.

Proposition 4.3.3 (Décomposition de Doob). Toute sous-martingale {Xn}n>0 peut être
écrite d’une manière unique comme Xn = Mn +An, où Mn est une martingale et An est
un processus prévisible croissant tel que A0 = 0.

Démonstration. La preuve est parfaitement constructive. Supposons d’abord que la
décomposition existe, avec E(Mn|Fn−1) = Mn−1 et An ⊆ Fn−1. Alors nécessairement

E(Xn|Fn−1) = E(Mn|Fn−1) + E(An|Fn−1)

= Mn−1 +An = Xn−1 −An−1 +An . (4.3.3)

Il en résulte les deux relations

An = An−1 + E(Xn|Fn−1) −Xn−1 (4.3.4)

et
Mn = Xn −An . (4.3.5)

Ces deux relations définissent Mn et An univoquement. En effet, A0 = 0 et donc M0 = X0

par hypothèse, de sorte que tous les Mn et An sont définis par récurrence. Le fait que Xn

est une sous-martingale implique que An > An−1 > 0. Par récurrence, An ⊆ Fn−1. Enfin,

E(Mn|Fn−1) = E(Xn −An|Fn−1)

= E(Xn|Fn−1) −An = Xn−1 −An−1 = Mn−1 , (4.3.6)

ce qui montre que Mn est bien une martingale.

Un cas particulier important se présente si Xn est une martingale telle que X0 = 0
et E(X2

n) < ∞ pour tout n. Dans ce cas, le Corollaire 4.2.3 implique que X2
n est une

sous-martingale. La décomposition de Doob de X2
n s’écrit alors

X2
n = Mn +An , (4.3.7)

où Mn est une martingale, et (4.3.4) implique

An =
n∑

m=1

E(X2
m|Fm−1) −X2

m−1 =
n∑

m=1

E((Xm −Xm−1)
2|Fm−1) . (4.3.8)

Définition 4.3.4 (Processus croissant). Le processus prévisible (4.3.8) est appelé le pro-
cessus croissant ou le crochet, ou encore le compensateur de Xn, et noté 〈X〉n.

Le processus croissant 〈X〉n est une mesure de la variance de la trajectoire jusqu’au
temps n. Nous verrons que sous certaines conditions, 〈X〉n converge vers une variable
aléatoire 〈X〉∞, qui mesure alors la variance totale des trajectoires.
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4.4 Exercices

Exercice 4.1. Soient Y1, Y2, . . . des variables i.i.d., et soit Xn =
∏n

m=1 Ym. Sous quelle
condition la suite Xn est-elle une surmartingale? Une sous-martingale? Une martingale?

Exercice 4.2. Soit (Ω,F , {Fn},P) un espace probabilisé filtré, et Xn =
∑n

m=1 1Bm , avec
Bn ∈ Fn ∀n.

1. Montrer que Xn est une sous-martingale.
2. Donner la décomposition de Doob de Xn.
3. Particulariser au cas Fn = σ(X1, . . . ,Xn).

Exercice 4.3. On considère le modèle d’urne de Polya, avec paramètres (r, v, c).

1. Déterminer la loi de la proportion de boules vertes Xn dans le cas r = v = c = 1.
2. Dans le cas général, exprimer le processus croissant 〈X〉n en fonction des Xm et du

nombre total de boules Nm aux temps m 6 n.
3. Montrer que limn→∞〈X〉n <∞.

Exercice 4.4 (Le processus de Galton–Watson). On se donne des variables aléatoires i.i.d.
{ξn,i}n,i>1 à valeurs dans N . On note leur distribution pk = P{ξn,i = k}, leur espérance
µ > 0 et leur variance σ2. On notera Fn la filtration Fn = σ{ξi,m,m 6 n}.
On définit un processus {Zn}n>0 par Z0 = 1 et pour n > 0

Zn+1 =

{

ξ1,n+1 + · · · + ξZn,n+1 si Zn > 0 ,

0 sinon .

Ce processus modélise l’évolution d’une population avec initialement Z0 = 1 individu, et
dans laquelle chaque individu i donne naissance au temps n à un nombre aléatoire ξn,i

d’enfants, indépendemment et avec la même loi que tous les autres individus.

1. Montrer que Xn = Zn/µ
n est une martingale par rapport à Fn.

2. Montrer que si µ < 1, alors P{Zn = 0} → 1 lorsque n→ ∞, et donc Xn → 0.
3. On suppose µ > 1. Soit ϕ(s) = E(sξi,n) =

∑∞
k=0 pks

k la fonction génératrice de la
distribution d’enfants.

(a) Montrer que ϕ est croissante et convexe sur [0, 1].
(b) Soit θm = P{Zm = 0}. Montrer que P{Zm = 0|Z1 = k} = θk

m−1 et en déduire que
θm = ϕ(θm−1).

(c) Montrer que ϕ admet un unique point fixe ρ sur [0, 1).
(d) Montrer que θm ր ρ lorsque m→ ∞.

En déduire que P{Zn > 0 ∀n} = 1 − ρ > 0.
4. Galton et Watson on introduit leur modèle afin de décrire la survie de noms de famille.

Au XVIIIe siècle, ces noms n’étaient transmis que par les enfants de sexe masculin.
On suppose que chaque famille a trois enfants, dont le sexe est déterminé par une
loi de Bernoulli de paramètre 1/2. Le nombre de descendants mâles est donc décrit
par un processus de Galton–Watson de loi binomiale p0 = p3 = 1/8, p1 = p2 = 3/8.
Déterminer la probabilité de survie du nom de famille.

5. Déterminer le processus croissant 〈X〉n de Xn. Calculer limn→∞〈X〉n.
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Chapitre 5

Temps d’arrêt

Dans un jeu de hasard, un temps d’arrêt est un temps lors duquel le joueur décide d’arrêter
de jouer, selon un critère ne dépendant que du passé et du présent. Il peut par exemple
décider d’arrêter de jouer dès qu’il a dépensé tout son capital, dès qu’il a gagné une certaine
somme, dès qu’il a gagné un certain nombre de fois successives, ou selon toute combinaison
de ces critères. Les temps d’arrêt ont donc deux propriétés importantes : ils sont aléatoires,
puisqu’ils dépendent du déroulement antérieur du jeu, et ils ne peuvent pas dépendre du
futur, puisque le joueur doit à tout moment pouvoir décider s’il arrête ou non.

5.1 Définition et exemples

Définition 5.1.1 (Temps d’arrêt). Soit {Xn}n∈N un processus stochastique et soit Fn =
σ(X0, . . . ,Xn) la filtration canonique. Une variable aléatoire N à valeurs dans N = N ∪
{∞} est un temps d’arrêt si {N = n} ∈ Fn pour tout n ∈ N .

La condition {N = n} ∈ Fn signifie qu’avec l’information disponible au temps n, on
doit pouvoir décider si oui ou non l’événement {N = n} est réalisé. En d’autres termes,
un temps d’arrêt ne “peut pas voir dans le futur”.

Exemple 5.1.2.

1. Si N est constante presque sûrement, alors c’est un temps d’arrêt.
2. Supposons que Xn soit réel, et soit B ⊂ R un borélien. Alors le temps de première

atteinte de B

NB = inf{n ∈ N : Xn ∈ B} (5.1.1)

est un temps d’arrêt (par convention, on pose NB = ∞ si le processus n’atteint jamais
l’ensemble B). Pour le vérifier, il suffit d’observer qu’on a la décomposition

{NB = n} =

n−1⋂

k=0

{Xk ∈ Bc} ∩ {Xn ∈ B} ∈ Fn . (5.1.2)

3. Le temps de dernier passage dans B avant un temps fixé m,

sup{n 6 m : Xn ∈ B} (5.1.3)

n’est pas un temps d’arrêt. En effet, si par exemple Xn ∈ B pour un n < m,
l’information disponible au temps n ne permet pas de dire si oui ou non le processus

27



28 CHAPITRE 5. TEMPS D’ARRÊT

repassera dans l’ensemble B jusqu’au temps m. Un joueur ne peut pas décider qu’il
jouera jusqu’au dernier tour avant le centième lors duquel il possédera au moins 100
Euros!

Proposition 5.1.3.

1. Soient N et M des temps d’arrêt. Alors N ∧M et N ∨M sont des temps d’arrêt.
2. Soit Nk, k ∈ N , une suite de temps d’arrêt telle que Nk ր N . Alors N est un temps

d’arrêt.

Nous laissons la preuve en exercice.

Définition 5.1.4 (Tribu des événements antérieurs). Soit N un temps d’arrêt. Alors la
tribu

FN = {A ∈ F : A ∩ {N = n} ∈ Fn ∀n <∞} (5.1.4)

est appelée la tribu des événements antérieurs à N .

Proposition 5.1.5. Soient N et M deux temps d’arrêt tels que M 6 N . Alors FM ⊂ FN .

Démonstration. Soit A ∈ FM . Alors pour tout n > 0, N = n implique M 6 n d’où

A ∩ {N = n} = A ∩ {M 6 n} ∩ {N = n} ∈ Fn , (5.1.5)

puisque A ∩ {M 6 n} =
⋃n

k=0(A ∩ {M = k}) ∈ Fn et {N = n} ∈ Fn.

5.2 Processus arrêté, inégalité de Doob

Définition 5.2.1 (Processus arrêté). Soit {Fn}n une filtration, {Xn}n un processus adapté
à la filtration et N un temps d’arrêt. On appelle processus arrêté en N le processus XN

défini par
XN

n = XN∧n . (5.2.1)

Si par exemple N est le temps de première atteinte d’un ensemble B, alors XN est le
processus obtenu en “gelant” X à l’endroit où il atteint B pour la première fois.

Proposition 5.2.2. Si N est un temps d’arrêt et Xn est une surmartingale (par rapport
à la même filtration Fn), alors le processus arrêté XN∧n est une surmartingale.

Démonstration. Considérons le processus Hn = 1{N>n}. Puisque l’on a {N > n} =
{N 6 n− 1}c ∈ Fn−1, le processus Hn est prévisible. De plus, il est évidemment borné et
non-négatif. Par la proposition 4.3.2, (H ·X)n est une surmartingale. Or nous avons

(H ·X)n =

n∑

m=1

1{N>m}(Xm −Xm−1) =

N∧n∑

m=1

(Xm −Xm−1) = XN∧n −X0 , (5.2.2)

donc XN∧n = X0 + (H ·X)n est une surmartingale.

Il suit directement de ce résultat que si Xn est une sous-martingale (respectivement
une martingale), alors XN∧n est une sous-martingale (respectivement une martingale).

Corollaire 5.2.3. Soit Xn une sous-martingale et soit N un temps d’arrêt satisfaisant
P{N 6 k} = 1 pour un k ∈ N . Alors

E(X0) 6 E(XN ) 6 E(Xk) . (5.2.3)
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Démonstration. Comme XN∧n est une sous-martingale, on a

E(X0) = E(XN∧0) 6 E(XN∧k) = E(XN ) . (5.2.4)

Pour prouver la seconde inégalité, nous imitons la preuve de la proposition en utilisant
Kn = 1 − Hn, c’est-à-dire Kn = 1{N<n} = 1{N6n−1}. C’est également un processus
prévisible, donc (K ·X)n est une sous-martingale (car −Xn est une surmartingale). Or

(K ·X)n =

n∑

m=1

1{N6m−1}(Xm −Xm−1) =

n∑

m=N+1

(Xm −Xm−1) = Xn −XN∧n , (5.2.5)

donc, comme N ∧ k = N presque sûrement,

E(Xk) − E(XN ) = E((K ·X)k) > E((K ·X)0) = 0 , (5.2.6)

d’où la seconde inégalité.

Nous sommes maintenant en mesure de prouver l’inégalité de Doob, qui est très utile,
notamment pour estimer le supremum d’un processus stochastique. Dans la suite, nous
posons

Xn = max
06m6n

X+
m = max

06m6n
Xm ∨ 0 . (5.2.7)

Théorème 5.2.4 (Inégalité de Doob). Soit Xn une sous-martingale. Alors pour tout
λ > 0, on a

P
{
Xn > λ

}
6

1

λ
E

(
Xn1{Xn>λ}

)
6

1

λ
E

(
X+

n

)
. (5.2.8)

Démonstration. Soit A = {Xn > λ} et N = inf{m : Xm > λ} ∧ n. Alors

λP(A) = E(λ1A) 6 E(XN1A) 6 E(Xn1A) 6 E(X+
n ) . (5.2.9)

La première inégalité suit du fait que XN > λ dans A. La seconde vient du fait que
XN = Xn sur Ac et que E(XN ) 6 E(Xn) par le corollaire 5.2.3. La dernière inégalité est
triviale.

L’intérêt de cette inégalité est qu’elle permet de majorer une quantité faisant intervenir
tout le processus jusqu’au temps n par une quantité ne dépendant que de Xn, qui est
souvent beaucoup plus simple à estimer.

Exemple 5.2.5. Soient ξ1, ξ2, . . . des variables indépendantes d’espérance nulle et vari-
ance finie, et soit Xn =

∑n
m=1 ξm. Alors Xn est une martingale (la preuve est la même

que pour la marche aléatoire symétrique sur Z dans l’exemple 4.1.2), donc X2
n est une

sous-martingale. Une application de l’inégalité de Doob donne l’inégalité de Kolmogorov

P

{

max
16m6n

|Xm| > λ
}

= P

{

max
16m6n

X2
m > λ2

}

6
1

λ2
E

(
X2

n

)
=

1

λ2
Var(Xn) . (5.2.10)
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Une autre application de l’inégalité de Doob est l’inégalité du maximum Lp :

Théorème 5.2.6. Si Xn est une sous-martingale, alors pour tout p > 1

E
(
Xp

n

)
6

(
p

p− 1

)p

E
(
[X+

n ]p
)
. (5.2.11)

Démonstration. Soit M > 0 une constante, que nous allons faire tendre vers l’infini à
la fin de la preuve. Alors, par intégration par parties,

E
(
[Xn ∧M ]p

)
=

∫ ∞

0
pλp−1P

{
Xn ∧M > λ

}
dλ

6

∫ ∞

0
pλp−1 1

λ
E

(
X+

n 1{Xn∧M>λ}
)

dλ

=

∫ ∞

0
pλp−2

∫

X+
n 1{Xn∧M>λ} dP dλ

=

∫

X+
n

∫ Xn∧M

0
pλp−2 dλ dP

=
p

p− 1

∫

X+
n [Xn ∧M ]p−1 dP

=
p

p− 1
E

(
X+

n [Xn ∧M ]p−1
)

6
p

p− 1

[
E(|X+

n |p)
]1/p[

E(|Xn ∧M |p)
](p−1)/p

. (5.2.12)

La dernière inégalité provient de l’inégalité de Hölder. Divisant les deux côtés de l’inégalité
par [E(|Xn ∧M |p)](p−1)/p et élevant à la puissance p, on trouve

E
(
|Xn ∧M |p

)
6

(
p

p− 1

)p

E
(
[X+

n ]p
)
, (5.2.13)

et le résultat suit du théorème de la convergence dominée, en faisant tendre M vers
l’infini.

Corollaire 5.2.7. Si Yn est une martingale, alors

E

([

max
06m6n

|Ym|
]p

)

6

(
p

p− 1

)p

E
(
|Yn|p

)
. (5.2.14)

5.3 Exercices

Exercice 5.1. Démontrer la Proposition 5.1.3 :

1. Si N et M sont des temps d’arrêt, alors N ∧M et N ∨M sont des temps d’arrêt.
2. Si Nk, k ∈ N , est une suite de temps d’arrêt telle que Nk ր N , alors N est un temps

d’arrêt.

Exercice 5.2. Soient ξ1, ξ2, . . . des variables aléatoires i.i.d. telles que E(ξm) = 0, et soit
la martingale Xn =

∑n
m=1 ξm. On se donne λ > 0, et soit

Pn(λ) = P

{

max
16m6n

|Xm| > λ
}

.
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1. On suppose les ξm de variance finie. Donner une majoration de Pn(λ) en appliquant
l’inégalité de Doob à X2

n.
2. Améliorer la borne précédente en appliquant l’inégalité de Doob à (Xn + c)2 et en

optimisant sur c.
3. On suppose que les ξm suivent une loi normale centrée réduite. Majorer Pn(λ) en

appliquant l’inégalité de Doob à ecX2
n et en optimisant sur c.

4. Pour des ξm normales centrées réduites, majorer P{max16m6nXm > λ} en appliquant
l’inégalité de Doob à ecXn et en optimisant sur c.
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Chapitre 6

Théorèmes de convergence

Une propriété importante des suites non-décroissantes de réels est que si elles sont bornées,
alors elles convergent. Les sous-martingales sont un analogue stochastique de telles suites :
si elles sont bornées, alors elles convergent dans un sens approprié. Ceci donne une méthode
très simple pour étudier le comportement asymptotique de certains processus stochas-
tiques.

Il faut cependant faire attention au fait qu’il existe différentes notions de convergence
de suites de variables aléatoires. Dans cette section, nous allons d’abord examiner la con-
vergence de sous-martingales au sens presque sûr, qui est le plus fort. Ensuite nous verrons
ce qui ce passe dans le cas plus faible de la convergence Lp. Il s’avère que le cas p > 1 est
relativement simple à contrôler, alors que le cas p = 1 est plus difficile.

6.1 Rappel: Notions de convergence

Commençons par rappeler trois des notions de convergence d’une suite de variables aléa-
toires (une quatrième notion, celle de convergence en loi, ne jouera pas de rôle important
ici).

Définition 6.1.1 (Convergence d’une suite de variables aléatoires). Soient X et {Xn}n>0

des variables aléatoires réelles, définies sur un même espace probabilisé (Ω,F ,P).

1. On dit que Xn converge presque sûrement vers X si

P
({
ω ∈ Ω: lim

n→∞
Xn(ω) = X(ω)

})

= 1 .

2. Si p > 0, on dénote par Lp(Ω,F ,P) l’ensemble des variables aléatoires X telles que
E(|X|p) <∞. Si Xn,X ∈ Lp, on dit que Xn converge dans Lp vers X si

lim
n→∞

E
(
|Xn −X|p

)
= 0 .

3. On dit que Xn converge en probabilité vers X si

lim
n→∞

P
{
|Xn −X| > ε

}
= 0

pour tout ε > 0.

Les principaux liens entre ces trois notions de convergence sont résumées dans la propo-
sition suivante.

33
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Proposition 6.1.2.

1. La convergence presque sûre implique la convergence en probabilité.
2. La convergence dans Lp implique la convergence en probabilité.
3. La convergence dans Lp implique la convergence dans Lq pour tout q < p.
4. Si Xn → X presque sûrement et |Xn| 6 Y ∀n avec Y ∈ Lp, alors Xn → X dans Lp.

Démonstration.

1. Soit Yn = 1{|Xn−X|>ε}. Si Xn → X presque sûrement, alors Xn → X presque partout,
donc Yn → 0 presque sûrement. Par le théorème de la convergence dominée (qui
s’applique car Yn 6 1), on a P{|Xn −X| > ε} = E(Yn) → 0.

2. Par l’inégalité de Markov, P{|Xn −X| > ε} 6 ε−p E(|Xn −X|p) → 0.
3. Si q < p, l’inégalité de Hölder implique E(|Xn −X|q) 6 E(|Xn −X|p)q/p → 0.
4. On a |Xn−X|p 6 (|Xn|+ |X|)p 6 (2Y )p 6 2pY p ∈ L1. Comme |Xn−X|p → 0 presque

sûrement, le théorème de la convergence dominée permet d’écrire

lim
n→∞

E
(
|Xn −X|p

)
= E

(

lim
n→∞

|Xn −X|p
)

= 0 . (6.1.1)

Voici deux contre-exemples classiques à l’équivalence entre ces différentes notions de
convergence :

Exemple 6.1.3. Soit (Ω,F ,P) = ([0, 1],B[0,1], λ), où B[0,1] est la tribu des boréliens et λ
la mesure de Lebesgue.

1. Soit Xn = n1/p1[0,1/n]. Alors Xn(ω) → 0 pour tout ω > 0, donc Xn → 0 presque
sûrement. De plus, pour tout ε > 0 on a P{|Xn| > ε} 6 1/n, donc Xn → 0 en

probabilité. Par contre, on a E(|Xn|p) =
∫ 1/n
0 (n1/p)p dx = 1, donc Xn ne tend pas vers

0 dans Lp.
2. Décomposons tout entier n comme n = 2m + k avec m ∈ N et 0 6 k < 2m, et soit
Xn = 1[k2−m,(k+1)2−m]. Alors P{|Xn| > ε} 6 2−m pour tout ε > 0, donc Xn → 0 en
probabilité. De plus, pour tout p > 0, E(|Xn|p) 6 2−m, donc Xn → 0 dans Lp. Par
contre, Xn(ω) ne converge pour aucun ω (on peut trouver des sous-suites de n telles
que Xn(ω) = 1 pour tout n, et aussi telles que Xn(ω) = 0 pour tout n), donc Xn ne
converge pas presque sûrement.

6.2 Convergence presque sûre

Considérons un investisseur suivant la stratégie suivante. Il se fixe deux seuils a < b. Il
achète un nombre fixé de parts d’action lorsque leur prix est inférieur à a. Puis il attend
que le prix de l’action atteigne ou dépasse la valeur b pour revendre ses parts. Ensuite,
il attend que le prix retombe au-dessous de a pour racheter des parts, et ainsi de suite.
Si Xn désigne le prix de l’action au temps n, la stratégie peut être décrite formellement
comme suit. On pose N0 = −1 et, pour tout k > 1, on introduit les temps d’arrêt

N2k−1 = inf{m > N2k−2 : Xm 6 a} ,
N2k = inf{m > N2k−1 : Xm > b} . (6.2.1)
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La stratégie correspond à la suite prévisible

Hm =

{

1 s’il existe k tel que N2k−1 < m 6 N2k ,

0 sinon .
(6.2.2)

Jusqu’au temps n, l’investisseur aura revendu ses actions un nombre Un de fois, donné par

Un = sup
{
k : N2k 6 n

}
. (6.2.3)

Au temps n, le gain de l’investisseur sera donc de (b−a)Un. Le résultat suivant donne une
borne supérieure sur le gain moyen dans le cas où le processus est favorable ou équitable.

Proposition 6.2.1. Si Xn est une sous-martingale, alors

(b− a)E(Un) 6 E
(
(Xn − a)+

)
− E

(
(X0 − a)+

)
. (6.2.4)

Démonstration. Soit Yn = a+ (Xn − a)+ = Xn ∨ a. Par le corollaire 4.2.3, Yn est aussi
une sous-martingale. De plus, Yn et Xn effectuent le même nombre de transitions de a
vers b. On a

(b− a)Un 6 (H · Y )n =

n∑

m=1

Hm(Ym − Ym−1) . (6.2.5)

En effet, le membre de droite est supérieur ou égal au profit fait au temps n. Soit alors
Km = 1−Hm. Comme Yn−Y0 = (H ·Y )n+(K ·Y )n, et que (K ·Y )n est une sous-martingale
en vertu de la Proposition 4.3.2, on a

E
(
(K · Y )n

)
> E

(
(K · Y )0

)
= 0 , (6.2.6)

et donc E((H · Y )n) 6 E(Yn − Y0), d’où le résultat.

Cete majoration nous permet de démontrer un premier résultat de convergence.

Théorème 6.2.2 (Convergence presque sûre). Soit Xn une sous-martingale telle que
supn E(X+

n ) <∞. Alors Xn converge presque sûrement, lorsque n→ ∞, vers une variable
aléatoire X satisfaisant E(|X|) <∞.

Démonstration. Comme (X − a)+ 6 X+ + |a|, la proposition précédente implique

E(Un) 6
|a| + E(X+

n )

b− a
. (6.2.7)

Lorsque n→ ∞, la suite croissante Un tend vers le nombre total U de passages de a à b de
la suite des Xn. Si E(X+

n ) est borné, il suit que E(U) <∞, et donc que U est fini presque
sûrement. Ceci étant vrai pour tout choix de rationnels a < b, l’événement

⋃

a,b∈Q

{
ω : lim infXn(ω) < a < b < lim supXn(ω)

}
(6.2.8)

a une probabilité nulle. Il suit que lim inf Xn = lim supXn presque sûrement, et donc que
limn→∞Xn =:X existe presque sûrement. Le lemme de Fatou nous assure que E(X+) 6

lim inf E(X+
n ) <∞, et donc X <∞ presque sûrement. Enfin, pour montrer que X > −∞

presque sûrement, on décompose

E(X−
n ) = E(X+

n ) − E(Xn) 6 E(X+
n ) − E(X0) , (6.2.9)

et on applique à nouveau le lemme de Fatou pour montrer que E(X−) <∞.
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Corollaire 6.2.3. Soit Xn une surmartingale positive. Alors Xn converge presque sûre-
ment, lorsque n→ ∞, vers une variable aléatoire X avec E(X) 6 E(X0).

Démonstration. Yn = −Xn est une sous-martingale bornée supérieurement par 0, avec
E(Y +

n ) = 0, donc elle converge. Comme E(X0) > E(Xn), l’inégalité suit du lemme de
Fatou.

Exemple 6.2.4.

1. Considérons l’urne de Polya introduite dans l’exemple 4.1.2. La proportion Xn de
boules rouges est une martingale positive, qui est bornée supérieurement par 1. Par
le théorème et le corollaire, Xn converge presque sûrement vers une variable aléatoire
X, d’espérance inférieure ou égale à 1. On peut montrer que selon le nombre initial r
et v de boules et le paramètre c, la loi de X est soit uniforme, soit une loi béta, de
densité proportionnelle à xr/c−1(1 − x)v/c−1.

2. Soit Sn une marche aléatoire symétrique sur Z , N = N0 le temps de première atteinte
de 0, et Xn = Sn∧N la marche arrêtée en 0. Par la Proposition 5.2.2, Xn est une
martingale non-négative. Par le corollaire, elle converge vers une limite X finie presque
sûrement. Cette limite doit être nulle : En effet, si Xn = k > 0, alors Xn+1 = k± 1, ce
qui contredirait la convergence. On a donc montré que la marche aléatoire partant de
1 atteint 0 presque sûrement. On notera cependant que comme Xn est une martingale,
on a E(Xn) = E(X0) = 1, donc que Xn ne converge pas dans L1.

6.3 Convergence dans Lp, p > 1

La convergence d’une martingale dans Lp suit de manière simple de l’inégalité du maxi-
mum Lp :

Théorème 6.3.1 (Convergence d’une martingale dans Lp). Soit Xn une martingale telle
que supn E(|Xn|p) < ∞ pour un p > 1. Alors Xn converge vers une variable aléatoire X
presque sûrement et dans Lp.

Démonstration. On a (E(X+
n ))p 6 (E(|Xn|))p 6 E(|Xn|p). Donc par le Théorème 6.2.2,

Xn converge presque sûrement vers une variable X. Par le corollaire (5.2.7),

E

([

sup
06m6n

|Xm|
]p)

6

(
p

p− 1

)p

E
(
|Xn|p

)
. (6.3.1)

Faisant tendre n vers l’infini, le théorème de la convergence monotone montre que supn|Xn|
est dans Lp. Comme |Xn −X|p 6 (2 supn|Xn|)p, le théorème de la convergence dominée
montre que E(|Xn −X|p) → 0.

Dans la suite, nous considérons plus particulièrement le cas p = 2. Rappelons que si
une martingale Xn est dans L2, on peut définir son processus croissant

〈X〉n =

n∑

m=1

E((Xm −Xm−1)
2|Fm−1) . (6.3.2)

La croissance implique que
lim

n→∞
〈X〉n =:〈X〉∞ (6.3.3)

existe dans R +∪{∞}. Cette quantité s’interprète comme la variance totale de la trajectoire
Xn(ω).



6.4. CONVERGENCE DANS L1 37

Proposition 6.3.2. Soit Xn une martingale dans L2 telle que X0 = 0. Alors

E
(

sup
n
X2

n

)

6 4E
(
〈X〉∞

)
. (6.3.4)

Démonstration. L’inégalité du maximum L2 donne

E

(

sup
06m6n

X2
m

)

6 4E
(
X2

n

)
= 4E(〈X〉n) , (6.3.5)

puisque E(X2
n) = E(Mn) + E(〈X〉n) et E(Mn) = E(M0) = E(X2

0 ) = 0. Le résultat suit
alors du théorème de convergence monotone.

Théorème 6.3.3. La limite limn→∞Xn(ω) existe et est finie presque sûrement sur l’en-
semble {ω : 〈X〉∞(ω) <∞}.

Démonstration. Soit a > 0. Comme 〈X〉n+1 ⊆ Fn, N = inf{n : 〈X〉n+1 > a2} est un
temps d’arrêt. Comme 〈X〉N∧n < a2, la proposition ci-dessus appliquée à XN∧n donne

E

(

sup
n
|XN∧n|2

)

6 4a2 . (6.3.6)

Par conséquent, le théorème 6.3.1 avec p = 2 implique que la limite de XN∧n existe et est
finie presque sûrement. Le résultat suit alors du fait que a est arbitraire.

6.4 Convergence dans L1

La discussion de la convergence d’une martingale dans L1 nécessite la notion d’intégrabilité
uniforme.

Définition 6.4.1 (Intégrabilité uniforme). Une collection {Xi}i∈I de variables aléatoires
est dite uniformément intégrable si

lim
M→∞

(

sup
i∈I

E
(
|Xi|1{|Xi|>M}

)
)

= 0 . (6.4.1)

On remarque qu’en prenant M assez grand pour que le supremum soit inférieur à 1,
on obtient

sup
i∈I

E
(
|Xi|

)
6 sup

i∈I
E

(
|Xi|1{|Xi|6M}

)
+ sup

i∈I
E

(
|Xi|1{|Xi|>M}

)
6 M + 1 <∞ . (6.4.2)

Nous commençons par un résultat général montrant qu’il existe de très vastes familles
de variables uniformément intégrables.

Proposition 6.4.2. Soit (Ω,F ,P) un espace probabilisé et X ∈ L1. Alors la famille

{E(X|Fi) : Fi sous-tribu de F} (6.4.3)

est uniformément intégrable.
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Démonstration. Pour tout ε > 0, le théorème de la convergence dominée implique
qu’on peut trouver δ > 0 tel que si P(A) 6 δ, alors E(|X|1A) 6 ε. Soit M = E(|X|)/δ et
Ai = {E(|X||Fi) > M} ∈ Fi. Par l’inégalité de Markov,

P(Ai) 6
1

M
E

(
E(|X||Fi)

)
=

1

M
E

(
|X|

)
6 δ .

Par l’inégalité de Jensen, il suit

E

(∣
∣E(X|Fi)

∣
∣1{|E(X|Fi)|>M}

)

6 E
(
E(|X||Fi)1Ai

)
= E

(
|X|1Ai

)
6 ε .

Comme ε est arbitraire (et M ne dépend pas de i), le résultat est prouvé.

Le lien entre intégrabilité uniforme et convergence dans L1 est expliqué par le résultat
suivant.

Théorème 6.4.3. Si Xn → X en probabilité, alors les trois conditions suivantes sont
équivalentes :

1. La famille {Xn : n > 0} est uniformément intégrable;
2. Xn → X dans L1;
3. E(|Xn|) → E(|X|) <∞.

Démonstration.

1. ⇒ 2. Soit

ϕM (x) =







M si x > M ,

x si |x| 6 M ,

−M si x 6 −M .

L’inégalité triangulaire implique

|Xn −X| 6 |Xn − ϕM (Xn)| + |ϕM (Xn) − ϕM (X)| + |ϕM (X) −X| .

Prenant l’espérance, et utilisant le fait que |ϕM (Y ) − Y | 6 |Y |1{|Y |>M}, il vient

E(|Xn −X|) 6 E(|ϕM (Xn) − ϕM (X)|) + E(|Xn|1{|Xn|>M}) + E(|X|1{|X|>M}) .

Le premier terme tend vers 0 lorsque n → ∞ par convergence dominée et le
fait que ϕM (Xn) → ϕM (X) en probabilité. L’intégrabilité uniforme implique
que pour tout ε > 0, le second terme est plus petit que ε pour M assez grand.
L’intégrabilité uniforme implique aussi que supn E(|Xn|) <∞, donc par le lemme
de Fatou que E(|X|) < ∞. Le troisième terme peut donc également être rendu
plus petit que ε en prenant M assez grand, ce qui prouve 2.

2. ⇒ 3. Par l’inégalité de Jensen,

∣
∣E(|Xn|) − E(|X|)

∣
∣ 6 E

(∣
∣|Xn| − |X|

∣
∣
)

6 E
(
|Xn −X|

)
→ 0 .

3. ⇒ 1. Soit

ψM (x) =







x si 0 6 x 6 M − 1 ,

(M − 1)(M − x) si M − 1 6 x 6 M ,

0 si x > M .
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Pour tout ε > 0, le théorème de la convergence dominée montre que E(|X|) −
E(ψM (|X|)) 6 ε/2 pour M assez grand. De plus, E(ψM (|Xn|)) → E(ψM (|X|)),
donc par 3.

E
(
|Xn|1{|Xn|>M}

)
6 E(|Xn|) − E(ψM (|Xn|)) 6 E(|X|) − E(ψM (|X|)) +

ε

2
< ε

pour les n plus grands qu’un n0(ε). En augmentant encore M , on peut rendre
E(|Xn|1{|Xn|>M}) inférieur à ε pour les n 6 n0(ε) également, ce qui montre
l’intégrabilité uniforme.

Il est maintenant aisé d’appliquer ce résultat au cas des sous-martingales.

Théorème 6.4.4 (Convergence d’une sous-martingale dans L1). Si Xn est une sous-
martingale, alors les trois conditions suivantes sont équivalentes :

1. {Xn}n>0 est uniformément intégrable;
2. Xn converge presque sûrement et dans L1;
3. Xn converge dans L1.

Démonstration.

1. ⇒ 2. On a supn E(Xn) < ∞, donc Xn → X presque sûrement par le théorème 6.2.2,
et le théorème 6.4.3 implique que Xn → X dans L1.

2. ⇒ 3. Trivial.
3. ⇒ 1. La convergence dans L1 implique la convergence en probabilité, et donc le théo-

rème 6.4.3 permet de conclure.

Dans le cas particulier des martingales, on a

Théorème 6.4.5 (Convergence d’une martingale dans L1). Si Xn est une martingale,
alors les quatre conditions suivantes sont équivalentes :

1. {Xn}n>0 est uniformément intégrable;
2. Xn converge presque sûrement et dans L1;
3. Xn converge dans L1;
4. il existe une variable aléatoire intégrable X telle que Xn = E(X|Fn).

Dans ce cas X est la limite de Xn dans L1.

Démonstration.

1. ⇒ 2. Suit du théorème précédent.
2. ⇒ 3. Trivial.
3. ⇒ 4. Si Xn → X dans L1, alors pour tout A ∈ F , E(Xn1A) → E(X1A) puisque

|E(Xm1A) − E(X1A)| 6 E(|Xm1A −X1A|) 6 E(|Xm −X|) → 0 .

En particulier, si A ∈ Fn, alors pour tout m > n,

E(Xn1A) = E
(
E(Xm|Fn)1A

)
= E(Xm1A) .

Comme E(Xm1A) → E(X1A), on a en fait E(Xn1A) = E(X1A) pour tout A ∈ Fn.
Mais ceci est la définition de Xn = E(X|Fn).

4. ⇒ 1. Suit de la proposition 6.4.2.
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6.5 Loi 0 − 1 de Lévy

Les lois 0−1 jouent un rôle important pour les suites de variables aléatoires, et ont parfois
des conséquences surprenantes. La plus connue est la loi 0 − 1 de Kolmogorov. Soit Xn

une suite de variables aléatoires indépendantes, F ′
n = σ(Xn,Xn+1, . . . ), et T =

⋂

n F ′
n

la tribu terminale. Intuitivement, les événements de T sont ceux dont l’occurence n’est
pas affectée par la modification d’un nombre fini de Xn, comme par exemple l’événement
{∑∞

i=1Xi existe}. La loi 0 − 1 de Kolmogorov affirme alors que si A ∈ T , alors P(A) = 0
ou 1. Ceci permet notamment de prouver la loi forte des grands nombres.

Nous écrivons Fn ր F∞ si Fn est une filtration telle que F∞ = σ(
⋃

n Fn).

Théorème 6.5.1. Si Fn ր F∞, alors

E(X|Fn) → E(X|F∞) (6.5.1)

presque sûrement et dans L1 lorsque n→ ∞.

Démonstration. Comme pour m > n, E(E(X|Fm)|Fn) = E(X|Fn), Yn = E(X|Fn) est
une martingale. La Proposition 6.4.2 montre que Yn est uniformément intégrable, donc par
le Théorème 6.4.5 elle converge presque sûrement et dans L1 vers une variable aléatoire
Y∞, telle que Yn = E(Y∞|Fn). Par définition de l’espérance conditionnelle,

∫

A
X dP =

∫

A
Y∞ dP

pour tout A ∈ Fn. En prenant la limite n → ∞, justifiée par le théorème π-λ de théorie
de l’intégration, on obtient E(X|F∞) = Y∞ puisque Y∞ ⊆ F∞.

Corollaire 6.5.2 (Loi 0 − 1 de Lévy). Si Fn ր F∞ et A ∈ F∞ alors E(1A|Fn) → 1A

presque sûrement.

Exemple 6.5.3. Supposons que Xn est une suite de variables aléatoires indépendantes,
et soit A ∈ T un événement de la tribu terminale. Pour tout n, A est indépendant de Fn,
donc E(1A|Fn) = E(1A) = P(A). Faisant tendre n vers l’infini, on obtient 1A = P(A), d’où
P(A) = 0 ou 1, ce qui n’est autre que la loi 0 − 1 de Kolmogorov.

6.6 Exercices

Exercice 6.1 (Le processus de Galton–Watson). On considère le processus de Galton–
Watson Zn introduit dans l’exercice 4.4.

1. Montrer que Xn = Zn/µ
n converge dans L2 vers une variable aléatoire X d’espérance

égale à 1.
2. On suppose p0 > 0. A l’aide de la loi 0− 1 de Lévy, montrer que Zn converge presque

sûrement vers une variable aléatoire Z∞ : Ω → {0,+∞}.
Indications : Soit A = {limn→∞Zn < ∞} et B = {∃n : Zn = 0}. Montrer que dans
A, on a limn→∞ E(1B |Fn) = 1B , et en déduire que A ⊂ B. Conclure en établissant
que que Z∞ = ∞ dans Ac et Z∞ = 0 dans B.

Exercice 6.2. Un joueur dispose initialement de la somme X0 = 1. Il joue à un jeu de
hasard, dans lequel il mise à chaque tour une proportion λ de son capital, avec 0 < λ 6 1.
Il a une chance sur deux de gagner le double de sa mise, sinon il perd sa mise.
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L’évolution du capital Xn en fonction du temps n est décrite par

Xn+1 = (1 − λ)Xn + λXnξn (n > 0)

où les ξn sont i.i.d., avec P{ξn = 2} = P{ξn = 0} = 1/2.

1. Montrer que Xn est une martingale.
2. Calculer E(Xn).
3. Discuter la convergence presque sûre de Xn lorsque n→ ∞.
4. Calculer E(X2

n) par récurrence sur n.
5. Que peut-on en déduire sur la convergence dans L2 de Xn?
6. Déterminer le processus croissant 〈X〉n.
7. On suppose que le joueur mise à chaque tour la totalité de son capital, c’est-à-dire
λ = 1.

(a) Calculer explicitement la loi de Xn.
(b) Déterminer la limite presque sûre de Xn.
(c) Discuter la convergence de Xn dans L1.

Les Xn sont-ils uniformément intégrables?
(d) Commenter ces résultats - est-ce que vous joueriez à ce jeu?
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Partie II

Processus en temps continu

43





Chapitre 7

Le mouvement Brownien

Le mouvement Brownien joue un rôle fondamental dans la théorie des processus stochas-
tiques en temps continu. Bien qu’il soit relativement simple à définir, il jouit de nombreuses
propriétés remarquables, et parfois surprenantes. Le mouvement Brownien a été étudié de
manière très approfondie, et bien qu’il existe encore des questions ouvertes, c’est l’un des
processus les mieux compris. Il joue un rôle important dans la construction de processus
stochastiques plus généraux.

Dans ce chapitre, nous présenterons une construction du mouvement Brownien, et une
petite sélection de ses nombreuses propriétés, plus particulièrement celles en rapport avec
les martingales.

7.1 Limite d’échelle d’une marche aléatoire

Nous commençons par introduire le mouvement Brownien de manière heuristique. Con-
sidérons pour cela la marche aléatoire symétrique Xn sur Z . Elle peut être représentée
sous la forme

Xn =

n∑

i=1

ξi , (7.1.1)

où les ξi sont des variables aléatoires i.i.d., prenant valeurs 1 et −1 avec probabilité 1/2.
On en déduit aisément les propriétés suivantes:

1. E(Xn) = 0 pour tout n;
2. Var(Xn) = n;
3. Xn prend ses valeurs dans {−n,−n+ 2, . . . , n− 2, n} avec

P{Xn = k} =
1

2n

n!
(

n+k
2

)
!
(

n−k
2

)
!

(7.1.2)

4. Propriétés des incréments indépendants: pour tout n > m > 0, Xn −Xm est indépen-
dant de X1, . . . ,Xm;

5. Propriétés des incréments stationnaires: pour tout n > m > 0, Xn −Xm a la même
loi que Xn−m.

Considérons alors la suite de processus

B
(n)
t =

1√
n
X⌊nt⌋ , t ∈ R + , n ∈ N ∗ . (7.1.3)

45



46 CHAPITRE 7. LE MOUVEMENT BROWNIEN

Cela signifie que l’on accélère le temps d’un facteur n, tout en comprimant l’espace d’un

facteur
√
n, de sorte que B

(n)
t effectue des pas de ±1/

√
n sur des intervalles de temps de

longueur 1/n.

Soit Bt le processus obtenu en prenant la limite de B
(n)
t lorsque n → ∞, au sens

des distributions finies. Autrement dit, Bt est défini par le fait que pour toute partition
0 6 t1 < t2 < · · · < tk = t de [0, t] et tout (x1, x2, . . . , xk) ∈ R k,

P
{
Bt1 6 x1, . . . , Btk 6 xk

}
= lim

n→∞
P
{
B

(n)
t1 6 x1, . . . , B

(n)
tk

6 xk

}
. (7.1.4)

Supposons pour l’instant que cette limite existe. Le processus Bt aura les propriétés suiv-
antes:

1. E(Bt) = 0 pour tout t > 0;
2. La variance de Bt satisfait

Var(Bt) = lim
n→∞

(
1√
n

)2

⌊nt⌋ = t . (7.1.5)

3. Par le théorème de la limite centrale (ou la formule de Moivre–Laplace appliquée à
(7.1.2)), X⌊nt⌋/

√

⌊nt⌋ converge en loi vers une variable normale centrée réduite. Par
conséquent, Bt suit une loi normale N (0, t).

4. Propriétés des incréments indépendants: pour tout t > s > 0, Bt−Bs est indépendant
de {Bu}06u6s;

5. Propriétés des incréments stationnaires: pour tout t > s > 0, Bt − Bs a la même loi
que Bt−s.

7.2 Construction du mouvement Brownien

La construction heuristique ci-dessus motive la définition suivante.

Définition 7.2.1. Le mouvement Brownien standard ou processus de Wiener standard
est le processus stochastique {Bt}t>0 satisfaisant:

1. B0 = 0;
2. Incréments indépendants: pour tout t > s > 0, Bt −Bs est indépendant de {Bu}u6s;
3. Incréments gaussiens: pour tout t > s > 0, Bt −Bs suit une loi normale N (0, t− s).

Nous allons maintenant donner une démonstration de l’existence de ce processus. De
plus, nous montrons qu’il admet une version continue, c’est-à-dire que ses trajectoires sont
presque sûrement continues, et qu’on peut donc admettre qu’elles sont toutes continues
quitte à modifier le processus sur un ensemble de mesure nulle.

Théorème 7.2.2. Il existe un processus stochastique {Bt}t>0 satisfaisant la définition
7.2.1, et dont les trajectoires t 7→ Bt(ω) sont continues.

Démonstration.

1. Nous allons d’abord construire {Bt}06t61 à partir d’une collection de variables aléa-
toires gaussiennes indépendantes V1, V1/2, V1/4, V3/4, V1/8, . . . , toutes centrées, et avec

V1 et V1/2 de variance 1 et Vk2−n de variance 2−(n−1) (k < 2n impair).
Montrons d’abord que si Xs et Xt sont deux variables aléatoires telles que Xt − Xs

soit gaussienne centrée de variance t− s, alors il existe une variable aléatoire X(t+s)/2
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telle que les variables Xt −X(t+s)/2 et X(t+s)/2 −Xs soient i.i.d. de loi N (0, (t− s)/2).
Si U = Xt −Xs et V est indépendante de U , de même distribution, il suffit de définir
X(t+s)/2 par

Xt −X(t+s)/2 =
U + V

2

X(t+s)/2 −Xs =
U − V

2
. (7.2.1)

En effet, il est aisé de vérifier que ces variables ont la distribution souhaitée, et qu’elles
sont indépendantes, puisque E((U+V )(U−V )) = E(U2)−E(V 2) = 0, et que des vari-
ables aléatoires normales sont indépendantes si et seulement si elles sont non corrélées.
Posons alors X0 = 0, X1 = V1, et construisons X1/2 à l’aide de la procédure ci-dessus,
avec V = V1/2. Puis nous construisons X1/4 à l’aide de X0, X1/2 et V1/4, et ainsi de
suite, pour obtenir une familles de variables {Xt}t=k2−n,n>1,k<2n telles que pour t > s,
Xt −Xs soit indépendante de Xs et de loi N (0, t − s).

2. Pour n > 0, soit {B(n)
t }06t61 le processus stochastique à trajectoires linéaires par

morceaux sur les intervalles [k2−n, (k + 1)2−n], k < 2n, et tel que B
(n)
k2−n = Xk2−n .

Nous voulons montrer que la suite des B(n)(ω) converge uniformément sur [0, 1] pour
toute réalisation ω des Vi. Il nous faut donc estimer

∆(n)(ω) = sup
06t61

∣
∣B

(n+1)
t (ω) −B

(n)
t (ω)

∣
∣

= max
06k62n−1

max
k2−n6t6(k+1)2−n

∣
∣B

(n+1)
t (ω) −B

(n)
t (ω)

∣
∣

= max
06k62n−1

∣
∣
∣X(2k+1)2−(n+1)(ω) − 1

2

(
Xk2−n(ω) +X(k+1)2−n(ω)

)
∣
∣
∣. (7.2.2)

Le terme en valeur absolue vaut V(2k+1)2−(n+1) par construction, c.f. (7.2.1), qui est

gaussienne de variance 2−n. Il suit que

P
{
∆(n) >

√
n2−n

}
= P

{

max
06k62n−1

∣
∣V(2k+1)2−(n+1)

∣
∣ > 2

√
n2−n

}

6 2 · 2n

∫ ∞

2
√

n2−n

e−x2/2·2−n dx√
2π2−n

= 2 · 2n

∫ ∞

2
√

n
e−y2/2 dx√

2π
6 const 2n e−2n, (7.2.3)

et donc ∑

n>0

P
{
∆(n) >

√
n2−n

}
6 const

∑

n>0

(2 e−2)n <∞. (7.2.4)

Le lemme de Borel–Cantelli nous permet de conclure qu’avec probabilité 1, il n’existe
qu’un nombre fini de n pour lesquels ∆(n) >

√
n2−n. Par conséquent,

P

{∑

n>0

∆(n) <∞
}

= 1. (7.2.5)

La suite des {B(n)
t }06t61 est donc une suite de Cauchy pour la norme sup avec prob-

abilité 1, et alors elle converge uniformément. Nous posons pour t ∈ [0, 1]

B0
t =

{

limn→∞B
(n)
t si la suite converge uniformément

0 sinon (avec probabilité 0).
(7.2.6)
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Il est facile de vérifier que B0 satisfait les trois propriétés de la définition.
3. Pour étendre le processus à des temps quelconques, nous fabriquons des copies indé-

pendantes {Bi}i>0 et posons

Bt =







B0
t 0 6 t < 1

B0
1 +B1

t−1 1 6 t < 2

B0
1 +B1

1 +B2
t−2 2 6 t < 3

. . .

(7.2.7)

Ceci conclut la démonstration.

7.3 Propriétés de base

Les propriétés suivantes sont des conséquences directes de la définition 7.2.1 et nous les
donnons sans démonstration détaillée.

1. Propriété de Markov: Pour tout borelien A ∈ R ,

P
{
Bt+s ∈ A

∣
∣ Bt = x

}
=

∫

A
p(y, t+ s|x, t) dy, (7.3.1)

indépendamment de {Bu}u<t, avec des probabilités de transition gaussiennes

p(y, t+ s|x, t) =
e−(y−x)2/2s

√
2πs

. (7.3.2)

La preuve suit directement du fait que l’on peut décomposer Bt+s = Bt +(Bt+s −Bt),
le deuxième terme étant indépendant du premier et de loi N (0, s). On vérifiera en
particuler l’équation de Chapman–Kolmogorov: Pour t > u > s,

p(y, t|x, s) =

∫

R

p(y, t|z, u)p(z, u|x, s) du. (7.3.3)

2. Propriété différentielle: Pour tout t > 0, {Bt+s −Bt}s>0 est un mouvement Brownien
standard, indépendant de {Bu}u<t.

3. Propriété d’échelle: Pour tout c > 0, {cBt/c2}s>0 est un mouvement Brownien stan-
dard.

4. Symétrie: {−Bt}t>0 est un mouvement Brownien standard.
5. Processus Gaussien: Le processus de Wiener est Gaussien de moyenne nulle (c’est-à-

dire que ses distributions jointes finies sont normales centrées), et il est caractérisé par
sa covariance

cov{Bt, Bs} ≡ E(BtBs) = s ∧ t (7.3.4)

(s ∧ t désigne le minimum de s et t).

Démonstration. Pour s < t, nous avons

E(BtBs) = E(Bs(Bs +Bt −Bs)) = E(B2
s ) + E(Bs(Bt −Bs)) = s, (7.3.5)

puisque le deuxième terme est nul par la propriété d’incréments indépendants.
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En fait, un processus Gaussien centré, dont la covariance satisfait (7.3.4) est un pro-
cessus de Wiener standard.

6. Renversement du temps: Le processus {Xt}t>0 défini par

Xt =

{

0 si t = 0

tB1/t si t > 0
(7.3.6)

est un processus de Wiener standard.

Démonstration. Xt est un processus Gaussien de moyenne nulle, et un calcul simple
montre que sa covariance est bien cov{Xt,Xs} = s∧ t. Le seul point non trivial est de
montrer la continuité en zéro de Xt. Celle-ci est équivalente à la loi forte des grands
nombres.

Voici enfin une propriété importante de non-régularité des trajectoires du mouvement
Brownien.

Théorème 7.3.1. Les trajectoires t 7→ Bt(ω) sont presque sûrement nulle part lipschitzi-
ennes, donc aussi nulle part différentiables.

Démonstration. Fixons un C <∞ et introduisons, pour n > 1,

An =
{

ω : ∃s ∈ [0, 1] t.q. |Bt(ω) −Bs(ω)| 6 C|t− s| si |t− s| 6
3

n

}

.

Il s’agit de montrer que P(An) = 0 pour tout n. Observons que si n augmente, la condition
s’affaiblit, donc An ⊂ An+1. Soit encore, pour n > 3 et 1 6 k 6 n− 2,

Yk,n(ω) = max
j=0,1,2

{∣
∣
∣B(k+j)/n(ω) −B(k+j−1)/n(ω)

∣
∣
∣

}

,

Bn =

n−2⋃

k=1

{

ω : Yk,n(ω) 6
5C

n

}

.

L’inégalité triangulaire implique An ⊂ Bn. En effet, soit ω ∈ An. Si par exemple s = 1,
alors pour k = n− 2

∣
∣B(n−3)/n(ω)−B(n−2)/n(ω)

∣
∣ 6

∣
∣B(n−3)/n(ω)−B1(ω)

∣
∣+

∣
∣B1(ω)−B(n−2)/n(ω)

∣
∣ 6 C

(
3

n
+

2

n

)

donc ω ∈ Bn. Il suit des propriétés des incréments indépendants et d’échelle que

P(An) 6 P(Bn) 6 nP

(

|B1/n| 6
5C

n

)3

= nP

(

|B1| 6
5C√
n

)3

6 n

(
10C√
2πn

)3

.

Il suit que P(An) → 0 pour n → ∞. Mais comme P(An) 6 P(An+1) pour tout n, ceci
implique P(An) = 0 pour tout n.
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7.4 Temps d’arrêt

Soit {Bt}t>0 un mouvement Brownien standard. Nous allons laisser de côté les détails
techniques de la construction de l’espace probabilisé (Ω,F ,P) sur lequel Bt est défini (la
construction utilise le théorème d’extension de Kolmogorov). Précisons simplement que
l’univers Ω peut être identifié à l’ensemble des fonctions continues f : R + → R telles que
f(0) = 0. Introduisons pour tout t > 0 la tribu

Ft = σ
(
{Bs}06s6t

)
, (7.4.1)

contenant les événements ne dépendant que du mouvement Brownien jusqu’au temps t.
La suite {Ft}t>0 est une suite croissante de sous-tribus de F , c’est la filtration canonique
engendrée par le mouvement Brownien.1

Définition 7.4.1 (Temps d’arrêt). On appelle temps d’arrêt une variable aléatoire τ :
Ω → [0,∞] telle que {τ < t} ∈ Ft pour tout t > 0.

Remarquons que si {τ 6 t} ∈ Ft, alors

{
τ < t

}
=

⋃

n>1

{

τ 6 t− 1

n

}

∈ Ft . (7.4.2)

La continuité à droite de la filtration montre en plus que si {τ < t} ∈ Ft, alors

{
τ 6 t

}
=

⋂

n>1

{

τ < t+
1

n

}

∈ Ft . (7.4.3)

On peut donc remplacer sans autres τ < t par τ 6 t dans la définition des temps d’arrêt
(ce qui n’est pas le cas pour les processus en temps discret).

Commençons par énoncer quelques propriétés de base permettant de construire des
exemples de temps d’arrêt.

Proposition 7.4.2.

1. Soit A un ouvert. Alors le temps de premier passage dans A, τA = inf{t > 0: Bt ∈ A}
est un temps d’arrêt.

2. Si τn est une suite décroissante de temps d’arrêt telle que τn → τ , alors τ est un temps
d’arrêt.

3. Si τn est une suite croissante de temps d’arrêt telle que τn → τ , alors τ est un temps
d’arrêt.

4. Soit K un fermé. Alors le temps de premier passage dans K est un temps d’arrêt.

Démonstration.

1. Par continuité de Bt, {τA < t} =
⋃

q∈Q ,q<t{Bq ∈ A} ∈ Ft.
2. On a {τ < t} =

⋃

n>1{τn < t} ∈ Ft.
3. On a {τ 6 t} =

⋂

n>1{τn 6 t} ∈ Ft.

1Pour être précis, on préfère considérer F ′

t =
T

s>t
Fs, qui est continue à droite : F ′

t =
T

s>t
F

′

s. Pour
des raisons techniques, on complète en général cette tribu par les ensembles de mesure nulle (c.f. [Dur96,
Section 7.2]).
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4. Soit An =
⋃

x∈K(x−1/n, x+1/n) et τn le temps de premier passage dans An. Comme
An est ouvert, τn est un temps d’arrêt par 1. Les An étant décroissants, les τn sont
croissants. Soit σ = limn→∞ τn ∈ [0,∞]. Comme τK > τn pour tout n, on a σ 6 τK .
Si σ = ∞, alors τK = ∞ = σ. Supposons que σ <∞. Comme Bτn ∈ An et Bτn → Bσ,
il suit que Bσ ∈ K et donc τK 6 σ. Ainsi τK = σ et le résultat suit de 3.

Comme dans le cas à temps discret, nous introduisons

Définition 7.4.3 (Tribu de événements antérieurs). Soit τ un temps d’arrêt. Alors la
tribu

Fτ =
{
A ∈ F : A ∩ {τ 6 t} ∈ Ft ∀t > 0

}
(7.4.4)

est appelée la tribu des événements antérieurs à τ .

Proposition 7.4.4.

1. Si σ et τ sont des temps d’arrêt tels que σ 6 τ alors Fσ ⊂ Fτ .
2. Si τn → τ est une suite décroissante de temps d’arrêt, alors Fτ =

⋂

n Fτn .

Démonstration.

1. Voir la preuve de la Proposition 5.1.5.
2. D’une part par 1., on a Fτn ⊃ Fτ pour tout n. D’autre part, soit A ∈ ⋂

n Fτn . Comme
A ∩ {τn < t} ∈ Ft et τn décrôıt vers τ , on a A ∩ {τ < t} ∈ Ft, donc

⋂

n Fτn ⊂ Fτ .

L’une des propriétés les plus importantes du mouvement Brownien, liée aux temps
d’arrêt, est la propriété de Markov forte.

Théorème 7.4.5 (Propriété de Markov forte du mouvement Brownien). Si τ est un temps
d’arrêt tel que P{τ <∞} = 1, alors {Bτ+t−Bτ}t>0 est un mouvement Brownien standard,
indépendant de Fτ .

Démonstration. Voir [Dur96, Section 7.3] ou [McK69], p. 10.

Corollaire 7.4.6 (Principe de réflexion). Pour L > 0 et τ = inf{t > 0: Bt > L}, le
processus

B⋆
t =

{

Bt si t 6 τ

2L−Bt si t > τ
(7.4.5)

est un mouvement Brownien standard.

Voici une application classique du principe de réflexion.

Corollaire 7.4.7. Pour tout L > 0,

P

{

sup
06s6t

Bs > L
}

= 2P{Bt > L}. (7.4.6)

Démonstration. Si τ = inf{t > 0: Bt > L}, alors {sup06s6tBs > L} = {τ 6 t}. Les
trajectoires du mouvement Brownien étant continues, Bt > L implique τ 6 t. Ainsi,

P{Bt > L} = P{Bt > L, τ 6 t}
= P{2L−Bt 6 L, τ 6 t}
= P{B⋆

t 6 L, τ 6 t}
= P{Bt 6 L, τ 6 t}. (7.4.7)

Le résultat suit de la décomposition P{τ 6 t} = P{Bt 6 L, τ 6 t}+P{Bt > L, τ 6 t}.
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On remarquera que lorsque t→ ∞, l’expression (7.4.6) tend vers 1, donc le mouvement
Brownien atteint presque sûrement tout niveau L.

7.5 Mouvement Brownien et martingales

Le mouvement Brownien, ainsi que toute une série de processus dérivés, sont des martin-
gales. Les martingales, sur- et sous-martingales sont définies comme dans le cas discret,
sauf qu’on considère tous les temps t > s, pour lesquels Ft ⊃ Fs. Commençons par con-
sidérer le mouvement Brownien.

Théorème 7.5.1 (Propriété de martingale du mouvement Brownien). Le mouvement
Brownien est une martingale par rapport à la filtration canonique {Ft}t>0.

Démonstration. Pour tout t > s > 0, on a

E(Bt|Fs) = E(Bt −Bs|Fs) + E(Bs|Fs) = E(Bt−s) +Bs = Bs ,

en vertu de la propriété différentielle et de la propriété des incréments indépendants.

Quel est le processus croissant associé à Bt? Comme pour tout t > s > 0

E
(
(Bt −Bs)

2
∣
∣ Fs

)
= E

(
(Bt −Bs)

2
)

= E
(
B2

t−s

)
= t− s , (7.5.1)

l’acroissement infinitésimal est E((Bs+ds −Bs)
2|Fs) = ds, et on définit

〈B〉t =

∫ t

0
ds = t . (7.5.2)

Par analogie avec la décomposition de Doob du cas à temps discret, ce calcul suggère que
B2

t = t+Mt, où Mt est une martingale. Ceci est effectivement facile à vérifier :

Proposition 7.5.2.

1. B2
t − t est une martingale.

2. Pour tout γ ∈ R , exp(γBt − γ2t/2) est une martingale.

Démonstration.

1. E(B2
t |Fs) = E(B2

s + 2Bs(Bt −Bs) + (Bt −Bs)
2|Fs) = B2

s + 0 + (t− s).
2. E(eγBt |Fs) = eγBs E(eγ(Bt−Bs) |Fs) = eγBs E(eγBt−s), et

E
(
eγBt−s

)
=

∫ ∞

−∞
eγx e−x2/2(t−s)

√

2π(t− s)
dx = eγ2(t−s)/2

par complétion du carré.

Nous donnons deux types d’applications de la propriété de martingale. Un premier type
d’applications suit du fait qu’une martingale arrêtée est encore une martingale (c.f. Sec-
tion 5.2).

Proposition 7.5.3. Soit Xt une martingale continue à droite, adaptée à une filtration
continue à droite. Si τ est un temps d’arrêt borné, alors E(Xτ ) = E(X0).
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Démonstration. Soit n un entier tel que P{τ 6 n− 1} = 1, et τm = (⌊2mτ⌋+1)/2m. Le
processus discrétisé {Y m

k }k>1 = Xk2−m est une martingale pour la filtration Fm
k = Fk2−m ,

et σm = 2mτm est un temps d’arrêt pour cette filtration. Il suit que

Xτm = Y m
σm

= E(Y m
n2m |Fm

σm
) = E(Xn|Fτm) . (7.5.3)

Lorsque m→ ∞, Xτm tend vers Xτ par continuité à droite, et Fτm ց Fτ par la Proposi-
tion 7.4.4. Ceci implique que Xτ = E(Xn|Fτ ). Par la propriété de martingale, il suit que
E(Xτ ) = E(Xn) = E(X0).

Voici quelques applications de ce résultat.

Corollaire 7.5.4.

1. Soit τa = inf{t > 0: x+Bt = a}. Alors pour a < x < b on a

P{τa < τb} =
b− x

b− a
. (7.5.4)

2. Soit a < 0 < b, et τ = inf{t > 0: Bt 6∈ (a, b)}. Alors

E(τ) = |ab| . (7.5.5)

3. Soit a > 0 et τ = inf{t > 0: Bt 6∈ (−a, a)}. Alors pour λ > 0,

E(e−λτ ) =
1

cosh(a
√

2λ)
. (7.5.6)

Démonstration.

1. Soit τ = τa ∧ τb. Alors E(x + Bτ∧t) = x. Le Corollaire 7.4.7 montre que τa et τb sont
finis presque sûrement, donc aussi τ . Faisant tendre t vers l’infini, on obtient

x = E(x+Bτ ) = aP{τa < τb} + bP{τb < τa} ,

et le résultat suit en résolvant par rapport à P{τa < τb}.
2. Comme B2

t −t est une martingale, on a E(B2
τ∧t) = E(τ∧t). Le théorème de convergence

dominée et (7.5.4) permettent d’écrire

E(τ) = lim
t→∞

E(τ ∧ t) = lim
t→∞

E(B2
τ∧t) = E(B2

τ ) = a2 b

b− a
+ b2

(

1 − b

b− a

)

= −ab .

3. Comme eγBt−γt2/2 est une martingale, on a E(eγBτ∧t−γ2(τ∧t)/2) = 1. Faisant tendre t
vers l’infini et invoquant le théorème de convergence dominée, on obtient

E(eγBτ−γ2τ/2) = 1 .

Par symétrie, on a P{Bτ = −a} = P{Bτ = a} = 1/2 et Bτ est indépendant de τ . Par
conséquent,

E(eγBτ−γ2τ/2) = cosh(γa)E(e−γ2τ/2) ,

et le résultat suit en prenant γ =
√

2λ.

Remarquons que E(e−λτ ) est la transformée de Laplace de la densité de τ , donc
l’expression (7.5.6) permet de trouver cette densité par transformée de Laplace inverse.
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Le second type d’applications que nous considérons suit de l’inégalité de Doob.

Théorème 7.5.5 (Inégalité de Doob). Soit Xt une sous-martingale à trajectoires contin-
ues. Alors pour tout λ > 0,

P

{

sup
06s6t

Xs > λ

}

6
1

λ
E(X+

t ) . (7.5.7)

Démonstration. Voir la preuve du Théorème 5.2.4.

Corollaire 7.5.6. Pour tout γ, λ > 0,

P

{

sup
06s6t

[

Bs − γ
s

2

]

> λ

}

6 e−γλ . (7.5.8)

7.6 Exercices

Exercice 7.1. Montrer que pour tout γ ∈ R , le processus Xt = e−γ2t/2 cosh(γBt) est une
martingale.
En déduire une autre preuve du fait que τ = inf{t > 0: Bt 6∈ (−a, a)} satisfait

E(e−λτ ) =
1

cosh(a
√

2λ)
.

Exercice 7.2.

1. Montrer que si Xt = f(Bt, t, γ) est une martingale, alors (sous des conditions de
régularité qu’on précisera) d

dγ f(Bt, t, γ) est également une martingale.

2. Soit f(x, t, γ) = eγx−γ2t/2. Calculer le développement limité de f en γ = 0 jusqu’à
l’ordre γ4. En déduire deux nouvelles martingales dérivées du mouvement Brownien.

3. Soit τ = inf{t > 0: Bt 6∈ (−a, a)}. Calculer E(τ2) à l’aide du résultat précédent.

Exercice 7.3. Pour a, b > 0, on pose Xt = Bt − bt et τ = inf{t > 0: Xt = a}.
1. En utilisant la martingale eγBt−γ2t2/2, où γ est la solution positive de γ2−2bγ−2λ = 0,

calculer
E(e−λτ 1{τ<∞}) .

2. Particulariser au cas b = 0.
3. Soit b > 0. En choisissant une valeur convenable de λ, déterminer P{τ <∞}.



Chapitre 8

L’intégrale d’Itô

Le but de l’intégrale d’Itô est de donner un sens à des équations de la forme

dX

dt
= f(X) + g(X)

dBt

dt
. (8.0.1)

Par exemple, si f ≡ 0 et g ≡ 1, on devrait retrouver Xt = X0+Bt, décrivant le mouvement
suramorti d’une particule Brownienne.

Le problème est que, comme nous l’avons mentionné, les trajectoires du processus de
Wiener ne sont pas différentiables, ni même à variations bornées.

Comme dans le cas des équations différentielles ordinaires, on interprête une solution
de l’équation différentielle (8.0.1) comme une solution de l’équation intégrale

Xt = X0 +

∫ t

0
f(Xs) ds+

∫ t

0
g(Xs) dBs . (8.0.2)

C’est à la deuxième intégrale qu’il s’agit de donner un sens mathématique. Si s 7→ g(Xs)
était différentiable, on pourrait le faire à l’aide d’une intégration par parties, mais ce n’est
en général pas le cas. Itô a donné une autre définition de l’intégrale stochastique, qui
s’applique à une classe beaucoup plus vaste d’intégrants (et donne le même résultat que
l’intégration par parties dans le cas différentiable).

8.1 Définition

Notre but est de définir l’intégrale stochastique
∫ t

0
Xs dBs (8.1.1)

simultanément pour tous les t ∈ [0, T ], où Xt est lui-même un processus stochastique. Plus
précisément, nous supposerons que Xt est une fonctionnelle Brownienne non-anticipative,
c’est-à-dire ({Ft}t>0 désignant la filtration canonique engendrée par {Bt}t>0)

1. X est mesurable par rapport à F ;
2. Xt est adapté à Ft, c’est-à-dire mesurable par rapport à Ft pour tout t ∈ [0, T ].

Ceci revient à exiger que Xt ne dépende que de l’histoire du processus de Wiener jusqu’au
temps t, ce qui est raisonnable au vu de (8.0.2). En outre, nous allons supposer que

P

{∫ T

0
X2

t dt <∞
}

= 1 . (8.1.2)

55
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Remarque 8.1.1. On peut admettre que Xt dépende de variables aléatoires supplémen-
taires, indépendantes de Bt; par exemple, la condition initiale peut être aléatoire. Il con-
vient alors d’étendre les tribus F et Ft dans la définition ci-dessus à des tribus plus grandes
A et At, où At ne doit pas dépendre de la tribu engendrée par {Bt+s −Bt}s>0.

Dans un premier temps, nous allons définir l’intégrale stochastique pour un intégrant
simple.

Définition 8.1.2. Une fonctionnelle Brownienne non-anticipative {et}t∈[0,T ] est dite sim-
ple ou élémentaire s’il existe une partition 0 = t0 < t1 < · · · < tN = T de [0, T ] telle
que

et =
N∑

k=1

etk−1
1[tk−1,tk)(t) . (8.1.3)

Pour une telle fonctionnelle, nous définissons l’intégrale stochastique par

∫ t

0
es dBs =

m∑

k=1

etk−1

[
Btk −Btk−1

]
+ etm

[
Bt −Btm

]
, (8.1.4)

où m est tel que t ∈ [tm, tm+1).

Il est aisé de vérifier les propriétés suivantes:

1. Pour deux fonctionnelles simples e(1) et e(2),

∫ t

0

(
e(1)s + e(2)s

)
dBs =

∫ t

0
e(1)s dBs +

∫ t

0
e(2)s dBs . (8.1.5)

2. Pour toute constante c,
∫ t

0

(
ces

)
dBs = c

∫ t

0
es dBs . (8.1.6)

3. L’intégrale (8.1.4) est une fonction continue de t.
4. Si

∫ t
0 E(|es|) ds <∞, alors

E

(∫ t

0
es dBs

)

= 0 . (8.1.7)

Démonstration. Posons tm+1 = t. On a

E

(∫ t

0
es dBs

)

= E

(m+1∑

k=1

etk−1

(
Btk −Btk−1

)
)

=
m+1∑

k=1

E
(
etk−1

)
E

(
Btk −Btk−1

)

︸ ︷︷ ︸

0

= 0 ,

en vertu des propriétés des incréments indépendants et gaussiens.

5. Si
∫ t
0 E(e2s) ds <∞, on a l’isométrie d’Itô

E

((∫ t

0
es dBs

)2)

=

∫ t

0
E(e2s) ds . (8.1.8)
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Démonstration. Posons tm+1 = t. On a

E

((∫ t

0
es dBs

)2)

= E

(m+1∑

k,l=1

etk−1
etl−1

(
Btk −Btk−1

)(
Btl −Btl−1

)
)

=

m+1∑

k=1

E
(
e2tk−1

)
E

((
Btk −Btk−1

)2)

︸ ︷︷ ︸

tk−tk−1

=

∫ t

0
E(e2s) ds . (8.1.9)

Nous avons utilisé la propriété des incréments indépendants afin d’éliminer les termes
k 6= l de la double somme, et le fait que es est nonanticipative.

L’idée d’Itô pour définir l’intégrale stochastique d’une fonctionnelle non-anticipative
générale X est de trouver une suite de fonctionnelles simples e(n) approchant X dans
L2(P), c’est-à-dire

lim
n→∞

∫ T

0
E

((
Xs − e(n)

s

)2)
ds = 0 . (8.1.10)

L’isométrie (8.1.8) nous permet alors d’affirmer que la limite suivante existe dans L2(P):

lim
n→∞

∫ t

0
e(n)
s dBs =:

∫ t

0
Xs dBs . (8.1.11)

C’est par définition l’intégrale d’Itô de Xs.
Nous allons maintenant prouver que cette construction est bien possible, indépendante

de la suite des e(n), et que l’intégrale résultante est une fonction continue de t. Nous
commençons par énoncer deux lemmes préparatoires. Dans ce qui suit, nous utilisons la
notation abrégée

P

{

An, n→ ∞
}

= 1 ⇔ P

{ ∞∑

n=1

1Ac
n
<∞

}

= 1 ⇔ P

{

lim sup
n

Ac
n

}

= 0 . (8.1.12)

Autrement dit, avec probabilité 1, une infinité de An sont réalisés, c’est-à-dire que pour
presque tout ω ∈ Ω, il existe n0(ω) < ∞ tel que An ∋ ω pour tout n > n0(ω). Le lemme
de Borel–Cantelli affirme que c’est le cas si la somme des P{Ac

n} converge.

Lemme 8.1.3. Pour toute fonctionnelle non-anticipative X satisfaisant (8.1.2), il existe
une suite {e(n)}n>1 de fonctionnelles simples telles que

P

{∫ T

0

(
Xt − e

(n)
t

)2
dt 6 2−n, n → ∞

}

= 1 . (8.1.13)

Démonstration. Considérons les fonctionnelles simples

e
(m,k)
t = 2k

∫ 2−m⌊2mt⌋

(2−m⌊2mt⌋−2−k)∨0
Xs ds . (8.1.14)

Faisant tendre d’abord m, puis k vers l’infini, on s’aperçoit que
∫ T
0 (Xt − e

(m,k)
t )2 dt → 0.

On peut donc trouver des suites mn et kn telles que e(n) = e(mn,kn) satisfasse

P

{∫ T

0
(Xt − e

(n)
t )2 dt > 2−n

}

6 2−n . (8.1.15)

La relation (8.1.13) suit alors du lemme de Borel–Cantelli.
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Lemme 8.1.4. Pour une suite {f (n)}n>1 de fonctionnelles nonanticipatives simples sat-

isfaisant P{
∫ T
0 (f

(n)
t )2 dt 6 2−n, n→ ∞} = 1 et tout θ > 1,

P

{

sup
06t6T

∣
∣
∣
∣

∫ t

0
f (n)

s dBs

∣
∣
∣
∣
< θ

√

log n

2n−1
, n→ ∞

}

= 1 . (8.1.16)

Démonstration. Pour tout γ ∈ R , le processus stochastique

M
(n)
t = exp

{

γ

∫ t

0
f (n)

s dBs −
γ2

2

∫ t

0
(f (n)

s )2 ds

}

(8.1.17)

est une martingale par rapport à {Bt}t>0. En effet, nous avons démontré cette propriété
pour f (n) ≡ 1 dans la proposition 7.5.2. La même démonstration montre que si f (n) ≡ c
où c est une variable aléatoire mesurable par rapport à Fs, alors E(Mt|Fs) = Ms. Le cas
d’un f (n) simple arbitraire est alors traité par récurrence.

L’inégalité de Doob implique

P

{

sup
06t6T

(∫ t

0
f (n)

s dBs −
γ

2

∫ t

0
(f (n)

s )2 ds

)

> L

}

6 e−γL . (8.1.18)

Posons alors γ =
√

2n+1 log n et L = θ
√

2−(n+1) log n. Utilisant l’hypothèse sur les f (n),
nous obtenons

P

{

sup
06t6T

(∫ t

0
f (n)

s dBs

)

> (1 + θ)

√

2−(n+1) log n

}

6 e−θ log n = n−θ . (8.1.19)

Le lemme de Borel–Cantelli nous permet alors de conclure.

Théorème 8.1.5. La limite (8.1.11) existe, est indépendante de la suite des {e(n)}n>1

convergeant vers X, et est une fonction continue de t.

Démonstration. Quitte à passer à une sous-suite, nous pouvons choisir les e(n) de
manière à satisfaire (8.1.13). Mais ceci implique aussi que

P

{∫ T

0

(
e
(n)
t − e

(n−1)
t

)2
dt 6 const 2−n, n → ∞

}

= 1 . (8.1.20)

Le lemme 8.1.4 montre alors que

P

{

sup
06t6T

∣
∣
∣
∣

∫ t

0

(
e(n)
s − e(n−1)

s

)
dBs

∣
∣
∣
∣
< const θ

√

log n

2n−1
, n→ ∞

}

= 1 . (8.1.21)

Ainsi la suite des
∫ t
0 e

(n)
s dBs est de Cauchy presque sûrement, et dans ce cas elle converge

uniformément.

8.2 Propriétés élémentaires

Les propriétés suivantes sont prouvées aisément pour des processus X et Y nonanticipatifs
satisfaisant la condition d’intégrabilité (8.1.2).
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1. Linéarité:
∫ t

0
(Xs + Ys) dBs =

∫ t

0
Xs dBs +

∫ t

0
Ys dBs (8.2.1)

et
∫ t

0
(cXs) dBs = c

∫ t

0
Xs dBs . (8.2.2)

2. Additivité: Pour 0 6 s < u < t 6 T ,

∫ t

s
Xv dBv =

∫ u

s
Xv dBv +

∫ t

u
Xv dBv . (8.2.3)

3. Pour un temps d’arrêt τ ,

∫ τ∧T

0
Xt dBt =

∫ T

0
1{t6τ}Xt dBt . (8.2.4)

4. Si
∫ T
0 E(X2

t ) dt <∞, alors pour tout t 6 T ,

E

(∫ t

0
Xs dBs

)

= 0 (8.2.5)

et

E

((∫ t

0
Xs dBs

)2)

=

∫ t

0
E(X2

s ) ds . (8.2.6)

De plus, le processus
{∫ t

0 Xs dBs

}

t>0
est une martingale.

5. Le processus

Mt = exp

{∫ t

0
Xs dBs −

1

2

∫ t

0
X2

s ds

}

(8.2.7)

est une surmartingale.

8.3 Un exemple

Nous donnons ici un exemple de calcul explicite d’une intégrale stochastique par la méthode
d’Itô:

∫ t

0
Bs dBs =

1

2
B2

t − t

2
. (8.3.1)

Le résultat, quelque peu surprenant au premier abord, prendra tout son sens lorsque nous
aurons vu la formule d’Itô.

Considérons la suite de fonctionnelles simples définies par e
(n)
t = B2−n⌊2nt⌋. Il suffit

alors de vérifier que

lim
n→∞

∫ t

0
e(n)
s dBs =

1

2
B2

t − t

2
. (8.3.2)
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Notons tk = k2−n pour k 6 m = ⌊2nt⌋ et tm+1 = t. Il suit de la définition (8.1.4) que

2

∫ t

0
e(n)
s dBs = 2

m+1∑

k=1

Btk−1

(
Btk −Btk−1

)

=

m+1∑

k=1

[

B2
tk
−B2

tk−1
−

(
Btk −Btk−1

)2
]

= B2
t −

m+1∑

k=1

(
Btk −Btk−1

)2
. (8.3.3)

Considérons la martingale

M
(n)
t =

m+1∑

k=1

(
Btk −Btk−1

)2 − t =
m+1∑

k=1

[(
Btk −Btk−1

)2 −
(
tk − tk−1

)]
. (8.3.4)

Les termes de la somme sont indépendants et d’espérance nulle. Nous avons donc

E
((
M

(n)
t

)2)
=

m+1∑

k=1

E
([(

Btk −Btk−1

)2 −
(
tk − tk−1

)]2)

6 (m+ 1)E
([(

Bt1 −Bt0

)2 −
(
t1 − t0

)]2)

6 const 2nE
([(

B2−n

)2 − 2−n
]2)

= const 2−nE
([(

B1

)2 − 1
]2)

6 const 2−n , (8.3.5)

à cause de la propriété d’échelle.
(
M

(n)
t

)2
étant une sous-martingale, l’inégalité de Doob

nous donne

P

{

sup
06s6t

(
M (n)

s

)2
> n22−n

}

6 2nn−2E
((
M

(n)
t

)2)
6 const n−2 . (8.3.6)

Le lemme de Borel–Cantelli nous permet alors de conclure que

P

{

sup
06s6t

∣
∣M (n)

s

∣
∣ < n2−n/2, n→ ∞

}

= 1 , (8.3.7)

ce qui prouve (8.3.2).

8.4 La formule d’Itô

Considérons une intégrale stochastique de la forme

Xt = X0 +

∫ t

0
fs ds+

∫ t

0
gs dBs , t ∈ [0, T ] (8.4.1)

où X0 est indépendante du mouvement Brownien, et fs et gs sont des fonctionnelles
nonanticipatives satisfaisant

P

{∫ T

0
|fs|ds <∞

}

= 1

P

{∫ T

0
g2
s ds <∞

}

= 1 . (8.4.2)
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Le processus (8.4.1) s’écrit également sous forme différentielle

dXt = ft dt+ gt dBt . (8.4.3)

Par exemple, la relation (8.3.1) est équivalente à

d(B2
t ) = dt+ 2Bt dBt . (8.4.4)

La formule d’Itô permet de déterminer de manière générale l’effet d’un changement de
variables sur une différentielle stochastique.

Lemme 8.4.1 (Formule d’Itô). Soit u : [0,∞)×R → R , (t, x) 7→ u(t, x) une fonction con-
tinûment différentiable par rapport à t et deux fois continûment différentiable par rapport
à x. Alors le processus stochastique Yt = u(t,Xt) satisfait l’équation

Yt = Y0 +

∫ t

0

∂u

∂t
(s,Xs) ds+

∫ t

0

∂u

∂x
(s,Xs)fs ds+

∫ t

0

∂u

∂x
(s,Xs)gs dBs

+
1

2

∫ t

0

∂2u

∂x2
(s,Xs)g

2
s ds . (8.4.5)

Démonstration. Il suffit de prouver le résultat pour des fonctionnelles simples, et par
l’additivité des intégrales, on peut se ramener au cas de fonctionnelles constantes. Mais
alors Xt = f0t + g0Bt et Yt = u(t, f0t + g0Bt) peut s’exprimer comme une fonction
de (t, Bt). Il suffit en définitive de considérer le cas Xt = Bt. Or pour une partition
0 = t0 < t1 < · · · < tn = t, on a

u(t, Bt) − u(0, 0) =

n∑

k=1

[
u(tk, Btk) − u(tk−1, Btk)

]
+

[
u(tk−1, Btk) − u(tk−1, Btk−1

)
]

=

n∑

k=1

∂u

∂t
(tk−1, Btk)(tk − tk−1) +

∂u

∂x
(tk−1, Btk−1

)(Btk −Btk−1
)

+
1

2

∂2u

∂x2
(tk−1, Btk−1

)(Btk −Btk−1
)2 + O(tk − tk−1) + O((Btk −Btk−1

)2)

=

∫ t

0

∂u

∂t
(s,Bs) ds+

∫ t

0

∂u

∂x
(s,Bs) dBs +

1

2

∫ t

0

∂2u

∂x2
(s,Bs) ds

+

n∑

k=1

1

2

∂2u

∂x2
(tk−1, Btk−1

)
[
(Btk −Btk−1

)2 − (tk − tk−1)
]
+ O(1) .

(8.4.6)

La somme se traite comme M
(n)
t dans la section 8.3 lorsque tk − tk−1 → 0, c.f. (8.3.4).

Remarque 8.4.2.

1. La formule d’Itô s’écrit aussi sous forme différentielle,

dYt =
∂u

∂t
(t,Xt) dt+

∂u

∂x
(t,Xt)

[
ft dt+ gt dBt

]
+

1

2

∂2u

∂x2
(t,Xt)g

2
t dt . (8.4.7)

2. Un moyen mnémotechnique pour retrouver la formule est de l’écrire sous la forme

dYt =
∂u

∂t
dt+

∂u

∂x
dXt +

1

2

∂2u

∂x2
dX2

t , (8.4.8)

où dX2
t se calcule en utilisant les règles

dt2 = dt dBt = 0, dB2
t = dt . (8.4.9)
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3. La formule se généralise à des fonctions u(t,X
(1)
t , . . . ,X

(n)
t ), dépendant de n processus

définis par dX
(i)
t = f

(i)
t dt+ g

(i)
t dBt, en

dYt =
∂u

∂t
dt+

∑

i

∂u

∂xi
dX

(i)
t +

1

2

∑

i,j

∂2u

∂xi∂xj
dX

(i)
t dX

(j)
t , (8.4.10)

où dX
(i)
t dX

(j)
t = g

(i)
t g

(j)
t dt .

Exemple 8.4.3.

1. Si Xt = Bt et u(x) = x2, on retrouve la relation (8.4.4).
2. Si dXt = gt dBt − 1

2g
2
t dt et u(x) = ex, on obtient

d(eXt) = gte
Xt dBt . (8.4.11)

Ainsi la martingale Mt = exp
{
γBt − γ2 t

2

}
de la proposition 7.5.2 est la solution de

l’équation dMt = γMt dBt.

8.5 Exercices

Exercice 8.1. On considère les deux processus stochastiques

Xt =

∫ t

0
es dBs , Yt = e−tXt .

1. Déterminer E(Xt), Var(Xt), E(Yt) et Var(Yt).
2. Spécifier la loi de Xt et de Yt.
3. Montrer que Yt converge en loi vers une variable Y∞ lorsque t→ ∞ et spécifier sa loi.
4. Exprimer dYt en fonction de Yt et de Bt.

Exercice 8.2. Soit

Xt =

∫ t

0
s dBs .

1. Calculer E(Xt) et Var(Xt).
2. Quelle est la loi de Xt?
3. Calculer d(tBt) à l’aide de la formule d’Itô.
4. En déduire une relation entre Xt et

Yt =

∫ t

0
Bs ds .

5. Calculer la variance de Yt,

(a) directement à partir de sa définition;
(b) en calculant d’abord la covariance de Bt et Xt, à l’aide d’une partition de [0, t].

En déduire la loi de Yt.

Exercice 8.3.

1. Soit Y une variable aléatoire normale centrée, de variance σ2. Montrer que

E(eY ) = eσ2/2
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2. Soit Bt un mouvement Brownien standard, et ϕ : [0, T ] → R une fonction indépen-
dante de Bt. Pour t ∈ [0, T ] on pose

Xt =

∫ t

0
ϕ(s) dBs

Calculer E(Xt) et VarXt. On précisera les hypothèses faites sur la fonction ϕ.
3. Montrer que

Mt = exp

{

Xt −
1

2

∫ t

0
ϕ(s)2 ds

}

est une martingale.
4. Démontrer l’inégalité de Bernstein : Pour tout λ > 0,

P

{

sup
06s6t

Xs > λ
}

6 exp

{

− λ2

2Φ(t)

}

où Φ(t) =

∫ t

0
ϕ(s)2 ds.
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Chapitre 9

Equations différentielles

stochastiques

Nous avons maintenant tous les éléments en main pour définir la notion de solution d’une
équation différentielle stochastique (EDS), de la forme

dXt = f(Xt, t) dt+ g(Xt, t) dBt, (9.0.1)

où f, g : R × [0, T ] → R sont des fonctions déterministes mesurables. La fonction f est
communément appelée coefficient de dérive, alors que g est appelée coefficient de diffusion.

Dans tout ce chapitre, nous supposons que

• Soit X0 ∈ R est une constante, et alors {Ft}t∈[0,T ] désigne la filtration engendrée par
le mouvement Brownien.

• Soit X0 : Ω → R est une variable aléatoire, de carré intégrable, et indépendante du
mouvement Brownien. Dans ce cas, {Ft}t∈[0,T ] désignera la filtration engendrée par le
mouvement Brownien et par X0.

9.1 Solutions fortes

Définition 9.1.1. Un processus stochastique {Xt}t∈[0,T ] est appelé une solution forte de
l’EDS (9.0.1) avec condition initiale X0 si

• Xt est Ft-mesurable pour tout t ∈ [0, T ];
• on a les conditions de régularité

P

{∫ T

0
|f(Xs, s)|ds <∞

}

= P

{∫ T

0
g(Xs, s)

2 ds <∞
}

= 1; (9.1.1)

• pour tout t ∈ [0, T ], on a

Xt = X0 +

∫ t

0
f(Xs, s) ds+

∫ t

0
g(Xs, s) dBs (9.1.2)

avec probabilité 1.

Remarque 9.1.2. On définit de manière similaire la solution forte d’une EDS multidi-
mensionnelle, c’est-à-dire qu’on peut supposer que X ∈ R n, f(x, t) prend des valeurs dans
Rn, et, si Bt est un mouvement Brownien de dimension k, g(x, t) prend des valeurs dans
les matrices n× k.

65
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Avant de montrer l’existence de solutions fortes dans un cadre général, nous donnons
quelques exemples d’équations pour lesquelles une solution peut être donnée explicitement
sous forme d’intégrales. Il n’est pas surprenant que de tels cas solubles sont extrêmement
rares.

Exemple 9.1.3. Considérons l’EDS linéaire avec “bruit additif”

dXt = a(t)Xt dt+ σ(t) dBt , (9.1.3)

où a et σ sont des fonctions déterministes. Dans le cas particulier σ ≡ 0, la solution peut
s’écrire simplement

Xt = eα(t)X0 , α(t) =

∫ t

0
a(s) ds . (9.1.4)

Ceci suggère d’appliquer la méthode de la variation de la constante, c’est-à-dire de chercher
une solution de la forme Xt = eα(t) Yt. La formule d’Itô appliquée à Yt = u(Xt, t) =
e−α(t)Xt nous donne

dYt = −a(t) e−α(t)Xt dt+ e−α(t) dXt = e−α(t) σ(t) dBt , (9.1.5)

d’où en intégrant et en tenant compte du fait que Y0 = X0,

Yt = X0 +

∫ t

0
e−α(s) σ(s) dBs . (9.1.6)

Ceci donne finalement la solution forte de l’équation (9.1.3)

Xt = X0 eα(t) +

∫ t

0
eα(t)−α(s) σ(s) dBs . (9.1.7)

On vérifie effectivement (9.1.2) en appliquant encore une fois la formule d’Itô. On notera
que si la condition initiale X0 est déterministe, alors Xt suit une loi normale, d’espérance
E(Xt) = X0 eα(t) et de variance

Var(Xt) =

∫ t

0
e2(α(t)−α(s)) σ(s)2 ds , (9.1.8)

en vertu de l’isométrie d’Itô.

Exemple 9.1.4. Soit l’EDS linéaire avec “bruit multiplicatif”

dXt = a(t)Xt dt+ σ(t)Xt dBt , (9.1.9)

avec à nouveau a et σ des fonctions déterministes. Nous pouvons alors écrire

dXt

Xt
= a(t) dt+ σ(t) dBt . (9.1.10)

En intégrant le membre de gauche, on devrait trouver log(Xt), mais ceci est-il compatible
avec le calcul d’Itô? Pour s’en assurer, posons Yt = u(Xt) = log(Xt). Alors la formule d’Itô
donne

dYt =
1

Xt
dXt −

1

2X2
t

dX2
t

= a(t) dt+ σ(t) dBt −
1

2
σ(t)2 dt . (9.1.11)
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En intégrant et en reprenant l’exponentielle, on obtient donc la solution forte

Xt = X0 exp

{∫ t

0

[
a(s) − 1

2
σ(s)2

]
ds+

∫ t

0
σ(s) dBs

}

. (9.1.12)

En particulier, si a ≡ 0 et σ ≡ γ, on retrouve la martingale Xt = X0 exp{γBt − γ2t/2},
appelée mouvement Brownien exponentiel.

9.2 Existence et unicité de solutions

Nous donnons d’abord un résultat d’existence et d’unicité d’une solution forte sous des
conditions un peu restrictives sur les coefficients f et g.

Théorème 9.2.1. Supposons que les fonctions f et g satisfont les deux conditions suiv-
antes:

1. Condition de Lipschitz globale: Il existe une constante K telle que

|f(x, t) − f(y, t)| + |g(x, t) − g(y, t)| 6 K|x− y| (9.2.1)

pour tous les x, y ∈ R et t ∈ [0, T ].
2. Condition de croissance: Il existe une constante L telle que

|f(x, t)| + |g(x, t)| 6 L(1 + |x|) (9.2.2)

pour tous les x ∈ R et t ∈ [0, T ].

Alors l’EDS (9.0.1) admet, pour toute condition initiale X0 de carré intégrable, une solu-
tion forte {Xt}t∈[0,T ], presque sûrement continue. Cette solution est unique dans le sens
que si {Xt}t∈[0,T ] et {Yt}t∈[0,T ] sont deux solutions presque sûrement continues, alors

P

{

sup
06t6T

|Xt − Yt| > 0

}

= 0. (9.2.3)

Démonstration. Commençons par démontrer l’unicité. Soient Xt et Yt deux solutions
fortes de condition initiale X0. Posons φ(t) = f(Xt, t)−f(Yt, t) et γ(t) = g(Xt, t)−g(Yt, t).
Alors en utilisant l’inégalité de Cauchy–Schwartz et l’isométrie d’Itô on trouve

E
(
|Xt − Yt|2

)
= E

[(∫ t

0
φ(s) ds+

∫ t

0
γ(s) dBs

)2]

6 2E

[(∫ t

0
φ(s) ds

)2]

+ 2E

[(∫ t

0
γ(s) dBs

)2]

6 2E

[

t

∫ t

0
φ(s)2 ds

]

+ 2E

[∫ t

0
γ(s)2 ds

]

6 2(1 + t)K2

∫ t

0
E

(
|Xs − Ys|2

)
ds .

Ainsi la fonction v(t) = E(|Xt − Yt|2) satisfait l’inégalité

v(t) 6 2(1 + T )K2

∫ t

0
v(s) ds , (9.2.4)



68 CHAPITRE 9. EQUATIONS DIFFÉRENTIELLES STOCHASTIQUES

donc par l’inégalité de Gronwall,

v(t) 6 v(0) e2(1+T )K2t = 0 , (9.2.5)

puisque v(0) = 0. Il suit que

P
{
|Xt − Yt| = 0 ∀t ∈ Q ∩ [0, T ]

}
= 1 , (9.2.6)

ce qui implique (9.2.3) en vertu de la continuité des trajectoires.

Afin de prouver l’existence, nous posons X
(0)
t = X0 et définissons une suite {X(k)

t }k∈N

récursivement par

X
(k+1)
t = X0 +

∫ t

0
f(X(k)

s , s) ds+

∫ t

0
g(X(k)

s , s) dBs . (9.2.7)

Un calcul similaire au calcul ci-dessus montre que

E
(∣
∣X

(k+1)
t −X

(k)
t

∣
∣2

)
6 2(1 + T )K2

∫ t

0
E

(
|X(k)

s −X(k−1)
s |2

)
ds (9.2.8)

pour tout k > 1 et t ∈ [0, T ], alors que

E
(∣
∣X

(1)
t −X

(0)
t

∣
∣2

)
6 A1t (9.2.9)

pour une constante A1 = A1(L, T,X0). Par récurrence, nous avons donc

E
(∣
∣X

(k+1)
t −X

(k)
t

∣
∣2

)
6
Ak+1

2 tk+1

(k + 1)!
(9.2.10)

pour tout k > 1 et t ∈ [0, T ] et une constante A2 = A2(K,L, T,X0). Il est alors facile
de vérifier que la suite des X(k) est une suite de Cauchy dans L2(P × λ), c’est-à-dire par
rapport au produit scalaire défini par la mesure P sur Ω et la mesure de Lebesgue λ sur
[0, T ]. Il existe donc un processus limite

Xt = lim
n→∞

X
(n)
t ∈ L2(P × λ) . (9.2.11)

Il reste à montrer que c’est la solution forte cherchée. Faisons tendre k vers l’infini
dans (9.2.7). Le membre de gauche tend vers Xt. La première intégrale dans le membre
de droite tend dans L2(P × λ) vers l’intégrale de f(Xs, s) ds par l’inégalité de Hölder.
La seconde tend dans L2(P × λ) vers l’intégrale de g(Xs, s) dBs par l’isométrie d’Itô.
Ceci montre que Xt satisfait (9.1.2). Les relations (9.1.1) sont satisfaites en conséquence
de la condition de croissance et du fait que Xt est de carré intégrable. Finalement, le
Théorème 8.1.5 implique la continuité presque sûre de Xt.

Les conditions (9.2.1) et (9.2.2) sont en fait trop restrictives, et peuvent être remplacées
par les conditions plus faibles suivantes :

1. Condition de Lipschitz locale: Pour tout compact K ∈ R , il existe une constante
K = K(K) telle que

|f(x, t) − f(y, t)| + |g(x, t) − g(y, t)| 6 K|x− y| (9.2.12)

pour x, y ∈ K et t ∈ [0, T ].
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2. Condition de croissance: Il existe une constante L telle que

xf(x, t) + g(x, t)2 6 L2(1 + x2) (9.2.13)

pour tous x, t.

Par exemple, le coefficient de dérive f(x, t) = −x2 satisfait les conditions (9.2.12) et
(9.2.13), alors qu’il ne satisfait pas les conditions (9.2.1) et (9.2.2). Par contre, la condi-
tion de Lipschitz locale est nécessaire pour garantir l’unicité, comme le montre le contre-
exemple classique f(x, t) = 3x2/3 (toute fonction valant 0 jusqu’à un temps arbitraire
a, puis (t − a)3 pour les temps ultérieurs est solution). De même, le contre-exemple
f(x, t) = x2, dont les solutions divergent pour un temps fini, montre la nécessité de la
condition de croissance (9.2.13).

Sans entrer dans les détails, pour montrer l’existence d’une unique solution forte sous
les conditions (9.2.12) et (9.2.13), on procède en deux étapes, tout à fait similaires à celles
du cas déterministe :

• On montre que sous la condition de Lipschitz locale, toute trajectoire solution Xt(ω)
soit existe jusqu’au temps T , soit quitte tout compact K en un temps τ(ω) < T . Par
conséquent, il existe un temps d’arrêt τ , appelé temps d’explosion, tel que soit τ(ω) =
+∞ et alors Xt(ω) existe jusqu’au temps T , soit τ(ω) 6 T , et alors Xt(ω) → ±∞
lorsque t→ τ(ω).

• On montre que sous la condition de croissance, les trajectoires Xt(ω) ne peuvent pas
exploser (car le terme de dérive ne crôıt pas assez vite, ou ramène les trajectoires vers
l’origine si xf(x, t) est négatif).

9.3 Exercices

Exercice 9.1. On considère l’équation

dXt = a(t)Xt dt+ b(t) dt+ c(t) dBt ,

où a(t), b(t) et c(t) sont des processus adaptés.

Résoudre cette équation par la méthode de la variation de la constante, c’est-à-dire

1. Soit α(t) =
∫ t
0 a(s) ds. Vérifier que X0 eα(t) est la solution de l’équation homogène,

c-à-d avec b = c = 0.
2. Poser Yt = e−α(t)Xt et calculer dYt à l’aide de la formule d’Itô.
3. En déduire Yt puis Xt sous forme intégrale.
4. Résoudre l’EDS

dXt = − 1

1 + t
Xt dt+

1

1 + t
dBt , X0 = 0 .

Exercice 9.2. Résoudre l’EDS

dXt = −1

2
Xt dt+

√

1 −X2
t dBt , X0 = 0

à l’aide du changement de variable Y = Arcsin(X).
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Exercice 9.3.

1. En utilisant l’exercice 9.1, résoudre l’EDS:

dXt =
b−Xt

1 − t
dt+ dBt , 0 6 t < 1 , X0 = a .

2. Déterminer la variance de Xt. Calculer limt→1− Xt dans L2.

3. Soit Mt =
∫ t
0 (1 − s)−1 dBs. Montrer que

P

{

sup
1−2−n6t61−2−n−1

(1 − t)|Mt| > ε

}

6
2

ε22n
.

A l’aide du lemme de Borel–Cantelli, en déduire limt→1− Xt au sens presque sûr.
4. Le processus Xt est appelé un pont Brownien — expliquer pourquoi.



Bibliographie et sources

d’inspiration
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