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Chapitre 1: Théorie de l'arbitrage : Le cas d’'une @riode et d'un
nombre fini d’états de la nature'
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En 1974, sortait un film de Michel Audiard intitléComment réussir... quand on est con,
moche et pleurnichard ». Mon programme n’est pa&siaambitieux mais je peux montrer
guavec l'aide de la Finance Mathématique il estsgidle de s’enrichir (au moins

intellectuellement) méme si on a pas d’argent ehsie souhaite pas prendre de risque.

I. Le modéele : Notation et concepts primitifs

[0 2 dates, t=0 et t=1. L'échange est possible a cleade ces dates.
[0 Un ensemble fini d'états de la nature :

Q={w,0w,,...w}
0 Une mesure de probabiftéP:Q - [0,1. P est telle quelwIQ, Pw)>0 et

> P(w) =1. Ceci signifie que chaque état de la nature essipke et que les anticipations
wQ
des agents sont homogéhes

0 Un compte bancair® ={Bt :t=O,]} ou le processus B est tel queeBt le prix exprimeé
en termes de l'unité de compte (par exemple 'Eleds;ranc ou le Dollar etc.) en t d'une
unité de compte bancaire. On suppose &ye-1et B est une variable aléatoire c-a-d
B,:Q - R telle queJwlQ, B,(w)>0. B; est la valeur en t=1 d'un compte bancaire ou

I'on a déposé 1 Euro en t=0.
On considére que le compte bancaire est sans fisaus la mesure ot 1 Euro investi en t
= 0 vaudra toujours quelque chose ent = 1.

! Je remercie Bertrand CRETTEZ, Naila HAYEK et Clopihe STRICKER pour I'aide qu'ils m'ont apportée
dans la rédaction de ce cours.
2|l ne s'agit pas a proprement parler d'une meslgerobabilité. Cependant, on peut construire irpdu

vecteur (P@), ..., P@x)) la mesure de probabilité: 2 - [0, 1] définie par(A) = z P(co) ou A est une
WA

partie (c-a-d un événement) quelconque ‘UeEn particulierd{ w}) = P().

% Pour la plupart des résultats du cours (sauf fEsurésultats concernant le C.A.P.M.) cette hysstest plus
forte qu'il n'est nécessaire. Il suffit que I'hon@weité des anticipations porte non sur les proibébides
différents états de la nature mais sur leur pdgsgibien d’'autres termes les agents sont d’acsorda possibilité
d’occurrence éventuelle d'un état de la natureaprelue mais pas nécessairement sur sa probabilité.

“ || serait plus judicieux de parler d’actif numéeaplutét que d’actif sans risque dans la mesurelans les
exemples numériques que nous envisagerons le gsiacdtifs risqués sont eux aussi toujours stricteipesitifs



[0 Le processus des prix des actifs financiers risquSs{S = 0,} ou

S =(S(t),S (t),...§ (). S, () est le prix a linstant t exprimé en termes daité de
compte de l'actif risqué n.

Le prix a l'instant t=0S, (0) de ces actifs est strictement positif et connuinlesstisseurs,
alors que le prix en t=1 est une variable aléatpasitive ou nullg dont la réalisation est
connue des investisseurs en t=3 (1) :Q - R.

O Un ensemble de choix des portefeuill#s = RN, 7 représente I'ensemble des choix

institutionnellement possibles. Ceci revient a djtél est possible de vendre a découvert
ou d'emprunter autant qu'on voudra et qu'aucuniiatesn quant a la solvabilité des
agents n'est imposée.

0 Un portefeuilleH = (H,, H,,...,Hy) est un vecteur d&r = R"** donnant la quantité de

chaque actif détenu det=0at =1 par un inssstir.

H, est le nombre d'unités d'actif n détenu entreet=t8:1. Si H < 0 alors Il'actif n est vendu

a découvert (si n est un actif risqué) ou bieraiyis d'un emprunt (si n désigne le compte-
bancaire). Si K> 0 alors il s'agit d'un ach#t, est aussi le nombre d’Euros investis dans

le compte bancaire puisque le prix unitaire de okagnité de compte bancaire est égal a
un Euroent=0.

0 Un droit conditionnel est une variable aléatoire X — R ou X(w) > 0 est une recette et
X(w) < 0 une dépense.

[I. Comment peut-on, lorsque I'on est peureux et fauch&’en mettre plein les poches ?

L'objet de la présente section est d’identifier tesules situations dans lesquelles il est
possible de s’en mettre plein les poches, sansaismue et sans aucune mise de fonds.

1) Valorisation, Gain d’un portefeuille et Actualisation
On peut vérifier que tous les concepts définisegsbus peuvent étre énoncés en terme des
concepts primitifs décrits dans la section préctale@’est en quoi ce sont des concepts

dérivés : ils sont dérivés des concepts primitifs.

Définition
Le processus de valorisatidn:{vt:t :O,]} décrit la valeur totale (exprimée en termes de

N
I'unité de compte) du portefeuille a chaque date=H B, +ZH S,((t) t=0,1

n=1

Notons que Ydépend du choix de portefeuille H et gdeest une variable aléatoire.

a toutes les dates et dans tous les états deue s telle sorte que, si on suit la définitionRl¢SKA, tous les
actifs financiers, y compris les actifs risquésitsans risque...

® Ceci revient & supposer la responsabilité limidés investisseurs. Cette hypothése traditionnell€irance
n'est absolument pas indispensable pour la sugeragisonnements. En I'absence d’opportunité d'eahé on
peut montrer qu’elle implique,®) > 0.



Définition
Le processus de gain G est une variable aléatairedécrit le profit total ou la perte
(exprimée en termes de 'unité de compte) génémééepportefeuille entre les dates O et 1 :

N
G=H,(B,~B,)+> HAS,
n=1

ou AS, =S, (1) S (0 estle gain d'un investissement d'une unité daasfin.

Proposition 1 :
V, =V, +G

Démonstration:

Par définition,V, +G E(HOBO+§:H”S”(O)J+( Ho( B~ By) +i H.(S,@- S, (0))}

n=1 1

N
= HOBl+Z HnSn (1)5 V1
n=1

La proposition 1 nous dit que toute variation devddeur du portefeuille, V- V,, doit étre
due a une perte ou un gain généreé par le portefeatinon a I'addition de fonds d'une source
extérieure (revenu du travail par exemple) ou umérdition due a la consommation. Il n'y a
donc pas d'épargne ni de désépargne.

La notion de bien numéraire.

Supposons qu’on ait un panier de fruits composésRemmes, 3 Oranges et 4 Poires.
Supposons qu'une Pomme vaille 3 euros, une Oraegeds et une Poire 1,5 euro.

La valeur du panier de fruits en euros est :

2x3+3x6+4x1,5=30 euros

Si on prend la Poire comme numéraire on peut aidalvaleur du panier de fruits en poires
c-a-d compter le nombre de poires équivalent auixsfdans le panier. Une Pommes valant 3
euros et une Poire 1,5 euro on en déduit qu’unenp@iguivaut & 2 poires et comme il y a 2
Pommes dans le panier de fruit on peut considérerctest équivalent a 2 x 2 = 4 Poires. De
méme le prix d'une Orange est 6 euros et celuie@®aire 1.5 euro. On peut donc considérer
gu'une Orange équivaut a 4 poires et comme il yosaBges dans le panier de fruits on peut
considérer que cela équivaut a 3 x 4 = 12. Il yoacden tout dans le panier de fruits un
nombre de poires équivalent a :

2x2+3x4+4x1=20poires

Si maintenant le prix d’'une Pomme passe a 6 ewelsj d’'une Orange a 4 euros et celui
d’'une poire a 2 euros alors le prix du panier dédrpasse de 30 euros a :
2Xx6+3x4+4x2=32euros

Le prix du panier de fruits en terme des poires@ake 20 poires a :
2x3+3x2+4x1=16 poires

L’augmentation de la valeur en euros s’expliquelpaariation des prix nominaux de chaque
fruit :

2x(6-3)+3x(4-6)+4x(2-1.5)=2=32-30

La diminution de la valeur en poires du panier at$ s’explique par la variation des prix
relatifs de chaque fruit :

2Xx(3-2)+3x(2-4)+4x(1-1)=-4=16-20



Appliquons maintenant ces notions aux actifs fimeiscet prenons comme numéraire le
compte bancaire. C’est évidemment possible damselsure ou nous avons supposé que le
prix d’'une unité de compte bancaire était toujostrictement positif. Il est donc toujours
possible de calculer le prix relatif d’'un actif dimcier quelconque en terme du compte
bancaire.

Définition :

Le processus de prix (des actifs risques) actuﬁligé:{S t= O,} est tel que
S =(S’i t),...§ (t) etS ()=S (tyB oun=1,.., Nett=0, 1S, (t) est parfaitement
défini car B> 0 pour toutt =0, 1.

Chaque unité d'actif risqué équivautS (t) unités de compte-bancaire c8r(t) est le
nombre d’'unités de compte-bancaire que I'on pebtéger contre une unité d’'actif risqué.
En effet, la vente a I'instant t d’'une unité d’actsqué rapporte &) unités de compte (par
exemple I'Euro) ce qui permet d’acheter B, {t)/ B, unités de compte-bancaire.

Définition :

N
Le processus de valorisation actualis)é*ez{vf 't :O,l} est tel queV, =H,+> H.S, (1)
n=1

out=0,1.

Ici V; est la valeur du portefeuille exprimée en termaaméraire. Ceci revient a compter le
nombre d’unités de compte-bancaire équivalenteendés en portefeuille. Tout d’abord il y
a H, unités de compte bancaire. Ensuite, chaque utgitdiftrisqué n équivaut &, (t) unités

de compte-bancaire : par conséquentuhités d'actif risqué n sont équivalentes & §l (t)
unités de compte-bancaire.

Définition :

N
Le processus de gains actuali€¥sest donné pa6’ => H,AS, ol AS =S (1) § (0.
n=1

G* nous donne le nombre d'unités de compte-banaapporté par le portefeuille. Tout
d’abord le compte bancaire ne rapporte aucune ul@t&€ompte-bancaire : il y a dans le
portefeuille autant d’unités de compte-bancaire erD qu'en t = 1 soit K Ensuite, chaque

unité d’actif risqué n rapportdS, unités de compte-bancaire. En effet, une unit&tifi’a
risqué n équivaut &, (1) unités de compte bancaire en t = 1 alors qu’edguivalait qu'a
S, (0) unités de compte bancaire en t = 0 : on peut donsidérer que chaque unité d'actif
risqué n rapport&, (1)- S, (0 A § unités de compte bancaire.

Proposition 2 :
V[ =V,/B, t=0,1

Démonstration:




N
Par définition,V, =H +ZH (b

=H (E/)+ZH (S, (t)/B)

HB, + 3 H,S, ()
n=1
B

Vi
Bt

t

Proposition 3 :
V, =V, +G

Démonstration

N
Par définition,V, +G™ = [HO +> H.S, (0)) +

N\

> H,(5,0r 5 0)

(g5 )

Exemple 1 :

SupposonK =2, N=1, B = 10 ¢ dans tous les états de la nature.

t=1
t=0 W w,
S $=5 S@)=20: |Sw,)=409
Bt B, =1 B,(w,) =10/9 B,(w,) =10/9
S $=5 S )=6 S @,)=4

Soit un portefeuilleH = (HO, Hl). On détermine les grandeurs suivantes :
V,=H,+5H,
V' =H,+5H,

10

V=g HoHS,

1
G55H0+H1(Sl—5)
Vi =H,+HS,

6 =Hy(s-3



t=1
=0 (O w,
Vi |V, =H,+5H, 10 20 10 40
t Vl(wl)ZEHO-'-?Hl Vl((*)z):EHo"'EHl
Vy | Vo=Ho*5H, |V (w,)=H,+6H, V; (0,) =H,+4H,
G 1 5 1 5
G(wl)ngo"'éHl G((,Oz):§ 0_5H1
G G (w)=H, G (w,)=-H,

On peut aisément vérifier les propositions 1 & 3 :

Vv, -V, E(%)H o+H §J—(HO+5H1)

1
= H+H($ $=G
Vo _Ho*SHy e Ly
BO
v, g HotHS, *
ElE LO :H0+Hlslz\/;.
9

V, -V. =(H,+HS,)-(H,+5H)

:H($— &E G

. Glw
Notons également qué” (w) # ﬁ . Par exemple, pour H = (1, 0) on a G* = 0 alors Gu
1

= 1/9.

2) Arbitrage, Dominance et loi du prix unique

Nous allons définir plusieurs concepts qui pernmetidentifier des situations ou
l'investisseur peut gagner de I'argent sans risefugans mise de fonds. Nous établirons des
relations entre ces notions. Nous allons montrepamiculier que I'absence d’opportunité
d’arbitrage entraine qu'’il n’y a pas de portefeudlominant et qu’en I'absence de portefeuille

dominant la loi du prix unique est vérifiée.



Définition:
On dit que la loi du prix unique est vérifiée ssetilement si il n'existe pas deux portefeuilles

A

H etH tels que:
Dw0Q, V,(w) =V, (w)
V, 2V,

Ceci signifie que deux portefeuilles identiqueggta-dire rapportant la méme chose dans
tous les états de la nature) doivent codter la mé@msee. Notons que s'il existe un seul actif
financier, la loi du prix unique n’est pas nécessaent vérifiee. Par exemple, si I'actif ne
rapporte rien mais colte quelque chose. Bien qlyilait qu’un seul actif on peut composer
(au moins) deux portefeuilles différents. Un patelie composé d’'une unité de l'actif et un
portefeuille composé d’aucune unité de I'actif. ldesix portefeuilles ne valent rienent=1

mais ne codte pas la méme chose ent=0.

Proposition 4:

La loi du prix unique est vérifiée si et seulemsirit n’existe pas de portefeuille &8R! tel

que \L# Oet\V,=0.

Démonstration :

= Raisonnons par I'absurde et supposons qu'il exdsteR""* que \,# 0 et \, = 0. On veut

montrer une contradiction. Il existe H, #'0 tels queV,=0=V, etV,ZV,=0: la

contradiction recherchée.

< Démontrons la contraposée et supposons qu'ilexistH’ tels queV, =V, et V,# V.

On veut montrer qu'il existéd tel que\A/0 z0 et Vl =0.

PosonsH =H -H' alors \70 =V,-V, 20 et \71: V,—-V=0 ce que I'on voulait démontrer.

Proposition 5:

La loi du prix unique est vérifiée si et seulemsirit n’existe pas de portefeuille 8 RN tel

queV’ #0 etV (w)=00w0Q.



Démonstration :

A faire a la maison.

Exemple 2:

Dans cet exemple, la loi du prix unique est vegifié

t=1
t=0 W w,
Bt 1 2 2
Si(t) |10 12 8
V, Ho+ 10 H 2H,+12H 2H,+8 H
2H, +12H,= 0
2H,+8H,=0
Une solution unique H = (0, 0). On g3 ¥ 0.
Dans cet exemple, la loi du prix unique n’est pésfiée :
t=1
t=0 W W, W,
B: 1 1 1 2
Si(t) |10 8 12 20
S(t) |5 12 8 20
Vi |He+10H+5H [Ho+8H+12H [Ho+12H+8H, [2H,+20H +20H

H,+8H,+12H,= 0
H,+12H,+8H,= 0

2H, + 20H, + 20H,= C

{4H1 ~4H,=0

2H, + 20H, + 20H,= C

H = (-20A, A, A) est solution et Y= -20A + 10A + 5A =-5A # 0.




Définition :

On dit que le portefeuilléd domineH si et seulement 87, =V, et V, (w) >V, (0) w0 Q.

Proposition 6:

Les assertions suivantes sont équivalentes:

0] Il existe un portefeuille dominant.

(i) Il existe un portefeuille H tel qu¥, =0 et V, (w) >0 DwlQ.
(i) Il existe un portefeuille H tel qu¥, <0 et V,(w)=0 DwlQ.

(iv) Il existe un portefeuille H tel quEwOQ,G(w) > 0.

Démonstration

(i) = (ii) Supposons qué:l domine H. On veut montrer qu'il existe H tel qué =0 et

V,(w) >0 DwdQ.

Il suffit de poserH =H - H = (I:|0 ~HyH,—H,,....H- HN). Par définition:

Puisque par hypothéseH domine H, on a donc V,=V,-V,=0 et
V, (w) =V, (0) -V, (w) >0 DwQ ce que l'on voulait démontrer.

(if) = (iii) Supposons qu'il existe un portefeuille H taie V, =0 et V, (w) >0 DwdQ. On
veut montrer qu'il existe un portefeuilld tel queV, <0 et V,(w)=0 DwdQ.

vi()

Soit J= E}n— > 0. On sait que J existe c& est un ensemble fini et que(®) > 0.

B, (w)
PosonsH, =H,-J
H, =H_ pourn=1,.., N

Le codt initial du portefeuillH est donc tel que:

10



On a trouvé un portefeuilldd tel que V,<0 et V,(w)=0 OwlQ ce que I'on voulait
démontrer.

(i) = (iv) Supposons qu'il existe un portefeuille H ¢eie \, <0 etVl(oo) >0 Q. On
veut montrer qu’il existe un portefeuille H’ tel gw Q,G’(co) >0

Posons H=H

G'=H,(B,~B,)+> HAS

n

Ha(s:(9-5(9)
=(H031+ZN: HHSH(J)J—( HOBO+ZN: H,S/( Qj

n=1 n=1

0= 2=

:Ho(Bl_Bo)+

po}
1l

=V,-V,>0
(iv) = (i) Supposons qu'il existe H tel qiiod Q, G(w) > 0. On veut montrer qu'il existe un
portefeuille dominant.

Soit H' tel que:

Y
Hy=Ho=2°
0

11



H,=H,

Le colt du portefeuille H' est donné par

N
Vo =HB,+> H'S,(0)
n=1

=(H0—§j Bo*ﬂZN:; H.S,(0

0

N
(3] nasSns(o)
Bo n=1

= —\/O + V0 =0
Le gain du portefeuille H' exprimé en terme du niaimé est le méme que celui du
portefeuille H puisque les portefeuilles H et Ht ¢ten méme composition d'actifs risqués :

G" (w)=G (w). Par conséquent le paiement du portefeuille H'riexp en terme du

numeraire est donné par:

V) (w)=Vy +G" (w)

=5+ ¢(e)
Vi(@) o
5, () =0+G (w)
D’ou

V;(w) =B, (w)xG" (w) >0,000Q
On a donc trouvé un portefeuille H' tel que
V, =0 et DwlQ,V;(w)>0

On en déduit que H' domine le portefeuille (0, O, ..., 0) ce que I'on voulait démontrer.

Proposition 7: Les assertions suivantes sont eéquivalentes:

0] Il existe un portefeuille dominant.

(i) Il existe un portefeuille H tel que’ =0 et V. (w) >0 DwOQ.
(i) Il existe un portefeuille H tel que’ <0 etV ()20 DwOQ.

(iv) Il existe un portefeuille H tel quEwOQ,G’ (w) > 0.

Démonstration

12



(i) = (ii) Supposons qué:I domine H. On veut montrer qu'il existe H tel que(j =0 et
V) (w)>0 DwdQ.

D’aprés la proposition 5 on sait qu'il existe H gele V, =0 et V, (w) >0 DwOQ. D'autre
part d’aprés la proposition 2 on sait que=V,/B, t=0,1 et puisque B> 0, H est tel que
V' =0 etV (w)>00w0Q ce que l'on voulait démontrer.

(i) = (iii) Supposons qu’il existe un portefeuille H tpie V: =0 et V: (w) >0 OwldQ. On
veut montrer qu'il existe un portefeuilld tel queV, <0 etV; ()20 DwlQ.

D’aprés la proposition 2 on sait qu& =V, /B, t=0,1 et puisque B> 0, H est donc tel que
V, =0 et V,(w)>0 OwlQ. D'aprés la proposition 5 on en déduit qu'il exist tel que
V, <0 etV,(w)=0 OwdQ. La proposition 2 nous permet de conclure, sachaetB > 0,
que H esttel quev, <0 etV, (w)=0 OwQ ce que I'on voulait démontrer.

(iii) = (iv) Supposons qu'il existe un portefeuille H tgle V, <0 et V, (w)zO OwdQ.
On veut montrer qu’il existe un portefeuille H’ e DwQ,G" (oo) >0

PosonsH, =H

(iv) = (i) Supposons qu'il existe H tel qu&n1Q,G (oo) > 0. On veut montrer qu'il existe

un portefeuille dominant.

Soit H' tel que:
Ho =Ho =V,
H =H,

Le colt du portefeuille H' est donné par

13



Vs =H,+ > H'S, (0)
=(H0-\4)+2Hnsn(q
=-\] +(HO+ZN: HnSn(QJ

n=1

:—\/(;+\/; =0

Le gain du portefeuille H' exprimé en terme du ntamé est le méme que celui du

portefeuille H puisque les portefeuilles H et Ht ¢ méme composition d'actifs risqués :
G" (w)=G (w). Par conséquent le paiement du portefeuille H'riexp en terme du
numéraire est donné par:
v/ (@) =V; 46 (o)

= G(w)> 0JwlQ
On a donc trouvé un portefeuille H' tel que
Vy =0 et Dw0Q,V; (w)>0
Sachant que B> 0 olit = 0, 1 et que suivant la propositioN; 2=V, /B, t=0,1 H estdonc
tel que :
V; =0 et DwdQ,V; (w) >0

Par conséquent H’' domine le portefeudle (O, O, ..., 0) ce que I'on voulait démontrer.

Proposition 8:

S'il n'existe pas de portefeuille dominant, alar®l du prix unique est vérifiée.

Démonstration

Raisonnons par l'absurde et supposons qu'il ekiset A tels qgue :
V, (0) =V, (0) Dw0Q
V, >V,

On veut montrer une contradiction.

PuisqueB, >0 on a:

V; (0)=V; (0) DwlQ

V, >V,

14



Par conséquer® (w) = V; (w) -V, <G (w)=V, (w)-V,

Soit le portefeuille H tel que :

V; (0) =V, +G (w) >0

Par conséquent il existe un portefeuille tel que :
V,=0
V,(w)>0  OwOQ

ce qui signifie gu'il existe un portefeuille domima la contradiction recherchée.

Exemple 2:

=0 N=2 k=2 §(9=2 §(Yw)= 2 § )fw)=

$(0=3 S(Hw)= 2  fow,)= 1

La loi du prix unique n’est pas verifiee : H = (@, -1) est tel que y/= -1 et M(w) =0 =
Va(w).

Il existe un portefeuille dominant : H = (1, 1, €9t tel que Y= 0 et () = Va(wy) =1 >0.

Notons que la réciproque est fausse.

Exemple 3:
r=1 N=1 K=2 §=10 $(w,)= 12 Jw,)=

V, =H,+10H,

V,(w,)=2H,+12H,
V,(w,)=2H,+8H,

Soit X =(X,, X ,)OR?. On veut trouver un portefeuilld = (H,, H,) tel que
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(l){Vl(wl)=><l

V, (w,)=X,
Il existe une solution unique (pot = (Xl,X 2) donné) a ce systeme d'équations :

J3%,m2%, XX,
=52 7% =X

H
° 2 4
Par conséquent le prix d'un portefeuille quelcon@portantX = (xl,x 2) est indépendant

de H=(H,,H,):

V, :H0+10H1:(3x2;2X1j+10[X1;X2j=§2X1-X2

La loi du prix unique est vérifiée puisque deux tpfauilles rapportant la méme chose

(Xl,Xz) doivent colter la méme chose (en fait ici, deurtgieuilles différents auront des

paiements différents car le systeme (I) admet ohgisn unique).

En revanche, il existél =(H,, H,) tel queV, =0 et V, >>0. Par exempled =(10,~ 1) est
tel queV, =0 etV, :(8,12). Par conséquent, la loi du prix unique ne sufii$ @ empécher

I'existence de portefeuilles dominants.

Définition:

Une opportunit&d'arbitrage est un portefeuille H tel que :
(1) V,<0, V,20 et E,V,>0 (opportunité d'arbitrage du premier type)
ou

(i) V, <0, V, =0 (opportunité d'arbitrage du deuxieme type)

On parle d'opportunité d'arbitrage du premier tgsqu'il existe un portefeuille qui rapporte
quelque chose dans au moins un état de la natuge p(dbabilité non nulle car
Pw)>0 DwdQ) en t=1 sans jamais rien codter ni en t=0 ni dn Gn parle d'opportunité
d'arbitrage du deuxieme type lorsqu'il existe urigfeuille qui rapporte quelque chose en t=0
sans jamais rien codter en t=1. Notons que les dgoes d'opportunités d'arbitrage ne

s'excluent pas mutuellement. Ainsi un portefeudli¢éel queV, <0, V,;20 et E V,> C peut

® C'est la traduction littérale de I'anglais "arbife opportunity” trés largement adoptée. Notongefois avec
Jean-Francois Revel que: "Dire "opportunité" au li'occasion”, c'est détruire le vrai sens d'oppité, qui
veut dire: qualité de ce qui survient ou est &itbon momentCette qualité peut se manifester indépendamment
du fait de se saisir ou de rater une occasion."L€X plats de saisQmp. 44.
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étre considéré a la fois comme une opportunitdittage du premier type et du second type.

Par contre, un portefeuille H tel qu¥,=0, V,20 etE,V,> 0 est une opportunité
d'arbitrage du premier type seulement. De mémeoutefeuille H tel quev, <0, V, =0 est

une opportunité d'arbitrage du deuxieme type seaiém

Proposition 9:

Les assertions suivantes sont équivalentes:
0] Il existe des opportunités d'arbitrage.

(i) Il existe un portefeuille H tel qu¥, =0, V, 20 et E,V,>0.

(i) 1l existe un portefeuille H tel qu& =0 et E,G> 0.

Démonstration :
(i) = (ii) Supposons qu'il existe un portefeuiltk tel que I'on ait une opportunité d'arbitrage

du premier type ou du deuxiéme type. On veut mouauél existe H tel que/, =0, V, >0 et
E.V,>0.

Il suffit de poserH = H +(—\70,0,...,()). En effet,

A

Vo+(-Vo)B =0 carB,=1

Vo

V, \71+(—\70)Blzo carV, =0, V,<0 etB, >0

E.V, = EPVI+(—\70) EB >0 carE,V,>0 et (—VO)X(EPBl) >0 lorsqueH est une
opportunité d'arbitrage du premier type&ﬁ/@ 0 et (—VO)X(EPBl) >0 IorsqueI:I est une

opportunité d'arbitrage du deuxiéme type.

On a donc réussi a construire un portefeuille HjtedV, =0, V, 20 et E,V, >0, ce que l'on

voulait démontrer.

(i) = (iii) Supposons qu'il existe un portefeuille H gghe V, =0, V, 20 et E,V,>0. On
veut montrer qu'’il existe un portefeuille H' telg@' > 0 et E,G > 0.

Posons H=H
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E.G =E,\V,>0

(i) = (i) Supposons qu'il existe un portefeuille H talegG=0 et E,G> 0. On veut
montrer qu’il existe des opportunités d’arbitrage.
En effet, soitH tel que

A

H,=H,oun=1,.. N

V,=V,+G =G =0 carH etH ontla méme composition d'actifs risqués.
E,V,=E,G>0
On a donc réussi & construire un portefeulietel que\A/0 =0, \7120 et EPVl>O, ce que

I'on voulait démontrer.

Proposition 10:

Les assertions suivantes sont équivalentes:

0] Il existe des opportunités d'arbitrage.

(i) Il existe un portefeuille H tel qu&’ =0, V] 20 etE,V. >0.

(i) Il existe un portefeuille H tel qu& >0 et E,G > 0.

Démonstration :
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(i) = (ii) Supposons qu'il existe un portefeuilﬁa tel que I'on ait une opportunité d'arbitrage
du premier type ou du deuxiéme type. On veut mouuél existe H tel qué\/; =0, V: >0

et E,V >0.

En effet, on sait qu&, >0 Ot=0,1et queV, :%.

t

Proposition 11:

S'il existe un portefeuille dominant alors il egisine opportunité d'arbitrage.

Cette proposition revient a dire (c’est la contsgm de la proposition 11) qu'en l'absence
d'opportunité d'arbitrage il ne peut exister degfeuille dominant (et par conséquent, d'apres
la proposition 7, la loi du prix unique est vér#)é

Démonstration

D'aprés (1-4), s'il existe un portefeuille dominalatrs il existe H tel que
V,=0 etV,(w)>0 OwdQ

H est donc une opportunité d'arbitrage, ce quevitutait démontrer.

Notons que la réciproque est fausse.
Exemple 4 :
En effet, soienK =2, N=1, r=0, $=10, Jw,)= 12, $w,)= 1
H =(-10,1) est une opportunité d'arbitrage:
V, =-10+1x10= C
2siwy
Osiw,

En revanche il n'y a pas de portefeuille domin&igapres la proposition 6 il existe un

V, =-10x1+15(w) =

portefeuille dominant ssi il existe un portefeuile= (Ho, Hi) tel que = Hy + 10 H = 0 et

Vi) = Hp + 12 H > 0, Vi(wy) = Hg + 10 H > 0. Or il est impossible de satisfaire
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simultanément les 3 conditions. De la premiereinHy, = -10 H ce qui donne Yw,) = 2
Hiy>0siH >0etV(w)= 0.

puisquel =(0,1) est une mesure linéaire d'évaluation:

S = 0<§(w)+ X §(w,)

E:Ox1—2+1xio
1 1

En effet, d'apres la proposition 1.7, lorsqu'ilstiune mesure linéaire d'évaluation il n‘existe

pas de portefeuille dominant.

Loi

du

prix
Pas
de

| portefeuille

unique oy

dominant d'opportunité
d'arbitrage

1.3 Caractérisation de la loi du prix unique, de Bbsence de portefeuille dominant et

d’absence d’opportunité d’arbitrage

Proposition 12:

La loi du prix unique est vérifiée si et seulemetil existe B € R /{0} tel que

K

S.(0=>.B.S(3(w,) pourtoutn=1, ..., N

k=1

K

et B =1

k=1

Démonstration :
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= Nous allons utiliser le théoréme suivant :

Théoreme de l'alternative :

Soit A une matrice m x n de rang quelconque, aaateur ligne ett un scalaire différent de
zéro. Un et un seul des deux systemes suivantstashaesolution.
l:uA=a

I: Ax=0, ax=a.

Supposons la loi du prix unique vérifiée. Alorspies la proposition 4 le systéeme d’équations
AH=Db

OCD
P
s
N
N
o

B.(0) S(Y(w) - R(He) 0
n'admet pas de solution. Par conséquent d’apres gidte yc R** tel que :
y.A=0ety.b>0

K
YoBo+ D ViBi(w,) =0
k=1

K

YoS:(0)+Y. %S(3(w)= 0 otin=1,..,

k=1

Yo€>0

-YB; (wk)

Puisque ¢ 0 on a egalement ¥ 0. Définissong, = 3
YoBo

De la premiere équation on déduit

in =1

k=1

De la seconde

21



K

S.(0=>.B.S(3(w,) pourtoutn=1,...,N

k=1

Proposition 13

K

La loi du prix unique est vérifiée si et seulemainit existep € R /{0}, sz =1 tel que
k=1

pour tout portefeuille H on a :

N

VS = ZBKVI (wk)

k=1

Oou encore

K

> BG (w)=0

k=1

Démonstration :

I
<T
M
=

+
M z
T
M =~
>
uy
=
£

k=1 k=1
- —
=v; =1
= Y- Y

Exemple:
Dans cet exemple, la loi du prix unique est végifié



t=0 Wy
Bt 1 2 2
S(t) |10 12 8
s(t) |10 6 4
Vv, H,+10H, |H,+6H, H,+4H,
G* —-4H, —-6H,

10=B,x6+p,x 4
{1:B1+[32

B, =3
[32:_2

Ho +10H, =B, (Hy+ 6H,) +B,( Ho*+ 4H)
HO+1OH1= Ho([31+l32)+ Hl(q31+ 432)

63, + 43, =10
Bi+PB, =1

0=B, (_4H1) +[32(_6H1)
0=-2H,(2B,+ B,)

2B +3P,=0
o

Dans cet exemple, la loi du prix unique n’est pésfiée :
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t=1
t=0 0, 0, A

Bt 1 1 1 2

S(t) |10 8 12 20

S(t) |5 12 8 20

S*(t) |10 8 12 10

S#(t) |5 12 8 10

V. | H,+10H,+5H, | H,+8H,+12H, | H,+12H,+8H, |H,+10H,+10H,
G* —2H, + 7H, 2H, +3H, 5H,

10=PB,x8+B,x12+B,x 1(
5=[,x12+B,x8+B;x 10
1=, +B,+B,

En faisant la somme des deux premiéres équationbtient une incompatibilité :

15= 20(B, +B, +B,)
1:B1+[32 +[33

Il n'existe pas etc...

H, +10H, + 5H, =B,( Hy+ 8H,+ 12H,) +B ,( H,+ 12H+ 8H)+B { Hg 10H+ 10H
Ho +10H, + 5H, = Hy(B,+B,+B )+ H(B + 1B+ 16 )+ H{ 18 + B + 1D)

1=B,+B,+B,
10=83,+13B,+ 1@,
S5S=12, + P, + 1@,

En faisant la somme des deux dernieres équationbtent une incompatibilité :

1:[31+Bz +Ba
15=20(B, +PB, +B,)

0=B,(-2H,+ 7H,) +B,( 2H,+ 3H,) +B ,( 5H,)

0= H1(_2Bl+ Z3z)+ H2(7B1+ B+ 583)

24



_2[31"'2[32:0
By+P,+PB,=0

5(B,+B,+B;)=0

Définition:
Le vecteurl1 est une mesure linéaire d'évaluation si et seulemsiec'est une mesure de

probabilité suQ telle que :
S(0=>MN(w) §(1w) ™ 1.1
wlQ

ol Dw0Q,M(w) 20 et > M(w)
wQ

]
[EEN

Proposition 14

M =(mn(w),...7(w,))= 0 et M#0 est mesure linéaire d'évaluation si et seulemiepousr
tout portefeuille Hon a :
Vo =2, M () V; (w)
wIQ

Oou encore

u%“ll'l(w) G (w)=0

Démonstration

= Supposons quid est une mesure linéaire d'évaluation. On a donoc foait portefeuille H:
Vo = 2. M(w)V; (w)
wQ

N

o+ 3HS (9= 3 (oo)( Hot ST HS 1;»))

n=1

PrenonsH =(H,,0,...,0 ot H, = 0, on obtient :
Hy =Ho ) M (w)
wlQ

> M (w)=1carH=0.
ol1Q
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I est donc une mesure de probabilité.

Soit le portefeuille 4 = (0, ..., 0, H, 0, ..., 0) tel queH, =0 On#i0{1,..,N etH = 0.
H.S (0= H XN () $(10)
oQ
S(0)=>.N(w)$(1w) pouri=1,..,NcarH=0
wQ
O Réciproquement, supposons qu'il existe une mekpeobabilitd telle que :
S, (0)=>.N(w) S (1) = 1.0
wlQ
Par conséquent, on a:

A EH0+iHnS*n(O)
n=1

N

-H () 3k, {Z0(0)S (1)

n=1

:%n(w){Ho+ang(1m)}
SUIEME

Proposition 15:

Il existe une mesure linéaire d'évaluation si etlegaent si il n'existe pas de portefeuille

dominant.

= Raisonnons par l'absurde et supposons qu'il eMistemesure linéaire d'évaluation mais

gu'il existe un portefeuille dominant. On veut mrentune contradiction.

D'aprés 1.4. il existe un portefeuille H tel que =0 et V, (w) >0 OwlQ. Puisqudl est

une mesure linéaire d'évaluation on doit awgjr= > M (w)V; (w). D'ol:
wIQ
0=V, => N(w)V; (w)>0
oJQ

On obtient donc 0 > 0, la contradiction recherchée.

[0 Supposons qu'il n‘existe pas de portefeuille dantinOn veut montrer qu'il existe une
mesure linéaire d'évaluation. Soient les ensensipsnts:
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W ={XOR“:HOR"™,G" =X} ot G’ EiHnASn
n=1

R, ={X =(X,... X )OR*: X, >0 pour tout k= 1,..., K

Premiére étape®n montre qu'il existp O R¥/{0} tel que:

VXeEW,VYeRY BX< BY

Pour ce faire nous allons utiliser le théoréme amtiv

Théoréme de séparation de Minkowski:

Soient deux ensembles @ convexes, non vides, disjoints A et B. Alors iliste p O
R¥/{0} tel que:

VXeAVYeBBXBY

Nous allons montrer que W &, jouent le r6le de A et B dans le théoréme de Miviia,

respectivement.

1. W est un sous-ensemble HE.

2. W est non-vide: En effet,[OV. Il suffit de considérer le portefeuille H ={HD, ..., 0) ou
H, est un réel quelconque. Un tel portefeuille a aim gul exprimé en terme du numeéraire
puisqu'il est composé uniquement de numeraire.

3. W est convexe: Soient X, ¥ W et soienA I [0, 1]. On veut montrer que X + (1 -\ )
Y O W c'est a dire qu'il existe H tel que GA=X+ (1-A) Y.
Soient K et H' les portefeuilles dont le gain exprimé en termendméraire est égal a X et

N
Y, respectivement. Soit HA H* + (1 -A) H" ot H' et H' sont tels queGy = > HIAS = X

n=1

N
et G, Ez HYAS, = Y. Le gain exprimé en terme du numéraire du porided est donné

=}
[y

H,AS,

M=

G

1

n

(AR +(1-2) HY)as

I
M=

par &
=)\Zt; HAS +(1—}\)Z'::1 HAS
=AX+(1-A)Y

4. R, estun sous ensemble HE,
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5. RY, #0.Eneffet, e (4, ..., )0 RX, .

6. RY, convexe: Soient X, Y1 R¥, et soitA O [0, 1]. On veut montrer queX + (1 -A) Y
O RX,. Il y a trois cas & considérer:

1% Cas:A = 0. AlorsA X + (1 -A) Y =Y O R, par définition.

2°MCas:A = 1. Alorsh X + (1 -A) Y = X O R¥, par définition.

M Cas: 0 <A < 1. AlorsA X + (1 -A) Y O RX, car le produit d'un réel strictement positif

avec un vecteur d®", donne un vecteur d&", et la somme de deux vecteurs RE,

donne un vecteur dgX, .

7. Nous avons montré que W et g€, sont des sous-ensembles non vides et convexes de
RX. Par ailleurs, en I'absence de portefeuille dontifN R, = 0. En effet, d'aprés les
propositions 1.4 et 1.5. il existe un portefeudieminant si et seulement si il existe un
portefeuille tel queG’ (w)>0DcoDQ. Par conséquent, il n'existe pas de portefeuille
dominant si et seulement si il n'existe pas ungbeuille tel queG (co) >00wdQ. En
l'absence de portefeuille dominant, W, sont donc disjoints. On peut donc appliquer

le théoréme de Minkowski c'est-a-dire on sait @xiktep 0 R*/{0} tel que:

VXeW, VY e RS BX<BY

Deuxiéme étape:

Montrons queBORY /{0} . On sait déja qu@ # 0. Raisonnons par |'absurde et supposons
gu'il existe k tel qu@x < 0. On veut montrer une contradiction.

Puisque0 O W on av Y € R,
0=B.0< B.Y

Soit Y, =(&,....6,0€,...£) ORY, olie > 0 eta > 0.

BY = (Z Bljs +B.a

12k

Il y a deux cas a considérer:

1% Cas:(z Bljs 0. AlorsOe>0etda >0, B.Y,, <0: contradiction.

12k
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Pl
(B

2°™ Cas: (Zﬁlj>0 alors poura suffisamment grando(> ) et poure > 0 on a

12k

B.Y, <0: contradiction.

Dans les deux cas nous avons troqu,';)D]R'f+ tel que B.Y,, <0, la contradiction

recherchée.

Troisiéme étape:

Montrons maintenant qu@dW" E{Y ORX:OX OW, Y.X =O} . Raisonnons par I'absurde et

supposons qu'il exist& OW tel quep.X # 0. On veut montrer une contradiction.

_ K K
Soit e= (1, ..., 1)0 R¥,. On peut trouver un réei, tel queao(B.X) >pBe= ZBl carZBI
1=1 1=1

est un réel strictement positif (donc fini). (110)_()DW: il suffit de considérer le portefeuille

O(OHX dont le gain exprimé en terme du numéraire@st a,X . Par conséquent, on a trouvé

X=aXOW ete=(1, ..., 1) RX, tels queB.(aO)_() >[3.e, la contradiction recherchée.

Quatrieme étape:

Soitl = . Montrons quél ainsi défini est une mesure linéaire d'évaluation:
1. NORS /{0

2. > N(w)xG (w)=NG =0car G*OW etl O W-.
wlQ

Définition :
Une mesure de probabilité Q garest une mesure de probabilité risque-neutress@ement
Si:

a) Q(w) >0 DwdQ et > Q(w)=1

b) EQ[ASn}z 0 n=1,...,MNce qui équivaut &, (0) = EQ[SI( :)} e 1.0

Une mesure de probabilité risque-neutre est uneumaebnéaire d'évaluation dont la

probabilité pour chaque état de la nature estsitrient positive.
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Proposition 16:

Il n'existe pas d'opportunités d'arbitrage si elesaent si il existe une mesure de probabilité

risque neutre Q

Avant de démontrer cette proposition, nous alldhsstrer les trois cas qui peuvent se
présenter :

1) Il existe une seule mesure de probabilité risquerae

2) Il en existe plusieurs (par exemple, une infinidé@ Klénombrable).

3) Il n'en existe pas.

Premier cas:
Exemple:1.1: K=2, N=1, r=1/9, §= 5, Jw)= 20/3, $w,) = 40
On chercheQ =(Q(w,) ,Q(w,)) >> Ctelle que :

{6@(q)+ 4Q(0,) = £

Q(w)+Q(w,)=1

La solution unique de ce systeme d'équation esi@mpar:

Q=(1/2,1/2>>(0,9
D'apres 1.13, il n'y a donc pas d'opportunité diade. On peut le vérifier directement en

montrant qu'il est impossible de trouver un pouilfe H tel queG >0 et E,.G >0

5):Hlsicol

ol G =H,(S - H, sie

Le seul cas o5’ (oo) >0 pour toutwQ est lorsque = 0 auquel ca€,G = 0. Il n'existe

donc pas, d'apres la proposition 1.12, d'opposéutidgrbitrage.

Deuxiéme cas:

Exemple 1-2 :
K=3, N=1, r=1/9, §$=5, Jw)= 20/3, $w,)= 40/9,,&,)= 30

On chercheQ =(Q(w,) , Q(w,) ,Qw,))>>( 0,0, tel que :
oot )
1= Qw) + Q(w,) + Quws)
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On peut prendre comme paramé@(awa) et résoudre le systeme suivant de deux équations a
deux inconnues:
{5—3@(%) = 6Qw)+ 4qw,)
1-Q(a) = Q(w,) + Yw,)
dont la solution est donnée par:

Q) =23

Q)=

L'ensemble des solutions est donc donné par:
+ u—
Q:(u’ﬂ’)\j ol <A <_:L
2 2 3
D'aprés 1-13, il n'y a pas d'opportunités d'arparpuisqu'il suffit qu'on trouve une mesure de
probabilité risque neutre et qu'on en a trouveé iafirité. On peut le vérifier directement en
montrant qu'il est impossible de trouver un pouilfe H tel queG =0 et E,.G >0
H, siw
ouG = Hl(Sl—5)= -H, siw,
—2H, siw,

Le seul cas o5’ (oo) >0 pour toutwQ est lorsque IH= 0 auquel ca€,G = 0. Il n'existe

donc pas, d'apres la proposition 1.12, d'opposéutidgrbitrage.

Troisieme cas:
Exemple 1.3: K=3, N=2, r=1/9

S (9

S, (0 W , w,
5 60/9 60/9 40/9
10 40/3 80/9 80/9

On chercheQ = (Q(w,) , Q(w,) ,w,)) >> Ctel que :
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5= 60() + 6Q(c) + 4Q(w)
10=12Qw )+ 8Qw,) + 8Qw,)
1= Q) + Qe ) + Qwy)

Il existe une solution unique :

(1,1
Q‘(Z’O’zj

Il n'existe pas de mesure risque neutre (can,)Qf 0) et par conséquent il doit exister au

moins une opportunité d'arbitrage. On peut le iritlirectement en montrant qu'il est

possible de trouver un portefeuille H tel @Be>0 et E,G >0

H,+2H, siw,
ol G' = H, (S -5 =|H-2H, siw,
—H, —2H, siw,

Pour H=2etH=-1o0naG =(0,4,(). Par conséquent, il existe donc, daprés la
proposition 1.12, des opportunités d'arbitrage. éxa@mple, le portefeuilléd =(0,2,—]) est
une opportunité d'arbitrage (du premier type) pugsy, = 0 et \, = (0, 4, 0).

Dans le cas ou N = 1 on peut trouver une démoiwiraimple de la condition nécessaire de
la proposition 1-13. Notons également que la régpe de la proposition 1.13 est immédiate,

méme dans le cas ou il existe N > 1 actifs risqués.

Démonstration de la proposition 16 dans le cas ol N1

On sait qu'il existe une opportunité d'arbitrageesiseulement si on peut construire un
portefeuille H tel queG" =0 et E,G > 0. Or dans le cas ou N = 1, on@ =HAS. Il
existera donc des opportunités d'arbitrage que dieuns cas:

ou bien AS =0 et E,AS >0 c-a-d DwOQ,AS (w)20 et BOQ,AS(1)>0
(auquel cas il suffit d'acheter, Hnités d'actifs 1 en empruntant suffisamment).

ou bien AS <0 et E,AS <0 c-a-d DwOQ,AS (w)< 0 et (0OQ,AS (0)<0
(auquel cas il suffit de vendre & découvertuHités d'actifs 1 et de placer le produit de cette

vente dans l'actif sans risque).

Au contraire il n'y aura pas d'opportunités d'adgé dans les cas suivants:

Ou bienOwdQ,AS (w) =0
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Ou bien il existe au moins deux états de la naturet T tels queAS (o)< 0 et

AS (1)>0

= Supposons qu'il n‘existe pas d'opportunité diagd On veut montrer qu'il existe une
mesure de probabilité risque-neutre.

Il faut distinguer deux cas.
1% cas:Dw0Q,AS (w) =

Il suffit de prendre pour mesure de probabilitéquis neutre la mesure de probabilité P

représentant les anticipations des agents. En effet

DwdQ,P(w) >0

E.AS = E.0=C

2°™cas:il existe au moins deux états de la natwe tels queAS, (o) < 0 et AS (1)> 0
On peut partitionner I'ensemble des états de la@&n 3 ensembles:

e Qg {wDQ AS'1 (}#D puisquecJQ . Dans ce cas on a Caid > 1.

« Q. {wDQ AS, (w (}# Q sinon on retombe dans le premier cas. Dans ce®rcas
CardQ. < CardQ.
. Q {coDQ AS (w C} # 0 puisquet1Q,. Dans ce cas on a Cafj > 1

Nous allons assigner a chaque état de la naturatappnt a un méme sous-ensemble une
méme probabilité d'occurrence. Soit la distributate probabilité Q définie de la maniére

suivante:

Dw0Q,,Q(w)=a

Dw0Q., Q(w)

B
Dw0Q,,Q(w) =

Montrons que Q est une mesure de probabilité risquere:
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Eo(AS)=a Y As(m)wo; A§(w)+yD AY(w)= |

a1Qg alQp
oaCard), +B Car@.+y Ca@,= 1

a>0

B>0

y>0

> AS (w)
Card, o« 910 _
ca. S B8(0) (aCardd;) +(yCar@,) = (

o10p
(aCard, ) +(yCar®,)= +(B Caq.)
O<(aCard),)< 1
0<(BCardd.)< 1
0<(yCard),)< 1

Il y a deux cas a considérer. Soit C&xg= 0, soit Card2. # 0.
1*" cas CardQ. = 0.
L'ensemble des mesures de probabilités risqueauést donné par:

1 : . . .
o= >0 puisque le numérateur et le dénominateur sont

> S (w)
Card), —{ Car@ x>

2. As ()

W10,

strictement positifs.

> A8 (w)

_ CarCQD 90
Card), > AS(w)
1 o0, . , , .
y= x _ >0 puisque le numérateur et le dénominateur sont
Card, > AS (w)

CarCDD % W00
Card, > AS(w)

W1Q,

strictement positifs.

2°™Mecas CardQ. > 1.

L'ensemble des mesures de probabilités risqueauést donné par:
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1-(BCard,)
Card

a= £ >0
A
: CaroQDx%G Sl(w)
Card), > AS(w)
WQp
A
CardQ, %G Sl co
Card, %DA$ w _(pcard, }>0
A Card?,
Card, u;‘s Sl w
Card); > AS(w)
wQp
0
<B<Carcrzc

[0 Au lieu de supposer I'existence d'une mesure deapilité risque-neutre et d'en déduire
I'absence d'opportunité d'arbitrage, nous allonsahérer la contraposée. Supposons qu'il
existe des opportunités d'arbitrage et montron rpi'peut exister de mesure de probabilité
risque-neutre.

S'il existe une opportunité d'arbitrage, il serpassible de trouver une mesure de probabilité

risque-neutre puisque pour to@t>>0 on aura ou bierEQASl < 0 ou bien EQASl > 0 mais

jamaisE,AS = 0.

Démonstration de la proposition 16 dans le cas otiN

= Soient les ensembles suivants:
N
W={XOR*: (HOR"",G" =X} ouG =) H,AS,
n=1

A" ={X ORS/{0}:E.X =1}

Premiére étape®n montre qu'il existp 0 R*/{0} et deux nombres réels, let by tels que:

VXeEW, VYA BX< b << BY

Pour ce faire nous allons utiliser le théoreme amfiv
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Théoréme de séparation stricte de Minkowski:

Soient deux ensembles & convexes, non vides, disjoints A et B, A ferméetompact.
Alors il existep 0 R*/{0} et deux nombres réels; et b tels que:

YXEAVYEBBX<b<bh<BY

Nous allons montrer que W joue le role de A &cAlui de B.

1. W estfermé:
On a le résultat mathématique suivant:
Théoreéme:

Tout sous-espace vectoriel de dimension finie dspace vectoriel normé est fermée.

) W est un sous-ensemble HE espace vectoriel normé.

(i) W est un sous-espace vectoriel:

8. W est un sous-ensemble de I'espace vectoriel (§d&fhé

9. W est non-vide: En effet,[ON. Il suffit de considérer le portefeuille H = (HD, ..., 0).
Un tel portefeuille a un gain nul exprimé en terche numéraire puisqu'il est composé
uniquement de numéraire.

10.W est stable pour I'addition et la multiplicatioarun réel: Soient X, Y1 W et soient a, b

[0 RR. On veut montrer que a X + b[Y W c'est a dire gqu'il existe H tel que G*W.

N
Soit H=a H + b H ol H et H sont tels queGy =) HAS =X et

n=1

= HAg+ D HAS

n=1 n

= aX+ bY

(i) W est de dimension finie: En effet, W est un sospaee vectoriel d'un espace

vectoriel de dimension K.

En appliquant directement le théoréme mathémapggecdent on obtient que W est fermé.
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2. W est convexe: En effet on a montré plus haut questVstable pour l'addition et la
multiplication par un réel. Il suffit alors de pose [0, 1] et b= (1 - a).

3. A" convexe: Soient X, Y] A" et soitA 0 [0, 1]. On veut montrer que X + (1 -A) Y O
A+

OnaA X+ (1-N) Y O RS /{0} puisque XO R /{0}, Y O R /{0} et quer >0 ou (1 -\)

> 0. De plus B, (AX+(1-A) Y) =AE X +(1-A) E,Y =A1+(1-A) 1= 1.

4. A" est compact:

a) A"#0. En effet,Y,, =(0,..,0,{ Kw,) ,0,...p0 A

b) A* fermé. Soit la suite convergente %X  telle que
X'= (X0 X ) 003 X =(X,.00 X ) ot X' =(X,..., X )JOA" pour tout t0 N. On
veut montrer que X1 A”.

Onapourtoutk =1, ..., K, 003 X, . Or on sait que la limite d'une suite convergefete

réels positifs est positive. D'oll pour tout k =.1,K LimX, =X, =0 . On a doncX ORY .

tooo

M=

Par ailleurs,[1t ON,E X' = P(ook)x‘k =1. Or la limite d'une suite constante converge vers

=
!

1

cette constante. D'oLim E.X' =1.

t-oo

De plus, on sait que le produit d'un réel par wigesonvergente est une suite convergente

dont la limite est égale au produit de ce réellpéimite de la suite:
H t — H t —
Lim P (e, ) X = P(0) Lim X, =P(e, ) X,
Par ailleurs, la somme d'un nombre fini de suitessergentes est une suite convergente dont

la limite est égale a la somme des limites:

K K

Lim > P(w )X =D P(w,

tooo

k=1 k=1

On a donc:

K K
1=LimE,X" =Lim 3 P(w, )X} = > P(cw,
k=1

t-o0 =1

D'autre part, comme pour tout k = 1, ..., =0 et P¢x) > 0 il doit y avoir au moins un k
tel que X% > 0. En d'autres termeX, R’ /{0} .

On a donc montré queim X' =(Xy..s X JOA™.
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c) A" borné. On veut montrer qu'il exidgteB 0 R" tels que pour tout XI A* on aitb < X <

B.

PosonstOetB:[F)1 1 1 j

(@)™ "Plo) " Hox)

Nous avons montré que W est un sous-ensemble denadnvexe et fermé @& et que A

est un sous-ensemble compactife Par ailleurs, en I'absence d'opportunité d'aterwn

A" =[0. En effet, on sait qu'en I'absence d'opporturiéirage il est impossible de trouver

un portefeuille H tel quedwdQ,G (w)=0 et que WOQ,G (w)> 0. Ceci signifie que
W RS /{0} =0.0r A" ORY/{0}. D'ott WN A" =0. On peut donc appliquer le théoréme
de Minkowski c'est-a-dire on sait qu'il exigte] R¥/{0} et deux nombres réels, et b tels

que:

VXEW,VYEA'BX<b << BY

Deuxiéme étape:

Montrons queBORY, . Raisonnons par l'absurde et supposons qu'ileekisel queBy < 0.

On veut montrer une contradiction.

Puisque 01 W on a

BO<bi<b

Dou h=0eth>0

Soit Yy, =(0,...0.1 Kw,) ,0,... 0 A

BYu =B /P(w)<0

OrYY cA"0< by << B.Y clest a dire que I'on doit avoir pour touteYA™ B.Y > 0 et

nous avons trouv&,  OA™ tel queB.Y,,, <0, la contradiction recherchée.

Troisiéme étape:
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Montrons maintenant qu@dW" E{Y ORX: OX OW, Y.X :0} . Raisonnons par I'absurde et

supposons qu'il exist& OW tel quep.X # 0. On veut montrer une contradiction.

On peut donc trouver un réab tel que 0(0([3.>_()2b2. Or (0(0>_()DW car W est un sous-

espace vectoriel. Par conséquent, on a troGea X OW tel quep.X =b, > b, c'est-a-dire

encore tel qug.X >b,, la contradiction recherchée.

Quatriéme étape:

Montrons qu'il existe une mesure de probabilitéuésneutre.

K
Q est parfaitement définie c3r B, #0.

k=1

Onapourtoutk=1, ..., KQ(w)= KB" >0.

>Q(w) =y =1
k=1 k=1 Zﬁkj

car BOW" et AS, O W. En effet, le portefeuille, H = ¢0, ..., 0, 1, 0, ..., 0) donne un gain

exprimé en terme du numéraire Ge = AS, .
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B
3B,

0 Raisonnons par l'absurde et supposons qu'il exisemesure de probabilité risque-neutre

est donc une mesure de probabilité risque-necargu'il fallait démontrer.

Q=

mais qu'il existe un portefeuille H tel qud =0 et E,G >0. On veut montrer une
contradiction.

Puisque H est tel qu& >0 et E.G > 0 on doit avoir égalemerEQG* > 0. Or pour tout

portefeuille H on doit avoir:
N
E,G = EQ(Z HnAsJ
n=1
N
=2 HE(2S)

=0

car Q est une mesure de probabilité risque-neDtoeL O > 0, la contradiction recherchée.

Autre démonstration de la condition nécessaire:

Soit A la matrice a K+1 lignes et K + 2N colonnes:
0 0 0 0 1 1 ... 1
| as(@) -as(e) - a%(w) a%(e) -1 0

(1+Kx2N+K)

05 () AS(a) - A§(@) AF@) O . 0-

Xl
1 X2
0
b = et = Xy
(1+Kx1) (2N+Kx1)
O X2N+1
X2N+K
Théoréme:

x ORS*N est solution de I'équation A x = b si et seuletrginl existe une opportunité

d'arbitrage.

Démonstration:
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K+2N

= Supposons qu'il exist& IR’ solution de I'équation A x = b. On veut montretilqu

existe une opportunité d'arbitrage.

A X = b peut s'écrire encore:

K

2 Xonek =

k=1
N

Z 2n-1~ X2n AS( ) X,k OUK=1,...,K
PosonsH, =X, ,—X,,oun=1, ..., N. Puisque ORX™" on adonc pourtoutk=1, ..., K
N
G (OJk) EZHnASn(('Ok) = X2N+k2 0

n=1

D'autre part, pwsqu{x2N+k 1
k=1

N
ilexiste k=1, ..., Ktel qu&s™ (3 ) =D H,AS, (w,) = X, >0

On a donc trouvé un portefeuilldd = (Hy, X, =X,, Xy= X4y.eey Xop 1= X)), OO Hy €St
quelconque, tel que pour tout ® (wk)zo et G (wk)>0 pour au moins un état de la

nature. C'est donc une opportunité d'arbitrageudefallait démontrer.

00 Supposons que H est une opportunité d'arbitragevedt montrer qu'il existex OR*"

tel que A x =b.
H = (Ho, Hy, ..., Hy) est tel que G% 0 et BEG* > 0. Par conséquent:

Sipourtoutn=1,...,Nona:

SiH,=0o0n pose %= 0= Xon1
SiH,>0o0nposex=0et %, 1=AHy
SiH,<0onposex}=-AHpetxn1=0

On a bien x=0 pourtoutn=1, ..., Ncar> 0.
De plus définissons:

Onapourtoutk=1, ..., K:
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N

Xonsk = Z(XZn—l_ X 2n) AS*n((") k)
=>AHAS (o)

po}
1l
-

N

On a donc égalementx = 0 pourk =1, ...,

ILUEICIERS

K. D'otk DR |

Montrons de plus que x ainsi défini est tel que Al

XN
x =| eNt-
(2N+Kx1) X,y
Xon+1
Xan+K

Ax = ZOXXZH+Z(1XAZHHAS j

=AY HAS

k=1 n=1

D'autre part pour k =

X1
Xz

X2N—1
X2N

)\ZN: H,AS, (w,)

n=1

)\ZN: H,AS, (w
n=1

() =

1, ..., K:

A, X = Z on1— X o) XAS (0

n=1

Lemme de FARKAS:

o)

)\ZHAS

)=

Etant donné une matricé\ et un vecteur colonneb) alors:

Ou bien il existe( xl) >0telque Ax=Db

(mxn

Ou bienil existey telqueyA<Oetyb>0

(1xn)

Mais pas les deux simultanément.



Démonstration de la condition nécessaire de lagsitipn 1.13:
Supposons qu'il n'existe pas d'opportunités dradet On veut montrer qu'il existe une
mesure de probabilité risque-neutre.

On sait alors qu'il n'existe pa(t(g,NxK) ) >0 tel que A x = b. Par conséquent, d'aprés le lemme

de FARKAS il existe y telquey A<0etyb > 0. PuisqueyAOonapourtoutn=1,

(1x1+K)

..., N

K
D> VA4S, ()< 0
k=1

K

v (-0S, ()< 0

k=1
K x

D ¥ 4S, (w)=0
k=1

De plus, on a également (toujours d'apresy® pour toutk =1, ..., K
Yo-Y¥%<0

De plus,yb>0= yp>0

On a donc pour tout k

Yk2Yo>0

PosonsQ(q)E Ky" . Montrons queQ = est une mesure de probabilité risque-

neutre:

K
Q est parfaitement définie c3r y, #0.

k=1

Onapourtoutk=1, ..., Q(w, ) = Ye 5.
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Q= Ky est donc une mesure de probabilité risque-necargu'il fallait démontrer.
k=1

1-4 Evaluation des droits conditionnels

Un droit conditionnel est une variable aléatoireerésentant un paiement a la date
t=1. Les droits conditionnels font I'objet d’'un corttr@ntre un vendeur et un acheteur en

t=0. Le vendeur promet a I'acheteur de lui pa)}@(roo) en t=1 si I'état de la nature est
wd Q. Le probléeme est de déterminer le "juste prix" tiaeheteur doit payer au vendeur en

t=0. Trés souvent, la théorie de I'arbitrage permévdiuer de facon correcte et unique, le

prix des droits conditionnels. De plus, cette éatiin ne dépend pas des préférences des
agents qui achétent et vendent ce droit.

Définition :
Un droit conditionnel X est réalisable si et seweams'il existe un portefeuille H, tel que
V, =X . On dit encore que H permet d'atteindre X.

Soit X un droit conditionnel réalisable. A quel »rp doit-on vendre en t=0 le droit
conditionnel X ? On admettra le principe suivant:

Définition (Principe d'évaluation):
On appelle, lorsque la loi du prix unique est véef le "juste prix" ent=0 d'un droit
conditionnel réalisable X la valeur p donnée pdotanule :

N
pP= VoEHoBo+anSn(O)
n=1
ou V est le colt d'un portefeuille H qui permetéaliser X.

On peut justifier ce principe d'évaluation pardéservations suivantes:
Si ent=0, le prix p de X est tel que>V, alors un investisseur peut faire un profit sans

risque de p — ¥en vendant le droit conditionnel (au prix p) etammetant le portefeuille H
(au prixV,). Le profit est sans risque car a la detd, la valeur du portefeuille H est égale a

V, qui est exactement égal a I'obligation X du domihditionnel.
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Sient=0, on ap<V, alors un investisseur peut faire un profit saeque deV,—-p>0 en

achetant le droit conditionnel X (au prix p) graael'argent rapporté par la vente du
portefeuille H (soitV,).

Si p=V,, alors on ne peut utiliser le portefeuille H poéaliser un profit sans risque. Il ne
s’en suit pas qué&/, est la valeur correcte de X. En effet, si il exigh autre portefeuilléi

tel que \71=X mais \70¢V0 alors il serait possible de réaliser un profit ssarsque

\A/o—p‘:‘\A/O—VO‘ >0. Le probléme ici, c’est que la loi du prix unigoest pas vérifiée. Par

conséquent, pour qué¥, soit le prix correct de X il est nécessaire quéiadu prix unique
soit vérifiee.

On sait qu’en I'absence d’opportunités d’arbitrédggy a pas de portefeuille dominant et s'il
n’existe pas de portefeuille dominant alors ladai prix unique est vérifiee. On a alors la
proposition suivante:

Proposition 17:
Si Q est une mesure de probabilité risque-neutedcquque alors pour tout portefeuille H on
a:

V' =E, [v; ]
Ou encore
Eo[6]=0

En dautre termes, sous la mesure de probabilitdaQaleur actualisée a la date 1 de
n'importe quel portefeuille est égale a sa valaitiale.

Démonstration

Vo=Eq[V, |=Eo[ V.-G ]:EQvl—EQ[Z:;H Asn}

=E,V, —ZN:;Hn Eo[AS,|=EoV,= EJ V/ B]

=0carQ
est risque-neutre

Autre Démonstration

La proposition 1.14 est vraie par définition polimporte qu'elle mesure linéaire d'évaluation
M c'est a dire que l'on a par définition d'une mediméaire d'évaluatiol pour tout
portefeuille H:

V.= ¥ (V. (o

Il suffit alors d'observer qu'une mesure de prdii@hiisque-neutre est une mesure linéaire
d'évaluation

Vérification:
Supposons K=3, N =1, r=1/9,85, S(w) = 20/3, Fw,) =40/9, Fws) = 30/9.
L'ensemble des mesures de probabilités risquesestrdonné par:

M :{Q:(%,%,Aj ol 04 <1/%
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H, siw,
G (w)=HAS (w)=|-H, siw,
-2H, siw,

Eo[G*] =(%jXH1+(1_29\jx(—Hl)+)\><(—2Hl)

:)\(Hl+3Hl_ 2h'j+(Hl_Hlj= 0
2 2

On déduit de cette proposition que s'il existe prababilité strictement positive que la valeur
du portefeuille augmente, il existe également ueabilité positive que la valeur du

portefeuille diminue. En effet, onIEQ[G*] =0. Par conséquent, il n’existe pas de
portefeuille dominant.

Il est impossible également de trouver deux pouitdés H etH tel queVl=\A/1 et V, ¢\70 de
telle sorte que la loi du prix unique est veérifige. effet, on a

Vo=Eo[Vy/BJ]=E o[ V/B,|=V .

On retrouve ici les résultats suivant lesquelsatisence d'opportunité d'arbitrage (on sait en
effet, proposition 1.13, que lorsqu'il existe unesare de probabilité risque-neutre il n'y a pas

d'opportunité d'arbitrage) il n'y a pas de portéiedominant (proposition 1.10) et la loi du
prix unique est vérifiée (proposition 1.8).

Proposition 18:
En I'absence d’opportunités d’arbitrage, la vale@n t=0 d’un droit conditionnel réalisable

X est donnée par :

p=Ey[X/B]

ou Q est une mesure de probabilité risque neutkguque.

Démonstration:

On sait qu'en I'absence d'opportunité d'arbitrageildu prix unique est verifiée. D'apres le
principe d'évaluation on a:

pP=V,

ou V, est le colt en t = 0 d'un portefeuille dont lesevalen t = 1 est V= X.

Si Q est une mesure de probabilité risque-neuteécqoque alors pour tout portefeuille H on
a:

V,=E,[V./B]
D'ou:
p:EQ[VllBl] = EQ[X/Bl]

Notons que la proposition 1.15 peut se généradisaras d'absence de portefeuille dominant.
La proposition 1.15 se déduit alors comme un cair@llde la proposition suivante (puisque Q
est une mesure linéaire d'évaluation).
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Proposition 19:
S'il n'existe pas de portefeuille dominant alorgdkeur p ent=0 d’un droit conditionnel

réalisable X est donnée par :
p= Er[[ X/ Bl]

ou Ttest une mesure linéaire d'évaluation quelconque.

Démonstration:
On sait en effet qu'en I'absence de portefeuiliaidant la loi du prix unique est vérifiée et
gu'il existe une mesure linéaire d'évaluatiormt8st une mesure linéaire d'évaluation
guelconque alors pour tout portefeuille Hon a :

V,=E, [V,/B]
D'ou:
p=E.[V,/B]=E,[X/B]

Exemple: p.18-21

1-5 Marchés complets et incomplets

On ne peut utiliser la méthode d’évaluation préoéeléorsque le droit conditionnel X
n'est pas réalisable.

Définition :

On dit que les marchés sont complets si tout daititionnel X peut étre dupliqué par un
portefeuille:

OX ORX, H D]R“‘*l,vl =X

Dans le cas contraire on dit que les marchés sootriplets.

Proposition 20:
Les marchés sont complets si et seulement si Idrediétats de la nature est égal au nombre

de vecteurs indépendants dgs,S (1) ... S ( )} -

Démonstration
Les marchés sont complets si le systeme d’équdtidrX possede une solution H
pour tout X, ou :

B(w) S(lw) - S()

A=
B () S(Lwy) - K( )
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D’aprés un résultat d’algebre linéaire, on sait gei@ sera vrai si et seulement si la matrice A
a pour rang K c’est-a-dire si cette matrice a Konaks indépendantes.

cf exemples p.22

Proposition 21:

Supposons qu'il n‘existe pas d'opportunité d'atpiralors:

Le droit conditionnel X est réalisable si et seldeilrsi EQ[X/Bl] prend la méme valeur pour
toute mesure de probabilités risque ne@rg M.

Démonstration
= Supposons X réalisable. On veut montrer &y¢X/B,]=cste 0 QO M (supposé non
vide). En effet, on a :
0QUOM,Ey[X/B,]=V,=cste
ou V, est la valeur initiale d'un portefeuille permettdiatteindre X.

[0 Supposons quelQ [0 M, EQ[X/Bl] =cste. On veut montrer que X est réalisable. On peut

montrer de maniere équivalente la contraposée-a-dite, on suppose que X n’est pas
réalisable et on montre qLEQ[X/Bl] # cste. Plus spécifiqguement, nous allons montrer qu'il

existe deux mesures de probabilité risque-neQtret Q telles qUEE, [ X/B,]#Eo[X/By] .
Puisque X n’est pas réalisable alors le systemgudiionsAH =X n’a pas de solution. Il
s’en suit d’apres le lemme de Farkasl =(M,,...,M,) tel que :

MA=0

Mnx=>0

Soit QD M et soit Q définie par :
Q(2)=Q(w)+AN, B (w,)

ouA > 0.
Montrons que Q est une mesure de probabilité risguére :

PuisqueQOM, on aQ(w,)>0 Ok=1,..,K. Par conséquent $i, B, (w,)<0 et que I'on
choisit A suffisamment proche de zéro on a@4w,)>0. Si M, B, (w,)=0 alors JA1>0
on aQ(w,)>0.

K K. K
De plus, > Q(w)=> Q(w,)+A X N, B (w,)

k=1 k=1 k=1

:1car@ M =0carl1 A=0
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Par conséquent, Q est une mesure de probabilitédgune une probabilité strictement
positive a chaque état.

EoS ()= ZQ(wk[S« o 1B(wy)]

=3 (O(w,)+ 1, By (w,))[S, (L) /B w)]

L M

Q) (10,) /B(@)]A X1, §( 1)

S, (0 car@ M =0carl A=0
EoS(9=S%(9 O 1.0
Il reste & montrer qUE, [ X/B,]#E,[X/B]

EQ[X/Bl]=gQ(wk)[X(wk)/Bl(wk)]

=~
1l
[y

>0carfl X>0

=i W) X(w, /Bl(wk)]mgnkx(wk)

k=1
Eo[X/B,|=E,[X/B,]+3
>0
= Eo[X/B,|#E,[X/B]

D'apres la proposition 1.17 les marchés sont camgieet seulement si le de la matrice des
paiements des actifs financiers est égal au noutiBtats de la nature. Ce résultat reste vrai
gu'il y ait des opportunités d'arbitrage ou nonn®ke cas d'absence d'opportunités d'arbitrage
il existe une fagon plus simple de caractériseplaplétude des marchés:

Notons que la condition suffisante de la propositihl8 se transpose aisément au cas
d'absence de portefeuille dominant mais pas laittondhécessaire.

Proposition 22:

Supposons qu'il n'existe pas d'opportunité d'atpiralors:

Les marchés sont complets si et seulement si Miadnéxactement une seule mesure de
probabilité risque neutre.

Démonstration

= Raisonnons par I'absurde et supposons que taticdralitionnel X est réalisable mais que
M n'est pas un singleton. Puisqu'il n'y a pas ddpité d'arbitrage Mt [1. Par conséquent
M doit contenir au moins deux mesures distinctepmbdabilité risque neutre Q €. On
veut montrer une contradiction :

Puisque Q et sont distinctes

T 0Q, Q(w,)#Q(w,)
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Soit X tel que :

X (w)= .
0 Si WZ W,
X est réalisable puisque nous somme par hypothaseld cadre des marchés complets.

Eo[X/B,]=Q(w,)# Q(,) = E,[ X/B]

B, (w,) si w=0),

Or, on sait daprés la proposition précédente que Xs est réalisable alors
0QO M, E,[X/B,]=cste : contradiction, on a trouvé un X réalisable (puis tout X est

réalisable) qui est valorisé differemment suivamt ¢on prenne 'une ou l'autre des mesures
de M.

[0 Supposons que M soit un singleton. On veut mouerl’on peut atteindre tout X.
En effet, DX OR",E,[X/B,|=cste pour tout Qe M (puisque Q est unique). D'aprés la
proposition précédente on voit que X est réalisable

Dans le cas des droits contingents que I'on ne peptiquer avec un portefeuille, il est
possible d’identifier un intervalle a I'intérieuuduel le juste prix doit se situer. Soit un droit
conditionnel X non réalisable. Comment valorise? X

Proposition 23
Supposons gu'il n’y ait pas d’opportunités d’arbge. Le juste prix de X est compris entre la

borne supérieure de D et la borne inférieure deMC(X)<p <V, (X) ot V_(X) etV,( X)
sont définis par :
V_(X)=Max{vOR:H OR"",v =V, et V,<X}

V, (X)=Min{vOR: (H OR"",v =V, et V,2X}

Démonstration
La démonstration procede en plusieurs étapes. Ramemiere étape, on montre qugX)
et V.(X) sont parfaitement définis. Puis on démontrpriaposition.

Premiére étape :
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réalisable

X
—
Y
réalisable
Y=X \ X (w,)
e

Soit C={vOR:v=E,[Y/B,] ouY estréalisable et¥X} ou Q est une mesure de

probabilité risque-neutre quelconque. En effetsgue Y est réalisable on a pour toue M,
EQ[Y/Bl] =cste. L’ensemble C ne dépend donc pas de la mesureotlahplité risque-neutre

choisie. EQ[Y/Bl] est le prix du portefeuille qui rapporte Y. On aond
C={vOR:v=E,[Y/B,] ou Y est atteignable etX}
={VOR:HOR" v=V, et <X}

=V

——
Soit V,(X)=inf< E[ X/ B]: Y= Xet VYatteignable . On a encoM (X)=inf C c’est-a-

dire queOv O C onavzV,( X).
On veut montrer qu¥, ( X) existe :
e Cz[
En effet, AB, est réalisable par le portefeuilled,0,...,0). D'autre part, puisque
DwOQ,B,(w)>0 il existeA tel queDwlQ,AB (w)= X (w). Enfin E[A B/B]=4 :
AOC

» C admet un minorant
En effet, pourQ O M donné, on a pour tout Y réalisable et X

Eo[x/B]< B[V B= v ¢
= OvOC, [ X/ B]< v

* On sait d’'aprés I'axiome de continuité des réels tnut sous ensemble de
non vide et minoré admet une borne inférie@eadmet donc une borne inférieure notée

V,(X).

Soit V_(X)=sug{ VOR :v= B[ Y § ou¥ X Yatteignabje. On veut montrer qu¥’_( X)
est défini :

Soit D ={vOR:v=E,[Y/ B] ou Y< Xet Y atteignabje
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e D estnon vide
En effet, AB, est réalisable par le portefeuillel,0,...,0). D'autre part, puisque

DwOQ,B (w)>0 il existeA tel queDwdQ,A B (w)< X(w). Enfin E;[A B/B]=4 :
AOD

* D admet un majorant
En effet, pourQ O M donné, on a pour tout Y réalisableYek X

Eo[X/B]> B[V 8= 0«
= OvOC, E,[ X/ B]= v

Deuxieme étape :
Raisonnons par I'absurde et supposons gueV, ( X) ou que p<V._( X). On veut montrer

une contradiction.
Supposons dans un premier temps que p.(X) alors il suffit de vendr& et d’acheter le
moins cher des portefeuilles tel qie= X . Un tel portefeuille colte MX). Ent =0 on a

donc une rentrée d’argent : p :(X) > 0. En t = 1, on devra remboursérce que I'on pourra
faire puisque I'on a acheté un portefeuille quip@pe toujours, et méme quelques fois
strictement plus, au moins. Au total la stratégie a permis de réaliser s@tue un profit
strictement positif en t = 0 et positif ou nul en 1 : c’est une opportunité d’arbitrage et c’est
en contradiction avec I'existence d’une mesure mbabilité risque-neutre, la contradiction
recherchée.

Si p < V(X), alors il suffit d'acheteX et de vendre le plus cher des portefeuilles tel qu
V,< X . Un tel portefeuille colte YX). En t = 0 on a donc une rentrée d’argent(Xy- p >

0. Ent = 1, on devra remboursef & que I'on pourra faire puisque I'on a achetédtwit
conditionnel qui rapporte toujours, et méme quedgioés strictement plus, au moing.\Ce
serait donc une opportunité d’arbitrage.

Proposition 24:si M # [0 alors pour tout droit conditionnel X on a :
V. (X)=sup &, /8]
QoM
V_(X)=inf E,[X/B/]

QM

De plus, X est réalisable alo¥ (X )=V_(X )=p .

Démonstration

Soit le programme suivant :
Mg

s.c. Y=X

() U-Y/B=0
A-U Q=0
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A-U, =

A 0OIR
ouY O IR®

U OIR"

On veut montrer que si une solution a ce programexiste alors la valeur de la
fonction objectif A =V,(X). En effet, le programme signifie que parmi tous toits
réalisablesy tels queY = X on choisit celui dont la valeur est la plus faible
En effet, Y est réalisable car d’apres les conteaidu programme | on a :

UQ -4=0 « E,[Y/B]=A4 cste ]

ce qui implique quedQ O M on aE,[Y/ B] =constant
J
En effet, puisqugQ,, ....,Q,) est une base d¢, Q=) a,Q,.
k=1

Si un tel Y existe alors EQ[Y/ Bl]=/]* est la borne inférieure d€ (puisque c'est le
minimum deC).

Notons qu’une solution a ce programme linéairetexigr ce que la région faisable est non
vide et que la fonction objectif est bornée inféreament.

Soit le programme dual :

MaxZ[X )/ B@)]w,
S.C. Hl+..,+9J_1
Y, -Q(@)8,~..-Q (w,)8,=0

(In LIJK _Ql(a)K)el_"'_QJ (wK)ero
w=0

ou 6 0IR etWw OIR"

Montrons quel¥ est une mesure de probabilité, 46, 6) un couple faisable :
Y=Q0,+..+Q6,20
Ye=Ql+..+ QU&, =6,+..+6,=1

—— —_—

=1 =1

Montrons que¥ est une mesure d’évaluation linéaire (mais passs&irement risque
neutre car la probabilité de certains états datare peut étre nulle) :

£, [AS]=VD $=( Bt QB)D §
=6,QBS +.+6, QB §

=0 carQ; est =0 carQ est
risque neutre risque neutre

On=1...N E[AS]=
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La région faisable peut étre interprétée commeiméture de M. Cela implique que
la valeur a I'optimum de la fonction objectif dwgramme Il est égale sup EQ[ X/ Bl] :
QOM

Puisque les programmes (1) et (Il) sont duaux,plesggrammes sont simultanément
faisable et les valeurs des fonctions objectifg égales :

A = supEy[ X/ B]
QUM
et commeV,(X) =4 on a bien :

V(X)X = sup B[ X/ B

De méme les programmes :

MaxA
AY,U
s.c. YsX
()] U-Y/B=0
A-UQ =0
A-UQ,=0
ou:
A OIR
Y O IR¥
U 0OIRX

Min > [ X (w)/ B (w)]w,
s.c. 6 +..+6,=1
qu_Ql(Wl)01+'--+ Q](WI)HJ =0

() W —Qw )8, +...+ Q(w)8,=0
W0
ot A OIR etW OIR"

= A7 =V.(X)=inf B[ %/ 8]

Exemple :
K=3 N=1 r=19 S, =5
20 0 0
S (w)=2) s(@)=y  s(@)=3
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M :{QDRL 1Q=(A,2-3 -~ 2) ot%<)\<§}

Soit X =(30, 20 19 un droit conditionnel qu’on ne peut atteindre :

10/9 203 (H,) (X,
10/9 40 9 = X,
10/9 103 (H,) (X,

X est réalisable si et seulement <X solution de X,-3X,+2X,=0,
30-3x20+2x10=-10#0.

30 20 10
Eo[X/B]=A——+(2-3 —1+ A
o[X/B)] 10/9+( )X1Q9X( ") 10 ¢
E s Iy
=272 +18(2- 3)+ - + 2)
=27-9\
Or, V,(X)=supEy[ X B]= sup27—9/1:27—g=225
QOM 12 2
2 3
V_(X)=inf E,[ X/ B]= sup 27- 94 = 27—§x%=21
2

<1<t
2 3

Le juste prix p deX =(30, 2Q 1Q est donc compris entre 225 > 21

Autre méthode :
Max V, = H, +5H,

HO'Hl
130 H, +%)H1 <30
10, . 40

5 Mot His 20

%)HO+%)H1S10

MaxL =H,+5H, +a

Hg,Hy

( 10 20

or

10 40 10 30
30—3 HO_? Hlj+B(20——9 HO——9 Hlj-'-y( 10'—9 H)_—g ﬂj
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1—%)(a+[3+y):0
20 40, 30
5-| —a-—B-—y|=0
(3 9I3 9yj
a(so—l—o H, - ZOHlj =0
9
10 40
B(ZO EHO_E Hljzo
10 30
y(lo_g HO _3 Hlj = O
a=0p3=20y=0
q:l+x
10 2
_2_3
B_lo 2!
2
Osy<s—
¥ 15
1% cas :
a:l>0
10
2
=—>0
B 10
y=0
30—1—0H0—§)H1:0
9 3
ZO—EHO—iOHl:O
9 9
H :(O,gj maisE0+@—9= 15> 10
2 9 9 2
2°™ecas:
a:§>0
6
B=0
2
=—>0
Y 15
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3010 20y
9 3
10-204 30

9 9
H=(-9,6) et 22(-9)+2%6= 0 20
9 9 3

H =0

2 3
=———v>0
P 10 2y

2
o<y<—
Y 15

Ce cas n'est pas possible car il impligue que lemégalités soient serrées, ce qui est
impossible puisque X n’est pas réalisable.

La solution du programme est dokic=(-9,6) et MaxV, =-9+5x 6= 21= V (30,20,1)

MinV, =H,+5H,
104,429 530
9 3

10+ 29 5 20

9 9

104, +3% 510

9 9

MaxL =H, +5H1+a(30—%) HO—%) H1j+[3( 20—%) HO—%OHJ+V( 1&%0%——30I1j

Ho,H,

1—%)(0( +B+y)=0

20 40, 30
5-| Za-p-Zy|=0
(3 oF 9@

a=0820y=0
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q:l+x
10 2
_2_3
B_lo 2!
2
Oosy<s—
Y 15
1% cas :
a:l>0
10
2
=—>0
B 10
y=0
30-191 -2 - o
9 3
ZO—EHO—ﬂ)Hl:O
9 9
H=(O,gj etEO+E)—9:15> 10
2 9 9 2
2°™ecas:
a:§>0
6
B=0
2
=—>0
Y 15
30-19H -2 = o
9 3
10—£)H0—@H1:0
9 9
H=(-9,6) mais@(—9)+ﬂ)6:30< 20
9 9 3
3*Mecas:
a:l+i>0
10 2
2 3
=———v>0
B 10 2y
2
O< < —
Y 15
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Ce cas n'est pas possible car il impligue que lemégalités soient serrées, ce qui est
impossible puisque X n’est pas réalisable.

La solution du programme est doRic= (Ogj et MinV, =0 +5 xg =22,5=V,(30,20,1

1-6 Rendement et risque

Dans cette section nous allons montrer que la prmerisque d'un portefeuille
arbitraire est proportionnelle a la covariance enin rendement correspondant a la densité
des prix d’état et le rendement du portefeuille.

Définition:
SupposonsS, (O)> 0 pour tout n =1, ..., N. Le taux de rendement detifan = 0, 1, ..., N
est défini par :

89

B,-B : L
1B—° (= r lorsque le rendement du compte bancaire @strdéiste)

0

R, =

Notons que puisque’ we 2, S(1) (w) > 0 on doit avoir Rw) > -1 et comme
Dw0Q B,(w)>0, Ry(w)>-1

Par extension on définit le rendement d'un poribéeaomme le taux de croissance de sa
valeur.

Définition:
Supposons Y+ 0. Le taux de rendement d'un portefeuille H esinégar:
R = V1 _VO
VO
ou V, est la valeur du portefeuille H a la date t.

Notons que le rendement du portefeuille composgealinité de I'actif n est,R

Proposition 25:
Soit H un portefeuille tel que\# 0. Le taux de rendement du portefeuille est dgaré

N
R=a,R,+> o, R,

n=1

S
ou aOEH{)/BO eta, ==V n=1,..,N.
0 0

0n est le pourcentage de la valeur du portefeuillestie dans l'actif n :
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Démonstration:

N N
v (HOBl+ZHnSn(])J—(HO Bo*+ > H,S,( g]
Par définitionR=——2 n=1 n=1

VO VO

N
n=

Ho (B, =Bo)+ 2 H,(S(9-S,(9)

R= -
V

Hy (RoBo)+ . Ho(R,S,( 9)

n=1

Vo

o

N
HoBoRo+Y H,S,(O R,
__HoBiR, 2. HaS,(9 (FaBu |, 3 HaSi(D)
Vo Vo n=1 Vo

Définition:
SupposonsS, (0)> 0 pour tout n = 1, ..., N. Le taux de rendement detifan = 1, ..., N
exprimeé en terme du numéraire est défini par :

R EM n=1,...,N

©os(9

n

C’est le taux de croissance de la valeur de I'ac@kprimé en terme du numéraire.

Notons que le rendement du compte bancaire expeméderme du numéraire est nul :
* 1_1
R,=—=0
1

Proposition 26:

* R, —R,
Rn:((1+ RO))

Démonstration:

7S, =8, (1- §( ():Sn(])_ Bl(sq( 9/ Bb)

Bl
(1+R)S(9-(# R) B(S( ¥ 8
(1+R,) B,

_S,(9[(1+R,) -(1+ R))]
B, (1+R,)

D'ou,
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* R _R . ,
R = AS, :( - °) ce que l'on voulait démontrer.

" S0 (®R)

n

Définition:
Supposons/, # 0. Le taux de rendement exprimé en terme du nureéan portefeuille H
est donné par:
ViV
VO
ol V, est la valeur du portefeuille H a la date t exjgénen terme du numeéraire.

R

Proposition 27:
Soit H un portefeuille tel qu¥, # 0. Le taux de rendement du portefeuille est dgané

R = ZN:O(n R,
n=1

. H
oua,=——-——=n=1, .., N.

N
0n est le pourcentage de la valeur du portefeuillesti dans I'actif n. Notons q@qn z1.
n=1

Démonstration:

Proposition 28
Q est une mesure de probabilité corrigée du risgaeseulement si :

EoR,=0 n=1,...,\
DwdQ,Q(w)>0

2, Q(w)=1

wQ

Démonstration
Par définition, Q est une mesure de probabilitéigée du risque si et seulement si :

« DwdQ, Q(w)>0

© Yo

wdQ

« On=1..,N,EAS=0

Or, E,AS = E, S/ Q(Zl—_;oi)z s( b %(R£+—R|joj

R -R
E.|——2[=0car S(0)>0.
JERELAT
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Proposition 29:
Si l'actif sans risque est certain (rappelons daetif sans risque rapporte toujours quelque
chose qui peut éventuellement varier suivant lasséde la nature) Q est une mesure de
probabilité corrigée du risque si et seulement si :

EqR,=r n=1,..,N

DwdQ, Q(w)>0

2, Q(w)=1

wQ

Démonstration
D'apres la proposition 28 Q est une mesure de pildarisque-neutre si et seulement Q est
une mesure de probabilité strictement positive tglle:

E,[ Re=Ro |20 n=1,..n
1+ R,

Si l'actif sans risque est déterministe alors:

E, Ry 7Ry 1 Eo(R,~ Ry)= G
1+R, ) (+R))

Eq(R,-R,)=0

E,(R,)=r car R est déterministe

Définition:
Q(w)
P(w)

Supposons gu'’il n’existe pas d’'opportunités d’agge. SoitL (co)E le vecteur de prix

d'état.

On appelle prime de risque d'un actif la differeneetre I'espérance mathématique du
rendement d’'un actif et le taux de rendement smogie (le taux de rendement du compte
bancaire lorsqu’il est déterministe). En quelquetesoc’est le taux de rendement
supplémentaire que doit rapporter un actif risqoérpnciter des individus éprouvant de
I'aversion au risque a le détenir.

Proposition 30:

Supposons gu'il n'existe pas d’opportunités d’adge. La prime de risque d’'un actif est liée
par la relation suivante a la covariance du renatrde cet actif et de la densité des prix
d’état :

E.R,-r=-Cov(R,,J) r=1,..,D

Démonstration
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Cov,(R,,)=E,(Rx )-E(R)x E{ )

=> P(w)R, (w){m}(% Alw) R j Z 1) ((—w))]

P(w) P(w

=1

Proposition 31 :
Supposons qu’il n'existe pas dopportunités d’'adge. Soit R le taux de rendement du

portefeuilleH=(H,, H,,...,H) et supposoré,>0, on a
E-R-r=-Coy,(R,1

Démonstration

Cov,(R,L)=E,( Rx L)~ E,( Rix B |

Cows(R.1) =3 P{c) R(oo)x(Q

P(w

w)j_@ K) F(@)Jx 2 F(’“’)((Fg’(—w))]

w

=1

Cov,(R,l)=E,R- E,R
=3 o) oo 3 O (o)

0

~HeBer 3 o)+ 3,2 5 g v, (0

Vo wQ n=1 o
=1 r
N
HoBo+> H,S,(0)
ER=T n=1 =r
VO

Onadonc:
Cov,(R,)=r-E,R

Proposition 32:
Supposons qu'il n’existe pas d’opportunités d’agge. Supposons que le droit conditionnel

a+bL (b;t O) est généré par un portefeuille dont le taux delearent est R' et supposons

gue le taux d'intérét sans risque est déterminiSteit R le taux de rendement d’'un
portefeuille quelconque. Alors :
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cov, (R, R)

(E:R=1)= var, R

(E-R-1)

Démonstration
Puisquea+ bL est réalisableJH' OR"* tel queV;=a+bL (b 0).
Or  V/=(1+R')V; (si V;>0).

a+blL

- R=22
VO
a+bL b b
COVP(R,R):CO\ﬁ( RT_ 3: CO}!( R\,/—(') }:\Té COM R,).

COVP(R,L)=VF‘; Cov( R,R)

On sait qu’on a pour tout portefeuille :
E-R-r=-Cov,(R,1)

' 1
=—%COVP(R,R) M)
En particulier pour le portefeuille H' tel que Bndement est R'.
E.R - r:—VF‘; Cov(R,R)
v @)
=——2Var, R
b
V!
wi@ R p o)
(E-R-1) —\g; Var, R
(E R- r):M(EPR_ r)
) Var, R

%/—J
beta du portefeuille H

La prime de risque de H est proportionnelle aecale H', le coefficient de
proportionnalité étant égal au béta (cette fornedeanalogue a celle du CAPM ou H' est
remplacé par le portefeuille de marché).

Remarque le droit conditionnela+ bL (b;tO) est réalisable si et seulement si L est

réalisable. En effet, si il existe H tel que :
V,=a+bL

alors (HOBO(1+r)+ZN: HnSn(])j: a+ bl

n=1
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%(HOBO—ﬁJ(u r){i&wjg(ﬁ} L

On peut montrer également que :

. _CovP(R*,R‘*)

E.R
=R var, R’ :
cov, (R, ,R
(EeR, - r)=%(EPR_ )
P
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