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Avant-Propos

La Mécanique des Structures est une discipline tres ancienne, qui s’est développée pour

répondre a des besoins de construction, initialement dans le domaine du Génie-Civil. Elle

repose sur l'utilisation de modeles simplifiés, qui vont permettre 'analyse des structures
de fagon rapide.

Ces modeles exploitent une caractéristique essentielle des structures qui sont des solides dé-

formables tridimensionnels : leurs trois dimensions ne sont pas du méme ordre de grandeur.

Il y a ainsi deux catégories de structures.

— les structures minces dont une dimension (’épaisseur) est tres petite devant les deux
autres, et qui sont appelées plaques ou coques selon que leur surface moyenne est plane
ou non;

— les structures élancées dont une dimension (la longueur) est tres grande devant les
deux autres, et qui sont appelées poutre ou arc selon que leur ligne moyenne est droite
ou non.

Ces structures constituent aujourd’hui 'immense majorité des structures industrielles, et
ce dans tous les domaines : aéronautique, automobile, construction ferroviaire et navale,
génie civil, etc. Ces deux types de structures sont aussi souvent combinés entre elles, par
exemple en renforcant des plaques par des poutres. La popularité de ces structures vient
du fait qu’elles présentent des propriétés optimales en termes de raideur et de résistance,
vis-a-vis de la quantité de matiere utilisée. A contrario, les solides déformables massifs,
c’est-a-dire avec des longueurs comparables dans les trois dimensions de 1’espace, sont tres
peu utilisés.

7éme

La théorie de la Mécanique des Structures a été initiée au 1 siecle, donc bien avant la

Mécanique des Milieux Continus dont le formalisme actuel a été mis au point au début de la
2°me moitié du 20°™¢ siecle. Les modeles simplifiés développés sont assis sur des hypotheéses
a priori validées a I’époque par l'expérience. Ce n’est seulement que dans la 2°™° moitié
du 20°™° siecle que ces modeles ont été justifiés a posteriori. En effet, les mathématiciens
appliqués ont démontré leur bien fondé, au sens asymptotique du terme. Ainsi, lorsque la
minceur d’'une structure tend vers 0 ou son élancement vers l'infini, la différence entre la
solution du probleme de 'élasticité tridimensionnelle et du modele simplifié tend vers 0.
Ces modeles simplifiés sont respectivement le modele de Love-Kirchhoff pour les plaques,
et celui de Navier-Bernoulli pour les poutres.

C’est a ce dernier modele qu’est consacré ce document qui traite donc de la mécanique
des structures élancées. L’exposé débute par un rappel de la théorie de 1’élasticité linéaire,
dans le cadre de la Mécanique des Milieux Continus tridimensionnelle. Dans ce contexte
est ensuite abordée la résolution analytique de problémes posés sur une structure tridi-
mensionnelle élancée (problemes dits de Saint-Venant). L’objectif est ici de disposer de ré-
sultats de référence pour guider la construction du modele simplifié. La théorie de poutre

de Navier-Bernoulli est alors présentée, avec la volonté délibérée de monter le parallele
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avec la Mécanique des Milieux Continus tridimensionnelle. Enfin, deux chapitres courts
concernent l'illustration de la théorie sur des structures treillis et sur des probléemes de

flexion plane.

Ce document est naturellement amené a évoluer, au gré des remarques et commentaires
des lecteurs qui sont les bienvenus. Il s’enrichira également dans une prochaine version de

la présentation du flambement et des vibrations des poutres.
Nantes, janvier 2009

P. Cartraud

nantes.fr
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1.1

1.2

Elasticité Linéaire

Introduction. Cadre de travail

Ce chapitre est consacré a 1’étude de 1’évolution d’un systeme mécanique qui, a partir d'un
état initial non chargé (les contraintes sont nulles en tout point), va atteindre un nouvel
état d’équilibre sous 'action de sollicitations extérieures. L’objectif ici est de déterminer
ce nouvel état. En effet, la connaissance des contraintes dans le systéme permet ’analyse
de sa tenue aux sollicitations, a 'aide de critéres de dimensionnement (tel que le critére de
résistance de Von-Mises, utilisé pour les matériaux métalliques).

L’étude sera limitée a un systeme constitué d’un matériau homogene et isotrope, a com-
portement élastique linéaire dans le cadre des petits déplacements et des petites déforma-
tions. Le systeéme est en outre supposé subir des déformations isothermes, sous 'action de
sollicitations extérieures appliquées tres progressivement (celles-ci sont dites statiques ou
quasi-statiques), a partir d’un état initial non contraint.

Apres avoir présenté le systeme d’équations a résoudre et quelques résultats théoriques
(unicité de la solution), des méthodes pour la recherche d’une solution analytique seront
exposées. Ceci constitue la théorie de 1'élasticité linéaire (ou élastostatique linéaire).

Il convient de préciser qu'une solution analytique n’est accessible que dans des situations
relativement simples (I'ouvrage [12] constitue dans ce domaine une référence majeure et
recense un grand nombre de problémes avec solution analytique). Par conséquent, pour
traiter un probleme pratique, l'ingénieur doit en général avoir recours a des méthodes
numériques, pour obtenir une approximation de la solution du probleme. Cependant, il
est souvent possible d’approcher un probleme complexe par un probleme simplifié, dont
la solution analytique existe, ce qui permet une analyse critique des résultats obtenus
par des méthodes numériques. Les solutions analytiques de 1'élasticité linéaire sont donc
extrémement précieuses et permettent d’aborder de nombreux problemes des sciences de
Iingénieur. D’autre part, elles sont a la base de théories simplifiées, telles que la théorie

des poutres qui sera exposée au chapitre 3.

Position du probleme

Les équations du probleme d’élasticité sont rappelées rapidement, le lecteur étant supposé

familier avec les notions classiques de la Mécanique des Milieux Continus. Tous les éléments
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utiles sont disponibles dans [3], [4], [7] ou [9].

Equations de champs

Les contraintes sont un tenseur symétrique d’ordre 2, donc caractérisées par six compo-

santes. Elles sont régies par trois équations locales d’équilibre

divz + [ =0 (1.1)
ce qui donne en coordonnées cartésiennes o;; ; + f; = 0.
Il est donc clair que ces équations sont insuffisantes pour déterminer completement les
contraintes.
Comme le suggere I'expérience, le matériau constitutif joue un role dans la réponse du
systeme, il faut donc faire intervenir sa loi de comportement, qui relie le tenseur des
contraintes a celui des déformations. Celui-ci est noté € en petites transformations, et est
symétrique, cf. 1.6.
Celle-ci s’écrit dans le cas d’un matériau isotrope ( est le tenseur de raideur, \ et u sont

les coefficients de Lamé)
vE B B
Q+rv1-20) "~ 20+

ce qui donne en coordonnées cartésiennes 0;; = Aeppdi; + 2pue;;. La relation inverse est

ollil

O=C:E=\ trace(?)ﬁ +2uE avec A= (1.2)

donnée par

1+v
E

T= 2y (@) +
.0 = E’I“CLCGO'

ol
wllll

7 (1.3)

avec 5 tenseur de souplesse.
Par des arguments de stabilité, il est possible de justifier que la forme quadratique associée

a la loi de comportement est positive, ce qui se traduit par

wllll

VE, € ¢:F défini positif Vo, @:5:7 défini positif (1.4)

Autrement dit, la nullité de ces expressions n’est possible que si € = Det7=0.

La prise en compte de ces relations entraine

1
3IAN+2u>0 >0 E>0 —1<1/<§ (1.5)
En adjoignant la relation déformations-déplacements
- 1= =T
g(u) = §<gradu + grad u) (1.6)

qui s’écrit en cartésiennes €;; = E (w;j + uj;)ily a alors 34646 = 15 équations de champs
aux dérivées partielles, pour 15 inconnues correspondant aux composantes des contraintes
(6), des déformations (6) et du déplacement (3).

Ces équations posées sur le domaine €2 sont complétées par des conditions aux limites
portant sur la frontiere 0€2. Dans la pratique, ces conditions aux limites permettent de
fixer les constantes d’intégration qui apparaissent lors de 'intégration des équations aux

dérivées partielles.
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Les conditions aux limites

Les conditions aux limites font partie intégrante des données du probléeme, et précisent
I’action du milieu extérieur sur le contour 02 du systeme. Elles portent sur les déplacements
ou les contraintes, et en tout point de 02, est connue, dans trois directions orthogonales
entre elles, la composante du déplacement ou du vecteur contrainte.

Généralement, 0f) est partitionné en 02 = 982, U 0f), avec 02, N OS2, = O et

— sur 0f), : U = Uy

—sur 0f), : 0.1l = T(M,ﬁ) =T,

Sur 0€), les conditions aux limites sont dites essentielles ou cinématiques ou en dépla-
cements, alors que sur 0, elles sont dites naturelles ou statiques ou sur les contraintes.
Le vecteur 7 est la normale extérieure a 0.

Ci-apres sont donnés quelques exemples de conditions aux limites.

Essai de traction

L’étude porte sur une éprouvette cylindrique dont la base a pour aire S, cf. figure 1.1(a).

F/S

xR

X = T
(a) traction (b) contact glissant

Figure 1.1 - Exemples de conditions aux limites : (a) traction (b) contact glissant

Le contour 0f2 se décompose en les bases du cylindre en z; = 0 et z; = £, et la surface
latérale du cylindre S,. En tout point de 0f, le vecteur contrainte est connu (02, = &),
et les conditions aux limites sont (sous 'hypotheése d’une distribution uniforme des efforts
de traction sur les sections extrémes)

— sur Sy : T(M, @) = 0 (condition de bord libre);

—enx; =0:T(Mn) = —gél avec 11 = —e ;
—enz =/(:T(M,n) = 251 avec 11 = €.

Cas d’un solide en contact sans frottement avec un solide indéformable

Ce cas est représenté figure 1.1(b). En considérant seulement la surface de contact, les
conditions aux limites s’écrivent en I'absence de frottement &.T(M, ) = &.T(M, i) = 0
avec 1 = —e3. Le contact persistant avec le solide indéformable fournit 3.4 = 0.

Sur ce dernier exemple, il apparalt qu’en un point de 952, les conditions aux limites peuvent
porter a la fois sur les déplacements et les contraintes, mais que dans chaque direction, soit
la composante du vecteur contrainte, soit la composante du déplacement est connue. Cette
propriété est essentielle pour la démonstration de 1'unicité de la solution d’un probleme

d’élasticité. Le probleme est dit régulier, ce qui revient a dire qu’il est bien posé.
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Notons enfin que lorsque dans une direction donnée, la composante du vecteur contrainte
est imposée, la composante du déplacement correspondante est une inconnue du probleme.
C’est donc seulement la résolution du probleme qui permettra de la calculer. Autrement
dit, il n’est pas possible, dans une direction donnée, de prescrire a la fois une force et un

déplacement.

Récapitulatif

L’ensemble des équations précédentes constitue la formulation du probleme d’élasticité.
Les données de ce probleme sont

— la géométrie du systeme ;

— la loi de comportement du matériau, c’est-a-dire les valeurs de A et p ou E et v;

— les forces volumiques;

— les conditions aux limites sur le contour 02 = 02, U 992, avec 02, N 02, =

Le probléme a résoudre s’écrit alors : trouver i, €, & solutions de

—_ .
dive+ f=0

T =¢:%=\trace(Z )Id + 21 € 3 équations de champs dans €

g(u) = %(g'r’adﬁjL grad u) (1.7)
o o 0

E . ta sur oL, conditions aux limites sur OS2

7.1 = T(M,7) = Tg sur 9,

Eléments théoriques

Introduction

Avant d’aborder la résolution des problemes d’élasticité, il importe de s’intéresser aux
problémes d’existence et d'unicité de la solution.

La question de I'existence de la solution dépasse largement le cadre de ce cours. Le lecteur
désireux d’approfondir cette question pourra se référer a [4] (section 6). Dans la suite, il
sera seulement fait état, dans certaines circonstances, d’une condition nécessaire a satisfaire
par les données en efforts du probléme pour qu'une solution existe. Ce point sera explicité
dans la section suivante.

L’unicité de la solution joue un réle fondamental dans la résolution d’un probleme d’élas-
ticité. En effet, il n’existe pas de méthode générale pour résoudre un probléme. Ainsi,
la démarche consiste a proposer une solution, et a vérifier que toutes les équations du
probléme sont satisfaites. Le résultat d’unicité permet alors de conclure que le candidat
proposé est bien la solution du probleme. Ce type d’approche est qualifiée de semi-inverse.
L’unicité de la solution est une conséquence de la linéarité du probleme 1.7. Cette linéarité
exprime que pour un systéme de géométrie et de matériaux donnés, (CL signifie conditions
aux limites) si

- (u3,&1,01) est solution du probléme 1.7 de données (f;,CLy);

- (u3, 89, 09) est solution du probleme 1.7 de données ( fy, CLs) ;
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- alors, le probleme 1.7 de données (A;fi + Aafa, AiCL; + A2CLy) admet pour solution
(A ty + Aatla, ME1 + AoBo, \T1 + AoT2).

Ce résultat est encore appelé principe de superposition.

L’unicité se démontre facilement a partir de la formulation variationnelle du probleme, qui
peut étre exprimée sur les déplacements ou les contraintes. Cette approche variationnelle
permet également de caractériser la solution du probleme en tant que minimum d’une fonc-
tionnelle, qui correspond a une énergie. Cette derniere propriété est a la base de méthodes

de résolution qui seront présentées au chapitre 3, section 3.11.2.

Formulation variationnelle en déplacement

Définition : le champ ¢ est dit cinématiquement admissible (noté par la suite C.A..) avec
les données cinématiques du probleme 1.7, s’il est suffisamment régulier et satisfait les
conditions aux limites cinématiques (1.7),.

Dans cette définition, suffisamment régulier signifie continu, et tel que les expressions
utilisées par la suite (intégrales, opérations de dérivation) aient un sens.

A partir de cette définition, il vient la formulation variationnelle en déplacement

Formulation variationnelle en déplacement : si « est solution du probleme 1.7, alors

U est C.A.
(1.8)
Vi C.A. a(t, 7 — i) = ¢V — u)
avec
a(it, 7 — @) = / (@) : ¢ 5(F — @)dQ
¢ ) (1.9)
0= [ fE- D0t [ Tl nas
(U — ) A (U —w)dQ + . 4-(U — 1)
La démonstration est rapide. Il vient en effet a partir de 1’équation d’équilibre (1.7);
—_
/ (dit + f).(F — @)dQ = 0 (1.10)
Q
Or, d’apres la relation
— _ _ =T
div(@5) = divs. i+ : grad @ (1.11)

dont le dernier terme est égal a @ : (@) en tenant compte de la symétrie de 7, et de la

formule de Green-Ostrogradsky, la relation 1.10 devient

|7 -mde= [ fe-apd+ | G-

Qll

7 dS (1.12)

Le second membre représente le travail des efforts extérieurs dans le déplacement v/— .
Il est rappelé que 9Q = 9Q,UIN,. Or, pour @ et T C.A., T—u = 0 sur 98, et d’autre part,
d’apres (1.7)s, 7.7 = T(M, i) = Tg sur 09,. Le second membre se réduit donc finalement

a ®(U — 1), ce qui achéve la démonstration.
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L’unicité de la solution en déplacements s’obtient a partir de la formulation variation-
nelle. En effet, supposons que le probleme 1.7 admette deux déplacements solution u; et

3. Ces champs sont C.A., si bien que 1.8 fournit

(l(’ljl, ﬁQ — ’ljl) = (I)(’IIQ — ﬁ1> (1 13)
CL('L_[:Q, ’Jl — 772) = q)(ﬁl — ﬁQ)

En sommant ces deux égalités, la forme a étant bilinéaire, ® linéaire, et en posant @* =

Uy — s, il vient a(u*,@*) = 0. Or

a@rgf)::/gar);%;aaﬂdg (1.14)

Q

et sous 'hypothese classique (cf. 1.4) que le tenseur % est défini positif, il s’ensuit que
@) =0 (1.15)

Ce qui montre que u* € R ou R est 'espace des déplacements de solide rigide, défini par
R = {ilg /il = t + 0 A &, avec t et § constants} (1.16)

D’autre part, ©* est obtenu par différence de u; et s, tous les deux C.A. Par conséquent,

u* est un champ compatible avec des données cinématiques nulles pour le probleme 1.7,

Cest-a-dire @ = 0 sur 0Q,. Ce champ est dit C.A. homogene, noté C.A.H.

Deux cas de figure se présentent alors

— ou bien les conditions aux limites cinématiques @* = 0 sur 9, empéchent tout mouve-
ment de solide rigide. Auquel cas u* = 0 et la solution en déplacement du probléme 1.7
est unique;

— ou bien 'espace R (ou une partie non vide de celui-ci) est contenu dans ’espace des
champs C.A.H., et alors la solution du probleme 1.7 est définie a un déplacement de

solide rigide pres. D’autre part, d’apres 1.8, il vient
wmAﬂem/fwm+/ TadS =0 (1.17)
Q 000

Cette condition est appelée condition de compatibilité sur les données statiques. C’est
une condition nécessaire pour qu’il existe une solution au probleme 1.7. Physiquement,
elle exprime des condtions d’équilibre global du domaine étudié.
Ainsi, pour le cas de l'essai de traction, cf. section 1.2.2, ou 0€2, = @, 1.17 implique la
nullité du torseur de ’ensemble des efforts extérieurs, condition qui est bien vérifiée pour
un effort de traction uniformément réparti.
Notons que quand bien méme la solution en déplacement est définie a un déplacement
de solide rigide pres, la solution en déformation et en contrainte est quant a elle unique,
puisque Z(@*) = 0.
Outre 'unicité de la solution (au sens défini précédemment pour le déplacement), il découle

de la formulation variationnelle en déplacement le théoréme suivant.

Théoreme de I’énergie potentielle en déplacement : parmi tous les champs C.A.| le

champ de déplacement solution minimise 1’énergie potentielle en déplacement définie par
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W — &. W représente I’énergie élastique de déformation et a pour expression

1
W(u) = ia(ﬁ, ) (1.18)
Pour démontrer ce théoréme, considérons le déplacement v C.A. et le champ  solution du
probleme 1.7. La forme a étant symétrique, la différence d’énergie potentielle des champs
U et U est

2 (1.19)

Or d’apres la formulation variationnelle 1.8, le second membre se réduit au premier terme.

Enfin celui-ci est positif ou nul d’apres 1.4.

Formulation variationnelle en contrainte

Définition : le champ de contrainte 7 est dit statiquement admissible (noté par la suite
S.A.) avec les données statiques du probleme (1.7), s'il est symétrique, satisfait les équa-
tions d’équilibre (1.7); et les conditions aux limites statiques (1.7)s.

A partir de cette définition, il vient la formulation variationnelle en contrainte

Formulation variationnelle en contrainte : si & est solution du probleme 1.7, alors

{?est S.A
_ _ _ (1.20)
V7 S.A.A(G,7T—-7) =o' (T —0)
AGF—%F)=[7:5:(F—5)dQ
/Q (1.21)

O (F—7) = /BQ 74.(F — 7). dS

La démonstration est donnée tres rapidement car reprenant des arguments utilisés dans

I’approche en déplacement.

D’aprés la symétrie de la loi de comportement (5 = %), il vient

AF7-7) :/Q(?—ﬁ) ;%;am:/ﬂ(%—ﬁ) L E()d) (1.22)
Or l'application de la formule 1.11 fournit

TNE(F—7)) = dio(F—7)i+ (F—7): grad @ (1.23)

Or, (T—7) étant symétrique, le dernier terme est égal & (T —7) : £(1). Et apres application

du théoreme de Green-Ostrogradsky, il vient

7 = —/Qcﬁ(%—ﬁ)ﬂdﬂ+ [ i -5).qds (1.24)

il

A(7,

Et comme T et @ sont S.A., il en résulte que 7 — @ est S.A. homogene, c’est-a-dire S.A.
_) — J— — — J— —
avec des données statiques nulles, d’ot div(T —7) = 0, et (T —7).7 = 0 sur d52,. Ceci finit

la démonstration.
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En envisageant deux champs de contraintes solution @ et 7, I’unicité de la solution en
contrainte est obtenue d’apres la nullité de A(7,7 — @) et la propriété 1.4

De méme il vient le théoreme de I'énergie complémentaire.

Théoréme de I’énergie complémentaire : parmi tous les champs S.A., le champ de
contrainte solution minimise I’énergie complémentaire définie par W* — ®*. W* représente
I’énergie élastique de contrainte et a pour expression

W*(7F) = ~A(7,7) (1.25)

Résolution des problemes d’élasticité

Deux approches existent pour la résolution du probleme d’élasticité 1.7, selon que la re-
cherche de la solution est faite en choisissant le champ de déplacement ou le champ de

contrainte comme inconnue principale.

Approche en déplacement

Cette méthode consiste a choisir le champ de déplacement @ comme inconnue principale.
Dans la pratique, une certaine forme pour ce champ est proposée. Il s’agit alors de vérifier
toutes les équations du probléme.

Ce champ doit satisfaire les conditions aux limites en déplacement, et il est aisé de calculer
par dérivation les déformations, puis les contraintes en utilisant la loi de comportement. Il
est alors possible d’étudier si les équations d’équilibre et les conditions aux limites portant
sur les contraintes sont vérifiées. Dans le cas d’'un domaine 2 homogene (le matériau est
le méme en tout point de €2, il est plus commode d’exprimer directement les équations
d’équilibre en termes de déplacement. Celles-ci sont obtenues en reportant la relation dé-
formations/déplacements (1.7)3 dans la loi de comportement (1.7)9, puis en injectant cette
expression dans les équations d’équilibre (1.7);. Il vient alors les équations d’équilibre en

termes de déplacement, équations dites de Lamé-Navier, dont I'expression est

—) — —
(A + p) grad (divid) + p Ad+ f =0 (1.26)
ou encore
— —
(A + 241) grad (divid) — prot (rotit) + f=0 (1.27)

Le processus de résolution avec la méthode en déplacement est donc
— postuler un champ de déplacement ;

— vérifier les conditions aux limites sur les déplacements;

— vérifier les équations de Lamé-Navier;

— vérifier les conditions aux limites sur les contraintes ;

— conclure grace a 'unicité.
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Remarque : si le champ de déplacement est irrotationnel, les équations se réduisent a

— S
(A + 2u) grad (divid) + f=0 (1.28)
- o > - —
ce qui implique que @f = 0 et que f est de la forme f = grad ¥. Il s’ensuit aprés
intégration
(A + 2u) divii + F = cste (1.29)

Approche en contraintes

La seconde méthode de résolution consiste a rechercher directement les contraintes. Le
champ de contrainte doit vérifier les conditions aux limites portant sur les contraintes et
les équations d’équilibre.

Si tel est le cas, il sera toujours possible de lui associer un champ z en utilisant la loi de
comportement sous sa forme inverse, £ = 5 : 7.

En revanche, il n’est pas stir que ce champ corresponde a un champ de déformations. Il faut
pour cela s’assurer qu'il existe un champ de déplacement « tel que € dérive de ce champ

de déplacement, soit

— 1 — :T_’

€= §<gradu + grad u) (1.30)
ce qui revient a dire que  doit vérifier des conditions d’intégrabilité, encore appelées condi-
tions de compatibilité des déformations. Ces équations sont complexes a exprimer

en écriture tensorielle. En cartésiennes, les 6 équations peuvent étre mises sous la forme
A&‘j + Ekkyij — (Ejk,ik + gikyjk) =0 (1.31)

En pratique, lors d’une approche en contraintes, ces équations sont exprimées en fonction
des contraintes. Pour ce faire, il faut utiliser la loi de comportement 1.2. Mais les équations
obtenues sont difficiles a exploiter, ¢’est pourquoi elles sont combinées avec les équations
d’équilibre, pour donner finalement les équations de Beltrami-Michell

div(grad(a)) + T grad(grad(trace(a)) + %Id divf +gradf+grad f=0 (1.32)
v —v
Dans le cas particulier fréquent ou les forces de volume sont constantes grad f = 6, I’équa-

tion se réduit a ses deux premiers termes. En coordonnées cartésiennes, cela donne
(1 +v)Aoi; + kg = 0 (1.33)

Si le champ de contrainte proposé vérifie ces équations, il sera alors possible d’intégrer le
champ de déformations et d’obtenir le déplacement « défini a un déplacement de solide
rigide pres. Il restera enfin a satisfaire les conditions aux limites sur les déplacements.

Le processus de résolution avec la méthode en contrainte est donc

— postuler un champ de contrainte ;

— vérifier les conditions aux limites sur les contraintes ;
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— vérifier les équations d’équilibre ;

— vérifier les équations de Beltrami-Michell ;

— intégrer les déformations et obtenir le champ de déplacement ;
— vérifier les conditions aux limites sur les déplacements ;

— conclure grace a 'unicité

Remarques

— notons que lorsque les forces volumiques sont constantes, tout champ de contraintes
constant ou affine par rapport aux variables d’espace satisfait les équations de Beltrami-
Michell ;

— si les forces volumiques sont nulles, tout champ de contraintes constant vérifie a la fois
les équations d’équilibre et les équations de Beltrami-Michell,

— si le probleme étudié est sans condition aux limites sur les déplacements 0$2, = &, quand
le champ de contrainte proposé satisfait les conditions aux limites sur les contraintes,
les équations d’équilibre et les équations de Beltrami-Michell, celui-ci est la solution en
contraintes du probleme. Pour l'exemple de la traction simple, cf. section 1.2.2, il s’en

déduit que T = %:ﬁl ® 21 est la solution du probléme.

Choix d’'une méthode de résolution

Pour un probléme d’élasticité linéaire admettant une solution analytique, le choix dune
méthode de résolution doit étre guidé par 'intuition qui incite a faire des hypotheses sur la
forme des déplacements ou des contraintes. Cependant, comme toute solution doit satisfaire
les conditions aux limites du probleme, 'inconnue sur laquelle les conditions aux limites

sont les plus nombreuses est en général privilégiée.

La proposition d'un candidat a la solution d’un probléme est alors une étape délicate,
et il faut exploiter toutes les informations disponibles. En particulier, les propriétés géo-
métriques des données du probléeme (géométrie du systéme, chargement volumique, loi
de comportement et conditions aux limites) doivent étre utilisées. Elles peuvent en effet
conduire a la recherche d'une solution indépendante d’une ou plusieurs variables d’espace,
ou vérifiant des propriétés de symétrie. Enfin, signalons que lorsque les deux méthodes de
résolution sont utilisables, la méthode des déplacements sera préférée, car moins lourde au
niveau des calculs que la méthode des contraintes (I'intégration des déformations est assez

fastidieuse).

Principe de Saint-Venant

Dans la pratique, la formulation des conditions aux limites est difficile, car le plus souvent
les informations sur 92 sont approximatives et connues de fagon globale. Ainsi, sur 0€2,,
le torseur résultant des efforts appliqués sera connu, mais pas sa répartition surfacique

exacte, d’ou I'impossibilité de définir un probleme régulier. Autrement dit, avec de telles



1.5 Principe de Saint-Venant 11

données, le probleme d’élasticité admet une infinité de solutions, chacune d’entre elles étant
la solution d’un probléme régulier avec une répartition surfacique d’efforts donnée. Pour
résoudre cette difficulté, une propriété importante est alors exploitée.

Principe de Saint-Venant : si la distribution surfacique Ty sur une partie 02y de
082, est remplacée par une distribution qui lui est "statiquement équivalente" (c’est-a-dire
que les torseurs de ces deux distributions sont identiques), les champs de contrainte et de
déplacement de la solution du probleme d’équilibre élastique sont pratiquement inchangés
dans toute partie du solide €2 suffisamment éloignée de 0€)gy .

Ainsi, si un probleme dont les conditions aux limites sur d)gy sont exprimées en termes
de torseur résultant possede une solution analytique, cette solution peut étre considérée
comme valable dans 2, sauf au voisinage de 0€)gy. Ce principe autorise une certaine sou-
plesse dans la formulation des conditions aux limites, et permet également d’étendre le
champ d’applications de solutions de problemes réguliers. Par exemple, la solution de ’es-
sai de traction simple vue auparavant est valable loin des bases d'un cylindre sur lesquelles
on applique deux efforts opposés.

Ce principe empirique est bien vérifié par l'expérience, et par les résultats donnés par les

méthodes numériques.
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2.1

2.2
2.2.1

Analyse tridimensionnelle de
solides élancés.
Probleme de Saint-Venant

Introduction

Nous nous intéressons dans ce chapitre a des poutres, c’est-a-dire a des solides élancés
dont une dimension est grande devant les deux autres. Cette particularité géométrique
incite a rechercher des hypotheéses simplificatrices pour décrire leur comportement, a ’aide
d’une modélisation monodimensionnelle, afin d’éviter la complexité de I’approche tridimen-
sionnelle. Pour justifier ces hypotheses, il convient cependant de pouvoir disposer d’une
solution rigoureuse de référence. C’est 'objectif de I’étude du probleme dit de Saint-Venant,
qui sera traitée dans le cadre de I’élasticité tridimensionnelle. Afin de ne pas alourdir la
présentation, seuls les résultats essentiels seront fournis, sans rentrer dans le détail de la ré-
solution des problemes d’élasticité. Le lecteur désireux d’approfondir ces questions pourra

se reporter a [1] ou [2].

Le probleme de Saint-Venant

Position du probleme

L’étude concerne la réponse élastique d’un solide cylindrique 2 de section constante (base)
S, d’axe €1, et de longueur £. Ainsi Q = [0,4] x S, cf. figure 2.1. Ce solide est uniquement

Ae
2 S£
So( f (s -
G()Irl Gl E|
€3
== £ —f

Figure 2.1 - Définition du domaine Q étudié

sollicité sur ses sections extrémes : les efforts volumiques sont donc nuls, et la surface

latérale S, =]0, £[x S est libre. D’autre part, les sollicitations sur les sections extrémes Sy
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et S1 ne sont connues que par leurs torseurs résultants, aux centres de surface Gg et Gy de
ces sections. Ainsi, (RO, MGO) , (Rl, MGI) sont donnés, et le probleme a résoudre s’écrit en

cartésiennes, en notant

ﬁ:/ST(M,a) ds

) L (2.1)
Mg :/GMAT(M,él) ds
S

7ijj =0

14+v v
€ij = Taij - Eakkfsz'j

1
gij = 5 (Ui + ujs) (2.2)

T(M, i) = 0 sur S,
(z; = 0) = Ry, Mg (21 = 0)
ﬁ,(l’l = E) = 1:_{1, MG (.Tl = E) = MG1

=]l
I
=

Q

Il en résulte que les conditions aux limites ne peuvent étre mises sous la forme classique

—

VM € 09, Veé;, é;-uoué; - T(M, 1) donné. (2.3)

et que le probléeme précédent n’est pas régulier. Il admet donc une infinité de solutions,
car il est possible de définir une infinité de conditions aux limites statiques sur Sy et S;

respectant la donnée du torseur résultant.

Cependant, d’apres le principe de Saint-Venant, cf. section 1.5, loin de Sy et Sy, 1'écart
entre toutes ces solutions est négligeable, ce qui signifie que toute solution du probleme
peut étre considérée comme valable dans cette zone, et ce, quelle que soit la facon dont
sont appliquées les sollicitations sur les sections extrémes (a torseur égal). Il apparait ainsi
que la solution obtenue sera exploitable a condition que la longueur du cylindre soit grande

devant les dimensions de la section. C’est pourquoi les solides étudiés ici sont dits élancés.

Enfin, le probléeme précédent ne possédant pas de conditions aux limites de type déplace-
ment imposé, il admettra des solutions a condition que I'équilibre global soit respecté, cf.

¢

section 1.3.2, ce qui impose

Ro+ R, =0
{ S (2.4)

MGO+MG1+£€1AQ1:6

Décomposition de la solution

Grace a la linéarité du probleme, le principe de superposition permet de décomposer le

probléme précédent en six problemes élémentaires, correspondant a des sollicitations de
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nature différente. Cette décomposition est la suivante
R 0 0 0 0
Ri =<{ 0 +30 + {0 + +4¢ Ry +4 0
0 0 0 0 R
v (2.5)
0 0 0 My 0 0
Me,=¢ 0 + { My +{ 0 +3 0 +30 + 30
0 0 Mis 0 0 0

Ro et M, se déduisant de Ry et M, en utilisant Péquilibre global (2.4).

Les six cas ci-dessus vont maintenant étre envisagés successivement, ce qui peut étre sché-

matisé de la facon suivante Etant donné que toutes les conditions aux limites portent

1) Traction-compression

R]l‘-i:

O

2 et 3) Flexion pure

g
. C»&ez

M,

V=

~ 4) Torsion
S
€1
€3

5 et 6) Flexion simple

€ ARIZ
- O

é‘ i
3 €2 4R|3

Figure 2.2 - Décomposition en problémes élémentaires

sur les contraintes, ’approche en contraintes sera utilisée pour résoudre ce probleme. Le

champ de contrainte sera donc cherché comme vérifiant les équations d’équilibre et de

Beltrami-Michell, et les conditions aux limites, soit

Uzj,j =0
+ ! 0
0ij,mm 1+ Vall,]j
T(M, ) = 0 sur S,
ﬁ(l‘l = 0) = ﬁo, 1\7[(; (Xl = 0) = 1\7[(;0
ﬁ (ZL‘l = f) Rl, MG (Xl = f) 1\7[(;1

(2.6)
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Solutions élémentaires

Traction-compression

Pour ce probleme, il est treés aisé de constater que

Lo [roo
Iﬁ{a}:ﬁ 000 (2.7)
00 0

avec |S| aire de la section droite, est solution du probléme pour le cas de charge 1. D’ou

en utilisant la loi de comportement

R 1 0 0

— 11

= = — — 2

[5]{51-} E|S| 0 OV 0 ( 8)
—UV

et apres intégration, a un déplacement de solide rigide pres

Ry | '

" 11

{u}e) = EjS| —VZ (2.9)
—VTs3

Ceci conduit a un déplacement axial selon €] linéaire en x, et a des déplacements trans-
versaux (selon € et €3) indépendants de x1. Pour une section rectangulaire de dimensions
a X b, la déformée présentée figure 2.3 est obtenue selon I'axe de la poutre d’une part,
et dans la section d’autre part (pour Ry;; > 0). Ces deux figures sont caractéristiques de
P’effet Poisson, qui se traduit par des déformations transversales égales a —v fois les

déformations axiales, lorsque la sollicitation est purement axiale. Enfin, pour une poutre

I I = I I
I | : o | I I
€] €3 >
N | = L _
- A S (1-vR /EIS])a
- - -1
(1+R, /E[S|)

Figure 2.3 - Déformée de la poutre en traction, selon deuzx plans de projection

élancée (ou longue), c’est-a-dire si £ > dimensions de la section, notons que le changement

de forme de la section est négligeable devant le déplacement axial.

Flexion pure

Considérons maintenant les cas de charge 2 et 3, le chargement étant dii uniquement a des

moments aux extrémités, portés par I’axe € ou €3.
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Pour le cas du moment autour de 'axe €3, si les directions €5 et €3 sont principales d’inertie

(cest-a-dire si [qxow3dS =0 ), alors la solution 7 est de la forme

1 00

— o M13 o 2 . . .

[7] @y = —Exg 0 0 0| avec I33 = : x5dS moment quadratique principal (2.10)
000

Ainsi, la matiere travaille en traction ou en compression selon le signe de s, et pour

Mi3 > 0, d’ou la répartition des contraintes normales oqq, illustrée figure 2.4. La loi de

Ae,

I
T < ~ M3

Figure 2.4 - Répartition de la contrainte 011 dans une section

comportement donne

1 0 0
_ M3
Ely=— w20 —v 0 (2.11)
’ I33
0O 0 —v
Et apres intégration, le déplacement solution est donné (a un déplacement de solide rigide
pres) par
M —T1T2
_ 13
{ihey = g | 2 @i+ v (@3 —a3)) (2.12)
VIoX3
1M
Ainsi, le centre de surface (2o = x3 = 0) subit un déplacement de valeur v = 5%:@ selon
33

€, et décrit donc une parabole. Le calcul de la courbure x de la courbe v (z1) s’obtient en
appliquant la formule

V11

(1 N (U71)2)3/2

Or, v est un terme de gradu , et donc dans I'hypothese des petites transformations est

K =

(2.13)

tres petit devant 1, si bien que k ~ v ;. En outre, dans le cas présent, x est constant et

vaut
My
Els3

La déformée de la ligne des centres de surface est donc tres bien approchée par un cercle

(2.14)

de rayon 1/k. Par la suite, la ligne des centres de surface sera appelée ligne moyenne ou
fibre moyenne.

€]
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En ce qui concerne la déformée d’une section droite (z; = cste), pour une section rectangu-
laire la déformée obtenue est présentée figure 2.5, avec un changement de forme (gonflement
ou contraction) directement lié au signe de xs compte tenu de I'expression de oq7, ce qui

traduit 1’effet Poisson.

v

Figure 2.5 - Déformée de la poutre en flexion, selon deux plans de projection

Pour une poutre élancée, il est licite de considérer que le déplacement selon €5 est quasiment
constant sur la section, et que les déplacements correspondant au changement de forme
de la section sont négligeables par rapport a ce dernier. Le vecteur rotation & = %r(?t i,

qui est associé a la partie anti-symétrique du gradient des déplacements, a pour expression

w = IIEJ/IL}; (vxs€y + z1€3). Ainsi, dans une section a x; = cste, la rotation est constante

autour de e3. La déformée de cette section est donc plane, avec dans le plan le

changement de forme représenté auparavant.

D’autre part, wy = gl—gxl, et est donc égal a la pente v; du déplacement de la ligne
moyenne, ce qui signifie que la section droite déformée est perpendiculaire a la
déformée de la ligne moyenne. Ce résultat peut aussi étre justifié en remarquant que
~v12 = 0, d’ott le fait que les transformés de €] et é; restent perpendiculaires. Cette propriété
est illustrée figure 2.5.
Le cas de la flexion autour de 1'axe €; (cas de charge n°3) se traite de fagon analogue et il
suffit de transposer les résultats précédents pour obtenir
My 1My ,
011 = —1T ;W= —=—= & 2.15
H 122 ’ QEIQQ 1 ( )
avec Ipy = [qx3dS moment quadratique principal et w déplacement selon €3 de la ligne

moyenne.

Torsion

Le cas de charge n’4 avec un moment axial aux extrémités est maintenant étudié. La

résolution du probléme conduit a & de la forme

0 012 013 019 = %&73
Gley =02 0 0 | avec {\/[11 et J=2 /S@/)dS (2.16)

o3 0 0 013 = —Tw,z
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ou @/A) (x9,x3) est solution d’'un probleme de Laplacien posé sur la section

é@/)JrZ:O dans S (2.17)
=0 sur 0S
Il s’ensuit
0 by 0,
[Elizn = M 0 03 0 2 (2.18)
e = oy | 77 '
-y 0 0

et apres intégration, a un champ de solide rigide pres, que

M @ (w2, 3)

— 11 N -

ey = IR avec po =13+ 3 et 3= —V+ o (2.19)
1T

Ainsi, les contraintes et déformations sont indépendantes de z;.
Le champ de déplacement se décompose en un déplacement axial indépendant de 1, et en

déplacements transversaux dus a la rotation %xl €1 qui s’applique sur toute la section,

autour de I'axe pe;. Il vient ainsi la relation
Mo (2.20)

Dans le cas de la section circulaire et du tube a section circulaire, ¢ = 0. Ceci conduit a la
déformée présentée figure 2.6 Cependant, dans le cas général, p # 0 et la section ne reste

A e, / génératrice déformée

/

Figure 2.6 - Déformée d’une poutre a section circulaire en torsion

pas plane. Ce phénomene est appelé gauchissement.

2.3.4 Flexion simple

Considérons maintenant le probleme 5. Le champ de contrainte & est trouvé de la forme

—R12 (é — .I‘l) i)

g _—
011 O12 013 H I33
= — —-R
Olgy =02 0 0 |avecq ;- —h ( o VU x§> +ys (2.21)
o13 0 0 2133 1+v

013 = —X,2
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X étant solution d’un probleme de Laplacien posé sur la section

Ax =0 dans S

Rio v (2.22)
X73n2 — X72n3 = T&g <X§ — 1—|——I/x§) N9 Sur 88

Les expressions des déformations et des déplacements ne sont pas reportées ici, mais le
calcul de la courbure donne
—Rm (E — 1‘1)

2.23
Els (2.23)

V11 (l’l) =

soit une formule analogue au cas de la flexion pure en remarquant que le moment (moment
de flexion qui sera défini dans le chapitre suivant) s’exercant sur la section située a I’abscisse
x1 vaut Ryg (¢ — z1) €.

Pour approfondir I’analyse, il est nécessaire de résoudre le probleme en x. Or, ce probleme
n’admet pas en général de solution analytique, sauf dans le cas de sections de forme tres
simple, comme une section circulaire par exemple.

Pour une section circulaire de rayon a, la déformation €15 due au cisaillement o5 est
négligeable par rapport a la rotation de la ligne moyenne v ;, des lors que la poutre est
suffisamment élancée, soit £ > a. Il y a donc une analogie avec la réponse flexion pure, ou
les sections déformées restent planes et orthogonales a la déformée de la ligne moyenne.
L’effet dii au cisaillement est donc négligeable dans ce cas. Une autre facon de mettre en
évidence ce résultat consiste a comparer les énergies de déformation dues aux contraintes
de flexion oy a celles des contraintes de cisaillement o5 et o13. Il apparait alors que leur
rapport devient tres grand si £ > a.

Ainsi, pour une poutre élancée, I'action de la résultante des efforts selon €5 et €3 est né-
gligeable par rapport aux effets de la flexion. Ceci se traduit sur la déformée par un
gauchissement négligeable par rapport aux déplacements de flexion, et sur I’énergie par la
prépondérance de 1’énergie de flexion.

Le cas de charge n°6 se traite de la méme facon et on obtient
Rz (0 —x1) 23

011 = (224)
122
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Une théorie approchée des poutres

Introduction

Le probleme de Saint-Venant, étudié au chapitre précédent, bien que simple par sa géomé-
trie et ses conditions aux limites (ces derniéres étant définies par un torseur d’efforts sur les
sections extrémes), donne lieu a des calculs fastidieux avec une approche tridimensionnelle.
Il serait donc tres utile de proposer une modélisation simplifiée des poutres (classiquement
appelée Résistance des Matériaux) pour obtenir rapidement les informations jugées
essentielles (déformée, répartition des contraintes) sous 'action d’efforts extérieurs connus
globalement. Il s’agit donc de réaliser le passage d'une modélisation tridimensionnelle a
une schématisation monodimensionnelle. De ce fait, le formalisme de ’élasticité linéarisée
et ses équations aux dérivées partielles va se transformer en un systeme d’équations diffé-
rentielles. Il en résulte un gain énorme sur le temps de résolution du probleme, au prix de
quelques approximations qui seront soulignées ci-apres.

Pour effectuer cette simplification 3D — 1D, les résultats obtenus sur le probleme de
Saint-Venant vont largement étre exploités, et extrapolés a des situations plus générales
(c’est-a~dire pour d’autres types de chargement et de conditions aux limites). Le cadre de
travail est donc le méme que dans les chapitres précédents, a savoir celui des petites per-
turbations. D’autre part, la structure étudiée est supposée constituée d’'un méme matériau,
a comportement élastique isotrope.

Ce chapitre suit un plan classique dans le cadre de la Mécanique des Milieux Continus,
I'objectif étant de mettre en place les différents éléments de la théorie des poutres, condui-
sant a la formulation d’un probleme aux limites. L’exposé portera donc successivement sur
la description de la cinématique, des déformations, des efforts internes et des équations
locales qui les régissent, la loi de comportement et enfin les conditions aux limites. La
résolution du probleme sera ensuite abordée.

La présentation s’appuie principalement sur les références suivantes : [10] et [8] (ouvrages

magistraux), ainsi que [11], [1] et [5].

Définitions
L’étude concerne des structures élancées, encore appelées poutres, qui ont la carac-

téristique géométrique d’avoir une dimension tres supérieure aux deux autres. Selon la
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grande dimension, la poutre est assimilée a une courbe correspondant a sa ligne moyenne.
Transversalement a celle-ci est définie la section S de la poutre, dont le centre de surface

appartient a la ligne moyenne. Dans ce chapitre, I'exposé est limité aux poutres dont la
ligne moyenne est une droite.

>p S

So( 4 (N ( \Sl
" N\ x >‘.
Go 7 (y & ¢

| —f—

L]
W
o

Figure 3.1 - Le domaine §2 étudié et une section droite S

3.3 Hypotheéses cinématiques

Pour définir le déplacement de la poutre dans le cadre d’une modélisation 1D, il est prévi-
sible que des hypotheses sur la déformation des sections seront nécessaires, afin de "gagner"
deux dimensions. Or, pour le probleme de Saint-Venant, il avait été remarqué qu’excepté
pour le cas de la torsion, une bonne approximation de la déformation de la section de
la poutre pouvait étre obtenue en considérant que celle-ci subissait un mouvement d’en-
semble (i.e. de solide rigide), qui apres déformation la maintient perpendiculaire a la ligne
moyenne. Ceci conduit a la formulation de I’hypotheése de Navier-Bernoulli

Hypothese de Navier-Bernoulli : toute section droite d’une poutre subit un dépla-

cement de solide rigide qui la maintient perpendiculaire a la ligne moyenne
déformée.

L’interprétation graphique de la décomposition de la poutre en sa section et sa ligne
moyenne est donnée figure 3.2.

Figure 3.2 - Schématisation de la poutre par sa ligne moyenne et sa section

La cinématique de la section est donc régie par 6 degrés de liberté. Les 3 degrés de liberté
de translation sont définis par les composantes u, v et w du déplacement @ du centre de

surface G de la section. Ainsi, pour un point M quelconque appartenant a la section de
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centre de surface G, avec GM = 2965 + x3€3, le déplacement de solide rigide de la section

se traduit par

R . Uu (1’1) - .T}2¢93 (.Tl) + 1’392 (.Tl)
iy = tig + 0 AGM = {tn} gy = | 0 (1) — @36 (21) (3.1)
w (xl) + IL‘201 (l‘l)

en notant 6 la rotation de la section.

Pour le centre de surface de la section, les composantes du déplacement correspondent
pour u au déplacement axial de la ligne moyenne, et aux déplacements transverses
pour v et w. Ces derniers sont encore appelés fleches.

La conservation de I'angle droit entre la section et la ligne moyenne conduit aux relations

03 = v,
’ 3.2
{02:—11}1 ( )

)

Cette relation est illustrée dans le plan (€}, €3) figure 3.3.

Figure 3.3 - Conservation de ’angle droit entre la section et la ligne moyenne

La rotation 0y, quant a elle, ne peut étre reliée au déplacement de la ligne moyenne.

Finalement

u(x1) — x9vq (1) — 23w 1 (27)
{inbzy =1 v(z1) — 2361 (71) (3.3)
w (21) + 226 (21)

La comparaison de ce champ avec la solution élastique 3D du probléme de Saint-Venant
fait apparaitre une approximation, conséquence directe de I’hypothése de mouvement de
solide rigide de la section : ses changements de forme sont négligés. Ceux-ci peuvent étre
décomposés en deux parties : ceux qui ont lieu dans le plan de la section, et ceux qui se
produisent en dehors de celui-ci, et qui correspondent au gauchissement. Comme indiqué
dans le chapitre 2, les premiers d’entre eux peuvent effectivement étre négligés si la poutre
est suffisamment élancée. Quant au gauchissement, qui peut étre di a la torsion ou a la
flexion simple, il peut se calculer en résolvant un probleme local sur la section de la poutre,
sans qu’il soit utile de le prendre en compte dans la modélisation globale de la poutre.
Pour finir, il convient de remarquer que pour ces deux sollicitations, la cinématique définie

par 3.3 permet d’obtenir les déplacements et rotations d’ensemble de la section.
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Déformations

Le champ de déplacement étant connu, le champ de déformation s’en déduit simplement,
grace a la partie symétrique de son gradient, puisque le cadre adopté est celui des petites
perturbations. Le gradient est donné par

gradi = U; ® €; (3.4)

—

D’otu, en considérant 'expression 3.1 de u, avec a ce stade 0(x1) (c’est-a-dire sans avoir
pris en compte encore la conservation de I’angle droit entre la ligne moyenne et la section),

et d’autre part de la relation GM = To€y + x3€3, il vient

gradi = (Ug(xl) + «9(:;1) A GM),i ® &

= (ﬁ(},l—i-é:l/\GT\/[) ®€1+§(I1)A(GM),Z®€Z
o ) ) (3.5)
. (EG,1+0,1/\GM)®€1+(0/\€2)®€2+(0/\€3)®€3

= <6G71+§,1AG_M>®51—9351®52+9251®53+91(53®52—52®53)

Ce qui conduit aux déformations, en prenant la partie symétrique

_ 1 S -
E:§<(*G,1+0,1/\GM+€1/\

—

)®a+a®(ﬁe,1+§,1AGM+aA§)> (3.6)

Il est ainsi aisé de vérifier que toutes les composantes de déformation associées au change-
ment de forme de la section sont nulles, ce qui est une conséquence directe de I’hypothese
de mouvement de solide rigide de la section. En effet, ¢;; = 0 si ¢ ou j # 1.

Sous forme matricielle, ’expression des déformations est

U1 +a302,10 —203,1 (0,1 —05 —2361,1)  S(w, 02 + 2201,1)
Eliey = 0 0 (3.7)
Sym.

L’expression 3.6 des déformations améne naturellement a introduire les deux vecteurs sui-

vants, associés respectivement a la partie constante et linéaire sur la section, soit

€= 1g, 1+ N0 Ko = 0,1 (3.8)
de sorte que l'expression des déformations devient

5 %[(65 + i AGIM) ® & + 61 @ (6 + f A GM)] (3.9)

Ces deux vecteurs forment les déformations généralisées de la poutre. Leurs compo-

santes sont

U, 0171
{56}{gi} = v, —03 {/‘f_é}{gi} = 9271 (3.10)
w,1 —|—¢92 9371

Elles sont faciles a interpréter. Ainsi, la composante 1 de €, caractérise la variation rela-

tive de longueur de la ligne moyenne, alors que les composantes 2 et 3 sont égales a la
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diminution de ’angle droit entre la ligne moyenne et les directions 2 et 3 respective-
ment. Quant a K, sa composante 1 correspond au taux de rotation de torsion associé
a la rotation de la section sur elle-méme, alors que les deux autres composantes sont les

courbures de la ligne moyenne, respectivement dans les plans (€1, €3) et (€3, €3).

La prise en compte de la deuxieme partie de I’hypothese de Navier-Bernoulli, a savoir la

relation 3.2, qui traduit la conservation de ’angle droit entre la ligne moyenne et la section,

implique
U,1 0171
{0y =9 0 {Fotey =14 —wu (3.11)
0 V11

Et 'expression des déformations devient

U,p —T3W,11 —L2V511 —%l’sem %3729171
Sym. 0

Dans ce cas, les composantes de déformations €15 et €13 sont dues uniquement a la tor-
sion et résultent du changement d’orientation des paralleles a la génératrice du cylindre,

initialement portées par €7, cf. section chapitre 2 section 2.3.3.

Contraintes intégrées - Efforts internes

Comme il a été déja mentionné a plusieurs reprises, la théorie simplifiée de poutre est
une théorie globale, dans laquelle les effets locaux sont négligés ou restitués a une échelle
supérieure. Ainsi, pour la cinématique, les déformations d’une section dans son plan ne
sont pas représentées dans la théorie, qui ne retient que les mouvements de solide rigide de
celle-ci, qui peuvent s’interpréter comme ses mouvements globaux. De fagon analogue, la
modélisation adoptée pour les efforts internes consiste en une représentation globale. C’est
ainsi que les efforts internes, définis sur la section, sont décrits par un torseur pris en son
centre de surface. Notons que cette définition est tout a fait cohérente avec le principe de
Saint-Venant, cf. section 1.5, qui est largement utilisé dans les modeles a base de poutres,
dans lesquels les sollicitations extérieures sont définies globalement.

Une facon classique de faire apparaitre ce torseur des efforts internes consiste a décomposer
artificiellement une poutre en 2 parties, notées 1 et 2, grace a une coupure selon une section
S. Les efforts intérieurs sur la section S de normale extérieure €; sont les efforts exercés
par la partie 2 sur la partie 1, et leur torseur est noté [75_1]. De méme, lorsque c’est la
normale extérieure —é&; qui est considérée, le torseur des efforts intérieurs est noté [7T1_,s],
et en vertu du principe d’action-réaction, [T51] = —[T1-2] si aucune sollicitation n’est
exercée sur la section S.

Le torseur [T3_,1] sera dorénavant noté [7;,:(x1, €1)], la notation (1, €1) indiquant de fagon
explicite la dépendance de ce torseur a l'abscisse de la section, et a l'orientation de sa

normale extérieure. Ainsi, [T 5] aura pour expression [T, (z1, —€1)].
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Le torseur des efforts intérieurs se décompose en une résultante ﬁmt(xl, €1) et un moment
résultant au centre de surface Mint(xl, e1). La projection de la résultante et du moment
résultant sur la normale a la section et dans le plan de la section conduit aux définitions
suivantes ( := indique une définition). L’illustration est donnée figure 3.4, ou les moments

sont représentés par des fleches doubles.

Figure 3.4 - Composantes du torseur des efforts internes : résultante a gauche, moment a droite

(3.13)

];_{Z'nt(.fl, 51) = Néi + \7 = Néi + Vgéz + Vgé:g
Mine(z1, €1) := Téy + M := Téy + Maéy + Mzes

avec
— N : effort normal

— V : effort tranchant

— T : moment de torsion

— M : moment de flexion (ou moment fléchissant)

Il est facile de relier ces quantités aux contraintes. En effet, des lors que la poutre est
décomposée en deux trongons, apparait sur sa section une distribution surfacique d’efforts
qui par définition correspond au vecteur contrainte 7.7 = T(M, ) (T(M,7) ne doit pas
étre confondu avec T qui représente le moment de torsion), ou 7 est la normale extérieure.
Celle-ci vaut €, pour la partie 1 (respectivement —eé; pour la partie 2). Le torseur des
efforts internes est donc simplement le torseur résultant du vecteur contrainte, soit pour

la résultante

N 011
Roi(21,8)) = /S T(ze)dS=1{ V, s = /S o1 b dS (3.14)
V3 031
et pour le moment résultant
T To031 — T30921
Mint(xla €1> = / GMAT (f, 51) ds = M, = / 3011 dS (315)
S S
M3 —T2011

Les composantes du torseur des efforts internes sont donc aussi logiquement appelées
contraintes intégrées, ou encore contraintes généralisées.
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Il en résulte que les efforts intérieurs associés a la section S en considérant la normale

extérieure —e; seront simplement donnés par

ﬁint(xla —51) = fS rf‘ (M, —51) dS = — fS rf‘ (M, 51) dS = _ﬁint(xla 51) (3 16)
Mmt(xh —51) = —Mint($1751)

ce qui restitue le principe d’action-réaction, soit
[Tint(71, —€1)] = —[Tint (71, €1)] (3.17)

Ces relations jouent le role de la relation de Cauchy T=5-7 pour un milieu continu

tridimensionnel. Elles peuvent étre écrites de fagon synthétique sous la forme

N
{ﬁmt(%,na)}{a} =nq Vy
Vs
avec n = +1 (3.18)
T
{Mmt(ﬁl,né})}{a} =nq M,
M3

ce qui est interprété graphiquement figure 3.5

e, A e,
L

2

Figure 3.5 - Conséquences du principe d’action réaction sur la résultante des efforts internes, pour
deur sections en vis-d-vis

Equations locales

L’approche choisie ici pour établir ces équations consiste a considérer un troncon de poutre,
et a écrire I’équilibre global de celui-ci.

Soit donc un trongon délimité par deux sections dont les centres de surface sont notés A et
B. Ce troncon est soumis a des efforts extérieurs, qui se décomposent en des efforts volu-
miques f et des efforts surfaciques T, sur son contour latéral Se, qui apres intégration sur
la section donnent une répartition linéique d’efforts, de torseur noté [p(z1)]. La résultante
est notée g(x1) et le moment résultant au centre de surface de la section mi(zy).

Ce troncon de poutre ayant été isolé de son milieu d’origine, il s’exerce sur ses sections
extrémes des efforts de cohésion, qui correspondent aux efforts internes. Ceci est schématisé

figure 3.6, ou sont représentés séparément les efforts et les moments agissant sur le trongon.
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Rine(w1,, ~¢1) §(z1) Rint (21, €1) Mins{sa, =21 ey Min(@1,,€)
\ e AN
A B A
(a) Résultante (b) Moment

Figure 3.6 - Analyse de l’équilibre d’un trongon de poutre

L’équilibre global du trongon s’exprime par
Tt =80+ (Tl @0)] + [ lilan)] day = [0] (3.19)

D’ou sur la résultante et le moment (pris en A)

ﬁmt(lﬁlA’—a) +ﬁint<x137€1) +fxlB 9(371) 6
Mint (21, , —€1) + Mot (214, €1) + (961}3 $1A) e1 N Ry (215, €1) (3.20)
+ IIIB<(SL’1 — $1A)51 A (7(371) + 7?1(371)) dl’l =0

Soit, en tenant compte de la propriété [Tii(z1,, —€1)] = —[Timt(x1,,€1)], et en omettant

pour alléger 1’écriture la notation (1, é7)

[ (Bt 4 @) day =0 (3.21)
S (g (Mg + (21 = 21,08 A Rine) + (21 — 21,)&0 A Glan) + (1)) day =

Ces équations doivent étre vérifiées quelles que soient les valeurs de z;, et x;,. La premiere

équation fournit donc

dRine . =
=0 3.22
D’autre part, dans la deuxieme équation, sachant que
d R I . dRi
d—xl((l‘l — ZL‘1A) 1 A Rznt) =€ A\ Rint + (ZL‘ — $1A)€1 AN dxlt (323)
alors d’apres 3.22, il vient
dMie . o I
L @ ARy +m =0 (3.24)

X1

Les équations précédentes sont valables a condition qu’aucun torseur d’efforts "concentrés"
ne soit appliqué entre les sections extrémes du troncon. Cela peut cependant étre le cas,
qu’il s’agisse de charges concentrées ou d’actions de liaison correspondant a des liaisons
cinématiques, cf. figure 3.7

Il faut alors reprendre les équations 3.20. Ainsi, en faisant tendre A vers C a gauche, noté

C~, et B vers C a droite, noté C*, elles conduisent &

ﬁmt(ﬁc—, —€1) + ﬁmt(%Ch er) + Hc =0 (3.25)
Mint(z10-, —€1) + Mine(z10+,€1) + Mc =0
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Figure 3.7 - Exemple de trongon avec sollicitations concentrées

d’ont en notant [¢(C)] := g(C*) — g(C™), il vient

[[ﬁmt(%c)]] + ﬁc =0
{ [[Mint(xlc)]] + Mc =0 (3.26)

En D, les équations sont

ip =0
{ [[Mint(llfm)]] =0 (3.27)

Il s’ensuit une discontinuité du torseur des efforts internes en C et D. En effet, en D, il
existe des actions de liaison associées & @p = 0, qui de ce fait engendrent une discontinuité
de la résultante des efforts internes. Par la suite, de tels points seront donc appelés points
de discontinuité. Signalons des a présent que la discontinuité ne concerne que le torseur
des efforts internes. Les champs g et g sont en effet continus, pour respecter la continuité

du milieu.

Loi de comportement généralisée

Si a ce stade un premier bilan équations/inconnues est effectué, il vient pour les inconnues :
4 variables cinématiques pour le mouvement de solide rigide de la section : u , v, w et 6y,
4 composantes de déformations généralisées : €.€] et Ky, et les 6 composantes du torseur
des efforts internes [T, (1, €1)].

Les équations établies jusqu’a présent sont les 4 équations 3.11 donnant ’expression des
déformations généralisées en fonction du déplacement, et les 6 équations d’équilibre locales
3.22 et 3.24 portant sur le torseur des efforts internes. Il manque cependant des équations
pour résoudre le probléme posé, et obtenir les déformations et déplacements de la poutre.
Comme en Mécanique des Milieux Continus, les équations qui font défaut ici sont celles qui
expriment le comportement élastique de la poutre, et relient le torseur des efforts internes
aux déformations généralisées. Notons d’ores et déja la notion de comportement de poutre,
qui est plus large que celui de matériau, puisqu’il est naturel que le comportement de la
structure étudiée mette en jeu des caractéristiques matériau et des propriétés géométriques
de la section.

Une fagon naturelle d’obtenir cette loi de comportement est de recourir a l’expérience,
avec I'inconvénient d’avoir a réitérer cette démarche deés que le matériau ou la forme de la
section changent. L’objectif ici est donc d’obtenir une expression analytique de cette loi de
comportement, autant que faire se peut en utilisant les équations issues de la Mécanique

des Milieux Continus tridimensionnelle, afin d’avoir la meilleure précision possible.



30 Une théorie approchée des poutres

Une premiere approche pour aboutir a la loi de comportement, consiste a choisir comme
point de départ 'expression 3.12 des déformations de la poutre pour appliquer la loi de
comportement tridimensionnelle. Les contraintes peuvent alors étre calculées en utilisant
la loi de Hooke du matériau, puis par intégration les composantes du torseur des efforts
internes. Or la loi de Hooke s’écrit

vE E

Arv)i—20) M 20+

o= Atrace(?)ﬁ +2uE avec A= (3.28)
Ceci conduit & o7 = (A + 2u)(u,; —r3w,11 —T2v,11 ) et par suite, étant donné que I’origine
des coordonnées x; est au centre de surface & N = (A4 2u)|S|u,; ou |S| correspond a l'aire
de la section. Cette expression est en contradiction avec le résultat N = E|S|u,; provenant
de la résolution du probleme de Saint-Venant pour le cas de la traction pure, cf. 2.9. Ceci
vient du fait que les contraintes ont été calculées a partir de I’expression des déformations
issues de I'hypothese de Navier-Bernoulli, qui néglige les déformations de la section dans
son plan. Or ces déformations existent dans le cas de la traction pure. Elles expriment
"I'effet Poisson', comme cela peut étre constaté dans I'expression 2.8, et illustré figure 2.3.
Cette approche n’est donc pas satisfaisante car elle ne redonne pas pour la poutre la
loi de comportement obtenue par résolution d’un probleme 3D. Le méme constat pourrait
étre fait pour la flexion pure, pour laquelle "'effet Poisson" est également observé, cf. 2.11
et figure 2.5(b).

En fait, 'analyse des résultats du probleme de Saint-Venant, cf. chapitre 2, montre que
quelle que soit la sollicitation considérée (traction, flexion pure ou simple, torsion), 1'état

de contrainte est anti-plan, c’est-a-dire de la forme

011 012 013
Gley =02 0 0 (3.29)
013 0 0

Partons maintenant de cette expression pour calculer les déformations via la loi de Hooke

_ _= 1 _
g = —%trace(?)ld + il ’F (3.30)
il vient alors
1
11 = Egll (331)
1+v
€12 = ( E )012 (3.32)
1+v
€13 = ( B )013 (3.33)
d’ou en inversant ces relations et en tenant compte des expressions 3.11 et 3.12 des défor-
mations
011 E 0 ESL’g —EI‘Q RN
€)-€
o t=|0 —pzs 0 0 { {Oﬁ}l‘ } (3.34)
K
031 0 pxo 0 0 0
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Il s’ensuit, en intégrant sur la section et compte tenu de la définition 3.14 et 3.15 du torseur
des efforts intérieurs

011
021
{@W%ED}:/ 731 ds (3.35)
Mt (21, €1) S | ®2031 — T3021
T3011
—T2011
[ E 0 Ex;  —Ezy |
0 — T3 0 0
_ (/ 0 (i 0 0 dS) { &.2, }
s| 0 pd+al) 0 0 (i}
Exs 0 Ez?  —Ezo1s
—Ex, 0 —Ex3x9 Ex%

(3.36)

Or, d’apres la définition de la ligne moyenne, [qx2dS = [qx3dS = 0. De plus, en introdui-
sant les moments quadratiques ou moments d’inertie géométriques

122 = /ng?,’ dS ; 133 = /S.Tg dS 3 123 = /S.Tg.l’g dS (337)
il vient

Rin (xl, &,).€, = N = E|9|&.¢, = E|S|u,,

M, 2171, e1).61 =T = p(lp + Isg)Ko.€1 = p(la2 + Is3)01 1
1\7[
M

M I —1 K. C:
_ 2 —E 22 23 :) f (3.38)
Y —Ioz  Isg Ro.€3

et si les axes €, et €3 sont choisis comme étant les axes principaux d’inertie, alors Iy3 = 0

ml
N~—
!

fbl
\_/
5}1

et la derniere équation se simplifie. Ceci sera supposé vrai par la suite.

Ces relations sont identiques a celles obtenues a partir de la résolution 3D du probleme de
Saint-Venant, pour la traction-compression cf. 2.9, et la flexion, cf. 2.14. En revanche, il
y a une différence pour la torsion, cf. 2.20. En effet, cette derniere relation fait intervenir
via le terme J le gauchissement, qui est ignoré dans la théorie de poutre dans laquelle la
section est supposée rester plane. La relation (3.38), doit donc étre corrigée et remplacée
par T = pJOy,1, ou J a été défini en 2.16.

D’otu finalement

ES| 0 0 0

Mznt (SL’l e ) 0 0 EIQQ 0 {/‘io} {Ho}
0 0 0 Elss

ou a été introduite la matrice raideur [c,]| de la poutre.
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Sous cette forme, et compte tenu des relations E > 0 et g > 0 (cf. 1.5) sur les caracté-
ristiques matériau, et de la positivité de Iso, I3 (cf. 3.37) et de J (cf. T.D.), il en découle

immédiatement les propriétés suivantes

v{ﬁmt-éﬁ; {Mmt}T}, {ﬁint-€1§ {Mint}T}[Cp]_l { Rimel } =0

- o (3.40)

P I, €0.€1
vic-ei; {ro}" ), {60 kot Hel § ., ¢ =0
)

Remarques
- il s’avére que la relation 5.55 ne permet pas de relier les efforts tranchants f{mt.e} et
ﬁmt.e} aux déformations généralisées. Ce résultat était prévisible car les variables duales
des efforts tranchants sont €y.€5 et €y.€3, qui sont nulles en théorie de Navier-Bernoulli. En
fait, les efforts tranchants peuvent étre calculés a partir des équations statiques : équations
d’équilibre, conditions aux limites statiques et conditions statiques de discontinuité.
- le caractere anti-plan de l’état de contrainte, obtenu lors de la résolution du probleme
de Saint-Venant, est rigoureusement exact si le chargement est appliqué sur les sections
extrémes de la poutre. Il est supposé ici que ce résultat demeure pour un chargement quel-
conque. Cela constitue une approrimation, facile a mettre en évidence dés lors que des
efforts sont imposés sur le contour latéral S, de la section, dont la normale extérieure ap-
partient au plan (€, €3).
- pour finir, remarquons qu’outre la limitation notée précédemment sur la relation obtenue
pour la torsion, lapplication de la loi de Hooke a partir de l’état de contrainte anti-plan

v

B
tion 3D du probléme de Saint-Venant. C’est en revanche en contradiction avec I’hypothese

3.29 donne €99 = €99 = —£011. Cect restitue bien [’effet Poisson, conformément a la solu-

de Navier-Bernoulli, dont les approzimations sont ici a nouveau visibles.

Conditions aux limites

La combinaison des équations d’équilibre et de la loi de comportement intégrée conduit
a un systeme différentiel d’ordre 12. Sa résolution fait donc apparaitre des constantes
d’intégration, qui seront déterminées par 12 conditions aux limites : 6 a chaque extrémité
de la poutre.

Ces conditions aux limites s’écrivent d’une maniere générale :

u=ug ou nN=Fgu
v=vy ou nVy=Fgp
w=wyg ou nVs=Fgz

0 =0, ou nT =DMy
—wq =0y ou nMy= Mg

(3.41)

V1= egd ou TLMg = Mdg

le ou étant exclusif, puisqu’il n’est pas possible d’appliquer a la fois un effort (respective-

ment un moment) et un déplacement (resp. une rotation).
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Dans ces équations, Fy et My représentent la résultante et le moment résultant des efforts

extérieurs imposés sur les sections extrémes, et n = n.€; ou 7 est la normale extérieure a

la section extréme. Ainsi, n = £1 .

Ci-apres sont donnés quelques exemples de conditions aux limites.

— Poutre scellée dans un bati supposé indéformable, cf. figure 3.8 : cette liaison est appelée
encastrement. Toutes les conditions aux limites sont de type cinématique avec un

second membre nul.

0 a

Figure 3.8 - Liaison encastrement : cas réel et modélisation

— Poutre soumise a des efforts extérieurs a une extrémité. Toutes les conditions aux limites

sont de type effort et moment imposé, avec n = —1 en 0 et n =1 en ¢, cf. figure 3.9.
E .
d Fd
< K i n=¢g
n=-—e — ~
Md Md
(a) En 0 (b) En ¢

Figure 3.9 - Torseur extérieur imposé sur les sections extrémes

— Poutre sur appuis, cf. figure 3.10, dans le cas d’un probleme plan dans le plan (€, €5)
(seulement 3 conditions aux limites a chaque extrémité). En supposant que le milieu
extérieur (hachuré) est indéformable, et que la liaison avec celui-ci est parfaite (pas de
discontinuité de déplacement avec la poutre). P représente le poids du solide posé sur la
poutre. Sur ce dernier exemple, il y a une approximation dans la mesure ou on écrit que
le déplacement est nul au niveau de la ligne moyenne, alors qu’en réalité c’est a la base

de la poutre que ce déplacement est nul.
B I

’4//% z % AN ¢ VA

Figure 3.10 - Poutre reposant sur un milieu rigide : cas réel et modélisation

3.9 Bilan

Pour fixer les idées, considérons le probleme illustré figure 3.11, ou seules les sollicitations

concentrées sont représentées. L’extrémité gauche en A de la poutre est supposée avoir une



34 Une théorie approchée des poutres

cinématique imposée, alors que sur son extrémité droite en B des efforts et moments exté-
rieurs sont appliqués dans les trois directions de ’espace, notés Fy et My respectivement.
Les autres efforts extérieurs (volumiques et surfaciques sur le contour latéral de la section)
conduisent apres intégration a un torseur de résultante ¢ et de moment m, cf. section 3.6.
D’autre part, deux discontinuités existent aux points C et D. Il s’agit d'un appui en C,
avec un moment extérieur concentré noté 1\7[0. En D, un effort concentré de résultante ﬁD
est imposé.

—

e fF F\/ My
AN

A % D B
C

INNNNNNY

Figure 3.11 - Ezemple de poutre, représentée pour simplifier avec une cinématique imposée nulle
en A (encastrement), et sans faire figurer les efforts et moments répartis

Les équations du probléme a résoudre sont donc (la notation (z1, €1) est omise pour alléger

Iécriture)

];_{zmhl _'_(7_ 6
Mzntal +61 A Rznt m =
ESS 0 0 o0

{ né} 0 uJ 0 0 {ea.a}
Y 0 0 EI 0 %
22 {ro} sur |0, x1¢[Ulz1c, 21p[U]z1D, ]

0 0 0 Els;

6_’._)1 = U,
91,1
{%}{a} =) Wn
V11

A, 5 conditions aux limites en {0} et {/
Fqet M (£, €1) = Mg } {0 et 4L}

équations pour les discontinuités en {x;c¢} et {xip}

(3.42)

Avant d’aborder la résolution de ce probléme, il importe de s’assurer qu’il est bien posé,

ce qui fait I'objet de la section suivante.

3.10 Eléments théoriques

Comme cela sera illustré par la suite, la résolution du probleme 3.42 par la méthode des ef-

forts internes est en général privilégiée. Par conséquent, les éléments théoriques qui suivent
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se restreignent a une approche en contrainte (au sens 3D du terme), c’est-a-dire dans le

cas d'une poutre au torseur des efforts internes.

Définition : le torseur [T;,.(z1, €1)] est dit statiquement admissible S.A. avec les données
statiques du probléme (3.42) sil satisfait les équations d’équilibre (3.42)(1_9), les conditions
aux limites statiques (3.42)(7) et les conditions statiques de discontinuité (3.42)g_10-11)-.

Il vient alors la formulation variationnelle en contrainte.

Formulation variationnelle en contrainte : si [7;,;(z1,€1)] est solution du probléeme
3.42, alors

[Tint (21, €1)] est S.A.

V[Tint(z1,€1)] SAA 5 A([Tint], [Tine] — [Tine]) = @ ([Tine] — [Time])
ou la notation (z1,€}) a été omise pour alléger I’écriture, et avec les définitions suivantes,
en posant [T;] = [Tine] — [Tind]

¢ (NN*  TT* My,Mi5 MM}
A Tond), 1o = | 2 2)d
([T t] [Znt]) <E|S| + MJ EIQQ + E133 T

0
&*([Ts]) = —Rju1(0).0 — M;,,(0).0

int

(3.43)

(3.44)

La démonstration est donnée ci-apres. D’apres la loi de comportement(3.42)3 et la relation
(3.42)(4—5) entre les déformations généralisées et les variables cinématiques de la poutre, il
vient
NN*  TT*  MyM;  M3M;j
+ + +
E|S| ,UJ EIQQ EI33

=N*u,; +T%6, 1 — Mjw,11 +M3v,11

:(N*U + T*el - M;wal +M§'U71 )71 (345)

— (N qu+T6, — M;,ﬁﬂal +M§71v,1 )

Or, [T:,], égal a la différence de deux torseurs S.A., est donc un champ S.A. avec des

données statiques nulles du probléme, ou encore S.A. homogene (S.A.H). Il vérifie ainsi

I Oy

R;int71 - . . (346)
M*ine,1 +€1 AR* iy = 0

Ce qui donne par projection les 6 équations suivantes

Ma=00s Va=0 5 Vi = (3.47)
Tra=0 1 My, —=V3=0 ; M, +V;=0

Par conséquent, la deuxieme partie du second membre de 3.45 se réduit a M5 jw,; —Mj v,

et s’écrit finalement
et en utilisant a nouveau 3.47, il vient

NN*  TT*  M,M; MM
+ + = (N*u+ Viu + Viw + T*0; — Miw,; +M3v,; ),
BS| T 0 T EL, OBl 20T s v Mawa MU (3.49)

= (g*int-ﬁG + M*mt-e)’l
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Cette derniere équation est alors intégrée entre 0 et ¢, de fagon classique pour le premier
membre. Pour le second membre, compte tenu des discontinuités, I'intégrale est décomposée
en la somme de 3 intégrales, entre 0 et x1¢-, T10+ et x1p-, et enfin entre x1p+ et £. Ceci

donne, g et # étant continus

<f(flc + Jaor +fle+>(§*int-ﬁG + M#.0),1 day
= —f{fnt(o)ﬂc(o) Mz,(0).0(0) + [R¥ s (210)]. UG(371C) + M mt(SUlc)]] 5(56 c)
+H[R*ine(210)] e (210) + [M*ine(210)]-0(210) + R¥ine (€). e (£) + M50 (€).0(0)
(3.50)

Pour les deux premiers termes, il faut tenir compte des conditions aux limites cinématiques

(3.42)(6). D’autre part, [T;,] étant (S.A.H), il vérifie dans 3.42 les conditions aux limites
statiques et les équations de discontinuité statique avec un second membre nul. De plus,
d’apres 3.42, tig(z1¢) = 0, ce qui finit la démonstration du résultat 3.43.

|) définie par 3./ a une forme tout a fait

Remarquons que la forme bilinéaire A([Tindl, [T

comparable a celle utilisée en élasticité 3D, a savoir 1.21. En effet

NN*  TT*  M,M; MsM; - .~ o | R
= {Rip.€1; {M;, A 3.51
g8 " a7 T L, T oEn, = (Reeds (M) Hey) o) (3.51)

-1

d’ou l'analogie avec 1.21, puisque [c,|~' représente le comportement en souplesse de la

poutre.

L’unicité de la solution en torseur des efforts internes est alors tres facile & démontrer.
En effet, en envisageant deux torseurs solution [T (1, €1)] et [Tint(21, €1)], leur différence
est d’apres 3.43 solution de A([Zine] = [Tint), [Fint] — [Tint]) = 0. Ceci entraine immédiatement
[(Tint] — [Tine) = 0, du fait que la forme bilinéaire A est définie positive, d’apres 3.40.

Le torseur des efforts internes étant unique, il en est de méme pour les déformations
généralisées €y.€7 et Ky. Une intégration simple fournit alors u = tg.€; et 0. Ceci donne
donc directement #, mais il faut intégrer une fois de plus les relations 0y = —w,; et 3 = v 4
pour obtenir v et w, c¢’est-a-dire les composantes v = Ug.€5 et w = Ug.€3.

La solution en déplacement est en général unique, sauf si les données cinématiques ho-
mogenes du probleme (sur les conditions aux limites et les équations de discontinuité)
permettent un déplacement d’ensemble de la structure. Dans cette circonstance, comme
en élasticité 3D, cf. section 1.3.2, le probleme n’admet de solution qu’a condition que le
torseur des efforts extérieurs vérifie des équations d’équilibre global. Pour le probleme étu-
dié en 3.42; le déplacement et la rotation sont prescrits en x; = 0. Aucun mouvement

d’ensemble n’est donc possible.

La formulation variationnelle en contrainte permet d’établir le théoreme de 1’énergie com-

plémentaire.
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Théoreme de I’énergie complémentaire : parmi tous les torseurs S.A., le torseur
solution minimise 1’énergie complémentaire définie par W* — ®*. W* représente 1’énergie

élastique de contrainte et a pour expression

. 1 T2 M2 M2

Pour démontrer ce théoréme, considérons le torseur S.A. [T;,]. La forme A étant bilinéaire

symétrique et ®* linéaire, il vient

W ([Tine]) = ©*([Tinel) = (W ([Tine]) — ©*([Tire]))
= %(A([‘th], [(th]) ([ in ]7 [Znt])) (I)*([ mt] [,Ent])
3 (A(Fina] = [Tana], [Fine] = [Tind])) + A Tira], [Fine] = [Tine]) = @ ([Tina] — [Toa])

(3.53)

Et d’apres 3.43, la somme des deux derniers termes est nulle. De plus, étant donné les
propriétés de la loi de comportement de la poutre, cf. 3.40, la forme A est définie positive,
ce qui établit le théoréme.

Dans le cas particulier (trés fréquent en pratique) ou les données cinématiques du pro-
bléme sont nulles (conditions aux limites et équations de discontinuité), le torseur solution

minimise simplement I'énergie élastique de contrainte.

Résolution du probleme

Comme dans le cas de I’élasticité 3D, deux approches sont disponibles pour la résolution du
probléme 3.42. Une méthode en déplacements et une méthode en forces, dont les grandes
lignes sont données ci-apres. Ces méthodes seront illustrées plus en détails au cours des

chapitres suivants.

Approche en déplacement

Les variables cinématiques sont ici privilégiées et choisies comme inconnues principales.
Comme en élasticité 3D, les équations d’équilibre sont directement exprimées sur ces va-
riables. Pour ce faire, tout d’abord, les expressions des déformations (3.42),_5 sont reportées

dans la loi de comportement (3.42)3, ce qui conduit &
N=E[Sluy, ; T=plb,, ; My=-Elpw,; ; Ms=Elyzvn, (3.54)

Puis cette derniére expression est introduite dans (3.42);_». Il en découle des équations
différentielles suivantes sur u, v, w et 0y, aprés combinaison des équations de résultante et

de moment dans le plan (€3, €3)

E|S|u,11 +¢1 =0

by 11 +mp =0

Els3v,1111 —q2 + m3; =0
—Elypw,1111 +¢3 +me1 =0

(3.55)
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Ces équations sont en général faciles a intégrer analytiquement. Les constantes d’inté-
gration sont alors fixées par les conditions aux limites et les équations de discontinuité.
Pour faciliter la prise en compte des équations statiques dans ces deux dernieres familles
d’équations, les expressions 3.54 sont utilisées.

Cette méthode est tout a fait systématique. Notons qu’a la différence de 1'élasticité 3D
ou il faut proposer un candidat a la solution, cette fois-ci, il suffit d’intégrer les équations

différentielles 3

.55, Les calculs peuvent cependant s’avérer fastidieux, et ce d’autant plus
que le nombre de discontinuités est important. En effet, des qu’il y a des discontinuités,
il faut intégrer ces équations sur des intervalles sans discontinuités, puis raccorder les
solutions obtenues en écrivant les équations de discontinuité du probleme ainsi que la
continuité de toutes les variables cinématiques aux points de discontinuité. Ainsi, pour
I'exemple du probléme 3.42, il faut intégrer séparément sur |0, zic[, sur |zic, x1p| et sur
|1, £[.

C’est pourquoi la méthode des forces peut s’avérer plus efficace.

Approche en force

L’approche consiste ici a choisir comme inconnues principales le torseur des efforts internes.
En se restreignant, parmi les équations du probleme 3.42, & celles qui mettent en jeu

uniquement le torseur, il vient

ﬁmt,l +q = 0
Mint,1 +€1 A Ripy + 1m0 = 0

—

} sur |0, x;¢[U]z1c, 21p[U]z1D, ]
Rt (0, ) = Fy et My (£, &) = My } conditions aux limites statiques en {{}

[[Mmt(llfw)]] +Mc =0
[Rin:(z1p)] + Fp =0 équations statiques pour la discontinuité en {x;¢} et {xip}
[[Mint($1D)]] =0

(3.56)

Deux cas de figure se présentent alors

— ou bien ces équations sont suffisantes pour déterminer le torseur des efforts internes [7;,].
Auquel cas le systeme est dit isostatique, et I'espace des champs S.A. est réduit a un
seul élément. Il est remarquable qu’alors le torseur des efforts internes soit obtenu sans
faire intervenir la loi de comportement de la poutre;

— ou bien ces ces équations sont insuffisantes, ce qui est le cas pour le probleme considéré
dans 3.50.
En effet, en intégrant les équations d’équilibre, f{mt et Mint sont définis & un vecteur
constant pres, sur chacun des intervalles |0, z1¢], |x1c, ip| et |z1p, £]. Celui-ci peut étre
fixé sur ]zip, ¢ grace aux conditions aux limites statiques en ¢. C’est aussi vrai pour
|10, z1p[, en exploitant les résultats sur |z1p, ¢] et les équations statiques de discontinuité
en D , qui fournissent la valeur de ﬁmt et Mint en D™. De méme sur |0, z1¢], les équations
statiques de discontinuité en C permettent de déterminer Mmt- En revanche, f{mt reste

indéterminé, car il y a des conditions aux limites cinématiques en 0 et des équations
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cinématiques de discontinuité sur @g en C. Aucune information n’est donc disponible
sur la valeur de ﬁmt en ces points.

Une autre fagon de mettre en évidence cette difficulté est de constater que les actions de
liaison, dues a ces équations cinématiques (en 0 et C), sont au nombre de 9, alors qu’il y
a seulement, pour un probleme 3D, 6 équations d’équilibre global pour la structure. Ces
derniéres sont obtenues en intégrant (3.56);_5 entre 0 et £, en tenant compte des équations
de discontinuité statiques, et en considérant que pour chaque condition cinématique
(conditions aux limites ou discontinuité), la composante correspondante de I'action de
liaison est une inconnue.

Le systeme est alors dit hyperstatique de degré h (ici h = 3).

La méthode de résolution consiste alors a choisir A inconnues hyperstatiques, notées
X /{X}T = {X1;Xs;...:X,,} (par exemple ici les 3 composantes de action de liaison
en C) et & exprimer [T;,] en fonction du chargement et de X. Ceci est en effet possible
car dans cette étape X est considéré comme donné (méme s’il n’est pas encore connu),
ce qui rend le systeme isostatique.

Pour trouver enfin la solution du probleme, le théoreme de 1’énergie complémentaire est

utilisé, sous la forme

6%(W* — ) =0 (3.57)
soit
8 * * :

Et dans le cas fréquent déja évoqué ou les données cinématiques du probléme sont nulles
ce résultat prend la forme du théoreme de Ménabréa.

Théoreme de Ménabréa : pour un systeme hyperstatique, les inconnues hypersta-

tiques minimisent 1’énergie élastique de contrainte W*.

Une fois le torseur des efforts internes connus, toutes les équations 3.56 qui représentent les
équations statiques du probleme 3.42 sont satisfaites. Les équations complémentaires sont
alors utilisées pour obtenir les déformations généralisées, puis par intégration les variables

cinématiques de la poutre. La solution est ainsi connue en tout point de la poutre.

Il arrive aussi qu’au lieu de rechercher la solution en déplacement sur toute la poutre,
I'objectif soit d’obtenir celle-ci en des points particuliers.

Sur I'exemple étudié ici, considérons pour simplifier le cas ou les conditions aux limites
cinématiques sont nulles en 0, et intéressons-nous plus particulierement au calcul du dépla-
cement u@).él = u(¢). Supposons a ce stade que ce déplacement est en fait imposé, et que
par conséquent |'effort associé F,.€, soit inconnu. Cela revient  dire qu’'une condition aux
limites de type cinématique est imposée en ¢, avec une réaction F,.€, inconnue. Le calcul de
u(f) peut alors étre effectué grace a 'application du théoréme de 1’énergie complémentaire.

En effet, avec des conditions cinématiques nulles en 0 et w(¢) en £, il vient ®* = Fy.é u(f),
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et le théoreme fournit

(W) =0 (3.59)

soit encore d’apres I'expression de &*

OW*
u(l) = L (3.60)

Ce résultat s’énonce de fagon plus générale sous la forme suivante.

Théoreme de Castigliano : soit une structure sur laquelle toutes les données cinéma-
tiques (conditions aux limites et équations de discontinuité) sont nulles. Si la structure est
soumise a une force (respectivement un moment) concentré(e), alors la dérivée partielle de
I'énergie élastique de contrainte W* par rapport a cette force (resp. ce moment) fournit la

valeur du déplacement (resp. de la rotation) dans sa direction.

Pour un probléme hyperstatique, lorsque les inconnues hyperstatiques X; sont choisies
comme étant les composantes des actions de liaison associées a des conditions cinématiques
nulles, 'application du théoreme de Ménabréa fournit %—V;S = 0. Il y a donc coincidence avec
le théoreme de Castigliano puisque d’apres ce théoreme, ce résultat exprime simplement

la nullité de la variable cinématique associée a I'action de liaison.

Décomposition du probleme

Il est aisé de constater que le probléme constitué par le systeme d’équations 3.42 peut se
décomposer par linéarité en 4 sous-systémes indépendants mettant en jeu respectivement
les inconnues

— N, €.€1, u qui correspond a la réponse en traction-compression de la poutre;

— Ms, V3, Kp.€2, w pour la flexion dans le plan (€7, €3);

— M3, Vs, Kp.€3, v pour la flexion dans le plan (€}, €3) ;

— T, Kg.€1, 01 pour la torsion.

Ces problemes étant indépendants, cela signifie qu'on peut les résoudre séparément. Il
en résulte également que si par exemple la poutre est sollicitée uniquement en traction-
compression alors on aura Vo = V3 =T =My =Mz =v=w=0; =0.

Par la suite, les problemes relatifs a la traction compression et a la flexion dans un plan

seront donc abordés successivement.

Dimensionnement

Une fois le probleme 3.42 résolu, la solution obtenue est par définition 1D. Il est donc
nécessaire de "relocaliser" la solution dans tout le domaine 3D 2. Cela ne présente aucune
difficulté puisqu’il suffit de refaire en sens inverse les opérations qui nous ont permis de

passer de la description 3D au modele 1D.
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Les quantités d’intérét principales pour 'ingénieur sont les contraintes. En effet, la concep-
tion de toute structure obéit nécessairement a des criteres de résistance, qui garantissent
que la structure, compte tenu des propriétés de ses matériaux constitutifs, peut conser-
ver son intégrité sous l'action des chargements appliqués. Ce dimensionnement est le plus
souvent élastique.

L’obtention des contraintes 3D a partir de la solution du probleme 3.42 est simple. Partons

de la loi de comportement de la poutre 3.61 sous sa forme inverse

gy 0 0 0
{ &6, }: 0 L 0 o0 { Rine(w1,8).€) } (3.61)
{ro} 0 0 gz O Mine (21, €1) '
0 0 0 g

Par ailleurs, il a été établi la relation 3.34 rappelée ci-dessous

011 E 0 ESL’g —EI‘Q 5oL

€p.€
o t=|0 —pzs 0 0 { {%;} (3.62)
031 0 pxo 0 0 0

Ainsi, en combinant ces deux relations, il vient

N M, Mj

o1 = @ + xng— $2g
o1 = _4’33 (3.63)
.TQT
=TT

Et il est rappelé ici que compte tenu de ’hypotheése de 1’état de contrainte anti-plan, les
composantes des contraintes données dans 3.63 sont les seules non nulles.

L’expression de la contrainte normale 17 est identique a celle obtenue lors de la résolution
du probléeme de Saint-Venant, cf. chapitre 2. Pour les contraintes de cisaillement, celles
données ici sont dues uniquement a la torsion, et par rapport a la solution du probleme de
Saint-Venant, elles correspondent au cas ot le gauchissement est nul. La théorie de poutre
ne permet pas d’accéder aux contraintes de cisaillement en flexion simple, ou de fagon
plus générale a celles qui correspondent aux efforts tranchants. En effet, compte tenu de
la relation Vo = [021dS et V3 = [q031dS, dés quune composante d’effort tranchant est
non nulle, il en résulte une distribution de contrainte de cisaillement sur la section. Celle-ci
peut étre calculée de maniére approchée, selon des méthodes décrites dans [11] ou [6] par
exemple, mais qui ne sont pas détaillées ici.

Cependant, il est important de signaler que les contraintes de cisaillement sont en général
négligeables devant la contrainte normale, et ce d’autant plus que 1’élancement de la poutre

est grand.
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Etude des treillis

4.1 Définition
Un treillis, cf. figure 4.1 est un assemblage de poutres reliées entre elles par des articu-
lations rotoides parfaites, appelées nceuds du treillis. Le chargement, constitué par des
forces ponctuelles est appliqué seulement aux noeuds du treillis. Dans ces conditions, il sera
démontré que chaque poutre ne travaille qu’en traction-compression. De telles poutres sont
appelées des barres et il y a transmission des efforts dans la direction des barres unique-

ment.

P == b
P AZEES SIS

r '(_. § ‘. . Y
V. %YNE/A‘M
/oSO A AL

et ==

Figure 4.1 - Exemple de structure treillis

4.2 Mise en équations

4.2.1 Effort normal dans une barre
Isolons une barre dont les extrémités sont les nceuds I et J : soit ﬁl, I'effort de liaison a
I'extrémité I de la barre IJ (action du noeud I sur la barre 1J) et F; leffort & Vextrémité I
(il est rappelé qu’au niveau de la liaison rotoide, aucun moment n’est transmis), cf. figure
4.2. I’équilibre de la barre IJ, donne

{ﬁl+ﬁJ:O (4.1)

AR, =0
Donc, ﬁJ et ﬁ sont colinéaires. En notant ﬁJ = N} avec Z; vecteur local unitaire défini
par &, = [J/1J (% coincide avec la normale extérieure en J), N est par définition 1’effort

normal dans la barre 1J, et il pourra aussi étre noté N = Np; = Ny.
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Figure 4.2 - Etude de l’équilibre d’une barre

D’apres 4.1, les efforts exercés sur la barre sont donc en réalité comme représentés figure
4.3.

Figure 4.3 - Prise en compte de l’équilibre de la barre

Et si N > 0 la barre est en traction, alors que si N < 0 elle est en compression.

4.2.2 Propriétés de I'effort normal dans une barre

Isolons un trongon de barre entre le noeud I et le point K tel que IK < 1J. En I, I'effort
extérieur appliqué est Fi = -NZ, , et en K, la coupe effectuée introduit comme efforts
extérieurs surfaciques le vecteur contrainte T (M, &) , cf. figure 4.4 ou la barre est supposée

de section circulaire. L’équilibre du trongon en projection selon #; fournit

Figure 4.4 - Analyse d’un trongon de barre

T(M,%,;)
X

N

N+ / Z T (M, &) dS = 0 (4.2)
S
Or, 7;- % (M, 7)) = 04,0, d'001

N = /SammdS (4.3)

L’effort normal représente donc l'intégrale, sur la section, des contraintes normales, ce qui
est cohérent avec la définition 3.13.

La réaction en I étant colinéaire a &) et le moment étant nul, les 5 autres équations d’équi-
libre global du trongon conduisent a la nullité des composantes du torseur des efforts

internes.
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D’autre part, ce résultat est valable quelle que soit la section considérée.
Ainsi, le torseur des efforts intérieurs dans la barre se réduit au seul effort
normal. D’autre part, I’effort normal est constant dans la barre, conformément a

I’6quation d’équilibre locale 3.42, puisque ¢ = 0 en I’absence d’efforts répartis sur la barre.

Contraintes et déformations

Il a été établi qu'une barre est soumise a ses deux extrémités a deux efforts opposés N,
dirigés selon son axe (cf. figure 4.3). Compte tenu de la solution du probleme de Saint-
Venant, cf. section 2.3.1, il en résulte que la contrainte normale dans une section droite est
uniformément répartie dans la section, et égale a

N

Ogiz; = E

(4.4)

ou |S| désigne l'aire de la section. D’autre part, la matrice des contraintes dans une base
orthogonale contenant Z; a pour seul terme non nul o,,,,. L'état de contraintes est donc
monoaxial.

La loi de Hooke permet d’exprimer la déformation axiale dans la barre (de module d”Young
E)

o N
€ 1y E E|S| ( )

Par définition, €,,,, = Ou,,/0x; out u,, = U - 7; est le déplacement axial de la barre, et z;
la coordonnée locale selon l'axe de la barre (z;(I) = 0 et z;(J) = 1J). N étant constant, de
méme que E[S| pour une barre homogene de section constante, I'intégration de 4.5 entre

les extrémités I et J donne la variation de longueur 1J de la barre, soit

Uy (J) = 11y (1) = 1] X €0, (4.6)
ou encore
A (17) N

e 4.
;7 T g[S (4.7)

Signalons pour conclure que la matrice des déformations dans une base orthogonale conte-
nant Z; est diagonale, les déformations dans les directions perpendiculaires a 7; étant égales

A —V X £4,4, (effet Poisson).

Equilibre d’un noeud

D’apres ce qui précede, les états de contrainte et de déformation dans une barre sont régis
par la seule valeur de I’effort normal, qui est constante dans la barre. Les différents résultats
ont été obtenus en utilisant les équations d’équilibre locales (au sens intégral en section
4.2.2), 1a loi de comportement du matériau, et la relation déformations/déplacements.

Pour avoir la valeur des efforts normaux, il faut écrire I’équilibre d’'un nceud, c’est-a-dire

I’équilibre d'un élément de matiere au voisinage d’un nceud. Soit par exemple ci-apres le
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\ R 5

Ny, Nu,

NIJ3\\\0
J3

Figure 4.5 - Equilibre d’un noeud

cas d'un nceud I a la jonction de 3 barres, ce noeud étant soumis par ailleurs a une charge

extérieure P, cf. figure 4.5.

La coupure d’une barre fait apparaitre comme torseur résultant ’effort normal, dirigé selon

la normale extérieure. Toutes les forces étant concourantes en I, I’équilibre global se réduit

N

a
P+> N7, =0 (4.8)

_>
ou 7, est de la forme &), = 1J;/1J; ou J; est I'extrémité de chaque barre en vis-a-vis de 1.

Ces équations sont écrites aux n nceuds du treillis, ce qui fournit 2n ou 3n équations selon

que le probleme est de dimension 2 ou 3.

Il est aisé de vérifier que ces équations redonnent, par combinaison linéaire, 1’équilibre
global du treillis.

4.2.5 Conditions aux limites

Les liaisons avec le milieu extérieur sont assurées par des appuis fixes ou glissants, cf. figure
4.6. Des qu'une composante de déplacement est imposée, il en résulte une inconnue d’effort

£ & C

Figure 4.6 - Conditions auz limites : appui simple et appui glissant

de liaison associé.

Les conditions aux limites s’écrivent

— Appui fixe : 7 =0
— Appui glissant (en 2D) : R.6, = 0;1.6» =0



4.2.6

4.3

4.4

4.3 Résolution d'un probléme de treillis 47

Energie élastique de contrainte

Pour une barre de longueur ¢ dont le torseur des efforts internes se réduit a un effort normal
N, I'énergie élastique de contrainte est donnée, d’apres 3.52 par :
1 ¢ N2 1 N%¢

Wi=cf —dp= - 4.9
2 Jo BIS|™ T 2ES] (4.9)

Résolution d’un probleme de treillis

Soit un treillis réalisé avec b barres et n nceuds, comportant a actions de liaison inconnues

(associées a a déplacements imposés). Soit d la dimension du probleme (d = 2 ou 3).

Les inconnues du probléme sont constituées des efforts normaux dans les barres (au nombre

de b), des a actions de liaison inconnues, et des n x d déplacements des noeuds.

Par ailleurs les équations disponibles sont les équations 4.8 qui concernent 1’équilibre des

neeuds (au nombre de n x d), les expressions 4.6 de I’allongement des barres (au nombre

de b), et les conditions de déplacement imposé (au nombre de a).

Le probleme peut donc étre résolu.

En pratique, dés que le nombre de barres est élevé, il peut étre fastidieux de résoudre

le probleme en écrivant les équations relatives a I'allongement des barres. La méthode

de type forces est donc privilégiée, en utilisant comme inconnues principales les efforts
normaux dans les barres (b) et les actions de liaison (a). Cette méthode présente en outre

I'intérét de se focaliser sur les quantités de type efforts, qui sont les seules utiles quand le

treillis est dimensionné sur un critere de type résistance (cas fréquent).

Les équations 4.8 d’équilibre des noeuds mettent en jeu uniquement les b 4 a inconnues de

type forces précédentes. Il y a alors 3 cas possibles

—Sib+a =nxd, le systéme est isostatique. Les équations d’équilibre des nceuds
suffisent alors pour déterminer les efforts normaux dans les barres. L’écriture de I’allon-
gement des barres et des conditions de déplacement imposé fournit alors directement les
déplacements des noeuds.

— Sib+4a > nxd , alors le systéeme est hyperstatique, de degré h = b+a—n. Les équations
d’équilibre des nceuds ne suffisent pas pour déterminer les inconnues principales. En
pratique, il faut choisir h inconnues hyperstatiques, et utiliser le théoreme de Ménabréa,
cf. section 3.11.2, pour obtenir h équations supplémentaires (cf. exemple ci-apres).

—Sib+a < nxd, alors le systeme est dit hypostatique. Ceci signifie que le systéeme
est instable, ou encore qu’il s’agit d’'un mécanisme. Il est possible de déplacer les noeuds
sans modifier la longueur des barres. Il faut donc rajouter des barres ou des liaisons pour

se ramener a I'un des 2 cas précédents.

Exemple

Soit le treillis plan de 3 barres présenté figure 4.7, la barre verticale ayant pour longueur

¢ (¢4/2 pour les 2 autres). Toutes les barres ont le méme module d’Young E et la méme
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section d’aire |S|. L'effort F est vertical descendant.

Figure 4.7 - Exemple de treillis a 3 barres

Les inconnues du probléme sont les efforts normaux dans les barres : Nig, Nos, N3y ; les
2 composantes des actions de liaison aux nceuds : fil, f{2, f{?,, et celles des déplacements
des noeuds : Uy, s, Uz, Us. Soit b+a+mn x d=3+ 6+ 8= 17 inconnues.

Les équations du probleme sont : les 2 équations d’équilibre pour chaque nceud 1, 2, 3,
4, puis 1 équation pour l'allongement de chacune des 3 barres, et les équations sur les
déplacements imposés : @ = @y = @3 = 0, ce qui donne 6 équations. D’ott 8 + 3+ 6 = 17

équations.

4.4.1 Résolution en utilisant la compatibilité géométrique
Comme U; = Uy = U3 = 6, il reste a obtenir Nq4, Nay, Nay, fil, f{Q, f{3 et 1y a partir des
équations suivantes

— Equilibre des nceuds :

R, +Nufy, =0 i=1,2 3 avecd, = id/i4

. (4.10)
—N14@y, — NoyZj, — NayZj, —Fep =0
La somme de ces équations redonne 1’équilibre global du treillis.
— Allongement des barres (en tenant compte de @y = ily = i3 = 0)
Uy -7, Ny
Y B N1 9 3 avec fgy = (et by = ag — (V2 (4.11)
lig E|S|

Comme le probleme 2D, et que les 3 équations 4.11 portent sur les 2 composantes de iy,
il en résulte une relation dite de compatibilité géométrique : N1y + N3y = Noy (les barres
obliques sont a 45°).

Il s’ensuit, en combinant avec les équations d’équilibre du nceud 4, Noy = F\/Q/ (1+ \/5)
et Ny = N3y = Noy /2 et par suite, @y = (Noyl/E|S|)é,

4.4.2 Résolution par la méthode des forces
Onab+a=9etn xd =8, le systeme est donc hyperstatique, de degré 9 - 8 = 1. 1l
apparait en effet que les 8 équations 4.10 sont insuffisantes pour déterminer N4, Nog, N3y
et f{I, f{Q, fig. Il faut donc utiliser le théoreme de Ménabréa pour obtenir une nouvelle

équation.
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Le degré d’hyperstaticité étant 1, une inconnue hyperstatique doit étre choisie, par exemple
No4. Ensuite, grace aux équations d’équilibre du noeud 4, Nyy et N3z sont exprimés en
fonction de Ngy et de leffort extérieur F. Ceci conduit & Nyy = N3y = % (F — Nay)
L’énergie de déformation du treillis est : W* = 32| N2,/;4/2E|S| et I'application du théo-
réme de Ménabréa, soit OW*/ONgy = 0, donne Noy = Fv/2/(1 +/2) .
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5.1

5.2

Structures planes chargées dans
leur plan en flexion

Introduction

Les problemes de flexion plane dans le plan principal d’inertie (€}, €) se rencontrent lorsque
les sollicitations extérieures appliquées a la poutre sont telles que le torseur des forces
internes dans une section quelconque se réduit a un effort tranchant Vs, et a un moment
de flexion M3, c’est-a-dire que les charges appliquées sont des forces ou des déplacements

suivant €5 ou des moments ou des rotations selon €s.

Equations du probleme

Le champ des déplacements général introduit en 3.3 se réduit a :

—T2V,1
0

Le probleme a résoudre consiste a trouver la fleche v, 'effort tranchant Vs et le moment

de flexion M3 solutions de

Vo, i+q =0
Mg,l +V2 —+ ms = 0 sur ]O,g[
M3 = EI33@,11

Conditions aux limites en 0 et ¢

(5.2)

Les conditions aux limites, décrites de fagon générale section 3.8, seront précisées sur les
différents exemples abordés par la suite. Pour simplifier I'exposé, les équations précédentes
supposent 'absence de discontinuités, entre 0 et £. Le cas plus général avec discontinuité

a été traité au chapitre 3.
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Résolution du probleme

Approche en déplacements

La combinaison des 3 équations de champ de fournit

Els3v 1111 +m31 — g2 = 0 dans 10,¢] (5.3)

D’ou en intégrant successivement 4 fois cette équation, et prise en compte des conditions
aux limites, 'obtention de la fleche v, et, au fur et a mesure des intégrations des quantités
Vo = —El330 111 ; M3 = Elz3v11 et 03 = v 1.
Exemple

Pour illustrer la démarche, on considere une poutre encastrée a gauche en 0, soumise a une

force uniformément répartie en travée ¢, et a une charge verticale P en ¢, cf. figure 5.1 Les
P
7 Q2 T
MAAAAAAAALAL
A B
Figure 5.1 - Fxemple de poutre encastrée
conditions aux limites associées s’écrivent
v(0) =0
03(0) = 0)=0
3( ) Us1 ( ) (54)
VQ<€) = P = —E133’U,111 (E)
Mg(ﬂ) = 0 = EIggU,n (f)
D’otu en intégrant ’équation différentielle
q2x1 Cizd  Cya?
EI )
33V 21 + 6 + 5 + Gy + Cy (5.5)

et les 4 constantes d’intégration sont déterminées d’apres les 4 conditions aux limites, soit

VQ(E) P= —E133’U,111 (E) = QQE + Cl +P=0
Mg(ﬁ) =0= EIggU,n (E) = % + le + CQ =0 (5 6)
v(O) O = C4 =0
d’ou finalement la fleche et la rotation qui sont données en tout point par
it 2 af
o(w1) = gt (Hal - (g2t + P) + (% +POF) (5.7)
) )
Os(01) = g (2 — (ol + P)Z + (22 + PO)zy)
et en particulier la fleche et la rotation en ¢ sont égales a
264 3
v(l) = qulz,g 311335,
03() = GqE2133 + 2%%33 (5-8)

Cette méthode de résolution est tout a fait générale.
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En présence de discontinuités, le mode opératoire est un peu différent : il faut en effet inté-
grer I’équation différentielle 5.3 sur chacun des intervalles de la poutre sans discontinuité.
Ceci conduit a 4 constantes d’intégration sur chaque intervalle. Ces constantes sont en-
suite obtenues grace aux conditions aux limites en 0 et £, et aux équations de discontinuité.
Celles-ci sont au nombre de 4 et comprennent 2 équations statiques et 2 cinématiques, ces

dernieres exprimant la continuité de v et de v,;.

5.3.2 Approche en forces

Avec cette méthode, la priorité est de déterminer Vy et le moment de flexion M3 (c’est-a-
dire les quantités a partir desquelles les contraintes peuvent étre calculées, cf. section 3.12).
Comme dans le cas des treillis de barres, 'objectif est de calculer Vo et M3 sans utiliser
les équations mettant en jeu les variables cinématiques.

Ainsi, dans le probleme 5.2, sont conservées les équations suivantes

Voi+q =0
B sur |0, /]
M3z, 1 +Vo +m3 =0 (5.9)

Conditions aux limites statiques en 0 et ¢

En pratique, ce systeme n’est pas résolu en intégrant les deux premieres équations, mais

a partir de leur version intégrale, ce qui revient a écrire ’équilibre global d’un trongon de

longueur finie. Ainsi, pour obtenir V5 et M3 dans une section d’abscisse x1, le trongon de

poutre [0, 21| ou [z, £] est considéré.

Soit par exemple le cas du trongon [0, x1]. Pour un probléme de flexion, les efforts extérieurs

exercés sur ce trongon sont constitués (cf. figure 5.2, ot les moments perpendiculaires au

plan de la figure sont représentés par un vecteur tournant)

— des efforts de cohésion dus a 'action du trongon [z1, ¢] , dont le torseur a pour compo-
santes Vo(z1) et Ms(z1);

— aux efforts répartis d’intensité ¢ ;

— au torseur a 'extrémité xq; = 0, de résultante notée R et de moment résultant noté I',.

R
a4 Va(x1)

r, mm )

Figure 5.2 - Efforts extérieurs sur le trongon [0, x1]

L’écriture de 1’équilibre global donne alors

- pour la résultante
x1
V(1) +/0 q2dt + Ra =0 (5.10)
- pour le moment résultant en xq; = 0

Z1
Mg(l‘l) + $1V2(l‘1) +/0 tQth + FA =0 (511)
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Il s’avere que ces deux équations correspondent a l'intégrale, entre 0 et z; de (5.9); et
(5.9)2 respectivement, sachant que V,(0) = —Rp et M3(0) = —T4.
Il est laissé au lecteur le soin de controler que sur le trongon [xy, £], la méme approche

conduit a
¢
“Va (@) + [ dt+ Ry =0 (5.12)
1
et & (moment en x; = 0)
‘
—Mg(ZL‘l) — $1V2(ZL‘1) +/ tQth + ERB + FB =0 (513)
xr1
Deux cas sont alors possibles, selon que le systéme est isostatique ou hyperstatique.

Cas isostatique

Le cas isostatique correspond a la situation ot il y a exactement deux conditions aux limites
statiques (il ne peut y en avoir plus sinon le systéme est instable). Auquel cas, 2 quantités
parmi Ra, Rp, 'y et I'g sont connues, les 2 autres étant des actions de liaison associées aux
deux autres conditions aux limites, qui sont cinématiques. Ces dernieres peuvent alors étre

calculées en écrivant ’équilibre global de la poutre (entre 0 et £), soit pour la résultante

l
Ra+ [ gt +Rp =0 (5.14)
0

et pour le moment en x; =0

V4
T+ / tqudt + (Rp + T = 0 (5.15)
0

Les quantités Ra, Rg, I'a et I'g étant connues, V, et M3 sont obtenus a partir de 5.10 et

5. 11T ou 5.12 et 5.13.

Le mode opératoire est donc le suivant

— les conditions aux limites de type effort ou couple imposé donnent 2 quantités parmi Ry,
Rg, ['p et I'p;

— les 2 actions de liaison inconnues sont déterminées en utilisant 1’équilibre global de la
poutre ;

— I’équilibre global d’un trongon fournit Vs et My ;

— il reste alors a intégrer M3 = El33v,;; en tenant compte des conditions aux limites

cinématiques pour obtenir la déformée de la poutre.

Application a I’exemple de la figure 5.1.

Les conditions aux limites statiques du probléeme donnent Rg = P et 'y = 0. L’équilibre
global de la poutre 5.14 et 5.15 conduit & Ry = — (2l + P) et a 'y = —QQ% — P/. D’ou
en utilisant les équations d’équilibre du trongon [0, x1], soit 5.10 et 5.11, il vient

{ Vo = —Ra — a1 = (@l + P) — o4 (5.16)

Mz = =21 Vy (21) — o5 —Ta = (J2§ — @lry + @5 + P — 1)

Remarque :
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Sur cet exemple, étant donné que les deux conditions aux limites de type effort ou couple
sont en £, il vaudrait mieuz considérer [’équilibre global du trongon de poutre [xq, ] (équa-
tions 5.12 et 5.13), qui donne directement Vo et Mg a partir de Rg = P et 'y = 0. Les
actions de liaison en A peuvent alors étre obtenues grace a Vo(0) = —Ra et M3(0) = =4,
et il convient de vérifier en procédant de cette facon que ces valeurs sont cohérentes avec

[’équilibre global 5.1/ et 5.15.

Cas hyperstatique

Cette fois-ci, il y a 0 ou 1 condition aux limites statique. Ainsi, au plus une des quantités

parmi Ra, Rp, I'a et I'g est connue, et les 2 équations d’équilibre global sont insuffisantes

pour déterminer les actions de liaison associées aux 4 ou 3 conditions cinématiques (dé-

placement ou rotation imposé(e)). Le systéme est donc hyperstatique, de degré h = 2

(respectivement h = 1), si on a 0 (resp. 1) condition aux limites statique. Pour résoudre

sans utiliser les équations cinématiques, il faut obtenir h équations supplémentaires sur les

efforts, en utilisant un théoreme énergétique (voir section 3.11.2).

Le mode opératoire est alors presque identique a celui du cas isostatique.

— les conditions aux limites statiques donnent 0 ou 1 quantité parmi R, R, I'p et I'g;

— h inconnue(s) hyperstatique(s) est(sont) choisie(s) parmi les autres;

— les 4 — h autres actions de liaison inconnues sont calculées en fonction de 1’(des) incon-
nue(s) hyperstatique(s) et du chargement extérieur en utilisant ’équilibre global de la
poutre ;

— I’équilibre global d’un trongon [0, x;] ou [x1, ] fournit V, et Ms ;

— 1I'(les) inconnue(s) hyperstatique(s) sont déterminées en utilisant le théoreme de Ména-
bréa ;

— l'intégration de M3 = El33v,1; avec prise en compte des conditions aux limites cinéma-

tiques fournit la déformée de la poutre.

Application a I’exemple de la figure 5.3.
La poutre étudiée est encastrée a gauche, soumise a une force uniformément répartie en

travée g9 et appuyée a l'extrémité droite. La seule condition aux limites statique est I'g = 0,

. qz
I
A o

Figure 5.3 - Exemple de poutre hyperstatique

le systeme est donc hyperstatique de degré h = 1.

La réaction Rp est choisie comme inconnue hyperstatique. L’écriture de ’équilibre global
du trongon [z, ¢] fournit alors les valeurs de Vy et Mg, dont les expressions coincident avec
5.16 par analogie avec I'exemple précédent, en remplacant P par Rg.

A partir de M3 = qgg — qolxy + q2%§ + Rp(¢ — 1), I'énergie élastique de contrainte de la
poutre est calculée grace a 1’expression

1t M2
W= [ Pdn (5.17)
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et 'application du théoreme de Ménabréa donne ZTW; = 0 fournit la valeur de Rg. Ceci
conduit a Rg = —3‘%, ce qui est cohérent avec 5.8 puisqu’en remplacant P par Ry il vient

v () =0.
Ayant déterminé Mg, la fleche est obtenue en intégrant 2 fois la relation Mg = Els3v 11, et

prise en compte des 2 conditions aux limites cinématiques non utilisées jusqu’alors.
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