N

N
N

HAL

open science

Géométrie Différentielle Complexe
Alain Yger

» To cite this version:

Alain Yger. Géométrie Différentielle Complexe. DEA. Niamey (Niger), France. 2015, pp.163.

00469403v3

HAL Id: cel-00469403
https://cel.hal.science/cel-00469403v3
Submitted on 16 Apr 2015

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépot et a la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche francais ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.

cel-


https://cel.hal.science/cel-00469403v3
https://hal.archives-ouvertes.fr

Géométrie Différentielle Complexe

Alain Yger

INSTITUT DE MATHEMATIQUES, UNIVERSITE BORDEAUX 1, TALENCE 33405,
FRrRANCE
E-mail address: Alain.Yger@math.u-bordeauxl.fr



1991 Mathematics Subject Classification. Primary 32C30, 32-02;
Secondary 13, 13P10

Key words and phrases. amsbook, AMS-KTEX

REsuME. Ce texte constitue la version compléte d’un cours de DEA de 50
heures dispensé a la Faculté des Sciences de ’Université Abdou Mounoumi
de Niamey (Niger) entre Décembre 2009 et Janvier 2010, dans le cadre du
programme de troisiéme cycle < Systemes Dynamiques >. Je tiens a remercier
sincerement le Professeur Modi Mounkaila, & 'initiative de la mise en place du
programme dans lequel ce cours était amené & s’insérer, ainsi que, bien sfr,
tout le personnel de 'université, pour ’extréme gentillesse de ’accueil qui m’a
accompagné tout au long de mon séjour au Niger.



Table des matiéres

Préface

Chapitre 1. Les objets géométriques en géométrie complexe
1.1. Variétés différentiables réelles et fibrés réels ou complexes
1.2.  Structure hermitienne sur un fibré vectoriel complexe
1.3. Formes de Chern d’un fibré holomorphe; classes caractéristiques
1.4. Les objets de la géométrie analytique complexe

Chapitre 2. Le concept de positivité en géométrie complexe et ses avatars
2.1. Formes différentielles, courants, courants positifs
2.2. Nombres de Lelong d’un (p, p)-courant positif fermé
2.3. Courant d’intégration sur un sous-ensemble analytique
2.4. Stratification de Siu
2.5.  Autour des notions géométrique et analytique de résidu
2.6. La formule de Lelong-Poincaré

Chapitre 3. Autour des idées de Hodge en géométrie complexe
3.1. Structures hermitiennes ou kéhlériennes
3.2. Opérateurs différentiels sur les fibrés (cadre riemannien)
3.3.  Opérateurs en géométrie riemannienne, hermitienne, kahlérienne
3.4. Le théoreme de décomposition de Hodge (cadre kahlérien)
3.5.  Cohomologie de P™(C)
3.6. Fibrés holomorphes positifs, les divers concepts
3.7. Positivité et théoremes d’annulation
3.8. Notions d’amplitude ; exemples projectifs et toriques
3.9. Un critere d’algébricité : le théoreme de Kodaira

Chapitre 4. La résolution L? du D"
4.1. Le cadre kahlérien < complet >
4.2. Le cadre kahlérien < non complet >
4.3. Méthodes L? et résolution du complexe de Koszul

Bibliographie

Index

103
108
115
119
121
123
125
136

141
141
144
147

153
159






Préface

L’objectif de ce cours est de proposer une initiation aux outils de la géométrie
complexe en plusieurs variables. Ce cours fait suite au cours d’Introduction d I’Ana-
lyse Complexe en Plusieurs Variables dispensé par Philippe Charpentier [Charp].
Nous supposons donc ici acquises les bases de I’analyse complexe en une et plusieurs
variables, telles que par exemple on les trouve dans les ouvrages de C.A. Berenstein
et R. Gay [BG] et de L. Héormander [Hor], ainsi qu'une certaine familiarité avec la
géométrie (différentielle réelle, riemannienne, algébrique dans le plan projectif com-
plexe) au niveau Master, telle qu’elle est par exemple présentée dans [HY]. Ce cours
développera les aspects géométriques, tant en ce qui concerne les aspects relevant
de la géométrie différentielle (champs de vecteurs, fibrés hermitiens et opérateurs
différentiels sur ces fibrés, connexions, classes et formes de Chern, etc.) que ceux re-
levant de la géométrie analytique compleze et de ses avatars en géométrie algébrique.
Les méthodes transcendantes jouent un role important en géométrie algébrique du
fait du trés important concept de positivité (courants, concepts de positivité pour
les fibrés vectoriels), ouvrant la voie aux théoremes d’annulation ou de plonge-
ment (Kodaira, Nakano, etc.). L’analyse harmonique et la théorie de Hodge en
géométrie kdhlérienne (sur une variété analytique compacte équipée d'une struc-
ture kihlérienne, telle que P™(C) équipé de sa métrique de Fubini-Study) y auront
également leur place, illustrées en cela par des exemples souvent empruntés a la
géométrie des variétés toriques (sous ses aspects symplectiques ou algébriques). Les
techniques L? seront également transposées du cadre de I’analyse pluri-complexe
a celui des variétés kahlériennes et des fibrés hermitiens ayant ces variétés comme
base. L'une de nos références de base sera ’ouvrage de J.P. Demailly [De0]. Certains
des tous récents travaux de M. Andersson et de son équipe [And1l, And2, And3|
seront en particulier introduits. La théorie des courants positifs, ainsi que les objets
géométriques que sont les courants d’intégration et les courants résiduels, fera 1’ob-
jet d’un chapitre de ce cours. On integrera a ces notes une approche en direction des
applications arithmétiques via les récents développements de la théorie d’Arakelov
(voir [BGS]), mettant en lumiere 'importance de la formule de Lelong-Poincaré,
de lopérateur de Monge-Ampere et de I’équation de Green. En ce qui concerne les
aspects relevant de la géométrie analytique transcendante (et de ses applications en
géométrie algébrique), ouvrage de P. Griffiths et J. Harris [GH]| sera également
une référence précieuse. Bien sir, tous les résultats énoncés dans ce cours ne seront
pas démontrés, loin de l1a! Notre souci ici est d’introduire les lignes directrices des
arguments et de faire en sorte que ces notes (bien que trés partielles) puissent servir
de point de départ pour de futures directions de recherche.

Alain Yger
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CHAPITRE 1

Les objets géométriques en géométrie complexe

On présente dans ce chapitre les objets géométriques (relevant en particulier de
la géométrie différentielle) tels qu’ils interviendront en géométrie pluri-compleze. Le
cadre riemannien (plutot de fait hermitien) sera plus particulierement développé,
Paspect métrique (intrinsequement lié & la notion de positivité) étant pour nous
fondamental. Pour ce premier chapitre, outre la référence au chapitre 5 de J.P.
Demailly [De0], on pourra également s’appuyer sur le livre de R.O. Wells [WeO].
La rédaction de ce chapitre est inspirée d’un cours de DEA dispensé & Bordeaux
en 1991-1992 [Y2].

1.1. Variétés différentiables réelles et fibrés réels ou complexes

1.1.1. Variétés différentiables (C*°) réelles. La donnée d’une variété dif-
férentiable réelle de dimension (réelle) N de classe C*° équivaut a la donnée :

(1) d’un espace topologique séparé X, dénombrable & l'infini (i.e. union dé-
nombrable croissante de compacts) ;

(2) d’un atlas (U, 7o) < cartographiant » X, ce qui signifie que les ouverts
U, recouvrent X, que 7, est, pour chaque «, un homéomorphisme entre
U, et un ouvert V,, de RY, et que, pour toute paire d’indices (o, 3), Taf =
7o0(73) ! est un difféomorphisme de classe C* entre 75(U,NUpg) et 74 (UyN
Ug).

La notion de champ de vecteurs réel sur X (ou sur un ouvert de X') peut étre
pensée de trois manieres équivalentes; ces trois points de vue reposent sur les trois
manieres de définir, au point courant = de X, 'espace tangent réel Tg (X) a X.
Ces trois maniéres de < penser > ce R-espace vectoriel de dimension N sont les
suivantes :

(1) le premier modele est un modele géométrique : si U, est un ouvert de carte
contenant x, on introduit les germes de courbes t € I =] — ¢, e[— () € U,
tracés sur X au voisinage de z, passant par z, et de classe C* (y(0) = z et
707 est de classe C1), puis le R-espace vectoriel des classes de tangence en
x de ces germes de courbes (la classe de tangence de (I,7) est matérialisée
par do[7a 0 7](1));

(2) le second modele est un premier modele algébrique, consistant & concevoir
le R-espace vectoriel T . (X) comme le R-espace vectoriel des dérivations®
de la R-algebre Ex , des germes de fonctions de classe C'*° a valeurs réelles
au point x ; ce modele décrit 1'élément de Tr ,(X) en termes de son action ;

1. C’est-a-dire une application R-linéaire & valeurs réelles obéissant & la régle de Leibniz :
D[fg] = f(a)Dlg] + g(a)D[f].
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(3) le troisitme modele est plus encore un modele algébrique : on introduit
lalgebre Ex , (pensée cette fois comme un anneau local), son idéal maximal
My 5, et I'on pense les éléments de Tk (X) comme les éléments du dual
du quotient My ./ (DJTX,I)Q, considéré comme R-espace vectoriel.

1.1.2. Notion de fibré vectoriel (réel ou complexe) localement trivial,
de rang fini. La collection des Tg ,(X), z € X, ainsi définie est visualisée sous la
forme d’un objet géométrique, celui de fibré vectoriel réel localement trivial de rang
m (ici m = N) et de classe C* au dessus de X. Il s’agit de la donnée :

(1) d’une collection, indexée par la base X, de R-espaces vectoriels tous de
dimension N, dits fibres (le R-espace vectoriel d’indice = étant dit fibre au
dessus du point z);

(2) d’une structure de variété différentielle elle aussi de classe C*° (et de dimen-
sion réelle N + m) sur 'ensemble | J, (7 x R™), couplée avec la donnée
d’une projection C* 7 : E — X, telle que, pour chaque = € X, il existe
un voisinage U, de x dans X, un difféomorphisme 6, de classe C*> entre
7 Y (U,) et U, x R™ (7 désignant la projection (z,¢) + ) de maniére & ce
que

T (v,)(e) = pry, (0z(e)), Ve € Y (U,),
ot pry (2',v) = 2’ pour 2’ € U, et v € R™, et que, pour tout 2’ € Uy,
(02))m,, soit un R-isomorphisme entre E, et R™.

Lorsqu’il existe un tel difféomorphisme C* entre 7=1(U) et U x R™, on dit que
le fibré est trivialisable au dessus de 'ouvert U. Un fibré vectoriel réel localement
trivial de rang m est donc par définition méme toujours localement trivialisable;
par contre, il n’est en général pas trivial, c’est-a-dire trivialisable au dessus de toute
sa base X.

EXEMPLE 1.1. L’exemple du fibré tangent Tr(X'). En définissant

Tre1(Ua) (,7) = (Ta(2), do(Ta 0 7)(1)),
on construit précisément une structure de fibré vectoriel réel localement trivial de
classe C*° et de rang N sur |,y (2 X Tk (X)) ; c’est ainsi qu’est défini I'atlas. Ce
sera le fibré tangent réel Tr(X). Les sections de classe C™ de Tg ,(X) au dessus
d'un ouvert U de X de ce fibré, c’est-a-dire les applications & de classe C* de U dans
Tr(X) (tous deux équipés de leurs structures C°°) telles en plus que &(z) € T ,(X),
sont par définition les champs de vecteurs réels de classe C*° sur 'ouvert U. Dans
une carte locale U,, = 7,1 (V) au voisinage d'un point x, on représentera un champ

de vecteurs sous la forme
o 0
aj(z) 53—,
j; 8$j

ol ay, ...,an sont des fonctions de classe C*° dans V,, = 7(U,).

Une maniere plus abstraite d’appréhender la notion de fibré vectoriel réel localement
trivial et de classe C'™ est la suivante : un tel fibré est (& isomorphisme entre fibrés
localement triviaux et de méme rang prés?) la donnée d'un recouvrement (Up)q

2. On dit que deux K-fibrés vectoriels Ej X et FEo ™2 X localement triviaux et de méme
rang sont isomorphes si et seulement si il existe un difffomorphisme C*° f : X — X, un
difféomorphisme C*° F' : E; — E3 tels que fom =m0 F.
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de X par des ouverts et d’un 1-cocycle au sens de Cech, c¢’est-a-dire, pour chaque
(a, ), d’une application de classe C*°

9,8 : Ua NUz — GL(M,R)
telle que

(90,8 © 98](2) = gay(x) Ya,B,v, Ve e U, NUzNU,.

La structure de fibré vectoriel localement trivial de rang m et de classe C*° associée
a ce l-cocycle est obtenue en équipant I'union disjointe des {U,} x R™ (lorsque
« parcourt la famille de tous les indices) de la structure quotient consistant &
quotienter par la relation d’équivalence autorisant l'identification des couples (z,v)
et (2, gq,p(x).v) lorsque a, 5 sont deux indices quelconques et x € U, N Up.

Cette maniére de voir autorise les opérations sur les fibrés vectoriels réels localement
triviaux (& isomorphisme entre R-fibrés de méme rang pres), par exemple 'addition
E; ® E5 de deux fibrés de rangs my et mg (cela donne un fibré de rang my + ms),
les puissances extérieures (jusqu’a la puissance m, dit aussi fibré déterminant) d'un
fibré vectoriel réel loc. trivial E — X de rang m (la puissance extérieure p-ieme est
un fibré de rang m!/(p!(m — p)!) si p = 0, ...,m, la puissance d’ordre 0 étant par
convention le fibré trivial X x R), le fibré dual E* — X d’un fibré vectoriel réel loc.
trivial de rang m, le produit tensoriel £y ® E5 de deux fibrés vectoriels réels loc.
triviaux de rangs respectifs my et mq (c’est un fibré de rang my x mg), etc. Dans
chaque cas, on travaille avec un recouvrement de X qui soit un raffinement des
deux recouvrements permettant de définir les 1-cocycles définissant 'un E; — X,
lautre E5 — X. L’ensemble des classes d’isomorphismes des fibrés vectoriels réels
localement triviaux et de rang 1 (dits aussi fibrés en droites) peut ainsi étre équipé
d’une structure de groupe commutatif. On peut également définir, a isomorphisme
entre fibrés localement triviaux et de méme rang pres, étant donnés deux fibrés
vectoriels réels loc. triviaux E; et Ey de rangs respectifs my et mo, le fibré vectoriel
loc. trivial Homg(E7, F2) dont la fibre au dessus de z est Homg(E4 4, F2 ) (il
s’agit d’un fibré vectoriel réel loc. trivial de rang my X ms, dont on notera qu’il est
isomorphe & Fy ® ET). On note ici que les fibrés Ey @ Fy — X (resp. E1 @ Ey — X)
et Eo ® By — X (resp. Eo @ By — X)) définis suivant ce procédé ne sont pas égaux,
mais simplement isomorphes (les 1-cocycles ne sont ici pas les mémes!) ; 'opération
naive correspondant a prendre (au dessus de chaque point de X') la somme directe
(resp. le produit tensoriel) des fibres ne suffit pas & justifier de la construction d’un
fibré ; cette opération ne décrit en effet pas ce qu’est 'application 7 de projection et
il faut en effet prendre garde a la construction des isomorphismes de trivialisation !

EXERCICE 1.2. Pour chacun des exemples ci-dessus (somme, produit tensoriel,
fibré Hompg(e,)), indiquer comment se déduit le 1-cocycle (Gq,p) & partir des
cocycles (gél)ﬁ) et (gf)ﬁ) des deux fibrés en jeu. Méme question pour ce qui concerne

le 1-cocycle attaché au fibré dual E*.

Indications : pour la définition du 1-cocycle G, g correspondant a la somme directe
(a isomorphisme entre fibrés localement triviaux pres), on considérera par exemple
les applications
1)
x
z €UyNUg — Gop(x) = [g“’ﬁ( )

€ GL(m1 + m2,R);
0 gf,)g(w)
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pour la définition du 1-cocycle G, g correspondant au produit tensoriel (& isomor-
phisme entre fibrés localement triviaux pres), on consideérera I'application

€ UyNUg —> Gop(x) = 9&123(95) ® g&z)ﬁ(aj) ,

ol gsg () ® gfﬁ) (x) désigne I’élément de

GL(mymsg,R) ~ Homg(R™ @ R™? R™ ® R"™?)
quidej, ®ej,, j1 =1,...,m1, jo = 1,...,ma (ce sont les éléments de la base canonique
de R™ @ R™2 ~ R™1™2) associe (g(l) (x)-ej)® (9(2) (x) - ej,). Pour la définition

a,p a,pB
de la classe d’isomorphisme du fibré dual E* — X, c’est le 1-cocycle

(Ua NUs,["ga,8) ")

qu’il convient de considérer. Pour la construction (& isomorphisme pres) du fibré
Homp(E1, E2) — X, le 1-cocycle & considérer est le 1-cocycle (Us NUp, Gy ), Ol

Gos(x) = g @[l %) () € Homp(R™@(R™ )", R™@(R™)*) =~ GL(mims, R)

étant entendu que I’on exploite ici 'isomorphisme entre R™2 @ (R™1)* et le R-espace
vectoriel Homg(R™!,R™2) qui a fj, ® e}, associe 'homomorphisme de R™ dans
R™2 de matrice [J,,;,] dans les bases canoniques (e1, ..., €m,) €t (f1, .-, fn,)-

Dans tout ce qui précede, tout en nous appuyant sur le concept de variété différen-
tiable réelle, nous pouvons aussi définir la notion de fibré vectoriel complexe de
rang m (et localement trivial) sur X. Les fibres E, sont cette fois des C-espaces
vectoriels et 6, est un difféomorphisme de classe C* entre 7~(U,) et U, x C™
((02)k,, étant dans ce cas, pour tout 2" € U, un C-isomorphisme entre £,/ et C™).
Si 'on adopte le point de vue des cocycles, de tels fibrés vectoriels complexes loc.
triviaux de rang m sont construits a partir de cocycles a valeurs dans GL(m, C). On
construit un exemple de tel fibré vectoriel complexe (de rang ici V) en complexifiant,
pour chaque z € X, le R-espace vectoriel T ,(X). Ceci prendra tout son sens a
partir de la section 1.2.2, lorsque nous nous placerons dans la situation particuliere
ou N = 2n et ou la structure différentiable (C*°) sur X sera la structure réelle
sous-jacente a une structure de variété analytique complexe. Dans ce paragraphe,
lorsque nous parlerons du fibré tangent Tg(X) (et plus loin de son dual le fibré
cotangent T (X)), nous entendrons cependant toujours des fibrés réels; ce n’est
réellement qu’a partir de la section 1.2.2 que nous envisagerons la complexification
des fibres de ces fibrés réels.

EXEMPLE 1.3. L’exemple du fibré cotangent T3 (X). Si k > 1, le fibré
cotangent T3 (X) est par définition le fibré dual du fibré tangent. Les sections de
classe C* (k € N) du fibré cotangent sont les 1-formes différentielles réelles de
classe C* sur U; on exprime (dans un ouvert de carte U,) une telle forme en
coordonnées locales sous la forme

N
w = E wjidx;,
j=1

oil wy, ..., wy sont des fonctions de classe C* dans I'ouvert V,, = 7,(U,) C RY. On
peut complexifier la situation et considérer le fibré T (X) ®r C dont les sections sont
les 1-formes différentielles & valeurs complexes sur X’ (mais il s’agit ici, lorsqu’on le
voit ainsi, d’un fibré réel sur X).
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Etant donné un fibré vectoriel réel ou complexe loc. trivial E — X de rang m, nous
introduirons les fibrés A Tj; (X) ®r E. Pour k € N, une section de classe C* de ce
fibré au dessus de 'ouvert U de X sera appelée p-forme différentielle de classe C*
sur U, a valeurs dans E . L’espace des telles p-formes sera noté

o (U,/I.\TRT(X) Or E) — CKU,E), keNU{oso}.

Une section de classe C* sur U du fibré AP T3 (X) (ou encore du fibré AP T (X)®R)
sera, elle, simplement appelée p-forme différentielle réelle de classe C* sur U. Une
section de classe C* sur U du fibré AP T (X) ®g C sera, elle, simplement appelée
p-forme différentielle complexe de classe C* sur U.

1.1.3. Connexion sur un fibré.

DEFINITION 1.4. Soit X une variété différentiable de dimension N et E — X
un fibré vectoriel réel (resp. complexe) loc. trivial de rang m au dessus de X. Une
connexion D sur F est un opérateur différentiel R-linéaire d’ordre 1

N N
D P Cr(X,E)— PCr(X,E)
p=0 p=0

envoyant, pour chaque p = 0, ..., N, Cp°(&X, E) dans Cp% 4 (X, E) et se pliant (comme
tout opérateur différentiel du premier ordre) & la régle de Leibniz

(1.1) D[f Aw]=df Aw+ (—1)Pf A D[w] VfeCr (X, K), Ywe CF (X, E)
(K =R ou C suivant que le fibré E est réel ou complexe).

Pour décrire 'action de la connexion, il est commode de se placer dans un ouvert
U au dessus duquel le fibré E se trouve trivialisé. En transformant par =1 (0
désignant le morphisme de trivialisation) les applications = — (z,€;), (€1,...,€m)
désignant la base canonique de K™, on obtient un systéme (e, ..., e,,) de sections
de E formant ce que I'on appelle un repére®. Un élément s de CX(U,E) (i.e. une
p forme différentielle sur U, C* et & valeurs dans E) s’exprime dans ce repére sous

la forme
m
S = Zﬂj ® 6]',
j=1
ot 0; € C°(U,K). Si I'on écrit
m
Die;] = Zakj Ker, j=1,....,m,
k=1

ot les ax; € C{°(U,K) sont des 1-formes C* (et & valeurs dans K) sur U, on voit
que la regle (1.1) se traduit par le fait que

D|:Z(Tj ®6J} :Z (dO’j +ZajkAak) K ej.
j=1 j k=1

j=1

3. Le terme angle-saxon est frame que 'on pourrait traduire par trame ou bdti pour en rendre
compte le plus fidelement possible.
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Une fois fixée la trivialisation #, on remarque que 'action de D lue sur U x K™
s
s’écrit

(1.2) Dis]=pdo+ANc SiSZZUj®6j7
j=1

o = (01, ...,0,) désignant le <« vecteur > des coordonnées de s dans le repére déduit
de la trivialisation 6, d représentant ce que 'on appelle la connexion triviale sur
U x K™, et A (contribuant au terme correctif A X ¢) étant une matrice de 1-
formes différentielles dans U. La description de I'action de D wvia (1.2) constituera
évidemment pour nous le moyen < pratique > d’exprimer cette action.

EXERCICE 1.5. Changement de repére. Si (e, ..., e,,) et (€1, ..., €) sont deux
repéres correspondant a des trivialisations 6 et 6 différentes au dessus du méme
ouvert U de X, vérifier que si

m m
s:E O'j®€j=E 0; Qe
Jj=1 Jj=1

avec 0 = ¢ - o, alors on a, au niveau des matrices A et A permettant de décrire
laction de D respectivement dans les reperes (e;); et (€;);, la loi de transformation
de gauge

A=g ' A-g+g ' dg

1.1.4. Tenseur de courbure d’une connexion.

DEFINITION 1.6. Soit E — X un fibré vectoriel réel ou complexe loc. tri-
vial au dessus d’une variété différentiable réelle X et D une connexion sur ce
fibré. L’opérateur D? est dit opérateur de courbure de la connexion D. La 2-forme
différentielle ©(D) € C$°(X,Homg (E, E)) telle que D?[s] = O(D) A s est dite
tenseur de courbure de la connexion D.

Si (eq, ..., €, ) désigne un repere déduit d’une trivialisation 6 de E au dessus d’un
ouvert U de X et si A désigne la matrice de 1-formes modélisant 1’action de D
relativement & la décomposition des sections dans le repere comme dans (1.2),
I’action de l'opérateur de courbure se lit au niveau des < coordonnées » dans le
repere sous la forme :

(1.3) Dz[iaj(@ej]:iq@ej o T=(dA+ANA) Ao
j=1 j=1

lorsque o1, ..., 0., sont m g-formes de classe C*° a valeurs dans K sur l'ouvert U.
La matrice de 2-formes
(1.4) O=dA+ANA

est dite matrice de courbure de la connexion D lorsque le fibré est rapporté au
repere (eq, ..., ) au dessus de Pouvert U. C’est la matrice du tenseur de courbure
©(D) lorsque le fibré est rapporté & ce repére.

EXERCICE 1.7. Connexions et opérations sur les fibrés. Soient F; — X
et Fy — X deux fibrés vectoriels (réels ou complexes) de rangs respectifs mq et mo
et de base la variété différentiable X'. Montrer que Dg,gg, := Dg, & Dg, définit
une connexion sur F, @ Fs et vérifier que le tenseur de courbure de cette connexion
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s’exprime comme la somme ©(Dpg, ) ® O(Dg,). Montrer que 'on définit une unique
connexion Dg, gp, sur E1 ® Ey telle que

Dp,gp,(s1 N s2) = Dg,(s1) As2+ (—=1)%s1 A Dg,(s2)
pour toute ¢;-forme différentielle s; de X dans E7, pour toute go-forme différentielle
so de X dans Ey. Vérifier
O(Dg,or,) = O0(Dg,) ®1dg, +1dg, ® O(Dg,).
Montrer que, si D est une connexion sur F,
(1.5) u+— Dpg-(u) :5+— d(u-s) — (—1)38"y . Dg(s)

est une connexion sur le fibré dual E* et que O(Dg+) = —[0(Dg)]t (* désignant
ici I'opérateur de transposition de Homg (F, E) dans Homg (E*, E*)). Montrer en-
fin que on peut construire une connexion sur Homg(F1, E2) si Pon dispose de
connexions Dg, et Dg, respectivement sur E; et Ey en posant

(1.6) Ditomy (1,85)(v) 18+ Dp,(v-s) — (=1)*€"v - Dp, (s),
et que 'on a
O(Dtomy(B1,5,)) = ©(Dp,) @ ldg; —Idg, ® [0(Dg,))*

(penser a utiliser le K-isomorphisme entre Homg (E1, E2) et Eo® ET déja mentionné
dans les indications complétant le texte de exercice 1.2). En particulier, on a
I'identité de Bianchi

(1.7) Dtomy(£,£)(©(DE)) = DE(0(DEg)(-))—O(DE)[De(-)] = Dy()—DE(-) =0

si Pon se réfere & (1.6). Montrer enfin que 'on définit une unique connexion Dy,
sur A” E & partir d’'une connexion D sur E de maniére a ce que
P
D/\p(sl VARERWAN Sp) = Z(_l)degsl+...+deg8j7181 VARERWAN Sj—1 /\D(Sj) AN Sj4+1 VARERWA Sp
j=1

et que 'on a
p
@(D/\p) = Zsl N Nsjq /\[@(D)'Sj]/\Sj.H/\"'/\Sp.
j=1

Dans le cas particulier p = m, le tenseur de courbure ©(D,,,) peut étre assimilé
a un scalaire (le fibré déterminant étant de rang 1); montrer que ce scalaire est la
trace de ©(D), considérée comme un élément de C°(X, Homg (E, E)).

1.2. Structure hermitienne sur un fibré vectoriel complexe

Dans cette section, X' désigne une variété différentiable, E — X un fibré vec-
toriel complexe sur X, localement trivial et de rang (complexe) m. Pour profiter
du concept de positivité inhérent a C ou C™ et franchir le cap séparant les points
de vue qualitatif et quantitatif, nous allons équiper un tel fibré d’une structure
hermitienne , ¢’est-a~dire définir sur chaque fibre E,, z € X, une métrique définie
positive

g —IElz
ce de telle maniere que I'application E — [0, 00[ qui & (z,€) (€ € E,,) associe |¢|?
soit de classe C°.



8 1. LES OBJETS GEOMETRIQUES EN GEOMETRIE COMPLEXE

EXEMPLE 1.8. Etant donné un fibré complexe de rang m localement trivial
au dessus de X, il est toujours possible de construire une telle métrique. Il suffit
d’exploiter la souplesse (au niveau des objets) que permet le lemme de partition de
lunité (dans le cadre C°°), ce qui permet de se ramener par trivialisation locale
au cas ou = U x C™, U désignant un ouvert de X'. Nous perdrons évidemment
partiellement cette souplesse lorsque nous envisagerons le monde rigide des étres
pluri-complexes.

1.2.1. Connexion compatible a4 une structure hermitienne. Soit un
fibré vectoriel complexe F — X loc. trivial et de rang m au dessus d’une variété
différentiable X' (de dimension réelle N'). Supposons ce fibré F équipé d’une métrique
hermitienne (on notera | |, la métrique sur la fibre E, et (, ), le produit scalaire
correspondant). Le produit scalaire induit naturellement, pour chaque 0 < p, g < N,
une application sesquilinéaire

(, ) 1 CP(X,E) x OF (X, E) — Cp,(X).

Pour construire cette application, on peut se contenter de ’exprimer dans un repere
(e1,...,€m) sur un ouvert U au dessus duquel F se trivialise. On décide naturelle-
ment :

m m m m
(Yot @ es(@), Yome) @ enle)) = D° 3 (05(w) ATRE)) {es () en ()
j=1 k=1 j=1k=1
lorsque o1, ..., 0, sont m p-formes de classe C*° dans U, 7, ..., 7, m g-formes de
classe C*° dans U. Ce produit scalaire est, du fait que la métrique soit définie
de manieére globale sur F et que E soit un fibré localement trivialisable, défini
globalement.

DEFINITION 1.9. Soit £ — X un fibré vectoriel complexe de rang m équipé
d’une métrique hermitienne | | et (, ) la forme sequilinéaire sur le C-espace vectoriel
produit @, Cp°(X, E) x @, C°(X, E), a valeurs dans C°(X, C), déduite comme
indiqué ci-dessus du produit scalaire sur les fibres attaché & la métrique | |. On
dit qu'une connexion D sur F est compatible avec la structure hermitienne dont
on a équipé le fibré E si et seulement si, pour tout s € Cp°(X, E), pour tout
te Cr(X,E),

(1.8) d[(s, )] = (D(s), 1) + (=1)"(s, D(t))-

Prenons un repére orthonormé(ce qui est toujours possible grace au procédé de
Gram-Schmidt). Dans ce cas, si s =} ;0;®e;j et t =) 7, ® ek, on a

n
(s,t) = Zoj AT
j=1

En différentiant par d, on trouve
(1.9) d[(s,t)] = (do,T) + (—=1)P(o, dT).

Mais on a D[s] =g do + A Ao et D[t] =¢ dr + A A 7. En reportant dans (1.9),
on constate que la clause (1.8) se traduit dans ce repere orthonormé (A désignant
la matrice de la connexion dans le repére (e, ..., e, ), A* la matrice de 'opérateur
linéaire adjoint, i.e. la « trans-conjuguée > A* := A de A) par la condition

(1.10) A=A
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(ou encore que iA est une 1-forme a valeurs dans le C-espace espace des matrices
hermitiennes). En utilisant d o d = 0, on constate que

(©(D) As,t)y =—(s,0(D) At),
donc que 1©(D) € C3°(Herm (E, E)).

EXEMPLE 1.10. Le cas des fibrés en droites. Si m = 1, la compatibilité
de D avec la métrique se traduit par le fait que la matrice A de cette connexion
(exprimée dans un repére orthonormé relativement a la métrique) doit simplement
étre une 1-forme ne prenant que des valeurs purement imaginaires. Dans ce cas
i®(D) € C*(X,R).

1.2.2. Le cas particulier des variétés analytiques complexes. Dans
cette section, nous supposons maintenant que X est une variété analytique complexe
de dimension (complexe) n, étant bien entendu que 1'on peut équiper I’< ensemble
X > d’une structure de variété différentiable, réelle cette fois et de dimension 2n,
dite structure X de variété différentiable réelle sous-jacente.

La donnée d'une variété analytique compleze® de dimension (cette fois complexe)
n équivaut a la donnée :

(1) d’un espace topologique séparé X, dénombrable & Uinfini;
(2) d’un atlas (U,, 7,) < cartographiant > X, ce qui signifie que les ouverts U,
recouvrent X, que 7, est, pour chaque «, un homéomorphisme entre U,

et un ouvert V,, de C", et que, pour toute paire d’indices (a, ), Top =
To © (75) 71 est un biholomorphisme entre 753(U, NUg) et 74 (Uy N Up).

EXEMPLE 1.11. Outre C™ bien siir (sur lequel se déroule ’analyse pluricomplexe
telle qu’elle a été décrite dans le cours de P. Charpentier [Charp], voir aussi [Hor]),
l'un de nos exemples trés importants sera ’espace projectif P*(C), réalisé comme
le quotient géométrique de C"*1\ {0} par la relation d’équivalence que traduit la
colinéarité des vecteurs dans C"*1\ {0}. Les coordonnées homogenes [zg : ... : 2,]
permettent ici le repérage des points. Les ouverts de carte peuvent étre choisis ici
comme les ouverts U; : {[z0 : ... : zn]; 2; # 0}, j = 0,...,n. Il est ici important
de souligner que P"*(C) peut étre compris comme '« hyperplan a l'infini > Uy dans
P"+1(C) (les coordonnées homogenes y étant (, 2, ..., 2,)), au sens suivant : si
(20, -y 2n) est un point de C**!\ {0}, la droite complexe {\zg,..., Az, ; A € C}
rencontre I'hyperplan & I'infini de P**1(C) précisément en un point que I’on identifie
avec [zg : ... : z] € P*(C). Nous verrons plus loin comment un (n+1,n) noyau tres
important en analyse pluricomplexe, celui de Bochner-Martinelli, dans C**1\ {0},
peut se déduire de la forme volume positive (ddlog |z]?)" sur P"*(C) (dite forme de
Fubini-Study) par multiplication par dt/t, puis < moyennisation > le long des orbites
issues des points de P"(C) vus comme points & U'infini dans P"T1(C). Cette vision
géométrique rejaillira plus tard et éclairera sous un jour géométrique le role essentiel
du noyau de Bochner-Martinelli en analyse pluri-complexe. Les variétés analytiques
complexes obtenues par recollement forcé de copies de C™ wvia des morphismes de
transition monomiaux joueront le réle important d’< exemples jouets > dans la
suite de ce cours; on les appelle les variétés toriques.

Considérons tout d’abord la structure différentiable réelle sous-jacente X’ et, pour
chaque z € X, le sous-espace tangent réel Tr ,(X) (R-espace vectoriel de dimension

4. Complex manifold dans la terminologie anglosaxonne.
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2n), équipé de sa structure presque compleze, c’est-a-~dire, pour chaque z, de la
donnée de l'involution linéaire J(z) de Tk ,(X') dont 'action en coordonnées locales
(T1,Y1, ey TnyYn), OU 2 = Xk + dyg pour k = 1,...,n, consiste en

J(0/0xx) = 0/Oyx, J(0/0yr) = —0/0xy, k=1,....,n;

lopérateur J correspond a la multiplication par ¢ dans l'espace tangent complexe
Tr »(X), il admet comme valeurs propres +i et induit donc un scindage de T . (X)
suivant les deux sous-espaces propres. On peut ensuite, nous plagant cette fois dans
le cadre complexe (et non plus réel), introduire 'espace tangent complexe T, (X)
au point z. En fait, il s’agira toujours ensemblistement du méme objet T¢ ,(X) =
Tk »(X) (donc d’un espace réel!), mais cette fois considéré non plus comme un R,
mais comme un C-espace vectoriel. Les trois maniéres de < penser > a cette nouvelle
structure (complexe cette fois) sont les suivantes :

(1) le premier modele est un modele géométrique : si U, est un ouvert de carte
contenant z, on introduit les germes en z de disques analytiques v : ( €
D(0,e) — ~(¢) € U, tracés sur X au voisinage de z et passant par z
(7(0) = z et 7, 0y est holomorphe dans V,, ), puis le C-espace vectoriel des
classes de tangence en z de ces germes de courbes (la classe de tangence
de (D,7) est matérialisée par dy[r, © 7](1)), la différentiation étant ici la
différentiation au sens complexe ;

(2) le second modele est un premier modele algébrique, consistant & concevoir
le C-espace vectoriel T, (X) comme le C-espace vectoriel des dérivations®
de la C-algebre Ox . des germes de fonctions holomorphes au point z; ce
modele décrit ’élément de T,(X) en termes de son action;

(3) le troisieme modele est plus encore un modele algébrique : on introduit tou-
jours Palgebre Ox . (pensée cette fois comme un anneau local, qui d’ailleurs
est ici noethérien, contrairement & ce qui se passe dans le contexte réel), son
idéal maximal Mx ., et Pon pense les éléments de T, (X) comme les éléments
du dual du quotient My . /(Mx .)?, considéré comme C-espace vectoriel.

Ainsi donc le R-espace vectoriel (de dimension 2n) Tk ,(X') peut-il étre pensé comme
un C-espace vectoriel T, (X). S’il s’agit du méme espace (en 'occurrence un méme
R-espace vectoriel de dimension 2n), il s’agit de structures tres différentes, 'une de
R-espace vectoriel de dimension 2n, 'autre de C-espace vectoriel de dimension n
(penser & R?" = C")! Pour chaque z € X, on a la décomposition du complexifié

C® TZ(X) = C®r TRVZ(X) = TR,Z(X) b z’TR,Z(X)
= IV e TN () = T(X) 8 T.(X),

ou T,(X) désigne le sous-espace tangent complexe au point z (avec sa structure

de C-espace vectoriel de dimension n) et T.(X) le sous-espace conjugué (avec la
structure complexe conjuguée —J), les isomorphismes se trouvant ici matérialisés
par

£ e TL(X) %J(g) e 1V (x)
(1.11) ¢ e T(X) “ZTJ(@ e 109 (%)

5. C’est-a-dire une application C-linéaire a valeurs complexes obéissant a la regle de Leibniz :
D[fg] = f(a)Dlg] + g(a)D[f].
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(on rappelle que J désigne 'opérateur de multiplication par i sur la fibres T, (X)).

Sur une variété analytique complexe, on peut peut donc introduire le fibré tangent
holomorphe T)l(’O dont les sections sur un ouvert U sont les champs de vecteurs
holomorphes, c’est-a-dire les champs de vecteurs & s’écrivant en coordonnées locales
(paramétrant 'ouvert U N U,)

= 0
Zaj(z) )
= aZj

ol ay, ..., ay sont des fonctions C* dans V,, = 7, (UNU,,). 1l s’agit du fibré vectoriel
complexe dont la fibre au-dessus de z est (modulo le C-isomorphisme mentionné en
(1.11) Pespace tangent complexe T . (X), équipé cette fois de sa structure complexe.
On peut également introduire le fibré tangent antiholomorphe T)O(’1 dont les sections
au dessus d’'un ouvert U sont les champs de vecteurs antiholomorphes, ¢’est-a-dire
les champs de vecteurs £ s’écrivant en coordonnées locales (paramétrant ouvert

Unu,)
- 0
a;(z)—,

> eelgg
ol ay, ..., a, sont des fonctions C* dans V,, = 7,(UNU,). Il s’agit du fibré vectoriel
complexe dont la fibre au-dessus de z est (modulo le C-isomorphisme mentionné
en (1.11)) I'espace tangent complexe < conjugué > T¢ . (X), équipé de sa structure
complexe (associée a —J).
On peut également définir, étant donné un fibré vectoriel complexe loc. trivial
FE — X, les fibrés

p q
[/\(T}SO)* ® /\(Tfél)*} ®E=(TY")"®FE, p.geN, p+q<2n

Les sections de classe C* de ce fibré au dessus d’un ouvert U sont par définition les
(p, q)-formes de classe C* dans U, & valeurs dans E. On note le C-espace vectoriel
de ces sections C%, (U, E).

REMARQUE 1.12. Une digression vers la notion de variété CR. Notons
ici que si X est une variété différentiable de dimension paire N = 2n équipée d’une
structure presque complexe J, on peut toujours effectuer la décomposition du C-
espace vectoriel

C&p Tro(X) =T, (X) & T, (X),
les deux sous-espaces vectoriels complexes T10(X) et T%!(X) étant les sous-espaces
propres relatifs aux valeurs propres i et —i de 'opérateur Id ® J. On définit ainsi
deux fibrés vectoriels complexes T10(X) et T%1(X). Il existe une application bi-
linéaire naturelle et antisymétrique

Ty CF(X, THO(X)) x CF(X, T (X)) — CF(X, T (X))

associant & une paire (£, 7) de (1,0)-champs de vecteurs (on appelle ainsi les sections
du fibré TH0(X)) 1a (0, 1)-composante du crochet de Lie des deux champs 6. Comme

(€, fn] = fI§;ml + &(f)n pour tout f € C°(X,C), on a 7;(&, fn) = frs(§,n), ce

6. Le crochet de Lie [£, 7] est défini (sur la fibre au dessus de x) comme la dérivation de Ex ; :

Enle 2 f € Ex,0 — EM(F))(x) —n(§()(2).
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qui implique que l'on puisse considérer 7; comme une (2,0)-forme différentielle &
valeurs dans 70! (X), c’est-a-dire une section du fibré

([T A [TH(X)]) @ TOH(X).

Cette section 75 est appelée torsion de J. Lorsque X est la variété différentiable
réelle sous-jacente a une variété analytique complexe et que la structure presque
complexe J correspond précisément a cette structure de variété analytique com-
plexe (comme détaillé plus haut), on vérifie immédiatement que 6 = 0. Les variétés
différentiables de dimension paire N = 2n, équipées d’une structure presque holo-
morphe pour laquelle la torsion est nulle, sont dites intégrables. Lorsque N = 2 (i.e.
n = 1), c’est toujours le cas. On dispose ici d’un exemple d’une classe trés impor-
tante de variétés différentiables réelles : celles pour lesquelles il existe un sous-fibré L
du fibré tangent Ti (X) tel que [L, L] C L (condition d’intégrabilité) et L,NL, = {0}
pour tout « € X. Une variété différentiable vérifant cette condition est dite variété
CR (CR pour < Cauchy-Riemann »). Une sous-variété (difféntiable et non analy-
tique complexe) V' de CM telle que T .(V)NiTk, (V) (le plus « gros > sous-espace
que 'on puisse mettre dans l'espace tangent a V' au point z et qui puisse étre
considéré comme un C-espace vectoriel) garde une dimension complexe constante
est (par exemple) une variété CR. Les variétés CR font 1'objet d’un vaste champ
d’étude & mi-chemin entre géométrie complexe et géométrie différentielle réelle, ce
depuis les vingt dernieres années. Elles sont aussi tres étudiées en relation avec la
physique mathématique ; pour une introduction a ce riche sujet, on pourra consul-
ter par exemple [Tum, We0]. Notons enfin que sur une variété différentiable de
dimension paire équipée d’une structure presque complexe, on peut définir les no-
tions de (p, ¢)-forme différentielle a valeurs dans un fibré vectoriel complexe £ — X,
comme on peut le faire dans le cadre des variétés analytiques complexes, ce comme
les sections des fibrés

AT @)y @ AT X)) | @ E= (T @ E, p.geN, p+q<2n,

Revenons au cadre des variétés analytiques complexes. L’opérateur d de dérivation
des formes différentielles se scinde ici en les deux opérateurs

(1.12) 9 :CX(X,C) = C%, ,(X,C), 9 :C=(X,C)—=Cx L 1(X,C)

et ceci induit deux nouvelles notions de connexion (de type (1,0) ou (0,1)) sur un
fibré vectoriel complexe loc. trivial au dessus de X.

DEFINITION 1.13. Soit E — X un fibré vectoriel complexe au dessus d’une
variété analytique complexe X de dimension n. Une connezion de type (1,0) est par
définition un opérateur différentiel R-linéaire D’ d’ordre 1 sur CJ5, (X, E), envoyant
(C’lgf’q ?E)X , /) dans Cp%4 ,, de maniere & ce que soit satisfaite la reégle de Leibniz

1
D'[fNs]=0f Ns+ (=1)PrT0 f A D'(s), feCy (X,C), seCy (X, E).

D2,92

Une connexion de type (0,1) est par définition un opérateur différentiel R-linéaire
D" d’ordre 1 sur C5, (X, E), envoyant Cp%, (X, E) dans Cp<, 11, de maniere a ce que
soit satisfaite la regle de Leibniz

(1.14)

D'"[fNs|=0f As+ (=1)PrT01 f A D"(s), feCy (X,C), seCy (X, E).

P2,q92
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Il est immédiat de constater que la somme d’une connexion D’ de type (1,0) et
d’une connexion D" de type (0,1) est une connexion sur F et que toute connexion
sur F se décompose de maniére unique en une telle somme D’ + D",

ProrosITION 1.1. Si E — X est un fibré hermitien au dessus d’une variété
analytique complexe X et si D{ est une connexion de type (0,1) fizée une fois pour
toute sur F, il existe une et une seule connexion sur E de la forme D'+ D{ (avec
D’ une connexion de type (1,0)) qui soit compatible avec la métrique hermitienne
choisie.

DEMONSTRATION. Il suffit juste de lire ce qui se passe en se placant dans un
repere orthonormé. La matrice de la connexion cherchée doit s’écrire A = A’ 4+ Aff
et doit vérifier, d’apres (1.10), A = —A*. Il vient donc A’ = —(Ay)*, comme on le
vérifie immédiatement. O

1.2.3. Fibrés holomorphes et connexion de Chern. Les fibrés vectoriels
complexes sur une variété analytique complexe qui seront appelés a jouer un role
particulierement important dans ce cours seront les fibrés holomorphes.

DEFINITION 1.14. Un fibré vectoriel complexe £ — X au dessus d’une variété
analytique complexe X est dit holomorphe si et seulement si E est équipé d’une
structure de variété analytique complexe telle que la projection 7 : (z,§) — z
soit holomorphe de E dans X et qu’il existe un atlas (Uy,), cartographiant X de
maniere a ce que, pour chaque «, E soit trivialisable au dessus de U, et que le
morphisme de trivialisation 6, soit holomorphe.

REMARQUE 1.15. Si F — X est de rang (complexe évidemment) m et si Ox
désigne le faisceau des germes de fonctions holomorphes sur X, on voit que le
faisceau des sections holomorphes de E (que l'on notera Ox(FE)) est un faisceau
localement libre de rang m sur le faisceau Ox, c’est-a-dire que pour tout point z de
X, il existe un voisinage U, de z tel que Ox (E)y, soit isomorphe a ((Ox )y, )™ .
En ce qui concerne la théorie des faisceaux, on renvoie ici aux ouvrages de référence
de R. Godement [God] et de H. Grauert et R. Remmert [GrR] (voir aussi [GRo]).
On rappellera d’ailleurs quelques bases de la théorie des faisceaux en note dans
Iintroduction de la section 1.4.3; on pourra s’y réffer ici.

Si E — X est un fibré holomorphe de rang m au dessus d’une variété analytique
complexe de dimension n, que s € C;° (X, E) (p,q € N avec p + ¢ < 2n), et que
U, et V3 soient deux ouverts de carte de X d’intersection non vide et au dessus
desquels on dispose de trivialisations holomorphes 6, et 03, alors on a, si 04[s]
(resp. og[s]) désignent les applications obtenues en composant 8, o s (resp. 63 o s)
avec les projections sur C™,

0a[s](2) = ga,5(2) - 08[s](2) Vze U, NUg,

(9ga,8)a,p désignant ici le 1-cocycle (supposé ici holomorphe et non plus seulement
C*). Du fait précisément de I'holomorphie de ce cocycle, on note que

0loals]] = ga,p(2) - Ologls]] dans U,NUg
et, par conséquent, que la collection des (Jo,[s])s se globalise, permettant de
générer, lorsque 'on < remonte > au niveau du fibré, un élément D" [s] de Cp<, 41 (X, E).
On définit ainsi une connexion D" de type (0,1) intrinsequement liée & la structure
complexe.
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DEFINITION 1.16. La connexion D" que ’on associe ainsi & un fibré holomorphe
E — X équipé de sa structure complexe est dite (0,1) connezion canonique de ce
fibré holomorphe. Elle ne dépend que de la structure complexe.

Cette connexion D" = D{] permet de définir le complexe de Dolbeault

00 D// D// o D// o D//
pﬁO(X,E) e = Cp,q(X,E) — p,qH(X,E) — e

qui sera pour nous tres important (tant sous cette forme que sous sa forme duale
lorsque nous introduirons les courants).

Elle permet aussi, lorsque l'on dispose sur E de l'information quantitative que
traduit le choix d’une métrique, d’associer une connexion a cette information en
préservant la comptatibilité a la structure complexe.

DEFINITION 1.17. Soit (E — X, | |) un fibré holomorphe équipé, en plus de sa
structure complexe (D} désignant la (0,1) connexion canonique), d’une métrique
hermitienne | |. De par la proposition 1.1, il existe une unique connexion D = Dg,
sur E compatible & la fois avec la structure complexe (D = D'+ D" avec D" = D{))
et avec la structure hermitienne. Cette unique connexion est appelée connezion de
Chern du fibré holomorphe hermitien (E — X,| |) ainsi réalisé. Le tenseur de
courbure © de cette connexion de Chern est dit tenseur de courbure de Chern de
(B X, | |).

REMARQUE 1.18. Comme DJ? = (D")? =0, on a”, si D désigne la connexion
de Chern associée a un fibré holomorphe hermitien (E — X,| |) (de connexion
canonique Df), D* = D’ o D{f + D{ o D'. Le tenseur de courbure O | | de cette
connexion D = D | | est donc en fait une section du fibré

(Tx%)* @ (")) @ Home (B, E) ~ (Tx°)" @ (Ty')") ® (E® E7)
et peut donc, dans un repére, étre représenté par une matrice de (1,1)-formes.

De plus i©p | présente la symétrie hermitienne, i.e. s’exprime dans un repere
orthonormé quelconque

m m
iGE,\ | = E E ( E ujk;lpdzl /\dzp) €j ®€Z
Jj=1k=1 Ip
avecC Ujk;pl = Ujk;lp-

ExEMPLE 1.19. L’exemple des surfaces de Riemann. Une surface de Rie-
mann est une variété analytique complexe (supposée ici connexe) de dimension
1; outre C et les ouverts de C, les exemples importants sont P!(C), les courbes
algébriques lisses de P™(C), les courbes elliptiques définies comme le quotient de
C par un réseau wiZ + woZ avec Im (ws/wq) # 0, les normalisées de courbes pro-
jectives de P2(C) (ces quatre derniers exemples étant des exemples de surfaces de
Riemann compactes). Il faut prendre garde au fait de ne pas confondre la struc-
ture de variété analytique complexe avec la structure de variété différentiable réelle
sous-jacente! Cela vaut pour les surfaces de Riemann, comme pour les variétés
analytiques complexes de dimension supérieure a 1. Ce qu’il convient de relever
cependant est que, du fait que le jacobien d’une application holomorphe en n va-
riables, considérée comme une application C> de R?" dans R?", est toujours positif,

7. La premiére de ces deux relations est immédiate au vu de la définition de Dy ; pour ce qui
est de la seconde, on se reporte & la relation A’ = ftAg (voir la preuve de la proposition 1.1).
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FIGURE 1. Surfaces (orientables) sous-jacentes & une surface de
Riemann (sphére : ¢ = 0, tore : ¢ = 1, surface de Riemann de
genre g = 3, ...)

FIGURE 2. P%(R) et la bouteille de Klein (non orientables, donc
non équipables de structures de surface de Riemann!)

la variété différentiable sous-jacente a une variété analytique complexe de dimension
n est toujours orientable . C’est par exemple, dans le cas des surfaces de Riemann, le
cas de la sphere S? (sous-jacente a P1(C)), du tore R?/Z? (sous-jacent aux surfaces
de Riemann C/A, ot A = w1Z + w97 est un réseau de C, dites courbes elliptiques),
plus généralement de la variété différentiable sous-jacente a une surface de Rie-
mann de genre topologique g, dont la variété différentielle sous-jacente est la sphere
S? équipée de g < poignées > (ou encore la chambre & air & g < trous =), voir par
exemple la figure 1 ci-dessous).

En revanche, ni le plan projectif réel P?(IR), obtenu en collant bord & bord une
sphere S? < décalottée > avec un ruban de Maebius, ni la bouteille de Klein (voir
la figure 2) ne sauraient étre équipées d’une structure de surface de Riemann.

Si w est une 1-forme différentielle s’exprimant en coordonnées locales hdz, avec
h > 0, il existe une unique métrique hermitienne sur le fibré tangent holomorphe
Te(X) ~ Tp®(X) de manitre & ce que le champ de vecteurs holomorphe ¢ =
w* = (1/h)0/0z constitue un repeére orthonormé pour cette métrique, celle qui est
associée au produit scalaire sur la fibre au dessus de z défini par

(0/92,0/9z), = h*(2).

Si D est une connexion sur le fibré tangent holomorphe et si f est une section
holomorphe de ce fibré (par exemple f = 9/0z localement), il existe une 1-forme wy
telle que D[f] = wy®f; si en particulier fo = 0/0z, ona D[0/0z] = wy/p.®0/0z. Si
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I’on suppose la compatibilité de la connexion D a la fois avec la structure complexe
et avec la métrique (ce qui détermine, on le sait, D de maniere unique), on voit que

01(0/0,0/02).] = (002, 0/02) woy0:(2) = h*(=)wao: ,
d'ott ici wy, 9. = Oh?/h2. On a donc
D[¢] = D[1/hd/02] = —dh/h2 ® 8/dz + (1/h)D[9/d=] = (0 — D)[log h] @ &
Le calcul de O(D) (via le calcul de D2[¢]) donne alors

A[R]

(1.15) (D) = -=~

dz A dz = —90|log h?].
Ce que nous avons fait ici se généralise : si e est une section holomorphe d’un fibré
en droites £ = X au dessus de X (ce fibré étant équipé d'une métrique | |5) et

si 'on note D la connexion de Chern de (F,| |), on a, comme précédemment, si
Dlel(z) = o(2) @ e(2),

d’ou
Ole(2), e(2))n.c
(e(2), e(2)nz

Le calcul de la courbure exprimée dans le repere (e) donne

o(z) =

D3fe]=(do+oNo)@e=do®e

puisque l'on a dans ce cas particulier 0 A 0 = 0 pour des raisons de dimension (o
étant une 1-forme!). On a ici

do(z) = 90[log((e(2), e(2))n,z] -

Puisque le fibré est de rang 1, la matrice de courbure est indépendante du repere
et définit donc une 2-forme (en fait ici une (1,1)-forme) sur X, i.e. un élément de
C75(X, C). Cet élément est donc ici, exactement comme dans le cas particulier qui
nous a permis d’aboutir a la formule (1.15)),

Op, |(2) = —00[log((e(2), e(2))n.]

Nous pouvons introduire, toujours pour ce fibré holomorphe de rang 1 quelconque
E — X au dessus de la surface de Riemann X, la notion de section méromorphe
de E : il ’agit d’une section du fibré E — X, notée z — f(z), définie sur un ouvert
dense, et telle que, pour toute trivialisation 8, au dessus d'un ouvert U, 0,(f(z)) =
(2, fa(2)), oit f, est une fonction méromorphe sur 'ouvert de trivialisation U,.
Si (Ua NUg, ga,p) désigne le 1-cocycle holomorphe attaché au fibré E — X et
subordonné au recouvrement de X par les U, on a donc f, = f3ga,5 dans U, NUg.
On supposera de plus ici que f n’est pas identiquement nulle sur son ouvert de
définition. Dans U, N Ug, les zéros-poles de f, et fz sont les mémes et I'on a, hors
de cet ensemble de zéros poles,

ddlog|fa|> = dd°log | fs|* + dd®log |ga,s|* = dd°log|fs|>.
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(la valeur absolue est ici la valeur absolue usuelle). Au sens des courants®, on
s’apercoit donc que les diverses déterminations

2 € Uy > ddlog | fu(2)]?

se recollent pour donner un (1, 1)-courant sur X. Ce courant se calcule en utilisant
la formule de Green-Riemann (plus précisément la formule de Cauchy-Pompeiu?
et Pon constate qu’il s’agit du (1,1) courant [Z(f)], ot [Z(f)] désigne le courant
d’intégration attaché au diviseur de f : les zéros-pdles ¢ de f (lue dans les cartes,
c’est & dire ceux des f,), constituant un ensemble discret ZP(f) (principe des
zéros isolés) de X, sont affectés de multiplicités m, (positives si ce sont des zéros,
négatives si ce sont des pdles) et [Zf] est par définition le (1,1) courant sur X qui
a une fonction-test C'*° a support compact ¢ associe

> mep(Q).

CeZP(f)

Si maintenant nous revenons au morphisme de trivialisation et que nous introdui-
sons la fonction (définie elle aussi globalement sur X) par

2 |fa(2) ® ealn,z = [fal(2)* {ea(2); cal(2))n,z »
fonction que nous noterons donc
z€X = [f(),

nous constatons que l'on a la trés importante formule de Lelong-Poincaré :

(1.16) —ddlog |f[; + [2(f)] = 5O, |

La (1,1) forme fermée (i/(27))Op,| | est appelée premiére forme de Chern ci(E, | |)
attachée au fibré holomorphe hermitien de rang 1 (F — X, | |). Nous allons intro-
duire au paragraphe suivant la hiérarchie des formes (resp. des classes) de Chern
d’un fibré holomorphe hermitien de rang fini et de base une variété analytique
complexe. Cette formule de Lelong-Poincaré!?, établie ici a titre d’exemple dans le
cadre des surfaces de Riemann, sera appelée a jouer un role central dans la suite
de ce cours.

REMARQUE 1.20. Les calculs qui viennent d’étre faits dans 'exemple 1.19 ci-
dessus peuvent étre repris dans le contexte d’un fibré en droites holomorphe £ —
X au dessus d’une variété analytique quelconque. La formule de Lelong-Poincaré
(1.16) sera reprise dans ce contexte dans la section 2.6 du chapitre 2 et généralisée
sous la forme de la formule 2.58 dans le corps du théoreme 2.55 bien plus général
(en fin de chapitre 2).

8. On peut ici se contenter de penser < au sens des formes différentielles & coefficients distri-
butions > ; ceci sera précisé au chapitre 2, ol nous introduirons en détails la théorie des courants
sur une variété différentielle ou une variété analytique complexe.

9. Voir la proposition I.1.1 dans le cours de P. Charpentier [Charp], qui assure qu’au sens des
distributions, on a (8/9%)(1/¢) = wdo.

10. Notons que cette formule met en jeu simultanément un terme d’obédience analytique,
—log|f|2, qui sera amené & jouer le role de courant de Green (voir la section 3.5) dans le contexte
de X = P"(C), un terme d’obédience algébrique ([Z(f)], lié & ce que l'on appellera le diviseur
de la section f, voir la section 1.4.1), enfin un terme d’obédience géométrique, la premiére forme
de Chern, ou tenseur de courbure, du fibré hermitien holomorphe (E — X,| |), équipé de sa
connexion de Chern.
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REMARQUE 1.21. En reprenant les calculs introduits dans la premiere partie
de 'exemple 1.19, nous voyons que si £ — X est un fibré complexe holomorphe de
rang m équipé d’une métrique | |, et si He(z) désigne la matrice de Gram

He(2) = [(e5(2) ex(2)n]

associée & la métrique exprimée dans un repére holomorphe (e1(z),...,em(2)), la
matrice de la connexion de Chern Dp | |, exprimée dans le repere (e1(2), ..., em(2))
est la matrice de (1, 0)-formes

Ac(2) = [He(2)] 7" - OlHe(2)]5

la matrice de courbure, exprimée dans ce repeére holomorphe (e1(2), ..., e, (2)), est
donc

1<, k<m

Op, 1o(2) = O([Ho(2)] " - OH.(2)])
comme on le voit par un calcul facile. On retrouve bien le fait qu’il s’agisse d’une
matrice de (1, 1)-formes (voir la remarque 1.18).

Mentionnons ici le cas particulier des métriques sur le fibré tangent holomorphe
T(X) (ie. sur la variété analytique complexe X elle-méme), cas auquel nous serons
confrontés au chapitre 3.

PROPOSITION 1.2. Si E = T(X) ~ Tp*(X) — X désigne le fibré tangent
holomorphe & une variété analytique complexe et que | | = h est une métrique

hermitienne sur T(X) s’exprimant dans une base de sections (&3, ...,&%) (seulement
C® bien sur) de (T'(X))*

h= E: &
1<j,k<n
11 existe une unique matrice A de 1-formes (de taille nxn) telle que A* :=tA = —A
et que
&y 15
(1.17) S =AN| | e,
gy, 4

oty Th[E¥] désigne une matrice colonne de (2,0)-colonnes dite matrice de torsion de
la métrique h (exprimée dans le repére unitaire £* = (&5, ..., &%) du fibré (T(X))*).
La matrice de la connexion de Chern Dp(x), | dans la base (&1, ...,&,) duale de la
base (&5, ...,&5) est égale a —'A.

DEMONSTRATION. Montrons d’abord 'existence et I'unicité de la matrice A
réalisant (1.17). On cherche & déterminer A comme somme d’une matrice A’ de (1,0)
formes et d’une matrice A” de (0, 1)-formes. Si A résout (1.17), on a 9&* = A” NE*.
Si 'on pose £* = B - d(¢, ou ((1,...,¢,) sont des coordonnées holomorphes et B
une matrice (n,n) de fonctions C*°, on voit que l'on doit nécessairement avoir
A" = OB - B~!. La contrainte A = —A* acheve de déterminer A, puisqu’il faut
poser nécessairement pour la réaliser A’ = —tA”.

Pour la seconde partie de ’énoncé, on sait que I'on peut associer a la connexion de
Chern D = Drp(x), | sa connexion duale D*; la matrice de cette connexion duale
D* dans la base (&7, ...,&) est égale a 'opposé de la transposée de la matrice de
la connexion D dans la base de champs de vecteurs (&1, ...,&,) (voir (1.5)). Cette
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connexion D* est compatible avec la structure complexe sur le fibré cotangent
(T(X))* et Ion a (D*)” = 8. Si A désigne la matrice de D* dans la base (¢}, ..., &),
il vient donc que A” = A”. Mais la matrice A vérifie, comme A, la relation A* =
tA = —A. On en déduit que l'on a aussi A’ = A et, par conséquent, A = /~1, ce
qu’il fallait prouver. O

1.3. Formes de Chern d’un fibré holomorphe ; classes caractéristiques

Soit £ — X un fibré holomorphe E — X (voir la définition 1.14) de rang m au
dessus d’une variété analytique complexe X de dimension (complexe) n. On suppose
que E est équipé d’une métrique hermitienne | | et 'on note D la connexion de Chern
du fibré holomorphe hermitien ainsi construit, c’est-a-dire (voir la définition 1.17)
I'unique connexion sur E compatible & la fois avec la structure complexe et avec la
métrique hermitienne. Soit O | | € C3°(X, Homc(E, E)) le tenseur de courbure de
cette connexion, c’est-a-dire le tenseur de courbure de Chern du fibré holomorphe
E — X équipé de sa métrique | |. Si (eq, ..., €,) désigne un repere, ce tenseur de
courbure s’exprime localement dans ce repere sous la forme

m m
G)E,\ | = Zzajkej ® ey

j=1k=1
(on utilise ici, comme dans les indications suivant l’exercice 1.2, I'isomorphisme
entre Home(E, E) et E® E*, e;(2) ® e (2) correspondant au C-endomorphisme de
E. ayant pour matrice [0k j/i/]1<j/ k' <m dans la base (e1(2),...,em(2))), ol les a; &
sont des éléments de C5°(X,C) (i.e. des 2-formes différentielles ' sur X). On peut
écrire, en utilisant toujours le repére :

det (%@E,‘ |+ 1dg) = det (;ﬂ_(zzajkej @ci) +) e @ e?)

(1.18) j=1 k=1 =
=1+ > (B ||)e @ C5(x,0),
0<p<m p<m

ol ¢,(E, | |) € C55(X,C), p=1,2,... est une 2p-forme différentielle '* sur X.

DEFINITION 1.22. Soit (E — X, | |) un fibré holomorphe de rang m au dessus
d’une variété analytique complexe, équipé d’une métrique | | de tenseur de courbure
de Chern ©p| |. Les formes différentielles ¢, (E, | |), c2(#, | |),... définies par (1.18)
sont appelées formes de Chern du fibré holomorphe £ — X équipé de la métrique
hermitienne | |.

Afin d’expliciter les calculs permettant de montrer que la forme de Chern totale

définie comme
C(E,[)=14 > c(E,]])

p<m
(donc toutes les formes de Chern ¢,(E,| |), 0 < 2p < m) est une forme fermée,
nous donnons ici une interprétation légerement différente de (1.18) (mais plus com-
mode ultérieurement) de C'(E, | |), suivant ici la présentation de M. Andersson dans
[And3], section 2.

11. Il s’agit méme ici de (1, 1)-formes différentielles, voir la remarque 1.18.
12. En fait, dans ce cas, une (p, p)-forme différentielle, voir la note supra et la remarque 1.18.
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On introduit pour cela le fibré vectoriel complexe de base X défini comme ’algebre
extérieure

A=A (@ e @) e Eo B

Une forme différentielle s a valeurs dans E s’écrivant localement dans un repere

pour E
m
s = g 05 Qe
j=1
est identifiée & un unique élément de A via la correspondance

m m
S:E 0j®6j(—>8225 oj/\ejGA.
j:l j:l
De la méme maniére, une forme différentielle S & valeurs dans Homg (E, E) s’écrivant
localement

m
*
> Tik®e; e
j=1k=1
est identifiée & un unique élément de A via la correspondance

S:ZZEJ-,;C@)ej@e}Z(—)g:: ZZEkyj/\ej/\e}g.

j=1k=1 j=1k=1

Ms

S =

Une connexion arbitraire D sur F s’étend en une application R-linéaire de l'en-
semble C5°(X,A) des sections de A dans lui-méme; cette application (notée D)
doit agir comme anti-dérivation par rapport au produit extérieur '3 ; ’action de D
est la suivante :

— c’est l'action de D sur les e; ;

— c’est Paction de D* (connexion duale de D, voir (1.5)) sur les ej; ;

— c’est enfin 'action de l'opérateur de de Rham d sur les facteurs provenant

de (TX°)" @ (19)".

On remarque immédiatement avec ces regles que

(1.19) Dtome(,m)[S] = DIS] VS € C°(X, Home (E, E)).

L’égalité de Bianchi (1.7) implique donc, suivant (1.19), 5[@_‘7] =0siOp, | est
le tenseur de courbure de Chern de (E — X, | |). Toujours suivant (1.19), on a bien
stir aussi D[I] = 0 si

m
I :Zej/\e;
j=1

est I'élément de A identifié & Idg. Une section w du fibré A — X s’écrit dans le
repere (eq, ..., €;,) de maniére unique sous la forme

Nm
w:w'/\——kw”
m!

ou w” est de degré total strictement inférieur & m en les ef,en, 1 < gk <m. Si
I’on convient de poser
/ wi=w,
e

13. Ceci signifie que I'on a la régle de Leibniz D[S A £] = D[3] A £+ (—1)9°8¥5 A DIi].
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on constate que

(1.20) C(E,| |) :/e(%éﬂ| |+T)m z/eexp (%ém ‘+f).

REMARQUE 1.23. Il résulte de ces calculs que chaque forme de Chern ¢,(E, | |),
p=1,2,..., peut étre considérée comme un élément de Cp<, (X, E ® E*) présentant
la symétrie hermitienne, i.e. s’exprimant dans un repere orthonormé quelconque :

Cp(EaH):ZZ( Z Ujk;LPdZL/\%)ej@@Z

Jj=lk=1 |L|=|P|=p
avec Ujk;pL, = Ujk;LP-
Nous sommes alors en mesure d’énoncer la proposition suivante :

PROPOSITION 1.3. Si (E — X, | |) est un fibré holomorphe de rang m sur une
variété analytique complexe X, équipé d’une métrique hermitienne | |, la classe
totale de Chern C(E,| |), donc aussi toutes les classes de Chern c,(E,| |) pour
0 < 2p <'m, est une forme d-fermée. De plus la classe de cohomologie de C(E,| |)
pour la cohomologie de de Rham sur X ne dépend pas du choix de la métrique
hermitienne.

DEMONSTRATION. Nous suivons ici les calculs tels qu’ils sont détaillég par
exemple dans la section 2 de [And3]. Compte tenu de ce que D[Og | || = D[I] =0
on a, pour toute section w de A,

(1.21) /eﬁw - / (dw/ Al +15[w”]) = dw' = d{/ew]

Compte tenu d’une part de (1.21), d’autre part du fait que ﬁ[(:)E‘ ] =0etdela
formule de représentation (1.20), on a

dIC(E,| )] = /65[(%@,5,, +1)"] =0,

ce qui prouve bien que la forme de Chern C(E,| |) est fermée. Si I'on prend deux
métriques | |o et | |1, nous allons utiliser un argument basé sur 'homotopie pour
montrer que les formes de Chern sont cohomologues pour la cohomologie de de
Rham. On introduit une famille (D;); de connexions de E (permettant de passer
de maniere lisse de la connexion de Chern Dy attachée & la métrique | |o & la
connexion de Chern | |; attachée & la métrique | |1). On introduit le pull-back E du
fibré E sur X x [0, 1]. Alors D;+d; est, pour tout ¢, une connexion sur E, connexion
dont le tenseur de courbure est, d’apres (1.4), ©; + dt A Dy avec Dy := dD,/dt. En
utilisant les formules de représentation précédente, il vient

dl/o1 [/@(%/D:Aexp (%éﬁfﬂdt

d’ou le résultat annoncé. O

=C(E,| 1) - C(E,]| o),

DEFINITION 1.24. Si E — X est un fibré holomorphe au dessus d’une variété
analytique complexe, la classe pour la cohomologie de de Rham de toutes les formes
de Chern C'(E, | |), lorsque | | désigne une métrique hermitienne sur le fibré E — X,
est dite classe caractéristique ou aussi classe de Chern du fibré holomorphe £ — X.
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REMARQUE 1.25. Tout ce que nous venons de faire dans cette section peut étre
fait pour un fibré vectoriel complexe au dessus d’une variété différentiable '*. Nous
pouvons associer une forme de Chern au fibré équipé d’une connexion D. Cette
forme de Chern est d-fermée et sa classe de cohomologie ne dépend pas du choix de
la connexion. C’est la classe caractéristique du fibré vectoriel complere, ou encore
la classe de Chern de ce fibré.

1.4. Les objets de la géométrie analytique complexe

1.4.1. Diviseurs de Cartier et/ou de Weil sur une variété analytique
complexe. Les deux notions de diviseur de Cartier et de diviseur de Weil sur
une variété analytique complexe X (donc lisse) sont étroitement imbriquées. Il se
trouve d’ailleurs que dans ce contexte de lissité elles coincident. Cependant, sur
un espace analytique réduit (cadre que nous étudierons plus loin, ou elles gardent
encore toutes les deux un sens), ces deux notions different. La notion de diviseur de
Cartier releve du point de vue fonctionnel (donc en un sens plus < analytique )
et est intrinsequement liée & I'aspect que 'on pourrait qualifier de faisceautique,
tandis que celle de diviseur de Weil releve, elle, du point de vue géométrique. Ces
deux points de vue se marieront sans cesse dans ce cours de géométrie complexe.
Nous prévilégierons sans doute plus le point de vue géométrique, ce qui est une des
raisons pour lesquelles nous utiliserons assez peu le cadre pourtant naturel (surtout
lorsqu’il est question d’espace analytiqgue complexe et non plus seulement de variété
analytique complere) de la théorie des schémas. Pour ce dernier point de vue (de
fait treés important, en particulier lorsqu’entrent en jeu des questions de nature
algébrique ou arithmétique), nous renvoyons au ouvrages de référence classiques
(par exemple [Hal, EGA]).

DEFINITION 1.26. On appelle diviseur de Cartier sur une variété analytique
complexe X (supposée toujours connexe) la donnée :
(1) d’une part, d’un recouvrement (U, ), par des ouverts connexes de X ;
(2) d’autre part, pour chaque «, d’une fonction f, méromorphe (et non iden-
tiquement nulle) sur U,, ce de maniere a ce que, pour tout couple (, 3)

d’indices, fo/fs se prolonge en une fonction holomorphe de U, N Up dans
C*.

Se donner un diviseur de Cartier sur X revient donc a se donner une section
globale du faisceau quotient M% /O% ; ici Mx désigne le faisceau des fonctions
méromorphes sur X, le corps Mx . étant défini comme le corps des fractions de
lanneau Oy ., anneau (intégre) des germes au point z des fonctions de fonctions
holomorphes sur X. Le faisceau M x est dit aussi faisceau des fonctions réguliéres
sur la variété analytique complexe X. Dans le langage de ’analyse pluricomplexe
(lorsque X = U est un ouvert de C"), la donnée d’un diviseur de Cartier sur X = U
revient a définir ce que l'on appelle une donnée de Cousin sur U.

A tout diviseur de Cartier d sur X correspond (& isomorphisme pres) un fibré en
droites holomorphe sur X, celui associé au 1-cocycle (Uy NUg, (ga,8)a,p) défini par

2 € Ua NUg = gag(2) := fa(2)/[5(2),

par exemple en procédant aux identifications (z,&) =~ (z,ga,g(2) - £) chaque fois
que z € U, NUg. On notera ce fibré en droites [d] (ou aussi O(d)). Le faisceau des

14. Le seul point qui est perdu est le type (p,p) de la forme de Chern ¢,(E, D).
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sections holomorphes de [d] s’identifie, lui, avec le faisceau localement libre K(d),
ol

(1.22) K(d), = K(d)(Us) = ioxam,

faisceau dont les trivialisations au dessus des ouverts U, sont les applications
oc K:(d)an = K:(d)(Ua) — faa S OX(Ua)'

D’autre part, le choix d’une section méromorphe globale (f,), d'un fibré en droites
(section qui correspond a la donnée d’un diviseur de Cartier sur X) induit la
construction du 1-cocycle (ga,8)a,s (9a,s = fa/fs dans Uy NUp), donc détermine
le fibré en droites (& isomorphisme pres).

On peut donc définir, via ce qui précede, une application de I’ensemble des diviseurs
de Cartier sur X dans ’ensemble des classes d’isomorphisme de fibrés holomorphes
en droites L — X, ou encore une application de ’ensemble des diviseurs de Cartier
sur X dans l’ensemble des faisceaux de Ox-modules localement libres et de rang 1
(& la classe d’isomorphisme du fibré en droites L est attaché le faisceau O(L) des
sections holomorphes de L, identifié, si la classe de L — X correspond au diviseur
de Cartier d, avec le faisceau localement libre K(d) introduit en (1.22)).

L’ensemble des diviseurs de Cartier de X peut naturellement étre équipé d’une
addition : la somme de deux diviseurs de Cartier correspondant respectivement
aux données (U1, f1,0)a €t (Uz,a, f2,a)a est le diviseur de Cartier correspondant &
la donnée (U1, NUs,q, f1,0f2,0)a- L'ensemble des diviseurs de Cartier sur X, équipé
de cette addition, hérite d’une structure de groupe, dit groupe des diviseurs de X,
ou encore Div (X). Un sous-groupe important de ce groupe est celui des diviseurs
principaut, c’est-a-dire ceux qui proviennent d’une section méromorphe globale du
faisceau MY, i.e. d’une fonction f méromorphe sur X, le diviseur principal div(f)
attaché & f étant le diviseur de Cartier associé au recouvrement (U, fiu, ), ol
(Uqa) o est un atlas cartographiant X . Deux diviseurs de Cartier d; et ds sur X sont
dits équivalents si et seulement si d; — ds est un diviseur principal. On note Pr(X)
ou Div((X) le sous-groupe de ces diviseurs de Cartier principaux.

L’ensemble des classes d’isomorphisme des fibrés holomorphes en droites !> sur X,
équipé de l'opération qui aux classes de L1y — X et Ly — X associe celle de
(L1 ® L) — X (toutes les opérations entre classes d’isomorphismes de fibrés ho-
lomorphes étant définies & partir de constructions impliquant uniquement des 1-
cocycles holomorphes), hérite aussi d’une structure de groupe.

PROPOSITION 1.4. Le groupe des classes d’isomorphisme de fibrés holomorphes
en droites (ou encore de rang 1) sur X est isomorphe au quotient du groupe des
diviseurs de Cartier Div(X) par le sous-groupe Pr(X) des diviseurs de Cartier
principaur, ou encore au groupe de cohomologie ffl(X, O%) pour la cohomologie de
Cech, c¢’est-a dire au quotient

71 *
Hl(X,(g*):hmM
2 BY(X,U,0)

15. On dit que deux fibrés holomorphes en droites L1 ™ X et Lo T2 X au dessus d’une variété
analytique complexe X sont isomorphes si et seulement si il existe une application biholomorphe
f + X — X, une application biholomorphe F' : L1 — L2 tels que f om = mg o F. Cette notion
s’étend naturellement & la notion d’isomorphisme entre deux fibrés holomorphes de méme rang
F1 — X et By — X.
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obtenu comme limite inductive des quotients des groupes des 1-cocycles Zl(X,Z/{, 0%),
attachés a un recovvrement U de X, par leurs sous-groupes Bl(X,U,(’)ﬁ() de 1-
cobords'®. Le groupe des classes d’isomorphismes de fibrés en droites est appelé
groupe de Picard de la variété analytique complexe X.

DEMONSTRATION. Il suffit de remarquer que deux fibrés holomorphes en droites
sont isomorphes (en tant que C-fibrés en droites holomorphes) si et seulement si
les deux diviseurs de Cartier dont ils proviennent different d’un diviseur principal,
ou encore, ce qui est équivalent, si et seulement si les 1-cocycles a valeurs dans O%
correspondants different d’un cobord 7. O

Nous pouvons profiter de cette proposition pour définir ici (nous en aurons besoin
ultérieurement, au chapitre 3) la premiére classe de Chern d’un fibré en droites
L — X (non nécessairement holomorphe, mais juste C*°) au dessus d’une variété
analytique complexe X. Le cas des fibrés holomorphes en sera un cas particulier.
Exactement comme nous 'avons fait pour démontrer la proposition 1.4, on peut
montrer qu’il existe aussi une correspondance biunivoque entre les classes d’isomor-
phismes de fibrés en droites C™ et le groupe de cohomologie de Cech H' (X,E%), on
Ex désigne le faisceau des germes de fonctions C* sur X : a la classe d’isomorphisme
de L — X, est associée la classe du 1-cocycle (U, NUg, go.,8)a,p correspondant au
fibré en droites L — X . Nous disposons d’autre part de la suite exacte de faisceaux

16. La cohomologie de Cech est définie sur un espace topologique X relativement & un faisceau
de groupes abéliens (pour la notion de faisceau de groupes abéliens ou d’anneauz commutatifs, on
se reportera a l'introduction de la section 1.4.3) ; les exemples de faisceauz de groupes abéliens que
nous utiliserons ici seront les faisceaux constants Z,Q,R,C (groupes additifs, les deux premiers
étant discrets, les deux suivants continus) et les faisceaux £x, Ox (eux aussi faisceaux de groupes
additifs) ou £%, 0% (faisceaux de groupes cette fois de groupes multiplicatifs). Etant donné un
recouvrement (Ua)a de X, une k-cochaine de Cech est par définition une application associant &
chaque intersection Uqy N -+ N Uq, des Uq pris k+ 1 & k+ 1 un élément hqg,...,a;, € F(Uag N
e N Uak), i.e. une section du faisceau F au dessus de Uagq N -+ N Uay, - Suivant ’addition sur
les sections de F, on peut définir une structure de groupe additif sur ’ensemble des k-cochaines;
on obtient ainsi le groupe des k-cochaines C*(X,U, F) subordonné au recouvrement U = (Uq)a-
On définit un morphisme bord § = 6, du groupe C*(X,U, F) dans le groupe C*+1(X,U, F) de
la maniére suivante : pour k = 0 par (60h)a,g := 6°h(Ua NUg) = hUg)|uanuy — hMUa)ju,nug:
pour k =1 par
(6 M) py = 6 h(Ua N Us N U,) = [h(Uﬁ NUy) = h(Uy N Us) + h(Ua N UB)] , ete. ;

|UanUsnU,

on a bien sur 11 08 =808 = 0 et image B*(X,U, F) de C*~1(X,U,F) par § = §,_1 est un
sous groupe (dit sous-groupe des k-cobords) du noyau Z*(X,U, F) de § = &, (dit, lui, sous-groupe
des k-cocycles). Le groupe quotient H*(X,U,F) := ZF(X,U,F)/B*(X,U,F), qui matérialise
Pobstruction pour qu’un k-cocycle soit un k-cobord est dit k-iéme groupe de cohomologie de
Cech de X, & valeurs dans F, subordonné au recouvrement U. Pour définir les groupes HF (X, F)
(i.e. s’affranchir de la dépendance en le recouvrement U), on prend les limites inductives (pour
tous les recouvrements U de X possibles, de plus en plus « fins >, des groupes I:Ik(X,Z/I,]-') :
ceci revient a raisonner de la méme maniére que lorsque 'on passe des fonctions sur les ouverts
d’un espace topologique aux germes de fonctions en un point de cet espace : on prend 'union
disjointe des groupes H*(X,U, F), puis on identifie (c’est une relation d’équivalence) un élément
de H*(X,U, F) et un élément de H*(X, U, F) lorsque les restrictions de ces classes de k-cocycles
coincident une fois < restreintes > & un raffinement commun aux deux recouvrements U et U de
X. On se reportera par exemple au livre de R.O. Wells, Appendix A [We0] (ou & [De0], section
5 du chapitre 4, ou bien encore & [GH], section 3 du chapitre 0) pour plus de détails.

17. On peut adapter ici au cadre des fibrés en droites holomorphes (i.e. remplacer O% par £%.)
la preuve du théoréme 8.2, chapitre 5 de [De0]; c’est un exercice facile.
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cohérents

D gy

(1.23) 0 —Z—&x
Du fait que les groupes de cohomologie de Cech H'(X,Ex) et H?(X, Ex) sont nuls
(& cause de la platitude du faisceau Ex, en fait de la souplesse qu’autorise le cadre
C*> en matiere de partition de 'unité!®), nous avons (se reporter & la section 5 du
chapitre 4 de [De0], en particulier la proposition 5.11) :

HY(X,Ex) = H*(X,Ex)=---=0.

1

Du fait de I'exactitude de la suite (1.23), nous avons un isomorphisme ' entre

HY(X,E%) et H*(X,Z).

DEFINITION 1.27. Si L — X est un C-fibré en droites C*° au dessus d’une
variété analytique complexe X, on appelle premiére classe de Chern de L — X (en
fait de la classe d’isomorphisme de I — X) I'image dans H?(X,Z) de la classe dans
H'(X, &%) du cocycle attaché au fibré en droites L — X.

REMARQUE 1.28. On peut ainsi attacher a un fibré en droites L — X au dessus
d’une variété analytique complexe X deux étres « caractéristiques > importants (&
ne pas confondre!??) :

— la premiére classe caractéristique de L — X telle qu’elle a été introduite a la

définition 1.24, élément du groupe de cohomologie de de Rham H3y (X, R)
(classe de cohomologie d'une forme de Chern induite par le choix d’une
métrique et de la connexion de Chern associée) ;

— la premieére classe de Chern de L — X, introduite & la définition 1.27,
associée de fait & la classe d’isomorphisme du fibré, élément de H?(X,Z),
la cohomologie prise ici étant la cohomologie de Cech.

On peut bien str associer ces deux objets & un fibré holomorphe en droites, mais on
perd en faisant cela I'information concernant la structure holomorphe; on préfere
conserver pour les classes de fibrés en droites holomorphes I'isomorphisme avec le
groupe de cohomologie de Cech H L(X, 0%) introduit dans la proposition 1.4.

18. Ceci bien str n’est plus vrai dans le cadre holomorphe, du fait de la « rigidité > cette fois
des objets!

19. 1l s’agit la d’un cas particulier d’un fait trés important : si ’on dispose d’une suite exacte
de faisceaux telles (1.23), on a automatiquement la suite longue induite de cohomologie de Cech :

0— HYX,Z) —» H°(X,Ex) — HY(X,E%) — HY(X,Z) — HY(X,Ex)
— HY(X,E%) = HX(X,Z) —» H*(X,Ex) — HX(X,E%) = H3(X,Z) — ...

Pour une preuve rapide de cette trés importante propriété (ainsi qu’une présentation suffisante a
nos besoins de la cohomologie de Cech), voir par exemple [GH], page 40.

20. Notons cependant que les deux groupes H%R(X, R) et H?(X,R) sont isomorphes (voir
chapitre 4, section 6 de [De0]) et que 'élément de H2(X,R) correspondant & la premiere classe
caractéristique de L — X via cet isomorphisme est en fait un élément de H2 (X,Z), a savoir la
premiére classe de Chern du fibré L — X. Nous utiliserons cette remarque en fin du chapitre 3
lors de la formulation et de la preuve du théoréme de Kodaira (théoréme 3.41).
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DEFINITION 1.29. On appelle diviseur de Weil sur X toute combinaison locale-
ment finie et & coefficients entiers d’hypersurfaces analytiques (H, )~ irréductibles 2L,

(1.24) D =Y m,H,.
v

Dire que la combinaison linéaire ci-dessus (1.24) est < localement finie > signifie
qu’étant donné un compact arbitraire K de X, il n’y a qu’au plus un nombre fini
d’hypersurfaces H, rencontrant K et telles que m, # 0. Lorsque tous les m sont
positifs ou nuls, on dit que le diviseur D est effectif. L’ensemble de diviseurs de
WEeil hérite d’une structure de groupe commutatif pour ’addition, dit aussi groupe
des (n — 1)-cycles sur X.

A tout diviseur de Cartier d sur X , il est naturellement possible d’associer un
diviseur de Weil :

D= E ordregy (d) x H ,
H hypersurface de X

ot 'ordre de d = (fy)q suivant Y est défini dans une carte locale U, intersectant
I'hypersurface Y comme suit : en un point régulier ?? ¢ de U, N H au voisinage
duquel on peut supposer que localement Y = {z, = 0}, l'ordre u := ordrey(d) est
défini comme 'exposant p = ¢ tel que, au voisinage de ¢, fo(2) = zHua(2), ta
étant une fonction méromorphe non identiquement nulle sur {z,, = 0} ; cet exposant
ne dépend pas du point régulier ¢ choisi sur H.

On peut en particulier associer un diviseur de Weil (noté aussi div(f), comme le
diviseur de Cartier correspondant) & une fonction méromorphe f non identiquement
nulle sur X. On obtient ainsi ce que 'on appelle un diviseur de Weil principal. Le
groupe des diviseurs de Weil, quotienté par le sous-groupe des diviseurs de Weil
principaux, est appelé groupe de Chow A,,_1(X) de la variété analytique complexe
X . Dans le cas lisse ott nous nous placons ici, ce groupe de Chow A,,_1(X) s’identifie
au groupe de Picard Pic(X).

Réciproquement, dans le contexte des variétés analytiques complexes, il est pos-
sible, étant donné un diviseur de Weil D, de lui associer un diviseur de Cartier. Il
suffit pour cela d’attacher localement & chaque H., une équation définissante hp
et de définir le diviseur de Cartier & partir d de la donnée (locale) des fonctions

méromorphes
MMy
[
Y

En revanche, dans le cadre des espaces analytiques complexes (que nous introduirons
plus loin), nous verrons que, bien qu’il soit toujours possible de définir les deux
concepts de diviseur de Cartier et de diviseur de Weil (et d’associer & un diviseur
de Cartier un diviseur de Weil), il n’est plus en général possible d’identifier les
deux points de vue : un diviseur de Weil peut ne pas provenir d'un diviseur de

21. Une hypersurface de X est par définition un sous-ensemble fermé de X défini dans une
carte au voisinage de chacun de ses points ¢ par une équation locale f; = 0, ou f¢ € Ox ¢. Dire
que H est irréductible signifie que I’on ne peut écrire Y ensemblistement comme union de deux
hypersurfaces Hy et Ha telles que Hy # H et Hy # H.

22. L’ensemble des points singuliers de U, N H est un sous-ensemble analytique fermé de di-
mension strictement inférieure & n — 1 = dim H de Uq, voir par exemple [Hal], chapitre 1, pour
une justification de ce fait important au moins dans le contexte algébrique (la justification dans
le contexte analytique est identique).
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Cartier ! On peut concevoir les diviseurs de Cartier comme les diviseurs de Weil qui
s’écrivent localement comme des diviseurs de Weil principauz.

ExeMPLE 1.30. L’exemple de I’espace projectif P*(C). Sur la variété ana-
lytique P (C), le diviseur de Cartier correspondant au systeme (Uj;, f;), j =0, ..., n,
ouUj :={[z0:-:2n]; 25 #0} et fi([z0 : -+ : 2n]) = 2;/20 induit le diviseur de
Weil —[zp = 0]. La classe d’isomorphisme du fibré en droites correspondant dans
le groupe de Picard Pic(P™(C)) est notée O(1). Les sections holomorphes du fibré
en droites (O(1))®™ := O(m) s’expriment en coordonnées homogenes sur P (C)
comme les fonctions polynomiales homogenes de degré m. Le dual de ce fibré est
le fibré O(—1) := (O(1))*, fibré en droites correspondant au diviseur de Weil ef-
fectif cette fois effectif [z = 0]. Les sections holomorphes du fibré O(—m) pour
m > 0 s’étendent naturellement & des fonctions homogenes de degré —m sur C*+1,
ce qui implique que l'espace des sections holomorphes du fibré O(—m) pour m > 0
soit réduit a {0}. On remarque aussi que le fibré O(—1) = (O(1))* est isomorphe
au fibré tautologique sur P"(C), sous-fibré du fibré trivial P*(C) x C"*!, la fibre
au dessus du point courant [29 : --- : z,] étant la droite vectorielle de C"*1 di-
rigée précisément par le vecteur (zq, ..., 2, ). Le groupe de Picard de P™(C) est ainsi
isomorphe a Z.

ExeEMPLE 1.31. L’exemple des variétés toriques compléetes lisses. Un
exemple < jouet » important, extension naturelle du cadre de ’espace projectif
P™(C), sera I'exemple des variétés toriques complétes et lisses, obtenues (sur le
modele de I'espace projectif) en « recollant > des copies de I'espace affine C™ sui-
vant des applications monoidales. La construction d’une variété torique repose sur
I'introduction de ce que I'on appelle un éventail 32, a savoir une collection finie de
cones rationnels stricts (i.e. engendrés par des éléments de Q™ et ne contenant au-
cun sous-espace vectoriel non réduit a 0) o partitionnnant R™, ce de telle maniére
que l'intersection de deux cones de la famille soit une face de chacun d’eux et que
cette famille soit saturée par I'opération de prise de face. On suppose que les cones
de dimension n de la famille sont tous engendrés par une base de Z™ (les n arétes
de chacun de ces cones sont dirigées par des vecteurs a cooordonnées entieres dont
le déterminant est égal a £1). L’éventail est alors dit simple. On réalise une variété
analytique complexe compacte X en recollant des copies de C™ correspondant a
ces coOnes suivant des applications monoidales : au cone engendré par les vecteurs
primitifs (i.e. & coordonnées entiéres premiéres entre elles)

nj = (nj17"'7njn)7 ] =1,...,n

est associée la transformation monoidale
n n
nj Njn
(Ch (EXE} Cn) — ( H Cj]17 (X33} H ij )
j=1 j=1

(voir par exemple [Dan, Elh, Ew]). Les n + r cones &1, ...,&n4r de dimension 1
de cet éventail peuvent étre mis en correspondance ([Col]) avec des < coordonnées
homogenes > z1, ..., 2,4+, de maniere a ce que la variété analytique complexe X de
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dimension n ainsi construite s’identifie au quotient géométrique

&jnon face de o

(1.25) X ~ —
n+r . Eik _ _
{(th...,tnm € Crtr; jl;[l £ =1, k= 1n}
de

(C"”\{z; H zjz();creE,dim(a):n}
&;non face de o
par le sous-groupe G (isomorphe & (C*)")
n—+r
G = {(tl, tnr) €CTT [ 5% =1, k= ln} :
j=1

ot & = (&1,...,&n) est un vecteur directeur & coordonnées entiéres et premieres
entre elles du cone de dimension un §;. Il s’agit & d’une copie du modele utilisé
pour la description de P"*(C) comme quotient géométrique. Le groupe de Picard
d’une telle variété analytique complexe est isomorphe & Z". Si ’on suppose en effet
que &1, ..., &, sont les vecteurs de la base canonique de R™ (cas auquel on peut se
ramener aisément), les classes des diviseurs de Cartier en relation avec les diviseurs
de Weil {zp4+1 = 0},...,{Zn+r = 0} constituent une base de ce groupe additif. Notons
que louvert de C**"

C”+T\{z; H zj:();oez,dim(a):n}
&; non face de o

(complémentaire de lensemble des zéros d’un certain idéal monomial) apparait
comme un < fibré en tores (C*)" » au dessus de la base X. Ce modele nous servira
de modele < jouet > par la suite. Lorsque chacun des cones de I’éventail est engendré
par un systeme de vecteurs primitifs (& coordonnées entiéres et premiéres entre elles)
que lon peut compléter par des vecteurs de Z™ en une base de R™ (et non plus de
Z™), Pobjet réalisé comme le quotient géométrique (1.25) est une variété algébrique
singuliere, héritant d’une structure d’orbifold. Ce type de structure a fait 'objet de
développements intensifs depuis les travaux de Thurston, les motivations étant le
plus souvent liées a la physique mathématique (théorie des cordes, symétrie miroir,
etc.). Une telle variété est dite dans ce cas (comme d’ailleurs I’éventail dont elle
provient) variété simpliciale.

EXERCICE 1.32. Représenter sous forme de quotient géométrique (1.25) le pro-
duit X = P™(C) x P"2(C) de deux espaces projectifs. Montrer que le groupe de
Chow A, 1n,—1(X) est isomorphe & Z? et en donner une base en tant que Z-module
libre de rang 2.

1.4.2. Cycles analytiques d’une variété analytique complexe.

DEFINITION 1.33. On appelle sous-ensemble analytique (fermé) d’une variété
analytique complexe X de dimension n tout sous-ensemble fermé de X défini locale-
ment (dans un ouvert de carte U), et en coordonnées locales, comme le lieu des zéros
communs d’une famille finie de fonctions holomorphes dans V,, = 7(U,) C C". Un
tel sous-ensemble A est dit irréductible s’il est impossible de le décomposer comme
union de deux sous-ensembles analytiques fermés A; et As tels que A; # A et

Ay # A.



1.4. LES OBJETS DE LA GEOMETRIE ANALYTIQUE COMPLEXE 29

Si A est un sous-ensemble analytique fermé, on peut lui associer un faisceau d’idéaux
T4 C Ox, ou

ZA(U) ={fe€O0Ox(U); f=0sur UnN A}.
Si z est un point de X, I'idéal Z4 ., C Ox . des germes en z de fonctions holomorphes
s’annulant sur A est un idéal radical, i.e. égal a son radical. Tout idéal Z, de ’anneau
neethérien Ox , admet une décomposition primaire (non nécessairement unique)

Mz
(1.26) I, = ﬂ 9.,
j=1

ou les idéaux Q. ; sont des idéaux primaires. Si cette décomposition n’est pas
unique, ce qui l'est en revanche est la liste des idéaux premiers B, ; := /9. j,
j=1,..., M, 3 Parmi ces idéaux (dits idéaux premiers associés & Z,), on distingue
les idéaux premiers qui se trouvent étre éléments minimaux (dans cette liste) au
sens de l'inclusion : les germes d’ensembles analytiques
V) ={z; f(z) =0  Vfepy

correspondant sont appelés composantes isolées (de Ox ,/I,). Du point de vue
strictement géométrique, le germe de A en z est union de ses composantes isolées
(qui sont des germes d’ensembles analytiques irréductibles). Dans le cas d’un idéal
Z. quelconque de Ox ., les autres idéaux premiers de la liste des idéaux premiers
associés a Z, génerent, lorsque I'on considére leurs ensembles de zéros, des germes
d’ensembles analytiques irréductibles que ’on appelle composantes immergées de
Ox../T,. Géométriquement, ces composantes immergées sont < invisibles >, car
<« cachées > chacune dans une composante isolée! Ceci traduit l'incapacité de la
géométrie a rendre compte de toute 'information a caractere algébrique. Au travers
des développements de analyse pluricomplexe (théoréme de type Skoda, notion de
contour apparent, etc.), on verra dans ce cours comment ’analyse peut permettre
(tout au moins partiellement) de < rectifier > le tir!

Pour chacune des composantes (isolées) du germe de A au point z, on définit la
dimension de la composante au point z comme la dimension (de Krull) de 'idéal
P correspondant (i.e. la longueur de la plus grande chaine strictement croissante
d’idéaux premiers distincts que 'on puisse construire et dont P soit le premier
maillon). La dimension de A au point z (dim A,) est définie comme le maximum
des dimensions des composantes isolées du germe d’ensemble analytique A, en ce
point.

Si fi,..., fm engendrent un idéal premier de I'anneau Ocn g des germes de fonc-
tions holomorphes a lorigine, de dimension de Krull p, on admettra (voir par
exemple [Hal, GRo]) que tous les mineurs de rang n — p de la matrice ja-
cobienne D(fy,..., far)/D(z1, ..., 2,) ne sauraient étre identiquement nuls sur le
germe d’ensemble {f; = -+ = fyr = 0}. Il en résulte que si A est un sous-
ensemble analytique irréductible de X, 'ensemble des points singuliers de A (i.e.
les points de A au voisinage desquels A ne peut étre décrit comme une sous-variété,
points constituant un sous-ensemble analytique Agng inclus dans A) est tel que

23. On rappelle que le radical /J d’un idéal J dans un anneau commutatif A est défini comme
I’ensemble des éléments a € A tels qu’une puissance de a appartienne & J. Un idéal primaire Q
est un idéal dont le radical est un idéal premier. Un idéal premier 3 est idéal propre P # A tel
que ab € P implique a € P ou b € P. Si Q est primaire, son radical est un idéal premier P et on
dit que 9 est P-primaire.
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le complémentaire A \ Aging = Ares est dense dans A (en tout point de Agjng, on
a en effet dim(Aging). < dim A;). Les points non singuliers de A sont dits points
réguliers. Lorsque A est irréducible, la fonction z — dim A, est constante sur A ;
sa valeur définit la dimension de A (entre 0 et n—1). On dit que A est de dimension
pure si toutes ses composantes irréductibles sont de méme dimension.

DEFINITION 1.34. Un p-cycle d’une variété analytique complexe de dimension
n (0 < p < n—1) est par définition une combinaison linéaire formelle localement

finie
C=> mC,
Y

de sous-ensembles analytiques irréductibles C, de dimension p. L’ensemble des p-
cycles de X hérite naturellement d’une structure de groupe commutatif pour ’ad-
dition. Le p-cycle est dit effectif si tous les coeflicients m., sont positifs.

Parmi les configurations de sous-ensembles analytiques de dimension pure de X,
une configuration sera particulierement intéressante pour nous, dans la mesure ou
elle est induit la généralisation naturelle de diviseur de Weil effectif au cadre de la
dimension quelconque p. C’est celle d’intersection compléte. Nous distinguerons ici
le point de vue local du point de vue global.

DEFINITION 1.35. Un sous-ensemble analytique fermé A de dimension pure
égale & p € {0,...,n — 1} d’une variété analytique complexe X de dimension n est
dit intersection compléte locale si A peut étre décrit localement dans un voisinage U,
de son point courant a € A comme l'intersection d’exactement n — p hypersurfaces
de U.

Pour introduire le point de vue global, il est commode d’utiliser la notion de fibré
holomorphe.

DEFINITION 1.36. Un sous-ensemble analytique fermé A de dimension pure
égale & p (0 < p < n —1) d'une variété analytique complexe X de dimension n
est dit intersection compléte globale si et seulement si A est le lieu des zéros d’une
section globale s d’un fibré holomorphe de rang exactement n — p au dessus de X.

REMARQUE 1.37. Les deux aspects (local et global) different : dans le premier
cas, étant donnés deux ouverts de carte U, et Ug d’intersection non vide, il est
parfaitement possible que A soit défini dans U, par (f1,..., fn—p), dans Ug par
(G1y ey Gnp), que foTyt =@ [gor;!] dans 7,(Uy N Ug), ® étant une matrice
(n — p,n — p) de fonctions holomorphes dans 7, (U, N Up), sans que det & soit un
inversible dans O(7,(Us N Ug)). Dans le second cas par contre (définition globale),
f et g seront toujours ainsi reliées par une matrice de fonctions ®, holomorphes
dans 7, (Uy N Ug), et telle que det @ soit un inversible dans O(7,(Uy N Up)).

EXEMPLE 1.38. Une classe d’exemples d’intersections completes globales dans
Pespace projectif P (C) est celle des sous-ensembles analytiques de dimension pure
égale 4 p (0 < p < mn—1) de P*(C) qu’il est possible de définir comme le lieu
des zéros de n — p polynémes homogenes (P, ..., P,—p) (section d’un fibré du type
OD1)®---®O(Dp—p), ot Dy, ..., Dy, sont des entiers strictement positifs, D; =
deg Pj,j=1,..,n—p).

REMARQUE 1.39. Autant la notion d’intersection compléte s’avere facile a
décrire du point de vue géométrique, autant elle est plus difficile & exprimer du
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point de vue algébrique : si fi,..., fn—p sont n — p fonctions holomorphes dans un
ouvert pseudoconvexe de C™ (plus généralement, n — p fonctions holomorphes sur
une variété de Stein X, voir la définition dans la section 1.4.3 suivante), fi, ..., fn—p
définissent une intersection compléte dans X (i.e. le sous-ensemble analytique fermé
{z e X; fi(z) = -+ = fu—p(2) = 0} est de dimension n — p) si et seulement si,
pour tout k& € N*, pour toute relation homogene

S i, N(R)E(R) - 5 (2) € [(Frs o frep) Ox (X)]FFY
it i p=k
ot les a;, .. ;,_, sont des fonctions holomorphes dans X et Ox (X) désigne anneau
des fonctions holomorphes dans X, on a

V’i17 ey in,p y Qi yin_p (S (fl; ey fn,p)OX(X) .
Pour formuler du point de vue algébrique la clause de compleéte intersection (qui se
formule tres simplement en termes de condition sur les dimensions du point de vue
géométrique), il faut donc faire appel & un critére lourd & manier et impliquant une
formulation asymptotique (< pour tout k € N*, pour toute relation, etc. »). Nous
retrouverons pareille observation plusieurs fois dans ce cours.

1.4.3. La notion de cohérence et les théorémes d’Oka et de Cartan.
Nous donnons dans paragraphe quelques rappels de notions importantes liées a
la théorie des faisceaux. Rappelons ici la notion fondamentale de cohérence, O
désignant un faisceau d’anneaux commutatifs®* sur un espace topologique X et F
un faisceau de O-modules sur X. Dans toute la suite, nous prendrons O = Ox.

DEFINITION 1.40. Le faisceau F est dit cohérent (comme faisceau de Ox-
modules) si et seulement si :

— d’une part, il est localement de type fini, i.e. pour pour z dans X, il existe
un voisinage U, de z et ¢ éléments s1, ..., s, de Ox (U,) tels que, pour tout
z' € U, le Ox »-module F,: soit engendré par les germes s; ./, j = 1,...,q;

— d’autre part, pour tout ouvert U de X, pour tout choix de sections sy, ..., 54
de F(U), le (Ox)y-sous-faisceau de (O??q)w des relations Ry (s1, ..., Sq),
i.e. le noyau de I’lhomomorphisme de faisceaux

q
&
(915-,94) € O%L, — Zgj,zsj,z € F,, zeU,
i=1

24. Se donner un pré-faisceau F sur un espace topologique X revient & se donner, pour chaque
ouvert U de X, un anneau commutatif F(U) (dit anneau des sections du faisceau F au dessus
de louwvert U), ainsi que, pour toute paire d’ouverts U, V tels que U C V, des morphismes < de
restriction > py vy @ F(V) — F(U) se pliant a la regle de transitivité : py v o pyv,w = pu,w si
U CV C W, avec de plus py,uy = Idg. Le pré-faisceau devient un faisceau si 'on dispose en plus
des deux axiomes de < recollement > :

— si (Ua) est un recouvrement de U et si py,, v(F) = pu,,,v(G) pour tout «, les éléments
F et G de F(U) sont égaux;
— si l'on dispose d’une famille (Fy)a avec Fo € F(Uy) et que
PULUg, U (Fa) = puanug,us (F) s
les Fy, se < recollent > en un élément F' € F(U) tel que py, v (F) = Fa.
Nous envisagerons plus loin des faisceaux d’anneaux non commutatifs tels le faisceau Dx des
opérateurs différentiels a coefficients analytiques sur une variété analytique complexe X de di-
mension n, ainsi que les Dx-modules & gauche; un tel cadre est cette fois non commutatif car les
commutateurs [0;, 2] sont égaux aux symboles de Kronecker J;5. Les références de base concer-
nant la théorie des Dx modules sont les livres de J.E. Bjork [Bj1, Bj2].
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est aussi localement de type fini.

Les exemples suivants seront essentiels pour nous dans la suite de ce cours :
(1) D’apres le théoreme d’Oka (voir par exemple [De0], chapitre 2, section 3.3),
si X est une variété analytique complexe de dimension n, le faisceau Ox
est un faisceau cohérent (comme faisceau de O x-modules sur lui-méme). Il
en est de méme par conséquent de tout faisceau localement libre 2, donc
(par exemple) du faisceau F(X, E) = Ox (E) des sections holomorphes d'un
fibré vectoriel holomorphe de rang m sur X.

(2) Si A est un sous-ensemble analytique de X, le faisceau d’idéaux T4 C Ox
défini par
IA,Z = {gz € OX,Z 9z = 0 sur Az}a
est un faisceau cohérent (c’est un théoreme de H. Cartan, voir par exemple
[De0], chapitre 2, section 4.4). Il en est de méme, puisque 'on dispose de
la suite exacte de faisceaux

0=>Z4—0x >0x/Za—0

dans laquelle deux des entrées sont cohérentes (voir [De0], chapitre 2,
théoréme 3.14), pour le faisceau quotient Ox /Z4.

(3) Sim : X — X est un morphisme propre entre deux variétés analytiques
complexes et si F est un faisceau cohérent de O g-modules sur X , le faisceau
[ F], image directe du faisceau F par m, est cohérent comme faisceau
de Ox-modules; il s’agit ici d'un théoréme du & Grauert[Grau] que nous

admettons ici (on trouvera une preuve détaillée dans la section 5 du chapitre
9 de [De0]).

Méme s’il ne s’agit pas d’une correspondance parfaite 26, nous proposons, suivant J.
Kollér [Ko2], avec la proposition suivante, une < mise en correspondance > entre
faisceaux d’idéaux cohérents sur une variété analytique complexe X et cycles effec-
tifs sur cette méme variété.

PRrROPOSITION 1.5. Soit X une variété analytique complexe. A tout cycle C de
X effectif s’écrivant formellement

n—1
C=Co+Crt-+Coy=Y_ > mj,Cj,,
J=0 7
ot C; est un j-cycle, les C;, des sous-ensembles analytiques fermés irréductibles
de dimension j, et les m; , des entiers positifs (les sommes étant localement finies),
on peut attacher naturellement le faisceau cohérent d’idéaux

(1.27) Z(C) := 1:[ 11 e, )m

J=0 ~

25. Dire qu’un faisceau de O x-modules commutatifs est localement libre équivaut & dire que
tout point z de X admet un voisinage U, tel que F(U) soit isomorphe en tant que O(U)-module
a (O(U))®" pour un certain r = r(z) Ceci siginifie qu'il existe des éléments s1, ..., s, de F(U.)
tels que, pour tout 2z’ € U, 'application (o1,...,0r) € O??TZ, > 0181, + -+ 0rS, 5 soit un
isomorphisme de Ox ., modules. C’est le cas du faisceau des sections holomorphes d’un fibré
holomorphe de rang m localement trivial.

26. Il aurait fallu pour cela introduire le point de vue de la théorie des schémas.
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D’autre part, étant donné un faisceau cohérent d’idéaux J # Ox, on note, pour
j=0,.,n—1, F; le sous-faisceau des sections s de Ox/J dont le support®7
est un ensemble analytique de dimension au moins égale a j. Si l'on note Cj les
composantes irréductibles du support du faisceau F; | Fji1 et z;, un point générique
sur (Cjy)reg, on peut associer au faisceau d’idéaux J le cycle

n—1

(1.28) C(J) = Z Z longueur (Fj ., ) Cj .,

J=0
ce qui permet®® d’associer a J un cycle C(J) tel que Z(C(J)) C J.

DEMONSTRATION. Pour vérifier la derniere assertion (la seule assertion de fait
a vérifier, les autres étant juste des définitions), il faut faire appel a des arguments
d’algebre commutative sur lesquels nous n’insisterons pas ici. Il suffit de remarquer
que, pour tout j =0,...,n — 1, on a, par définition des nombres

m;~ = longueur (Fjz; ) 2y € (Cjy)reg »

Fi x [T@(Cja))m € Fypa
Y

Il en résulte
Z(C(J)) c Ann (0/T),
d’oti I'inclusion Z(C(J)) C J. O

Si X est une variété de Stein®® de dimension n (qu'il est donc possible de plonger
dans C?"*! d’apres un résultat de K. Stein®?), on sait d’aprés le théoreme A de
Cartan que tout faisceau cohérent F de Ox-modules est engendré par ses sections
globales (pour I’énoncé des théoremes A et B de Cartan, voir par exemple [GRo],

27. Le support d’une section est I’adhérence du sous-ensemble de X sur lequel cette section ne
s’annule pas; c’est, lorsqu’il s’agit comme ici d’une section de Ox /7, ou J désigne un faisceau
cohérent d’idéaux de Ox, un sous-ensemble analytique inclus dans le lieu des zéros communs des
sections du faisceau J.

28. On rappelle que la notion de longueur d’un A-module lorsque A est un anneau commutatif
(icit A=0O X,z ), correspond & celle de dimension pour un K-espace vectoriel (K étant cette fois
un corps commutatif).

29. Une variété de Stein est une variété analytique sur laquelle on dispose d’un éventail suffisam-
ment riche de fonctions holomorphes, i.e. de sections globales du faisceau Ox, a savoir une variété
analytique complexe holomorphiquement conveze (I’enveloppe convexe holomorphe de tout com-
pact est compacte) telle que, pour tout z # 2’ dans X, il existe au moins une fonction holomorphe
f sur X telle que f(z) # f(2’). L’espace C™ et plus généralement tout ouvert pseudoconvexe de
C™ sont des variétés de Stein. En revanche, I’espace projectif complexe P™(C) (plus généralement
une variété analytique complexe connexe compacte quelconque) ne peuvent étre des variétés de
Stein, 'obstruction étant le principe du maximum.

30. Attention! Il s’agit ici d’un plongement holomorphe; d’apres le théoreme de Whitney , on
sait que la variété différentiable sous-jacente (que X soit Stein ou non) peut toujours se plonger
dans R*"*1, mais ce plongement n’est pas holomorphe! Les sous-variétés de CV (ou d’un ouvert
pseudoconvexe de (CN) sont, par contre, de Stein.
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chapitre 8)3!. D’autre part (théoreme B de Cartan), tous les groupes de cohomo-
logie H9(X, F) (au sens de Cech) sont nuls pour ¢ > 1 (le groupe H°(X,Ox)
étant, lui, le groupe additif O(X) des fonctions holomorphes dans X, groupe des
sections globales du faisceau Ox. Ceci implique que tout faisceau cohérent F de
Ox-modules sur une variété de Stein admet au moins, au voisinage de tout compact
K, une résolution libre, c’est-a-dire qu’il existe une suite exacte d’homomorphismes
de faisceaux au voisinage U de K :

(1.30)

F _ F: F
0—O0F™ 25 O™V — o O™ 25 05T S5 08T — Fly — 0.

Si F = Ox/Z, ou T désigne un Ox faisceau d’idéaux cohérent, on a Im(O5"™ —
O?JSTO) = 7Zy. Lorsque Z est un faisceau cohérent d’idéaux de Ox, une résolution
libre de Ox /T est dite par extension résolution libre de Z.

Puisque toute variété analytique complexe est localement de Stein, on peut définir,
au niveau des germes en un point z de X, la longueur minimale d’une résolution de
F. lorsque F est un faisceau cohérent de O x-modules (i.e. le plus petit entier N tel
qu’existe une résolution (1.30)). Ce nombre est par définition n — profondeur(F,)
(c’est la définition de la notion de profondeur en un point z € X d’un faisceau F)
et cette longueur minimale est majorée par la codimension au point z du support
du faisceau F. L’exactitude du complexe (1.30) équivaut en effet (voir par exemple
[Eisl], théoréme 20.9) au fait que

codim{z € X ; rank(Fj;(2)) <rg —Tg+1 +---£rn} > ]

pour tout 7 € N*. Si F = Ox/Z, ou Z est un faisceau d’idéaux, cette longueur
minimale est donc majorée par la codimension en z de ’ensemble analytique défini
comme le licu des zéros des éléments de Z, 32.

DEFINITION 1.41. Un faisceau cohérent sur une variété analytique complexe X
est dit Cohen-Macaulay si et seulement si, en tout point de z du support de F, la
longueur minimale v, d’une résolution libre du faisceau F, est égale a la codimension

31. L’une des conséquences les plus marquantes du théoréme A est la suivante : si F, fi, ..., fm
désignent m + 1 fonctions holomorphes sur une variété de Stein X, telles que localement, en tout
point z € X, on ait F; € (f1,z,..., fm,2)Ox,> au niveau des germes de fonctions, alors il existe
at, ..., am holomorphes dans X telles que l'on ait une identité globale F' = Z;nzl ajf;j dans X
toute entiere. Un exemple important est celui de X = U x U C C? x C},, ou U est un ouvert
pseudoconvexe de C7, et ou fj(z,w) := zj —wj, j = 1,...,n; si f est une fonction holomorphe
dans U, il existe n fonctions g1, ..., gn holomorphes dans U X U telles que

n
F(z,w) = f(z) = f(w) = > (25 —w;)gj(z,w), V(z,w) €U X U.
j=1
Une telle formule est dite formule de division d’Hefer; elle est facile & obtenir dans un ouvert
convexe, car il suffit d’utiliser la formule de Taylor avec reste intégral
14 n 1 of
(1.29)  f(2) — f(w) =/ Llftte+ (1 - tyw)de =3 (2 fwj)/ O 4 (1 = tyw) dt,
o dt = 0 8Zj
mais pas du tout évidente dans un ouvert pseudoconvexe U !

32. La recherche d’une résolution libre du type (1.30) pour F = Ox /Z, ol Z est un faisceau
cohérent d’idéaux, consiste en ce que l'on appelle la détermination des syzygies (voir [Eis2]) du
quotient Ox /Z; la connaissance des syzygies fournit une information compléte concernant les
questions d’effectivité dans lesquelles le faisceau cohérent d’idéaux Z se trouve impliqué ; malheu-
reusement, elle s’avére en général en général impossible & conduire algorithmiquement en temps
polynomial.
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du support de F, en ce point. Si Z est un faisceau cohérent d’idéaux tel que Ox /T
soit Cohen-Macaulay, on dit alors par extension que le faisceau cohérent d’idéaux
T est Cohen-Macaulay.

REMARQUE 1.42. Si 7 est Cohen-Macaulay, la décomposition primaire de Z,
(voir (1.26)) ne saurait faire apparaitre de composantes immergées. Le point de vue
géométrique traduit donc dans ce cas fidélement (hormis le calcul des multiplicités
sur lequel on reviendra) le point de vue algébrique.

EXEMPLE 1.43. Si f1,..., fn—p sont n — p éléments de Ox définissant (comme
ensemble de zéros communs) un sous-ensemble analytique fermé de dimension p
(f = (f1,..., fa—p), considérée comme section d'un fibré vectoriel de rang n — p,
définit donc une intersection compleéte globale, au sens de la définition 1.36), le fais-
ceau d’idéaux (fi, ..., fn—p)Ox est Cohen-Macaulay ; une résolution libre minimale
en est donnée (sur X) par le complexe de Koszul (que l'on introduira plus tard
dans ce cours dans le contexte des fibrés vectoriels) construit a partir des f; (voir
la section 2.5.3 dans le chapitre 2).

Si la tractabilité de la notion de résolution libre est dans la pratique extréemement
difficile, savoir qu'un faisceau cohérent admet toujours localement (et méme au
voisinage de tout compact lorsque X est de Stein) une résolution libre s’avere tres
important en géométrie analytique complexe. Nous serons amenés a l’exploiter au
chapitre 4.

1.4.4. La géométrie locale des ensembles analytiques. Il sera tres im-
portant pour nous par la suite d’étre a méme de décrire géométriquement comment
se présente localement, au voisinage d’un point z d’une variété analytique X, un
sous-ensemble analytique fermé A de X. En utilisant un ouvert de carte U au
voisinage de z, on se ramene évidemment a la description géométrique d’un sous-
ensemble analytique d’un ouvert V' de C™ au voisinage de 1'un de ses points (que
l’on suppose pour simplifier étre 1'origine).

a). Le cas des hypersurfaces : la < préparation & la Weierstrass .
Le cas particulier de la description locale des hypersurfaces repose sur le théoreme
de préparation de Weierstrass. Décrivons ici la méthode et le résultat. Si f est une
fonction holomorphe non identiquement nulle au voisinage de l'origine dans C™,
telle que f(0) = 0, on peut écrire, au voisinage de 1'origine,

f(Zla ey Bn—1, w) = fﬂ(zh ey Bn—1, ’lU) + O(|(Zl, sy Bn—1, w)|ﬁ) B

ou f; est polynéme homogene non nul de degré fi € N*. Sil'on effectue un change-
ment de variables linéaire générique, on peut supposer qu’au voisinage de ’origine
dans C,, (i.e. dans un disque §,,(0, €) avec € << 1 assez petit)

£(0,0,...,0,w) = w'h(w), |h(w)| >8>0, Yw € §,(0,€).

D’apres le théoréme de Rouché, pour ||z|| = ||(z1, ..., zn—1)|| assez petit (fonction de
€, i.e. dans un polydisque A,), la fonction

w s f(zw)

admet exactement fi zéros (comptés avec leurs multiplicités) w;(z), j = 1,..., ,
dans le disque fermé 6,,(0, €), tous ces zéros étant a 'intérieur du disque ouvert.
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Pour k =1, ..., u, on a, grace a la formule des résidus,

of
PRIE [,
=1 27’7T |¢|=€ f(Z7 C)
ce qui montre que les sommes de Newton
i
2 Bp(2) = _[w k=1,.., [,

Jj=1

des racines w;(z), j = 1, ..., N, sont des fonctions holomorphes de z au voisinage de
z =03 il en est de méme, grace aux formules de Newton, des fonctions symétriques
z2 = @1(2),..., 2 = @;(2), de ces racines. Si I'on forme la fonction

(z,w) = P(z,w) := w" — @1 (2)w ™t + - + (—1)[‘90,1(2) ,

on constate que

f(z,w)
P(z,w)

est une fonction holomorphe ne s’annulant pas au voisinage de l'origine de C™.
Décrire ’ensemble des zéros de f au voisinage de 'origine revient a décrire celui
de la fonction (z,w) — P(z,w), qui se présente comme un revétement a i feuillets
au dessus d’un voisinage de l'origine dans C?~!. Si o(z) désigne le discriminant
de P(X,z), ce revétement est une variété lisse de dimension n — 1 au dessus de
{z; o(z) # 0} ; Pensemble {o(z) = 0} au dessus duquel ce revétement est ramifié
est dit lieu discriminant. C’est cette présentation locale que nous nous proposons
d’étendre ici pour des sous-ensembles analytiques de dimension 1 < p <n — 1. Le
nombre [i de feuillets du revétement est égal, lorsque f est supposé irréductible dans
Ox .2, & la multiplicité p,,(f) de f en zp, i.e. au degré de la composante homogene
de plus bas degré de ¢ — f(zp + () (on appelle aussi ce degré la valuation de f en
Zo).

b) Le cas général : la < préparation a la Neether .

(z,w) —

La proposition suivante (que nous admettrons ici, voir [GrR], p. 72) nous per-
met de nous ramener au cas des intersections complétes locales (voir la définition
1.35). Cette proposition est d’autant plus importante pour nous que nous verrons
ultérieurement combien le contexte < intersection complete > est de nature a fa-
ciliter les choses dans les probléemes de géométrie analytique complexe (et plus
généralement de géométrie complexe).

PROPOSITION 1.6. Soit A C U un sous-ensemble analytique fermé (de dimen-
sion pure p € {0,...,n — 1}) d’un voisinage owvert U de l'origine dans C" avec
0 € A; il existe un voisinage V de Uorigine dans U, n — p fonctions fi,..., fn—p
holomorphes dans V', définissant dans V une intersection compléte

Av:{fl :"':fnfp:0}7
de telle maniére que ANV soit union d’un nombre fini v de compasantes irréductibles
A du sous-ensemble analytique AcC V., avec de plus dfit A -+ Ndfn—p # 0 sur A

pour tout j.
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Si fi, ..., fn—p sont n—p fonctions holomorphes au voisinage de ’origine et définissant
dans ce voisinage une intersection complete g, le lemme de normalisation d’E.
Neether (on pourra se reporter & la section 4.2 du chapitre 2 de [De0] ou aussi
au livre de J.E. Bjork [Bj1], chapitre 8, section 5.4, pour une présentation claire
de la méthode dans le cadre algébrique, présentation qu’il est aisé de transcrire
au cadre analytique), on peut faire un changement linéaire de coordonnées ( =
(21, .y Zp, W1, ..., Wp—p) de maniere & ce que, si W C V C C, x C,, est un polycy-
lindre ouvert A, X &, centré en (0,0), la projection

T i (z,w) € AN (AL X 6y) — z €A,

soit une application propre; le changement linéaire de coordonnées peut d’ailleurs
étre choisi générique et le degré de cette application est génériquement constant
(égal & g, sa valeur minimale) lorsque l'on opére un tel changement de variable
générique : par exemple, sin =2, p =1 et f(z,w) = 22 — w?, la valeur générique
est 4 = 2, et non i = 3! Le nombre de composantes irréductibles de A dans un
voisinage suffisamment petit de I'origine est majoré par g, dont on verra au chapitre
2 qu’il représente le nombre de Lelong du courant d’intégration sur I'ensemble Aen
0. Du fait que dfi A --- Adfn—p # 0 sur A;, on peut méme assurer (toujours si le
changement de variables est générique) que

O(f1s s frp)

Tz w) = AWy, ey Wy —p)

20

sur gj N (A, X 8,) pour tout j. On suppose que 'hypersurface {o = 0} est le lieu
discriminant dans A, de la projection 7 et que {0 = 0} C {& = 0} est celui de 74.
Notons que o est ’équation de la projection sur A, de I’ensemble

AN{(z,w) € A, X by ; J(z,w) =0}.

Au dessus du complémentaire de {5 = 0} dans A,, AN(A,Nd,) se présente comme
1 feuillets disjoints de sous-variété de dimension p et 'on a, pour tout z € A,

T 2) N A= {(z,u(2)), .., (2,0 (2))}.
Il existe d’autre part des fonctions holomorphes en z d’une part, en u,w d’autre
part, respectivement dans A, et §,,, telles que

n—p

fi(z,u) — fi(z,w) = Zhjk(z,u,w)(uj —w;), j=1,..,n—p
k=1

(du fait de la convexité des polycylindres, ce sont des formules d’'Hefer, voir (1.29)).
Si h est une fonction holomorphe sur la sous-variété Aeg N (A, X &y), il est aisé
(de part la proposition 1.6) de la prolonger en une fonction holomorphe sur la sous-
variété /~1ng X (A, X d,) en posant h = 0 aux points de (ﬁmg \ Areg) N (A, X 6y).
On constate alors que la fonction

H : (z,w) € A, X by —> Z h(z, w9 (z)) det[h;z](z, w, w?)(2)

j=1

est en fait une fonction holomorphe en (z, w) dans (A, \{o = 0}) X d,,. La restriction
de cette fonction a AN (A, X d,) est égale a h.Jj4. Si la fonction h est bornée sur
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3 feuillets
p W3

-~ - - - - - - - - - - - - =

FIGURE 3. La présentation locale < a la Neether > d’un sous-
ensemble analytique

Aseg, le théoreme de Riemann assure que la fonction H se prolonge en une fonction
holomorphe dans A, x §,, et 'on voit alors que

H(z,w)

V(z,w) € AN (A, Nby), h(z,w) = Tow)

ce qui prouve que h se représente comme la restriction & AN(A, xJ,,) d’une fonction
méromophe dans A, Nd,,, avec comme dénominateur J (qui est indépendant de h).

La figure 3 résume la présentation locale sous forme d’un revétement a p feuillets
du sous-ensemble analytique A.

Nous avons ici prouvé, tenant compte de notre description géométrique, 1’existence
du dénominateur universel d’Oka. Il s’agit 1a d’un résultat trés important (voir,
avec une approche voisine, le théoréeme 7.2 de [De0], chapitre 2).

THEOREME 1.44. Existence d’un dénominateur universel local (Oka).
Soit X une variété analytique complexe, A un sous-ensemble analytique fermé, h
une fonction holomorphe sur la sous-variété A,eg. Si h se prolonge a A en une fonc-
tion localement bornée, h s’exprime localement comme la restriction a A d’une fonc-
tion méromorphe (au voisinage de A dans la variété ambiante) et le dénominateur
de ce prolongement méromorphe peut étre choisi universel (i.e. indépendant de h).

Si A est un sous-ensemble analytique (fermé) d’une variété analytique complexe X,
on peut lui associer un faisceau cohérent d’idéaux Z4. Le support des sections du
faisceau quotient Ox /T4 est supporté par A. Si C est un p-cycle analytique effectif

de X
C:= Zm'YC'Y’
¥

ot1 la somme est localement finie, les m., positifs ou nuls, et les C, des sous-ensembles
irréductibles de dimension p, on peut associer a C' (voir la proposition 1.5) le faisceau
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d’idéaux cohérents défini par

7(C) = [ [(Ze, )™

Y

Cependant nous verrons (lorsque nous serons confrontés & des problemes d’intersec-
tion que nous chercherons a traduire en termes de multiplication de courants positifs
au chapitre 2) que ce faisceau d’idéaux est en un certain sens < trop gros » pour pou-
voir rendre compte d’une quelconque (mais néanmoins bien souvent intéressante!)
information en relation avec la donnée d’équations définissantes pour chaque C,.
C’est la raison pour laquelle nous allons introduire, pour chaque sous-ensemble

irréductible C,, le faisceau d’idéaux de Chow Ig;ow, sous-faisceau de Z¢, (on aura,
chow

pour chaque point z de X, IC%Z
cycle C, défini naturellement par

Ichow(c) — H(Ié};ow)m,y.

Y

C ICW,Z), puis le faisceau d’idéauxr de Chow du

On trouvera par exemple une introduction & cet important concept dans [Kol],
section 4 (dans le contexte algébrique). Cette notion rend compte d’une notion
intermédiaire en quelque sorte entre le point de vue géométrique (trop réducteur,
car seuls sont visibles géométriquement les étres isolés et non ceux qui se trouvent
< immergés ») et le point de vue algébrique trop précis (il n’y a pas unicité de la
décomposition primaire d’'un idéal de Ox , pour z € A), celle de contour apparent.
Nous aurons tout d’abord besoin de définir, en un point z d’un sous-ensemble ana-
lytique irréductible A d’une variété analytique complexe X, la notion de projection
admissible relative au germe de sous-ensemble analytique A, .

DEFINITION 1.45. Soit A un sous-ensemble analytique irréductible de X de
dimension p, z un point de A. Une projection 7, : U, — CPT! d’un voisinage U,
de z et a valeurs dans CPT1, telle que 7,(z) = 0, est dite admissible relativement
au point z et & lensemble analytique A si la restriction de 7, & U N A est une
application propre de U, N A dans CP*1,

Il résulte du théoréme de Remmert-Stein (voir par exemple [De0], chapitre 8, sec-
tion 8.2) que nous admettrons ici, que "image par une telle projection admissible
7, de ensemble analytique U N A est un sous-ensemble analytique fermé de 1’ou-
vert m,(U) de CP™!. En nous restreignant au voisinage de points de Aeq, nous
constatons méme que m,(U N A) est en fait une hypersurface de 7,(U) (puisque
dim A = p). Cette hypersurface est localement définie par une équation réduite
{oz. = 0}. Notons d’ailleurs qu’une projection 7 est génériquement admissible.
Cette clause de généricité est liée a priori & la présentation géométrique (lemme de
Neether) du germe d’ensemble analytique irréductible A, .

DEFINITION 1.46. Soit A un sous-ensemble analytique irréductible de dimen-
sion p d’une variété analytique complexe. On définit un faisceau cohérent d’idéaux
ZG§oV en posant TG = Ox. si z ¢ A et en définissant ZG'9V lorsque z est un
point de A comme l'idéal de Ox , engendré par tous les germes en z des fonctions
¢ = ox. (7.(¢)) lorsque 7, balaye la famille des projections w : U — CPH1 avec U
suffisamment petit, admissibles relativement a z et au sous-ensemble analytique A.
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1.4.5. Espaces analytiques complexes, normalisation. Soient A C U C
C" et B C V C C™ deux sous-ensembles analytiques fermés d’ouverts respecti-
vement de C" et C™. Une application continue f : A — B est dite morphisme
d’ensembles analytiques de A dans B si et seulement si, pour chaque z € A, il existe
un voisinage U, de z dans U, une fonction holomorphe F, holomorphe de U, dans
C™, telle que (F%)|anu = flanu- Si tel est le cas, on peut donc définir, pour chaque
z € A, une application

Ov, (2 Ou,.
fr 10 ) =7 —>04,:=—=
B.f(z) IB,f(z) IA,z

par f (gf(z)) =(go Fz)z. L’application f} est dite comorphisme de f au point z.
Le concept d’espace analytique complexe (ou encore espace analytique complexe
réduit) est calqué sur celui de variété différentielle, mais au lieu de < recoller > les
cartes locales (U,, 7o) définissant I’atlas, donc les ouverts V,, équipés chacun de leur
faisceau Oy, , on recolle des copies d’ensembles analytiques A, C V, C C", chacun
d’eux étant équipé du faisceau cohérent Oy, /T4, := O4, . Plus précisément, voici
la définition :

DEFINITION 1.47. Un espace analytique complexe réduit est la donnée :
— d’un espace topologique séparé X localement compact, dénombrable a 1’in-
fini (i.e. union dénombrable croissante de compacts) ;

— d’un faisceau Ox de fonctions continues;
ce de fagon a ce que l'on puisse cartographier X grace a un atlas (U, 7o), 0OU,
pour chaque «, 7, est un homéomorphisme surjectif entre U, et un sous-ensemble
analytique fermé A, C V, C C™ tel que le comorphisme

T*

[e3%

: OA@ — O\qu

qui & gr,(z) (pour z € U,) associe (9o 74). (2 € Uy), réalise un isomorphisme
entre faisceaux d’anneaux. Le faisceau Ox est dit faisceau structurel de 'espace
analytique réduit (X, Ox).

Si X est un espace analytique complexe réduit, le sous-ensemble X,.; des points
réguliers de X (i.e. des points au voisinage desquels X se décrit comme une variété
analytique complexe, ce qui signifie que 'on puisse trouver une carte locale (U, 1)
au voisinage du point telle que 7(U) soit un ouvert de C™ pour un certain n € N,
avec la convention C% := {0}) est dense dans X (un point isolé de X étant auto-
matiquement considéré comme régulier). On note Xging = X \ Xyeq. Les adhérences
des composantes connexes de X.g sont dites composantes irréductibles de ’espace
analytique. L’union de ces composantes est égale & X. En un point z de X, la
dimension de X en z, notée dim, X est égale a dim,(.)(Aq) si (Ua,Ta) est une
carte locale autour de z (ceci ne dépend pas du choix de la carte). La fonction
z + dim, X reste constante sur les composantes irréducibles de X (on peut donc
se contenter de ne la calculer qu’aux points réguliers de chaque composante). On
dit que X est de dimension pure égale a p si toutes ses composantes irréductibles
sont de dimension p.

EXEMPLE 1.48. Tout sous-ensemble analytique fermé A d’une variété analy-
tique complexe X hérite bien str d’une structure d’espace analytique complexe
réduit ; le faisceau O = O 4 est dans ce cas le faisceau Ox /Z4. On peut aussi donner
des exemples d’espaces analytiques complexes non définis comme <« plongés > dans



1.4. LES OBJETS DE LA GEOMETRIE ANALYTIQUE COMPLEXE 41

une variété analytique complexe : les modeles de variétés toriques completes sim-
pliciales (mais non lisses), définis dans I'exemple 1.31 comme des orbifold (on peut
d’ailleurs les représenter comme des quotients géométriques suivant (1.25)), sont
des exemples de tels espaces analytiques complexes; ce sont en fait des modeles de
variétés algébriques singuliéres ; on ne peut pas nécessairement les plonger dans un
espace projectif PV (C) et ce ne sont donc pas toujours des variétés projectives (cela
dépend en fait de ’éventail).

Sur un espace analytique complexe réduit, on peut définir le faisceau Ox des fonc-
tions holomorphes sur X,eg et localement bornées. Si X est irréductible, les anneaux
Ox . sont integres et 'on peut définir leurs corps des fractions Mx . et donc le
faisceau M x correspondant, dit faisceau des fonctions méromorphes (ou réguliéres)
sur X 33,

D’apres le théoreme 1.44, on a O x C Mx (avec d’ailleurs existence de dénominateurs
universels locaux). Pour z € X 6}(,1 est en fait la cloture intégrale de Ox ., dans
Mx ., i.e. pour chaque z € X, 6)(72 est I’ensemble des éléments ¢, de M x . satis-
faisant une relation de dépendance intégrale < monique > (i.e.  coeflicient dominant
égal A 1) 1 M + 01M" 1 + ...+ op, 01,00 € Ox

On connait d’autre part le célebre théoréme de Riemann affirmant que, si X est
une variété analytique complexe de dimension n, A un sous-ensemble analytique de
X de codimension 1, et f une fonction holomorphe dans X \ A telle que

(1.31) Vze X, U, CcC X, sup [f(¢)] < +oo,
CeU.\A

alors f se prolonge en une fonction holomorphe sur X tout entiere 4. Lorsque A est
de codimension supérieure o égale a 2, 'hypothese (1.31) est d’ailleurs superflue,
puisque l'on sait, d’apres le théoréme de Hartogs (voir le cours de P. Charpentier,
théoréme I1.3.1, pour un cas particulier, et [De0], chapitre 2, proposition 6.1, pour

33. Si X n’est plus irréductible, M x est simplement un faisceau d’anneaux, ’anneau des frac-
tions Mx , de Ox . étant réalisé en quotientant les éléments de Ox . par les éléments non
diviseurs de zéro dans cet anneau; ce qui suit reste vrai.

34. A ce propos, il nous parait important de mentionner ici qu’il est équivalent de dire que
f admet un prolongement & D’(X) en tant que distribution sur X et que f est la restriction &
X \ A d’une fonction méromorphe sur X, de lieu polaire inclus dans A. Ce résultat important
(trop peu connu, méme en dimension 1, par exemple dans un ouvert de C), qui met en lumiere
toute la force de la théorie des distributions et des courants que nous reprendrons au chapitre 2 au
service de la géométrie complexe, résulte d’un célebre théoréme de Laurent Schwartz [Sch], que
l’on peut méme préciser comme suit (& la lumiére des approches plus récentes [HL, CoH]) : si A
est défini localement comme {h4 = 0}, un prolongement au sens des distributions de la fonction
méromorphe f, a poles le long de A, est donné par

o €D(X) s lim (=) dVx(2).
=0t Jihg|>e

ou dVx est la (n,n)-forme volume sur X. Réciproquement, si une fonction f, holomorphe dans
X \ A, admet un prolongement T au sens des distributions dans X tout entiere, alors, dans un
ouvert relativement compact arbitraire U ou A est défini comme le lieu des zéros de la fonction
holomorphe h 4,7, h]X,UTf est telle que g(hXUTf) = 0 pour N assez grand (dépendant de I'ouvert
relativement compact sur lequel on se place), d’ou il résulte (par hypoellipticité de 'opérateur 9,
voir le cours de P. Charpentier [Charp]|) que hXUTf représente en tant que distribution, dans cet
ouvert U, une fonction holomorphe gy, ce qui implique que f = gU/hXU est bien méromorphe
dans U, a poles le long de ANU.
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Pénoncé général) qu’il est toujours possible de prolonger une fonction holomorphe
sur une variété analytique complexe au travers d’un sous-ensemble analytique de
codimension au moins égale a 2 .

Au contraire de ce qui se passe sur une variété analytique complexe X (équipée de
son faisceau structurel Ox), le théoréme de Riemann s’avere en défaut sur un espace
analytique complexe réduit (X, Ox) : il est en effet possible qu’il existe des fonctions
holomorphes sur X, (sous-ensemble dense de X) au voisinage d’un point singulier
z de X, ce qui est aisé a définir puisque X,eg st une variété analytique complexe,
bornées sur X,., au voisinage de z, mais ne définissant pas un élément de Ox 35,
C’est pour pallier a ce défaut que ’on introduit, pour un espace analytique complexe
réduit (X, Ox), les concept de normalité en un point z donné et de normalité en
tout point. On souhaite en effet disposer sur un espace analytique complexe réduit
(X,Ox) du théoréme de Riemann.

DEFINITION 1.49. Un espace analytique complexe réduit est dit normal en un
point z si et seulement si Ox . = Ox .. L’espace est dit normal si et seulement si
cela est vrai en tout point z de X.

Lorsqu’un espace analytique complexe réduit n’est pas normal, on peut le norma-
liser au sens suivant :

THEOREME 1.50. (dii encore & Oka). Soit X un espace analytique compleze
réduit. Il existe toujours une normalisation de X, c’est-a-dire une paire (X, )
constituée d’un espace analytique normal X et d’une projection propre m : X — X
a fibres =1 ({z}) finies pour tout z, tels que X \ 77 (Xging) soit dense dans X et
que 7 réalise un isomorphisme analytique entre X \ 7 (Xsing) et Xreg- De plus, s’il
existe deux telles normalisations (X1,m) et (X2,m2), X1 et Xo sont isomorphes
en temps qu’espaces analytiques complexes, ce qui assure l'unicité (a isomorphisme

pres) de la normalisation de X .

DEMONSTRATION. Nous esquissons juste ici une preuve, essentiellement pour
indiquer une méthode effective de construction. Nous indiquons juste ici le principe
de la réalisation de la nomalisation dans le cas ou X est un sous-ensemble analytique
irréductible A d’un voisinage U de 0 € A dans C™. On suppose le voisinage assez
petit pour que l'on puisse disposer du dénominateur universel h d’Oka (théoreme
1.44) et que les germes des fonctions fi, ..., fr, (comme fonctions méromorphes au
voisinage de A) en un point quelconque z € A constituent des représentants d’un
systeme de générateurs de (f’)vA’Z ((5,4& = (’)A,z[f'l,...,fm]). Notons que 'on peut
supposer A, connexe, écrire f; = g;/h sur Aeg, g1,-.., gm €tant des fonctions
holomorphes dans X, et toujours supposer que chaque f;, j = 1, ..., m, satisfait une
équation de dépendance intégrale < monique >
(1.32) 9+ A o+ A (2) =0
dans A, Aj 1, ..., Aj p; étant des fonctions holomorphes sur A, i.e. des sections glo-
bales du faisceau structurel O 4 (quitte & restreindre A & un voisinage de Porigine).

35. Par exemple ¢ :t € D(0,¢) — (t3,12) est une paramétrisation holomorphe injective au
voisinage de l'origine dans C? du sous-ensemble analytique A défini par I’équation zf — zg’ =0
(car 2 et 3 sont premiers entre eux). La fonction z + ¢~!(2) est holomorphe sur Acg, bornée sur
A, mais il ne saurait exister de fonction H holomorphe au voisinage de 'origine dans C? telle que
H(t3,t%) = t, ce qui prouve que »~! ne peut donc pas définir au niveau des germes en (0,0) un
élément de O 4 (0,0)-
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La normalisation A de A au voisinage de 0 s’obtient en prenant ’adhérence A dans
A x C™ du graphe de

Z = (fl(z)a ) fm('z))

au dessus de Aeg, la projection m étant alors la projection de ce sous-ensemble
analytique de A x C™ sur l'espace des n premieres coordonnées. On a

A:={(z,w) € X xC"; h(z)w; = gj(2), j=1,...,m}.

La projection 7 est propre de A dans A du fait que les f; satisfassent les équations de
dépendance intégrale (1.32). Si ¢ est une fonction holomorphe bornée sur ng, zZ
q(z, f(2)) est une fonction holomorphe bornée sur A,c,, donc définit au voisinage
de 0 une section de O x, section qui s’écrit

1z, f(2)) = Q(z, f1(2), -, fm(2)) ,
ou Q(+,Z1, ..., ) est un polynoéme, ce qui implique que ¢ se prolonge bien en une
fonction holomorphe sur A. Ceci implique la normalité et donc le fait que 4 5 A
soit une normalisation au dessus d’un voisinage de l'origine. Il suffit ensuite de
recoller les normalisations locales pour construire une normalisation globale. Pour
plus de détails, voir [De0], chapitre 2, section 7.3. |

1.4.6. Eclatements, résolution des singularités. Le concept géométrique
d’éclatement jouera pour nous un réle important. Etant donné un faisceau cohérent
d’idéaux Z sur une variété analytique complexe, nous serons en effet amenés a
exploiter I’éclatement normalisé de X suivant le faisceau d’idéauz T (ou encore de
centre le faisceau d’idéaux T). Il nous faut donc ici définir ce que ’on entend par 1a,
d’autant plus qu’il s’agit (& < isomorphisme pres ») d’une construction géométrique
intrinsequement liée au faisceau d’idéaux Z. Il s’agit de la concaténation de deux
opérations :

— Déclatement de X suivantZ (ou de centre T), consistant en la réalisation d’un

espace analytique complexe irréductible X7 (de méme dimension que X),
couplé avec la donnée d’une projection holomorphe surjective 7 : X7 — X,
telle que le faisceau image inverse Z - Ox, de Z par w soit inversible (le
support de Ox,/Z - Ox, est une hypersurface Hz de Xz) et que 7 réalise
un biholomorphisme entre X \ Supp (Ox/Z) et X7 \ Hz;

— la normalisation X7 =5 X7 de I’espace analytique complexe X7, telle qu’elle

est décrite au théoreme 1.50.
L’éclatement normalisé de X suivant Z est dans ce cas X7 TN X et le faisceau
image inverse 7 ~OX—I via womy est encore inversible (le support du faisceau quotient
est une hypersurface H de X71) On note 7z v = mo 7wy et H, les composantes
irréductibles de I’hypersurface H ainsi construite.
Comme X7 est normal, et donc que les anneaux O)Tz,z sont réguliers en codimension

136 on peut associer un diviseur de Weil

(1.33) Dr:=Y m,H,
v

36. Ceci permet aussi d’assurer qu’ici les notions de diviseur de Weil et de diviseur de Cartier
coincident et qu’a tout H-, on sait associer un certain diviseur de Cartier D, = (Uq, Sa). Il reste
a déterminer, en un point régulier ¢y de H,, quelle puissance minimale m, des sqa,s. divise tous

les (fOﬂI’N)C,Y, fez.
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au faisceau cohérent d’idéaux 75 5 [Z]; pour cela, on pose par définition (voir aussi
en bas de page la note supra) :

0% ¢, )

1.34 =1 (
(1.34) my = longueur{ — Ox. ..

siZ-Ox; ¢, désigne le faisceau image inverse de Z wia I'application 7z n et (, le
point générique de H,,. Ce diviseur est appelé diviseur exceptionnel de I’éclatement

_ Ty
normalisé Xz % X . Voir aussi bien str [Hir] et également [Tel, Te2] pour un
approfondissement de ces notions.

Le caractere intrinseque de 1’éclatement normalisé lui est conféré par la propriété
d’universalité suivante (cette propriété essentielle en assure I'unicité a isomorphisme
entre espaces analytiques pres).

PROPOSITION 1.7. (universalité de 1’éclatement normalisé) Soit X une
variété analytique complexe, T un faisceau cohérent d’idéaux de Ox. L’éclatement

. =—TLN ) A L = T
normalisé Xz — X de X suivant Z a la propriété d’universalité suivante : st X —
X est un morphisme d’espaces analytiques tel que X soit normal et le faisceau image
inverse 1 - O inversible, alors T se factorise de mcgiére unique en T = T N © Tz,
ou Tz est un morphismes d’espaces analytiques de X dans l’éclatement normalisé
X7.

Nous mentionnerons ici sous deux angles différents (géométrique, puis algébrique)
comment réaliser effectivement 1’éclatement d’une variété analytique complexe X
suivant un faisceau cohérent d’idéaux Z.

a) Le cas o0 Z =TIy, ot Y est une sous-variété.

La construction est par exemple présentée au chapitre 7, paragraphe 12, de [De0].

L’éclatement de X suivant Y (ou < le long de Y ») est défini géométriquement
comme un fibré holomorphe de base Y et de rang codimY . La fibre au dessus de
y €Y est le projectivisé P(IN,) de 'espace N, de toutes les directions orthogonales
a Y au point y (i.e. le C-espace vectoriel obtenu en quotientant N, \ {0} par la
relation de colinéarité). Le fibré ainsi construit au dessus de Y est le fibré quotient
T(X))y/T(Y), ot T(X) est le fibré tangent complexe a X et T'(Y) le fibré tangent
complexe & Y, considéré comme sous-fibré de la restriction 7'(X )y du fibré T'(X)
au dessus de la sous-variété Y. Si la sous-variété Y (de dimension p) est définie
dans un ouvert U comme

Vi={z€X; fi(z) = = fap(2) =0},

ou fi, ..., fn—p sont des fonctions holomorphes dans U telles que dfi A- - - Adfr,—p # 0
sur Y N U, l'éclatement de U suivant Zyny peut étre décrit a isomorphisme de
variétés analytiques prés comme I'adhérence dans U x P?"~P~1(C) du graphe de
I’application

ze€U\NY = [f1(2) : - ¢ faep(2)].
Ce graphe est défini comme l'ensemble des points (z, w1 : ... : wy—p]) de la variété
U x P"=P=1(C) tels que
wle(z)_U)Qfl(z) = ’lUQfg(Z)—U}ng(Z) == wnfpflfnfp(z)_wnfpfnfpfl(Z) =0.

Il s’agit d’un sous-ensemble analytique (en fait une sous-variété) de U x P"=P~1(C)
définie comme une intersection complete globale de dimension n (par n —p — 1
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FIGURE 4. L’éclatement de C" le long de Y = {0}

équations dans une variété analytique complexe de dimension n+ (n —p — 1)). La
projection 7 : Uz, — U est alors donnée par la projection

(z,Jwy -t wp_p]) — 2z € U.

L’image réciproque 7~ 1(Y) est 'hypersurface lisse Hy,y := (Y NU) x P*~P=1(C)
et 7 réalise bien un biholomorphisme entre Xz, \ Hy,y et U\ Y. La construction
de I’éclatement de C™ suivant 'origine est figurée schématiquement sur la figure 4
ci-dessus. Celui, plus généralement, de X suivant une sous-variété Y, est illustré
sur la figure 5.

b) L’éclatement de X suivant un faisceau cohérent d’idéaux quelconque.

Pour donner une vision concréte de I'espace analytique X7 = X complexe construit
par ce procédé d’éclatement (en méme temps que la projection ), nous présentons
la description géométrique proposée par exemple dans [Smil], section 7.4. Si U est
un ouvert de X tel que (f1, ..., fn) solent m éléments de O(U) de maniére & ce que
Z. = ((f1)zs - (fm):) pour tout z € U, I'éclatement Uz, de U suivant Z);; peut
étre décrit (& isomorphisme entre espaces analytiques preés) comme 'adhérence dans
U x P™~1(C) du graphe de 'application

z€ U\ Supp (Ou/Liy) = [f1(2) -+« fm(2)].
La projection m : Uz, = U est alors donnée par la projection

(zy[wy -t wy]) = 2z€U.
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FIGURE 5. L’éclatement de X le long d’une sous-variété Y’

Il n’est pas évident (et nous I'admettrons) que cette construction d’espace analy-
tique complexe au dessus de U ne dépende (& isomorphisme entre espaces ana-
lytiques prés) que du faisceau cohérent Zj; et non du systeme de générateurs
(f1, -, fm) choisi dans O(U)! L’image réciproque par m du support du faisceau
quotient Oy /Zy (i.e. le lieu des zéros communs des f;, j = 1,...,m, dans U) est
une hypersurface de U x Pm~1(C). 1l s’agit en effet d'un sous-ensemble analy-
tique de U x P™~1(C). Ce sous-ensemble analytique ne saurait en effet présenter
de composante irréductible de codimension supérieure ou égale a deux en vertu
du théoréme de Hartogs (voir par exemple la proposition 6.1 dans [De0]) : si tel
était le cas, la fonction z — [fi(7(2)) : --+ : fi(w(2))] resterait bornée au voi-
sinage d'un point zy générique d’une telle composante, ce qui contredirait le fait
qu’au point 7(2g), on ait f1(7(z0)) = -+ = fm(7(20)) = 0! L’ensemble analytique
71 (Supp (O /Zyy)) est donc bien une hypersurface Hz et m réalise un biholo-
morphisme entre Uz, \ Hzy et U\ {f1 = --- = fi, = 0} = U \ Supp (Ov/Iv).
Cette description géométrique de I'éclatement Uz, de U suivant le faisceau d’idéaux
cohérent Z);; suffira ultérieurement & nos besoins (bien que non schématique, donc
ne rendant qu’imparfaitement compte des propriétés de nature algébrique).

La notion de cloture intégrale d’un idéal dans un anneau commutatif (ou ici d’un
faisceau cohérent d’idéaux Z dans Ox) est tres lice a celle d’éclatement normalisé.
Comme elle est aussi étroitement liée a un ingrédient important de la géométrie
complexe, le théoréme de Briangon-Skoda ([BriS]), nous devons la rappeler ici.

Commengons par une définition tres algébrique :

DEFINITION 1.51. Soit A un anneau commutatif et T un idéal de A ; on appelle
cloture intégrale de T dans A I'idéal I de A constitué des éléments a de A satisfaissant



1.4. LES OBJETS DE LA GEOMETRIE ANALYTIQUE COMPLEXE 47

une équation de dépendance intégrale <« homogene > :
N N-1
a” +uia +--+uny =0,

avec up € IF, k = 1,2,...,N, ce qui est aussi équivalent & dire que a7, considéré
comme élément de algebre graduée A[T], est entier sur I’algebre de Rees

I=A0IToPT? .. = PIFTF c A1),
k=0

i.e. satisfait une relation de dépendance intégrale <« monique > :
M
(@)™ + 3 (aT)M5;(T) , ur(T), ..., up (T) €L
j=1

Si X est une variété analytique complexe, Z un faisceau cohérent d’idéaux, nous
pouvons considérer le faisceau cohérent Z, ot1, pour chaque z € X, Z, désigne la
cloture intégrale de Z, dans Ox .. La cohérence du faisceau d’idéaux 7 ainsi défini
résulte par exemple du théoreme de Grauert sur le transport de la cohérence par
image directe [Grau], tel qu’il a été présenté dans la section 1.4.3, couplé avec
I’énoncé de la proposition 1.8 suivante.

PROPOSITION 1.8. Soit U un ouvert de X et f une section globale du faisceau
d’idéauz T dansU. Sim : X7 = X désigne l’éclatement normalisé et Dz le diviseur
exceptionnel de cet éclatement (voir (1.33), le diviseur de Cartier div(f o) est tel
que

div(fom) > Dz,
ce qui signifie que, pour chaque composante H., de 7= (Supp (Ox /I)) intersectant
7 1(U), on ait

O%z0 )1 )
f Oz i)
au point générique x, de H,, ou les m, ont été définis en (1.34). Ceci équivaut a
l'inclusion
(1.36) F O 1) C T (O |1 (v)-

Réciproquement, si les conditions (1.85) ou (1.86) sont remplies, f est une section
globale du faisceau d’idéaux L dans U.

(1.35) longueur ( ) > my

DEMONSTRATION. La premiere affirmation résulte de la remarque importante
suivante : si f, est dans Z,, il résulte de ’existence d’une relation de dépendance
intégrale

N ru N un =0
dans un voisinage de z, avec uy € (Z.)* pour k=1,..., N, que

[/ < Csup(|frl, .., [fml])

au voisinage de z si (f1)z, ..., (fm). sont des générateurs de Z,. En remontant sur
I’éclatement normalisé X7 par composition a droite avec m, on constate que la
fonction f o s’annule le long de chaque composante H., de 7 !(Supp(Ox/T))
intersectant 7~(U) & un ordre au moins égal au minimum de ceux auxquels s’an-
nulent sur H, les éléments de Z(Ox; ). La seconde affirmation (réciproque) est
plus délicate et fera appel au théoréeme de Briangon-Skoda que nous mentionnerons
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FIGURE 6. Le théoreme de résolution des singularités de H. Hi-
ronaka (1964) : d’un faisceau Zy C Ox & un faisceau inversible a
croisements normaux Zy - O ¢

au chapitres 2 (section 2.5.4). Sa preuve nécessitera en fait le recours aux méthodes
L? (développées par H. Skoda dans [Skod]) et nous la donnerons en toute fin de
chapitre 4 (corollaire 4.10). O

REMARQUE 1.52. Nous n’entrerons pas dans ce cours dans la théorie des schémas.
Il nous parait néanmoins important de mentionner que 1’éclatement de X suivant
un faisceau cohérent d’idéaux Z se réalise du point de vue schématique comme

X1 = Proj (ézk),
k=0

tandis que ’éclatement normalisé se réalise, lui, schématiquement par

X7 = Proj (éf’“) = Proj (éﬁ)
k=0 k=0

Nous renvoyons & [LeT] pour plus de détails ici et & [Hal] pour l'introduction au
langage des schémas.

Le théoréme de résolution des singularités, prouvé par H. Hironaka dans [Hir|, nous
sera tres souvent utile, quand bien méme ce ne serait que comme outil intermédiaire
pour justifier 'existence d’objets (courants résiduels, holonomie au sens de J.E.
Bjork des courants d’intégration, etc.) qui pour nous seront précieux. En voici donc
I’énoncé, illustré schématiquement sur la figure 6. Nous ’admettrons bien str.

THEOREME 1.53. (résolution des singularités) Soit X un espace analytique
compleze irréductible de dimension n et Y un sous-espace analytique contenant
Xsing- Il existe une variété analytique complexe )N(y de dimension n, une application
holomorphe propre Ty : Xy — X, telles que, si H= W;l(Y) :

— Dapplication my réalise un biholomorphisme entre )~(y \ HetX \Y;

— le faisceau d’idéauz Ly - O)?w image inverse par Ty du faisceau d’idéaux

Iy de Ox, est un faisceau inversible tel que le support du faisceau quotient
(’));Y /Ty - O)?y soit une hypersurface localement a croisements normaux,
i.e. dont l’équation en coordonnées locales ¢ = ({1, ..., (n) dans une carte au
voisinage de tout point est donnée par un monoéome en (1, ...,Cn.
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REMARQUE 1.54. D’apres la propriété universelle de 1’éclatement normalisé
(proposition 1.7), si Z est un faisceau cohérent d’idéaux sur une variété analytique
complexe X et si Y désigne le support de Ox/Z, une résolution 7y : X’y - X
des singularités se factorise de maniére unique en 7y = 7z y © ng ol 9)?y est

un morphisme d’espaces analytiques de X dans léclatement normalisé X7. Cette
remarque sera pour nous essentielle lorsque nous voudrons (& partir d'une résolution
des singularités) travailler sur des objets qui ne dépendent pas du choix de cette
résolution.

Application : les diviseurs de Weil principaux sur un espace analytique
complexe irréductible X. Un exemple typique d’application du théoreme 1.53
est celui ot Y = Xgin,. Si l'on considere un élément f de M(X), on peut lui asso-
cier un diviseur de Weil (i.e. un (n— 1)-cycle de X) deés qu’aucune des composantes
irréductibles du lieu des zéros-poles Y (f) de f n’est incluse dans Xgng (on prend
les composantes irréductibles de I’hypersurface Z(f) et, & chacune d’elles Z,(f),
on associe 'ordre de F, le long de (Z(f)). en un point z régulier). Si en revanche
une composante (Z(f)) est entierement dans Xging, on a recours a une résolution
des singularités >’ X5 X (ici Y = Xsing) et 'on calcule l'ordre de f o m sur les
composantes irréductibles W5 du support de Og/Zy - Og. Les images par 7 des
W5 sont des sous-ensembles analytiques irréductibles de X (d’apres le théoreme
de Remmert-Stein). Il y a certainement ici énormément de redondance, mais 1’on
retrouve parmi ces images 7(W5) la liste des Z,(f) qui se trouvaient étre des com-
posantes irréductibles de Xging. C'est 'ordre de f o le long de 'une (arbitraires)
des W5 se projetant par m en Z.,(f) qui nous donnera l'ordre m., de f le long
de Z,,(f). On peut ainsi associer a f un diviseur de Weil, noté div(f). Le sous-
groupe de du groupe des (n — 1)-cycles qui est engendré par les diviseurs de Weil
du type div(f), f € Mx, dits diviseurs de Weil principauz, est appelé sous-groupe
des diviseurs de Weil principaux.

DEFINITION 1.55. Si X est un espace analytique complexe irréductible de di-
mension n, le groupe de Chow A,_1(X) est le quotient du groupe des diviseurs de
WEeil par le sous-groupe des diviseurs de Weil principaux. On définit par induction
le groupe de Chow A,(X), p=n—1,n—2,..,1,0, comme le quotient du groupe
des p-cycles de X par le sous-groupe engendré par les diviseurs principaux divy (f),
f € M(Y), sur les sous-ensembles analytiques irréductibles Y de dimension p + 1
de X.

Les groupes de Chow jouent un role majeur en théorie de 'intersection et nous les
retrouverons plus loin dans le contexte des variétés algébriques telles P™(C) ou, plus
généralement, les variétés toriques compleétes simpliciales (voir 'exemple 1.31).

Nous concluons ici ce chapitre de présentation des principaux outils de la géométrie
complexe, qu’elle soit différentielle, hermitienne, ou analytique, telle que nous I’étu-
dierons dans ce cours.

37. C’est ici une maniere de faire, mais elle revient & utiliser un marteau-pilon! De fait, on
pouvait se contenter de prendre la normalisation X — X et d’utiliser le fait qu'un espace ana-
lytique réduit normal soit en tout point régulier en codimension 1, ce qui assure que ’on puisse
définir 'ordre de fom au point générique de toute hypersurface de la forme 7r_1(H), ou H est une
hypersurface analytique irréductible de X. C’est cet ordre que I’on prend pour ordreg (f). Pour
plus de détails, voir [Hal], Appendix A.






CHAPITRE 2

Le concept de positivité en géométrie complexe et
ses avatars

2.1. Formes différentielles, courants, courants positifs

2.1.1. Formes positives ou fortement positives sur un C-espace vec-
toriel. Tout C-espace vectoriel V' admet une orientation canonique, la régle étant

que la forme
n

(221.)71 A dz; Nz = [\ (day A dyg)
Jj=1 k=1

soit une forme volume; cette orientation est préservée par changement holomorphe
de coordonnées. Le fait que 'on puisse ainsi définir une orientation canonique sur
un C-espace vectoriel V' (donc en particulier sur l’espace tangent complexe T, (X)
au point courant z d’une variété analytique complexe de dimension n) implique
Iorientabilité d’une variété analytique complexe arbitraire X de dimension finie,
ce qui équivaut a disposer sur une telle variété d'une (n,n) forme volume positive
et ne s’annulant pas !. Savoir profiter de cette notion de positivité (que matérialise
le jeu des deux systemes (z1,...,2,) et (Z1,...,Zn) de coordonnées holomorphes et
anti-holomorphes) sera pour nous précieux ; la géométrie différentielle réelle n’a pas
a son service un tel outil!

DEFINITION 2.1. Si V est un C-espace vectoriel complexe équipé de son orien-
tation canonique, une (p,p)-forme p € AP? V* := AP V* @ AP V* est dite positive?
si et seulement o A \T_'(ia; A @) est une (n,n)-forme positive quelque soient
les éléments ax, ..., o —p du dual V*. La forme w est dite fortement positive si elle

se présente comme combinaison linéaire a coefficients positifs de formes du type
P

A (i85 AB;) s ot By ey By € V.

Jj=1

REMARQUE 2.2. Toute forme fortement positive, donc aussi par dualité toute
forme positive, est réelle, i.e. satisfait ¢ = @. Une (1, 1)-forme i}, hjrdz; A dzy,
sur un C-espace vectoriel V' est positive si et seulement si

Z Z hjdej ®d72'k : § — Zhjklgjgk

j=1k=1 gk

1. Une variété différentiable réelle de dimension N est dite orientable si et seulement si le fibré
déterminant AN T*(X) est trivialisable, i.e. s’il existe une section globale de ce fibré en droites
ne s’annulant pas, soit une forme volume. L’existence d’une telle forme volume permet, sur cette
variété, de disposer d’une théorie de l’intégration.

2. Ici, il faut comprendre < positif > par < positif ou nul > ; & ne pas confondre donc avec
les concepts de positivité, au sens de Griffiths ou de Nakano, qui seront introduits au chapitre 3
(définition 3.27).

51
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est une métrique hermitienne semi-positive sur V.

REMARQUE 2.3. Les notions de positivité et de forte positivité pour une (p, p)-
forme different pour 2 < p < n—2. Une (p, p)-forme positive ipzﬁ/\B n’est fortement
positive que si 8 se présente comme scindée comme produit extérieur de p éléments
de V*. Ceci n’est pas toujours le cas lorsque 2 < p <n — 2!

EXERCICE 2.4. Vérifier 'assertion de la remarque 2.3 et donner un exemple de
(p, p)-forme positive non fortement positive sur un C-espace vectoriel de dimension
n > 2.

Le produit extérieur de formes toutes fortement positives est bien stir une forme
fortement positive. Si toutes sauf une sont fortement positives, le produit extérieur
est une forme positive.

2.1.2. Courants sur une variété analytique complexe ; courants posi-
tifs. Dans cette section, on considere une variété analytique complexe X de dimen-
sion n, un fibré vectoriel complexe E — X (non nécessairement holomorphe) loca-
lement trivial et de rang m. Pour tout (p,q), 0 < p,q < n, on note D" P""9(X, F)
le C-espace vectoriel des sections globales du fibré (Ty """ ?)* @ E qui se trouvent
étre C'™° et a support compact.

DEFINITION 2.5. Le dual du C-espace vectoriel D" ~P"~9( X E) est par définition
le C-espace des courants de bidegré (p,q) (on les appelle aussi (p, g)-courants) et de
dimension (n — p,n — q), & valeurs dans le fibré dual E* — X.

REMARQUE 2.6. On note en général ce dual indifférement D;,_,,,,_ (X, E*) ou
D/P"I(X , E*). On privilégiera plutét dans ce cours la seconde notation, le point de
vue étant, dans le cas ou F — X est le fibré trivial X x C — C, de pouvoir concevoir
les courants de bi-degré (p,q) comme les (p, ¢)-formes différentielles a coefficients

distributions; ceci s’avere souvent commode.

Si (e1, ..., &m) est un repére pour le fibré E — X au dessus de ouvert de carte U et
si o € D" P"4(U, E), on peut exprimer ¢ en coordonnées locales (z1, ..., z,) dans
V =7(U) C C" sous la forme ¢ = 37" | ¢; ® ¢, ot

pj = E ejrrdzy NdZk, @ik € D(V,C),
1<j1 <+ <jp_p<n
1<k <oehon tain

en convenant que J et K sont respectivement les (n — p)-uplets et (n — g)-uplets
ordonnés de maniere strictement croissante {j1, ..., jn—p} €t {j1, ..., Jn—q} €t que

n—p n—q
dzy = /\ dz;, , dZg = /\ dzy, .
1=1 =1

Un élément de D'P9(X, E*) se représente, lui, dans I'ouvert U (en coordonnées
locales dans V' = 7(U)), sous la forme T = Z;n:l 17 ® e}, ou l'on peut convenir
d’exprimer chaque T7 sous la forme

T = oo 1Kz Nz, TR e D/(V,C).

1§ji<»-»<j;§n
1<ki <<kl <n
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On conviendra alors que le crochet de dualité (T, ) est défini par

<T, g0> = (721)” E E €JK Tj’JC’KC (SOj,J,K) y
j=1 |J|=n-p
|K|=n—q

oun J¢ := {1,..,n} \ J, K¢ := {1,...,n} \ K (ordonnés de maniére strictement
croissante) et €7 g = £1 est défini par

1"dzyje NdZge Ndzy NdZg = 2n€J7K /\ (dxk AN dyk)
k=1
Lorsque E est le fibré trivial X x C — X, la notion de courant positif jouera un tres
grand role. On notera D" P"~4(X,C) = D" P"~4(X) et DP4(X,C) = DPI(X).

DEFINITION 2.7. Un courant T' € D,p’p(X, C) est dit positif? si et seulement
(T, ¢) > 0 pour toute (n—p,n—p) forme p € D" P"~P(X) telle que, pour chaque z
dans X, () soit une forme fortement positive en tant qu’élément de (T"~P"~9)% .
Le courant est dit fortement positif si ceci est vrai pour toutes les formes ¢ €
Dn—Pn=P(X) qui sont seulement positives en tout point z de X.

REMARQUE 2.8. Si T = ZJ’K T Kdzy A dZg est un (p,p)-courant positif,

2 . .
les mesures i? T/ sont des mesures positives (il suffit de tester T sur la forme

fortement positive in=P)? g ge AdZ j¢), les mesures complexes T/ vérifient T57 =

T7K (par dualité, puisque T est réel sur les formes positives) et, si A1, ..., A, sont des
coefficients positifs ou nuls arbitraires, on a I'importante inégalité entre mesures :

(2.1) AAg[TPE <omr N A TMM D A =T Asi L e {1,.,n)
KNJCMCKUJ leL

On admet ici cette inégalité (on peut I’établir en exercice en testant convenablement

T sur i dzze A dZke). On trouvera la preuve dans [De0] (proposition 1.14,

chapitre 3).

EXERCICE 2.9. Reprendre en exercice la preuve de la proposition 1.14 de [De0]
(chapitre 3) conduisant aux inégalités (2.1). Si I'on note 7, la forme volume cano-
nique sur C" définie par 7, := A, (dxr A dyi), on fera les estimations apres avoir
noté

TJ’KTn = Z €l N Ve
e=(@1,e s @n—p)EFy 7
ol €, = 1,47 et
n—p

=1

=1

(dzj, +1i%'dzg,) A (dzi, +i¥1dzj,).

o .

On aboutit ainsi a l'inégalité
n—p
Ty <T A (idzj, A dzZj, + idz, A dZy,)
=1
qui permet de conclure.

3. Méme remarque que dans la définition 2.1; < positif > signifie toujours ici < positif ou
nul >.
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REMARQUE 2.10. Le fait qu'un (p, p)-courant positif fermé T sur une variété
analytique complexe soit nécessairement (voir la remarque 2.8) & coefficients me-
sures a cette (souvent utile) conséquence : il est d’ordre 0. Si en plus il est fermé
(dT' = 0), il est identiquement nul dés que son support est porté par un sous-
ensemble analytique de X de codimension strictement supérieure a p. Ceci se voit
en < testant » l'action du courant au voisinage d’un point régulier de son sup-
port (supposé de dimension strictement inférieure & n — p). Nous utiliserons cette
remarque fréquemment dans la suite du cours; elle vaut bien sir pour tout (p,p)-
courant d’ordre 0 (i.e. & coefficients mesures) sur X tel que dT" soit aussi d’ordre 0;
un tel courant est dit normal (voir le théoréme 2.10 dans [De0], chapitre 3, et son
corollaire 2.11).

EXEMPLE 2.11. Si u est localement une fonction plurisousharmonique® et est
localement intégrable dans X, le courant dd°u := (i/2m)90u est un courant positif
fermé. De plus, localement sur X, tout (1,1)-courant T positif fermé s’écrit dd°u,
ou u est plurisousharmonique et localement intégrable. On peut en effet localement
(dans U, que l'on suppose tel que 7(U) = V soit un voisinage étoilé de 1'origine
dans C") écrire —iT = dS, out § = S0 + 5%! est un 1-courant (c’est le lemme de
Poincaré dans le voisinage étoilé V') ; comme T est positif, —iT" est réel (remarque
2.8), donc S aussi, d’ou S%! = S1.0. On a donc 9S = 0, d’ou, d’apres le lemme
de Dolbeault (exactitude locale du complexe de Dolbeault ®, quitte & restreindre U
et & supposer que V est un polydisque), S = dv, v € D'(U,C); on remarque que
—iT = 092 Rev]. La positivité de T implique que la distribution 2Re (v) admet un
représentant localement intégrable de plus plurisousharmonique (voir le théoreme
5.8, chapitre 1, paragraphe 5, de [De0]), ce qui implique que le (1, 1)-courant positif
fermé T puisse s’écrire dd®u, avec u plurisousharmonique.

EXEMPLE 2.12. Les (1, 1) courants positifs fermés (donc localement de la forme
dd®u, avec u plurisousharmonique, voir ’exemple 2.11) peuvent étre multipliés sui-
vant un procédé d’< intégration par parties >, a condition toutefois que les fonctions
plurisousharmoniques u;, j = 1, ...,p en jeu soient toutes localement bornées :

(2.2) ddCuy A+ A ddeuy = dd® [uydduy o - A ddu ]

le membre de droite dans 1’égalité ci-dessus a un sens (au sens distributions) par
induction, a condition que ’on sache montrer que si T est un courant positif fermé,
il en est de méme du courant dd°u AT := dd°[uT] lorsque u est une fonction plu-
risousharmonique localement bornée. Ceci dernier fait se prouve par régularisation
de u par convolution, ce qui permet de remplacer u par la fonction plurisousharmo-
nique régularisante u*) = u x py, ot (pr)k est une approximation C*° de la masse
de Dirac dans C™. Par convergence faible de dd°[u®)T] vers dd°[uT], on voit que
dd¢[uT] est un courant positif. Le scénario inductif (2.2) permet donc de définir les
courants positifs fermés
ddup A -+ A dduy

lorsque les uj, j = 1,...,p, sont des fonctions plurisousharmoniques localement
bornées.

4. Soit une fonction & valeurs dans [—o0,+oo[, semi-continue supérieurement, et sous-
harmonique sur la trace de toute droite complexe sur 'ouvert de définition.

5. On applique ici le lemme de Dolbeault, voir le cours de P. Charpentier [Charp], proposition
11.3.2, ou aussi [De0], chapitre 1, section 3E.
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EXEMPLE 2.13. (une construction géométrique a titre d’exercice). Il
est naturel de vouloir s’affranchir de I'hypothese contraignante que les fonctions
plurisousharmoniques u; impliquées dans la construction inductive (2.2) soient lo-
calement bornées. Un exemple particulier important est celui ou X est un ouvert
U de C" et ott T = dd®[log(|f1]*> + -+ + |fml?)], ou fi,..., frn sont des fonctions
holomorphes dans U. La fonction log || f]|? = log(|fi|* + -+ + | fm|?) est bien une
fonction plurisousharmonique localement intégrable ® dans U, ce qui implique que T’
soit un courant positif fermé (exemple 2.11). Cependant, la méthode proposée dans
I’exemple 2.12 pour construire les puissances extérieures successives T, T AT, ..., du
courant T se trouve prise en défaut ici car log || f||? n’est plus une fonction locale-
ment bornée! Il est néanmoins possible de mettre en ceuvre le procédé d’intégration
par parties introduit dans I'exemple 2.12 pour calculer dd®ug A --- A dd°u; pour
k = 1,...,p, pourvu que les ensembles Sing(ui),...,Sing(u,) des < lieux singu-
liers > des fonctions ui,...,u, (Sing(u;) est par définition le complémentaire de
I'ensemble des points de X au voisinage desquels u; est localement bornée) soient
tels que Sing(u;) C Aj, out A; est un sous-ensemble analytique fermé de X, avec

(2.3) Vk=1,..,p, V1<ji < - <jp <p, codim(4;, N---NA4;)<k.

Pour une preuve de ce résultat difficile (fondé sur le recours aux inégalités de Chern-
Nirenberg), nous renvoyons au théoréme 4.5 (corollaire 4.11) dans [De0]. Pour
revenir au cas du courant T = dd¢log|| f||?] lorsque fi,..., f, sont m fonctions
holomorphes dans un ouvert U de C", le calcul (suivant le procédé décrit dans
lexemple 2.12) des puissances extérieures de T' est donc possible (si 'on admet le

résultat mentionné ici) jusqu’a lordre p = codim {f; = --- = f,, = 0}. En effet, la
condition (2.3) est bien remplie puisque Sing(log||f[|?) = {f1 = -+ = fm = 0} et
que tous les A;, j =1, ..., p peuvent étre pris égaux & {f1 = --- = f,,, = 0} dans ce

cas particulier. Au dela de la puissance extérieure p-ieme, la condition (2.3) est en
défaut et on ne peut plus I'invoquer pour construire 7\* pour

kE>p=codim({fi=-=fm=0}).

Nous allons ici présenter a titre d’exercice une démarche différente, plus géométrique
dans la mesure ou elle permet de donner un sens a toutes les puissances successives
de T lorsque T' = dd°[log |s|?], s désignant une section holomorphe d’un fibré her-
mitien holomorphe (E — X,| |) de rang m au dessus d’une variété analytique
complexe X. Le cas mentionné ci-dessus correspond au cas ou (E — X,| |) est le
fibré trivial X x C™, la métrique étant la métrique usuelle dans C™ ; notons toute-
fois que, méme dans ce cas, nous ne limiterons pas notre définition des puissances
successives de T' a un ordre au plus égal a la codimension du lieu des zéros de la sec-
tion s. Le courant (dd°[log|s|?])¥, s’il reste un courant O et d-fermé n’est d’ailleurs
plus en général un courant positif et il n’est nullement évident (nous le montrerons
néanmoins ci dessous) qu’il s’agit d’un courant & coefficients < mesures >, comme
c’est le cas lorsque m = 1 du fait de la formule de Lelong-Poincaré (1.16). Pour
tout k = 1,...,n, nous indiquons un procédé inspiré de celui proposé dans I’exemple
2.12 pour définir de maniére naturelle la k-eme puissance extérieure de dd¢[log |s|?]
en en < séparant > la contribution localisée sur le lieu singulier (ici le sous-ensemble

6. Les singularités sont logarithmiques, donc intégrables. Pour une justification de la locale
intégrabilité de log || f||? (cela vaudra aussi plus loin pour log |s|2), on peut invoquer (voir I’exemple
2.15) l'inégalité de Lojasiewicz (2.9) mentionnée précisément & propos de cet exemple 2.15 & venir.



56 2. LE CONCEPT DE POSITIVITE EN GEOMETRIE COMPLEXE ET SES AVATARS

analytique Y C X ou la section s s’annule) de la contribution « diffuse > sur le lieu
régulier (& savoir 'ouvert X \ V).
Soit donc k € {1,...,n}, n := dim X. Etant donné un parametre complexe A de
partie réelle arbitrairement grande”, nous pouvons définir un (k, k) courant dans
tout ouvert relativement compact U de X en posant

1 \—

(dd*)§(log |s?)yy = (5= )Dls* A Dllog |s[?] A (dd“log |s[*))*~!
i
als|*  als?
A

s> s?

s 2
(2.4) = a1 (aaiog 7)) ~ [sf2 (da og Js2])

= s A (dd[log |s|?])*

Nous souhaitons faire en sorte que le parametre complexe A puisse étre pris égal
a 0 et que l'on puisse ainsi récupérer un (1, 1)-courant d-fermé (méme en fait 0 et
0 fermé), non nécessairement positif (3 moins que le fibré ne soit trivial), mais en
tout cas a coefficients < mesures >, de support dans le sous-ensemble analytique
fermé Y de X défini comme le lieu des zéros de la section s.

Pour ce faire, nous allons invoquer un outil « marteau-pilon » (malheureusement
inévitable ici), le théoréme 1.53 de résolution des singularités d’Hironaka, ’ensemble
Y étant ici le lieu des zéros communs de la section s, et la désingularisation

> T

Xy ™ X,
Nous pouvons, une fois cette désingularisation réalisée, la faire suivre d’un éclatement
normalisé (voir la section 1.4.6) de Xy suivant le faisceau cohérent d’idéaux J[s] :=

J[s]- O, , ot J[s] est un faisceau cohérent d’idéaux sur X que nous allons définir.

Considérons pour cela le fibré E* = A\' E* — X et le morphisme de < contrac-
tion > (dit aussi produit intérieur)

1 0
|, :E*= \E"+— ANE:=XxC

défini au dessus d’un ouvert U de X ou existe un repere local (eq, ..., €,,), par
Ll(€e(2) + -+ Emen(2)] == Y &05(2)
j=1

s(z) = Zaj(z)ej(z), VzeU.

Le faisceau cohérent d’idéaux J|[s| est défini de la maniére suivante : un élément
h, de Ox . est dans (J[s]). si et seulement si il existe une section holomorphe a
de E* au voisinage de z telle (] [a]). = h..

Notons maintenant

~ TrY,jK]
Xyvagw — X

7. Le choix de Re X assez grand dépend a priori de 'ouvert relativement compact U ou 'on
choisit de définir ce courant, vu que 1’on tache de faire en sorte que \s\”‘ s’annule suffisamment
sur {s = 0} pour compenser les singularités de la forme d[log |s|2] A (dd®[log |s|2])P~? ici exprimée

sur {s # 0}.
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I’enchainement de la désingularisation )?y ™ X et de I’éclatement
s \s] ~
2 Xy

=TyoTm %]) (notons que la projection ainsi construite est topologiquement

Xy 7%

(Ty 733

propre). Localement (dans un ouvert de carte (7@) sur la variété X

v .?[;]’ nous avons

(ﬂ'Y,j[vs])*s = 507(154@ )

ol 5, est, au dessus de U,, une section ne s’annulant pas du fibré (my, j[vs])*(E) et

S0, €st un monoéme. Sil’on utilise un atlas de X nous voyons que les 5o 3/50 o

Y, [s)’
définissent sur XY 775 le diviseur de Cartier dont le diviseur de Weil associé est le di-

viseur exceptionnel D ——, (effectif) associé & 'éclatement de Xy suivant I'idéal J [s]

~ Tls] (
Les données (U,, |sa\ ) déterminent, elles, une certaine métrique hermitienne sur

le fibré en droites L 7T correspondant & ce diviseur exceptionnel effectif D —— Gk La

premieére forme de Chern de ce fibré en droites s’exprime dans l'ouvert de carte U,

comme —dd®[log |s’,|?] := J[ 1 Les dd¢[log |s.,|?] se recollent donc en la premiere

forme de Chern 'cV*A[J du fibré hermitien dual L}Am, équipé de la métrique duale

de celle définie sur le fibré en droites L Gk On constate d’autre part que
A 2\ 680 880
(ry 770)" [ (@)K 08 5P ) | = 155 ol
(il s’agit ici, notons le, du pull-back d’une forme différentielle). On en déduit alors
que la fonction

So /\( [S]al

A = (dd®)5 (log |s]?)

(comprise cette fois comme une fonction & valeurs dans D'"¥(X)) se prolonge en
une fonction holomorphe dans un demi-plan Re A > —1/r pour un certain entier
r € N*, et que la valeur en A = 0 de ce prolongement vaut

(2.5) () log sy | = (ry ) [P 7] A @y )1

ou l'on a pris & droite I"image directe® du courant obtenu par multiplication du
< courant d’intégration » (multiplicités prises en compte) le long d’un diviseur &
croisements normaux (cette notion est immédiate & définir dans ce contexte parti-
culier ? car le support du diviseur est défini localement comme le lieu des zéros d’un
monome) par une (k — 1,k — 1)-forme C*°. Nous avons donc pu, avec les formules
(2.5), donner un sens au courant < valeur en A = 0> de A > (dd®)%(log|s|?)|y

8. L’action de 74T sur une forme test ¢ est définie comme ’action de T sur la forme ¢ o 7;
cette définition est licite si la projection 7 est propre, ce qui est le cas ici.

9. L’intégration d’une (n — 1,n — 1) forme test ¢ relativement au diviseur mH, ou H est une
sous-variété (e.g. un hyperplan de coordonnées) est immédiatement définie par

(i) ¢) = m | .

L’application ¢ € D"~ L~ 1(X) s ([mH], ) définit ici un (1,1)-courant que nous convenons
d’appeler le <« courant d’intégration > sur le diviseur mH et de noter [mH|. Si D est une somme
de tels diviseurs, [D] est défini comme la somme des [mH]. Nous définirons le courant d’intégration
[C] correspondant & un p-cycle C' d’'un espace analytique complexe dans une section suivante
(section 2.3).
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L’ambiguité reste ici toutefois que l'explicitation de ce courant fait appel a une
résolution des singularités, dont dépendent a la fois

%k

D ST ™am-

On levera partiellement cette ambiguité ultérieurement, en développant une ap-
proche différente (dans exemple 2.35), une fois armés d’une meilleure connaissance
de la pratique des courants positifs fermés.

On note toutefois que si explicitation du courant [(dd®)% (log |s|?)y]x=0 dépend de
la résolution des singularités introduite, sa définition au travers du prolongement
analytique, elle, n’en dépend pas! Le courant ainsi construit est un courant fermé
(méme 9 et d-fermé), d’ordre 0 (donc & coefficients <« mesures =), de support inclus
dans le support du faisceau quotient Ox /J[s], i.e. le lieu des zéros de la section
holomorphe s. Au travers de cet exemple, nous avons vu poindre 'intérét des outils
puissants de géométrie analytique tels le théoreme 1.53 ou le procédé d’éclatement
normalisé. Le mécanisme décrit ici, suggere, au travers de I'identité < formelle >

|S|2>‘

(dd)§(log |sf*)y = dd® | (dd*[log]s|*])" | — |5 (dd“[log |s[?])"

s} 1 2\
adr|(+ +10g 5P + > 008 101 (e rog 7))

~[s]**(dd°[log |s|*))*

> og |S B L
= e[ (rogsf? + 3 WP (o 52)
=1 ’

~[s|*(dd°[log s*))* ,

et en suivant la démarche proposée dans I'exemple 2.12, la possibilité de définir la
puissance k-ieme du courant dd®[log |s|?] comme

(26)  (ddflog s = [(da*)KCloglsf?)yy| o+ [Isf g ] .
En suivant la démarche développée pour I’étude du prolongement jusqu’en A = 0
de A — (dd®)5(log|s|?)|y (et le calcul de la < valeur > en A = 0), on montre-
rait de méme que la fonction A — |s|?*(dd°log|s|?)* se prolonge en une fonction
holomorphe au voisinage de A = 0, de valeur cette fois en ce point

(2.7) (1512 ddog s/2)1*] = (my 77+ [ @5 )"

il ’agit d’un courant d’ordre 0, & coefficients mesures, toujours 9 et J-fermé, image

directe d’un courant défini par une (k, k)-forme de classe C*° sur )Z'Y ok Le < can-

didat > & étre le produit (dd®log|s|?)* est ici la somme des deux courants de bidegré
(k, k), fermés et d’ordre 0, définis respectivement en (2.5) et (2.7) ; les deux contri-
butions & la décomposition (2.6), I'une <« localisée > sur le sous-ensemble analytique
fermé Y = Supp Ox /T [s], Vautre < diffuse » sur son complémentaire ouvert X \Y,
sont données précisément par les (k, k) courants fermés et d’ordre 0 définis respec-
tivement en (2.5) et (2.7). Le concept d’holonomie que nous dégagerons dans la
section 2.3.3 et le fait que le courant (dd[log |s|?])* défini en (2.6) ait la propriété
d’extension standard (voir la section 2.3.3) nous assure que la décomposition (2.6)
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est bien la décomposition < robuste > :
(2.8) (dd[log|s[*])* = (dd°[log|s[*])* - 1y + (dd*[log s[*])* - Lx\y

ce indépendamment du choix de la résolution des singularités qui a permis la
construction et le scindage du courant (dd°[log |s|?])*.

2.1.3. Prolongement de courants positifs fermés. Cette section est en
grande partie consacrée a 'important théoréme de prolongement des courants po-
sitifs fermés de H. El Mir [EIM].

DEFINITION 2.14. On appelle sous-ensemble pluripolaire d’une variété analy-
tique complexe X tout sous-ensemble de X qui peut localement étre défini comme
u~1({—00}), ot u est une fonction plurisousharmonique localement intégrable.

EXEMPLE 2.15. Tout sous-ensemble analytique A d’une variété analytique com-
plexe X, défini localement comme le lieu des zéros communs a m fonctions holo-
morphes fi, ..., fin, est pluripolaire puisque la fonction

log(|f1* + -+ + [ fm[*)

2
est plurisousharmonique et localement intégrable. L’intégrabilité locale de cette
fonction est (par exemple) une conséquence de linégalité de Lojasiewicz locale :
si f1, .., fm sont m fonctions holomorphes dans un voisinage de 'origine dans C™,
définissant un sous-ensemble analytique A de ce voisinage, il existe (voir par exemple
[BoR, Lo, Tou]) un exposant minimal o € Q* tel que, pour tout € > 0,
(2.9) csup [fi(2)| = ke[d(z, AT, ke >0,

= m

Jj=1,...,

zlog|f] =

au voisinage de 'origine. Ce résultat, complété avec la description locale des sous-
ensembles analytiques apres la < préparation a la Neether » (voir la sous-section
1.4.4 et en particulier la proposition 1.6), implique la locale intégrabilité de log || f||.
Nous profitons ici de mentionner 1’inégalité de Lojasiewicz s’avere un outil impor-
tant en géométrie analytique complexe.

L’important théoréeme d’extension de H. El Mir [EIM] assure que les ensembles
pluripolaires ne sauraient constituer un obstacle & I’extension des courants positifs
fermés. Nous 'exploiterons en particulier pour les courants d’intégration sur les
ensembles analytiques (section 2.3).

THEOREME 2.16. Soit X une variété analytique complexe de dimension n, E
un sous-ensemble pluripolaire fermé, T un (p,p)-courant positif fermé (donc a co-
efficients mesures) dans Uowvert X \ E. Si T a une masse finie au voisinage de
tout point de E (i.e. la somme des masses totales des mesures coefficients de ipzT,
considérés comme mesures positives au voisinage de ce point, la masse étant prise
dans ce voisinage, est finie), le courant positif obtenu trivialement en prolongeant
les mesures coefficients de T par O sur E reste un courant positif fermé.

REMARQUE 2.17. Si T est un courant positif fermé sur X et si E est un sous-
ensemble pluripolaire fermé, le courant obtenu en prolongeant trivialement (par 0)
la restriction de 7" & I'ouvert X \ E est noté T - 1x\ g. Le courant (lui aussi positif
fermé) T-1g := T —T-1x\ g est un courant supporté par I’ensemble pluripolaire E.
Cette opération de < restriction > T — T'-1 des courants positifs fermés sur X a un
sous-ensemble pluripolaire fermé sera particulierement importante lorsqu’il s’agira
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des courants d’intégration (voir la section 2.3.1) et, plus tard, de courants résiduels
(section 2.5.4). Signalons d’ailleurs que nous avons utilisé ce type de restriction dans
exemple 2.13 : le courant (dd°([log |s|?]))* - 1x\y s’obtient par exemple en prolon-
geant trivialement par 0 le (k, k) courant (& coefficients localement intégrables dans
X et O dans Y) de 'ouvert X \ Y défini comme (dd°[log |s|?])*, Y désignant ici le
lieu des zéros de la section s, si I'on reprend les notations utilisées dans ’exemple
2.13; ce courant n’est pas positif, mais il est fermé et satisfait une propriété d’ho-
lonomie (voir la section 2.3.3) qui assure que la < restriction » existe comme dans
le contexte du théoreme 2.16.

DEMONSTRATION. On se place au voisinage V, d’un point a de ’ensemble

pluripolaire E. Tout d’abord, on remarque (quitte a restreindre V) que 'on peut
construire une suite croissante (ug)x de fonctions plurisousharmoniques dans V,
a valeurs dans [0, 1], C*° dans V, \ E, convergeant uniformément vers 1 sur tout
compact de V, \ E, avec de plus uy = 0 au voisinage de V, N E. On admettra ce
point technique ici (pour une preuve, voir le lemme 2.2 de [De0], chapitre 3; on
peut faire pour s’en convaincre l’exercice 2.18 en fin de sous-section, traitant du cas
particulier important ot F est un sous-ensemble analytique).
On fait la preuve dans un premier temps lorsque T' est un (n — 1,n — 1)-courant
(p = n—1). On introduit une fonction (de classe C*°) 6 : [0,1] — [0, 1], nulle
sur [0,1/3], croissante, égale & 1 sur [2/3,1], et I'on pose ¢y, := 6 o uy, pour k € N.
Le prolongement TdeT proposé ici s’approche dans V, au sens de la topologie
faible sur lespace des courants (p,p) positifs (donc en particulier tels que iP°T soit
a coefficients mesures) par la suite (T} ) de courants positifs < tronqués » pres de
FE et définis par T = i T. Pour prouver le théoreme 2.16, il suffit donc de prouver
que la suite (Opr A T)i converge vers 0 dans V, au sens de la topologie faible
lorsque k tend vers +oco (le méme résultat vaudra par conjugaison vu la positivité
de T si O est remplacé par 9). Comme T est positif, v ~— (T,iy A7) est une forme
hermitienne positive sur D10 (V4). Il en résulte par 'inégalité de Cauchy-Schwarz
que si p € DLO(V,), on a

(2.10) T, Do A B2 < <T, (6 (ug))%ig A¢> X <T, biduy A5Uk>

si 1 est une fonction test de D(V,,) identiquement égale & 1 au voisinage du support
de ¢. Le fait que T ait une masse finie dans V, \ E (d’apreés 'hypothese), combiné
avec la convergence uniforme vers 0 de (0’ (ux))r>o0 sur Vg, implique

im <T, (0 (ug))%ig /\¢> =0

2.11 1
( ) k—0

grace au théoreme de convergence dominée de Lebesgue. D’autre part,

ddu? = 2updduy, + %(Mk A Ouy, > %auk A Ouy,
puisque ug est plurisousharmonique positive. On en déduit donc
(2.12) (T, ipOus, A Qug) < m(T,pdd"(u})).

Par intégration par parties, et puisque uj, = 0 au voisinage de E et que 0T = 9T = 0
sur V, \ E (par hypotheses aussi, T étant supposé fermé sur X \ E), on a

(2.13) (T, $dd(12)) = (T, u2dde) < C / 1T < +o0
Vo \E
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puisque T a une masse finie dans V,, \ E. Si 'on injecte les informations (2.11) et
(2.13) (couplée avec 'inégalité (2.12)) dans I'inégalité (2.10), on en déduit bien la
convergence vers 0 de dpy AT

Si T est un (p,p) courant, on se rameéne qu cas précédent en appliquant le résultat
(dont on sait maintenant qu’il est valable pour p = n—1) a tous les courants positifs
et fermés dans X \ F de la forme

TA (@B ABL) A+ A(iBnp-1 A Br_p_1),
ol B, ..., Bn—p—1 sont des (1,0)-formes & coefficients constants arbitraires. ([

EXERCICE 2.18. Construire une telle suite (uy); comme indiqué en début de
preuve lorsque u = log|f|%, fi,..., fm étant des fonctions holomorphes dont 1’en-
semble des zéros communs au voisinage de a € E coincide avec F dans ce voisinage
(If] est ici la norme euclidienne sur C™). On choisira une fonction x, de classe C'*°
sur [0,1], & valeurs dans [0, 1], nulle sur [0,1/2], croissante et telle que x(1) = 1,
puis on prendra, pour k € N*,

»
up = gfgk(x(lfl /7Y% pe,)

ot (pe,;); désigne une approximation de la masse de Dirac dans C".

2.2. Nombres de Lelong d’un (p,p)-courant positif fermé

Dans cette section, nous supposerons que la variété analytique complexe X sur
laquelle nous allons travailler est une variété de Stein, ce que nous interpreterons en
supposant ici que X peut s’écrire comme union croissante d’une suite d’ensembles
{up < N}, N =1,2,..., tous relativement compacts dans X, uy étant une fonction
strictement plurisousharmonique '°. Comme nous avons en téte dans cette section
essentiellement des aspects locaux, I'’hypothese faite ici sur X ne sera nullement
contraignante (localement, X se présente toujours comme une variété de Stein).
N’oublions pas cependant qu'une variété analytique complexe compacte ne saurait
étre de Stein !

Soit T' un (p,p) courant positif fermé sur une variété analytique complexe et u
X — [—00, 0o[ une fonction continue plurisousharmonique, semi-exhaustive sur le
support de T, i.e. telle qu’il existe R > 0 de maniere a ce que

(2.14) SuppT N{z € X; u(z) < R} CcC X.

EXEMPLE 2.19. Un exemple typique de telle fonction u sera z +— log |z — 292,
ol zp est un point du support du courant 7. Notons que dans ce cas dd®u est le pull-
back de la métrique de Fubini-Study sur P*~1(C) (considéré ici comme hyperplan
a l'infini de P™(C), voir Pexemple 1.11) sur la carte affine C™ de l'espace projectif
P™(C), via 'application qui & un point de C™\ {0} associe précisément I'intersection
de la droite vectorielle dirigée par ce point (vue comme droite de P"(C)) avec le
< monde & l'infini > P"~!(C) (plus une translation par zg). Notons aussi que la
(1,1) forme dd®(e**) correspond (par la correspondance mentionnée en remarque
2.2) & la métrique hermitienne < plate » dans C™.

10. Pour la définition des variétés de Stein, on se réferera & la note dans la section 1.4.3. Les
théoremes A et B de Cartan sont des théorémes majeurs dans ce contexte. Pour la construction
d’une fonction plurisousharmonique wug d’ezhaustion, nous renvoyons au chapitre 1 de [De0],
notamment au théoréme 6.14 (combiné avec le lemme 6.17) de cette monographie, ou I'existence
d’une telle fonction d’exhaustion uo (lorsque X est une variété de Stein) est présentée.



62 2. LE CONCEPT DE POSITIVITE EN GEOMETRIE COMPLEXE ET SES AVATARS

ProPOSITION 2.1. Si T et u sont firés comme ci-dessus et que R est tel que
(2.14) soit remplie, alors la fonction

r €] — oo, R[— v(T,u,r) = / T A (ddu)™™P
{zeX ;u(z)<r}

est une fonction positive croissante de r sur | — oo, R[. La limite de cette fonction
lorsque r tend vers —oo existe donc et vaut

v(T,u) ::/ T A (ddu)"™P.
{u=—o0}

Cette limite (positive) est appelée nombre de Lelong (généralisé) de T suivant la
fonction plurisousharmonique semi-exhaustive u.

DEMONSTRATION. La croissance de la fonction r — v(T, u,7) lorsque r décrit
] — o0, R[ résulte du fait que T est un courant positif et de ce que les ensembles
{u < r} sont emboités en croissant lorsque r croit. L’existence de la limite lorsque
r tend vers —oo résulte donc de la monotonie de cette fonction et du fait qu’elle
soit minorée par 0. (]

Si x est une fonction affine x : ¢+~ at + 3, a > 0 de R dans R, on constate que,
pour tout r € R,

/ T A (dd°x 0 u])"P = a"= / T A (ddCu)"
{u<r} {u<r}

Ceci reste vrai pour une enveloppe supérieure de telles fonctions affines croissantes,
i.e. pour une fonction convexe croissante x : R — R, et I'on a, pour une telle
fonction,

| Ty =l ey [ T,

{u<r} {u<r}

ou x_ désigne la dérivée & gauche de x. En particulier, si x(t) = exp(2t), il vient

(2.15) / T A (dd®lexp(2u)])" P = (2&*7)" P / T A (dd°u)""P .
{u<r}

{u<r}

On remarque aussi que, bien que la fonction u : z — log |z — zo| ne soit pas continue
en zp, la formule (2.15) permet de définir le nombre de Lelong v(T,u) comme la
limite, lorsque r tend vers 0% , de

f{eu <r} T A (ddC [exp(zu)])nfp
(2r2)n—>p

T

lorsque exp(2u) est une fonction continue (u pouvant présenter la singularité —oo
en z = zp, comme c’est le cas pour la fonction v : z — log|z — 2o| (voir 'exemple
suivant 2.20).

EXEMPLE 2.20. Si zg est un point du support de T et que u(z) := log |z — 2|,
le nombre de Lelong ainsi défini est appelé nombre de Lelong du courant T au point
zo et noté v,,(T). C’est un nombre réel strictement positif (sauf bien sir si T est
le courant nul au voisinage de zp). En utilisant 1’égalité (2.15), on constate que le
nombre de Lelong v, (T") au point zy s’obtient aussi comme la limite, lorsque r tend
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vers 0 en décroissant, du quotient de la <« masse » de T dans la boule euclidienne
de centre 0 et de rayon r

n—p
Jl—ﬁ/’ T A (dd°]z — 20|2)""
(n—p)! XN{|z—z0|<r}

par le volume (n — p)-dimensionnel de cette boule euclidienne, soit

7.[.71

2(n—p)
n—p! "

En résumé,
- ) ;/ T A (dd°)z — zo)*)" P
. 20 " 50+ \ r2(n-p) XN{|z—20|<r} 0 |

2.3. Courant d’intégration sur un sous-ensemble analytique

2.3.1. Construction et premiéres propriétés. Si A est un sous-ensemble
analytique irréductible de dimension n — p, il résulte de la présentation locale < a
la Noether > des sous-ensembles analytiques, telle qu’elle est décrite dans la sous-
section 1.4.4 (voir la proposition 1.6), que le courant positif (p, p) défini sur X \ Aging
par

([A], ¢) ::/As0:/A ©, p€D"TPTP(X\ Aging)

reg

est de masse finie au voisinage de tout point de Agng. Comme ce courant (défini
sur Pouvert X \ Aging) est fermé sur cet ouvert et que le sous-ensemble analytique
Aging est pluripolaire (exemple 2.15), on peut prolonger [A] en un (p, p)-courant
fermé positif sur X (suivant le théoréme 2.16), ce en posant

([4], ) :=/A ¢, p € D"TPTP(X).

Ce courant ainsi prolongé (noté toujours [A]) est appelé courant d’intégration sur
l’ensemble irréductible A.

DEFINITION 2.21. Si A désigne un sous-ensemble analytique irréductible de
dimension n — p d’une variété analytique complexe de dimension n, on définit le
courant d’intégration [A] sur A comme l'extension triviale (au sens du théoréme
2.16) du courant positif fermé sur X \ A :

peD"TPITP(X\ A) — ©.
X\ Asing

C’est un courant positif fermé sur X, de support le sous-ensemble analytique A. Si
C désigne un (n — p,n — p)-cycle

C=> mCy,
2l
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le courant d’intégration [C] sur le cycle C est par définition le (p, p)-courant fermé *
(non plus positif, mais toujours & coefficients mesures) défini par

([C], ) == va[cv]~
el
Notons ici que si A est un sous-ensemble analytique de X, le courant [C] - 14 est

exactement le courant
[Cl-1a= Z my[Cy],

tandis que
Clixa= S mlcy).
{viCyZA}

Remarquons au passage que cette opération de < scindage > n’est pas si simple a
réaliser du point de vue algébrique! Si C est un cycle effectif dont Z(C') désigne le
faisceau cohérent d’idéaux associé (suivant (1.27)) et si A est un faisceau cohérent
d’idéaux tel que le faisceau quotient Ox /A ait A pour support, le faisceau cohérent
Z(CX\4) attaché au cycle

CX\A = Z myCy

{'Y 5 C'y ¢A}
s’obtient comme
(2.17) () = (Jz(0) : A4,
k=1

o [(I(C)). : A¥] désigne, pour chaque z dans X, I'idéal de Ox , (dit transporteur
de A¥ dans (Z(C)),) constitué des éléments h € Ox . tels que hAY C (I(C)),. 11
s’agit ici, du point de vue algébrique, de la notion importante de gap sheaf (voir
e.g. [Mass], chapitre 1).

REMARQUE 2.22. La définition 2.21 s’étendrait naturellement au cadre ou X
est remplacé par un espace analytique complexe réduit. On peut en effet se ramener
a supposer X irréductible et de dimension n. Localement (au voisinage d’un point
y de X), on peut toujours considérer X comme un sous-ensemble analytique A
de dimension n d’un ouvert V de C™ (voir la définition 1.47). Si Y est un sous-
ensemble analytique irréductible de dimension n —p de X et y € Y, et si (U, 7) est
une carte locale au voisinage de y, le sous-ensemble 7(Y NU) est un sous-ensemble
analytique de A, donc un sous-ensemble analytique de 'ouvert V' de C™v. On peut
donc définir dans 'ouvert V' le courant d’intégration sur le sous-ensemble analytique
T(Y NU) (qui est un sous-ensemble analytique d’un ouvert de C™ de dimension
précisément n—p). Une (n—p, n—p)-forme différentielle sur X dans Pouvert de carte
U se lit (par définition) dans la carte comme un élément du quotient de l'espace
des (n — p,n — p)-formes définies au voisinage de A dans V par le sous-espace des
(n — p,n — p)-formes définies au voisinage de A dans V et identiquement nulles sur
la variété analytique complexe A,c (il faudrait en toute rigueur parler ici de germe
de forme différentielle sur A). Le courant d’intégration sur 7(Y NU) C A définit
bien ainsi un élément du dual de 'espace des (n — p,n — p)-formes sur X & support

11. Méme ici 9 et d-fermé du fait que les coefficients de i(n=P)* T vérifient 77K = TK.7J (voir
la remarque 2.8).
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compact dans U. C’est, en un sens qu’il est aisé de préciser, un courant positif fermé
sur X. Dans la suite du cours, on ne considerera que le cadre des variétés analytiques
complexes, ce qui revient a supposer tout espace analytique réduit sur lequel nous
travaillerons comme étant toujours un sous-ensemble analytique A d’une variété
analytique complexe.

Le courant d’intégration joue un role important comme < brique de base > parmi
les courants positifs fermés. Ceci sera approfondi dans la section ultérieure 2.4 avec
I’énoncé de 'important théoréme de stratification de Y.T. Siu ([Siu]) que nous com-
menterons et exploiterons. A ce point du cours, nous pouvons énoncer déja pour
se convaincre de ce fait un premier résultat allant dans cette direction. Avant de
Iénoncer, remarquons (c’est un théoréme due & Thie ) que le nombre de Lelong
du courant d’intégration [A] sur un sous-ensemble analytique fermé irréductible A
s’exprime comme le nombre p de <« feuillets > du revétement dans la présentation
de Noether du sous-ensemble analytique fermé A donnée dans la section 1.4.4 (pro-
position 1.6), car c’est précisément ce nombre de feuillets que permet d’approcher
dans ce cas (T = [A]) la limite des quotients (2.16). Le nombre de Lelong v,,([4])
est donc toujours un entier strictement positif, égal, lorsque A = {f = 0} avec f
irréductible dans Ox ,,, & la multiplicité p.,(f), i.e. a la valuation en { = 0 de
¢ f(z0+ Q).

Si T est un (p,p) courant positif fermé sur X et A un sous-ensemble analytique de
X, on peut poser

(2.18) va(T) :=inf{v,(T); a € A}.

La proposition suivante nous sera utile lorsque nous étudierons le courant d’inté-
gration et ses approximations (section 2.3.2).

PROPOSITION 2.2. Soit T un (p, p)-courant positif fermé et A un sous-ensemble
analytique irréductible de dimension n — p. On a l’égalité

(2.19) T-14=va(T)[A]

et par conséquent2l’inégalité T > va(T)[A]. En particulier, si le support de T est
un ensemble analytique de dimension pure n — p, de composantes irréductibles les
Ay, ona

(2.20) T =Y va (T)[A].

DEMONSTRATION. Du fait qu'un (p, p)-courant positif fermé ne saurait por-
ter aucune masse sur un sous-ensemble analytique de codimension strictement
supérieure a p, on peut se ramener a supposer que ’on se place au voisinage d’un
point régulier ag de A, au voisinage duquel A est un sous-espace de dimension n— p.
On peut méme supposer (ce que nous ferons, le probleme étant de nature locale)
que A est 'intersection de X avec un sous-espace de dimension n — p. Si ’on pose
T =T — v (T)[A], le fait que I'on ait 1, (T) > v4(T) pour tout a € A implique

/ (T - Lngan) A (dd°]2PP)"P > 0
X

12. L’opération consistant & multiplier un courant positif fermé par 14, o A est un sous-
ensemble analytique, a été introduite a la remarque 2.17; le courant ainsi obtenu reste positif
fermé d’apres le théoreme 2.16.
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pour r suffisamment petit (tel que B(a,r) C X pour tout a € A). En intégrant
ceci contre une fonction continue positive f & support compact dans A arbitraire,
il vient
(2.21) / 9T A (dd°|z>)" 7 >0
X
avec
gr 2+ fla)dXa(a),
ANB(z,r)

ot d\4 désigne la mesure de Lebesgue (2(n — p)-dimensionnelle) sur A. La fonction
g est continue sur C" et, lorsque r tend vers 0,

9r(2)
an=pr2(n=p) /(n — p)!
tend vers f sur A, vers 0 sur X\ 4; le théoréme de convergence dominée de Lebesgue
assure donc, en passant a la limite lorsque r tend vers 0 dans (2.21), que

/ (f-T-14) A (dd°|22)"P > 0.
X

Ceci étant vrai pour toute fonction f continue positive et & support compact (sur
A), on en déduit la positivité du courant (T' - 14) A (dd®|z|2)"P). En jouant avec
divers changements (génériques) de coordonnées, on constate en fait que T-1 4 est
un courant positif. On a donc T'- 14 > v4(T)[A]. Or le courant T - 14 est positif
fermé, et s’écrit donc x[A], oll k est une constante positive ou nulle. On a x > v4(T)
et, comme T' > T-14 = k[A], on a également v4(T) > k. Dot I'égalité v4(T) = &.
La proposition est ainsi démontrée. ([

Z =

2.3.2. Approximations du courant d’intégration sur un sous-ensemble
analytique. Un sous-ensemble analytique A d’une variété analytique complexe
se présente en général donné par le jeu d’équations qui le définissent localement. Il
s’agit la de la présentation < algébrique >, et non en fait purement < géométrique >.
Il est par conséquent important de pouvoir exprimer le courant d’intégration sur
un sous-ensemble analytique A, lorsque A = Y est donné comme le lieu des zéros
d’une section holomorphe s d’un fibré holomorphe de rang m, £ — X, ce que nous
supposerons ici.

Nous supposerons cependant plus, & savoir que nous disposons d’une information
de nature algébrique liée a la section s et non seulement au lieu géométrique des
zéros de s : a s en effet, nous savons attacher, comme cela a été fait dans ’exemple
2.13, un faisceau cohérent d’idéaux J[s] C Ox, tel que (entre autres propriétés) Y
soit le support de Ox /J[s]. Nous munirons également le fibré £ — X équipé d’une
métrique hermitienne | |.

Au dessus de 'ouvert X \ Y, nous disposons dans ce cas a la fois :

— du fibré restreint Ex\y — X \Y (équipé de la structure hermitienne induite
par la structure hermitienne | |);

— du fibré en droites Ly — X \ Y, dont la fibre au dessus de z € X \ Y est la
droite complexe de E, engendrée par s(z); ce fibré en droites Ly — X \'Y
hérite aussi d’une structure hermitienne induite par la structure | |, ainsi
d’ailleurs que le fibré quotient

Ex\y
X\Y.
. )\

S
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On note

C(E‘X\y/Ls7| |> = ch(E\X\Y/st‘ |>

k>0
la forme totale de Chern (voir la définition 1.22) du fibré quotient

Ex\y

— X\Y

S
pour la connexion de Chern induite par la structure hermitienne | |; il s’agit d’une
forme différentielle de classe C*° sur 'ouvert X \ Y. De fait, cette forme de Chern

C <E| x\v/Ls, | |) se prolonge '? & tout X en une forme différentielle & coefficients

localement intégrables sur X, fermée sur X, et que ’on dénote C<E|X\Y/Ls, | |>

De plus, on a le résultat suivant, initialement obtenu en 1970 par J.R. King ([King,
Meo2, And3]).

THEOREME 2.23. Soit s une section holomorphe d’un fibré hermitien holo-
morphe (E — X,| |) de rang m au dessus d’une variété analytique compleze X.
Soit J[s] le Ox faisceau cohérent d’idéauz attaché d s comme précisé dans exemple
2.18, et C(TJ|s]) le cycle associé ¢ J[s] par la proposition 1.5. Si p désigne la co-
dimension du support de Ox/J[s] (c’est-a-dire la codimension du sous-ensemble
analytique Y =V (s) défini comme le lieu des zéros de la section s), la fonction
(2.22)

A€ {Red >> 0} —> (%)EMM Alog|s? Acpy (E|X\Y/Ls, | |) e D'PP(X)
se prolonge en une fonction méromorphe a tout le plan complexe, holomorphe
au voisinage de l'origine, et dont la valeur a l'origine est exactement le courant
d’intégration [C(T[s])n—p) sur le cycle C(T[s])n—p correspondant a la composante
de dimension n — p du cycle C(J|[s]). De plus, si ¢ est une (n — p,n — p) forme
test, on a
(2.23)

J|s|? A 9|s|?

([CW$has) ) = lim (p oo Aot (B /L | 1) A w) .

2im Jx |s|*(|s]* + e)p+!

DEMONSTRATION. Nous ne donnerons ici pour simplifier une preuve de ce
résultat que dans le cas ou le fibré F — X est un fibré trivial, la métrique sur
C™ étant la métrique usuelle ; dans ce cas particulier, il est immédiat de constater
que

(dd)" " log %] = cp1 ( Bz /Lo | 1)

dans X \ Y. Pour la preuve dans le cas général, on renvoie & [And3]. Notons que
c’est a cette situation que ’on peut se ramener en < redressant > le fibré £ — X au
dessus d’un ouvert U de X dans lequel on dispose d’un repere . On suppose ici que
I’on dispose d’un repére orthonormé holomorphe au dessus de la variété analytique
complexe X tout entiere. Dans ce cas, la fonction (2.22) s’exprime comme la fonction

1 \—
(2.24) A€ {Re) >> 0} —> (%)am2A A dlog |s|? A dd°(log |s|2)P~L,

13. La preuve de ce fait est en fait incluse dans la démonstration du théoréeme 2.23 ci-dessous.
14. Certes holomorphe, mais évidemment, si c’est le cas, non orthonormé!
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ot |s|? désigne la somme des carrés des modules des coordonnées de la section s,
exprimée dans ce repere orthonormé. Nous pouvons donc reprendre ici les calculs
conduits dans ’exemple 2.13, ce qui nous conduit, lorsque k = p, a l'existence du
prolongement méromorphe de Papplication (2.22) et au fait que ce prolongement
est bien holomorphe en A = 0 et de valeur en A = 0 (voir (2.5)) un (p,p) courant
positif fermé de support I’ensemble des zéros de la section s, c’est-a-dire un sous-
ensemble analytique de dimension n — p. D’apres la proposition 2.2, ce courant T’
de type (p,p) est nécessairement un courant du type

Y 1y [C(T[])n-pa]

ou les nombres (1, sont des nombres réels positifs et les C(J[s])n—p,y les compo-
santes irréductibles de dimension exactement n — p de ’ensemble des zéros de la
section s. Comme f, est en fait égal au minimum des nombres de Lelong v,(T)
pour a dans le sous-ensemble analytique irréductible C'(J[s])n—p, €t que 'on peut
se restreindre a prendre des points réguliers, on vérifie aisément (en considérant
par exemple 'éclatement normalisé) que le coefficient p., coincide avec le coefficient
entier dévolu & cette composante dans le cycle C(J[s])n—p. On donnera d’ailleurs
plus loin (section 2.3.4) une autre interprétation de ce coefficient comme multipli-
cité de Hilbert-Samuel du faisceau cohérent d’idéaux J[s] au point générique (en
particulier régulier) de la composante (C[J[s]])n—p,-

On admettra ici le résultat de I'approximation (2.23) (voir par exemple [Meo2]).
Si l’on raisonne localement, il s’agit ici de 'utilisation d’un autre procédé taubérien
que celui qu’opere la transformation de Mellin pour récupérer la valeur en 7 = 0 de
la fonction (& valeurs dans D'PP(X))

1
- 2imn

e I() / Alsf? A (dd® log |s[2)P~1 A ().
[[s]|2=n

REMARQUE 2.24. Lorsque le fibré est trivial, on peut remplacer
Cp—1<E\X\Y/LS7| |)

par (dd°[log |s|?])P~1. L’intérét que I'on a cependant & adopter 'approche ci-dessus
est de mettre en évidence la < robustesse > de 1'objet ainsi défini, & savoir le cycle
C(J[s])n—p- Cette < robustesse » rendra possible la factorisation (envisagée de
maniere géométrique globale) du courant d’intégration [C(J[s])n—p] au travers du
courant résiduel Rp,| |[s] (comme nous le verrons a la proposition 3.54). Le second
intérét concerne encore une fois les questions de positivité : si (E* — X, | |*) est
un fibré semi-négatif au sens de Nakano (on introduira ce concept important de
semi-négativité pour les fibrés holomorphes hermitiens au chapitre 3, section 3.6,
dans la définition 3.27), alors toutes les formes de Chern ¢,(E, | |), p = 0,1, ..., sont
positives, et il en est de méme pour toutes les formes de Chern du fibré Ejx\y /Ls —
X \Y, lui aussi de dual semi-négatif au sens de Nakano, du fait que 'on dispose de
la suite exacte de fibrés hermitiens holomorphes au dessus de X \ Y :

Eix\vy

0—Ls — Ex\y — —0,

S



2.3. COURANT D’INTEGRATION SUR UN SOUS-ENSEMBLE ANALYTIQUE 69

donc aussi de la suite exacte courte duale :

0— (E|2<\y)* — (E‘X\y)* — LT —0.
S

La semi-négativité au sens de Nakano de (E)x\y)* — X\Y implique en effet celle du
fibré (E|x\y/Ls)* = X \Y, voir pour cela les relations de Chern (3.54), précisées au
chapitre 3, entre les tenseurs de courbure de Chern des divers fibrés impliqués dans
une suite exacte courte de fibrés hermitiens holomorphes, équipés de connexions
de Chern construites en cohérence avec une métrique sur £ — X. Cette remarque
prendra surtout son sens lorsque nous reprendrons cet exemple ultérieurement (voir
lexemple 2.35 plus loin dans ce cours), lorsqu’il s’agira d’approcher le courant

d’intégration sur les cycles C(J[s])n—k, k > p.

REMARQUE 2.25. Le procédé d’approximation (2.23) n’est pas sans rappeler
les procédés utilisés en mathématiques de 'ingénierie dans les questions relatives
au filtrage, procédés en relation directe avec la méthode des moindres carrés. Re-
tenons par exemple la méthode dite du pseudofiltrage de Wiener : si p1, ..., fbm
sont m distributions & support compact dans R™, de transfomées de Fourier 11 :
Z (uj,e_“z’('»), j =1,...,m, figurant des boites noires (ou < appareils » aux
parametres figés temporellement) et si

Ml*EZSIa-“a ,U/m*EZSm

sont les sorties approchées (aux erreurs de mesure pres) des réponses des divers
appareils & une entrée a priori inconnue F, la formule

E’E(w) — %m g;(w)
(S 1w + e

)

(e > 0 choisi assez petit figurant un rapport bruit/signal) est fréquemment utilisée
pour la restitution approchée du spectre de I’entrée inconnue E. Ceci est basé sur
la théorie de N. Wiener.

2.3.3. Propriété d’holonomie et conséquences. Une conséquence indi-
recte (mais importante) de la proposition 2.23 est un résultat relevé par J.E. Bjork
[Bj3] concernant les < coefficients distributions > (en l'occurrence ici mesures po-
sitives) du courant d’intégration sur un ensemble analytique : il s’agit d’une pro-
priété d’holonomie que nous nous contenterons de mentionner ici sans entrer dans
la théorie de D(X)-modules dont cette importante notion est issue (on renvoie pour
cela & [Bj2]). Il s’agit d’un résultat local treés utile et que ’on retrouvera plus loin
pour les courants résiduels (section 2.5.2).

PrOPOSITION 2.3. Soit A un sous-ensemble analytique irréductible de codi-
mension p d'un ouvert U de C" et T4 une des mesures coefficients du coefficient
d’intégration sur l’ensemble analytique A. Soit (f1,..., fi) un l-uplet de fonctions
holomorphes dans U, non toutes identiquement nulles sur le support de T4, et
IfI2 == |fil>+ - + | fi]*. Pour tout z € U, il existe une équation fonctionnelle
formelle (dite de Bernstein-Sato)

(2.25) b (N[ f* @ Ta] = Q. (AN, ¢, (,0/0¢, 0/ | fIPA @ 74]

ou b, désigne un polynome a racines toutes rationnelles et strictement négatives
(dit polynéme de Bernstein-Sato lorsqu’il est choisi comme minimal) et Q. un
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germe d’opérateur différentiel a coefficients analytiques dépendant polynomialement
du paramétre \.

DEMONSTRATION. Tout repose sur I'existence d’une équation fonctionnelle (au
< voisinage » de chaque point z de U) & comprendre au sens distributions :

(2.26) B (A 1) [FPA [51%] = Q2 (A 11,¢, €, 0/0¢, 0/AC) [ fPAFY |s[2#],

ou 3, est un produit de facteurs affines a coefficients entiers strictement positifs
et s = (81, ..., $m) désignent des fonctions holomorphes au voisinage de z et dont
les germes en z engendrent Z4 ., |s|? := [s1]2 + -+ + |y |? (seuls les points 2z € A
sont évidemment a considérer ici, les autres ne posant aucun probléeme pour ce
qui est de I'obtention d’une relation de la forme (2.26)). L’existence d’une telle
relation (dite de Bernstein-Sato) est une conséquence des résultats combinés de
[Sab, Gyo]; elle releve de la théorie des D-modules (on se reportera par exemple
aux ouvrages [Bjl, Bj2| pour des références générales et une initiation & cette
théorie). On examine ensuite pour Re A et Re pu grands, 'expression :

B\, )| fI220]s)?* A dlog |s|? A (dd®log |s|?)P~ L.

En suivant son prolongement analytique jusqu'a g = 0, on trouve (d’apres la pro-
position 2.23) exactement 2im fois le courant d’intégration sur A (il n’y a pas ici
de multiplicités a prendre en compte : A est irréductible et s, est un systeme de
générateurs pour Z4 ). Soit 74, 'une des distributions coefficients (ce sont en fait
des fonctions car Re p est supposé tres grand) de

1 —
—0|s|** A dlog|s|® A (dd®log|s|?)P~L.
29T

Lorsque l'on persiste a < geler > \ de partie réelle tres grande et que 'on suit
le prolongement analytique (au sens des fonctions & valeurs distributions) jusqu’a
©w=0de

e BaO ) [F1P Ta

(considérée comme application & valeurs distributions), on obtient la distribution
B2(A,0)|f|** 4.0, Ta0 = Ta étant la distribution coefficient correspondante du cou-
rant d’intégration [A]. Mais l'on avait, du fait de I’équation fonctionnelle (2.26),
toujours pour Re A et Re 1 grands,

BN ) LA Ta = Ta
oll T4,z est la distribution qui & une fonction test ¢ de D(U) associe

(P70 0, 9.0, ,¢, 8, =0/0C, ~0/0)[¢])-
Gelant a nouveau A de partie réelle tres grande et suivant le prolongement analy-
tique jusqu’a p = 0, nous en déduisons ’égalité au sens distributions
B2\ O 7a = Tan0 = [F*MVQ:(X,0,¢,C,0/0¢, 0/00) [7a)-
Ceci est I’équation fonctionnelle voulue (b, = .(-,0), Q. := Q),—0). Elle autorisera

le prolongement analytique de A + |f|>* ® 74 au sens des fonctions & valeurs
courants. 0

REMARQUE 2.26. Sil =1, on dispose méme & la place de (2.25) d’une identité
formelle < holomorphe >

(2.27) b- (N[ @ 7] = Q:(N, ¢, 0/ f T @ 74]
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encore plus commode & manier pour finaliser des intégrations par parties (c’est par
exemple cette identité que l'on exploite dans la remarque (2.28) un peu plus loin).

Comme conséquence ce cette proposition 2.3, relevons le résultat suivant : si [A] est
le courant d’intégration sur un sous-ensemble analytique irréductible A de X et si
W est un sous-ensemble analytique de A de dimension strictement inférieure a la
dimension de A, on peut définir, si s est une section d’un fibré hermitien £ — X
tel que V(s) = W, les courants

Lw - [4]

(1= [s12) 4]

Louw - [4] =[5 [4]]

On remarque que 1y - [A] est toujours le courant nul, ce que l'on traduit en disant
que le courant d’intégration [A] sur un sous-ensemble analytique irréductible A
possede la propriété d’extension standard (SEP) : cette propriété rend simplement
compte du fait (ici évident) que ce courant ne < charge > (au sens de la répartition
de sa masse) aucun sous-ensemble analytique propre de son support !> (par exemple
le sous-ensemble Aging) ; ou encore il est extension standard de sa restriction depuis
tout ouvert X \ W, ce lorsque W est un sous-ensemble analytique propre de ce
méme support Supp A.

[A=0

[A=0"

Par extension, nous donnerons la définition suivante (que nous serons amenés a
utiliser plus loin dans l'exemple 2.35).

DEFINITION 2.27. Un (k, k) courant d’ordre a coeflicients mesures (non néces-
sairement positif fermé) sur une variété analytique complexe X de dimension n est
dit d’extension standard (ou encore possede la propriété SEP) relativement a un
sous-ensemble analytique A de X si et seulement si il ne charge aucun sous-ensemble
analytique propre de A.

La propriété d’holonomie des distributions coefficients du courant d’intégration sur
un sous-ensemble analytique (proposition 2.3) permet d’étendre le résultat suivant.

PROPOSITION 2.4. Soit X une variété analytique complexe de dimension n, f
un élément de Mx(X), de lieu polaire inclus dans Uhypersurface H. La fonction
holomorphe fix\g € Ox (X \ H) admet un prolongement distribution a X tout en-
tier. Réciproquement, st H est une hypersurface d’une variété analytique compleze
de dimension n, et f un élément de Ox (X \ H) admettant un prolongement dis-
tribution a X tout entier, f se prolonge en une section globale sur X du faisceau

Mx.

DEMONSTRATION. Le résultat est clairement local et I’on peut sans difficulté
se ramener au cas ou U est un domaine de C™ et ot H est 'hypersurface {h = 0},
ol h est holomorphe non identiquement nulle dans U. Au voisinage de tout point
z de U, il existe une relation formelle

b.(\) ® h2 = Q.(\, 2,0/02)[h2 1],
ou b, est un polynéme a racines rationnelles strictement négatives. Il s’agit ici d’un

résultat majeur de M. Kashiwara [Ka], que le résultat de C. Sabbah et A. Gyoja
[Sab, Gyo| mentionné dans la preuve de la proposition 2.3 permettait d’étendre

15. Le support d’un courant est le complémentaire du plus grand ouvert sur lequel I'action de
ce courant est nulle.



72 2. LE CONCEPT DE POSITIVITE EN GEOMETRIE COMPLEXE ET SES AVATARS

au contexte ol les puissances formelles f* d'un germe étaient remplacées par des
expressions formelles monoidales fl’\1 ... fAm. Ce résultat permet d’opérer comme
suit (apres avoir introduit un parametre complexe A de partie réelle arbitrairement
grande) des intégrations par parties successives, lorsque g est holomorphe dans U
et que p € D(U,), ou U, est un voisinage suffisamment petit de z :

— _ 7)\ —
/ \hW%@dmdg / P10 9o dT A dC
U, U.

= L A1 L= 7 _ _
B @(A)/Uzh R QA G, —0/80) ] d¢ A d¢

S 29O 5\ 7 /97l i
R0y /U MO =y Q=N =0/l dC A dC.

On parvient ainsi & ’expression naturelle du prolongement distribution de f = g/h
dans U, :

e DU:) — Q:(\, ¢, —0/0Q)[p] dC A dC .

b-(0) h(¢)
L’assertion réciproque repose sur un argument qui a déja été développé en note
au chapitre 1 (voir la note en bas de page (**) dans la section 1.4.5, & propos du
théoreme de prolongement de Riemann); c’est une conséquence de 1’hypoellipticité
de Popérateur de Cauchy-Riemann 9 agissant sur les (0, 0)-courants. O

1 1()g(<)
/.

REMARQUE 2.28. Si A est un sous-ensemble analytique irréductible de X de
codimension p, et w une (k,0)-forme différentielle méromorphe sur A (k < n — p),
holomorphe sur A\ Hu, ot Hu est une hypersurface de A contenant Agp,, le
(p + k,p) courant (w A [A])|x\#, (O-fermé dans X \ Hy4) se prolonge de maniere
standard (i.e., si Hy := {ha = 0}, comme limite faible lorsque ¢ tend vers 0 de
(X{lha|zaw A [A])e>0) en un (p + k,p)-courant w A [A] sur X tout entiere. Cela
résulte de la propriété d’holonomie des coefficients distributions 74 du courant
d’intégration sur A et d’'un argument similaire & celui utilisé dans la preuve de la
proposition 2.4. Lorsque d[w A [A]] = 0, on dit que w est une forme holomorphe sur
A au sens de Barlet [Bal]. Ici, encore, on peut formuler une assertion réciproque :
si w est une (k, 0)-forme holomorphe sur A\ H 4, telle que w A [4] (défini comme un
courant O-fermé sur 'ouvert X \ H,) se prolonge en un courant sur X, la forme w
se prolonge en une (k,0)-forme méromorphe sur A.

2.3.4. Relation avec les multiplicités de Hilbert-Samuel. Soit X une
variété analytique complexe de dimension n et Z un faisceau cohérent d’idéaux de
Ox. Si z est un point du support de O/Z, soit Mz , I'idéal maximal de 'anneau
local Ox /.. Etant donné un tel point z, on peut considérer ’algebre graduée

2 G
Gradoy, . (Ox./Z.) := @ ey I
k=0 9'nI7,7:

Supposons que le support de Ox /Z soit de dimension pure n — p au voisinage du
point z; n — p est alors la dimension de Krull de Panneau local Oy ,/Z,.

DEFINITION 2.29. La fonction de Hilbert de (Rz,, := Ox,./Z,, Mz, ) est par
définition la fonction de N dans N qui & Uentier d associe dimpg,, _ o, (Rz,./MF ).
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Un argument aisé d’algébre commutative (voir par exemple [Hal], chapitre 1
ou [JP]) assure que, pour d assez grand, la fonction de Hilbert de (Rz ., Mz ) prend
la méme valeur en d qu'un polynéme & coefficients rationnels de degré n —p < n
(dit polynome de Hilbert-Samuel de (Rz ., Mz z)) :

n 1

= = — —k MZ(I) =n-—p
= HP(RI,z,fWI,z)(‘:’) = Z hp2" + W: s
o :

[}

ol i, (Z) est un entier positif, dit multiplicité de Hilbert-Samuel de Z au point z ol
Rz . est de dimension n — p. Notons que, pour d > 1,

d—1

dimp, o, (Rz./MF.)=> dimpg, o, (D /95,
k=0

Un fait majeur concernant la multiplicité d’Hilbert-Samuel au point z du support
de Ox /T est que, de par sa construction, elle ne dépend que de la cloture intégrale
Z, (voir [LeT], proposition 1.18) de Z, dans Oyx ., telle qu'elle a été définie en fin
de chapitre 1 (définition 1.51).

Le nombre de Lelong v, ([A]) du courant d’intégration [A] sur un sous-ensemble ana-
Iytique irréductible s’interprete ¢ comme la multiplicité de Hilbert-Samuel p.(Za)
au point z de Z4 ., olt T4 désigne le faisceau d’idéaux attaché a l’ensemble analy-

tique A. On résume cela en la proposition :

PROPOSITION 2.5. Soit A un sous-ensemble analytique irréductible de dimen-
sionn—p de X et ( = (C1,...,() les générateurs de l'idéal mazimal My , de Ox ,
dans un voisinage U, du point z. La fonction

= 2! 2 /
A€ {ReA >> 0} — 9|¢I*A A Ollog Ic1 °2g_ ISP (dd[log [¢[*])" P~ A [A] € D (U)
i
se prolonge en une fonction méromorphe dans C, holomorphe au voisinage de l’ori-
gine, et de valeur en A =0

o 2
alc n PBIEL A aapog =1 a1 = v x (1 = @) < )
A=0

DEMONSTRATION. La raison pour laquelle on obtient le nombre de Lelong
de [A] au point z (interprété comme la multiplicité de Hilbert-Samuel de Z4 au
point z) tient au fait que cette multiplicité de Hilbert-Samuel s’interprete aussi
comme la multiplicité d’intersection entre [A] et le sous-espace de {{¢;,() =0, j =
1,...,n— p}, lorsque cette intersection est propre (i.e. que la dimension chute d’une
unité chaque fois que 'on ajoute une équation d’hyperplan), ce qui est cas lorsque
Qq, ..., Qp—p sont des points génériques de P*(C). Or la valeur en A = 0 de
dlog|Ic]®

2T

A= Al A A (dd (log [[¢]I*)" 71 A [A]

16. On retrouve ici une interprétation géométrique simple (en termes de nombre de Lelong, donc
de calcul de < volume > ou de < masse > d’un courant) d’un objet dont la définition algébrique
repose sur une définition < asymptotique > (& savoir la notion de multiplicité d’Hilbert-Samuel).
Cela rejoint ici ce qui se passait par exemple pour la notion d’intersection compléte (définitions
1.35 et 1.36).
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est le courant
L[ o O =R Al €) = Do) @ @ do(any),
Pr)n—p
o do désigne la métrique de Fubini-Study normalisée sur P*(C). En effet, on a
dirfoglP) = [ {(a.Q)=0]doa).
acP(C)
O

La notion de multiplicité locale de Hilbert-Samuel peut étre étendue au cadre ou
Miz . (idéal maximal de Rz ) est remplacé par un idéal (cette fois non Mz , pri-
maire) du type

jZ,S,z = IS,Z ' RI,z

ou S est une sous-variété analytique complexe de X contenant le point z mais non
nécessairement de dimension 0 comme ’était {z}. Si par exemple Z = T4, ot A est
un sous-ensemble analytique irréductible de X, les éléments de Jz s . := J 4, s, . sont
les germes de fonctions holomorphes sur A qui s’annulent sur la variété S. Dans ce
cas, on peut encore considérer 'algebre graduée

0o~k
A,S,z
Grade‘S,z(RIA7Z) = ~kt1
k=0 “A,S,z

On peut envisager maintenant (cette fois dans un second temps seulement) la gra-
duation par rapport a Mz, ., soit :

mE, I s +3 s
z z .S,z
Gradgy, [GradgA s.(Rz,.- ] @@ kil 5 i

k>0 1>0 IAz Ja.5,z A,S,z

(voir par exemple [AchR]). Cette fois, 'argument qui a conduit a la définition du
polynéme de Hilbert permet de montrer que, pour di, ds assez grands, la fonction

di  da ~ ~l41
& d di mIAz‘JASz—’_JASZ
( 1, 2) = ZZ lmRIA,z/mIA,zRIA,z m«tk—‘rl jl-‘rl

k=0 1=0 Ta:das:tI4s,

prend la méme valeur au point (di,ds) qu’une fonction polynomiale se présentant
sous la forme

(E1,82) = HPr;, .34s.9mz,.)(51,52)

n—p =q=n—p—q
—k—l ~ —1=2
> hEIE + ) cg(Rryz ase Mry ) n—p—q"
k+l<n—p q=0 & P=ar

Les nombres ¢q(Rz, 2,734,852, Mz,.2), ¢ =0,...,n — p sont appelés multiplicités de
Hilbert-Samuel généralisées et ont été introduites dans [AchM1]. Il est significatif
de relever ici que, suivant la méme idée de < moyennisation > que celle qui a conduit
a I’énoncé de la proposition 2.5, les multiplicités de Hilbert-Samuel généralisées
peuvent étre interprétées comme des nombres de Lelong.

PROPOSITION 2.6. Soit X une variété analytique complezxe, A un sous-ensemble
analytique irréductible de dimension n —p de X, S une sous-variété analytique de
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dimension s de X définie dans un wvoisinage U, d’un point z de AN S par les
équations ¢ = -+ = (s = 0. Alors, pour k =0, ...,inf(n — p,n — s), Uapplication

Ae{ReA>>0} — (1—|¢[*M)][A] € DPP(U.) pour k=0
52 , Ollog|¢]?] c 27\ k—1
A€ {ReA>>0} — I|(I**A i A (dd°Nlog [CI° )"~ A [A]
€ ’D/p+k’p+k(Uz) pour k> 1,

se prolonge en une fonction méromorphe dans C, holomorphe au voisinage de l’ori-
gine, de valeur en X = 0 un (p+ k,p + k) courant positif fermé dans U,, courant
dont le nombre de Lelong au point z est exactement ¢p—p_k(Rz, 2, T4,5,2,M1,4.2),
ot jA,S,z = IS,z : RIA,Z'

DEMONSTRATION. Nous admettrons ici ce résultat trés récent [ASWY]. O

REMARQUE 2.30. L’intérét majeur de la proposition 2.6, outre qu’elle renforce
le lien entre nombres de Lelong et multiplicités de Hilbert-Samuel (matérialisées
toujours, notons le, asymptotiquement, ce qui ne rend pas les choses aisées) réside
dans le fait que, lorsque Z =Z4 (Rz, . = Ox../Za,., avec A sous-ensemble analy-
tique irréductible, le vecteur d’entiers positifs

(07 ceey Oa cdimz(AﬂS) (RIA,zv jA,S’,za S:RIA,Z)? (123} CO(RIA,Z7 jA,S,za 9:nZA,z))

réalisé ainsi (i.e. comme des nombres de Lelong) s’interpréte comme le multi-indice
de contact défini par P. Tworzewski dans [Tw] entre le sous-ensemble analytique
irréductible A et la sous-variété S au point z (suivant la construction inspirée
de T'algorithme de Stiickrad-Vogel [ST] développé pour lintersection impropre).
Par exemple, si A est le sous-ensemble analytique irréductible de C* défini par
yr™ — 22 = 0et S = {y = z = 0}, on trouve (0,1,m) comme multi-indice de
contact, le cycle intersection étant S + m[0]. Les nombres de Lelong rendent ainsi
compte localement avec précision des multi-indices de contact introduits dans le
cadre géométrique de lintersection impropre. Ce sont donc des indicateurs précieux
relativement aux aspects locaux de la théorie de I'intersection, que les supports des
cycles se coupent proprement ou non.

2.4. Stratification de Siu

Les courants d’intégration constituent en quelque sorte la < brique de base > pour
exprimer les courants positifs fermés. Le résultat sur lequel ceci repose est le résultat
de Y.T. Siu [Siu].

THEOREME 2.31. Soit T un (p, p)-courant positif fermé sur une variété analy-
tique complere X. Les sur-ensembles de niveau

E(T)={2€X;v,(T)>c}, ¢>0,
sont des sous-ensembles analytiques de X de codimension au moins égale a p.
En fait, ce résultat majeur a été généralisé par J.P. Demailly en 1987 [Del] :

THEOREME 2.32. Soit X une variété de Stein, Y une variété analytique com-
plexe, u : X XY +—— [—00,+00[ une fonction plurisousharmonique continue et
localement holdérienne eny d’exposant dans ]0,1]. SiT est un courant positif fermé
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7

sur X tel que ¢ soit semi-ezhaustive'” sur le support de T, les sur-ensembles de

niveay
Ee(T,u) :={y € Y; v(T,u(-,y)) 2 c}, ¢ >0,
sont des sous-ensembles analytiques de Y .

EXEMPLE 2.33. En prenant ¥ = X et u(x,y) = log|r — y| (et en oubliant
Ihypothése que X est Stein, inutile dans ce cas particulier), on retrouve bien le
théoréme 2.31 comme cas particulier du résultat de Demailly (théoreme 2.32).

DEMONSTRATION. Pour la preuve détaillée du résultat de J.P. Demailly (donc
aussi de celui de Y.T. Siu), on renvoie ici & son livre [De0], chapitre 3, paragraphe
8. La clef du résultat est le recours au théoréme d’Hoérmander-Bombieri-Skoda (voir
le cours de P. Charpentier [Charp]) : si u est une fonction plurisousharmonique
sur une variété analytique complexe Y, ’ensemble des points de Y au voisinage
desquels e~ n’est pas intégrable est un sous-ensemble analytique de Y (voir [De0],
chapitre 8, corollaire 7.7). On reviendra sur ce résultat au chapitre 4 de ces notes
de cours. (]

Le théoréme 2.31 implique le résultat suivant, que I’on pourrait qualifier de théoreme
de stratification des courants positifs fermés.

THEOREME 2.34. Soit T un (p,p) courant positif fermé sur une variété analy-
tigue X. Le courant T' s’exprime comme la limite faible

M
(2.28) im (S l45)) + N,

ot les Aj, j € N*, sont des sous-ensembles analytiques irréductibles de X de di-
mension n—p, les A\j, 7 € N*, des nombres strictement positifs, et N est un courant
positif fermé que l'on pourrait qualifier de < négligeable > car, pour tout ¢ > 0, les
sur-ensembles de niveau E.(N) sont de codimension strictement supérieure a p. De
plus, une telle stratification (2.28) est unique. La partie T — N de la décomposition
est aussi appelée < partie singuliere > du courant positif T'.

DEMONSTRATION. On part de la collection de toutes les composantes de co-
dimension p des divers E.(T) pour ¢ € QT. Pour chacune d’elles (A;, il y en au
plus une infinité dénombrable), on note A\; = v4, (1) (voir (2.18)). Il résulte de la
proposition 2.2 que, pour tout M € N*, le courant

M M
Ty =T — Z )\J[Aj] =T— Z VA, (T) [A]}

est positif. Comme la suite (Tv)n>1 est décroissante, elle doit converger faible-
ment vers un courant positif fermé N. Par construction méme, N a un nombre de
Lelong générique égal a 0 sur les A;. La codimension des sur-ensembles de niveau
E.(N) pour ¢ > 0 ne saurait donc étre égale a p. Elle doit étre strictement plus
grande et 'existence de la stratification (2.28) est ainsi démontrée. Si T a une telle
décomposition et si ¢ > 0, les composantes de dimension n—p de E.(T') sont les A;

17. Pour reprendre la terminologie de la section 2.2, le fait que u soit semi-exhaustive sur le
support de T signifie que pour tout compact K de Y, il existe R(K) tel que

{(z,y) € SuppT x K ; p(z,y) < R(K)}

soit relativement compact dans X X Y.
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tels que A\; > ¢, et v(T, z) vaut A; au point générique de A;. Les A; et les \; sont
donc complétement déterminés par la connaissance de 7. La décomposition (2.28)
est bien unique. O

EXEMPLE 2.35. Un exemple intéressant complete ici le théoreme 2.23. 11 pro-
longe aussi la démarche initiée dans l'exemple 2.13 pour définir les puissances
extérieures successives de dd°[log |s|?], olt s désigne une section holomorphe dun
fibré holomorphe hermitien (E — X,| |) de rang m au dessus d’une variété analy-
tique complexe X de dimension n. On reprend ici les notations utilisées dans énoncé
du théoreme 2.23 : s est une section holomorphe d’un fibré hermitien (E — X, | |)
de rang m au dessus de X et J[s] le faisceau cohérent d’idéaux associé (tel qu’il a
été défini lors de I’étude de 'exemple 2.13). On note Y le sous-ensemble analytique
ol s s’annule, i.e. Y = Supp (Ox/J|s]) et Ls le fibré en droites défini par s au
dessus de X \ Y. Pour tout k =1, ...,n, la fonction
(2.29)

1 \— /
A€ {Re) >> 0} — (ﬂ)am2A A dllog |s[2] A cx1 <E|X\Y/L5, | |) e D'FR(X)

se prolonge en une application méromorphe dans C, holomorphe en A = 0. La
valeur de cette fonction en A = 0 est un (k, k)-courant d’ordre 0 (& coefficients
< mesures ), fermé (méme 9 et d-fermé), de support Y = V(s). Ce courant n’est
en général pas positif (du fait de la < non-platitude > de la géométrie ici impliquée),
sauf dans le cas ou la forme de Chern C (E|X\Y/LS, | |) est positive, ce qui se produit

lorsque le fibré dual (E* — X, | |*) est semi-négatif au sens de Nakano (définition
3.27 & venir au chapitre 3, voir la remarque 3.29).

Cependant, et bien que ce courant ne soit pas en général positif, et donc que le
théoreme 2.34 ne s’applique a priori pas, on peut néanmoins parler de sa stratifi-
cation de Siu'®, et montrer que la décomposition ainsi obtenue se présente sous la
forme

(2.30) > NZF + Ny,
jz1

ou les Z]’?’ sont, parmi les images par 1’éclatement normalisé m ﬂl['—i’ D¢ (voir la
section 1.4.6 et en particulier la proposition 1.7) des composantes irréductibles
H., du support du diviseur exceptionnel D 74, celles dont la codimension est
exactement k. Ces composantes ZJ’-C sont appelées suivant [Fu, Ful] composantes
distinguées du cycle associé au faisceau cohérent J[s]. Les nombres )\f sont des
nombres entiers strictement positifs qui ne dépendent que de la cloture intégrale du
faisceau cohérent d’idéaux J[s]. Ces nombres )\;? peuvent étre interprétés comme
des multiplicités de Hilbert-Samuel. D’autre part, la < partie singuliere >

> X1Z]
Jj=21

est en fait la méme que celle que l'on obtiendrait (suivant la méme approche) en
isolant la partie singuliere du (k, k)-courant fermé (lui aussi a coefficients mesures, 0
et O-fermé, mais non en général positif du fait de la < non-platitude > de la géométrie

18. Nous allons expliquer un peu plus loin pourquoi.
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impliquée), défini (comme dans ’exemple 2.13), comme la valeur en A = 0 de

1 \_

(dd)a(llog [s*Dfy = (5= ) Dlsl* A Dllog |sf?] A (dd“[log s|*))*"

i
On trouvera les détails de la preuve de ces assertions dans le travail en préparation
[ASWY]. On se contentera juste ici d’en esquisser une bréve approche lorsque le
fibré E — X est trivial, et que la métrique sur chaque fibre C™ est la métrique
usuelle (auquel cas le probléme de non-positivité ne se pose pas puisque la géométrie
est dans ce cas «< plate >).

On s’appuie pour cela sur les calculs conduits dans I’exemple 2.13, et I’'on remarque
que la stratification du courant (ici positif fermé puisque la métrique est < plate »)
s’exprime en utilisant une résolution des singularités (suivie d’éclatements nor-
malisés comme indiqué plus haut, suivant la méthode déja mise en ceuvre dans
Pexemple 2.13)

o Ty, 71s)

X, 7 X
sous la forme
c\k 2 _ o o ~ k—1
[(@a)iog sy | =y ) [P A @y )
__ [=(=Fk)] ~* k—1
(my 73 [[Dm TN E.0) }

- [S(<E)) A (e \k—1
+(my, ) [[PZN A @ )

Jls)1
ou les composantes H Gel du support du diviseur exceptionnel (localement & croi-
sements normaux) sur X

)

.75 ont été < triées > pour réaliser ce scindage en :
.

— celles dont I'image par m est de codimension exactement k, la somme

de leurs contributions auyé‘gt[ﬂant obtenu étant notée
(ry. i)+ [P @ )]
— celles dont I'image par Ty 7] est de codimension strictement inférieure a
k, la somme de leurs contributions au courant obtenu étant notée
(my 7+ [P A @y )]

Il faut noter également ici que, pour des raisons de dimension, les contributions au
courant obtenu des composantes H Ty dont I'image par Ty 775 est de codimen-
sion strictement supérieure a k s’annulent (il s’agit d’un courant (k, k) & coefficients
< mesures > supporté par un ensemble analytique de dimension complexe stricte-
ment inférieure a k, donc strictement inférieure a la dimension complexe n — k du
courant) ; c’est la raison pour laquelle seulement deux types de contributions sont
a envisager ici.

C’est & ce niveau qu’intervient (si l’on avait travaillé dans le cas d’un fibré et d’une
métrique quelconque) le fait que I’on puisse parler de décomposition de Siu, méme
si la positivité du courant est en défaut!® : un courant contribuant & la somme

notée ]
o —(<k ~x k—1
(. 7 [P A @y )F

19. Voici I'explication promise précédemment a propos du sens a donner a la stratification de
Siu en I’absence (éventuelle) de positivité lorsque la géométrie n’est plus < plate >.
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provenant (par exemple) de la composante H -  du diviseur exceptionnel D 7,
possede en effet la propriété d’extension standard (SEP) (définition 2.27) relative-
N ) - 3 Py— — — . 3 3
ment & 'ensemble analytique A, := m 7T (H J[SM), ce courant (k, k) ne saurait
donc, par conséquent, < charger » aucun sous-ensemble analytique propre de l’en-
semble analytique A, (de codimension ! < k, et qui contient son support), donc
en particulier aucun sous-ensemble analytique propre de codimension k£ de son sup-
port ; on décide alors qu’un tel courant participe a la composante < négligeable > Ny,
dans la décomposition de Siu (2.30) proposée; c’est ainsi d’ailleurs que s’opére
le < tri » et que s’effectue la distinction entre < partie singuliere » et < partie
négligeable > : seuls les courants impliqués dans les contributions provenant des
H el dont I'image par Ty 714 est de codimension exactement k sont donc a rete-
nir dans la < partie singuliere > Sy du courant.
Il ne reste donc a étudier que les contributions correspondant aux composantes
du support du diviseur exceptionnel dont I'image directe est de codimension exac-
tement k, contributions s’additionnant pour former le courant noté de maniere
abrégée
_ [=(=Fk)] — kfl}
(my g+ (P75 1A Ca )" |

11 faut ici utiliser la propriété universelle de I’éclatement normalisé (proposition 1.7)
pour voir que seules les Z ]’“ (images de codimension exactement k des composantes

du diviseur exceptionnel de ’éclatement normalisé m ﬂlﬂ’N X) contribuent effec-
tivement a cette < partie singuliere > Sy du courant. Les nombres )\f s’interpretent
comme des multiplicités d’intersection, et sont donc des entiers. Le fait qu’il s’agisse
d’entiers positifs résulte de la positivité du courant dans cette situation locale < re-
dressée >, ou le fibré est considéré comme trivial et équipé de la métrique standard
sur C™ et de la remarque suivante : si s est une section d’un autre fibré hermi-
tien (E' — X,| ') (de rang arbitraire), telle que localement 'on ait |s| ~ |3]’, les
contributions aux parties singulieres des deux courants ainsi associés au faisceaux
cohérents d’idéaux J[s] et J[s] coincident.

A une section s d'un fibré hermitien, nous sommes ainsi & méme par ce procédé de
faire correspondre un cycle analytique effectif Cyapie(J[s]), en ajoutant les cycles
analytiques de dimension n — &
k.
> ik

j=21

ainsi obtenus?’. Il faut ajouter (suivant la remarque qui précede) que, si 5 est
une section d’un autre fibré hermitien (E/ — X,| |') (de rang arbitraire), telle
que localement 'on ait |s| ~ |5], les cycles effectifs Cystabie(T[5]) €t Cstable(J[3])
ainsi attachés aux sections s et § via les faisceaux cohérents d’idéaux J[s] et J[s]
coincident.

20. On peut se poser la question de savoir s’il s’agit ici du cycle C(J[s]) associé & J[s] suivant
la proposition 1.5 (par (1.28)). Clairement ici, le cycle Csgaple(J[s]) ne dépend que du faisceau
cohérent J[s] et non du faisceau J[s], comme en dépend le cycle C(J|s]). Il faut noter toutefois
que lacces au cycle Cistaple (J[s]) se fait directement (et en un sens, explicitement) & partir d’une
section donnée s, ce qui n’est pas le cas du cycle C(J|[s]) contenant, lui, une information algébrique
plus riche, mais, par contre, d’approche non évidente en termes de la donnée de la section s.
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2.5. Autour des notions géométrique et analytique de résidu

2.5.1. Cobord de Leray et résidu. La formule des résidus joue un role
majeur en géométrie complexe 2! et nous en rappelons ici le cadre géométrique. La
théorie que I'on développe dans cette sous-section est une théorie homologique, et,
par dualité, une théorie cohomologique (contrairement a celle, analytique cette fois,
que nous développerons dans les sous-sections suivantes).

Etant donnée une variété analytique complexe X de dimension n, Si, ..., Sy, avec
p < n, désignent p hypersurfaces lisses s’intersectant de maniére transverse (au sens
géométrique), i.e. ds; A--- Adsg # 0 sur Sy N--- NSk pour tout k =1,...,p (si S
est définie localement par {s; = 0}).

Si Sp est une telle hypersurface, J. Leray a introduit dans [Le] un morphisme cobord
6% g, t Hie1(S1,C) — Hy(X\ $1,C), k=1,..,n,

ou les Hy(+,C) désignent les groupes d’homologie a coefficients complexes. La regle
présidant a la construction de ce morphisme est la suivante : si 7 désigne un élément
de Hy_1(S1,C), un k-cycle v de support dans X \ S est un représentant de (5];(}51 ()
si et seulement si :

— il existe un représentant 7 de 7 ;

— il existe un (k 4 1)-simplexe ¢ de X, de support rétractable sur S, dont le
support intersecte S; précisément le long du support de 7, ce transversale-
ment ;

— le cycle v est homologue au bord de o (dans 'homologie entre éléments de
Hp(X\ 51,C)).

EXEMPLE 2.36. Si X = C et S; = {0}, un représentant de (5&,31 (A{0}) (A e ©)
est le cycle Ay, ou y(t) = €% pour t € [0, 1].

Ces morphismes cobord peuvent étre itérés : la configuration géométrique fait de
S1N---N.Sy, une hypersurface lisse de S1N---NSp_1, de (S1N---NSp_1)\ Sy une
hypersurface lisse de (51 N---NSp_2) \ Sy, etc., et I'on a la chaine d’inclusions

SiN-NSyCSN--NSy,
(Sm-nnsp,l)\spc (sm---msp,g)\sp,

(5100 8p2)\ (Sp1U8,) € (5100 8,5) \ (S,-1 U, )

(2.31) &\(&un-u&)gkx(&u-nu%)

A chacune de ces inclusions correspond un morphisme cobord. En composant ces
morphismes cobord, on obtient pour chaque k¥ = 1,...,n — p + 1, un morphisme
cobord itéré

6% g t Hye1(S10+-N 8y, C) — Hyppo1 (X \ (S1U-+-US,),C).

Nous allons croiser cette construction avec une construction duale (i.e au niveau
cette fois des classes de cohomologie et non plus d’homologie), celle de morphisme

21. Comme le résume la phrase d’H. Poincaré dans Darticle fondateur [Pc2] : < ... l'intégrale
prise le long d’une surface fermée S ne dépend que des courbes singuliéres qui sont contenues
dans lintérieur de cette surface. >
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résidu . Il s’agira la d’une construction cette fois analytique et non plus géométrique,
comme celle du morphisme cobord que nous venons de présenter.

On dit qu'une k forme fermée w de classe C*° dans X \ Sy est semi-méromorphe, de
pole d’ordre g sur Sy, si et seulement si, pour tout z € S, il existe un voisinage U,
de z (dans lequel St est définie comme {s; = 0}, avec s; irréductible) tel que sfw
se prolonge depuis U, \ S1 en une forme C*° dans U,. Une telle forme w se divise
localement par ds;, et ’'on peut écrire dans U, \ S!,

w=-—7F Na+p,
1

ou « et [ sont des (k—1)-formes se prolongeant de maniere C*° & U, tout entier. De
fait, la classe de cohomologie de w dans H*(X \ Sy, C) contient une k-forme fermée
dans X \ S', & poles simples (¢ = 1) le long de S'; construire un tel représentant
est aisé via le recours a une partition de I'unité et aux formules

1 d81
d[ }: 1—)&L =23, ...
8(1171 ( Q) s({ q

Attention! On ne peut cependant aller en deca de ¢ = 1! Cependant, si w est une
k- forme fermée dans X \ S*, semi-méromorphe et & poles simples le long de S, les
restrictions & S! des formes o définies localement par

ds
w=—ANa+p
S1

se < recollent > pour générer une k-forme fermée sur S!; la classe de cohomologie
de cette forme ne dépend pas que de la classe de cohomologie dans X \ St de la
k-forme fermée a poles simples dont on est parti et on la note résidu de Poincaré
de la classe de cohomologie de w dans H*(X \ S*, C). De fait, on peut associer & la
classe de cohomologie de toute k-forme semi-méromorphe w a poles le long de Sp
(en abrégé smg, ), k = 1,...,n, le résidu de Poincaré Res®[w] défini comme la classe
dans H*=1(S;,C) de la (k — 1)-forme fermée o obtenue & partir d'un représentant
a poOles simples de w. On dispose ainsi de morphismes

Resk o « HE  (X\ S1,C)— HFY(S,C), k=1,..,n.

smg;

Ces morphismes résidu peuvent étre itérés suivant la chaine d’inclusions (2.31) et
I’on dispose, pour k = p, ...,n, de morphismes résidu itérés

Res g : HY (X\(S1U---US,),C) — H*P(S;n---NS,,C).

SmMg;uU---USp
On peut alors énoncer la formule cohomologique des résidus.

THEOREME 2.37. Si X est une variété analytique compleze de dimension n,
S1, ..., Sp p hypersurfaces lisses se coupant transversalement, v un k cycle (k < n—p)
de la variété analytique complexe (de dimension n—p) S1N---NS, et w une (k+p)-
forme différentielle fermée dans X \ (S1U---US,), semi-méromorphe a péles le
long de S1U---USp, ona

1 . k+p -
(2.32) : / w= /Res 2(w).
(2im)P 5t 13) . X,S

&

ExEMPLE 2.38. Un exemple important est celui de lespace projectif P"(C)
dans lequel S est I'hyperplan & l'infini P*~!(C). Dans ce cas, la forme de Bochner-
Martinelli dans C™ \ {0} s’interprete ainsi : si X = (C™\ {0}) UP"~1(C), considéré
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comme un ouvert de P*(C) contenant (& l'infini) 'hypersurface S, il s’agit d’une
(n,n —1)-forme fermée semi-méromorphe wpnm, , dans X \ P*~1(C), & poles simples
le long de P"~1(C), de résidu de Poincaré Res X,Prn=1(C) [wBM,»] la forme volume

(dd*log(|zo]* + -+ + |zn—1[*))" "

dans P"~1(C). Cette configuration peut étre généralisée au cadre de I'exemple 1.31,
dans la situation ot une variété complete torique lisse X de dimension n se réalise
sous la forme (1.25) comme le quotient géométrique du complémentaire Uy dans
C™*" du lieu des zéros d’un idéal monomial par un groupe isomorphe a T". Le
groupe de cohomologie H"t""(Uyx,C), dernier groupe de cohomologie non nul
puisque Ux se présente comme un fibré en tores T" au dessus de X, se trouve
engendré par une (n + r,n)-forme wy4,,(Ux) dont le résidu de Poincaré est une
forme volume normalisée sur X (telle qu’elle sera introduite au chapitre 3, dans
lexemple 3.4) (voir [ShTY]).

2.5.2. Courants résiduels. Nous allons dans cette section décliner le concept

de résidu sous un angle encore géométrique (notre contexte sera toujours celui des
sections holomorphes d’un fibré hermitien) mais en outre cette fois analytique;
I’objet introduit ne sera plus, comme dans la sous-section précédente, un étre co-
homologique, mais sera cette fois incarné par un courant, ce qui nous permettra de
profiter de la souplesse du cadre C'*° par rapport au cadre analytique. Le concept
de positivité jouera, ici encore, un role essentiel et, avec lui, 'outil qui permet de le
mettre en pratique, a savoir la conjugaison complexe.
Dans cette section, nous considererons une section holomorphe s d’un fibré her-
mitien holomorphe (E — X, | |) de rang m au dessus d’une variété analytique
complexe X de dimension n. On note Y = V(s) le sous-ensemble analytique des
zéros de s. Il existe une isométrie linéaire < de conjugaison > entre F et E* : si s
est une section holomorphe de £ — X, la section < conjuguée > s* de E* — X est
définie par

(2.33) s*(2)(&) = (&,8(2))., Vze X, VEEE,.

Cette isométrie s’étend en une isométrie entre les espaces de sections a valeurs
formes différentielles. La section o de E%\,, — X \ 'Y de norme minimale telle que
(0,8) =1 (c’est ici le crochet de dualité) est précisément donnée par

(2.34) U(z)zljg|)27 Vze X\Y.

Le recours au théoréme de résolution des singularités (théoreme 1.53), suivi d’un
éclatement normalisé (comme dans ’exemple 2.13) permet de démontrer que, pour
tout £ =1, ...,n, les fonctions

A€ {Red>>0} +— [s]*20 A (Do)F !

A€ {ReA>>0} = 9[|s|*| Aa A (Bo) !
se prolongent (comme des fonctions méromorphes a valeurs courants) a tout le
plan complexe, en des fonctions respectivement & valeurs dans Dlo’k’l(X , /\]C E*)
et D,O’k(X , /\k E*), les prolongements étant holomorphes au voisinage de 0, et de

valeur en zéro des courants sur X de type respectifs (0,k — 1) et (0,%) & valeurs
dans le fibré \* E*.
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DEFINITION 2.39. Soit X est une variété analytique complexe de dimension
n, (E — X,| |) un fibré hermitien sur X et s une section holomorphe de ce fibré.

L’élément de
k
@ D/O’k(X, /\ E*)
k>0
défini comme la valeur en A = 0 de

n
A (L= s+ dlls* Ao A (@o)t
k=1
est appelé courant résiduel attaché a la section s et relatif au choix de métrique | |.
On le note Rp | |[s].

L’intérét majeur du courant résiduel réside dans le résultat suivant (que nous prou-
verons a la section 2.5.3). Sous cette forme, ce résultat est di & M. Andersson
[And1].

THEOREME 2.40. Soit s une section holomorphe d’un fibré hermitien de Tang
m au dessus d’une variété analytique compleze X de dimension n (que l’on suppose
ici de Stein). Soit h une fonction holomorphe sur X telle que hRg | |[s] =0 (au
sens des courants). Il existe une section holomorphe a du fibré E* — X telle que
h = |,a, i.e h, est, pour tout z de X, dans lidéal (J[s])., ot J[s] désigne le
faisceau cohérent d’idéaux introduit & exemple 2.13.

EXEMPLE 2.41. Si L — X est un fibré en droites sur X et | | est une métrique
hermitienne sur ce fibré, le courant résiduel ainsi défini ne dépend pas de la métrique
hermitienne choisie sur le fibré en droites. Si la section s se représente dans un
ouvert trivialisant U sous la forme f ® e, le courant résidu Rp,| |[s] est le courant
2ird(1/f) ® e* défini dans U par

B i 2
<5<%>’9@> . Q;T[/(Ja(UJ'“ )l a0~ |f|2:0§

pour toute (n,n — 1) forme test ¢ dans U.

2.5.3. L’obstruction au complexe de Koszul. La preuve du théoreme 2.40
passe par le recours au compleze de Koszul. Ce double complexe (que nous allons
exprimer ici en termes de courants), attaché & une section s d’un fibré hermitien au
dessus d’une variété analytique complexe X, joue un réle important dans [’attaque
des problémes de division en géométrie complere. Pour k € N, on considére dans
un premier temps le complexe

m m—1
D’ka(X,/\E*) EEN D’Ov’f(X, A E) EER

+1 l
2.35 / /
B8y por(x A B) L DO (X \E)

ey plokix, pry dy pok(xy o,
ou |, désigne I'opérateur de contraction (ou multiplication intérieure) par s (déja
introduit au dernier cran de la chaine pour définir le faisceau d’idéaux J[s] dans
I'exemple 2.13). On note que 0 and |, anti-commute (0o |, = —|, o d) puisque
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s est une section holomorphe de E. On introduit dans un second temps le double
complexe (intégrant < verticalement > le complexe de Dolbeault) :

! m ’ l ’
DOO(X,ABY) S5 DOO(XAET) 5 DOOX) 450

9l : 9l : 9l
'0,1 N Js '0,1 l * Js '0,1 Js
Dv(KAE) EENR Dv(KAE) S5 DONX) S50
a1l : 9l : a1l
(2.36) : : : : :
m l
DOk (X, \ B¥) EEN DOk (X, \ B¥) dey L opok(x) duo
a9l a9l a0l
0 0 0
Pour r =0, -1, ..., —m, soit

m l
L7(X,E*) = @ D0+l (X, /\E*>
1=0
Introduisons l'opérateur V, : L7~Y(X, E*) — L"(X, E*) comme suit :

(2.37) V.0 = | (®) — 0.

DEMONSTRATION. (du théoréme 2.4022). On fait entrer en jeu I'opérateur V,
introduit en (2.37). Notons tout d’abord que formellement

Za A (Do)t = 7_
Pt 1— 00

et que, pour Re \ grand, on a
(2.38) v, [|s|2A Yo (50)’@*1} = |s|?* — 3|s]* A (Za A (50)“) .
k=1 k=1

Posons

PEJMQ;::DQQAEECTA(EU)”J}

A=0
k=1

En suivant le prolongement analytique jusqu’a A = 0 dans (2.38), on obtient donc
I'identité (a comprendre au sens des courants) :

V[P, 8]l =1 - Rp, ([s].

Si h est une fonction holomorphe sur X annulant (au sens des courants) le courant
Rg, |[s], on a donc

V[hPg, |[s]] = Vs[h] A P ([s] + hV[Pg | |[s] = h.

22. Cette preuve est directement inspirée de ’approche élégante développée dans [And1].
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Il reste & montrer que la solution < courant > & I’équation Vs[w] = h (en 'occurrence
w = hPg | [s]) peut étre < corrigée > en une solution holomorphe, ce qu'il reste &
expliquer lorsque X est, comme c’est le cas ici, supposée étre une variété de Stein.
Le fait de disposer d’une solution w € £71(X, E*) & I’équation Vs[w] = h (ol
h est considéré comme un élément de L°(X, E*)) équivaut & la donnée dune
suite d’éléments wy ,—1, kK = 1,...,m, avec Wi p—1 € ’D/O’k’l(X,/\k E*), telle que
Jlwio] = h et
Js[uk-‘rLk] = auk,k—l y k= 17 “eey M0

En particulier, Owm m-1 = | [Wmt1,m] = |,[0] = 0. L’exactitude du complexe de
Dolbeault (voir le cours de P. Charpentier [Charp], théoréme IV.3.1, pour ’énoncé
dans le cas des ouverts pseudoconvexes de C”, & transposer ici?*) assure que ’on
peut, de proche en proche, déterminer, pour k = m,m — 1,..,2, un élément vy ;1
dans D'OF=2(X, A¥ E*) tel que

gvk,kq = W k-1 + | [Vkt1,5]

(partant de vy,41,m = 0). On constate alors que a = wy,p + | [v2,1] est solution
de un élément de D'%O(X, E*) tel que da = 0 (d’ott le fait que a est une section
holomorphe de E* du fait de I’hypoellipticité de Iopérateur 0, voir le cours de P.
Charpentier [Charp], chapitres 2 et 4) et | a = | [wy,0] = h. Le théoréme est bien
démontré. (Il

2.5.4. Quelques propriétés des courants résiduels ; conséquences. Lis-
tons dans cette section trois propriétés majeures partagées par les courants résiduels
du type Rp, |[s] associés & une section holomorphe d’un fibré hermitien £ — X au
dessus d’une variété analytique complexe.

1. La < neutralité > des étres antiholomorphes.

Il s’agit 1a d’une propriété tres importante, rendant compte du fait suivant : si le
recours & la conjugaison complexe a permis de profiter de la notion de positivité (via
l'utilisation d’une norme et la réalisation de la section o introduite dans (2.34)), les
étres antiholomorphes introduits jouent un role <« muet > dans ’action des courants
résiduels, i.e. sont traités comme des constantes scalaires (et en particulier ne sont
pas dérivés!). Cette remarque fait des courants résiduels Rp | |[s] des objets de na-
ture algébrique, ce malgré le procédé analytique suivant lequel ils ont été construits.
Nous pouvons énoncer la proposition suivante.

23. Il y a en fait deux choses a faire : dans un premier temps, transposer le résultat établi dans
le cours de P. Charpentier [Charp] au cas ou U est remplacé par une variété de Stein et les formes
différentielles a valeurs dans C par des formes différentielles a valeurs dans un fibré holomorphe F
(pas de difficulté majeure, au vu de l’existence d’une fonction strictement plurisousharmonique
d’ezhaustion rappelée au début de la section 2.2); ensuite, utiliser 'important théoréme d’iso-
morphisme de Dolbeault (voir par exemple [GH], page 45, ou [De0], chapitre 5, assertion 11.7),
qui assure que les groupes de cohomologie des complexes de Dolbeault CpS, (X, F) et ’D/p"(X, F),
p <n, X étant une variété analytique complexe de dimension n et F' — X un fibré holomorphe,
sont isomorphes; plus spécifiquement, le groupe de cohomologie Hp’q’i"‘)(X, E) (400 pour C*°,
—o0 pour < courants ) est isomorphe au groupe de cohomologie de Cech Hq(X, QP @ F), ou
QP désigne le faisceau des p-formes holomorphes a coefficients holomorphes. Nous renvoyons au
chapitre 4, section 5, de [De0] pour une introduction & la cohomologie de Cech relative au faisceau
des sections d’un fibré (nous en avons donné une présentation dans la section 1.4.1 & ’occasion de
I’énoncé de la proposition 1.4).
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PROPOSITION 2.7. Soit (E — X, | |) un fibré hermitien au dessus d’une variété
analytique compleze X et s une section holomorphe de E. Soit Y = V(s) le sous-
ensemble analytique définie comme le lieu des zéros de la section s et Iy le faisceau
cohérent d’idéaux correspondant. Si h est une section du faisceau Ly au dessus d’'un
ouvert U de X, on a ERE" (=0 (au sens des courants) dans U.

DEMONSTRATION. Cette preuve, comme celle de la proposition suivante, est
inspirée des preuves figurant dans [BY4, PTY, Andl]. On y utilise 'enchaine-
ment de la désingularisation Xy =5 X et d’éclatements normalisés (comme dans
Pexemple 2.13, ou, & nouveau, dans I'exemple 2.35)

~ ﬂ—Y,jTé]
XY,ﬂ;] =0 X

Si ¢ est une (n,n — k)-forme différentielle de support dans U, on constate que
'expression (une fois « relevée > sur la variété X, j\[;]) de l'intégrale

/ hls|A Ao A (Do) A
U

lorsque Re A est grand, se présente comme une combinaison d’expressions

— ‘ua‘2/\|ma|2>\ dmgy

(2.39) /\/ﬁ Romy 70 (60 + wa A

a4

) Atba,

Me

ou U, désigne un ouvert de carte sur X U, une fonction holomorphe inversible

_ Y.Jls)’
dans U,, m, est un monome, 0, et w, dgs formes différentielles de types respectifs
(0,k) et (0,k —1) et de classe C* dans U, et enfin 1, une (n,n — k) forme test de

support dans 'ouvert de carte ﬁa. De plus m,, est un générateur dans Og _ (Uy)
Y, T [s]
o s’annule sur {m, = 0}. On voit
alors que le prolongement analytique (comme fonction de A) de I’expression (2.39)
conduit & une fonction holomorphe dans tout un demi-plan Re A > —n (avec > 0

assez petit) et de plus nulle en 0. La proposition est ainsi démontrée. O

de J[s] - O;(Y o e qui implique que h o

2. L’annulation par la cloture intégrale et le théoréme de Briancon-Skoda.

PROPOSITION 2.8. Soit (E — X, | |) un fibré hermitien de rang m au dessus
d’une variété analytique complexe X et s une section holomorphe de E. Soit [J|[s] le
faisceau cohérent d’idéauz associé a s (voir 'exemple 2.18) et Y = Supp (Ox /T [s])
le lieu des zéros de s. Le courant résiduel R | |[s] est annulé par le faisceau cohérent
d’idéauz (J[s])" ou r = inf(n,m) et I désigne la cloture intégrale®* du faisceau
cohérent d’idéauz T (i.e. toute section h du faisceau (J[s])" dans un ouvert U est
telle que hRp,| |[s] = 0 dans U au sens des courants).

DEMONSTRATION. La preuve de cette proposition se conduit de maniére iden-
tique a celle de la proposition 2.7. On en reprend donc les notations. On utilise
cette fois le fait suivant : si h est une section dans un ouvert U du faisceau (J[s])",
la fonction

z+ (ho wy’j[vs])(z)

24. Voir la définition 1.51 accompagnée de la proposition 1.8.
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(lue dans un ouvert de carte U, sur X est divisible par le monéme my,, ol

Y,jE])

mg désigne le générateur dans U, du faisceau des sections de J[s]- O . Des
Y,J

lors, les fonctions de A du type

2\ 2\
(63 (6% d «
(2.40) /\/ (hom, |“ [P mal (9a+wa/\ %n )/\%,

mk

avec k = 1,...,inf(m,n) = r, sont holomorphes dans un demi-plan Re A > —n avec
1 > 0 (assez petit) et nulles en A = 0. La conclusion de la proposition en découle
donc. (I

Une conséquence tres importante de la proposition ci-dessus est le théoreme sui-
vant, prouvé initialement par J. Briancon et H. Skoda via des techniques L? (donc
purement analytiques, basées sur le théoreme de Skoda et les estimations de L.
Hérmander, voir le cours de P. Charpentier [Charp| ou aussi [De0], chapitre 8,
section 10) dans [BriS], puis étendu plusieurs années apres d’abord dans le cadre
algébrique des anneaux locaux réguliers ([LS, LT]) (Ox ., ou X est une variété
analytique complexe et z un point de X, en est un exemple), puis dans le cadre
d’anneaux locaux non réguliers (tels O ., ou X désigne un espace analytique réduit
et z un point singulier de X, voir [Hun] et, plus récemment, [AndSS]). Le théoréme
de Briangon-Skoda a aussi un pendant dans le cadre des anneaux locaux d’égale
caractéristique (et non plus de caractéristique 0 comme c’est le cas dans toutes les
situations envisagées ici). Il faut signaler cependant que l’attaque du probléme en
caractéristique positive est rendue en un sens plus facile grace a la notion de tight
closure (< cloture reserrée » ou < cloture étroite ) ; pour les divers aspects relevant
en particulier de la caractéristique positive, on pourra consulter le riche article de
synthése [SmiO].

THEOREME 2.42. Soit X une variété analytique complexe, E — X un fibré
hermitien de rang m et s une section holomorphe de E. Si r = inf(n,m), on a

(J[s])r < Tlsl.

DEMONSTRATION. C’est une conséquence immédiate de la proposition 2.8,
combinée avec le théoréeme 2.40. On décide (ce qui est possible puisque le fibré
est localement trivial) du choix d’une métrique hermitienne sur E et l'on exploite
I'annulation de Rp| |[s] par toute section locale du faisceau d’idéaux (J[s])". O

REMARQUE 2.43. Le résultat complet connu sous le nom de théoréeme de
Briancon-Skoda est de fait plus général : avec les notations du théoréme, nous
avons en fait :

(2.41) VkeN, (J[s])r+*1c (J[s])*.

Pour une preuve basée sur les estimations L? de L. Hérmander et le théoréme de
Hérmander-Bombieri-Skoda, on pourra consulter [De0], chapitre 8, section 10. On
y reviendra dans la section 4.3 en fin de chapitre 4. Pour une preuve basée sur
I'utilisation des courants résiduels et la maniere dont ils permettent de résoudre
I'obstruction a l’exactitude du complexe de Koszul, il convient d’introduire une
version généralisée du complexe de Koszul, dérivée du complexe d’Eagon-Northcott
(voir la preuve du théoréme 1.1 dans [And4]). Il est intéressant de souligner que
cette approche (basée sur les courants résiduels) permet aussi de traiter le cas
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singulier et d’expliciter, étant donné un point singulier z d’un espace analytique
réduit X, un entier p = u(z) tel que, pour tout idéal I de Ox , on ait

Vk>1, [mtk—1c [F,
Cet entier u, indépendant de 'idéal I, est intrinsequement lié a la singularité de X

au point z; pour ce résultat tout récent, voir [AndSS].

3. L’holonomie et la propriété d’extension standard

Exactement comme c’est le cas pour les coefficients distributions impliquées dans
le courant d’intégration (voir la proposition 2.3), les distributions, cette fois a va-
leurs dans /\]C E*, de la composante de type (0,%) de Rp,| ([s], vérifient encore des
conditions d’holonomie.

PROPOSITION 2.9. Soit U un ouvert de C", (E — U, | |) un fibré trivial de rang
m sur U (équipé de la métrique triviale), et TR une des distributions coefficients
(d valeurs dans \" E* (1 < k < inf(n,m))) de la composante de type (0,k) du
courant résiduel R | |[s], s désignant une section holomorphe du fibré E au dessus
de DVouvert U. Soit f = (f1, ..., fi) un vecteur de fonctions holomorphes dans U, non
toutes identiquement nulles sur le support de Tr, et |f|? = |f1|> + -+ |fi|*. Pour
tout z dans le support de Tr, il existe une équation fonctionnelle formelle (dite de
Bernstein-Sato)

(2.42) b-(W[If1? © 7] = Q2(A,(,¢,0/0¢,0/ Q)| [P @ 74]

ot b, désigne un polynéme a racines toutes rationnelles et strictement négatives
(dit polynéme de Bernstein-Sato lorsqu’il est choisi comme minimal) et Q. un
germe d’opérateur différentiel 4 coefficients analytiques dépendant polynomialement
du paramétre \.

DEMONSTRATION. La preuve est ici identique & celle de la proposition 2.3 mais
nous allons néanmoins la répéter. Tout repose sur l’existence d’une équation fonc-
tionnelle (au < voisinage » de chaque point z de U) & comprendre au sens distri-
butions :

(2.43) B 1) AP 18] = 92\, 1€, €, 8/0¢, 0/0C) [ FPAFY |s[2#],

ol (3, est un produit de facteurs affines a coefficients entiers strictement positifs (ceci
est une conséquence des résultats combinés de [Sab, Gyo]). On examine ensuite,
pour Re A et Re p grands, ’expression :

B 1) L1520 D @lsf Ao A (@) 1) = Bo (0, I FI2 (Blsf Ao 1 (@) )

(ou, rappelons le, o := s*/|s|?). Soit 7, 'une des distributions coefficients (ce sont
en fait des fonctions car Re p est supposé treés grand) de

plsPHD @I Ao A (@),

Lorsque l'on persiste a < geler > )\ de partie réelle tres grande et que 'on suit
le prolongement analytique (au sens des fonctions & valeurs distributions) jusqu’a
©w=0de

p= BN ) | f12 Ty

(considérée comme application & valeurs distributions) on obtient la distribution
B.(N,0)|f|** R0, TRo = Tr étant la distribution coefficient correspondante du
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courant résiduel Rg | |[s]. Mais I'on avait, du fait de '’équation fonctionnelle (2.43),
toujours pour Re A et Re v grands,

B\ i) 1f 1P TR = TR

ol Tg . est la distribution qui & une fonction test ¢ de D(U) associe

<|f‘2(>\+1)TR7M ) QZ()\7 M, C?Ea _8/8C7 _8/82) [90]>

Gelant a nouveau A de partie réelle tres grande et suivant le prolongement analy-
tique jusqu’a g = 0, nous en déduisons ’égalité au sens distributions

B2 0) [P 7R = TR0 = [/PMTV02(X,0,(,(,0/0¢,8/00) [7R).
Ceci est 1’équation fonctionnelle voulue (b, = 3.(-,0), @ = Q|,—¢). Elle autorisera

le prolongement analytique de A +— |f|>* ® 7r au sens des fonctions & valeurs
courants. 0

Quand bien méme il n’est pas possible de se ramener (méme localement) a une
situation de métrique plate lorsque nous travaillons avec un fibré hermitien holo-
morphe quelconque (F — X, | |), rendant impossible en général 1’application de la
proposition 2.9, il est néanmoins immédiat de constater (utilisant résolution des sin-
gularités suivies d’éclatements normalisés) que, si (E7 — X, | |1) et (B2 — X, | |2)
sont deux fibrés hermitiens holomorphes sur X (de rangs respectifs m; et mo)
pour lesquels nous disposons de sections holomorphes (respectivement s; et sz), la
fonction
A Ry, [so] AR, ), [s1],

N

ou

(244) Ry, | ([s2] = (1= [s2*) + > Olsa* Ao A (B2)* ™ 03 := 55 /sal3,
k=1

est bien définie (& valeurs dans @9, , D O+ (X, N E; A\ E3)) et se prolonge en
une application méromorphe dans C, mais a poles tous de partie réelle strictement
négative. On peut donc donner un sens & < la valeur en A = 0 > et définir ainsi
une multiplication (ni commutative, ni anticommutative en général) entre courants
résiduels :

— [pA
(245) RE2;| |2[52} A RE1;| |1 [51] E [REz,\ \2[32] A REM \1[31]} 0
Mieux ! Le mécanisme peut étre itéré et ’on peut ainsi définir de maniere inductive :

RE%‘ |p[sp] ARRERA RE17| \1[51] :

(2.46) =

R%‘p,\ \D[SP] A |:REp717| \p71[5?3—1] ARRRNA REh\ [1 [51]}‘|

A=0
Cette opération de multiplication étend la construction proposée lorsque les E;
sont des fibrés en droites holomorphes par N. Coleff et M. Herrera dans [CoH]
(voir aussi [Sol]) 2°. Notons encore que le courant ainsi construit en multipliant les
Ry, [s;] (inutile de préciser la métrique puisque le courant résiduel n’en dépend pas,
voir I'exemple 2.41) est lui aussi indépendant du choix des métriques sur les fibrés
en droites holomorphes impliqués.

25. Notons que dans le cas trés particulier des fibrés en droites holomorphes, le courant résiduel
Ry |[s} est en fait un courant J-fermé, indépendant de la métrique hermitienne.
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Le calcul du produit peut se faire directement via le recours a un seul parametre
complexe, suivant la proposition que nous admettrons ici (voir [ASWY]).

PROPOSITION 2.10. Si (E4,| |1),..s (Ep,| |p) sont N fibrés hermitiens holo-
morphes sur une variété analytique X et s1,...,s, des sections respectives de ces
fibrés, on a, si pg > pg > -+ - > iy, sont des entiers strictement positifs, la formule

W "
Rp, | lspl Ao A Rpy ylsa) = |Rp) | lspl Ao A R [51]] ’
A=0
le prolongement analytique étant suivi a partir du secteur angulaire tronqué
T

AEReA> 05 Arg_ . (A) < —— |A >R},
{ rriV) < 50 W

oti € >0 et R = R(e) est assez grand.

DEFINITION 2.44. Si en particulier A est un sous-ensemble analytique de X,
défini localement par des équations f; = --- = f; = 0 et si s est une section
holomorphe d’un fibré hermitien de rang m (E' — X, | |), on définit les deux courants
la-Rp, ([s] et 1x\a- Rp, ([s] comme les valeurs en 0 respectivement des fonctions
méromorphes :

A (L= [f) R, [s] A |1 R [s).

REMARQUE 2.45. Les courants a valeurs dans @, DOk (X, \¥ E*) ainsi cons-
truits ne dépendent pas du choix des fonctions localement définissantes fi, ..., f;
pour ’ensemble A. La définition 2.44 est donc cohérente.

PROPOSITION 2.11. Si A est un sous-ensemble analytique de Y = V(s) sans
contenir toute une composante irréductible de cet ensemble, on a R | |[s] = 1x\a -
Rg, |[s]. On dit que R |[s] est un courant ayant la propriété d’extension stan-
dard : il ne charge aucun sous-ensemble analytique strictement inclus dans toutes
les composantes de l’ensemble des zéros de la section holomorphe de E a partir de
laquelle le courant a été construit.

DEMONSTRATION. La preuve se traite par résolution des singularités, suivie
d’un éclatement. On la laisse ici en exercice. [l

2.5.5. Le contexte d’intersection compléte. Nous revenons ici sur la re-
marque 1.39 & propos de l'interprétation algébrique du concept géométrique d’in-
tersection complete pour le situer en relation avec le complexe de Koszul .

DEFINITION 2.46. Une suite d’éléments (sq, ..., s,) d’un anneau commutatif A
est dite quasi-réguliére si et seulement si, pour tout N € N*, le fait qu’il existe une
relation homogene de degré N

Z aks’fl---sllﬁP:O,akeA,
kit Akp=N
implique ag € (f1, ..., fp) quelque soit k.
REMARQUE 2.47. La notion de quasi-régularité est indépendante de l'ordre,
contrairement & celle de régularité : une suite (f1, ..., fp) est réguliéresi (f1, ..., fp) #

A et si, pour tout k =1,...,p—1, fr+1 n'est pas diviseur de zéro dans A/(f1, ..., fr)-
Dans un anneau local, & condition que (fi, ..., fp) # A, les deux notions sont certes
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équivalentes ; mais dans le cas général, la notion de régularité dépend, elle, de 'ordre
dans lequel on prend les fonctions (penser par exemple & ((1 — X)Y, (1 — X)Z, X)
dans C[X,Y, Z])!

A une suite (sq, ..., sp) d’un anneau commutatif A, on associe le compleze de Koszul
algébrique
boo hoap dos TR ap don o A e dol A ap
0= /\ AP = AP =% 5 AP == N AP =5 ..
(2.47) A A NA =
AL AP =ar Ly o4,

ou |, désigne 'opérateur de contraction (ou multiplication intérieure) par s. L’exac-
titude de ce complexe est liée directement a la notion de quasi-régularité. On a en
effet la :

PROPOSITION 2.12. Une suite (s1, ..., Sp) d’un anneau commutatif A est quasi-
réguliere si et seulement si le complexe de Koszul (2.47) associé est exact o tout
cran, sauf (éventuellement) au dernier cran (i.e. en degré 0).

EXEMPLE 2.48. Si A = H(U), ou U est un ouvert de C", et sq1,...,s, (avec
p < n) est une suite d’éléments de A, la suite (s1,...,s,) est quasi-réguliere dans
A si et seulement si (s1,...,5,) définit une intersection globale dans U, i.e. l'en-
semble V(s) := {s; = .-+ = s, = 0} est de dimension exactement n — p. On dit
alors que les hypersurfaces S; := {s; = 0}, j = 1,..., p s’intersectent proprement
dans U. Il est important de remarquer que la caractérisation algébrique de cette
propriété géométrique (& savoir que les s; définissent une intersection complete
dans U) nécessite d’impliquer toutes les puissances de l'idéal (si,...,sp) (voir la
définition 2.46) et présente de ce fait, tout comme la définition des multiplicités
de Hilbert-Samuel (section 2.3.4) ou encore celle de gap sheaf (2.17), un caractére
asymptotique (cela avait déja été relevé dans la remarque 1.39).

Comme nous l'avons vu dans la section 2.5.3, le courant Rp | |[s] attaché a une
section holomorphe s d’un fibré hermitien holomorphe de rang p (E — X,| |)
matérialise I’obstruction a I’exactitude du complexe de Koszul. Si s est une section
holomorphe (d’un fibré de rang p) définissant une intersection compléte globale au
sens de la définition 1.36, il est naturel de penser que toutes les composantes Rp| |[s]
de bidegré (0,k) avec k = 0,...,p — 1 seront nulles; seule subsiste la composante
de degré (0,p) qui dans ce cas est indépendante du choix de la métrique | |. Nous
admettrons ici le résultat suivant ([Pasl, PTY, And1]).

THEOREME 2.49. Soit A une intersection compléte globale d’une variété ana-
lytique complexe X, lieu des zéros d’une section s d’un fibré holomorphe E — X
de rang p et | | une métrique hermitienne sur £ — X. Le courant Rp,| |[s] est un
élément de D'OP(X, \" E*) ne dépendant que du faisceau cohérent d’idéaux J|s) et
non de la métrique | |.

COROLLAIRE 2.50. Si By — X,...,BE, — X, 1 < p < n sont p fibrés en
droites holomorphes sur une variété analytique complexe X, si,...,s, des sections
respectives de ces fibrés telles que la section s = (s1,...,8p) du fibré E=E1 ®--- &
E, — X définisse une intersection compléte globale dans X, on a l'égalité :

(2.48) REp [Sp] 74\ REP71 [Sp,ﬂ VANRERAN RE1 [81] = RE[S]
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REMARQUE 2.51. Pour compléter dans ce cas particulier la proposition 2.10,
on peut méme ajouter que, dans ce cas, la fonction de p parametres complexes

A A
(AL, Ap) = R [sp] Ao+ A Ry [s1]
. ’ N /

se prolonge en une fonction méromophe dans CP, & valeurs dans D %?(X, A? E*),
ou E := E, ®--- @ E;, ce prolongement méromorphe étant holomorphe dans le

produit des demi-plans ReA; > —n pour n > 0 suffissamment petit (ce résultat
récent et fort utile est dit & H. Samuelsson [Sam)]).

Si e; définit, pour chaque j = 1, ..., p, un repere holomorphe pour le fibré en droites
holomorphe E; au dessus d'un ouvert trivialisant U dans lequel s; s’exprime s; =
fi ® ej, et si Rg[s] est le courant résiduel défini de deux maniéres en 2.48, on a

donc
Rgls] = (2im)P (/\8( )> ef N Ney),

ou 'action du (0, p)-courant dénoté sous forme multiplicative /\;’:1 5(%) sur une
J

(n,n — p) forme test de U s’exprime suivant les diverses maniéres suivantes :

(No(5) ) - WM_O

(—1)pr— 1)/2 p—1)! \f|2’\ 718}2)/\@0}
(2im)P | f|2(P+1) A=0

(2.49) i | oy ) do)

2.49 - lim [, (7/ _,,7) ae(n),
0+ S50 o (2im)P 3“2122 frfp

ou do, désigne la mesure de Lebesgue normalisée sur le (p — 1)-simplexe

{(7717~'~77]p) S (R‘I’)P’ 71 4. +77p — 6}.

En revanche, le point ici délicat est que la fonction

1 P
Myeeny D) €R+p*—>.7/,-:,-7
(m p) € (RT) (2im)P j‘f;f"fp fifp

n’admet pas, pour une (n,n—p)-forme test ¢ quelconque, de limite inconditionnelle
lorsque les 7; tendent simultanément vers 0 (pour un contre-exemple, voir [PT] ou
[Bj3]); il convient donc de la < moyenniser » comme dans (2.49). Lorsque cepen-
dant la forme test ¢ est fermée au voisinage de l’ensemble des zéros de s, cette
fonction est constante pour (m1,...,7,) suffisamment proche de l'origine. Dans le
cas particulier ot p = n ({s = 0} est alors un sous-ensemble discret de U), il résulte
de la proposition 2.7 que si U est tel qu’il ne contient quun seul zéro o de U, on
a, pour toute forme test (n,0)-forme test ¢ = ¢ d¢ de support dans U,

(AI(E)2) = (AB(p)- Pt

ou

Pulg]:= Y @) (G =) (G —an)
B LA
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avec M supérieur ou égal & 'ordre 2% du courant Rg[s] au point « (ceci a un sens
car « est un point isolé du support de ce courant). Ceci contribue a faire de I'objet
ainsi construit un objet algébrique extensivement étudié ((GH, Ha2, Lip]) dans
les questions de dualité. En effet, le cadre intersection compléte permet de donner
une version affinée du théoreme 2.40. C’est le théoréme de dualité.

THEOREME 2.52. Soit A une intersection compléte globale d’une variété de
Stein X, A étant défini comme le lieu des zéros d’une section holomorphe s d’un
fibré holomorphe E — X de rang p. Les deux assertions suivantes sont équivalentes :

(1) hRg[s] =0 au sens des courants dans X ;

(2) il existe une section holomorphe a du fibré E* telle que h = | a, i.e. h, est,

pour tout z de X, dans lidéal (T[s])., ot J[s] désigne le faisceau cohérent
d’idéauzr introduit a 'exemple 2.13.

DEMONSTRATION. L’implication (1) = (2) résulte du théoreme 2.40. Pour
ce qui est de (2) = (1), le fait que h annule Rg[s| lorsque h = |.a se teste
localement : si fi,..., f, sont des fonctions holomorphes définissant une intersection
complete dans un ouvert U de C™, et si ¢ est une (n,n — p)-forme test dans U, on
peut écrire, par exemple si h = aq f1, en utilisant la formule de Stokes, pour Re A
grand :

[an( ATEE)) o= e [ win (AF(EE)) 15

j=1 Jj=2

Or la fonction méromorphe de deux variables

o) [l (AD()) noy
j=2

est holomorphe dans le produit de demi-plans ReA\; > —n et Re Ay > —n pour g
suffisamment petit (remarque 2.51). La valeur en 0 de cette fonction est donc

(AB(L) )=

puisque le courant résiduel /\ 9(1/f;) est O-fermé. O
j=2
Ce théoreme tres important, tant en analyse qu’en géométrie pluricomplexe, est
étroitement lié du point de vue de ses applications au résultat suivant, dit loi de
transformation (([GH, DS2]), dont nous donnons ici une formulation géométrique.
PRrROPOSITION 2.13. Soit E — X un fibré holomorphe de rang p au dessus d’une
variété analytique complexe X, s et s deux sections holomorphes de E telles que :
— dimV(s) =dimV(s) =n—p;
— Js C Js).
Il existe alors une section A de E* A E ~ Homc(E*, E*) telle que | ;A =5 et l'on
a

(2.50) Rgls| = det A - Rg[3]

(au sens des courants).

26. Il s’avere en fait que cet ordre est strictement plus petit que la multiplicité de Hilbert-Samuel

de (Ox,a; (J[s])a)-
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REMARQUE 2.53. La proposition 2.13 est immédiate lorsque ’on suppose que
J[s] = Jls], ce qui revient & supposer que det A est une fonction holomorphe
inversible sur X. La formule (2.50) résulte alors simplement du fait que Rg[s] est
un courant a valeurs dans le fibré det E* = \" E*.

DEMONSTRATION. La preuve de la loi de transformation se raméne localement
a prouver que si (fi, ..., fp) et (91, ..., gp) sont des suites quasi-régulieres dans H(U),
ou U est un ouvert de C", et si g = Af, A étant une matrice p X p & entrées dans
H(U), alors

(2.51) det A x ;\a(glj) = /n\a(;])

(au sens des courants). Pour une preuve dans le cas p = n, voir [GH], chapitre 6. Le
cas p < m se ramene & ce cas en complétant les systemes (f1, ..., fp) et (g1, ..., gp) par
n—p fonctions affines a coefficients génériques. Pour prouver la loi de transformation
dans le cadre p = n, il suffit (d’apres la proposition 2.7) de montrer que si ¢ est
une (n,0)-forme O-fermée au voisinage de V(f) UV (g), on a

252 (aea NO( L)) =(NB(F) ).
j=1 j=1 %
D’apres (2.49) et le fait que la fonction

1 / %
s lin = . 2= — .
011 s 1n) = iy e

est constante au voisinage de l'origine, on a

(A2(3)-#)
(X 0iF AdR) ne

_ Z (=1)=1/2(p — 1)!/ j=1 I#j
(217-()” OB(a,eq) |f|2n ,

aeV (f)NSupp ¢

o)

ou, pour chaque «, B(a,€,) désigne une boule fermée de rayon suffisamment petit
autour du point «, ne contenant que a comme seul zéro de f. Grace a la formule
de Stokes, nous avons aussi

"o —1)n(r=1)/2(p _ 1)1 (Jijl(_l)j_lfj Aijl)A@
<£\18(2)’@> - = <2m>"( 1)'/0% e

n

_)rn=1/2(5 — 1)) |
(2.53) - & (m)n( 1)‘/8U0<Z(_1)j1£j/\d€l)/\90a

j=1 1]

ol Uy est un ouvert relativement compact dans U et & frontiere C', contenant dans
son intérieur tous les points de (V(f) UV (g)) N Suppy et & = (&1,...,&n) est une
application de classe C' au voisinage de 9Uy, telle que &1f1 + -+ & fn = 1 au
voisinage de dUy. Or on remarque que si (w1, ..., @, ) est une fonction de classe C*
au voisinage de Uy telle que w1 g1 + - - - + @pgn = 1 au voisinage de AUy, £ = 'Aw
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vérifie & f1 + -+ + &n frn = 1 au voisinage de OUj et peut donc étre utilisée comme
< section » dans la formule de représentation (2.53). L’égalité (2.52) en découle. [

REMARQUE 2.54. La loi de transformation, pendant algébrique du théoréeme
de Wiebe (voir [EIKM, Kul), admet de fait de nombreuses généralisations ou
variantes, utiles a la résolution des problemes de division via des méthodes de dualité
inspirées de Papproche de Jacobi-Kronecker (voir par exemple [BY1, BY2, BoH,
EIKM, Ky, TsiY]).

2.5.6. Factorisation du courant d’intégration. Soit (F — X, | |) un fibré
holomorphe de rang m au dessus d’une variété analytique complexe X de dimension
n, que ’on suppose équipé d’une métrique hermitienne et s une section holomorphe
de ce fibré, avec Y = Supp (Ox /J[s]). On note Ly — X \Y le fibré en droites généré
par s au dessus de X \'Y et C(E|x\y/Ls,| |) la forme de Chern (sur X \'Y') du fibré
quotient Ex\y /L, équipé de la métrique hermitienne induite par la métrique | |.
Le théoreme 2.23, complété par I’étude faite dans 'exemple 2.35, montre que cette
forme de Chern se prolonge en une forme localement intégrable dans X et que 1’on
définit un courant positif Mg |[s], & valeurs dans @), . D'FE(X) en considérant
la valeur en A =0 de

1 —
A — %8|s|2’\ AOdlog|s|* AC(E\x\y/Ls,| |).

Si p désigne la codimension de Y, la composante (p, p) de ce courant est excatement
la composante de dimension n—p du cycle associé au faisceau cohérent d’idéaux J|s]
(théoreme 2.23). Pour une valeur k > p, la partie singuliere (dans la stratification
de Siu (2.28), (2.30)) de ce courant fait apparaitre les composantes distinguées du
cycle associé au faisceau cohérent d’idéaux J|[s| (voir 'exemple 2.35).

Le courant résiduel Rp,| |[s] est impliqué dans une factorisation du courant Mg | |[s].
On a en effet le premier résultat suivant ([And3, Meo2]) :

PROPOSITION 2.14. Si Y = Supp (Ox/J|[s]) est de codimension p et que

M;I ‘[s] désigne la composante de type (p,p) de Mg, |[s], on a
D p
(2.54) Mg 5] = [C(T[s])n—p] = Rp,| |[s] ® (E’pll[s]),

ou Dg | | désigne la connexion de Chern du fibré hermitien (E — X, | |), l'opération
indiquée ici ® étant l’opération naturelle de < contraction > entre N\ E* et A\ E.

En reprenant les notations et le formalisme de la section 1.3, il est possible d’énoncer
le résultat de factorisation complet, dit & M. Andersson [And3].

PROPOSITION 2.15. Le courant positif Mg | |[s] se factorise au travers du cou-
rant Rg,) |[s] suivant la formule

(2.55) Mg, |[s] = /eexp(T—F i(ém | — Dg, \[S])) ARg, [s]-

DEMONSTRATION. Ces propositions se démontrent dans un premier temps faci-
lement lorsque le fibré est trivial (ainsi que la métrique). Le cas général se démontre
en < redressant > la situation. Nous admettrons ici ces résultats. O
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2.6. La formule de Lelong-Poincaré

Si s est une section holomorphe d’un fibré holomorphe en droites (équipé d’une
structure hermitienne | |) L — X au dessus d’une variété analytique complexe,
nous avons aisément la formule

(2.56) —ddlog |s|* + [div(s)] = c1(E, | |)

dite formule de Lelong-Poincaré (voir (1.16)). Pour étendre cette formule au cadre
des sections holomorphes de fibrés de rang supérieur, il nous faut revenir aux no-
tations de la section 1.3 du chapitre 1.

Nous considérons ici une section holomorphe s d’un fibré de rang m d’une variété
analytique complexe et ré-introduisons, si Y := Supp (Ox/J[s]), reprenant les no-
tations de la section (2.3.2), la forme de Chern C(E‘X\Y/LS, | |) du fibré quotient

Ex\y/Ls — X \'Y. On rappelle que cette forme se prolonge en une forme locale-
ment intégrable dans X, comme d’ailleurs

—10g(|s|2)C(E\X\Y/Lsy| I)

dont les singularités sont, notons le d’ailleurs, au plus logarithmiques dans X.

Reprenons aussi la section o, section holomorphe du fibré dual E* — X et de
norme minimale telle que (o,s) = 1 (voir (2.34), section qui nous a permis au
paragraphe 2.5.2 de construire les courants résiduels et de < visualiser > ainsi ’obs-
truction & lexactitude du complexe de Koszul (section 2.5.3). La forme de Chern

C <E| x\v/Ls, | |) se représente suivant les notations de la section 1.3 sous la forme

C(E|X\Y/Ls,| \) = /s/\a/\exp(f—k%(é;ﬂ|—DE’|‘[5]A50>)

e

/s/\o’/\ (T—F i(éEl | — Dg,| |[s]/\50)>

e

m—1

(voir [And3], proposition 4.2, pour le détail des calculs, par ailleurs tres algébriques,
et que nous omettrons). On pose dans X \ Y

Wis) := ~log(|s|*) O (Epxvr /L | )
_T:i:l (_kl)k /es/\o'/\ (f—F %(éE,I ‘ —DE" |[S] /\50’))m_1_k
(2.57) A - %DEJ (517 3) .

La formule de Lelong-Poincaré se présente sous la forme suivante ([Meo2, And3]),
résultat que nous admettrons ici, mais qu’il nous parait important de mentionner
au vu des applications récentes (notamment en arithmétique ou en dynamique
holomorphe) de formules de ce type, en relation en particulier avec I’équation de
Green (voir [GS, BGS, DinhS§]).

THEOREME 2.55. La forme C° notée W(s| et définie dans X \'Y par (2.57)
s’étend a X en une forme différentielle a singularités logarithmiques sur Y :=
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Supp (Ox /TJ|[s]). De plus, on a, au sens des courants :

dde(Wis]) + [(%)EMQ’\ potogls? A C (B /Lol 1)]
(258) = C(B.|])=C(Bxy/Lol ).

REMARQUE 2.56. Si Y = Supp (Ox/J[s]) est de codimension p, il résulte de
la formule (2.58) et du théoréme 2.23 que 1’on a en particulier

(259)  dd“(Wlslp-1-1) + [C(T[Dn-p] = (B, | 1) = cp(Bixw /Lo ).

Dans le cas des fibrés en droites (m = 1), on retrouve la formule (2.56) classique.






CHAPITRE 3

Autour des idées de Hodge en géométrie complexe

L’objectif de ce chapitre est de développer les concepts d’analyse harmonique
[Hod] dans le cadre des variétés analytiques complezes équipées de métriques her-
mitiennes ou des fibrés hermitiens holomorphes au dessus de telles variétés. Apres
avoir présenté ce cadre hermitien (section 3.1), nous ferons une incursion dans le
cadre riemannien (plus large) avant de revenir au cceur de ce chapitre, avec le
théoréeme de décomposition de Hodge dans le cadre des variétés kdahlériennes. On
dégagera ensuite les notions de positivité et d’amplitude pour les fibrés, analyserons
quelques liens entre elles, puis esquisserons une breve présentation a des théorémes
d’annulation ou des résultats caractérisant ’algébricité des objets (théoréme de
plongement de Kodaira). Les références majeures ici seront les chapitres 6 et 7 du
livre de J.P. Demailly [De0], ainsi que les chapitres 0 et 1 du livre de P. Griffiths
et J. Harris [GH].

3.1. Structures hermitiennes ou kahlériennes

Dans ce chapitre (au moins & partir de la section 3.2), nous allons adopter un
cadre hermitien non seulement pour les fibrés construits au dessus d’une variété
analytique complexe X, mais sur la variété analytique complexe elle-méme. Intro-
duisons des a present ce point de vue. Dans cette section, X désignera une variété
analytique complexe de dimension n.

DEFINITION 3.1. Une structure hermitienne sur une variété analytique com-
plexe X est la donnée d’une métrique hermitienne sur le fibré tangent complexe
T(X) ~ T;go ~ T1O(X), métrique que I'on convient d’exprimer en coordonnées
locales sous la forme

h(z) := Z hjr(z)dz; ® dzy

1<j,k<n

ou [h;r(2)]1<j k<n €st une matrice hermitienne positive dépendant de z de maniere
C™, ce qui signifie que si & et & sont deux éléments

" 0
glzzgljaizj7 l:1727
Jj=1

de la fibre T, (X),
(€1,82)n(2) = Z hjk(2) €15k

1<jk<n

Suivant la remarque 2.2, on peut coupler a la donnée d’une métrique hermitienne
h sur une variété analytique complexe la (1,1) forme C* positive sur X définie

99
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localement comme

(3.1) w= % Z hjr(z) dz; A\ dzr

1<g,k<n

qui associe au couple d’éléments (1,&2) de T.(X) la quantité —Im (€1, &2)n(z). La
définition 3.1 est alors complétée par la définition suivant, restreignant certes le
cadre, mais tres utile, celle de structure kdhlérienne.

DEFINITION 3.2. Une structure hermitienne h sur une variété analytique com-
plexe est dite kdhlérienne si et seulement si la (1, 1)-forme différentielle w = —Imh
définie par (3.1) est d-fermée. Une variété analytique complexe pouvant étre équipée
d’une structure kahlérienne est dite variété kahlérienne.

REMARQUE 3.3. Pour des raisons évidentes de bidegré, dire que w est d-fermée
équivaut a dire dw = dw = 0.

EXEMPLE 3.4. Le prototype de variété kihlérienne est I’espace projectif P"*(C),
la (1,1)-forme w attachée & la métrique kihlérienne via (3.1) étant dans ce cas la
forme différentielle

dd®log(|zo® + - - + |2a]?)
exprimée en coordonnées homogenes. Toutes les sous-variétés de P"(C) sont donc
des variétés kahlériennes (comme sous-variétés de variétés kahlériennes). Ceci peut
aussi étre étendu au cadre plus général des variétés toriques compléetes lisses, telles
qu’elle ont été introduites dans ’exemple 1.31 a partir d’un éventail simplicial de
Pespace affine R™. On a vu (au cours de ’étude faite dans ’exemple 1.31) que 1'on
disposait sur une telle variété d’un jeu de coordonnées homogenes (21, ..., Zn4r), €n
correspondance avec les arétes (i.e. faces de dimension 1) de I’éventail, ce de maniére
a ce que la variété se réalise comme le quotient géométrique (1.25). Si A désigne
un polytope de lespace dual (R™)* supposé simple (chaque sommet correspond
exactement a n arétes), il lui correspond par dualité un éventail de R™ (dit dual
de A) de la maniére suivante : la relation d’équivalence sur 'espace affine dual
R™ = ((R™)*)* donnée par
vRavy == {{" € A5 (v1,€") = gég(vun*ﬂ
{€&" € A (v2,€") = min (ve,n™)}
n*eEA

est telle que les adhérences (au sens de la topologie usuelle de 'espace affine R™)
des classes d’équivalence qu’elle définit constituent un éventail simplicial de R™. Si
P est un polynome de Laurent a coeflicients positifs ou nuls dont le polyedre de
Newton est égal a A, la forme

w = dd®log(P(|z1]%, ..., |zn|%))

définit une forme kahlérienne sur le tore T™. Exprimée en coordonnées homogenes
sur la variété torique correspondant a l’éventail ainsi construit, cette forme in-
duit, une fois prolongée, une structure kidhlérienne sur cette variété torique (qui
est vue comme compactification de (C*)™). On pourra par exemple se reporter a
[ShTY] pour plus de détails sur ces constructions de structures kdhlériennes sur les
variétés toriques simpliciales, appelées aujourd’hui a jouer un role dans les questions
d’effectivité polynomiale avec données < creuses >, voire méme dans des questions
actuelles en relation avec la physique théorique ou la dynamique (symétrie miroir,
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amibes et co-amibes, voir [PR, GKZ], etc.) On pourra faire aussi l'exercice 3.5
suivant concernant l'exemple trés simple (mais important!) du produit de deux
espaces projectifs.

EXERCICE 3.5. Proposer (en exprimant en termes de coordonnées homogenes)
une structure kahlérienne sur le produit P (C) x P"2(C).

EXEMPLE 3.6. L’exemple des surfaces de Riemann compactes (de genre g > 1)
est un autre exemple important. Rappelons que le genre g d’une telle surface est la
dimension de I'espace des 1-formes holomorphes de premiere espece, i.e s’écrivant
en coordonnées locales f(z)dz avec f holomorphe (on les appelle aussi formes
abéliennes). Le genre d’'une surface de Riemann compacte s'interprete aussi de
maniere topologique, comme on ’a vu dans ’exemple 1.19, comme le nombre de
< trous » (ou l'ordre de < multi-connexité » par référence & I’épithete < simplement
connexe > pour les surfaces de genre 0) de la surface topologique* sous-jacente X
a la surface de Riemann X. Il existe, pour tout point zy d’une telle surface de
Riemann X, une forme différentielle de premiere espéce w,, ne s’annulant pas en
2. Cela résulte du théoréme de Riemann-Roch : si d est un diviseur sur X, I(d) la
dimension de I’espace des fonctions f méromorphes sur X telles que div(f) + d soit
effectif, on a

(d)=16—-d)+degd—g+1,

oil § est un représentant du diviseur canonique? (pour une preuve du théoréme
de Riemann-Roch, voir par exemple [Rey], chapitre 5, section 3?). Si 'on prend
en particulier d = {2z} et si toute forme abélienne s’annulait en zp, on aurait
1(0 — {z0}) = g car lespace des formes abéliennes s’annulant en zy correspond
a Pespace des fonctions méromorphes telles que div(f) + 6 > {0} (& une forme
différentielle méromorphe w s’exprimant localement f(z)dz correspond la fonction
méromorphe s’exprimant localement f(z)/go(z), ott go(z)dz et écriture locale d’une
forme < de référence > dfy, avec fy fonction méromorphe sur X). Ceci impliquerait
1({z0}) = 2, donc lexistence d’une fonction méromorphe ayant un péle simple au
point zg et en ce point uniquement ; la surface de Riemann serait dans ce cas P1(C)
et 'on aurait g = 0, ce qui serait contradictoire avec I’hypotheése. Si ’on se donne
une base (wg)g=1,.4 de formes abéliennes sur X, la forme

. g
1 _

w::§ E Wi N\ Wi
k=1

induit une métrique hermitienne sur X, dite métrique d’Arakelov®. Nous avons ici
une structure kahlérienne puisque la forme w ainsi définie est fermée.

1. Par surface topologique, on entend que ’on ne retient que le caractére continu des mor-
phismes de transition.

2. Le diviseur canonique est 1’élément du groupe de Picard défini & partir d’une fonction
méromorphe non constante fo de la maniere suivante : si au voisinage de zo, df s’écrit g, (¢)d¢,
un représentant du diviseur canonique sera ZZO Vz0(gz9){#0} ; la classe de cet élément ne dépend
pas du choix de la fonction méromorphe non constante f. Plus généralement, si X est une variété
analytique complexe de dimension n (et non plus une surface de Riemann), le fibré canonique est
le fibré en droites holomorphe A" T'(X)*.

3. On pourrait d’ailleurs déduire ce théoreme de la théorie de Hodge appliquée au cas parti-
culier des surfaces de Riemann compactes, voir par exemple [De0], section 10 du chapitre 6.

4. Pour une présentation de la théorie d’Arakelov sur les surfaces de Riemann (en relation avec
la théorie du potentiel en une variable complexe) et son role en arithmétique (théorie arithmétique
de l'intersection), on pourra se référer au livre introductif de S. Lang [Langl]
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Il est important de savoir caractériser les variétés kahlériennes parmi les variétés
hermitiennes. Nous donnons ici deux caractérisations.

PRrROPOSITION 3.1. Soit X une variété hermitienne de dimension n. La métrique
hermitienne h induit une structure kdhlérienne sur X st et seulement si, au voi-
sinage de chaque point zo de X, on peut trouver un systeme holomorphe de coor-
données locales centré en zg dans lequel la métrique h s’exprime

(3.2) h(z):=2 Y (8n+0(z*)dz @ dz

1<j,k<n

ot 6, désigne le symbole de Kronecker.

DEMONSTRATION. Si h s’exprime sous la forme (3.2) au voisinage de zg, on
a dw(zp) = 0 si w = —Imh est la (1,1)-forme définie par (3.1). Réciproquement,
si h induit une structure kéhlérienne, et que l'on exprime la (1,1)-forme w en
coordonnées locales au voisinage de zy de maniére & ce que les 0/0z; définissent un
repere orthonormé de T'x ., on peut écrire, dans le repere dual
(3.3) w= % Z (6jk+ajklzl +akj127+0(|2|2))d2’j A dzy

1<j,k,I<n

car w est réelle. Le fait d’autre part que w soit fermée implique a;; = a;jr; pour tout
j,1 dans {1,n}. On peut faire disparaitre les termes du premier ordre en effectuant
le changement de variables

1
2 = Wi + 5 Z QA W;W].
1<5,l<n
On voit immédiatement que la métrique h s’exprime bien sous la forme (3.2) dans
le systeme de coordonnées locales (wq, ..., wy). O

REMARQUE 3.7. Les termes du second ordre dans (3.3) peuvent étre, dans
un repere judicieux, explicités en termes du tenseur de courbure O7(x),;, du fibré
tangent holomorphe relativement a la métrique hermitienne h dont il est équipé.
La proposition 3.1 peut en effet étre précisée si I'on utilise 'expression du tenseur
de courbure

N 0
(34) (@T(X),h)zo = Z Cjklmdwj A dwy ® (Twl X dwm>

1<j,k<n
1<l,m<n

exprimé dans un systéme de coordonnées locales (wy, ..., w,) centré en zy. Si la
métrique h induit une structure kéhlérienne, il existe un systeme de coordonnées
locales centré en zq tel que, dans ce systeme

(35 h=2 3 (6= D cumwin+O(wl?))du; @ duy,

1<j,k<n 1<i,m<n
olt les ¢jrim proviennent de l'expression (3.4) du tenseur de courbure Op(x)
au point zg. Un tel systeme de coordonnées locales (wq,...,w,) est dit repére
géodésique. On admet ici ce résultat précisant la proposition 3.1. On trouvera les
calculs qui y conduisent dans la preuve du théoréme 4.8 de [De0], chapitre 6.

La seconde caractérisation des variétés kahlériennes parmi les variétés hermitiennes
fait appel a la notion de torsion d’'une métrique h sur le fibré tangent holomorphe
T(X), telle qu’elle a été introduite dans ’énoncé de la proposition 1.2.



3.2. OPERATEURS DIFFERENTIELS SUR LES FIBRES (CADRE RIEMANNIEN) 103

PROPOSITION 3.2. Soit X une variété hermitienne de dimension n. La métrique
hermitienne h induit une structure kahlérienne sur X si et seulement si, au voisi-
nage de chaque point zo de X, la matrice ,[€*], matrice de torsion de h exprimée
dans un repére orthonormé &* sur le fibré cotangent holomorphe (T(X))* au voisi-
nage du point zg, est la matrice nulle. Dire que h induit une structure kdhlérienne
équivaut donc géométriquement a dire que la torsion de la métrique h est partout
nulle.

DEMONSTRATION. Si h = 37, & @ & et w = (i/2) 32, &5 A&y, un calcul
immédiat montre que si

n
g = ap AG 47, j=1,..n,
k=1

ot les aji, sont des 1-formes, 7; une (2,0) forme avec en plus A* = —A, montre que

n

do=> (1, N — & NT).

Jj=1

Pour des raisons évidentes de bidegré, on voit que la condition dw = 0 équivaut a
la condition 7 = 0. On conclut en utilisant la définition de la matrice de torsion
Tr[€*] donnée en (1.17). O

3.2. Opérateurs différentiels sur les fibrés (cadre riemannien)

Tout ce que nous ferons dans cet section concerne le cadre différentiable réel
et non spécifiquement analytique complexe. Nous oublions donc pour un temps la
structure complexe et travaillerons sur une variété différentiable réelle X de di-
mension N (appelée plus tard a devenir la variété réelle sous-jacente a une variété
analytique complexe de dimension N/2), que nous supposerons trés vite compacte,
orientable, et équipée d’une métrique riemannienne matérialisée par une forme vo-
lume dVy. Ce n’est que plus loin que nous reviendrons au cadre analytique complexe
introduit en section 3.1 pour y particulariser les notions que nous aurons introduit
dans ce cadre riemannien plus général.

3.2.1. Adjoint formel; symbole principal et ellipticité.

DEFINITION 3.8. Soient E — X et F — X deux K-fibrés vectoriels (K = R
ou K = C), respectivement de rangs m et m’ au dessus d’une variété différentiable
X de dimension (ici réelle) N. On appelle opérateur différentiel de degré M de
E dans F toute application K-linéaire de C*°(X, E) dans C*°(X, F) s’exprimant
matriciellement dans des repéres (eq, ..., €,) et (f1,..., f},) respectivement pour les
fibrés restreints E — U et F — U (U étant un ouvert de carte de X au dessus
duquel E et F sont triviaux) par

P(D)[u1®€1+"'+um®em}:U1®f1+"'+vm'®fm'7

vi(x) uy ()
(3.6) L | =PD = ) Aa@D | |

Uy () lee| <M U ()
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A, désignant, pour chaque multi-indice o de longueur au plus M, une matrice
(m',m) de fonctions C*° dans 'ouvert U, toutes les matrices A,, || = M, n’étant
pas identiquement nulles dans au moins un tel ouvert de carte U de X.

A tout opérateur différentiel £ — F', on peut associer son symbole principal : c’est
I’application polynomiale

oppy : T*(X) — Homg(FE, F)

qui a (z,§) associe op(py(x,§) € Homg(FEy, F;), ot op(py est défini localement
par :

exp(—tw(z))P(D)[exp(tw(z))] = t" op(p)(z, dw(z))+termes d'ordre inférieur en ¢,

t désignant un parametre dans le corps de base K et exp(tw(z)) Vopérateur de mul-
tiplication par la fonction t — exp(tw(z)), w désignant ici une fonction de X' dans
K. Sil’action de P(D), exprimée dans les reperes (e, ..., €y,) €t (f1, ..., fm’) respec-
tivement pour E — X et F — X, est donnée par (3.6), on a, si ((dz1)z, ..., (dzN)z)
désigne la base duale de ((0/921)z, ..., (0/0xN),) dans To(X),

N
or) (53 &) = 30 € £ Aa(a)
j=1

le|=M

(cette matrice & m' lignes et m colonnes étant celle d'un opérateur de E, dans F,,
ces K-espaces vectoriels étant rapportés respectivement aux bases (e1(z), ..., em(2))

et (f1(@), s frmr (2)))-

Si I'on compose deux opérateurs différentiels P(D) : E — F et Q(D) : F — G, le
symbole principal de 'opérateur Q(D)o P(D) : E — G est le produit des symboles
9Q(D) © 9P(D)-

Si F est équipé d’une structure euclidienne (lorsque K = R) ou hermitienne (lorsque
K = C), structure que I’on notera (, ), et que X est orientable et munie d’une forme
volume dVy, on introduit 'espace de Hilbert LZ (X, E) des sections mesurables de
FE telles que

[ @) dvate) < +oc.
X

équipé du produit scalaire

<mw%wﬂy:[3mwwu»ﬂWA@.

Si E et F sont tous les deux équipés de telles structures, Popérateur P(D) admet
un adjoint formel défini par la relation d’adjonction :

<P(D)[U]aU>L§(X,F) = (u, P*(D)[U]>LH§(X,E)

Vue C®(X,E), Yve C®(X,F) avec Supp(u) N Supp(v) CC X.

Si la forme volume s’exprime en coordonnées locales (1, ...,zy) dans 7(U) C RY
sous la forme

dVx(z) = vy(z)dzy A--- Nday

il est immédiat (par intégration par parties) de constater que I'adjoint formel de
P(D) (dont l'action au dessus de l'ouvert de carte U est décrite par (3.6)) est
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donné dans cet ouvert U, pourvu que les reperes (eq, ..., em) et (f1, ..., fm/) soient
tous deux orthonormés respectivement aux métriques sur £ — X et F' — X)) par

up () . vy ()
(3.8) L =P D)= ) (-U'MjDa <7($)tz4a($) : ) :

() e Ve ()

Le symbole principal de cet adjoint formel P*(D) est alors (—1)™ x t[op(p)] (tou-
jours lorsque action de P(D) est exprimée dans des repéres orthonormés pour
E — X et F — X). Une classe d’opérateurs différentiels sera appelée a jouer
un role majeur, celle des opérateurs elliptiques, dont le modele est évidemment le
laplacien sur le fibré trivial X x C.

DEFINITION 3.9. Un opérateur P(D) : C*®(X,E) — C®(X, E) est dit ellip-
tique si et seulement si o p(p)(, §) est injectif pour tout = € X et tout { € T ,\{0}.

3.2.2. Structures métriques sur (\°*7%)® E ; opérateur Hodge star. Si
E (de rang m) est équipé d’une métrique euclidienne ou hermitienne, cette métrique
permet également de définir naturellement une métrique sur les fibrés \* T3 @ E,
p=20,..,N (/\0 Ty @ E := E). C’est déja fait pour p = 0; pour p = 1,..., N, on
dispose d’un produit scalaire naturel (-,-) sur la fibre A\ T% @ E, défini par

(3:9) {(¢i A=A @6 Wi Ay @n) = det ([(pf ¥ israsy ) X (), |

qu’il convient ensuite de combiner avec l'intégration sur X relativement a la forme
volume dVy sur X' (associée & la métrique riemannienne, i.e. dVx (z) = & (z) A+ A
En (@), (&1, ..., En) désignant un repere orthonormé local de T'(X') — X') pour définir
le produit scalaire de deux sections u et v de A T% ® E (lorsque lintersection de
leurs supports est supposée compacte) par

(u, v) = A(u(w),v(x))d‘/x(ax).

Cette idée permet d’ailleurs de définir un opérateur, dit Hodge star :

N-p
/\TX®E% N\ TioE

de maniere a ce que, pour toute p-forme u a valeurs dans F s’exprimant dans un

repere
m
u = Z U X eg
k=1
tandis que la p-forme v et la (N — p)-forme xv s’expriment dans le méme repeére

sous la forme
m m
v:E nuRe *UZE v e,
=1 =1

on ait

(3.10) i

k=1

Ms

(ug Avf) ek, 1) = (u(z),v(z)) dVa.

~

1
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Pour décrire action de % sur une section v de A" T%, on se donne une base ortho-
normée

= N NG 1< <ia< - <ip <N

de lespace des p-formes (le produit scalaire ayant été défini en (3.9)), de maniere
a ce que v s’exprime localement dans un repere orthonormé pour F

m
’U:Z Z ’U],lf; X e;.

=1 |I|=p

On constate alors que

m
(3.11) =3
1=1|1|

ou I¢ désigne {1,...,N} \ I (ordonné suivant les indices croissants) et ¢(I,I¢) la
signature de la permutation qui transforme {1,2,..., N} (pris dans cet ordre) en
{I,I°} (chacun des deux multi-indices étant pris dans 'ordre croissant).

6([, [c) v, f}kr R ey,
P

REMARQUE 3.10. Comme €(I,1¢) x e(I¢,1) = (—=1)PN=P) = (=1)»(N=1) on
constate que

(3.12) *xv = (1PN =Dy
sur (A’ T3)® E. Il est d’autre part clair que x réalise une isométrie de (A\*T%)® E.

3.2.3. Espaces de Sobolev W*(X, E) et décomposition associée 4 un
opérateur elliptique. Dans cette sous-section, on suppose de plus X compacte. Le
fait d’avoir équipé F d’une structure euclidienne ou hermitienne permet d’introduire
la hiérarchie des espaces de Sobolev W*(X, E), k € N. Par définition, 1'espace
Wk (X, E) est le K-sous-espace de D'(X,E) ~ D'N(X,E) (distributions sur X &
valeurs dans E, ou encore N-courants de & dans E si ’on reprend la terminologie
introduite dans la section 2.1.2) constitué des distributions dont toutes les dérivées
(au sens des distributions) jusqu’a 'ordre k sont dans L?(X, E). Si X est supposée
compacte, cet espace est équipé de la norme || || correspondante :

fulft = 35 [ 1Dl dVi(a).
o<k X

Nous rappelons ici les trois résultats majeurs concernant les espaces de Sobolev
(dans ce contexte) que nous serons amenés & exploiter.

(1) Le lemme de Sobolev assurant que pour k > [+ N/2, espace de Sobolev
Wk (X, E) est contenu dans C'(X, F) ; en particulier, I'intersection de tous
les W*(X, E) est contenue dans C® (X, E).

(2) Le lemme de Rellich assurant que, pour tout & € N, I'injection
iy WX, E) - WFHX,E)

est compacte.
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(3) L’inégalité de Garding® : si ]g(\D/) est Pextension & D'(X, E) d’un opéra-
teur elliptique P(D) : E — E de degré M (E — X étant équipé d’une

métrique euclidienne ou hermitienne) et siu € WO(X, E) est tel que P(D)[u] €
WX, E), on a

(313) fullsar < (X, PD)) (POl + l1uly)
ou Cx(X, P(D)) est indépendante de u.

Dans ce contexte (X est compacte, équipée d'une forme volume, £ — X d’une
métrique euclidienne ou hermitienne), il vient, pour un opérateur elliptique P(D) :
C®(X,E) — C>®(X, E), la proposition suivante.

PrOPOSITION 3.3. Soit X une variété riemannienne compacte et E — X un
K fibré de rang m équipé d’une structure euclidienne ou hermitienne (suivant que
K=R ouK=C). Si P(D) est un opérateur différentiel elliptique de E dans E
de degré M, le noyau de P(D) : C°(X,E) — C>°(X,E) est de dimension finie
sur K, l’image Im(P(D)) := P(D)[C™(X,E)] est fermée, et l'on a limportante
décomposition

(3.14) C>=(X, E) = Im (P(D)) & Ker[P*(D)).

DEMONSTRATION. L’inégalité de Garding assure ||ug+n < Ckllullo pour tout
k € N si u € Ker [P(D)], ce qui implique, par le lemme de Sobolev, que Ker[P(D)]
est bien fermé dans W9(X, E). La boule unité de Ker(P(D)) pour la norme || ||o
est incluse dans la boule de rayon Cy pour la norme || ||x+as, qui elle est compacte
dans W (donc aussi dans Ker(P(D))) par le lemme de Rellich. Le théoréme de F.
Riesz assure donc bien que Ker (P(D)) est de dimension finie.

L’opérateur F(\b/) WM (X E) — WF(X, E) est d'image fermée dans W*(X | E)
pour tout k € N. En effet, pour tout € > 0, il existe (d’apres le lemme de Rellich)
un nombre fini d’éléments vy, ..., vy () de WHM (X, E) tels que

N(e)
(3.15) lullo < elfullisar + Y {u,v5)ol-

j=1
On choisit € = 1/(2C}), ou1 Cy, est la constante impliquée dans I'inégalité de Garding
(3.13). On a alors, du fait de (3.15) et de l'inégalité de Garding (3.13),

N(e)
o D S Ll ——
0 =
lullo < Co (IPD)[ulls + lfully) < 5 + 2= —— + Cul P(D) [ull.

d’out

—_~—

[l ar < 2C%[|P(D)[u] ||k

5. On trouvera une preuve de 'inégalité de Garding par exemple dans [GH], chapitre 1,
pp. 97-100, dans le cas particulier o &k = 0 et P(D) est le 0-laplacien défini, si X est une
variété analytique complexe X, & partir de 'opérateur de Dolbeault 9 : (T?)* — (T;}’q_l)* par
Az =A":=00 8° +8" 08 (considéré sur (T'%¥?)*). Dans ce cas particulier, I'inégalité lorsque
k = 0 s’énonce

[ullf < Co(llullg + 18ull§ + 107 ull3)
ufll = Collivlio Ullo Ullo

et est en fait plus précise (||u/|? au lieu de ||u|Z alors que Az est d’ordre 2) du fait que 'on profite
ici du < scindage > de l'opérateur Ag.
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pour toute section u dans W*M (X, E) orthogonale aux v;, j = 1, ..., N(¢). L'image

de cet orthogonal par l'opérateur P(D) est donc fermée, comme 1'est aussi

P(D)(WHM (X, B)),
puisque ce sous-espace s’obtient a partir du précédent en lui ajoutant le sous-espace

de dimension finie engendré par les P(D)(v,), j = 1, ..., N (e).

On utilise alors le fait que I'image P(D)(WM (X, E)) est fermée dans WO(X, E).
Comme C*®(X, E) est dense dans WM (X, E), on a

(P(D)W™M (X, E)))* = (P(D)[C™(X, E)))* = Ker [P(D)]".

On a ainsi la décomposition orthogonale
WX, E) = P(D)[W™ (X, E)] @ Ker [P(D)]".

Du fait de lellipticité de [P(D)]*, le noyau de [P(D)]* est de dimension finie et
contenu dans C*°(X, E). D’aprés a nouveau l'inégalité de Garding, on a aussi,
pour tout k£ € N,

—_~—

WE X, B) = (D)W (X, E)] @ Ker [P(D)]",
et, en prenant l'intersection pour tous les k£ € N,
C*®(X,E)=P(D)[C®(X,E)] ®Ker [P(D)]".

C’est bien la décomposition (3.14) voulue. O
3.3. Opérateurs en géométrie riemannienne, hermitienne, kihlérienne

3.3.1. L’opérateur de Laplace-Beltrami sur une variété riemannienne.
On considere dans cette sous-section une variété différentiable X de dimension
(réelle) N, orientable, et supposée équipée d'une forme volume dVy, comme dans
la section 3.1 (par exemple une forme volume induite par une métrique euclidienne
sur T(X), i.e. une métrique riemannienne sur X). On désignera par £ — X un
K-fibré vectoriel de rang m au dessus de X, équipé d’une métrique euclidienne ou
hermitienne.

L’opérateur D = d que nous allons introduire ici dans un premier temps sera
lopérateur de de Rham :

p p+1
d:\Ty - \NT%. p=0,...N.
Dans un second temps, nous envisageons F équipé en plus d’une connexion Dpg

compatible avec la structure euclidienne ou hermitienne dont il est muni (voir la
section 1.2.1 au chapitre 1). L’ opérateur de de Rham généralisé

P p+1
Dp - (/\TX> ®FE — (/\ T;;) ®E,p=0,..,N,
agit cette fois au niveau local comme suit :

DE[ZUj(@ej} :Z(de"-Zajk/\Uk) Kej,
j=1 j=1

k=1

ou les a;i sont des 1-formes.
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PROPOSITION 3.4. L’adjoint formel de lopérateur d (agissant sur \"T%) est
donné par

(3.16) d* = (=1)PN*H s dx ;

plus généralement, l’adjoint formel de l'opérateur Dg (considéré ici comme agissant
sur (A" T%) ® E) est donné par

(3.17) Dy = (=P D« .

DEMONSTRATION. On traite ici directement le cas général de l'opérateur Dg.
Si u et v sont deux sections, I'une de (A" T%) ® E, I'autre de (AP T3) ® E, telles
que l'intersection des supports soit compacte, on a (en utilisant la compatibilité
de Dpg avec la structure euclidienne ou hermitienne dont on a muni £ — X, le
théoréme de Stokes et, pour finir, la relation (3.12)),

(Dl v) = /X (Dilul, v) dViy = /X (D, %]
_ /X (dfu, 0] — (=12, D))

= P [ iy (e D) 0)
x
= ()P u, (xDpx)(v)) ,
d’out le résultat. O
DEFINITION 3.11. Soit X une variété différentiable orientée équipée d’une struc-
ture Riemannienne, £ — X un K-fibré vectoriel équipé d’une structure euclidienne
ou hermitienne (suivant que K = R ou K = C) et Dg une connexion sur F com-

patible avec cette structure. L’opérateur de Laplace-Beltrami Ag est par définition
I'opérateur différentiel d’ordre 2 sur A" T%, p=1,..., N, par

Ag = D*E oDg+ Dgo DE = (—1)Np+1(*DE *Dg + (—].)NDE *DE*).
REMARQUE 3.12. Lorsque N est pair, on a
Ag = —(*DE x*Dg + Dg *DE*).

ExXEMPLE 3.13. Dans le cas particulier ou X est un ouvert U de RY et E =
U x C, la métrique sur RY étant la métrique euclidienne usuelle, un calcul facile
(qu'on laisse ici en exercice) montre que 'opérateur de Laplace-Beltrami associe
dans ce cas a la p-forme u = 37, _ urdxy la p-forme Agu] = — 37, Audzy.
Ceci justifie I’épithete « laplacien > ainsi que la notation A g utilisée (voir I’exemple
3.12 dans [De0] pour le détails des calculs). La preuve repose sur le fait que, dans
ce cas

6u1 8
(3.18) -y Z o, 9, 1
[I|=p j=1

ou | désigne ici I'opérateur de contraction des formes par un champ de vecteurs :

(319) gJu(glw"’Ep—l) :u(faglv“'afp—l)~
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L’opérateur de Laplace-Beltrami A g introduit dans la définition 3.11 est, pour p =
1,..., N, un opérateur différentiel du second ordre (M = 2) de C=°(X, A\’ T+ Q@ F) =
Cp°(X, E) dans lui-méme (au sens de la définition 3.8, on dit aussi un opérateur
différentiel de A T ® E dans lui-méme) qui est elliptique (au sens de la définition
3.9). En effet, si la forme u s’exprime comme

m

u=2 > uri€ @e
J=1|I|=p

dans une base (£7)|7=p orthonormée pour A” T (comme introduite dans la section
3.2.2), on voit que la partie de degré 2 de P(D) = Ag associe & u la forme

m N
Y () e,

j=1|I|=p k=1
ou (&1,...,&€n) est la base de champs de vecteurs duale du systéme orthonormé de
1-formes (£7,...,€x%). Clest essentiellement le méme calcul que celui effectué dans
I’exemple 3.13.
Si la connexion Dpg est telle que D% = 0 (i.e. la courbure est nulle, ou encore la
connexion est < plate »), Popérateur de de Rham généralisé Dy permet de définir
un complexe de de Rham généralisé

DE oo D5 oo D
—E>Cp (XME)_E> p+1(X7E)—E>7

et des groupes de cohomologie de de Rham associés, notés HE (X, E) (quotient du
K-sous-espace de Cp° (X, E) constitué des u tels que Dgu = 0 par I'image par Dg
de Cp2 (X, E)).

REMARQUE 3.14. Etant donné un K-fibré £ — X au dessus d’une variété
différentiable, équipé d’une métrique euclidienne ou hermitienne, il n’est pas tou-
jours possible de trouver une connexion plate D g compatible avec cette métrique! Si
X est connexe et si 71 (X) désigne le groupe d’homotopie des lacets de point de base
arbitraire xg € X, on peut construire un tel fibré E (de rang m) en considérant un
K-espace vectoriel V de dimension m muni d’une action & gauche du groupe m (X)
et considérer le fibré E obtenu comme le quotient sous action du 71 (X) de X x V,
ou X désigne le revétement universel® de la variété X. Tout K-fibré euclidien ou
hermitien pouvant étre muni d’une connexion plate compatible avec la structure se
réalise de cette maniere (voir [De0], chapitre 5, section 6). Les groupes de cohomo-
logie de de Rham ne dépendent pas en fait (& isomorphisme pres) de la connexion
plate Dg dont le K-fibré euclidien ou hermitien E se trouve équipé, pourvu que
cette connexion soit compatible avec la structure. Ils ne dépendent que du fibré
euclidien ou hermitien E lui-méme, et il est donc licite de les noter Hi, (X, E).

DEFINITION 3.15. Le K-espace vectoriel des p-formes harmoniques relativement
a Popérateur de Laplace-Beltrami A g associé a la connexion Dg est le sous-espace
HA (X, E) défini comme le noyau dans Cp°(X, E) de cet opérateur Ap, = Ag.

Lorsque X est une variété riemannienne compacte, on déduit de la proposition 3.3
I'important théoréme d’isomorphisme de Hodge :

6. Le revétement universel est ensemble des paires (z, [7]) ol 4 est une classe d’homotopie
pour ’homotopie entre chemins d’origine zg et d’extrémité z; le groupe fondamental 71 (X) agit
naturellement sur le revétement fondamental par % - (z, [7]) = (z, [yx~1]).
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THEOREME 3.16. Soit X une variété riemannienne compacte de dimension N,
E — X un K-fibré de rang m sur X, supposé équipé d’une métrique euclidienne
ou hermitienne (suivant que K = R ou K = C), Dg une connezxion plate sur
E — X, compatible avec la structure euclidienne ou hermitienne sur E. On a les
deuz assertions suivantes :

(1) Pour tout p=0,...,N, on a la décomposition orthogonale

L 1
(3.20) CX (X, E) =HA (X, E) @ D(C2 (X, E)) & Dp(Cp31 (X, E))
(avec la convention que C>9 (X, E) = CF (X, E) =0).

(2) Toute classe de cohomologie de de Rham u € Hp (X, E) contient un unique
représentant harmonique.

(8) Les groupes de cohomologie du complexe de de Rham généralisé sont tels
que

D ~ YD _
(3.21) Hpp(X, E) ~HL (X, E), p=0,..,N,
et sont tous de dimension finie.

DEMONSTRATION.
Point du point (1). Siu € H} (X, E), on a, pour tout u € C;°(X, E),

0= (Apu,u) = (DpDpu,u) + (DpDpu,u) = | Dpul® + || Dul®

par la formule d’adjonction (3.7), ce qui implique Dgu = Dyu = 0, d’ou lortho-
gonalité entre H} (X, E) et les images de Dg et Dj; (toujours grace a la formule
d’adjonction (3.7). Les images de Dg et de D3, sont orthogonales puisque

(Dpu, D) = (D4u,v) =0 Yu € Clli(X,E), Vv e C)3(X, E).

Le fait que l'on ait la décomposition (3.20) résulte donc de la décomposition (3.14)
(Popérateur P(D) étant lopérateur elliptique Ag) établie a la proposition 3.3.

Point du point (2). Le noyau de D dans C3°(X, E), i.e. (Dj(C53,(X, E)))*, est
égal du fait de (3.20) & la somme directe orthogonale de H}; _ (X, E) et de I'image
Dg(Cp2(X, E)); toute classe de cohomologie du complexe de de Rham généralisé

admet donc un unique représentant A g-harmonique.

Point du point (3). C’est immédiat (voir la preuve du point (2)). Le fait que les
groupes de cohomologie de de Rham généralisés soient, considérés comme C-espaces
vectoriels, de dimension finie, résulte de I'isomorphisme ainsi établi et de la premiere
assertion de la proposition 3.3 appliquée & P(D) = Ag. |

Comme conséquence importante du théoréme d’isomorphisme de Hodge (théoréme
3.16) nous pouvons énoncer le résultat fondant le principe de dualité de Poincaré.

THEOREME 3.17. Soit X une variété riemannienne compacte de dimension N
et E un K-fibré de rang m sur X, tel que E puisse étre muni d’une connezxion plate
Dpg compatible avec une métrique euclidienne ou hermitienne (suivant que K = R
ou K =C). Lapplication bilinéaire

(i1,9) € HER (X, E) x HYZP(X, E*) —s / uAveK
X



112 3. AUTOUR DES IDEES DE HODGE EN GEOMETRIE COMPLEXE

ou, localement sur X,

(i’%@ej)A(ivk@eZ) =Y (i Aw)ele),
j=1 k=1

1<jk<m
est non dégénérée.

REMARQUE 3.18. Dans le cas F = X x K, la connexion plate est réalisée par
lopérateur de de Rham d et le théoréme de Poincaré se réincarne via le théoreme
de de Rham (que l'on suppose dans ce cours connu, voir par exemple [GH], pages
43-44) en un résultat fondamental de nature topologique concernant la théorie de
lintersection (voir [GH], chapitre 1, section 4, pp. 49-60) : le produit d’intersection
des classes d’homologie”

(’.}/7 6) € HP(Xa Q) X HN*]J(X, Q)
— deg {intersection de représentants C™ tmnverses} 0)

est non dégénéré.

3.3.2. Les opérateurs de Laplace-Beltrami sur une variété hermi-
tienne. On considére maintenant que X est une variété analytique complexe de
dimension n équipée d’une structure hermitienne (définition 3.1). On définit natu-
rellement un produit scalaire sur 'algebre extérieure de

CorTi(X) = (Tx") ® (Ix') =~ Tx © Tx ;

voici comment. Supposons que la 1-forme w introduite en (3.1) soit diagonalisée en
un point z en

w(z) =i d¢ AdE;
Jj=1
(la forme hermitienne se présentant alors en ce point comme 2 ;A6 ® d¢;). La
base (d(1, ...,d(,) est une base orthonormée de (T,(X))* (pour cette métrique her-

mitienne) et le produit scalaire sur la fibre au dessus de z de (T%?)* ® E est défini
par

< SN urs(2)dindSy, Y Y UI,J(Z)dCI/\TCJ> =) w2 (2).

[I|=p|J|=q [I|=p |J|=¢ [I|=p|J|=q

Il ne reste plus ensuite qu’a intégrer sur X par rapport a la forme volume pour
obtenir le produit scalaire voulu sur l'algebre extérieure de C @ T5 (X).

Si E — X est un C-fibré hermitien de rang m au dessus de X (ramené ici & un
repere (eq, ..., em)), Popérateur x, dont I'action sur A”(T'x)* est définie en section
3.2.2, est étendu au formes a valeurs complexes, de maniere a ce que (3.10) reste
valide, i.e.

(u®@ej) Nx(V @ er) = (ej,ex) x (u,v) dVx, u,v € CF (X).
On définit ainsi un opérateur
* prq(Xv E) ? Cn*P,R*Q(Xv E)
7. C’est ici une forme faible, basée sur 'utilisation du théoréme d’isomorphisme de de Rham

(cette forme faible équivaut a ’énoncé du théoréme 3.17). Pour énoncer la forme forte de ce
principe, il convient de remplacer ’homologie & valeurs dans Q par I’homologie a valeurs dans Z.
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deés que E — X est un fibré hermitien (le cas le plus important étant celui du fibré
trivial £ = X x C).

Outre Vopérateur de de Rham d (avec son adjoint formel d*) et Uopérateur de
Laplace-Beltrami A, nous pouvons dans ce nouveau contexte introduire les cing
opérateurs :

9 O (X)) — Oy g(X)

0 :Cr(X) — CF (X))

0" = —%0x : O (X) — C2q,X)

[ —— Vi Cpg(X)  — G 1(X)
Np=A=000"+0"00 : C5(X) — CX(X)
Ag=A" =800 +08 00 (Cpg(X) — OF(X)

On a immédiatement d = 9 + d. On verra plus loin (section 3.4) qu'en fait les
opérateurs A’ et A” sont tous les deux elliptiques, car ils different de A/2 (opérateur
elliptique du second ordre) par des opérateurs différentiels d’ordre 1. Un autre
opérateur jouera un role important, 1’opérateur de Lefschetz L :

(3.22) L iueCr(X)r— L(u) = wAu,

dont I'adjoint formel est 'opérateur A = x~'Lx (puisque la forme volume sur X
est donnée par dVx = w™/n!) de maniere & ce que

(3.23) (u, Av) = (Lu,v) Vue CF (X)), Yve iy (X))

Si E — X désigne un fibré holomorphe de rang m sur X, D" = D/, sa connexion
canonique (voir la définition 1.16), et que £ — X est équipé d’une structure hermi-

tienne induisant la connexion de Chern Dg = Dg | | = Dy + D" (définition 1.17),
on peut aussi introduire les opérateurs :
Dy - Coy(X,E) — C)y (X, E)
D" Coy(XLE) — Oy (X, E)
(DIE)* O]?,oq(XaE) — ;z?il,q(X7E)
( %)* :Cgfq(XaE) — ;s,oq—l(XvE)
o= Dipo (Dp)* + (Dip)* 0 Dlp : C5(X,E) — C5(X,E)
N o= D" o (D) + (D) o D" C5(X, B) — C5(X, ),

ou (Dg)* et (D%)* désignent les composants de type respectifs (—1,0) et (0,—1)
de D3. Les deux opérateurs A% et AL sont tous deux elliptiques car, ici encore,
ils different de 'opérateur Ag /2 associé & la connexion de Chern par un opérateur
différentiel d’ordre un. De ces deux opérateurs elliptiques A%, et A, celui qui sera
amené & jouer un role primordial sera AL, d’une part parce qu'il ne dépend que du
fibré holomorphe F — X et non de la métrique hermitienne dont ce fibré est équipé,
d’autre part, et surtout, parce qu’il est canonique et tout en vérifiant (D”)? = 0
(on a aussi (D%)? = 0, voir la remarque 1.18, mais D/; n’est pas canonique), ce qui
permet de définir le complexe de Dolbeault généralisé

Dl/ o D// 0o D//
= OF(X L E) — O (X E) — -
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dont 'obstruction a 'exactitude est matérialisée par les groupes de cohomologie de
Dolbeault H!(X, E) :

{ueC=(X,E); D'u =0}
.24 HEYX,E) := Pid < <n.
(3 ) Db( ) ) D//[ s (X,E)] ) O_pvq_n

p,q—1

Les (p, q) formes A’ harmoniques sont les éléments du sous-espace
HPUX,E) = {u € CJ (X, E); Al u] =0} .

Dans le cadre des variétés hermitiennes compactes, on peut répéter la démonstration
du théoreme 3.16 pour obtenir 1’énoncé suivant.

THEOREME 3.19. Soit X une variété hermitienne compacte de dimension (com-
pleze) n, E — X un C-fibré holomorphe de rang m sur X, supposé équipé d’une
métrique hermitienne, Dg la connexion de Chern associée, A, = A’];w | lopérateur
de Laplace-Beltrami attaché a la connezion canonique D" = D%, sur E.

(1) Pour tout p,q =0, ....,n, on a la décomposition orthogonale

1 1
(3:25)  Cpy(X,E) =My (X, E) ® D"(Cp5, (X, E) @ D" (G 1 (X, E))
(avec la convention que Cp° (X, E) = Cp, (X, E) =0).
(2) Toute classe de cohomologie de Dolbeault i € HE! (X, E) contient un unique
représentant A%, harmonique.

(3) Les groupes de cohomologie du complexe de Dolbeault généralisé sont tels
que
(3.26) Hg’g(X,E)zHZZS(X,E), p,q=0,...,mn,
et sont tous de dimension finie.
DEMONSTRATION. Elle est identique a celle du théoréeme 3.16. O

Dans la ligne de ce second théoréme d’isomorphisme de Hodge (théoréeme 3.19)
nous pouvons énoncer le résultat fondant le principe de dualité de Serre , pendant
< holomorphe » du principe de dualité de Poincaré (théoreme 3.17).

THEOREME 3.20. Soit X wune variété hermitienne compacte, E un fibré ho-
lomorphe de rang m sur X et D" = DY, sa connexion canonique. L’application
bilinéaire

(4,0) € HYI(X, E) x HE.P™79(X, E*) — / uAveC
X

o, localement sur X,
m m
(ZU]‘ ®ej> A (ka ®e7;) = Z (uj ANog) er(e;),
j=1 k=1 1<j,k<m
est non dégénérée.

DEMONSTRATION. Elle est identique & celle du théoréme 3.17 fondant la dualité
de Poincaré. On utilise simplement le résultat du théoreme 3.19 a la place du
résultat du théoréme 3.16. On renvoie a [De0] (chapitre 6, section 7) pour les
détails spécifiques. O
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3.4. Le théoréme de décomposition de Hodge (cadre k#hlérien)

Dans cette section, nous allons préciser les résultats établis dans la sous-section
3.3.2 lorsque nous nous situons dans le cadre des variétés kahlériennes, i.e. lorsque
la (1,1)-forme w définie par (3.1) est fermée. Nous avons alors les quatre identités
de Hodge (proposition 3.5 ci-dessous).

Si A et B sont deux endomorphismes de Cg%, (X) de degrés ® respectifs deg A, deg B,
leur commutateur (ou crochet de Lie) est défini par

[A>B] =AoB - (_1)degA><degBB o A.

Cette prise de crochet de Lie se plie & la régle (ou identité) de Jacobi < tournante > :
(3.27)
(_l)dengdegA[A’ [B, C]]+(_1)degAxdegB[B7 [C, A]]+(_1)dengdegC[C’ [A, B]] =0.

PROPOSITION 3.5. Soit X une variété kihlérienne, L l'opérateur de Lefschetz
défini en (3.22), A son adjoint formel, d = 0+ 0 lopérateur de de Rham. On a les
quatre relations, dites identités de Hodge :

@, L]=i0 [A,0) = —id*
(3.28) [0, L] = —id  [AJ] =i .

DEMONSTRATION. Les relations figurant en seconde ligne s’obtiennent par conju-
guaison des relations figurant en premiere ligne, opérateur L défini en (3.22) étant
un opérateur réel puisque w est une (1,1) forme réelle. La seconde relation sur
la premiere ligne s’obtient via la formule d’adjonction (3.7) puisque A est I’adjoint
formel de L (3.23). Il nous reste donc juste & établir la premieére des quatre identités.

On se place tout d’abord dans le cadre ot X est un ouvert de C" et w la (1, 1)-forme
associée a la métrique euclidienne usuelle. Exactement comme dans ’exemple 3.13,
on a, pour toute (p, g)-forme wu,

oO*u — Z i%ij dzy Ndzy

0z; 0z;
[1|=p,|J|=g j=1 J J

"9 Ou
(3.29) = _Zgjjaiz]’

8. Dire que A est de degré deg A = a € Z signifie qu'il envoie Cp°(X) dans C;ja(X); on

parlera aussi plus loin de bidegré bidegA = (a1, az2) si A envoie Cp%, (X) dans Cp3 , 1 . (X).
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ou | désigne l'opérateur de contraction des formes par les champs de vecteurs, tel
qu’il a été introduit en (3.19). Il en résulte, comme degd = 1 et deg L = 2,

n

= 0 aw/\u "9 Ou
N L AE:&'a%

"\ 9 Ou
- _;67;]< /\7)—’_ Azaz] 0z

— —z@u

Il

[

J.
Y
ch

(on a exploité ici le fait que w était & coefficients constants ainsi que son expression
méme : w =iy, dz; A dzj).

On note enfin que la relation que 'on demande de prouver ne fait intervenir que
les dérivées jusqu’au premier ordre des coefficients impliqués dans 1’écriture de la
métrique. 11 suffit donc, d’apres la proposition 3.1, de prouver l'identité lorsque U
est un ouvert de C" et w la (1,1)-forme différentielle correspondant a la métrique
usuelle, ce que nous venons de faire. (Il

COROLLAIRE 3.21. Soit X une variété kihlérienne, O et O les deux opérateurs
résultant du scindage de l’opérateur de de Rham d, 0* et 3" leurs adjoints. On a

(3.30) (6,0 =[0,0%] = 0.
DEMONSTRATION. Il suffit de prouver la premiere formule, I’autre suivant par
conjugaison ou adjonction. On a, d’apres les identités de Hodge (3.28) :
(0,0 = —i[8, [A, 0]].
Or, par 'identité de Jacobi (3.27), il vient
7[83 [Av a]] + [Av [av a]] + [87 [aa A]] = 72[87 [Aa a“ -
Le résultat est établi. O

COROLLAIRE 3.22. Soit X wune variété kahlérienne, A = Ay, A == Ay et
A" := Agz les trois laplaciens de Laplace-Beltrami. On a

A
5
En particulier A est homogeéne relativement au bidegré des formes.

(3.31) A=A =

DEMONSTRATION. On a A” = [0, 5*} puisque les deux opérateurs dont on
prend le commutateur sont ici de degré 1. D’apres les identités (3.28), on a

[0,0°] = —i[d, [A, 9]].
L’identité de Jacobi (3.27) implique
_[53 [A7 8” + [87 [5’ A]] =
puisque 9 et J anticommutent. On a donc

A" =18, —i[d,A]] = [0,07] = A
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toujours d’apres les identités de Hodge (3.28). En développant A apres scindage
de d = 0+ 0 et, en utilisant les identités (3.28), on en déduit A = A’ + A”. Le
corollaire est démontré. (]

De tous ces résultats, découle immédiatement la proposition suivante.

PROPOSITION 3.6. Soit X wune variété kahlérienne. L’opérateur de Laplace-
Beltrami A = Agq commute avec x, 0, 0%, 0, 8*, L, A.

DEMONSTRATION. Par lidentité de Jacobi (3.27) et le fait que [9,L] = 0
(puisque dw = Ow = 0), on a

[L,A'] = [L,[0,0"]] = —[0,]0", L]] = i[9, 0] = 0.
On a aussi [A, A’] = 0 par adjonction. Ainsi A/2, donc A, commute avec L et A.
Les commutations de A avec les autres opérateurs sont évidentes. ([

On est en mesure d’énoncer maintenant I'un des résultats majeurs de ce chapitre
3, le théoréme de décomposition de Hodge.

THEOREME 3.23. Soit X une variété kdihlérienne et A = 2A" = 2A" le lapla-
cien de Laplace-Beltrama.
— Pour tout k =0,...,2n, on a

1L
(3.32) HAX) = P HRAX).
p+q=k
— Pour tout k =0, ...,2n, on a la décomposition de Hodge
(3.33) Hip (X,C)~ P HEI(X,C).
p+q=k

— Pour tout p,q =0, ...,n, on a la symétrie de Hodge

(3.3) HB(X,C) = HEJ(X.C).

DEMONSTRATION. Le premier point résulte de 1’assertion finale du corollaire
3.22. Le second point résulte de la combinaison du premier avec les points (2) et (3)
des théreémes 3.16 et 3.19. Le troisieme point résulte de ce que I'opérateur A’ est
réel. Il reste cependant a s’affranchir de la dépendance en la métrique. On remarque
pour conclure ici (en particulier montrer que la décomposition 3.33 est intrinseque,
i.e. ne dépend pas de la métrique), qu’il est équivalent pour une (p, ¢)-forme d’étre
d-exacte, O-exacte, D-exacte, orthogonale & HIY, dd° exacte (faire Pexercice). Pour
achever de montrer le caractere intrinseque de la décomposition, on doit faire appel
aux groupes de cohomologie de Bott-Chern, définis (pour une variété analytique
complexe quelconque X de dimension n) par

kerd N C2 (X)
(3.35) HEL(X,C) := — , 0<p,g<n.
Be dd(.[ p—l,q—l(X)]

Il existe, pour chaque couple (p, ¢), un morphisme naturel
ainsi qu’'un morphisme

HEL(X,C) — HERY(X,C).
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Si X est kithlérienne, I’équivalence entre les diverses exactitudes (pour d, 9,0, dd®)
montre que les morphismes (3.36) sont des isomorphismes. La décomposition de
Hodge (3.33) peut ainsi étre comprise comme une décomposition du groupe de
cohomologie de de Rham HEp (X, C) comme somme (& isomorphismes pres) des
groupes de cohomologie HEA(X,C) pour p + ¢ = k. Ceci prouve le caractére in-
trinseque de cette décomposition de Hodge. ([l

Parmi les nombreuses conséquences du théoreme de décomposition de Hodge, men-
tionnons ici & titre d’exercice (et puisque les configurations produit sont appelées
un rdle important ?) la formule de Kunneth dans le contexte kihlérien.

PROPOSITION 3.7. Soient X7 et Xo deux variétés analytiques complexes com-
pactes de dimensions respectives ny et no équipées chacune d’une structure kahlérien-
ne (respectivement wy et wy). On définit naturellement une structure kihlérienne
sur la variété produit X1 X Xo par

Q(Zl, 2’2) = wl(zl) + WQ(ZQ).

On a alors
1
H]%g(Xl X XQ,C) ~ @ (Hggql (XhC) & Hg%qQ(X%C)) s
P1+p2=p
q1+q2=q

le produit tensoriel Y1 ® Yo €tant induit par passage au quotient d partir du produit

(3.37) ©1(21) @ pa(22) == p1(21) A pa(22).

DEMONSTRATION. Il s’agit d’une application du théoreme 3.23. |

REMARQUE 3.24. On peut aussi déduire de la formule de Kunneth la décompo-
sition

(338) U X Xa ) = D (N (X00R,) © AR (X2, 9%,)).
p1+p2=p
q1+q2=4q
ou 2% désigne le faisceau des r-formes holomorphes sur X, I’accouplement ® étant
toujours celui mentionné en (3.37). Ceci résulte du théoréeme d’isomorphisme de
Dolbeault, assurant

H*(X,Q%) ~ HE{(X,C).

Sous cette forme (3.38), la formule de Kunneth est bien siir valable hors du cadre
kahlérien.

9. Par exemple les produits d’espaces projectifs, plus généralement les variétés toriques sim-
pliciales complétes de dimension n, présentées sur le modele de variétés produit, ce de maniére a
mettre en évidence le fait que leur groupe de Chow A,,_1(X) soit isomorphe & Z", n+r désignant
le nombre d’arétes de I’éventail simplicial 3 & partir duquel X est construite (voir ’exemple 1.31
et, pour aller plus avant, [ShTY]).
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3.5. Cohomologie de P"(C)

L’exemple de l'espace projectif complexe P"*(C) s’avérant un exemple fonda-

mental (déja introduit maintes fois dans ce cours, voir les exemples 1.30, 3.4, 3.35 &
venir), il est important d’en décrire ici sa cohomologie de de Rham et sa cohomologie
de Dolbeault.
Nous rappelons pour cela ici dans un premier temps I'important théoréme de Mayer-
Vietoris'® (voir par exemple [De0], chapitre 4, section 3C) : soient U et V deux
ouverts d’une variété différentielle X de dimension N ; soit Q := UUV, W :=UNV;
il existe une longue suite exacte d’homomorphismes de groupes abéliens :

0 — Hpr(92,C)—Hpg(U,C) & Hpg(V,C)—Hpp (W, C)— Hp (2, C)

— Hyjyp (U,C) ® Hpp(V,C)— Hpg (W,C)—Hp (2, C) —

C—

— HYR(Q,C)— HAR (U, C) @ HYR (V, C)— HYR (W, C)—0
entre les groupes de cohomologie de de Rham. En admettant ici ce résultat et en
remarquant que, pour tout N € N, la sphere unité SV de RV*! s’écrit comme union
de deux < calottes > sphériques U et V homéomorphes & RY et dont I'intersection
W < se rétracte » sur la sphere équatoriale SV, on montre par récurrence sur
N, en utilisant la longue suite exacte de Mayer-Vietoris et le fait que les groupes
de cohomologie HER (U, C), HER(V,C) des ouverts U et V sont nuls pour k >
0 (lemme de Poincaré) et que HEg (W,C) ~ HEL(SN-1,C), que H2z(SV,C) =
HYR (SN, C) = C, tandis que HER(SY,C) = 0 pour 0 < k < N. On déduit de ce
résultat sur la cohomologie de de Rham des spheres réelles la proposition.

PrOPOSITION 3.8. (1) Les groupes de cohomologie de de Rham
HEE (P(C),C), k=0,1,2,..,n—1
sont nuls tandis que les groupes de cohomologie de de Rham
HER (P"(C),C), k=0,..,n,
sont isomorphes a C.

(2) Les seuls groupes de cohomologie de Dolbeault HE! (P™(C), C) non nuls sont
ceuz correspondant a p=q =0,1,2,....,n. Ils sont tous isomorphes a C.

(3) Les seules formes A-harmoniques sur P"(C) sont les (k,k) formes de la
forme Ak, ot w = dd°log(|z0|? + -+ + |2n]?) désigne la (1,1)-forme
définissant la structure kahlérienne de Fubini-Study.

DEMONSTRATION. On démontre la premiere assertion par récurrence sur n. On
peut écrire P"(C) =UUV,ou U ={[l:21:...:2,]; 2€ C"} et
V=A{lz0:21:...:20]; (21,.., 2n) € C"\ {0}}.

L’ouvert V se rétracte en P"~1(C), tous les groupes de cohomologie Hp (U, C) sont
nuls pour k£ > 0 (lemme de Poincaré), et UNV est homéomorphe & C™\ {0} ~ §?7~1.
En utilisant la suite longue de Mayer-Vietoris et le fait (rappelé plus haut) que
HY.(UNV,C) = Hi'(UNV,C) = C tandis que HEz (U NV,C) = 0 pour

10. Ils’agit ici d’un résultat géométrique, dans le contexte des variétés différentiables ; le résultat
vaut d’ailleurs aussi pour la cohomologie de Cech.
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k=1,..,2(n — 1), on prouve assertion 1 au cran n en la supposant satisfaite au
crann — 1.

D’apres le théoreme de décomposition de Hodge (théoreéme 3.23, assertion (3.33))
et le point (1), on a, si p+ ¢ =2k + 1,

HRH(@®(C),C)~0~ @ HEI(P(C),C),
p+q=2k+1

ce qui implique que tous les groupes HE (P"(C), C) pour p+ ¢ impair sont nuls. Si
p+ q =2k, on a, en tenant compte en plus de l'assertion (3.34),

HZ, (P*(C),C) ~ C
~ Hpy(P*(C),C) & €P (HE(P"(C),C) @ HEI(P"(C),C)).

pt+qa=2k
p<gq
En regardant ces isomorphismes comme des isomorphismes entre C-espaces vecto-
riels de dimension finie, on constate, pour des raisons de dimension, que les groupes
HEI(P™(C),C), pour p+ g = 2k et en méme temps p # ¢, sont nuls. Le groupe
HSf(IP’”((C), C) est, lui, isomorphe & C.
La derniere assertion résulte, elle, des deux précédentes, combinées avec ’assertion
(2) du théoreme 3.19 (lorsque le fibré est X x C). O

Une équation importante : ’équation de Green. Les (p, p)-courants po-
sitifs fermés sur P*(C) jouent un role important tant en géométrie algébrique, voire
arithmétique (e.g. les courants d’intégration sur une variété algébrique projective,
i.e. un sous-ensemble de P"(C) défini comme le lieu des zéros d’un nombre fini de
polynomes homogenes en n variables, a coefficients complexes ou éventuellement en-
tiers lorsque l'arithmétique est impliquée) qu’en dynamique complexe en plusieurs
variables [Sib]. Si T" est un tel courant, un < courant de Green normalisé > pour
T (on dit aussi que —G = U est un quasi-potentiel pour T') est un (p — 1,p — 1)
courant solution de I’équation de Green

(3.39) dd°G + T = H(T),

ou H(T) désigne la projection orthogonale de T sur le sous-espace HP*P(P™(C)) des
(p, p)-formes harmoniques, i.e.

H(T) = (T,w""P)

olt w désigne la (1,1)-forme dd° log |z|? (en coordonnées homogenes). Lorsque T est
le courant d’intégration [A] sur un sous ensemble algébrique irréductible (i.e. le lieu
des zéros d’un idéal homogene premier) de dimension n — p, on a

H([A]) = deg A x WP,

o deg A désigne le degré de ’ensemble algébrique projectif A (ce degré est ici in-
terprété en termes de < volume >, ce qui correspond & la formulation du théoréme de
Wirtinger). Un quasi-potentiel G pour T est dit de moyenne nulle il est orthogonal
aux formes harmoniques, i.e (G, w" P*!) = 0. Lorsque p = 1, ce quasi-potentiel
normalisé et de moyenne nulle est unique, ce qui n’est pas le cas lorsque p > 1 (deux
tels quasi-potentiels different par un courant dd°-fermé qui peut parfaitement étre
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singulier!). Lorsque T3 et Ty sont respectivement des (p1,p1) et (p2,p2) courants
positifs fermés, on peut tenter de les multiplier formellement en remarquant que

dd°‘Ty NGe+Gi ANH(T)] = ThAN(H(Tz) —To)+ (H(Ty) —T1) N H(T»)
,(Tl A TQ) + H(Tl) A H(Tg).

Ceci peut aussi s’écrire (toujours formellement)
Ty ATy = H(Th) A H(T2) — dd°[Ty A Go + G1 A H(T3))

et permet, lorsque 17 AG4 peut étre défini au sens des courants, de définir le produit
T1 ANTs. Sile cas p; = p2 = 1 se résout bien lorsque G5 est intégrable par rapport a
la mesure trace du courant 75, et ne souléve pas d’ambiguité au vu de 'unicité de
G1 et Ga, le cas p; ou py strictement supérieur a 1 souléve des questions tout a fait
actuelles (voir par exemple [DinhS]). Signalons aussi que la théorie arithmétique de
P'intersection (telle qu’elle est développée dans les travaux de J.B. Bost, H. Gillet, C.
Soulé [BGS, GSJ, non sans relation étroite avec les outils de géométrie différentielle
complexe développés dans ce cours) se fonde sur des idées similaires.

3.6. Fibrés holomorphes positifs, les divers concepts

Dans cette section, nous allons dégager (et comparer) divers concepts impor-
tants de positivité pour les fibrés holomorphes hermitiens (E — X, | |) au dessus
d’une variété analytique complexe. Ces concepts (qui se rejoignent pour les fibrés
en droites) seront, dans le cadre compact kéhlérien, un ingrédient majeur pour les
théorémes d’annulation (section 3.7).

Soit (E — X, | |) un fibré hermitien holomorphe de rang m au dessus d’une variété
analytique complexe X. D’apres la remarque 1.18, la premiere forme de Chern
c1(E,|]), qui s’exprime dans un repére orthonormé

’LZ (Zujk;lpdzl /\%) e; ® e}; = ’LZ Z (Zujk;lpdzl /\@) (e’;)* R e,t s

j=lk=1 Lp =1 k=

m

_
S

avec Uji.pl = Ukj;lp, induit une forme hermitienne

bp=Y Y wmpldace)o(dzae)

1<j,k<m 1<l,p<n

sur T(X) ® E, de maniére a ce que

(3.40) Op(l®ej,n®er) = (Z Ujkipd2r A @) &),
Lp
soit
5 i > fjli ® ej, i iﬁjli ®ej) = > Ukupbilep -
- azl - 6zl -
Jj=11=1 Jj=11=1 i%lkim
Y

REMARQUE 3.25. Dans le cas des fibrés en droites, dire que g est une forme
hermitienne semi-positive sur T'(X) équivaut donc & dire (voir la remarque 2.2)
que la premiere forme de Chern ¢;(E, | |) est positive, ou que la premiére forme de
Chern ¢1 (E*,| |*) est, elle, une forme négative.
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REMARQUE 3.26. Si A désigne la matrice d’'un endomorphisme hermitien d’un
C-espace vectoriel exprimée dans une base orthonormée (eq,...,e,), A peut tout
aussi bien étre considérée comme la matrice de 'opérateur adjoint A* exprimée dans

*

la base duale (ef, ..., ;). On peut donc aussi associer a c1(E, | |) = (i/27)Op, | une

forme hermitienne 6%, non plus cette fois sur 7%(X) ® E, mais sur T*(X) ® E*,
suivant maintenant la regle :

(3.41) OpE 2 s n@er) = (D wnapda Adz) (€.
L,p

Dire que 07 est une forme hermitienne positive équivaut a dire, puisque 'on a la
relation ©p- | |+ = —Op | |, que O~ est une forme hermitienne négative (il suffit de
renverser les roles de F et E*).

DEFINITION 3.27. On définit les deux concepts suivants de positivité pour un
fibré hermitien holomorphe sur une variété analytique complexe X.

— Un fibré hermitien holomorphe (F — X,| |) de rang m sur une variété
analytique complexe est dit positif (resp. semi-positif) au sens de Nakano
(E >x 0) (resp. E >x 0) [Nakl] si et seulement si la forme g définit un
produit scalaire (resp. une forme positive) sur chaque fibre (T'(X) ® E), du
fibré complexe T(X) ® E; il est dit négatif (resp. semi-négatif) au sens de
Nakano (E <y 0) (resp. E <y 0) si et seulement si la forme —0p est un
produit scalaire(resp. une forme positive) sur chaque fibre (T(X) ® E),.

— Un fibré hermitien holomorphe (E — X,| |) de rang m sur une variété
analytique complexe est dit positif (resp. semi-positif) au sens de Griffiths
(E >¢ 0) (resp. (E >¢ 0) [Grl] si et seulement si

VE£0eT(X),Vs£0€E,, Ip(®s,E®s) >0

(3.42) (resp. VEET.(X), Vs € E;, 0p((®s,®5) 20);

il est dit négatif (resp. semi-négatif) au sens de Griffiths (E <g 0) (resp.
E < 0) si et seulement si

VEETL(X), €40, Vs B s #0, Op(E®5,E0s) <0

(343) (resp. VE € T.(X), Vs € E,, 0p(£®s5,£®s) <0).

REMARQUE 3.28. Si (E* — X, | |*) désigne le fibré dual équipé de la métrique
induite sur le dual (||(-,s)[|* = |s|) Comme i@« | |- = —i'Op | | et que I'on a

Op-(E®(5),8 @ () =—bp(@s @),

pour toutes sections &, &’ de T'(X), pour toutes sections s, s’ de F, il est équivalent
de dire que (E — X,| |) est semi-positif au sens de Griffiths et que (E* — X,| |*)
est semi-négatif au sens de Griffiths.

REMARQUE 3.29. On peut proposer une troisieme notion de semi-positivité,
au sens de Bott-Chern, en disant que E >pc 0 (F est < semi-positif au sens de
Bott-Chern >) si et seulement si la métrique 6% associée a ¢! (E,| |) par (3.41) est
une métrique positive sur 7*(X) ® E* ; on dit aussi que E >p¢ 0 si cette métrique
0%, est définie positive sur chaque fibre de T*(X)®E*, i.e. induit un produit scalaire
sur chaque fibre. Dire que E >p¢ 0 équivaut donc & dire que (E* — X, | |*) est
semi-négatif au sens de Nakano, puisque le tenseur de courbure de (E* — X, | |*)
s’obtient par Op- | | = —'Op | |. Dire que (E — X, | |) est semi-positif au sens de
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Bott-Chern équivaut aussi a dire qu’il existe des sections fi, ..., fas de T*(X) @ E
telles que

M
a(E,|])= iij ® f7,
=1
ou 'on rappelle que 'isométrie de conjugaison f +— f* a été introduite au chapitre
précédent (2.33). Ceci s’avere fort utile pour envisager la positivité des formes de
Chern ¢, (E, | |) d’ordre supérieur, qui se trouve assurée dans ce cas. On trouvera par
exemple cette notion étudiée dans [And3], ainsi d’ailleurs que la preuve du résultat
mentionné ici concernant la positivité des formes de Chern. C’est a cette notion de
semi-positivité au sens de Bott-Chern que nous avons fait référence relativement
aux questions de positivité se posant dans I’exemple 2.35.

EXEMPLE 3.30. Sur P"(C) par exemple, le fibré en droites O(1) est positif; sa
premiére forme de Chern est dd°[log |z|?] et est une forme positive. C’est d’ailleurs
la forme de Kéhler sur P"(C). La premiere forme de Chern du fibré tautologique
O(—1) est, elle, définie négative, puisque c’est 'opposée de la précédente.

REMARQUE 3.31. Les deux concepts de positivité au sens de Nakano et de Grif-
fiths coincident lorsque E est un fibré en droites (aussi d’ailleurs avec celui de Bott-
Chern envisagé dans la remarque 3.29) ; on parle alors de positivité tout court. Le cas
des fibrés en droites est le seul cas ou les trois notions (au sens de Nakano, Griffiths,
ou Bott-Chern) coincident. Cependant, la positivité (resp. semi-négativité) au sens
de Nakano implique bien str dans tous les cas la positivité (resp. semi-négativité)
au sens de Griffiths.

3.7. Positivité et théorémes d’annulation

La positivité des fibrés rejaillit dans le cadre kahlérien en des théoremes d’annu-
lation des groupes de cohomologie de Dolbeault qu’ils induisent. Nous ne donnerons
dans ce cours, a titre d’exemple, qu'un seul énoncé, le plus simple, a savoir le
théoréme de Kodaira-Akizuki-Nakano [AKN], puisque ce sera le théoréme que nous
invoquerons lors de la preuve du théoréme de plongement de Kodaira (théoréme
3.41 dans la section 3.9 & venir).

THEOREME 3.32. Soit X une variété analytique compleze de dimension n, au
dessus de laquelle E — X est un fibré en droites holomorphe.

(1) S’il existe une métrique hermitienne | | sur E qui confére a (F — X,| |)
une structure de fibré positif, alors

(3.44) p+qg>n+1= HE!(X,E)=0.

(2) S’il existe une métrique hermitienne | | sur E qui confére a (E — X,| |)
une structure de fibré négatif, on a

(3.45) p+q<n—1= HY(X,E)=0.

DEMONSTRATION. Le principe de dualité de Serre (théoreme 3.20) permet de
déduire Dassertion (2) de Passertion (1) puisque la condition p + ¢ > n équivaut
ace que (n—p)+ (n—q) < n et que la positivité de (E — X,| |) équivaut a la
négativité du fibré (E* — X, | |*). Nous pouvons donc nous contenter de prouver la
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premiere assertion. La premiere forme de Chern i©p | | de (E — X, | |) définit une
structure kahlérienne w sur X. Nous notons A ’adjoint de 'opérateur de Lefschetz

L:seCr(X,E)mwAseCiy 1(X,E).
Nous introduisons aussi les opérateurs

Dy :CX(X,E) = C2 (X,E) D" :CX(X,E) = C (X, E)

et leurs adjoints formels (D’;)* et (D”)*, comme & la section 3.3.2. Les identités de
Hodge (3.28) restent valables et deviennent :
[(D")", L} = iDyp A, D"] = —i(Dp)*
(3.46) (D)™, L] = —iD"  [A, D] =i(D")" .
Prenons pour voir cela un point zy de X et un systeme de coordonnées z =

(C1, .-, Cn) centré en zp. Sil’on exprime l'action des opérateurs Dy, D, D", (D's)*,
(D”)* dans un repére orthonormé e, on constate (par exemple) que

Dplo®e) = do®e+ O(|z])
D'(oc®e) = do®e+O(3z|)
Dglo®e) = do®@e+O(|2]),

ou les termes impliqués dans les expressions du type O(]z]) font intervenir les co-
efficients du tenseur de courbure ©p | |. Pour prouver ponctuellement les formules
de commutation (3.46), on peut donc se ramener & les prouver dans le cadre du
fibré trivial X x C, cadre ou ces identités de commutation sont connues puisque ce
sont les identités de Hodge (3.28). On peut d’ailleurs aussi ajouter la relation de
commutation

(3.47) [Dy,D"] =D}, =05 |.

Ceci vaut d’ailleurs lorsque £ — X est un fibré de rang quelconque !'. D’apres
l'identité de Jacobi (3.27), on a

D" A D]l = A (D D] + (D, [0, A]] = (A, O, | +i[D. (D)
— DD
et, par conséquent, en tenant compte des relations de commutation (3.46) et (3.47),
(3.48) B=Ag+[iO(E),A].

Or un calcul immédiat montre (compte tenu ici du fait que w = iO©p | |) que, pour
tout u € Cp%, (X, E), on a

{[1©p,) 1, Alu,u) > (p+q = n)|[ull.

La positivité de Popérateur A', le fait que l'on ait la relation (3.48), combinée enfin
avec le point (2) du théoréme 3.19, assurent la nullité du groupe de cohomologie
HEI(X, E) lorsque p 4+ ¢ > n. Il ne saurait y avoir en effet de solution non nulle
de Az[u] = 0 dans Cp%, (X, E) si p+ q > n. Ceci acheve la preuve du théoreme
d’annulation de Kodaira-Akizuki-Nakano. (Il

11. Dans le cadre oa X n’est plus kidhlérienne, ces identités de commutation se trouvent per-
turbées par 'opérateur de type (1,0) défini par T := [A,Ow]; on trouvera ces formules < cor-
rigées > dans la section 1 du chapitre 7 de [De0] (voir aussi la remarque 3.33 un peu plus loin).
Comme, dans notre cours, nous ne nous placerons que dans le cas kahlérien, nous ne développerons
pas ici ces calculs.
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Une inégalité importante s’est fait jour dans le déroulement de cette preuve. Il s’agit
des inégalités de Bochner-Kodaira-Nakano sur les variétés analytiques complexes.
Nous ne les mentionnons ici que dans le cadre kdhlérien, mais elles admettent une
version < corrigée > dans le cadre des variétés hermitiennes. Nous retrouverons
ces inégalités dans le contexte L? au chapitre 4 (section 4.1); elle sera le moteur
de lattaque du probleme de la résolution de ’équation D" f = u dans le cadre
hilbertien L? wia les techniques d’analyse fonctionnelle développées dans le cas des
ouverts pseudoconvexes de C™ (voir le cours de P. Charpentier [Charp]).

PrOPOSITION 3.9. Soit X une variété kdhlérienne et E — X un fibré holo-
morphe de rang m au dessus de X, que l’on suppose équipé d’une métrique hermi-
tienne. Pour tout p,q, pour toute section u a support compact de Cgf’q(X, E), on
a

(3.49) %mu>=<D%uD“w—%«D“rw<DW*®Ef/‘QKMHPAKMJOdV*~

X

REMARQUE 3.33. Dans le cadre hermitien (et non plus kéhlérien), la métrique

étant notée w et A désignant 'adjoint formel de I'opérateur de Lefschetz L., il

convient simplement de remplacer 'opérateur hermitien [(©p | |, A] figurant sous
I'intégrale de droite par

[ZQE,| B A] + 15

T = [A 1A, 7 (ddw)"]| = [(9w)", ((0)")"]

(on note ici, étant donnée une forme différentielle o € C°(X), o lopérateur de
< multiplication » & gauche par la forme «). Cette version < hermitienne > est un
résultat de J.P. Demailly [Delbis].

DEMONSTRATION. L’inégalité (3.49) (plus généralement sa version < corrigée > dans
le cadre hermitien non k&hlérien, suivant la remarque 3.33) résulte du fait que
(A'pu, u) > 0 pour toute section u € Cp%, (X, E) a support compact et de I'identité

£ =0k +[iOg) |, A].
O

3.8. Notions d’amplitude ; exemples projectifs et toriques

Les notions de semi-amplitude et d’amplitude pour un fibré holomorphe £ — X sont
des notions de nature algébrique 12, dont on va voir qu’elles sont liées aux divers
concepts de positivité introduits dans la section 3.6 précédente (qu’elles complétent
pour fournir le cadre des théorémes d’annulation ou de plongement de la section
3.7). Listons ici les trois notions importantes, de la notion de semi-amplitude & celle
d’amplitude en partant de la notion < fibré engendré par ses sections holomorphes
globales >. Nous les illustrerons ensuite par des exemples de fibrés en droites em-
pruntés au cadre projectif ou au cadre torique.

DEFINITION 3.34. Soit E — X un fibré holomorphe de rang m au dessus d’une
variété analytique complexe X. On note par H°(X, E) le C-espace vectoriel des
section holomorphes globales de X.

12. La notion intuitive d’< amplitude > se traduit, dans un langage < imagé >, par le concept
d’<« occupation de 'espace >.
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(1) On dit que E — X est engendré par ses sections holomorphes globales
ou encore globalement engendré si et seulement si, pour chaque z € X,
I’application d’évaluation

s€ HY(X,E) > s(2) € B,

est surjective, i.e. chaque section locale de E — X s’exprime comme com-
binaison linéaire de sections globales.

(2) Ondit que E — X est semi-ample si et seulement si, pour p € N assez grand,
les puissances symétriques '3 SPE — X du fibré E — X sont globalement
engendrées.

(3) On dit que E — X est trés ample si et seulement si les évaluations

OX,Z(E)

0 1 . 2 —_—
se HY(X,E) — [j}s)].:= (s modulo WX,ZOX,Z(E)) < M2 _Ox.(E)

sc HY(X,E) +— s(2)+s(2)cE.,®E,
sont surjectives 14 pour tout z, 2" dans X avec z # 2’

(4) On dit que E — X est ample si et seulement si les puissances symétriques
SPE — X sont tres amples pour p € N assez grand.

EXEMPLE 3.35. Sur l'espace projectif P*(C), le fibré en droites O(1) — P™(C),
associé (voir exemple 1.30) au diviseur —[z9 = 0], est 'exemple-type d’un fibré
trés ample. Les sections holomorphes globales du fibré O(1) — P"(C) sont en effet
les polynémes homogenes de degré 1 en les coordonnées homogenes [zg : ... : zy],
i.e. les formes linéaires en ces n + 1 variables. Notons d’ailleurs qu’un élément de
HO(P"(C),O(1)) est associé de maniere bijective & un point [ug : ... : u,] de
lespace projectif (P*(C))* (le point [ug : ... : u,] correspondant & la forme linéaire
z = upzp+- - Funz, = (u, z)). La vérification des conditions (3) de la définition 3.34
est ici immédiate. Si X est une variété analytique complexe qui peut étre considérée
comme plongée (via un plongement ¢) dans PV (C) pour un certain N € N, alors le
fibré t*O(1) — X (soit, si I'on considere X C PN (C), le fibré O(1)|x) est un fibré
trés ample sur X. Au dessus de toute variété projective (i.e. d’une sous-variété de
PV (C), ou pouvant étre plongée dans PY(C) pour un certain N € N*), on peut
ainsi toujours construire au moins un fibré tres ample.

EXEMPLE 3.36. Un autre exemple < jouet > particulierement intéressant (et
plus riche que le précédent) pour illustrer (et classer) les diverses notions d’ amplitude
présentées dans la définition 3.34 est celui des wariétés toriques complétes lisses
présentées dans l'exemple 1.31. Les diverses notions d’amplitude se traduiront dans
Pespace < géométrique » qu’occupe un certain polyedre du monde (R™)* dual de
celui ot vit 1’éventail ¥ & partir duquel la variété torique a été construite (comme
dans l’exemple 1.31). On reprend ici les notations utilisées dans cet exemple. La

13. La puissance symétrique SPV d’un C-espace vectoriel V est le quotient de V&P sous ’action
naturelle du groupe symétrique SP suivant o - (v1 ® -+ Q@ vp) = V(1) ® "+ ® Vg(py. Ce concept
passe naturellement aux fibrés vectoriels.

14. On dit que [j'(s)]; est le 1-jet de s au point z; en remplacant 9)@(72 par 93?’;;, on obtient
le jet d’ordre k, noté [ (s)]., de la section s au point z. Le fibré correspondant est noté J*E — X
et appelé fibré des k-jets de E au dessus de X.
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présentation d’une telle variété comme le quotient géométrique (1.25) permet d’as-
socier & chaque coordonnée homogene z1, ..., Zp4, (donc & chaque cone §; de di-
mension 1 de Iéventail ¥ & partir duquel la variété torique est construite®) un
diviseur de Cartier effectif D; dont le support est défini en coordonnées homogenes
par {z; = 0} (voir [Col] ou [CLOJ). Au diviseur de Weil

D=aDi+ -+ apntrDpyr,, A1y .oy Angr € 4,
on associe le polyedre Pp de (R™)* défini par
Ppi={z" € R")" ;(z",&) +a; 20, j=1,..,n+7}.

Si f(x1,...,z,) est un polynéme de Laurent de support Pp dans lequel on effectue

la substitution
n+s

Tp = H zf”‘ ,k=1,..,n.
=1

On obtient ainsi une fraction rationnelle en (21, ..., z,+,) de dénominateur précisé-
ment 2}’ zfjf,}", que l'on peut interpréter comme une section globale s du fibré
O(D) (ce fibré correspond au cycle — >, a;[t; = 0], exactement comme O(1) cor-
respond & —[zgp = 0] dans les exemples 1.30 et 3.35). Le numérateur F' de cette
fraction rationnelle induit, sur la variété X, la définition d’un diviseur de Cartier
effectif divg(s) tel que divo(s) = div(s) + D. On associe & Pp un polyedre Ap de
(RT)™*7 défini comme le support de F. Si (&1, ...,&,) engendrent I'un des cones
o de dimension n de I’éventail ¥, on note Ap , la projection de Ap sur I’espace
des n premiéres coordonnées. A chaque cone o de dimension n de ¥ (0 € ¥(n),
supposé pour simplifier engendré par ({1, ...,&,), de base duale (&7,...,£3)), il est
ainsi possible d’associer un polyedre Ap 5, de (R"’)". On constate alors que le fibré
O(D) = [-D] est semi-ample si et seulement si, pour tout o € 3(n), lorigine est
un sommet de Ap ., ce qui revient aussi a dire que le vecteur

n
uD,U . a]ﬁ]
Jj=1

est, pour tout o € X(n), un sommet de Pp, ou encore que le diviseur

T

Ds := Z(an+j + (UD,osEntj)) Dntj

j=1

est effectif. Le fibré O(D) = [—D] est ample si et seulement si pour tout coéne o €
¥ (n), le diviseur D, est strictement effectif, i.e. any; + (u} 5, &ny;) > 0 pour tout
Jj=1,...,r. Le fibré O(D) = [-D] est trés ample si de plus les points (0;%)1<k<n,

Jj=1,...,n, extrémités des vecteurs de la base canonique de (R™)*, appartiennent
au polyedre Ap 5 pour tout o € X(n). On pourra a titre d’exemple examiner le cas
du produit de deux espaces projectifs. Ces caractérisations de la semi-amplitude,
de 'amplitude et de la notion fibré trés ample pour un tel fibré en droites O(D) =
[—D] se lisent aussi d’'une autre maniére : tout point z* de 'espace affine (R™)*
s’écrit de maniere unique sous la forme Zjejx;lgj,, ouJ C{1,..,n+r}, le cone

15. On convient par la suite de noter aussi £; le vecteur & coordonnées entieres et premieres
entre elles dirigeant le céne ou < aréte > (car de dimension un) &;.



128 3. AUTOUR DES IDEES DE HODGE EN GEOMETRIE COMPLEXE

engendré par les £;, étant le plus petit cone de X contenant z* (d’olt I'unicité de la
décomposition) ; on associe alors & D la fonction ¥ : (R™)* — R définie par

¥p ( Zx;lgjl) = Z x;Lajr
jeJ 1

Dire que O(D) = [—d] est semi-ample équivaut a dire que cette fonction support

Up est conveze, i.e. Up(u*+v*) > Up(u*)+ Up(v*) pour tout u*,v* dans (R™)*;

dire que O(D) est ample équivaut a dire qu’elle est strictement conveze, i.e.

Up(u* +0*) > Up(u*)+ Up(v),
avec égalité si et seulement si u* et v* appartiennent au méme cone de ’éventail 3.

Amplitude et positivité sont deux notions entre lesquelles existent des liens, la
premiere étant de nature algébrique, la seconde de nature a la fois géométrique
et métrique. Les conditions d’amplitude assurent en effet la possibilité d’équiper le
fibré d’une métrique hermitienne qui en fasse un fibré positif (resp. semi-positif) au
sens de Griffiths ou de son dual E* un fibré négatif (resp. semi-négatif) au sens de
Nakano.

ProrosiTiON 3.10. Soit E — X wun fibré holomorphe de rang m au dessus
d’une variété analytique complexe X de dimension n.

(1) Si E — X est engendré par ses sections globales, il existe un sous-espace
vectoriel complexe V de dimension au plus n+m de HY(X, E) tel que

vect{s(z); s €V} =E,
pour tout z € X.

(2) Si E — X est engendré par ses sections globales, il est possible de munir
E d’une structure hermitienne | | de maniére a ce que le fibré hermitien
holomorphe (E — X,| |) soit semi-positif au sens de Griffiths (idem de
maniére a ce que le fibré E* — X soit semi-négatif au sens de Nakano).

(8) Si E — X est un fibré en droites holomorphe semi-ample, il est possible
d’équiper E — X d’une métrigue hermitienne de maniére a ce que le fibré
hermitien ainsi réalisé soit semi-positif.

DEMONSTRATION. Preuve du point (1). Il s’agit 14 d’un résultat de nature topolo-
gique, reposant sur l'utilisation du théoréme de Baire'S. L’espace de Fréchet que
nous considérons est I'espace F = (HY(X, E))"*™ la topologie étant la topolo-
gie de la convergence uniforme sur tout compact de X (on a auparavant équipé
FE d’une métrique arbitraire, ce qui implique que la topologie de la convergence
uniforme sur tout compact sur X induise une topologie d’espace de Fréchet sur F).
On introduit une suite de compacts (K;);en+ exhaustant X et, pour chaque | € N*|
le sous-ensemble A; de F constitué des (n + m)-uplets de sections globales de FE
n’engendrant pas F sur K;. Chaque ensemble A; est fermé car caractérisé par la

condition fermée
min( E |si1/\-~-/\sim\)>0
K, . .
1< <im

16. < Dans un espace de Fréchet, toute union dénombrable de fermés sans points intérieurs
est sans point intérieur >.
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(le fibré E étant, on le rappelle, de rang m). On montre aussi que les fermés A; sont
tous d’intérieur vide. Ce point est une conséquence du lemme de Sard'” . L’idée
est d’introduire N = N(K;) sections globales si, ..., sy de E, telles que les s’(2)
engendrent E, pour tout z dans un voisinage ouvert U; (relativement compact) de
K si (81,0 Sntm) est un (n + m)-uplet de sections globales de E, on construit
ensuite le morphisme affine de fibrés :

O :(z,)\) €Uy x CNOHm) (sj(z)+ 3 Ajks;)

5
1<5<
1<k<N sysntm

le lemme de Sard (on trouvera argument détaillé dans [De0], preuve de la pro-
position 11.2, chapitre 7) permet précisément d’affirmer que, pour presque toute
valeur du vecteur de parametres < perturbateur > A, le systéeme

(sj(z)—|— Z /\ij;“)lgjgn+m

1<k<N

est de rang (maximal) m dans E,, ce pour tout z dans U;; il est donc impossible
que (81, ..., Sptm) soit un point intérieur de A;. L’union des 4; n’a donc pas de
point intérieur, ce qui implique bien l'existence de n + m sections globales de F,
O1, ..y Ontm telles que vect (0(2))1<j<ntm = E. pour tout z € X. Le point (1) est
ainsi démontré.

Preuve du point (2). Pour chaque z € V, on note S, le sous-espace de codimension
m de V défini par

S, ={seV;s(z)=0}.
Désignons par S — X le (n — m)-fibré sur X dont la fibre au dessus de z est S,.
On a une suite exacte de fibrés :

(3.50) 09— U S. ¢ :(z,i*;(z,s) XV = Kﬂ' :(z,s):()z,s(z)) E_>o0.
zeX

On peut équiper le fibré trivial V := X x V d’une métrique arbitraire '8. Les fibrés
S et E peuvent étre respectivement équipés avec la métrique restreinte induite et la
métrique quotient. Notons Dg, Dy, Dg les connexions de Chern correspondantes
et ¥ V¥ = S* et m* : E* = V*. Le morphisme ¢* @ 7 réalise un isomorphisme
C™ entre les fibrés V et S ® E. Suivant cet isomorphisme, la connexion de Chern
Dy se représente matriciellement sous la forme

_|PDs =F°
(3.51) Dy = [55 DE:|

17. < L’ensemble des valeurs critiques d’une application f d’un ouvert U de R™ dans RP (i.e.
des y € RP images d’un point x de U tel que rangdfs < p) est de mesure de Lebesgue nulle dans
RP > ; le lemme de Sard [Sa] joue un réle trés important en géométrie analytique complexe ; son
pendant algébrique est le théoréme de Bertini ou encore de Bertini-Sard (voir par exemple [Jo]).
Pour une esquisse de preuve dans un cas simple, mais édifiant (n = p), voir par exemple le chapitre
1 de [HY].

18. L’argument que nous allons développer ici est en fait trés général (voir [De0], chapitre 5,
section 14); il précise comment calculer la premieére forme de Chern des métriques induites sur F
et S (respectivement par passage au quotient et restriction) & partir d’une métrique sur le fibré
trivial V lorsque ces trois fibrés S,V, E sont en situation de suite exacte (3.50). Nous avons eu
l'occasion de mentionner ce résultat & propos de questions de positivité de courants impliqués
dans l'exemple 2.35.
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ou 3 € O (X, Hom(S, E)) est appelée premiére forme fondamentale de S < dans > V.
et f* € C3%(X,Hom(E,S)) désigne la (0, 1)-forme adjointe. Pour démontrer ce
résultat, il faut voir comment < corriger > la connexion Vy sur V définie (modulo
l'isomorphisme ¢* & 7) par Vy = Dg & Dg (et compatible avec la structure her-
mitienne sur V') de maniere & en faire la connexion de Chern Dy . Il s’agit donc de
trouver ici la matrice I' € C$°(X, Hom(V,V)) de 1-formes telle que

Vy+T Ae

soit & la fois compatible avec la structure hermitienne (donc I'* = —I') comme
Vv, mais en plus avec la structure complexe sur V. Ce sont ces calculs algébriques
(conduits dans la preuve du théoréme 14.3 de [De0]) que nous admettrons ici et
qui conduisent a la représentation matricielle (3.51) ; le point essentiel & utiliser est
I’holomorphie des morphismes ¢ et m (D{[¢] = 0 et D{[n] = 0 si Dj désigne dans
chaque cas la connexion canonique sur les fibrés holomorphes respectivement S ou
V). Le calcul du tenseur de courbure de (V. — X, | |) donne alors

o [ DE=B"AB  —(Dsof*+p*oDp)
(3.52) Dv=\goDs+Dros  DL-BAB.
Comme
DHom(S,E)[ﬁ] = ﬁ o DS + DE o ﬁ
DHom(E,S)[ﬂ*] = D506*+6*ODE

1
Hom

D2 — 5* /\ﬁ _n ﬁ*
3.53 D% =15 Hom(F,S)
( ) v [Dﬁom(S,E)ﬁ D%J —BAB.

On déduit de ceci les relations importantes au niveau des premieres formes de
Chern *? :

et que D% est de type (1,1), on a nécessairement D (s E)B = 0 et par conséquent

(3.54) iOp, | =1iOy HEJrZﬂ/\ﬂ*
’ i@S,| | :i@Z,l “S—Fiﬁ* A B.

Nous utilisons dans un premier temps la premiére des relations (3.54). Si I'on ex-
prime en coordonnées locales la (1,0)-forme 8 comme

B=> dz @B,
j=1
ou B, ..., B sont des sections de Hom(S, E), on peut écrire
n n
iBABT =Y idz Adz @ (B 0 B7).
j=1k=1
A cette (1,1)-forme correspond la forme hermitienne 65 sur T(X) ® E définie par

n n n n

b5 ®s, € @)= Y &E(Bj 0 Bils) s) =YY &&(Bi(s), 55 ())s

j=1k=1 j=1k=1

19. Ce sont ces relations que nous avons mentionné dans I’exemple 2.35, ou elles permettent

d’assurer la positivité de Cr(E|x\y/Ls,| |) lorsque (E* — X,| [*) est semi-négatif au sens de
Nakano.
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On note en particulier que
0p(§@s,6@s) =D &Bils > 0.
k=1

Ainsi, on a

(3.55) Op(§®s,£@s) > (Ov)p(E®s,E@s) > 0.

siV~8 é E est la décomposition orthogonale de V induite par I'isomorphisme
P (la positivité finale dans (3.55) vient du fait que 'on a travaillé & partir d’une
métrique hermitienne sur le fibré trivial V). Le fibré F — X peut donc bien étre
équipé d’une métrique hermitienne (induite par la métrique hermitienne arbitraire
dont on a décidé d’équiper V), de maniére & ce que (E — X,| |) soit semi-positif
au sens de Griffiths.

En raisonnant avec les duaux, on a aussi la suite exacte
(3.56) 0— E*—V"—S5* —0.

On répete alors le méme raisonnement avec cette nouvelle configuration et I'on
déduit, en utilisant cette fois la seconde des relations (3.54) et en notant cette fois

B € C{°(E*,S*) la premiere forme fondamentale de E* dans V™,
Op-(E® 5", £@5%) = (Bu+)js+ — |BE® 5™

pour toute section ¢ de T(X), pour toute section s* de E*. On en déduit alors,
pour toute section u de T(X) ® E*,

O (u,u) < (By=)g(u,u) <0

de par le choix de la métrique hermitienne arbitraire dont on a équipé le fibré V et,
par ricochet, V* (cette fois fy«(-,-) < 0). On en déduit la semi-négativité au sens
de Nakano du fibré (E*,| |*).

REMARQUE 3.37. Considérons le fibré tautologique quotient @ au dessus de la
grassmannienne G, (V) des (dimV — m)-plans de V' . Cette grassmannienne est
P(V*) lorsque m = 12°; dans le cas général, on peut la munir d’une structure de
variété analytique compacte de dimension m(dim V' —m) : la fibre @, au dessus du
point z de G, (V') est définie comme le sous-espace V/x. Une maniere de rephraser
Pexactitude de la suite (3.50) est de dire que I’on dispose du diagramme commutatif
(les morphismes étant holomorphes) :

E Ty :(z,u)»—){sEL)s(z):u}eV/Sz Q
(3.57) I I
X Yy s G (V)

Le fibré E — X s’interprete alors comme le pullback d’un fibré tautologique quotient
de rang m au dessus de G,,, (V') via un morphisme holomorphe. On aurait donc pu
traiter également ce point (2) en partant d’une métrique hermitienne sur le fibré
trivial G,,(V) x V' (qui aurait joué dans ce cas le role de V, mais cette fois au

20. En effet, si V est rapporté & une base vi,...,vp;, M < n+ 1, un (M — 1)-plan de V
(i.e. un hyperplan de codimension 1 défini par I’équation {5x1 + - - - + &5,z = 0 dans le repere
(v1,...,vpr)) s’identifie au point [£5 : - - - : £},] de P(V*). Nous avons remarqué ceci lorsque V' = C™
dans I'exemple 3.35.
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dessus de la grassmannienne G,,(V)). Dans le cas particulier ot m = 1 et ol
G1(V) s’identifie & P(V*), le fibré @ s’identifie au fibré dual du fibré tautologique
au dessus de P(V*), c’est-a-dire (voir I'exemple 1.30) au fibré O(1) — P(V*).

Preuve du point (3). Dans le cas ot m = 1 (E — X est un fibré holomorphe en
droites), dire que E — X est semi-ample équivaut & dire que pour k assez grand,
le fibré E®" est engendré par ses sections globales. D’aprés le point (2), il est donc
possible d’équiper une certaine puissance tensorielle E®" de E d’une métrique
hermitienne | |, telle que (E®™ - X o] ko) sOit un fibré semi-positif au sens de
Griffiths. En extrayant la racine 1/kg de la métrique, on construit une métrique | |
sur le fibré F — X de maniere & ce que (£ — X, | |) soit semi-positif (ou encore
(E*,| |*) semi-négatif). O

ProprosITION 3.11. Soit E — X wun fibré holomorphe de rang m au dessus
d’une variété analytique complexe X de dimension n.

(1) Si E — X est trés ample, il est possible d’équiper E — X d’une métrique
hermitienne de maniere & ce que (E — X, | |) soit positif au sens de Grif-
fiths, et que (E* — X, | |*) soit négatif au sens de Nakano. De plus X est
alors compacte et peut étre plongée comme sous-variété dans la grassman-
nienne G (V) des (dimV — m)-plans de V.

(2) Sim =1 et que E — X est ample, il est possible d’équiper E — X d’une
structure hermitienne de maniére a ce que (E — X,| |) soit positif. De

plus X est alors compacte et peut étre plongée comme sous-variété dans
P2n+1((c).

DEMONSTRATION. Preuve du point (2). On commence par prouver ce point,
parce que d’une part, c’est le plus facile, d’autre part parce qu’il nous sera le plus
utile par la suite (dans la section 3.9, pour prouver le théoréme de Kodaira 3.41). Si
E — X est ample, il existe un entier k tel que E®" - X est tres ample. Exactement
comme dans la preuve de la proposition 3.10, on montre qu’il existe un sous-espace
V de dimension cette fois au plus 2(n+m) = 2(n+1) = max(n+m(n+1),2n+2m)
tel que, pour chaque z dans X, les évaluations des éléments de V' en z engendrent
(J1E®k)z (fibre au dessus de z du fibré des 1-jets de E®k) et, qu'en outre, les
évaluations s € HO(X, E®") s s(2) + s(2') € EX" & E?,k pour z # z' soient
surjectives 2. On reprend ensuite le diagramme (3.57), avec ici G1(V) = P(V*) ~
P27 +1(C) et @ dans ce cas particulier le fibré O(1) — P(V*) (voir la remarque
3.37). L’application ¢y : 2 € X — {s € V;s(z) = 0} € PY(V*) est injective
puisque, lorsque z # 2/, les évaluations s € V + s(z) + s(2') € E®* @ ES* sont
surjectives. Le fait que D’évaluation s € V — [j1(s)]. soit surjective pour tout
z € X implique que, pour tout z € X, 'application s € S, = {s € V;s(z) =
0} — d.s € Hom(T, (X),E?k) soit aussi surjective. Nous allons en déduire que la
différentielle de ¥y en un point z € X est injective, ce qui prouvera que ¥y est un
plongement holomorphe, i.e. réalise un homéomorphisme entre X et ¢y (X) équipé
de la topologie de P(V*) restreinte, de plus holomorphe; en effet, toute immersion

21. A la place du fibré B®" X, on considére les fibrés J! (E®k) — X (des 1-jets de E au
dessus de X, de rang m(n+1) =n+1) et E®" x E®* (X x X)\ Ax (de rang 2m = 2 au
dessus de la variété analytique (X x X)\ Ax, de dimension 2n, A x désignant ici la diagonale de
X x X).
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injective propre holomorphe (c’est le cas de 1y, ici en plus holomorphe) est un
plongement holomorphe (voir 'exemple 2.6 du chapitre 2 de [HY]). Décrivons pour
cela Paction de d. ¢y sur h € T,(X). On a, si W, désigne un supplémentaire de S,
dans V (ici une droite vectorielle de V)

Sean={§=s+teV;seS,,t=un(s) € W,; 5(z+h) =0}
puisque S, se présente comme un graphe. Comme
5(z+h) =0=3(2) +d.3(h) + O(|3]|n|?) = t(z) + d.s(h) + O(Js| |n|?)
(d’aprés la formule de Taylor 22, plus le fait que [t| = O(|h])), il vient
t(2) = —dus(h) + O(ls| |l2),

donc, puisque ¥y réalise au niveau des fibres I'isomorphisme entre F, et V/S, ~
W,

un(s) = t(z) = Uy (t(2)) = Wy (=d=s(h) + O(|s] [n]*)) = =Py (d=s(h) + O(Is| [h]*)).

On utilise ensuite I'identification entre ’espace tangent Ts_, (P(V*)) et Hom(S,, V/S.)
pour remarquer que 'application :

heT,(X)w— dypy(h) € Ts. (G1(V)) = Ts, (P(V"))
s’identifie a I’application
s€ 8, = —Uy(d,s(h)).

La surjectivité de s € V +— d,s € Hom(TZ(X),Efk) et le fait que ¥y réalise au
niveau des fibres un isomorphisme entre E;@k et W, ~ V/S, impliquent l'injectivité
de d vy, ce qui assure que ¥y est un plongement holomorphe. Non seulement ceci
implique que X est compacte, mais encore que ol (équipé ainsi d’une métrique
| %) est le pullback du fibré tautologique O(1) — P(V*) via le plongement vy . D’out
la définie-positivité de i© peor || =1y [i©0(1), ] (on munit O(1) de la métrique de
Fubini-Study). Il suffit ensuite d’extraire la racine k-iéme de cette métrique positive

pour construire une métrique permettant d’équiper le fibré en droites £ — X d’une
structure de fibré hermitien positif.

Preuve du point (1). On reprend le méme schéma de preuve en introduisant un sous-
espace vectoriel V' de dimension au plus égale a max(n+m(n+1), 2n+2m) (construit
comme & la proposition 3.10) de maniére & ce que lapplication ¢y impliquée dans
le diagramme (3.57) (cette fois dans le cas général et non plus le cas o m = 1)
soit un plongement holomorphe (la preuve est identique a celle qui a été faite lors
de la preuve du point 2). On en déduit d’une part que X est compacte (car plongée
dans la variété compacte G, (V) et que le fibré E — X s’obtient comme pullback
via Uy du fibré @ restreint a 1y (X). Ce fibré @ est équipé naturellement d’une
métrique; il suffit pour cela de choisir une métrique arbitraire sur V. On constate,
si h € T.(X) et 0 € E,, que, par pullback via ¥y et choix de la métrique sur V :

0p(h®o,h®0) = 0q((d:vv(h) ® Wy (o), (d:1pv (h)) @ Uy (o))
(3.58) = |s € 8. = (Uy(dza(h)), Ty (o))[?
=|s€ S, (d.s(h),o)* >0.
22. Il faut penser aussi & utiliser le fait suivant : puisque s est une section holomorphe, les

inégalités de Cauchy assurent un controle local uniforme de toutes les dérivées de s en termes de
|s| = sup|s(¢)| au voisinage de z.
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D’apres la surjectivité de s € S, +— d,s € T;(X) ® E, = Hom(7T,(X), E.), on voit
que Op(h®o,h®0c) >0si h#0et o #0. Le fibré E — X équipé de la métrique
ainsi transportée depuis Q — G, (V) est positif au sens de Griffiths. Mais on peut
aussi interpréter ds, comme une forme linéaire sur 7, (X ) ® E*. On a ainsi, d’apres
(3.58) ré-interprétée :

Op-(u,u) = —|s € S, = d.s(u)> <0 Yu#0€eT.(X)® E;.
Ceci montre que E* — X équipé de la métrique duale | |* est négatif au sens de

Nakano. O

Le théoréme d’annulation de Kodaira-Nakano (théoreme 3.32) implique enfin un
résultat majeur concernant 1’ équivalence entre positivité et amplitude pour les fibrés
en droites holomorphes F — X au dessus d’une variété analytique complexe.

PROPOSITION 3.12. Soit X une variété analytique complexe compacte de di-
mension n et E — X un fibré holomorphe en droites sur X. Les deuz assertions
suivantes sont équivalentes.

(1) Le fibré E — X est positif, i.e. peut étre équipé d’une métrique | | telle que

c1(E,||) corresponde a une (1,1) forme définie positive.
(2) Le fibré E — X est ample, i.e. il existe k € N tel que E®" = X soit trés
ample.

DEMONSTRATION. L’implication (2) = (1) est l'assertion (2) de la propo-
sition 3.11. Il reste donc & prouver l'implication (1) = (2). Considérons donc
un fibré positif £ — X. Pour montrer que £ — X est ample, nous allons uti-
liser I'éclatement my : Xz, — X de X suivant le faisceau cohérent d’idéaux
associé & une sous-variété particuliere, en 'occurrence soit Y = {z,2'}, oll z et
z' sont deux points distincts de X, soit Y = {z}, pour montrer que, pour k
assez grand, les évaluations s € HO(X,E®") — s(2) + s(z) € E®" @ Ef,)k et
s € HY(X,E®") — [j}(s)]. € (J'E®"). sont surjectives (la condition « k suffisa-
ment grand » ne dépendant pas du choix de z ou z’). Ceci prouvera bien que le
fibré E®" — X est trés ample, d’ou 'amplitude du fibré £ — X.

Soit Y est une sous-variété de X et Xz, = X 'éclatement de X suivant le faisceau
cohérent d’idéaux Zy . Cette opération d’éclatement est décrite dans la section 1.4.6
et fournit dans ce cas une variété analytique complexe X7, , elle aussi de dimension
n, équipée d'un diviseur exceptionnel Dz, de support 7~ 1(Y) défini par (1.33),
avec le fibré en droites O(Dz, ) qui lui correspond, voir la section 1.4.1. On voit
aisément que, si Kx désigne le fibré canonique sur X (i.e. le fibré (T*(X))""), le
fibré canonique Kx, sur Xz, est donné par

Kx,;, = O((codimY —1)Dz, ) ® 7*[Kx]

(il suffit pour cela d’examiner le pullback d’une forme s’exprimant en coordonnées
locales dzy A -+ A dz, au voisinage d’un point y de Y'). D’autre part, le fibré
(O(Dzy))x-1(y) est isomorphe au fibré normal N(7~*(Y)) au dessus de I'hyper-
surface (dans ce cas lisse) 7 1(Y), ou encore au fibré O(—1) — P(NY), fibré
tautologique trivial au dessus du fibré projectivisé normal P(NY) — Y au dessus
de Y (la fibre au dessus du point (y, [¢]) étant la droite C&); voir la preuve de la
proposition 12.4 du chapitre 7 de [De0]. Notons que dans le cas particulier ou Y
est de dimension 0 (cas qui nous intéressera ici), ces assertions sont immédiates
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puisque, si par exemple Y = {2}, le diviseur exceptionnel de I'éclatement de X
suivant Zy s’identifie dans ce cas & {29} x P"~1(C).

Dans notre cas ici, comme Y est dans les ceux cas de codimension n, nous avons
_ *
Kx;, =0((n—1)Dz, ) @ 7" [Kx].

Si k € N, notons Ly, le faisceau localement libre de rang 1 des sections du fibré en
droites .
O(—2DIY) ® 7T*[E® } — Xzy.

On remarque que l'on a
H'(Xp, L) = H (X5 K3L ©0(-2Ds,) @ [E9])

= Hpp (X2, O(=(n + )Dz,) @ 7' [K5 @ B']).
Or le fibré en droites
Ly :=0(—(n+1)Dg,) @ " [K5' @ E®']
est un fibré positif lorsque k est suffisamment grand.

Pour voir cela, on prend une métrique arbitraire sur Kx et la métrique de Fubini-
Study sur (O(—Dzy ))|x—1(y) qui fait, on le sait, de ce fibré un fibré positif comme
lest O(1) — P 1(C), (—ddlog|s|? est une forme positive si s est une section de
O(1),1i.e. un polynome homogene de degré 1) ; cette métrique sur (O(—Dz,))j=-1(v)
peut étre prolongée de maniére arbitraire en une métrique sur le fibré O(—Dz,.),
considéré cette fois comme un fibré en droites au dessus de X7, toute entiere.
Comme E — X est positif et que X est compacte, le fibré

Lk = O(—DIY) ® * [E®k] — XIy
est positif pour k assez grand (k > Cy(Y)) : en effet, pour tout T'(Xz, ), on a
01, (t,t) = 0o(—p, ) (t,t) + kOp(dr(t),dn(t)) ;
or,siz€ EetT#0¢€T,(Xz,),onadr,(r)=0sietseulement si z € 771(Y) et
7 est tangent & la fibre au dessus de z du fibré O(—Dz, ), ce qui implique
9@(_Dzy)(7',7') > 0.
En choisissant k assez grand, on parvient donc, du fait que le fibré tangent unitaire
a Xz, est, comme X, compact, & compenser le fait de ne disposer d’aucune infor-
mation sur la positivité de O(—Dz, ) au dessus de Xp, \ 7 1(Y), et & assurer ainsi
la positivité du fibré holomorphe hermitien Ly (pour k& > Cy(Y)). On a donc en
particulier
i(@o(_Dzy) + CQ(Y)J*[@E]) >0
sur Xz7,,. Comme E — X est positif, il existe kg € N tel que
i(ko®r — Ok, ) >0

sur X et on en déduit la positivité de Ly pour k > ko + (n+ 1)Co(Y). Le théoréme
d’annulation de Kodaira-Nakano (théoreme 3.32) implique alors
(3.59) HYXz1,,L,) =0

pour k > ko + Co(Y)(n+ 1) lorsque Y = {z,2'} ou Y = {2z}, z et 2/ étant deux
points distincts de X. Si 'on examine soigneusement la preuve, et en particulier
Pargument de compacité utilisé, on constate que Cy(Y') ne dépend en fait que du
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nombre de points impliqués dans Y (ici 1 ou 2) et non de Y. On peut donc poser
Co(Y) = Cb.

Il reste a en déduire que le fibré E®" est trés ample pour k assez grand (précisément
k > ko4 Co(n+1)). Prenons donc k ainsi. Considérons deux points distincts z et 2’
de X, un voisinage U de z et un voisinage U’ de 2z’ de maniére & ce qu’il existe une
section o € HO(U, E®") (resp. une section de o’ € HO(U’, E®")) telles que o (resp.
o') réalise un 1-jet prescrit de E®" au point z (resp. z'). On introduit des fonctions
plateau 1 et 1)’ de supports respectivement inclus dans U et U’, identiquement
égales & 1 au voisinage respectivement de z et z’. La section

§= o + 0’ € CFH(X,E®")

réalise bien les 1-jets prescrits en z et 2/, mais elle est C* et il faut donc la corriger
pour en faire une section de H°(X, E®k) réalisant les mémes 1-jets aux points z et
z'. Au voisinage de Y = {z,2'}, on a D”[5] = 0 (ici D" est la connexion canonique
sur E®"). Transportons nous sur 'éclatement X7, - X de X suivant {z,2'} et
notons h la section canonique de O(—Dz, ) telle que [Dz,] = div (h). La forme
7*[D"[5]] s’annulant au voisinage du lieu des zéros de h, on peut considérer la
(0, 1)-forme fermée

h=*[D"[5]] € O3 (Xz, . O(~2Dz,) & 7 [B%'])

1l résulte de la trivialité du groupe H'(Xz,,Ly) (3.59) qu'il existe (des que I'on
assure k > ko + Cp(n + 1)) un élément

we O3 (Xa, . 0(-2D2, ) 0 7°(5%)
tel que D"u = h=2D"[3]. On dispose ainsi d'une section
v =1*[3] — h2u € H*(Xz, 7" [E®")).

Comme le fibré 7*[E] est trivial au dessus d'un voisinage de 7~ 1(Y), il existe une
section s € HO(X, E®") telle que

7*[s] = 7*[3] — h?u.

Comme h s’annule & ordre 1 sur 771(Y), les 1-jets en z et 2’ de s et 5 coincident
et 'on a donc trouvé la section holomorphe de E®" véalisant les 1-jets prescrits
au dessus de z et 2. Ceci montre que le fibré E®" 5 X est trés ample des que
k> ko + Cop(n+1). Le fibré E — X est donc ample. Ceci conclut la preuve de
limplication (1) = (2) et clot celle de la proposition 3.12. Ouf! O

3.9. Un critére d’algébricité : le théoreme de Kodaira

La notion de positivité permet non seulement d’établir (comme dans la section
3.7) des résultats précisant 'annulation de la cohomologie & partir d’un certain
seuil, mais aussi de formuler des critéres d’algébricité.

DEFINITION 3.38. Une variété analytique complexe compacte est dite algébrique
projective si et seulement s’il existe un plongement holomorphe de X comme sous-
variété analytique complexe de PV (C) pour un certain N € N*,
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REMARQUE 3.39. Une sous-variété de dimension n de PV (C) peut toujours
(c’est la conséquence d’un célebre théoreme de Chow, I'une des nombreuses incar-
nations du principe G.A.G.A 23 de Jean-Pierre Serre) étre définie comme le lieu des
zéros communs d’un idéal homogene (P, ..., Pys) de C[Xy, ..., Xn] tel que I'idéal
engendré par P, ..., Py et tous les mineurs de rang N —n de la matrice jacobienne

OP;
JaC(Pl, ...,P]\/[) = |:872k:|1 S _7 <M
0<k<N
soit un idéal (Xo, ..., X v )-primaire.

EXEMPLE 3.40. Les exemples typiques de variétés algébriques projectives sont
les grassmanniennes G,, (V) d’un C-espace vectoriel de dimension finie M > m.
Le produit de deux espaces projectifs PV1(C) x PV2(C) est une variété algébrique
projective, le plongement (dit de Segre) dans PN +D(N2+D=1 gtant donné par ap-
plication :
([Zo : ...ZZNI], [’LUO : ...:wNQ]) — [Zowo ... 120WN, ..l 2N, W0 -~~:ZN1U)N2]'
Les variétés toriques completes X telles qu’elles sont définies (comme quotients
géométriques) dans l'exemple 1.31 ne sont pas toujours projectives; elles ne le sont
que 8'il est possible de définir (voir I’étude faite dans l'exemple 3.36) un diviseur
de Weil

alDl +---+ an+an+r

(on reprend ici les notations de cet exemple) tel que le fibré en droites associé
soit ample (voir aussi dans cet exemple la caractérisation combinatoire de cette
propriété d’amplitude en termes de 1’éventail X & partir duquel X a été construite).
Cela résulte de 'assertion (2) de la proposition 3.11.

Nous formulons ici le théoréme de plongement de Kodaira [Kod1]

THEOREME 3.41. Soit X une variété analytique complexe compacte de dimen-
ston n. Les assertions suivantes sont équivalentes.

(1) La variété X est une variété algébrique projective.

(2) Il existe un fibré en droites holomorphe E — X qu’il est possible d’équiper
d’une métrique hermitienne de maniére a en faire un fibré positif.

(3) La variété X peut étre munie d’une structure kdhlérienne w telle que la
classe de cohomologie de de Rham de w dans HRg (X, R) corresponde a une
classe rationnelle, i.e a un élément de HQ(X, Q) wvia Uisomorphisme entre
H2R(X,R) et H?*(X,R).

DEMONSTRATION. Preuve de (1) = (2). C’est immédiat ; il suffit de prendre
le pullback via le plongement ¢ dans P (C) du fibré O(1) — PV (C), équipé de la
métrique de Fubini-Study. On a bien ainsi un fibré holomorphe hermitien positif
sur X.

Preuve de (2) = (3). On considere la premiere forme de Chern ¢;(E,| |) du
fibré positif (E — X,| |), représentant donc dans Hiy(X,R) la premiere classe
caractéristique du fibré en droites £ — X. Dans 'isomorphisme entre H%R(X ,R)

et H?(X,R), cette classe correspond & un élément de H?(X,Z), & savoir la premiére
forme de Chern du fibré E — X (voir la définition 1.27 et la remarque 1.28).

23. < Géométrie Algébrique et Géométrie Analytique >[Serl].
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Preuve de (3) = (2). En multipliant {w} par un entier, on peut supposer que la
classe de cohomologie de de Rham {w} (supposée rationnelle) définit un élément
de H?(X,Z) (toujours via I'isomorphisme entre H2 (X, R) et H?(X,R)). La forme
w est une (1,1) forme C* positive (on peut donc la considérer comme un courant
positif fermé) et 'on voit, en reprenant mot pour mot la méthode utilisée dans
I'exemple 2.11, et en utilisant 1’hypoellipticité de I'opérateur de Cauchy-Riemann
impliqué dans l'utilisation du lemme de Dolbeault, qu’il est possible de construire
un recouvrement de X par des ouverts U, de maniere a ce que, dans chaque Uy,
on dispose d’'une solution C*° réelle ¢, de I’équation dd°¢p, = w. Les fonctions
Y8 — Pa, chacune définie dans 'ouvert U, NUp (supposé simplement connexe) sont
donc pluriharmoniques et I’on peut donc trouver 24, pour chaque paire d’indices
(o, B), une fonction holomorphe f,, g dans U, N Upg telle que

Vz€UaNUg, vp(2) — palz) = 2Re|fas(2)]-

Il ne reste plus ensuite (quitte & faire quelques ajustements) qu’a vérifier que la
cochaine (U, NUg, exp(— fas))a.p définit un élément de H' (U, O*) (U désignant le
recouvrement de X par les U, voir la proposition 1.4 et ses suites pour les rappels
concernant la cohomologie de Cech), donc un fibré holomorphe en droites £ — X.
On note ¢ la prise de bord des cochaines au sens de Cech. Comme

2Re(0f)apy = (97 = ¥8) = (¢7 = ¢a) + (5 = ¥a) = 0,
on a (6f) € H*(U,iR). Posons maintenant, dans chaque U,
Ay = (i/47) (000 — 0pq).
On remarque que
1
A)ap :=As — A, = —d[I
(6A)ap := Ap — Ao = o_d[lm fag]

dans U, N Ug. Les classes de cohomologie de Cech de 6[((1/27)Im fap)a,s] et de
{w} (considéré comme élément de H?(X,R), en fait de H?(X,Z) par hypotheses)
coincident et il existe donc un cocycle (nagy)a,3,4 dans H2(X,Z) tel que

3 (55t fos) ] = (e + Bl(Cap)ens].

ol (¢aB)a,p est une l-cochaine & valeurs dans R. En remplacant f.3 par faﬁ =
fop — Cap, on assure 8[(fup)a,s] € 2i7Z et (exp(—fup))a.s devient un 1-cocycle &
valeurs dans O%. Nous avons ici notre fibré en droites holomorphe & — X grace a
la proposition 1.4. Mais

©p — Pa = 2Re fop = —log |go¢6|2a

oll gop = exp(—fap). En posant h, = exp(—¢, ), nous définissons une métrique sur
E — X telle que

a(E,||) =ddp, = w dans U,.
L’assertion (2) est bien prouvée.
24. 11 s’agit juste la de la transposition au cadre multi-variables du fait qu’une fonction har-

monique dans un ouvert simplement connexe de C s’écrive dans cet ouvert comme la partie réelle
d’une fonction holomorphe, voir [De0], théoréme 5.16 du chapitre 1.



3.9. UN CRITERE D’ALGEBRICITE : LE THEOREME DE KODAIRA 139

REMARQUE 3.42. Nous pouvons adapter ’argument utilisé ici pour montrer
que que si X est une sous-variété projective (équipée de la métrique de Fubini-
Study restreinte), toute classe de cohomologie de Hllaﬁ(X ,C), ayant une classe de
cohomologie rationnelle {w} lorsqu’on la considere comme élément de H?(X,C),
se représente par un (1, 1)-courant d’intégration (le courant d’intégration attaché &
une section holomorphe du fibré F — X construit suivant la démarche ci-dessus).
Il s’agit 1a d’un théoréme de Lefschetz qui constituera le cas m = 1 de la conjecture
de Hodge que nous énoncerons plus loin (conjecture 3.45).

Prewve de (2) = (1). Il s’agit ici du point essentiel de la preuve du théoreme
de Kodaira, celui ou interviennent les résultats d’annulation établis a la section
3.7, au travers de la proposition 3.12 (conséquence du théoréeme d’annulation 3.32
de Kodaira-Nakano). Il résulte en effet de cette proposition que le fibré en droites
E — X, supposé positif au sens de Griffiths est ample, i.e. tel que pour k assez
grand, E®" - X soit tres ample. On reprend alors la preuve du point 2 de la
proposition 3.11 qui nous permet de conclure que X est nécessairement une variété
algébrique projective, qu’il est possible de plonger dans P2"+1(C). L’assertion (1)
est bien ainsi démontrée.

Le théoréme de Kodaira est ainsi complétement démontré. ([l

REMARQUE 3.43. 1l résulte du théoreme de Kodaira que toute surface de Rie-
mann compacte peut étre plongée dans P3(C) comme une courbe projective. En
effet, il existe sur X une structure kidhlérienne w (voir 'exemple 3.6) qu’il suffit de
normaliser de maniére & ce que [ yw = 1 pour que sa classe de cohomologie soit
rationnelle (méme de fait entiere).

En relation étroite avec le théoréme de Kodaira, nous allons pour conclure ce cha-
pitre 3 énoncer la conjecture de Hodge sur une variété algébrique projective X. Nous
avons tout d’abord besoin d’une définition, a lier au théoreme 3.23 de décomposition
de Hodge des variétés kéhlériennes.

DEFINITION 3.44. Soit X une variété kahlérienne compacte de dimension n.
Une classe de Hodge de degré 2m (0 < m < n) est par définition un élément
de Hpp™(X,C) ~ Hg™(X,C) définissant (une fois considéré comme un élément
de HER(X,C) suivant la décomposition de HER(X,C) donnée par (3.33)) une
classe de cohomologie rationnelle {w} € H?*™(X,Q), ou encore induisant un Q-
homomorphisme de Hs,, (X, Q) dans Q. Les classes de Hodge de degré 2m forment
un groupe additif, dit groupe des classes de Hodge de degré 2m.

Voici donc 1’énoncé de la célebre conjecture de Hodge (formulée par Hodge [Hod1]
en 1950) :

CONJECTURE 3.45. Toute classe de Hodge de degré 2m (0 < m < n) sur
une variété algébrique projective de dimension n est une combinaison linéaire finie
a coefficients rationnels de classes de cohomologie (au sens des courants (m,m))
de courants d’intégration [A] sur des sous-ensembles algébriques irréductibles de
dimension n —m de X. Ou encore : toute classe de Hodge de degré 2m sur X,

m=0,..,n, est < algébrique > (au sens précisé ci-dessus).

Cas connus. La conjecture est vraie lorsque m = 1. C’est un théoréme de Lef-
schetz, que nous avons mentionné dans la preuve du théoréme de Kodaira (remarque
3.42). On sait aussi que si elle est vraie pour les classes de degré m avec 2m < n, elle
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Pest aussi pour les classes de degré 2(n—m) ; cela résulte du théoréme < vache > de
Lefschetz (« Hard Lefschetz theorem > , voir [De0], théoréme 8.17, chapitre 6) que
nous ne démontrerons pas dans ce cours; la conjecture est donc aussi vraie pour
m = n— 1. Pour une présentation du statut de la conjecture, on pourra par exemple
consulter [Del] et [Vois], ainsi que [Simp] pour d’autres aspects, cette fois plus
en relation avec le point de vue de '« effectivité > en géométrie algébrique. Une
formulation alternative de la conjecture de Hodge implique la construction des cou-
rants résiduels (voir par exemple [Fab]), en relation avec les objets introduits au
chapitre 2 de ces notes de cours (section 2.5.2).



CHAPITRE 4

La résolution L? du D"

Nous allons dans ce chapitre transposer dans un contexte géométrique les méthodes
d’obédience hilbertienne (basées sur des techniques L?) introduites par L. Hérman-
der (voir [Hor] et le chapitre IV du cours de P. Charpentier [Charp]). Ceci nous
permettra en particulier de revenir dans une ultime section sur l'attaque du com-
pleze de Koszul telle qu'elle a été proposée au chapitre 2 (dans la section 2.5.3) et
sur important théoréme de Briangon-Skoda (énoncé comme le théoréme 2.42 de
ce méme chapitre 2).

4.1. Le cadre kahlérien <« complet >

Dans cette section, X sera toujours une variété analytique complexe (supposée
connexe) équipée d'une structure kéhlérienne (voir les définitions 3.1 et 3.2 de la
section 3.1), s’exprimant en coordonnées locales

h(z):= Y hjl2)dz; ® dzr;
1<4,k<n
on notera w la (1, 1)-forme différentielle fermée —Im h, et I’on introduira & nouveau,
étant donné un fibré holomorphe hermitien de rang m au dessus de X, £ — X, les
opérateurs D7, D", et leurs adjoints formels (D';)* et (D")*, ainsi que les laplaciens
de Laplace-Beltrami A, et A”.

Nous supposerons dans un premier temps ici que (X, h) est une variété kihlérienne
compléte, ce qui signifie que (X, ;) est un espace métrique complet si 0, désigne la
distance géodésique! induite par la métrique h. Outre les axiomes habituels régissant
la définition d’une distance, il faut ajouter que cette distance & se plie a la regle
suivante :
5}1 (21, 22)

2
(prendre z a mi-chemin entre z; et 29 le long d’une < géodésique > a € prés pour ma-
jorer 0p(z1,2) et 0p (22, 2) par (1/2)(0p (21, 22) +€)). Les boules géodésiques fermées
de X sont compactes d’apres le théoréme de Hopf-Rinow, et 'on peut construire
une fonction de clagsse C*° d’exhaustion ou exhaustive

¥ :X—R

(4.1) V21,20 € X, inf (6n(21, 2), 00 (22, 2)) =

inf
zeX

(i.e. telle que les ensembles {¥ < ¢; ¢ € R} soient relativement compacts pour tout
¢ € R ), avec de plus ||[d¥|, < 1, ce en régularisant, par exemple par convolution
avec une approximation d’unité dans C", la fonction z — §(z0,2)/2, zo étant un
point arbitraire de X.

1. La distance entre deux points est la longueur de la géodésique, i.e. le chemin de longueur
minimale, reliant ces points et tracée sur la surface.
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Nos espaces de référence seront cette fois les espaces de Hilbert

p q
L24(X.B) = WO (X, | A@R) @ AT | @ B) . 0<pg<n.

Le produit scalaire est défini par

(u,0) = /X (u(2), v(2)) dVix (2)

(pour plus de détails, se reporter a la section 3.3.2 ol ce produit scalaire a été
introduit pour les sections C'*° & support compact). Le fait qu’il s’agisse d’espaces
de Hilbert résulte de la complétude de (X, h), plus spécifiquement de l'existence
de la fonction exhaustive ¥ nous permettant de nous ramener au cas ou X est

compacte.

Notons toutefois que Paction de ces opérateurs a été jusque 1a (voir le chapitre 3)
définie sur les espaces Cgfq(X ,E), et quil s’agit dans cette section de la repenser
dans le cadre hilbertien L2, en particulier de reprendre soigneusement ? la définition
des adjoints formels (D;)* et (D")* (donc aussi celle de A%, et A”). Notre principal
centre d’intérét sera de fait I'opérateur D” (analogue dans ce cadre géométrique
du 0 de 'analyse pluricomplexe, voir le cours de P. Charpentier [Charp]) et sa
résolution via des techniques d’inspiration L?, donc de nature hilbertienne ([Hor]).

En tant qu’opérateurs différentiels de C, (X, E) dans CJ5, (X, E), les opérateurs D"
et D', se prolongent en des opérateurs D" et D', agissant sur les espaces de courants
D'**(X, E), tels quils ont été définis au chapitre 2 (section 2.1.2) ; il en est de méme

pour les adjoints formels (D”)* et (D%;)* que 'on prolonge ainsi en D" et (Dg)*.
On peut envisager les quatre opérateurs ainsi prolongés comme des opérateurs non
bornés (voir [Charp], chapitre IV, section 1) de L3 ,(X,E) dans L] (X, E), le
domaine de chacun de ces opérateurs différentiels P étant par définition I’ensemble
des u € L? ,(X, E) tel que Ig[u] € L2 (X, E). Tous ces opérateurs non bornés sont
des opérateurs a domaine dense (CJ5, est dense dans leurs domaines) et de graphe
fermé (les espaces L7 ,(X, E) sont faiblement fermés dans les espace des courants
équipés de la topologie de la convergence faible).

Les opérateurs D" et D}, admettent donc (considérés au sens L? cette fois) des
adjoints (D)t et (D’;)" au sens de Von Neumann, opérateurs eux aussi non bornés,
& domaine dense et de graphe fermé, avec :

Ker [(D")f] = (Im D")*, Ker [(D}y)T] = (Im Dip)*

4.2 - -
. (Ker D")* = T [(D7)1], (Ker Dig)* = T [(Dp)]

Ceci résulte de la théorie de Von Neumann (voir la section 1 du chapitre IV du
cours de P. Charpentier [Charp]). Il se trouve en fait que les opérateurs (D”)T et

2. En profitant de la théorie développée par Von Neumann pour les opérateurs linéaires non
bornés d’un Hilbert H; dans un autre (Hz), lorsque ces opérateurs sont définis sous un sous-espace
dense de Hj et ont de plus leur graphe fermé dans H; x Hs. Pour tout ce qui concerne la théorie des
opérateurs non bornés d’un espace de Hilbert dans un autre et les définitions qui ’accompagnent
(domaine d’un opérateur, adjoint au sens de Von Neumann, etc.), on renvoie a la section 1 du
chapitre IV du cours de P. Charpentier [Charp].
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(D)7 coincident dans ce cas® avec les opérateurs obtenus en étendant (D”)* et

(D%;)* aux espaces D""(X , E), puis en les restreignant (comme indiqué plus haut)
au cadre L2 ; ceci résulte de ce que lexistence de la fonction exhaustive ¥ implique
la densité de D**(X, E) (sections C* & support compact) dans les domaines des
opérateurs non bornés D", (D")* (considérés au sens L?) ou l'intersection de ces
domaines, ce respectivement pour les normes

u = ull+ [ D"l

u = ull+ (D7) ull

w = lull+ [ D"ul + [[(D”) ul
(idem pour D% et (D%)* en place de D", (D")*).
Nous rappelons également ici la définition de 'opérateur A de Lefschetz (adjoint
formel de L : () — w A (+)). Il ne sera pas nécessaire par contre de repenser
la définition de cet opérateur A (agissant sur les CJ% (X, E)). Sur CJ (X, E), on
dispose de la relation

[iOp, |,A] = A" — A

mesurant le < défaut > entre les deux opérateurs de Laplace-Beltrami ; s’en déduisent
(proposition 3.9) les inégalités de Bochner-Kodaira-Nakano :

(M) = (D", D) + (D) u, (D))
= D"l (D"l

(4.3) /X <[i6E7‘ ‘,A](u),u> dVx, YueD"*(X,E).

v

Les méthodes d’analyse fonctionnelle (déja exploitées dans la section IV-1 du cours
de P. Charpentier [Charp]) permettent de prouver l'important résultat suivant,
concernant la résolubilité de 1’équation D" f = g en norme L2.

THEOREME 4.1. Soit (X, h) une variété kihlérienne compléte de dimension n.
Soient 0 <p,q<n,q>1,etge L;q(X, E) telle que, pour presque tout z € X, il
existe a(z) € [0, 00[, tel que

(44)  VueCR(X.E), g(=),u()? < a()(il0n |, Al(u)(2),u(2)).

Notons, pour z fiz€ presque partout dans X,

(195 1, A1 (9)(2)9(2) )

le minimum des a(z) satisfaisant (4.4). Si g vérifie D"[g] = 0 (D" étant envisagé
ici comme un opérateur non borné de L2 (X,E) dans L7 . ,(X,E)) et satisfait
lestimation

/X (195 ;A1 (9)(2), 9(2) ) AV () < +ov,

il existe f € L2 . (X, E) tel que D" f = g et

@) = [ RV < [ (0 A7 06,00 dVx (o).

3. Attention! Ceci n’est pas toujours le cas pour des opérateurs quelconques définis a priori
sur les objets C™ et que I’on entend soit prolonger & L? en suivant la démarche de Von Neumann,
soit prolonger en tant qu’opérateurs agissant sur les distributions ou les courants en définissant
leur action au sens faible.
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DEMONSTRATION. Pour tout élément u € DP4(X, E), on a, du fait de I'inégalité
de Cauchy-Schwarz, de ’hypothese (4.4), et surtout des inégalités (4.3) de Bochner-
Kodaira-Nakano :

| [ weraenavse| < ([ (i0n A7 @)E).00) Vi ()
x(/x<i[@E7| ‘,A}(u),u> AV
< ([ (s 11 @) 0) aVx (o)

(4.6) <(ID"ull* + 1(D") ul®) -

Ces inégalités subsistent pour tout u dans I'intersection des domaines de D" et de
(D")T. Si u est un élément du domaine de (D”)?, décomposons u sous la forme

w=u +uy, u; € Ker D", uy € (Ker ") =Tm (D")F.

Comme (D)% = 0, on a aussi (D")o(D")t = 0 et, par conséquent, (D”)(uz) = 0.
Comme D"(g) =0, on a

‘/}((u,g)dVX‘z = ‘/X<U1a9>dvx+/x<u2,g)dVX‘2

‘/X<U1,9>dVX‘2
([ (0 1 A7 (0)(:).0(2)) aVic(a)) < (D) o P

= ([ {0 1 1 @) g2 dVx () (D"
Le théoreme de Hahn-Banach permet de prolonger la forme linéaire

(D")i(u) € L2, 1(X, E) v /X {u, g) dVx

2
pq—1

117 < [ {051 1A @)().0()) aVic(2).

D’autre part, on a (u, g) = ((D")f(u), f) pour tout u dans le domaine de (D")f, ce
qui signifie précisément D" [f] = g. O

IN

en un élément f € L (X, E), pour lequel on continue & disposer de I’estimation

4.2. Le cadre kahlérien < non complet >

Nous considérons maintenant une variété kahlérienne (X, h), mais ne suppo-
sons plus cette fois que (X, h) est une variété complete; par contre, nous ferons
I’hypothese qu’il est possible d’équiper X d’une métrique kahlérienne h de maniére
a ce que (X, ﬁ) soit une variété kihlérienne compléte.

EXEMPLE 4.2. L’exemple le plus important pour nous sera celui des variétés
kéhlériennes (non nécessairement completes) sur lesquelles il est possible de cons-
truire une fonction d’exhaustion ¥ € C5°(X,R) de maniére a ce que dd°¥ soit un
courant positif (voir la définition 2.7), i.e. que ¥ soit une fonction C*° & valeurs
réelles plurisousharmonique (voir U'exemple 2.11). Une telle variété kdhlérienne sera
dite faiblement pseudoconvexe. Comme {¥ < 0} est alors relativement compact (du
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fait que ¥ est exhaustive) et que ¥ est minorée sur tout compact (car de classe
C®), on peut, quitte a ajouter & ¥ une constante, supposer ¥ > 0. Posons, si
w = —Imh désigne la (1, 1)-forme positive fermée associée a la métrique h,

(4.7) O = w+ 27dd®(V?) = w 4 47 Vdd°V + i0¥ A OV > w + i0¥ A OV .

Cette (1,1)-forme @ induit une structure kéhlérienne (X,E) sur X. On déduit de
plus de (4.7) (puisque d¥ = 9V¥ + 0¥ et que w est positive) que

V2[00l < 1,
d’ou, par Pythagore,
ldw; = VZjou|; < 1.

Les boules pour la distance géodésique sont donc relativement compactes grace
au fait que ¥ est exhaustive et a 'inégalité des accroissements finis, qui implique
en effet [¥(z) — W(20)| < 6;(20,2) pour tout couple (zp,z) de points de X. La
métrique < corrigée » (X, h) ainsi réalisée est donc bien, elle, au contraire de (X, h)
qui pouvait ne pas I’étre, une métrique kéhlérienne complete.

EXEMPLE 4.3. Les ouwverts pseudoconveres U de C™, la métrique h étant la
métrique usuelle sur C™, illustrent la situation (X, h) décrite dans 'exemple précédent
(4.2)%.

Le résultat que nous avons choisi de mentionner ici est dii & J.P. Demailly (théoreme
6.5 de [De0]). Il fournit d’ailleurs un résultat en relation avec le théoréme d’annu-
lation de Kodaira-Akizuki-Nakano (théoréme 3.32), ot l'on sait que les groupes de
cohomologie de Dolbeault H5y (X, E) sont nuls lorsque p+¢ > n+1et E — X est
un fibré en droites holomorphe hermitien positif au dessus d’une variété kahlérienne
X de dimension n. On est ici dans le cas particulier p = n, ¢ > 1. Lorsque F — X

est positif, ce résultat précise en termes de contrdle L2 le théoréme d’annulation de
Kodaira-Akizuki-Nakano.

THEOREME 4.4. Soit (X, h) une variété kahlérienne faiblement pseudoconveze,
E — X un fibré en droites holomorphe hermitien, ¢ € C®(X,R) une fonction
< poids > telle que la forme hermitienne 0p | |, sur T(X) associée au tenseur

L@EJ | +dd°p @ 1dE
2m

soit semi-positive5 et de valeurs propres 0 < Ay (z) < --- < A\, (2) 5. Pour tout q>1,

pour toute forme g dans L7, ,..(X, E) telle que D"g =0 (au sens des courants sur

X a valeurs dans E) et que

lg(2)[Pe™¢
(4.8) /X M)+t )\q(z) dVx(z) < 400,

4. Voir le cours de P. Charpentier [Charp], section III.2.
5. Il s’agit, si
dd®p = Z cjrdzj NdZg, cjr = Ckj,
1<j,k
de la forme 0 | |, = 0p,| | + @, ot 0| | = O a déja été définie en (3.40) et
D= Z cjpdz; ® dzy .
1<j,k<n

6. Lorsque l'on effectue, dans la fibre T, (X) la diagonalisation de la matrice associée & la
métrique O dans une base orthonormée pour la métrique h déduite de la forme de Kéahler w.
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o 2
il existe une forme f € Ly ..

X a valeurs dans E) et que

(X, E) telle que D"[f] = g (au sens des courants sur

. g
(19) Jreeavee < [ M v,

DEMONSTRATION. On introduit le fibré holomorphe hermitien « pondéré > par
le < poids » e=%/2 (E — X, | |e#/?), dont la premiere forme de Chern est

a(B,| e??) = c1(B, ] |) +dd°p = iOg, | +ddp.

On note A, , l'opérateur [i©p | |-z, A], olt A désigne l'opérateur de Lefschetz
de multiplication & gauche par w (forme de Kéhler associée a h), agissant sur
les éléments u € CpS (X, E). Si 'on exprime ces formes en utilisant un repere
(&, ...,&5) dual d’'un repere (&1, ...,&,) qui soit orthonormé pour le produit sca-
laire correspondant a la métrique kahlérienne h et orthogonal pour la métrique
Op, |, (les valeurs propres, toutes positives ou nulles, étant donc par hypotheses
0 < Ai(2) < -+ < Ap(2)), un calcul algébrique simple (conduit par exemple dans
la preuve de la proposition 5.8, section 5 du chapitre 6 de [De0]), et que nous
admettrons, nous donne

(Agq(u)(2),u(2))2 = (A (2) + -+ Ag(2)) Jul2)[Pe ™%
L’hypothese (4.8) implique donc

- l9(2)|Pe~?
(4.10) /X(A%lq(g),m dVx < /X WO dVx(z) < 400.

Introduisons une fonction exhaustive ¥ € C§°(X,R) comme nous y invite (d’apres
Pexemple 4.2) le fait que X soit faiblement pseudoconveze. Pour tout ¢ > 0, 'en-
semble {z € X ; U(z) < ¢} est évidemment une variété faiblement pseudoconvexe,
sur laquelle on sait qu’existe une métrique kahlérienne /ﬁc qui fait de (XC,/HC) une
variété kahlérienne complete. On introduit sur X,., pour € > 0 appelé a tendre
ultérieurement vers 0, 'opérateur A, 4 défini comme I'opérateur

ZC—)E,‘ le=®/2, AE

agissant sur les formes de bidegré (n,q), on A. désigne l'opérateur de Lefschetz
associé a la structure kdhlérienne w+ew,. (W, étant la forme de Kéhler correspondant
a la métrique h.) sur X.. On constate alors que

|u|fe*“’ dVx,.e < |u\ze*“’ dVx

(4.11) (AZE (u),u)e dVix . (AZY (u),u) dVy

¥,4,€ ®,4q

A

pour tout u € O3, (X, ), les € figurant en indice signifiant que les calculs de normes,
de produits scalaires, de forme volume, sont ici effectués relativement a la métrique
associée a la forme de Kahler w + €., métrique kahlérienne < perturbée > pour
laquelle (XC,?L + eﬁc) est complete. Les détails techniques de cette vérification se
trouvent dans [De0] (lemme 6.3, section 6 du chapitre 8) et on les omettra. Il résulte
de 'hypothese (4.10) induite sur g par (4.8), combinée avec la seconde inégalité dans
(4.11), que

-1 -1 lg(2)[Pe”?
/XC<A<,0,q,e(g)’g>€ dVX,E S /X <A<p,q(g)?g> dVX S A )\1(2) TR )\q(z) dVX(z) :

c
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Nous pouvons appliquer dans la variété kiahlérienne complete (X, h + eﬁc) le théo-
reme 4.1 et trouver f,. € L? (Xe, E) tel que D"[f. ] = g dans X, (au sens

n,q—1,loc
des courants sur X, a valeurs dans E) et que

20—
2 —p < |g(Z)‘ € )
J e ave < [ IO v (e) < o

c

On extrait une limite faiblement convergente d’une suite (f;,)r lorsque €5 tend
vers 0, puis une suite faiblement convergente de la suite (f., ) ainsi obtenue lorsque
(ck)r est une suite de nombres réels tendant vers +oo. Le lemme de Fatou et la
premiére inégalité dans (4.11) nous permettent de conclure a I’estimation voulue
pour la limite faible f ainsi obtenue. ([

REMARQUE 4.5. L’exemple du fibré trivial X x C, équipé de la métrique
| \e‘“‘”/ 2. est un exemple particulierement important d’application du théoreme 4.4
de résolution L? du 0 : par exemple si la forme hermitienne ® sur 7'(X) associée au
< poids > ¢ est telle que A 4(2) > 0 (i.e. admet au moins n — ¢ + 1 valeurs propres
strictement positives pour presque tout z € X).

EXEMPLE 4.6. En particulier, dans le cas ot X = U est un ouvert pseudocon-
vexe de C" et ol ¢ est une fonction semicontinue plurisousharmonique dans U (que
lon sera amené & régulariser), on peut appliquer de résultat avec

pe(2) = @(2) +log(1 + (1 + |2*)%)
(e €]0,1]) en exploitant le fait que la plus petite valeur propre A ((z) de la forme
hermitienne associée a
2z log(1 + (14 [2]%)°)
est minorée par

62

(T+ 221+ (1 +[22)9)
(voir la preuve du lemme 6.10 de [De0], chapitre 8, pour le détail des calculs). Si

ge L2 1,.(U)et dg =0 au sens des courants sur U, estimation a priori

Al,e(«z) Z 2

/ 1+ \z|2)\g|2679"dV@n (2) < 400
U

induit la possibilité de résoudre df = g (au sens des courants sur U) avec f €
Lz,q—l,loc(U) et
4
@12 QPR Ve () < o5 [ (4 Pl et aven ().
U U

Notons que ce résultat fait 1'objet (dans le cas € = 1, en prenant ¢ + log(1 + |2|?)
au lieu de ¢), du théoréme IV.2.1 du cours de P. Charpentier [Charp].

4.3. Méthodes L? et résolution du complexe de Koszul

Le théoreme 4.4, et en particulier la possibilité, par exemple dans les ouverts
pseudoconveres” de C", de résoudre (pour les (n, q)-formes) 1’équation Of = g via
des techniques L? avec des estimations adéquates (celles fournies par les inégalités
4.12, suivant la démarche proposée dans ’exemple 4.6) permet de reprendre sous un

7. Plus généralement dans les variétés kéhlériennes faiblement pseudoconvexes, voir I’exemple
4.2.
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angle différent la résolution du compleze de Koszul (2.35), telle qu’elle est envisagée
a coup de résolutions croisées des I’équations Ju = v et |, u = v dans la section
2.5.3 du chapitre 2.

L’utilisation croisée du théoreme 4.4 et de la <« marche > au travers du double
complexe (4.12) permet en effet d’établir 'important résultat suivant, di sous cette
forme & H. Skoda [Skod]; on en trouvera une généralisation (établie en 1982 par
J.P. Demailly) dans [De0] (théoréme 9.8, chapitre 8).

THEOREME 4.7. Soit (X, h) une variété kahlérienne faiblement pseudoconveze
de dimension n et F : E1 — Es un morphisme holomorphe surjectif entre deuz
fibrés hermitiens holomorphes (E1 — X,| |1) et (B2 — X, | |2) de rangs respectifs
my et my (avec my > mo du fait de Uhypothése de surjectivité) au dessus de X.
On suppose d’une part que le fibré (Ey —,| |1) est quasi-positif® au sens de Nakano
(définition 3.27), d’autre part qu’il existe un fibré en droites holomorphe hermitien
(L — X,||) tel que, si p:=min(n,m; —ms), la (1,1) forme

ci(L; | 1) = (u+ e)er(det B, | |2)
soit une (1,1)-forme positive pour un certain € > 0. Pour toute forme fo dans

L? (X, E2®L) telle que D"[f2] = 0 (au sens des courants d valeurs dans Ea®L,

n,0,loc
D" désignant précisément la connexion canonique du fibré Eo @ L), telle que

/X@F/J@[f?],fm (det(F o F*))~#~1=¢ qVy < +o0

(ou F := F ® Idy, F* son adjoint, FoF Uestension auz sections distributions
de Vopérateur F o F* : C&(X,E; ® L) — CP(X,E2 ® L)), il existe fi dans
L72170710C(X, E, ® L) telle que F[f1] = fo (toujours au sens des courants & valeurs

dans Es ® L) avec
X €

% /X<m[f2]7 fo)a (det(F o F*))~H=1=¢ gy

DEMONSTRATION. On admet ici ce résultat, dont on trouvera la preuve dans
le chapitre 8 de [De0] (théoreme 9.3). Cette preuve suit en fait les pas de celle
du théoreme 2.40, les résolutions de I’équation O [u] = v étant remplacées par des
résolutions via des techniques L? pour la résolution de D”[u] = v, ot D" désigne
la connexion canonique du fibré Ey ® L. (Il

Un exemple d’application tres important de ce théoreme reste celui ot U désigne un
ouvert pseudonveze de C", (f1,..., fm) étant m fonctions holomorphes dans U. On
prend pour (E; — U, | |1) le fibré trivial U x C™, équipé de sa métrique plate usuelle,
pour (Ey — U,| |2), le fibré en droites trivial U x C; enfin (L — U,| |) désigne le
fibré en droites (U x C, | [e=%/2), olt ¢ est une fonction réelle plurisousharmonique
dans U. On prend en fait X = U\ {f = 0} (qui est bien ici kahlérienne faiblement

8. Cette hypothese pourrait étre affaiblie, et remplacée, si 0, désigne la métrique associée
par (3.40) a (E1 — X, | |1), par le fait que 6, (u,u) > 0 pour tout u € T(X) ® E1 que 'on puisse
écrire comme somme de moins de (m1 — ma2) termes §; ® e1 ;; on a juste supposé ici ceci vrai
avec m au lieu de m1 — mo, en imposant & (E1 — X, | |1) (fibré de rang m1) d’étre semi-positif
au sens de Nakano.
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pseudoconveze) de maniere & avoir surjectivité du morphisme | s de By — X dans
Ey — X qui & (a1,...,am) associe a1 f1 + -+ + am fm. On peut alors énoncer le
théoréme de division suivant, dit & H. Skoda [Skod] en 1978.

THEOREME 4.8. Soit U un ouvert pseudoconvexe de C", ¢ une fonction plu-
risousharmonique dans U, fi,..., fm m fonctions holomorphes dans U, définissant
dans U un sous-ensemble analytique fermé Y = {f; = --- = f,, = 0}. On note
IfI? = |fil> + - + |fml?, p = inf(n,m — 1) et € > 0. Pour toute fonction h
holomorphe dans U, et telle que

/ L[> |72 e dVen < +o00,
U\Y

il existe m fonctions a1, ..., a,, holomorphes dans U, telles que

h(z) = a1(2) fi(2) + - + am(2)fm(2), V2 €U,

et
/ a2 |f]~20 9= dVen < (14 p/e) / (B[R |24 o= g,
U\Y U\Y
si fa] = laa]2 + -+ a .
DEMONSTRATION. Il s’agit d’une application directe du théoréme 4.7, avec les
données indiquées en exergue de cet énoncé. (I

REMARQUE 4.9. Le théoréme de Skoda constitue un résultat majeur. Pour en
souligner 'importance, on peut signaler ici que ce fut ce résultat qui permit en 1989
a D.W. Brownawell de mettre en évidence, dans l'article fondateur ([Browl]), la
premiere borne effective en O(D™) pour la solution du probléeme des zéros de Hilbert
(ou nullstellensatz), pour un idéal (Pi, ..., Py,) de C[Xy, ..., X,], avec deg P; < D,
j = 1,..,m. Quand bien méme ce résultat fut ensuite redémontré (et affiné)
par des méthodes algébriques ([Kol]), ou, plus récemment, suivant une approche
géométrique élémentaire reposant sur la théorie du degré et fondée sur l'utilisation
d’un théoreme d’O. Perron ([Jel]), cette < victoire » en quelque sorte inattendue des
méthodes analytiques L2 face & des questions d’algébre commutative mérite d’étre
soulignée. L’interface entre la géométrie différentielle complexe et les questions de
géométrie algébrique s’avere souvent tres intéressante a explorer. Ces notes de cours
se veulent précisément une treés modeste invitation a pareille transversalité, souvent
nécessaire et payante !

C’est aussi le théoreme de Skoda qui permet de préciser les résultats relatifs au
théoréme de Briangon-Skoda et & la cloture intégrale d’un idéal (ou d’un faisceau
d’idéaux cohérent de Ox-modules) proposés dans la section 2.5.4 (proposition 2.8
et théoreme 2.42). Voici d’abord un retour sur le point laissé en suspens dans la
preuve de la proposition 1.8 du chapitre 1.

COROLLAIRE 4.10. Soit I un idéal de Ocn o et fi,..., fm des générateurs de 1.
Si h € Ocn o vérifie une inégalité du type |h(z)| < C|f(2)| au voisinage de lorigine,
h est dans la cléture intégrale de l’idéal I dans Ocn ., autrement dit, il existe au
voisinage de l’origine une relation de dépendance intégrale < homogene > :

(4.13) Y +uhN T b uy =0,

avec u; € I pour j=1,..,N°.

9. L’assertion réciproque est vraie, voir la proposition 1.8 du chapitre 1.
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DEMONSTRATION. Pour tout k& € N, on introduit 1'idéal Ij, défini comme 1’idéal
de Oc¢n o constitué des germes g tels que

/ 1912 117259 dVen < +oo.
U

pour un certain € > 0 et un certain polydisque U C Uy voisinage de origine (on a
pris ici des représentants pour tous les germes f1, ..., fin, b, représentants tous définis
dans un certain polydisque Uy voisinage de 0 dans C™). Soit p = min(n —1,m —1).
Nous allons montrer que, si |h| < C|f| au voisinage de 0, alors

(4.14) hl,el-1I,.

Admettons un instant ce résultat. Comme Ogcn o est noethérien, 'idéal I, est en-
gendré par un nombre fini d’éléments vy, ..., vy de Ocn . Il existe donc une matrice
(ak)1<j k<N d’éléments de Ocn o tels que

N
hv; = E kU -
k=1

En écrivant que le déterminant de la matrice (hd;r — ajr)1<;k<n est nul (puisque
Popérateur linéaire correspondant admet le vecteur non nul (vq,...,vy) dans son
noyau), on en déduit une relation du type (4.13).

Il reste a prouver (4.14). On remarque tout d’abord que hl, C I,i1, ce qui est
immédiat ; on se rameéne donc a prouver que [,4q C I - I,. Supposons dans un
premier temps m < n et prenons h tel que

/ |h)2 | £ 2P T dVen < 400
U

pour un certain € > 0 et un certain polydisque U. On applique le théoréme de Skoda
4.8 dans U avec la fonction plurisousharmonique ¢ = (p — (m — 1)) log[| f|?], ce qui
donne exactement le résultat voulu, a savoir h € I-I,,. Sim > n, on contruit (suivant
10)

le principe des tiroirs~") n combinaisons linéaires f,..., f, des f; de maniere a ce

que [f| et [f de
strictement positives k et K telles que s|f| < |f| < K|f| et 'on se rameéne ainsi au
cas m < n. O

soient équivalentes au voisinage de 0, i.e. qu’il existe des constantes

On peut également revenir ici sur le résultat annoncé dans la remarque 2.43, concer-
nant la formulation du théoréme de Briangon-Skoda dans son intégralité.

COROLLAIRE 4.11. Soit I un idéal de l'anneaw local Ocn o, engendré par m
éléments f1, ..., fm. Pour tout k € N*, on a

Jmin(n,m)+k—1 — Ik .

10. Principe popularisé par C. Siegel, qui 'utilisa souvent dans ses arguments : < si [’on doit
ranger N + 1 allumettes dans N tiroirs, deuz allumettes au moins doivent étre dans un méme
tiroir > ! Plus sérieusement ici, on pourra voir le détail de 'argument dans la preuve du lemme
10.3, section 10 du chapitre 8 de [De0]. On aurait pu aussi utiliser le théoréme de Krull , qui
assure que I est l'intersection de tous les I + sm’g, k € N* et se ramener ainsi au cas ou I est
un idéal Mp-primaire, auquel cas, il est aisé de montrer qu’il a méme cloture intégrale que 'idéal
engendré par une suite de n combinaisons linéaires génériques de ses générateurs fi, ..., fm (alors
que m > n).
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DEMONSTRATION. L’argument utilisé dans la preuve du corollaire précédent
pour prouver I, C I-I, permet en fait de prouver que Iy C I - I} pour tout
k > p, ot p = min(n — 1,m — 1), i.e. p+ 1 = min(n,m). Ceci permet aisément
d’assurer le résultat demandé par induction sur k, initiée avec k = p. [

REMARQUE 4.12. Les formulations de cet énoncé en termes de courants résiduels
(voir [And4, AndSS]) permettent d’en comprendre ’essence algébrique, ce que ne
permettent pas (en tout cas, sous cette forme) les outils impliqués dans les méthodes
hilbertiennes d’obédience L?. Elles permettent par exemple (ce que les méthodes L?
n’autorisent pas, tout au moins directement) de montrer que la réalisation effective
globale du probléme de Briangon-Skoda pour un idéal (P, ..., P,) de C[ X1, ..., X,]
se résout avec un contrle en O(D™ (™)) ot D := max;(deg P;), i.e. que si
Q € (P1,..., Pp), 1l existe des polynémes ay, ..., a,, dans C[X7, ..., X,;] tels que

Qinf(n,m) _ Z aij
j=1

avec

max(deg(a; P;)) < inf(n, m)(deg @ + D™n("m))
J

(c’est un résultat de M. Hickel !, tout récemment revisité par M. Andersson et
E. Gétmark [Hick, AndG] ). Les méthodes de division explicite via les courants
résiduels semblent plus & méme de se préter au controle effectif lorsque les problemes
de division sont posés dans Z[X, ..., X,], et que le controle des degrés se double
alors d’un contrdle de la < taille > (voir [BY1, BY2]).

11. Le contréle en Dmin(n,m) peut d’ailleurs étre précisé en termes de multiplicité d’annulation

du faisceau cohérent d’idéaux (" Py, ..., " Pp,) - OW (obtenu par transport du faisceau cohérent
z

d’idéaux T := ("Py, ...,hPm)O]pn(C) dans I'éclatement normalisé de P™(C) suivant le faisceau

d’idéaux Z, les th désignant les homogénéisés des P;) le long des composantes du diviseur

exzceptionnel de cet éclatement normalisé (voir la section 1.4.6 pour toutes ces définitions).
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