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Introduction

Ce document concerne I'étude du comportement dynamique d’une structure déformable en
présence d'un fluide. On pourra envisager différentes configurations géométriques listées dans

ce qui suit.

Fluide intérieur

Le domaine fluide est contenu dans le domaine structure.

Qstructure Qstructure
I'sp I'se
(a) fluide lourd en domaine borné : étude de réservoirs (b) fluide léger en domaine borné : étude de cavités
(sloshing) acoustiques

Figure 1 — configurations de fluide intérieur

Fluide extérieur

On peut envisager plusieurs hypotheses :
— fluide lourd non borné avec surface libre I7, (étude des flotteurs) ou sans surface libre
(structures avec une profondeur d'immersion infinie) ;

— fluide l1éger pour les études des surfaces portantes en aéroélasticité.

Problemes mixtes

Ce type de problémes pourra concerner I'étude de cavités acoustiques plongées dans un fluide
ou 'étude de réservoirs internes de flotteurs (pétroliers).

La stratégie de résolution adoptée pour traiter le probléme couplé, dépendra du milieu que
I'on veut privilégier (fluide ou structure). Le transfert d'informations se fera du milieu secon-
daire vers le milieux primaire. Pour les applications envisagées ici, le milieu primaire sera plu-

tot la structure et les variables du fluide seront éliminées au profit des variables de la structure.



2 Introduction

I,

Qfuide

Figure 2 — domaine fluide extérieur et frontieres

Apres un rappel rapide des équations générales qui traduisent le comportement des fluides et

QSII‘UCIUI‘E

Qﬂuide intérieur

[sg,

Qﬂuide extérieur

Figure 3 — problématique mixte

des structures que nous analyserons dans le cadre des hypotheses classiques de petits mou-
vements et petites déformations, nous présenterons rapidement les méthodes de résolution
spécifiques, adaptées a chacun des problemes pris de maniere indépendante :

— méthode des éléments finis pour I'étude de la structure;

— méthode des éléments finis pour I'étude du fluide intérieur ou extérieur;

— méthode des équations intégrales pour I'étude du fluide intérieur ou extérieur.

Puis pour la résolution du probleme couplé, nous développerons les différentes méthodologies
envisageables :

— analytiques qui ne peuvent étre mise en ceuvre que pour des types de problémes tres
particuliers, c’est-a-dire presque exclusivement pour les problémes a symétrie de révo-
lution;

— couplage éléments finis — éléments finis, méthode adaptée a la résolution de probleme
intérieur et extérieur sil’'on s'intéresse essentiellement au comportement de la structure;;

— couplage éléments finis — équations intégrales pour la résolution des probléemes inté-
rieurs ou extérieurs.

Nous illustrerons complétement ces différentes méthodes pour I'étude du comportement dy-

namique d'une poutre immergée en fluide lourd incompressible et compressible.



Mise en equations

1.1 Mécanique du solide

1.1.1 Equations locales

On se place dans 'hypothése des petites perturbations en élasticité linéaire. Les équations
locales, sont obtenues en écrivant que dans un repére galiléen ou absolu, a chaque instant ¢,
pour toute partie s d'un systéme matériel S, le torseur dynamique de s est égal au torseur des

forces extérieures s’exercant sur s et les équations d’équilibre s’écrivent :
divo.+ f=p,7 dans € (1.1

oi1 o, est le tenseur symétrique des contraintes de CAuCHY, f_: le vecteur des répartitions vo-
lumiques de force et ¥(M), I'accélération au point M, o1 le champ des déplacements est iZ(M).

Le vecteur des déformations associé au tenseur des petites déformations est tel que :

ST:[sxx €y €2z Yxy Yyz sz] (1.2)

avec Yxy = 2€xy, Yyz = 26y, €t Y, = 2¢,,. Si D est la matrice d’élasticité, la relation contraintes-

déformations (loi de Hooke généralisée), s’écrit :
o =Ds¢ (1.3)

avec vecteur contrainte associé au tenseur des contraintes de CAUCHY o, dont les compo-

santes sont :

g =[0xx Oyy Ozz Oxy Oy sz] (1.4)

Figure 1.1 — solide et conditions aux limites
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1.1.2 Conditions aux limites

Les conditions aux limites appliquées sur la frontiere du domaine structure sont de deux types:

— les conditions aux limites naturelles :
o =T, sur 0Q (1.5)
— les conditions aux limites géométriques (ou cinématiques) :

U=ily; sur 0%, (1.6)

avec 00, U0, =00, et Qe NI, =3

1.2 Mécanique des fluides

1.2.1 Equations locales
Le fluide est analysé en variables eulériennes et il est décrit par deux équations locales :
— équation de continuité ou conservation de la masse

ap

at-l—divpﬁ:O dans Qf 1.7

ol p est la masse volumique du fluide et i le vecteur vitesse des particules;

— équation d’EULER ou conservation de la quantité de mouvement :

a_‘ 1 — - - - —
p (a—L: + Egradﬁz—l-rotﬁ/\ ﬁ) = f+divo, dans €Qf (1.8)

Le tenseur des contraintes s’exprime en fonction de la pression p, de la viscosité et du tenseur

gradient des taux de déformations :

= = = = 1l (— S
o, =—pl+2uTp avec Tp= > (gradﬁ' + gradT L?') (1.9

Le cadre de travail considéré ici est :

1. fluide parfait, donc a viscosité nulle :
o, =—pl (1.10)

2. mouvement irrotationnel rotiZ = 0 et donc il existe un potentiel des vitesses ® tel que

= grﬁdd) et, dans ces conditions, I’équation d’EuLER devient :

5_' 1 — - - = — —
p (a—?+§gradﬁ2) =f+divo, = f—gradp (1.11)

3. les forces volumiques dérivent d'un potentiel. Par exemple 'action du champ de pesan-
teur conduit a f = —pgl_c' = —grﬁd(p gz) et apres intégration, ’équation d’'EULER dans le

domaine fluide donne I'équation de BERNOULLI :

o 1, p
— 4+ - — = 1.12
3t+2u —i—gz+p C(1) ( )
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4. hypothese de petits mouvements du fluide. Par conséquent, en négligeant 7> devant les
autres termes, I’équation de BERNOULLI conduit a 'équation de LAGRANGE linéarisée qui

en choisissant C(t) =0 est :

_ 2 (1.13)
p - p at .
5. hypothese de compressibilité :
— fluide incompressible : I'équation de continuité donne I'équation de LAPLACE :
AD=0 dans $f (1.14)

— fluide compressible : on supposera un comportement adiabatique et avec c, la célérité
du son dans le fluide, on obtient I'équation de HELMHOLTZ (équation des ondes) :
1 0%®

d®————=0 dans 1.15
c? 0t? ! ( )

1.2.2 Conditions aux limites

Condition de glissement sur les parois de solides

Elle s’obtient en écrivant que les particules fluides ne pénetrent pas les parois de solides, c’est-

a-dire qu’il y a continuité des vitesses normales des particules fluides et solides :

Vs-ﬁ:ﬁ-ﬁ':grﬁd@-ﬁ' sur I'sg = Vs-ﬁ:% sur Isr (1.16)

ol 77 est la normale extérieure au domaine structure, donc intérieure au domaine fluide. Cette

condition peut également étre écrite en terme de pression :
—PfYs-A=—= sur I (1.17)

Condition de surface libre

Dans le cas ol le fluide est lourd avec surface libre, la condition est obtenue en écrivant que la

pression est constante sur la surface libre, soit :

dp 0 r (1.18)
— =0 sur .

dr -
qui, compte tenu des hypothéses retenues pour I'étude du fluide, donnera :
22
or?
libre sont de faibles amplitudes, et que le fluide incompressible est étudié dans la gamme

+g % =0 surle plan z = 0 (surface libre au repos), lorsque les mouvements de surface

des basses fréquences ! ;
— ® =0 sur le plan z = 0 dans le cas d'un fluide incompressible en hautes fréquences ou

bien dans le cas d'un fluide compressible ;

- % = % = 0 sur le plan z = 0 dans le cas d'un fluide incompressible en trés basses fré-

quences. Dans ce cas, la surface libre est équivalente a une paroi rigide.

1. Il peut, par exemple, s’agir des fréquences des ondes de gravité telles que les fréquences de houle.



1.3

6 Mise en équations

Condition a l'infini
En milieu non borné, la condition a l'infini est la condition de SOMMERFELD 2 :
I o [OP + 100 0 (1.19)
im|r*| —4+—-——1| = :
r—00 dr ¢ Ot

aveca=0,5en2D et a =1 en 3D et lim,_,,, ® = ®; ou1 &; représente le potentiel incident, d a

la houle par exemple mais qui est nul quand il n'y a pas d’écoulement.

Couplage

Les équations de couplage s’obtiennent en écrivant pour le fluide la condition de continuité

des vitesses normales :

- oo

Vi-ii=— sur Igp (1.20)
on

et pour la structure, en écrivant que l'interface fluide — structure I'sg appartient a la partie de

frontiere 0, et donc que :
ﬁc-ﬁ:—pﬁ' sur I'sp C I (1.21)

La résolution, comme nous le verrons au chapitre 4, pourra étre conduite de deux manieres :
— analytiquement par une méthode modale. Les déplacements de la structure mouillée
sont projetés sur la base modale de la structure seche. La résolution analytique se fait
alors simultanément pour les deux milieux;
— numériquement en couplant la méthode des éléments finis mise en ceuvre pour I'analyse
de la structure a la méthode des éléments finis ou a la méthode des singularités retenues

pour la résolution du probléme fluide.

2. La condition de SOMMERFELD est une condition de non réflexion des ondes a I'infini.



2.1

Méthode des éléments finis

Nous rappelons rapidement la démarche de la méthode des éléments finis conduisant au pro-
bleme discrétisé associé a une formulation variationnelle.

Formulation générale

Le domaine ) est divisé en sous-domaines élémentaires e de formes simples sur lesquels il
est aisé de définir, a partir de 'approximation polynomiale généralisée, une approximation

nodale (interpolation) de la forme:
u=Na, (2.1)

ol u est le vecteur dont les composantes caractérisent le vecteur des déplacements @ au point
M(x) de Q, a,, le vecteur des déplacements nodaux du domaine élémentaire €2, et N, la matrice
des fonctions d’'interpolation.

Le calcul du tenseur des petites déformations E permet d’exprimer les composantes du

vecteur des déformations en fonction des déplacements nodaux sous la forme :

te=Ba, (2.2)
Laloi de Hooke généralisée s’écrit :

o =DBa, (2.3)

La forme quadratique associée a 1'énergie de déformation sur 1'élément fini se met sous la

forme:

éq. (2.2) et (2.3)
2Bge = J ¢'odV = 2Eg=al U B'DBdV| a, 2.4)
Q Q

e

e

dont on déduit la matrice raideur d'un élément fini e dans la base des déplacements nodaux :

k.= J B'DBdV (2.5)
Q,

€
De méme, la forme quadratique associée a I'énergie cinétique de I'élément permet de définir

la matrice masse de I'élément fini e dans la base des déplacements nodaux :

2Ece :f i’pdv=al
Q

e

JNTdeV a. = me:f N'pNdV (2.6)
Qe Q

e
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Enfin, le calcul du travail virtuel des forces extérieures conduit a la définition de forces généra-

lisées qui peuvent étre de différentes natures :

— forces généralisées associées aux répartitions volumiques de forces ¢, :

6Tve=f du'qudv=aalp,, = ¢.= f N'q,dVv 2.7)
Q Q

e e

— forces généralisées associées aux répartitions surfaciques de forces g; :

6Tse:J du'q,dS=6alp,, = upse:J N'q,dS (2.8)
o0 P

e Qe

— forces généralisées associées aux forces appliquées aux nceuds de 1'élément (efforts de

liaison) :
5Tie =0a_ @), (2.9)

— forces généralisées associées a une dissipation d’énergie. Le travail virtuel de la force dis-

sipative fq=—bup s'écrit:

6Tde=_f du'fgdv=2oalp, et ¢de=—f N'HNAV a, (2.10)
a9, Q

e e

ce qui conduit a la définition d'une matrice amortissement b, telle que :

be=J NTHN AV 2.11)
Q

e

En prenant les variations par rapport a chaque variable généralisée a;, autrement dit en écri-
vant les équations de LAGRANGE, on obtient I’équation matricielle caractérisant le mouvement
de I'élément fini :

M de +bede +Kede =1+ P+ P (2.12)

L'équation matricielle de la structure assemblée obtenue en additionnant les formes intégrales

élémentaires et en prenant les variations des quantités additionnées est :
M i+ Bia+Kia=Fo 49, + ¢, (2.13)

avec Fy, vecteur des forces extérieures directement appliquées aux nceuds de la structure.

2.2 Application a la mécanique des fluides

Nous considérons des fluides avec les hypotheéses précédentes.
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IIs sont caractérisés par les équations caractéristiques :

AD L o%e 0 dansQf ( ible)
—— = ans compressible
o2 or? f P (2.14a)
ADP=0 dans Q; (incompressible)
en fluide compressible
=0 )
3 ou en hautes fréquences sur la surface libre I, (2.14b)
o® 10%0 . .
—--+——=7=0 enincompressible
Jz gt
oo
I =V,-f surles interfaces fluide-solide I'sg (2.14c¢)
n

équations auxquelles il faut éventuellement ajouter une condition a I'infini.
Dans un premier temps, on considére que le domaine €y est borné. Il est divisé en sous-
domaines élémentaires e sur lesquels le potentiel des vitesses est interpolé en fonction des

potentiels nodaux e :
d=N®, (2.15)

Pour simplifier la mise en ceuvre de la formulation éléments finis, cette relation est écrite en

considérant que 'approximation nodale est réalisée sur le domaine ¢ complet sous la forme:
®=No (2.16)

avec ®, vecteur des potentiels aux nceuds du domaine fluide complet £ ; et N; qui s’identifie a
la fonction d’interpolation N; calculée au nceud i d'un I’'élément e.
Par exemple, une discrétisation du domaine monodimensionnel en éléments linéaires a

deux nceuds correspond a la figure 2.1. Le remplacement de ® par son approximation dans

N, N, N;
Nl N2
1 2 i—1 i i+1
(a) domaine élémentaire Qe (b) domaine complet Q¢

Figure 2.1 — fonctions de forme

I'équation (2.14a) géneére un résidu que I'on pondére par des fonctions ¥. Considérons la forme
intégrale W(®) telle que :

W(®) =W,(®) + W,(®) 2.17)

avec:

1 020
Wi (@)= [ TABAV et Wy(@)=—| ¥———dV (2.18)
. o © ot
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en appliquant la formule de Green (intégration par parties généralisée) a la forme intégrale
W;(®), on obtient :

prAcpdVJrJ grﬁd@-grﬁd@dV:J Wgrad® - 7dl (2.19)
Q¢ Qf Qs

Donc la forme intégrale W(®) s’écrit :

62¢ — — -
W(P)=— J ] 37 dv-— J grad¥ - grad®dV + J Wgrad®- ridl’ (2.20)
Qf £ Qf o

Formulation faible du probleme fluide

Trouver le potentiel ® donc le vecteur des potentiels nodaux ® qui annule la forme inté-
grale (2.20), quelles que soient les fonctions de pondération ¥ cinématiquement admis-
sibles (nulles sur la partie de frontiére 09 ol le potentiel ® est connu) et telles que sur la

partie de frontiere complémentaire 0, g—i soit donné.

Lorientation de la normale choisie pour écrire la condition de glissement implique :

- a@ —
grad@-ﬁ:%:—vs-ﬁ sur [gp (2.21)

avec I'sp € 9. Suivant les gammes de fréquences étudiées et le type d’'informations cher-

chées, la condition de surface libre pourra s’écrire :

®=0 hautes fréquences en incompressible ou en compressible
oo 10°® L .
= —g Er ondes de gravité en incompressible (2.22)
oo . i . .
=0 tres basses fréquences en incompressible

5=
Suivant le type d’étude, la condition de surface libre sera prise en compte par des conditions
sur 02; ou bien par des conditions sur 9€,.

La principale difficulté dans 'analyse du comportement du fluide par élément fini en do-
maine non borné est la prise en compte correcte des conditions a 'infini. Il existe plusieurs
maniéres de la contourner :

— ramener la frontiére a distance finie et afficher sur cette frontiere des conditions simulant

le comportement du fluide a 'infini ;

— développer des éléments finis particuliers, les éléments infinis;

— développer une formulation mixte élément fini — équations intégrales.
et comme pour la condition de surface libre, suivant le type d’approximation, les conditions a
I'infini, seront prises en compte comme des conditions sur dQ; ou sur 9.

Une méthode courante guidant le choix des fonctions de pondération estla méthode de Ga-
LERKIN ! ; elle consiste a développer les fonctions ¥ sur les mémes fonctions de base que celles

utilisées pour l'interpolation de , soit :

U=N® (2.23)

1. Cette méthode s’identifie, pour les problemes de mécanique du solide, au principe des travaux virtuels.
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et la formulation faible (2.20) conduit au systeme matriciel suivant :
M;®+H;®=G (2.24)

Les matrices du systéme sont déterminées par assemblage de matrices calculées sur les do-

maines élémentaires e et telles que :

(hij)e =J ngldNi . grﬁde dv
Qe
1 . .
(mij)e :f N l-?Nj dV  fluide compressible
e . (2.25)
(mij)e =J N; EN jdV  fluide incompressible et ondes de gravité
It

Le

(gi)e:f Ni(—vs-ﬁ')dl" telque Teelgp
T

e

Si le fluide est non borné et si la compressibilité du fluide est prise en compte, on obtient alors

une matrice amortissement provenant des conditions a I'infini, dont le terme général s’écrit :

1
(bij)e=J N;=N; dr (2.26)
Ce

z 9z

tel que I'; appartienne a la surface a ['infini. Le systéme matriciel assemblé s’écrit alors :
M;®+Bi®+H;® =G (2.27)

La matrice masse est due a la compressibilité (pas de contribution de la surface libre).






3.1

3.1.1

Equations intégrales et méthode des
singularités

La méthode des éléments finis, si elle se préte bien a 'analyse des problemes en milieu borné
est délicate a mettre en ceuvre lorsque les domaines sont illimités et dans ce cas on lui préférer
la méthode des équations intégrales. Cette méthode est d’utilisation courante pour traiter les

problemes de fluide, aussi bien en acoustique, en aérodynamique et en hydrodynamique.

Formulation

Considérons a nouveau la forme intégrale (2.17) associée aux équations générales caractéri-
sant le comportement du fluide. Dans un premier temps, on considére que le fluide est in-
compressible, donc W,(®) =0.

Appliquons a nouveau la formule de GREEN a W;(®) :

@A\DdV:f ®gradW - 7dl (3.1)

f grﬁd\If . graddl dv+ f
Qf aﬂf

Qf

et on peut écrire (troisieme formule de GREEN) :

oo ov
(\Il——q)—) dl'=0 (3.2)

—UAD+ AT AV
Lf + +f an an

0

avec 77 normale extérieure au domaine fluide. La frontiere 9€) du domaine est constituée de
trois parties I';, la surface libre, ['sg la surface de contact avec un solide et la frontiere a I'infini.
Pour transformer cette forme intégrale, nous utilisons les résultats généraux découlant des

propriétés de I'intégrale de STIELTJES et de la solution élémentaire de I’équation de LAPLACE.

Intégrale de Stieltjes

Soit P un point courant d'un domaine ©; limité par une surface S a distance finie et €, le do-
maine extérieur illimité complémentaire de ;.
Soit une fonction scalaire v(M,P) satisfaisant 'équation de LAPLACE et qui présente une

singularité en m :
AvivM,P)} =0 YMe) (3.3)

laplacien calculé au point M (ou au point P dans I'’équation (3.4)).
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14 Equations intégrales et méthode des singularités

En entourant un point M quelconque d’'une spheére dont on fait tendre le rayon vers zéro,
sila surface S admet partout un plan tangent, u(P) étant une fonction scalaire, alors on définit

les identités suivantes :
—4nu(M) siMe
J uP)Ap{v(M,P}dV=4 —2nu(M) siMeS (3.4)
o 0 siM¢QUS

On peut mettre en évidence des propriétés de discontinuité identiques pour une fonction sca-

laire satisfaisant 'équation de HELMHOLTZ.

Equation intégrale
Probléme intérieur
Soit G(M, P) une fonction scalaire satisfaisant I'équation de LapLACE dans le domaine ;. Dans
I'équation (3.2), on identifie G(M, P) et la fonction scalaire W, si ® est le potentiel des vitesses
exact, alors on obtient compte-tenu de (3.4) :
—4nd(M) siMey
L [@(P)&lim —G(P) aq)’ip) dS={ —2ndM) siMeS (3.5)
0 sSiM¢&Q;US

avec 77 normale extérieure au domaine fluide ;.

Probléme extérieur
On considére une sphere de surface > entourant complétement le domaine ), dont le rayon
tend vers I'infini. On applique les résultats de I'équation (3.5) au domaine §2, compris entre les

surfaces S et Y avec une normale 77 extérieure au domaine . On obtient alors :

f [@(P)(TP) _GMP) 3¢(P)] ds —4md(M) siMe,
s P . np sa(p) ={ —2n®M) siMeS (3.6)
f [@(P)T - G(M, P) ] ds 0 SMEQ
h)

Si G(M, P) est fonction de GREEN du probléme, c’est-a-dire si G(M, P) satisfait en plus les condi-
tions de radiation a l'infini, alors dans I'expression (3.6), 'intégrale sur X est nulle, ce qui en-
traine :
—4n®dM) siMeQ,
oG(M, P oo(P
f [@(P)g —G(M, P)L] dS={ —2ndM) siMeS 3.7)
S I’lp I’lp
0 siMe

Fonction de GREEN en fluide incompressible illimité — En milieu fluide incompressible illi-

mité, r désignant la distance MP, la condition a l'infini s’écrit :

limdé=0 (%) (3.8)

r—0

et la fonction de GREEN associée s’écrit :

G(M,P) = % (3.9)
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Fonction de GREEN en fluide compressible illimité — Les conditions de radiation a I'infini

s’écrivent dans cas :

, 1 ) od 10® 1
Iim®d=01( - et limr|—+—1|=0|- (3.10)
r—00 r roco \On ¢ Ot r

et en réponse forcée de pulsation, avec k = <> nombre d’ondes, la fonction de GReeN du
probléme est:
eikr

G(M,P)= (3.11)

Si la fonction de GreEN satisfait la condition de surface libre, quand elle existe, alors dans les
équations (3.5) et (3.6), les intégrales sur I';, sont nulles et il ne reste que les termes sur l'inter-
face fluide-structure I'sp *.

3.2 Méthode des singularités et solutions de I'’équation de Lapla ce

Les fonctions ® qui satisfont I'équation locale de I'ensemble (2.14a), autrement dit 'équation
de LapLACE en fluide incompressible ou I'équation de HELMHOLTZ en fluide compressible, sont
déterminées en utilisant la méthode des singularités.

Pour construire la solution harmonique ® du probleme de NEuMANN extérieur, on remplace
la frontiere I'sy par une distribution de singularités. Ces distributions peuvent étre de différents
types et en particulier :

— distribution de sources;

— distribution de doublets normaux;

— distribution mixte de GREEN.

La méthode des équations intégrales consiste a remplacer la frontiere ['sg par une distribution
mixte de GREEN :

— distribution de sources (potentiels de simple couche);

— distribution de doublets normaux (potentiels de double couche).

Distribution mixte de Green — Domaine intérieur

Soit (M), un champ scalaire harmonique défini dans le domaine intérieur ; dont le domaine
complémentaire est ), et 7ip, la normale a la surface I'sg frontiere des deux domaines, exté-
rieure au domaine intérieur ;. L'équation (3.5) écrite avec la fonction de GREEN G(M,P)=1/r

donne :

—4n®;(M) siMe;

J (1 1 0%y(P) .

q)l(P)— - | —— dS= —Zﬂq)i(M) siMe FSF (3.12)
I dnp \'r r dnp

siMeQ,

Le potentiel en M, ®;(M) apparait comme la superposition des potentiels créés par :
— une densité surfacique de sources :
o%;
o(P)=— ( ) (3.13)
on Jp

— une densité surfacique de doublets normaux :

w(P) = @;(P) (3.14)

1. Lasurface I'sp représente les surfaces mouillées des solides immergés ou des parois.




3.3

3.3.1

16 Equations intégrales et méthode des singularités

Distribution mixte de Green — Domaine extérieur

Les résultats précédents sont encore applicables a un champ scalaire harmonique ®,(M), dé-
fini dans un domaine extérieur €2/, limité par I'sg et X la surface d'une sphere entourant entiére-
ment le domaine ; dont le rayon tend vers I'infini. Les termes d’intégration sur cette frontiére
sont nuls, une fonction harmonique, réguliére, tend vers zéro a 'infini comme 1/7. En choisis-

sant comme normale a I'sg la normale extérieure au domaine intérieur €);, on obtient :
siMe
o (1 1 0®.(P) )
— (P — [ = | == dS={ —2nd.(M) siMeTlg (3.15)
It dnp \ 'r r onp
—4n® (M) siMeQ,

Distribution mixte de Green sur la frontiére fluide — structure

En ajoutant les représentations dans €; et €2, on obtient :

J [_ ((I)E(P) - <I>1(P)) 31,,”, (%) + —4n®i(M) siMe,
) R i i 3.16
1(6%@) _ 0%(P) 2m(@e(M)+&(M))  siMelse (3.16)

. )] dS | —4nd. (M) siMe .

6np 6np

et donc les densités surfaciques de singularité sur I'sg :

o(P)= - et WwWP)=—-o,+ (3.17)

induisent les potentiels ®. et ®; dans les domaines extérieur et intérieur et ’équation inté-
grale (3.16) s’écrit :

—47[(1)1(M) siMe
1% 1 1
J [M(P)ﬁ (;) + ;O‘(P)] dS= —Zﬂ(q)i(M) + (I)e(M)) siMe FSF (3.18)
, P
s —4nd.(M) siMeQ,

Discrétisation et résolution

On cherche la distribution mixte de GREEN solution du probléeme intérieur ou extérieur.

Probléme intérieur
On obtient la distribution mixte de GREEN en choisissant comme potentiel extérieur le poten-
tiel . identiquement nul dans . et dans ces conditions, la distribution surfacique de sources

est définie sur I'sg par:

o9;
wP)=®P) et o(P)=—— (3.19)

on

En écrivant I'équation (3.18) pour un point M appartenant a la frontiére I'sg il vient :
uP) 1 o (1 1 ds
- P)— [ =|| dsS=— P)— 3.20
2 471JF [M( )anp r 47‘[1_0()7‘ ( )
SF SF

Pour résoudre cette équation intégrale, la méthode de discrétisation adoptée est une méthode
de collocation par sous-domaines. La surface I'sg est discrétisée en N facettes planes quadrila-

teres ou triangulaires d’aire S; supportant des densités surfaciques de singularités constantes.
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Donc sur chaque facette j, u(P) et o(P) restent égales a leur valeur moyenne p.; et ;. Dans ces
conditions, 'équation intégrale sur la surface compléte (3.20) est transformée en une somme

d’intégrales calculées sur la surface de chaque facette i qui s’écrit :
N N
——— i|l— | =—|—-1]dS|= il = — 3.21
2 ZM] (4TEJ on (r) S) ch (411 r 8-21)
j=1 S]' Jj=1 Sj

avec r = |M;P|, et M; centre de la facette i et le probleme fluide discrétisé se ramene a la réso-

lution d’un systéme d’équations linéaires :
DiMz Sio- (3.22)

ou Dj estla matrice des coefficients d'influence de doublets normausx, telle que :

(d,-j)i:_%a{f—i 2 (1) ds (3.23)

am ) an \'r
j
et §;, la matrice des coefficients d’influence de source, telle que :

1 ds

(sij)i= P (3.24)

s; |

Probléme extérieur

On obtient la distribution mixte de GREEN en choisissant maintenant, comme potentiel inté-
rieur le potentiel ®; identiquement nul dans 2; et dans ces conditions la distribution surfa-

cique de sources est définie sur I'sg par :

u(P)=—0.(p) et o(P)=""

(3.25)

L'équation intégrale (3.18) écrite pour un point M appartenant a la frontiere I'sp devient :

uP) 1 o (1 1 ds
2 im J M) B (‘) =1 JFSF“(P) ; 020

et apres discrétisation en facettes planes, il vient :

N N
Wi 1 o (1 B . L @
2 ;M] (47[ fs on (r)ds) _;0] (47‘[£_ r ) (3.27)

et le probleme fluide discrétisé se ramene a la résolution d'un systeme d’équations linéaires :
D= S.o (3.28)

avec:

1, 1 J (1 1 ds
[dipe=58 -4 _(7)‘13 et (sile=7-| —

3.29
4n | on am Jo 1 (8:29)
] ]

Sur I'sg, o(P) s'identifie a la vitesse normale de la paroi (% =V; - i7) et u(P), au potentiel des
vitesses. La connaissance de I'une ou l'autre de ces grandeurs ou une combinaison linéaire des

deux, suffit pour résoudre completement le probléme.
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Les résultats précédents sont généralisables a la recherche de fonctions scalaires satisfai-
sant I’équation de HELMHOLTZ, d'une part lorsque I'hypothése de fluide compressible est rete-
nue ou I'équation de LapLACE, d’autre part lorsque le fluide incompressible est limité par une
surface libre déformable (ondes de gravité). Dans I'équation intégrale (3.26), la fonction 1/r
est remplacée par la fonction de GREEN G(M, P) du probléme correspondant. La forme inté-

grale W(®) devient une intégrale de FREDHOLM de deuxiéme espéce.



4.1

Couplage fluide — structure

Nous disposons donc des deux systemes d’équations aux dérivées partielles caractérisant le
comportement des solides d'une part, des fluides parfaits d’autre part.

Les équations du processus de résolution sont récapitulées dans le tableau 4.1.

fluide structure
1 020 L= .

AD ouAd)——Zﬁzo dans divo.+ f=psYp dans
c = -

conditions de surface libre o, -1=Ty; sur 09

conditions a I'infini U=1ilg sur 0Q,

couplage
17, S = S
a—zVS-n sur Isp Tyg=—pii sur I'sg CI0
n

résolution analytique
méthode modale : Le déplacement de la structure mouillée est projeté sur la base
modale de la structure seche

résolution numérique
méthode des éléments finis
méthode des éléments finis + éléments infinis méthode des éléments finis
méthode des équations intégrales

méthodes couplées

MEF-MEF MEF+E infinis-MEF MEI-MEF

Tableau 4.1 — processus de résolution

La frontiere 0 est constituée en particulier de I'interface fluide-structure, notée I'sg (sur-
face mouillée déformable ou non), sur laquelle les tensions extérieures données s’identifient
a la pression dynamique du fluide p inconnue. Les équations traduisant le comportement
des fluides parfaits sont les équations (2.14a). Les parois mobiles incluent l'interface fluide-
structure I'sp ol la vitesse normale est inconnue.

Nous proposons de montrer comment peut étre réalisé le couplage des deux grandes classes
de méthodes pour I'analyse simultanée des deux milieux.

Couplage éléments finis — éléments finis

Cette analyse du comportement de la structure et du fluide par la méthode des éléments finis
est d'une mise en ceuvre classique et aisée pour traiter les problemes intérieurs et elle a fait
I'objet de nombreux travaux et communications.
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Nous reprenons ici la formulation générale conduisant a la construction des deux systemes
d’équations linéaires couplés, obtenus par discrétisation en éléments finis des deux milieux.
Afin de ne pas alourdir inutilement les écritures matricielles, nous supposerons qu'a l'interface
fluide-structure, les discrétisations en éléments finis des deux milieux sont identiques. Nous ne
ferons donc pas de différence entre la frontiere mouillée d'un élément fini structure (I's), et la
frontiere (I'sg), d'un élément fini fluide en contact avec la structure. Cette frontiére élémentaire
commune sera notée simplement I'g.

Le cas ol les maillages structure et fluide a I'interface sont différents ne présente pas de
difficultés théoriques particulieres, seule la mise en ceuvre pratique de la méthode est un peu
plus délicate.

L'approximation nodale par éléments finis sur chaque élément solide s’écrit :

u=Nga, 4.1)

Elle conduit donc, conformément a la section 2.1, au calcul classique des quantités élémen-
taires énergies cinétique, de déformation et travaux virtuels. Pour ce calcul des forces généra-
lisées associées aux répartitions surfaciques, il intervient deux types de répartitions :
— des répartitions connues d’origine mécanique;
— des répartitions inconnues dues au chargement du fluide : les pressions dynamiques sur
I'sk la partie mouillée de 0.
Donc pour les éléments finis ayant une frontiere I'. appartenant a I'sg le travail virtuel des forces

dues au fluide (forces de pression) s’écrit :

5Tpn =J 5il - (—p)ii dS 4.2)
I,

se

En tenant compte de I'interpolation nodale, la force généralisée associée a alors pour expres-

sion :

Phe = J N!n(-p)ds (4.3)
Tk

se

Sy

Qf

<y

—pds

Figure 4.1 — maillage

De méme, l'interpolation du potentiel des vitesses en fonction des variables nodales élé-
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mentaires s’écrit :
& =N; b, (4.4)

et 'équation de LAGRANGE permet d’exprimer la pression dynamique en tout point d'un élé-

ment fini fluide :
p =—piNi e (4.5)

et en particulier a l'interface fluide — structure, la force généralisée équivalente a la pression

dynamique a pour expression :

Phe =Pt J N!nN;¢dS| & (4.6)
T

sfe

que I'on peut écrire :

Pho=prSfe ®=—sf. p. avec sf,= J Nanf ds 4.7)
Tste
ou sf, représente la matrice de couplage structure-fluide élémentaire et pe, le vecteur des pres-
sions nodales élémentaires.
En procédant d’'une maniére analogue pour I'analyse du fluide, on peut exprimer la vitesse

normale en un point quelconque de l'interface appartenant a un élément fini e par:
V, =V, i =n"Ny, a, (4.8)

donc les termes (g;), calculés sur sfecI'sr s’écrivent :

g =— J Nn'N;dS| a. soit ge=—fca.=—o a (4.9)
Cste

Par conséquent, apres assemblage des formes intégrales élémentaires discrétisées, pour le

fluide et pour la structure, nous obtenons les deux systémes d’équations linéaires couplés sui-

vants :

M;4d+Bsa+Kia=Fey +prsf®

. . (4.10)
M;®+Bi®+Hi® =G, —f5a

avec Fgy, vecteur des forces généralisées associées a des forces d’excitation de la structure, vo-
lumiques, surfaciques ou ponctuelles connues et Gy un second membre du systéme matriciel
caractérisant le comportement du fluide associé a des conditions de glissement sur des parois
ol la vitesse normale serait connue.

La matrice de couplage fluide — structure assemblée fs, o1 sf=1fs", ne fait correspondre que
les inconnues nodales du fluide et de la structure attachées a l'interface I'sg. Dans le cas gé-
néral, la résolution de ce systeme se fera en regroupant les inconnues nodales a et ® dans un

méme vecteur des inconnues nodales y tel que :

My+By+Hy=Q 4.11)
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avec:

M B, —prsf K F
M= S ’ B S Pf ’ H= S et Q _ ext
Mf fs Bf Hf Gext

La résolution de ce systéme est simplifiée si le fluide est incompressible et en se placant dans
une gamme de fréquences telle que la condition de surface libre est simplement identique-
ment nulle. Dans ces conditions, 'équation matricielle traduisant le comportement fluide

s’écrit :
Hi®=G.—fa (4.13)

et il est alors possible d’éliminer les variables nodales du fluide du systéme précédent et dans

ces conditions le systeme devient :
(M +M,)d+B;a+Ksa=Fg (4.14)

avec la matrice masse ajoutée M, = p¢ ! Hf_1 fs et Fg = Fex — peH} 1Gex. Comme nous 'avons
déja signalé en section 2.2, si le milieu fluide n’est pas borné, il est nécessaire de mettre en
ceuvre des procédures spéciales permettant de tenir compte de la frontiere a I'infini, ces pro-
cédures étant plus ou moins bien adaptées aux types de probléemes a résoudre. Par exemple
pour un calcul de fréquences et modes propres d'une structure immergée en milieu infini, on

peut tout en gardant une bonne précision étudier la structure en milieu borné.

Couplage éléments finis — équations intégrales

L'analyse du fluide, probleme intérieur ou extérieur, par la méthode des équations intégrales
permet d’exprimer le potentiel des vitesses aux centres des facettes de la discrétisation de I'in-

terface ['sg supportant des densités surfaciques de singularités constantes par la relation :
®=-D'SV, (4.15)

V,, étant le vecteur des vitesses normales des centres des facettes. En reprenant l'interpola-
tion éléments finis de la structure, et connaissant les coordonnées des centres de facettes,
on construit une matrice de couplage 8§ qui permet d’exprimer la vitesse normale au centre

de chaque facette en fonction des déplacements nodaux de la structure. En effet, si on note

Figure 4.2 — couplage éléments finis — équations intégrales

(xt, y1, 2¢) les coordonnées du centre de gravité G¢(&s, 1, v¢) de la facette f de normale 7igs, ap-

partenant al’élément fini e, la vitesse normale en G¢ s’exprime en fonction des degrés de liberté
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de I'élément fini e par :

Ve =05 Ny ae (4.16)
Cette relation fournit la f¢ ligne de la relation générale :

V,=FfKa (4.17)
et les potentiels des vitesses aux centres des facettes sont donnés par :

®=-D!Sfsa (4.18)

La formule de Lagrange permet d’exprimer les pressions dynamiques aux centres des facettes
en fonction des déplacements nodaux :

p=piD'SHi (4.19)

La force résultante des pressions dynamiques sur une facette i de normale 77; et d’aire S; est
donc égale a —p;S;71;. En considérant que cette force est appliquée au centre de la facette, son

travail virtuel s’écrit :
8Th; = 0il;(—p;iS;i7i;) (4.20)

En regroupant sous forme matricielle le travail virtuel de toutes les forces qui s’exercent sur les
N facettes et en notant A la matrice diagonale des aires de facettes, on obtient alors la force

généralisée totale équivalente a la répartition de pression a I'interface :
¢,=—piSAD'Ska = ¢, =-pM.d (4.21)
Laforme de cette force généralisée conduit, suivant I’hypothese retenue pour I'étude du fluide,
a deux opérateurs différents :
fluide incompressible sans ondes de gravité — dans ce cas les matrices D et S sont a coeffi-
cients constants et réels, et la force généralisée fournit la matrice masse ajoutée:

M,=p;5'AD!Sfs (4.22)

fluide incompressible avec ondes de gravité — dans cette hypothése, les matrices D et S
sont a coefficients complexes fonction de la pulsation w. Le calcul de la force généralisée
conduit a une matrice masse ajoutée a coefficients complexes;

fluide compressible — les matrices D et S sont ici également a coefficients complexes fonc-

tion de la pulsation w et la matrice masse ajoutée est a coefficients complexes.

On doit résoudre dans tous les cas :

(Ms +Ma)é+Ksa: th (4.23)

Vibroacoustique

Apres avoir résolu le probléme couplé, on connait pour la discrétisation structure le vecteur
des déplacements nodaux a et pour le fluide, ou bien le vecteur des potentiels nodaux ou bien
le vecteur des potentiels aux centres des facettes ®. On peut donc exprimer en tout point du
domaine fluide le potentiel des vitesses ® (donc la pression p) :
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— apartir de I'interpolation nodale :
®=N;®,

— enrepartant de 'équation intégrale :

1 0 1
®.(M) = EJ (q)(P)ﬁ—np (;)
I'sp

13(1)(P)
r dnp

)ds

(4.24)

(4.25)



Etude vibratoire d’une poutre
immergée dans un fluide

On considere la poutre de la figure 5.1, d’axe Z, de section circulaire de rayon r = a, encastrée a
une extrémité et libre a I’autre, immergée dans un fluide limité par une surface libre et un fond
rigide parallele a la surface libre, illimité dans les autres directions.

On étudie les vibrations de flexion de la poutre dans le plan (x, z). On suppose que h < /.

z

bbb bl
Prrr ettt

Figure 5.1 — poutre verticale immergée dans un fluide

5.1 Equations du probléme couplé

5.1.1 Comportement de la poutre

Pour analyser le comportement de la poutre, on se place dans le cadre classique de I'hypo-
thése de BERNOULLI, ce qui conduit, en notant v(z, t), la fleche comptée suivant X, E, le module
d’Young du matériau, ps, sa masse volumique, I, le moment quadratique de la section droite

par rapport a un diametre et S, I'aire de la section, aux équations du mouvement suivantes :

Elv, ;.2 +psST = fn(z, t)
M =Elv,,, pour z<[0,/] (5.1)
T=-Elv,;,.
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avecv(0,£)=v,,(0,t)=v,,;({,t)=v,;,.({,t) =0 etou fj(z, t) estlarésultante linéique suivant

X des pressions hydrodynamiques, c’est-a-dire :

2m
fh(z,t)=—f p(a,0,z,t)acos0dO pourz <0, k]
0 (5.2)

fu(z,£)=0 pour € [h,/]

Comportement du fluide

En supposant le fluide parfait, a mouvement irrotationnel, les équations générales qui carac-

térisent le fluide s’écrivent ici :

1 02 0 d 0
- = ans
c? 0t f
ao . .
n =pcosb r=a,V0,z €0, h] — condition sur la surface latérale
n
0P
an =0 z=0,Vr,0 — condition sur le fond (5.3)
n
®=0 z = h,Vr,0 — condition de surface libre
0P 100 i
lim — + = — condition de SOMMERFELD

reoon ¢ ot

ol v cos O est la vitesse normale en M de la surface latérale de la poutre.
La pression en un point quelconque du domaine fluide et en particulier sur la surface la-
térale mouillée de la poutre s’obtient par la relation de LAGRANGE linéarisée. Si on connait le

potentiel ®, on peut calculer la résultante des efforts hydrodynamiques f5(z, t).

Résolution analytique

Fluide incompressible

L'équation locale du fluide dans ce cas est'équation de LAPLACE.

Détermination du potentiel des vitesses
Le potentiel des vitesses ®(M, t) = ¢(M)f(¢) est cherché en coordonnées cylindriques (7,8, z)

sous la forme d’'une solution a variables séparées :
©(r,8,2) =A(r)B(8)C(z2) (5.4)

Il est solution de I'équation de LaPLACE qui en coordonnées cylindriques s’écrit :

10 ( d¢ 1 0%2p 0%y
SR e o I OIS 5.5
ror (r 6r) r2 002  0z2 5:5)
En notant :
A/—%' ,,_dZA. B,_d_B_ B//_dZ_B, C/_d_c. C//_dz_C (5.6)
Cdr’ Cdr?’ ~de’ ~de?’ ~dz’  dz? '

I'équation (5.5) s’écrit :

A// lA/ 1 B// C//
— S —4—==0 5.7
A rA r2B C (5.7)
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On en déduit :
C// B//

ou v et f} sont des coefficients constants et on cherche A(r) solution de :

A (r)+rA(r)+(yr? +BA(r) =0 (5.9)
D’autre part, la fonction B(0) est périodique de période 27 de la forme :

B(6)=ajcoskB + by sink (5.10)

ce qui fixe la valeur de la constante p = —k?2. Les valeurs que peut prendre la constante, fixent
la forme de la fonction C(z) :

Y=0 C(z)=aoz + by
y=q* Clz)=ae”+bje % (5.11)

r=—q*> C(z)=azcosqz+b,singz
et dans ces conditions I'équation (5.9) devient :
A (r)+rA )+ (2= k»)Ar)=0 ot y==g> (5.12)

Le potentiel y s’annule quand r — oo — pas d’écoulement a I'infini — donc A(r) doit s’annuler

quand r — oo, on obtient :

y=0 A(r)=myr*

y=q*> A(r)=dii(gr)+ecYi(gr) (5.13)
y=—q* A(r)= fiKe(gr)

Les termes J; et Y; sont les fonctions de BESSEL de 1 et 2¢ espece d’ordre entier k, et Ky, les
fonctions de BesseL modifiées. La fonction potentiel ¢(r,0,z) est donc une combinaison li-
néaire des trois solutions ¢y, , et @3 :

o0
¢1(1,0,2) =Z(ak cos kO + b sink8) mir*(aoz + by)
k=1

P2(r,0,2) :Z(ak cos kB + by sink0)(diJe(gr)+ exYi(gr))ae7* + bie9%) (5.14)
k=1

p3(r,0,2) =Z(ak cos k0 + by sink0)(fiKi(gr))a, cosqz + b,singz)
k=1
% _

on
ag=a; —b, =b,;=0.La condition de surface libre ¢ =0 en z = h et pour tous r et 0 implique:

La condition de glissement sur le fond 0 pour z = 0 et pour tous r et 0 se traduit par

b():()

a,coshqgh=0 = a;=0 (5.15)
2n—1

a,cosqh=0, = g=q,=————n, n=12,...

2h
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Finalement, la solution cherchée est de la forme :
o0 o0
©=05(r,0,2)= Y _ > _(arcosk® + by sin kB) (finK(qar))c0S Gnz (5.16)
n=1 k=1

La condition de glissement sur la surface latérale mouillée de la poutre :

(Z—f) f(t)=vcosO (5.17)

implique B(8) = cos0 donc k =1 et by =0 et, par conséquent, la solution générale du potentiel

est de la forme :

2n—1
2h

Lp=Lp3(r,6,z)=ZFnK1(an)cosq,,zcosﬂ avec (n= T (5.18)

n=1
D’autre part en cherchant v(z, t) sous la forme v(z,t) = V(z)g(t), avec g(t) fonction pério-

dique, la condition de glissement sur la surface latérale de la poutre entraine f(t) = g(¢) et :

> 2n—1
ZannKLqr(qna)cosqnz=V(z) avec q,,=r;—hﬂ (5.19)

n=1
Les coefficients F,, sont explicités en prémultipliant 1'équation (5.19) par cospz, avec p =

(2m —1)/2h, puis en intégrant entre 0 et /2. On obtient alors, en notant Kj =Kj,4- ! :

F 4 1 JhV( )cos(zn_l )d (5.20)
n= — z ——nz |dz .
2n—-1)m K (%M) o 2h

du fait des conditions d’orthogonalité suivantes :

" fom+ 2n+1 h
cos Tz | cos nz |dz=—=0,x (5.21)
0 2h 2h 2

Le potentiel des vitesses s’exprime alors par la relation :

00 h
4 Ki(gy
o(r,0,z,1) = n§=1 G Tn Klj((;’;)) ( L V(z)cos(qnz)dz) cos(gnz)cos0 f(1) (5.22)

etle calcul de fj,(z,t) donne:

00 h
Ki(g, ..
fu(z, 1) :; 2n4— lpfa K%EZnZ; (JO V(z)cos(qnz)dz) cos(qnz)g(t) (5.23)

Développement de la fleche sur les modes propres de la poutre séche

Les pulsations et modes propres de la poutre dans I'air sont déterminés en cherchant v(z, t) so-

lution des équations (5.1) ou f;(z,¢)=0. En posant Q* = %Swz, la solution générale de I'équa-
tion différentielle est :
V(z)=AcosQz +BsinQz + CcoshQz +Dsinh Qz (5.24)

1. Il s’agitici de la dérivée du terme K; par rapport au produit gr, comme défini dans I'équation (5.19).
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La prise en compte des conditions limites permet de trouver I'équation donnant les pulsations

propres et de déterminer les constantes d’intégration fixant la forme des modes propres, soit :

2r—1
cosW€coshQ®+1=0 soit Q= % pour r>2
1
Vi (z)= ﬁ(cos Q,z —cosh,z + C,(sinh,z —sinQ, z)) (5.25)
C cosQ,f +cosh Q¢
avecC, =
"7 sinQ,¢ +sinhQ,¢

Cette base des modes propres est utilisée pour développer la fleche réelle de la poutre immer-
gée:
o0
v(z, t)= ZVi(z)ni(t) avec n;(t)=aj;cosh;t+b;sink;t (5.26)
i=1

La résultante hydrodynamique f,(z, t) de I’équation (5.23) a alors pour expression :

00 00 h
4 Ki(gn ..
fulz, t)= ;:1 j§=1 gri)ial K%Ezn;l; (JO Vj(z)cos(q,,z)dz) cos(g,2)M;(1) (5.27)

Enreportant cette approximation de la fleche et de la résultante hydrodynamique dans I'équa-
tion locale de (5.1) et en utilisant les propriétés d’ orthogonalité des modes propres de la poutre
dans Iair, les équations aux pulsations propres de la poutre immergée sont données, pour la i€

pulsation propre de la poutre seche, par :

00 00 h h
Hitwin, = pis ZZ 2451‘_01 E}Ezzzg(fo Vi(z)cos(qnz)dz) (fo Vj(z)cos(qnz)dz) 1;(t) (5.28)

n=1 j=1

La résolution se fait en choisissant une base des modes propres tronquée a 'ordre m. On
obtient le probleme aux valeurs propres donnant les pulsations propres et modes propres de

la poutre immergée :
(I+M,)1j +diag(w?)n =0 (5.29)

avec M,, matrice masse ajoutée dont le terme général s’écrit :

00

pra- 4 Kigea) (" !
(Ma),-j:—p’; SZZH_IK} (an) UO V,-(z)cos(qnz)dz) UO Vj(z)cos(qnz)dz) (5.30)

n=1

soit également :

pras~ 4 Ki(gna)
1\Yn
M.,):: = — A 5.31
(Ma);; psS;Zn—lK’{(qna) nifnj (5.31)
avec:
— qn #Q;:
A, = P [(—1)”+1qn(cos§2ih —C; sinQ,-h)—i—CiQ,-]
q, =3
+ m [(—1)"+1qn(—coshQih+CisinhQih)—CiQi]
- gn=5;:
h Cih 1 .
i e A [(=1)"*'gu(— coshQ;h + C; sinhQ; h) — G |
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Fluide compressible

Comme précédemment, le potentiel des vitesses ®(M, t) = (M) f(t) est cherché en coordon-

nées cylindriques (r,8, z) sous la forme d’'une solution a variables séparées :
¢(r,8,2) =A(r)B(6)C(z) (5.32)

et en réponse forcée. Si w est la pulsation d’excitation, on note le nombre d’ondes k = % ety

est solution de I'équation de HELMHOLTZ :
Ap+k*p=0 (5.33)

La méme démarche que celle qui a été détaillée pour le fluide incompressible conduit a la

solution, qui s’exprime cette fois en fonction de la fonction de HANKEL H; :

¢ =93(r,0,2)= ZFnHl(ﬁn r)cosqnzcosB
n=l (5.34)

n-—1
avec ¢ =—s—m et Bn=k*—q>
La détermination de F,, et le calcul de la résultante hydrodynamique fj(z, t) conduisent a :
Hi(Bna) ,
t V d t 5.35
fulz, 0)= Z 5P T Ba) (2)cos(qnz)dz | cos(qn2)g(t) (5.35)
et en projetant la fleche v(z, t) de la poutre sur la base modale, on obtient :
Hi(Bra)
fulz,1)= ZZ Pra— v i(2)cos(gnz)dz | cos(qn2)ii; (1) (5.36)
n= 1] 1 ﬁnh H ([3 )

Enreportant cette approximation de la fleche et de la résultante hydrodynamique dans I'équa-
tion locale de (5.1) et en utilisant les propriétés d’ orthogonalité des modes propres de la poutre

dans l'air, les équations aux pulsations propres de la poutre immergée sont données par :

h
T]l+(1) ni= pra ZZ S HiEZ:ai(f V; (Z)COS(C]nZ)dZ) (J;) Vj(Z)COS(C]nZ)dZ) T]](t) (5.37)

PsS n=l1 j=1

pour la i€ pulsation propre de la poutre seche.
Comme précédemment, la résolution se fait en choisissant une base des modes propres
tronquée a l'ordre m, et en effectuant un balayage en fréquence, puisque les coefficients du

systeme sont fonction du nombre d’ondes k. On résout alors :
(I+M,)1j + diag(w?)n =0 (5.38)

ol M, est la matrice masse ajoutée dont le terme général s’écrit cette fois :

h

. h

pras- 2n HiBaa) Jvi(z)cos(qnz)dz (J Vj(Z)COS(CInZ)dZ) (5.39)
0

0

S &= B, 1 H (Bra)

(Ma);j =—

soit également :

>, 2n H
pfaz T i(qna) e
S &= p,h Hi(gna)

Ma);j=— (5.40)

avec:
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- PnF#Q:
Api :ﬁ [(—1)”*1[3n(cosﬂih —C;sinQ; h)+ C,-Ql-]
+ﬁ [(=1)"*'B(—coshQ;h+C;sinh Q; h) — i< |
- Bn=;
Api = g - (ZHCihl)ﬂ + = Lﬁ [(=1)""'Bu(—coshQ;h+C; sinhQ;h) — Ci S, |

5.3 Méthodes numériques et couplage

5.3.1 Eléments finis — éléments finis
Elément fini poutre

La poutre est discrétisée en éléments finis poutre a deux

1 i nceuds de numéros courants j, j +1 de coordonnées z, z 41
—s =J1_ A - V)41 et de longueur /;. Sur un élément fini j, la fleche v(z, t) est
w 0j41 interpolée de facon classique en choisissant une approxima-
tion cubique (polyndme de 'Hermite cubique) soit :
0 v(z, 1) =N, (2)a.(t) (5.41)
j
avecal =[v,0;,vj41,0;41] et NI =[1—352+253,0;(s —2s% +
$3),(3s2 —253),4j(—s2+s3) ol s = Z;_Zj €[0,1].
J
Yo_o— ?]‘\ vj Nous ne rappelons pas ici la forme des matrices masse
J T/ 6; et raideur de ce type d’élément qui sont classiques et don-

, nées dans la plupart des ouvrages dédiés a la méthode des
Figure 5.2 — élément de BERNOULLI

éléments fins.

Eléments finis fluides

Nous ne considérons ici que le cas du fluide incompressible, I'extension au fluide compres-
sible, comme nous I’avons vu au niveau des méthodes générales, ne présente pas de difficultés
particulieres. Compte tenu de la géométrie a symétrie de révolution d’axe Z, le potentiel des

vitesses est déterminé en utilisant un développement en série de Fourier soit :

o0 o0
&(r,0,z,t)=®(r,z,t)+ Z(I)n(r,z, t)cosnB + Z ®,,(r,z,t)sinm0 (5.42)
n=1 m=1
L'’harmonique 0 correspond a un probléme axisymétrique. Le domaine fluide est discrétisé
en éléments finis (la frontiére I'y, est a distance finie ['g), I'approximation nodale sur chaque
élément fini s’écrit :
o0 o0
®(r,0,z,t) =Ni(r,z) ®° —I—ZNf(r, z)cosnb ®" + Z Ni(r,z)sinm0 & (5.43)
n=1 m=1

ol1 ®* représente le vecteur des potentiels nodaux élémentaires pour I’harmonique k du dé-

veloppement en série de Fourier (harmonique en cosinus ou sinus). La formulation faible du
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probleme, de type GALERKIN, conduit a une double infinité en plus d'un systéme matriciel.

Chaque systeme correspondant a un harmonique 7 :
Hf " =G" (5.44)

avec ®", le vecteur des potentiels nodaux du domaine fluide complet, H”? et G matrices obte-
p p f

nues par assemblage des matrices h; et g élémentaires telles que :

1
h:l] = TEJ (Nfierfj,r +Nf,-,Zij,Z)rdrdz + Ttl’lzf Nfiij;drdz sin>0
Q, Q

e

h?j = sz (N¢;,rNtjr +Np; ;Nyj . )rdrdz - sin=0 (5.45)
Qe

gl.":f Ny cosnO(—v-)dl  ou g{l:f Ng; sin n@(—v - 7)dl
[.€l'sg Fe€lsk

Lorthogonalité des fonctions trigonométriques conduit au découplage des différents systemes.

En effet, pour les cosinus :

2n 0 sin#p
J cosnbcospfdb =421 sin=p=0 (5.46)
0 T sin=p#0

pour les fonctions sinus :

o 0 sim#

J sinm0 sing0do ={ ] q (5.47)
0 n sim=q

et pour les fonctions croisées :

2m

2m 2m
f cosnBsing0do :f cosnBdo :f sinp06dB =0 (5.48)
0 0

0
Pour ce probléme particulier de vibrations de poutre, comme nous ’avons déja indiqué précé-

demment, nous avons :

2

V-ii=vcos0 (5.49)

donc de tous les seconds membres g, seul celui correspondant a ’harmonique n =1 du dé-
veloppement en cosinus est non nul et le probleme fluide se rameéne a la résolution d'un seul

systéme linéaire :
H{®'=G' (5.50)

avec le second membre qui s’obtient par assemblage de termes :

Zm

g}:f Nyil,—, c0s8(—=v cos0)dl < gl.lzﬂaf Nyil,—q (—0)dz (5.51)
Te€l'se ¥4

1

Les conditions affichées sur I' sont les conditions ® =0 ou % =0.
Compte tenu de la discrétisation en éléments finis poutre et en écrivant le systeme (5.50)

en fonction des pressions nodales, on obtient :

H{p=npaFSa (5.52)
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Figure 5.3 — maillage du domaine fluide

ol la matrice FS rassemble les matrices fs,, telles que, siles maillages des discrétisations poutre

et fluide coincident, elles s’expriment par :

Zk+1
fSl{Cj = J Nfl'lr:a st dz (5.53)
2k

Le calcul de la pression sur la surface latérale de la poutre et le calcul de la force généralisée

associée conduit au systeme matriciel qui traduit le comportement de la poutre immergée :
M;d+Ka=-naFS'p (5.54)

En éliminant les variables de pression (résolution du systéme (5.52) avec une matrice du sys-
teme H, tenant compte des conditions de pression nulle sur la surface libre), on en déduit la

matrice masse ajoutée:
M, =n’pra’FS'"H'FS (5.55)
En choisissant une discrétisation fluide en éléments quadrilateres a quatre nceuds (modele

linéaire), a cotés paralleles aux axes 7’ et Z, avec (y, 2¢), coordonnées du centre de I'élément et

de cotés (2a,2b), I'interpolation du potentiel des vitesses est :
® =N cos0 &, (5.56)

ou les fonctions Ny; sont les fonctions linéaires. Dans ces conditions, la matrice élémentaire

h=n(b+c), s’exprime par :

1 1
1 1
bij :f f (;Ni,iNj,i'i'ﬁNivan,n) (r0+a§)abd§dn (5.57)
—-1J-1
soit :
roab (1 1 a? roab 1 1
b=~ 2 b, =087 (_ -, _~
R (a2+b2) 6b 273 ( a2+2b2)
. roab (1 1 b roab (1 1 a?
BT 6 a2 b2 T3 242 b2) 6b
roab [ 1 1 a? roab (1 1 a?
[l R Il Don = I G
2773 (a2+b2)+6b 273 (2a2 bZ) 6b

b24 = b13 b33 = b22 b34 = b12 b44 = bll
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et:

1 1
ab
= N;,N,———d&d 5.59
€ij ff Tro+ak Sdn (5:59)

-1 1

soit :
b 210 2
011——( 4——+(1+Q) ln(r0+a))
6 a ro—a
b I ro+a
== — 1-—= |1
€12 6( ( az)n(ro—a))
! (42 (12 m(250))
a a ro—a

Cl2 C3
013=Cz4=—2 =5 2023 =1Cop=0C33 2C14=C11=Css

Cop2 =

G)

et dans ces conditions, la matrice élémentaire fs, de couplage entre un élément poutre e et un

élément fluide rectangulaire tel que 2b =/, s’écrit :

7 b* 3b  _2p?
10 5 10 15
0 0 0 0
5, = 0 o0 o 0 :sfz (5.61)
3b 20> b _ P2
10 15 10 5

5.3.2 Eléments finis — équations intégrales

La poutre est toujours discrétisée en éléments finis poutre a deux nceuds, le fluide étant quant a
lui analysé par la méthode des équations intégrales. La fonction de GREEN pour les hypothéses
retenues est G(M, P) =1/r en fluide incompressible.

La surface latérale mouillée de la poutre est discrétisée en facettes rectangulaires : Les ma-

3

\
/

Figure 5.4 — couplage élément fini poutre - équations intégrales

trices des coefficients d’'influence de doublets et de source sont calculées en appliquant la mé-

thode de collocation décrite précédemment.
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Le centre de gravité de chaque facette f est caractérisé par 'angle 0; et I'abscisse locale s¢
calculée a partir de l'origine z; de I'élément fini j auquel la facette appartient. On construit

donc la ligne f de la matrice de couplage FS de I'équation (4.17) :
vj
0.
(V)= [(1 —3sf+252),0;(s—2s2+57),(3sF —252),0j(—sF +sf3)] cosO;| 7 (5.62)
Vj+1

841

et la résolution du probleme couplé se fait conformément a la démarche présentée en sec-
tion 4.2 : voir plus précisément I'équation (4.23).

Exemple 5.1 On considére une poutre de longueur { = 30 m d’hauteur d'immersion h =20 m.
On donne E=2-10" Pa, s = 7800 kg/m?, R, =1 m, R, = 0,97 m et f = 1000 kg/m®. En (), les

fréquences (Hz) hil f2 fs fa fs fe fz fs
poutreseche 2,19 13,72 38,44 7547 124,8 1864 260,3 346,6
poutre immergée 1,89 9,43 25,56 53,9 87,7 132,4 191 255,5
couplage EF-EI®M 1,88 9,43 26,46 53,9 88,1 132,3 191,7 258,7
couplage EF-EF® 1,89 9,35 26,5 54,2 89,1 135,8 197,4 266,5

résultats sont obtenus avec quinze éléments finis poutre (dix éléments immergés), une facette
par longueur d’élément fini et six facettes par circonférence soit soixante facettes sur la sur-
face latérale de la poutre. Dans?), les résultats sont obtenus avec quinze éléments finis poutre
(dix éléments immergés), quatre-vingts éléments finis fluide (10 x 8), la frontiére a l'infini est

ramenée a la distanceR=8 m.
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