VIIL. DISTRIBUTIONS (THEORIE).

1. Introduction.

La théorie mathématique des distributions est une synthese de tous les
procédés qui permettent de donner un sens aux intégrales divergentes, aux
dérivées de fonctions non dérivables, etc.

Une distribution est un modele mathématique pour une distribution
de charges électriques, d’out le nom. N’importe quelle distribution peut
se représenter intuitivement comme une certaine répartition de charges
dans l'espace, soit continue, soit discrete. Lorsqu’on écrit 1’équation de
I’électrostatique

AU = 4mp (1.1)

le parametre p représente la “densité de charges”. Mais si les charges sont
discretes, on doit prendre pour p une combinaison de charges ponctuelles
dont chacune est représentée par la pseudodensité 0. La théorie des distri-
butions permet d’englober les deux cas sous un concept unique.

Il est évident que pour le physicien il n’y a pas de séparation objective
entre les densités continues et les distributions de charges discretes: une
charge placée au point x = 0 (sur la droite, pour fixer les idées) pourrait
aussi bien se représenter par une densité continue

1 —x%/202
pla) = e (1:2)
Var o
avec o suffisamment petit, que par d(x). Mais les regles de calcul avec § sont
bien plus simples qu’avec p.

Si on veut représenter un dipole (deux charges opposées tres proches),
on a le choix entre les modeles mathématiques suivants (figure 1):

— une densité continue dipolaire, telle que par exemple p(z) =

—z%/202 s . .
(1/V2r o®)zwe v ; cette densité présente un minimum tres aigu pour
x = —o (charge négative) et un maximum tres aigu pour x = +o (charge
positive) ;
— une distribution discréte 5= [§(z — o) — d(x + 0)] (charge positive en
x = o et charge négative en z = —0);
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— une nouvelle distribution dite dipolaire, qui est la limite de I'une ou
l'autre des deux précédentes lorsque o tend vers zéro (les deux limites, prises
au sens des distributions, sont égales).

La troisieme représentation n’est pas plus juste que les deux premieres,
mais les regles de calcul sont bien plus simples avec elle. Les distributions
peuvent toujours étre dérivées, et on verra que la distribution dipolaire est
égale & —¢'.

2. Définition mathématique des distributions.

Nous avons vu a la fin du chapitre précédent que les fonctions I, .(z)
n’avaient pas de limite au sens usuel, mais que les intégrales [ I, .(x) p(x) dx
en avaient pour toute fonction ¢ € S (R). De la méme fagon, la famille des
fonctions 1.2 n’a pas de limite au sens usuel (sa limite dans un autre sens
serait §), mais les intégrales

+oo 1 —2/202

- Varo e o(x) dx (2.1)

en ont une lorsque 0 — 0 pour n’importe quelle fonction continue ¢ (pourvu

‘- . +a? L. .
évidemment qu’elle ne croisse pas comme € = a l'infini).

I1 en est de méme pour les dipoles considérés dans la section 1 (figure
2

71'2 g
1). Les fonctions p(x) = (1/v271 o*)ze " wont pas de limite quand
o — 0, mais les intégrales

+oo 1 —z2/202
X
—oo /21 o3

en ont une pour n’importe quelle fonction ¢ continuement dérivable (et
raisonnable a I'infini).

o(z)dz (2.2)

On peut calculer facilement la limite de 2.1 et 2.2. On remarque que la
famille de fonctions 1.2 tend uniformément vers zéro dans tout intervalle
de la forme | — 0o, —a] ou [+a,+oo[; d’autre part, si ¢ est continue, elle
est pratiquement égale a ¢(0) au voisinage de x = 0, de sorte que 2.1 se
décompose en

—+00 1 712/202 ( ) d —a “+a —+o00 (2 3)
e plr)dr = / + + .
-0 A2 O —o0 —a +a

ou le premier et le troisieme terme tendent vers zéro et ou le deuxieme est

équivalent a

+a 1 —1%/202
€

—a 21 o
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Densité de charge continue (& gauche) et distribution discrete (& droite) représentant
un méme dipole. La distance entre les charges est 20.

7
A

+ T o

Dipdle de méme moment que ci-dessus, mais la demi-distance ¢ entre les deux charges
est plus petite (les charges sont donc plus grandes). Lorsqu’on fait tendre o vers zéro et
les charges vers 'infini, le moment dipolaire restant constant, on obtient une limite (au
sens des distributions).

figure 1
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Un calcul direct (faire dans l'intégrale le changement de variable = = oy)
montre que lintégrale ci-dessus tend vers 1 quand o tend vers zéro.
Autrement dit, la limite de 2.1 est tout simplement ©(0) (si ¢ est continue
en z =0)

On remarque que la densité qui intervient dans 2.2 est au signe pres la
dérivée de celle qui intervient dans 2.1:

—22/2052 —22/202
1 /202 d 1 e

ze =2
V2w o3 dr \/27 o

Par conséquent, en faisant dans 2.2 une intégration par parties on se ramene
a 2.1 et on voit que la limite de 2.2 est ¢'(0).

(2.5)

Le bilan de ces quelques exemples montre que selon les cas, il faut
que ¢ soit continue, ou continuement dérivable, ou (pour I,) suffisamment
dérivable. Il fallait aussi qu’elle soit raisonnable a I'infini. Pour étre stur de
couvrir tous ces cas, on suppose que @ est dans I'espace S (R).

Toutes les distributions envisagées jusqu’ici étaient alors des limites
d’intégrales de la forme

00 +o0o
[ h@e@d on [ f@)p@)de
—0oQ —0o0

pour n — oo ou € — 0. Il est clair que les propriétés de linéarité des
intégrales passent a la limite. On généralise donc la notion d’intégrale en
disant que les expressions suivantes

) ety de = 60) (2.60)
[T =5 el = ¢(0) (2.60)
/ ;‘x’ I(2) () de = lim :’ I.(2) p(z) da (2.60)

sont des fonctionnelles linéaires ou des formes linéaires sur 'espace S (R).
Cela signifie qu’elles dépendent linéairement de la variable ¢, qui est une
fonction, mais aussi un vecteur de l'espace vectoriel S (R). L’exemple
standard de fonctionnelle linéaire est lintégrale: f +— [ f(x)dx est la
fonctionnelle linéaire type. La théorie des distributions est une tentative
réussie d’étendre la notion usuelle d’intégrale.

On donne alors la définition mathématique suivante:

Définition. On appelle distribution une forme linéaire continue sur
Lespace S (R).

195



Distributions (théorie)

Autrement dit, une distribution est une application T de I’espace vecto-

riel S (R) dans R (ou parfois C):

S(R) R

—
T : 2.7
e — T(p) 27
qui est linéaire:
T(p1+w2) = T(p1) + T(p2)
T(Ap) = AT(p)

et aussi continue:

lim ¢, = ¢ = lim T'(p,) =T(p) (2.8)

n—oo n—o0

Au premier abord, il peut paraitre curieux qu’on exige la continuité pour une
application linéaire, mais 'espace S (R) — tout comme les espaces I; (R)
et I, (R) — est un espace vectoriel de dimension infinie. Sur un tel espace,
il peut y avoir des fonctions linéaires discontinues. Il n’y a pas besoin de
chercher loin pour en trouver: prenons la fonctionnelle linéaire

L, (R)NLy(R) —> R
f — I3 f(@)dx

Cette fonctionnelle est simplement l'intégrale. Elle est discontinue si on
considere I'espace vectoriel £ = IL; (R) NIy (R) avec la notion de limite en
moyenne quadratique (mais elle serait continue avec la limite en moyenne
tout court). En effet, soit par exemple la suite de fonctions

A:

fulz) = ln(nlJrl) 1+1|m| st || < n;
" 0 si |z| > n.

Un calcul simple donne A(f,,) = 2. Mais d’autre part

I8 = | 2(n 1) (14 )2 ™ = wln + 1) 1)

ce qui tend vers zéro quand n tend vers I'infini. On a donc ainsi un exemple
pour lequel | f,[. tend vers zéro alors que A(f,,) = 2 ne tend pas vers zéro.
On voit que la continuité d'une application linéaire n’a rien d’automatique.

L’exemple choisi est I'intégrale ; c’est I’exemple le moins artificiel possible,
puisque l'idée essentielle de la théorie des distributions est d’étendre la
notion d’intégrale sous la forme plus générale de fonctionnelle linéaire:
[ f(x)dz est une fonctionnelle linéaire de f. Dans cette ordre d’idées, la
continuité de ladite fonctionnelle linéaire exprime le passage a la limite sous
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le signe [ : les créateurs de la théorie des distributions sont partis du principe
que si on veut étendre la notion d’intégrale a des fonctions qui ne sont pas
intégrables au sens usuel, ces nouvelles intégrales doivent avoir la propriété
du passage a la limite, sinon elles sont peu intéressantes. C’est pour cette
raison qu’on exige la continuité.

La limite des T'(¢,) ne pose aucun probleme, car ils forment une suite
numérique : la limite est la limite au sens usuel pour les suites de nombres.
Par contre il faut préciser ce qu’on entend par la limite de la suite ¢,,, car il
s’agit d'une suite de fonctions de 'espace S (R). Si on adopte 'un des deux
sens usuels, a savoir

a) la limite dite simple: pour tout x fixé, la suite numérique ¢, (x) tend
vers le nombre ¢(x);

b) la limite uniforme: la suite numérique sup,.r |¢n(z) —¢(z)| tend vers
7610

ou bien encore le sens défini pour les espaces IL; (R) ou L, (R), qui s’applique
aussi dans l'espace S(R), alors on ne pourra pas construire une théorie
cohérente des distributions. Il a fallu des années de recherches™™ pour
trouver la bonne notion de limite et pour démontrer qu’avec cette bonne
notion de limite tout marche bien.

Voici cette notion de limite. On introduit les nombres suivants, appelés
les semi-normes de 'espace S (R):

&’
Nialp) = sup { (14 [a") |5 () (2.9)
zeR T

ou j et k sont des entiers (€ N). La définition méme de 'espace de Schwartz
garantit que ces nombres sont tous finis®® . On dit alors que la suite ¢,, tend
vers zéro dans S (R) si pour tout couple d’entiers j et k (> 0), la suite
numérique N (p,,) tend vers zéro:

ﬁi@ 0, =0 <= VjeN,Vke N,E&;lgp/\/m(gon) =0 (2.10)

On a introduit les notations S-lim et R-lim pour rendre plus visible
la différence. La définition 2.10 est donnée pour les suites ¢, qui tendent

(1) Voir les mémoires de Laurent SCHWARTZ (Un mathématicien dans le siécle, Editions
Odile Jacob, Paris, 1997), chapitre VI, pages 223 — 266.

@) La logique suivie jusqu’ici dans ce cours peut donner le sentiment que l'introduction de
ces semi-normes est naturelle ou évidente compte tenu de la structure de 1’espace S (R);
ou encore, le fait qu’elles soient toutes finies peut sembler une coincidence extraordinaire.
Mais la voie suivie pour la découverte n’est pas celle adoptée pour ce cours: I'espace de
Schwartz a été construit a partir de la nécessité d’avoir ces semi-normes, et non l'inverse.
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vers zéro, mais cela suffit puisque S (R) est un espace vectoriel: il revient
évidemment au méme de dire que ¢,, — @ ou que ¢, — ¢ — 0. En outre,
pour une forme linéaire T, il revient au méme de dire que T'(¢,) — T(p)
ou T(p, — ) — 0; autrement dit, pour qu'une forme linéaire soit continue,
il suffit qu’elle soit continue en 0. Ainsi, une distribution est une forme
linéaire sur S (R) telle que, si Vj € N,Vk € N, lim,,_,o N x(¢,) = 0, alors
lim,,_, . T'(p,) = 0.

3. Exemples.

Pour illustrer cela, on va immédiatement essayer cette définition sur les
exemples déja évoqués.

Soit d’abord T'(¢) = ¢(0) (T = ¢§ de Dirac).

a) T est définie sur tout S (R): si ¢ est élément de S (R), elle est une
fonction définie sur R et a donc une valeur bien déterminée en x = 0;

b) T est linéaire; en effet, si ¢; et p, sont deux éléments de espace
vectoriel S (R), leur somme ¢ = p; + @y est la fonction telle que Yz €
R, ¢(z) = ¢1(x) + ¢a(x), donc en particulier pour z = 0; de méme pour
Ap.

c) Enfin, T est continue, au sens de 2.10: si pour tous j,k on a
N;r(en) — 0, alors on l'a en particulier pour j = k = 0, c’est-a-dire
SUP,er |9n(2)| = 0; cela veut dire que ¢,, converge uniformément vers zéro
pour tout x, donc en particulier pour x = 0.

Le cas T'(¢) = —¢'(0) est analogue (T' = ¢', dérivée de 0).

a) T est définie sur tout S (R): si ¢ est élément de S (R), elle est une
fonction définie sur R et infiniment dérivable, donc ¢’ a une valeur bien
déterminée en x = 0;

b) T est linéaire; en effet, si ¢, et p, sont deux éléments de I'espace
vectoriel S (R), leur somme ¢ = @; + @, est la fonction telle que Vo €
R, o(x) = ¢1(x) + @o(x), et on a alors aussi ¢'(x) = ¢ (x) + ph(z) pour
tout x, en particulier pour x = 0; de méme pour A .

c¢) Enfin, T est continue: si pour tous j,k on a Nj.(¢,) — 0, alors on
I'a en particulier pour j =1 et k = 0, c’est-a-dire sup,.p |¢;,(z)| = 0; cela
veut dire que ], converge uniformément vers zéro pour tout z, donc en
particulier pour x = 0.

Le cas des distributions I, (@« < 1) est a peine plus compliqué.

Souvenons-nous que I, () est la transformée de Fourier de 67€|£|/[(i§)a]z.

198



J. Harthong : cours d’analyse

Par conséquent, d’apres VI.3.5 (théoreme 3 du chapitre VI) on peut écrire:

—elél

[ L@@y = [ G, PO (3.1)

Posons alors que la distribution 7" = I, (o < 1) est définie comme étant

—+00

T(p) = R-lim I,.(x)p(x)dx (3.2)

e—0 — 00
D’apres 3.1, cela équivaut a

oo ol

= R-lim
T(p) =Rlim | (€)1,

Or, contrairement a l'intégrale 3.2 dans laquelle la fonction a intégrer n’a
pas de limite quand € — 0, on peut passer a la limite sous le signe [ dans

p(£) dg (3-3)

I'intégrale 3.3 (la fonction sous le signe [ dans 3.3 satisfait effectivement les
conditions requises par les théoremes généraux, grace a la présence de la
fonction $(€)). Par conséquent :

1) = [ g, O (3.4

On peut donc oublier maintenant 3.2 et 3.3, et considérer que 3.4 définit
T = 1,. On constate alors

a) que T est bien définie sur tout S(R): si ¢ € S(R), alors p € S(R)
(théoremes 1 et 2 du chapitre VI)

b) que T est linéaire: si ¢ = p; + ¢y, on aura aussi $ = p; + @, et bien
entendu l'intégrale 3.4 est linéaire; de méme pour A .

¢) Que T est continue: on peut réécrire 3.4 sous la forme

too 1 1 o
16 = [ ey, T em - (1RO

(o1 m est un entier qu’on choisira juducieusement) de sorte qu’en appliquant
I'inégalité de la moyenne a cette derniere expression on obtient

TN < Nomia @)+ | a1 gin 46

+oo 1 1

Il suffit de choisir m en fonction de a pour assurer la convergence de
I'intégrale ci-dessus (par exemple on prend pour m le plus petit entier
supérieur a 1 — «). On a alors I'inégalité

T(p)] <M - Nomsa(®)
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ol M est la valeur de l'intégrale en question, et ne dépend pas de ¢. Il ne
reste plus qu’a montrer que S-lim p,, = 0 <= S-lim ¢,, = 0, ce qui provient
d’un théoreme de la section suivante.

4. La continuité dans ’espace S (R).

Dans la définition des distributions, il y a trois conditions; a) 7" est une
application de S (R) dans R ; b) cette application est linéaire; c) elle est
continue. C’est évidemment c) qui est la nouveauté, difficile & comprendre.
C’est pourquoi on y consacrera toute la présente section.

Si u,, est une suite de nombres, on dit que u,, tend vers u si Ve ,dng,n >
ny = |u—u,| < e. En frangais, cela veut dire: plus n est grand, plus |u —u,,|
est petit, c’est-a-dire plus u,, est proche de u; quand n est tres grand, wu,,
est trés proche de u. La proximité se traduit par la petitesse de |u—u,|, qui
est la distance de u a w,,. On voit ainsi que la notion de limite présuppose
une notion de proximité.

Lorsqu’on dit qu’une suite de fonctions f,, a pour limite uniforme une
fonction f, cela veut dire que plus n est grand, plus le nombre sup, | f,,(x) —
f(z)] est petit. Cette fois, c’est le nombre sup, | f,,(z) — f(z)| qui mesure la
distance de f,, a f. C’est-a-dire que f,, est proche de f sisup, |f,(z)— f(x)]
est petit (cela signifie que, indépendamment de x, les nombres f,,(z) et f(x)
sont tous proches, leur distance est petite uniformément en z).

Au chapitre VI nous avons vu deux autres notions de limite; la limite
en moyenne, et la limite en moyenne quadratique. Dans ces deux cas, la
distance était respectivement |f, — f|1 et |f, — f]2- La fonction f, est
alors proche de f si |f, — f|l12 est petit. Concretement, cela signifie que
les nombres f,(x) et f(x) sont proches pour la plupart des valeurs de z;
contrairement a la proximité uniforme, il peut y avoir des valeurs de x pour
lesquelles les nombres f,(z) et f(z) sont éloignés I'un de I'autre, mais ces
valeurs se regroupent sur des intervalles tres courts (d’autant plus courts
que n est plus grand).

Dans l'espace S (R), c’est I'ensemble des semi-normes N, qui définit la
proximité. La proximité est plus complexe que dans le cas des proximités
uniforme ou en moyenne, car il n’y a plus un nombre unique qui mesure
simplement la distance : deux fonctions ¢ et ¢ de 'espace S (R) sont proches
si tous les nombres N x (¢ — 1)) sont petits, mais on ne demande pas qu'ils
soient tous aussi petits en méme temps, c’est-a-dire uniformément en j, k.
Ainsi, dire que ¢,, tend dans N, vers ¢ (ce qui en langage mathématique
s’écrit S-limp,, = ¢) signifie que plus n est grand, plus les nombres
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N k(pn — ) sont petits, ou en langage mathématique:
VjeN,VEke N, R-ImN;,(p, —¢) =0 (4.1)

Si on revient a la définition des semi-normes N, 4.1 signifie que tous
les nombres sup,cp {(1 + |2[¥) |V () — ¢ (x)| tendent vers zéro quand
n tend vers linfini ((p(j) désignant la j° dérivée de ). Ou encore: que
les fonctions (1 + |z|¥) oY) (z) tendent toutes uniformément vers (1 +
|2*¥) o) (). Cette notion de limite est donc bien plus forte que la limite
uniforme: on ne demande pas seulement que ¢, tende uniformément vers
©, mais qu’en outre toutes les dérivées de ,, tendent uniformément vers
les dérivées correspondantes de ¢, et aussi que ces dérivées multipliées
par n’importe laquelle des fonctions 1 + |z|* tende uniformément vers
la limite correspondante. Dire que ¢, tend uniformément vers ¢ signifie
seulement que N o(¢, —¢) tend vers zéro. en résumé: S-lim ¢, = ¢ entraine
u-lim ¢,, = ¢, mais non l'inverse.

En utilisant judicieusement I'inégalité de la moyenne, on peut facilement
montrer que la convergence dans S (R) entraine aussi la convergence dans
L; (R) ou dans Ly (R):

p=38limyp, <= ¢=Llimy, et ¢ =Lylimy, (4.2)

Il suffit en effet de vérifier que

el = [ lelde = [ a2 do

—00 1+372

< [T lde s (L) @) =7 Aoale)  (@43)

o 14z

et de maniere analogue

el = [ le@Pde = [ s 10+ el de

= /;OO <1+1|x|)2 dzxsup {(1+ [2])? lp(0)]* = 2N0a()*  (44)

En résumant 4.3 et en prenant la racine carrée dans 4.4 on a donc:

lolh < TNpa(p) et ol < V2 Ny i(p) (4.5)

ion : Vi i ) ver-
En conclusion: la convergence d’une suite dans S (R) entraine sa conver:
gence uniforme, sa convergence en moyenne, et sa convergence en moyenne
quadratique.

Voyons maintenant la continuité. Une fonction f de R dans R est
continue au point xy si pour toute suite x, qui tend vers xy, f(z,) tend
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vers f(xg). Par analogie on dit qu'une fonction F de S (R) dans S (R) est
continue au “point” ¢ si pour toute suite ¢, qui tend dans S (R) vers ¢,
F(p,) tend dans S (R) vers F(y). Il est un peu génant d’appeler F une
fonction alors que sa variable et sa valeur sont elles-mémes des fonctions;
c’est pourquoi on préfere appeler F une transformation ou un opérateur.
Pour la méme raison, on a préféré appeler fonctionnelle ou forme linéaire
les applications linéaires de S (R) dans R.

Un exemple de transformation ou d’opérateur est la transformation de
Fourier. Nous avions vu au chapitre VI que la transformation de Fourier F
était une application continue de Ly (R) dans Ly (R). Il résultait en effet
de la relation de Parseval que |f |o = 27| f]2, ce qui entraine évidemment
que si || f, — f|» tend vers zéro, il en sera de méme de || f, — f |». Nous allons
maintenant prouver aussi que

Théoreme 1. La transformation de Fourier F : f — f est une
application linéaire continue de S (R) dans S (R).

Autrement dit, si ¢,, tend vers zéro dans S (R), alors ¢, tend également
vers zéro dans S (R). Une remarque en passant : d’apres ce qui précede, on
peut immédiatement dire que si ¢,, tend vers zéro dans S (R), alors ¢,, tend
vers zéro dans Ly (R), et donc aussi que @, tend vers zéro dans I, (R);
cela veut dire que la transformation F est continue si on considere la limite
selon les Nj dans 'espace de départ et la limite selon | |, dans I'espace
d’arrivée. Mais on ne peut pas en conclure la continuité pour la limite selon
les ;) dans I'espace d’arrivée, car la convergence selon les \; entraine la
convergence selon || |,, mais non l'inverse. C’est pourquoi il faut procéder
directement.

Démonstration du théoreme 1. On va établir des inégalités, qui
toutes seront déduites de l'inégalité de la moyenne. Rappelons que la
transformée de Fourier de la fonction z ++ D7 f(z) (ot D’ f est la j° dérivée
de f) est la fonction & — (i€)7f(€) , et que la transformée de Fourier de la
fonction & — z* f(x) est la fonction € — —iD*f(z) (chapitre VI, théoréme

1). Par conséquent

. ~ +o0 ) . izé
(&) D) = [ DM) f(a)) € do (4:6)
D’apres la formule de Leibniz pour la dérivation d’un produit, on a
=k
DM(ix)’ f ()] = Y Mjpe 2’ D f(2) (4.7)
=0

ol les M, , sont des constantes (qu’on peut exprimer a I’aide de factorielles
de j,k, 0,5 —k,7—{, etc., mais il ne sert a rien ici d’en avoir une expression
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exacte). En écrivant la fonction sous [ dans 4.6 sous la forme

_ 1
14 22

D*[(ix) f()] - (1+2?) DM(i) f(2)]

et en appliquant I'inégalité de la moyenne, puis 4.7, on obtient

D@ < [ dexsupl( ) DG ()

—o 1+ x? zeR

=k
<7my. {Mj,k,z sup |27 "D f ()] + Mjo 0 sup |$j+2_k+£D£f(x)|]
/=0 zeR zeR

=k
=Ty |:Mj7k7€ Nejrst(f) + Mjsope M,j+2—k+£(f)] (4.8)
=0
Pour k£ = 0, I'inégalité 4.8 devient aussi

DT < 7| My00Nes () + Myr200) Neg (D) (1.9

Les inégalités 4.8 et 4.9 sont vraies pour tout ¢ € R ; si on les ajoute membre
a membre on aboutit a

Nig(F) < mx 32 0% Ny (f) (4.10)

jl,k/

ol la somme comporte un nombre fini de termes égaux a une constante
multipliée par I'une des semi-normes (il importe peu de savoir exactement
lesquelles). Si on remplace ci-dessus f par ¢, — ¢, on en déduit que
S-hmn_mo(cpn - QO) =0 = Vj,, kf’,R—limn_)OO.A/}/7k/(g0n - (p) =0 =
R-limy, 00 N (@5, — @) = 0, et d’apres 4.10 cela est vrai quels que soient
les entiers j et k. CQFD

Un autre opérateur tres courant est la dérivation: ¢ — dp/dz. Contraire-

ment a la transformation de Fourier, celui-ci n’est pas continu sur Ly (R):
—%x2+inx .
, un calcul simple montre que

— %12+inm

si on prend par exemple f,(z) = ie
I fuls = L7Y/* qui tend vers zéro, mais la dérivée est f/(x) = (i—2)e

et le calcul donne | f4 |, = /1 4 1/2n2 7/* qui ne tend pas vers zéro. Mais la
dérivation devient continue pour le type tres particulier de limite considéré
sur 'espace S (R):

Théoreme 2. L’opérateur de dérivation
Y S(R) — S(R)

est continu pour la limite définie par les semi-normes N
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Démonstration. Cela résulte immédiatement de la relation

Nj,k(SOI) = Nj+1,k(s0) )

qui est évidente compte tenu de la définition des semi-normes. CQFD

5. Intégrales avec poids, et extension.

II a déja été dit (section 2) qu’'une intégrale est une forme linéaire.
Maintenant que nous avons une idée plus claire de la continuité sur les
espaces de fonctions, notamment S (R), nous pouvons mieux discuter cela.
On va donc reprendre quelques questions déja discutées dans les sections 2
et 3.

Soit la fonctionnelle :

T E — R (5.1)
e R f(@)de '

ou E est I'un des espaces de fonctions déja étudiés, avec la notion particuliere
de limite qui le caractérise; par exemple:
—a) E =1, (R), ou f, — 0 signifie | f,]; = 0;

—b) E=1L; (R)NL,(R), qui est un sous-espace de L, (R), ou f, = 0
signifie | f,]. — 0;

—c¢) E=S(R), ou f, = 0 signifie que Vj,k > 0, N;.(f.) = 0.

La fonctionnelle 7 est évidemment linéaire (c’est I'intégrale) ; dans les cas
a) et c), elle est continue: c’est quasiment tautologique pour a), et résulte

de I'inégalité de la moyenne pour c¢). Par contre pour b) elle est discontinue
(comme on a déja vu en 2).

Plus généralement, on peut considérer les intégrales avec poids. Une
fonction p(z) étant fixée (le poids), on pose

E — R
foe 23 () f(2)da

Ceci est une fonctionnelle linéaire; elle est définie et continue dans les cas

- (5.2)

suivants:

—a) £ = L;(R) et p est une fonction continue bornée; cela résulte
immédiatement de l'inégalité de la moyenne.

—Db) E=1,(R) et p € L,y (R); cela résulte de 'inégalité de Schwarz

+00
‘/w p(z) f(z)dz| < [pla- | f]2 -
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—c¢) E = S(R) et p est une fonction a croissance polynomiale; cela
résulte de l'inégalité de la moyenne: que p soit a croissance polynomiale
signifie qu’il existe une constante M et un entier k tels que p(z) <
M (1 4+ |z[*), donc

Ty = [ sy e = [ o) (o) d
d’ou

TN <M [0+ ) 1) e

+oo 14 ||k
<M - Ny i2(f) / d

oo 1 |z[FH2 dz

L’intégrale obtenue ci-dessus ne dépend que de k (donc de p) et non de f,
ce qui suffit pour garantir que Ny o(f) =0 = J (f) — 0.

On pourrait aussi trouver des cas ou J est discontinue, mais ce sont des
amusements pour intellectuels, or nous sommes pressés.

Voici des conclusions plus utiles:

Théoreme 3: si le poids p est a croissance polynomiale, en particulier
si p est un polynome, la fonctionnelle J, définit une distribution.

11 suffit en effet de remarquer que, conformément a I’étude du cas c) ci-
dessus, J, est alors continue sur S (R) CQFD

Toutefois la réciproque est fausse: toute fonctionnelle linéaire continue
sur S (R) n’est pas forcément une intégrale avec poids. La preuve en est
déja la fonctionnelle déja introduite plus haut

S(R) - R
f= f(0)

Si on voulait la représenter sous la forme d’une intégrale avec poids, cela
donnerait

(5.3)

+o0
0)= [ 8@) f(w) da (5.4)
—o0
ce qui est certes une notation courante, mais dont le sens est donné par la
notion de fonctionnelle, et non par la notion d’intégrale.

La notation 5.4 utilise le signe | dans un sens étendu et non dans son sens
usuel (celui de 'intégrale de Riemann ou de Lebesgue). Une intégrale est une
limite de sommes discretes, tandis qu'une fonctionnelle linéaire est définie
abstraitement. Il est tout a fait légitime d’utiliser la notation 5.4, mais on
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ne peut pas lui appliquer sans discernement les théoremes qui s’appliquent
aux vraies intégrales, tels que par exemple l'inégalité de la moyenne ou
I'inégalité de Schwarz, ou encore des théoremes de passage a la limite. Il
faudra appliquer des théoremes qui sont valables pour les fonctionnelles, et
que nous verrons.

Si T est une distribution, on peut ’écrire comme fonctionnelle 7'(¢), mais
aussi comme dans 5.4 sous la forme:
“+oo
T(¢) = [ T@)p()ds (55)
Une autre notation trés commode (qu’on comprendra mieux au chapitre
suivant) est la notation “en produit scalaire” (7, ¢). On peut donc in-
différemment écrire
+oo

T(g) = (o) = [ T@)pla)de (5.6)

—00

Il faut simplement éviter de prendre au sérieux la variable muette x dans
la notation en forme d’intégrale.

Si (T, @) est une intégrale avec le poids p(z), on peut prendre p(x) pour
T(x) et ainsi T'(z) sera une véritable fonction au sens usuel, et 5.5 une
véritable intégrale. On dit alors que T est une distribution réquliere.

Mais si T' est une fonctionnelle qui ne se réduit pas a un poids (comme
par exemple ), on ne poura pas attribuer une valeur numérique a 7'(z), du
moins pas pour tout x. On dit alors que 7" est une distribution singuliere.
La distribution 7" n’étant alors pas une fonction au sens usuel, elle n’a pas
de valeur numérique et ne se définit que par rapport aux fonctions ¢ qui
sont dans 'espace S (R).

On peut revenir a I’analogie faite au début du chapitre avec I’électrosta-
tique: si T représente une densité continue de charges p(x,y, z), le potentiel
de ces charges sera

p(e,y,2)

V(X,Y,Z) =
e A@¢@—XP+@—YV+@—ZV

dx dydz

Si les charges deviennent ponctuelles ou encore plus singulieres (dipdles,
quadrupoles, etc.), la densité p cessera d’étre une vraie fonction (elle devien-
dra infinie la o il y a les charges et nulle partout ailleurs), mais le potentiel
restera caractéristique de la distribution des charges; cette derniere sera re-
connaissable d’apres le potentiel qu’elle crée et qui, lui, est une vraie fonction
(quoique ayant des singularités). C’est la méme idée que nous suivons ici,

mais au lieu de considérer les fonctions 1/\/(55 - X2+ y-Y)?2+(z—2)?
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qui deviennent infiniesen x = X, y =Y, 2 = Z, et qui par conséquent sont
peu commodes pour I'analyse on préfere utiliser I’espace S (R).

Cette idée de généraliser la notion usuelle de fonction ou d’intégrale
interdit d’appliquer des théoremes qui ont été prévus pour les vraies
fonctions et les vraies intégrales, mais évidemment on crée la théorie des
distributions de telle maniere qu’on puisse disposer de propriétés commodes
(en particulier pour les calculs).

Revenons encore sur la propriété la plus importante des distributions: la
continuité en tant que fonctionnelle. Elle signifie que si S-lim ¢,, = ¢, alors
R-limT'(¢,) = T(p). Si on interprete la distribution comme une fonction
“généralisée” et (T, ¢,) ou (T,p) comme des intégrales généralisées, en
utilisant la notation 5.5, on aura

+o0 +00
Relim [ T(z) pn(a)de = / T(2) o(z) de (5.7)

n—oo —00 —00
Cela exprime la propriété de passage a la limite sous le signe [ (remarque
déja faite en 2). Ainsi, cette propriété qui pour les vraies intégrales exige
une vérification soigneuse de sa validité, est ici partie intégrante de la
définition. Le passage a la limite sous le signe [ est donc automatique pour
les distributions et n’exige aucune précaution (sauf évidemment la garantie
que T" est bien une distribution).

6. Derniéres remarques sur ’espace S (R).

La notion de limite choisie pour 'espace S (R) (celle définie par les semi-
normes N ;) est extrémement restrictive: on a vu que la limite uniforme
(qui est déja la plus forte parmi les limites usuelles) est la limite selon la
semi-norme Ny, ; dans 'espace S (R) on exige encore une infinité d’autres
semi-normes. Pour qu’une suite ¢,, de fonctions tende vers 0 dans S (R) il
faut qu’elle tende uniformément vers 0, mais cela ne suffit de loin pas: il
faut en plus que toutes ses dérivées tendent uniformément vers 0, et encore
que toutes ces dérivées, multipliées par n’importe quel polynéme (ou, ce qui
est équivalent, par n’importe quel facteur 1+ |z|¥), tendent uniformément
vers (. Pour en donner une idée un peu plus concrete, voici des exemples.

—n 71'2 n
a) po(z)=¢€ e / ; cette suite tend vers 0 dans S (R). Pour le vérifier
—X2
sans calculs, on procede comme suit: posons X = z/y/n et ¢(X) =e

Si ¢U)(X) est la j° dérivée de ¢, alors

oy, e " G ( *
doi D) = i & (ﬁ)
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Le maximum de |d/¢p,/dz’|, c’est-a-dire la semi-norme N(p,), est évi-
demment une expression compliquée, d’autant plus compliquée que j est
plus grand. Mais la relation ci-dessus montre que ce maximum est égal a
e_n/nj/2 fois celui de | (X)]|, qui est compliqué aussi, mais qui ne dépend
pas de n. Ainsi

—-n

6 -
Nioln) = €5 max ([}
tend bien vers zéro. Avec les facteurs |z|* on peut écrire

& e " nk/2 A
|$|k@<ﬁn($) = Tz |X|lC ¢(])(X)

Comme avant, et bien que cette fois n*/?

soit au numérateur, le facteur
e " I’emporte et le coefficient e nk 2/n?/? tend vers zéro, tandis que

max{| X "¢ (X)|} reste constant, d’olt le résultat.

La vérification est assez longue, car il y a beaucoup de semi-normes: il
faut vérifier que chacun des N, x(p,) tend vers zéro. Voici maintenant un
contre-exemple.

figure 2
Graphiques des quatre premieres fonctions de la suite donnée dans
_ _ .2
lexemple b): ¢n(z) = € e /n cos(3"z). On peut voir que ces

fonctions sont uniformément de plus en plus petites mais leurs dérivées
de plus en plus grandes.
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b) gn(z) =€ " cos(3" z) 6_352/”. On voit sans calcul que le maximum de
cette fonction est (pour tout n) atteint pour z = 0, et vaut e " il tend
donc vers zéro, donc cette suite de fonctions tend unifomément vers zéro
(voir sur la figure 2 les graphiques pour n = 1,2, 3,4). Par contre sa dérivée
est —e " 3" sin(3" x) e "M e (2x/n) cos(3" x) e ; on voit que pour
x = 37"1/2, cette dérivée vaut en valeur absolue (3/€)"exp(w?/4n3*"),
ce qui tend vers l'infini; donc a plus forte raison son maximum tend vers
I'infini. Cela montre que cette suite converge uniformément vers zéro, mais

pas dans S (R).
Troisieme exemple :

) op(z) =€ " cos(1.001" x) e Inutile de faire les calculs en détail,
mais on devine qu’en dérivant j fois, on aura un facteur 1.0017"e " =
[1.0017 /e]™; celui-ci va tendre vers zéro tant que 1.0017 /e < 1, c’est-a-dire
tant que j < 1/1n(1.001) ~ 1000, 499917 (donc j < 1000), puis tendra vers
I'infini quand j sera égal a 1001 ou plus. On a ainsi une suite de fonctions
pour lesquelles N} o(¢,,) tend vers zéro tant que j < 1000, mais Nigo1.0(%p)

tend vers l'infini.

La question qu’on peut se poser est: pourquoi définir la limite de facon
aussi restrictive? Pour y répondre, notons que plus le type de limite est
contraignant, moins il y a de suites convergentes. Il y aura donc d’autant
plus de fonctionnelles linéaires continues: en effet, T est continue si pour
toutes les suites ¢, qui tendent vers zéro, (T, ) tend vers zéro; il est
évident qu’en réduisant ’ensemble des suites qui tendent vers zéro, on rend
moins exigeante la condition que doit satisfaire 7. Si par exemple on posait
pour la limite d’une suite la définition la plus contraignante possible, a
savoir: ¢, — 0si Vn, ¢, = 0; alors il n’y aurait qu’'une seule suite qui tend
vers zéro, et toutes les fonctionnelles linéaires seraient continues. Mais cela
ne serait pas intéressant car on ne pourrait pas avoir des regles de calcul
opératoires. Les “bonnes regles de calcul” ne peuvent pas étre instituées par
décret, et sont conditionnées par I'existence effective d’espaces fonctionnels
tels que S (R), qui ont les bonnes propriétés et qu'il faut découvrir.

Apres le succes de la théorie des distributions, les mathématiciens ont
cherché a pousser plus loin l'idée de “fonctions généralisées” ; dans tous
les cas, c’est la nature des limites qui détermine l'efficacité algébrique des
nouveaux objets introduits, car on calcule principalement par passage a la
limite. Or on n’a pas trouvé mieux que les distributions de Schwartz: ce qui
est plus général ne fonctionne qu’avec des regles de calcul compliquées, et
ce qui est plus simple est insuffisant pour les applications (essentiellement :
intégrales divergentes, fonctions de Green). L’espace S (R) est le meilleur
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compromis connu.

Cette relation entre le choix d’un espace fonctionnel possédant un type de
limite spécifique, et la nature et les propriétés des fonctionnelles continues
qui en résultent, peut encore étre mis en évidence en prenant l’espace L, (R).
Nous avons vu que la limite dans Ly (R) est beaucoup moins contraignante
que dans S (R). D’apres les remarques précédentes, on s’attend donc a avoir
sur Ly (R) beaucoup moins de fonctionnelles linéaires continues. C’est bien
le cas. Un théoreme (Fred. Riesz, ~ 1920) qu'on admettra dit que toute
fonctionnelle linéaire continue sur Ly (R) est forcément une intégrale avec
poids. De fagon précise:

Théoréme 4 (F. Riesz). Soit

IL,(R) — R
foo— (1)

une fonctionnelle linéaire continue, c¢’est-a-dire telle que

Alors il existe une fonction p dans I, (R) telle que

—+00

VL (R), ()= [ pla)/(@)ds

—00

La démonstration de ce théoreme exige des connaissances mathéma-
tiques que nous ne verrons qu’au chapitre X, c¢’est pourquoi on ne la
donne pas ici. Mais sa signification est claire: si on prend L, (R) comme
espace de référence, les fonctionnelles linéaires continues ne fournissent
rien de nouveau par rapport aux fonctions usuelles. Pour avoir “plus”
que les simples fonctions, il faut avoir “plus” de fonctionnelles, et donc
il faut abaisser la contrainte de la continuité en renforcant la contrainte
sur les suites convergentes. Mais la commodité des regles de calcul sur les
fonctionnelles sera évidemment liée aux propriétés de I’espace de référence.
Par exemple le fait que la transformation de Fourier transforme S (R) en
lui-méme, et y est continue, permet de définir la transformée de Fourier des
distributions, avec des regles de calcul simples et naturelles. S’il n’existait
aucun espace autre que Ly (R) sur lequel la transformée de Fourier est
continue, on ne pourrait pas étendre la transformation de Fourier aux
distributions.

Les distributions sont donc définies abstraitement: on les identifie aux
fonctions lorsque (en tant que fonctionnelles) elles sont des intégrales avec
poids, et on les considere comme des fonctions généralisées dans le cas
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contraire, celui qui justement ne se produit pas sur L, (R). Mais il ne faudra
jamais oublier que les distributions ne sont que des artifices mathématiques;
il n’y a pas plus d’information dans I'expression

[ 5@ ety dr = ¢(0)

que dans I'expression

. 2n3/2 +oo —nz2 ,
Jim. N p(x)dx = ¢'(0)

La différence est qu’il existe des regles de calcul simples pour les expressions
comme la premiere qui évitent d’avoir a trainer la seconde dans les calculs.

7. Dérivation des distributions.

L’idée de la théorie des distributions est d’étendre les regles de calcul sur
les fonctions telles que dérivation, intégration, transformation de Fourier, etc
aux fonctionnelles linéaires continues. Pour que ces regles soient cohérentes
il faut que, lorsque la fonctionnelle s’identifie & une fonction usuelle (c’est-
a~dire lorsqu’elle est une intégrale avec poids), ces opérations coincident
avec leur sens usuel. Donc 'extension des opérations va toujours partir de
I’analogie avec les intégrales.

Voyons d’abord la dérivation. Si p est une fonction poids (a croissance
polynoémiale) et ¢ € S (R), la fonctionnelle associée a la dérivée p’ sera

o [P ) ds

Une intégration par parties montre que ceci est égal a

+o0
- Tr@¢ @ d
le produit p(z)¢(z) est en effet nul a l'infini. Autrement dit, si 7, (¢)
désigne la fonctionnelle ¢ — [ p(x) p(x)dz, on aura la relation

(Tp/’ p) = _<Tp> 90,> (7.1)

Si p est une fonction poids dérivable, et qu’on I'identifie a la distribution T},
cela signifie qu’on obtient la dérivée d’une distribution 7', en faisant opérer
T sur —¢'. On va donc étendre 'opération de dérivation aux fonctionnelles
quelconques en posant :
ar
{ )

P =—(T.¢) (7.2)
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En itérant la définition 7.2, la dérivée d’ordre j d’une distribution 7" sera
définie par
J ) a’

(EL o) = (—1y(1, 25
Pour que cette définition de la dérivée soit cohérente, il faut vérifier que la
fonctionnelle ¢ — (T, %) est linéaire et continue. La linéarité est évidente.
La continuité résulte directement du théoreme 2: si une suite ¢,, tend vers
zéro dans S (R), alors d’apres ce théoreme, la suite des dérivées ¢, tendra
aussi vers zéro, et donc de méme (T, o)), puisque T' était supposée étre une
distribution. Autrement dit: si 7" est une fonctionnelle linéaire continue, il
en est de méme de T".

(7.2a)

Cette définition étendue de la dérivée donne des résultats intéressants
si on I'applique a des vraies fonctions au sens usuel, mais non dérivables.
L’exemple classique est évidemment la fonction de Heaviside

1 siz>0;
= ’ 7.
p(e) {O si z < 0. (7.3)
celle-ci définit bien une intégrale avec poids:
+oo 00
(o) = [ p@)p)de = [ o) ds (74)

Si on applique la définition 7.2, cela donne

(H.9) == [ ¢@)d = ¢(0) (75)

Autrement dit, la dérivée de H est la distribution § de Dirac (cf. 2.6 a).

Une autre exemple tres simple de fonction non dérivable est la fonction
p(x) = |z|. C’est bien une fonction a croissance polynomiale, de sorte que
I'intégrale avec poids correspondante est une fonctionnelle continue:

+00 +oo |x| B A7
[ eletedn] < [T e x Noale) = 57 Nale)

La dérivée de cette distribution est

Ty == [ el @) dn =

:/Oooxcp'(:p) dx —/O+Oo$<Pl(fE) dx

En intégrant par parties les deux intégrales obtenues:

Ow— [ OOO p(x) dx

[ 2@ @i = o)
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- [Ted@de =—ee)| + [T p@ s

Les termes tout intégrés étant nuls, il reste

(T,p) = —/0 o(z)dx +/0+oo o(x) dx (7.6)

—00
qui est 'intégrale avec le poids

()_{—1 six <0;
PRI =141 sixz>0;

La fonction |z| est dérivable pour tout x # 0 et sa dérivée coincide alors
avec ce résultat; au point x = 0, il n'y a pas de dérivée au sens usuel, et
au sens des distributions non plus, puisque les distributions n’ont pas une
valeur en chaque point: elles ne sont définies que comme fonctionnelle, ce
qui correspond exactement a 1’égalité 7.6. Ceci illustre la compatibilité de
I’extension.

On sait que pour les fonctions, seules les constantes ont une dérivée
nulle, ce qui a pour conséquence que les primitives sont déterminées a une
constante additive pres. En est-il de méme pour les distributions? Cette
question théorique est importante, car les distributions ont été inventées en
grande partie pour résoudre les équations différentielles, dont les solutions
sont déterminées a une constante d’intégration pres. Trouver toutes les
solutions possibles d'une équation différentielle est un probleme qui se
ramene de pres ou de loin a celui de trouver toutes les solutions de
dT'/dz = 0.

La théorie des distributions se construit par analogie a partir des
intégrales avec poids; il est donc naturel de dire que la distribution nulle est
la distribution définie par I'intégrale de poids 0, ¢’est-a-dire la distribution
T telle que (T, ) = 0 pour toute fonction ¢ de I'espace S (R). De méme
la distribution correspondant a la constante C' doit étre 'intégrale de poids
p(x) = C, soit

(C,p) = C/_;OO o(x) dx (7.7)

La relation 7.1 identifie la dérivée au sens des distributions a la dérivée
au sens usuel, de sorte que, dans la théorie des distributions aussi, les
constantes ont une dérivée nulle. Réciproquement, on sait que les fonctions
de dérivée nulle sont constantes, mais qu’est-ce qui prouve qu’il n’y aurait
pas des distributions singulieres a dérivée nulle 7 Il ne s’agit pas d'une simple
évidence, et il faut voir cela de plus pres:
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Théoréme 5. Toute distribution dont la dérivée est nulle est une
distribution du type 7.7.

Démonstration. Dire que 7" = 0 équivaut a dire que pour toute
fonction ¢ € S(R), on a (T,¢’) = 0. On ne peut en déduire que 7' = 0,
car les fonctions ¢, dérivées d'une fonction de S (R), ne peuvent pas étre
n’importe quelle fonction de S (R) (en langage mathématique: application
p— ¢ de S(R) dans S (R) n’est pas surjective). Cela se voit tres bien sur

2

Pexemple suivant : la fonction € est dans S (R), mais n’est la dérivée

d’aucune fonction de S (R); une primitive en est erf (x) = [ €_t2 dt qui
tend rapidement vers zéro pour x — —oo, mais non pour x — +00, ou elle
tend vers /7. La fonction erf (x)—4/7 a la méme dérivée et tend rapidement
vers zéro pour x — +00, mais non plus pour z — —oo. On ne peut trouver
aucune constante qui, ajoutée a erf (z), donne une fonction de S (R), c’est-
a-dire une fonction qui tend rapidement vers zéro a la fois pour xr — +o00
et pour x — —o0.

I est cependant facile de vérifier que si p € S(R), alors la primitive
o1(z) = [T p(t) dt tend rapidement vers zéro pour x — —o0, et la primitive
Po(x) = [{o o(t)dt tend rapidement vers zéro pour x — +oo (il suffit
d’appliquer I'inégalité de la moyenne et les inégalités [p(t)] < M [¢t|7%), mais
ces deux primitives ne sont pas forcément égales; toutefois elles different
évidemment d’une constante, puisque toutes deux ont pour dérivée ¢: cette
constante est ¢, — ¢y = [T o(t) dt. On voit ainsi que les fonctions qui sont
la dérivée d'une fonction de S (R) sont caractérisées par le fait que les deux
primitives ¢, et ¢, sont, justement, égales, car alors elles tendent rapidement
vers zéro a la fois pour z — —o0 et x — 400 ; ou encore autrement dit, ces
fonctions sont caractérisées par le fait que [*2° ¢ (t) dt = 0.

Prenons maintenant une fonction ¢, particuliere de S(R) telle que
T po(z)dr = 1; par exemple @y(r) = (1/\/7?)6_962. Etant donnée
n’importe quelle fonction ¢ de S (R), posons A = [T p(x)dx. Si ¢ est
la dérivée d’'une autre fonction ¢ de S(R), alors A = 0 d’apreés ce qui
précede. Si tel n’est pas le cas, alors la fonction ¢ = ¢ — Ay, vérifiera la
condition [Ty (z) dr = 0 et sera par conséquent la dérivée dune fonction
®, € S(R), de sorte qu'on aura ¢ = ¢} + Agy. Alors, puisque T' est une
fonctionnelle linéaire, on pourra écrire que

<T7 ()0> = <T7 gb/1> + A<T7 900> = _<T/7 ¢1> + A<T7 300> :

Le terme (T”, ¢;) est nul puisque 7" = 0, il reste donc

(T.6) = AT, 00) = (T 0) [ ol e,

—00
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ce qui montre que T est l'intégrale avec le poids constant C' = (T, @) (c’est
un nombre indépendant de ¢ qui ne dépend donc que de la distribution 7’
donnée). CQFD

8. Transformation de Fourier des distributions.

Voyons maintenant l'autre opération classique sur les distributions, qui
est la transformation de Fourier. C’est toujours 'intégrale avec poids qui sert
de base pour 'analogie. Si p est le poids, supposé ici appartenir a L; (R),
et p e S(R)on a

[ Th@ e = [ @ e

—00 — 00

ce qui conduit a définir la transformée de Fourier d'une distribution comme
étant égale a

(T',¢) = (T, %) (8.1)

Pour que cette définition soit cohérente, il faut vérifier que ¢ — (T, ) est
une fonctionnelle linéaire continue. Or ceci résulte du théoreme 1: ¢ — @
est linéaire et continue relativement a la limite dans 'espace S (R). Si donc
la suite ¢,, tend vers zéro dans S (R), il en sera de méme de @,,, et donc aussi
de (T, @), puisque T est supposée étre une fonctionnelle linéaire continue.

La définition de la transformée de Fourier d’une distribution a évidem-
ment été choisie telle que, lorsque 1" est une intégrale avec poids p, c’est-
a-dire lorsque 7' s’identifie a une fonction p, on retrouve la transformée de
Fourier usuelle.

Voyons quelques exemples.

Exemple 1. Transformée de Fourier de 1.
La constante 1 est une fonction au sens usuel, mais non intégrable de

sorte que l'intégrale [ e dr diverge® ; par conséquent la transformation
de Fourier ne peut étre considérée au sens usuel. Mais la fonction p () = 1
définit bien un poids: la fonctionnelle

+o0o
L) = [ el@)de
est continue puisque d’apres I'inégalité de la moyenne

(1, p}| §N0,2<90)/_OO 1+ 22

+oo 1 dr

B) Cette intégrale divergente a déja été étudiée au chapitre VII: c’est 'intégrale I, pour
a = 0.

215



Distributions (théorie)

D’apres la définition 8.1

Or d’apres la formule d’inversion, on a

T _ixt
/ e pz)dr =2m(t)

—00

I1 suffit donc de prendre ¢ = 0 pour avoir

(1,¢) =27 (0),

ce qui prouve que
1=276 (8.2)

Exemple 2. Transformée de Fourier d'un polynome.
N’importe quel polynome P(z) = > ;a;a27 est un poids possible,
puisqu’on peut déduire de I'inégalité de la moyenne I'inégalité suivante:

+00 P
(. < Noaeol) [ 1 ke o

ol k est le degré du polynome. D’apres la définition 8.1

(Po)= [ P)pla)da

—00

On sait d’apres le théoréme 1 du chapitre VI que 27 3(z) est la transformée
de Fourier de i/ d’/dx?. D’apres la formule d’inversion, on a alors

et donc pour le polynéome P(z) =Y, a; 27 on aura

+oo j=k &
J
[00 P(z) p(x )dx—QWJz%a]z dxﬂ<0)
Cela montre que
Jj=k i
- y dis o d
P—Qsz:;]ajZ] (-1)]@—27TP(—Z%)5 (83)

L’expression P(— i%) est ce qu'on appelle un opérateur différentiel: on

remplace formellement dans le polynéme P(X) la variable X par —i %.
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On voit dans ces deux exemples que les opérations sur les distributions
(ou, ici, sur les fonctions non intégrables) consistent a toujours se ramener
aux opérations correspondantes sur les fonctions ¢, pour lesquelles elles sont
légitimes; 'espace S (R) a été spécialement fabriqué pour cela.

Exemple 3. Transformée de Fourier de § et de ses dérivées

Soit 6 la j¢ dérivée de §; par définition on a (V) ) = (=1)7 o (0);
par conséquent la transformée de Fourier sera définie par

(00, ) = (=1)7 [2]7)(0)

Or la j¢ dérivée de @ est la transformée de Fourier de (ix)? p(x), de sorte
que

(00, ¢) = [ (i) ole)do

—00

qui est une intégrale avec poids p (z) = (—iz)’. Autrement dit la transformée
de Fourier de 0V est, en tant que fonctionnelle, I'intégrale avec poids (—iz),
donc en identifiant :

00) = (—iz) (8.4)

Exemple 4. Transformée de Fourier de 1/[iz“],

Pour a < 1, cette transformée de Fourier est par définition la distribution
T telle que Vo € S (R):

r) = [

On reconnait que 7T est la distribution I, introduite (pour a < 1) a la
section 3, et sur laquelle on reviendra encore. Pour o > 1 l'intégrale ci-
dessus diverge en & = 0; Au chapitre VII nous avons traité ce cas en
contournant la singularité dans le plan complexe, mais ci-dessus on ne peut
faire cela car les fonctions ¢ ne sont pas forcément analytiques; la valeur de
I'intégrale ne serait plus indépendante du chemin choisi. Mais en calculant
I'intégrale selon cet artifice, on trouvait (pour a > 1) I,(z) = 2 2> /[ (),
ce qui est un poids acceptable, méme pour a > 0. On va donc poser

+oo Qi .
/ o(r)dr sia>0;
[ (@)

—00

<T> 90> =

oo 2(6) .
[m [i{o‘]ng sia <1
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On vérifiera que les deux expressions sont compatibles quand 0 < o < 1
(utiliser le théoreme 3 du chapitre VI avec un facteur régularisant).

ix?
Exemple 5. Transformée de Fourier de € .
C’est la distribution 7" définie par

+oo ;.2

(Te) = [ e pla)ds

—00

L’intégrale ci-dessus est la limite, lorsque z tend dans C vers —i en restant
Z$2

de partie réelle > 0, de [*Xe ~~ @(x)dr. Or, tant que Rz > 0, la
2 .2

fonction € , contrairement a e , est intégrable, et sa transformée de

—z2/4 1

I \/7/z désigne la

détermination N°1 de la racine carrée, analytique sur ; = C—] — o0, 0].

Par conséquent, pour Rz > 0:

too g2 L ptoo —22/4z
/ e px)dx = \/j/ e o o(z)dx

1
Fourier au sens usuel des fonctions est \/7/z €

Dans l'intégrale de droite on peut aussi passer a la limite sous le signe [
(les conditions pour cela sont satisfaites), ce qui donne

() = vae [T o) e (8.5)

—00

qui est une intégrale avec le poids

p(,ﬁl]) _ \/7—Tei7r/4 efi:r

La distribution 7" est donc une distribution réguliere.

i (8.6)

Ainsi la transformée de Fourier au sens des distributions de la fonction
non intégrable e'", est la fonction 8.6 (également non intégrable)

9. Limites de distributions.

Tout au long de ce cours, nous avons tres fréquemment utilisé le pas-
sage a la limite pour obtenir des formules intégrales (voir notamment le
chapitre IV, fonctions eulériennes). Ces passages a la limite sous le signe [
exigent que soient satisfaites des conditions bien précises, qu’il faut vérifier
rigoureusement. Lorsqu’on interprete les distributions comme des exten-
sions de la notion d’intégrale avec poids, le passage a la limite sur les ¢ (au
sens défini par les semi-normes N ;) est automatique et fait partie de la
définition méme des distributions.

Mais que se passe-t-il si on veut passer a la limite sur les poids (pour
un ¢ fixé) ? Soit par exemple p,, une suite de poids. D’apres les théoremes
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généraux classiques, si p,, converge uniformément sur tout intervalle borné
vers une limite p, alors on aura

+o0 +oo
Blim [ po@)p@)de = [ p(a)p(a)da
et cela pour toute p € S (R). Mais nous avons vu aussi en section 3 que les
intégrales avec poids
+oo

[l @) e(@)do (9.1)
avaient pour toute ¢ € S (R) une limite quand ¢ — 0 (pour o < 1), alors
que les poids I, . () eux-mémes n’en avaient pas (cf chapitre VII). Nous
avons défini la distibution I, en disant que pour toute ¢ € S(R), (I,,¢)
était cette limite. Il serait donc naturel de dire que la distribution I, est la
limite, pour € — 0, des distributions /..

C’est pourquoi on pose
Définition. On dit qu’une suite de distributions T, a pour limite la
distribution T' si pour toute ¢ € S (R) on a
lim <Tn> 90> = <T> 90>

n—oo

De méme, on dira que la famille de distributions T,, paramétrée par €, tend
vers la distribution T si pour toute ¢ € S (R) on a

(7, ) = (T, ¢)

Au contraire de la limite définie sur I'espace S (R), la limite ainsi définie
est tres peu contraignante: selon cette définition, les fonctions I, . (pour
a < 1) ont une limite pour ¢ — 0! La limite selon les semi-normes N
était la plus contraignante de toutes celles que nous connaissons; a 'inverse,
la limite selon la définition ci-dessus est la moins contraignante de toutes.
C’est pourquoi on I'appelle la limite faible.

Remarques. Cette limite faible suffit pour tous les cas pratiques qu’on peut ren-
contrer. Mais cet avantage n’est pas une évidence. Dans la définition ci-dessus on a pris
soin de préciser que la limite T est une distribution; c’est-a-dire que les T}, et aussi T
sont supposées a priori étre des fonctionnelles linéaires continues. Lorsque nous voudrons
montrer que T' = lim T}, nous devrons montrer que Yo € S (R), lim(T,, ) = (T, ¢),

mais aussi, indépendamment, que ¢ — (T, ) est une fonctionnelle continue. C’est ce
que nous avons fait pour I, (voir section 3).

Toutefois on peut démontrer® que si une suite 7}, de distributions est telle que
pour toute ¢ € S(R), la suite numérique (T, ) est convergente (dans RR), alors

() L. Schwartz, Théorie des distributions Ed. Hermann, Paris, 1966, page 74.
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la fonctionnelle ¢ +— lim(7T,,,¢) est forcément continue. Cela résulte d’un théoréeme
obtenu par le mathématicien polonais Stefan Banach (1892 — 1945)(5), appelé théoreme
d’équicontinuité, qui s’applique ici parce que espace S (R) vérifie les conditions requises.
S’attarder sur ces questions théoriques est évidemment sans intérét pour une formation
d’ingénieur, et cette subtilité n’est mentionnée ici que pour attirer I'attention sur le
caractere non évident de la chose.

Dans les cas concrets qui se présenteront, il y aura toujours un moyen direct et simple
(en général par l'inégalité de la moyenne) de montrer la continuité de la fonctionnelle
limite, de sorte qu’on peut entierement se passer du théoreme de Banach. Mais ce dernier
fournit malgré tout une garantie que les passages a la limite fonctionnent toujours sans
problemes; s’il n’en était pas ainsi, certains passages a la limite pourraient poser des
problemes compliqués, et les distributions n’auraient certainement pas le maniement
simple qui explique leur succes.

Pour illustrer cela, revenons a nos exemples (qui, soit dit en passant,
ont été choisis parce qu’ils sont les plus courants dans les applications.) En
section 2 on a vu que les intégrales avec poids suivantes avaient une limite
pour toute ¢ € S (R) (mais la limite ne passe pas sous le signe [):

+oo 1 —z2/202
+oo 1 —z2/20?

- = x
—00 /27 o3

—+o0
/ Ioep(7)d

Appelons p, le poids de la premiere et p.. (dérivée du précédent) le poids
de la deuxieme, identifiés a la distribution correspondante. En utilisant le
nouveau langage introduit, on peut dire que § (distribution de Dirac) est
la limite faible de p, quand o — 0; que § (dérivée de la distribution de
Dirac) est la limite faible de p, et que la distribution I, (la transformée de
Fourier de 1/[iz*],, pour o < 1) est la limite faible de I, . quand ¢ — 0.

Les exemples de distributions de charges de la section 1 s’interpretent
naturellement : les deux distributions qui représentaient le dipole, la densité
oh(z) = (1/V2r o) x e """ et la distribution discrete 2 [0(x—0)—d(z+
)] sont toutes deux proches (lorsque o est petit) de la distribution dipolaire
0" elles sont “proches” au sens de la limite faible. C’est ce qui est écrit ci-
dessus pour p... Pour la distribution discrete c’est facile & vérifier. Précisons
d’abord les notations: dy, désignera la charge unité placée au point z = a,
de sorte que

o) = | b ety = [ 5w —a)pla)dr = p(a)

—00

() 'S. Banach Théorie des opérations linéaires, 1932.
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(e o) = O], 0) = 5 [(0) — (0]

Cela tend bien vers ¢'(0) lorsque 0 — 0, c’est-a-dire que la distribution
> 01401 — 0{_0y] tend faiblement vers —¢'.

De la méme facon, en reprenant ’exemple 5 de la section 7, on peut dire

2 _
que la distribution réguliere e est la limite faible des distributions €
lorsque z tend dans C vers —i en restant dans le demi-plan Rz > 0.

Si une suite 7}, (ou une famille 7;) de distributions tend faiblement vers
la limite 7', alors la suite de leurs dérivées tendra vers la dérivée de T, et la
suite de leurs transformées de Fourier tendra vers la transformée de Fourier
de T. En effet, puisque ¢ € S (R) = ¢’ € S(R), on peut écrire la chaine
logique

Vpes (]R) ; I <Tn> 90> = <T> 90>

Jim
U

VQO €S (R) ) nhjgo<Tna 90/> = <T> 90,>

i

Vo e S(R), lim (T}, ¢) =(T", ¢)
et de méme, puisque ¢ € S(R) <= p € S(R)

m <Tn> 90> = <T> 90>

Jim
U
m <Tn> @) - <T> ®>

li
n—oo

11/\ ~

m (15, ) = (T, ¢)

li
n—o0

Vo e S(R),
VoeS(R),

Vo e S(R),

Ainsi, les théoréemes élémentaires de passage a la limite sous le signe [ (voir
le chapitre 0 de ce cours) permettent de montrer que Vo € S (R),

‘ oo 6—6\5\ oo 1
lim

2000 [(i€)“],

playdg = [
oo [(i€)"]

c’est-a-dire que la limite faible des poids e_algl/[(if)a]Q est le poids 1/[(i€)"],.
On peut alors déduire de ce qui précede que pour a < 1, la limite des
distributions I, . est la distribution /,, mais cela n’est plus possible par

p(x) d€

2
oy 7 . . . 7 —ZzZT N .
©) Cette condition est nécessaire: si Rz < 0, la densité e n’est plus a croissance

polynoémiale et ne peut pas étre un poids, ni méme une distribution.
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les voies élémentaires et nécessite la théorie qui a été développée dans ce
chapitre.

C’est donc la théorie des distributions qui donne un sens rigoureux a
I'intégrale divergente I, du chapitre VII. On peut écrire des formules telles
que

T0o e
/ e dr=2m6(§)

ou
iz€

too e
I ey, =1

Cependant il ne faudra pas oublier que 6(&) ou I,(x), malgré la notation
abusive, ne sont pas soumises aux regles de calcul sur les fonctions, mais
aux regles de calcul sur les distributions.

Remarque finale. La famille des distributions I, a des propriétés
remarquables que nous étudierons encore dans les chapitres suivants. Pour
a = —n (entier < 0), le poids 1/[(:§)"], devient (i§)" (pour « entier, la
fonction cesse d’étre multiforme). Or on a vu que la transformée de Fourier
de ce poids est la distribution 27 6™ (la n® dérivée de 27 §). Par conséquent :

I, =2m6m (9.2)

D’autre part, pour toute ¢ € S (R), la fonction

1
[ e, e

oo [(i€)"]
est une fonction analytique dans tout le plan complexe (sans point singulier
ni coupure) ; cela se montre en appliquant a I'intégrale ci-dessus un théoréeme
élémentaire. Or cette intégrale (si on y remplace ¢ par @) n'est autre que
(1,, ). Ce qui signifie que Yy € S (R), la fonction
1

+oo QT
/ ik e(x)dr si Ra > 0;
- [(a)

ar— (I, @) =

/+OO P(E) d& si Ra < 1.

- [iga]z
est analytique dans tout le plan complexe. Cela aura, comme nous le verrons,
I’avantage que toute égalité vérifiée par la famille I, sur un ensemble

non discret de valeurs de a (par exemple l'intervalle |0, 1[) se prolongera
analytiquement a toutes les valeurs de «.
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La famille de distributions I, intervient dans beaucoup de problemes
(équations différentielles, traitement du signal). Elle permet de définir une
dérivation d’ordre non entier: en effet, puisque I_,, est la n® dérivée de 9,
on peut dire que, méme lorsque r n’est pas entier, I_, est la r° dérivée de
0. La convolution (opération qui fait 'objet du chapitre suivant), permet
alors de “dériver” une fonction ou une distribution quelconque a l'ordre 7.
Mais indépendamment de cela, les distributions les plus courantes sont des
membres de cette famille: § et ses dérivées, ainsi que les pseudofonctions de
Hadamard, en sont des cas particuliers.
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