1. RAPPELS SUR L'INTEGRATION ET LES ESPACES DE SOBOLEV

1.1. Notations des espaces usuels et de leur norme

@ est un ouvert de EN , dx = dx

eee AX est la mesure

1 N
de Iebesgue et les fonctions considérées sont & valeurs réelles.
1/p
W, = (] lul? ax) , tsp<w
P(Q) Q |
lfull 5 = sup ess |u| ,
L (Q) Q
N D 1/p
ou *
a =<f|u|°dx+z [ ax) {zp<w
w'rP(Q) i=1 dg 0% ’
HUH 1 00 = Sup €ess lu| + sup (sup ess lé%il) R

2(Q) Q i=1...N @ i

1/p
el 2,50, - ([ lalPaxe s JQ| 11  + 3 j =2 aXchm
HU.H 2’00(9) = ”uHN1’ (Q) + Sl:-fg (SuerSS ‘O OX ‘) ?

[ul, = sup ‘u(x)-uéy)l , 0<as<1 ,
x,yEQ |X—y‘
X

Il o gy = o0 18l + B,

3 gy
[l hagy ~ o5 |ul vz (sgplégil (sup| 22 l =
[[ull . Sgplulﬂ Sgp\-g—;l+l§3(sgpla | [bx au 1)

L'espace Ck(Q) (resp. CE(Q)) est 1l'espace des fonctions
k différentiables dans @ , O <k < , (resp. k fois différen=-

tiables dans Q et & support compact dans Q) .



1.2, Quelques inégalités classigues

2 2
Inégalité de Cauchy : ab < % +-% y Ya, b réels.
€a2 b2
Inégalité de Cauchy avec € : ab < - *3z Va, b réels, Ye>0,

Inégalité de Jensen : Soient @ une fonction convexe définie sur R

et £ une fonction intégrable sur un sous-ensemble G de mesure
N
finie dans R~ , alors

Mty | 260 @) 2 qgp | eteGnen

o |G| = je dx .

‘ aP pd
Inégalité de Young : ab Sy +-7$ y va,b>0 , 1<p, qg<o ,
ety
b a
Indégalité de Young avec € : ab « a® L 1 B yaps0,vVe>o0
| p /P a’ ’ ’ ’
1<p, g <o, 1""1:1 .
1Y q
Inégalité de Holder : J luv |dx < [Jul] lIv]] q , Vu € 1) ,
Q P(Q) Q)
. 1 1 ‘
vver(e), 1 <pasw , s*tg=1-
z Ty 4 » zZ. .7 s 7 .r
Inégalité de HElder généralisée : JQ\u1u2...ukidstu1H D, Hu2H D, cos
L (@) L Q)
Py :
ool 5, Vou €L7(Q) , 151 sk, 1 sDyeeeyb s
L Q)
_1_+_1'+-..+—L=1 °
P P Py

Comparaison des moyennes arithmétique et géométrique

1/k :
(a1a2...ak) a; » Yk entier , Va,,.c0a, 20

n ™M

<+
L
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Inégalité d'interpolation : ||ul| - < Jlull® HuH1;a

I°(Q)  L(Q)
+ 122 v u e 13(Q) 0 %) .

i
il
ule

Vs <cr<t,

Pour les démonstrations (élémentaires) de ces inégalités on consultera

[17 et [15] .

1.3. Intégration par parties et indgalités d'interpolation

R est un ouvert de RN de frontiére 08Q réguliére dans le
sens ol en tout point x € R 1l existe un hyperplan tangent TX a
0 et ol le vecteur normal unitaire sortant n{x) varie continument
avec x (on dit que &Q est de classe 01). On pose
n(x) = (n1(X),...,nN(X) et on a pour tout f , g € C1(§) la formule
d'intégration par parties

(1.1) [ 9% g dx = - I f %5 dx + J fgn, do ,
i

JQ X5 dQ

ol do est la mesure de surface (N-1)-dimensionnelle sur o2 . On

éerit %% = <Du,n> = I %% n, = dérivée mnormale de u sur R .
i 771

Formule de Green. Soient wu € 01(5) , V € 02(5) alors

(1.2) —J udv dx = j <Du, Dv> dx - | v X ag )
Q Q Jog ~0m
(dans la formule précédente <Du, Iv> = % ou v ) .

~ ¥X. OX.
i i i

LEMME 1.1, Sodent -0 a3 <b <+, 1 cp<o ef 0<eg <o,

I1 existe une constante K = K(e , p, b-a) dépendant continument
de b-a telle que pour tout 0 <e <e et f € 02(]a,b[) on ait

b b
(1.3) J l£1(t)|Pat < KEJ |£n(t) | Pat +-§{b|f(t)|p dt .
a a a
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3i b-a = 4+ ® glors on peut trouver K ne dépendant que de p .

Démonstration. Sans perdre en généralité onm peut supposer e, = 1

puisque 0 < e/ao <1 et (1.3) implique alors
b "\b b

(1.4) J l£1(t)[Pat < K s/eoJ len(t) |Pat+ eo/s J l£(£)|®P at
a a a

on prend alors K(ao, py, b-a) = K(1, p, b-a) max(ao R 1/80) R

Démontrons (1.3) en supposant tout d'abord a =0 et b =
Pour 0<E<1/3 et 2/3<n<1 il existe A € ]&, n[ tel que

(1.5 lern| = (HRLE L siece) |+ 3len)]

Par suite, pour tout x € J0, 1]
X x
(1.6) lf'(X)l=|f'(>x)+J>\f"(t)dt|s3lf(i)l+3|f(’n)|+\L\f"(t)dt|-

En intégrant par rapport & & sur O, %[ et par rapport & mn sur

%, 1[ , on en déduit

Tl < Jr;/3 |£(g) |ag +Jr;/31f(n)ldn +3 Jr; [£n(s)lat

1 1
ol %lf'(x)‘sj |f(t)‘dt+-%{ |£7(t)|dt et par Holder
0 0

1 1
l£1(x)|P < 2271 o J l£(t)|Pat + 29‘1J len(4) [P at , drob
0 0

(1.7) r1lff(x)\P K r1‘f(t)|pdt + K r1|f"(t)]P dt
) JO = pJo pJO ’

1

o
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avee K = 2p-1 9p . Pour une fonction f définie sur un intervalle

[a, b] fini on pose o(t) = (b-a)t +a et on applique (1.7) &
foop.0na

b b
(1.8) [ l£1(+) | Pat<k (b-a)prblf"(t)lpdt+ X (b—a)-pr |£(£)|® at .
g D Jg D Ja

-]

Comme 0<¢€e€ <1, il existe un entier n tel qﬁe % 81/ps % < 81/p

En posant a; = a + (b-a)j/n pour j =0, 1, ceey, n , cCoOmme

837851 T (b-2)/n , on a
b .
J j£1(5) (%8 = 3 jaalf'<t)lp at
a =1 ay_,
s b= 2 J " ra
<% ;;ﬁ('?fi I:J £ (t)lpdt+(5%5)pja3 12(+) |Pat} .

j=1 j-1

Si on pose K(1,p,b—a)=KpmaX[(b—a)P,2p(b—a)_p] on en déduit

’

rb ~ rb 1rb
(1.9) [£1(4) [Pat<R(p,b~a) {e| [£n(t)|Pat+ =| [£(t)|Pat]
I, 1 ),

et K dépend continument de b-a .

Si b-a =« , par exemple avec a fini et b = + 0 , on se

fixe € et on considére a..=a + j 81/p y, =0, 1, +s., d'ou
B2, g = 81/p . On applique (1.8) entre a5 et 3
Fa. Fa. K .
(1.10) Jler()|Pat < kel d |em(e)|Pat + = | |e(e) [P at .
J, 00, =,
J-1 i=1 j=1

Fn sommant j =1, ... ®© on en déduit (1.3) avec K = Kp = 2P 9?
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REMARQUE 1.1. S1i p = + o on a encore

(1.11)  sup_ 2] sKe sup_ |£"] +Z sup_|f]
[a,b] [a,b] [2,b]

I1 suffit pour cela de prendre la racine p-itme de chaque cbté de

(1.3) avec &€ remplacé par e? et dtutiliser le fait que pour tout

€ o([a,b]) 1i = .
9 € ¢([a,b]) p»%fm H@HLp(a,b) [auﬁ] o

COROLIAIRE 1.1. Soit 1 < p <o , il existe une constante C >0
telle que pour tout € >0 et tout u € Cg(Q) on ait

N N 2
i=1 i=17Q (BX:.L

Démonstration. Soit u le prolongement de u par O damns EQ ;

3 € c®RY) et pour tout i, 1 <i <N ona b partir de (1-3),
avec €' >0

?

Jgl 1 -~ Jg

[ du_|p .
(1.13) l%i—l dx < Ke J
En sommant et en prenant la racine p—1eme, sachant que
(a +bp) 1/p < a+b , on en déduit

2] e de) /P (ke )1/p(2 | ¥ [‘3 u] ax) /P w L,
i=1"R i=1"R bx
(1.14)

+ (18 1/?( ‘ulp dX)1/P

.
’

d'ol le résultat en prenant e = (Ka')1/p et C = (NK2)1/p

o

REMARQUE 1.2. Ia philosophie du Corollaire 1.1 est que pour "contrbler"
la norme de Du dans ILP(Q) , il suffit de contréler u et les déri-

vées partielles secondes de u . Ce sont ces dérivées qui jouent le
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r6le décisif dans la recherche d'estimations a priori dans les
espaces Wz’p(Q) .

COROLIAIRE 1.2. Supposons & borné et 1 < p <o , Il existe une
constante C > 0 telle gque pour tout u € 02(9) on ait

2
O D g4y 1/D
(1.15) ”u“W2,P(Q) < C(i?j IQ léxibgjl dx) :

Démonstration. L'inégalité (1.9) est basée sur (1.12) et sur 1l'iné-

galité de Poincaré que nous rappelons : il existe une constante C!

telle gue pour tout v € 01(9) on ait

N A
(1.16) (j@!v!pdx)1/p < c'(.z1 nggE?\P ax) /P .
1= 1

Pour démontrer (1.16) soit v le prolongement de v par O dans
Q@ et soit a>0 tel que @ (xR : -a <x; 8,7 1sizh .,
On &

X ~d
~ ~ 1 ov \
V(X1,X2,...,XN)=V(—a,X2,...,XN)+j = (t,xz,...,XN)dt , d'olu par

-a 1
HSlder |$(x1,...,XN)l < (2a)(p‘1>/39(JFBI\T[%;’:{1(Jc,xz,...,xl\T)lpdt)vp .
En intégrant dans RY on en déduit
(1.17) f . 7P ax < (2a)® J . i%% ¥ ax .
R R 1
Comme v est & support dans Q on a

(1.18) fg |v|P ax < (2a)% JQ %§1|p dx

dtolt (1.16). On obtient (1.15) en combinant alors (1.16) avec (1.13),
en choisissant € assez grand.
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REMARQUE 1.3. Ie Corollaire 1.1 reste valable pour des fonctions qui
ne sont pas & support compact dans Q d&s que la frontitre de @
est un peu réguliére., Si Q est bormé on a (1.12) pour 0 <e < ¢
(et C dépend de so) quand @ a la propriété du cbne, & savoir
qu'il existe un cbne I' de BN d'intérieur non vide tel que tout
point x de Q est le sommet d'un cbne PX inclu dans Q et

obtenu & partir de I par une isométrie de RY , (voir [1] pour

la démonstration et des extensions).

0

1.4. Injections des espaces de Sobolev

PROPOSITION 1.1. (Sobolev). Soit w € G (RY) , alors pour 1 <p <X
on a 1l'inégalité

N ,
1. pN/(N-p) 3,y (N-p) /Np _ (N-1)p QU D) 1/P
(1.19) (J |ul ) v .z JRNl@XiI x)

Démonstration. On suppose d'abord p = 1 et on a pour tout i

’
1 <1 <N,

‘u(x)l = U 0:: (311 (X ""’Xl 1,§1’X

DL B

i+1°

lw(x) | < F

IbX (x IFETRTE FPPLIPE ,.,.)Idgi <, d'ou

i+1

(1.20) Iu(X)lN/(N_1) < (
i

400
| 188 lag) /0D

==

1

En intégrant par rapport & X, et en appliquant la formule de Hilder
généralisée, on a
400
| a1

J—m X1 < b

400
. (j_w|%§1|d€1)1/(N—1) T 2 —mj ‘ ]di dE )1/(N-1)
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En intégrant par rapport a X5y eeesXy et en appliquant & chaque fois

la formule généralisée de HElder avec p, =D, = ...= D, = N-1 on

en déduit
N/(N-1 N 5 1/(N-1
(1.21) JBN | V(=1 gy <1 (fRngﬁildx) /=1

dtol par 1'inégalité entre moyemne arithmétique et géométrique,

1/N

(1.22) “u“LN/(N—1)( “ 1 1(BN) ST N “ 1H 1(IR ) .

Dans le cas général on applique (1.22) & v = w' (y & déterminer).

on & (JﬁNlulyN/(N-1)dX)(N-1)/N _

N
Y
T

i 1JR
1(j ] (=1 (2= 1) gy (2-1)/2

ceo % % g J Nlé%ilulYldx

, a8 Jax
i=1YR X4

du 1/p
z J leﬁ.]pdx) /2
= R i

i=1

On choisit vy tel que N;1 (Ypi)p ou Yy = Lﬁﬁ%%p et on en
déduit (1.19).

PROPOSITION 1.2. (Morrey). Soit wu € 01(BN) , alors pour N < p < ®
- N

ona a , enposant B =1 =~ %:, et pour tout X, vy € R

(1.23)  Ju)-uy)| < F [x-y|°

[ =

. Qu P dx 1/p
18 1P e

i

Démonstration. Soient a > 0 , b, wm pavé %e R' contenant O , de
c6té a . Pour x € P ona u(x)-u(0) = fo gz(u(tx))dt d'ol comme

x| < a

1 ¥
—— [ (J z |8 (tx)|dxdt .

(1.24)  |&[ w(x)ax - u(0)
[NJ uLx x “u ‘Sa JO i=1 1

Pg
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Si Pta = {X€RN , ~ta s x, sta , ¥V 1<ixs N} , ona
1 N
‘(1.25) Jﬁj u(x)dx-u(0)| < —ﬁET } i% J z ‘%% | ax .
a Pa a 0% Pta i=1 i
Par 1'inégalité de HOlder
N Np/(p-1) p 1/
[ du du
2 == lax < (ta) (| I | ax) ,
Jp, 1=t 1 RN %y
d'ol
1 T (0
Hy [ ana-a(o)] < ...
P

a
(1.26)

LI ]

=N+ (p=1) /D [ =NH(p=1) /D1y, & 3 1D 4\ 1/p
a (JOE dt)(ii1 JBNlaXil dx) .

31 on explicite

10 R 1/p
1.27 — dx-u( 0 - X —_— d a
( ) ‘aN JPau(X) X u( )l < B i (J(RN 16Xj_1 X)

Par translation, pour tout x, y € RN on considére un pavé P, de
chdté a = |x-y| . En appliquant (1.27) et 1l'inégalité triangulaire
on en déduit (1.23).

COROLIAIRE 1.3. Soit & un ouvert borné de BN , N> 1, de bord

0 de classe 01 alors

*
(1) si 1 <p<DN, llinjection de W'P(Q) dams 1P (Q) ,
p¥* = Np/(N-p) , est continue,

(i1) si N <p <o , 1l'injection de W1’p(Q) dans CB(E) R

B =1 = g , €st continue.
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Démonstration. Comme 3R est de classe C1 il existe une application
P lindaire continue de W1’p(Q) dans W1’p(BN) telle que PulQ = u
pour tout wu € W1’P(Q) s en outre P peut &tre choisie de sorte que
Pu soit & support dans un ouvert Q' fixe, strictement plus grand
que @ , pour tout u € W1’p(Q) . (P est un opérateur de (1-p)-pro=-
longement, voir [1 ] et [19]). On a, pour u € 01(5)

(1.28) HuIILp*(Q) < [ Pufl N

T R RN L I

1

dtot (i). Pour (ii) on applique (1.23) avec x € CQ' d'ol1, pour
u € C1(§) ,

(1.29) max |Pu(y)]
v€Q

d'ou en combinant avec (1.23)

1.30
(1:30)  Iull g o= 0 Bull g

Les relations (1.28) et (1.30) démontrées dans C1(§) se prolongent
par continuité & W1’p(9)

PROPOSITION 1.3. (Rellich-Kondrachov). Soient & un ouvert borné
de BN de bord 08Q de classe 01 et 1 < p g alors :

(i) si p > N 1'injection de W1’p(Q) dans C°(@) est compacte,

(11) si 1 < p <N 1'injection de W 'P(Q) dans I(Q)
1l <9< %%% , €5t compacte.
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Démonstration. Ie cas (i) résulte de 1'inégalité (1.30) et du

théoréme d'Arzela-Ascoli sur les familles équicontinues de fonctions.

Pour (ii) soit A une partie bornée de W1’p(9) . 31 P
est l'opérateur de (1-p)-prolongement & Wg’p(Q') introduit au
Corollaire 1.3 , P(A) est une partie bornée de Wg’p(Q') ; si elle
est relativement compacte dans I3(Q') pouwr q < N p/(N-p) alors
A est aussi relativement compacte dans. Lq(Q) . I1 suffit donc de
démontrer (ii) en remplacant W1’p(Q) par Wg’p(Q) . Comme C;(Q)
est dense dans Wg’p(Q) on peut supposer que A est une partie de
C;(Q) bornée dans W1’p(Q) et par homothétie on peut supposer

ull <1 , Yu€aAh,
W1’p(§2)
. oo, Ny o N
Soit p € C(R") & support dans {x € R : |x| £ 1} , p =20 et

N ° dx =1 . Pour h >0 on définit la régularisée Uy, de u par
R

(131 @] oEgu)ay = | eleutenaia

|z]<1

et A = {uh : u € A} . Nous avons

luh(X)‘sr p(z)lu(x—hz)ldz < HuH supp , et V1<ic<N
JZ <1 L1(Q)

0
“n
22 ls] 18 () utehe) awslull; sulB]

%Xy |z | <1

Ainsi A, est bornée et équicontinue dans 09(5) donc précompacte,
pour la convergence uniforme et a fortiori dans L1(Q) . D'autre parst
nous avons

g ()=u(@) | < | o(a) Iu(x)-u(x-hz)|az . pron
lzls1
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(1.31) luh(x)-u(x)l < J p(z)J ‘Z zi %%-(X-tz)]dt dz .
i

|z | <1

Fn intégrant par rapport & x on a

N du :
(1.32) nguh(x)—u(x)‘dx < hii1 JQ lEEﬁ‘dX <Ch |,

1
1m =
o ¢=|e] P . comme A, est précompacte dans L1(Q) il en est

de méme de A dans L1(Q) . Pour étendre le résultat & I3(Q)
q < N p/(N-p) on utilise 1'inégalité de H&lder et (1.28)

H

. T A u 1=\ < cllu A
(1239 Bl g = g o liZh s ol gy

avec p* = N p/(N-p) et A +(1-X)(% —'%) = % et C mne dépend que

de N et p . Sipour € >0 arbitraire, il existe Uy, «eoy Uy €A

‘tels que

(1.38) Yu€h, Tk € {1,...,m} et [uul , < /N Q1=1/A =1/N
L

(Q)
on déduit de (1.33) et du fait que |ull o <1 ,
’p(Q)
1.35) Yu€A, TkE{1,cce, t - < ,
(1.3) T (el ot ol <

d'olu la précompacité.

1.5. Traces des espaces de Sobolev

Nous nous limiterons & la théorie L2 sans chercher ftrop
de raffinements tant sur la régularité du bord gue sur celle de
l'application trace dans les espaces de fonctions & dérivées frac-

tionnaires.
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PROPOSITION 1.4. Soit © un ouvert borné de B de bord 0@ de
classe 01 . Alors pour tout € >0 il existe C_> 0 tel que
pour tout u € W1’2(Q) on ait

1/2 1/2 1/2
(1.36) (| v%0) e (92 Vaxy) s ca(j Lany)C
oR i=t Q

ot do est la mesure de surface (N-1)-dimensionnelle sur oR .

Démonstration. Premidre étape : on suppose qu'une partie T de OR

est dans 1'hyperplan Xy = 0 et
Q C{XGB .XN>O . Soient n >0
et ¢ € CM(B ) tels que

Ost<! , =1 sur T, !DC|<%

C(X1,...,XN)=O si  xm et

Q D{X:(X1,...,XN_1) €ErT , O<XN-<T)}°
Pour x€T , X=(X1,...,XN_1,O) et u € C1(§) , On a

u(X1,...,XN_1,O)=u(X1,...,XN_1,O) C(X1,...,XN_1,O) .
rn
—-Jo N(u(X "..’XN 1,£)C(X ’."’XN 1,C))d§ 9

d'ou
(1.57) Julxyyeevrmn 1500 <2] Ju e .,8)ae
. EXERERS AR T sﬁ]o u X1,..., N—1? cen

ceo JOI%EN(X1,...’XN"1,E>‘dg .

En utilisant 1'inégalité (a+b)2s 28°42b° et Holder on en déduit

g M

(u(X1,...,XN_1,O))2s EJ (u(X1,...,XN_1,§))2d£ + eoe

- j & (g5 eeerky_12E))208

Y
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et en intégrant par rapport a Xysooes Xy g 9

[

2
Jr(u(x1,...,XN_1,O)) dxyeeedXy 4 S oo

[

(1.38)
cee g u2dX + 2nr (9E )2 dx .
n g Jg 3%y

deuxidme étape : Dans le cas général on recouvre OR par un nombre

fini de boules Bk(1sksp) telles qu'il existe un isomorphisme
de B, dans Y tel que cpk(Bk nQ)c XER : XN>O et

(B noR) < {XERN : XN=O} . On pose Fk-wk(BknéQ) et on applique
(2 38) quk

Py

-1.2 ,
fr (uocpk ) dX1{..dXN_1 € ees

(1.39)
oo { (uo¢k1)2dx + 27 J (ng(uo¢£1)) dx .
(B, NR) k(B ne)

kl)l , est minoré
0x .
J on a

En utilisant le fait que le jacobien de ¢ s |det(

par une constante strictement positive dans Ban ,

' c N 2
(1.40) J uzdc < = [ u2 dx + Q.1 J ) (-QE ax .
n J k 129 0X..
BkﬂaQ BkﬂQ BkﬂQ

En sommant les p inégalités (1.40) on en déduit

N 2
¢ I du
(1.41) Judc < = g (X dx
r nJ =1 O%j ’

u2dx + Cn J
Q

Qi

1,2

pour tout u € 01(5) donc pour tout u € W ?*7(Q) , d'oh (1.36)

COROLIAIRE 1.4. Soit @ wun ouvert borné de R , de bord 0@ de
classe C1 Alors pour tout € >0 , il existe Cc tel gque pour
tout u € we (Q) on ait
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r 2 1/2 r 52, .2 1/2 r o2 1/2
(1.42) ( ( ) do) < e(z Jg(ax _—) d&x) o+ Ce(JQu dx)
*3

Jao

Démonstration. On a, pour 1 <i <N,

2 2
M (2 ¢ [ ,ou f d u
(1.43) [ (= )" doc <= | (=) dx + Cn % ( ) dx .
JGQ ox; n Jqo g éXJ@Xi
. 2 1/2
Comme I%%I = Ig %%. nil < (;(%%_) ) y o mn, est la i-idme
i i i i

composante du vecteur normal sortant, on a

2
[ ou,2 ¢ o[ ,ou 2 32y
(1.44) ! (__Q do <=3 (__ ) dx + C ¥ (______Q dx
JGQ on n g JQ ox N4 axiaxj ?

dtor (1.42) en utilisant la remarque 1.3 (R ayant la propriéte

du cbne).



