- 24 -

2. METHODES LIEES AU PRINCIPE DU MAXIMUM

Dans cette section Q est un ouvert de RN , N2, et

L un opérateur différentiel & coefficients variables définis dans

@ par
62u du
(2.1) Iu = .2. aij(x) 3 % + Z bi(X) =, +c(x) u
i,] i] i i

avec aij(X) = aji(x) pour tout (i,j). Omn note A(x) 1la plus
petite valeur propre de la matrice [aij(x)] et A(x) 1la plus
grande. L'opérateur L est elliptique si pour tout x € Q@ et

= (Ey,0e0Ey) ER - {0} oma

(2.2)  0<A(x) 2 gi s T ay(x) §8, 5 Ax) I g§ i
i iy i

L est strictement elliptique si A(x) > ko > 0 et uniformément
elliptique si de plus A(x)/A(x) est borné dans Q . Nous suppo-
serons par la suite

[0, () ] .
(2.3) —m—sc , VYxXxE€EQ,V1<cic<chN,

2.1. Principes du maximum

PROPOSITION 2.1. Soit L un opérateur elliptique dans un ouvert

borné Q avec c¢c=0 et soit u € CZ(Q) n ¢°(Q) vérifiant

(2.4) Iu >0 dans Q (resp. In < 0 dans Q) .

Alors le maximum (resp. minimum) de u dans Q est atteint sur

c'lest-a-dire

(2.5) sup u = sup u (resp. inf u = inf u).
9 oR Q 0Q
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Démonstration. Supposons tout dtabord ILu > 0 dans Q et que

u atteigne son maximum en x_ € Q . Comme u € CZ(Q) , On a

Du(XO) = 0 et par suite ? bi(Xo) %%.(Xo) =0 et

Lu(x ) = 3 (XO) ax ax (X ) > 0 . Comme la matrice symétrique
’

[ (X Y] définit une forme quadratique définie positive, il

eX1ste une matrice symétrique [a .] définissant une forme qua-

dratique définie positive telle que [aij][aij] = [a ij(XO)]

clest-a-dire

(2.6) i %y Gy = aij(xo) y V1<i, jsN,

Considérons la transformation linéaire de RN ¢ de matrice

[aij] et posons vVv(z) = v(z1,...,z ) =uo o(z) . oame v

atteint un maximum en sz = (x ) €9 1(Q) on a g(zo) <0,
Y1<is<h, clest-a-dire 0z

2 ox. ox

0 u 1 k
(2.7) T = (x )= =— <0 .

K,1 éxkéxl 0 z; ézi
éxl
Or SE; =0, et ? O @4y = al,k(Xo) . En sommant (2.7) pour
1 <1 <N, on en déduit
2

(2.8) T ak,l(X ) — éX (X ) = Lu(XO) < 0,

k,1

ce qui est une conbtradiction. Donc X € oR .

Dans le cas général on a tout d'abord a, (z) > A z) pour
tout z dans R . Soit y € R, L) = (a 1(‘) y 24 yb(x))e’
X=(X1,...,XN) . De (2.3) on ddduit L(eYX1)2 AMx)(y —yC)eYX1 . On
choisit y > C et pour € >0 on a L(ut+ce*1) > 0 . Par suite

s

(2.9) s_p(u+€ e¥*1) = sup(ute 1) .
0R

En faisant tendre e vers O on en déduit (2.5).
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NOTATION., Une fonction qui vérifie Im » O (resp. Iu < 0) dans
Q est appelée une sous-solution (resp. une sur-solution) de 1l'équa-
tion ITu = 0 . On pose uwt = max(u, 0) , u = max(-u, 0) ,

+ - + -
u=u =-u , jul =u +u .

COROLIATRE 2.1. Soit I un opérateur elliptique dans un ouvert

porné Q avec c < 0 dans Q et soit u € CZ(Q) n ¢°(Q) véri-
fiant (2.4). Alors

(2.10)  sup u < sup ut (resp. inf u > inf (- u)) .
Q oR Q 0R

Si Tu =0 dans Q , alors

(2.11)  sup |u|l =sup |u| .
o 0%

Démonstration. Soit QF = {x€Q : u(x)>0} , ona u = ut dans @7 et

2
_ o u ou
(2.12) L,u=1 aij(X) ST 2 bi(X) = 2 -c(x)us0 |,
i,] i3] i
et on applique (2.5) & wu dans Q+ y, par suite le maximum de u
sur Q@ doit &tre atteint en X €0t . osi X, € o , comme
u(xo) > 0 il existe un voisinage de X, inclu dans @ sur lequel

u est positive, par suite x_ ¢ %t . Par suite x €00 et

(2.13) SUp U = SUp U = SUp U = u(xo) = sup uw’
Q Q oQ oR

(On a supposé Q" non vide sinon (2.10) est évident avec une iné-
galité). Pour montrer (2.11), supposons sup |u| =sup u = O et
on applique (2.10) ¢

REMARQUE 2.1. On déduit de (2.11) 1l'unicité de la solution dans
02(9) n ¢°(Q) pour le probléme de Dirichlet inhomogéne
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(2.14) Tu=f dams Q, u=9 sur R

PROPOSITION 2.2. (Hopf). Soient L um opérateur uniformément
elliptique avec c=0 et u € CZ(Q) vérifiant Tu > 0 . Soit
X € 3R tel que

(i) u est continue en X,

(ii) u(XG) >y(x) , VxE€EQ ,

(iii) il existe une boule ouverte B < Q telle que x € 03B .

- ’ 0 rd rd - au .
Alors si la dérivée normale extérieure = existe en XO ’

on a

(2.15) E(x)>0 .

Si ¢ <0 et lel/A demeure borné, (2.15) demeure pourvu gque

ﬁozzo.

Démonstration. D'apres (iii) il existe R > 0 tel que
BR(y) = {X€RN:

auxiliaire v définie par

x-y|<R}CQ et lxo—y|=R . On considére la fonction

-e pour O < p < min (R, |x-y|) et a réel.

Si on pose r = |x-y| , on a

2
__=ar 2 i
Iv(x)=e [4aiZj aij(xi-yi)(Xj—yj)—2a§(aii+b (Xi—yi)]+cv ,
?
—ar?. 2 2 0 1/2
Iv(x)s e [4a"A(x)r —2a(aii+]blr+c] , o |o| = (= bi) .

1

Par hypotheése aii(x)/k(x) , ()| /A(x) et |e(x)|/A(x)
demeurent bornés,par suite, pour o assez grand, Iv(x)x0 dans la
couronne A = BR(y)-Bp(y) . Comme u—u(xo)<0 sur éBp(y) , il existe
e >0 tel que u—u(xo)+ev < 0 sur éBp(y) . Comme v s'annule

sur  OBp(y) u—u(XO)+€v < 0 sur 0Bp(y) . Par suite nous avons
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L(u—u(XO)+€V) > —c(x)u(xo) > 0 dans A et u—u(XO)+ev < 0 sur OA .
Fn utilisant le Corollaire 2.1 on en déduit u—u(xo)+€v < O dans A& .

Par suite pour tout + > 0O on a, compte tenu que (u—u(xo)+V)(Xo)=O s

u(x_=-tn)-u(x ) v(x -tn)-v(x )
(2.16) 0 0 5 —g —=2 X .
-t -t
‘ 0 —aR2
En faisant tendre +t vers O on en déduit 5%(X0)225Re >0 .

REMARQUE 2.2. Si %(xo) n'existe pas, (2.15) est remplacé par

u(xo)—u(x) =%

(2.17) 1

?

im i
x €T |x-x |
X - X ©

0]

o ' est un cbne de sommet X, inclu dans B . On en déduit le

principe du maximum fort de Hopf.

COROLIAIRE 2.2. Soit L wun opérateur uniformément elliptique avec

c=0 et u une fonction appartenant & CZ(Q) , vérifiant Iu > O

(resp. Iu < 0) . Alors si u atteint son maximum (resp. minimum)

dans Q@ , u_est une constante., Si ¢ < O et le(x) | /A(x) demeure

borné u ne peut pas atteindre un maximum positif (resp. un mini-

mum néegatif) dans @ & moins qu'il ne soit constant.

Dmonstration. Supposons que u ne soit pas constante et atteigne

son maximum M en un point de Q . Soit Q ={x€Q:u(x)<M} , @ est
non vide et 0 N Q@ est aussi non vide. Soit X, € Q7 plus pres
de 0Q° que de 32 et soit B 1la plus grosse boule ouverte de
centre x_  incluse dans Q7 . Il existe yEBNN ol ul(y)=M et
u(x) < M dans B . En appliquant la Proposition 2.2 on a %%(y)# 0
contredisant le fait que Du(y)=0 .

REMARQUE 2.2. On déduit du Corollaire 2.2 l'unicité a une constante

additive pres des solutions du probléme de Neumann inhomogéne
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(2.18) ITu=¢f dans Q , %ﬁ =¢ sur o .

2.2, Estimations L. de wu découlant du principe du maximum

On comnsidere le probléme de Dirichlet inhomogéne dans
l'ouvert borné @

2
Iu =T a; (X)E——BE— + ;bi(x)%% + c(x)u=f(x) dans Q ,
J i i

(2.18) 1y

/..,—-ﬁ.)\__,.\

u(x) = o(x) sur o .

THEOREME 2.1. Supposons que L sS0it uniformément elliptique dans Q ,

c <0 et b et ¢ soient bornés. Il existe une constante C dépen—
dant de @ et L telle que pour tout u € C (Q) n ¢°(Q) solution
de (2.18) on ait

(2.19)  sup |u| < sup 9| +Csup |E] .
Q 0 Q

Démonstration. Supposons sup |f| + sup I@I < o sinon (2.19) est
Q 0
évident. Comme Q est borné il existe d > 0 tel que

Q< {XEBN:() <x, < d} + Si afR on a
ax 2 ax o ox ax 2
Lo(e 1)72 a, (X)Er—?ar( 1)+;bi(x)5§7(e N=e"1(a a11(x)+ab1(x))
Jj i i

Lo(eaX1)2ae X1(ax1(x)—sup|b1!)21 pour « > 0 assez grand. On définit
Q

v par v(x)=sup|¢]+(ead-eax1)suplfl . On a
0 Q

(2.20) 1Iv = c(x)(suplcpl+(e°‘d-e°‘x1)suplfl>-sup|flLo(e°‘X1)
o Q Q

donc ~Iv > sup|f| 2 =f = =L u dans Q . Par suite w = u-v vérifie
Q

(2,.21) ITw >0 dans Q, w<O sur o9 .
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Par le Corollaire 2.1 on a Syp W < su w =0 , donc u < v dans
Q . De la méme fagon u > =v dans @ , d'olu (2.19).

2.3, Fonctions barriéres et estimgtions ﬁ” de Du sur 0oR

DEFINITION 2.1. Soient I 1l'opérateur défini en (2.1) et XOEOQ .

Une fonction w : @ = R de classe 02 dans @ est appelée une

fonction barriére de I en X si

(1) W(Xo) =0 ,
(i1) w(x) >0 ¥ x € 9 -{XO} ,

(iii) Iw < - 1 -~ dans Q .

On dira que l'ouvert Q satisfait la condition de la sphére intérieure

(resp. sphére extérieure) si il existe R > 0 tel que pour tout
x-x* |<R} telle

X, € 02 il existe une boule ouverte B=BR(X*)={X€RN:

que

(2.22) Bn Q= {XO} (resp. Bn Q = {Xo}) .

PROPOSITION 2.3, Supposons I uniformément elliptique dans 1'ouvert

borné Q et b- et ¢ bornés dans Q et supposons que @ vérifie

la condition de la sphére extérieure. Alors il existe deux constantes

k et p dépendant de L et du R de la condition de la sphere

extérieure telles que la fonction

1 1
2.23 = k(= - ———— ’
( ) W(X) (Rp IX—X*lp)

(x* centre de la boule B_(x*) vérifiant (2.22)) soit une fonction

L\

barrieére de I en X, -

Démonstration. On a évidemment W(Xo) =0 et w(x)>0, VXE@Q—{XO} .
Pour simplifier on peut supposer =x*=0 (en translatant l'origine)
et on a
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57

uniformément elliptique il existe A

0< A < A(x) < AM(x) A pour tout x € @ . Par suite pour k , P

assez grands (Iw)(x) £ -1 , V¥ x €
|x| >R pour x € Q .

@,

et A tels que

puisque @

(2) w(x) —xk - -y c k- (3 B
2. w(x _ - = k(—— - x5 ,
RP |x|®P R?  i=1 7
d'ol, en notant 6ij le symbole de Kronecker,
- (x) . X e Dy - kpéi. ro(ps2 XX
x X =L T op ¢ = —=ds — kp(p+
in lX|p+2 OX bX ‘pr+2 |X|p+4
52 om
Iw= 3 a,. c——t— 4+ 3 b, =—— +cCW R
L. i ox, ox., . 1 0x.
i,j i~y i i
Iw= 3 a, . (—2ds - kp(p+2)—t—i=)+ & b.kp —=—s + ck(— - ——
1,5 T |x|P* P T kPR x[®
Iw < ———2——( T (p+ 2)a X.X .~ Z(a l I2+b.X.IX|2)) et par suite
lep +4° . 1,3 iy M A 5 i*i
v < - ((A(x)(p+1) |x|2-0a(x)) x| °=b] |x|?) . Comme T est

est borné et

Ies fonctions barriéres ont été introduites pour 1l'étude

)

de la régularité & la frontidre de solutions d'équation de Iaplace.

Grdce & leur existence et au principe du maximum faible

nons l'estimation I? de Du sur

%

nous obte-

THEOREME 2.2. Supposons l'opérateur L uniformément elliptique dans

l'ouvert borné Q qui vérifie la condition de la spheéere extérieure,

32 de classe 01 » b et ¢ bornés et ¢ < O .

J1 existe une

constante C dépendant de I et @ telle que pour tout f - bornée

et tout u € C2(Q)nO1(§) vérifiant
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2

d " u ou _ \
.Z.aij(x) S5 2 bi(X) = * c(x)u = £(x) dans Q ,
i, 177 i i
(2.25)
u=0 sur 0 ,

on ait l'estimation

(2.26) sup |Du| < C suplf] .
R Q

Démonstration. Comme 0R est de classe 01 et u s'y annule,

|%%(X)l = lDu(x)l pour x € 3R ., Pour X, € 00 soit w la fonction

barriére de la Proposition 2.3 et définissons w par

v(x) = ul(x) +wx) sup |[f] , Vx€Q .0ma v(x)s>0 pour
Q
x € 0Q et

v = Iu + sup|f| Iw < £ ~ sup|f| < 0 .
Q Q

Par le principe du maximum faible dinf v » inf(—v_)=v(xo)= 0 .
Q lo/9)

Comme v(x) » v(Xo) = 0 on en déduit

ou 2o Xp__
(2027) o) < sg-plf‘ (311( W)(XO) < 2Rp+1

Sup‘fl ’
Q
en explicitant le calcul de %%(XO) - De la méme fagon on obtient

une borne inférieure en remplagcant u par -u .

REMARQUE 2.3, Dans le cas ol sur 0R, u=¢ non identiquement nul,

on est amené a chercher un relévement & de classe 02 dans Q

qui coincide avec ¢ sur O0Q . Si ¢ est continue et @ vérifie

la condition de la sphére extérieure, on peut trouver @ € 00(5)002(9)

vérifiant

(2.28) AMp=0 dans Q , ® =9 sur 3 ,
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(voir [ ]). Une telle fonction @ est un relévement de ¢ . On
applique alors le Théoréme 2.1 & W=u-® avec f remplacé par

f - L@ . Il existe bien d'autres méthodes de relé&vement (voir [14])o

2.4, Estimations globales pour Du

I'idée essentielle pour obtenir les estimations de Du
dans I?(Q) est due & Bernstein. Sa méthode consiste & dériver
1'équation et & appliquer le principe du maximum & iDu\2+% u2

et elle nécessite ume plus grande régularité des coefficients de 1L .

THECREME 2. 3. Soient © wun ouvert borné de bord 0O de classe C1

et L un opérateur uniformément elliptique dans @ , ¢ < O . Suppo-

sons en outre que les coefficients i3 bi et ¢ admettent des
J

dérivées partielles premiéres bornés dans R . Il existe alors une

constante C dépendant de L et Q telle que pour tout f bornée
ainsi que Df dams Q et tout w € G(Q) n C(T) vérifisnt (2.25)

on alit l'estimation

(2.29)  sup|Du| < sup |Dul+C(sup|u|+ supl|f| + sup|DE]) .
Q te]® Q Q Q

Démonstration. On définit la fonction auxiliaire W(X)=‘Du(x)|2+pu2(x)

ou u  sera choisi par la suite. On a

2
oW ou d™u ou
(2.30) —_— =2 = =+ 2y u=
OXi X an bxiéxk axi
2 2 2 3 2
0w o u d u ou d7u du ou o u
axibxj Xk 6Xiéxk éijxk an éxiaijxk éxi axj inij

En dérivant 1'équation (2.25) par rapport a X, 5 on obtient

P 2
Q7 u d u ou
Za__——‘—_+2b.————+c———=.°°
1,3 ij axiéxjéxk ;1 bxiéxk éxk
(2.732)
_or e % osw o o2, o
OXk éXk 5 éxk éXi 1,3 éxk ij éxiax.

)
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Soit X €Q tel que W(XO) = sup w . Si X € 0Q , (2.29) est
Q

vérifié. Supposons donc X €Q et w non constant dans Q .

Si (Lw)(xo) > 0 il existerait une boule ouverte B, de centre
X, de rayon € telle que Ba CQ et Iws> 0 sur Bs . Par le
principe du maximum fort c¢ devrait étre identiquement nul sur
B, et par suite w = W(XO) sur B_ contredisant (LW)(XO) >0,
donc (LW)(XO) <0 et (Lw+cw)(xo) < 0 . Bn utilisant (2.30),

(2.31), on a en X,

5 a. .( 52u 62u + Qu 63u ) +
1,3,k ijtox. 6Xk ax 6X bxk 6Xiaxjaxk
2 2
ou du du O u
cest U T B, ( +u ) + % b, ( ——) + ...
1,3 ij ax bx éxia 5 i,k éXk éxiéxk
ou 2
i k k

Comme L est uniformément elliptique, 0 < A < A(x) < A(x) < A .

Par suite

xz( )+>\z( )2+z (Za 53uJZb 62u+céu>
ax Xk b axk 3 ij ax éx aX i axiaxk éxk T
5%u du
e RSy T PR g oW s 0
1,J i
En utilisant (2.32) et (2.25) on en déduit en notant {Du[2=z(§ll-)2
i %4
2 2 ob. oa. . 2
o u 2 ou o]¢ i ou ij o u
AL (=) +pA\|Du|“+ % (=2£ -3 - X
i,k BXiéxk X ox bxk bxk 5 6Xk OXl 1,3 an bxibxj

(2.33)

ces tpuf <0 .,
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En appliquant 1'inégalité de Cauchy, on a

2. 2 3by 2 1/2
d 2 af
xifk(ggzgig) + pA [ Dul - l l = l lu lla‘zl+<2( k) ) |Duj...
(2.34) aa 2 1/2 2 21/2
I () ) B () ) b ruuts0

»d k 1,J 1

Comme les dérivées partielles de f et les coefficients de L sont
bornées dans Q , en appliquant 1'inégalité de Cauchy avec € il

existe C > 0 tel que

2 a qu 2
}\Z(-é;c-——) +H)\IDU-"‘_‘DU"'€Z(W) oo

ik 1,J i J

(2.35) )
~o(ulal®+ ple % 3G ) s 0

En choisissant € = % puis g = 40/%2 , on en déduit qu'en X

on a

(2.36) 2c/x2|Du|2_s c( 4 2( [u]?+e]|2) +] e ]%) .

2

Comme supIDul2 < Sup W = |Du|2(XO)+4C/x2 u (XO) , on en déduit (2.29).
Q Q

Fn utilisant les Théorémes 2.1, 2.2 et 2.3 on en déduit :

COROTLIAIRE 2.3. Soient & un ouvert borné de bord 0OR de classe 01

vérifiant la condition de la sphére extérieure et L un opérateur

uniformément elliptique dans Q , ¢ < O . Supposons que les coeffi-

cients de I admettent des dérivées partielles premidres bornées

dans Q . I1 existe alors une constante C dépendant de L et de

Q telle que pour tout f bornée ainsi que Df et tout
w € eXQ) n ¢ (T) vérifiant (2.25) on ait l'estimation

(2.37)  sup|Du| < C(sup|f| + sup |DE]) .
Q Q Q
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2.5, Estimations locales de Du et des dérivées d'ordre supérieur

Pour obtenir des estimations a priori sur les solutions
de (2.18) (probléme de Dirichlet inhomogdne) il n'est pas possible
d'avoir un relevement ¢ de ¢ dans Q qui vérifie

sup( |IP|+| D Ip|)< e« si ¢ n'est pas assez régulidre, et on nta
Q

pas d'estimation globale de |Du| . Par contre on peut s'isoler
de la frontidre R et obtenir des estimations I sur | Du |
dans tout ouvert Q' tel que Q' © Q , Pour ce faire on introduit
une fonction ¢ € C:(Q) telle que O <l <1 et C=1 sur Q' .

On applique alors les techniques précédentes &

2 2 2
(2.38)  w(x) =¢%°(x)[Du(x)|® +p u(x) ,
et on obtient une estimation de la forme

(2.39)  sup |Du| < C(sup|£| + sup|Df| + suplo|) .
Q" Q Q 09

Ia technique de Bernstein peut aussi servir & obtenir des
estimations sur les dérivées partielles d'ordre 2 (ou supérieur a 2)

de la solution de (2.25). On applique pour cela le principe du maxi-

mum &
62u 2 2
(2.40)  w(x) =3I (ggfggf) + p|Dul
1, i ]

On obtient des estimations locales de la méme fagon que précédemment

en introduisant la fonction ¢ .



