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3. METHODES HILBERTIENNES ET REGULARITE W2’2

Soient Q un ouvert de R et I 1l'opérateur & forme
divergentielle

(3.1) Tu = ?3 Sg;(a (X) l)+ i(ci(x)%%i+-é%i(bi(x)u))+ d(x)u ,

ol les fonctions aij’ bi, c.. et d sont des fonctions mesurables
et bornées sur Q . Soient g et ., 1 <1< N des fonctions
intégrables sur Q . On dit que wu est une solution faible de

1'équation

N o ;
(32)  Tm=g-rgs,

i

si u € W (Q) et pour tout v € C;(Q) on a

du v r au v
i,J°Q J i’Q i
(3.3)

000+J‘ dUVdX=Jr (gV'*'Zfi%v}-c')dX °
Q 9] i i

Lles hypothéses naturelles pour étudier la théorie hilbertienne de
1'équation (3.2) sont les suivantes : il existe O <A< A et Vv

quelconque tels que

(3.4) I PICRAIEL 2, VxEQ, VE=(E,,...,E )R ,
1y .

(3.5) L (ay (x)) , ¥ x€Q,
1,]

(3.6)  A7% 2(b (x) %+ ley () [+ a7 a(m) | < v2 , v xea .
1

Ia démonstration de l'existence de solutions de (3;2) est

fondée sur l'alternative de Fredholm que nous rappelons (voir [ 14])
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PROPOSITION 3.1. Soit T un endomorphisme compact d'un espace
vectoriel normé V . On a 1l'alternative suivante :

(i) ou bien 1'équation x-Tx=0 admet une solution non nulle,

(ii) ou bien pour tout yEV 1'équation x-Tx=y admet une
unique solution. Dans le cas (ii) 1l'opérateur (I—T)"1 est borné.

THEOREME 3.1. Supposons @ borné et que I vérifie (3.4), (3.5),

(3.6) et

\ v 1
(3.7) JQ(dvu-E b, Bii)dx <0, Vv E CO(Q) y, v>0 .

Alors pour tout g et fi , 1<i<N , dans LZ(Q) il existe un

unique u € W (Q) solution faible de (3.2) et on a 1l'estimation

< Cllgll o  + L

(3.8) Huﬂw1,2 12(Q) L (9))

(Q)

ou C mne dépend que de T et Q .

L'existence découlera (de facon non triviale) de 1l'unicité
via l'alternative de Fredholm. Pour étudier (3.2) il est naturel

d'introduire - la forme bilinéaire ¢ définie sur W ’ (Q) par

r du ov du
(3.9) ;(u v)—JQ Z.aij = éX.—;(Ci SE v-bou = )-duv} dx .
i,3 i Y%y i =

Ia forme § est continue puisque l'on a par 1l'inégalité de Cauchy-
Schwarz

l;(u,v)lsA{”Duu 5

. (Q)HDVH 2, dALDu]. 5 v

12(Q) 1°(Q) ”L2(9)+ o

oo Hufl 5

20 g, b s

Hull 5 2(0)

)HDVH 2 12(0)

L7(Q)
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d ol
(3.10)  |e(w,v)| < 1 la,2 a2

ol M est une constante. Par suite (3.2) équivaut &

(3.11)  g(u,v) = - JFQ(gH L £, %.) dx
1 1

pour tout v € Wg’Z(Q) « Pour démontrer l'unicité on utilise 1le
résultat suivant

IEMME 3.1. Soient £ une fonction de classe 01 par morceaux de

dérivée f' dans I?(B) et A 1l'ensemble des points anguleux de
f .8 u¢€ W1’1(Q) , R borné, glors fou € W1’1(Q) et on a
presque partout A

"£'(u) Du si ufga,
(3.12) D(fou) =
0 si u€ A,

Démonstration. Premiére étape : On suppose TF € 01(8) et f' est

bornée. Il existe une suite U, € Cm(ﬁ) convergeant vers u dans

W1’1(Q) et presque partout. Or on a

JQ!f(um)“f(u)‘dX < Sgplf'ljglum—uldxmﬁzg 0 et

[EZEREE LA Jrg‘f'(um)—f'(u)lIDu]dx+s§p|f'lJQIDum—DuidX :

Par le théoréme de Iebesgue et la continuité de f' ,

[

lim ||f'(w )Du ~ft(u)Duldx = 0 . Comme DEfou ) converge vers
m»+_wj m’ " m o

Dfow) dans le sens des distributions sur @ , on en déduit que

DEowW=f'(uw)Du et DEow) € W’'(Q) .
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" Deuxitme étape : Si u € W1’1(Q) alors w’, w et |u| appartiennent

by

a W1’1(Q) et on a presque partout dans Q

Du si u=>20

Du si u=>20 (0 si u=0
(3.13) Du'= ; Du = :Dlul={0 si u=0
0 si us<O ~Du si u<O Dusi u<o
- +
T1 suffit de démontrer la relation avec u' puisque u = (-u) et
lul =u™ et uw . Pour &> 0 on définit f_ par
2 2

u +¢e€ =g , s8i u>0 |,
(3.14) fe(u)=
si u<O

En utilisant la premiére étape on a pour tout ¢ € C;(Q)

(3.15) J £ (u) Dp dx = —r o) DU dx
Q ° J J 2.2
w>0 u +€
en faisant tendre € vers O , on en déduit J u+D@ dx=-J ¢ Du dx .
& w0
Dans le support de D u” est dans {XERN : u(x)>0} et p.p. Du =Du

sur cet ensemble.

Troisiéme étape : Si u€W1’1(Q) , alors pour tout 1E€R , Du=0 presque

partout sur {XERN : u(x)=1} . Pour cela on se ramdne & 1=0 et comme
Du=Du+FDuf le résultat découle de (3.13).

Quatriéme étape. Démonstration du lemme 3.1 : Par récurrence on se

ramene & un seul point anguleux que 1l'on peut placer en O . On consi-
dére alors f1 et f, de classe 01 sur R telles que f% » £5
soient bornées et f1(u) = f(u) pour us 0, fz(u) = f(u) pour

U< O . Comme on a f(u) = f1(u+)+ f2(—u-) le résultat découle des

premiere et seconde étapes.

REMARQUE 3.1. Ie Iemme 3.1 a été généralisé par Stampacchia [ 23] dans

le cas ou la fonction f mn'est que lipschitzienne.
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Démonstration du Théoréme 3.1.

* ona (u-k)+ € Wg’1(Q) et D(u-k)* = Xg Du ol Xg est
k k

la fonction caractéristique de Q = {x€Q : w(x) >k} , d'on

Thicité. Soit wu une solution dans Wg’Z(Q) de Iu =0 . Pour

+ +
+ d -k d + d(u-k
(s, (a0 =] 2y, §2 AL - 5o, B (uo e R
Q i,3 i J i i 1
(3.16)

oo = du(u—k)+}dx R

d'ou

+ + +
,s:(u,(u—k)+)=JrQ{i2j 2 5 f’(g;? »5(1;;1;) -?(-bi+ci)(u—k)+gﬂg§-1.sL}dx=

(3.17)

...J (d(uk) u - 3 D, %é}{u(uﬁk)+)}dx <0 ,
Q i T 0%

en utilisant (3.7). On déduit alors de (3.4), (3.6) et de 1l'inégalité
de Cauchy-Schwarsz

(3.18) (j |D(u—k)+|2dx)1/2 < v(f l(u~k)+\2 dX)1/2 .
Q 9)
Or (u—k)+ € Wg’z(Q) . Par 1'inégalité dé Sobolev (si on suppose I>2)

(3.19) C(JFQ‘(u—k)+|ZN/(N_Z)GX)(N_Z)/(QN)S v(JrQHu-k)*lzdx)Vz ,

et par 1l'inégalité de HOElder

(f |(u—k)+|2dx)1/2 < (mes.(Qk))1/N({ l(u_k)+)2N/(N¥2)dx)(N—2)/(2N)
Q Q-

d'ou

1/8 ./
( 3.20) cn(u—k)+HL2N/(N_2)(Q)5V(meS.(Qk)) / n&u€k>+HL2N/(N—2)(Q) .
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Par suite, si u’ ntest pas borné, alors pour tout k ,

”(u—k)+HL2N/(N-2)(Q> > 0 et par suite c¢ < v(mes.(Qk))1/N indépen-

damment de k , ce qui est impossible, donc u+ € ﬁm(Q) (dans le cas-
N=2 1'exposant 2N/(N-2) doit &tre remplacé par n'importe quel
nombre p , 2<p<») . Si on suppose u+ non identiquement nul et si

on pose 1 = sup ess ut , on déduit de (3.20) que l'on a
Q

N
(3.21) mes.(Ql)z(%) .

+
Pour 0 , on pose VvV = —-—E——: , Vv € Wg’z(Q) et v>0 . Comme

1 +e-u

£(u,v)=0 , on obtient comme précédemment

ou” ou?
ox, OX, [ lDu+|
(3.22) J 2 a..——l——a_}z dx = M) — dx ,
Qi,5 9 (1+e-u") Q l+e -u
: +
d'ou en posant W = Tog ——lié—f: y Dw_ = -——23-—: et
l+e=-u l+e~-u

(3.23) jQ!Dwglg dx < VleDWS‘ < v(mes.(Q))1/2(JQ|DW€!2 dX)1/2

/ + . .
Comme on a supposé u non identiquement nul, We n'est pas

constant et

[

(3.24) (jQIDWa!ZdX)1/2 < v(mes.(Q))1/2 .

Fn utilisant 1l'inégalité de Poincaré, on a

(3.25) CHWEHLZ(Q> < v(mes.(Q))1/2 .

et en faisant tendre € vers O , on en déduit par le lemme de Fatou
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(3.26) c]\log(:L )H 2 @) < v(mes.(Q))1/2 ,

et par suite mes. (Ql)—mes {x€Q : u+(x)=l}=0 , ce qui contredit (3.21).

Donc w'=0 . De la méme facon uw =0 , d'ol l'unicité.

Existence. Pour u € W1 2(

Q) mnous avons

du bu du
.26 =r z Z b =— +d
(3 ) £(vy0) JQ{i,j alJ 6X OXJ ( 1)u bxi u

2} dx

dron g(u) > | (r]ul®-(205e 02)) /2 ul [ul-la]u?} ax
: 1

2
s > | (rIul % Bioal®e 2R [ul® ax aren

2
(3.27)  g(u,u) > % jQ[Dulde - 322K JQ |u2| dx .

Par suite pour o aésez grand la forme ¢ _ définie sur Wg’Z(Q)
par ;G(u,v) = g(u,v)+0| uvdx , est coercive. Comme elle est évi-
demment continue (cf. (3.10)) on déduit du Théoreme de Iax et

Milgram que pour tout F dans le dual de Wg’2(9) , 11 existe

un unique u, dans Wg’Z(Q) vérifiant pour tout v dans Wg’Z(Q)
(3.28) g (u,v) = B(v) .
On définit ic par L u=Tu-ou et I de (Q) dans son

dwal W (Q) par Iu(v)—fQ uvdx pour tout v dans W ’ (Q)
Comme 1l'injection de w's? (Q) dans L (Q) est compacte (IT0p081—
tion 1.3) et que l'injection de LZ(Q) dans W’1’2(Q) définie
par la méme formule que pour I est continue, I est une applica-

tion compacte et 1'équation (3.2) équivaut &

of

(3.29) Ldu+qu=g-;aX ,
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\ . . . . e o~
c'est-a-dire en introduisant l'inverse LG de Lc

~—1 of
(3.30) u+o L, Tu L ( —i ax )

Or i;1 est continue de W’1’2(Q) dans Wg’Z(Q) , donc —331 I est

compacte de Wg’Z(Q) dans lui méme et par l'alternative de Fredholm
l'existence de la solution de (3.30) dquivaut a montrer que le noyau
de T est réduit & zéro ce qui a été fait. L'estimation (3.8) découle

du théoréme de Fredholm et de la continuité de 521 .

REMARQUE 3.1. Ia méthode utilisée pour prouver l'unicité peut servir

4 montrer le principe du maximum suivant : soit u € W1’2(Q) véri-

fiant Tu > 0 dans @ (au sens faible), alors

(3.31) sup u < sup ut ,
. Q oQ

+
ol sup u =imﬁkﬂ{:(utk) €W’ Mﬂ}.
0Q
REMARQUE 3.2, Dans le cas oit (3.7) n'est pas vérifié, alors pour tout
u € W ’ (Q) solution faible de (3.2), on a l'estimation

(3.32) ol 1,2,y S C(”gHLz( :: Hax I 2oy ul o, ) -

(Q) (Q) L(Q)

3.2, Régularité W2’2 locale

THEOREME 3.2. Soient @ un ouvert de R, , T 1'opérateur défini

en (3.1), fELZ(Q) et u€W1’2(Q) une solution faible de Lu=f

dans Q . On suppose en outre que (3.4) est vérifié, que les coef-

ficients 2. . et bi sont uniformément lipschitziens dans R et
J

gue les coefficients ci et d sont essentiellement bornés dans

R . Alors pour tout ouvert borné Q' tel que Q' < Q , nous avons
u € W ? (Q') et
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< ClJIE] 5

(3.33) Huﬂwz,z I9(Q)

+ Hu”W1,2 ) s

(@) (Q)

o C dépend des coefficients de 1L , de @ et de d'= dist(Q',39).
En outre 1l'équation

(3.34) T a. .._52_11-4.2(228;3.-_14.*0 +c).§l+(g?_?.j;+d)u=f
* i éX 0xX . NS oox. i 1/0%. . OX, ?
1,3 J 13 J i i i

est vérifiée presque partout dans Q .

Démonstration. Fn utilisant (3.3) 1'équation Tu = f équivaut 2

du AV [ ‘
(3.35) T | a, ., = = dx = gv dx ,
i3 Jg "13 0% 6Xj JQ
pour tout v € 01(9) avec = ¥(c ekt +-—£L(b u))+Hdu-f , clest-a-
0 ! & i i 6Xi éxi i ?
dire g € L2(Q) .
801t v € C (Q) et |h| < dlst(supp.v Q) . Pour 1<k<N ,
on pose AR v(X)—Ahv(x)=-{v(x+hek)—v(x)) ol e, est 1'é1ément de
RN de composantes 6; , 1<i<N . On a, en remplagant v par A_h
dans (3. 35),
duy v \ du  ,=h, v [, a-hy
(3.36) z [ (a,. ==) =— dx = - % a,., = A (=)dx = -} g A dx
i,jJQ ij ox.’ Ox. i,jJQ ij oxg ij JQ
h ou _ h .
Oor A (aij EE;)(X)— ai,j(X+hek)A ( )(X)+ A ( )(X) ( ) , d'ol
(3.37) T r (X+he )A (== ou ) dx = _{ ( Aot 5a v ) dx
. 2] 34,5 %, % IR 5 K. ’
1,j%Q h| 9] i i

ol @, = Ah(a..) X, or pour x€Q' 9 tel que dist(Q',00)>|n]

fh du

h A
(KyyeeesXy 4% e Ky g e X YAE , d'ol par
h Jo @: 1 k-1 k+1 N

on a Aku(x)

1'inégalité de H5lder
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h ou
(3.38) |& “HLz(Q,) = ”anHLg(Q)

Per sutte || (s 8% + 2 6 S0axl < (el p #2105 IV

12(Q) 1" T'12() 12(Q)
En utilisant la valeur de g , il existe C = C(N,L) tel que

[ oal el
(3.39) 1] (eaveey giaxl (Ol g o #HIEL 2 0 1] 2
et
[ h, du, d
(3. 40) i§jJQaij(X+hek)A (3§i)5§§dx S(CHHHW1,2(Q)+HfHL2(Q))HDVHL2(Q)°

Choisissons VvV = nZAhu ol n€C§(Q) , Osngl et n=1 sur Q' . En

utilisant (3.4) et 1'inégalité de Schwarz on a

~ 2 2 2 \hyduy,hed
j n°|D(a™n) | “ax s.Z.j a; s(xne )n” AN () (=) dx
Q i, j¥Q 1 J

[ hyduy_d (. 2,h o hy.. L os
< iZjJQai,j(X+hek)A (bxgpsig(n A u)—ZnB%jA uldx , d'ol
b

(a2, (ol o

] (Q)+HfHL2

e 2| DAl )
(@) (Q)>(HﬂD u”L2(9)+ [[Dm UHLg(Q)

(3.41)

aRBIE hu hu
oo o#C1||INDA HLQ || Dna HLz

(2) (Q)

En résolvant (3.41) on en déduit qu'il existe C tel que

(3.42) ”nDAhuHL2 s Ol g0, * HfHL2(Q) + HDﬂAhuHLQ(Q))

(Q) (Q)
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h . n
Comme  {[DnA uHL2(Q)S HD“HLQ(Q)HA uHL2(Q)S ”D“HLQ(Q)H“HW1,2(Q) et que
n peut &tre choisi tel que HDnH 2( )s k/dist(Q',0Q) = k/d' , on en
L (%

déduit

(3.43)  |A"Du]| ,

2(an) < C(”fHL2(Q)+ (14/d ") f|u|

w”z(sz))

Par suite pour tout 1<ks<N et tout ©' < @ les quantités APDu

demeurent bornées dans (LZ(Q'))1\T . Comme Ai

Bg_ (Du) au sens des distributions dans Q , et que les sous-
k

Du converge vers

ensembles bornés de (LZ(Q'))N sont faiblement relativement

compacts, Aﬁ(Du) converge vers Sgg(Du) dans LZ(Q')—faible

et (3.43) implique

d

(3.44) |5 Dyl , < C(Hf||L2(Q>+ (1+k/d')”u”w1’2

)
(2)

d'ow (3.%3). Comme Iu € LZ(Q') , pour tout Q' < Q , 1l'équation

(3.34) est vérifide presque partout dans Q .

REMARQUE 3.3. Le théoréme 3.2 se généralise de la fagcon suivante

i 2 o, dans Wm’m(Q)

{(m < o) , des coefficients c¢. et d dans Wm_1’w(9) et vérifie
(3.4) , et si £ € Wr2(Q) aiors toute solution faible de L u = f
appartient a Wm+2’2(Q') pour tout ouvert Q' tel que Q! = Q et

on a

Si 1'opérateur T a des coefficients a

(3.45) < (£ I

ez, 2001y " E(Q) i 2(q)



3.3%. Régularité W2’2 globale

Ie résultat suivant dfi & Nirenberg est le fondement de la

théorie L2 des équations elliptiques du second ordre.

THEOREME 3.3. Soient Q 1m ouvert borné de RS de bord o0 de

classe C° , T 1'opérateur défini en (3.1) , fELg(Q) et

u€W1’2(Q)' une solution faible de Tu = f dans Q . On suppose

que (3.4) est vérifié, que les coefficients aij et bi sont

uniformément lipschitziens dans Q et gue les coefficients c.

et d sont essentiellement bornéds dans Q . Alors u€W2’2(Q) et

il existe une constante C ne dépendant que de T et Q telle gque

(3.46) Hullwz,z(m < o ”f”]—ﬁ(g) i Hu”Lz(sz)) .

Démonstration. Premiére étape : on suppose que Q=RN+={X€BN:XN>O} ,

que u s'annule sur {XERN:XN=O} et est & support compact dans
RNt . Comme dans la démonstration du Théordme 3.2, 1'équation Iu=f

se raméne a

. ou v [
(3.47) £ | & & X gy ov dx
13 JRN+ 1j Oxy éXj JRN+

pour tout v€C;(BN+) avec gELZ(BN+) & support compact. Avec les
notations du Théoreme 3.2 on choisit comme fonctions test les
fonctions v=Ai u , 1<k<N , (translations paralléles & la frontidre

de RN+) et on obtient comme précédemment

h \ .
(3.48) |D A u < c(fig]] + Jiul| ) .
1 HLZ(RN+) Il 2 g, \W1,2(RN+)
Par suite pour tout (k,1) ; 1<k,1<N tel que k+l<2N , -&-5-;—
. k1

appartient & LZ(RN+) et vérifie
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2

(349 el o, s, = Ol + [l )

ax ax 28 l L2( w20

a2
Pour étudier le dernier terme ——% on écrit 1'équation sous la forme
0xX
N

d duy _ 0 ou

(3.50) ox (aN,N ox ) =g - RIS (aij OX . ’
N N 1,3 J i
1 +<2N
. 2, N+
et le terme de gauche de (3.50) est une fonction de L°(R" ') . Or au
2 oa
sens des distributions dans RN+ ( =g ou N . -
Sun 6X NN 2 _
ox 0x 0x
N N N
oa . ;
Comme = est borné et a,, > A par (3.4) on en déduit que
Xy NN
ézu 2, N+
— €L (R™7) et en utilisant (3.49) et (3.50)
0x '
N

6211 )
(3.51) —5|| < C(|£|l + Il o

”ax§ L2 (R FEl 2 gy W' 2(rMH

En utilisant (3.49), (3.51) et 1'inégalité de Poincaré on en déduit

(3.46) avec Q = BN+ .

ouvert Q! tel que Q'€ Q , u € W2’2(Q') et on a l'estimation (3.33)

avec |lul 1 )2 remplacé par ||u|| 2 . Comme le bord oR de &
77(Q) L(Q)
est compact il suffit de montrer qu'en tout point X, € o, il

existe un voisinage ouvert V de x5 tel que Uy la restriction

de u & VnQ appartienne a 2 2(V n Q) et vérifie

< C(JIE]l

12(2) + w5 ) .

(3.52
) Huﬂwz,z 12(0)

(VnR)

Soit donc x, € 0Q et soit (V,p,Q) wune carte locale au voisinage

de x cl'est-a-dire que V est wn ouvert de RN contenant Xy 0

.2 . N, §=1 2
p wn CT-difféomorpHisme de V sur Q={yER" : 'y y; < Vet IyNi<1}

tel que i=1
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p(RNV)=Q =Qn R = {y€Q : Yy > o}
(3.53) Jp( @ n V) {y€Q : Ty < o} ,

p(RnV)=2 =0 nQ = {y€Q: yy=0} ,

]
O
it
O
D
=)
i

(on suppose p(XO) = 0 par translation). Soient B' et B" deux
boules de centre x_ telle que B'CB"<C B"CV et soit 7 € C?(V)
telle que O <mn < 1, & support dans B" et valant 1 sur B' .

Soit v € C:(RN) 4 support compact dans Q n B" alors

[ d ;v \ j ' gelil
. ra,., x— = dx= dx+ Za,. (= = -v = dx .

Par suite, en intégrant par parties,

(3.55) z J a.. =— (nu) oV dx = J Gvdx .
i lg i . Q

_ on_ odu 2 .

avec G = g=- I (bx 3, U ) i 3% 3% —) . Donc G € L°(Q) et est
i, J J i

& support dans Q n B" . En outre |G| 2 <C(|I£|l 5 Hwl ) .

12(Q) 14(Q) | W A(Q)

A toute fonction w mesurable (pour la mesure de ILebesgue)
dans V on associe la fonction w = WOp—1 H W est mesurable pour
la mesure de Iebesgue et il est facile de vérifier que l'application
w e~ w définit un isomorphisme de Wm’2(V) dans Wm’2(Q) pour
m=20,1, 2 . Soit v € 05(9 n B") , ona

d ,~y OV [ o~ ~ ~
(3.56) = f a'y 5 se—=(nu) =— dy = &y) v(9) 3] ay ,
K,1 ot k,1 éyk éyl jQ+
ot |J] est le jacobien de p—1 et ol les coefficients a' sont

k,1
donnés par

0p,. Op

- S =KL ¥

(3.57) aly 1 =2 8 55w 19
i, i %%
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Ies fonctions a'k 1 sont de classe 01 dans 5+ . S0it
?
§=(E1,---,§N) ’ on a

: oa' £ & =13z 2 & Te B, g
a —1 a"———— ’
K,1 k,1°k"1 K,11,] ij éxi éxj k-1
. dp op
o~ k 1
=|J] T a,., = € = g ’
i,3 ij K,1 6Xi k éxj 1
op op
~ ~ % k
=|J] % a..(2=—E)Z=—25E.) .
1,3 13 'y éxi k k éxj k

Comme m g IE\ <M ou m et M sont strictement positifs, on a

, P 2 2
( 3058) Za klgkgl 2 mA Z(Z F.X— Ek) = Am iJ(Fs) | °
1,1 ix 9%

ot J est 1la transformation linéaire de R de matrice (5§$) .
Comme J est un isomorphisme et p est de classe C il
existe o > 0 tel que pour tout & € RY ot tout x €V s
13(2)]° = alg]® , a'on

(5.59) £ &'y & & = moA BHE

k,1
On‘déduit alors de la premidre étape que mnu € W2’2(QHB') et
(3.60) n < O 5[3{ m

2,2 ans® I T2 ey 1™t 2 g anany)
et par suite
(3.61) | cr(|f

Lﬂu”w2’2(QnB') = ol HLZ(QOB") " HuHW1’2(QnB"))

d'ol le théordme en utilisant 1'indgalité de coercivité (3.27).
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REMARQUE 3.4. Ia conclusion du Théoreme 3.3 reste valable si on
remplace l'hypothése u € Wg’Z(Q) par il existe @ € W2’2(Q) tel
que u - @ € Wg’Z(Q) . L'estimation (3.46) devient

(3.62) |y 12,2 ez 2 + el 5

20y * Pz

(Q) L(Q) (@)

3.4, Une application & un probléme non lindaire

Dans cette section nous supposons gque & est un ouvert
borné de RN de bord 0dQ de classe 02 et L est 1l'opérateur

a4 forme divergentiel défini par

(3.63) Tu = T 5%7_(aij(x) %%.) +c(x)u .
1] J 1

On se donne une fonction g continue croissante définie sur R .

PROPOSITION 3.2. Supposons que les coefficients 8 1 soient umifor-
J

mément lipschitziens dans Q et vérifient (3.4), que ¢ soit essen-

tiellement borné dans Q et c(x) £ O presque vartout. Alors pour
tout f€L (Q) il existe un unique u€W ! (Q)nW1 2(9) tel que
g(u)€L (Q) , vérifiant

’

(3.64) T (e (x) §2) +o(x)u - glu(x)) = £(x)
i,] J *1

presque partout dans {Q .

Démonstration. Remarquons tout d'abord que si u vérifie (3.64)

presque partout il vérifie aussi 1l'équation dans le sens faible

suivant : pour tout V€W;’2(Q) , On a

© 9
(3.65) JQ{.Z.aij 5%. 5%. -cuv +glu)vidx = - [ f v dx
1, 1 J
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N

Par suite si u et fi sont deux solutions faibles de (3.65) tels
que g(u) et g(f) soient dans LQ(Q) on en déduit puisque
u-ti est dems W ’%(Q)

(3.66)

F { z 24 5 &qj(u—ﬁ)-g%(u?ﬁ)—C(u—ﬁ)2+(g(u)-g(ﬁ))(u—ﬁ)}dX =0
i ]

Comme ¢ < 0 et (glu)-g()u-fl) = O on obtient par (3.4)
(3.67) xj ID(w-)|2ax =0
Q

d'ot u-0l = 0 en ubtilisant 1'inégalité de Poincaré.

Iz démonstration de l'existence se fait en trois étapes en
supposant tout d'abord g lipschitzienne sur R , puis en approximant

g quelconque par des g, lipschitziennes,

Premiére étape : g est croissante, lipschitzienne de constante k .

On définit la fonction j par j(r) =r - % g(lr) . Il est immédiat

de vérifier que j est une contraction croissante définie sur R .
Si V€Wg’2(Q) on définit w = I(v) comme étant la solution dans
2,2

W 2(@)n W 12(Q)  de

(3.68) T (e (x) §5) + (c(x)-kw = =kj(v) +2(x) ,
1sd J 1

presque partout dans Q (une telle solution existe d'apres le

Théoréme 3.1). Soient # = I(¢) , on a

[ A(w=) O(w—t 2y 2 o
Jol, 2 ey SR A (e (o) Jaske|_(3()-3(0)) (w=0)x

(3.69)
| ]

d'ol en utilisant (3.4) et c < O

(3.70) KJQ‘D(W—W)‘ZdX+ klw—ledX < kj@(j(v)-j(?))(w—ﬁ)dx .
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Comme j est une contraction, |{Q(j(v)—j(0))(W-W)dxls”v-VHL2QHW-W” 5

L7(Q)

Fn utilisent 1'inégalité de Poincaré on en déduit

(3.71) (?\C+k)HI(V)-I(V)HL2(Q) < knv-anZ(Q) .

Par suite l'application I est une contraction stricte de I(R) ,
donc elle admet un unique point fixe u , c'est-a—dire que

u€W2’2(Q)ﬂWg’2(Q) est la solution de

(3.72) 3 (e, (0 )He(x)-Ku = - ku + g(w) + £(x)

i,] J 1
et u vérifie (3.64).

Deuxidme étape : Ia solution u de (3.64) vérifie

. - 2(0)] £ - g(0 .
(3.73)  Jle(uw) - & )hL2(9> < | g( )”LZ(Q)

Pour démontrer (3.73) on régularise g de la facon suivante
soit pEC:(RN) , p >0, supp. p < ]-1, [, jﬁ o(y)dy = 1 ; on pose
Po(7) = m plny) pour nel-{0} et g, (r)=| o, (y) &(r-y)ay . Ia fono-
tion g est de classe C , croissante. Em outre Ign(r)—g(r)ls % .

En prenant v=gn(u)=gn(u)-gn(0) dans (3.65), on a

(3.70) | § ou

RIS 4 5§5<gn<u>>-o w g, (w)+ (g(w)-g(0))g, (w)ax = ...

eee= —JQ(f—g(O))gn(u)dX R

U _0 /4 _a oSu du
Or 2 2, 3% S (Bp(w)=gi(wWT a;, ox; Ox,

. s 0 et -cu gn(u) > 0,
1,] 1 J i,]

dou
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(3.75) Lfg(u)—g( 0))8,(u)axs- L}(f—g( 0))8, (w)dxs|£-g(0) uLanén(u) o2,

Fn faisant tendre n vers + % on en déduit (3.73).

Troisidme étape : Fin de la démonstration. Pour n € N - {0} on

définit la tronquée de g par

g(n) si r>n ,
(3.76) Tng(r) = {g(r) si |r] sn,

g(-n) si r<-n .

Ia fonction Tng est continue, bornée et croissante. On régularise

T,& en posant hn(r) = JR pn(y)Tng(r—y)dy . Ia fonction h = est
de classe C , bornée et croissante et comme Tng est bornée, hn

est lipschitzienne. D'aprés la premiére étape, il existe
un€W2’2(Q)mwg’2(Q) vérifiant

: o
(3.77) 3 w(a, (0)52) +o(x)u, -0 (w) = £(x)
i, 3 i

presque partout dans Q et comme hn(O) =0, ona

(3.78) ”hn(un>-hn(O)HL2(Q) - ”f_hn(O)HLz(m ’

or hn(O) est borné indépendamment de n , donc d'apres (3.78) et
les théordmes 3.1 et 3.3, il existe C = C(L,2,f,g(0)) tel que

(3.79) a .

”un“W2’ 2({2) s

Comme l'injection de W2’2(Q) dans Wg’2(9) est compacte, il existe

une sous-suite {u_ } de {u} et u€W1’2(Q) tels que {u_ }
n, n 0 n,
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converge vers u dans Wg’z(Q) et presque partout dans Q . En
outre d'aprds (3.78) et la réflexivité de W2’2(Q) , u appartient
a W2’2(Q) . Comme la suite {hn(uh)} est bornée dans LZ(Q) elle
est relativement compacte et on peut toujours supposer que

{hn (w. )} converge faiblement vers ¢€L2(Q) . Par suite la fonc-
k

nk)

tion u satisfait au sens faible et presque partout dans

(3.80) 3 (e (x) E) +o(x) u-¢=2(x) .
1,3 i

Ia démonstration sera terminde si on arrive & montrer que ¢ = g(u) .

Comme g est continue hnk(uh (x)) tend vers g(u(x)) pour presque
k
tout =x€Q . Soit K = supp.(¢—g(u))+ et supposons mes.(K)>0 ,

donc JK (¢=g(u))dx>0 . D'apreés le théoréme d'Egorov, pour tout
e0 , il existe un compact X_ tel que KK, mes.(K—K€)<e et

h. (u. ) converge vers g(u) wniformément sur K_ . On a
n_ N, £

(o) [, (o )-g(w)ax=| (1, (o, )-g(w)axe] ng (, d-g(w)ax -

k Tk JK8 k k Tk
K—K8

Or 1lim j (hn (uh Y=g(uw))dx = 0 . Mais d'apres (3.78) et le lemme
n, - K8 k k

de Fatou, |h_ (u_  )-g(u) < ¢ (indépendant de n,) d'ol
n, o HL2<Q) K

Il (o (w V-g(uw)dx < J& C ; on déduit de (3.81)
K[K M Pk

€

(3.82) niii JK (hnk(unk)—g(u))dx =0 o

D'un autre cbté, par convergence faible dans LZ(Q) y ON 2

(583 1m | (i, (, )-s(u)ax = [ (s-g(w)ax

nk»mJK k JK

ce qui contredit mes.(X)>0 . De la méme facon mes.(supp.(d-g(u)) )=0
et ¢ = g(u) .
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REMARQUE 3.5. Ia proposition 3.1 s'étend a des fonctions monotones
discontinues (plus généralement & des graphes maximaux monotones
de R° voir [10]) . 81 g est une telle fonction monotone définie

sur R on note g (r)= lim g(s) , g+(r)= lim g(s) et g_=g+ sauf
S=7r S=r
s<r s>

sur un ensemble dénombrable. Si T, est une suite qui tend vers r ,
on a

(3.84) g“(r)sliq#igijpn<y)g(rn-y>dyslimﬁsgijpn<y>g<rn-y>dysg*<r)

On démontre alors de la méme fagon que précédemment le résultat
suivant

Pour tout fEL(Q) , il existe un unique uwEW'? A(Q)AWe? %

.
A\

2)

tel que

(3.85) 3 (e A2 +o(m)u - 2(x) € [g7(u(x)),e (=)
1y J 1

presque partout dans Q .

Iz théorie des équations aux dérivées partielles multivoques
a été développée depuis une douzaine d'années en vue de ses nombreuses

applications aux problemes de contraintes en physique ou en économie.



