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5. THEORIE DE CALDERON-ZYGMUND ET REGULARITE W2’p

Dans ce chapitre nous étudions la régularité dans des espaces

de Sobolev des solutions dans Q < BN de 1'équation

bzu
(5.1 T oayy(x)
1y i

+ I bi(X) %%. +-c(x) u = f(x) .
i i

Si f appartient & IP(Q) , 1 <p<w et les coefficients 2y5 7 o,
et c¢ sont continus, nous montrons que u est dans Wfég(ﬁ) . Ce
résultat repose fondamentalement sur l'interpolation et la théorie de

Caldéron et Zygmund des intégrales singulieres.

5.1+ Théoréme d'interpolation et Iemme de décomposition

DEFINITION 5.1. Une application lindaire T : IP(RY) —» IP(RY) , ¥ 1,

1 < pAs 0 est dite

a) de type (p-p) (fort) si il existe C s O tel que

N
, V£ € I1%Rm)

(5.2) o),y = Ofie]

(RY) P(RY)

b) de type (p-p) =faible (p <) si il existe C > O tel que

(5.3)  mes.(x€R™:|Te(x)[>a} < (2 2| . ¥ ., Va>0, ¥ £eIP(RY)
T R(RY)

Si T est de type (p-p) (p < =) elle est de type (p-p)-faible
puisque pour o > 0 , et f€Ip(EN) , on a

aP mes{XERN s | T (x) [>a} < { [Tf(x)lp ax
{|7f |>a}

b

Q

< iRN |re(x) | ax < CprH
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Par contre la réciproque est fausse.

DEFINITION 5.2, a) Pour 1 < p,q < on note

(5.4) LP(RN)+Lq(BN)={f:Ef1€IP(RN),HfZELq(RN),f=f1+f2} .

b) On appelle fonction de distribution d'ume fonction g mesurable

dans EN la fonction @ définie sur E;' par

(5.5) B(a) = mes.{x:

gx)|>¢} , Va>0 .

IEMME 5.1. Soient 1 <p <o ot g€IP(RY) , alors

~+0Q
(5.6) jBN lg(x)|® ax = p JO o d(a) do &

N+1

Démonstration. Soit G = {(x,t)ER : 02t < !g(x)\p} . On a alors

J g le(@) [P ax = {f at dx = f{ dx dt en utilisant le théoréme de

R el Q

Pubini. Or ' dx dt = r*m
He J

mes{x:|g(x)|[®>t}dt . On pose t = o et

0
ona (5.6).

THEOREME 5.1. (Marcinkiewicz). Soient 1 £ p < g <o et T une

application linéaire définie sur LP(RN)+ Lq(BN) . Supposons que

T soit de type (p-p)=Ffaible et de type (g-gq)-faible alors pour
tout r tel p<r<g, T est de type (r-r)-fort, clest-a-dire

.
(5.7) HTfUIF(BN) < c(z_~)ufu_Lr , v oeerf(RY) .

(RY)

Démonstration. Soit fELr(RN>

1 2

.« On écrit f=f,+ f, avec, pour o >0

?
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'f(X) si |f(x)|>a , 0 si |£(x)[> a,
f1(X) = et fz(x),=

0 si [£(x)|sa , f(x) si |£(x)|=a .

on = f1€Lp(YRN) et 2 6LYEY) et |Te(x)| < |T£,(x) |+ [2E,(x)] .

Si @ est la fonction de distribution de TIf , on obtient

B(a) = mes.{x:|Tf(x)|>a} < mes.{x:le (x) |> a/2}+mes {x:[T£,(x)> 5 }
d'ot @(a)s= z;fé;ELRle1(X)lde+-z—féga] le2(x)|q dx ce qui signifie
o
(5.8) ?(a) < 235 J |f(x)lpdx + 2%5 j If(x)lq ax
o
{1£]>a} {|f ]}
T 0 ot
Or ”TfHL (B ) = rvo o d(a)de drlapres (5.6) d'ou
400 :
HTfH < 2Por oF 1P J I£(x) |Pdxda + «..
II(B ) Y0
{l£[>el
... 2%0r J*war—1_q { |£(x)|? dxda
{1£]sa}
100 £ 10
Or J o= 1P I£(x)|Paxda = j |£(x)|® j o" " 1 Pagdx= ___J l£(x)|Tdz
0 (|£T>a) el 0 n
N l£(x) | %xda = | |2 |qr+oo T 0ax= =1 |£(x)|Td
] ] x) | dxda = JBN (x) e oadx= J N x) | dr.

0 £

{1£]=a}

et par suite

2%rc(g-p) T 2

Tr
d .
(o) (r gy et T

(5.9) jBN |T£(x) [Far <

ce qui termine la démonstration du theoreme de Marcinkiewicz.
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THEOREME 5.2. (Iemme de décomposition de Riesz-Besicovitch). Soient
a>0 et f€L1(RN) , T > 0O presque partout. Il existe alors deux
ensembles F et Q@ tels que

(1) B =Fye=0¢,Fne=9,

(ii) f£(x) < @ presque partout dans F ,

400
(iii) @ = y Qk , ou les Qk sont des cubes dont les intérieurs

k=1

sont disjoints et

(5.10) a < EEE{%@;T JQK f(x) dx < 2N o .

FEn particulier

1
(5.11) meon(®) = Il g o

Ve . Ve N Ve A rd rd
Démonstration. On décompose R~ en un réseau de cubes de cbté egal

choisi assez grand pour que si Q' est un quelconque de ces cubes

on ait

1
(5.12) WJQ, fdx <o .

. - N Ve . Ve -
On divise alors chacun de ces cubes Q' en 2 cubes égaux d'intérieurs

disjoints et deux cas se présentent si Q" est un de ces cubes

deuxitme cas. EEE%TﬁWT JQ" f(x) dx > a .

Dans le deuxiéme cas on choisit Q" comme un des cubes Qk de 1'énoncé

et on a (5.10) puisque EESLTEWT JQ f(x) dx < =y ] - J ’ f(x)dx <o
: " mes .(Q' Q
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Dans le premier cas on continue les subdivisions en 2N cubes disjoints
a chaque foils jusqu'au moment ol on rencontre un cube du deuxieme cas
(si i1 y en a). On appelle @ 1la réunion des cubes Q. pour lesquels
on est dans le deuxidme cas et F =R' - Q . Si yEF il existe ume

f(x)dx < o et

suite de cubes {Qz} pour lesquels

mes . (Q ) JQ

mes. (QL) - 0 . En utilisant le théoréme de dlfferentlatlon de Iebesgue
4 +00

f(y) = lim ———l——z— f . f(x) dx pour presque tout y (en tout point
4=+ mes.(QY) YQ

de Iebesgue de f) et par suite f(y) < o en un tel point.

5.2. Intégrales singulidres

DEFINITION 5 3., Soit £ET2 (B.) . Alors la transformée de Fourier I

~est définie par

(5.12)  f£(y) = lim J e AKX, ¥ f(x) dx ,
110

|x|<n

1a limite étant prise dans ILo(RY)

Ia transformation de Fourier est une isométrie de LZ(BN) et
on &

"\ .
(5.13) f*g=%g& , vf&,egc€1E)

’

* désignant la convolution et

- "

PN 2, N
(5.14) for, =c¢ fo1:1/€ , Ye>0 , V£fE€EILY(R)

’

ol Te(X) =ex , Vx¢€ B .

Nous allons maintenant étudier l'opérateur T associé & la
convolution de f avec un noyau K défini dans EN—{O} a valeurs

réelles et vérifiant pour wne constante C

e
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(K.1) |k(x)| < cix|‘N , Vx¢€ gy - (ot ,
(K.2) { IK(x-y)-K(x)|ldx s C , Vyc¢ R - {0} |,
Ix|=2]y]
(K.3) { K(x)ax =0 , V¥ R, , By 5 O<Ry <R, <o ,
R,<|x|sR,

IEMME 5.2. Soient K vérifiant (XK.1), (K.2) et (K.3) et pour £ > 0

K(x) si |x| =«

KS(X) = . Alors K _ € LZ(BN) et il existe C

0 st x| <e

indépendant de € tel gque

(5.15) sup [Ka(y)‘ < C .
yECRN
- "My, ¥ xeR"
K, € LZ(RN) . Pour montrer (5.15) on commence par supposer € =1 .
K. vérifie de toute évidence (K.1) et (K.3). Soit y#0 , on a

Démonstration. Compte tenu que [Ke(x)l < C min(e ’ !X

[ |K1(X—y)-K1(X)ldX = [ IK(X—y)-K(X)ldX + { [K(x) |dx ...
lx+z2ly| IX*zZlyl 1x]|22]y]
|x|=1 |z |21
|x~y|=1 | x-y|<1
...+Jr |K(x—y) |ax .

|x|=2]y|
| x|<1
|x=y|>1

Ia. premiere intégrale du terme de droite est majorée paf C . En outre
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Jl' |K(x)|dx < [ K(x)]dx < C [ 1x|™ ax = ¢ o(w)
lx|=2]y| 15{X|52 1S{X‘52 '
|| =1
|-y |<1

o C(N) = |XI—N dx . De la méme facon
1<]|x| <2 '

j |K(x-y)|dx < C c(N) , et K1 vérifie (K.2) avec C remplacé
|x|=2]y|
|X|<1
|x-y |1
par (1+2C(N))C . Pour y # O mnous avons

(5.16) ﬁ1(y) = lim } 21X, 7> K1(X) ix
T1=—00
|x|sn
clest-a-dire K1(y) = J eZin<X’y> K1(x)dx + e
|x|<1/]y|
.. + 1im J e S1TE, 7 K1(X)dX , =1, + 15
0
1/lylslx|sa

Estimation de I, - Grice & 1l'hypothése (K.3) on a

I, = [ (e21n<x’y>—1) K1(X)dX d'olu par la formule des
lXtVlyl |
accroissements finis |I1lg2n|y] lelK1(X)|dX < 2nCly] I ]XI1_NdX
x|<1/]y] x|<t/ly]

et finalement |I1| < 2m C[SN_1| o
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|2 | 1 ot eZin<y,Z>= -1

Estimation de 12 . Soit z % —2;2 R =
|y | 2yl

alors | K (x)e? ™V ax = [k (x-2)e "X gx
1 J 1

b
lxisn |x-z | <n
= - J K1(X—z)82in<y’X> dx .
|x~z|<n
Par suite I K1(X)e21n<y’X> dx = % [ <K1(X>—K1(X—Z))621ﬂ<y’x> dX sae
|X+sn lX%sn
|x-z | <n
|x[>n
et J K1(X-z)821n<y’X> dx = =~ { K1(X)e2in<y’X> dx .
]X-len |X <n
[Xl>n |X+zl>n

Si on pose B =
Z 41

{x : |x| <n et |x+z|>mn} alors
N-1

mes.(BZ’n) <Cyn et |x| = n-|z| , ¥x€ Bz,n . Compte tenu de
(K.1) , lim J K, (x) AT XT 4y = 0 et
n-de0 Yo

Zy0

21 m<x,y>

I,=lim % { (Ky(x)-Kq(x-2))e AX = <o

(5.17) . 1/ yIS‘X‘Sn

21 T<x,y> ax ,

ol —

| (K1(X)+K1<X—Z>)e
\XLVM

I, = J1 + J2 . Nous avons

]J1|s % J ‘K1(X)—K1(X—Z>ldx= % J tK1(X)—K1(X—z)ldX < C(142 C(M) &

1/1yl=lx] 2|z <|x|
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J2 = - -15 K1(X)62175<X,y>dx+% Jr K1(X)eZiTE<X,y> ax
1x|<1/1y] |x+z|<1/|y]

Jy = = % K1(X)82iﬂ<x’y>dx+-% J K1(X) e2in<x’y> dx .
‘Xﬁs1/|Yl lx|21/|y]
[x+z[21/]y| x4z |<1/]y]

eis {x : |x|< 1/]y] et [|x+z|21/ly|} € {x: 1/2]yl<lx|<1/Iy]}

et {x: |x|21/lyl et |x#l|<1/lyl} = {x: 1/|yl<lxl<3/2ly]} , dto

s [ Ig@laxso [ = Tax = o™ g 5 .
1/2ly]slx|s3/2]y] 1/2{yls!XIs3/2|y‘

‘Par suite J1 et J2 sont bornés indépendamment de y et compte

tenu de l'estimation sur I1 , on a, pour une constante C' > 0,
rS . N
(5.18) |x(»)f <c , Vyew .

Pour prouver (5.15) pour Ka ,'on pose K'(X)=€NK(8X) , X #0 .
En effectuant le changement de variable ex = X il est immédiat de
vérifier que K' vérifie (XK.1), (K.2) et (K.3) avec la méme cons-

tante C . Par suite

(5.19)  |&Ki(y)] < ¢ , Vyew .

Comme KE(X) — Ki(é) , Ks(y) = ﬁ%(ay) dtapres (5.14) d'ol
(5.15).

DEFINITION 5.4. Pour f€Lp(RN) et & >0 nous définissons

2) T_t(x) ﬂ K(y) £(x-y) ay = (K, * £)(x) , =x €& ,
>€

ly

b) Tf(x) = lim Tgf(x)
e=0

quand ces expressions ont un sens.
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THEOREME 5.3. (Caldéron et Zygmand). Supposons que K vérifie les

N
hypotheses (K.1),(K.2) et (K.3), alors pour tout € > 0 et £EIP(R) ’
1 < p <o , TFf est défini presque partout dans BN et appartient

by

IP(RN) . Il existe en outre une constante C ne dépendant que de

p- et N +telle que

= oz :

(5.20) UTEfHIP

(B P ()

Démonstration. L'idée de la démonstration est de montrer que T8 est

de type (2-2) (ce qui est facile) puis de type (1-1)-faible (ce qui

est difficile) puis d'utiliser le théoréme de Marcinkiewicz pour
1 <p<2 et d'en déduire (5.20) dans ce cas. Par un argument de

dualité on en déduit (5.20) pour 2<p <o ,

1ére étape : T___est de_type (2~2), Nous avons T.f =K *f d'olu

l = * = * = 1k f .
I g = Mo * Tl e = I % 20 g = IRE 5
= CHfHLQ

mais uﬁefan < C”%”LZ d'aprds (5.15).

G (B (RM)

Donc T, est de type (2-2) donc aussi de type (2-2)-faible et

N

(5.21)  mes.{x: [Tgf(x)|>a} < & [ N fg(x) dx .

a2 JB

2eme étape : EE__est de type (1-1)-faible. Soit « > O , nous devons
montrer qu'il existe une constante C' > 0 telle que pour tout
¢ e @Y .

(5.22) mes.{x: lTef(X)‘ > al < g' JRN |f(x)|di .

Nous pouvons décomposer RN en deux régions F et Q disjointes

telles que
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(i) |£f(x)| £ @ presque partout dans F |,

. * 1
(i1) @ =kEH Q mes.(Q) < = Hf”L1 ,

(111) —t—— [ Je(x)jax c 2V ¢ , Tk s 1.

J
mes.(Qk) Q.
avec les notations du Théoréme 5.2. Posons

f(x) x€F ,

g(x) =
1

—_— j f(y) dy si x€Q R .
mes.(Qk) Qk

et h(x) = f(x) - g(x) . On en déduit

(1) h(x) =0 presque partout dans F ,
(5.22) J (4ii) lg(x)]| < 2Na presque partout dans Ry y

(iii) J h(y)dy = O pour tout cube Q. -
Q
k

On a alors Tsf = Ta g + TS h et

(5.23) meS.{X:ITEf(X)|>a}s mes{x:[TEg(X)|> %}+mes.{x:iT€h(X)[> %}

Estimation de__@gg : on constate tout d'abord que g € LZ(BN) puisque

[

RN)=JF gZ(X)dx+ Jggg(x)dx < aJF{f(X)ldx + 4 IRN |£(x) |dx

2
“g”LQ(

. 2 N :
dtolr HgHLz(RN) < (1+ ¢4 )a”fHL1(RN) . Fn appliquant (5.21), on a

2 2 N
(5.24) mes.{x:[Teg(X)|>a/2}s 55 ﬁRN gz(X)dX < Q_Liiﬁ;l J%N |£(x)lax .
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Estimationde T h : On pose h_ =hy, , k=1, o ¥ est la
o]

fonction caractéristique de Q, . Par suite h = I et Th=2T h_ .
k £ 1 € k

Soit y, 1le cemtre de Q_ , alors Tehk(X) = J KS(X-y)hk(y)dy . Comme
Q

| m(yay =0 ‘
] y)dy = on a
%

(5.25) T (x) = jQ (K, (x-y)-K_(x-3,) B (y)ay -
k

.
Soient Qk le cube déduit de Qk par l'homothétie de centre Yy et

- * *
de rapport 2/N , Q" = U Qk et F =RY - Q . On a alors
k=1

(5.26) mes.(Q*) < (2jﬁ)N mes.(Q) ,
et si x § Q;

(5.27)  lz=y"| = 2l3-y"| , vyeq .

En utilisant (5.25) on obtient grice au théoréme de Fubini

o Iremtolax < (] mlan sw (| g K Gk G a0

k % y Qk R - I
JRN—Q; nghk(X)ldX < ({ klh (Y)ldY) SHP(J lK (x-y)-K_(x- yk)idx) .

7 x tX-ykl22ly yk‘

On pose alors x' = =Yy y' = T=y et on g

e lax = [ Ity s ([ Gy lax
=0 % AR )
] a2y|
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Fn utilisant (K.1)et(K.2)comme dans le Lemme 5.2 il existe (" indé-
pendant de € et de y tel que J KS(X'—y')—Kg(X')ldX' < 0" et

|x[=2]y"]
par suite

(529 [y o lrem@laxson [ Iamlay

k k
Come F <R -0Q ona
“ s [ s |
I4* |7 h(x) |dx < z J[RN-Q;; |1 b, (x) |dx < O 2 JQk In(y) lay

:F* ITEh(X)ldX < Q" JﬁNllh(y)ldy < QC"me[f(y){dy . Par suite

(5.29) mes.{XQF*: ITSh(X)|> a/2} = AL JRN l£(y) |dy .
o

Corme mes.(R) < é J N l£(y)lay et mes.(Q*) < (Zjﬁ)N mes.(Q) on
R

en déduit

(5.30) mes.{x:

N "
T h(x)| > a/2} < (2/M)_ + 40 JBN |£(y) lay -
o

Fn utilisant (5.23), (5.24) et (5.30) on en déduit que T_ est de

type (1-1)-faible avec une constante indépendante de e .

Jeme étape : I___est de type (p=p) , 1 <p <2 . En utilisant les

premiere et deuxiéme étapes ainsi que le Théoreme 5.1, T, est de

type (p-p) , 1 <p < 2 et il existe une constante C = C(p,N,K)
[
telle que pour tout fELp(Rk)

(5.31) HTEfHLp(RN> < C”fHIP(BN) .



- 107 -

En outre (5.31) est aussi valide si p = 2 puisque T_ est de
type (2-2).

-~ 4&me étape : T___est de_ type (p-p), 2 < p < . Soit f€Lp(RN) y

2<p<o et @ELQ(BN) y A= EgT,'tel que HQHLQ(BN)S 1 . Nous avons
\%NTé“w Mymy:\kﬁkﬁKéyﬂiﬂXWhﬂﬁdy=\kNﬁﬁkﬂﬂxﬂx,

o T o(x) = J K (y=x)o(y)dy = K * o(x) et ol K est défini par
€ BN € €

K(x) = K(-x) . ﬁe vérifie(5.31) et par suite comme 1 <gqg<2,
[ T d C f C f
IJBN L(ye(ylay| = <q>u@nLq(BN>u HLP(BN) < C(a) | “IP<BN>

Par suite T_f € (Iﬂ(RN))' = LP(RN) et on a

(5.32) Tl p gty c(a) 1 gy

COROLIAIRE 5.1. Supposons que K vérifie (K.1), (K.2) et (X.3),
alors pour tout 1 <p <o et tout Ff € LP(EN) . ch converge Vers

Tf dans Lp(BN) quand € tend vers O et il existe une constante
¢ = C¢(N,p,K) telle que

5.33 Tf cl£
( ) ” HLPORN) = H HLP(!RN)

Démonstration. Nous avons pour fECz(BN) et >0

1 2(x) = {f K(y)t (x-y)dy =l K(y)2(z-y)ay+ | K(y)(2(x-y)=2(x))dy
=€ >1

|y ly e<|yl <

|1_N

en utilisant (K-3). Comme IK(y)(f(X—y)—f(X))rsCiy supNIDf(X)‘ , on

xER

déduit du théoreme de Iebesgue que lim T f(x) existe pour tout x .
e-0 ’ '
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Soit Tf(x) cette limite. Om a Tf € IP(RN) en utilisant (5.20) et

le lemme de Fatou, en outre Taf converge vers Tf dans IP(EN)

Soit maintenant fEIp(BN) , i1 existe une suite {fn} de

C?(RN) tendant vers f dans IP(EN) . Onapur €>¢g'>0 et ntN

HTef—Te,fHIp(RN)sHTE(f-fn)HIP o g HIZE =T E o T (fn-f)HIp( N

2lP(R")
Fn utilisant (5.20)
nTaf T f”

< ZCHf—f I + HT - e'an

2 (&™) P (RY) (&)
Comme 1lim ||T_f -T_,f = 0 on en déduit
£,e1-0 | g€n ¢ n”Lp(BN)
lim sup ||T f T £ < 2C||£-£f pour tout ntEN

et par suite le filtre {Taf} est de Cauchy dans IP(BN) . Sa
limite est Tf et Tf vérifie (5.33).

5.3. Applications & -A sur BN

DEFINITION 5.5. Soient N > 3 et Wy 1la mesure de la boule wnité de
N

R™ ; on définit

(a) la solution fondamentale I de 1'équation de Laplace dans RN

(5.34) T(x) = =l ., Yx A0 ,

N-2
N(T-2)wy | x|

(b) le potentiel newtonien u de £ € L1(BN) n IP(BN)

(5.39) w(x) = | 4 T2y = (Fx ) )
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IEMME 5.3. Soit £ € (&Y , alors pour tout x € B ,
(5.36) £(x) = jBN T(x-y) a£(y) dy -

Démonstration. Soient p > 0 et Bp = {y:|y-x|< p} . Comme £ est

& support compact on déduit de la formule de Green

(530 | repseay = [ @) o) - 25 Fyae

R -B 0B
P

ou VvV est la normale unitaire extérieure‘é BN—BP sur éBp R

Mais Jr r(x-y)&(y)do = T(p) j Liy)ac  aron

0B 0B
P P
\ J P(X—y)%%(y)dai < p sup|Df| qui tend vers O avec p et
55 B
p ' :
dT _ . _ 1 r )
£(y) 55(x-y)dg = - T'(p) | £(y)dc = ~ ——=5 | 2f(y)do
3B 5B Nuge™ 5B
P P Y
r — N_1 z . - .
comme ] do = N Wy P on en déduit (5.36) en faisant tendre o
0B
Y

vers O et en utilisant la continuité de £ .

Concernant [ on peut remarquer que

X

ar 1 i .
(5.38) = (%) = 50 ——iﬁ , ¥x#£0 , ¥1<is<N ,
i N [Xl
5°T 1, %45 *i% s .
(5.29) = =57 (—FH -7V ws) s Yx A0,V 1<i,j<l.
17 N x| |x|
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DEFINITION 5.6, Soient 1 < i,j < N on définit K par

5°T |
(5.40) K(x) = 3;;3;5 (x) , ¥Yx#0 ,

et pour £ € C:(RN)

(5.41) Tf(x) = 1118 K(y) £(x-y)dy ,
E—

lyl=e

si cette limite existe.

IEMME 5.4. Si f € C?(BN) , Tf(x) existe pour tout xRS et

2 5. .
(5.42)  T2(x) = m=ie(x) - =L £(x)
+

ob u est le potentiel newtonien de f .

Démonstration. lere étape : u € 01(BN) et _on a dans gy

(5.49)  F0x) = | CEL ) 1) ay
R

Compte tenu de (5. 38), J = (X y)f(y)dy est bien défini. Considérons

une fonction 1 € o (R) telle que O<n<1, 0sn' <2, n="1
sur [2, 49 et m =0 sur J]-o, 1] et pour € >0 définissons
v, € c'(BY)  par

(5.4 w0 = | 5 TCxy) nllxyl/e) 230 ay -

et posons v(x) = J y éx (x=y) f(y) dy . Nous avons
R

v(x) - 5= (O] = | £(3) STy (1o lx-y | /e)) dx
|x-y | £2¢ *
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5W€ r 2
[v(x)- 5=(x) | sm@ﬁlj(WNxﬁH+glevﬂ)dX
1
R ix—ylsZa
1

T on en déduit
x-y|

comme |DI(x-y) |
Nle

2Ne
(5.45) ]v(x)- (X)I < T35 Sup l£] .
N
R
6w€
Par suite Wa et = convergent uniformément vers u et v quand
i '
& tend vers O . Domc u € CH(RY) et v = %% .
i

2eme étape 3 u € CZ(RN) _et on a pour tout ouvert @ de bord 9

de classe C el que supp.(f) = Q

2 2
(5.46) 3§-3§—(X) J éx bx (%= Y)(f(Y)-I(X)dY-f(X)J (X‘Y)V (y)dg .
J J v

Compte tenu de (5.38) et (5.39) les deux intégrales de droite de (5.46)

sont bien définies. Posons

(5.41) v (x) = f@ L (xyInlx=y /)23y
v_ € 01(BN) et on a
[ o ,or

—=(x) = Ry (x=y)n( |x=y|/e))E(y)dy
. Q j i

—=(x) = j@ ggg &, Uy /oD ey + ...

oo X)J (ax (z=y)n(lz=y|/e))dy .
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En intégrant par parties on a pour € assez petit et x tel que
dist(x,dQ) > 2¢

= (x) = ( z, Cenn( lx-y1/0) (22 )ay= ..
] Q

(5.48)

...:f:'(X)r

] (X-y)v (y)dc .
AR 1

Si on appelle uij(x) le terme de droite de (5.46), on a

v 5 ()= 3 (x>| "), T (< (- ) (1=n( g | /) £(y-2(x))dy
av 52p ‘
|u; 5(x)~ 5=(x) | SuﬁlDfl eSS y“"a'i:a?" 3) |+ S (X—J)l)dy
3 i34 |x-y|<2e J
5°T 1
Comme IEE—SE—(X—y)I < T ona
i J U-)NIX-:Y‘

o
(5.49) luij(x)- EEE(X)l < 2e(N+2) suﬁlDfl

R
avs N
Par suite 35 converge vers uij uniformément dans R , donc
2
uECZ(RN) ot =2 =y

0%, O0X . i]
i

(5.46), on a

3¢me étape : Solent & > 0 et B€ = {y: Ix—y|< e} . Compte tenu de

2 2
d .0 2T T
-———axia;(X)isLinol JQ-BE W(X-y)(f(Y)-f(X)dy—f(X)JréQ -&-i(x-y)vj(wdcy
f 62F [ ©2P'
0 —— T — f -f dv= ———— " s AT o A7 = 4.4
T JQ—BE OXian(X y) (£(y)-£(x))dy JQ—B aXiéXj(X y)f(y)dy
.o f(X)r 3°r (X-y)dy

JQB @X@
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s

(- _[ o, T A
et jQ-B aXiéXj(X y)dy= JbQ aXi(X Y)Vj(y)dcy JaBS ©Xi(x y)vj(y)dG

ou la normale sur 6B€ est sortante de Bs . Par suite

[ 2 e )aye] =l (xey ) (y)y +
JQ—B ox; GX ~Y y)-£(x y—J bxiéxj L=YILAYIAT F e
[

or .
...f(x)erB Ezigx—y)vj(y)dc
€

(%, =y x.=F:) 5. .
or , _
or jaB 5. (x7)v (e, = JGB Lt d -l qo(y) = L

. N+1
= 7~ Ve, gl
r 2
Par suite lim ] 6%‘6%‘(X -y)f(y)dy existe et on a (5.42).
=0 Q—B j

REMARQUE 5.1. Ie Iemme 5.4 demeure vrai sous des hypotheses beaucoup
plus faibles. Ainsi le résultat de la premidre étape et (5.43) sont
valides si f est bornée et intégrable. Iles résultats des étapes 2
et 3 et (5.46) et (5.42) sont valides si f est bornée et localement

holdérienne. Ce résultat sera fondamental dans le chapitre suivant.

IEMME 5.5. Ie noyau K défini en (5.40) vérifie (XK.1), (K.2) et (K.3).

Démonstration. Pour (K.1) on a déja utilisé |K(x)| =< i
i
8. .x, + 6., x.+ 8., X. X.X.X,_
Pour (K.2) , & -1 (Alk _d&J ki () LK
ox,- T W N+2 N+4
kN x| x|
et par suite |DK| < T—f%jﬁ dans RN—{O} et par le théoreme des
p'e

accroissements finis |K(x-y)-K(x)| = |y||DK(z)| ot =z appartient

au segment [x-y,x]tz =x-Ay , O < A < 1 . Par suite si |x| » 2|y]

1Z| = }2{ et



(5.51) | |®(x- [ 2

. ] x-y)-K(x) |dx < C Iyl =7 dx .
x]2]y] wleely) I

or JV yl 1=l ax = 4 8™ aven (.2).

|x|=2]y].

Pour (K.3), nous avons en intégrant en coordonnées sphériques

[ K(x)dx =
R1siX|ng

J Nw
SN—1 SN—1
r XiX .
Si 1 # 3 ] ——gl do =
SN—1 r
oo
i 1
Si 1 = -+ 35 = -
JSN—1 r2 N
I K(r,o)do = 0 et on a
J
S

THEOREME 5.4. Soit

0

(K.

6i
__( l\T—
r

N —p)do
r

Mo 1ot

1

N S

par raison d'imparité.

3) s

1 < p <o, Il existe une constante C = C(p,N)

telle gque pour tout u € CZ(RN) et 1 <i,j <N onait

2
(5.52) Hggfg%gHLp(BN) < C HAHHIP(BN) .

Démonstration. D'apres (5.42)

©2u

0x. &x
i

J
(K.2) et (K.3) on a

|| TAu|

°(R

et

N

(5.36) on a

< C'HAuHLp

(R7)

N

5. .
(x) = 7(Aun)(x) + —%1 Au(x) . Comme le noyau K vérifie (K.1),

d'ol (5.52).



REMARQUE 5.2. Le Théoréeme 5.4 admet diverses extensions. En particulier
soit u appartenant & LP(RN) telle que Au € IP(RN) , 1 < p <,

2
alors —2 € IP(BN) , V1 <i,j <N et ona (5.52).
— inij =

5.4. Bstimations W’® globales

Soit @ un ouvert borné de RN , considérons le probléme de Dirichlet

suivant
b u du _
X alJ(X) -G_X—_@-}-C—- + X bi(X) —a-}zi + C(X)U. = f(X) dans & ,
(5.53) $ 123 J
u(x) =0 sur R .

Ies hypothéses naturelles de la théorie sont les suivantes

(5.54) 254 b, et ¢ sont bornées dans Q , V1 s<1i,j=N.

(5.55) aij§ est continue dans Q et aij(x)=aji(x) , Vx€Q , V1<i,j<ll .
2 -
(5.56) izjaij(x)aigjzxiai , N0, Vx€EQ,VE-= (51,...,5N) .
’

LEMME 5.6. Supposons que les coefficients ai*ifbi et ¢ vérifient
o

les hypothdses (5.54), (5.55) et (5.56) et soit 1 < p <o , Il existe
alors des constantes Rb > 0 01;Q2 > 0 ne dépendant que de A, N,

du module de continuité des ;g du maximum des coefficients et de
J

p  telles gue pour tout O <R g R , Ttoute boule ouverte B, < Q
tout £ € L(Q) et tout wu € C (Q) & support compact dans B

R
solution de (5.53), on ait

’

2

< C, 1)) +C uuu :
1
Bp) 17 (Bp) 'P(Bp)

’

Démonstration. Pour simplifier les solutions on ne considérera que des

boules centrées en O (on s'y raméne par translation), et (5.53)

stécrit



(5.58) =T a.
Ly

Comme dans la matrice

matrice orthogonale B

(O)ax OX

et une matrice diagonale
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= % (a;;(0)-a; (x))ﬁ}%- b, ()52 —o(x)ust(x) .
i,] _ j i x5
A(0) = (alj(O)) est symétrique, il existe une

A telles que

(5.59) A = diag(hy,.seshy) = B A(0) B .
Soit ¢ 1'endomorphisme de EN de matrice B et y = o(x) . Posons
Wy) = U o 9(x) =u(x) , on a
oy, Oy dy, Oy
21 Yk 17’k
(5.60) ZJ ay (O) bX éx ék,l M et izjaij(x)axi ==
1, ’

Par suite 1l!'équation (5.58) devient

O .
o u 6 0 ~o
(5.61) zx S2=1 (8 (V) )= (y) -c(y)u + £(y)
I ayi 1 ksl Mk L OT, k ayk
dans By (qui est invariante par ¢) , ol c(y)—c(x), F(y)=f(x)
0y
- —1 = —
b'k(y)— Ebi(x)axk . Comme A=A >0, on pose 2z, = Ve o VsksN,
k
z = (Z1""’ZN) et v(z) = u(y) . L'équation (5.61) devient
bzv 2 2
(5.62) > — = f'(z) dans B'R = {Z z Kk Zk < R7} ’
k 3z k
avec
OZV 1 v
f'(z)=k21(6 oy ay (Z)>©z 5 - i ;i: b"k(z) SEK— coe
?
(5.63)

D i —a !
ou a k,l(z) a k,l(Y),

1
o1

(z)—b' (y), ot (z)—c(y) et f'(z)—f(y)
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Comme wu est & support compact dans B, , Vv est & support compact dans

R
B'y et on peut 1l'étendre par 0O & RN . On déduit du Théoréme 5.4
52v
(5.60) T el = oje| :
K,1 %% IR (B ) IP(B")

En utilisant la définition de f' , on a

| a"k l(Z)[ ézv
\f ! H S C' Sup Sup 6 - ——z_—-- Z H__-'__H +o o e
| F(B'y) k1 By, ol e 1 %% P (ey)
(5.65)
oo C|EY + C' v

D 1yp

I (B'p) wE(B)
Comme les a"kl sont continus en O , il existe Rb > 0 tel que pour
O0<R g« RO on ait

- 2"y 18y
(5.66) C sup sup |6k 1 - ——-if———i <35 3
k,1 B'R ’ k

en outre R, est indépendant du point O auquel on s'est ramené, d'ou

2
>
ZlHazkéz |

(5.67)
X, 1‘1P(BrR)

< 20| + 2C!|[v]

Lp(B'R) lW1’P(Br

7

et (5.57) en revenant aux variables y et x .

Notre second lemme étudie la régularité au bord dans W2’p .

Pour cela posons
(5.68) B. = {XEBN : x| <Rr, xg > 0} 5 x o= (X, eeexy) .

IEMME 5.7. Supposons que Q = BT = {X€BN : X, > 0} et que les

N

coefficients vérifient les hypotheses du Iemme 5.6 et soit 1 < p <o .

11l existe des constantes R' >0 , C 02 > 0 dépendant des mémes

19
quantités que dans le Iemme 5.6 telles pour tout O < R < R' , tout

f € ﬁw(Q) et tout u € 02(9) & support compact dans Bp e
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(e > 0 quelcongue) s'annulant sur {x: Xy = 0} , solution de (5.53),

on ait
(5.9 1 e < o] o, :
1y "Ity = 1 ey T "2l p gty

Démonstration. Comme dans le Lemme 5.6 on suppose que les boules sont

centrdées en O . En effectuant les changements de variable précédents

= o(x) , wy) = u(x) , 2l = f%: Ve s 1<k <N, vi(z') = Ay) , on a
N

k
%! -
(5.70) b 5 = fr(z'") dans 3By ,
k oz}
k
ox
S+ t . 12 2, = _N '
Bp = fz' + T Mz/" <R ;3 o/ 5 %' >0} et v' est nul
k k k
— aXN 2
sur I Jk e z!'. =0 et sur un voisinage de T A_z! =0 . Par un
. k k "k
k k k
nouveau changement de base orthonormale 2z = ¢(z') 1le bord de B'R
peut &tre amené sur {z: Zy = 0} . 81 on pose v(z)=v'(z'), glz)=£'(z")
on a Av(z) =Av'(z') et 1'équation Av=g est vérifide dans
¢(BR) n {z: Zyg > 0} . On va effectuer une réflexion sur {z: zN—O}
pour avoir une équation satisfaite dans ¢(§R)=¢({z':2xkz£2<32}) .

Pour celg on définit

v(z) si z,.,>0 ,

—v(z1,...,zN_1, -ZN) si 2 <0 .

Ia fonction VvV est définie dans ¢(BR) , ¥ est & support compact.

Comme v est nulle sur {z: ZN=O} v est de classe 01 dans  &( R)

et par suite appartient a Wz’p(¢(§3)) . En outre v vérifie

(5.72) M (z) = g(z) dans ¢(%R) ,
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g(z) =i Zyz2 0
ob gl(z) =

—g(z1,...,zN_1, —ZN) si zy <0 .

Si on étend Vv et g par O dans C¢(§R) et on utilise le Théoreéme

5.4 et la Remarque 5.2, on en déduit

D

7w z
5.73 D e ©
(3-73) k,1 Hézkbzlan(¢(§R)) ) ”gHLp(¢(§R))

d'ol la méme relation en remplacant ¢(§R) par ¢(§§) , puis (5.69)
en revenant aux variables initiales, et en prenant R < RO assez

petit comme dans le Iemme 5.6.

THEOREME 5.5. Supposons que Q soit un ouvert borné de BN de bord

de classe o° ,_que les coefficients a.. , b. et ¢ vérifient (5.54),

(5.55) et (5.56) et soit 1 < p <o . Il existe alors deux constantes
c
ficients et du module de continuité des a.. telles gque pour tout
f € I?(Q) et tout u € CZ(Q) solution duégrobléme de Dirichlet

(5.5%), on ait

1 et 02 > 0 ne dépendant que de N , A, p des bornes Qes coef-

(5.74)  |ju < CylIf]|

" Ol g

w21 P(Q) °(Q)

et C, =0 si dinf ess c(x) > A et A est assez grand.
& Q ]

Démonstration. L'idée, due & Korn, est d'utiliser ume partition de

1'unité et des changements locaux de coordonnées pour Se ramener aux
cas couverts par les Iemmes 5.6 et 5.7. On considere M fonctions
&y € C:(BN) telles que

(5.75)

o=

k=1
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(5.76)  diam(supp.l,) = R s RO/Z , YVk=1,2,...,1,

o R est le plus petit des nombres R, R'  des Iemmes 5.6 et
5.7. On pose

(5-77> uk(X) = CK(X) ulx) ’ k=1, 2, «e0y M ,

et buk est & support dans l'intersection d'une balle B(Xk,R)
avec « .

Premier cas : B(Xk, R) € Q@ . Ia fonction U vérifie dans B(xk,R)=Bk

O 6]
(5.78) I a, (%) uk + T b, (X) uk + c(x)u =f (x) ,
3 ij . Ox ., é 5 k
’
o & e o
. Lp o T, 2% Lk
ou fk_ Ckf _.2. (6X =, T &, =&, +u bx.dx.) ; biu ox. ° En
1, J J i 177 i i

outre U est a support compact dans Bk . On déduit du ILemme 5.6 que

- 1 2
.79 ! C |\ C .

Fn utilisant la définition de fk et le fait que SUDPD « Uy = Bk on

en déduit

ol p eyl :

(5.80
) ”uk”wz’p( () W P(o)

<
Q)
Deuxieme cas : B(Xk,R) N oY # @ . On peut toujours s'arranger pour que

d ¢ de B(x,R)
dans R tel que @k(xk) =0 et @k(B(Xk,R) ne) = B!, = B'(0,R) n I
(on peut toujours construire de tels difféomorphismes). On pose

V(y)=uk(X)=V(@k (x)) et ¢=@k=(y1,..;,yN) , pour simplifier. On a

X, soit sur R . Il existe un Cz—difféomorphisme

2 2
M s T ¥ o o Wy w09
, = g <1
éxi 1 éyl axi éxjéxi 1,h bylc‘»yh éxi éxj 7 éyl axjéxi
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Par suite v vVvérifie dans B!

X
2 ~ av' ~ ~
(5.81) ¢ (y) + 2 b (y) = +c(y) v==2>y)
1,n lh bylayh 1 1 6yl
dy- O
o
avee E,(5) = T 2y 4(000) =
1,3 i
2
~ oy 07y
b, (y) =2 bi(CP(X)) -53';1‘ + 2 ai-(CP(X)) S5
; i ioi,5 MY 19%3

o(y) = clo(x)) et F(y) = £(o(x)) .

~s

2y p v b, et c vérifient (5.54) et (5.55) dans B', ,

N
£ € Lp(B'k) et pour & = (E450.0,Eg) ER , on a

Ies fonctions

0y OV, ; 0y 0%,
z aij 0x. OX ’1gh =12 13( ki 2 )(2 J h)

5 =
l,h,i,] i i 1,3 1

a. . E.E
1y Lk l7h

comme dans la démonstration du Théoréme 3.3. Par suite

5 & E.E w(zaylmz Ao 3 E
1,h 1h *17h i1 @Xi 1 1 1

ol & >0 (puisque ¢ est un difféomorphisme [sgﬁ] est inversible

uniformément). Par suite (5.56) est vérifié. Comme 1 v  s'annule sur

N+

{x Xy = 0} n B', et sur un voisinage de 3B'\ NnR , on déduit du

Iemme 5.7 que

(5.82) | < ', £ + 0t |9 .

p 1D
P(B') W3 )

’p(B' )

En revenant sux variables initiales on en déduit
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(5.83) I£1)

Hukﬂwz,p(g) < Oyl + C'kHuHW1 .

P(Q) P(Q)

En combinant les relations (5.80) et (5.83) on en déduit

(5.84) < C||f||

+ C'”u”W1’p(Q) .

Il 2,5,

I°(Q)

Fn utilisant la relation (1.12) du Corollaire 1.1 on en déduit (5.74).
Si A < inf ess c(x) et A\ est assez grand il y a unicité de la solu-
tion du “ probléme (5.53) par le principe du meximum (Théorime 2.1) 3
par suite 02 =0 .,

REMARQUE 5.3. Ie Théordme 5.5 n'est plus vral dans les deux cas critiques

| p=1 et p =9 . E outre la condition de Dirichlet homogéne sur R

peut étre remplacée par u]éQ =09 € 02(69) par exemple.

5.5. Estimations WZ,p locales

Ies estimations W2,p précédentes admettent des versions locales pour

u solution de

2
o u du _
(5.85) -Z‘ alJ(X) > o + Z bi(X) . +c(x) u = £(x) dans @ ,
i,3 ij i i

dans le cas 0R n'est pas assez régulier et (ou) u ne l'est pas

| o
non plus. On se limitera d'abord au cas ou Q = B(XO,R) = B(R) et R
assez petit pour donner une estimation fine dans Wz’p(Q')

Q' = B(XO,R-I‘) .

52 b, et ¢ vérifient
(5.54), (5.55) et (5.56) dans Q . Soient x € @ , R 1la constante
du Iemme 5.6 et 1< p <o , Il existe une constante C dépendant

de N, p, R et des ) bi et ¢ telle que pour tout O <R <« Ro 5

J

IEMIE 5.8. On suppose que les coefficients a
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tout 0<r <R, tout £ € T°(B(R)) , tout u € CZ(B(R)) solution
de (5.85) on ait

é u

(5.86) I H“"“H < =,(|1£) [
25 e agaey) <22 1 P (acayy P(x(R))
Démonstration. Soit ¢ € C?(B(R)) telle que
0<t st , =1 dans B(R-r) ,
(5.87) =0 dans  B(R)-B(R-r/2) ,
C 2%t c
= < - V1<i,j N,
H ”LOO(B(R)) r ? HaXiéxjan(B(R)) 1‘2 ? !
- On pose v =%u et v vérifie
62v oV
(5.88) L oay (X) ?;_75- + 3 bi(X) = c(x) v = o(x)
i,] J i i
2
. u & L du X 3°C o
ou (P—Cf-.z.lj(bX k= =, - Ebymgy . Fer e
1y i) i

Temme 5.6 (applicable puisque v s'annule sur {x: R-r/2<[x|<R}) on a

2

O v + bhwv
(5.89) 1?3 HaXlaXJHLp(B(R)) H HLP(B R)) H HW1,p(B(R)))
T ey * T ey TP a2y
90y, oy = I * &, lm) ks

(B(R)) IP(B(R)) I°(B(r)) T 1P(B(R-r/2))

Dtaprés le Corollaire 1.1 (valable d'apreés la Remarque 1.3 puisque

dB(R) est régulier) on a pour € > O
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(5.90) i + 2l

. :
L A L L TS ¥ (3(R-r/2))

. + t B(r) = I |
ar sulte en posan 2 1,3”6X ox 4 HIP(B(RFT))

B(r) < K{Z|u| + e ¢(r/2)+-— [l + £

P(B(R)) IP(B(R)) IP(B(R))

(5.91)

-l ¢ 2 +-—— u
SR TSNS X ICON- S E IS

s _ A _ T 42
En choisissant 51 = TR et & = TZRC on en déduisd

(5.92)  @(r) 33 + 5 ( £
*) <3 2 Ul oy W p )

. ) = K" et on a

Posons K'(|uj| IP(B(R))

1P(B(R))
KH
(5.9%)  #(x) =5 o(5) +
I’

I1 est alors immédiat d'établir par récurrence que pour n entier

n
"

(5.94) #(r) =
r< p=0 2%

8n+1

2
Comme @®(0) = % < 4+ on obtient

1w
1,3 HaXianHLp(B(R>>

Hr) < 25% d'ou (5.86).
T

Nous avons finalement le résultat suivant de régularité locale
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THEOREME 5.6. Supposons que & soit un ouvert de EN , que les coef-
ficients 25 42 b._et ¢ vérifient (5.54), (5.55) et (5.56). Alors

pour tout ouvert Q' relativement compact dans Q il existe une

constante € ne dépendant que des 25 52 bl, c, N et dist(Q',30) telle

que pour tout f € ﬁm(Q) et tout u € C (Q) on ait

(5:99) [l 2,0,y % O o * L

Démonstration. Comme Q' est précompact on peut le recouvrir par un

nombre fini de boules B(Xk, R) , k=1,...,0 ot R est tel que
(5.96) R = min (R, dist(T', ) .

On applique alors le Iemme 5.3 dans B(Xk, 2R) en prenant r =R
et on a puisque B(Xk,fZR) cQ

a u Y .
(5.97) i?a Hggt-—HLp(B(Xk’R)) <22 (HfHLp(Q) + HuHLp(Q))

Fn additionnant les M inégalités obtenues on en déduit

b u MC
5'98 —_— f ™
(598 I lsgmligny =2 (lipgay” Mipggy)
On estime alors ”Du” en utilisant le Corollaire 1.1 et 1la

P(Q")
Remarque 1.3 {on peut toujours supposer que OJR' est régulier),
dtou (5.95).

5.6. Applications & un probléme non linéaire

Dans cette section Q est un ouvert borné de R , N> 2,

de bord dQ de classe 02 et T est l'opérateur & forme divergentielle
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~ . d
(5.99) Im= I 3%7( ( ) = bx ) .
1, J

On supposera toujours que les coefficients de T sont uniformément
lipschitziens dans Q et vérifient (5.56). Soient c et £ des
fonctions définies dans Q et g une fonction définie sur R .

L'équation considérée est la suivante

(5.100) 3 go=(a;y(x) L) +o(x) u-aw =£(x) .
1y J i

Ie résultat suivant étend la Proposition 3.2.

(9]
PROPOSITION 5.1. Supposons que g soit continue et ¢ € L (Q) et
vérifie c(x) < =6 < 0 presqgue partout alors pour tout
r e 1P(Q), 1 <p<ow, il existe un unigue u € W ’p(Q) nw ’p(gl

vérifiant (5.100). Si U est la solution de (5.100) a second membre

f, on a

(5.101)  6u-ul] < [£-2) .
(@) °(Q)

Ia démonstration de (5.101) et donc de l'unicité repose sur le
résultat suivant

IEMME 5.9. Soient w € W P(Q) n wrP(R) , 1<p<ow, et y une

hd [
fonction continue croissante nulle en 0 telle que y(w) € 2 (Q)
p' = p/(p=1). On a alors

(5.102) JQ Twy(w) dx < 0 .

Démonstration. l1ére étape. Nous supposoms u € 02(5) =0

» T ae
et vy € C1(R) . Nous avons par la formule de Green
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o~ ow o)
LW‘Y(‘N)dX = -r Z a. . = T — (Y(W))dx + s s e
Jq JQ i,y 1 ij an
(5.103)
oot [ z a; . %% y(w)n, do .
2 i,j *I %%y J

‘ > 5 .
Comme BEE(Y(W)) = v'(w) ng et WIOQ =0, on déduit (5.102) de

(5.56) et (5.103).

gégg_éyﬁgg. Nous supposons w € 02(5) ’ WIGQ =0 et v continue.

On considére p € C?(BN) , P20, supp p © ]=-1, 1[ et J o(y)dy = 1
R

et pour n € N-{0} , P,(y) =n p(ny) et on pose
(5.104) v, (r) = f P, (7)) (v(r=y)-y(-y))dy .
Yy € CM(B) et s'annule en O . Par suite
(5.105) J Tw y (w) dx < O .

0 n

Quand n = 400, Y, converge vers Y uniformément sur tout compact
de R en particulier sur w(Q) , par suite

1lim j T w Yﬂ(w)dx.: J Tw yn(w)dx et ona (5.102).

n=e - Q Q

3eme étape. Nous supposons w € W2’p(9) n Wg’p(Q) et vy continue et

bornée. Il existe une suite W € 02(5) s W, = 0 convergeant vers
w dans Wz’p(Q) . Par suite | 50

(5.106) JQ Low, y(wn)dx < 0 .

Quand n - + 00 1 W, converge vers Tw dans IP(Q) . Quitte & extraire
une sous-suite W tend vers w presque partout dans Q . Comme Yy est
continue y(wn) tend vers vy(w) presque partout dans . Comme

lv(r)] £ C on d4duit du théordme de ILebesgue que y(wn) tend vers

y(w) dans L1(Q) et comme
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1=-1/p' 1/p!
(5.107) HY(Wn)_Y(W)HLp'(Q) < (20) /P Hy(w)—y(wn)HL{fQ) ,

Y(Wn) converge vers vy(w) ‘dans Ip'(Q) . On peut alors passer a la
limite dans (5.106) et obtenir (5.102).

Fin de la démomnstration. Pour n € M -{O} on pose

‘Q(n) si r>n ,
(5.108) yn(r) =<y(r) si |r| <n ,

y(-n) si r <-n.

Y, est continue sur R et par sulte

(5.109) JQ Tw yn(w) dx < 0 .

Or lyn(w)l < |y(w)| pour tout n et presque partout dans Q ;
comme Yn(w) converge vers vy(w) presque partout dams Q et
comme y(w) € Ip'(Q) , yn(w) converge vers vy(w) dans Ip'(Q) .
On peut passer & la limite dans (5.109) et obtenir (5.102).

Démonstration de la Propositicn 5.1.

Unicité et relation (5.101). Soient u et @ solutions de (5.100)
dans Wz’p(Q) n Wg’p(Q) avec seconds membres f et f € IP(Q) .
On pose w = u-u et y(r) = r{rip—Z ;s Y est continue croissante.
Comme vy(w) € IP'(Q) , on a

[

[ emmax - [ (s(w-a(@) v(wax = | (28) yon) ax .
9 : Q Q

comme (g(w)-g(1)) y(w) = O presque partout on en déduit

J c wh dx » J (f—f) y(w) dx
Q Q

Par suite, puisque ¢ < -6 , on a
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oty = 12y

d'oh 1l'unicité et (5.101).

————————— k

Existence. Pour k € N-{0} on pose £, = sign(f) min(k,f) ; £ € I(Q)
et soit u, € Wg’z(Q) n WZ’Z(Q) la solution de

Ouy
(5.110) X a?' (alJ(X) _a;C—) + C(X) U‘k - g(uk) = fk(X) ’

1,7 J 1

dans Q (voir Proposition 3.2). En prenant vy(r) = rlrlp‘Z , on définit
Y, bar (5.108) et on a en utilisant (5.102)

(5.111) jg c u, Yn(uk)dx > JQ £, yn(uk) dx .

Par suite en utilisant 1'inégalité de HOlder

1 1/ 1/
(5.112) 6(} luklpdx) /z < (j Ifklpdx) p's (J lflpdx) F .
luk!srl Q Q
r o 1/p r o 1/p )
a > “d f£|¥d 8 d b d
onc th&‘ x) s(JQiI X) et v demeure borné dans

¥ indépendamment de k . En prenant Y(r) = g(r)lg(r)lp—z et en
définissant ?5 par (5.108) on a en utilisant (5.102)

(5113 -[ sl ax = [JEXACRESp

d'ol en utilisant 1'indgalité de HOlder et en faisant tendre n vVers

+ 0 , on en déduit comme précédemment

o 1/
e () lem P s ([ jelPan

Ainsi g(uk) demeure borné dans IF(Q) . En utilisant le Théordme 5.5

Uy demeure borné dans Wz’p(Q) indépendamment de k . En outre comme
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1,2 1,0 1,p Lats
u, est dans W (Q) n W ¥ (Q) , v, est dans W () (ce résultat
est évident si p < 2 , un peu plus délicat si p > 2 ). Comme 1l'in-
jection de Wz’p(Q) dans Wg’p(Q) est compacte, il existe une suite

{ukl} qui converge vers un u de Wz’p(Q) N Wg’p(Q) dans Wj’p(Q)
et presque partout dans Q@ . On peut en outre supposer que iuk
converge vers 1u dans #'(Q) et dans IP(Q)-faible et que g(uk15
converge vers ( dans P(Q)-faible. Comme g(uk ) converge vers

g(u) presque partout on en déduit comme dans la démonstration de la
Proposition 3.2 que ¢ = g(u) et wu vérifie (5.100) dans @' (Q) et
presque partout dans Q .

REMARQUE 5.4. Compte tenu des estimations (5.101) et (5.114) on a

(5.115) ‘Hiuan(m < 31]f|]Lp(Q) .

Par suite si f € T(Q) il en est de méme de Tu . Malheureusement
l'espace I (Q) (comme 1l'espace 1(Q)) est mal adapté & 1'étude de

la régularité des solutions d'équations elliptiques. On peut cependant
arriver & un résultat "quasi optimal" en supposant £ € i ? (Q) n L (Q)
et en introduisant la classe VB(Q) des fonctions & variations bornée *)

dans Q . Om a alors le résultat suivant dfl & Brézis [ 8 ]

5.116 T T
(5 ) ulle(m* I uUVB(Q) = C( HfUL (@) HfHW1,1(Q))

o

(*¥*) On rappelle que ltespace VB(Q) est l'ensemble des f € L1(Q)

tels que if 2 |dx = 4 [lo]| . ¥ € C(Q) . Tl est mmi de
la norme Hf” —Hf“ + ¥ ing F |f \dx)(ucpu NN L
VB(Q) L(Q)11€C(Q)Q L(Q)



