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7. SURFACES A COURBURE MOYENNE DONNEE

Dans ce chapitre nous étudions la régularité des solutions de

1téquation des surfaces & courbure moyenne donnée H dans Q ouvert

de RN
du
5 oy
(701) z b ( ) = NH °
i 9%y 2
1+|Dul

Iorsque H = 0 1la surface est dite minimale et on est conduit au
problime de Plateau. Le résultat essentiel de régularité générale
pour (7.1) est le caractdre naturellement lipschitzien des solutions
de (7.1). Il est dfl & Bombieri, De Giorgi et Miranda.

7.1. Courbures principales , courbure moyenne

. S0oit g wune hypersurface de RN+1 da classe 02 , bord

um ouvert Q . Pour y € g on appelle n(y) 1le vecteur normal uni-
taire rentranf en v & g et T(y) l'h&perplan tangent 2 § en y .
Par un changement de coordonnées dans RN+1 on peut supposer que pour
wm oy, € 6, la direction Xy, €St paralléle & H(yo) . I1 existe
alors un voisinage § de y, dans B! et o € C2(g n T(yo)) tels

que

: ) esN 6 = {X=(X',XN+1) : XN_H:cp(X') y X! € T(yo) N @} ,
Te

Dg(y' ) =0 .

2
Ies valeurs propres de la N-N matrice symétrique Hess @(y5)=[5§$3§f(y5)]
i

sont les courbures principales de g en Vo On les note (K1’°"’KN) .
Les vecteurs propres associés forment une base orthogonale de T(yo) et
sont les directions des courbures principales en Ty ° Ia courbure
moyemne en y_ , notée H(yo) , est définie par
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(1.3 Hy) =3 IEK =5 I SBGY -
i=1 i=1 6xi

Si on choisit pour nouveaux axes de coordonnées les directions des

courbures principales en Vo o 51, cooy EN y on obtient le systeme

des coordonnées principales en yo . Dans ce repere on a alors

(7.4) Hers ¢(yé) = diag(K1,...,KN) .

Ies coordonnées du vecteur n(y) en y €gn @ sont données par

22

- ox, 1
J1+ || [1+ |Do|?

91 on se place dans le systéme des coordonnées principales on a

(7.5) B (y) = s 1sisN , B (y)=

(7.6) Eﬁ% B)(r) =K 655, 151,35V .
1

Si au lieu de considérer que g N @ est paramétré par o ,
on le consideéere comme 1l'ensemble des zéros d'une fonction & définie

dans @ de classe 02 et non singuliere, c'est-a-dire

(7.7) 6N 6 = {x:0(x)=0} et DBFZO dans ¢ ,

un vecteur normal & g en y est donné par

(7.8) n(y) = (n,(y),.coomy,(y)) = D2(y)
| Da(y) |
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(n est orienté selon le sens de croissance de &) . Si K1""’KN

sont les courbures principales de g en y on montre que dans le

systéme des coordonndes principales (&,,...,E,) en on a
D 9? 1o N

Eii () ==K 855, 1L 30,

(7.9)

on
N*W ) = , 1 <1i < N+t .

Par suite les valeurs propres de la matrice (y)] sont
bX

(—K1,...,—KN,O) et la courbure moyenne de g en y est donnée par

o
S
(7.10) H(y) = = - 3 e .
Vizt ™5 Dol

Dans le cas particulier ou g est le graphe d'une fonction u ‘au

dessus de Q ouvert de Ry , c'est-a-dire

(7.11) e = =u(x) , x €Q} ,

(hyxyy) 3 Xy,

on applique les résultats précédents & @(X’,XN+1) = Xy T u(x et

+1
on en déduit que la courbure moyemne de & en y = (x, u(x)) est

(7.12)  H(y) =38 —(—=—) (x") .
1

REMARQUE 7.1. L'origine physique des problemes de surfaces minimales
peut &tre concrétisée de la facon suivante. On prend un fil de fer
formant une courbe fermée et gauche de RB et on le trempe dans de

l'eau savonneuse. Une fois ressorti, si on a de la chance, il se
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forme une bulle de savon qui s'appuie sur le fil de fer. Pour des
raisons de tensions superficielles sur cette bulle, en tout point

Sa courbure moyenne est nulle et on a une surface minimale.

7.2. Opérateurs différentiels et formule de Green sur wme hypersurface

2
Soit @ un ouvert de BN+1 , ® une fonction de classe C

deans @ , D2# 0 dans ¢ et & = {x€g : &(x) = 0} . Ie vecteur n
étant défini en (7.8) on définit pour g € 01(@) le gradient tangentiel
de g & g par

(7.13) 6§ g =Dg - (n.Dg)en ,

N N+ 3
éi g = 3% - % n.,n, =& ’ 1«1 <N+t , et

clest-a-dire
1 j=1 17 bxj

ltopérateur de Iaplace-Beltrami § sur g , pour g € 02(9) y par

N+
(7.14) g = z

E 61(6i g) .

On peut remarquer que 8g(x) est la projection de Dg(x) sur 1l'hyper-
plan vectoriel tangent & g en x , par suite

(7.15) =n.bg = 0

(7.16)  |égl? = |pg|® - (n.2&)° .

On peut remarquer que si g est une fonction de C1(@) coincidant
avec g sur ¢ (mais pas dans @) D(g-g) n'a pas de composante
tangentielle & g par suite sa projection &(g-g) sur 1'hyperplan

tangent & x en g est nulle.

On peut aussi remarquer que
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22 2 % ®_
N+1 _N+1 N éxi N+1 axi OX. 5 axi
Z 6ini = % {FX—'(_—)_ z s ( )

i=1 i=t 1 |p@| j=t  |D3| ox, |Da|

en utilisant (7.8), d'ol, par (7.10) ,

N+ ) N+ 5 5
§1 dnyg ==-MH-3 I n, 5 (Inl%) , et puisque [|n] =1,
i= J J
: N+1
7017) Z 6.1’1. = - NH I3
i=t 7t
ou H

est la courbure moyenne de

& Dpar rapport & n .

Notre premier résultat d'intégration par partie est le suivant

LEMME 7.1. Soit dA 1'élément de surface N-dimensionnel sur & . Alors
pour tout g € 01(@) on a pour tout 1 < i < N+

(7.18) { 6,gdA = - N [ ghn dA .
&

e

d'une fonction wu de classe

Démonstration. Nous établirons (7.18) dans le cas ol g
C2
a alors

dans

est le graphe
Q H(X',XN+1)=XN+1—u(X') . On
ou
ox
n, = - —= N, ==
i v ? N+t v ?
(7.19) du
Ty oy
BE=x I 5 (=
\ 1 i

y , v=.1+|Dul®

en outre dA

= vdx . On définit g € 01(@) en posant
gGyxp,,) = slxhuk)) , Fx€Q
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~

na g=g suw g et par suite 65 =8g . D'olpour 1 <is XN

~ N+1 ~
[ [ = [ (22 08
S.gdA = | &,gdA = ( -n., I n, ) vdx
JS i JG i JQ ox; iy axj
- g(ﬁi —g —9—(n n.v)) dx en intégrant par parties.
J X, = dx. i)
9] ij=1 J
N 3 N
- e = - 1
Meis 'E bx.(nanV) E 3 ax —(n, v) + NvHn, en utilisant (7.19),
=1 7 3=1 J
[ ~edv _ 3
d'ol J & gdA=—NJ ghn . vdx—-| g(3§ -~ Zn, ax —(n, v))dX . En utilisant
Q JQ i og=1 9 %%y
les relations (7.19) on a
du
o 2
dv dv j o u
R TE— RO - o,
dxi 5=1 J axa bx 3 v axiaxj
dtou (7.18).
r ~ (Qg N+ _ag)
Pour i = N+1 J 8., 8dA=0 gdA=—J -1 In. vdx
| . N4+1 J6N+1 g Xy, N+ 5= M S 5
LN
=J gz (n,)dx = =N J g Hdx ,
Q J=1 73 S

d'ou (7.18).

En utilisant deux fois le Iemme 7.1 on en déduit la formule
de Green pour l'opérateur g :

IEMME 7.2. Pour tous g , o € 02(@) on a

(7.20) { P N8 dA = J g 9 o dA =~ 6g.bp dA .

S 6 €

‘—"—7
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7.3. Propriété de moyenne sur une hypersuface

Nous supposons toujours que g est une hypersurface définie

par {x € & : &(x) = 0O}

IEMME 7.3. Soient v € &, lx-yl=r , ¢ € C3(R) et &(x) = &(r) . Alors

(7.21)  p(x) = 2D 4 (gn(r)- Ly jop |2 BaE) gy (xy)

r r T

ol H(x) est la courbure moyenne de & en X .

. . ~ 3¢ 3 v £
Démonstration. On a 6i¢(x) = S%i— ? 1, S%J . Mais 5%j=¢'(r)—%g—l >

Y 6. WUx) = (x.—v.— )y Llx) -
dtol éi¢(x) = (Xi Vi ? ninj(xj yj)) === . Par suite

648;3(x)= = (g7, -2aym (x, —y))ﬂlb
J
e T om.n, == (X.—yi— Z nink(xk-yk) &i%zl),

. X
IR DR

Or ((X ~y;-L n.n, (X 5775 ))M_l) (1—Z(X 575 )—(n )-n ) M_.l .o

J
_ _ o"(x) o (x)\FiTi
...+(Xi yi—gninj(Xj yj))( = - r2 ) .

bn éni

Et §(1 -2(x. 57 5 ) (n n. ) = )—N—Z o (x. 57 5 )(ax n, + 5= nj)
J iJ i

=y

= N+ NH(n'(X-y))_%(Xj"yj)GXi n; s

tandis que Z((X 375 ) -Zn B (X —y )(X = Y)=|x-v| —(n (X-Y))
J

= r2(1- (Be (x=y))° )

2
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d'ou

én
T L DL (v (xy)) - Bl ) & @)
(7.22)

2 1
oot(1m L)y () $ED,
r

r

91 (xr)y -
En outre ? Dy, GXJ((X -y~ i n,n (Xk yk)) ) = eee

o) ¢r(r)
o.o? Ilinj(éij— E(Xk-yk) aX.(nink)"‘ninj) T ceo

" . X~ .
e ot 1. 1B (X $7Y5 En nk(X _yk))(¢ ﬁr) _ Y (gl) Jr d .
J r

(n n

Or i ? 1m0 Z(Xk yk) (n ) -1, )——ZZE(Xk yi)n n. «

13k i7] éXJ
en util;sant le fait que ; ni = 1, et le terme de droite vaut
énk ¥
- ? 12{ nj(xk-yk)gx—j- . En outre jzjn 0. ((x;-74 )(X = )- Zn nk(xk-si{)(x ¥y ))=0,

d'ou

on
d Grir)y_ k¢t (r)
(7-23) Zzninj éXj((Xi_yi—inink(Xk—yk)) T >—-(§§(Xk-yk)nj )

15 OXj T

De (7.22) et (7.23) on déduit

~ 1 2 1
(7.24)  o¥(x)=(WE (0. (ey) ) )lEd (1o LBCT DTy (g ()~ S1La),

r r

En remarquant que |6|x-y||2= 1 - (n.(x;y)) on en déduit (7.21).
r
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2
PROPOSITION 7.1. Soient & une hypersurface minimale de classe C

de @ ouvert de RN+1 et g une fonction intégrable, presque

partout positive et faiblement sous-harmonique sur & . Alors pour
fout y €6, R>0 tels que B(y) <6, ona

(7.25)  &(y) = — i J gdA . p.p. ¥y €@,
Oy & SNE(y)

ol W est la mesure de la boule unité de RN .

Démonstration. Par définition de g , pour toute fonction 9 € C?(@) 9

>0, ona

(7.26) f g9od A0 .
S

sur R & support dans ]-00, 1[ et soit, pour 0<p <R, ¢ définie
par

: 400
(7.27) ¢(r) = J T x(t/p)dT .
T

En appliquant la relation (7.21) on a en posant r = |x-y| , P(x)=¢(z) ,

s(x) = ~{W(x/p)+ x ' (/o) 822/ - Wy(x/p)En.(x-y)}

= o g%(p"mk(r/p))+ ry ' (r/p) (1= 167 |%) /o-Tx(r/p) En.(x-y) >

~ - N+t 9
(7.28)  gdb(x) < p 3 (p

Y (z/p)) - 1 x(r/p) M. (x-y) .
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i
o

Dans le cas particulier ou g est minimale, on a H et

80(x) < p"*! 'a% N xzo)) .

Fin de_la démonstration. On choisit g(x) = o(x) pour (7.26) et on a

d 1
(1.29) & (%] seorany zo .
P 8
Par suite, si on pose I (p) = 10 gx(r/p)dd , 1la fonction T
X ‘”NPN Je : X

est croissante sur (0O, R) . Si on fait temdre 7y vers la fonction

caractéristique de J—0 , 1] IX converge vers I définie par

(7.30)  1(p) = —— | ar .
NpN JeﬁBE,,‘(y)'

e

Comme 1im I(p) = g(y) pour presque tout y € g on en déduit
e 40

(7.31) g(y) = I(p) Vvp€Jo, R] |,
dtou (7.25) .

REVMARQUE 7.2. 81 on prend g = 1 on en déduit 1l'inégalité

(7.32) & n Bo(y)) = wy B

ou A(g n BR(y)) désigne la mesure (N-1)-dimensionnelle surfacigue
de g N BR(y) .

Dans le cas des hypersurfaces générales la formule (7.25) se
complique mais on peut donner une inégalité de représentation pour les
fonctions de classe C1 .
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PROPOSITION 7.2. Soient & une hypersurface de classe 02 de

l'ouvert ¢ de RN+1 et g € 01(@) » £ > 0 . Alors pour tout

yEe et tout R>0 +tels que B (y) S @ ona

1 X Jr gl&rlzdﬁ. 1 j gHZrz(r'N-R_N) A + eeo
Ut Teg oy “eg
(7.33)

1 -N _-N
coem ﬁEE J (r =R ) (x~y).0g d4 ,

ol Gp =610 BB§12 .

Démonstration. Soit ¥ € 01([0, 4] ) une fonction décroissante &
support dans [0, R] et ¢ € 02(@) définie par

rioo

(7.34)  o(xr) = | vx(T) dt .

r
Si on pose §(x) = 4¢(r) , r = |x-y| , on a

8(x)

—{Nx(r)+-rx'(r)|6r|2 + Nx(r)Hn.(x-y)} que 1l'on édcrit

(7.35)  80(x) = =(Wg(r)+ x ' (r))+ vx' () (1=]82]| %)= Wx(r)HEn.(x-y) .

En utilisant le Lemme 7.2 , on a J gg&&A = - J 8g 503 A , d'ol
Sr Sr
f (Nx(r)+ rx'(r))gdA—J rx'(r)(1—[6r|2)gdA-= J 58 SUIA  eus
Sr €r Sr
(7.36)

.o o NJ v(r)gHn.(x-y)dA .
€r .



- 174 -

Si nous supposons que y(r) = e~ g~ pour r < e <R, la relation
(7.36) devient
-N _-N 2
N(e "-R )J gdA+{ (Nx(r)+rx'(r))gdA—j ry'(r)(1-]8r|“)gdh = ...
S Sr~Se e~S,

(7.37)

oo J x(r)th.(x—y)dA+f 8¢ .S6gdh .
®r €xr

L'idée est alors de définir Xe bar

NN

R pour Osr<ege ,
(7.38)  x(r) = | r-E" <r <R
. Xelr) = r - pour € g7 ’
0 pour T =R .

On ne peut remplacer directement ¥ par Xe dans (7.37) mais par wne
suite {xm} de fonctions positives décroissantes de C1([O,+w[) Y
support dans [O,R[ ‘bornées ainsi que {x'm} sur [0, 4o uniformé-
ment par rapport & m , telles que {xm} converge vers X uniformé-
ment sur [O0,R] et {x'm} converge vers x'_ en tout point de [o,R],
x'. étant défini par x'e(r) =0 si r § [e, R[, x'e(r) = -Nr‘(N+1)

si r € [e, R[ « On déduit alors de (7.37)

(S_N;R-N){ oA+ J rVs(1-]6r|%)aa = 7V j Sdh ...
(7.39) Se CrS¢ GRﬂse
...—(E-N;R-N)j th.(Xfy)dA—J g(r_N—R—N)Hh.(X-y)dA+-%{6g.6¢€dA ,
63 SrS¢ S

R
ou ¢€(r)= J TXE(T)dT . En faisant tendre € vers 0 et en divisant

par wy on T obtient
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g(y)+ - Jl" r g 1-|6r|%)aa= 1N LRgduJ— JF 82.80AL s

Wy “ep wyR Moy “ep

coom Z}-\{ g(r-N—RfN)Hh.(n—y)dA .
NgR

R
ot ¢(x) = d(r) = J T(T-N;R—N)dT . Par 1'inégalité de Cauchy-Schwarz
T
2.2 2.2

|Hn.(x-y)]| = r_2(n.(X—y))2+-%.r H™ = 1-|6r]2+-%'r H™ , d'ol

g(y) = 1 i f gl&r‘2dA - ﬁ%- j (r~N;BfN)(X-y),6gdA ceo
Sr N s

Oyt

R
(7.40)
R gHZrZ(r-N—R-N)dA ,
Aoy
S

ce qui est (7.33).

REMARQUE 7.3. L'inégalité (7.33) permet de retrouver la propriété de
moyenne sur les hypersurfaces minimales en utilisant (7.39) et (7.20).
Ctest un outil fondamental pour démontrer le théoreéme de régularité
des solutions des équations des surfaces & courbure moyenne donnée

et aussi pour 1l'étude des applications quasi-conformes sur des hyper-
surfaces (cf.[14]).

7.4, Théoreme de régularité de Bombieri-De Giorgi-Miranda

Ie résultat de Bombieri, De Giorgi et Miranda donne une esti-
mation localement uniforme du gradient d'une hypersurface minimale.
Par la suite ce résultat a &té généralisé par ladyzhenskaya et
Ural'tseva aux hypersurfaces dont la courbure moyenne est donnée et
c'est la démonstration plus simple de Trudinger que nous exposons.

Soit Q wun ouvert borné de BY et wu € 02(

& le graphe de wu dans g, e = {x=(x',u(x")), x' € @} . Ia cour-

Q) . Nous appelons

bure moyenne de g en x' (par rapport & la normale unitaire supé-

rieure n) est donnée par
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du
1 i 1. 8 9%
Hx') = - 5 2(—=)(x") =5 2 557 ()
i ox. i i
(7.41) *

Te résultat essentiel est le suivant

~

THEOREME 7.1. Il existe deux fonctions positives C, et G, localement

1 2
> telles que pour tout u € Cz(ﬁ) et tout y' €Q on ait

bornées sur R

l'estimation

(7.42) |Du(y")] = ¢, exp{0, sup(u-uly )AL}

ol d(:Y") = diSt(I’,@Q) 2 Ci = 6'j_(]-\TQd(Y’)H 9d2(y')H1) , 1=1,2, et

(7.43) H =sup |Hz)| , H, =sup [DH(z")| .

1
zZ'EQ 2'€Q

Avant de démontrer le Théoréme 7.1 notons la conséquence

suivante

COROLIAIRE 7.1. Si dans le Théoréme 1 on suppose u > O dans & ,

on a

(7.44)  |ou(y)| = ¢y exp{C, u(y)/Aly")} ,

pour tout y' € Q , ol 4 et 02 sont comme dans le Théoreme 1 .

Démonstration. On applique (7.42) & v =-u , H, H, et |Dv| étant

o? ™M

inchangés,
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Nous utiliserons tout d'abord le résultat suivant pour prouver

le Théoreéme 7T.1.

IEMME 7.4. Soient 8 =R X Q et w = Iog J1+ lDuI2 . Alors pour tout
9 € Cgﬁg) on a

(7.45) J(éw.ém + |6W|2¢ - No n,DH)dA < 0
8

Démonstration. On peut tout d'abord remarquer que (7.45) n'est que la

forme faible de

(7.46) gw > |6W|2 - Mn.DH .

Si on écrit (7.41) sous la forme faible, on a
(7.47) J (n.Dp - NHyp) dx' =0 ,
Q

pour tout ¢ € C;(Q) . Si on remplace ¢ par %% s 1 sk < N et si
k

on integre par parties, on a
(7.48) J (—g% Do - l\Tcp——)dX'=O .
Q k %y
ou

ox '
Dans (7.48) nous remplagons ¢ par n,9 = - _VE P, V= ,/1+|Du|2 ’
et on a

dn. o on
(7.49) j @; —§£ —EE dX'+J nkZ éX gﬁL N¢nk —§£)dx' =0 .
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Su n w % u o _d%u
dn, Ox 0X . ox, 0x, OX dx,. Ox. 0x.0x
Malsnk i 6(1)__: k<1k_z | i ;;k) ,
0xX v éxk v v v X 3
] v
i nk 5211 ( ) ( )
)} —= == 3 — %(6..-n.n.) =-v 5(6,.m.n_ R
Kk Oy éXk x ¥ 3 ij 7ivj bxjéxk r ij
d'ol T n -6-1-1-1- = - vé.(n,.,) puisque (-1-)=O et ny,.,= 1
X k éxk 1MTN+H N+t ¥ N+1 v

Si nous posons C=32 I =
ik 7k

[-&5 c'est-a—dire en introduisant les courbures principales Xy

= Alors ¢ est la trace de la matrice
i

\)

(7.50) e

il
| o ==
™~

" En sommant les relatioms (7.49) pour k =1,...,0 , on a

2
(7.51) J\Q ¢ 9 dx' - J‘Qv(i 6i(n1\T+1) -6-;%1- Nepd N+1H) ax' ,

=

N+1

0H 1 OH 1 OH
en remarquant que & H= - = 2 = == 2 - .
N+ 6XN+1 v By 3x ax V oy Oy E)Xk
Soient maintenant & =R X Q et ¢ € C (@) . On pose
N N+ N X 53
cp(xv,XN+1)=cp(Xr,u(X')) , et on a E 61nl\T+16 o= E 8. nl\T+16 cphl;éinNH %,
Par suite (7.51) devient
N+1
(7.52) J.g(c Ny @ -ii1 8 Ayyq 85 ¢ + N ¢ 8y, H) dd = 0 |,
1, . 2
pour tout ¢ € Co(®> . 51w = Iog(/1+|Dul®) = - Iog(nN_H) , On a en

utilisant la positivité de ¢ et en prenant ¢v comme fonction test :

N+
r

(7.53) Jé 1216 1By éi(cpv) + N ov &, H)ydAh < 0O .
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N
=21 fo):! =1
Or 6N+1 H=- - .2 s n.DH et
i=1 i
N+1 N+1 N+1
-3 8 ny,, 6i(¢v) =-v I 6 ng,06 9-9¢3 & ng,8v etcome
i=1 i=1 i=1
N-+1 N-1 N+1
= Log v , —.E éi L 6i(¢v)——v T 6lnN+16.@—¢v‘§ GinN+161W . Or
i=1 i=1 i=1
N+1
§;W==vé.ny . , d'ol -i§161n 5. (cpv)_aw 6cp+|6W| p et (7.53) devient

(7.54) J (w.6¢ + ¢|6w|° ~ Non.DH)AA < O .
&

REMARQUE 7.4. Dans le cas ou g est & courbure moyenne constante la
fonction w est faiblement sous-harmonique sur g ., On déduit alors

de la Proposition 7.1 que pour tout y € g et R>0

(7.55) w(y!) = ILog J1+1Du(y)|2 < 11\1 Jr w(z) dA .

I enBy(y)

Comme w(z) < |Du(z)| et dA = 1+ Dulzidz < (1+|Du|)dz , on obtient

une premiere estimation ponctuelle :

[
J1?>R(:>f')

(7.56) w(y')sw1N (1+|Du|2) iz .

Par suite en exponentiant, une estimation a priori sur Du dans

L2(BR(y')) implique une estimation ponctuelle sur |Du|

Démonstration du Théoréme 7.1. On utilise la Proposition 7.2 et on a
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w(y') < —J-ﬁ f wlér] dA +-—1— J whr 2(r—N-R-N)dA coe
- Oyt “eg R
Te57
coem ﬁ%ﬁ (r-N—R-N)(X-y).éwdA .
Sr

ot ey =& N Bp(y) » ¥ = (y',uly")) et ce & condition que
R < dist(y',2Q) . On définit o et ¢ par

R
(158) () = | o= - xMar , $m = e(ley))

T
Or si v = = s (7R ) (x=y)=¢'(r)v=Dd(x) et
|lz-y|
8¢(x) = DP(x)-(n.DP)n . Comme n.8 = 0 on en déduit que

8 .6w = Do.ow et

..,J' (e 2™ (x-y) .6waa = JF §T.6wdA .
Sr €r

En utilisant (7.54) on en déduit

(7.58) —J (r-N;R-N)(X—y).BWdA < N J dn .DHIA - j $[6W|2 ar |,
Sr Sr ®r

dtou

(7.59) w(y")< j w|ér| dA+—J~ wHr (r N g~ )dA+— J¢n DHAA .

‘*’NR Sr €r R
et comme |6r| < 1 on obtient
2
H H
1 T oJ 2, -N _-N 1 [~
? . — - S——— °
(7.60)  w(y')e< ] WA+ oy, wr(rT =R ) dA+ = | baa
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En utilisant la formule de Fubini pour la mesure dp dA et en posant
Ag.) = [ dA , on a
o’ T
o

J Rﬁr ( N g~ )dA—N[SRﬁr J o dpdA—Nfip .

N1 r2andp .

p

D'un autre cbté

R R
J $&A=J J p(p-N—R—N)dpdA=J p(p"N—R"N )j dAdp dtou
Sx g’ T 0 Bp

Jf Taa= Jr oo -2 (e, )ap = jf; o'V Mg )ap ot (7.60)

R
devient
1 NH2 FR FR
(7.61) W(y‘)s———ﬁ ] wad A+ —2 ] P J WdAdp+-—— J A(E Yap .
w R Yeg 4wy 0 S5 “y Jo °

Par suite l}estimation de w et dqnc de Du se raméne & celles de
A et wdA .
(Gp) J

o

Estimation de A(g.) . Sans perdre en généralité on peut supposer

%R < dist(y',0R) et y' =u(y') =0 . Pour O < p < R posons

u, = sign(u) min(p,|u]) . Soit 7 wune fonction lipschitzienne sur

Q valant 1 dans {x' : |x'| < p} , O dams {x' : |x'| = 2p}

et telle que |Dn| < 1/p . On peut choisir o = n up comme fonction
test dans (7.47) c'est-a-dire

7.62 [ n.Du  + Dn - NHE dx' =0 .,
( ) JQ(n o t Uy DN nup) X
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Or n.Dup = - % ]Dupl2 presque partout, par suite

(7.63) j ;}-IDup[2 dx' < p J (|on|+w|H|n) ax' .

| x| <p |x'|<2p

Par voie de conséquence

A(gp): j vax! < J vax' < J ' %(1+|Dupl2) ax'
xr2elul®®  lxtl< EQPY
lul<p
1
et comme 7 S 1T,
%(1+|Dup12)dx' < wNpN + ZE»NpN + Np { |H|n ax!
|x! | <p x| <2p

et finalement

(7.64)  Als,) s C(Mp"(1+ RE) .

Estimation de j wdA . On choisit comme fonction test dans (7.47) la
S
P

fonction ¢ = nw(up +p) ou w=TIogvVv et ol up et 7n ont été

définies plus haut. On a alors
Jg(nwn.D(up+p)+w(up+p)n.Dn+n(up+p)n.DW—NHhW(up+p))dx' =0 |,

d'ou

(7.65) | J % WlDupleX' < 2p J (w|Dn|+n|Dw|+Nnw|H|) dx' .

|z [<p |x! |<p
U=—-p
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[

Pour estimer ] n|Dw|dx' nous remplacons ¢ par @2 dans (7.54)

lx1[<p
w-p

et nous avons :

rwzn.DHdA ’

j 0% |6w|%aa < -2 j pow.SgaA + I |
] & , ]

et, en utilisant 2IJ pdw.8pdA| < %{ @2|6W]2dA+2J|6¢|2dA , on obtient
S & 6 ’

(7.66) J 0| 6w|%d4 < 4jl6¢|2dA + 2NH1J 0% .
& S &

Si on choisit en particulier o = nT(XN+1) ol T € CZ(R) y 017 <1
et

<
]

dans J-p , Su$ u(x")[ ,

(7.67) |X' <2p

' 7T =0 dans E]—Zp, p + su u(x')[ ’
IX'$<2p |

|T*] < 2/p et ol m est comme précédemment, (7.67) implique

(7.68) J o2|6w|? aa < (36 p~2 + 2NH,) A(e" supp.9)

&
. _ T oW 1
ot A(gnsupp.op) = dA . Coumme E;—-=(),;]les|6wl
v N N+1
6N SUpp .
et j n|Dw|dx'<| o|dw|aa s(j@2|6W|2dA)1/2(A(5n supp.cp))1/2 , d'ol
%! |<2p & G

(7.69) J n|Dwldx’ < 2(36+ ovi,2%) /2 a(en supp.g)
|x' |<2p

et A(gn supp.9p) = f dA < j v dx' , d'ou

&N sSupp . IX'|<2p
w>-p
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(7.70) JF n|Dw|dx" s-g- ( 36+ 2NH1R2)1/2 JF v dx!

|x ' |<2p |x'|<2p
u>-p w-p

JF
|z |<2p |z |<2p
w=-p =P

D'un autre cb6té w < v et donc w dx! < J v dx!' .

I1 reste donc & estimer J v dx' et ceci peut &tre fait en consi-
|x" |<2p
w=p

dérant la fonction test ¢ =  max{u+ 2p, O} ol § est lipschitzienne

dans &Y , 0<C <1 ,C=1 pour |x'|[<2 , =0 pour [x'|>3% et

| Dt | s'% . On a alors comme pour l'estimation de A(gp)

| (7.71) J % |Du|2dx' < (sup u) j (|pg|+ w|H|E) ax* .
|x'|<2p lxt|<3 [x'[<3
w>=-2p

on obtient

1 2 1
Comme Vv = |Dul® + =

(7.72) j vdx' < C(N) pN(1+ RHO)(1+ p_'1 SUp u) .
|x |<2p lX'ﬁ)<3p
w>=2p

Pour terminer l'estimgtion de J w dA on écrit
&

P
r ' — f L 23 f w '
| Wik s j wdx! = | o w|Du_|“ax'+ | oyax donc
%  |xil<o  lx'l<e | lx'l<p
lul|<p lul<p

J wdA < J % W‘Dup|2dX'+ j wdx'! < j % W|Dupl2dx'+ J v dx' .
% Ix'l<e <o [x'[<0 |x"[<p
lul<e [ul<p

En utilisant (7.65), (7.70) et (7.72) on en déduit
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J wad < NC(W)p™(1+ RH6)2(1+-1 SUp U) 4 ees
s, ° lx' |<%

oe 2001+ BE)) (14 L sup w)(36+ e, ) /2
|x! [<3p-

En définitive nous obtenons

(7.73) j wid < ¢, (0 (1+ 7L )21+ o7 sup w)(1+ 2%)1/2 .
% ° lX'ﬁ<3P

Fin de la démonstration du Théordme 7.1. Dans 1'inégalité (7.61) on a

J wah < O(N) RN(1+ RH)

€r
B qmp 2 -1 2 2. 1/2
J 0 ] wdldp < 01(N)R (1+ R " sup u) (1+ RE)Y“(1+ R H1) y
Y0 &, ' lx'|<3R ©
(R

2
o'W Ale,) dp = - o(m (1488

et w(y') < ¢(N, R, H , H1) . En exponentiant on en déduit (7.42).

COROLIAIRE 7.2. Soient Q un ouvert de BN et u € 02(9) une fonction

telle que la courbure moyenmne de son graphe dans BN+1 appartienne

5 @) , 2k <o . Alors u € 05Y1(Q) et pour tout v € Q de

multi-indice B , Bl =k + 1 on a

(7.79)  |DPu(y)] < C

ou C = ¢(N,k, HH”Ck(ﬁ) , Sgp lul , dist(y, o)) .

Démonstration. H étant la courbure moyenne du graphe de wu , u vérifie
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2 2
oy |2y 274 du  du d°u NH ol 2 3/2
(7.75) ;(1+] ‘ ) 2 _.Z. 0x. OX. OX.GX = (1+I I *
i axi i, i j i

L'opérateur du second ordre L défini par

= 2 du au b v
(7.76) Iv = 23 (8 (1+|Du| ) - 3, ) TR 5%,
’

a ses coefficients de classe C1 . I1 est uniformément elliptique

tant que |Du| est borné. Comme wu vérifie

(7.77)  Tu = NH(1+|Du|®) 1/2 ,

et que le second membre de (7.77) est de classe C1 dans Q@ , en
utilisant la théorie de Schauder wu € Oz’a(Q) pour tout o <1 .
Par suite les, coefficients de I sont dans 01’a(9) et le second

membre de (7.77) est dans 01?a(9) . Par suite u € CB’Q(Q) , Va<1.,

En itérant on en déduit la régularité Ck-+1 de u si H est de

classe Ck .

En utilisant les estimations de Schauder on a & partir de
(7.77)

(x")| g C H sup (1+lDu|2 1/2 y

Q"

(7.78) |?5;75;-

pour tout x' € Q' , QcQErcQrc @, d'ou (7.74) pour |B]

En itérant on obtient (7.74) dans le cas général.

i
N
.

REMARQUE 7.5. Ia théorie de l'existence pour le probléme de Dirichlet

du
d Oxy
2= ( ) = NH dans Q ,
i 9%y >
14| Du|
(7.79)
u=0 ' sur R |,
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est également fort difficile & étudier. Dans le cas des surfaces mini-
males dans R3 le premier résultat d'existence est dfl & Bernstein qui
a montré que le probleme (7.79) avec H =0 admet une solution pour
tout ¢ € C°(dQ) si et seulement si @ est convexe. En dimension
supérieure & 2, Jenkins et Serrin ont remplacé la condition de conve-
xité de Q par la condition que la courbure moyenne de 0R soit po-
sitive ou nulle partout. Dans le cas des surfaces a courbure moyenne
H donnée dans C1(§) le probléme (7.79) admet une solution unique

w € ¢°(@) n c?(Q) pour tout ¢ € C°(R) si H vérifie

(7.80) H (y) = g |2 , vyeom,

ou H' est la courbure moyenne de 0R , et

e, €10,1[ tel que ¥ n ¢ cla) ,

(7.81)

1-€
2 {Q |Dn| ax' .

] anal

Une autre manidre d'étudier (7.79) est de considérer la fonctionnelle
J(v) = f J1 o+ |Dv|2 dx' - N J H v dx' ,
Q 9]

définie sur V={u e W’NQ) : u=19¢ sur 09} . les minima de J
(ou plus généralement les minima locaux) sont alors localement lips-—
chitziens et 1l'estimation (7.42) reste valable (Cf. [25]).

REMARQUE 7.6. L'estimation (7.42) montre que la régularité naturelle
d'une surface minimale est la régularité lipschitzienne et le Corol-
laire 7.2 montre que si une surface minimale est de classe 02 elle
est de classe C° . Si la surface minimale n'est pas de classe 02
(1'équation (7.1) avec H = 0 étant prise au sens faible) elle peut
n'étre que lipschitzienne. Ainsi Bombieri, De Giorgi et Giusti ont

8

montré que dans R~ le céne d'équation

(7.82) x° + x°

+x2 +x° = <%+ x2 + x° + x° ,
1 2 3 4 5 6 7 8

est minimal.



