- 206 -

9. EQUATIONS QUASTLINEAIRES DEGENEREES

Dans ce chapitre nous nous intéressons & la régularité du
gradient des solutions dans W *%(Q) n I°(Q) de 1'équation

(9.1) z 3%7 Aj(X,u,Du) + B(x,u,Du) = 0,
J J
quand le théoréme de Iadyzhenskaya et Ural'ceva démontré au chapitre

précédent ne s'applique pas. Un exemple typique est le suivant :

(9.2) 5 (|pul®% &y - r
5 bxj axj

Quand a« > 2 1'équation est dégénérée. les premiers résultats con-
cernant ces équations sont dfls & Ural'ceva [29] et indépendamment
Uhlenbeck. la version trés générale que nous exposerons est due a
Tolksdorf [26]. Dans la suite Q est un ouvert de & et nous sup-
posons que les fonctions A. appartiennent & C(Q x R x BN) n ...
C1(Q xR X B - {0}) et que B définie dans Q X R X B' est mesu-
rable dans Q et séparément continue dans R x BN . Nous supposons

en outre les relations de croissance et d'ellipticité suivantes :

H.1 Aj(x,r,O) =0,
dA. 42 <12
H.,2 z 35%(x,r,p) g8y 2 v (w+ |B[)T 27,
L,J 1
04y a-2
H.3 z l-ép—'(X,I',p)l s T (n+ lpl) ’
i,5 9P1
H.4 2= A(x,7,0)] + 2 | A (x,e,0)| T (w + |p])% 4]
. A 13x, AN BT C dr Tyt ’
i, i i
H.5 |B(x,r,p)| = T (1+]p])%,

o w € [0,1] , ¥y et I' sont des constantes positives et ce, pour
tout (x,r,p,&) € @ x R X BN - {0} x EN « Ie cas % =0 est le plus
difficile et correspond aux opérateurs réellement dégénérés si a > 2 .

Ie cas % > 0 se rattache au chapitre précédent.
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Dans la suite nous supposons x € Q , et R ¢ 10,1[  tels

que B, (3R) € Q@ . D'aprds le Théoréme 8.1, pour toute solution faible
o

u de (8.1) dans Q@ il existe A € [0,1] et c_ = O dépendant de

o)
Ny, ¢y ¥, 'y R et tels que

[[ul ()

(9.3) lu(x)=u(x')] = cq lX—X'IK , ¥V x,x' €B, (2R) .
0

Ie résultat essentiel de ce chapitre est le suivant :

THEOREME 9.1. Soient wu € W ’%(Q) N Q) une solution faible de

(9.1) dans Q et B (3R) < @ . I1 existe alors o >0 et c >0
0
dépendant de N, a, v, I'y A et ¢ tels que

(9.4) |Du(x)| = ¢ g1 ,

(9.5) | Du(x)-Du(x')| s ¢ R""1‘G |x-x?]° ,

pour tout x,x' € B (R) .
0

REMARQUE 9.1. Dans le cas de 1l'équation

(9.6) 2 5% (|Du|®®Dw) = ¥,
1 9%

on a une solution particulidre wu(x) = Qil ‘X‘a/(a—1) . On trouve

donc que Du est holdérien d'exposant optimal 1/(a-1) <1 si a« > 2 .

9.1. Quelques lemmes d'analyse

Dans ce chapitre nous exposons quelques résultats a la "De
Giorgi et Morrey" fondamentaux pour prouver le Théoreme 1. Nous appe-
lons B(R) , R € ]0,1[ 1a boule ouverte de centre O et de rayon R
de ®' et soit v ¢ W'%B(R)) . Pour r € (O,R) et 4,k ¢ R soit

(9.7) Az,k,r = {x € B(r) = k £ v(x) s 4}
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PROPOSITION 9.1. Supposons a« > 1, o € 10,a/N et

(9.8) J lov]® dx < M*(pt-r)™® RNG(mes A yi=o |

k,r!
A 15y
4,k

ou_M> 0 est une constante, pour tous 4, k, r, r' € R vérifiant
R2<r<r' <R et O<ks=4<85M od & est une constante posi-
tive. Il existe alors p > 0 dépendant de N, a, c et § tel que

si cn a

(9.9) mes. %x,O,R S p R,
on a aussi
(9.10) sup ess v £ § M .

B(R/2)

La démonstration de la proposition suivante utilise le résultat
suivant dfl & De Giorgi

IEMME 9.1. Soit v € W'*'(B(R)) . Alors

(9.11) (4-k)(mes.A_ y1=1/ RN(mes.(B(R)—Aw’k,R))—1fA |Dv| dx

s 4R
4,k,R
pour tout 4 >k , ¢ ne dépendant que de N .
Démonstration. Définissons Vv par
0 si v(x) =k,
v(x) = { v(x)-k si ksv(x) s,
4=k si u(x) =2 ¢ .
On a alors
IA v(x) dx = (4~k) mes. Aw,z,R et aussi
J |ov| ax =J |Dv| dx . En utilisant le Lemme 4.3
B(R) AJ&,k,R
(avec une légdre variation laissée au lecteur), on a
_ I-R.N(mes.‘l\.00 . R)1/N
J v dx = C 222 j |Dv| dx d'olt (9.11).
o 4, mes.(B(R)—Aoo,k’R) B(R)
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Démonstration de la Proposition 9.1. On désigne par c¢ une constante

générique ne dépendant que de N, a, c et & . Soit i € N , on pose

-i-1
Ty = R/2 + 2 R,
=i
(9.12) k, = 8(1-277) M,
A-=A ®
i W,ki,ri

En utilisant le Lemme 9.1, (9.7) et 1'inégalité de HSlder, on a
1 1 1

{1 ==

. 1..,_ . —
(9.13) 2 léM(mes.Ai+1) V< c(mes.A,) “(f |ov|® ax)®
A
EEPRELIE L
et le terme de droite est majoré par c 2i M R(Nc-a)/d(mes.Ai)1—c/a

en utilisant (9.9). Par suite on a

(9.14) RN mes. Ay g S t (R'N nes . Ai)N(a=G)/ a(N-1

I1 est alors treés facile de vérifier par récurrence que

i .
Liiél-:l-% . 1+€

i 1
(9.15) R 'mes.s, , sci(c °© K (nes a_) (1#€)7)

1

ol 1+e = N(a-0)/a(N-1) et € > 0 par hypothése. Or

< u en utilisant (9.9). Par suite si
’O’R 2

on choisit O0O<p<p = c—1/é , on en déduit

=N =N
R mes . A.O =R mes. AM

(9.16) B mes. A, S p c_i/é

’

et par suite 1lim (mes.Ai) =0, ctest-a-dire (9.10).
400

COROLIAIRE 9.1. Supposons a > 1, o € ]0,a/N[ et que v vérifie

f |v| ax < M &Y ,
B(R)
JA lov]® dx s M (pt=r)™® e (mes.Am’k,r,)1—c ,

o, k,r
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oL M est une constante et R/2<r < r!' < R . Il existe alors une
constante ¢ dépendant de N, a et ¢ telle que

v(x) sc M p.p. dans B(R/2) .

Ia démonstration du Corollaire 9.1, est immédiate & partir de
la Proposition 9.1.

PROPOSITION 9.2. Supposons a > 1 et gqu'il exiéte w € 10,1  tel que

(9.17) mes . %x,O,R/Z < p mes. B(R/2) ,

et _que

(9.18) j |Dv| %ax < c(mes.@m,k,r'){(r'-r)-a/2K9+(ILr)—a(M9k)a} ,
Y

ob_c, Ket M sont des constantes positives et ce pour tout k ¢ [O,M]

et pour tous r,r' tels que O<r<r' < R . Il existe alors une
constante & € ]0,1] dépendant de N, a, ¢ et u telle gue

g g1/2

(9.19) sup ess v(x) = (1-8) M +
B(R/4)

1
5

Démonstration. On désigne par g une constante générique dépendant

de N, ¢y c et p . Pour i €N on pose

K, = (1-27%) o,
(9.20) 1=

4 = Am,ki,R/z .

Soient & >0 et io,i entiers tels que

Ma-gKR1/2

1
(9.21) i<i,

-io
2 =06 .

On déduit du Lemme 9.1, de (9.17), (9.18) et (9.21) que
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Hutmes g, )TN < glmes.(a-a NTVE ([ Jov|® a0, aton

i 141

~ 1-1/N -3 N- -
2 lM(mes.Ai+1) /g g 2t M g(i-a)/a (mes.(Ai-Ai+1))1 Ve

Cette inégalité peut &tre transformée en

(RN mes. 4, )(N‘1G/N(a-1)
i+1

< g Y mes . (A, ~A, ).

1+1

BEn sommant on en déduit

i (R."l\T mes.Ai+1)(N-1)a/N(a"1) < g B mes. B(R/2) .

0
En utilisant alors la Proposition 9.1 et (9.18), on peut trouver
6 > 0 ne dépendant que de N, a, ¢ et p tel que (9.19) découle de
(9.21) (plus exactement de M & = K ,/R ). Comme (9.19)est valable
si on n'a pas (9.21), on en déduit la Proposition 9.2.

rd V4

9.2. Estimations dans un cas simple et non dégénéré

Notons B la boule unité de RS . Soient £ € L°(B) et
wew '%(B) N CO(B) deux fonctions telles que

(9.22) JZA(quu)—‘P—dx=Jrfcpdx,
B j Xg B
pour tout ¢ € W1’a(B) . Nous supposerons aussi, pour un réel u, ¢
(9.23) i < 1
H “LOO(B) 4
(9.24) Hu” .

L'(B ) Yo
En plus des hypotheses H.1,...,H.5, nous ferons l'hypothése de non

dégénéressence suivante :

d 2
H.6 I === A.(x,7,p) E.E. = € |E|
1,5 Oy 3T LT

ol € est une constante positive et (x,r,p,E) € QXBXBN—{O}MR .
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LEMME 9.2. Il existe des constantes Yo et T positives et ne

dépendant que de N, a, y et ' telles que

”? (4;(x,7,p) - A (x,7,0"))(pspY) ...
(9.25) ¢ Yo(t#lpl+lp D2 [p-p'|% 51 as2,
ceo 2 o
L Y, |p-p'| si_az 2,
(9.26) = [A (x,7yp)] =T (n + 121%7) |0l ,

J

pour tous x € B, r €R et p,p' € BN .

Démonstration. L'indgalité (9.26) est une conséquence immédiate de

1
f T A (x,r,t p) p; dt . Pour
01i
démontrer (9.25) nous pouvons supposer |p| s |p'| . Par suite

H.3 et de 1'égalité Aj(X,r,p)

% lp~p'| = »n + |p'+t(p-p*)| = 1 + |p| + |p']

pour tout t ¢ [O,4J . En combinant cette indgalité avec
z (A, (x,r,p) - Aj(X,r,p'))(pj-PB) 2 eee
1 o ' ! ! )
vt g Jo i?j 55, Aj(x,r,p +t(p-p")) (p; pi)(pj pj) dt ,

on en déduit (9.25).

Ie résultat suivant donne des renseignements sur les dérivées

secondes des solutions de (9.22).

PROPOSITION 9.3. Soit u € W1’a(B) N ¢%(B) wune solution de (9.22)
vérifiant (9.23) et (9.24). On suppose H.l, ...,H.5 et H.6. AlOrs

(1) u ¢ W2 2(B) nw

lOC(B) si a=> 2,

(9.28)

(i1) u ¢ Wfég(B) n Wlég+2(B) si a2 .
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En outre si ¢ € CZ(B) s ¢ >0 et si G est une fonction réelle

de classe G| par morceaux telle que

(9.29) 0 =G g Cy s

ou ¢ est une constante positive, alors pour tout s ¢ £1, e0syN}

A9

on a
2 2
o) d7u d%u du
y —— A.(x,u,Du) Gt ( ) ¢ dx s ...
IB 1,3 op; J e bxséxi axséxj Ox
j £ A, (x,u,0u) == (6B gy ...
. d ox 0x_ " dx.
0A. QA . . 6211 s
- 1
coe JB ? (Sgi(x,u,Du)+-SEA(X,u,Du,aXSij G (bXS) ¢ AX ...

o Ju
cee = J‘B f-é-}?; (G(—a-}g)(b) dx .

Démonstration. (9.28) (i) a été démontrée au Chapitre précédent (et

une estimation de ||ul| 1.00 Sera domnée plus loin). Nous supposons
W ?

loc

donc a«<2 .Pour h>0, K>0, s € {1,...,} etgsle

s-iéme vecteur unité de BN on pose hS = hgs et
uh(x) = h_1{u(X+hs)—u(X)} ’
K si U, 2 K,

U =1 Uy STowy € [-K,X] ,

!
T
=
B

=
=

u
S,k

On peut remarquer que Uy j = Dax (=K, min(K,uh)) . On notera par la
?

suite g et g¢ des constantes indépendantes de h et K (mais pas de

¢ concernant g ). Définissons alors

o(x) = h—1(uh’K(X) ¢2(X) - uh,K(X+hS) ¢2(X+hs))
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et utilisons ¢ comme fonction test dams (9.22). En utilisant H.2,
He4, (9.23) et le Lemme 9.2 on obtient

g—1 J (1+|Dul+|Du(X+hS)|)a-2 |Duh,K(X)l2 ¢2(X) AX eee

04 \
{ N 123———(X+hs,u(x+hs),TDu(X+hS)+(1_T)Du(x))azh(X zijk

(x) dx 4T ...

o
JOJ z A (X+Th ,u(x+7h ),Du x+7h )) 0 (uh K(x)¢(x) q)1(:;:)) dx AT ..o
Bi *3

" f (e ma e )+ (1= (), D)y () + e

o+ e (o), Dux)) ) e

S

(X) 02(x) dx dT ...

' o )
- joJB f(X+ThS Sgg(uh,K(X) <(x)) dx dT .

et cette dernidre quantité est majorde par
&y | J (1+] Du(x+h )]y IDuh g 4@ +|uy (2] (o(x) +1D¢(x 1)} ax a=
cr e [ (e (elmy gD Dm0 420 ax ..
v g, jB (19m, )]+ Jay ()] 4(x) ax

Par l'ihégalité de Young on a

jBIth,KI“ % dx = % JB (1+|Du|)é_2 IDuh,Klz 02 X + eee

c+ S (+]Du)® 20/ (2=a) gy

(9.31)

En utilisant (9.31) on en déduit alors que Du, , demeure borné dans
b

%(B) et en faisant tendre n vers O on en déduit aussi
1oc

(9.32) JB(1+‘Du|)a_2|DuS,K|2¢2dX < g+ 8 JB(1+|Dul)a ug g% ax .

Pour estimer le terme de droite de (9.32) on choisit comme fonction

2 2
test ¢ = (u—uo) Uy x ¢° et on a
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jB T A (x,u Du) bx ¢ dx = fB f(u-uo) us,K ¢2 AX eee
(9.33)

du
—=.X ¢ +u QQ—} dx .

z (u-u,) A, (x,u,Du) Uy x Yim— ox 5 S, K 0x;

st

En utilisant le Lemme 9.2 et 1'inégalité de Young on obtient

(1+]|Dul)® ug X $° A% £ ..e
(9.34)
e 8yt 8 JB (u—uo)(1+|Du|)““2 IDuS,KIZ ¢2 ix .

Bn utilisant la continuité de u et en prenant le support de ¢
2 2
1€ ¢

assez petit, on peut rendre Iusuo arbitrairement petit (quitte

& changer de u_ ). En combinant alors (9.31), (9. 32) et (9.34) on
en déduit que j 1Dug o 0% dx et J (1+]Du] )% u] ¢ dx sont

B b
bornés uniformément par rapport & K , d'ou (9. 28) (11). Pour démon-

trer (9.30) on choisit comme fonction test

(9.35) o(x) = 07" {e(u (x)) ¢(x) - G(uh(x+ho>) d(x+ng)} .

b3

Grace & (9 28) (ii) le terme de droite de (9.22) obtenu alors converge
vers (G( ) ¢) et (9.30) découle alors du Iemme de Fatou.

Ie résultat suivant donne une borme de |Du(x)| indépendante
de € et de wn .

PROPOSITION 9.4. Il existe une constante C ne dépendant que de
N, ¢, vy, T et u telle que

(9.36) |Dul| sC .
L (B(1/2))

Démonstration. Soit x, ¢ B1/2 et p une fonction o positive

telle que p(t) =0 sur [1,+9] , p(t) =1 sur J]=,0],
O p(t) s 1 sur JO,1[ . Pour R € ]0,1/8[ et i €¢I on pose
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R, = R(2+27T7T) |
{9.37) B, = BXO(Ri) ,
A1l+1

oy (x) = p(2** B (Jxx |-R))) .

Dans la suite g (resp. &g ) est une constante générique dépendant
seulement de N, «, vy, I' et u, (resp. N, a, v, T, u, et R )« Nous
allons montrer qu'il existe RO > 0 dépendant de .N, a, vy, T et U,

tel que
(9.38) J (1+[Du|)a+2l dx < gp »
B
i
pour i = 1,2;...,N(a+2) pourvu que R < R, -

Dans le cas i = 0 (9.38) découle du Lemme 9.2 avec pour fonction
test @Eu . Par récurrence nous supposons donc que (9.38) est valide
pour i €W . Soit M>0 et s € {1,...,N} ; posons

[ du . du
Sgg -1 ] si Sg; =1,
0= < 0 si ¢ [-1,1]
s Ox, ’ !
ou . u_ o _
\ OXO + 1 si 6XS 1,
M si u, = M,
Us, = U si  ug ¢ [-M,M] ,
=M si U < =M .,

. 7z 2.
Considérons G(%%—) ¢ = ug iug,M' . ¢§+1
S

(9.22). Comme on s

comme fonction test dans

(9.39) 3 (1+[Dul) < w + [Du| < 1+ [Dul ,

si 6(2) £ 0, on déduit de H.2, H.3, H.4, (9.23), (9.26) et (9.39)



- 217 -

ﬁ

[, Celmen®? [oug| 2 w2l 62 ax =

Us , M CP1+1
; a=-1 21
ooi03 .o g IB (1+|Du| ) E |Dugl ¢y, dx ...

+ [D¢i+1|) dX v

oo + gp JB (1+| Du| yp+el (q’i+1

ces + 8 f (1+]| Du] )® | Du| u? dx .

s, M cp1+1

En utilisant (9.38) et 1l'inégalité de Young on obtient alors

2 21

sl Ug , M CP1+1 dx = ...

(1+]Du] )*"2 |Du
(9.41)

p+2 21
cee Bp * 8 jB (14| Du]) us ¢1+1 ix .

En utilisant & nouveau 1'inégalité de Young et une intégration par

parties on a

‘ a+2 21 du @ 21
J Z(1+[Duf) Ys, M cP:L+1 dx < gp + & z 3§- s [ug Us, M cP1+1 =,
B s B s
dtol
2 _2i
£ (1+|Du])* < u @ dx € ...
fB S Us oM Ti+
2 21
(9.42) gt E fB B umu(eg)| (1|2 w2y 2 ax
s

2i

| u 2 dx
s! Ys, M Pieq °

et g j 2 Jumu(x )| (1+]Du])%? |Du
B s

D'apres le Chapitre 8 il existe a > O dépendant de N, a, vy, T et

u, tel que

(9.43) lu(x)=u(x')| s g |x-x'|% , ¥ x,x' € B(3/4) .

Si on choisit R s RO assez petit on en déduit que le terme de gauche
de (9.41) demeure borné indépendamment de M , d'oh (9.38) & 1'indice

i+ .



- 218 =

Nous fixons désormais R = Ro .Pour k20 et R<r<r'<22R
nous posons

p(x) p((r'—r)_1(lx-xol-r)) ,

e,z

(9.44)

{x € BXO(r) : us(x) >k} ,

et nous choisissons G(%%—) ¢ = max(us—k,o) @2 comme fonction test
S

pour (9.22). En utilisant H.2, H.3, H.4, (9.39) et (9.26) on obtient

j (1+‘Dul)a—2 |Du0|2 ¢2 dx 8 ...
Ak,r'
(9.45) -
e 8 J (1+|Du| )® {(r'-r)-1IDuS]¢+(r'-r)-2(1+|Dul)2} dx .

Ak,r'

Bn utilisant (9.38), (9.45) et les indgalités de Young et de Holder
on a

(9.46) f (1+]Du] )% |Du |® ax & g (z'-r)"° (mes. JL\k,r,)“V’l\T :

o

Dans le cas a < 2 on utilise aussi 1'inégalité de Young pour obtenir

J

Du |® ax s § (z'-r)*C (1+]D0u])%2% |Du_|® ax + ...
ber JAk,r )
cee 355 (rt=r)”® J (1+|Du| )% ax ,
T

d'ou

(9.47) JA IDuola dx s g (r'=r)"% (mes. Ak,r')1—1/N .
k,r

En utilisant le Corollaire 9.1, (9.38), (9.46) et (9.47) on en déduit

du

dens B_ (R) . Comme =-u est solution d'une équation vérifiant les
s

mémes conditions de croissance et d'ellipticité, on en déduit la
Proposition 9.4.
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Ie résultat suivant établit la continuité holdérienne de Du
indépendamment de € .

PROPOSITION 9.5. Il existe deux constantes o> 0 et c¢c > 0 mne
dépendant que de N, a, vy, T et u_ telles gue

(9.49) | Du(x)-Du(0)| s ¢ lx]a , ¥ x € B(1/2) .

Nous désignons encore par g une constante générique dépen-
dant de N, a, y, I' et u_ . Nous choisissons R ¢ 10,1/2[ et posons

M = max sup ess ]
s B(R)

= (mes. B(R))—1 JB(R) OX ix .

bX ’

IEMME 9.3. Il existe p > 0 ne dépendant que de N, a, vy, I et U

tel que 1l'une des deux inégalités suivantes

(9.50) mes. {x € B(R) : %%— s M2} s p BN ,
S
(9.51) mes. {x € B(R) : - %%— s M/2} s RN ,
S

implique 1'inégalité suivante

(9.52) x)| = W4 - p!/(a=1) _ g ,

l-§—§;<

pour presque tout x € B(R/2) .

Démonstration. Dans la suite p est une fonction du type de celle de

la Proposition 9.4. Nous supposerons (9.51) et soient r, r', k, 4

tels que
R/2sr<r'sR,

(9.53)
0sk< s M4 .
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Posons

o(x) = p2 ((r'-r)-1(|x|—r)) ,
(9.54) 5
A = {x € B(r) : k< M/2 - £=(x) s 4} .

Lyk,r bxs

On peut en outre supposer

(9.55) wa s vV g

sinon il n'y a rien a démontrer. Considérons la fonction G suivante

. . _
0 si % > M2 -k,
e( &) = ¢ -g—%—+k-M/2 si % ¢ [W/4, W2 - k],
S S S
| k- /4 si Ecws
IS]

et G¢ comme fonction test dans (9.22). En utilisant H.2, H.3, H.4,
(9.26) et 1'inégalité de Young, on obtient

J (n+‘Du|)a—2|D(%§-)|¢ dx s g(r'-r)”% M j (n+|Du])*" 2| Du| ax ..o
Az,k,r' S o, k,r!
(9.56) _ .
cee + & J IDQ%E—)I ¢ dx + g(r'-r) 2 M mes. (A i ) .
A X 1 £y T
Ly k,1!
Dans 1le cas "¢ = 2" ou "1 < a < 2 et M<u" on a
-2 -2
(n+10)® < g (u+|Dul)® dans Az,k,r' ,
a-2 a-2
(9.57) (u+] Du] ) < g (n+M) dans Am,k,r' ,

1 = (r'—r)"1 M (w+M) .

En utilisant 1'indgalité de Young, (9.56) et (9.57) on a

(9.58) {A ]D(%Ef)l2 dx s g (r'-r)—2 M° mes. A

o, k,r! °
S
Lyk,r

Dans 1l'autre cas "1 <a< 2 et M3z u" on déduit de (9.55), (9.56)
et de 1'inégalité de Young que
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o 2
jA |D(%;—S)| ax = & (r'-r>2‘°‘j (et Du | )22 ID(%S)I Ax + ..

‘z’k’r Az,k,r
2—q. o
cee + 5 (u+|Dul)™ ax ,
Az,k,r
d'ou

o -
(9.59) J ‘D(%%‘)| dx = g (r'—r)—a M* mes. A, k.
| Az k,r S ,,
=9

Ies inégalités (9.58) et (9.59) ainsi que la Proposition 9.1 appli-

N

quée & /2 - %%— impliquent (9.52).
S

Démonstration de la Proposition 9.5. Nous supposons tout d'abord

(9.60) /s = JE + &1/20e-1)

En utilisant le Lemme 9.3 nous n'avons & considérer que deux cas .

seulement de N, a, vy, T et u, -

Dans ce cas, pour k2 0 et r, r' tels que O<r<rr' =R
nous posons

o(x) = p ((r'-r)—1(lxl-r)) ,
(9.61)
Ahr={X€B&):%%@)—(%%)M>k},

S

ou p est la fonction utilisée dans la démonstration de la Propo-

sition 9.4. Nous remarquons que

(9.62) é (u+M) < % + |Du| = g (u+M) dans A,

!
4

Considérons la fonction test suivante dans (9.22)

(9.63) ¢ (&) ¢ =max (B - (1-9) W-k 0} ¢,
- _

et intégrons le deuxidme terme de (9.22) par parties. En utilisant H.2,
H.3, H.4, (9.62) et la Proposition 9.4 on en déduit
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[ 2 2 —1 [
JAle( )| 9% dax s g(r'-r)” ' (el/2-k) JAk(@ID( )| +1) dx ...
!
(9.64)

ces + 8 fA ID(§§—>]¢dx + g(usdD) e j (¢|D(§§;>|+(rt-r)'1<em/2_k>) dx .

S
k,r! , !

En utilisant (9.60) et 1'indgalité de Young on en déduit

c ou vi 2 - = 2
(9:65) [ D] ax = (et-0)™ (1) el/2n)?) mes. kL, -

, T
En utilisant (9.65) et la Proposition 9.2 on en déduit alors

(9.66) Loss M+ g (R~ r1/2(a=1)y, dans B(R/4)
S

pour un § € ]0,1[ ne dépendant que de N, a, y, I et U, . Comme
-u vérifie une équation du m8me type avec les m&mes conditions

d'ellipticité et de croissance on a alors

(9.67) m:X 2%5/2§S lgxsl < §{max S%? ?SS l l + g(J§'+ R1/2(“'

1))} .

2tme cas : il existe s' € {1,...,N] tel que la l > M/8 dans B(R/2).
Dans ce cas on a
(9.68) é(mM)Sn4-HM|Sg(mM) dans B(R/2) .
Pour s € {1,...,N} nous posons
- . ou + ou
(9.69) u, = inf ess i , U = Sup ess T=— .
B(R/2) s B(R/2) “%s

Etant domné s € {1,...,N} , 1'une des inégalités suivantes doit &tre

vraie

(1) mes.{x € B(R/4) : ——(x) = —(u +u )} s % mes . B(R/4)

: éX
(9.70)
1

(1i) mes.{x € B(R/4) : (X) (u +u )} - mes. B(R/4)

2

’
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Par suite on utilisant (9.30), (9.68) et la Proposition 9.2 on peut
prouver comme dans le premier cas

9.71) L) s Nezs g1/2(e=1)yy
T Sl B T S e e R R

pour un & € ]0,1[ , & = &8(N,a,¥y,I, u, ) . Nous choisissons maintenant
o € ]O, [ tel que o< 1/4(a=1) et 6 89 ,Pour j €N nous
posons Rj =8 -3 . Les relations (9.67) et (9.71) sont valables méme
si on n'a pas (9.60). En outre si

(9.72) 1nf ess [au ] > % max Sup ess Lj;-l
/2) s B(R, ) s
o
pour un j, €N et un s’ ¢ {1, ...,N} alors cette relation est vraie
pour tout J = j, . Par suite (9.67), (9.71) et la Proposition 9.4
impliquent

(9.73) osc L g Rg ,

B(R,) 0y

ce qui démontre la Proposition 9.5.

7z rd

9.3. Estimations pour un probléme de Dirichlet non dégénéré.

Dans cette section nous considérons u € W1’a(Q) N CO(Q)
vérifiant

z A (x,u, Du) 22 - dx = j fodx , Vo c¢ Wg’a(Q)
(9.74) 7 ~ Q4 J <
g sur 0Q

b
il

ol Q= {x = (X1,...,XN) : 0<x; <q} et g ¢ 10,1 . On conserve
sur Aj les hypothéses du Paragraphe 9.2, on suppose que f € £°(Q)
et on note d(x) 1la distance de x & 93Q . On suppose que pour un
A€ ]0,1[ om a

(9.75) 2] = gla=1) (A=1)-

et que la fonction g est la trace sur 0Q d'une fonction encore

notée g é&lément de W1’a(Q) . On suppose en outre
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OA.
(9.76) a,-l(X,r,p) =0 , YV J € {1ye0a,N} ,
(9.77) lg(x)-g(x")]| = 8, IX—X'IK , ¥ x,x' € Q

X

oL g, est une constante, p est quelconque dans BY et r vérifie

(9.78) lr - g(0)] =2 1 .

PROPOSITION 9.6. Il existe a > 0 et une constante ¢ ne dépendant
que de N, a, vy, 'y, A et g tels que

(9.79) IDu(x)| s e (@M,
(9.80) | Du(x)=Du(x')| = ¢ (a(x))M 1 |x-x'|% ,

pour tous x,x' € Q vérifiant

(9.81) |x-x'| < d(x)/2 .

Lo démonstration de la Proposition 9.6 est fondée sur le résul-
tat suivant :

LEMME 9.4. Sous leé.hypothéses de la Proposition 9.6 il existe une

constante ¢ ne dépendant gue de N, a, v, I', A et g telle que

1'on ait

(9.82) lu(x)-g(x)] s ¢ (d(x))” , Vxe€Q.

Démonstration. Il existe B > 0 ne dépendant que de N, a, y, T et

go tel que

) (Aj(X,u,p)-Aj(X,u,p’))(Pj—pﬁ) > ees
i
(9.83) sa
ees 2 (0sc. g+2) |p| 2 ls;l(X,u,p')l )
Q J

pour tout x € Q et tous p,p' € R' vérifisnt lp| 28 et |p'| 28 -
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Pour X, €EQ, o>0 et kx=1,2,...,N, nous posons

A
bk(x) = (eGXk-1) + 8, lX—XOIX + g(xo)
(g=x,) A
(9.84) bk+N(X) = (eG T -1) + g, lx—xolk + g(XO)
b(x) = min b5(x) .

k

Soit Q@ = {x € Q tel que b soit deux fois différentiable en x} .
I1 est aisé de vérifier qu'on peut trouver un ¢ > 0 ne dépendant
que de N, a, v, 'y A et g, tel que

d4, 2,
z —l(X,u,Db) —Q——' d(a_1)(7\-1)-1 + ocee
1,3 %P3 3x; 9% 5 2
dA. dA,
§ (la—X%(x,u,Db)l +8 |Dv| l-&-l(x,u,Db)l)

(9.85)

pour tout x €Y . Soit ¢ € C2(Q) , ¢ = O et soit § = min(v*,p?)

pour kX # 4 . On a alors :

ZA(Xqu)—(LdX=-kJr Za (A(Xqu)cpdx...
Q J J {b ¢%£ J J
(9.86)
- ID(* )™ £ (4, (x,u, Dbk)-A (x,u,00%) ("% ¢ o,
(b =p?) J K

ou do est la mesure surfacique portée par {bk = bz} . Compte tenu

de la positivité du dermier terme on en déduit

6

(9.87) [ x A (x,u, Db) dx = - [ T — (A (x,u,Db) ¢ dx .
Jo i 0 5 TR
{07#0"}

Pour tout & > O 1la fonction ¢ = max (u-8-b,0) a un support compact.
Par suite on déduit de (9.74), (9.76) et (9.87) que
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2 (4, (x,u,Du)-4, (x,1,00)) —a-f;_-(u-b) dx £ ...

{u-b>6} J J
A, 34,
4 S
cee jQ (i?j api(x,u,Db) axjaxj + ? Ian(X,u,Db)l + |f]) ¢ dx ...
(9.88) [ A,
cee | B [Do| = |5zd(xyu,Db)| ¢ dx + ...
{|Dul=p|D0]|} Y
34,
ces + J (osc g+2) |Dul] = | —(x,u ,Db)| dx .
{|Du|>p|m0|} © J

En utilisant (9.88), (9.83) et .(9.85) on en déduit
(9.89) usbh +38 dans Q .

Ainsi nous avons montré que u-g < c dx dans Q , ou ¢ ne dépend
que de N, a, vy, I'y A et g . En opérant de méme avec -u on en
déduit (9.82).

Démonstration de la Proposition 9.6. D'aprds le Iemme 9.4, pour tout

X € Q 1la fonction

(9.90) u(y) = a™Mx) (u(d(x)y+x)-g(x)) ,

vérifie les hypotheéses du paragraphe 9.2, pour un u, ne dépendant
que de N, a, ¥, T'y A et g, ° Par suite la Proposition 9.6 découle
des Propositions 9.4 et 9.5.

9.4. Un résultat d'existence pour un probleme de Dirichlet

Dans ce paragraphe Q, q, Aj’ B, d, 8 et A sont définis
comme dans le Paragraphe 9.3 et A +vérifie H.5. On ne suppose cepen~

dant ni H.6 ni (9.75). On conserve les notations du paragraphe 9.3.

PROPOSITION 9.7. Il existe 4 > 0 ne dépendant que de N, a, v, T,
A et = tel que pour tout O < g < dq il existe une fonction
u € W1 2%0) N ¢%(Q) vérifiant pour tout o € C (Q)
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,

JQ z Aj(x,u,Du) %%— + B(x,u,Du)g) dx = 0 ,
3 )

(9.91) { ’

u=g sur 0Q .

\

En outre il existe o> 0 et c¢c » O ne dépendant que de N, a, v, T,
A et g  tels gque 1'on ait (9.79) et (9.80) pour tous x,x' € Q véri-
fiant (9.81). |

Ia démonstration de ce résultat est quelque peu technique et
utilise des résultats d'analyse fonctionnelle que nous admettrons

comme le théordéme du point fixe de Schauder ou des résultats de [20].

THEOREME 9.2. (Schauder) Soient X un espace de Banach sur R ou € ,

¢ un sous—ensemble convexe non vide et borné de X et g une appli-

cation continue de ¢ dans ¢ telle que g(¢) soit relativement

compacte alors g possede un point fixe.

On désigne par 3& le i-iéme vecteur de base de BN et par p

3 N w Ve 0] -
une fonction de classe C vérifiant

J' 1 si t =21,
p(t) = ¢ + 81 toe[-3, 2],

Pour h>0 et v ¢ C°(Q) nous posons

(7 (v )v (@)Y, g stoalx) >n,

DhV(X) =
0 si d(x) sh,

A?(X,r,p) = Aj(x,p(r—g(O)) + g(0),p) + h max(0,a-2) Ny

a%(x) = min {n7', a(x)) e =1)=1,

lﬁ%XﬂQ max &&%X% Mn-dh&J,B@mn%y)H .

Le probléme régularisé que nous considérerons est le suivant : étant
donné une fonction v ¢ CO(E) trouver w € W1’a(Q) N Co(a), vérifiant
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; (z A?(X,V,Dw) £ 4 BMx,v) g} ax =0, Vg €C(Q),
(9.92) 2 J

w=g sur o0Q .

Le deuxiéme point est de montrer que l'application Th qui
& v associe w = Th v admet un point fixe et le troisiéme point
est de calculer la limite de Th v quand h tend vers 0 et de

regarder l'équation que vérifie cette limite.

Le probléme de l'existence de w solution de (9.92) dans
W' %(Q) découle du Lemme 9.2 et d'un résultat de Iioms [ 20]. Compte
tenu du Chapitre 8 la fonction w appartient & Co(ﬁ) N CG(Q) pour
un o € ]0,1[ . 81 v parcourt un borné de ¢°(Q) 1a fonction w
(qui est unique) appartient & un ensemble borné de C°(Q) N c%(q)
et donc relativement compact d'aprés le Théoréme d'Ascoli. En utili-
sant le Théoreme de Schauder on en déduit que T, admet un point
fixe Uy, € Co(a) N CG(Q) n WT’G(Q) et on a

o {§ A?(X,uh,Duh) %ﬁ; + B (x,u o} dx =0 , Vo edQ),
9.93 '
uh =g sur éQ .

En utilisant la Proposition 9.6 et le Théoréme d'Ascoli il existe u

dans C'(Q) N ¢%(Q) et une suite h, tendant vers O tels que 1'on

ait 1lim u, =u pour la topologie de 00(6) et la convergence
hv~O v ‘

compacte dans C1(Q) . Ia fonction u vérifie évidemment (9.91) et

on a (9.79) et (9.80). Pour achever la démonstration de la Proposi-

tion 9.7 1l nous faut montrer que u ¢ W1’a(Q) . Pour cela on consi-
dére un € > 0 et une fonction positive ¢ ¢ C:(BN) et on prend

comme fonction test dams (9.91)
(9.94) ¢ = min {u-g+e, max (u-g+e,0)} ¢% .

En utilisant H.5, le Lemme 2 et la continuité holdérienne de u et

de g 11 est aisé de démontrer que la quantité suivante
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(9.95) JF |Du|® ¢% ax ,
N{|u-g|>e}

demeure bornéeindépendamment de € pourvu que le support de ¢ soit
assez petit. Par suite u ¢ W1’a(Q) .

9.5. Démonstration du Théoréme 9.1.

En utilisant H.2 et H.4 on peut trouver P* > 0 ne dépendant
que de N, a, vy, I' tel que

04,
z ‘SEA(X,r,Tp+(1—T)S)‘ lp-p] |r'] = ...
(9.96) "o,
coe % lz’:a EEJJ-'(X’I',TP'F(1-7)5)(:91-51)(:93—’53) + T (1+l‘§l) I.12‘ ?

pour tout x € Q , tous r,r' €R , tout T € [0,1] et tous
D,p € R' vérifiant |p-p| = % |P| . Soit y ¢ B, (R) ; pour q €
(0,R/N) mnous posons °

(9.97) ﬁgx,p) max{—P(2+2|p|)a,min{B(X,u(X),Du(X)),P(2+2|p|)a}} )

1 si u(x) -r=1,
(9.98) b(x,r) = { ulx) - p si u(x) -r € [-1,1] ,
-1 si u(x) = r s -1,

(9.99) B(x,r,0) = T (1+]p])® b(x,z) ,
Q= {x : ]Xi-yi[ < q} ) d(x) = dist(x,0Q) .

D'aprés la Proposition 9.7 il existe q > 0 dépendant seulement de
N, o, v, T, M etc, (définis en (9.3)) tel que le probléme

J T 4. (x,u,Du) gg_ dx = J (B+0) (x,u,Du)p dx , ¥V ¢ € Q) ,
Q3 ! 3 Q °

u=1u sur 0Q ,
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admette une solution 1w ¢ W1’a(Q) n CO(E) . En outre il existe des
constantes o et ¢ mne dépendant que de N, a, v, I', A et g telles
que

(9.101)  |DE(x)| sc @M,

(9.102) | Do (x)-Du(x')| s ¢ (a(x)M1"% |x-x']°,
pour tous x,x' € Q vérifiant

(9.103) |x-x'| s §a(x) .

Dtapres (9.3) et (9.101) on peut supposer que

B(x,%,00) = T (1+]|D%])* (u~w)

Posons Q' = {x € Q : |Du(x)-Du(x)| = % |Du(x)|}
D'apres (9.1) et (9.100) on en déduit

JJ )3 —Nxm%1ﬂu@mﬁwﬁﬂ——hm)F%WdeM.“
0'Q i,j Pi i i

A,
.-J j ) 3—1(x,7u+(1-T)ﬁ,rDu+(1-T)Dﬁ)(u—ﬁ) 69—(u—ﬁ) dx AT e.s
Q3 %3

- j (B(x,u, Du)-3(x, %) (x,%,00)} (u-3) dx .
Q

En utilisant H.2, H.4, (9.96) et (9.103) et en remarquant que B et
T ne diffdrent que si |Du| = 1 + 2 |DU| , on en déduit

1
J (w+] tDut (1-7)D0] )2 |D(u~3)|° ax dT ...
(9.104) ~O°Q |
.= g J jﬂ (w+] tDu+(1-7)Du| )® ID(u-3)| %|u-d| ax av .
0 Q!

ol g' est une constante ne dépendant que de N, a, y et I' . En uti-
lisant (9.3) et (9.101) on peut supposer q assez petit et on en déduit

1
(9.105) joj (4] TDu+ (1-7)D0)) %2 |D(u-%)|% ax av s 0 ,
Q

ce qui implique u =u dans Q ; le Théordme 9.1 découle alors de
(9.101) et de (9.102).



