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Avant-propos

Ces notes de cours constituent un support de cours pour l*UV MQ41 (Automne 2004).

Ce polycopié de cours est disponible en ligne sur le sitétp://utbmjb.chez-alice.frFlUTBM/index.html
On y trouvera aussi les sujets de TD et des archives de sujets et de corrigés deexamens.

Attention , seuls les chapitres 2, 6 et 7 ainsi que les anneXe& et B seront disponibles a la
reprographie : ils serviront directement de support de cours pour les interventions de Jérdme Bastien.
Les autres chapitres (1, 3 et 4) ne seront pas disponibles a la reprographie : E. Atcholi les présentera
et utilisera ses propres supports de cours. Néanmoins, pour mémoire, ces chapitres sont disponible sur
le web (http://utbmjb.chez-alice.fr/lUTBM/index.html ). Le chapitre 5 sera traité en cours par E.
Atcholi mais ne “gure pas dans ce polycopié.

Le cours se décompose en trois parties :

... Dans la partie 1, nous révisons et approfondissons les bases : aprés quelques rappels élémentaires
(ou découverte) de Résistance des Matériaux (chapitre 1) et de Mécaniques des Milieux Continus
(annexe A), nous révisons le cercle de Mohr (chapitre 2), qui sera souvent utilisé au cours de
ce semestre (notamment en TP et pour le chapitre 6).

. Dans la partie 2, dans un cadre élastique linéaire, nous donnons les théorémes énergétiques et
leurs applications (chapitre 3), notamment pour des poutres circulaires (chapitre 4).

. Dans la partie 3, nous étudions quelques exemples élémentaires de mécanique non linéaire.
Au cours du chapitre 5, nous étudierons le phénomeéne instable (et fortement destructeur) du
"ambement. Nous donnerons ensuite quelques éléments sur les critéres de défaillance (chapitre
6), puis nous étudierons un exemple de calcul par analyse limite (chapitre 7).

Suivent ensuite les annexes, regroupées en deux autres parties :

... Dans la partie 4, se trouvent les annexes A et B.

... Dans la partie 5, se trouvent des annexes facultatives, qui contiennent des compléments, non
traités en cours. Par exemple, on trouvera en annexe J, l*étude des réseaux de poutres. Cette
annexe facultative ne sera pas étudiée en cours mais “gure pour les curieux qui désignent mieux
connaitre ce point, utile pour comprendre la facon dont ANSY$ traite les réseaux de poutres.
Seule une in“me partie des di érentes études possibles sous ANSYS est évoquée dans cette
annexe! Toutes les annexes de la partie 5 ne sont pas disponibles a la reprographie mais se
trouvent sur le web (http://utbmijb.chez-alice.fr/lUTBM/index.html ).

Lelles comprennent les preuves ou des compléments de résultats de cours; leur lecture neest pas essentielle mais
conseillée.
2Iogiciel utilisé en TP.



Vi AVANT-PROPOS

Ceux qui désirent, par curiosité, lire quelques pages géniales consacrées a un bref historique de la
mécanique, pourront consulter les pages 7 a 21 d&¢r86].
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Dangers et attraits de la modélisation

En cours de mécanique, ou plus généralement en physique, vous avez déja étudié des ressorts, des
poutres, des résistances électriques, des ampéremetres ... Ces divers objets ont souvent un comporte-
ment linéaire® : le déplacement de lsextrémité du ressort est proportionnel & la force queil recoit, les
déplacements et les forces sont proportionnels dans les poutres, la tension aux bornes deune résistance
est proportionnelle au courant qui la traverse ....

Tout cela est faux ! Le terme «modéliseb» contient en lui-méme lsidée deune simpli“cation e ectuée
par rapport a un systéme réel étudié. Souvent, la modélisation repose sur une approximation linéaire
pour deux motifs; la simplicité mathématique deabord : le comportement linéaire deun systéme est
le plus simple que leon puisse imaginer. Sur le plan physique ensuite : les di érents modéles adoptés
prédisent des résultats, aisément contrdlables par des mesures réelles. Les équations obtenues sont
linéaires et donc en général plus simples a traiter que les non linéaires. Ces modéles sont irréels mais
fournissent des résultats proches du réel. Lorsque des résultats issus des modéles linéaires seécartent
trop de la réalité, on aura recours a des modeles plus complexes, non linéaires; on les utilise en RDM
pour expliquer des phénomenes de "ambement ou de plasticité, par exemple.

De facon plus générale, un modéle physique est un concept abstrait, fondé sur un ensemble dehy-
pothéses, deorigine axiomatique, expérimentale ou autre. Ce modéle abstrait fournit, par le biais
deéquations, un certain nombre de prédictions. Le role des mathématiciens est deétudier ces équations,
de véri“er queelles sont bien posées, éventuellement de les résoudre explicitement, ou alors deen pro-
poser des approximations numeérigues. Le réle des physiciens est de véri“er la cohérence des résultats
prédits avec ceux qui sont observés dans le réel, éventuellement de revoir les hypothéses émises, en
cas de divergence. Fondamentalement, les physiciens ré"échissent aussi a I+élaboration des modéles,
fondée sur la compréhension phénoménologique du réel : ils tentent deexpliquer le «comment» du
réeP. Plus précisément, ce neest pas le réel queils expliquent mais des modeéles censés représenter le
réel. Ces modeles sont de plus en plus précis mais aussi de plus en plus compliqués. En e et, un
modele prédit parfois des phénomenes qui ne sont pas en adéquation avec le réel; on procéde alors a
des ajustements grace a la modi“cation des hypothéses existantes ou la prise en compte de nouvelles
hypothéses. Parfois, plus brutalement, des concepts radicalement di érents émergent et provoquent
de véritables révolutions au sein de la physique. Imaginez les évolutions successivgsi ont eu lieu

Spour simpli“er, un systéme admet un comportement linéair e si les grandeurs qui décrivent son état (par exemple
contraintes et déformations, forces et déplacemerts, tension et intensité) sont proportionnelles.

4qui signi“e représenter sous forme de modéle, ceest-a-dire donner une représentation simpli“ée deun systeme.

SEt non le «pourquoi». Les lois de Ileattraction de Newton expliquent ce qui produit la chute de la pomme :
elle subit une force en 1r 2. Mais ces lois neexpliquent pas pourquoi cette force seexerce. Leorigine de cette force et
plus généralement les explications des principes premiers excédent le domaine de la science et relevent de celui de la
métaphysique.

50n pourra consulter les deux petits ouvrages de vulgarisation [Ali02, Bou02 .

Vii



Viii DANGERS ET ATTRAITS DE LA MODELISATION

depuis le géocentrisme de Ptolémée jusquea la relativité générale d+Einstein! Pour étre admis, un nou-
veau modeéle ou une nouvelle théorie doit non seulement inclure les résultats des théories précédentes
lorsqueils étaient satisfaisants mais aussi améliorer les points faibles et les incohérences de ces théories.
La théorie de la relativité générale deEinstein contient la mécanique classique de Newton et permet
de retrouver les forces deattraction enl/r 2. Elle permet aussi deexpliquer des phénoménes qui ne
pouvaient étre auparavant décrits par la mécanique classique : pourquoi, par exemple, deux étoiles
lointaines semblent se rapprocher lorsqueun astre massif seintercale entre elles et la terre. Einstein
seest averé génial; il avait une tendance certaine a remettre en cause les vérités queon lui voulait lui
inculquer. Il fut deailleurs un éléve médiocre au collége ...

Le monde tel queon Isétudie en physique est donc abstrait, correspond plus ou moins au réel, mais
neexiste pas en tant que réalité matérielle. La beauté des mathématiques appliqguées est de donner un
sens a ce monde abstrait, a ces modéles, a ce monde des équations, en seéloignant parfois tellement
du réel que la motivation initiale de description du réel seestompe trés fortement.

Il est essentiel pour I*étudiant de prendre un certain recul par rapport aux modeles proposés. En
termes philosophiques, on pourra ré"échir a cette notion de monde abstrait (en adéquation avec le
monde des Idées de Platon ?) mais aussi a la beauté de la physique ou des mathématiques, qui cherchent
a décrire des objets abstraits, en seécartant parfois de la motivation «matérielle». La science doit-elle
étre utile ou utilitaire ? Quels sont les enjeux de la recherche fondamentale, ou plus généralement de
tout ce qui neest pas directement utile & lshomme, comme par exemple leart dont la science peut faire
partie ?
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Premiere partie

(Ré)-visions






CHAPITRE 1

Rappels de résistance des matériaux

Dans ce chapitre, on fera succinctement quelques rappels des notions de résistance des matériaux
vues en MQ22 ou en premier cycle (et de fagon non exhaustive).

On présentera tout deabord en section 1.1 le cadre théorique de la résistance des matériaux (dans
un cas de poutres) et en section 1.2 les di érentes hypothéses simpli“catrices faites. Dans la section 1.3,
nous présenterons les équations deéquilibre local pour les poutres. Nous étudierons ensuite en section
1.4 les sollicitations simples, puis en section 1.5 les sollicitations composées, en donnant, pour chaque
type de sollicitations, lsexpression des déformations et des contraintes. Nous indiquons en section 1.7
comment calculer les déformées des structures étudiées, et nous concluons en section 1.8.

Pour ce chapitre, on pourra consulter lsannexe A, lsannexe C et éventuellement lsannexe D.

Quelques exercices de révisions sont donnés. lls pourront compléter, a titre deexemples, les exer-
cices donnés au cours des premiéres séance de TD (TD de rappels). Chacun de ces exercices est
accompagné deéléments de corrections.

1.1. Introduction : principes de la résistance des matériaux et de la mécanique des
milieux continus

La Mécanique des Milieux Continus (MMC) a pour objet I+étude de milieux continus ; on suppose
connues leurs lois de comportements, qui lient le champ des contraintes et le champ de déformations,
lui méme lié au champ de déplacement. La MMC est présentée en TE 41. On pourra consultenb98 |
et [Duv90 ] (voir aussi l* annexe A, ou sont rappelées quelques notions de MMC).

Un cas particulier de la MMC consiste a étudier un volume donné de matériau, supposé élastique
linéaire (la relation entre contraintes et déformations est linéaire). On suppose de plus que cette relation
entre contraintes et déformations véri“e certaines hypothéses (véri“ées dans le cas de la loi d+élasticité
de Hooke). En écrivant lséquilibre local de la matiére, en explicitant les conditions limites (une partie
de la surface du volume est soumise a un chargement donné, leautre est soumise a un déplacement
donné, voir “gure 1.1 page 4) et en se plagant sous lshypothése des «petites déformations», on peut
montrer queil existe un unique champ de déplacements, de déformations et de contraintes qui décrit
l«équilibre statique de ce volume de matériau. Le probléeme est dit mathématiquement bien posé.
Ce résultat nécessite une certaine abstraction mathématique et demeure assez dicile (on pourra
consulter [Duv90 ]); néanmoins, il est toujours admis par les mécaniciens.

Malheureusement, si sur le plan théorique, on sait que la solution existe, sur le plan pratique, on
ne peut rarement calculer cette solution de facon explicite ; on peut aussi mettre au point des calculs
approchés (par exemple, par éléments “nis), mais qui exigent lsutilisation de logiciels ainsi que des
connaissances deanalyse numérique.

Leingénieur voudrait pouvoir calculer simplement la distribution des contraintes et des déplace-
ments dans ce volume (a“n de véri‘er, par exemple, queelle ne dépassent pas des seuils imposés).



4 1. RAPPELS DE RESISTANCE DES MATERIAUX

forces imposées

AN déplacement (nul) imposé

Fig. 1.1. Un probléme de MMC

Dans certains cas, le volume étudié présente une dimension négligeable devant les deux autres (coques
et plagues) ou deux dimensions négligeables devant la troisiéme (poutres); moyennant un certain
nombre dehypothéses (rappelées en section 1.2), les calculs de la MMC se simpli“ent : il faut calcu-
ler des champs plus simples. On parle alors de Résistance Des Matériaux (RDM ou mécanique des
structures).

Ainsi, la RDM est une simpli“cation de la MMC : elle fournit des résultats qui ne sont, en toute
rigueur, non exacts mais assez proches de la réalité pour permettre de dimensionner des structures.
Certains des résultats de la RDM contredisent méme certains principes de la MMC, mais ils seavérent
su samment proches des résultats exacts fournis par la MMC. Bien entendu, les modéles simpli“és de
la RDM sont nombreux, plus ou moins proches de la réalité et les résultats présentés dans ce chapitre
sont valables dans un cadre théorique bien donné. Dans ce chapitre, on se place dans le cas de poutres;
on en présentera une théorie, mais il ne faut pas oublier queil existe un grand nombre deautres modéles.
On prendra garde au fait que certaines conventions de signe sont arbitraires et que certaines formules
peuvent di érer de celles des ouvrages de références (par exemds399 ]) par leur signe.

En RDM, on utilise les notions de tenseurs de déformations, de contraintes ainsi que la loi de
Hooke ; ces notions appartiennent au domaine de la MMC, mais on les utilise cependant et sont donc
rappelées en annexe A.

1.2. Le cadre théorique de la RDM dans le cas des poutres
1.2.1. Dé"nition des poutres et des e orts de la RDM ; conventions de signe

Le torseur des e orts de la RDM est aussi appelé le torseur des forces de cohésion.

Une poutre est dé“nie par le déplacement deune aire de centre gravit€ le long deune “bre
moyenne, orientée (voir “gure 1.2 page 5). Cette section reste perpendiculaire a la “bre moyenne.

On note s leabscisse curviligne le long de la poutre.

Par rapport a une section donnée, on distingue une partie droite et une partie gauche.

Soit G un point de la “bre moyenne.

Remarque 1.1 Parfois, pour exprimer le fait que le point G dépend de lsabscisse curviligns,
on le noteraG(s) .

On dé“nit maintenant le repére local de la RDM (G, X, Y, z) en tout point de la “bre moyenne :
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1.2. LE CADRE THEORIQUE DE LA RDM DANS LE CAS DES POUTRES 5

partie gauche deS | partie droite de S

“bre moyenne

section droite (S ), correspondant a leabscisse
section droite (S), correspondant a leabscisss

Fig. 1.2. Une poutre

€ X est tangent a la “bre moyenne;

€ y et z sont les axes principaux (et orthogonaux) de la section droite

€ le repere(x,y, z) est orthonormé direct.

Notons (uy, Uy, U;) les trois vecteurg orthonormés directs et liés aux trois axegx, y, z) précédem-
ment dé“ni.

Remarque 1.2, Parfois, pour exprimer le fait que les axex, y et z dépendent de lsabscisse
curviligne s, on les noterax(s), y(s) et z(s). De méme, on noterauy(s), uy(s) et u,(s) a la place de
Uy, Uy et us.

On dé“nit le torseur de la RDM pour une section S comme le torsey des forces exercées par la
partie dr%'te sur la partie gauche; ce torseur est dé“ni par sa résultantRg, appliquée enG et son
moment g, par rapport au point G .

Définition 1.3, Les six projections de&e et de ¢ dé“nissent les e orts de la RDM (voir “gure
1.3).
On note ainsi :

EG = Nuy + Tyuy + T,U; ; (1.1
ou
N est lee ort normal,
Ty et T, sont les e orts tranchants,
et 5
S

Lvoir la dé“nition de cette notion un peu plus loin dans le chapitre : section 1.2.4 page 11
2Sans "eche par soucis de légéreté.



6 1. RAPPELS DE RESISTANCE DES MATERIAUX

M est le moment de torsion,
Ty et T, sont les moments "échissants.

Fig. 1.3. Les e orts de la RDM

Ces six grandeurs sont dé“nies pour une section droite.

Dans le cas de problemes plans (par exemple dans le pleny)), onaT, =0,My =0 etM{ =0
dans ce cas, les trois seuls e orts non nuls sont lee ort normaN, lee ort tranchant noté T et le
moment "échissant noté M .

Remarque 1.4. Attention, la convention adoptée est trés importante pour toute la suite; on
rappelle que leon a dé“nit le torseur des e orts de la RDM commdeaction de partie droite de la
poutre sur la partie gauche  (ou de la partie aval sur la partie amont) et quele repére orthonormé
(X,y,z) est choisi direct . Tachez deadopter systématiquement cette convention ou, sinon,
précisez la convention adoptée

En e et, quatre types de conventions demeurent possibles (deux pour le choix de la droite ou de
la gauche et deux pour le choix de la base directe ou indirecte). Le choix de leune ou lsautre de ces
convention peut introduire ou non des changements de signes dans la plupart des formules de ce cours.

Exercice 1.5.

y —
RB

— B p A
B RRRRR RN

La poutre étudiée neest soumise quea son poid3 (on note p = P/l son poids linéique) et est
encastrée erB. On choisira les conventions deorientation et deaxe de la poutre comme indiqué gur la
“gure (les axes locaux de la poutre sont semblables aux axes globaux). On note respectivem
et g la résuléante eé le moment de la réaction deappui au pointB.

1) Calculer Rg et .
2 ) Calculer les e orts de la RDM dans la poutre.
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1.2. LE CADRE THEORIQUE DE LA RDM DANS LE CAS DES POUTRES 7

Eléments de correction de lexercice 15
1) Dans le repére(x,y,z), on a
Rs = (0.pl),
S 1,8
B — 2p| %
2) Pourtout x [0,1], on a
N(x)=0,
T(x)= p(xS1),

M(x)= S ;p(x SN2
1.2.2. Les hypothéses de la RDM (pour les poutres)

Avant de lire cette section, on poura lire les rappels de MMC sur les contraintes, les déformations
et la loi de Hooke en annexe A.

On donne maintenant le cadre théorique (l*ensemble des hypothéses faites et des principes utilisés)
de la théorie des poutres.

La premiére hypothése faite en RDM est |
Hypothése du comportement élastique linéaire du matériau :

Les matériaux constituant les poutres en RDM ont un@mportement élastique linéaire, ceest-a-dire
gue la relation entre contrainte et déformation est linéaire.

On pourra voir les dé“nitions A.16 et A.17 page 140 de lsannexe A.

Pour [*UV MQA41, on fera toujours cette hypothese, sauf dans la partie relative a des lois de
comportements non linéaires (cf. chapitres 6 et 7).

Rappelons une hypothése trés générale (voir aussi lsannexe A, dé“nition A.4, page 135) :
Hypothése des petites déformations :

Les déformations de la structure étudiée sont «petites». Ainsi, on commet une treés petite erreur,
en faisant les calculs sur la structure en supposargue les forces extérieures et les réactions deappuis
sont appliquées a la structurenon déformée

Pour UV MQ41, on fera toujours cette hypothése, sauf dans la partie relative au "ambement
(cf. chapitre 5).
Une conséquence du principe fondamental de la dynamique :

partie Il

Fig. 1.4. Le principe de leequivalence
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On considére une coupure a travers un volum& (voir “gure 1.4); la partie | exerce une action
(par le biais de lsinterface) sur la partie Il. Une conséquence immédiate de leapplication de la dyna-
mique a l-équilibre statique de la partie | est

Le torseur des forces intérieures représentant lsaction de la partie | sur la partie Il est équivalent
au torseur des forces extérieures seexergant sur la partie |.
Autrement dit, les forces extérieures sur la partie | se transmettent a la partie Il par lsinterface.

Principe de superposition des e ets de forces (ou principe de linéarité externe) :

Les e ets (contraintes, déformations et déplacemets) en un point deune poutre soumise a plusieurs
forces extérieures sont la sommes des contraintes, déformations et déplacements produits en ces mémes
points, par chaque force prise isolément.

Ce principe repose sur Ishypothese des petites déformations et du comportement élastique linéaire
des matériaux étudiés. Il pourra parfois étre mis en défaut, par exemple dans lsétude du "ambement
(cf. chapitre 5).

Ce principe est la base du théoréme de Castigliano par exemple. |l nous permettra aussi de dé-
coupler certaines sollicitations en sollicitations plus simples, pour les étudier séparément.

Principe de Saint Venant :

Dans une section éloignée des points deapplicatiades forces concentrées (forces données et réac-
tions deappuis), les containtes et les déformatiors ne dépendent que de la résultante et du moment
résultant du systéme de forces dans cette section.

Ce principe a une base expérimentale. Si lson est proche (ceest a dire & une distance inférieure
a la plus grande dimension transversale de la poutre) de points deapplication de force, la RDM ne
permet plus de décrire lsétat des contraintes et des déformations; seule la MMC permet de le faire
correctement. Cependant, en pratique, le principe de Saint Venant est appliqué dans tout la poutre,
méme trés proche de ces zones critiques.

Hypothése de Navier-Bernoulli :

Apres déformation de la poutre, les sections normales a la “bre moyenne restent planes et ortho-
gonales a la “bre déformée.

N\ L

sections planes sections planes

(a) (b)

Fig. 1.5. Le principe de Bernoulli : état initial de la poutre (a) et état déformé (b).
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Ce principe est parfois mis en défaut (notamment dans Iétude de lee ort tranchant) et est parfois
remplacé par un principe un peu plus général.

Domaine pratique de validité des hypothéses de la RDM :

Les caractéristiqgues gémétriques des poutres doivent respecter certaines conditions : l+élancement
(rapport de la longueur de la poutre sur la hauteur déa section) ne doit pas étre ni trop petit, ni trop
grand (entre 5 et 40). Le rayon de courbure des poutres ne dbpas étre trop petit. Les variations des
caractéristiques des sections droites (aire, moments, inerties ...) doivent étre lentes.

Hypothése sur les contraintes dans la poutre :
On suppose que la répartition des contraintes est telle que le tenseur de Cauchy seécrive sous la
forme

XX Xy  xz
[ 1= yX 0 0
x 0 0

Ce tenseur étant symétriqgue, en RDM, on utilise alors les notations de Lamé :

n, tz to
[1= ts 0 O . (1.3)
t, 0 O
y
A s :
2 3
X
G

fibre moyenne

Fig. 1.6. Nullité des contraintes n,, n3 et t

Voir la “gure 1.6, ou lson a représenté les contraintes non nulles, avec les notations de Lame.
Le tenseur des déformation est noté en général :

XX Xy Xz

[1= yx o yy yz
zZx zy zz
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Avec les notations de Lamé, ce tenseur symétrique sera noté, en RDM, sous la forme

& BB R
[1= &8 & &
G 01 €3

Dans le cas des poutres, dont le matériau a un comportement élastique linéaire, on utilise la loi
de Hooke inversée (cf. annexe A, équation (A.7) page 142)

ny t3 to
E 2G 2G

ni

| R
= , 14
[1= % $¢g° o (1.4)
to « N1
2G 0 S E
ou lson rappelle que , G et E sont dé“nis par
S22+’
£ - MG +2u),
tH
E
G= 201+ )

ol et sont les coe cients de Lamé du matériau élastique linéaire.
Il vient, par dé“nition des torseurs, pour une sectionS donnée,

N = n.ds M; = yto S zt3dS
S S
S S

T, = to,dS M, = S n1yds
S S

chacune des intégrales doubles étant calculée sur toute la section.

Naturellement, si lson connait le tenseur des contrainte§ ], on peut alors déterminer les e orts de
la RDM. Si on utilise les résultats de la MMC, on connait donc les e orts de la RDM. Mais justement,
la MMC met en jeu des problémes trop diciles a résoudre; si on reste dans le cadre de la RDM,
deapres le principe de Saint Venant, la connaissance seule des e orts de la RDM su t. Il faut donc étre
capable de déterminer la répartition des contrainteq, t, et t3 qui véri‘ent les équations ci-dessus :
ceest 1a tout leart de la RDM.

1.2.3. Les divers types deappuis et leur schématisation

On rappelle ici, pour les problémes plans, les di érents types deappuis et la convention choisie
pour leur représentation.

UTBM  Automne 2004 notes de cours de 'UV MQ41 Jérébme BASTIEN
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A A y A
Y
X Y
)z M X
(a) (b) (c)

Fig. 1.7. Les di érents types deappuis

Sur la “gure 1.7, on a schématisé les trois types possibles deappuis. Si on considere les éxgg)
comme indiqué sur cette “gure, les trois types deappuis sont :

€ Appui simple (“gure 1.7a) : seul le déplacement vertical est contraint a étre nul. La seule réaction
deappui est verticale (Y). Le moment est nul;

€ Rotule (ou articulation) (“gure 1.7b) : les déplacements horizontal et vertical sont contraints
a étre nuls. La réaction deappui admet une composante horizontaleX() et verticale (Y). Le
moment est nul ;

€ Encastrement (“gure 1.7c) : les déplacements horizontal et vertical sont contraints a étre nuls,
ainsi que la rotation du point deappui. La réaction deappui admet une composante horizontale
(X) et verticale (Y). Le moment M est non nul.

Cette convention sera adoptée pour tout le cours et les TD.

Remarque 1.6. Dans ce cas, les déplacements imposés sont nuls. Il peut aussi exister des appuis
du méme type, mais ou leon impose des déplacements non nuls.

1.2.4. Rappels sur les caractéristiques des sections planes

section S

\é/y/ y
Fig. 1.8. La section étudiée

Une sectionS est donnée (cf. “gure 1.8). On appelleG son centre de gravité et on considére les
axes locauxy et z, dont on rappelle queils passent palG.

On appellely et I, les moments quadratiques (dits parfois abusivement les moments deinerties)
de la section par rapport aux axesy et z :
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ly = Z2dS,

I, =  y2dS,

ou Isintégrale double est calculée sur toute la sectioB.

ds—|

Fig. 1.9. Une section rectangulaire

Pour une section rectangulaire (cf. “gure 1.9), de largeub et de longueurh, on a

ho* b

ly= 1o 2= |, (1.5)

Pour se rappeler ces formules, penser au fait quelsi> b, il y a «plus de matiére» par rapport a
leaxe z que par rapport a lsaxey et doncl, > 1y, et on a bienbh® > hb* (équivalent & h? > b?).

Par exemple, calculonsl, (le calcul dely seobtenant en intervertissant les axey et z et donc b
et h). On calcule Isintégrale doublely en intégrant par «tranche» (cf. “gure 1.9), on a

dS = bdy,
et donc

z = yzds;
s
= y2dsS,
Iyl h2z| bi2
= y2bdy,
lyl h/2
h

2
=2b " y?dy,
0
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De (1.5), on déduit que pour une section carrée de cot& on a

|y: l, = . (16)

(a) (b)

Fig. 1.10. Les deux types de sections circulaires étudiées : section circulaire pleine
(a) et creuse (b).

Pour une section circulaire pleine (“‘gure 1.10a), les moments quadratiques, et |, valent

R4

Calculons par exemplely pour une section creuse (pour avoir leinertie de la section pleine, il su't
de faire R; = 0). Pour cela, on passe en coordonnées polaires, pour lesquelles on a

dS = rdrd,
y = rsin,
et donc
I, =  y2dS,

= (r sin )?rdrd ,

Re 2

= r3dr sin? d,
r=R; =0
1 . 2

=~ RiSR} sin d .
4 0

Pour calculer cette derniére intégrale, on linéarise le carré du sinus :
. 1 .
sin® = 5 (1S cos(2)),

et donc
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et
.=, RIS R! .
Pour conclure rappelons que, pour une section quelconque, on dé“nit aussi le moment quadratique
composé (ou moment produit) :

ly, = yz dS.
S

Ce terme est en fait nul; en e et, parmi tous les systémes deaxes possible®t z orthogonaux passant

par le point G, il en existe un unique (a / 2 pres) pour lequelly, = 0. Ces axes sont dits principaux

et correspondent, si la “gure posséde des propriétés de symétries axiales, a ces axes de symétrie (ceest
le cas des sections rectangulaires ou circulaires étudiées ici).

1.2.5. Une remarque sur la symétrie de certaines structures

Donnons un exemple de simpli“cation de l«étude deune structure symétrique.

Soit une poutre AB de longueur 2|, rectiligne et symétrique par rapport a sa médiatrice (cf.
“gure 1.11). On suppose, pour simpli“er la présentation, que la structure est plane. Ces propriétés de
symeétrie sont naturellement aussi vraies dans leespace.

C \ N /(wwww ¢¢¢J$\ / J‘\
s o & & |“

B Q X X P A

Fig. 1.11. Une poutre symétrique

On suppose que la poutre, les appuis et les forces extérieures (ponctuelles ou linéiques) présentent
la méme symeétrie axiale. On choisit le repéréO, X,Y ) comme sur la “gure.
Par symétrie, on a (lsabscisse étant dé“nie par rapport au milieu de la poutre), pour toux [0, 1]

N (Sx) = N(x)
T(Sx)= ST(x)
M (Sx) = M (x)

Ces formules permettent de neétudier queune moitié de poutre et donc deobtenir les e orts de la
RDM sur lesautre moitié. Elles impliquent de fagon évidente, siT est continue en0, que

T(0)=0. (1.7)

Remarque 1.7. Attention, dire que T est continue enO revient a dire queil ney a pas de force
ponctuelle tranchante appliquée au pointO. Ainsi (1.7) neest vraie que se¢il ney a pas de force ponctuelle
tranchante appliquée au pointO. Dans la cas ou une force ponctuelle tranchant@, est appliqué en
O, il vient, en utilisant par anticipation (1.21b),

TO+0) ST(OSO0) = ST,.
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Deautre part, puisque T est impair, on a

TOS0)+ T(0+0)=0,
et donc
To
2 )
Montrons la parité de lee ort normal. Soit x [0,l]. Par dé“nition, si P (resp. Q) est le point

deabscissex (resp. Sx), N (x) est égal & la composante suX des forces exercée par la partidP de
la poutre sur la section correspondant &, soit®

To

TOSO0) = TO+0)= S ) (1.8)

N (x) = ﬁp X, (1.9)

ou i—$Ap désigne lsensemble des forces extérieures (ponctuelles ou linéiques) agissanfsur De méme,
au point deabscisseSx, puisque les e orts de la RDM sont dé“nis comme Isaction de la droite sur la
gauche et donc comme lsopposé de lsaction de la gauche sur la droite, on a,

g . S
N(SX)= S BQ.X, (1.10)

ou ]§|83Q désigne lsensemble des forces extérieures (ponctuelles ou linéiques) agissanBspr Puisque
les chargement extérieurs a la structure sont symétriques par rapport a lsax€é, on a

§§BQ § = é vAp § (1.11)

De (1.9), (1.10) et (1.11), on déduit immédiatement la parité deN . Leimparité de T seétablit exacte-
ment de la méme fagon : puisque les chargement extérieurs a la structure sont symeétriques par rapport
aleaxeY, on a

Fao ¥ = Par V. (112)

Comme (1.9) et (1.10), on a

T(x) = Pap S , (1.13)

et

T(5%) = $Fa0 Y. (1.14)

De (1.12), (1.13) et (1.14), on déduit immédiatement lsimparité deT .
On a (en anticipant sur (1.26c¢), page 18)

dm
dx
Par symétrie m est impaire ; ainsi, on déduit la parité deM de lsimparité deT.
On pourra appliquer ces remarques a quelque exercice du TD de révision, pour simpli‘er les
calculs des e orts de la RDM.

=S8TSm:;

Remarque 1.8. Attention, des structures, non rectilignes, peuvent présenter aussi des propriétés
de symétrie, mais il faudra prendre garde au fait que les repéres locaux liés a chaque poutre ne sont
plus nécessairement symétriques. Les e orts ne sont donc pas toujours pairs ou impairs.

30n peut aussi retrouver ce calcul en isolant la partie AP et en écrivant son équilibre
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1.3. Les équations de<équilibre local en RDM pour les poutres planes

On donne, dans cette section, les équations deéquilibre local pour les poutres de la RDM. Pour en
simpli“er leexposé, on supposera queelles sont planes. Plus généralement, on pourrait aussi donner les
équations deéquilibre local pour des poutres dans leespdo@oir par exemple [PGa] ol ce calcul est
traité).

Nous étudierons en section 1.3.1 le cas général, puis nous appliquerons les résultats au cas des
poutres droites en section 1.3.2 puis au cas des poutres circulaires en section 1.3.3.

Ces équations seront utilisées par exemple pour les poutres droites dans la section 1.7 ou pour les
poutres circulaires dans le chapitre 4.

1.3.1. Cas général

On reprend les notations vues en section 1.2.1, dans le cas plan. On note dadwclee ort normal,
T = Ty lee ort tranchant et M = M, le moment "échissant. On a aussi, pour touts,

Z(S) = z et uy(S) = uy. (1.15)
On étudie donc une poutre plane soumise a des forces et des couples ponctuels et

a une densité linéaire le long de la “bre moyenne, (1.16a)
a une densité linéaire transversale a la “bre moyenng, (1.16b)
a une densité linéaire de couplen. (1.16¢)

y(s) y(s+ ds)

X(s+ ds)

X(s)

Fig. 1.12. Une portion élémentaire de poutre délimitée parG(s) et G(s + ds)

Ces notations signi“ent queune portion élémentaire de poutre, deépaisseur in“nitésimales et
délimitée par les points G(s) et G(s + ds) (yoir “gure 1.12) est soumise, .en plus des forces et des
couples ponctuels, a une force in“nitésimalef et a un couple in“nitésimal §C tels que

d = a9 (s)+ peuy(s) ds, (1.17a)
§C = m(s)u,ds. (1.17b)

40n pourra aussi consulter [LFAOL ] pour les formules de Frenet dans leespace.
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Notons R(s) le rayon de courbure de la courbe au poinG(s). (voir section C.1 de lsannexe C).

Proposition 1.9, Avec les notations précédentes, nous avons les trois équations deéquilibre local
suivantes :
dT(s) N N (s)

ds R(S) + p(s) =0, (1.18a)
dN(s) <= T(s)
S + =0 1.18b
gs S R(g * U970, (1.18b)
d'\gés) +T(s)+ m(s)=0. (1.18c)
Démonstration. Pour ne pas alourdir ce chapitre, la preuve est donnée en annexe C, section

c.2.

Remarque 1.10 Le lecteur aussi pourra consulter la question 3a page 173 et sa correction page
180 dans lsexercice de lsannexe F, ou la preuve est rédigée dans le cas particulier de poutres planes et
droites.

De méme, le lecteur aussi pourra consulter la question 1 page 192 et sa correction page 195 dans
leexercice de lsannexe H, ou la preuve est rédigée dans le cas particulier de poutres circulaires.

Remarque 1.11 En toute rigueur, les équations (1.18) ne sont valables queaux endroits ou aucune
force ni couples ponctuels ne sont appliquées. Selon Ishypothése de Saint-Venant, ceest loin des points
deapplication des ces forces et couples ponctuels queon peut utiliser les relations (1.18). En pratique,
on pourra les utiliser entre® ces points deapplication. Mais la proposition 1.12 fournit un résultat de
discontinuité aux points deapplications de forces ou de couple ponctuel.

Proposition  1.12 On suppose que la portign de poutre cqmis% entre les abscisses curvilignes
S; et s, reest soumise quea Lge force ponctuelle et a un couple = au point deabscissesy avec
S1 < Sg <S2. Si on décomposeF sous la forme

Noux (So)
Touy(so) (1.19)
et si on pose &
= Moug, (1.20)
alors, si, en sp, les vecteursuy et uy sont continus,
N (so+0) SN(sgS 0)= SNy, (1.21a)
T(so+0) ST(spS0)= STy, (1.21b)
M (so+0) SM(spS 0) = SMo. (1.21c)
Démonstration. Pour ne pas alourdir ce chapitre, la preuve est donnée en annexe C, section
C.3.

Un conséquence de cette propriété est

Corollaire 1.13 Si, en sp, les vecteursuy et uy sont continus, et aucune force ni couple neest
appliqués, alorsN, T et M sont continus ensp.

SEn fait, on pourrait aussi englober les forces et les couples ponctuels dans les densités linéaires de forces et de
couples, en utilisant la notion de Dirac et de distribution (voir UV MT41 et annexe F).
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Remarque 1.14 On admettra que les propositions 1.12 et 1.13 sont aussi valables si des densités
linéaires de forces ou de couple sont appliquées a la poutre.

1.3.2. Cas des poutres droites

On suppose maintenant que la poutre étudiée est droite. Selon lsexemple C.2 page 160 de lsannexe
C, on peut paramétrer par lsabscisse, le long du segment de droite. On a, pour toutx,

X(X) = x et ux(X) = uy, (1.22)
y(x) =y etuy(y) = uy, (1.23)
Z(X) = z et uz(x) = u. (1.24)

Fig. 1.13. Une portion élémentaire de poutre droite délimitée parG(x) et G(x + dx)

Selon les notations (1.16) et (1.17), une portion élémentaire de poutre, deépaisseur in“nitésimale
dx et délimitée par les pointsG(x) et G(x + dx).(voir “gure 1.13) est soumise, en plus des forces et
des couples ponctuels, a une force in“nitésimalg‘ et a un couple in“nitésimal §C tels que

3 = q(x)ux + p(x)uy dx, (1.25a)
§C = m(x)uzdx. (1.25b)
Deapreés Iséquation (C.7) de lsannexe C, la propriété 1.9 devient ici :

Proposition  1.15 Avec les notations précédentes, nous avons les trois équations deéquilibre local
suivantes :

dzf(x) + p(x) =0, (1.26a)
d'\c'b((x) +q(x) =0, (1.26b)
d'\gix) +T(X)+ m(x)=0. (1.26¢)

UTBM  Automne 2004 notes de cours de 'UV MQ41 Jérébme BASTIEN



1.3. LES EQUATIONS D’EQUILIBRE LOCAL EN RDM POUR LES POUTRES PLANES 19

Si la poutre neest soumise a aucune densité de moment, les équations (1.26a) et (1.26c¢) se parti-
cularisent sous la forme bien connue :
dT(x)
dx

Exemple 1.16 Pour une poutre droite uniquement soumise a une densité linéaire dee ort tran-
chant p(x), on a rappelle les équations (1.26)

+ p(x)=0 et

d'\g)((x) +T(x)=0. (1.27)

dLE(X) +p(x)=0, (1.28)
dN(x) _

=0, (1.29)
d'\g)((x) +T(X)=0, (1.30)

qui sont valables en dehors de tout point deapplication de force et de couple ponctuels. Si on applique
des forces et des couples ponctuels, on peut alors utiliser (1.21) :

N (so+0) SN(soS 0)= SNy, (1.31)
T(so+0) ST(spS0)= STy, (1.32)
M (so+0) SM(spS 0)= SMy. (1.33)

Appliquons cela a Iétude de la structure de leexercice de TD 1.3. Onp = Sp, constant. La
poutre est orientée de la gauche vers la droite et lsorigine est choisie en zéro. Par symétrie, on neétudie
gue la partie droite de cette poutre. Les réactions ef8 et C sont verticales et égales & = pL.

Leéquation (1.29) nous indique queN est constant et est donc partout nul.

Si on intégre lséquation (1.28) entrey et L pour tout y [l,L] (ce qui est |égitime puisqueaucune
force ponctuelle neest appliqguée sul,L]), on a
L L L

dT(x)dX _ &

S p(x)dx=p dx=plLSYy),
dx y y

T(L)ST(y) =
y
et donc puisqueT (L) est nul,
y [LLL T(y)=p(ySL). (1.34)
On intégre de nouveau lséquation (1.28) entrgy et | pour tout y [0, 1] (ce qui est légitime puisqueau-
cune force ponctuelle neest appliquée suo, 1),
[

T(I+0)ST(y)=S p(x)dx=p(ISy),
et donc '
TY)=TU+0)+ p(ySI). (1.35)
Pour déterminer T(lI S 0) dans (1.35), on utilise (1.32) ensp = | :
T(+0)STUS0)=SY = SpL.
Pour déterminer T (I + 0), on utilise (1.34) eny = |
T(+0)= p(ISL).

On en déduit que
TASO0)=pL+T(+0)= p(L+1SL)= pl
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Ainsi, selon (1.35), on a
y [OI[ T(y)= py. (1.36)
Conformément a la section 1.2.5, on & (0) =0.
En“n, pour calculer M, on peut integre l«équation (1.30) entrey et L pour tout y [0,L] (ce qui
est |égitime puisqueaucun couple ponctuel neest appliqué siio, L]),
L
M(L)YSM(y)=S  T(x)dx.
y
On reprend chacune des équations (1.34) et (1.36) et, puisqué (L) est nul :
L L
y ILL M@= Tdx=  pxSLydk= ) (xSL)

2=t gPyg1ye
y y 2

x=y
Soit
y [LL], M(y)= Sg(yé L)2. (1.37)

De méme,

L
y [01], M(y)= T(x)dx,
y
| L

pxdx + p(x S L)dx,
y |

Pros.2v& P2
2(I Sy)SZ(ISL),

128 y2S12S L2 +2IL

Sy?S L?+2IL

N TN T

On a donc
y [0, M(y)= ég y2+ L2821 . (1.38)
Ce qui fait la diculté de ces calculs réside dans la discontinuité deT en|. Pour des cas sans
forces ponctuelles, les calculs se ménent plus facilement.
Exemple 1.17. On considére une poutre rectiligne au milieu de laquelle, on neapplique queun seul
couple ponctuel,Mg =0 enXxq. Deaprés la proposition 1.12 appliquée aveblg = To =0, il vient
N (sg +0) S N(Sog 0)=0,
T(so+0) S T(Sog 0)=0,
M (sp + 0) S M(Soé 0) = éMo.
Deautre part, le cas particulier (1.26¢) fournit au sens des distributions (oUH est la fonction de
Heaviside et la «fonction» Dirac, voir annexe C, section C.3) :
dT(x) _

dx 0.
dN(x) _
a O
d'\gix) +T()+ m(x)=0.
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ou
m= ddXMOH (x S Xo) = Mg (X S X0).
On a donc
T(x) = T(0),
N (x) = N(0),

M(x)= ST(O)x S M(0) S MgH (x S xo).
1.3.3. Cas des poutres circulaires

On suppose maintenant que la poutre étudiée est circulaire. Selon l~exemple C.3 page 160 de
lsannexe C, on peut paramétrer par lsangle (voir “gure 1.14).

ux( )

G()

uy( ) 7

Fig. 1.14. La structure circulaire étudiée

Selon l«équation (C.8) de lsannexe C, on a
ds= Rd. (1.39)

Ainsi, selon les notations (1.16) et (1.17), une portion élémentaire de poutre délimitée par les points
G() et G( + d ) (voir “gure 1.15) est soumise, en plus des forces et des couples ponctuels, a une
force in“nitésimale d et & un couple in“nitésimal dC tels que

& = R o )ux( )+ p()uy( ) d, (1.40a)

dc = Rm( u,d. (1.40b)

Deaprés (1.39) et lséquation (C.9) de lsannexe C, la propriété 1.9 devient ici :
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y() \

Fig. 1.15. Une portion élémentaire de poutre circulaire délimitée paiG( ) et G( + d )

Proposition  1.18 Avec les notations précédentes, nous avons les trois équations deéquilibre local
suivantes :

d-;()+N()+ Rp( )=0, (L41a)
d'\c'j( )& T()+ Rg()=0, (1.41b)
d'\g( ) 4 RT()+ Rm()=0. (1.41c)

Remarque 1.19 Les équations (1.41) seront utilisées souvent dans le chapitre 4 ; elles permettent,
en e et, de déterminer par intégration ou dérivations, les trois e orts de la RDM, N, T et M a partir
deun seul de ces trois e orts. Généralement, on déterminera le plus simple deentre eux a calculér,
ouN.

Remarque 1.2Q0 Attention , certains auteurs utilisent pour les poutres circulaires les vecteurs
polairesu,( ) etu ( ) (voir “gure 1.16).
Avec ces conventions,

le repére local (direct) considéré esfu;( ),u ( ), 2z), (1.42a)
le ort normal est N ( )u,( ), (1.42b)
lee ort tranchant est T( )u ( ), (1.42¢c)
le moment "échissant estM ( )z, (1.42d)
la densité linéaire de force esR q( Ju,( )+ p()u () d, (1.42e)
la densité linéaire de moment esRm( )u,d . (1.42f)
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Fig. 1.16. La structure circulaire étudiée avec les vecteurs polaireg;( ) etu ( ).

Ainsi, par rapport aux conventions que nous avons choisies, les équations deéquilibres sont valables
a conditions de changer

T()enST(), (1.43a)
p( ) enSp( ). (1.43b)

Ainsi, avec les conventions (1.42), les équations (1.41) deviennent :

dT() «

g SN()+Rp()=0, (1.44a)
d'\c'i( ) 4 T()+ Rq()=0, (1.44b)
d'\g( ) SRT()+ Rm()=0. (1.44c)

Ceest avec ces conventions que I«étude de lsannexe H, donnée en examen de MQ41, est valide. On
attendra deavoir étudié le chapitre 4 pour étudier lsannexe H.

1.4. Etude des sollicitations simples

En vertu du principe de superposition, une sollicitation composée est la somme de sollicitations
simples, étudiées dans cette section (voir leur dé“nition dans le tableau 1.1 page 24, ou sont indiqués,
pour chaque sollicitation simple, les e orts de la RDM non nuls). On donne quelques résultats pour
une sollicitation composée quelconque en section 1.5.

Pour chacune de ces sollicitations, on rappelle la dé“nition et la validité, la distribution des
déformations et des contraintes.
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type de sollicitation e orts non nuls de la RDM

traction/compression simple e ort normal ( N)

"exion moment "échissant My et M)

cisaillement e ort tranchant et moment de "exion ( Ty , T;, My et M;)
torsion libre moment de torsion M)

Tab. 1.1. Dé"nitions des di érentes sollicitations simples.

1.4.1. Etude de lee ort normal (traction/compression simple)

Définition  1.21 La section droite deune poutre est soumise a lse ort normal (compression ou
traction simple) lorsque le systéme des forces appliquées a gauche se réduit en son centre de gravité
G, a une force parallele a la tangente a la “bre moyenn&x.

Leétat des contraintes est caractérisé par la matrice

N 00
[]= 0 0 0, (1.45)
0 00

ou N est lee ort normal et S leaire de la section. La contrainte normale est donc uniforme dans la
section.

Deaprés (1.4), I+état des déformations est caractérisé par

ENS . 0 0
0 0 SJ

Exercice 1.22 La partie utile deune éprouvette pour un essai de traction est un cylindre de
section droite Sp = 100 mm?2. On applique un e ort de traction égal & F = 32000 N.
Déterminer le tenseur des contraintes au sein du milieux.

Eléments de correction de lexercice 1.22
Deaprés (1.45), on a un état de contrainte uniforme dans la section :
00
[]= 0 0 O , (1.46)
0 0O
ou .
= = 320 MPa. (1.47)
So

1.4.2. Etude du Moment "échissant ("exion)

Définition  1.23 1l'y a "exion pure lorsque le systeme des forges appliquées a gauche se réduit a
une composante de moment située dans la sectioM¢ = Myy + M2, N =Ty = T, =0 etM =0).

Si de plus, lee ort tranchant est non nul, la "exion est simple.

Lorsque la "exion est aussi soumise a un e ort normal il = 0), la "exion est dite composée.
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Si le moment "échissant est dirigé parallelement a un axe central deinertie de la section, la "exion
est dite droite, sinon elle est déviée ou gauche.

Les trois premiers cas sont résumeés sur la “gure 1.17 :

(a) (b) (c)
Fig. 1.17. Les diérents cas de "exion : "exion pure (a), "exion simple (b), "exion
composeée (c).

Si lee ort tranchant est nul, l«état des contraintes au point de la section de coordonnégy, z) est
caractérisé par la matrice

np 0 O
N - M M
[]= 0 0 0 ,oun;= _S ?y+ Yz (1.48)
0 0 0 ST |, ly

ou N est le ort normal, S est Isaire de la sectionMy et M, sont les moments "échissants ety et |,
les moments deinertie de la section par rapport aux axeg et z (cf. section 1.2.4).

Remarque 1.24 La formule (1.48) est parfois présentée dans le cas de la "exion pure, mais reste
valable dans le cas deune "exion composée (mais sans e ort tranchant).

Deaprés (1.4), I+état des déformations est caractérisé par

€ 0 0 N « M M
[I= 0 S%* 0 ,oum= _S “‘y+ 7
0 0 S s S l; ly
On appelle lsaxe neutre de la section, le lieu des points de contrainte (normale) nulle, deéquation
N < M, My
S + z=0.
s> 1,7,
Exercice 1.25
yl =
R
— Np 2 F

La poutre étudiée et représentée ci dessus est soumise a une force ponctuelle deintensitap-
pliguée enA et est encastrée erB. On choisira les conventions deorientation et deaxe de la poutre
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comme indiqué sur Iag;ure (les axes locaux de la poutre sont semblables aux axes globaux). On note
respectivemegtRg g la résultante et le moment de la réaction deappui au point8.

1) Calculer %B et B.

2 ) Calculer les e orts de la RDM dans la poutre.

3 ) La poutre a une section rectangulaire de largeub constante et de hauteur variableh(x), ou x

est lsabscisse (voir “gure 1.9). Calculer la contrainte normale maximale en tout point de la poutre, en
fonction de lsabscisse.

4 ) On souhaite que la hauteurh(x) soit choisie de telle fagon que, quelle que soit la section droite
considérée, la contrainte| |nax SOit égale a une constante o > 0 donnée. Calculer et représenteh.

Eléments de correction de lexercice 1.25
1) Dans le repére(x,y,z), on a §
Re = (0.F),
> =FI1%.
2) Pourtout x [0,1],0ona
N(x)=0,
T(x) = SF,

M(x)= SF(IS x).
3 ) Deaprés (1.48) et ce qui précéde, pour toutx, y, z),

M M (x
| xy.2l= Nry = MOy
I, I,
Deou, pour tout X,
F (IS x)h(x
ERCIERRMU
z
ou h(x) désigne la hauteur de la section (cf. “gure 1.9). Deapres (1.5), il vient
_ B6F(1Sx)
| max(X)| = bRE(x) (1.49)
ou b désigne la largeur de la section.
4) Puisque| max(X)| = o, il vient selon (1.49)
h(x) = 6F (1 S x).

bo
1.4.3. Etude de lee ort tranchant (cisaillement)

Définition  1.26. La section droite deune poutre est soumjse a une sollicitation dee ort tranchant
lorsque le torseur des e orts de la RDM se réduit a une forcel située dans la section droite et un
moment de "exion (N =0 et M; =0).

Les e orts tranchants Ty et T, jouent un r6le similaire et on peut supposer le probleéme plan avec
T, =0 et My =0. Dans le cas général, d-apres le principe de superposition, on étudiera la somme des
deux états dé“nis par (Ty =0, T, =0, M, =0 etMy=0)et(Ty=0,T,=0, M, =0 et My =0).
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Remarque 1.27. Attention, les résultats présentés ici neobéissent pas au principe de Bernoulli, qui
doit étre ici remplacé par le principe de Bernoulli généralisé, qui autorise un gauchissement des sections

planes de la poutre non déformée. Néanmoins, les résultats permettent deapprocher correctement la
valeur de la contrainte tangentielle maximale.

On ne présente ici que le cas de poutres a section pleine et massive. Dans le cas de pro“lés minces,
les formules sont a peine plus compliquées (pour les tubes circulaires, consulter par exempkr§8 ]).

On fait Ishypothése que la contrainte tangentiellet ne dépend que dey dans la section (dans la
direction de lse ort tranchant appliqué, voir “gure 1.18)

y

t %AAA

S AU
b(y) y

Fig. 1.18. Lee ort tranchant et la contrainte t3

Leétat de contraintes au point de la section de coordonnégy, z) est caractéerisé par la matrice

M2y Tyh(Y)

I, I2b(y) 0
[1= Tymu(y) 0 (1.50)
I z1(y)
0 0 0

ou p(y) est le moment statique de la partie de la section située au dessus de la cotg (correspondant
a la partie hachurée sur la “gure 1.18), dont on rappelle leexpression

uly)=  yds, (1.51)

et b(y) est la largeur de la section a la cote (voir “gure 1.18).
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Deaprés (1.4), I+état des déformations est caractérisé par

My TyH(E)
El;  2GI;hy)

(1= TyH(y) M.y
2GI zh(y) El,

M 2y

0 0 El,

Remarque 1.28 Dans ce cas, les résultats présentés violent les principes de la MMC (aux bords,
les contraintes tangentielles devraient étre nulles). Néanmoins, les résultats permettent deapprocher
correctement la valeur de la contrainte tangentielle maximale.

Exercice 1.29 On considére une section de poutre rectangulaire de largeliret de hauteur h
soumise au seul e ort tranchant T = T, (voir “gure 1.19). Calculer la répartition des contraintes
tangentielles dans la section.

Ty

t AMMAMMAMMA
IRNARRNRRRNARHN

Fig. 1.19. Lee ort tranchant et la contrainte t3 dans une section rectangulaire

Eléments de correction de lexercice 1.29
Selon (1.50), la seule contrainte tangentielle non nulle est égale a (avec les conventions de la “gure
1.19)

Tyu(y)
t(y)=tg= 7 .
(y)=t3 1,b(y)
On a déja vu que
. br?
20127
Deautre part, on a successivement, selon (1.51),
h/ 2 b h2 S
uly)= ydsS= ybdy= 5 4 5Y
y
Ainsi ,
. 6T ", Sy?
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1.4.4. Etude du moment de torsion (torsion libre)

Définition  1.30. La section droite deune poutre est soumise a une torsion libre lorsque, parmi
les e orts de la RDM, seul le moment de torsionM; est non nul.

Le probléme de la torsion est complexe et la théorie élémentaire de la RDM ne conduit a des
solutions assez précises que dans le cas des poutres droites a sections circulaires, massives ou creuses
ou a sections droites tubulaires minces fermées. Dans ces rappels, on neévoquera que le premier cas
(la section étudiée correspond a leune des deux sections de la “gure 1.10, page 13). Pour le second cas,
ainsi que pour une approche plus compléte, on pourra consultetdr88 ].

La seule contrainte non nulle qui seexerce sur une facette de section droite est une contrainte
tangentielle t dirigée suivant la normale au rayon vecteur (voir “gure 1.20).

Ainsi, avec les notations de Lamé, seules les composanteset t3 du tenseur des contraintes sont
non nulles.

Fig. 1.20. La contrainte tangentielle en torsion libre

Elle ne dépend que de la distance au centre et vaut :

th

t(r) = 1.52
n="7" (1.52)
ou J est lsinertie polaire de la section, dé“nie par
J = réds. (1.53)
s

Dans le cas particulier de la section pleine (“gure 1.10a), elle vaut
R 4
J = , (1.54)
et pour la section creuse (“gure 1.10b), elle vaut

J = _ RiSR!. (1.55)

Exercice 1.31 On considére une section de poutre circulaire pleine, de raydR et soumise au
seul moment de torsionM;. Calculer la répartition des contraintes dans la section.
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Eléments de correction de lexercice 1.31
Selon (1.52), il vient

rM ¢
tr)y= ",
r="

ol J est dé“ni par (1.53). Dans le cas particulier deune section pleine (“gure 1.10a), elle vaut selon
(1.54),
R 4
J = .
2

On a donc

2rMm
t(r) = R 4t.

1.5. Etude des sollicitations composées

Une sollicitation quelconque peut toujours se décomposer en la somme deun e ort normal, deun
moment "échissant, deun e ort tranchant et deun moment de torsion. Pour obtenir les contraintes et
les potentiels dans le cas général, on additionne, deaprées le principe de superposition, les résultats des
sections (1.4.1), (1.4.2), (1.4.3) et (1.4.4).

Pour les contraintes, on utilise les formules (1.45), (1.48), (1.50) et (1.52). Ainsi, dans le cas le
plus général, on a, pour la contrainte normale

z

N g Mo My
Iy

np = +
1= g 1, y
En revanche, pour la contraintes tangentielles, on nea pas de formule générale, puisque les données des
contraintes tangentielles dé“nies par (1.45), (1.48), (1.50) et (1.52) ne seexpriment pas dans le méme

repére.

1.6. Un mot sur lsaspect isostatique des structures étudiées

On donnera au cours du chapitre 3 la dé“nition deune structure hypostatique, isostatique et
hyperstatique (cf. section 3.3, page 56).

Dans ce chapitre de révision, on se contentera deétudier des structures isostatiques, pour lesquelles
on rappelle que I«équilibre sut a déterminer totalement les e orts de la RDM : grosso modo pour
les problemes plans, il sut queune structure ait moins de trois degrés de liberté bloqués pour étre
isostatique. Pour les problémes spatiaux, il sut queune structure ait moins de six degrés de liberté
bloqués pour étre isostatique.

Pour les structures hyperstatiques, nous verrons au cours du chapitre 3 comment les théoremes
énergétiques permettent de lever cette hyperstaticité.

1.7. Déplacement des sections droites dans le cas de poutres planes

Dans cette section, on rappelle quelques résultat permettant de déterminer, par méthode direéte
les déplacements des sections des poutres planes étudiées et donc les "éches maximales.

6qui seopposent aux méthodes énergétiques, étudiées au cours des chapitres 3 et 4.
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Ces formules seappuient sur les formules plus générales, qui sont valables pour des poutres quel-
conques, planes ou gauches. Pour ne pas encombrer ce chapitre, les formules de Bresses sont rappelées
en annexe D.

La formule D.4c page 166 de lsannexe D se simpli“e dans le cas ou lon ne seintéresse quea la "éche
transversale (supposée étre la plus importante, cf. “gure 1.21). Elle seécrit

y

V) état déformé de la paet

X
abscisse \ état initial de la poutre
Fig. 1.21. Fléche transversale deune poutre droite a plan moyen.

d?v M d T

- 1.
o2 B T ax Gs, (1.56)

ou leon rappelle queG est le module de Coulomb etS; la section réduite dee ort tranchant (dé“nie
dans ce cours pour des sections pleines et massives : cf. (3.21) et (3.22) page 54).
Si S et G ne dépendent pas de, on obtient

d>v M . p
X) = S , 1.57
dx2( ) El ~ GS; ( )
ou p est la densité linéique de charge transversale a la “bre moyenne (voir section 1.3).
En négligeant la déformation dee ort tranchant, on a

v, M
ae = g
ce qui permet de trouver la déformée de la poutre, connaissai .

Si leon connaitT ou p, la densité linéique de charge transversale a la “bre moyenne, on peut aussi,
en utilisant (1.27), dériver (1.58) pour obtenir lséquation di érentielle

(1.58)

dv < T

b =Sg, (1.59)
ou

dv

e 00= (1.60)

a laquelle on rajoute les conditions aux limites.

1.8. Finalité de la résistance des matériaux

Leingénieur étudiera une structure donnée; elle est dé“nie par
. Sa géométrie (sections, inerties, ensemble de poutres, éventuellement coques et plaques);
. ses caractéristiques mécaniques (modules de€lasticité des poutres, coe cients de Poisson ...);
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. ses conditions aux limites (appuis simples, encastrement, rotules ...);

... les di érents chargements auquels elle est soumise (tabulés ou expérimentaux, avec deéventuels

coe cients de sécurités).

Grace a tous ces éléments, lsingénieur détermine les di érents e orts de la RDM dans lsensemble
de la structure, a la main, ou le plus souvent avec un logiciel. Il détermine alors les déformées de
chacun des éléments de la structure et donc les "éches maximales ainsi que les contraintes maximales
(normales et tangentielles).

La structure devra Vvéri“er les deux conditions suivantes pour étre correctement congue :

... les contraintes maximales devront étre inférieures a des contraintes seuil (qui dépendent du

matériau utilisé)

... les "éches maximales devront étre inférieures a des "eches réglementaires.

Deautres types de calculs peuvent aussi étre envisagés, comme leoptimisation de structure : dé-
terminer quelle structure peut résister a un chargement donné, tout en minimisant la masse deacier
utilisée ou les inerties, par exemple.
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CHAPITRE 2

Cercles de Mohr

Rappelons dans ce chapitre la dé“nition et leutilisation du cercle de Mohr. On étudie deabord le
probléme spatial (section 2.1) puis le probleme plan (section 2.2).

Ce chapitre se trouve dans la partie 1, consacrée aux matériaux élastiques linéaires en petites
déformations, mais, en toute rigueur, la notion de cercle de Mohr ne dépend pas de la nature de la loi
de comportement du matériau étudié.

On pourra consulter [Duv90 ]. On pourra aussi consulter un exemple de probléme sur les cercles
de Mohr en annexe E (donnée en examen médian a lsAutomne 2003).

Pour une étude plus mathématique de la diagonalisation deune matrice ou deun tenseur, on pourra
aussi consulter les 16 a 20 dBps68], le polycopié Bas03] ou le sujet de “nal de MT31 (Automne
2003), disponible sur le web a lsadresdettp://utbmjb.chez-alice.fr/UTBM/index.html

2.1. Probleme tridimensionnel

On se place en un pointM (deun milieu continu) “xé. On exprime le tenseur des contraintes| ]
dans le repéreg(x,y, z) principal ; dans ce repére, on a un tenseur diagonal :

1 0 0
[I= 0 2 0 . (2.1)
0 0 3

Les contraintes 1, 2, 3 sontles contraintes principales, ne dépendant que du poirl et non du
repére(x, Yy, z) (puisqueelles correspondent aux valeurs propres deun endomgrphisme B&).
On considére une facette, centrée el et orientée par le vecteur normal (cf. “gure 2.1).

4

Fig. 2.1. Une facette dans lsespace

On appelleS le vecteur contrainte supportée par la facette (si celle-ci est de surface élémentaire
ds, elle est soumise a la force élémentairg‘ds). On appelle et S Ja contrainte normale et la

33
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contrainte tangentielle supportée par la facette, ceest-a-dire les projections respectives ge sur la
normale & et sur la plan de la facette (attention, leune est scalaire, lsautre est vectorielle). On a donc

S- §+5 2.2)
=S 9. (2.3)

On pose <
=°. (2.4)

Ainsi, a chaque normale correspond une unigue contraint® , a laquelle on associe un unigue
couple de réel(, ) (attention, par dé“nition est de signe quelconque et est positif ou nul). Le
scalaire correspond a une contrainte de traction ou de compression et le scalairecorrespond a
lsintensité deune contrainte de cisaillement (on verra en section 2.2 que dans les problémes plans, on
peut dé“nir un signe pour ).

Le principe du diagramme de Mohr est de représenter graphiquement, de facon plane, lsévolution
du couple de scalaireg, ) quangd 9 varie (ceest-a-dire quand la facette tourne autour du pointM ).

Les composantes du vecteum (par rapport au repere (X,Y, z)) sont notées

ni

= n . (2.5)
n3
Puisque% est unitaire, nous avons
N7+ n3+n3+=1. (2.6)
Deautre part, on rappelle que . .
S = M. 2.7)
Deapres (2.2), (2.3) et (2.4) et le théoreme de Pythagore, on a
=S %, (2.8)
2= 1S128 2 (2.9)

Bref, a tout triplet de réel ni, ny, n3 véri“ant (2.6), on peut associer un unique couplg, ) RX R,
dé“ni par (2.7), (2.8) et (2.9). Compte tenu de (2.1), on véri“e aisément que

- N1 1
= NnN22 ,
n3 3
et donc que (2.7), (2.8) et (2.9) sont équivalents a
inf+ on5+ an3= (2.10)
2+ 2 (2.11)

Il est clair que (2.6), (2.10) et (2.11) sont équivalents au systéme matriciel

202, 202, 2.2_
g+ 2N+ 3n3=

1 1 1 n? 1
1 2 3 N5 = . (2.12)

Ainsi, a tout triplet de réel (n1,n2,n3) on peut associer un unique coupl¢, ) Rx R, dé“ni par
(2.12).
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2.1. PROBLEME TRIDIMENSIONNEL 35

On cherche leensemble des couplds ) R x R, véri“ant (2.12) quand (n1,n»,n3) décrit R3
(les trois réels( 1, 2, 3) sont “xés). On se donne donc maintenan{, ) Rx R. eton cherche une
condition nécessaire et su sante pour queil existe(, ) R x R4 Vvéri“ant (2.12), qui fait intervenir
une matrice de Vandermonde. On cherche donc maintenant a exprimery, n, et nz en fonction de
(, ) grace a (2.12).

La matrice de Vandermonde peut seinverser ainsi : on introduit le polynéme du second degré

P(x) = x?>+ ax + b.
On multiplie la premiere ligne de (2.12) parb, la deuxieme ligne de (2.12) para et la troisiéme
deuxiéme ligne de (2.12) parl; par sommation, il vient
nZP( 1)+ n3P( 2)+ n3P(3)= 2+ P(). (2.13)
Pour éliminer n, et n3 de cette équation, il sut de choisir P tel que P ( ») = P ( 3) =0, ceest-a-dire
P(x)=(xS 2)(xS 3). (2.14)
Deapreés (2.13), on donc
nf( 1S 2)( 1S 3)= 2+( S 2)( S 3).
Par permutation circulaire, on obtient donc
nZ( 1S 2)( 1S 3)= 2+( S 2)( 3),
n3( 2S5 1)( 25 3)= 2+( S 1)( 3) (2.15)
n3( 3S 1)(3S 2)= 2+( S 1)( S 2),

systéme équivalent a (2.12). Puisqueapparaissent les quantitts S ,, 1S zet »S 3 onaune
discussion sur les valeurs relatives de;, » et 3. Sans perte de généralité, on peut supposer gue leon
a choisi les directions principales telles que

N

1 2 3:

Attention, parfois la convention contraire est choisie!
2.1.1. Premiercas: 1< 2< 3

Ainsi, (2.15) est équivalent a
+( S 2)( S 3

2 _
1= (1S (1S 3) '
ng= 2+( S 1)( S ») (2.16)

(2S (258 3) '

n2= 2*‘(vS 1)(VS 2).
¥ (38 1(3S 2

1)1 existe une autre méthode, plus rapide, fondée sur leutilisation du polyndme deinterpolation de Lagrange : voir, le
cas échéant, le TD de MT40 ou BM03 ]. Un peu de re”exion nous montre queen fait cette méthode est similaire a celle
utilisant les polyndmes de Lagrange. Nul en ; et 3, le polyndme P, dé“ni par (2.14), est proportionnel au polyndme
de Lagrangel; dé“ni par rapport au support { 1, 2, 3}.
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Puisqueapparaissent des carrés a gauche, les nombras, et n3 existent si et seulement si les quantités
de droite sont positives, ceest a dire, compte tenu de; < o< 3
Z+( S 2( S 3) 0O
2+ ( 1) ( 3) 0 (2.17)
2+( S (. S 2 O

(Vo8
(Vo8

On remarque, que dans le demi-plarf, ) correspondant a 0, l*équation
2+( SXa)( S$Xp=0,

correspond a un demi cercle centré sur lsaxe et passant par les points de coordonnée®, X,) et

(0, Xp). Ainsi (2.17) dé“nit dans le demi-plan (, ) correspondant a 0 une région, constitué de
leintersection de trois régions, délimitée chacune par un demi-cercle. On no, le demi cercle passant
par les points (0, ) et (0, 3) deéquation

2+( S )( S =0, (2.18)
C, le demi cercle passant par les point§0, 1) et (0, 3) deéquation

2+( 8 (S 9=0, (2.19)
et C3 le demi cercle passant par les point§0, 1) et (0, 2) deéquation

2+( S )( 8§ »=0. (2.20)

La région M est représentée sur la “gure (cf. “gure 2.2). Elle est délimitée par les trois demi
cerclesC,, C, et C3 appelés tricercle de Mohr. Ces trois demi cercles sont entierement dé“nis a partir
des valeurs des contraintes principales;, » et 3.

région M«
(i)
~——demi cercle C:2
C 3% - C,
I I I
1 2 3

Fig. 2.2. Le tricercle de Mohrdans lecasolu 1< >< 3

Conventionnellement, on représente sur cette “gure le vecteur dont les coordonnées s@nt ) et
qui représente le vecteur contrainte. Quand la facette tourne autour du pointM , ce vecteur décrit
donc la régionM .

On peut remarquer que, deaprés (2.16) et (2.20P appartient a C3 si et seulement sm =0,
ceest-a-dire si et seulement si le vecteum appartient au plan dirigé par (x,y). On epr0|tera ce
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résultat plus précisément en section 2.2. On retiendra qu% appartient au plan dirigé par (x,y) si et
seulement siP  Ca. .

De méme,P appartient a C, (resp. C1) si et seulement si appartient au plan dirigé par (x, z)
(resp.(y,2)). Ainsi P C; Coy, sietseulement sin est porté par lsaxez. GraphiquementC; C, est
le point de coordonnéeq 3,0). On retrouve donc le fait que la directionz correspond a la direction
principale associée a 3; dans ce cas, on a bien = 3 et =0; l-état de contrainte est une traction
Ou une compression pure.

Par ailleurs, sur la “gure 2.3, on constate que, pour tout pointP de la régionM, on a

1 3-

Ainsi ; et 3correspondent aux contraintes normales extrémales ; elles sont atteintes sur les directions
principales x et z. De méme, graphiqguement, on constate que, pour tout poinP de la régionM, on a

3S 1
0 max = 2 (2.21)
La contrainte normale correspondant a ce point (notéA sur la “gure 2.3) vaut
_ 3t
2
A
max 1
[ [ [
min = 1 2 3; ! max = 3

Fig. 2.3. Extremums des contraintes

Puisque le point correspondantA appartient au demi cercle C,, le vecteur A correspondant
appartient au plan dirigé par (x,z). On peut montrer a partir des formules (2.16) que, pour le point
A,

no=0 etn; = +ns.

La contrainte maximale tangentielle est donc obtenue pour un vecteum porté par la bissectrices des
deux directions principales correspondant aux contraintes principales extrémales.

Cela expligue par exemple, pourquoi lors deun essai en traction, le plan de cisaillement maximal
(le plus fragile) le long duquel se provoquent les ruptures est en dents de scie (cf. “gure 2.4). On
pourra consulter lsexercice 1.22 page 24 du chapitre 1. et lsexercice 2.2 page 42.

Le cercle de Mohr permet donc deavoir accés a un certain nombre de renseignements sur leétat
des contraintes en un point et ce, de facon graphique ou analytique.
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Fig. 2.4. Plan de cisaillement maximal

2.1.2. Deuxiemecas: 1= 2< 3

Le demi cercleC3 est réduit & un point et la région M est réduite au demi cercleC; (égal aC,),
ceest-a-dire :

P
( ) demi cercle C2
[ \ [ C
17 2 3

Fig. 2.5. Le tricercle de Mohrdanslecasol1= < 3

Si on appelle Isangle entre la®h et la direction principale z (cf. “gure 2.6), on admet que cet

angle se retrouve sur le cercle de Mohr (cf. “gure 2.5), égal a I-ang{gc, RP ).
On retrouve des propriétés concernant les contraintes extrémales analogue au premier cas.

Fig. 2.6. Leangle

2.1.3. Troisiemecas: 1= >= 3

Le diagramme de Mohr est réduit a un point (cf. “gure 2.7)
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Fig. 2.7. Le tricercle de Mohrdanslecasol1= 2= 3

Dans ce cas, toute direction? est direction principale, associée a la contrainte principale ;. Le
tenseur des contraintes est diagonal :

1 0 0
[I= 0 1 O (2.22)
0 0 1

Quelle que soit leorientation de la facette, la contrainte normale est égale & et la contrainte tangen-
tielle est nulle. Ceest le cas de la pression hydrostatique.

2.2. Probleme bidimensionnel
En reprenant Ieétat de contrainte spatial, on a, pour 3 =0,

1 0 O
[]= 0 > O
0O 0 O

Ceest le cas de la surface libre deun solide exempte de contrainte ou de plagues minces chargées dans
leur plan.

Le vecteur contrainte S

appartient au plan (x,y) et on peut paramétrer le vecteur® par leangle
= (§, A ), comme indiqué sur la “gure 2.8. Dans ce cas, on peut aussi dé“nir les grandeurset
de facon algébrique.

Fig. 2.8. Une facette dans le plan

Dans le plan(x,y), on considere un repére(% : ? ) direct (cf. “gure 2.9).
On écrit . . o
S- %+ %,

(2.23)
et on cherche l|sévolution du coupl , ) quand décrit [0,2 [.
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Fig. 2.9. Une facette dans le plan

Dans le repére(x,y, z), on a toujours

ce qui implique

Compte tenu de

X =cos M $sin ?

S =sin T +cos 3,
il vient 3 3 5
S = ,cof + ,sin® R+( 28 1)cos sin %

ce qui implique
= ,c08 + ,sin?,
=( 2S 1)cos sin ;

En utilisant les lignes trigonométriques de learc double

. 1 .
CcOS sin = 2sm2,

cog = ;(0052 +1),
sin? = ;(§0052 +1),
on a donc

1 1, .
=,(1+ 2+ (15 2)cos2, (2.24)
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et
1 < .
= 2( 2S 1)sin2. (2.25)

Le systeme (2.24)-(2.25) est équivalent & (2.23). On suppose que

2 1 (2.26)
Attention, parfois la convention contraire est choisie! Ainsi, (2.24)-(2.25) est équivalent a
1 1 - -
=01+ 2+ (15 2)c0s52), (2.27)
1 « .
= 2( 1S 2)sin(S2). (2.28)

Dans le plan(, ), on note |, le point de coordonnées( 1+ 2)/2,0 etP le point de coordonnées
(, ). Ainsi, (2.27)-(2.28) est équivalent a

S_ cosS2)
B sin(82)
ou
R=1(.8 4, o0
=501 2
On a donc
2 °c.°p) 2] (2.29)

Quand décrit R, le point P décrit donc le cercle de MohrC (cf. “gure 2.10 page 41) Sur cette
“‘gure,ona > 0, < Oet > 0.

y
7 —_—
n
\
T: X

Fig. 2.10. Le cercle de Mohr plan

Comme dans la section 2.1, on a donc montré que le point représentatif de létat de contrainte
associé a une facette dé“nie par lsangle décrit le cercle C. De plus, on a montré que lsangle se
retrouve sur ce cercle de Mohr (selon (2.29)). Deaprés (2.29) et compte tenu de la propriété de lsangle
au centre,

S (ic,ip) 2 1. (2.30)
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Sur la “gure 2.10, on constate que l+état de contrainte tangentielle maximale correspond2 =
+/ 2, soit = x/ 4; on retrouve donc le fait que cette facette est dirigée par leune des deux
bissectrices dex et dey.

Remarque 2.1 Les propriétés (2.29) et (2.30) sont fondamentales; elles permettent de caracté-
riser, de fagon purement géométrique, leétat de contraintes sur la facette dé“nie par l~angle En TD
et en TP, on see orcera, pour les interprétations géométriques, deexploiter au mieux ces propriétées,
sans faire de calculs.

Exercice 2.2 On reprend lsexercice 1.22 page 24 du chapitre 1. _

On considére, au sein du milieu, une facette quelconque de normate faisant un angle avec la
“bre moyenne. Au cours de lsessai, quelle est la valeur maximale atteinte en module pour la contrainte
tangentielle subie par cette facette (quand varie) ? Pour quelle valeur de ?

Eléments de correction de l'exercice 2.2
Vu la forme de Iétat de contraintes (1.46), on peut se placer dans le cas de la section 2.1 avec
1= 2=0< 3= oudanslecas de la section 2.2 ave =0 < ;= . On choisit de se placer

dans le dernier cas.
Ainsi, avec les notations de la section 2.2, on peut se placer dans tout plan passant par la “bre
moyenne avec = . Ainsi, selon (2.25) avec

2 — 01
1= 5
il vient
= sin2 |.
| 1=, Isin2 |
Cette valeur est maximale pour
= 4
et la module de la contrainte tangentielle correspondant est égal a
| maxl =
max| — 2 .

Ceest ce qui explique lsallure en dent de scie de la “gure 2.4 page 38.
Avec la valeur numérique (1.47), on a

| max| =160 MPa.

Exercice 2.3, Voir lexercice corrigé en annexe E.
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CHAPITRE 3
Les théoremes énergétiques

3.1. Introduction

Pour déterminer les déplacements dans une structure, (ou pour lever lshyperstaticit@eune struc-
ture, en utilisant une méthode déplacement), on peut utiliser les formules de Bresse (voir annexe D).
Cependant cette méthode est trés rapidement lourde quand la structure se complique.

Dans ce chapitre, on présente des théoremes qui permettent, en utilisant l*énergie emmagasinée
dans une structure, de calculer des déplacements (mais aussi de lever Ishyperstaticité deune structure).
Ces méthodes sont deun usage plus agréable.

De plus, on verra, a la “n du semestre (introduction aux éléments “nis) que les notions et les
méthodes énergétiques restent valables pour létude de systémes, dit a nombre de degrés de liberté
in“nis (a l~opposé des structures, qui possedent un nombre “ni de degrés de liberté).

Nous donnerons deabord quelques résultats généraux sur leénergie (dans le domaine de la MMC
puis de la RDM) en section 3.2. Aprés avoir fait quelques rappels sur les notions dehypostaticité,
deisostaticité et dehyperstaticité en section 3.3, nous donnerons les trois grands théorémes énergétiques
(théorémes de Maxwell-Betti, de Castigliano et de Ménabréa) en section 3.4. Nous ferons quelques
remarques sur les théorémes vus (cf. section 3.5) puis nous donnerons, en section 3.6, un plan tres
succinct deune méthode générale d+étude de structure.

3.2. Généralités

Dans cette section, nous présentons deabord quelques propriétés dans le cadre de la MMC (section
3.2.1) puis nous nous restreindrons au cadre de la RDM (section 3.2.2).

3.2.1. Généralités dans le cadre de la MMC

On étudie un solide soumis a des forces extérieurs et reposant sur des appuis (cf. “gure 3.1). On
supposera que
... Les forces extérieures sont appliquées progressivement de facon a neinduire que des déplacements
lents (transformations réversibles), sans accélération;
... On se place dans le cadre de petites déformations;
... Le matériau est élastique linéaire ;
... Les appuis sont «parfaits», ceest-a-dire queil ney a pas de frottements.

Remarque 3.1 On peut aussi étudier des solides dits auto-équilibrés, ceest-a-dire, sans aucune
condition aux limites, mais soumis a des forces opposées, qui le maintiennent équilibre.

10n précisera cette notion au cours de ce chapitre

45
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forces imposées (ponctuelles

AN

déplacement imposé

Fig. 3.1. Un solide élastique étudié

On admet le principe énergétique suivant, qui demeure trés général et qui traduit la conservation

de lsénergie deun systéeme :
WeS W= U (3.1)

Ici,

€ désigne la di érence des grandeurs entre |sétat initial et l+état “nal ;

€ W, désigne le travail des forces extérieures;

€ W, désigne le travail des forces intérieures;

€ U désigne I+énergie interne.

Outre la conservation deénergie, (3.1) traduit aussi le fait que, seuls les états initiaux et “naux
importent, et ce, indépendamment des états intermédiaires.

En leabsence de frottements et deapports de chaleur (qui sont étudiés dans le cadre de la thermo-
dynamique), l*énergie interne est constante et le principe (3.1) seécrit

We= W,. (3.2)
On donne les dé“nitions suivantes :

Définition 3.2 . On appelle une force généralisée, soit une force, soit un moment et dans les
deux cas caractérisée par son point deapplication, sa direction deaction et son intensité.

Une force généralisé&; sera donc la composante dans une direction donnée de lsaction extérieure
appliquée au pointA;.

Remarque 3.3. Si la force appliqué est un couple seul (par exemple dans le cas deun torseur a
résultante nulle) lee et de ce couple est indépendant de son point deapplication, qui, en toute rigueur,
nea pas besoin deapparaitre dans la dé“nition 3.2. Cependant, ce point deapplication est important,
car a chaque force généralisée, on associe un déplacement généralisé : celui du point deapplication,
comme dans la dé“nition suivante.

Définition  3.4. On appelle déplacement associé a une force généralisée, soit le déplacement
(translation) du point deapplication de cette force projeté sur lsaxe de la composante de la force, soit
la rotation du point projetée sur lsaxe du moment.

Dans les deux cas, le déplacement associé est algébrique et il peut étre positif (déplacement dans
le méme sens que la force) soit négatif (déplacement dans le sens opposé a la force).
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(a) cas d'une translation (b) cas d’'une rotation

Fig. 3.2. ; : déplacement généralisé associé a la forEg, de point deapplication A;.

Pour la suite, on note ; le déplacement généralisé associé a la forég dont le point deapplication
est le point A; (cf. “gure 3.2).
On peut alors montrer le

Théoreme 3.5 (théoréme de Clapeyron) Si le solide étudié, contraint a partir de leétat au repos,
est soumis an forces generaliseées extérieure@;), ; ,, (qui peuvent étre soit des résultantes soit des
moments), appliqguées aux point¢A;i), ; , et associés aux déplacements généralises), ; ,, alors
l*énergie (ou le travail) de ces forces est égale a

1
We = Fi i (3.3)

Remarque 3.6. L*énoncé de ce théoréeme suppose gue le solide est initialement au repos : ce solide
étant élastique, les déplacements et les contraintes dans ce solide sont nuls. On peut donc identi“er
l*énergie des forces extérieures et la variation de cette énergie, puisqueelle est initialement nulle.

Remarque 3.7. Ici, les forces extérieures en présence sont supposées étre ponctuelles. Seil seagit
de densités volumiques, surfaciques ou linéiques de forces, il faut rajouter des termes intégraux.

Remarque 3.8 Dans l«équation (3.3), on a utilisé le symbole somme. Pour tout ce chapitre, on
utilisera la convention de sommation deEinstein (voir section A.1 de lsannexe A, page 133). Avec cette
convention, on a

1
We= 2Fi i (3.4)
Démonstration du théoreme 3.5. Cette démonstration permet de comprendre que la notion

d<énergie correspond a la notion usuelle «force déplacement» et de saisir leorigine du facteul/ 2.

Par linéarité, on peut supposer que lson applique une seule forée, les autres étant nulles.

Le chargement appliqué a la structure est réversible et chaque force généralisée (résultante ou
moment) peut étre supposée croissante entre l«état initial elle vaut zéro (puisque queil est contraint a
partir de lsétat sans contraintes, ou les forces sont nulles; cf. remarque 3.6) et Isétat “nal ou elle vaut
F;. On peut donc écrire que, lors du chargement, on a

Fi()Z Fi, (3.5)
ol croit de 0 a 1. On supposera, sans perte de généralité, que la force généralisée appliquée est une

résultante (voir “gure 3.3). Notons y; le déplacement réel (ici une translation) du pointA; qui passe de
la position Aj inital @ Aj nai €t notons ; le déplacement généralisé du poinf\;. Ce déplacement croit
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A, initial

Fig. 3.3. Calcul du travail di a la force F;

lui aussi de zéro a sa valeur “nale ; (puisque queil est contraint a partir de létat sans contraintes, ou
les forces et donc les déplacements sont nuls ; cf. remarque 3.6). Le solide a un comportement élastique
linéaire et donc, lors du chargement, on a

Hi( )= M, (3.6)
ou croitdeOal.

u
A, initial

Fig. 3.4. Calcul du travail d0 & la force F; sur le trajet élémentaire dy;.

Ainsi, pour le trajet in“nitésimal 2 dy; (voir “gure 3.4), le travail de la force F;( ) est égal & :

dw = Fi( )v .dyju,

20n rappelle que si un point matériel, soumis a une force 13— décrit un déplacement élémentaire gl, le travall
élémentaire de cette force vaut N

aw = ¥ 31
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ol u et v sont deux vecteurs unitaires. Soit encore grace a (3.5) et (3.6),
dW = Fj duju.v,

Puisquedyp; = d( i) = pid , on a donc
dw = Fju d u.v,

En intégrant, il vient

1 1

W(F) = dw = Fjyju.v d = ;Fiuiu.vz ;Fiui cos =
0 =0

1
2Fi i

En sommant tous ces travaux, le travail des forces extérieured=;), ; ,, est donc égal a
n 1 n
W= W(F)=, Fii
i=1 i=1

Remarque 3.9. Dans ce théoréme, nous supposons gque nous neavons pas de «force suiveuse»,
ceest-a-dire dont la direction suit la structure (cf. “gure 3.5). La direction est “xée et indépendante
de lsétat de la structure, ce qui justi“e les calculs précédents.

Fig. 3.5. Une structure soumise a une force suiveuse

On peut montrer le théoréme suivant (on renvoie a lsannexe A pour la dé“nition du champ de
déplacement et des tenseurs des contraintes et des déformations)

. Théoréme 3.10Q Sile solide élastique linéaire (occupant le volum¥) a un champ de déplacement

, un tenseur de contrainte j et un tenseur de déformation jj , alors l«énergie de déformation (ou
l*énergie potentielle de déformation ou travail des forces intérieures) emmagasinée par ce solide est
égale a

1
Wi = 5 ij i dV, (3.7)
v

ou lsintégrale® est calculée sur tout le volume/ .

Remarque 3.11 Ici est encore utilisée la convention de sommation deEinstein ; la somme (double
puisqueelle porte sur les deux indices et j) j ji est appelée le produit contracté des deux tenseurs

[let[].
3sans sommation d+Einstein cette fois
4Conformément a leusage répandu en mathématiques, on note indi éremment les intégrales simples, doubles et
triples.
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Tous les théorémes de ce chapitre proviendront du principe de conservation deénergie (3.2) qui

seécrit, compte tenu de (3.3) et de (3.7),

1 1
W = 2, i dv = 2Fi i (3.8)

ol W désigne I+énergie potentielle emmagasinée par le solide. Leégalité (3.8) peut étre montrée a partir

de la loi de I«équilibre local et de la loi de comportement du solide élastique.

3.2.2. Restriction au cadre de la RDM

On suppose maintenant que le solide étudié est une poutre, reposant sur des appuis et soumis a

des forces extérieures generalisé€s;); ; ,.
On appelle s lsabscisse curviligne le long de la “bre moyenne de cette poutre.

ds / “bre moyenne

X2

\ section deabscisss + ds
Z;

section deabscisss

AN

section droite (deabscisses;)

Fig. 3.6. La poutre étudiée, entre les abscisses et s;

Le volume V total du corps considéré est donc dé“ni par deux abscisses curvilignss et s, : voir
“gure 3.6.
Puisque cette poutre est totalement dé“nie par sa “bre moyenne, le volume élémentairdV est
égal a
dV = dSds,

ou dS est lsaire in“nitésimale de la sectionS et ds est la variation in“nitésimale de lsabscisse curviligne
s. Leexpression de Ilsénergie potentielle emmagasinée par la poutre est donc :

1
W = j ji dS ds, (3.9)
2 S1 S
ou j ;i estintégré sur toute la sectionS (a lsabscisses) (intégrale double), puis le résultat obtenu

est intégré entres; et s, (intégrale simple).
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Compte tenu de la loi de Hooke inversée, on peut exprimer;; en fonction de j; (cf. annexe A,
équation (A.7), page 142); il vien?

1 = 1+ .
W—251 Sij £ jiSEIIji dS ds,
ce qui seécrit encore
2
1 = 1+ 3 3 3
W = &S k dS ds.
2 S1 S E ij =1 E k=1

Remarque 3.12 Ré”"échissez au fait, queici, il est indispensable de réutiliser les conventions de
sommations ordinaires.

Compte tenu des hypothéses faites en RDM, le tenseur des contraintes a une structure particuliére
(cf. chapitre 1, équation (1.3), page 9). Ainsi, il vient successivement, en utilisant les notations de Lame,

w=1 7 1t 20002 & n2ds ds
- 2 51 S E 1 2 3 E 1 ]
1 %2  n? 1+
= +2 2+ t3 _
2 . SE £ t5+ t3 dS ds

En utilisant le module de Coulomb (dé“ni par (A.8), page 142), il vient donc

1 = nz 1
+

2 o sE G

W = t5+t3 dS ds.

On a donc montré

Proposition  3.13 Leénergie potentielle emmagasinée par une poutre
€ deabscisse curvilignes;
€ dont les abscisses curviligne de début et de “n sost et s, ;
€ de section (en un point deabscisss) S;
€ de modules deYound= et de PoissonG;
est égal a

w= " M, 1,245 as (3.10)
2, sE G 2?2 7 ' '
Remarque 3.14 Attention, dans cette formule, ny, to, t3 G, E peuvent dépendre des, mais aussi
de lsendroit de la section ou leon intégre. Cependant, on fait lshypothése suivante, trés courante :
Hypothése des sections uniformes :
Les caractéristiqgues mécaniques sont uniformes sur toute une section (mais ils peuvent dépendre
de leabscisse curvilignes), ceest-a-dire, G et E sont constants dans toute la section.

Ainsi, on peut sortir E et G de Isintégrale double et écrire (3.10) sous la forme

w=1 1 n2dS+ © 12+ 12dS ds (3.11)
- 2 st E S 1 G S 2 3 " .

5toujours avec la notation deEinstein ...
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On note usuellement (3.11) sous la forme

S2
W = dw (3.12)

S1
ou dW est Isénergie potentielle de la section de poutre deépaisseds, dé“ni par

ds 1 1
dw = n%ds + t3+ t3dS . 3.13
2 E s 1 G s 2 3 ( )
Remarque 3.15 Parfois, on neintégrera que sur une travée (ceest-a-dire une portion de la poutre
étudiée) et on écrira
Wiravge = dw.

travée
ou Isintégrale est calculée sur la travée étudiée.

Remarque 3.16 En considérant (3.12) et (3.13), on constate que Isénergie potentielle est une
guantité toujours positive ; de plus, elle neest nulle que sinq, t, et t3 sont identiquement nuls, ceest-
a-dire, si le tenseur des contrainteg ] est identiquement nul. Cette remarque neest valable que sous
lshypothése de la remarque 3.6, puisqueen toute rigueur, l*énergie est dé“nie a une constante additive
pres.

3.2.3. Etude des sollicitations simples

Dans cette section, qui peut étre omise en premiére lecture (on peut passer directement a la section
3.2.4, pour le résultat “nal), nous calculons lsénergie potentielle élémentairdW pour les di érentes
sollicitations simples rappelées dans le chapitre 1.4 (cf. sections 1.4.1, 1.4.2, 1.4.3 et 1.4.4). Ce calcul
est possible, puisque pour chacune des sollicitations simples, nous connaissons Isétat des contraintes
dans la section.

3.2.3.1. Etude de Ise ort normal (traction/compression simple).

Pour lse ort normal seul, deaprés létat de contraintes (1.45) (page 24), il vient, selon (3.13),

_ ds N 2
2 s S
Puisque queN est uniforme sur toute la section, on a donc

ds N2
W= _rg 95

2

_ dsN S

T 2E 827

dw ds.

On a donc

1 N2
dw = 2 ES ds, (3.14)

ou N est lee ort normal et S est lsaire de la section deabscisse

Remarque 3.17. SiN, E et S sont constants sur une travée de longueul, on a donc

1N?
Wiravge = 2 ES l.
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3.2.3.2. Etude du Moment "échissant ("exion).
Pour la "exion (si lee ort tranchant est nul), deaprés I+état de contraintes (1.48) (page 25), il vient,
(3.15)

selon (3.13),
_ ds 2
dw = - SnldS
ou
N < M, My
= S + ,
M= s>, Y77
Calculons Isintégrale double “gurant dans (3.15).
N . M My _ 2
n?ds = S ty+ Yz dS,
M M N M <~ -M; M
Zy+2 Y282 % Vyzds.
S Iy . 1y

S
_ N 2 N MZ2 2,
s S2 |2 [
Puisque chacun des termes$l, S, M, |, ... est constant dans la section, on a donc
M 2 M
Z y2dS+ I z?ds
M, M
27 yzdS. (3.16)
S

24g- N° v
n7ds = das+
s ST 12 s
. M .
g N M: de+2N Y zdsS 2
Or, par dé“nition des moments deinertie de la section par rapport aux axey et z (cf. section 1.2.4,
page 11, chapitre 1), il vient
y2dS = 1, (3.17a)
s
z2dS = 1. (3.17b)
s
Deautre part, puisque, G est le centre de gravité de la section
ydS =0, (3.17¢)
s
zdS=0. (3.17d)
s
En“n, puisque les axesy et z sont principaux (cf. section 1.2.4, page 11), il vient
yzdS=0. (3.17e)
s
Ainsi, (3.16) se simpli“e notablement et devient
N 2 M 2 2
2 — z y
nsds = x S+ x |, + x |y,
s & S2 N
soit encore
2 2 M2
nZds = NT Mz My
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Deapreés (3.15), on a donc

2 2 M2
aw=1 N7 Mz My

"2 ES El, Ely ds. (3.18)

ou N est lee ort normal, S est l+aire de la sectionMy et M, sont les moments "échissants ety et |,
les moments deinertie de la section par rapport aux axeg et z.

Remarque 3.18 Ces calculs ont été menés de facon exhaustive surtout pour montrer que le
choix des axes locauy et z (principaux, ceest-a-dire passant par le centre de gravité de la sectio@
et annulant Ieinertie produit |y, cf. simpli“cations (3.17)), simpli“e énormément leexpression dedW .
Si on neavait pas eu ces simpli“cations, leexpression d#W aurait été du type

2 2 M2 .
1 N +MZ+ ySZANMZ+ZBNMySZCMZMy

dw =
2 ES El, El S, sl 1,1y

ds, (3.19)
oU A, B et C sont des réels, non nécessairement nuls, qui dépendent éventuellementsd€ette expres-
sion est plus compliquée que (3.18); elle fait, de plus, apparaitre un couplage entre les di érents e orts
de la RDM, N, M, et My (ceest-a-dire, des produits deux a deux) alors que ces e orts neapparaissent
que par leurs carrés dans (3.18).

On a donc choisi des axes qui assure ce découplage des e orts de la RDM, découplage qui simpli-
“era beaucoup les calculs.

3.2.3.3. Etude de I+e ort tranchant (cisaillement).

On admet, dans cette section, aprés des calculs similaires & ceux de la précédentes, que deapres
létat de contraintes (1.50) (page 27), pour un trongon de poutre de longueus, l«énergie de défor-
mation est égale a

Y ds. (3.20)

dw =
2 GS1y

Ici,
€ Ty est lee ort tranchant (porté par lsaxe y);
€ G est le module de Coulomb du matériau (dé“ni par (A.8) page 142);
€ S1y est la section reduite dee ort tranchant dé“nie par

S1

2 gy (3.21)

vy B(y)

ou lsintégrale est étendue a toute la hauteur de la section. Pour la dé“nition du moment statique
u(y) et de la largeurb(y), on renvoie a la “gure 1.18 page 27 et a (1.51) page 27).
Ce calcul est valable sous des hypotheses fortement simpli“catrices et qui ménent & des résultats qui
violent en fait les principes de la MMC ; cependant, les résultats obtenus seront considérés comme une
bonne approximation des résultats prévus par la MMC.

Slyy = I

Remarque 3.19 Souvent, la dé“nition de la section réduite dee ort tranchant (3.21) est rempla-
cée par

Sy =, . (3.22)
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ou ky est un coe cient tabulé (sans dimension) pour des formes types de sections. Ce coe cient est

calculé de facon trés précise, sans utiliser la formule (3.21) et fournit donc des résultats plus précis.
Ainsi, (3.20) seécrit

_1, T

daw = 5 Ky GS
En pratique, ky est souvent proche de un; ainsi, la section réduite est proche de la sectiSnpour

les sections massives.

ds, (3.23)

3.2.3.4. Etude du moment de torsion (torsion libre).

Dans cette section, leexpression de lsénergie de déformation neest valable que pour les sections
circulaires pleines ou creuses (cf. “gure 1.10 page 13).

On admet, dans cette section, aprés des calculs similaires a ceux de la précédentes, que deapres
létat de contraintes (1.52) (page 29), pour un tron¢con de poutre de longueuts, I*énergie de défor-
mation est égale a
— 1 Mt2

aw = 2 GJ

ds, (3.24)

ou
€ M, est le moment de torsion;
€ G est le module de Coulomb du matériau (dé“ni par (A.8) page 142);
€ J est lesinertie polaire de la section, dé“nie par (1.54) et (1.55) page 29.

3.2.4. Etude des sollicitations composées

Pour I«énergie potentielle de déformation deun trongon de poutre deépaisseds, on peut montrer,
gue grace aux choix des axes principaux, il ney a pas de couplage entre les di érents e orts de la
RDM (il ney a que des carrés et pas de produit deux a deux) et que lson peut, par un principe de
superposition, sommer les di érentes expressions (3.14), (3.18), (3.20) et (3.24), pour avoir leexpression
de dw :

LoN2, TP T2 MZ,ME WP

dw =
2 ES GS;y GS;, EI; ElIy GJ

ds. (3.25)

La présence des terme$y et T, neest pas compatible avec lshypothese de Bernoulli.

Comme pour la remarque 3.19, on remplace souvent lsexpression de l«énergie potentielle par
1 N2 TS T2 M2 My M2

dw = +ky o+ k, 2+

+ + 2
> estMestRestE, TR, e O (3.26)

ou ky et k, sont des coe cients tabulés.

Cette formule neest valable que sous la condition la plus contraignante pour chacune des formules
(3.14), (3.18), (3.20) et (3.24), ceest-a-dire, en toute rigueur, dans le cas de sections circulaires (pleines
ou creuses). Cependant pour des sections quelconques, on admettra que la formule (3.26) reste valable,
quitte & remplacer le termeM 2/ (GJ ) par kM 2/ (GJ ) ol k; est un coe cient, lui méme tabulé, pour
di érents types de section.

Bref, on a donc la proposition suivante :

Proposition  3.20 Leénergie de déformation emmagasinée par la section de poutre deépaisseur
ds et
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€ de sectionS;

€ de modules deYound= et de CoulombG;

€ deinerties par rapports aux axesy et z, ly etl;;
€ avecky et k;, coe cients tabulés;

est égal a
N2 T2 T2 M2 M2 M2
dw = +ky Ttk 2+ _ 2+ Y+ Tt (s 3.27
Es VYes' ““cs  El, El, 6 & (3:27)

Dans le cas général, si l*élancement de la poutre est su samment grand et hormis quelques cas
exceptionnels, on peut négliger les contributions des e orts tranchants, voire ceux de lse ort normal.
Seil ney pas de torsion, on a donc une approximation de lsénergie de déformation :

Proposition  3.21 En négligeant les e ets des e orts nomaux et tranchants lsénergie emma-
gasinée par section de poutre deépaisseds et

€ de module deYoungE ;

€ deinerties par rapports aux axesy et z, ly etl;;
est égal a

1 M2 M2

W
Wy B, E,

ds. (3.28)

Remarque 3.22 Attention, cette approximation neest pas toujours valable : par exemple, seil ney
a que de lee ort normal, il est abusif de négliger les e ets de lee ort normal par rapport aux e ets de
"exion, qui sont nuls. Par ailleurs, il se peut aussi queN soit tres grand, rendant impossible le fait de
négliger le termeN?/ (ES).

Proposition  3.23 Pour les structures planes, en négligeant les e ets des e orts normaux et
tranchants, lsénergiede déformation emmagasinée par laection de poutre deépaisseuds et

€ de module deYouncE ;

€ deinertie | ;
est égale a

1M?2
dw 5 E| ds. (3.29)

3.3. Structures isostatiques, hypostatiques et hyperstatiques

Avant de donner en section 3.4, les théorémes énergétiques proprement dits, rappelons les notions
dehypostaticité, deisostaticité et dehyperstaticité.

Il existe deux types de dé“nitions de ces notions. Dans les cas les plus usuels (les plus souvent
étudiés dans cette UV), Ishyperstaticité deune structure apparait a cause de ses réactions deappuis
avec lsextérieur : on parle dehyperstaticité externe (cf. section 3.3.1). Dans deautres cas, ce sont les
e orts internes qui rendent la structure interne (cf. section 3.3.2).

3.3.1. Hyperstaticité externe

Soit une structure soumise a un chargement et avec des conditions aux limites (encastrement,
rotule, ...). On appelle p le nombre de réactions deappuis (ou de liaisons) & le nombre deéquations
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indépendantes fournies par l«équilibre de la structureq est égal au maximal a 6 pour un probléme
tridimensionnel et 3 pour les problémes plans.

Définition  3.24 La structure est dite

... hypostatique sp < g (on parle aussi de mécanisme);
. isostatique sp = q;

... hyperstatique sp > q (deordre p S q).

Dans le cas ou la structure est hypostatique, elle est instable, car il ney a pas assez deappuis pour
la maintenir en équilibre. Pour continuer l«étude, il faut rajouter des appuis.

Par la suite, on supposera systématiquement que les structures étudiées ne sont pas
hypostatiques (elles sont donc isostatiques ou hyperstatiques).

Définition  3.25 Une structure isostatique ou hyperstatique sera dite au moins isostatique.

Pour une structure isostatique, les équations deéquilibre su sent a calculer tous les e orts de la
RDM. Pour une structure hyperstatique, il faut deabord lever Ishyperstaticité, ceest-a-dire, trouver des
équations supplémentaires pour déterminer lep S q réactions deappuis manquantes. Ces équations
viendront de la loi de comportement élastique de la structure. En utilisant les théorémes énergé-
tiques de ce chapitre, on pourra déterminer ces équations manquantes et «lever lshyperstaticité» de
la structure.

P p P C D
A T A DO C A T V
" s B pa 2
a a a

(a) (b) (c)

Fig. 3.7. Exemples de structure hypostatique (a), isostatique (b) et hyperstatique (c)

Pour la poutre de la “gure 3.7a, on ap=1 et g= 3 ; elle est donc hypostatique. Pour la poutre
de la “gure 3.7b, on ap = 3 et g = 3; elle est donc isostatique. Pour la “gure 3.7c, on @ = 5 et
g=3; elle est donc hyperstatique deordre 2.

3.3.2. Hyperstaticité interne

La structure de la “gure 3.8 est apparemment extérieurement isostatiquep(= g = 2). Néanmoins,
méme en connaissant les deux réactions deaxBg et R, on ne peut déterminer les e orts de la RDM
de la structure. Les e orts internes sont inconnus. On parle dehyperstaticité interne.

Définition  3.26. Les structures hyperstatiques externes sont des structures ou les inconnues
hyperstatiques sont des réactions deappuis du systéme avec lsextérieur.

Les structures hyperstatiques internes sont des structures ou les inconnues hyperstatiques sont
des actions (ou des e orts) de cohésion internes au systéme.

En général, une structure complexe est hyperstatique interne et externe a la fois. On parle donne
donc la dé“nition :
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.

Fig. 3.8. Structure extérieurement isostatique et intérieurement hyperstatique.

Définition  3.27. Pour une structure hyperstatique (quelconque), on distingue les inconnues
hyperstatiques externes, qui sont des réactions deappuis du systeme avec lsextérieur et les inconnues
hyperstatiques internes qui sont des actions (ou des e orts) de cohésion internes au systéme.

Dans ce cas général, la dé“nition (3.24) se généralise pour des structures hyperstatiques internes
et externes; on admet que le degré dehyperstaticité deune structure quelconque est donné par

h=1ls+mSEs, (3.30)

€ |5 est le nombre deinconnues de liaisons, internes ou externes;

€ m est le nombre de paramétres cinématiques (déplacements) indépendants ;

€ |5 est le nombre deéquations deéquilibre indépendantes.

Comme pour Ishyperstaticité externe, grace aux théoremes énergétiques de ce chapitre, on pourra
déterminer ces équations manquantes et «lever lshyperstaticité» de la structure.

3.4. Théorémes énergétiques

Donnons maintenant quelques théorémes énergétiques (Théoremes de Maxwell-Betti, de Casti-
gliano et de Ménabréa) tres utiles pour étudier des structures. Il en existe deautres que nous ne
donnons pas ici (théoréme de la force unitaire, par exemple).

Pour chacun des trois théorémes donnés, nous donnerons un exemple deapplication, en présentant
une petite structure a étudier.

3.4.1. Théoreme de Maxwell-Betti

Ce théoreme fait partie du domaine de la MMC, puisqueil seapplique a un corps élastique linéaire
guelconque, qui neest pas nécessairement une poutre de la RDM.

Théoreme 3.28 (Théoréme de réciprocité de Maxwell-Betti) Soit un corps élastique linéaire,
reposant sur des appuis (de telle sorte queil soit au nms isostatique) et containt a partir de l+état au
repos a deux ensembles distincts de forces généralis@eg, ; ,, et (Pj), i m (qui sont des résultantes
ou des moments). On note(A;j), ; ,, les points deapplication des forces géneraliseds;), ; ,, et
(Bj), i m les points deapplication des forces généralisé¢p; ), j

On considére les déplacements généralisés suivants :

€ (i), ; , sont les projections orthogonalesur la ligne deaction des forces~; des déplacements

genéralisés des point#\;, sous Isaction des forcegP; ), j seules;

m:*

m
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€ L sont les projections orthogonalesur la ligne deaction des force®; des déplacements
j m

généralisés des point8;, sous lsaction des forcegF;), ; , seules.
On alors la relation suivante :

n m
i=1 j=1
_ o direction orientée de la charge direction orientée de la charge F _
ligne d’action de F non appliquée non appliquée ligne d'action de P

X position initiale X position initiak

~»_position finale "% position finale

AN

ANNNNN

déplacement imposé

ANSNNN

déplacement imposé

(a) (b)

Fig. 3.9. Les hypothéses deapplication du Théoréme de réciprocité de Maxwell-Betti :
solide soumis aux forcegFi), ; ,, seules (a) et solide soumis aux forcegP;), j
seules (b).

n m

La situation de ce théoreme est expliquée sur la “gure 3.9.

Remarque 3.29 Sur la “gure 3.9, nous avons distingué les positions des points initialement
et “nalement; il ne faut pas oublier que, deapres les hypothéses des petites déformations, on peut
confondre les deux con“gurations.

Remarque 3.30. Pour se rappeler mnémotechniquement la formule (3.31), on se rappell&ra

Démonstration du théoréme 3.28. Conformément a la “gure 3.9, on considére les déplace-
ments généralisés suivants :

€ (i), ; nles déplacements généraliseés associés aux forces genéraligggs ;

€ (1), i m les déplacements généralisés assonles aux force.s genéraligggs j

On part de Isétat au repos, non chargé. On applique progressivement

€ Les forces géneraliseedi), ; ,, (les forces(Pj), j neétant alors pas appliquées) : ceest la
phase I;

€ Puis, les forces généraliséd®;), ; , (les forces(F), ;
tes) : ceest la phase II.

Calculons alors la variation totale deénergie.

n ;

m:*
m

, restant alors appliquées et constan-

6pe plus, grace a la convention deEinstein, (3.32) est encore vraie.
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Deapres le théoreme de Clapeyron (cf. theoreme 3.5), le travail des forcés;); ; ,, pendant la

phase | est égal a
n

Wl = 2 Fi iy (3.33)
i=1
puisque les forces~; sont associées aux déplacement généralisés
Pendant la phase I, les déplacements généralisés associés aux fofesont | ; pendant cette
méme phase, les déplacements généralisés associés aux fdec€gqui restent constante mais pour les-
quelles les points deapplication bougent) sont les déplacements. Ainsi, le travail des forces extérieures
pendant cette phase Il est égal, deaprés le théoreme de Clapeyron, a
n l n
W2 = Pibj+ 5 Fi i (3.34)
j=1 i=1
Deapreés le principe de conservation deénergie (3.2), la variation deénergie emmagasinée par le solide
au cours des phases | et Il et donc égale a
n m 1 n
W =W+ W= Foi+ Pj|.1j+2 Fi i (3.35)
i=1 j=1 i=1
Par ailleurs, la variation deénergie ne dépend que des états initiaux et “naux et est indépendante
du chemin parcouru; ainsi, on arrive au méme état (avec les deux chargemefRi et P; appliqués)
en partant de |-etat au repos, puis en appliquant deabord les forceB;, puis les forcesF;. Par un
raisonnement identique a celui que leon vient de faire, on montre que
m n m
W = ; Pj M + ; Fi i+
i=1 i=1 j=1

Pik. (3.36)

En comparant les deux expressions (3.35) et (3.36), on arrive donc a la conclusion.
Donnons un exemple deapplication :

Exemple 3.31 Déterminer le déplacement verticalf au milieu deune poutre reposant sur un
appui simples et une rotule et soumise a une charge verticak, appliquée au pointC, quelconque de
la poutre (cf. “gure 3.10).

Fig. 3.10. Poutre reposant sur une rotule et un appui simple

Remarque 3.32 On a dessiné sur cette “gure la déformée de la poutre, par clarté, mais on
neoubliera pas que Ilson calcule les e orts de la RDM dans la con“guration non déformée.
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On pourrait utiliser la méthode directe : en négligeant les e ets de lee ort tranchant, on utilise
l*équation di érentielle usuelle du second ordre donnant déformée de la poutre

M
V=g (3.37)
et on lsintégre compte tenu des conditions aux limites, mais le calcul est pénible car la situation neest
pas symeétriqgue. On va voir comment, en utilisant le théoreme de Maxwell-Betti, on se raméne a une
situation plus symétrique, ou lsintégration de l+équation di érentielle (3.37) est plus facile.
Leutilisation de ce théoréme ne nous dispense pas, pour lsinstant, de résoudre lséquation di éren-
tielle (3.37); on verra ensuite que le théoréme de Castigliano nous dispensera de sa résolution.

On considére la méme poutre soumise aux deux chargements distincts dé“nis par la “gure 3.11.

(a) (b)

Fig. 3.11. la poutre étudiée soumise aux deux chargements suivants : chargemert
(a) et chargement ouF; est appliqué au milieu de la poutre (b).

Le premier chargement correspond a la situation étudiée. le second chargement est plus symétrique
car la force appliquée est appliqguée au milieu de la poutre.
Deaprés le théoreme de Maxwell-Betti (aveen = n = 1), il vient

1F1 = p,P1. (3.38)

Il nous sut donc, pour calculer f = ,, de déterminerp,. Sur la “gure 3.11b, on a indiqué les
axes choisisx et y, ainsi que les réactions deappuiRay (en A) et Rgx et Rgy (en B). On véri“e que
cette structure est isostatique.

Sur cette “gure, on a choisiF; < 0.

Par symétrie, on a

Ray = Ray, (3.39)
et lséquilibre global de la poutre nous donne
Ray + Rey + F1 =0. (3.40)
Ainsi, deaprées (3.39) et (3.40), on a
Ray = S le. (3.41)
De méme, par symétrie, il vient
Rex =0. (3.42)

De (3.41) et (3.42), on déduit le moment "échissantM (x) sur AA1 :

XF]_

M(x)= S - (3.43)
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En négligeant lee ort tranchant, lséquation di érentielle (3.37) nous donne donc :

<« XF1
v(X)=S .
(X) 2E|
On supposel et E constants; ainsi, par intégration,

2
vo= 8%, ¢

4E|
ou C est une constante. Par symétriey (I/ 2) = 0. On détermine la valeur deC et on obtient
v (x) = Fiogy2y *
4EI 4
Par intégration, il vient
Fi ~ X3 |2
= + + D
VOI= 4g S3 X '
ou D est une constante. En utilisantv(0) = 0, on obtient
F]_ ~ X3 |2
v(X) = S+ X
() 4E| 3 4
On en déduit donc F
- - 1 g,2 2
= = S4 <+ 3|
My = v() 48E| ;
guantité dont on véri“e queelle est négative. Deaprés (3.38), il vient donc
_MP1r_ P o< o L2
= = 4 -+31° .
7R T 4sE S 3
Cette expression neest valable que pour [0,1/ 2]. Si [I/ 2,1], on raisonne par symétrie. Bref, on
a donc trouvé leexpression dé
Pi &,2. 42
f = S4 “+31° .
48E|
3.4.2. Une conséguence du Théoreme de Maxwell-Betti : étude de la matrice de souplesse et

de rigidité
Comme pour le théoréme de Maxwell-Betti, la propriété de ce paragraphe sera utilisée en RDM,
mais elle seapplique en fait a tout solide élastique linéaire, qui neest pas nécessairement une poutre de

la RDM.
Cette propriété sera fondamentale pour lsétude matricielle des réseaux de poutres (cf. annexe J).

Proposition  3.33 Soit un corps élastique linéaire, reposant sur des appuis (de telle sorte queil
soit au moins isostatique), et contraint a partir de leétat au repos an forces genéraliséegF;); ; | .
On note ( j); ; , les déplacements géneéralisés associés a ces forces genéralisées. Alors, il este
une matrice carrée de taillen, dite matrice de souplesse, telle que, si lson pose

1 Fi1
F»
= etF =
n Fn
alors,
= CF. (3.44)
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Les coe cients de cette matrice dépendent des sexy directions et points deapplication des forces
(Fi); i ,» mais pas de leur intensite.

De plus, si on notgc; ), ij n les coe cients de la matrice C (dits coe cients de souplesse ou
dein"uence), alors ¢; désigne le déplacement (ou la rotation) algebrique du point deapplication de la
force F; lorsque toutes les forceg¢Fy), , ,, sont nulles saufF;, égale a un.

En“n, la matrice C est inversible et symétrique.

Démonstration. Deapreés le principe de linéarité, chacun des déplacements est une combinai-
son linéaire des valeurs algébrique~y), , - il existe doncn coe cients (Cx), , , tels que
n
i =  CkFk. (3.45)
k=1
Cette équation étant vraie pour tout i, on a donc, siC désigne la matrice carré de taillen des
coe cients ¢ , matriciellement (3.44). Les coe cients dsin"uence ¢; dépendent de la distribution des
forcesF; (et donc des sens, direction et point deapplication) mais, par linéarité, pas de leur valeur
elle-méme. Dans (3.45), si on choisit un indicg¢ tel que Fj; =1 et pour tout k=j, F, =0, on a

i = Gj,
ce qui est la derniére assertion de la proposition 3.33.
On admet que la matriceC est inversible. Cela est équivalent a
=0= F = 0,
ce qui traduit que les seuls déplacements nuls correspondent a des chargements nuls (ce neest vrai que
Si, au repos, le solide neest pas contraint).

Démontrons lsaspect symétrique de la matriceC, qui est une conséquence directe du Théoréme
de Maxwell-Betti.

_ _ direction orientée de la charge direction orientée de la charge F .
ligne d’action de F non appliquée non appliquée ligne d'action de

X position initiale X position initiake

¥ position finale "% position finale

déplacement imposé déplacement imposé

(a) (b)

Fig. 3.12. Le solide soumis a la forcd-; seule (a) et a la forceF, seule (b).

On considére les deux chargements distincts (voir la “gure 3.12) :
€ Chargement | : on appliqgue uniquement la forceF1, appliguée au point A; (toutes les autres
forces étant nulles);
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€ Chargement Il : on applique uniguement la forceF,, appliquée au point A, (toutes les autres
forces étant nulles).
On note y, et 4 les déplacements des pointd; et A, dans les deux chargements | et I, conformément
aux notations du théorémes de Maxwell-Betti (cf. théoréme 3.28). Deaprés ce théoreme, on a

1F1 = KoFa. (3.46)

Pour le chargement 1, on aF; quelconque,F, = 0, F3 = 0, ...., Fy = 0; ainsi, deaprés (3.45),
puisque p, désigne le déplacement du poinf, sous le chargemenf,

n

Mo = CkFk = CaaF1+ CoF2 + ...+ ConFn = CaFy,
k=1
et donc
Mo = C21F1. (347)
De méme, pour le chargement I,
n
1= CkFk = cuaF1 + cioF2 + ...+ CcinFn = Ci2F2,
k=1
et donc
1= C;|_2F2. (3.48)
Ainsi, deapres (3.46), (3.47) et (3.48), on a
C12F2F1 = 021F1F2. (3.49)

Puisque les coe cients dein"uence ne dépendent pas de la valeur des forcEs et F», on peut choisir
arbitrairement F; et F, tous non nuls et donc

C12 = C21.
Le raisonnement fait est valable pour tout couple(i,j ) et donc on , de méme,
Ll {L...n}, G =G,
ce qui traduit que C est symétrique.

Puisque la matrice C est inversible et symétrique, on pos& = cst, qui est elle aussi, inversible
et symétrique. On leappelle la matrice de rigidité et deaprés (3.44), on a donc

F=K . (3.50)
On récapitule ces résultats sous la proposition suivante

Proposition  3.34. Les matrices de soupless€ et de rigidité K sont symétriques dé“nies posi-
tives et leon a

= CF, F=K , K=cC5.L (3.51)
Remarque 3.35 On rappelle queune matriceM de M , (R) est dite positive si et seulement si
x R", 'xMx O
Une matrice est dite dé“nie positive si et seulement si elle est positive et
x R™\ {0}, 'xMx> 0.
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On rappelle aussi queune matrice réelle symétrique est diagonalisable et que, pour une matrice symeé-
trique réelle, étre positive (respectivement dé“nie positive) est équivalent a avoir toutes ses valeurs
propres positives (respectivement strictement positives).

Remarque 3.36. On verra au cours de lsannexe J que cet aspect symétrique dé“ni positif sera
fondamental pour la résolution des systémes linéaires mis en jeu.

Remarque 3.37. Cette propriété est en partie vraie si la structure est un mécanisme, auquel cas
on a
F=K ,
ou la matrice de rigidité K neest pas inversible. Mais, dans ce cas, on ne peut parler de matrice de
souplesse, puisqu& S1 neexiste pas. Cette propriété sera utilisée au cours du chapitre J.

On a aussi la proposition suivante

Proposition  3.38 Soit un corps élastique linéaire, repoant sur des appuis, et contraint a partir
de l-etat au repos an forces généraliseegFi), ; ,. L*énergie W de déformation emmagasinée par ce
solide est égale a

1 1
W= _'FCF=_'"K . 3.562
Démonstration.  Deaprés (3.8), on &
1
W = 2F| K]
ceest-a-dire,
1
w=_'F
2
Deapreés (3.50), on a donc
W= (K) = o= Lk
2 2 2 '
puisqueK est symétrique.
De méme, on a, deaprés (3.51), on a
1 1 1 1
w=_1'"K = "Y(CF)KCF = _'F'CKCF = _'FCKCF
5 5 (CF)KC 2 CKC 2 CKCF,

puisque C est symétrique. En“n, puisqueC et K sont inverses lsune de lsautre, on a

1 1
W = _'FICF = _'FCF.
o FlC o FC

Remarque 3.39 Leéquation (3.51) et leexpression de Isénergie de déformation du solide (3.52)
ne sont pas inhabituelles; on rappelle que pour un ressort de raidelt, soumis a la forcef et dont
leextrémité a un déplacement (qui correspond au déplacement généralisé associd apuisqueils sont
tous les deux dans la méme direction) et non contraint lorsque = 0, la loi de comportement du
ressort seecrit

f=k. (3.53)

Tavec la convention de sommation deEinstein
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Leénergie (potentielle) emmagasinée par ce ressort est égale a

1 1
E= "k 2= " k. 54
5 ) (3.54)

On note Ilsanalogie totale pour la relation force déplacement entre (3.51) et (3.53) et, pour lsexpression
de lénergie, entre (3.52) et (3.54). Le probléme avatforces généralisées est donc une simple généra-
lisation du probléme a un degré de liberté (systéme formé par un unigue ressort), la généralisation se
faisant trés commodément par lsusage des matrices.

LeénergieW apparait donc, soit comme une fonction de , soit comme une fonction deF. Plus
précisément, les sens, directions et points deapplications des forces sont “xés et seules sont considérées
comme variables les grandeur&q, Fo, ..., Fn (ou 1, 2, ..., n). Puisque les matricesK et C sont
symétriques dé“nies positives, on a la proposition

Proposition  3.40 Le<énergie W (F) est une forme quadratique dé“nie positive dé& . Leénergie
W () est une forme quadratique dé“nie positive de .

Pour la notion de forme quadratique dé“nie positive, on pourra consulter, par exempleJDO87 ]
page 23.

3.4.3. Théoreme de Castigliano

On rentre maintenant dans le vif du sujet avec le théoréme fondamental en RDM : le théoréme
de Castigliano (qui est, dans leordre académique, le second théoreme) :

Théoreme 3.41 (Second théoreme de Castigliano)Soit une structure élastique linéaire, reposant
sur des appuis (de telle sorte queelle soit au moins &atique), contrainte a partir de létat au repos et
soumise a un systeme de forces généralisées indépendariig$, ; , dont les deplacements généralisés
associes son{ i); ; ,- Si W désigne lsénergie deléformation, alors

= 3.55
Fi ! ( )
Remarque 3.42 Les forces doivent étre indépendantes. Si deux forces extérieures appliquées ont
la méme intensitéF, il est nécessaire de les renommet; et F, (a priori di érentes), de calculer les
i voulus, puis de faireF1 = F, = F dans les formules obtenues.

Remarque 3.43 Pour un systéme isostatique, les forces indépendantes du théoréme de Casti-
gliano sont toutes les forces et les couples extérieurs, a lsexclusion des forces et des moments deappuis.
Pour un systéme hyperstatique de deordréh = p S g (voir dé“nition 3.24), il seagit de méme de
toutes les forces et couples extérieurs; mais il seagit en plus desomposantes de réactions surabon-
dantes, ceest-a-dire led qui subsistent sur lesp qui existent, aprés élimination deq deentre elles a

partir des q relations générales deéquilibre du systéeme .

Remarque 3.44. Le théoréme de Castigliano ne permet pas encore de lever Ishyperstaticité deune
structure hyperstatique. En pratique, il ne seapplique donc quea des structures isostatiques (ou dont
on a préalablement levé Ishyperstaticité : cf. remarque 3.58 page 73).

Démonstration du théoréme 3.41. On peut en trouver une démonstration fondée sur des
chargements progressifs de forces, page 45 @399 |.
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On peut aussi utiliser directement la relation (3.52), qui seécrit, avec Ishabituelle convention de
sommation deEinstein,

1
W = 2Cij FiFj .
Ainsi, en dérivant, il vient8, pour tout k { 1,...,n},
w 1
- . F: F:
1 cj 1 Fi 1 Fi
= FF + . F + . F
2F, T8 TS
Les coe cients dsin"uence ¢; ne dépendent pas des valeurs des forcEs; ainsi
Cij _
Fo 0.
Puisque les forced~j sont indépendantes, on a
. Fi 1 sii=k,
i,k 1,....,n}, =
¢ I F 0 sii=k,
ce qui se traduit par
Fi
F = ik
ol i est lsindice de Kronecker (dé“ni par (A.6) page 141). On a donc
w 1 1
P kFj+ G Fi j-
On peut véri‘er que
Cj kFj =cqFj.
Ainsi,
w 1 1
= F + . F
= ZCkJ j 20|k i
et puisque Ilsindicej est muet, on peut écrire
W 1 1
= F + : F
= zckl i chk i
1
=, (¢ + ci) Fi.
2
La matrice C étant symétrique, on a donc
w
Fo o Ci Fis

guantité égale a y, deaprés (3.45).

On peut noter, dans cette preuve, la facilit¢ desemploi de la convention de sommation deEinstein
(ce qui mea évité de taper quelgues signes sommes!).

On pourrait montrer, exactement de méme facon, le premier théoréme de Castigliano, qui, sous
les mémes hypothéses, nous dit que, de fagon duale a (3.55),

i1 Voo (3.56)

8attention, ici lsindice k est non muet et les indicesi et j sont muets



68 3. LES THEOREMES ENERGETIQUES

Nous neutiliserons pas cette formule dans ce chapitre; en e et, nous utiliserons essentiellement
une méthode de forces (les inconnues considérées sont les forces) pour lever Ishyperstaticité et ceest
la formule (3.55) que nous utiliserons (cf. section 3.6). La formule (3.56) serait a utiliser pour une
méthode déplacements (les inconnues considérées sont les déplacements).

Donnons un exemple deapplication :

Exemple 3.45 Déterminer le déplacement vertical du pointC pour la structure de la “gure 3.13,
en négligeant les contributions des e orts normaux et tranchants par rapport au moment "échissant.
Les deux poutresAB et BC ont les mémes caractéristiquesl, G, S, |, ....) qui sont constantes,

et on posel = AB = BC.
y

. Fl
B C

X
o
A jL
727 X

Fig. 3.13. Calcul deun déplacement par leutilisation du théoreme de Castigliano

Cette structure est isostatique (probléme plan et trois réactions deappuis). On cherche, dans cet
exemple, le déplacement généralisé associé-a qui est dirigé dans le méme sens queé (on a choisi,
par rapport aux axes globaux(X,Y ), indiqués sur la “gure, F < 0, mais on aurait pu faire le choix
opposé).

Sur chaque poutre, calculons le moment "échissant, par rapport aux axes locaux, y), indiqués
sur la “gure. Comme dehabitude, pour la poutre AB, leorigine choisie estA et BC, lsorigine choisie
estB. On a orienté la structure de fagon a ne pas avoir besoin des réactions deappui (que leon pourrait
déterminer) pour calculer les e orts de la RDM : on oriente la poutre a partir de lsappui. Apres calculs,

il vient

pour la poutre AB, M (x) = FI, (3.57)
pour la poutre BC, M (x)= F(I S x). (3.58)

On pourrait intégrer leéquation di érentielle (3.37) sur chaque travée, mais on utilise le théoréme de
Castigliano, beaucoup plus léger deemploi. En e et, deaprés (3.29), l*énergie potentielle de déformation
est égale a

2
W = dW=1 M ds,

structure 2 structure EI
et puisque la structure est rectiligne, on ads = dx, ou x est lsabscisse sur chacune des travées
rectilignes :

2
w= 1 — (3.59)

2 structure EI
Compte tenu de (3.57) et (3.58), on pourrait expliciter M et calculer ensuite M/ F |, mais, en
pratique, on dérive sous le signe somme pour ne pas avoir a intégrer le carréMe(dérivation sous le
sighe somme |égitime, puisque toutes les fonctions sont dérivables et leurs dérivées sont intégrables) :
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ainsi, on écrit, deaprés (3.59) et puisque, deaprés Ishypothése des petites déformations, on peut calculer
les forces par rapport a l+état initial de la structure (non déformée),
w 1 M 2
F - 2 structure F EI
Or, E et | sont constants; deou, deaprés (3.57) et (3.58)

dx.

w 1 M
= M dx,
F EI structure F
1 ' . y
= FI x Idx + FOISx)x (ISx)dx
El 0 0
1 .
= FI+F  (18x)2%dx
El 0
1 |
= FI+F  u?du ,
El 0
1 13
= FI3+ F x
El 3’
_4FI3
3 El
Deapreés le théoréme de Castigliano, le déplacement généralisé associe ast égal a
_4FI3
3 El

Ce déplacement est orienté commeé ; on a choisiF < 0 donc la ligne deaction deF est orientée vers
le haut de la “gure et correspond au déplacement vertical du poinC par rapport aux axes globaux
(X,Y). Ainsi,
_4FI3
T 3ElC

On retiendra de cet exemple le fait queil faut, pour calculer la dérivée de l«énergie de déformation,
deabord calculer la dérivée par rapport a la force, puis lsintégrale sur la structure. Deaprés (3.27), on
calculera donc, siF est une force généralisée, pour les problemes plans,

W 1. M 1 N kK T
= M + N + T _
F structure  E F ES F GS F ds, (3.60)

Yc

et pour les problémes spatiaux,

Wo_ lMZMZ+1MyMy+lNN+
F sructure El 2 F ' Ely F ES F
l Mt kz TZ ky Ty
+ 2T + T ds, (3.61
Gl 'F GS*F GS'F (3.61)

en faisant les approximations usuelles.
Donnons un autre exemple deapplication :

Exemple 3.46 Déterminer le déplacement vertical du pointA pour la structure de la “gure 3.14.
Les deux poutresAB et BC ont les mémes caractéristiquesl, G, S, |, ....) qui sont constantes, et
on posel = AB = AC.
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Fig. 3.14. Calcul deun déplacement par lsutilisation du théoréme de Castigliano

Cette structure est un treillis :
. a chaque nceud, il ney a que des rotules;

... les forces sont ponctuelles et ne sont appliquées queaux nceuds.
On sait, que dans un treillis, les e orts M et T sont nuls et les e orts normaux sont constants dans
chacune des poutres. Ainsi, pour le treillis de la “gure 3.14, il ney a que deux e orts normaux inconnus,
notés N1 pour la barre CA (orientée de C vers A) et N, pour la barre BA (orientée deB vers A).
On véri“e que cette structure est isostatique. Par symétrieN = N1 = N»,. Pour calculer N, on écrit
[+équilibre du point A, projeté sur lvaxeY (on a choisiF < 0). Il vient donc

S2Ncos SF=0

et donc
- F
N=S :
2cos
On a choisiF < 0doncN > 0, ce qui correspond bien & un e ort de traction. Le déplacement vertical

de A correspond au déplacement généralisé associé-aet deapres, (3.60), on a

(3.62)

w 1 M 1 N k = T
YA = = M + N + T ds.
F structure EI F ES F GS F
Ici, on ne fait plus deapproximation, puisqueM et T sont nuls (si on négligeait e ort normal, on
aurait W = 0, doncya = 0, ce qui est faux). PuisqueN est constant, on a, par symétrie, deapres
(3.62),

1

structure E S

1 N
=2l N

Fl
2ES cog

N
YA N F ds,

Ainsi
Fl

YA= 2ES cog

Cette quantité est bien négative puisqueF < 0.

UTBM  Automne 2004 notes de cours de 'UV MQ41 Jérébme BASTIEN



3.4. THEOREMES ENERGETIQUES 71

3.4.4. Théoreme de la charge “ctive

Dans lsexemple 3.45, on constate, queavec le théoréme de Castigliano, on ne peut calculer le
déplacement horizontal du point C (“gure 3.13), puisque ce pointC neest soumis a aucune force
horizontale ; pour calculer le déplacement de ce point, il sut de rajouter une force “ctive horizontale,
deappliquer le théoréme de Castigliano, puis de faire tendre cette force “ctive vers zéro; ceest leobjet
du théoréme suivant, qui est immédiat a démontrer.

Théoreme 3.47 (Théoréme de la charge “ctive) Soit une structure élastique linéaire, reposant
sur des appuis (de telle sorte queelle soit au moins &atique), contrainte a partir de l+état au repos
et soumise a un systeme de forces généralisées independaifig$, ; ,,. On appliqgue en en point non
chargé une force généralisé “ctivel, de direction “xée. Si F (F,F1,F2,...,F,) désigne l«énergie de
déformation, alors le déplacement génélisé de ce point (selon la direction deé) est égal a

W
=lim C (F.FuFz .. Fn). (3.63)

Remarque 3.48 Quand la quantité F tend vers zéro, la direction de la charge “ctive reste “xée.

Remarque 3.49 Comme le théoréme de Castigliano, le Théoréme de la charge “ctive ne seap-
plique en pratique quea des structures isostatiques (ou dont on a préalablement levé Ishyperstaticité :
cf. remarque 3.58 page 73).

Remarque 3.50 Comme pour les formules (3.60) et (3.61), on aura intérét a intervertir leintégrale
et le passage a la limite; ainsi, pour un probléme plan, on aura, en ne prenant, par exemple, que les
e ets des moments "échissants,

1 . M
= IlmO M (F,F1,....Fn) F (F,F1,....,Fn) ds,

structure E I

ouM (F,F4,...,,Fn) désigne le moment dans la structure sous le chargemet , Fy, ..., Fn). Ce moment
est continu par rapport a tous ses arguments et on a donc

lim M (F,F1,...Fn) = M (F =0,Fy,...Fn),

guantité qui correspond, en fait, au moment dans la structure non soumise a la charge “ctive . De
méme,

, M M
fmg “p (FoFuFa) = Tp (FoFLenF)
Ainsi, on a, en négligeant les e ets des e orts tranchants et normaux,
1 M
= M((F=0,Fq,....Fp) (F,F1,...Fp) ds. (3.64)
structure EI F E=0

Cette formule se généralise naturellement si on prend aussi en compte les e ets des e orts tranchants
et normaux.
Attention, cependant a ne pas pousser le raisonnement trop loin et écrire lsaberration suivante

M
F (F,F1,....Fn) = M (0,Fy,....,Fn)=0.

- F
F=0
Autrement dit, il faut deabord dériver F (F,F4,...,F,) par rapport F, puis y faire F = 0.
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Remarque 3.51 Ce théoréme permet, soit de calculer un déplacement deun point non chargé,
soit un déplacement deun point chargé dans une autre direction comme le montre leexemple suivant.

Exemple 3.52 On reprend lsexemple 3.45 (cf. “gure 3.13), mais on cherche maintenant le dépla-
cement horizontal deC.

B \
X

vl
A 7L
777 X

Fig. 3.15. Calcul deun déplacement par leutilisation du théoreme de la force “ctive

On rajoute une force horizontale “ctive f, comme sur la “gure 3.15. Sur cette “gure, avec les
conventions choisiesf < 0 et f > 0. Cette structure demeure naturellement isostatique.
On calcule alors le moment "échissant dans cette structure, comme précédemment :

pour la poutre AB, M (x,F,f)= FISf(ISx), (3.65)
pour la poutre BC, M (x,F,f)= F(I S x). (3.66)

Deapreés (3.64), on a donc, puisqu& et | sont constants,

= 1M(x,F,f =0) I}A (x,F,f) dx,

structure El f=0
[ [
= Ell (F1) x [é(l Sx)]f:0 dx + F(l éx) x 0dx ,
0 0
1 ' .
= Fl I +
E| . xS hHhdx+0
_«FIB
~ T 2ElC
On a donc
. FI3
Xc = 82E| .

Cette quantité est positive, puisqueF < 0.

Exemple 3.53 On pourra consulter lsannexe F ol est présentée lsétude de calcul de "éche sous
forme deun exercice corrigé (donnée en sujet deexanfepour l*UV MQ41 au Printemps 2003). Cette
annexe a aussi été rédigée dans le but de donner un exemple deapplication de la théorie des distributions
(vue en MT41).

9considéré comme di cile !
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3.4.5. Levée dehyperstaticité : le Théoréme de Ménabréa

Donnons maintenant une conséquence trés importante du théoréme de Castigliano : le théoréme
de Ménabréa qui permet de lever Ishyperstaticité de toute structure hyperstatique :

Théoreme 3.54 (Théoréme de Ménabréa)Soit une structure élastique linéaire, reposant sur des
appuis (de telle sorte queelle soit hyperstatique) ebntrainte a partir de l+état au repos. On suppose
gue cette structure posséda N inconnues hyperstatiques indépendantes (externes ou internes, cf.
dé“nition 3.27 page 58), notées( i); ; ,,- Si W désigne Isénergie potatielle totale, alors

i (L. WV o-o. (3.67)

|

Remarque 3.55 Les grandeurs ; sont des forces généralisées et peuvent étre des résultantes ou
des moments.

Ce théoreme seapplique a une structure hyperstatique. Si cette structure posséate h inconnues
de liaison (internes ou externes). Leéquilibre fourniran S h équations et les relations (3.67) fourniront
h équations. Ainsi, on dispose dam équations qui permettront de trouver toutes les inconnues de
liaison ( i); ; m- Les équations linéaires relatives auk inconnues hyperstatiques se mettent sous la
forme

A = b,

oU A est une matrice de tailleh, bun vecteur connu deR"et  un vecteur deR", dont les composantes
sont lesh inconnues hyperstatiques. On peut montrer que cette matrice est inversible si les grandeurs
1, 2, ... h Sontindépendantes; on obtient donc lsexpression unique des inconnues hyperstatiques.
En utilisant les m S h relations provenant de leéquilibre, on peut alors calculer les autres inconnues.
Notons que, la matrice A est symétrique dé“nie positive.

Remarque 3.56 On verra que si la structure posseden inconnues de liaison( i), ; ., (interne
ou externe) et est hyperstatique deordreh, on peut choisir tout a fait arbitrairement, parmi ces m
inconnues, lesh deentre elles qui auront le statut deétre hyperstatique. Lesn S h autres peuvent étre
déterminées soit directement par lséquilibre soit une fois que lds premiéres auront été déterminées.
On étudiera bien leexemple 3.60 et la démonstration des théorémes 3.54 et 3.59.

Remarque 3.57. En pratique, pour calculer W/ i, on ferra comme précédemment : on dérivera
sous le signe somme.

Remarque 3.58 Une fois que leon a levé Iehyperstaticité, toutes les réactions deappuis sont
déterminées et la structure est «devenue isostatique». On peut donc déterminer totalement les e orts
de la RDM, calculer complétementW et calculer les déplacements en tout point de cette structure
grace aux théorémes de Castigliano ou de la charge “ctive.

Le théoreme 3.54 ne seappliqgue quea des structures contraintes a partir de lsétat au repos. Si ce
neest pas le cas, cela signi‘e que leon impose a la structure des déplacements généralisés non nuls :
chaque inconnue hyperstatique externe est donc associée a un déplacemgntnon nécessairement
nul. Le théoréme de Ménabréa seécrit alors :

Théoreme 3.59 (Théoréme de Ménabréa (état initial de la structure quelconque)) Soit une
structure élastique linéaire, remsant sur des appuis (de telle sorteuselle soit hyperstatique). On
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suppose que cette structure posséthe N inconnues hyperstatiques indépendantes (externe, soumise
a un déplacementy;, ou interne), notées( i); ; . Si W désigne leénergie potatielle totale, alors

) W 0 si lsinconnue ; est interne,
i {1,..,h}, = o ! (3.68)
[ Mj  silsinconnue ; est externe.

Démonstration des théorémes 3.54 et 3.59. Il sut deappliquer le théoreme de castigliano
a la structure isostatique associée, que lson dé“nit dans cette preuve.

On appelleh, leordre dehyperstaticité de la structure et( i); ; ., les inconnues de liaison (interne
ou externe). On peut supposer, sans perte de généralité, que lasS h inconnues( iJhe1 i m Peuvent
étre déterminées par lséquilibre. Ainsi, les inconnues hyperstatiques sont les grande(rs;); ; -

Dé“nissons maintenant la structure suivante : chaque liaison associée a lsinconnue hyperstatique

i, pouri { 1,...,h}, est «liberée» de la fagon suivante :
€ Cas | : si j est hyperstatique externe, la liaison est donc un appui sur leextérieur ; on débloque
le degré de liberté de cet appui et on considére que neest plus une réaction deappui mais une
force imposée par leextérieur (cf. “gure 3.16). On considere; le déplacement généralisé associé
a i, qui est maintenant une inconnue (et non plus un déplacement imposé, puisqueon a libéré

lsappui).

NN\
(a) (b)

Fig. 3.16. Libération de lsappui associé a un inconnue hyperstatique externe : appui
initial (a) et appui libéré (b).

€ Cas Il : si ; est hyperstatique interne, on introduit une coupure interne et on laisse les deux
lévres de la coupure libres. On suppose que; neest plus une force interne, mais une force
imposée par lsextérieur. Sur une des deux lévres, on impose la force (associée au déplace-
ment généralisé devenu inconnu, ;) et sur lsautre levres, la force ; (associée au déeplacement
generalisé devenu inconnu, ;) (cf. “gure 3.17).

(a) " (o)

Fig. 3.17. Création deune coupure associée a un inconnue hyperstatique interne :
structure initiale (a) et structure avec la coupure introduite (b).
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Pour que les deux structures soit équivalentes, il est nécessaire que chaque force imposée soit telle
que :
€ Cas | : la force ; soit exactement telle que le déplacement; soit celui imposé,y; :
i = M (3.69)
€ Cas Il : les forces ; et ; soient telle que les deux lévres de la coupure se referment :
i+ ;=0. (3.70)

La nouvelle structure associée a donc la méme énergie de déformation que la structure hypersta-
tique initiale W et est donc hypostatique, puisque que chaque force inconnug est considérée comme
une force extérieure. On peut donc appliquer le théoréme de Castigliano a cette nouvelle structure,
qui nous donne

€ Cas | : w
= (3.71)
€ Cas Il : W | W
=gt o= (3.72)
Deapres (3.69) et (3.71), on a donc, (Ijans le cas II,
Wi = WY (3.73)
Dans le cas I, I*équilibre de deux lévres qui se referment nous donne
it =0,
et deaprés (3.70) et (3.72),
W_ = ;+ ;=0. (3.74)

|
Dans les deux cas, (3.73) et (3.74) impliquent bien (3.67) et (3.68).
Donnons un exemple deutilisation du théoreme de Ménabréa :

Exemple 3.60

MA
N\ X B F

—

A - C

172
Y
X

Fig. 3.18. Levée dehyperstaticité par lsutilisation du théoréme de Ménabréa.

On considére la poutre homogéne encastrée & reposant sur un appui simple enC et soumise
en son milieu, B, a une force horizontaleF et a une force verticale de méme intensitéd-, ou par
convention F > 0. (cf. “gure 3.18).
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On cherche a calculer les réactions deappuis, qui sont (par rapport aux axes indiqués sur la “gure)
les réactions enA : X a, Ya et M et lsunique réaction enC : Yc¢.

On a quatre inconnues et trois réactions deéquilibre (probléme plan). On a donc une structure
hyperstatique, deordre un et de fagon externe.

On quatre liaisons deappui,Xa, Ya, Ma et Yc. Trois deentre elles peuvent étre déterminées par
[+équilibre et la quatrieme par le théoreme de Ménabréa.

La méthode standard consiste a choisir arbitrairement leune deentre elles, de calculer les trois
autres en fonctions de celle-ci, (par I«équilibre) deexprimer lsénergie de déformation de la structure en
fonction de notre unique inconnue hyperstatique ; le théoréme de Ménabréa nous fournit alohs= 1
équation(s) supplémentaire(s), en dérivant lénergie, qui nous permet alors de calculer lsinconnue
hyperstatique.

Le choix de lsinconnue hyperstatique parmiX o, Ya, Ma et Yc neest pas tout a fait arbitraire. Ici,
puisqueon a orienté la poutre deA vers C, on constate que, pour calculer les e orts de la RDM, seule
la connaissance deYc est nécessaire (puisqueils sont égaux a leaction de la droite sur la gauche). On
choisit donc comme inconnue hyperstatiquerc.

On aurait pu en prendre une autre, mais cet autre choix nous oblige, avant de calcul&¥, a écrire
[+équilibre de la structure et a calculerYc en fonction de cette autre inconnue.

Le calcul deW (qui dépend donc de la réaction deappu¥¢ et de la force extérieure) estimmédiat.
On ne considére que les e ets du moment "échissant, égal a :

pour la partie AB, M =F xS 5 ¥ Ye(I S x), (3.75)
pour la partie BC, M = Yc(I S x). (3.76)
On a donc, deapres (3.60), on ne prenant en compte que les e ets du moment "échissavit,
w 1 M
= M ds,
Yc structure  E Yc
|
1 o | 8 . ! y y
= £ “F sz + Yc(ISx) (ISx)dx+ I(YC(ISX))(ISx)dx, ,
0 2
3
_ I Yc & 5F
El 3 48

Le point C a un déplacement vertical nul ; ce déplacement est associé a la force générali¥ge Ainsi,
deaprés le théoréeme de Ménabréa,

w
=0
Yc ’
ce qui est équivalent a
I Yc « 5F
= 77
El 3 S 48 0. @.77)
et donc
5
Yc =, F.
€~ 16

On a donc levée Ishyperstaticité du probleme. Leéquilibre de la structure nous donne les trois
éguations suivantes : projection sur leaxeX

Xa+ F =0, (3.78)
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projection sur leaxeY
Ya+YcSF=0 (3.79)

nullitt du moment par rapport au point A

. IF
IYc+ Ma S 2 =0. (3.80)
De ce systéme, on tire donc la valeurs des trois inconnuesa, Ya et My :

Xa = SF,

11F
Ya = 16’ (3.81)

3FI

Ma = .
AT 16

Notons que le systeme a quatre inconnues de liaisons, que Iséquilibre nous fournit trois équations
(les équations (3.78), (3.79) et (3.80)) et le théoréme de Ménabréa lséquation supplémentaire (3.77).
On peut, a partir de (3.75) et (3.76), déterminer totalement la distribution des e ort de la RDM :

pour la partie AB, M = 116F (11x S 31), (3.82)
pour la partie BC, M = 156F(I S x). (3.83)

La structure est «devenue isostatique» et a partir du théoreme de castigliano ou de la charge “ctive,
on peut déterminer totalement les déplacements en tout point. Les forces généralisées auxquelles est
soumise la structure sont les deux forces horizontales de méme intenské

Attention, conformément a la remarque 3.42, il faut que les forces soient indépendantes it
est indispensable de renommer chacune des composantes horizontale et verticale de la
force extérieure F, de facon diérente F; et F,, de calculer W/ F 1 et W/ F ,, pour obtenir
respectivement les déplacements horizontaux et verticaux dB, puis de faireF; = F, = F. A vous de
faire les calculs!

Il faudra bien prendre garde au fait que puisque leon a choidt > 0, la ligne deaction deF est
dirigée vers le bas et que le déplacement généralisé du poBtpar rapport a cette force sera lui aussi
calculé par rapport a cette direction. Ainsi le déplacement vertical deB sera lsopposé du déplacement
généralisé obtenu. Le déplacement horizontal dB sera lui égal au déplacement généralisé par rapport
a la composanteF;.

3.5. Quelques remarques sur les théorémes énergétiques

3.5.1. Structures comportant des ressorts

On a vu gque les liaisons étaient des appuis simples, des rotules, des encastrements, ... mais elles
peuvent étre aussi constituées de ressorts élastiques linéaires, de raidkuicf. exercice du TD corres-
pondant). Dans ce cas, il faut rajouter a l*énergie potentiell®V de la structure lsénergie de déformation
emmagasinée par les ressorts (cf. aussi remarque 3.39, page 65).
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1 structure composée de poutreé

Fig. 3.19. Une liaison de type ressort

On appelleF la réaction deappui exercée par le ressort et le déplacement généralisé associé (cf.
“gure 3.19). On sait que la loi de comportement du ressort élastique linéaire de raidelr seécrit

F=k
Leénergie de déformation du ressort est égale a

1 1F?
W = k2= :
ressort 2 2 k
On admet que les théorémes énergétiques demeurent valables si les structures sont aussi soumises
a des chargements répartis (densité linéique de force) : voir en TD.

3.5.2. Structures symétriques

Il existe un certain nombre de situations, ou compte tenu de la symeétrie du probléme (con“guration
géomeétrique et chargement), on décomposera la structure en parties symétriques, plus petites, quitte
a introduire, en son sein, des nouvelles conditions aux limites. On étudiera quelques exemples de
simpli“cation par symétrisation en TD (voir aussi section 1.2.5 page 14).

3.5.3. In"uence de la température

Par curiosité, on donne aussi la généralisation de Flamard qui permettrait deétudier des structures
soumise, en outre, a des variations de température. Celles ci ont pour e et de dilater les poutre et, a
l*énergie potentielle de déformation, il faut rajouter le terme

Wtemp = N T dS,
structure

N

ou
€ est le coe cient de dilatation linéaire;
€ T est la variation de température
€ N est lee ort normal.

3.5.4. Détermination de déplacements pour des structures hyperstatiques

Précisons comment déterminer des déplacements dans des structures hyperstatique. Il est dit
gueune fois levée Ishypersaticité deune structure, on utilise le théoreme de Castigliano ou de la force
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“ctive. Dans lsexpression de Iénergie de déformation, chacune des forces est déterminée (force exté-
rieures, réactions deappuis déterminées par I«équilibre de la structure, réactions deappuis déterminées
par levée dehyperstaticité) et on peut donc dériver cette énergie par rapport & chacune des forces exté-
rieures appliquées, pour calculer le déplacements généralisés associés aux forces appliquées. Précisons
ce calcul.

Deaprés le théoréme de la charge “ctive, on peut toujours supposer que tous les déplacements
recherchés sont associés a des chargements réels (non “ctifs).

Soit une structure élastique linéaire, reposant sur des appuis, hyperstatique deordte 1 et
soumise a un systeme de forces généralisées indépendaritg3, ; b (qui sont toutes des forces ex-
térieures, appliquées a la structure) dont les déplacements généralisés associés gor); ; p- Pour
simpli“er la présentation, on peut supposer que les déplacements imposés a cette structure sont nuls.

On pourra supposer de plus, que la structure peut étre soumise a des forces réparties.

On pose
F="Fy..Fp),
= "1 p)y
et
= (1o n),

ou ( i); ;  désigne les inconnues hyperstatiques (internes ou externes). On suppose que lson a
exprimé les réactions deappuis non hyperstatiques en fonction de et des chargements imposeés.
On peut déterminer , de leune des deux fagons suivantes :
... On exprime le potentieW( ,F) sous la formeW (( F),F) (ne dépendant queF). Puis, on
dérive le potentiel par rapport aux F; pour obtenir les déplacements généralisés :

i {L..,p}, i= Y:vi (( F),F). (3.84)

... On dérivadeabord le potentiel W( ,F) exprimé en fonction des chargement§ et des incon-
nues (non exprimées en fonction dd-), par rapport & F;, étant “xé. Puis, en exprime, dans
le résultat obtenu, en fonction deF :

i {1,..,p}, = F-( F) : (3.85)
' =( F)

Rappelons tout deabord deou provient (3.85). Dans la démonstration du théoreme de Ménabréa,
nous avons introduit une structure isostatique équivalente. Si maintenant, nous cherchons a déterminer
les déplacements , nous pouvons utiliser le théoréme de Castigliano, appliqué a cette structure
isostatiqgue associée, pour laquelle les forcés et les inconnues hyperstatiques sont considérées
comme des chargements extérieurs et donc indépendants. Puisque ces forces sont indépendantes, on
peut calculer le déplacements des associés aux forcegt les déplacements associés aux forcés Ces
déplacements ; sont donc déterminés par

C{Leph o= (P,
|
ol est quelconque. Par dé“nition de la structure isostatique équivalente, on applique les forcesF)
et les ; sont donc déterminés par (3.85).
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Il est évident queil y a équivalence entre (3.84) et (3.85). La preuve est rédigée en annexe G.
Donnons un exemple trés simple et montrons sur cet exemple que (3.84) et (3.85) donnent les
mémes résultats, mais que (3.85) est un peu plus rapide.

Exemple 3.61 On étudie la poutre de la “gure 3.20, encastrée e\, reposant sur un appui
simple C, soumise a une force extérieur& en C (on choisit F > 0). On choisit (x,y), comme indiqué
sur la “gure, qui sert a la fois de repére local et global.

y

A

N|—

Fig. 3.20. Une poutre hyperstatique

Il est clair que cette structure est hyperstatique de degré 1. On choislY , lsunique réaction deappui
en B, comme inconnue hyperstatiqgue. Le moment "échissanM est dé“ni par

- .
DansAC,M(x)= F xS 2 +Y(Sx),
DansCB, M (x)= Y (IS x).
On a, en ne prenant en compte que les e ets du moment "échissant
1 M 2
(X)dx.
2 structure EI

Aprés calculs, en supposant et | constants, il vient
|3

W =

W = Y2SBFY + F2 . .
48E 8Y<S5 (3.86)
On détermine la réactionY en écrivant que W/ Y  est nul, ceest-a-dire
16Y S5F =0,
et donc .
Y= " F 3.87
Pour déterminer le déplacement vertical du pointC, égal a (puisqueF > 0)
. W
=S
Yc E

en utilisant (3.84), on écrit
vo=8 1 (Y(F)F).

On remplace doncY par sa valeur dansw
13 N 25F 2

W = 8 S5|:><5|:+|:2 _ TR
"~ 48E| 256 16 T 148&FE|
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Ainsi, on a
. W g 7F 2|3
ye=5$ 0 (Y(F)LF)=S8 _ 00
et donc
. TFI3
yc 76| (3.88)

Si, au contraire, on utilise (3.85), on écrit, aY “xé, selon (3.86),
3 “ 3
8Y2S5FY + F2 = el (S5Y +2F).

W
F (Y. F)= F  48El 4

En remplacant Y par sa valeur, on obtient donc

W 13 = 5 7F13
Y(F),F)= S5x ~ F+2F = ,
F (Y(F).F) 48E| 16 768E|

et on retrouve donc leexpression (3.88).
On aura pu aussi calculer plus simplement, en intégrant sous le signe somme,

|3
48E|

Dans ce cas, on peut calculer la valeur d&. Si on utilise (3.84), on retrouve (3.88). Si, au contraire,
on utilise (3.85), on calcule, aYy “xé

V;/ (Y,F) = (S5F +16Y).

w 13 -
E (Y,F) = ASE] (2F S 5Y).

En y remplacant lsexpression deY, on aboutit a (3.88).
Retenons que la méthode (3.85) est, en général, plus rapide que (3.84).

3.6. Méthodes deétudes des structures (méthodes des forces)

On donne trés schématiqguement une méthode générale de résolution de probléme de poutres.
... Etude géométrique : détermination de :
. repére global (dans lequel on écrira les relations deéquilibre) ;
... ligne moyenne des poutres;
. sections droites, sections réduites, inerties polaires, inerties et axes principaux des poutres
(pour chaque poutre droite, il faudra dé“nir un repére local(x,y, z)).
... Etude de lséquilibre : on déterminera les réactions deappuis que leon pourra et leon déterminera
guelles sont les inconnues hyperstatiques.
... Calcul des inconnues hyperstatiques (le cas échéant) grace au théoréme de Ménabréa (cf. théo-
remes 3.54 et 3.59);
. Calcul du torseur des e orts de la RDM;
. Calcul des déplacements (en utilisant les formules de Bresse (section 1.7, page 30 dans le chapitre
1), pour les structure simples ou le théoréme de Castigliano 3.41 ou de la charge “ctive 3.47 dés
gue les structures se compliquent (cf remarque 3.58);
... Eventuellement, calcul des contraintes (cf. sections 1.4 et 1.5 pages 23 et 30 dans le chapitre 1).
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Remarque 3.62 La méthode proposée est une méthode dite de forces, puisque les inconnues
considérées sont des forces. Il existe deautres méthodes, appelées méthodes des déplacements, ou les
inconnues considérés sont les déplacements, mais que lson évoquera pas ici.

Le calcul des contraintes et des déplacements sera fondamental pour lsingénieur qui devra veéri‘er,
pour que la structure soit correctement dimensionnée, que les contraintes maximales sont inférieures
a des contraintes seuil (qui dépendent du matériau utilisé) et les "eches maximales sont inférieures a
des "eches réglementaires.
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CHAPITRE 4

Etude de poutres circulaires

Les résultats présentés ne doivent étre en aucun cas appris par cceur : cela serait inutile et trop
dicile! En revanche, il faut comprendre comment ils ont été établis et étre capable de les retrouver
dans des cas simples.

On pourra aussi consulter lsannexe H ou “gure une étude de structure circulaire (donnée en
examen).

4.1. Notations

Dans tout ce chapitre, nous étudierons une poutre plane (excepté en section 4.4, ou nous fournirons
guelques indications sommaires pour des problémes spatiaux) a ligne moyenne circulaire, de ce@re
de rayon R et dearc (voir “gure 4.1).

X
Y
Ux( )
B R G( )
Z
uy( )
A
(@]
Z X

Fig. 4.1. La structure circulaire étudiée

Conformément aux conventions adoptées au cours du chapitre 1 (voir sections 1.2.1, 1.3.1 et 1.3.3),
nous notons(X,Y,Z) le repére global et, en tout point courantG( ) de la “bre moyenne, dé“ni par
leangle [0, ], le repére local est(x,y,z); a ce repere sont associes les vecteuns,( ),uy( ),u;

On oriente la poutre comme sur la “gure 4.1. Comme dans la section 1.3.3 page 21, pour toytles
e orts de la RDM en G( ), représentent les actions de la partie amont sur la partie aval de la poutre.
Onnote N( ), T( ) et M( ), les composantes de cette action dans le repére lodal( ),uy( ),2);
voir “gure 4.2.

Oxn suppose que cette poutre circylaire est soumise, outre des forces ponctuelles, a une densité de
forced/d et a une densité de couplelC/d , dé“nis par (1.40) page 21.

83
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Fig. 4.2. leseortsdelaRDM:N( ), T()etM()

4.2. Etude de leéquilibre local

Nous rappelons la proposition 1.18 déja vue dans le chapitre 1.
Dans ce chapitré, excepté la section 4.3.3, nous supposerons que toutes les densités linéaires de
forces et de moment9, g et m, sont nulles. La proposition 1.18 se simpli“e alors :

Proposition 4.1 Nous avons les trois deéquationde«équilibre local suivantes :

CIEI()+N():0, (4.1a)
d'\c'i( )&T1()=0. (4.1b)
d'\g( )+ RT()=0. (4.1¢)

4.3. Applications : étude de di érentes structures
4.3.1. Etude deune poutre encastrée

On étudie dans.cette section la poutre circulaire de la “gure 4.1, encastrée eh gt soumise au
point B a une forceF , de composantesX et Y (dans le repére(X,Y )) et a un couple C = CZ (voir
“gure 4.3).

On peut calculer le moment de "exion de la poutre en tout pointG( ) de deux facons di érentes
gue leon donne ici.

€ Premiére fagon : on écrit

M=%+d 38 F. (4.2)

On décompose

S . 55 S .
(%B=(%O+ §B=SOG()+ §B=SR cos X +sin Y +R cos X +sin Y

IMais en TD, nous traiterons des cas ou p sera non nul.
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= B

]S_/v > G()

2

Fig. 4.3. La poutre circulaire étudiée

Onadqnc
R = CZ+R (Scos +cos )X +(Ssin +sin )Y XX +VYY
En développant, on a donc
ﬁl =CZ+R(Scos +cos )YZSR(Ssin +sin )XZ,

et on a donc
M()= C+ RX(sin Ssin )SRY(cos S cos). (4.3)

€ Seconde facon : on utilise les équations deéquilibre local : calculons lse ort normhl( ) égal a

2

N()= ‘Is-.ux( y=YX Y)YSsin cos).

On en déduit donc

N()= SXsin + Y cos. (4.4)
On déduit de (4.1b) et de (4.1c)
d'\g( ) = §RT()= SRd'\(‘j( ),

et donc
dd (M()+ RN())=0.
Il existe donc une constantec telle que, pour tout
M()+ RN()=c.

PuisqueM ( ) = C, on a dongc, selon (4.4), le moment de "exion de la poutre au poinG( ) est
égal a

M()= C+ RX(sin Ssin )SRY(cos S cos).
On retrouve donc bien (4.3). Cette facon de procéder est plus lourde mais parfois, notamment
quand les chargements sont plus compliquéselle peut simpli‘er les calculs.

voir par exemple la section 4.3.3.
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On suppose queE et | sont uniformes dans la poutre et que lson peut négliger les e ets dus aux
e orts normaux et tranchants 3. Leénergie de déformation de la poutre vaut donc

1

W = M 2
2kl , MO
et donc puisqueds = Rd
— R 2
W = kIl M=<d . (4.5)

La structure est isostatique ; on en déduit donc, grace au théoreme de Castigliano les déplacements
Xg, Yg €t la rotation g du point B :

W w W

X,YB=Y, B=C-

On pourrait donc, aprés calculé, déterminer les composantesg, Vg et g.
Naturellement, pour =0, ontrouve xg = yg = g =0.

XB =

Pour = / 2, on trouve
R? - -
Xg = 4| (BRS8R )X +2RY +(4S2)C , (4.7a)
R2 5
YB = 4E| 2RX + RY S4C , (4.7b)
B = 2; 2RSR )X S2RY +C . (4.7¢)
Pour = , on trouve
R? -
Xg = oo, RX S4RY+4C, (4.8a)
R2 5
8 = o S4RX +3RY S2C (4.8b)
8= F 2RX SRY +C . (4.8¢)

Sce qui neest pas toujours légitime, voir exercices de TD ou lsexemple de lsannexe H.
4pour les courageux, ou les utilisateurs de logiciels de calculs formels, on obtiendrait :

R2 "

e = o 3R §2R co¥ +3Rcos sin S4Rsin X
!
+ RS3Rco? S2R cos sin +2Rcos Y+ S2cos $2 sin +2 C, , (4.6a)
R . -~ ’
Y = e RS3Rcod S2R cos sin +2Rcos X

+ R +2R cof¥ S$3Rcos sin Y+ 82sin +2 cos C , (4.6b)

B:; SRcos SR sin +R X+ SRsin +R cos Y+ C . (4.6¢)
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Pour =2k ,aveck N, on trouve

R3k X
XB = El , (4.98)
2
VB = REII( (BRY +20C), (4.9b)
B = 2';:‘ (RY + C). (4.9¢)

Cherchons maintenant a déterminer les déplacements( ), y( ) et la rotation () du point G( ).
Il sut de remarquer que la partie BG( ) de la poutre est en équilibre. Ainsi, le pointG( ) est soumis
ala force]s— et au coupleM () ou M ( ) est dé“ni par (4.3). On est donc ramené a lsétude deune
poutre dearc : il sut deutiliser les formules (4.6) en remplacant par et C par M ( ), dé“ni par
(4.3). On peut donc détermineP x( ), y( ) et ().

Naturellement, on peut véri“er que si on remplace par dans les expressions (4.10), on retrouve
les expressions d&g, yg et g données par (4.6).

4.3.2. Autres exemples

Etudions maintenant plusieurs exemples ou leon utilise les résultats des sections 4.2 et 4.3.1.

Exemple 4.2 (Anneau dynamométrique) Soit la structure circulaire auto-équilibrée, soumise
a deux forces deintensitéF, appliquées enA et A et représentée sur la “gure 4.4. On cherche a
déterminer la variation des diamétres[AA ] et [BB ].

On peut, en fait, se ramener au cas de la structure étudiée dans la section 4.3.1.

Orientons la structure étudiée de facon arbitraire (avec une origine arbitraire). Puisque la structure
posséde une symétrie (en géométrie, chargement et conditions aux limites, inexistantes ici), par rapport
a lvaxe (BB ), on peut montrer, exactement comme dans la section 1.2.5 du chapitre 1, que lse ort
tranchant est antisymétrique par rapport a lvaxe (BB ) et que (1.7) est toujours vrai :

T(B)=T(B)=0.

50n aurait

, .
x( )= ZITEI R + Rcos sin +2Rcos sin +2R sin sin S2Rsin S2Rsin X
!

+ RY SRY cod S 2RY cos cos S2RY sin cos +2RYcos Y+ S$2cos $2 sin +2 C , (4.10a)

, - ;
y( )= 2R|>E| SRS Rcod +2Rsin sin $2R cos sin +2Rcos X
!

+ R SRcos sin S2Rsin cos +2R cos cos Y+ S2sin +2 cos C , (4.10b)

()= R SR sin SRcos +RX+ R cos SRsin Y+C . (4.10c)
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B

Fig. 4.4. un anneau dynamométrique

Lee ort normal et le moment "échissant en revanche neont aucune raison deétre nuls eB et B . Par
symétrie® lse ort normal est égal enB a+ F/ 2 (selon leorientation choisie). Deautre part, par symétrie,
on peut remarquer que le déplacement dé& est porté par (AA ) et celui deB par (BB ); de plus, la
tangente enA reste paralléle a(BB ) et la tangente enB reste paralléle a(AA ).

%

C

SF/2) 0\
_— =
B

° X

Fig. 4.5. La poutre circulaire étudiée équivalente

Compte tenu de tous ces éléments, on peut remplacer la structure de la “gure 4.4 par celle de la
“gure 4.5, ou le point A est encastré, le pointB est soumis a la force de composanteé = 0 (e ort

tranchant nul) et Y = SF/2 (symétrie) dans le repére(X,Y ), et a un coupleC = CZ, ou C neest
pas connd ; les variations aa et gg des diameétres[AA ] et [BB ] (pour la “gure 4.4) valent alors

(4.11)
(4.12)

A = S2xg,

BB = 2YB,

6pus précisément, cela découle de I-équilibre de la partieBB (demi-cercle de droite par exemple) puisque lse ort

tranchant est nulen B et B .
Tceest ce couple qui assure que la tangente e reste selon(AA ).
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ol xg et yg désignent les déplacements du poinB pour la “gure 4.5. On est donc dans le cadre déja
étudié en section 4.3.1 avec

= (4.13)
X = éz, (4.14)
Y =0, (4.15)

g =0. (4.16)

On utilise alors les formules (4.7) : les équations (4.7c) et (4.14), (4.15),(4.16), fournissent la valeur

deC :
R FR

= + S RF
0 2E| ¢ 2 S '
ce qui donne 5
C= 2; FR. (4.17)
En réinjectant la valeur de C donnée par (4.17) dans (4.7a) et (4.7b), on obtient donc
FR28S 2
X8 = g (4.18)
FR® S4
= . 4.1
8= £ 4 (4.19)
De (4.11) et (4.12), on déduit donc
FR3 2S8
AT 4 (4.20)
FR® S4
BB T g o (4.22)

Exemple 4.3, Soit la structure circulaire soumise a une force deintensitd-, appliquée enB,
encastrée emA et C et représentée sur la “gure 4.6. On cherche a déterminer le déplacement vertical

Fig. 4.6. une structure circulaire

deB.
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Cette structure esta priori hyperstatique. On pourrait lever cette hyperstaticité, mais cela exige
beaucoup de calculs. Il est plus simple, comme dans lsexemple 4.2, de se ramener a la structure déja
étudiée en section 4.3.1.

Par symétrie, le déplacement horizontal deB est nul, la tangente a la poutre enB reste horizon-
tale ; Ise ort tranchant en B est, contrairemen a leexemple 4.2, non nul.

Orientons la poutre de C vers A et choisissons leorigine des angles d. Ainsi, par symétrie
(comme dans leexemple 4.2), on peut montrer que (1.8) page 15 est toujours valable :

F F
o T(B +0)= s

Remarque 4.4. Pourquoi faire simple quand on peut faire compliqué! La formule (4.22) peut
aussi se démontret de la facon suivante : la symétrie du probléme et lséquilibre de la structure nous
indiquent que les réactions deappui verticale er\ et C valent SF/ 2; lséquilibre de la partie AB (qui
searréte «juste avant»B) nous permet donc dearmer que T(B S 0) = SF/2. De méme, Iséquilibre
de la partie BC (qui searréte «juste aprés»B) nous permet donc dearmer que T(B +0) = F/2.

TBS0)=S (4.22)

Lee ort normal et le moment "échissant en B sont inconnust®. On peut donc se ramener & l+étude
de la section 4.3.1 avec

=, (4.23)
_F
v=", (4.24)
XB = 0, (425)
5 =0 (4.26)

et on cherche a détermineryg . Grace aux équations (4.7a) et (4.7c), la nullité dexg et g fournit un
systéme linéaire enX et C. Apres calculs, on a

$4

X= 2ggF
2 56

C=",cgFR

On en déduit alors le déplacement vertical deB :
_ FR3 3520 +32
o= Bl 82864
Exemple 4.5. On pourra consulter lsannexe H ou est présentée lsétude deune structure circulaire
sous forme deun exercice corrigé (donnée en sujet deexamen pour [sUV MQ41).
Attention , dans cette annexe, il y a un con”it deorientation avec ce chapitre ! Voir remarque 1.20
page 22 et page 191.

4.3.3. Un dernier probleme

Dans cette section, nous étudions un probléme similaire a ceux de la section 4.3, mais nous utilisons
une méthode légérement di érentes pour le calcul du moment "échissant.

8
9

et ce a cause de leapplication deune force ponctuelle erB ; voir remarque 1.7 page 14.
remarque suggérée par un étudiant.
10ce sont eux qui assurent la nullité de xg etde 5.
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X
Y
_F
B G()
Ux( )
Z Po
Uy( )
@)
Z X
A
y

Fig. 4.7. La structure circulaire étudiée

On considere la structure de la “gure 4.7, pour laguelle on cherche a calculer le déplacement

horizontal xg de B.

La poutre est orientée comme sur la “gure. Elle est portée par un quart de cercle, encastrée en
A, soumise enB a une forceF et a densité linéaire de force radiale, centripéte et constante, égale a

po. Deaprés les équations 1.41 page 22, on a donc, pour tout ]0, / 2],
dz( ) + N( )+ Rpo=0, (4.27a)
dl\cli( ) ST()=0, (4.27b)
(4.27¢)

M
am () + RT()=0.
d
Plutot que de calculer N comme dans la section 4.3.1, ce qui nous obligerait a intégrer la den-

sité linéaire pg, on va établir une équation di érentielle qui porte uniqguement sur T ; on en déduira

directement M .
De (4.27a) et (4.27Db), on tire
2
dT()-SdN()zéT( ),

d2 d
et donc ,
ddT(2)+T():o. (4.28)
10, / 2],
(4.29)

Par intégration, on a donc, pour tout
T( )= Acos + Bsin

On détermine les constantesA et B grace aux conditions aux limites, que lson détermine a partir des

forces extérieures appliquées eB :
SF, (4.30)
(4.31)

0

-
1



92 4. ETUDE DE POUTRES CIRCULAIRES

Selon (4.29), on a
T = B. (4.32)

Grace a (4.27a) et (4.29), on a
dT(/ 2) _

y =SA=5SN _ SRp (4.33)

En comparant (4.30) et (4.32), ainsi que (4.31) et (4.33), on a donc
A=SF+RpgetB =0,

ce qui implique

T()=(RpoS F)cos . (4.34)
Selon (4.27c), on a donc
M( )= R(F S Rpg)sin + C, (4.35)
ou C est une constante. PuisqueM (/ 2) =0, il vient
M( )= R(F S Rpo)(sin S1). (4.36)
Deaprés le théoreme de Castigliano, on a donc
e = W
B g -
On ne prend que les termes dus au moment "échissant : selon (4.35), on a donc :
1 2Mm? R /2 M R¥FSRpy) "2 . <.
= Rd = M = 1d.
Xe= e, F RO m El , Gin S1yd
Aprés calculs, on a
/2 . 3 .
(sin $1)°d =~ §2
0 4
et donc (E & )
3 .. R3FSRpp
Xg =, S2 el . (4.37)

4.4. Problemes dans leespace

Nous ne traiterons pas les problémes spaciaux aussi complétement que dans le plan, ce qui for-
mellement neest guére plus di cile mais exige plus de calculs. Nous nous contenterons de reprendre
sommairement lsétude de la poutre plane étudiée dans la section 4.3.1, en la considérant, dans toute
cette section, comme poutre dans lsespace.

Ainsi (voir Zgure 4.3), on suppose que la poutre circulaire est encastrée el et soumise au point
B a une force]s— et a un couple, respectivement égaux a (dans le repéfX,Y,Z)) :

- A
E- v , 2= B . (4.38)

Cherchons a déterminer les trois déplacements d8 (xg, Ys, Zg) ainsi que ses trois rotations (1,
2B, 3B), par rapport au repére (X,Y,Z).
Pour simpli“er, décomposons en deux termes cette sollicitation extérieure a“n dsutiliser les calculs
déja évoqués en section 4.3.1. Deapres le principe de superposition évoqué au chapitre 1, les trois
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déplacements et ses trois rotatioar§ sont égaux aéa somme des déplaceeguents et des rotations dus a
1

lsapplication respective de la forceF; et du couple C1, ainsi que de la forceF; et du couple C,, avec
“ X < 0
El = Y ., 81 = 0 (4.39)
0 C
et
. 0 = A
Ez = o , 82 = B . (4.40)
z 0

Remarquons que la sollicitation par i§1, 81 correspond au probléme plan déja étudié en section 4.3.1
et que les deux déplacements dB (dans le plan (X, T )).et sa rotation (par rapport a leaxe Z) sont
déja connus. Il sut donc deétudier la sollicitation par 2,Co .

On peut donc supposer que

- 0 - A
P- 0, 8= B . (4.41)
z 0

Comme précédemment, on oriente la poutre comme sur la “gure 4.1; pour tout, les e orts de la
RDM en G( ), représentent les actions de la partie amont sur la partie aval de la poutre.

Selon les notations du chapitre 1 on not€N ( ), Ty( ), Tz( )) et (M¢( ),My( ),M( )), les com-
posantes de cette action dans le repere loc@l( ),uy( ),uz).

Pour déterminer (M¢( ),My( ),M( )), on pourrait démontrer les formules deéquilibre local dans
l~espace. Ici, on utilisera directement la formule (4.2) que lson rappelle ici

M=% die P
= C+G()B .
Compte tenu de (4.41), on obtient, aprés calculs, lsexpression d%l dans le repére globalX,Y,Z) :

< A+ ZR (sin Ssin )
BI = BSZR(cos Scos) . (4.42)
0

Apres changement de base, on a donc lsexpression aedans le repere(uy( ),uy( ),2) :

< Acos +Bsin SZRsin( S )
ﬁl = SBcos + Asin SZR(1Scos( S ) ,

0
autrement dit, on a
M:( )= Acos + Bsin SZRsin( S ),, (4.43)
My( )= SBcos + Asin SZR(1Scos( S )), (4.44)
M()=0. (4.45)

Utilisons la proposition 3.20 page 55 du chapitre 3; on néglige les e ets dus a lee ort normal et aux
e orts tranchants et on considéreE, Iy, |, G et J constants sur toute la poutre. Ainsi

R ) R R
= +
w MZ()d 26

M2 +
2El, o 2El, o v()d

M2()d. (4.46)
0
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Gr%e auythéoreme de Castigliano, on peut donc en déduire les déplacementsBiesur les directions

ou F et C sont non nuls :

w w w
Zg = ' = ) = . 4.47
B 7 1B A 2,B B ( )
Pour obtenir les autres déplacementsXg, yg, et 3g), il faudrait utiliser le théoréme de la force

virtuelle.
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CHAPITRE 5

Flambement ( ambage)

Chapitre non dactylographié.
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CHAPITRE 6

Criteres de plasticité

Ce chapitre est inspiré de la partie 4 depub98 ] (pages 478 a 488) et du chapitre correspondant
de [Atc ].

Pour ce chapitre, quelques rappels mathématiques et mécaniques seront faits en annexe B.

On pourra aussi consulter lsannexe | ou “gure une étude de critéere (donnée en examen “nal a
lsAutomne 2003).

6.1. Introduction

Dans le cadre de I+élasticité linéaire en petites déformations (chapitres 1, 3 et 4), la loi de Hooke
prévoit la proportionnalité entre les contraintes et les déformations ainsi queentre les forces et les
déplacements.

Nous avions vu au cours du chapitre 5 que le principe de linéarité externe provenait de Ishypothése
des petites déformations et de la loi de comportement élastique linéaire du matériau étudié. Dans le
cadre du "ambement nous avions conservé la loi de comportement élastique linéaire, mais le cas étudié
nous montrait que l~on ne pouvait plus faire lshypothése des petites déformations (plus précisément,
on ne peut plus assimiler la con“guration au repos et la con“guration déformée). Dans deautre cas,
ceest la loi de comportement élastique linéaire qui est mise en défaut, comme dans ce chapitre. Un
solide trop sollicité subira un phénoméne de plasticité : le solide se déforme et, non contraint, il ne
reprend plus sa con“guration initiale.

Leexemple le plus simple est la traction deune éprouvette, pour laquelle on peut lieraF et a
u, l~allongement (voir “gure 6.1) de la facon suivante :

= (6.1)
= (6.2)

Ici, S désigne la section de la zone de mesure de lsallongement (ou l+état de contrainte est celui deune
sollicitation normale), | désigne la variation de la longueur de cette zone dtlongueur initiale.
imesure de lsallongement

F

- —_—

Fig. 6.1. traction deune éprouvette
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Si on trace la courbe(, ) au cours du chargement, on observe un graphe identique a celui de la
“gure 6.2.

Fig. 6.2. Graphe(, )

La partie [OA] est linéaire. Plus précisément, selon le chapitre 3, on a la relation
= E. (6.3)

En revanche, si
>y, (6.4)

la relation entre et neest plus linéaire : on quitte le domaine élastique linéaire. Leétude au dela
du point A est trop di cile. De plus, la plasticité est caractérisée par un phénoméne dehystéresis : la
courbe de charge neest pas identique a la courbe de décharge (voir “gure 6.2). On se contente deessayer
de prévoir la valeur vy au dela de laquelle lsentrée en plasticité se produit.

De facon plus générale, en MMC, il existe un domain®, sous ensemble des tenseurs (ou des
matrices) symétriques véri“ant, en chaque point, la propriété suivante : si[ ] appartient a D, le
comportement est élastique linéaire ; sinon, la plasticité se manifeste. Cette étude locale, seoppose a
l+étude globale du chapitre 7.

Soit un solide soumis & un chargement croissant, initialement nul. En un point, si la plasticité
apparait, la loi de Hooke neest plus valable et pour étudier le comportement deun tel solide, il faudrait
faire une étude de comportement compliquée. Nous ne traiterons pas cette étude dans ce chapitre;
nous nous contenterons deétudier leapparition de ce début de plasticité.

Les critéres feront souvent intervenir les contraintes tangentielles et non normales : un matériau
se détériore et entre entre plasticité en se «déchirant» et non par compression ou traction.

Nous étudierons tout deabord au cours de la section 6.2 la dé“nition des critéres de plasticité.
Puis, nous étudierons au cours des sections 6.3 et 6.4 les critéres de Tresca et de Von Mises, que lson
comparera en section 6.5. En“n, nous étudierons quelques exemples dans la section 6.6.

6.2. Critéres de plasticité

Dans tout ce chapitre, nous faisons lshypothése des petites déformations et de I+élasticité linéaire
(cette derniére est valable, tant que lson ne quitte pas le domaine élastique linéaire).
Pour tout ce chapitre, y désigne un réel positif ou nul.
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Définition 6.1 En tout point dsun solide, il existe une contrainte équivalente ¢q qui dépend du
tenseur des contrainteq ] et une contrainte limite y véri“ant la propriété suivante : le comportement
est élastique linéaire tant que

eq[ D)< v. (6.5)

On dira de facon équivalente que la plasticité apparait dés que

eql D= v. (6.6)

Pour toute la suite, on fera Ishypothése du principe deisotropie : en un point donné, un critére
ne dépend pas du choix du repére orthonormé. Naturellement, un critére neest pas nécessairement
homogeéne. Sous cette hypothése, on admettra que la contrainte équivalente ne dépend que des valeurs
principales du tenseur des contrainteq ], notée 1, . et 3. Autrement dit, un critere de plasticité
est la donnée

€ deune contrainte équivalente q( 1, 2, 3) (plus précisement, ¢q est une fonction deR® dans

R+);
€ et deune contrainte limite v, qui caractérise le comportement élastique linéaire tant que

eq( 1, 2, 3)< v. (6.7)

Définition 6.2 Notons D le domaine deun critére, ceest-a-dire lsensemble des poirts;, 2, 3)
véri‘ant (6.7).

La frontiere! de D est leensemble des points véri“ant eq( 1, 2, 3)= v.

La détermination deun critére est un probléme ardu qui méle empirisme, modélisation, expéri-
mentation (mais peu de poésie). La détermination de la fonction ¢4 fait partie du domaine de la
modélisation tandis que la détermination de v est plutét du ressort de lsexpérimentation.

Il existe beaucoup de critéres, valables pour tel ou tel type de matériaux : matériaux trés plastiques,
métal recuit, métaux.... Pour les métaux, les deux criteres les plus utilisés sont le critere de Von Mises
(1913) et celui de Tresca (1864).

Dans ce chapitre, nous neétudierons que le critere de Tresca (voir section 6.3) et celui de Von
Mises (voir section 6.4).

Il en existe deautres; les plus connus sont celui de Mohr Coulomb (valable pour des matériaux ou
des frottements sont mis en jeu : béton, rocs, sols) qui date de 1773 ou celui de Drucker-Prager (1952).
Il existe aussi des critéres non isotropes. Pour plus de détails, on consultera par exemdzipo8s ].

Le critere de Mohr-Coulomb est étudié dans lsannexe |, sous forme deun exerice corrigé (donnée en
examen “nal a l*Automne 2003).

6.3. Critére de Tresca
6.3.1. Enoncé

Définition 6.3, En un point, la plasticité est atteinte des que la valeur absolue de la contrainte
de cisaillement atteint une valeur critique.

1C-est-él-dire, lsadhérence deD 6tée de lsintérieur de D.
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6.3.2. Calcul de ¢q

Nous avons au cours du chapitre 2 que, en trois dimensions, on avait (voir (2.21) page 37) :

lmad = 25 2, ©8)

sous Ishypothése :
1 2 3 (6.9)
Ainsi, si les contraintes principales ne sont pas nécessairement ordonnées selon (6.9), (6.8) seécrit
| mal = 5, max [0S 1. 610)

i=]j
Voir “gure 6.3 (relative au chapitre 2). Notons v/ 2 la valeur maximale de la contrainte eq :

Y

egmax = 5 - (6.11)
Voir en remarque 6.12, ce qui justi“e un tel choix.
ma
I I I
mn= 1 2 (2% 3)/2 max= 3

Fig. 6.3. La contrainte dans le plan de Mohr.

Ainsi,
Le critére de Tresca seécrit: max | ; S i< v. (6.12)
ij { 1,23}
i=]

Autrement dit, la contrainte équivalente de Tresca est égale a :
, 2, 3)= max S . 6.13
eq( 1, 2 3) i {.1!2’3}| i Jl ( )
1=

6.3.3. Représentation graphique

Fixons y 0. Puisque ¢q( 1, 2, 3) < vy représente le domaine deélasticité, on se place dans
leespace( 1, 2, 3) (qui nea aucune réalité physigue). On trace, dans cet espace, le domaibe (voir
dé“nition 6.2).
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6.3.3.1. Représentation graphique pour un probleme plan.
Pour simpli“er, supposons tout deabord que l*on se place dans le plagn i, 2) avec 3 =0. Dans

ce cas, selon (6.13), on a
eq( 1, 2, 3)=max(| 2S al,| 1l.] 2I).

Les inéquations dé“nissant le domaine sont donc

S y < 1< v, (6.143)
g vy < o< v, (6.l4b)
S vy < 2 S 1< v. (6.14c)
Les frontieres du domaine de Tresca sont donc dé“nies par
1= % v, (6.15a)
2= % vy, (6.15b)
2 S 1= v. (6.15C)
On a tracé ces frontieres sur la “gure 6.4.
2 2S 1= v
| 2S 1=S v
‘ Y :
T ERGECECTUELEEEEEPEEERLSY SERPEEEREERE oo
3 ‘ 3 2= v
S Y Y 1
777777777777 e ~
g0 2=S vy
1=S v 1= Y

Fig. 6.4. Les frontiéres du domaine de Tresca plan.

Le domaine de Tresca (plan) est donc limité par Ishexagone plan représenté sur la “gure 6.5 page

suivante.
6.3.3.2. Représentation graphique pour un probleme spatial.

Remarque 6.4. Remarquons tout deabord que si y est nul, lsensemble des réels 1, 2, 3) veéri-
‘ant  eq( 1, 2, 3) < Oestreduit a leensemble vide. Leensemble des réels véri‘antq( 1, 2, 3) =0

est réduit a la droite deéquation 1= = 3.
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S vy

Fig. 6.5. Lehexagone de Tresca plan.

Cherchons maintenant a déterminer dans leespace lsensemiidedes points véri“ant (6.12), ceest-

a-dire
eq( 1, 2, 3)=max(| 2S 1|,] 2S al.| 1S 3))< v. (6.16)

On peut déja remarquer que lsintersection de ce domainB avec le plan deéquation 3 = 0 est
lshexagone déja étudié dans la section 6.3.3.1. On admet que lsintersection[deavec les plans deéqua-
tion ,=0 et 3 =0 sont aussi des hexagones similaire. On peut aussi remarquer que lsintersection
de ce domaineD avec le plan dséquation 3 = 0 contient les points (Aj); ; & (qui correspondent aux
sommets de Ishexagone de Tresca) de coordonnées respectives :

Y Y 0 S vy S v 0
A= 0 , A= y , Az= y o, A= 0 , As= Sy , Ag= Sy
0 0 0 0 0 0
(6.17)

On peut aussi remarquer que la frontiere du domaind® contient les droites paralléles a la droite
portée par le vecteur de composantél, 1, 1) et passant par chacun des point#\;. En e et un point
de composantey 1, 2, 3) appartient a leune de ces droites si et seulement si il existe { 1,...,6}
et un réel tels que
1= XA T, 2=Ya T, 3= .
Ainsi, on a
max(| 25 1|, 2S 3l,| 1S sl)=max(lya; Sxal.lyal.[xa )= v,

puisque chacun des pointd\; appartient a Ishexagone de Tresca.

Par ailleurs, on peut constater que la frontiere du domaineD est incluse dans les six plans
deéquations

iS j=+% v, pouri=j (6.18)

Notons la droite passant par lsorigine et portée par le vecteul, 1, 1).

Compte tenu des di érentes remarques faites ci-dessuf) est un prisme deaxe (voir “gure 6.6
page suivante).
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Fig. 6.6. Le prisme de Tresca .

On montrera en TD (voir exercice 6.4 du TD 6) la propriété suivante : on se place dans le repeére
orthonormé (uy, Uy, us), ol uz est dé“ni par

3 1
Uz = 3 1, (6.19)
1

et u; et u, sont perpendiculaires aus. On note le plan porté par (uy, u). Leintersection du cylindre
de Tresca avec est un hexagone régulier de centre leorigine. Voir “gure 6.7 page suivante

6.4. Critere de Von Mises
6.4.1. Enoncé

Pour des rappels mathématiques, on pourra consulter leannexe B, section B.1.

Rappelons le théoréme suivant (voir chapitre 3, page page 49 e} équation (3.7)) : si le solide
élastique linéaire (occupant le volumeV) a un champ de déplacementt, un tenseur de contrainte
[ 1= i etun tenseur de déformation[ ] = j, alors Isénergie de déformation emmagasinée par ce
solide est égale a

1
W = ij i dv. (6.20)
2 vy
Autrement dit, la densité volumique deénergie est égale a
1
W= =l 10 (6.21)

Dans ce cas, on montrera en notanf ] et [ ] les déviateurs des tenseur§ ] et [ ] (voir annexe B,
dé“nition B.1 et proposition B.2) que

_1 1 2
W = 5 tr ((Dtr ([ D + 4utr [ IF . (6.22)
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Fig. 6.7. Leintersection du cylindre de Tresca avec le plan .

Voir preuve en annexe B, section B.2.

On peut aussi montrer que sidVy désigne un volume in“nitésimal en con“guration initiale et dV
ce méme volume en con“guration déformée (cf. section A.2, annexe A), alors la variation de volume
est égale a

dv S dv

Vo =tr( D). (6.23)

Voir preuve en annexe B, section B.2.
On peut donc écrire, selon (6.22),

W = Wy + We, (6.24)
avec
W—ltr([])tr([ D etW.= Ly [ 1P (6.25)
d— 6 c— 4|J- . .
Selon (6.23) et (6.25), si le chargement se fait a volume constant, la trace dig est nulle est l«énergie
Wy est nulle.
Le terme W, est appelé énergie de cisaillement et, selon la remarque que lson vient de faire, il ne

fait pas intervenir de variation de volume. Le termeWy est appelé l«énergie de dilatation.
On énonce alors le critere de Von Mises sous la forme suivante :

Définition 6.5 En un point, la plasticité est atteinte dés que l+énergie de cisaillement/. dé“nie
par (6.25) atteint une valeur critique.
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6.4.2. Calcul de q

Notons %/ (6p) la valeur maximale de Isénergie de cisaillement
2

W = Y. 6.26
cmax = o (6.26)
Voir en remarque 6.12, ce qui justi“e un tel choix.
Dans ce cas, la dé“nition 6.5 est équivalente a :
L . o1 - - .
Le critére de Von Mises seécrit : X (18 2)2+( 28 3)%+( 3S 1)%< v. (6.27)
Voir preuve en annexe B, section B.2.
Autrement dit, la contrainte équivalente de Von Mises est égale a :
1 “ - .
(120 9= T (18 9*+( 28 9°+( 38 1)’ (6.28)
ou encore
eq( 1, 2, 3)= 2+ 2+ 235 1 ,S 5,35 31 (6.29)

On montrera en TD (voir TD 6, exercice 6.3) que pour un état de contraintes planes quelconque
(correspondanta 3=0)ona

eq=  nt S 11 2+3 %, (6.30)

et que pour un état de contraintes spatiales quelconque
— 1 S 2 - 2 & 2 2 2 2
= (11S 22)°+( 22S 33)°+( 33S 11)°+6 L+ 53+ 5 . (6.31)

6.4.3. Représentation graphique

6.4.3.1. Représentation graphique pour un probléme plan.
Pour simpli“er, supposons tout deabord que lson se place dans le plagn i, 2) avec 3 =0. Dans
ce cas, selon (6.28), on a

eq( 1, 2, 3)= ) (1S 2%+ 2+ 2

Leinéquation dé“nissant le domaine est donc

2+ 28 4 ,< 2, (6.32)
On trace dans le plan( 1, ») la courbe deéquation
i+ 38 12= ¢ (6.33)

On renvoie a la section B.3 de l~annexe B.
Le domaine de Von Mises (plan) est donc limité par lellipse plane représentée sur la “gure 6.8
page suivante. Voir lsexemple B.7 de lsannexe B.
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Be

Fig. 6.8. Leellipse de Von Mises plane.

Les axes de cette ellipse sont les deux bissectrices principales et ses demi axes sont égauk &
et 2/3 v. De plus, elle passe par les point§Bi), ; ¢ de coordonnées :
Y 0 S v

Y _ _ _ _
O’BZ_ Y,B3— Y,B4— O’BS_

U Ux
< =<
o
(o]
|
<

B]_:

(6.34)
6.4.3.2. Représentation graphique pour un probléme spatial.

Remarque 6.6. Remarquons tout deabord que si y est nul, lsensemble des réels 1, 2, 3) veéri-
‘ant  eq( 1, 2, 3) < Oestreduit a leensemble vide. Leensemble des réels véri‘antq( 1, 2, 3) =0
est réduit a la droite deéquation 1= = 3.

Cherchons maintenant a déterminer dans leespace lsensemliidedes points veri“ant (6.28), ceest-
a-dire
%'l' %'l' %é 12§ zgg 3 1< \2( (6.35)
Voir leexemple B.8 de lsannexe B.
On peut déja remarquer que lsintersection de ce domainB avec le plan deéquation 3 = 0 est
leellipse déja étudiée dans la section 6.4.3.1. On admet que lsintersection Beavec les plans d«équation
2 =0 et 3 =0 sont aussi des ellipses similaires. On peut aussi remarquer que lsintersection de ce
domaine D avec le plan dséquation 3 = O contient les points (Aj); ; g de coordonnées respectives
dé“nies par (6.17).
On peut aussi remarquer que la frontiere du domain® contient les droites paralléles a la droite
portée par le vecteur de composantél, 1, 1) et passant par chacun des point#\;. En e et un point
de composante( 1, », 3) appartient a lsune de ces droites si et seulement si il existe { 1,...,6} et
un réel tels que
1= Xa t 2=Ya t, 3= .
Ainsi, on a
1

< < < 1 <
5 (1S 2%+( 28 9)°+( 38 1)°= ) (Xa Sya)?+yZ + X3 = v,
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puisque chacun des pointdAj appartient a leellipse de Von Mises.

Notons la droite passant par leorigine et portée par le vecteull, 1, 1).

Compte tenu des di érentes remarques faites ci-dessus et de lsexemple B.8 de lsannexeDBest
un cylindre deaxe etde rayon 2/3 v (voir “gure 6.9).

' i /
/ ! /
L /
T Ay

Y i N
’ ! ’ Ay
n 7 I \
k \

Fig. 6.9. Le prisme de Von Mises.

Deapres leexemple B.8 de lsannexe B, on se place dans le repére orthonorfug, u,, usz), ou usz
est dé“ni par (6.19) et u; et u, sont perpendiculaires aus. On appelle le plan porté par (us, uy).
Leintersection du cylindre de Von Mises avec est un cercle de centre lsorigine et de rayon 2/3 vy.
Voir “gure 6.10

R = 2/3Y

uz

Fig. 6.10. Leintersection du cylindre de Von Mises avec le plan .

6.5. Comparaison des criteres de Tresca et de Von Mises

Cette comparaison est plutét mathématique : quand on étudie un matériau, seul un des critéres
sera utilisé.



110 6. CRITERES DE PLASTICITE

On considére la contrainte équivalente de Tresca dé“nie par (6.13)

T _ .
) ’ - max i S il 636
eq( 1 2, 3) i { 1-‘2’3}' i jl ( )
1=]
et la contrainte équivalente de Von Mises dé“nie par (6.28)
1 - N .
q' (1o209= (18 27+ 28 9*+( 38 ) (6.37)
ainsi que les deux domaine® T et DVM associés (voir dé“nition 6.2).
Remarque 6.7. Remarquons tout deabord que, selon les remarques 6.4 et 6.6, si est nul, les
contraintes équivalentes de Tresca et de Von Mises sont toutes les deux nulles sur la droite deéquation

1= 2= 3
Pour toute cette section, on supposera donc quey est strictement positif.

On donne le lemme suivant :

Lemme 6.8. Pour tout ( 1, », 3) RS® ona

e (12,3 &gl 12, 3). (6.38)

Voir preuve en annexe B, section B.4.
Remarquons queen majorant naivement, chacun des carrés par le maximum, on aurait

1 = = = 3 .

VM _ 2 2 2

= S + S + S iS

eq (1, 2, 3) ) (1S 2°+( 2S 3)"+( 35S 1) 2i; ?1?;)2(’3}| iS il
i=j

ce qui est trop grossier.
On a alors :

Proposition 6.9, Le critére de Tresca est plus sévére que celui de Von Mises, ceest-a-didd
est inclus dansDVYM . Cela est équivalent & : pour tout 1, », 3) RS ona

w(123)< v=  &M(1 2 3)< v. (6.39)
Démonstration. Ceest une conséquence immédiate du lemme 6.8, puisque

g (12,3 &1 2 3)< v.

On peut démontrer de la méme fagon que pour touf 1, », 3) RS2 ona

(1 23= v= &'(1n 23 v, (6.40)
ce qui traduit que la frontiere de DT est incluse dans Isadhérence d@VV .
Plus précisément, on a le lemme suivant :
Lemme 6.10 Pour tout ( 1, 2, 3) R3, les deux assertions suantes sont équivalentes :

o' (12, 3)= vet (1, 2 3)= v, (6.41)

et
i {1,..,6}, R, 1=Xa+, 2=ya+t, 3=, (6.42)
ou les pointsA; sont dé“nis par (6.17) page 104.
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Cela signi“e que leintersection des frontieres des domaines de Tresca et de Von Mises est la réunion
des six droites passant par les six pointé\; et portée par (1,1, 1).

Voir preuve en annexe B, section B.4.

Compte tenu de tous ces éléments, on peut remarquer que dans le plag = 0, Ishexagone de
Tresca et Ieellipse de Von Mises coincident au sommet de Ishexagone, comme Isindique la “gure 6.11.

2
v |Bs B,
By | By
S Y Y 1
Bs —
S v | Bs

Fig. 6.11. Leellipse de Von Mises plane et Ishexagone de Tresca plan.

On constate aussi que Ishexagone est inclus dans Isellipse, ce qui est un cas particulier du lemme
6.8, appliqué avec 3 =0.
On trace sur une méme “gure leintersection du cylindre de Tresca avec le plan (qui est un
hexagone régulier, voir “gure 6.7 page 106) et Isintersection du cylindre de Von Mises avec le plan
(qui est cercle, voir “gure 6.10 page 109). On constate encore que le cercle et Ishexagone ont six
sommets communs. Voir “gure 6.12. Cela sera montré dans lsexercice 6.4 du TD 6.

Y2
C C,

Cs Cs

Fig. 6.12. Leintersection du cylindre de Tresca avec le plan et Isintersection du
cylindre de Von Mises avec le plan .

Remarquons aussi que le domaine de Tresca et celui de Von Mises sont «proches» lsun de leautre.
Justi“ons cette derniere remarque de fagon quantitative.
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Pour cela, dans le plan 3 = 0, pour [0,2 ], on considére Isintersection de la frontiére du
domaine de Tresca et de la demi droite faisant un angle avec leaxe 1, dé“nie par ti( ) (voir
“gure 6.13). On dé“nit de mémet,( ) pour le domaine de Von Mises.

2
vy |Bs B,
MZ( )
t1( )
Ba B,
S v Y 1
Bs —
S v Bg

Fig. 6.13. Leangle , t1( ) et ty( ) pour leellipse de Von Mises plane et Ishexagone de
Tresca plan.

On a alors la dé“nition explicite de t1 puisque 1 =tj;cos et ,=tj;sin ,ona

eq(ticos, tysin, 0)= v. (6.43)

De méme, on a
o (t2cos,tosin, 0)= . (6.44)

Par symétrie, on peut supposer [0, ].

Sur la “gure 6.13, on constate que l~on peut distinguer trois cas :

€ si [0, / 4], on a gq(tl cos,tysin, 0) = tycos et donc, selon (6.43), on &; = v/ cos .

€ si [/ 4,1 2],ona gq(tl cos,tysin, 0) = tysin etdonc, selon (6.43), ond; = vy/sin .

€ si [/'2 ] ona g(ticos,tysin, 0) = |t;cos Stysin | et donc, selon (6.43), on a
tp= y/|cos Ssin |.

Bref, on a donc, pour tout [0, 1,

Y .
cos( ) si [0, / 4],

b= () si /412 (6.45)
J si [/12 ]

|cos() S sin( )]
Pour le critére de Von Mises, le calcul est plus simple puisque

g (t2c0s ,tosin, 0) = ticos + t3sin® Sticos sin = t5(1S (sin2)/2),
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et donc (6.44), implique
to( ) = Y . (6.46)
1S Jsin2
On peut donc tracer les fonctionst1( )/ vy, ta( )/ vy et surtout leécart relatif (to( )St( )/t 1( )
comme leindiquent les “gures 6.14 et 6.15.

T T T
—— écart relatif entre Tresca et Von Mises

25 3 35

Fig. 6.15. tracé de la fonction (to S t1)/t 1 sur [0, ]

Comme lsavaient prévu les observations précédentes, on constate sur cette courbe tw®t; O:
leellipse contient lshexagone. La quantitét, S t; est nulle si  appartient a {0, / 4, / 2, }, ce qui
correspond aux sommets de Ishexagone de Tresca. De plus, on a de facon plus précise

o, 1, 20Su0) g (6.47)
ta( )
ou numeériquement
G 0.1547 155%, (6.48)

ce qui con“rme que les deux critéres sont «proches.
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Remarque 6.11 Concluons cette section par la remarque suivante (extraite de la page 484 de
[Dub98 ]). La loi de comportement utilisant le critére de Von Mises pour les matériaux plastiques
donne de meilleurs résultats, que celle utilisant le critére de Tresca, au début de lsentrée dans la zone
de plasticité, ceest lsinverse ensuite quand les chargements croissent. Pour mieux décrire les résultats
expérimentaux relatifs a deautres matériaux, Edelman et Drucker ont proposé un critére intermédiaire
mais deemploi moins aisé. Ceest “nalement le criteres de Von Mises qui reste le plus utilisé en fonction
de sa facilité deemplof mais il neest pas universél.

6.6. Exemples deapplication

Dans cette section, nous présentons quelques situations physiques simples et nous étudierons, selon
la valeur du chargement, leentrée en plasticité du matériau. Nous comparerons les résultats fournis
par le critére de Tresca et de Von Mises

6.6.1. Chargement uniaxial

Chargeons une barre par une force normal€& (algébrique). Deaprés les résultats de la section
1.4.1 du chapitre 1, la forme du tenseur des contraintes est donnée par (1.45) :

00
[]= 0 0 O ,
0 0O
avec .
= .. 6.49
S (6.49)
Ainsi, le tenseur[ ] est diagonal et ses valeurs propres sont égalesa= , = 3=0. Selon (6.13),
la contrainte équivalente de Tresca est égale a :
(12 9= max 08 =1 (6.50)
i=]
Selon (6.29), la contrainte équivalente de Von Mises est égale a :
o (1,2, 3)= 2+ 2+ 2S 1 ,S 23S 31=||. (6.51)

Selon (6.50) et (6.51), on constate que les deux critéres de Tresca et de Von Mises coincident. On en
déduit que, selon (6.5), le comportement est élastique linéaire tant que

| < v.

On dira de facon équivalente, en utilisant (6.6), que la plasticité apparait dés que
| 1= v.

Ainsi, pour les deux critéres, le comportement est élastique linéaire tant que
IFI<S v.

On dira de facon équivalente que la plasticité apparait dés que

IFI=S v.

2pas de di érents cas a distinguer, comme le critere de Tresca.
rien neest universel!!
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La valeur du chargementF dé“nie par
F=%S v, (6.52)

(en traction ou en compression) dé“nit donc la valeur limite de chargement avant lsentrée en plasticité.

Remarque 6.12 En traction-compression simple, les deux critéres de Tresca et de Von Mises

fournissent la méme contrainte équivalente. Ceest ce qui justi“@ posteriori le choix de la valeur limite
v/ 2 (voir (6.11) page 102) pour le critére de Tresca et de la valeur Iimite%/ (6u) pour le critere de

Von Mises (voir (6.26) page 107). Ces deux critéres sont dé“nis par une unique valeur limite.

Par ailleurs, ce choix des constantes assure que les domaines de Tresca et de Von Mises coinéident
aux sommets de Ishexagone de Tresca.

On choisit lsexpérience la plus simple (chargement unilatéral) pour caler cette valeur limite. Ce
calage permet aussi, de fagon expérimentale, de déterminer cette valeur limite, grace a (6.52).

6.6.2. Pression hydrostatique

Etudions maintenant un milieu correspondant au cas de la pression hydrostatique (voir chapitre
2, section 2.1.3, équation (2.22)). On a

0 0
[1= O 0
0 0
Ainsi, le tenseur[ ] est diagonal et ses valeurs propres sont égales a= ,= 3= . Selon (6.13),
la contrainte équivalente de Tresca est égale a :
T - & -
eq( 1, 2 3) i {-132’3}| i J| ( )

1=]
Selon (6.28), la contrainte équivalente de Von Mises est égale a :

Wz 9= (18 (28 9P( 58 pP=0, (6.56)

Selon (6.55) et (6.56), on constate que les deux contraintes équivalentes sont nulles. Ainsi, les deux
criteres prédisent, que pour tout chargement, le comportement demeure élastique linéaire.

Cette lacune de chacun des deux criteres provient du fait queils sont tous les deux fondés sur la
contrainte tangentielle : un chargement équivalent a une pression hydrostatique neintervient donc pas
pour ces deux critéres.

Cela pourrait inciter aussi a tronquer les domaines de Tresca et de Von Mises, de fagon a limiter
la valeur maximale des contraintes normales supportées.

4Un probléme (ouvert?) pourrait étre le suivant : on pose pour la contrainte équivalente de Tresca :
T -
= max iS 6.53
eq( 1, 2, 3) i { 112'3}| ! le ( )
i=]j
et pour la contrainte équivalente de Von Mises :
q

;/qh,ﬂ(l‘ 2, 3)= 2+ 2+ 2S 1,8 23S 31, (6.54)

ou R+ . On choisit alors o de tel sorte que, pour 3 =0,

max_ o (cOs , sin, 005 4V, (cos, sin, 0) = min max_ e (cOs , sin, 005 & (cos, sin, 0) .

Cela qui pourrait abaisser la valeur de l«écart maximal (6.48) entre les deux critéres.
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6.6.3. Chargement par e ort tranchant

Etudions maintenant un milieu ot seule la contrainte de cisaillement intervient. On consultera le
chapitre 1, section 1.4.3. On reprend lsexercice 1.29 page 28 avec les notations de la “gure 1.19 page
28. SiM; =0, on a donc, selon (1.50),

Typ(y)
12b(y)
[1= T o 4 .
1 1(y)
0 0 0
On a, selon les résultats de leexercice 1.29, la valeur de la contrainte de cisaillement
= o h42 Sy’ 6.57
(y)= bHe : (6.57)
et
0 (y) 0

[WI= () 0 0

0 0 O
Ay [Sh/2h/2]“xé, le tenseur[ (y)] neest pas diagonal. On le diagonalise et on trouve ses valeurs
propres
=S ., 2= (), s)=0. (6.58)
Ainsi, selon (6.13), la contrainte équivalente de Tresca est égale a :

eq( 1Y), 2(¥), ()= i'jrr{jal>_’<2’3}| iy)S jyl=max(|2 W)I.l M),
i=]
Soit
(1Y), 20, sy =21 W)l (6.59)

Selon (6.28), la contrainte équivalente de Von Mises est égale a :

v ay), 2y), s(y) = Loims 20240 208 a2+ ( ) S )2

2
= 12 42+ 2+ 2y),
soit
WOy, 20y, s = 3] M- (6.60)

On véri“e que la fonctiony  h?/4 S y?, dé*nie sur [Sh/2,h/ 2] est maximale eny = 0 ety
vaut h?/ 4. Ainsi, selon(6.57) et (6.59), on a la plus grande valeur (dans la section) de la contrainte

équivalente de Tresca
3
eqmax = pp ITI- (6.61)
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De méme, selon(6.57) et (6.60), on a la plus grande valeur (dans la section) de la contrainte équivalente
de Von Mises

33
Ainsi, pour le critere de Tresca, la valeur du chargemenil dé“nie par
1
TN =+ 3loh Y, (6.63)

dé“nit donc la valeur limite de chargement avant lsentrée en plasticité. De méme, pour le critére de
Von Mises, la valeur du chargemenfT dé“nie par

TVM = o 293bh v, (6.64)

dé“nit donc la valeur limite de chargement avant leentrée en plasticité.
Puisque /3 < 2 3/9, leentrée en plasticité selon le critére de Tresca se fera avant lsentrée en
plasticité selon le critére de Von Mises (ce qui est conforme aux résultats de la section 6.5).






CHAPITRE 7

Une introduction a l'analyse limite

Ce chapitre est inspiré du chapitre correspondant deAftc ].

7.1. Introduction

La plupart des problemes précédemment traités en RDM étudiaient le comportement élastique des
matériaux. Cependant, nous avons vu au cours du chapitre 6 que les lois de comportement élastiques
linéaires ne sont pas toujours valables.

Nous avons étudié des critéres qui permettent de déterminer, si, localement, la plasticité est
atteinte. Un ingénieur devra prévoir si une structure plasti‘e de facon locale.

Lors des sollicitations exceptionnelles ou accidentelles ("uctuation de pressions, de températures,
tremblement de terre), des contraintes supérieures aux limites élastiques ou limites deécoulement du
matériau, peuvent se produire, en entrainant des déformations permanentes alors que la structure doit
résister sans e ondrement. Il est donc important de prévoir lors des calculs de dimensionnement, ces
situations anormales et de seassurer que les éléments mécaniques deune structure puissant réagir sans
déformation excessives. De plus, ce calcul se fera de facon globale : plutdét que deétudier localement
(comme au chapitre 6) l~apparition locale de la plasticité, le raisonnement est global.

Leétude des notions essentielles de la capacité portante deune structure en matériau ductile soumis
a une charge statique entrainant l*écoulement du matériau seappelle l~analyse limite en RDM.

En RDM, et plus généralement en MMC, lsanalyse limite est associée au calcul a la rupture, qui
permet, via des résultats deanalyse convexe assez di ciles, de prévoir des estimations par défaut et
par excés des capacité portante de structure. Nous neaborderons pas cette ce type de calcul, mais nous
ne donnerons queun exemple trés simple de calcul deanalyse limite.

7.2. Modéles de comportement de matériaux

(a) (b) (c)

Fig. 7.1. lois de comportement : matériau ductile (a), matériau élastique parfaitement
plastique (b), matériau rigide parfaitement plastique (c)
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Nous avons déja vu lors du chapitre 6 des lois de comportement liantet , comme indiqué sur
la courbe 7.1a.

La limite élastique voisine de la limite deécoulement y constitue la caractéristique essentielle en
analyse limite. Le modéle de base utilisé est la courbe de la “gure 7.1a ou la déformation de la limite
deécoulement est in“nie. Par conséquent, on se préoccupe pas des conséquences de lsécrouissage du
matériau comme dans le cas 7.1b. Pour cette courbe, la loi de comportement seécrit :

= E( )1 (71)

ou la fonction g est donnée par

E, si [0 v]
()= . (7.2)
vy, Sl Y-
Ici, E est le module deYoung du matériaux étudié et y est la déformation a partir de laquelle se
produit lsécoulement plastique. PuisqueE v = v, la fonction ¢ est aussi donnée par :

c()= E, si [0, v/E], (7.3)

Y, Si v/E.

En analyse limite, on néglige le comportement élastique qui nea aucune incidence sur lsévaluation
de la capacité portante deune structure. Pour simpli“er, on utilise la courbe 7.1c. Pour cette courbe,
la loi de comportement seécrit correspond a (7.1) et (7.3) o& tend vers Isin“ni, ceest-a-dire :

= () (7.4)
avec

()= non déterminé Sf =0, (7.5)
Y si =0.
Pour déterminer cette capacité maximale deune structure, deux types deapproche peuvent étre
envisageés :
. soit, on étudie la structure chargée progressivement et on détermine lsapparition progressive de
la plasticité en utilisant la courbe 7.1b et la loi de comportement (7.1)-(7.3). Nous procéderons
ainsi dans la section 7.3.1;
. soit, on étudie la structure en supposant que la plasticité estimmédiatement atteinte en utilisant
la courbe 7.1c et la loi de comportement (7.4)-(7.5). Nous procéderons ainsi dans la section 7.3.2.

7.3. Un exemple : cas deun chargement uniaxial

Soit une structure constituée de trois barres, de méme sectid®, de module élastiqueE, articulée
aux extrémités A, B, C et D (cf. “gure 7.2a).

Soit la "éche du point deapplication A de la chargeF. SoientN; et N, les e orts normaux dans
les barres 1 et 2.

Donnons les di érentes équations qui décrivent ce systeme mécanique. Leéquilibre du point deap-
plication de la force F fournit :

F=Ni+ 2No. (7.68)
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__ barre 2
barre 1

A L

(a) (b)

Fig. 7.2. Structure constituée de trois barres élastoplastiques : structure au repos
(a), structure déformée (b).

La compatibilité des déplacements implique

2
= et »,=cos = , 7.6b
. 2 PR (7.6b)
pour faible par rapport & L. Puisque la barre travaille en traction compression, la relation (1.45)

page 24 du chapitre 1 donne

i = I\;i, pouri=1,2. (7.6¢)
Par dé“nition, on a
= Lii’ pouri=1,2, (7.6d)
avecL; = L etL, = 2L. Pour chacune des deux barres, on écrit la loi de comportement sous la
forme
i= g(i), pouri=1,2 (7.6€)

ou E est “ni pour lsanalyse élastique (voir équations (7.1)-(7.3)) etE est in“ni pour lsanalyse limite
(voir équations (7.4)-(7.5)).

Dans la section 7.3.1, nous utiliserons les équations (7.6d) et (7.1)-(7.3) et dans la section 7.3.2,
nous utiliserons les équations (7.6d) et (7.4)-(7.5).

Auparavant, simpli“ons lesensemble des équations (7.6).

Deapres (7.6a), (7.6¢), (7.6e) et (7.6d), on peut écrire successivement

F

N1+ 2Np,
S i1+ 25,

S e(1)+ 2e(2) ,

=S e |t 2e
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Ainsi, selon (7.6b) , il vient

F()=S E + 2

L oL (7.7)

Nous cherchons a déterminer la courb& ( ), quand varie, selon les hypothéses faites.

Remarque 7.1 Les équations (7.6) comme les équations (7.7) sont toujours vraies, quelque soit
la loi de comportement g.

7.3.1. Analyse élastique

Le comportement du matériaux est élastique parfaitement plastique et sa limite deécoulement est
vy (cf. courbe 7.1b) et loi de comportement est donnée par (7.1)-(7.3). reste faible dans les limites
du comportement élastique et croit a lsin“ni quand F augmente (cf. “gure 7.2b).
7.3.1.1. Comportement purement élastique.
Deaprés (7.3) et (7.7), si

Y Y
L E et 2L E’
alors,
= +
F()=S E L 2E oL
Autrement dit, si
[OL y/E], (7.8a)
alors
F()= ki, (7.8b)
ou
SE 2
ky = L 1+ 5 (7.8¢)

La valeur maximale deF prise dans ce cas correspond a= L v/E , ceest-a-dire

2
Fy =Sy 1+ 5 (7.9)

7.3.1.2. Comportement mixte (élastique et plastique).

Au-dela de la limite imposée par la relation (7.8a), la barre 1 a déja atteint sa limite deécoulement
et se serait allongée indé“niment si elle était seule a étre sollicitée. Or, a ce stade, les barres 2 ne sont
guea la moitié de la limite subie par la barre 1.

Plus précisément, selon (7.3) et (7.7), si

Y 2y
E L E’
alors
F()=S y+ 2E oL
Autrement dit, si
[L v/E, 2L v/E], (7.10a)
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alors
F()=ka +S v, (7.10b)
ou
SE 2

ke= "0 °. (7.10c)

La valeur maximale deF prise dans ce cas correspond a=2L y/E , ceest-a-dire
FL=Svy 1+ 2. (7.11)

7.3.1.3. Comportement au-dela du domaine élastique.

Au-dela de la limite imposée par la relation (7.10a), les deux barres ont plasti“é.

Plus précisément, selon (7.3) et (7.7), si

2y
L E '’
alors
F()=S v+ 2y
Autrement dit, si
2L vIE, (7.12a)

alors
F()=Svy 1+ 2. (7.12b)

7.3.1.4. Bilan.
Si on trace la courbeF ( ) donnée par les di érentes équations (7.8), (7.10) et (7.12), on obtient
la courbe polygonale indiquée sur la “gure 7.3, avec

_ Y _ 2y
Y e et | = LE - (7.13)
=
el N P
FY 777777777777 M ‘
0
Y L

Fig. 7.3. courbeF () pour la structure étudiée

Sur cette “gure, on observe les trois états précédemment prévus :
€ Si [0, v], les deux barres ont un comportement élastique €f est linéaire par rapport a
avec une raideurk;.
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€ Si [ v, L], la barre 1 a un comportement plastique et la barre 2 a un comportement
élastique. La forceF est ane par rapport a avec une raideurk, < k1.
€ Si L, F est constant et croit indé“niment : la ruine se produit.

La structure béné“cie donc deune réserve de résistance représentée par le segmdM sur la
courbeF () (cf. “gure 7.3).
Ainsi, en pratique si on impose une forcd-
€ inférieure aFy : la structure aura un comportement élastique ;
€ comprise entreFy et F| : la structure aura plasti“é mais pourra résister, en cas de circonstances
exceptionnelles.
€ supérieure aF, : la structure sera ruinée et ne présentera plus aucune résistance.

7.3.2. Analyse limite

Elle permet de déterminer la valeur de la force ou charge limité&_ qui entraine un e ondrement
de la structure, ceest-a-dire une déformation acceptable qui se produit lorsque les trois barres sont
soumises a une contrainte égale a la limite deécoulement, égald-a.

Pour cela, on suppose que le comportement du matériaux est rigide parfaitement plastique et sa
limite deécoulement est v (cf. courbe 7.1c) et loi de comportement est donnée par (7.4)-(7.5).

On reprend donc leensemble des équations (7.6) et (7.7), qui sont toujours vraies, selon la remarque
7.1. On suppose maintenant, selon (7.4)-(7.5), quE =+ . Ainsi, si =0, il vient

F()=Svy 1+ 2. (7.14)

On retrouve donc instantanément la valeur deF = F, donnée par (7.11).
7.3.3. Comparaison entre I*Analyse élastique et lsanalyse limite

Le calcul de F_ neest utile que si lson veut connaitre la capacité portante ou la résistance de la
structure :

FL1+ 2
L= = 2 1414 (7.15)
Fv 1+ 22

A la limite du comportement élastique, la structure dispose de41% de réserve avant lse ondrement.

FL est plus facile a calculer qudy et exprime de fagon réaliste la capacité portante de la structure.
Les solutions de lsanalyse limite sont utiles lorsqueelles sont simples. Elles ne sont pas valables en
fatigue, en "ambement (instabilité) et pour les matériaux ductiles.

7.3.4. Un mot sur les criteres de défaillance

En reprenant leexemple étudié, faisons une petite remarque sur les résultats donné par lsanalyse
élastique et les critéres de défaillance du chapitre 6.

Pour un état de contrainte dé“ni par la traction-compression (voir relation 1.45 page 24 du chapitre
1 et équation (7.6¢)), lsune des contraintes principales est, en toute section et uniformément dans la
section est égale a1 = N;/S ; les deux autres contraintes principales sont nulles. Le critére de Tresca
VU au cours du chapitre 6 donnerait donc

Ni

s v (7.16)
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Le critere de Von Mises vu au cours du chapitre 6 donnerait la méme relation. La relation (7.16) est
donc identique a (7.3).

Ceest leun des rares cas ou lsanalyse limite (approche globale) et par criteres (approche locale)
donnent les mémes résultats : cela provient du fait que la répartition des contraintes est uniforme.

7.4. Applications de leanalyse limite

Dans la majorité des cas pratiques (sauf les chargements uniaxiaux), tous les éléments deune
structure chargée ne sont pas soumis au méme état de contrainte. Dans les matériaux (y compris les
matériaux élastiques parfaitement plastiques), il existe une réserve de résistance a toute charge au
dela du domaine élastique. La charge dee ondrement (in“ni) est sensiblement supérieure a la charge
maximale permise dans les limites du comportement élastique. La torsion et la "exion deune poutre
sont les cas les plus intéressants en analyse limite, puisque la répartition des contraintes neest pas
uniforme dans les limites du domaine élastique. On traitera ces deux exemples en TD.
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ANNEXE A

Rappels de mécanique des milieux continus, en élasticité linéaire
isotrope en petites déformations

Cette annexe est en grande partie inspirée deChe89].

Apres avoir donné la notation deEinstein pour les sommes (section A.1), nous rappelons dans cette
annexe la description deune transformation “nie deun volume (section A.2), le tenseur des déformations
(section A.3), le tenseur des contraintes (section A.4) et la loi de Hooke (section A.6).

Dans cette annexe, on se placera dans un cadre simpli“é (simpli“cation aussi utilisée en RDM),
celui de I+élasticité linéaire isotrope en petites déformations; chacun de ces termes sera dé“ni dans
cette annexe.

A.1l. Rappel sur la notation de sommation deEinstein

En MMC, on utilise souvent la notation de sommation deEinstein qui consiste, quand un indice
de sommation (dit muet) apparait deux fois dans une somme, a omettre le symbole somme lié a cet
indice.

Par exemple, siu = (ug, Uy, Up) et v = (v, Vs, Vy) sont deux vecteurs deR3, le produit scalaire de
ces deux vecteurs est égal a

Avec la notation deEinstein, il est écrit sous la forme
u,v = uVv;.
Ici, lsindice i est muet car son hom neimporte pas : on a
u,v = UjVvi = UjVj.
Donnons deux autres exemples : 9k = (@; ) est une matrice deM 3(R) et si u = (ug, up, up) et
v = (V1, Vo, V») sont deux vecteurs deR3, siv = Au, on a

i {1,283, v= ajj uj,

écrit avec la notation deEinstein
i { 1,2,3}, Vi = aij uj .
Dans cette somme, Isindicg est muet mais pas lsindice .
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134 A. RAPPELS DE MECANIQUE DES MILIEUX CONTINUS

Avec cette notation, dés queun indice est répété deux fois, on omet le signe somme, et ce pour
toutes les paires deindice. Ainsi, le scalaire

tlJAV = aj ujvj = ajj ujVvj,
ij { 1,23} i=1 j=1
sera écrit
tUAV = ajj ujvj.
Pour éviter toute ambiguité, on précisera a chaque fois dans cette annexe quand la notation
d<Einstein sera utilisée.

A.2. Transformation “nie deun volume

On considére un volume de matiére occupant, au repos, une régiory de leespace, dit état de
référence. On suppose que, soumis a diverses sollicitations (dont on ne se préoccupe pas pour lsinstant),
cette matiére occupe un nouveau volume, noté, dit état déformé (cf. “gure A.1). On est en régime
stationnaire (indépendant du temps) et seuls les état initial et déformé comptent ici.

X3 0
X2 e
) M\\(Xg\_,Xz, 3)
M (x9,x9,x9) / SseS)
\ U(M,‘O
O X2 O ;;;;;;; X3
% (a) X (b)

Fig. A.1. Leétat de référence (a) et létat déformé (b).

A chaque point du volume initial M de coordonnées(x?,x9,x9) (par rapport & un systéme
deaxes “xesxi, X2, X3), On peut associer le point correspondanM de coordonnéegxs, X2, X3), aprés
transformation. On dispose donc de la transformation qui &M associeM . Si on note

ES(SI\%O): ﬁ(?l\/l,

on a donc un champ de vecteur (application deR® dans R®).

Cette application est appelée transformation “ni n volume. _ .

On notera par abus de notation ¥ au lieu de u(Mp). Si §1, §2 et §3 désignent les vecteurs
(orthonormés) de base liés au repéreq, x», X3, On pose

% = U1§1 + U2§2 + U3§3. (A.l)

UTBM  Automne 2004 notes de cours de 'UV MQ41 Jérébme BASTIEN



A.3. LE TENSEUR DES DEFORMATIONS 135

Définition  A.1. Le champ de vecteurd est appelé champ de déplacements (associé a la trans-
formation “nie du volume ).
A.3. Le tenseur des déformations

Puisque ¥ dépend de(x?,x9,x3), on considere les neuf dérivées partiellesi i/ x ? (pour i, ]
{1,2,3}).

Définition ~ A.2. Dans toute la suite, nous noterons leopérateur de dérivation/ x P par ;.

On pose
. 1
Lj {123, = 2( jui+up). (A.2)

Définition  A.3. est appelé tenseur des déformations.

Un tenseur deordre deux (car deux indices) est en fait similaire a une matrice. Le tenseur des
déformations est symetrique (car j; = ji).

Attention, dans les équations (A.1) et (A.2), on nea plus écrit la dépendance er?, x9,x9, qusil
ne faut pas oublier.

Parfois, on notera aussi, a la place de (A.2),

S 1
i (%)= 2( jui +up),
pour traduire le fait que dépend du champ de déplacemen% .

Définition ~ A.4. On dira queon est en présence deune petite déformation si et seulement si toutes
les dérivées partielles sont petites devant lsunité :

b {123, |yl L
Remarque A.5. En petites déformations, on a les di érentes propriétés suivantes :
... Les pointdM et M sont «trés voisins» et on pourra écrire :
uj u;
x? X
... Le tenseur des déformations dépend linéairement du char%p ce qui se*écrit, pour tout couple
de champs(%l ,%) et pour tout couple de scalaireq, )
{123, (¥ W= @+ 5 Q).
... On peut confondre les variables deEuler et de Lagrange.
Remarque A.6. Outre ces trois propriétés, Ishypothése des petites déformations simpli“era énor-

mément la théorie générale.
Cette hypothese des petites déformations sera aussi faite en RDM.

Donnons maintenant deux propriétés importantes du tenseur de déformation, qui permet de
connaitre les variations de longueur (dilatations) et les variations deangles (distorsions).



136 A. RAPPELS DE MECANIQUE DES MILIEUX CONTINUS

X3

X1
Fig. A.2. Interprétation des variations de longueurs.

A.3.1. Les variations de longueurs : dilatations

On considere un pointMg dans la con“guration initiale et le point associéM en con“guration
déformée. On considerdNo un point «in“niment voisin» de Mg et le point N associé (cf. “gure A.2).
On pose .

§So=ﬁNo
g = RN

On dé“nit ) le vecteur unitaire de direction gso.

On dé“nit (%) la «dilatation dans la direction 7 » (2 ne pas confondre avec la déformation)
par :

et

ds= dso(1+ (7).
On montre alors que
& ds? S ds?
)= %,

ds?
et queen petites déformations 2 3
()= ij NiN; (A.3)
Si on note[ ] le tenseur symétrique des déformations
11 12 13
[1= 21 22 23
31 32 33

alors (A.3) seécrit

(P)= R [19.

Lavec la notation deEinstein

23ans cette convention, il faudrait écrire, de maniére g)(lus lourde :

(%)= ij Ninj.

18] 3
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Si on choisitn = §1, on véri‘e que

(B1) = 11.

(Sz)= 22, (§3)= 33

Remarque A.7. Ainsi, le tenseur de déformation permet donc de calculer la variation relative
du carré de la longueur deun vecteur in“niment petit deorientation quelconque autour deMy.

Plus précisément, les termes diagonaux du tenseur des déformations sont les dilatations dans les
directions des axes de référence.

De méme,

A.3.2. Les variations deangle : distorsions

< Avec les notations précédentes, on choisit maintenant deux vecteudsy et ds, orthogonaux et
et n les deux vecteurs unitaires associés (cf. “gure A.3)

X3

=z
g

X1

Fig. A.3. Interprétation des variations deangle.

. < . S , . .
Soit / 2S Isangle entre les deux vecteurs transformes. A ,h est appelé la distorsion entre

o S S
les directions® et n .
On montre alors queen petites déformation$
1 S X = S
5 N = jnin; = F)=R[]n.
Si on choisitn = §1 etn = §2 on Vvéri‘e que

; (§1,§2)— 12.

Remarque A.8. Ainsi, le tenseur de déformation permet donc de calculer la variation deangle
entre deux vecteurs initialement orthogonaux.

Plus précisément, les termes non diagonaux du tenseur des déformations sont les semi-distorsion
entre les directions des axes de référence pris deux a deux.

=0

Remarque A.9. Chacun des coe cients j du tenseur des déformations ne dépend que du point
ou lson se place et du repére.

3avec la notation deEinstein
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A.4. Le tenseur des contraintes

On considére un solide occupant un volume de leespace et un poinM de ce volume (cf. “gure
A.4).

S12

X3

X1

Fig. A.4. Dé"nition du vecteur contrainte.

On coupe le milieu en deux parties (1) et (2) par une surface arbitraire planslzﬁassant parM .
dS est une surface in“nitésimale deS;,, dirigée par le vecteur unitaire_extéerieur

Définition  A.10. Sur la surfacedS seexerce ung force in“nitésimale% (action de (1) sur (2)).

On admet que, lorsquedS tend vers zéro, le rapportd/dS tend vers une limite S , appelé vecteur
contrainte, associé aM, n). On note donc

S =5 M).

Ce vecteur dépend deM et de 9.

Deaprés le principe deaction et de réaction

S M, 38n =85 (M, 7).

On peut montrer que leon peut dé“nir le tenseur des contraintes de la facon suivante :

Définition  A.11. Si la facette dS est orientée par le vecteur unitaire extérieurn , Il existe un
tenseur deordre deux, notd ] tel que le vecteur contrainte recu par cette facette est égal a

g -
=[ 19. (A.4)
On pourra consulter le chapitre 2 pour Isétude de cette équation par le cercle de Mohr.

Si on note j les composantes du torseuf ], soit

11 12 13
[ 1= 21 22 23
31 32 33

i les composantes du vecteur contraint® et n; les composantes du vecteun , I*équation (A.4) peut
se réécrire*, _

i {123, MR)= gn.

4avec la notation deEinstein
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On peut maintenant interpréter le tenseur de contraintes. On considére une particule parallélépi-
pédique in“nitésimale de centreM , dont les facettes sont dirigées par les axeg, 1 i 3, (cf. “gure
A.5).

X3

N
[T %
V7

X2

22

X1
Fig. A.5. Interprétation du tenseur des contraintes.

Soient Si (1 i 3)les vecteurs contraintes sur les facettes de normales extérieurés x i

3). Alors, on a les neuf composantes des contraintes dé“nies par

i {123, ;=538

Dans jj, le premier indice est celui de la normale a la facette et le second est celui de la direction
sur laquelle on projette la contrainte.

Remarque A.12. Par_exemple, 11 représente la projection sur leaxe 1 de la contrainte regue
par la facette de ngrmale§ ;12 représente la projection sur leaxe 2 de la contrainte recue par la
facette de nprmale§1 et 13 représente la projection sur lsaxe 3 de la contrainte recue par la facette
de normale§1.

Ainsi, les termes diagonaux du tenseur des contraintes correspondent a des contraintes normales
(qui compriment ou tirent sur la facette). Les termes non diagonaux correspondent a des contraintes
tangentielles (qui font «glisser» la facette concernée).

On peut montrer la propriété suivante :
Proposition ~ A.13. Le tenseur des contraintes est symétrique (i.e.j = ji).

Remarque A.14. Chacun des coe cients j du tenseur des contraintes ne dépend que du point
ou leon se place et du repere.
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A.5. Les directions principales des déformations et des contraintes

On a vu que les tenseurs de contraintes et des déformations sont symétriques. Les matrices asso-
ciées, symétriques réelles, sont donc diagonalisables. Ainsi, pour chacun des deux tenseurs, il existe
un repere orthonormé dans lesquels ces tenseurs sont diagonaux (ces repéres sont dé“nis par une ro-
tation des axesx;). Ces directions sont appelées directions principales (pour les contraintes et pour
les déformations).

Ainsi, dans le repére principal pour les déformations, on a

n 0 O
[I= 0 22 O
0O 0 33
Cela signi“e que les angles droits entre les nouveaux axes sont conservés (puisque toutes les distorsions
sont nulles).
Dans le repére principal pour les contraintes, on a
117 0 O
[]= 0 22 O
0 0 33

Cela signi“e que les nouvelles facettes ne sont soumises quea des contraintes normales (puisque toutes
les contraintes tangentielles sont nulles).

On peut diagonaliser ces deux tenseurs de fagon graphique grace au cercle de Mohr (cf. chapitre
2, ou on étudie le cercle de Mohr pour les contraintes; la démarche est identique pour le cercle de
Mohr des déformations).

Remarque A.15. A priori les directions principales pour les contraintes et pour les déformations
ne sont pas identiques. Mais on verra que, sous certaines hypothéses en élasticité, elles coincident,
notamment dans le cadre de la section A.6.

A.6. La loi de Hooke
La loi de Hooke traduit leelasticité linéaire du matériau étudié.

Définition  A.16. On dit queun matériau est élastique se¢il existe un état de référence sans
contrainte et si, apres déformation, le tenseur des contraintes ne dépend que du tenseur des dé-
formations calculé a partir de cet état de référence.

Définition  A.17. On dit queun matériau est élastique linéaire si on a e ectué une linéarisation
de la loi précédente.

Cette linéarisation est |égitime en petite déformation.
On peut montrer que, pour un matériaux élastique linéaire sous lshypothése des petites déforma-
tions

. on peut calculer le champ des contraintes et des déplacements en considérant que les forces sont
appliquées ou bien a Iétat initial, ou bien a létat déformé. Plus exactement, on commet une
petite erreur, en considérant que les forces appliquées le sont sur lsétat initial. Cette hypothése,
toujours faite cette année en RDM (sauf pour lsétude du "ambement) est fondamentale et
simpli“e beaucoup les calculs;
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. il existe une relation linéaire entre les contraintes et les déformations, cette relation dépendant
priori des directions dans lesquelles on se place. Cette relation seappelle la loi de comportement
(élastique linéaire) du matériau.

On simpli“era le dernier point en faisant lshypothése suivante :

Définition  A.18. On dit queun matériau élastique linéaire est isotrope si sa loi de comportement,
en un point donné, est indépendante de la direction des axes choisis.

Attention, cette loi ne dépend pas, en un point donné, de la direction des axes choisi, mais dépend
a priori du point choisi. Si de plus, cette loi ne dépend pas du point, on dira queelle est homogene.
On peut montrer que si la loi de comportement est élastique linéaire isotrope, on a la loi de Hooke :

Définition  A.19 (Loi de Hooke) La loi de Hooke est valable pour un matériaux dont la loi
de comportement est élastique linéaire isotrope : en tout point, il existe des coe cients et p, dits
coe cients de Lamé (qui dépendent de ce point) tels que’

L { L3, 5= g 20, (A.5)
ou j est lsindice de Kronecker dé“ni par
. 1 sii=|,
I, N, i = A.6
. Y0 sii=| (A.8)
Si on explicite (A.5), on a, par exemple®,
11= (1t 22+ 33)+2H 11,

=( +2u) n+ 2+ 33
et

12=2H 12.

On note parfois (A.5) sous forme matricielle dansR® (on utilise alors la symétrie des tenseurs de
contraintes et de déformation)

5
6

avec la notation de¢Einstein
sans la notation deEinstein, méme si les indices 1, 2 et 3 sont répétés; cette fois ci, ce ne sont plus des indices
muets.
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ol les vecteursS et E de R® et la matrice A de M g(R) sont dé“nis par

11

22
E= 3
12
23
13
11
22
S = B
12
23
13
+2u 0O 0 O
+ 21 0O 0 O
A = +2p 0 0 O
- 0 0 0 2 0 O
0 0 0 0 2o O
0 0 0 0O 0 2
La loi de Hooke peut aussi sinverser sous la fornfe
. 1+ g
Wi {1423, = g SE i (A.7)

ou leon dé“nit  est le coe cient de Poisson etE le module deYoung, a partir des coe cients de Lamé
et Y, par
_ _ HEB +2p)
2( + 1) +u
On utilise aussi le coe cient G, appelé module de Coulomb et dé“ni par

E

G= 1+ ) (A.8)

Il existe les relations suivantes entres ces coe cients :
_ E _ E
as2)1+ )y M ooa+ )
Concluons cette section, par un rappel sur lsétat de contraintes planes, dont on donne la dé“nition :

Définition  A.20. Un champ de contraintes j est plan (parallelement au plan(xy,x2)) si et
seulement si j ne dépend que dex; et x» et si le tenseur[ ] seécrit

117 122 0
[]1= 21 22 0
0 0 O

Tavec la notation deEinstein

UTBM  Automne 2004 notes de cours de 'UV MQ41 Jérébme BASTIEN



A.8. RECAPITULATIF 143

On pourra aussi consulter le chapitre 2, section 2.2, page 39.
Dans ce cas, on peut montrer la proposition suivante :

Proposition  A.21. Pour un état de contraintes planes et si le matériau est élastique linéaire
isotrope, alors on a

13=0,
23=0,
= +
33 +2H( 1+ 22,
et
{12, = (n*t 220 +2p . (A.9)
ol et p désignent les coe cients de Lamé du matériau élastique linéaire et
_2( +n

‘2u (A.10)

Par analogie avec la loi de Hooke tridimensionnelle (A.5), (A.9) apparait comme la loi de Hooke
bidimensionnelle suivante
, { 1,2}, = +2u (A.11)
ou la convention de sommation deEinstein sera telle que, dans la sommation , lsindice  décrit
leensemble{ 1, 2} (et non leensemble{1, 2,3} comme pour (A.5)).

Cette convention est conforme a lsemploi habituel des indices grecs et non latins, pour des som-
mations dans{1, 2}.

Remarque A.22. Cette loi de Hooke sera utilisée en TP, ou les mesures deextensiomeétrie se font
sur la surface libre deun solide, ou le champ de contraintes est plan.

Remarque A.23. |l existe aussi un état de déformations planes :

11 122 0
[]1= 21 22 O
0 0 O

qui conduit formellement a une loi de Hooke similaire a (A.11), mais que nous neévoquerons pas ici.

A.7. Les autres équations de la MMC

Il existe deautres équations de la MMC, nécessaires pour résoudre, en théorie, un probléeme com-
plet : il seagit de l*équation locale de I*équilibre et des conditions aux limites en forces et déplacements,
dont on nea pas besoin pour la RDM (du moins, dans le cadre de lsUV MQ41).

A.8. Récapitulatif

Récapitulons ici tous les termes évoqués dans le titre et les renvois a leur dé“nition.
. élasticité : cf. dé“nition A.16;
. élasticité linéaire : cf. dé“nition A.17;
. isotrope : cf. dé“nition A.18;
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... petites déformations : cf. dé“nition A.4.
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ANNEXE B

Rappels mathématiques et mécaniques pour I'étude de criteres
(chapitre 6)

B.1. Quelques rappels sur les tenseurs et les matrices

Cette section est inspirée des pages 81 a 90 et 511 a 513 @alf98 ], que leon pourra consulter.

Nous faisons quelques rappels sur les tenseurs deordre 2 dd®s que nous assimilerons a des
matrices deM 3(R) ; cet abus de notations neest pas nuisible a la compréhension de quelques rappels
faits.

Définition  B.1. Si A est une matrice deM 3(R), nous appelonsA, le déviateur a trace nulle de
A dé“ni par

A=AS ;tr (A, (B.1)
ou | désigne Ilsidentité deM 3(R).

Proposition  B.2. Pour toute matrice A de M 3(R), la trace de A est nulle etA se décompose
sous la forme

1
A=A+ 3tr (A) 1. (B.2)
Démonstration. Leéquation (B.2) est naturellement équivalente a (B.1). La trace deA est égale
a 1 1
trA=tr AS S (A)I =1tr(A)S 3tr(A)tr (1)=0.

Remarque B.3. En anticipant sur les résultats (6.23) et (B.6), on peut donner un sens physique
au déviateur a trace nulle. Si on applique (B.2) au tenseur des déformationg], on a, en petites
déformations,

[1=0al+[ 2,

(0= 3% e et (a) = v () =0,

Ainsi, [ 1] correspond a une déformation uniguement normale €t 2] correspond a une déformation a
variation de volume nulle, qui ne met en jeu que des distortions.
Si on appligue (B.2) au tenseur des contrainte$ ], on a

[ 1= 1+ 2,

ou

ou 1
[a= (@ Dlettr [ 2)=1t ([ ])=0.
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Si on utilise la loi de Hooke (A.5), on a selon (6.23),
v (=)= +2ur (D=3 +2n® L%
0
et, deaprées (B.6),
tr(2)=tr ([ D=2pr [ )=0.
Ainsi, [ 1] correspond a un tenseur de contraintes équivalent & un état de pression hydrostatique (voir
chapitre 2, section 2.1.3) ef »] correspond a un état de contrainte associé a une déformation a volume
nulle.

Pour toute cette annexe, nous utilisons la notation indicielle deEinstein (voir annexe A, section
Al).

Definiton  B.4. SiA =(aj), ij set (k) ij 3 sont deux matrices deM 3(R), on appelle le
produit contracté de A et de B le scalaire dé“ni et noté selon

A:B= ajj hj . (B.3)
Proposition  B.5. Pour toute matrice symétriqueA de M 3(R), on a
A:A=tr A? . (B.4)
Démonstration. Il sut de comparer les deux termes, en utilisant la convention d+Einstein. On
a
A:A= gg,
et

tr A% =tr (akay), ij 3 T Akai = akak = ATA

B.2. Preuve de quelques résultats énergétiques du chapitre 6

Dans toute cette section, on suppose que lson fait lshypothése des petites déformations et de la
loi élastique linéaire (voir loi de Hooke (A.5), de lsannexe A).

Démonstration de légalité (6.22). Deaprés (6.21) et (B.2), on a successivement :
1
W=l
1 1 1
=, [+ @D1 ¢ [1+ 0 @Dl

et puisque le produit contracté: est linéaire

= 2 LD+ e @D LI+ o@D LT+ @ Dr (1)
Puisque la trace de[ J et [ ] sont nulles,onal :[ ]=0 etl :[ ]=0. Puisquel : |1 =3, on a donc

W= (@ DD+ S ®5
Deaprés la loi de Hooke (A.5), on a

[1= (DI +2u[]
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Ainsi, il vient successivement
ael
[ 1=1 ]S3tr([ DI
= w@ DI +2u0 18 S (o@D +2ul D),

=op (IS0 (D1

soit
[1=2u[ ] (B.6)

Ainsi, selon (B.5), on a donc

W= @ D@ , 1]
et donc, selon (B.4), on a

W= @D v [P ®.7)
ce qui est (6.22).

Démonstration de légalité (6.23). Sion considére un repére orthonormeé formé de trois vec-
teurs, selon (A.3), on peut écrire que la variation de chacune des longueurs de ces trois vecteurs est
égale a

dly = dx 11,
dlz = dy 22,
d|3 = dz 33.
Le volume initial est égal a
dVp = dxdydz,

et le volume “nal vaut
dV = (dx + dly)(dy + dlz)(dz + dl3) = dxdydz(1+ 11)(1+ 22)(1+ 33).
Ainsi, on a 5
dv S dVv
dVg

En faisant Ishypothéses des petites déformations, selon la dé“nition A.4, on a, en ne conservant que
les termes deordre 1

=(1+ 1)1+ 22)(1+ 33)S1

dv S dvp

dVo = n+ 22+ m=tr(].

ce qui est (6.23).
Avant de démontrer (6.27), on donne le lemme suivant :

Lemme B.6. Soit A une matrice symétriqgue deM 3(R) et { 1, 2, 3} ses valeurs propres. On
note A le déviateur a trace nulle deA. On a :

.1 . . .
tr A% =tr A? 83(trA)2= 24 2+ 35S 125 23S 31 . (B.8)

2
3
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Démonstration. On écrit par dé“nition
.1
A=AS Jtr(A)l

et puisque A et | commutent

2 <1 2
AZ= AS (Al

= A%S étr (A)A + ;(tr (A))?,

et donc

tr A2 =tr A2 S z(tr (A)2 + ;(tr (A)?,

tr A2 8§ ;(tr (A))2.

La premiéere égalité de (B.8) 