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Avant-propos

Ces notes de cours constituent un support de cours pour I'UV MQ41 (Automne 2004).

Ce polycopié de cours est disponible en ligne sur le site http://utbmjb.chez-alice.fr/UTBM/index.html
On y trouvera aussi les sujets de TD et des archives de sujets et de corrigés d’examens.

Attention, seuls les chapitres 2, 6 et 7 ainsi que les annexes' A et B seront disponibles a la
reprographie : ils serviront directement de support de cours pour les interventions de Jéréme Bastien.
Les autres chapitres (1, 3 et 4) ne seront pas disponibles a la reprographie : E. Atcholi les présentera
et utilisera ses propres supports de cours. Néanmoins, pour mémoire, ces chapitres sont disponible sur
le web (http://utbmjb.chez-alice.fr/UTBM/index.html). Le chapitre 5 sera traité en cours par E.
Atcholi mais ne figure pas dans ce polycopié.

Le cours se décompose en trois parties :

— Dans la partie 1, nous révisons et approfondissons les bases : aprés quelques rappels élémentaires
(ou découverte) de Résistance des Matériaux (chapitre 1) et de Mécaniques des Milieux Continus
(annexe A), nous révisons le cercle de Mohr (chapitre 2), qui sera souvent utilisé au cours de
ce semestre (notamment en TP et pour le chapitre 6).

— Dans la partie 2, dans un cadre élastique linéaire, nous donnons les théorémes énergétiques et
leurs applications (chapitre 3), notamment pour des poutres circulaires (chapitre 4).

— Dans la partie 3, nous étudions quelques exemples élémentaires de mécanique non linéaire.
Au cours du chapitre 5, nous étudierons le phénoméne instable (et fortement destructeur) du
flambement. Nous donnerons ensuite quelques éléments sur les critéres de défaillance (chapitre
6), puis nous étudierons un exemple de calcul par analyse limite (chapitre 7).

Suivent ensuite les annexes, regroupées en deux autres parties :

— Dans la partie 4, se trouvent les annexes A et B.

— Dans la partie 5, se trouvent des annexes facultatives, qui contiennent des compléments, non
traités en cours. Par exemple, on trouvera en annexe J, I’étude des réseaux de poutres. Cette
annexe facultative ne sera pas étudiée en cours mais figure pour les curieux qui désignent mieux
connaitre ce point, utile pour comprendre la facon dont ANSYS? traite les réseaux de poutres.
Seule une infime partie des différentes études possibles sous ANSYS est évoquée dans cette
annexe! Toutes les annexes de la partie 5 ne sont pas disponibles & la reprographie mais se
trouvent sur le web (http://utbmjb.chez-alice.fr/UTBM/index.html).

Lelles comprennent les preuves ou des compléments de résultats de cours; leur lecture n’est pas essentielle mais
conseillée.
2)ogiciel utilisé en TP.



vi AVANT-PROPOS

Ceux qui désirent, par curiosité, lire quelques pages géniales consacrées & un bref historique de la
mécanique, pourront consulter les pages 7 a 21 de [Ger86].
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Dangers et attraits de la modélisation

En cours de mécanique, ou plus généralement en physique, vous avez déja étudié des ressorts, des
poutres, des résistances électriques, des ampéremétres ... Ces divers objets ont souvent un comporte-
ment linéaire? : le déplacement de Pextrémité du ressort est proportionnel & la force qu'il recoit, les
déplacements et les forces sont proportionnels dans les poutres, la tension aux bornes d’une résistance
est proportionnelle au courant qui la traverse ....

Tout cela est faux | Le terme «modéliser®s contient en lui-méme I'idée d’une simplification effectuée
par rapport & un systéme réel étudié. Souvent, la modélisation repose sur une approximation linéaire
pour deux motifs; la simplicité mathématique d’abord : le comportement linéaire d’un systéme est
le plus simple que 'on puisse imaginer. Sur le plan physique ensuite : les différents modéles adoptés
prédisent des résultats, aisément controlables par des mesures réelles. Les équations obtenues sont
linéaires et donc en général plus simples & traiter que les non linéaires. Ces modéles sont irréels mais
fournissent des résultats proches du réel. Lorsque des résultats issus des modéles linéaires s’écartent
trop de la réalité, on aura recours & des modeéles plus complexes, non linéaires ; on les utilise en RDM
pour expliquer des phénoménes de flambement ou de plasticité, par exemple.

De facon plus générale, un modéle physique est un concept abstrait, fondé sur un ensemble d’hy-
pothéses, d’origine axiomatique, expérimentale ou autre. Ce modéle abstrait fournit, par le biais
d’équations, un certain nombre de prédictions. Le réle des mathématiciens est d’étudier ces équations,
de vérifier qu’elles sont bien posées, éventuellement de les résoudre explicitement, ou alors d’en pro-
poser des approximations numériques. Le roéle des physiciens est de vérifier la cohérence des résultats
prédits avec ceux qui sont observés dans le réel, éventuellement de revoir les hypothéses émises, en
cas de divergence. Fondamentalement, les physiciens réfléchissent aussi a 1’élaboration des modéles,
fondée sur la compréhension phénomeénologique du réel : ils tentent d’expliquer le «comment» du
réel®. Plus précisément, ce n’est pas le réel qu'ils expliquent mais des modéles censés représenter le
réel. Ces modeéles sont de plus en plus précis mais aussi de plus en plus compliqués. En effet, un
modeéle prédit parfois des phénomeénes qui ne sont pas en adéquation avec le réel; on procéde alors a
des ajustements grace a la modification des hypothéses existantes ou la prise en compte de nouvelles
hypotheses. Parfois, plus brutalement, des concepts radicalement différents émergent et provoquent
de véritables révolutions au sein de la physique. Imaginez les évolutions successives® qui ont eu lieu

3Pour simplifier, un systéme admet un comportement linéaire si les grandeurs qui décrivent son état (par exemple
contraintes et déformations, forces et déplacements, tension et intensité) sont proportionnelles.

4qui signifie représenter sous forme de modéle, c’est-a-dire donner une représentation simplifiée d’un systéme.

5Et non le «pourquoi». Les lois de l'attraction de Newton expliquent ce qui produit la chute de la pomme :
elle subit une force en 1/7"2. Mais ces lois n’expliquent pas pourquoi cette force s’exerce. L’origine de cette force et
plus généralement les explications des principes premiers excédent le domaine de la science et relévent de celui de la
métaphysique.

50n pourra consulter les deux petits ouvrages de vulgarisation [Ali02, Bou02].

vii



viii DANGERS ET ATTRAITS DE LA MODELISATION

depuis le géocentrisme de Ptolémée jusqu’a la relativité générale d’Einstein ! Pour étre admis, un nou-
veau modéle ou une nouvelle théorie doit non seulement inclure les résultats des théories précédentes
lorsqu’ils étaient satisfaisants mais aussi améliorer les points faibles et les incohérences de ces théories.
La théorie de la relativité générale d’Einstein contient la mécanique classique de Newton et permet
de retrouver les forces d’attraction en 1/r2. Elle permet aussi d’expliquer des phénoménes qui ne
pouvaient étre auparavant décrits par la mécanique classique : pourquoi, par exemple, deux étoiles
lointaines semblent se rapprocher lorsqu’un astre massif s’intercale entre elles et la terre. Einstein
s’est avéré génial ; il avait une tendance certaine a remettre en cause les vérités qu’on lui voulait lui
inculquer. Il fut d’ailleurs un éléve médiocre au collége ...

Le monde tel qu’on I’étudie en physique est donc abstrait, correspond plus ou moins au réel, mais
n’existe pas en tant que réalité matérielle. La beauté des mathématiques appliquées est de donner un
sens & ce monde abstrait, & ces modéles, & ce monde des équations, en s’éloignant parfois tellement
du réel que la motivation initiale de description du réel s’estompe trés fortement.

Il est essentiel pour I'étudiant de prendre un certain recul par rapport aux modéles proposés. En
termes philosophiques, on pourra réfléchir a cette notion de monde abstrait (en adéquation avec le
monde des Idées de Platon 7) mais aussi a la beauté de la physique ou des mathématiques, qui cherchent
& décrire des objets abstraits, en s’écartant parfois de la motivation «matérielley. La science doit-elle
étre utile ou utilitaire 7 Quels sont les enjeux de la recherche fondamentale, ou plus généralement de
tout ce qui n’est pas directement utile & 'homme, comme par exemple I'art dont la science peut faire
partie ?
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Premiére partie

(Ré)-visions






CHAPITRE 1

Rappels de résistance des matériaux

Dans ce chapitre, on fera succinctement quelques rappels des notions de résistance des matériaux
vues en MQ22 ou en premier cycle (et de fagon non exhaustive).

On présentera tout d’abord en section 1.1 le cadre théorique de la résistance des matériaux (dans
un cas de poutres) et en section 1.2 les différentes hypothéses simplificatrices faites. Dans la section 1.3,
nous présenterons les équations d’équilibre local pour les poutres. Nous étudierons ensuite en section
1.4 les sollicitations simples, puis en section 1.5 les sollicitations composées, en donnant, pour chaque
type de sollicitations, ’expression des déformations et des contraintes. Nous indiquons en section 1.7
comment calculer les déformées des structures étudiées, et nous concluons en section 1.8.

Pour ce chapitre, on pourra consulter 'annexe A, 'annexe C et éventuellement ’annexe D.

Quelques exercices de révisions sont donnés. Ils pourront compléter, & titre d’exemples, les exer-
cices donnés au cours des premicres séance de TD (TD de rappels). Chacun de ces exercices est
accompagné d’éléments de corrections.

1.1. Introduction : principes de la résistance des matériaux et de la mécanique des
milieux continus

La Mécanique des Milieux Continus (MMC) a pour objet I’étude de milieux continus; on suppose
connues leurs lois de comportements, qui lient le champ des contraintes et le champ de déformations,
lui méme lié au champ de déplacement. La MMC est présentée en TE 41. On pourra consulter [Dub98|
et [Duv90| (voir aussi I’ annexe A, ou sont rappelées quelques notions de MMC).

Un cas particulier de la MMC consiste & étudier un volume donné de matériau, supposé élastique
linéaire (la relation entre contraintes et déformations est linéaire). On suppose de plus que cette relation
entre contraintes et déformations vérifie certaines hypothéses (vérifiées dans le cas de la loi d’élasticité
de Hooke). En écrivant 1’équilibre local de la matiére, en explicitant les conditions limites (une partie
de la surface du volume est soumise & un chargement donné, I'autre est soumise & un déplacement
donné, voir figure 1.1 page 4) et en se plagant sous I'hypothése des «petites déformationsy», on peut
montrer qu’il existe un unique champ de déplacements, de déformations et de contraintes qui décrit
I’équilibre statique de ce volume de matériau. Le probléme est dit mathématiquement bien posé.
Ce résultat nécessite une certaine abstraction mathématique et demeure assez difficile (on pourra
consulter [Duv90]) ; néanmoins, il est toujours admis par les mécaniciens.

Malheureusement, si sur le plan théorique, on sait que la solution existe, sur le plan pratique, on
ne peut rarement calculer cette solution de fagon explicite ; on peut aussi mettre au point des calculs
approchés (par exemple, par éléments finis), mais qui exigent 'utilisation de logiciels ainsi que des
connaissances d’analyse numérique.

L’ingénieur voudrait pouvoir calculer simplement la distribution des contraintes et des déplace-
ments dans ce volume (afin de vérifier, par exemple, qu’elle ne dépassent pas des seuils imposés).



4 1. RAPPELS DE RESISTANCE DES MATERIAUX

forces imposées

AN déplacement (nul) imposé

Fic. 1.1. Un probléme de MMC

Dans certains cas, le volume étudié présente une dimension négligeable devant les deux autres (coques
et plaques) ou deux dimensions négligeables devant la troisiéme (poutres); moyennant un certain
nombre d’hypothéses (rappelées en section 1.2), les calculs de la MMC se simplifient : il faut calcu-
ler des champs plus simples. On parle alors de Résistance Des Matériaux (RDM ou mécanique des
structures).

Ainsi, la RDM est une simplification de la MMC : elle fournit des résultats qui ne sont, en toute
rigueur, non exacts mais assez proches de la réalité pour permettre de dimensionner des structures.
Certains des résultats de la RDM contredisent méme certains principes de la MMC, mais ils s’avérent
suffisamment proches des résultats exacts fournis par la MMC. Bien entendu, les modéles simplifiés de
la RDM sont nombreux, plus ou moins proches de la réalité et les résultats présentés dans ce chapitre
sont valables dans un cadre théorique bien donné. Dans ce chapitre, on se place dans le cas de poutres;
on en présentera une théorie, mais il ne faut pas oublier qu’il existe un grand nombre d’autres modéles.
On prendra garde au fait que certaines conventions de signe sont arbitraires et que certaines formules
peuvent différer de celles des ouvrages de références (par exemple [DG99|) par leur signe.

En RDM, on utilise les notions de tenseurs de déformations, de contraintes ainsi que la loi de
Hooke ; ces notions appartiennent au domaine de la MMC, mais on les utilise cependant et sont donc
rappelées en annexe A.

1.2. Le cadre théorique de la RDM dans le cas des poutres

1.2.1. Définition des poutres et des efforts de la RDM ; conventions de signe

Le torseur des efforts de la RDM est aussi appelé le torseur des forces de cohésion.

Une poutre est définie par le déplacement d’une aire de centre gravité G le long d’une fibre
moyenne, orientée (voir figure 1.2 page 5). Cette section reste perpendiculaire a la fibre moyenne.

On note s 'abscisse curviligne le long de la poutre.

Par rapport & une section donnée, on distingue une partie droite et une partie gauche.

Soit G un point de la fibre moyenne.

REMARQUE 1.1. Parfois, pour exprimer le fait que le point G dépend de 'abscisse curviligne s,
on le notera G(s) .

On définit maintenant le repére local de la RDM (G, x,y, z) en tout point de la fibre moyenne :
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1.2. LE CADRE THEORIQUE DE LA RDM DANS LE CAS DES POUTRES 5

partie gauche de S | partie droite de S

fibre moyenne

section droite (S’), correspondant a I’abscisse s’

section droite (5), correspondant a 'abscisse s

Fic. 1.2. Une poutre

e x est tangent & la fibre moyenne;;

e y et z sont les axes principaux! (et orthogonaux) de la section droite ;

e le repére (x,y, z) est orthonormé direct.

Notons (ug, uy,u,) les trois vecteurs? orthonormés directs et liés aux trois axes (z,y, 2) précédem-
ment défini.

REMARQUE 1.2. Parfois, pour exprimer le fait que les axes x, y et z dépendent de ’abscisse
curviligne s, on les notera x(s), y(s) et z(s). De méme, on notera u,(s), u,(s) et u,(s) a la place de
Ug, Uy €t u,.

On définit le torseur de la RDM pour une section S comme le torseur des forces exercées par la
—
partie droite sur la partie gauche; ce torseur est défini par sa résultante R, appliquée en G et son
—
moment I', par rapport au point G .

DEFINITION 1.3. Les six projections de R—G: et de F_C; définissent les efforts de la RDM (voir figure
1.3).

On note ainsi :

—_
Rg = Nug + Tyuy + Tou, ; (1.1)
ou
N est Deffort normal,
T, et T sont les efforts tranchants,
et
—_
a = Miug + Myuy + M. u; ; (1 2)

Ljoir la définition de cette notion un peu plus loin dans le chapitre : section 1.2.4 page 11

2Sans fleche par soucis de légeéreté.



6 1. RAPPELS DE RESISTANCE DES MATERIAUX

M; est le moment de torsion,

Ty et T, sont les moments fléchissants.

F1G. 1.3. Les efforts de la RDM

Ces six grandeurs sont définies pour une section droite.

Dans le cas de problémes plans (par exemple dans le plan (z,y)), ona T, =0, My, =0et M; =0;
dans ce cas, les trois seuls efforts non nuls sont leffort normal N, l'effort tranchant noté T et le
moment fléchissant noté M.

REMARQUE 1.4. Attention, la convention adoptée est trés importante pour toute la suite; on
rappelle que I'on a définit le torseur des efforts de la RDM comme 1’action de partie droite de la
poutre sur la partie gauche (ou de la partie aval sur la partie amont) et que le repére orthonormé
(z,y,2) est choisi direct. Tachez d’adopter systématiquement cette convention ou, sinon,
précisez la convention adoptée.

En effet, quatre types de conventions demeurent possibles (deux pour le choix de la droite ou de
la gauche et deux pour le choix de la base directe ou indirecte). Le choix de I'une ou l'autre de ces
convention peut introduire ou non des changements de signes dans la plupart des formules de ce cours.

EXERCICE 1.5.

y —
— RB
T ~|B p A

B RRRRR RN

La poutre étudiée n’est soumise qu’a son poids P (on note p = P/l son poids linéique) et est
encastrée en B. On choisira les conventions d’orientation et d’axe de la poutre comme indiqué sulj
figure (les axes locaux de la poutre sont semblables aux axes globaux). On note respectivement Rp
et I‘—B> la résultglte et_l)e moment de la réaction d’appui au point B.
1°) Calculer Rp et I'p.
2°) Calculer les efforts de la RDM dans la poutre.
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1.2. LE CADRE THEORIQUE DE LA RDM DANS LE CAS DES POUTRES 7

ELEMENTS DE CORRECTION DE L’EXERCICE 1.5
1°) Dans le repére (z,y,2), on a

= %pﬂ Z.
2°) Pour tout x € [0,(], on a
N(z) =0,
T(z) = plx — 1),
M(z) = —gpla— 1

1.2.2. Les hypothéses de la RDM (pour les poutres)

Avant de lire cette section, on poura lire les rappels de MMC sur les contraintes, les déformations
et la loi de Hooke en annexe A.

On donne maintenant le cadre théorique (I’ensemble des hypothéses faites et des principes utilisés)
de la théorie des poutres.

La premiére hypotheése faite en RDM est I’
Hypothése du comportement élastique linéaire du matériau :

Les matériaux constituant les poutres en RDM ont un comportement élastique linéaire, c’est-a-dire
que la relation entre contrainte et déformation est linéaire.

On pourra voir les définitions A.16 et A.17 page 140 de 'annexe A.

Pour 'UV MQ41, on fera toujours cette hypothése, sauf dans la partie relative & des lois de
comportements non linéaires (cf. chapitres 6 et 7).

Rappelons une hypothése trés générale (voir aussi 'annexe A, définition A.4, page 135) :
Hypothése des petites déformations :

Les déformations de la structure étudiée sont «petitess. Ainsi, on commet une trés petite erreur,
en faisant les calculs sur la structure en supposant que les forces extérieures et les réactions d’appuis
sont appliquées a la structure non déformée.

Pour 'UV MQ41, on fera toujours cette hypothése, sauf dans la partie relative au flambement
(cf. chapitre 5).
Une conséquence du principe fondamental de la dynamique :

partie 11

FiG. 1.4. Le principe de 1’équivalence
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On considére une coupure a travers un volume V' (voir figure 1.4); la partie I exerce une action
(par le biais de Iinterface) sur la partie II. Une conséquence immédiate de I'application de la dyna-
mique & I'équilibre statique de la partie I est

Le torseur des forces intérieures représentant ’action de la partie I sur la partie II est équivalent
au torseur des forces extérieures s’exercant sur la partie I.
Autrement dit, les forces extérieures sur la partie I se transmettent & la partie II par l'interface.

Principe de superposition des effets de forces (ou principe de linéarité externe) :

Les effets (contraintes, déformations et déplacements) en un point d’une poutre soumise a plusieurs
forces extérieures sont la sommes des contraintes, déformations et déplacements produits en ces mémes
points, par chaque force prise isolément.

Ce principe repose sur 'hypothése des petites déformations et du comportement élastique linéaire
des matériaux étudiés. Il pourra parfois étre mis en défaut, par exemple dans I’étude du flambement
(cf. chapitre 5).

Ce principe est la base du théoréme de Castigliano par exemple. Il nous permettra aussi de dé-
coupler certaines sollicitations en sollicitations plus simples, pour les étudier séparément.

Principe de Saint Venant :

Dans une section éloignée des points d’application des forces concentrées (forces données et réac-
tions d’appuis), les contraintes et les déformations ne dépendent que de la résultante et du moment
résultant du systéme de forces dans cette section.

Ce principe a une base expérimentale. Si I'on est proche (c’est & dire & une distance inférieure
a la plus grande dimension transversale de la poutre) de points d’application de force, la RDM ne
permet plus de décrire I'état des contraintes et des déformations; seule la MMC permet de le faire
correctement. Cependant, en pratique, le principe de Saint Venant est appliqué dans tout la poutre,
méme trés proche de ces zones critiques.

Hypothése de Navier-Bernoulli :
Apres déformation de la poutre, les sections normales a la fibre moyenne restent planes et ortho-
gonales a la fibre déformée.

\/sections planes \/sectiOKplanes

(a) (b)
F1G. 1.5. Le principe de Bernoulli : état initial de la poutre (a) et état déformé (b).
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Ce principe est parfois mis en défaut (notamment dans I’étude de l'effort tranchant) et est parfois
remplacé par un principe un peu plus général.

Domaine pratique de validité des hypothéses de la RDM :

Les caractéristiques géométriques des poutres doivent respecter certaines conditions : l’élancement
(rapport de la longueur de la poutre sur la hauteur de la section) ne doit pas étre ni trop petit, ni trop
grand (entre 5 et 40). Le rayon de courbure des poutres ne doit pas étre trop petit. Les variations des
caractéristiques des sections droites (aire, moments, inerties ...) doivent étre lentes.

Hypothése sur les contraintes dans la poutre :
On suppose que la répartition des contraintes est telle que le tenseur de Cauchy s’écrive sous la
forme

Ozxx Ogxy Oxz
o]=|oys 0 0O
Oy O 0

Ce tenseur étant symétrique, en RDM, on utilise alors les notations de Lamé :

ni t3 tg
o=t 0 0]. (1.3)
ta 0 O
y
I D :
L 3
X
G

fibre moyenne

Fi1c. 1.6. Nullité des contraintes no, ng et t1

Voir la figure 1.6, ou 'on a représenté les contraintes non nulles, avec les notations de Lamé.
Le tenseur des déformation est noté en général :

Exx Exy Exz
el = | eye €y Eyz

Exx Ezy Ezz
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Avec les notations de Lamé, ce tenseur symétrique sera noté, en RDM, sous la forme

€1 g3 92
El=193 e2 o
g2 g1 €3

Dans le cas des poutres, dont le matériau a un comportement élastique linéaire, on utilise la loi
de Hooke inversée (cf. annexe A, équation (A.7) page 142)

meooo
E 2G 2G
t3 vniq
== = 1.4
A=l = ©° | (14)
2, _vm
2G E

ou l'on rappelle que v, G et E sont définis par

A
V= —"-—",
2(N + )
E:u(3A+2u)’
A
E
=ity

ol A et u sont les coefficients de Lamé du matériau élastique linéaire.
Il vient, par définition des torseurs, pour une section S donnée,

N:/nldS Mt:/ytg—ztgdS
S S
Ty:/tgds My:/nlzdS

S S
TZ:/thS MZ:—/nlde

S S

chacune des intégrales doubles étant calculée sur toute la section.

Naturellement, si ’on connait le tenseur des contraintes [o], on peut alors déterminer les efforts de
la RDM. Si on utilise les résultats de la MMC, on connait donc les efforts de la RDM. Mais justement,
la MMC met en jeu des problémes trop difficiles a résoudre; si on reste dans le cadre de la RDM,
d’aprés le principe de Saint Venant, la connaissance seule des efforts de la RDM suffit. Il faut donc étre

capable de déterminer la répartition des contraintes mq, to et t3 qui vérifient les équations ci-dessus :
c’est 1a tout 'art de la RDM.

1.2.3. Les divers types d’appuis et leur schématisation

On rappelle ici, pour les problémes plans, les différents types d’appuis et la convention choisie
pour leur représentation.
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A y A
Y
X Y
)z M X
(a) (b) (c)

Fi1c. 1.7. Les différents types d’appuis

Sur la figure 1.7, on a schématisé les trois types possibles d’appuis. Si on considére les axes (x,y)

comme indiqué sur cette figure, les trois types d’appuis sont :

e Appui simple (figure 1.7a) : seul le déplacement vertical est contraint a étre nul. La seule réaction
d’appui est verticale (Y'). Le moment est nul;

e Rotule (ou articulation) (figure 1.7b) : les déplacements horizontal et vertical sont contraints
a étre nuls. La réaction d’appui admet une composante horizontale (X) et verticale (V). Le
moment est nul;

e Encastrement (figure 1.7c) : les déplacements horizontal et vertical sont contraints & étre nuls,
ainsi que la rotation du point d’appui. La réaction d’appui admet une composante horizontale
(X) et verticale (V). Le moment M est non nul.

Cette convention sera adoptée pour tout le cours et les TD.

REMARQUE 1.6. Dans ce cas, les déplacements imposés sont nuls. Il peut aussi exister des appuis
du méme type, mais ol 'on impose des déplacements non nuls.

1.2.4. Rappels sur les caractéristiques des sections planes

section S

\é% y
Fi1Gg. 1.8. La section étudiée

Une section S est donnée (cf. figure 1.8). On appelle G son centre de gravité et on considére les
axes locaux y et z, dont on rappelle qu’ils passent par G.

On appelle I, et I, les moments quadratiques (dits parfois abusivement les moments d’inerties)
de la section par rapport aux axes y et z :
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Iy:/z2d8,

S

Iz:/y2d87
S

ou l'intégrale double est calculée sur toute la section S.

das —|

Fi1c. 1.9. Une section rectangulaire

Pour une section rectangulaire (cf. figure 1.9), de largeur b et de longueur h, on a

hb? bh?

Pour se rappeler ces formules, penser au fait que si A > b, il y a «plus de matiére» par rapport a
'axe 2 que par rapport a I'axe y et donc I, > I, et on a bien bh® > hb3 (équivalent a h? > b?).

Par exemple, calculons I, (le calcul de I, s’obtenant en intervertissant les axes y et z et donc b
et h). On calcule I'intégrale double I, en intégrant par «tranche» (cf. figure 1.9), on a

ds = bdy,

L= / y2dS,
S
- / J2ds,
ly|<h/2,]2|<b/2

= / y*bdy,
ly|<h/2

h

2
= 2b/ y2dy7
0

h
372
3 0

o
12

et donc
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De (1.5), on déduit que pour une section carrée de coté a, on a

I=1=—. (1.6)

g
%//ﬁ/

(a) (b)

Fic. 1.10. Les deux types de sections circulaires étudiées : section circulaire pleine
(a) et creuse (b).

Pour une section circulaire pleine (figure 1.10a), les moments quadratiques I, et I, valent

R4
I,=1=""

et pour une section creuse (figure 1.10b), ils valent

I,=1I.= % (Rl - R}).

Calculons par exemple I, pour une section creuse (pour avoir I'inertie de la section pleine, il suffit
de faire R; = 0). Pour cela, on passe en coordonnées polaires, pour lesquelles on a

dS = rdrdd,

y =rsind,

Iz:/deS?
S

et donc

(r sin 0)rdrdo,

/Ri<r<Re,0<9<27r

Re 2
= / r3dr / sin? 0d#,
r=R; 6=0

L 4 S
=1 (R; — R}) /0 sin” 6do.
Pour calculer cette derniére intégrale, on linéarise le carré du sinus :

1
sin? @ = 3 (1 —cos(20)),

27 27 1
/ sin? 0dh = / —df =,
0 0 2

et donc
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et
Iz:g(Rlel_R’?)

Pour conclure rappelons que, pour une section quelconque, on définit aussi le moment quadratique
composé (ou moment produit) :
I, = / yzdS.
S

Ce terme est en fait nul; en effet, parmi tous les systémes d’axes possibles y et z orthogonaux passant
par le point G, il en existe un unique (& 7/2 prés) pour lequel I,, = 0. Ces axes sont dits principaux
et correspondent, si la figure posséde des propriétés de symétries axiales, a ces axes de symétrie (c’est
le cas des sections rectangulaires ou circulaires étudiées ici).

1.2.5. Une remarque sur la symétrie de certaines structures

Donnons un exemple de simplification de I’étude d’une structure symétrique.

Soit une poutre AB de longueur 2[, rectiligne et symétrique par rapport a sa médiatrice (cf.
figure 1.11). On suppose, pour simplifier la présentation, que la structure est plane. Ces propriétés de
symétrie sont naturellement aussi vraies dans 1’espace.

gx N %ww wwx / J\
s 0 & & |“

B Q -X X P A

Fic. 1.11. Une poutre symétrique

On suppose que la poutre, les appuis et les forces extérieures (ponctuelles ou linéiques) présentent
la méme symétrie axiale. On choisit le repére (O, X,Y’) comme sur la figure.
Par symeétrie, on a (I’abscisse étant définie par rapport au milieu de la poutre), pour tout x € [0, ]

N(—z) = N(x)
T(—x)=—T(x)
M(—x) = M(x)

Ces formules permettent de n’étudier qu’'une moitié de poutre et donc d’obtenir les efforts de la
RDM sur 'autre moitié. Elles impliquent de facon évidente, si T est continue en 0, que

T(0) = 0. (1.7)

REMARQUE 1.7. Attention, dire que T est continue en 0 revient & dire qu’il n’y a pas de force
ponctuelle tranchante appliquée au point O. Ainsi (1.7) n’est vraie que s’il n’y a pas de force ponctuelle
tranchante appliquée au point O. Dans la cas ol une force ponctuelle tranchante Ty est appliqué en
O, il vient, en utilisant par anticipation (1.21b),

T(0+0) —T(0 — 0) = —Tp.
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D’autre part, puisque 7' est impair, on a
T(0—-0)+T(0+0) =0,

et donc
To

T(O-0) =, T(0 +0) = — 10

5
Montrons la parité de I'effort normal. Soit = € [0,!]. Par définition, si P (resp. Q) est le point
d’abscisse x (resp. —x), N(x) est égal a la composante sur X des forces exercée par la partie AP de

(1.8)

la poutre sur la section correspondant a P, soit?
—_— =
N(z) = Fap.X, (1.9)

—
ou Fp désigne I'ensemble des forces extérieures (ponctuelles ou linéiques) agissant sur AP. De méme,
au point d’abscisse —x, puisque les efforts de la RDM sont définis comme 'action de la droite sur la
gauche et donc comme 'opposé de 'action de la gauche sur la droite, on a,

N(-2) = —Fpg. X, (1.10)

P —
ot Fpg désigne 'ensemble des forces extérieures (ponctuelles ou linéiques) agissant sur BQ. Puisque
les chargement extérieurs & la structure sont symétriques par rapport a ’axe Y, on a

— — —_— =
Fpg- X = —Fap.X. (1.11)

De (1.9), (1.10) et (1.11), on déduit immédiatement la parité de N. L’imparité de T s’établit exacte-
ment de la méme fagon : puisque les chargement extérieurs a la structure sont symétriques par rapport
alaxe Y, on a

Fpq.Y = Fap.Y. (1.12)
Comme (1.9) et (1.10), on a
— —
T(x) = Fap.Y, (1.13)
et
— —
T(—z)=—-Fpq.Y. (1.14)

De (1.12), (1.13) et (1.14), on déduit immédiatement 'imparité de 7.
On a (en anticipant sur (1.26¢), page 18)

dM
e T —m;
Par symétrie m est impaire ; ainsi, on déduit la parité de M de 'imparité de T
On pourra appliquer ces remarques a quelque exercice du TD de révision, pour simplifier les
calculs des efforts de la RDM.

REMARQUE 1.8. Attention, des structures, non rectilignes, peuvent présenter aussi des propriétés
de symétrie, mais il faudra prendre garde au fait que les repéres locaux liés a chaque poutre ne sont
plus nécessairement symétriques. Les efforts ne sont donc pas toujours pairs ou impairs.

30n peut aussi retrouver ce calcul en isolant la partie AP et en écrivant son équilibre
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1.3. Les équations d’équilibre local en RDM pour les poutres planes

On donne, dans cette section, les équations d’équilibre local pour les poutres de la RDM. Pour en
simplifier I’exposé, on supposera qu’elles sont planes. Plus généralement, on pourrait aussi donner les
équations d’équilibre local pour des poutres dans l'espace® (voir par exemple [PGa] ot ce calcul est
traité).

Nous étudierons en section 1.3.1 le cas général, puis nous appliquerons les résultats au cas des
poutres droites en section 1.3.2 puis au cas des poutres circulaires en section 1.3.3.

Ces équations seront utilisées par exemple pour les poutres droites dans la section 1.7 ou pour les
poutres circulaires dans le chapitre 4.

1.3.1. Cas général

On reprend les notations vues en section 1.2.1, dans le cas plan. On note donc N effort normal,
T =T, l'effort tranchant et M = M, le moment fléchissant. On a aussi, pour tout s,

2(s) = z et uy(s) = us. (1.15)

On étudie donc une poutre plane soumise & des forces et des couples ponctuels et

a une densité linéaire le long de la fibre moyenne g, (1.16a)
4 une densité linéaire transversale a la fibre moyenne p, (1.16b)
a une densité linéaire de couple m. (1.16¢)

y(s) y(s + ds)

F1G. 1.12. Une portion élémentaire de poutre délimitée par G(s) et G(s + ds)

Ces notations signifient qu’une portion élémentaire de poutre, d’épaisseur infinitésimale ds et
délimitée par les points G(s) et G(s + ds) (voir figure 1.12) est soumise, en plus des forces et des
—

—_
couples ponctuels, a une force infinitésimale df et & un couple infinitésimal dC' tels que

df = (q(s)ua(s) + p(s)uy(s))ds, (1.172)
aC = m(s)u.ds. (1.17b)

40n pourra aussi consulter [LFAO1] pour les formules de Frenet dans I’espace.
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Notons R(s) le rayon de courbure de la courbe au point G(s). (voir section C.1 de ’annexe C).

PROPOSITION 1.9. Avec les notations précédentes, nous avons les trois équations d’équilibre local
sutvantes :

dT'(s) N(s)
2/ = 1.1
Bt Ry P =0 (1.18)
dN(s) T(s)
— =0 1.18b
T g ) =0 (1.18)
aM
- () 4 7(s) 1 m(s) = 0. (1.18¢)
s
DEMONSTRATION. Pour ne pas alourdir ce chapitre, la preuve est donnée en annexe C, section
C.2. O

REMARQUE 1.10. Le lecteur aussi pourra consulter la question 3a page 173 et sa correction page
180 dans l'exercice de I'annexe F, ol la preuve est rédigée dans le cas particulier de poutres planes et
droites.

De méme, le lecteur aussi pourra consulter la question 1 page 192 et sa correction page 195 dans
I’exercice de 'annexe H, ot la preuve est rédigée dans le cas particulier de poutres circulaires.

REMARQUE 1.11. En toute rigueur, les équations (1.18) ne sont valables qu’aux endroits ott aucune
force ni couples ponctuels ne sont appliquées. Selon '’hypothése de Saint-Venant, c’est loin des points
d’application des ces forces et couples ponctuels qu’on peut utiliser les relations (1.18). En pratique,
on pourra les utiliser entre® ces points d’application. Mais la proposition 1.12 fournit un résultat de
discontinuité aux points d’applications de forces ou de couple ponctuel.

PROPOSITION 1.12. On suppose que la portion de poutre comprise entre les abscisses curvilignes
—
s1 et so n'est soumise qu’a une force ponctuelle F' et a un couple I' au point d’abscisse sy avec
81 < 89 < 82. Si on décompose F sous la forme

F=(Tien) =

et s1 on pose

T = Myu,, (1.20)
alors, s1, en sq, les vecteurs u, et u, sont continus,
N(sp+0) — N(sp —0) = —Np, (1.21a)
T(sg+0)—T(sg—0) =—Tp, (1.21Db)
M(so+0) — M(sg — 0) = —M,. (1.21c)

DEMONSTRATION. Pour ne pas alourdir ce chapitre, la preuve est donnée en annexe C, section
C.3. O

Un conséquence de cette propriété est

COROLLAIRE 1.13. Si, en sg, les vecteurs u, et u, sont continus, et aucune force ni couple n’est
appliqués, alors N, T et M sont continus en sg.

5En fait, on pourrait aussi englober les forces et les couples ponctuels dans les densités linéaires de forces et de
couples, en utilisant la notion de Dirac et de distribution (voir UV MT41 et annexe F).
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REMARQUE 1.14. On admettra que les propositions 1.12 et 1.13 sont aussi valables si des densités
linéaires de forces ou de couple sont appliquées & la poutre.

1.3.2. Cas des poutres droites

On suppose maintenant que la poutre étudiée est droite. Selon 'exemple C.2 page 160 de I’annexe
C, on peut paramétrer par 'abscisse z, le long du segment de droite. On a, pour tout =,

z(z) = x et uzp(x) = Uy, (1.22)
y(x) =y et uy(y) = uy, (1.23)
z(x) = z et uy(z) = u,. (1.24)

F1G. 1.13. Une portion élémentaire de poutre droite délimitée par G(z) et G(x + dx)

Selon les notations (1.16) et (1.17), une portion élémentaire de poutre, d’épaisseur infinitésimale
dx et délimitée par les points G(z) et G(x + dx) (voir figure 1.13) est soumise, en plus des forces et
—

des couples ponctuels, & une force infinitésimale df et & un couple infinitésimal cf‘ tels que
—
df = (q(2)uq + p(x)uy)de, (1.25a)
ac = m(x)u,dr. (1.25b)
D’aprés I'équation (C.7) de annexe C, la propriété 1.9 devient ici :

PROPOSITION 1.15. Awec les notations précédentes, nous avons les trois équations d’équilibre local

sutvantes :
dz;f) +plx) =0, (1.26a)
djz;x) +q(z) =0, (1.26b)
dﬂgf) 4 T(z) + m(z) = 0. (1.26¢)
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Si la poutre n’est soumise & aucune densité de moment, les équations (1.26a) et (1.26¢) se parti-
cularisent sous la forme bien connue :

—dfli:x) +p(z)=0et d]\il(::z:)

+T(z) = 0. (1.27)

EXEMPLE 1.16. Pour une poutre droite uniquement soumise & une densité linéaire d’effort tran-
chant p(x), on a rappelle les équations (1.26)

dT (x)

7 + p(z) =0, (1.28)
d]gf) =0, (1.29)
dﬂgi) +T(z) =0, (1.30)

qui sont valables en dehors de tout point d’application de force et de couple ponctuels. Si on applique
des forces et des couples ponctuels, on peut alors utiliser (1.21) :

N(so +0) — N(so — 0) = — N, (1.31)
T(So + 0) — T(So - 0) = —Tp, (1.32)
M(So + 0) - M(So - 0) = —Mj. (1.33)

Appliquons cela & I’étude de la structure de I'exercice de TD 1.3. On a p = —p, constant. La
poutre est orientée de la gauche vers la droite et ’origine est choisie en zéro. Par symétrie, on n’étudie
que la partie droite de cette poutre. Les réactions en B et C sont verticales et égales & Y = pL.

L’équation (1.29) nous indique que N est constant et est donc partout nul.

Si on intégre I'équation (1.28) entre y et L pour tout y € [I, L] (ce qui est légitime puisqu’aucune
force ponctuelle n’est appliquée sur [I, L]), on a

L L L
(L) - T(y) =/ dz;—f)dw = —/ p(z)dx =p/ dz = p(L —y),

et donc puisque T'(L) est nul,
vyell, L[, T(y)=ply— L) (1.34)

On intégre de nouveau I’équation (1.28) entre y et [ pour tout y € [0,1] (ce qui est légitime puisqu’au-
cune force ponctuelle n’est appliquée sur [0,1]),

T(l+0)=T(y) = - /lp(x)dw =p(l =),
et donc '
T(y)=T1+0)+py—1). (1.35)
Pour déterminer T'(I — 0) dans (1.35), on utilise (1.32) en s =1 :
TA+0)—T(—0)=-Y = —pL.
Pour déterminer T'(I + 0), on utilise (1.34) en y =1
T(1+0) =p(l - L).

On en déduit que
T(l—0)=pL+T(1+0)=p(L+1—L)=npl
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Ainsi, selon (1.35), on a
vy € [0, T(y) = py.
Conformément a la section 1.2.5, on a 7'(0) = 0.

(1.36)

Enfin, pour calculer M, on peut intégre I’équation (1.30) entre y et L pour tout y € [0, L] (ce qui

est légitime puisqu’aucun couple ponctuel n’est appliqué sur [0, L]),

L
M(L) - M(y) = —/ T (z)dx.

On reprend chacune des équations (1.34) et (1.36) et, puisque M (L) est nul :

L L
vy e[l I, M@»=/ ﬂ@m:i/pu—wazﬁux—mﬂsz

2 =y
soit
p
De méme,
L
vy, M)~ [ T,
y
l L
:/ p:zda:+/ p(z — L)dz,
Y l
P o 2 p 2
= (I - —=(l-1L
b2yt -La-rp,
zg(lQ—yQ—ZZ—LQ—i—%L),
p 2 2
== (—y*—L“+2IL).
5 (v +2IL)
On a donc

vyel0,l], My) =%y’ + L —2L).

(1.37)

(1.38)

Ce qui fait la difficulté de ces calculs réside dans la discontinuité de 7' en [. Pour des cas sans

forces ponctuelles, les calculs se ménent plus facilement.

EXEMPLE 1.17. On considére une poutre rectiligne au milieu de laquelle, on n’applique qu'un seul
couple ponctuel, My # 0 en xg. D’aprés la proposition 1.12 appliquée avec Ny = Ty = 0, il vient

N(SQ—I-O)—N(S()—O):O,
T(So-l—O) —T(So —O) =0,
M(80+0)—M(80—0):—M0.

D’autre part, le cas particulier (1.26¢) fournit au sens des distributions (ot H est la fonction de

Heaviside et ¢ la «fonction» Dirac, voir annexe C, section C.3) :

dT'(xz)
de 0,
dN(z) _
a0
dﬂgf) 4 T(z) + m(z) = 0.

UTBM  Automne 2004 notes de cours de 'UV MQ41

Jérome BASTIEN



1.3. LES EQUATIONS D’EQUILIBRE LOCAL EN RDM POUR LES POUTRES PLANES 21

m = %M@H(l‘ —x0) = Myd(x — xp).
On a donc
T(x) = T(0),
N(z) = N(0),
M(CB) = —T(O)JL‘ — M(O) — M()H(x — .1‘0).

1.3.3. Cas des poutres circulaires

On suppose maintenant que la poutre étudiée est circulaire. Selon 'exemple C.3 page 160 de
Pannexe C, on peut paramétrer par 'angle 6 (voir figure 1.14).

F1G. 1.14. La structure circulaire étudiée

Selon équation (C.8) de 'annexe C, on a
ds = Rd6. (1.39)

Ainsi, selon les notations (1.16) et (1.17), une portion élémentaire de poutre délimitée par les points

G(0) et G(8 + df) (voir figure 1.15) est soumise, en plus des forces et des couples ponctuels, a une
— —

force infinitésimale df et & un couple infinitésimal dC' tels que

df = R(q(0)us(0) + p(0)uy (6))do, (1.40a)
dC = Rm(0)u.do. (1.40D)

D’aprés (1.39) et I’équation (C.9) de 'annexe C, la propriété 1.9 devient ici :
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F1G. 1.15. Une portion élémentaire de poutre circulaire délimitée par G(0) et G(6 + df)

PROPOSITION 1.18. Awec les notations précédentes, nous avons les trois équations d’équilibre local

suvantes :

dz—ee) + N(0) + Rp(0) = 0,
AN (6)
— ~ T(0) + Ra(6) =0,
M ()

(1.41a)
(1.41b)

(1.41c)

REMARQUE 1.19. Les équations (1.41) seront utilisées souvent dans le chapitre 4 ; elles permettent,
en effet, de déterminer par intégration ou dérivations, les trois efforts de la RDM, N, T et M a partir
d’un seul de ces trois efforts. Généralement, on déterminera le plus simple d’entre eux a calculer, T’

ou V.

REMARQUE 1.20. Attention, certains auteurs utilisent pour les poutres circulaires les vecteurs
polaires u,(0) et ug(@) (voir figure 1.16).

Avec ces conventions,

UTBM  Automne 2004

le repére local (direct) considéré est (u,(0),ug(0), z),
Peffort normal est N(0)u,(0),

Peffort tranchant est T'(6)ugy(0),

le moment fléchissant est M (6)z,

la densité linéaire de force est R(q(6)ur(6) + p(0)ug(6))do,

la densité linéaire de moment est Rm(0)u.df.

notes de cours de 'UV MQ41
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F1G. 1.16. La structure circulaire étudiée avec les vecteurs polaires u,(6) et ug(6).

Alinsi, par rapport aux conventions que nous avons choisies, les équations d’équilibres sont valables
a conditions de changer

T(6) en —T(0), (1.43a)
p(0) en —p(0). (1.43b)

Ainsi, avec les conventions (1.42), les équations (1.41) deviennent :

O N ) + Roto) =0, (1.44a)
%go) +T(0) + Rq(6) =0, (1.44D)
O RT(9) + Rm(6) =0, (1.44c)

C’est avec ces conventions que 1’étude de I'annexe H, donnée en examen de MQ41, est valide. On
attendra d’avoir étudié le chapitre 4 pour étudier I’annexe H.

1.4. Etude des sollicitations simples

En vertu du principe de superposition, une sollicitation composée est la somme de sollicitations
simples, étudiées dans cette section (voir leur définition dans le tableau 1.1 page 24, ou sont indiqués,
pour chaque sollicitation simple, les efforts de la RDM non nuls). On donne quelques résultats pour
une sollicitation composée quelconque en section 1.5.

Pour chacune de ces sollicitations, on rappelle la définition et la validité, la distribution des
déformations et des contraintes.
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type de sollicitation efforts non nuls de la RDM ‘
traction/compression simple | effort normal (V)

flexion moment fléchissant (M, et M)

cisaillement effort tranchant et moment de flexion (7}, , T, M, et M)
torsion libre moment de torsion (M;)

TaB. 1.1. Définitions des différentes sollicitations simples.

1.4.1. Etude de I'effort normal (traction/compression simple)

DEFINITION 1.21. La section droite d’'une poutre est soumise & l'effort normal (compression ou
traction simple) lorsque le systéme des forces appliquées a gauche se réduit en son centre de gravité
G, a une force paralléle a la tangente a la fibre moyenne Gzx.

L’état des contraintes est caractérisé par la matrice

o] =

o o w=z

00
00}, (1.45)
00

ou N est Deffort normal et S 'aire de la section. La contrainte normale est donc uniforme dans la
section.
D’aprés (1.4), 'état des déformations est caractérisé par

N
ors ON 0
[5] = 0 — ES ON 9
v
0 0 %3

EXERCICE 1.22. La partie utile d’'une éprouvette pour un essai de traction est un cylindre de
section droite Sy = 100 mm?. On applique un effort de traction égal & F' = 32000 N.
Déterminer le tenseur des contraintes au sein du milieux.

ELEMENTS DE CORRECTION DE L’EXERCICE 1.22
D’aprés (1.45), on a un état de contrainte uniforme dans la section :

c 0 0
[c]=(0 0 0], (1.46)
0 0 O

F
o = — = 320 MPa. (1.47)

1.4.2. Etude du Moment fléchissant (flexion)

DEFINITION 1.23. Il y a flexion pure lorsque le systéme des forces appliquées a gauche se réduit a
une composante de moment située dans la section (M = My7+MZ7, N=T,=T,=0et M; =0).

Si de plus, 'effort tranchant est non nul, la flexion est simple.

Lorsque la flexion est aussi soumise & un effort normal (N # 0), la flexion est dite composée.
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Si le moment fléchissant est dirigé parallélement a un axe central d’inertie de la section, la flexion
est dite droite, sinon elle est déviée ou gauche.

Les trois premiers cas sont résumés sur la figure 1.17 :

(a) (b (c)
F1G. 1.17. Les différents cas de flexion : flexion pure (a), flexion simple (b), flexion

composée (c).

Si Deffort tranchant est nul, I'état des contraintes au point de la section de coordonnée (y, z) est
caractérisé par la matrice

n100
N M, M
[ﬂ:()oo,mm=§—jy+ﬁa (1.48)
0 00 z v

ot N est l'effort normal, S est l'aire de la section, M, et M, sont les moments fléchissants et I, et I,
les moments d’inertie de la section par rapport aux axes y et z (cf. section 1.2.4).

REMARQUE 1.24. La formule (1.48) est parfois présentée dans le cas de la flexion pure, mais reste
valable dans le cas d’une flexion composée (mais sans effort tranchant).

D’aprés (1.4), 'état des déformations est caractérisé par

7 0 0 N M M,
e]=10 -4 0 ,oﬁnlzg— Izy—l—I—yz.
0 0 -4 ? 4

On appelle 'axe neutre de la section, le lieu des points de contrainte (normale) nulle, d’équation

N M, M,
— — —2z=0.
ST LYTT?
EXERCICE 1.25.
y R,
— B F

La poutre étudiée et représentée ci dessus est soumise & une force ponctuelle d’intensité F' ap-
pliquée en A et est encastrée en B. On choisira les conventions d’orientation et d’axe de la poutre
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comme indiqué sur la figure (les axes locaux de la poutre sont semblables aux axes globaux). On note
respectivement R_E; et fg la résultante et le moment de la réaction d’appui au point B.

1°) Calculer R—B> et ITE;

2°) Calculer les efforts de la RDM dans la poutre.

3°) La poutre a une section rectangulaire de largeur b constante et de hauteur variable h(z), ou x
est 'abscisse (voir figure 1.9). Calculer la contrainte normale maximale en tout point de la poutre, en
fonction de I'abscisse .

4°) On souhaite que la hauteur h(x) soit choisie de telle fagon que, quelle que soit la section droite
considérée, la contrainte |o|pax soit égale & une constante oy > 0 donnée. Calculer et représenter h.

ELEMENTS DE CORRECTION DE L'EXERCICE 1.25
1°) Dans le repére (z,y,2), on a

Rg = (0.F),
Tp=FI7.
2°) Pour tout z € [0,!], on a
N(z) =0,
T(x) = —F,

M(z) = —F(l — z).

3°) D’aprés (1.48) et ce qui précéde, pour tout (x,y, z),

M| | M(x)
|U({E,y,2)|—‘ Iz y‘_‘ Iz ‘
D’ot, pour tout x,
F(l —x)h(z)
Omax(2)| = —————=,
| max( )| 2Iz
o h(x) désigne la hauteur de la section (cf. figure 1.9). D’aprés (1.5), il vient
6F(l —x)
|O'max($)‘ = W, (149)

ou b désigne la largeur de la section.
4°) Puisque |omax(z)| = 09, il vient selon (1.49)

h(z) = /6F(blag x)

1.4.3. Etude de I'effort tranchant (cisaillement)

DEFINITION 1.26. La section droite d’une poutre est soumise & une sollicitation d’effort tranchant
—
lorsque le torseur des efforts de la RDM se réduit & une force 7' située dans la section droite et un
moment de flexion (N =0 et M; = 0).

Les efforts tranchants T), et T, jouent un role similaire et on peut supposer le probleme plan avec
T, =0et M, = 0. Dans le cas général, d’aprés le principe de superposition, on étudiera la somme des
deux états définis par (T, #0, T, =0, M, #0et M, =0) et (T,, =0, T, # 0, M, =0 et M, #0).
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REMARQUE 1.27. Attention, les résultats présentés ici n’obéissent pas au principe de Bernoulli, qui
doit étre ici remplacé par le principe de Bernoulli généralisé, qui autorise un gauchissement des sections
planes de la poutre non déformée. Néanmoins, les résultats permettent d’approcher correctement la
valeur de la contrainte tangentielle maximale.

On ne présente ici que le cas de poutres a section pleine et massive. Dans le cas de profilés minces,
les formules sont a peine plus compliquées (pour les tubes circulaires, consulter par exemple [Lar88|).

On fait ’hypothése que la contrainte tangentielle t3 ne dépend que de y dans la section (dans la
direction de l'effort tranchant appliqué, voir figure 1.18)

> yTV

t %AAA

S WM AL
b(y) y

F1G. 1.18. L’effort tranchant et la contrainte t3

L’état de contraintes au point de la section de coordonnée (y, z) est caractérisé par la matrice

My Typly)
L L.b(y)
0] = | Tyn(y) , (1.50)
L.b(y) o0
0 0 0

o (y) est le moment statique de la partie de la section ¥ située au dessus de la cote y (correspondant
a la partie hachurée sur la figure 1.18), dont on rappelle 'expression

u(y) = /Zde, (1.51)

et b(y) est la largeur de la section a la cote y (voir figure 1.18).
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D’aprés (1.4), 'état des déformations est caractérisé par

M.y Typ(y)
EI.  2GLb(y)

€] = Typ(y) vM.y 0
2GI,b(y) EI,
vM,y
0 0
ET,

REMARQUE 1.28. Dans ce cas, les résultats présentés violent les principes de la MMC (aux bords,
les contraintes tangentielles devraient étre nulles). Néanmoins, les résultats permettent d’approcher
correctement la valeur de la contrainte tangentielle maximale.

EXERCICE 1.29. On considére une section de poutre rectangulaire de largeur b et de hauteur h
soumise au seul effort tranchant 7" = T, (voir figure 1.19). Calculer la répartition des contraintes
tangentielles dans la section.

Ty

t AMMAMMAMMA
IRNARRNRRRNARHN

Fi1ac. 1.19. L’effort tranchant et la contrainte ¢35 dans une section rectangulaire

ELEMENTS DE CORRECTION DE L'EXERCICE 1.29
Selon (1.50), la seule contrainte tangentielle non nulle est égale a (avec les conventions de la figure
1.19)

Typ(y)
t(y) = t3 = 2L,
(y) 3 .b(y)
On a déja vu que
bh?
I,=—.
12

D’autre part, on a successivement, selon (1.51),

Ainsi
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1.4.4. Etude du moment de torsion (torsion libre)

DEFINITION 1.30. La section droite d’une poutre est soumise & une torsion libre lorsque, parmi
les efforts de la RDM, seul le moment de torsion M; est non nul.

Le probléme de la torsion est complexe et la théorie élémentaire de la RDM ne conduit a des
solutions assez précises que dans le cas des poutres droites & sections circulaires, massives ou creuses
ou & sections droites tubulaires minces fermées. Dans ces rappels, on n’évoquera que le premier cas
(la section étudiée correspond & I'une des deux sections de la figure 1.10, page 13). Pour le second cas,
ainsi que pour une approche plus compléte, on pourra consulter [Lar88].

La seule contrainte non nulle qui s’exerce sur une facette de section droite est une contrainte
tangentielle ¢ dirigée suivant la normale au rayon vecteur (voir figure 1.20).

Ainsi, avec les notations de Lamé, seules les composantes to et t3 du tenseur des contraintes sont
non nulles.

Fi1G. 1.20. La contrainte tangentielle en torsion libre

Elle ne dépend que de la distance au centre r et vaut :

M,
t(r) = -, (1.52)
Jp
ou J, est 'inertie polaire de la section, définie par
J,= / r2dS. (1.53)
S
Dans le cas particulier de la section pleine (figure 1.10a), elle vaut
R4
J, =1 (1.54)
2
et pour la section creuse (figure 1.10b), elle vaut
T (pd 4
Jo=3 (R, — Ry). (1.55)

EXERCICE 1.31. On considére une section de poutre circulaire pleine, de rayon R et soumise au
seul moment de torsion M;. Calculer la répartition des contraintes dans la section.
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ELEMENTS DE CORRECTION DE L’EXERCICE 1.31
Selon (1.52), il vient
rM,
J,
ou J, est défini par (1.53). Dans le cas particulier d’une section pleine (figure 1.10a), elle vaut selon
(1.54),

R4
Jp —
On a donc
2’]”Mt
t = .
(’r) 7TR4

1.5. Etude des sollicitations composées

Une sollicitation quelconque peut toujours se décomposer en la somme d’un effort normal, d'un
moment fléchissant, d’un effort tranchant et d’un moment de torsion. Pour obtenir les contraintes et
les potentiels dans le cas général, on additionne, d’aprés le principe de superposition, les résultats des
sections (1.4.1), (1.4.2), (1.4.3) et (1.4.4).

Pour les contraintes, on utilise les formules (1.45), (1.48), (1.50) et (1.52). Ainsi, dans le cas le
plus général, on a, pour la contrainte normale

N M. M,
ny=-—=— —z
I L

En revanche, pour la contraintes tangentielles, on n’a pas de formule générale, puisque les données des
contraintes tangentielles définies par (1.45), (1.48), (1.50) et (1.52) ne s’expriment pas dans le méme
repere.

1.6. Un mot sur l'aspect isostatique des structures étudiées

On donnera au cours du chapitre 3 la définition d’une structure hypostatique, isostatique et
hyperstatique (cf. section 3.3, page 56).

Dans ce chapitre de révision, on se contentera d’étudier des structures isostatiques, pour lesquelles
on rappelle que ’équilibre suffit & déterminer totalement les efforts de la RDM : grosso modo, pour
les problémes plans, il suffit qu'une structure ait moins de trois degrés de liberté bloqués pour étre
isostatique. Pour les problémes spatiaux, il suffit qu'une structure ait moins de six degrés de liberté
bloqués pour étre isostatique.

Pour les structures hyperstatiques, nous verrons au cours du chapitre 3 comment les théorémes
énergétiques permettent de lever cette hyperstaticité.

1.7. Déplacement des sections droites dans le cas de poutres planes

Dans cette section, on rappelle quelques résultat permettant de déterminer, par méthode directe®,
les déplacements des sections des poutres planes étudiées et donc les fléches maximales.

6qui s’opposent aux méthodes énergétiques, étudiées au cours des chapitres 3 et 4.
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Ces formules s’appuient sur les formules plus générales, qui sont valables pour des poutres quel-
conques, planes ou gauches. Pour ne pas encombrer ce chapitre, les formules de Bresses sont rappelées
en annexe D.

La formule D.4c page 166 de 'annexe D se simplifie dans le cas ot I'on ne s’intéresse qu’a la fléche
transversale (supposée étre la plus importante, cf. figure 1.21). Elle s’écrit

y

V() état déformé de la poutre

!
S «

abscisse x état initial de la poutre

Fi1G. 1.21. Fléche transversale d’une poutre droite a plan moyen.

d*v M d ( T ) (1.56)

w29 =5 w\as

ot 'on rappelle que G est le module de Coulomb et S la section réduite d’effort tranchant (définie
dans ce cours pour des sections pleines et massives : cf. (3.21) et (3.22) page 54).
Si S et G ne dépendent pas de x, on obtient

A’V M P
= - 1.57
2" = B @S (1.57)
ou p est la densité linéique de charge transversale a la fibre moyenne (voir section 1.3).

En négligeant la déformation d’effort tranchant, on a
d*V M

—(2) = == 1.58

@™ = Er (1.58)

ce qui permet de trouver la déformée de la poutre, connaissant M.
Si I'on connait T" ou p, la densité linéique de charge transversale a la fibre moyenne, on peut aussi,
en utilisant (1.27), dériver (1.58) pour obtenir I’équation différentielle

a3V T

W(ﬂﬁ) =T (1.59)
ou

v D

@(1‘) = (1.60)

a laquelle on rajoute les conditions aux limites.

1.8. Finalité de la résistance des matériaux

L’ingénieur étudiera une structure donnée; elle est définie par
— sa géométrie (sections, inerties, ensemble de poutres, éventuellement coques et plaques) ;
— ses caractéristiques mécaniques (modules d’élasticité des poutres, coefficients de Poisson ...);
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— ses conditions aux limites (appuis simples, encastrement, rotules ...);

— les différents chargements auquels elle est soumise (tabulés ou expérimentaux, avec d’éventuels

coefficients de sécurités).

Grace a tous ces éléments, 'ingénieur détermine les différents efforts de la RDM dans I’ensemble
de la structure, & la main, ou le plus souvent avec un logiciel. I1 détermine alors les déformées de
chacun des éléments de la structure et donc les fléches maximales ainsi que les contraintes maximales
(normales et tangentielles).

La structure devra vérifier les deux conditions suivantes pour étre correctement congue :

— les contraintes maximales devront étre inférieures a des contraintes seuil (qui dépendent du

matériau utilisé)

— les fleches maximales devront étre inférieures a des fléeches réglementaires.

D’autres types de calculs peuvent aussi étre envisagés, comme ’optimisation de structure : dé-
terminer quelle structure peut résister a un chargement donné, tout en minimisant la masse d’acier
utilisée ou les inerties, par exemple.
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CHAPITRE 2

Cercles de Mohr

Rappelons dans ce chapitre la définition et 1'utilisation du cercle de Mohr. On étudie d’abord le
probléme spatial (section 2.1) puis le probléme plan (section 2.2).

Ce chapitre se trouve dans la partie 1, consacrée aux matériaux élastiques linéaires en petites
déformations, mais, en toute rigueur, la notion de cercle de Mohr ne dépend pas de la nature de la loi
de comportement du matériau étudié.

On pourra consulter [Duv90]. On pourra aussi consulter un exemple de probléme sur les cercles
de Mohr en annexe E (donnée en examen médian a I’Automne 2003).

Pour une étude plus mathématique de la diagonalisation d’une matrice ou d’un tenseur, on pourra
aussi consulter les 16 a 20 de [Bas68], le polycopié¢ [Bas03] ou le sujet de final de MT31 (Automne
2003), disponible sur le web a I'adresse http://utbmjb.chez-alice.fr/UTBM/index.html

2.1. Probléme tridimensionnel

On se place en un point M (d’un milieu continu) fixé. On exprime le tenseur des contraintes [o]
dans le repére (z,y, z) principal ; dans ce repére, on a un tenseur diagonal :

01 0 0
ol={0 o2 0]. (2.1)
0 0 o3

Les contraintes o1, 09, o3 sont les contraintes principales, ne dépendant que du point M et non du
repére (x,y,z) (puisqu’elles correspondent aux valeurs propres d’'un endomorphisme de R3).
On considére une facette, centrée en M et orientée par le vecteur normal 7 (cf. figure 2.1).

z

F1Gc. 2.1. Une facette dans l'espace

On appelle & le vecteur contrainte supportée par la facette (si celle-ci est de surface élémentaire
ds, elle est soumise a la force élémentaire o’ds). On appelle ¢ et 7 la contrainte normale et la
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contrainte tangentielle supportée par la facette, c’'est-a-dire les projections respectives de @ sur la
normale 7 et sur la plan de la facette (attention, I'une est scalaire, lautre est vectorielle). On a donc

T =0n+T, (2.2)
c=7.7. (2.3)

On pose
T=|7]. (2.4)

Ainsi, & chaque normale correspond une unique contrainte o, & laquelle on associe un unique
couple de réel (o,7) (attention, par définition o est de signe quelconque et 7 est positif ou nul). Le
scalaire o correspond a une contrainte de traction ou de compression et le scalaire T correspond a
I'intensité d’une contrainte de cisaillement (on verra en section 2.2 que dans les problémes plans, on
peut définir un signe pour 7).

Le principe du diagramme de Mohr est de représenter graphiquement, de fagon plane, 1’évolution
du couple de scalaires (o,7) quand 7 varie (c’est-a-dire quand la facette tourne autour du point M).

Les composantes du vecteur 7 (par rapport au repére (x,%, 2)) sont notées

n
w=|no|. (2.5)
n3
Puisque 70 est unitaire, nous avons
n? +n3+ni+ =1 (2.6)
D’autre part, on rappelle que
o =[o]7. (2.7)
D’aprés (2.2), (2.3) et (2.4) et le théoréme de Pythagore, on a
c=707.7, (2.8)
=7 - o2 (2.9)

Bref, & tout triplet de réel nq, ne, n3 vérifiant (2.6), on peut associer un unique couple (o,7) € Rx R 4
défini par (2.7), (2.8) et (2.9). Compte tenu de (2.1), on vérifie aisément que
nioy
_
o = Nn202 ’
ng3os

et donc que (2.7), (2.8) et (2.9) sont équivalents a

o1n? + o9n3 +o3ni =0 (2.10)
oin? + oini + oani = o + 72 (2.11)

Il est clair que (2.6), (2.10) et (2.11) sont équivalents au systéme matriciel

1 1 1 n? 1
2| —
o1 02 03 ns | = o . (2.12)
0% 0% 0:.% n% o2+ 12

Ainsi, & tout triplet de réel (n1,n2,n3) on peut associer un unique couple (o,7) € R x R4 défini par
(2.12).
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2.1. PROBLEME TRIDIMENSIONNEL 35

On cherche Iensemble des couples (o,7) € R x R vérifiant (2.12) quand (nj,ng,n3) décrit R3
(les trois réels (o1, 02, 03) sont fixés). On se donne donc maintenant (o,7) € R x R4 et on cherche une
condition nécessaire et suffisante pour qu'il existe (o,7) € R x R vérifiant (2.12), qui fait intervenir
une matrice de Vandermonde. On cherche donc maintenant & exprimer ni, ng et ng en fonction de
(o,7) grace a (2.12).

La matrice de Vandermonde peut s’inverser ainsi !

: on introduit le polynéme du second degré
P(x) = 2* + ax +b.

On multiplie la premiére ligne de (2.12) par b, la deuxiéme ligne de (2.12) par a et la troisiéme
deuxiéme ligne de (2.12) par 1; par sommation, il vient

n32P (o1) + n3P (09) +niP (03) =7+ P (0). (2.13)
Pour éliminer ny et n3 de cette équation, il suffit de choisir P tel que P (02) = P (03) = 0, c’est-a-dire
P(z) = (z — 09) (x — 03) . (2.14)
D’aprés (2.13), on donc
n? (o) — 09) (01 — 03) = 72 + (0 — 09) (0 — 03) .

Par permutation circulaire, on obtient donc

n3 (o1 — 03) (01 —03) =72+ (0 — 02) (0 — 03) ,
n3 (o2 — 1) (09 —03) =12 + (0 — 01) (0 — 03) (2.15)
n3 (03 —01) (03 —02) =12+ (0 — 01) (0 — 02),

systéme équivalent a (2.12). Puisqu’apparaissent les quantités o1 — 09, 01 — 03 et 09 — 03, on a une
discussion sur les valeurs relatives de o1, o2 et g3. Sans perte de généralité, on peut supposer que 'on
a choisi les directions principales telles que

o1 < 02 < 03.
Attention, parfois la convention contraire est choisie!
2.1.1. Premiercas: 01 < 03 < 03
Ainsi, (2.15) est équivalent a

( 22 724 (0 — 02) (0 — 03)
! (01— 02) (01 — 03)

)

s T+ (0—01)(0—03)

" o) (2 —3) 210

g 24+ (00— 01) (0 — 09)

"7 (o5 —01) (03 — 02)

] existe une autre méthode, plus rapide, fondée sur 'utilisation du polynéme d’interpolation de Lagrange : voir, le
cas échéant, le TD de MT40 ou [BMO3]. Un peu de reflexion nous montre qu’en fait cette méthode est similaire a celle
utilisant les polynomes de Lagrange. Nul en o2 et o3, le polynéme P, défini par (2.14), est proportionnel au polynoéme
de Lagrange [y défini par rapport au support {o1,02,03}.
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Puisqu’apparaissent des carrés a gauche, les nombres nj ny et ng existent si et seulement si les quantités
de droite sont positives, c’est a dire, compte tenu de o1 < 09 < 073

2+ (0 —03) (0 — 03) >0,
2+ (0 —01) (0 —03) <0, (2.17)
724 (0 —01) (0 — 09) > 0.

On remarque, que dans le demi-plan (o, 7) correspondant & 7 > 0, I'équation
24 (0— X,) (6 — X3) =0,

correspond a un demi cercle centré sur I'axe x et passant par les points de coordonnées (0, X,) et
(0, Xp). Ainsi (2.17) définit dans le demi-plan (o, 7) correspondant & 7 > 0 une région, constitué de
Iintersection de trois régions, délimitée chacune par un demi-cercle. On note C le demi cercle passant
par les points (0,02) et (0,03) d’équation

2+ (0 —09) (0 — 03) =0, (2.18)
(5 le demi cercle passant par les points (0,01) et (0, 03) d’équation

2+ (0 —01)(0c—03)=0, (2.19)
et C5 le demi cercle passant par les points (0,01) et (0,09) d’équation

2+ (0 —01) (0 —03) =0. (2.20)

La région M est représentée sur la figure (cf. figure 2.2). Elle est délimitée par les trois demi
cercles C, Cs et C'3 appelés tricercle de Mohr. Ces trois demi cercles sont entiérement définis & partir
des valeurs des contraintes principales o1, o9 et o3.

T
région M ] (
<~——demi-cercle C2
C 3% - o
I I I
(51 (52 03 (&}

F1G. 2.2. Le tricercle de Mohr dans le cas oll 01 < 09 < 03

Conventionnellement, on représente sur cette figure le vecteur dont les coordonnées sont (o, 7) et
qui représente le vecteur contrainte. Quand la facette tourne autour du point M, ce vecteur décrit
donc la région M.

On peut remarquer que, d’aprés (2.16) et (2.20) P appartient a Cj si et seulement si ni = 0,
c’est-a-dire si et seulement si le vecteur 7 appartient au plan dirigé par (z,y). On exploitera ce
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résultat plus précisément en section 2.2. On retiendra que 7 appartient au plan dirigé par (z,y) si et
seulement si P € (5.

De méme, P appartient a Co (resp. C1) si et seulement si 7 appartient au plan dirigé par (z, z)
(resp. (y,2)). Ainsi P € C1NCo, si et seulement si 7 est porté par I'axe z. Graphiquement C; NCy est
le point de coordonnées (o3,0). On retrouve donc le fait que la direction z correspond a la direction
principale associée & o3 ; dans ce cas, on a bien ¢ = o3 et 7 = 0; ’état de contrainte est une traction
ou une compression pure.

Par ailleurs, sur la figure 2.3, on constate que, pour tout point P de la région M, on a

Ainsi 01 et o3 correspondent aux contraintes normales extrémales ; elles sont atteintes sur les directions
principales x et z. De méme, graphiquement, on constate que, pour tout point P de la région M, on a
03 — 01

2
La contrainte normale correspondant a ce point (noté A sur la figure 2.3) vaut

o3 + 01
> .
-
A
Tmax T/
\ \ g
_ o3+o _
Omin = O} 02 25 Omax = 03

FiG. 2.3. Extremums des contraintes

Puisque le point correspondant A appartient au demi cercle Cs, le vecteur 7 correspondant
appartient au plan dirigé par (z, z). On peut montrer a partir des formules (2.16) que, pour le point
A,

ng = 0 et n1 = £ng.

La contrainte maximale tangentielle est donc obtenue pour un vecteur 7 porté par la bissectrices des
deux directions principales correspondant aux contraintes principales extrémales.

Cela explique par exemple, pourquoi lors d'un essai en traction, le plan de cisaillement maximal
(le plus fragile) le long duquel se provoquent les ruptures est en dents de scie (cf. figure 2.4). On
pourra consulter 'exercice 1.22 page 24 du chapitre 1. et I'exercice 2.2 page 42.

Le cercle de Mohr permet donc d’avoir accés & un certain nombre de renseignements sur I'état
des contraintes en un point et ce, de fagon graphique ou analytique.
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Fi1G. 2.4. Plan de cisaillement maximal

2.1.2. Deuxiéme cas : 01 = 03 < 03

Le demi cercle C3 est réduit & un point et la région M est réduite au demi cercle Cy (égal & Cy),
c’est-a-dire :

P
(0,7 demi-cercle C2

I
c,=0, G, ©

F1G. 2.5. Le tricercle de Mohr dans le cas ol 01 = 09 < 03

Si on appelle ¢ I'angle entre la 7 et la direction principale z (cf. figure 2.6), on admet que cet

N
angle se retrouve sur le cercle de Mohr (cf. figure 2.5), égal a 'angle (AC', AP))).
On retrouve des propriétés concernant les contraintes extrémales analogue au premier cas.

Fic. 2.6. L’angle ¢

2.1.3. Troisiéme cas : 01 = 0y = 03

Le diagramme de Mohr est réduit & un point (cf. figure 2.7)
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I
T

6,=6,=6; O

F1G. 2.7. Le tricercle de Mohr dans le cas ol 01 = 09 = 03

. . — . . . . ., . . . .
Dans ce cas, toute direction 7m0 est direction principale, associée a la contrainte principale o1. Le
tenseur des contraintes est diagonal :

oo 0 0
ol={0 o1 0]. (2.22)
0 0 o1

Quelle que soit 'orientation de la facette, la contrainte normale est égale & o1 et la contrainte tangen-
tielle est nulle. C’est le cas de la pression hydrostatique.

2.2. Probléme bidimensionnel

En reprenant ’état de contrainte spatial, on a, pour o3 = 0,

01 0 0
[U] = 0 09 0
0 0 O

C’est le cas de la surface libre d’un solide exempte de contrainte ou de plaques minces chargées dans
leur plan.

Le vecteur contrainte o appartient au plan (z,y) et on peut paramétrer le vecteur 7 par I’angle
0= (?,\W), comme indiqué sur la figure 2.8. Dans ce cas, on peut aussi définir les grandeurs o et T
de facon algébrique.

FiG. 2.8. Une facette dans le plan

Dans le plan (z,y), on considére un repére (77, ?) direct (cf. figure 2.9).
On écrit
T=om+Tt, (2.23)

et on cherche I’évolution du couple (o, 7) quand 6 décrit [0, 27].
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_
Yy g
T —
N\ Y
t n o

\ 0

&l

FiG. 2.9. Une facette dans le plan

Dans le repére (z,y, z), on a toujours

ce qui implique

Compte tenu de

— . -
=cosfn —sinf t,

sin 7 + cos 07,
il vient

T = (01 cos? 0 + o4 sin? 9) T + (09 — 01) cos O sin 97,

ce qui implique

0 = 01 cos? 0 + oy sin? 0,
7= (09— 01)cosfsinb ;

En utilisant les lignes trigonométriques de l’arc double

1
cosfsinf = — sin 20,

1
cos® 6 = 3 (cos20 +1),

sin?f = — (—cos20 + 1),

N —

on a donc

1 1
o=3 (o1 +02) + 3 (o1 — 032) cos 20,

(2.24)
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et

1
T=3 (o9 — 01)sin 26. (2.25)

Le systéme (2.24)-(2.25) est équivalent a (2.23). On suppose que
oy < 01. (2.26)

Attention, parfois la convention contraire est choisie! Ainsi, (2.24)-(2.25) est équivalent a
1 1

o=3 (014 02) + 3 (o1 — 039) cos(—26), (2.27)
_— % (01 — o9) sin(—26). (2.28)

Dans le plan (o, 7), on note €2, le point de coordonnées ((o1 + 02) /2,0) et P le point de coordonnées
(o, 7). Ainsi, (2.27)-(2.28) est équivalent a

ab - R (cos(—20)> 7

sin(—26)
ou
R:%(Ul_UZ) > 0.
On a donc
—20 = ((2—C’/>,E—]>3) [27]. (2.29)

Quand 6 décrit R, le point P décrit donc le cercle de Mohr C' (cf. figure 2.10 page 41) Sur cette
figure, ona o >0,7<0et 8> 0.

Fi1ac. 2.10. Le cercle de Mohr plan

Comme dans la section 2.1, on a donc montré que le point représentatif de 1’état de contrainte
associé a une facette définie par I'angle 6 décrit le cercle C. De plus, on a montré que I'angle 6 se
retrouve sur ce cercle de Mohr (selon (2.29)). D’aprés (2.29) et compte tenu de la propriété de I'angle
au centre,

—_— —

—0 = (AC,AP) [2n]. (2.30)
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Sur la figure 2.10, on constate que 1’état de contrainte tangentielle maximale correspond a 20 =
+7/2, soit § = +7/4; on retrouve donc le fait que cette facette est dirigée par l'une des deux
bissectrices de = et de y.

REMARQUE 2.1. Les propriétés (2.29) et (2.30) sont fondamentales; elles permettent de caracté-
riser, de fagon purement géométrique, I’état de contraintes sur la facette définie par I’angle #. En TD
et en TP, on s’efforcera, pour les interprétations géométriques, d’exploiter au mieux ces propriétés,
sans faire de calculs.

EXERCICE 2.2. On reprend 'exercice 1.22 page 24 du chapitre 1.

On considére, au sein du milieu, une facette quelconque de normale 7 faisant un angle o avec la
fibre moyenne. Au cours de I'essai, quelle est la valeur maximale atteinte en module pour la contrainte
tangentielle subie par cette facette (quand « varie) ? Pour quelle valeur de o ?

ELEMENTS DE CORRECTION DE L’'EXERCICE 2.2

Vu la forme de I'état de contraintes (1.46), on peut se placer dans le cas de la section 2.1 avec
01 =09 =0 < 03 = 0 ou dans le cas de la section 2.2 avec 09 = 0 < 01 = 0. On choisit de se placer
dans le dernier cas.

Ainsi, avec les notations de la section 2.2, on peut se placer dans tout plan passant par la fibre
moyenne avec a = . Ainsi, selon (2.25) avec

oy =0,

o1 = 0o,
il vient

|7| = =0 |sin 20|

Cette valeur est maximale pour

a %,
et la module de la contrainte tangentielle correspondant est égal &

1
| Tmax| = 50

C’est ce qui explique 'allure en dent de scie de la figure 2.4 page 38.
Avec la valeur numérique (1.47), on a

|Tmax| = 160 MPa.

EXERCICE 2.3. Voir l'exercice corrigé en annexe E.

UTBM  Automne 2004 notes de cours de 'UV MQ41 Jérome BASTIEN



Deuxiéme partie

Elasticité linéaire en petites déformations






CHAPITRE 3
Les théorémes énergétiques

3.1. Introduction

Pour déterminer les déplacements dans une structure, (ou pour lever I'hyperstaticité’ d’une struc-
ture, en utilisant une méthode déplacement), on peut utiliser les formules de Bresse (voir annexe D).
Cependant cette méthode est trés rapidement lourde quand la structure se complique.

Dans ce chapitre, on présente des théorémes qui permettent, en utilisant 1’énergie emmagasinée
dans une structure, de calculer des déplacements (mais aussi de lever 'hyperstaticité d'une structure).
Ces méthodes sont d’un usage plus agréable.

De plus, on verra, a la fin du semestre (introduction aux éléments finis) que les notions et les
méthodes énergétiques restent valables pour ’étude de systémes, dit & nombre de degrés de liberté
infinis (& 'opposé des structures, qui possédent un nombre fini de degrés de liberté).

Nous donnerons d’abord quelques résultats généraux sur 1’énergie (dans le domaine de la MMC
puis de la RDM) en section 3.2. Aprés avoir fait quelques rappels sur les notions d’hypostaticité,
d’isostaticité et d’hyperstaticité en section 3.3, nous donnerons les trois grands théorémes énergétiques
(théoréemes de Maxwell-Betti, de Castigliano et de Ménabréa) en section 3.4. Nous ferons quelques
remarques sur les théorémes vus (cf. section 3.5) puis nous donnerons, en section 3.6, un plan trés
succinct d’une méthode générale d’étude de structure.

3.2. Généralités

Dans cette section, nous présentons d’abord quelques propriétés dans le cadre de la MMC (section
3.2.1) puis nous nous restreindrons au cadre de la RDM (section 3.2.2).

3.2.1. Généralités dans le cadre de la MMC

On étudie un solide soumis a des forces extérieurs et reposant sur des appuis (cf. figure 3.1). On
supposera que
— Les forces extérieures sont appliquées progressivement de facon & n’induire que des déplacements
lents (transformations réversibles), sans accélération ;
— On se place dans le cadre de petites déformations;
— Le matériau est élastique linéaire ;
— Les appuis sont «parfaitsy, c’est-a-dire qu’il n’y a pas de frottements.

REMARQUE 3.1. On peut aussi étudier des solides dits auto-équilibrés, c’est-a-dire, sans aucune
condition aux limites, mais soumis & des forces opposées, qui le maintiennent équilibre.

1on précisera cette notion au cours de ce chapitre

45
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forces imposées (ponctuelles)

SN déplacement imposé

F1a. 3.1. Un solide élastique étudié

On admet le principe énergétique suivant, qui demeure trés général et qui traduit la conservation

de I’énergie d’un systéme :
AW, — AW; = AU. (3.1)

Ici,

e A désigne la différence des grandeurs entre ’état initial et I’état final ;

e IV, désigne le travail des forces extérieures;

e IV, désigne le travail des forces intérieures;

e U désigne I’énergie interne.

Outre la conservation d’énergie, (3.1) traduit aussi le fait que, seuls les états initiaux et finaux
importent, et ce, indépendamment des états intermédiaires.

En I’absence de frottements et d’apports de chaleur (qui sont étudiés dans le cadre de la thermo-
dynamique), 'énergie interne est constante et le principe (3.1) s’écrit

AW, = AW;. (3.2)
On donne les définitions suivantes :

DEFINITION 3.2. . On appelle une force généralisée, soit une force, soit un moment et dans les
deux cas caractérisée par son point d’application, sa direction d’action et son intensité.

Une force généralisée F; sera donc la composante dans une direction donnée de ’action extérieure
appliquée au point A;.

REMARQUE 3.3. Si la force appliqué est un couple seul (par exemple dans le cas d'un torseur a
résultante nulle) V'effet de ce couple est indépendant de son point d’application, qui, en toute rigueur,
n’a pas besoin d’apparaitre dans la définition 3.2. Cependant, ce point d’application est important,
car & chaque force généralisée, on associe un déplacement généralisé : celui du point d’application,
comme dans la définition suivante.

DEFINITION 3.4. On appelle déplacement associé a une force généralisée, soit le déplacement
(translation) du point d’application de cette force projeté sur I'axe de la composante de la force, soit
la rotation du point projetée sur 'axe du moment.

Dans les deux cas, le déplacement associé est algébrique et il peut étre positif (déplacement dans
le méme sens que la force) soit négatif (déplacement dans le sens opposé a la force).
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(a) cas d’une translation (b) cas d’une rotation

Fiac. 3.2. )\; : déplacement généralisé associé a la force F;, de point d’application A;.

Pour la suite, on note \; le déplacement généralisé associé a la force F;, dont le point d’application
est le point A; (cf. figure 3.2).
On peut alors montrer le

THEOREME 3.5 (théoréme de Clapeyron). Sile solide étudié, contraint & partir de l’état au repos,
est soumis a n forces généralisées extérieures (Fy),<;<, (qui peuvent étre soit des résultantes soit des
moments), appliquées auzx points (A;);<;<, €t associés auz déplacements généralisés (MNi)1<j<n, alors
lénergie (ou le travail) de ces forces est égale S

1 n
We =3 z; Fi)i. (3.3)

REMARQUE 3.6. L’énoncé de ce théoréme suppose que le solide est initialement au repos : ce solide
étant élastique, les déplacements et les contraintes dans ce solide sont nuls. On peut donc identifier
I’énergie des forces extérieures et la variation de cette énergie, puisqu’elle est initialement nulle.

REMARQUE 3.7. Ici, les forces extérieures en présence sont supposées étre ponctuelles. S’il s’agit
de densités volumiques, surfaciques ou linéiques de forces, il faut rajouter des termes intégraux.

REMARQUE 3.8. Dans I'équation (3.3), on a utilisé le symbole somme. Pour tout ce chapitre, on
utilisera la convention de sommation d’Einstein (voir section A.1 de 'annexe A, page 133). Avec cette
convention, on a

1
We =5 Fi\: (3.4)

DEMONSTRATION DU THEOREME 3.5. Cette démonstration permet de comprendre que la notion
d’énergie correspond a la notion usuelle «force x déplacement» et de saisir 'origine du facteur 1/2.

Par linéarité, on peut supposer que I'on applique une seule force F;, les autres étant nulles.

Le chargement appliqué a la structure est réversible et chaque force généralisée (résultante ou
moment) peut étre supposée croissante entre I’état initial elle vaut zéro (puisque qu'il est contraint a
partir de I’état sans contraintes, ou les forces sont nulles; cf. remarque 3.6) et 'état final ou elle vaut
F;. On peut donc écrire que, lors du chargement, on a

Fi(p) = pF, (3.5)
ou p croit de 0 & 1. On supposera, sans perte de généralité, que la force généralisée appliquée est une

résultante (voir figure 3.3). Notons p; le déplacement réel (ici une translation) du point A; qui passe de
la position A; initial & Aj final €t notons A; le déplacement généralisé du point A;. Ce déplacement croit
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Ai,ﬁnal

Aj initial

Fic. 3.3. Calcul du travail di a la force F;

lui aussi de zéro a sa valeur finale \; (puisque qu’il est contraint & partir de I’état sans contraintes, o
les forces et donc les déplacements sont nuls; cf. remarque 3.6). Le solide a un comportement élastique
linéaire et donc, lors du chargement, on a

1i(p) = piti, (3.6)

ou p croit de 0 & 1.

Ai Jfinal

u
Aj initial

Fia. 3.4. Calcul du travail di & la force F; sur le trajet élémentaire dy;.

Ainsi, pour le trajet infinitésimal? dy; (voir figure 3.4), le travail de la force Fj(p) est égal a :

dW = (Fi(p)v).duit,

— —
20n rappelle que si un point matériel, soumis & une force F', décrit un déplacement élémentaire dl, le travail

élémentaire de cette force vaut
—

—
dW = F.dl.
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ofl @ et ¥ sont deux vecteurs unitaires. Soit encore?, grace a (3.5) et (3.6),
dW = F;pdu;u.v,

Puisque du; = d(pp;) = pidp, on a donc
dW = Fipipdpi.v,

En intégrant, il vient

1 1

- 1 | 1

W(F;) = / dW = Fi,uiu.v/ pdp = §Fi/ﬁz‘u-’0 = §Fi,ui cosf = §Fz)\Z
p:O p=0

En sommant tous ces travaux, le travail des forces extérieures (F;),,,, est donc égal a

W3 W(E) = L3R
=1 =1
(]

REMARQUE 3.9. Dans ce théoréme, nous supposons que nous n’avons pas de «force suiveusey,
c’est-a-dire dont la direction suit la structure (cf. figure 3.5). La direction est fixée et indépendante
de I’état de la structure, ce qui justifie les calculs précédents.

F1G. 3.5. Une structure soumise 4 une force suiveuse

On peut montrer le théoréme suivant (on renvoie a l'annexe A pour la définition du champ de
déplacement et des tenseurs des contraintes et des déformations)

THEOREME 3.10. Si le solide élastique linéaire (occupant le volume V') a un chamyp de déplacement
N , . ) .. . . ‘
u, un tenseur de contrainte o;; et un tenseur de déformation €;5, alors l’énergie de déformation (ou
lénergie potentielle de déformation ou travail des forces intérieures) emmagasinée par ce solide est
égale a

1
W; = —/ 0ij€ji dV, (3.7)
2 )y

ot Uintégrale® est calculée sur tout le volume V.

REMARQUE 3.11. Ici est encore utilisée la convention de sommation d’Einstein ; la somme (double
puisqu’elle porte sur les deux indices i et j) 0;j¢;5; est appelée le produit contracté des deux tenseurs
[o] et [g].

3sans sommation d’Einstein cette fois

4Conformément a l'usage répandu en mathématiques, on note indifféremment les intégrales simples, doubles et
triples.
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Tous les théorémes de ce chapitre proviendront du principe de conservation d’énergie (3.2) qui
s’écrit, compte tenu de (3.3) et de (3.7),

1 1
W = —/ 0ij€ 44 dV = _Fi)\ia (38)
2 Jv 2

ou W désigne I'énergie potentielle emmagasinée par le solide. L’égalité (3.8) peut étre montrée a partir
de la loi de I’équilibre local et de la loi de comportement du solide élastique.

3.2.2. Restriction au cadre de la RDM

On suppose maintenant que le solide étudié est une poutre, reposant sur des appuis et soumis &
des forces extérieures généralisées (F;);<;<,,-
On appelle s 'abscisse curviligne le long de la fibre moyenne de cette poutre.

section droite (d’abscisse s3)

section d’abscisse s + ds

section d’abscisse s
section droite (d’abscisse s1)
Fic. 3.6. La poutre étudiée, entre les abscisses s et s

Le volume V total du corps considéré est donc défini par deux abscisses curvilignes s; et sg : voir
figure 3.6.
Puisque cette poutre est totalement définie par sa fibre moyenne, le volume élémentaire dV est
égal &
dV =dS ds,

ou dS est laire infinitésimale de la section S et ds est la variation infinitésimale de ’abscisse curviligne
s. L’expression de I’énergie potentielle emmagasinée par la poutre est donc :

2
W = 1/ /Uijéjids dS, (3.9)
2 S1 S

oll 0;€;; est intégré sur toute la section S (a I'abscisse s) (intégrale double), puis le résultat obtenu
est intégré entre s et sy (intégrale simple).
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Compte tenu de la loi de Hooke inversée, on peut exprimer ¢j; en fonction de oj; (cf. annexe A,
équation (A.7), page 142); il vient®

W= %/ (/S o1 (HT”% - %auaﬁ) dS) ds,
/ (/H”Z ——(Zakk> dS>d5

i,7=1

ce qui s’écrit encore

REMARQUE 3.12. Réfléchissez au fait, qu’ici, il est indispensable de réutiliser les conventions de
sommations ordinaires.

Compte tenu des hypothéses faites en RDM, le tenseur des contraintes a une structure particuliére
cf. chapitre 1, équation (1.3), page 9). Ainsi, il vient successivement, en utilisant les notations de Lamé,
g

(/ T+265+2t3) — En% dS> ds,

n2
( El (t2 +t3) dS> ds.

En utilisant le module de Coulomb (défini par (A.8), page 142), il vient donc
1
W= t+13) dS ) ds.
QLI </E+G(2+3) > S

PROPOSITION 3.13. L’énergie potentielle emmagasinée par une poutre

On a donc montré

e d’abscisse curviligne s ;
e dont les abscisses curviligne de début et de fin sont s1 et so;
o de section (en un point d’abscisse s) S ;
e de modules d’Young E et de Poisson G ;
est égal a

W:—/S2 n%+1(t2+t2)dS ds (3.10)
2 /, s E G\?' ' '

1

REMARQUE 3.14. Attention, dans cette formule, nq, t9, t3 G, E peuvent dépendre de s, mais aussi
de I'endroit de la section ot 'on intégre. Cependant, on fait I’hypothése suivante, trés courante :
Hypothése des sections uniformes :

Les caractéristiques mécaniques sont uniformes sur toute une section (mais ils peuvent dépendre
de l'abscisse curviligne s), c’est-a-dire, G et E sont constants dans toute la section.

Ainsi, on peut sortir E et G de I'intégrale double et écrire (3.10) sous la forme

1 °2 1 2 1 2 2
= - — d — | t5+t5d ds. 11
w 2/8'1 (E/Snl S+G/SQ+3S> S (3 )

5toujoulrs avec la notation d’Einstein ...
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On note usuellement (3.11) sous la forme

52
W = / AW (3.12)
S1

ou dW est I'énergie potentielle de la section de poutre d’épaisseur ds, défini par

_ds (1 2 1 2, 42

REMARQUE 3.15. Parfois, on n’intégrera que sur une travée (c’est-a-dire une portion de la poutre

étudiée) et on écrira
Wiravee = / aw.
travée

ou l'intégrale est calculée sur la travée étudiée.

REMARQUE 3.16. En considérant (3.12) et (3.13), on constate que I’énergie potentielle est une
quantité toujours positive ; de plus, elle n’est nulle que si ni, to et t3 sont identiquement nuls, c’est-
a-~dire, si le tenseur des contraintes [o] est identiquement nul. Cette remarque n’est valable que sous
I’hypotheése de la remarque 3.6, puisqu’en toute rigueur, ’énergie est définie a une constante additive
preés.

3.2.3. Etude des sollicitations simples

Dans cette section, qui peut étre omise en premiére lecture (on peut passer directement a la section
3.2.4, pour le résultat final), nous calculons I’énergie potentielle élémentaire dW pour les différentes
sollicitations simples rappelées dans le chapitre 1.4 (cf. sections 1.4.1, 1.4.2, 1.4.3 et 1.4.4). Ce calcul
est possible, puisque pour chacune des sollicitations simples, nous connaissons ’état des contraintes
dans la section.

8.2.8.1. Etude de Ueffort normal (traction/compression simple).

Pour l'effort normal seul, d’aprés 1'état de contraintes (1.45) (page 24), il vient, selon (3.13),

ds N\?2
dW = Yo : <§) ds.
Puisque que N est uniforme sur toute la section, on a donc
ds N?
dW = 35 <2 /S ds,
ds N?
=Sp gz
On a donc

1 N2
W =35

ou N est 'effort normal et S est 'aire de la section d’abscisse s.

ds, (3.14)

REMARQUE 3.17. Si N, E et .S sont constants sur une travée de longueur [/, on a donc
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8.2.3.2. Etude du Moment fléchissant (flexion,).
Pour la flexion (si l'effort tranchant est nul), d’aprés I’état de contraintes (1.48) (page 25), il vient,
selon (3.13),
ds

aw = nldS (3.15)

ou
N oM, M,

ng == - —z,

TS TV,
Calculons 'intégrale double figurant dans (3.15).

M. \2

/nMS /( +—%>¢a
1y
1%2 M52 N M, N M, M, M,
- ~v 9 W, 972 D 4.
59+1; TRE STV, L 1,7

Puisque chacun des termes N, S, M,, I, ... est constant dans la section, on a donc

N? M? M?
2 2 Yy 2
ndS——/ /de—i——/zdS
/51 S2 2 /s 2 /s

N M, N M, M, M

Or, par définition des moments d’inertie de la section par rapport aux axes y et z (cf. section 1.2.4,
page 11, chapitre 1), il vient

/fw:@, (3.17a)
S
/%w:g. (3.17b)
S
D’autre part, puisque, G est le centre de gravité de la section
/de =0, (3.17¢)
S
/ 2dS =0, (3.174)
S

Enfin, puisque les axes y et z sont principaux (cf. section 1.2.4, page 11), il vient

/yzdS =0. (3.17e)
S

Ainsi, (3.16) se simplifie notablement et devient

N2 M2 M2
2

nidS =— xS+ X I, + — x I,
Al 52 2 o

soit encore

N2 M2 M2

dS = — —4.
/Sn1 g + T + I,
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D’apreés (3.15), on a donc

~2\ES " EL ' EI,

1 (N2 M2 M
dW = ( + Z+—y> ds. (3.18)

ot N est l'effort normal, S est 'aire de la section, M, et M, sont les moments fléchissants et I, et I,
les moments d’inertie de la section par rapport aux axes y et z.

REMARQUE 3.18. Ces calculs ont été menés de fagon exhaustive surtout pour montrer que le
choix des axes locaux y et z (principaux, c’est-a-dire passant par le centre de gravité de la section G
et annulant I'inertie produit I,,, cf. simplifications (3.17)), simplifie énormément 'expression de dW.
Si on n’avait pas eu ces simplifications, 'expression de dW aurait été du type

1 (N2 M2 M? NM NM M, M
dw == | — = 4 Y 94 ~ +2B Y _oc 2"\ 4 3.19
2 (ES " EL T E, SI. 73, L1, ) (3.19)

ou A, B et C sont des réels, non nécessairement nuls, qui dépendent éventuellement de s. Cette expres-
sion est plus compliquée que (3.18) ; elle fait, de plus, apparaitre un couplage entre les différents efforts
de la RDM, N, M, et M, (c’est-a-dire, des produits deux & deux) alors que ces efforts n’apparaissent
que par leurs carrés dans (3.18).

On a donc choisi des axes qui assure ce découplage des efforts de la RDM, découplage qui simpli-
fiera beaucoup les calculs.

8.2.3.3. Et