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Avant-propos

Ces notes de cours constituent un support de cours pour I'UV MT25 (Printemps 2007).

Je remercie Claude Petitjean dont les notes de cours m’ont été précieuses ainsi que Jean-Louis
Seichepine qui a soigneusement relu ces notes!

Ce polycopié de cours est disponible en ligne sur le site http://utbmjb.chez-alice.fr/UTBM/index.html
On y trouvera aussi les sujets de TD , des archives de sujets et de corrigés d’examens, ainsi que des
softs matlab qui permettront d’illustrer certains points du cours ou du TD.

On trouvera en début de la plupart des chapitres des références bibliographiques (voir page 119).
Enseignant au département Génie Mécanique et Conception, je tacherai d’évoquer aussi diverses appli-
cations des différentes notions de mathématiques de cette UV & la mécanique. Bien entendu, d’autres
domaines sont largement concernés par les maths de cette UV'!

Ce polycopié de cours est disponible en ligne sur le site http://utbmjb.chez-alice.fr/UTBM/index.html

On y trouvera aussi les sujets de TD | des archives de sujets et de corrigés d’examens, ainsi que des
softs matlab qui permettront d’illustrer certains points du cours ou du TD.
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CHAPITRE 1

Courbes paramétrées

On pourra consulter [GAJ94]| (dont ce chapitre est fortement inspiré). D’autres ouvrages, plus
difficiles, peuvent étre intéressants dont [LFAO1].

1.1. Introduction

Dans tout ce chapitre, nous nous placerons, sauf indication contraire, dans le plan, muni d’un
repére orthonormé R = (O, 1,7 )

Nous distinguerons les deux notions suivantes : I’ensemble £ des points du plan, espace affine et I’ensemble F
ensemble des vecteurs du plan vectoriel, espace vectoriel. L’espace E est muni d’un produit scalaire (voir chapitre 7) et

-

est dit euclidien. Ainsi, O est un élément de £ et (;,]) est une base de F.

=

Moyennant le choix du repére R = (O7 i, ]), on peut identifier € et E : le point M = 0 + 27 + yf est identifié au
vecteur i + yj. Nous les noterons tous les deux (z,y). &

Les courbes du plan peuvent étre décrites de nombreuses fagons. Une d’entre elles consiste a
associer, si c’est possible, & une courbe C, une fonction f de R dans R; la courbe est donc ’ensemble
de points de coordonnées (x,y) telles que y = f(x) avec x dans le domaine de définition de f.
Naturellement, ce type de description ne permet pas d’obtenir toutes les courbes du plan. Une autre
fagon consiste & imaginer un point matériel se déplagant, ses coordonnées étant définies pour tout
instant ¢. Mathématiquement, ce chapitre peut étre traité de fagon fort complexe (et intéressante), ce
qui est le cas de [LFAO1]. Mais, de fagon usuelle, moyennant quelques abus de notations, nous irons
rapidement aux notions importantes de ce chapitre.

1.2. Définitions et notations

DEFINITION 1.1. On appelle courbe paramétrées de £ un triplet C = (T, I, F') ou
e " est une partie de £ (appelé le support de la courbe);

e [ est un intervalle ouvert non vide de R ;

e F est une fonction de I dans €.

Voir la figure 1.1 page suivante. A chaque point M de la courbe est donc associé un réel ¢t de T
(non nécessairement unique) tel que M = F(t). Nous noterons de fagon abusive M ().

Le couple (I, F') est appelé un paramétrage de la courbe. Il n’est pas unique. Nous confondrons
souvent la courbe C et le support T

Dans tout ce chapitre, nous poserons

viel, F(t)=z(t)+y(t)]. (1.1)

Nous assimilerons ainsi z(t)i + y(t)j au couple de coordonnées (z(t),y(t)).
La courbe est dite de classe C* si la fonction F' est de classe C*, c’est-a-dire k fois dérivable et
dont la dérivée k-iéme est continue. Cela revient a dire que chacune des deux composantes x et y sont
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Sy

.

FiG. 1.1. Une courbe C du plan.

elleeméme de classe C*. Pour k = 0, on étend cette définition en posant pour k = 0 et, pour toute
fonction f, f¥ = f.
Par définition, on a

et, de fagon plus générale,
VkeN, F®() = (N) (t),y®) (t)) . (1.2)

EXEMPLE 1.2. Le cercle de centre I'origine et de rayon 1 est associé a la courbe définie par
e I" est le cercle de £ de centre l'origine et de rayon 1;
o [ =10,27[;
o F(t) =costi+sint].
Imaginez d’autres paramétrages.

EXEMPLE 1.3. Une droite passant par A = (x4,y4) et de vecteur directeur u = (x4, y,,) peut étre
paramétrée par F(A) = (Augy + x4, Auy +ya).

DEFINITION 1.4. Nous dirons qu'un point M (t) de la courbe est stationnaire si F’(t) = 0 et
régulier si F'(t) # 0.

1.3. Etude locale d’une courbe
1.3.1. Rappels sur les dérivées

Une fonction de R dans R est localement approchée par une droite grace a la notion de dérivée.
On rappelle les deux formules suivantes

THEOREME 1.5 (Formule de Taylor-Young). Soient a € R, f une fonction de R dans R, définie
au moins sur un voisinage de a. Si f admet une dérivée n-ieme en a, alors au voisinage de a,

) (g
flz) = Z / k:'( )(a: —a)f+ o((z —a)"). (1.3)

k=0

THEOREME 1.6 (Formule de Taylor-Lagrange). Soient a,b € R avec a < b et f une fonction de
R dans R. Si f est de classe C™ sur |a,b] et admet une dérivée d’ordre n+ 1 en tout point de |a,b],

UTBM  Printemps 2007 notes de cours de ’'UV MT25 Jérome BASTIEN



1.3. ETUDE LOCALE D’UNE COURBE 3

alors il existe & €la, b tel que

n
f(k)(a) 3] 1
f(b) = (b —a) + (b —a)"". (1.4)
k! (n+1)!
k=0
La premiére formule est dite locale, la seconde globale. La seconde ne se généralise pas aux
fonctions vectorielles (a valeur dans R?), tandis que la premiére se généralise de la facon suivante :

THEOREME 1.7 (Formule de Taylor-Young pour des fonctions vectorielles). Soient a € R, F une
fonction de R dans R?, définie au moins sur un voisinage de a. Si F admet une dérivée n-iéme en a,
alors au voisinage de a,

n gk (g
F@:):ZF ()(x—a)k—l—o((l‘—a)n). (1.5)

k!
k=0

Dans I'équation, (1.5), chacun des F*)(a) est défini par (1.2).
Naturellement, si F' est a valeur dans RP, cette propriété demeure vraie.

1.3.2. Vecteur tangent a une courbe

Soient une courbe C = (I, I, F) et ty dans 1.
Supposons que F est de classe C*, avec k > 1 et qu’il existe un entier n € {1,...,k} tel que
F™)(ty) # 0. Notons p le plus petit de ces entiers n.

L’entier p peut ne pas exister ! Méditer I'exemple suivant : soit f de R dans R définie par, pour tout x dans R

(z) eV sig> 0, (1.6)
z) = .
0 six <0.

Montrer que f est C™ et que toutes ses dérivées sont nulles en zéro. {
PROPOSITION 1.8. La tangente a la courbe au point M(ty) est dirigée par le vecteur FP)(ty).

DEMONSTRATION. Par définition de p, on obtient, grace a la formule de Taylor-Young (1.5), pour
h assez petit (de telle sorte que to + h appartiennent a I)

P
FO (¢ F®)(¢
F(to+h) = Z#hl—i—o(h}’) :F(to)+0+0+...+0+%hp+0(hp)
— ! !
soit
1 F(p) (to) p—1 p—1
E(F(to + h) — F(ty)) = Th + hP"e(h), (1.7a)
avec
}lllir%)e(h) =0. (1.7b)

La tangente est la limite quand h tend vers 0 de la droite passant par les points M (ty + h) et
My(t) (voir figure 1.2). Le vecteur directeur de la droite (M (to)M (tg + h)) est colinéaire a

(p)
e 7 (Pl + ) = Flta)) = )

d’aprés (1.7a). D’aprés (1.7b), sa limite est F®)(ty)/p!, vecteur non nul. O

+e(h),

Précisons maintenant la position locale de la courbe par rapport a sa tangente.
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.0

.

F1c. 1.2. la tangente en M (ty).

1.3.3. Applications a la classification des points et position locale d'une courbe par rapport a

sa tangente

Supposons maintenant de plus qu’il existe un entier n, avec p < n < k, tel que la famille
(F(p) (to), F™ (to)) soit libre. Notons ¢ le plus petit de ces entiers n.

DEFINITION 1.9 (classification du point M (¢p)). On note les quatre cas de figure suivants :

q pair q impair
p impair | point ordinaire point d’inflexion
P pair Rebroussement de seconde espéce | Rebroussement de premiére espéce

Notons

Vi(to) = FP(tg), Va(to) = FD(t).

D’apreés ce qui précéde, la tangente a la courbe en M(ty) est portée par Vi (tp).

ProprosiTIiON 1.10. Les quatre cas de figure de la définition 1.9 correspondent auxr quatre fi-

gures 1.3 page suivante avec
— Dans le cas d’un point ordinaire (a), la courbe reste localement du méme coté que Va(tp).
— Dans le cas d’un point d’inflexion (b), la courbe traverse localement la tangente Vi(to).
— Dans le cas d’un point de rebroussement de seconde espéce, la courbe reste localement du méme
coté de Vi (to) et de Va(ty) («elle rebrousse cheminy ).
— Dans le cas d’un point de rebroussement de premiére espéce, la courbe reste localement du méme
coté de Vi(tg) et traverse localement sa tangente. («elle rebrousse cheminy ).

Sur la figure 1.3, ont été indiqués par des fléches le sens des t croissant.

UTBM  Printemps 2007 notes de cours de ’'UV MT25 Jérome BASTIEN



1.3. ETUDE LOCALE D’UNE COURBE 5

Vz(toy Va(to)
M(to) Vi(to) M(to) Vi(to)
(a) : Point ordinaire (b) : Point d’inflexion
Va(to) Va(to)
Mt Vi(t M(t
(to) Va(to) (), (1)
(¢) : Point de rebroussement de se- (d) : Point de rebroussement de pre-

conde espéce miére espéce

Fi1Gc. 1.3. les quatre cas de la définition 1.9.

DEMONSTRATION. Comme dans la preuve de la proposition 1.8, on utilise la formule de Taylor-
Young (1.5)

M(to)M(to + h) = F(to + h) — F(to),
:Z%hl—l—o(fﬂ),
=1
1

(») d ) (9)
_F '(to)thr Z F (to)hl+F (t‘))huo(hq).
p! l! q!

l=p+1
Par définition chacun des vecteurs F'W(tg), pour p+1 <1 < g— 1, est colinéaire & F®)(ty), et on peut
donc écrire
1 2 wt),, 1
M((to)M (to + h) = hP o + Z Th P Vi(to) + hanQ(to) + hie(h),
l=p+1

ot ay(to) sont des réels. Ainsi, il existe une fonction d(¢g, h) tendant vers 0 quand h tend vers 0 telle

que

M(to)M(to + h) = hP (]% + 5(t0, h)) Vl(to) + %Vz(to) + hqé(h). (18)

Ainsi, il existe deux réels (3(tg) et v(tg) non nuls tels que

M (to) M (to + h) = hP(B(to) + d(to, h)) Vi(to) + v(to)h?Va(to) + hi(h). (1.9)
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On sait que (Vi(to), Va(to)) est une base de E, sur lequel on peut projeter le vecteur £(h). On peut
donc réécrire (1.9) sous la forme plus symétrique

M (to)M (to + k) = hP(B(to) + m (to, h)) Vi(to) + A (v(to) + n2(to, h)) Va(to), (1.10)
ot 11 (to, h) et ma(to, h) sont deux fonctions tendant vers 0 quand h tend vers 0.

La composante de M (to)M (to + h) sur Vi(to) vaut h?(B(to) + mi(to, h)) qui est du signe de h?
(ou de son opposé) au voisinage de h — 0. Ainsi, si p est pair, elle reste du méme signe, quelque soit

le signe de h. Ainsi, la courbe reste localement du méme coté de Vi (tg). Au contraire, si p est impair,
cette quantité change de signe au voisinage de zéro et la courbe change de coté par rapport a Vi (tp).

De méme, la composante de M (to) M (to + h) sur Va(to) vaut h?(y(to) +n2(to, h)) qui est du signe
de h? (ou de son opposé) au voisinage de h — 0. Ainsi, si ¢q est pair, elle reste du méme signe, quelque
soit le signe de h et la courbe reste localement du méme coté de Va(tg). Au contraire, si ¢ est impair,
cette quantité change de signe au voisinage de zéro et la courbe change de coté par rapport a Va(to).

En regroupant les quatre cas, on aboutit a la conclusion attendue. O
DEFINITION 1.11. Sip=1 et g = 2, le point est dit birrégulier.
Un point birrégulier est dont un point ordinaire et régulier.

EXEMPLE 1.12. Soient m et n deux entiers tels que 1 < m < n. On pose
F(t)=({"t"), ty=0. (1.11)

On vérifie que, pour tout couple d’entiers non nuls (r, s), la dérivée s-iéme de la fonction ¢ — ¢" vaut
en zéro :

0 i ,
oy =" T (1.12)
sl sis=nr.
On en déduit donc
0 sir<m,
(m!,0) sir=m,
0

vreN*, FO()= sim <r<n, (1.13)

(0,n!) sir=n,

0 sir > n.

On en déduit donc que p = m, ¢ = n et que, avec les notations précédentes,
V1(0) =mli, Va(0) =n!j. (1.14)

On a donc, par exemple, les quatre situations suivantes :

e m =1 et n =2, point ordinaire (cas (a));

e m =1 et n =23, point d’inflexion (cas (b));

e m =2 et n = 4, point de rebroussement de seconde espéce (cas (¢));

e m =2 et n = 3, point de rebroussement de premiére espéce (cas (d)).

Voir la figure 1.4., ol ont été indiqués, la courbe, ainsi que les directions des vecteurs V; et V5.

Grace aux logiciels formels (maple, mathematica ou matlab symbolique), on peut désormais confier
ces taches lourdes a un soft. Voir 'exemple donné en matlab (sous forme de script) exempleO1, qui
appelle les deux fonctions calculpq et trace_V1V2, grace auxquelles ont été tracées les figures 1.4,
sans aucun calculs.

UTBM  Printemps 2007 notes de cours de ’'UV MT25 Jérome BASTIEN



1.3. ETUDE LOCALE D’UNE COURBE

courbe au voisinage de 0. Nature du point : ordinaire courbe au voisinage de 0. Nature du point : inflexion

0.8 courbe
fﬁume Vi
v2 03f v2
0.06
0.2
0.04
01p e
0.02 /
ol
-0.02
N
-0.041F
o
-0.06
-0.1 -0. ‘US -0. ‘UG -0. ‘04 -0. ‘02 o 0. ‘02 U.‘04 0.‘05 O.‘DB D.‘l -05 ’0‘.4 ’013 ’U‘Z ’0‘1 0 0‘1 0‘2 0.‘3 0.‘4 0‘.5
(a) : Point ordinaire (b) : Point d’inflexion
courbe au voisinage de 0. Nature du point : rebroussement seconde espéce courbe au voisinage de 0. Nature du point; rebroussement premiére espece/
0.12 courbe /,/’/
Vi 01 e
v2
0.1
,/ courbe
Vi
008 005 - vz
0.06 _— -
_— _—
0.04
002+ . i ~
_— ) ™~
0
-0.05
-0.02
-0.04
ol
-0.06 N
o 0.05 01 0.15 0.2 0.25 0 0.05 01 0.15 0.2 0.25
(¢) : Point de rebroussement de se- (d) : Point de rebroussement de pre-
conde espéce miére espéce

Fi1G. 1.4. les quatre cas de I'exemple 1.12.

REMARQUE 1.13. Grace & matlab, on peut tracer la courbe définie par
F(t) = (2sin(t) — sin(2t), 2 cos(t) — cos(2t)),
en tapant par exemple
tmin=0;
tmax=2x*pi ;
h=0.001;
t=tmin :h:tmax;
x=2%sin (t)—sin(2xt);
y=2%cos(t)—cos(2xt);
plot (x,y);

Avec matlab, on pourra aussi utiliser la fonction sympathique comet en tapant par exemple :
t=0:0.01:2% pi;
x=2%sin (t)—sin (2xt);
y=2%cos(t)—cos(2xt);
comet (x,y);
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On pourra voir la fonction matlab disponible sur le ouaib trace_parametrique_gen.m.

REMARQUE 1.14. Je pronerai souvent I’emploi des logiciel de calculs symboliques, numériques ou
graphiques non pour encourager la paresse; une fois que la technique de calcul est acquise sur des
petits exemples, il est préférable d’user de son temps & comprendre les concepts acquis et de tester
des exemples simples, plutot que de faire de longs calculs fastidieux !

REMARQUE 1.15. Les quatre cas de la définition 1.9 ne sont pas exhaustifs : il se peut, par exemple,
que la courbe traverse localement sa tangente un infinité de fois!

EXEMPLE 1.16. Si on pose tg =0 et
F(t) = (1,1), (1.15)

montrer que 'entier ¢ n’est pas défini! Quelle est la tangente & la courbe en ty. Montrer qu’on est, a
la fois, dans le cas a) et le cas b)!

EXEMPLE 1.17. On pose
F(t) = (cost, (1 + cost)sin(t)) , (1.16)

Montrer qu’en tg = m, le point est un point de rebroussement de premiére espéce et qu’en t; =
Arc cos ((1 —1/3)/2) et t = 21 — t1, les points sont des points d’inflexion.

Voir la figure 1.5.

On pourra consulter le script exemple02.

EXEMPLE 1.18. On pose tg = 0 et

F(t) = <t2_1 t3_1>, (1.17)

2+1722+1
Montrer que le point étudié est un point de rebroussement de premiére espéce.

Voir la figure 1.6.
On pourra consulter le script exemple03.

Concluons par une proposition non démontrée (voir [GAJ94]) :

PRrROPOSITION 1.19. On se place dans le cadre de la définition 1.9. On considére toutes les droites
passant par le point M (ty). Parmi toutes ces droites, localement,
— la tangente est l'unique droite non traversée par la courbe en un point ordinaire ;
— elles traversent toutes la courbe, en un point d’inflexion ;
— la tangente est l'unique droite traversée par la courbe en un point de rebroussement de premaiére
espece ;
— aucune droite ne traverse la courbe en un point de rebroussement de seconde espéce.

1.3.4. Utilisation de la fonction m =y /2’

Supposons, pour instant, que x et y sont deux fonctions numériques continues sur un voisinage
V du réel tg, dérivables sur V (sauf peut-étre en tg), et telles que 2’ ne s’annule pas sur V (sauf
peut-étre en t).

Sous ces hypothéses, on a la proposition suivante
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g
—acos(~1/2+
courbe au voisinage de 3.1416. Nature du point : rebroussement premiére espéce courbe au visinage de pi-acos(-1/2+1/2'31/2). Nature du point:inflexion

courbe
Vi

v2

F1G. 1.5. courbe définie par (1.16) au voisinage de to (a), t1 (b) et t2 (c).

courbe au voisinage de 0. Nature du point : rebroussement premiére espéce

-0.7F o

-075F e

-0.85-

-0.95-

FI1G. 1.6. courbe définie par (1.17) au voisinage de ¢y = 0.

PROPOSITION 1.20. Si la limite suivante existe dans R = R U {+o00} U {—o0}

/
im Z (t) =1, (1.18)
t—to ' (t)
t#to

alors la courbe admet une tangente en M(ty) dont le coefficient directeur est .
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DEMONSTRATION. Montrons que le coefficient directeur de la droite (M (tg)M (to + h) tend vers
I quand h tend vers zéro. On sait qu’il vaut
y(to +h) — y(to)
z(to +h) — x(to)”
ou t = to+h. D’aprés la régle de ’'Hospital de ’annexe A appliquées aux fonctions x —x(to) et y—y(to)
et '’hypothése (1.18), il vient

‘m y(to + h) — y(to)
s x(to + h) — x(to)

=1,

ce qui nous permet de conclure. O

On considére les entiers p et ¢ introduits dans les sections 1.3.2 et 1.3.3.

La proposition 1.20 évite donc le calcul de 'entier p.

Donnons maintenant une proposition qui permet de calculer 'entier ¢ (cette fois-ci, si p est connu).
Elle s’utilise surtout dans le cas ot le point est stationnaire (sinon, la tangente est connue).

Nous supposons de nouveau que C = (I', I, F') est une courbe de classe C* > 1 et que ty est dans
I. Nous supposons de nouveau que z’ ne s’annule pas sur le voisinage V' de ty (sauf peut-étre en ty).

ProOPOSITION 1.21. Supposons que la tangente a la courbe ne soit pas portée par j
e Si M(tg) est un point de rebroussement (p pair), alors
- On a un point de rebroussement de seconde espéce si et seulement si m présente un
extrémum local en tg ;
- On a un point de rebroussement de premiére espéce si et seulement si m ne présente pas
d’extrémum local en tg.
o Si M(tg) n’est pas un point de rebroussement (p impair), alors
- On a un point d’inflexion si et seulement si m présente un extrémum local en tg ;
— On a un point ordinaire si et seulement si m ne présente pas d’extrémum local en tg.

DEMONSTRATION. On se place dans le cas ou la tangente n’est pas paralléle aux axes. On admettra
que cette proposition est vraie si la tangente est portée par i

Comme pour Iétablissement de la formule (1.8), en appliquant la formule de Taylor-Young a la
fonction F’ en ty a ordre ¢ — 1, on obtient

q—1

@1

oot 8 (to, h)> F® (1) +

ot 0(to, h) tend vers 0 quand h tend vers 0. On a donc

F'(ty+h) = kP71 ( FD(ty) + o0 (h77Y),

(1 = hat _
F'(tg + h) = ph?~! <H + d(to, h)) F® (t) +¢q ] F(tg) + 0 (h171), (1.19)
soit encore, en posant
F® (¢ F@ (¢t
& = (CL, C), & = (b7 d)7 (120)

p! ¢!
et en identifiant les deux composantes de (1.19) :

&/ (to + h) = pahP~ (1 4 8(to, h)) + gbh?™" 4 o (771,
Y (to + h) = pch?~ (1 + 8(to, h)) + qdh?™ + o (hT71),
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~ —~ -1

ot 0(to, h) tend vers 0 pour h — 0. Puisque (1 + d(to, h)) = 1+o0(1), on peut factoriser (1+g(t0, h))
dans ’expression ci-dessus et obtenir aprés simplification

' (to+h) = (14 8(to, h)) (pah?~" + gbh?™" + o (A7 1)) ,

Y (to + h) = (14 3(to, b)) (pch?~ ' + qdh®™" + o (h71)) .
On pose t =ty + h et on écrit tant que 2’(¢) est non nul (ce qui loisible)

y(t) pch?~t + qdh?~' + o (hq_l)
2'(t)  pah?=1 4 qbhd=1 + o (he1)’

La tangente est supposé non paralléle aux axes. D’aprés la propriété 1.20, son coeflicient directeur
vaut, ¢/a non nul. On a donc successivement

t) a1t Lha—o g o(har)

-1
<1 + q_dhqu +o0 (hqp)> <1 + q_bhqfo +o0 (hqp)> ,
cp ap

(1 T (mp)) (1 CCTPE (hw)),

P ap
d qb
<1 + <q— - q—> hI™P 4+ o (h‘lp)) ,
cp ap

et donc pour t assez proche de tg, on a

i

y(t) el+ %hq_p + o (h97P)
x

Qo lo lo

y'(®) _¢ q _ q—p q—p
7(0) _a+pa2(ad be)h? P + 0 (RI7P).
soit encore
y(t) ¢ e 4
= — — - 1) ). 1.21
70 a +h o (ad — bc) + o(1) (1.21)

Par définition, ¢(ad — bc)/(pa?) est non nul.

Nous avons les deux cas exclusifs suivants :

e Ou bien M (tp) est un point de rebroussement (p pair). Dans ce cas, ¢ — p est de la parité de
q. La quantité q(ad—bc)/(pa?)+o(1) reste de signe constant, égal au signe de q(ad —bc)/(pa?),
pour t assez petit. Ainsi, selon (1.21), y'/2’ présente un extrémum local en ty (égal & ¢/a) si et
seulement si h?9P reste de signe constant quand h tend vers zéro, c’est-a-dire si ¢ — p est pair,
soit, si ¢ est pair, soit encore si on a un point de rebroussement de seconde espéce. On a donc :

— un point de rebroussement de seconde espéce si et seulement si m présente un extrémum
local en tg;

— un point de rebroussement de premiére espéce si et seulement si m ne présente pas d’ex-
trémum local en .

e Ou bien M (tp) n’est pas un point de rebroussement (p impair). Dans ce cas, on fait le méme
raisonnement, ce qui nous permet de conclure.

O
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EXEMPLE 1.22. Reprenons I'exemple 1.18 page 8. D’aprés (1.17), on a

F,(t):< At t(t3+3t+2)>‘

B+ (2 +1)°

Apres calculs, il vient

/
y 1.3
=_+ -t t). 1.22
o 2 Tl (1.22)
Puisque la limite de y’/2’ vaut 1/2 en ¢ — 0, on en déduit que le coefficient directeur de la tangente

vaut 1/2, selon la propriété 1.20. On vérifie que 2/(0) et y/(0) sont nuls et que
1 — 3¢
a(t) = ———,
(t2+1)
Ainsi 2”(0) est non nul et p = 2. D’aprés (1.22), y'/2’ n’a pas d’extrémum en zéro. D’aprés la
proposition 1.21, on retrouve donc le fait que le point étudié est un point de rebroussement de premiére

espeéce.

Sans évoquer les entiers p et ¢ on peut aussi déterminer si un point est un point d’inflexion grace

PROPOSITION 1.23. Soit M (tg) un point régulier de la courbe. Ce point est un point d’inflexion
si et seulement si

t—a'(t)y"(t) — 2" ()y' (1) (1.23)
s’annule en changeant de signe en tg.

DEMONSTRATION. Admise. O

On remarquera que z'(t)y” (t) — 2" (t)y'(t) est du méme signe que m’'.

1.4. Diverses propriétés
Nous donnons dans cette section, diverses propriétés des courbes paramétrées.
1.4.1. Branche infinie

On rappelle que ’ensemble de définition de la courbe est noté I. Soit ¢y appartenant a la frontiére
T\ I de I, cette frontiére étant prise dans R.

DEFINITION 1.24. On dit que la courbe étudiée admet une branche infinie en ¢y, si et seulement

si
lim |z(t)] + |y(t)| = +oo. (1.24)
t—to
t#to
Dans R?, toute norme étant équivalente (voir annexe L page 169), on peut donc remplacer (1.24) par
Jim |(2(8), y(1))]| = +oo, (1.25)
t£tg
ott ||.|| est une norme quelconque sur R?. On peut donc aussi remplacer (1.24) par 'une des assertions suivantes :
Jim max (ja(0)], [y(0)) = +o0, (1.260)
t;étg
tlirgl z2(t) + y2(t) = +o0. (1.26b)
t;étg
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¢
Donnons la grosse définition suivante, dans le cas ol la courbe étudiée admet une branche infinie
en tg.

DEFINITION 1.25 (Branches infinies). Nous avons les cas exclusifs suivants :
(1) Si
lim z(t) = +o00 et lim y(t) = yo € R,
t—to t—to
t#to t#to
on dit que la droite d’équation y = yo est asymptote horizontale a la courbe en ty (cas a)).
(2) Si
lim y(t) = oo et lim z(t) = o € R,
t—to t—to
t#to t#to
on dit que la droite d’équation = = x est asymptote verticale & la courbe en ¢y (cas b)).
(3) Si

lim z(t) = £o0 et lim y(t) = foo,
t—to t—to

t#to t#to
on étudie alors la direction asymptotique :
(a) Si
t
im —y( ) =0,
t—to x(t)
t#to

la courbe admet Ri pour direction asymptotique et présente une branche parabolique

de direction Ri en o (cas c)).
(b) Si
t
im M = Fo0,

t—to x(t)

t#to
la courbe admet R} pour direction asymptotique et présente une branche parabolique
de direction Rj en o (cas d)).

(c) Si

lim @

t—t
o (1)

=aeR",

—

la courbe admet R (Z—F ag) pour direction asymptotique en tg. Dans ce dernier cas :
(i) Si
thl% y(t) — az(t) = too,
t#to
la courbe admet ]Rf pour direction asymptotique et présente une branche parabo-
lique dans la direction de la droite y = ax en ty (cas e)).
(i) Si
fim y(t) —ow(t) = B €R,
t#£to
la droite d’équation y = ax + [ est asymptote a la courbe en ¢y (cas f)).
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Yo asymptote horizontale
asymptote verticale
J J
o - o -
: : 20 \
(a) : asymptote horizontale (b) : asymptote verticale
J J
o - O -
i ?
(c¢) : branche parabolique de direction (d) : branche parabolique de direction
Ri R}
y=ar+ [
Yy =ax
\
J J
o - o -
i i
(e) : direction  asymptotique (f) : asymptote droite d’équation y =
R (;—i— af) azx + 3.

FiG. 1.7. les six cas de la définition 1.25.
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Nous admettrons que les cas a) a f) peuvent étre illustrés par les figures 1.7 page ci-contre.

REMARQUE 1.26. On précisera la position de la courbe par rapport a 'asymptote, dans le cas f),
en étudiant le signe de y(t) — ax(t) — (.

EXEMPLE 1.27. Montrer que dans les deux cas suivants, on a respectivement une asymptote
horizontale et verticale en tg = 0 :

F(t) = Go) G(t) = <o, %)

ExXEMPLE 1.28. Montrer que dans les deux cas suivants, on a respectivement une branche para-
bolique de direction R¢ et Rj en ¢t = £o00 :

F(t) = (£,t) G(t) = (t,t%).

EXEMPLE 1.29. Montrer que dans le cas suivant, on a une asymptote en t = —1 :

1+¢2 2
Ft)=—F,——=].
®) <1+t’1—|—t3>

REMARQUE 1.30. L’emploi de logiciel de calculs symboliques, permet d’automatiser 1’étude de
branches infinies (voir remarque 1.14 page 8).

REMARQUE 1.31. On pourra généraliser la notion d’asympote en utilisant la notion de dévelop-
pement asymptotique. Voir les exercices 1.2 et 1.3 du TD 1.

1.4.2. Points doubles

Parfois, la fonction F est bijective, ce qui signifie que le support de la courbe est parcouru une et
une seule fois, ce qui est le cas de 'exemple 1.2 page 2.

Dans le cas contraire, tout ou partie de la courbe peut étre atteint plusieurs fois par F'. On parle
de point double s’il existe t1 et to distincts avec

F(t1) = F(t).

On étudiera cette équation sous la forme

z(ty) — x(tz) = 0 et y(t1) — y(t2) = 0. (1.27)
Souvent, puisque t; = t9 est un cas particulier de (1.27), on ’écrira sous la forme
(t1 = t2)" (Z(t1) — Z(t2)) = 0 et (t1 —t2)" (y(t1) — Y(t2)) = 0, (1.28)
ol 7 est un entier non nul. On résoudra donc
F(t1) — F(t2) = 0 et §(t1) — F(ta) = 0. (1.29)

EXEMPLE 1.32. Soit F' définie par

F(t)z( i t<t—2)>. (1.30)

t2-9" t-3
On écrit z(t1) = z(t2) et y(t1) = y(t2), soit

342 — 9t = 5t — 9t3,
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et
tot? — 3t3 4 6t = t1t3 — 3t2 + 6to,
soit encore, aprés avoir factorisé et simplifié par t; — t9 non nul :
212 =9 (t% + 13+ tita)
et
tito —3(t1 +t2) +6 =0.
En introduisant de fagon classique p = t1ty et s = t1 + 9, cela s’écrit de fagon équivalente

p2:9(82—2p),

et

p+6=3s,
dont 'unique solution est p = —12 et s = —2. Connaissant la somme et le produit de ] et to, en
résolvant

242t —12 =0, (1.31)

on obtient (& une permutation preés)
t=—1— /13,
et

ty = —1+/13.

Pour connaitre les coordonnées du point correspondant, on réutilise (1.30) en remplagant ¢ par t; ou
to. 11 est plus rapide de se servir de (1.31) et de remplacer ¢ successivement par par 12 — 2t ;

0 t(12-2t) 126212 16t — 24

TT PR 9T 12—2t—9 3-2t  3—2t°
Ht—2) 12-2t—2t 12— 4t
L e
On obtient alors :
r=-8, y=-—4 (1.32)

1.4.3. Symeétries et périodicités
Donnons la proposition suivante :

PROPOSITION 1.33 (réduction par isométrie). On suppose qu’il eziste une fonction ¢ de R dans
R telle que I = JU ¢(J), ou J est une partie de I. Il existe, de plus, une isométrie S du plan dans
lui-méme telle que
vted, M(e(t) =S(M(t)). (1.33)
On étudie alors la courbe I j sur lintervalle J. Pour avoir la courbe compléte, on complétera en tracant
S(Ty).

DEMONSTRATION. Voir la figure 1.8. U
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Vpartie de la courbe pour t € J
M (t)

()

L M)

OZS

ST ~
partie de la courbe pour ¢ € ¢(J)

Fi1Gc. 1.8. Réduction de l'intervalle d’étude : cas général.

-
)

On en déduit alors les cas particulier suivants dans les cas ou S est la symétrie d’axe (0,2) la

symétrie d’axe (0,]), la symétrie de centre O ou la symétrie d’axe A, la premiére bissectrice.
PROPOSITION 1.34 (réduction par symétrie d’axe (0,7)).
Sion a
z(p(t)) = x(t),
viel { (#(0)) = 2(t) (130

alors, on se contentera d’étudier la courbe pour t décrivant J ; pour avoir ensuite la courbe compléte,
on fera une symétrie axiale de la portion de courbe obtenue pour t décrivant J par rapport a l'aze

(0, Z) .

M(t)

partie de la courbe pour t € J

()

.| partie de la courbe pour 7 € o(J)
) M(¢(1))

—)

Fi1c. 1.9. Symétrie par rapport ’axe (0,2)

Voir la figure 1.9.
De méme, on a

PROPOSITION 1.35 (réduction par symétrie d’axe (0,7)).

Sion a
Vte J, { #(0() = —=(1), (1.35)
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alors, on se contentera d’étudier la courbe pour t décrivant J ; pour avoir ensuite la courbe compléte,
on fera une symétrie axiale de la portion de courbe obtenue pour t décrivant J par rapport a l'aze

(03)

PROPOSITION 1.36 (réduction par symétrie de centre O).
Sion a

ey { 2(9(0)) = (0,
y(o(t) = —y(t),

alors, on se contentera d’étudier la courbe pour t décrivant J ; pour avoir ensuite la courbe compléte,
on fera une symétrie centrale de la portion de courbe obtenue pour t décrivant J par rapport au point

0.

(1.36)

PROPOSITION 1.37 (réduction par symétrie d’axe y = x).

Si on a
z(p(t)) = y(t),
P I CORST0
= z(t),
alors, on se contentera d’étudier la courbe pour t décrivant J ; pour avoir ensuite la courbe compléte,

on fera une symétrie axiale de la portion de courbe obtenue pour t décrivant J par rapport a la droite
d’équation y = x.

(1.37)

Souvent, on aura le cas particulier suivant : I'intervalle I est symétrique par rapport a zéro et il
existe J C I inclus dans R4 ou R_ tel que I = J N (—J), cest-a-dire ¢ = —I.

PROPOSITION 1.38 (réduction par périodicité). Siles fonctions x et y sont T-périodiques, il suffira
de se restreindre a une partie J de I qui «engendre» I au sens suivant :

vtel, 3In,t)€ZxJ, t=t+nT. (1.38)

EXEMPLE 1.39. C’est le cas des fonctions trigonométriques de période 2.

1.5. Plan général d'étude

e définir 'intervalle de définition de F';

e exploiter les propriétés de symétries et de périodicité pour réduire cet intervalle d’étude;;

e Calculer 2/ et 3/, tacher de définir leur signe, dresser, dans un méme tableau, les tableaux de
variation de = et y. Y indiquer les limites et valeurs particuliéres (de x, y, 2’ et /) ;

e étudier les éventuelles tangentes aux points stationnaires ; déterminer éventuellement la classi-

fication de ces points;

déterminer les points d’inflexion ;

déterminer les branches infinies ;

déterminer les points doubles;

faire une ébauche de tracé en utilisant toutes ces propriétés, en tragant les points particuliers
étudiés, ainsi que les tangentes en ces points; on pourra s’appuyer sur un tracé informatique, a
la calculatrice ou l'ordinateur (voir remarque 1.14 page 8)!
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1.6. Deux exemples complets
EXEMPLE 1.40. Etudier la courbe de I’exemple 1.29 page 15 pour ¢ décrivant R.

EXEMPLE 1.41. Voir annexe B page 123

1.7. Une remarque sur la structure euclidienne utilisée

Dans ce chapitre, le repére R = (O,;, j) a été supposé orthonormé. A part la représentation
proprement dite des courbes, cette propriété n’a pas été utilisée et un peu de réflexion montre que
toutes les notions de ce chapitre demeurent valable si la base R est quelconque : seul 'aspect vectoriel
ou affine du plan a été utilisée; ce n’est qu’au chapitre 3 qu’on utilisera la métrique et le produit
scalaire du plan.

1.8. Applications

Naturellement ’étude de trajectoire de points matériels dans le plan utilise toutes les notions de
ce chapitre.

On peut aussi citer la résistance des matériaux ot la fibre moyenne d’une poutre est représentée
par une courbe paramétrée ; voir par exemple les chapitres 1 et 4 et 'annexe B de [Bas04b], disponible
sur le ouaib.

Les notions de repéres de Frenet sont fort utiles et s’appuient aussi sur les notions du chapitre 3.

On pourra consulter un exercice «amusant» donné en examen de MT25 et proposé en annexe B
page 123.






CHAPITRE 2

Courbes paramétrées en coordonnées polaires

On pourra consulter [GAJ94]| (dont ce chapitre est fortement inspiré).

2.1. Introduction

Dans ce chapitre, nous étudions un cas particulier des courbes paramétrées étudiées dans le
chapitre 1. Les résultats de ce chapitre sont naturellement toujours valables, mais certaines techniques
sont particuliéres et méritent d’étre étudiées.

Les notations sont donc identiques, toujours valables et le plan sera trés proche du chapitre 1.

2.2. Coordonnées et repére polaires

Un point M du plan de coordonnées cartésiennes (z,y), est repéré en coordonnées polaires (r,6)

avec
T =rcosb, 2.1)
y = rsiné.
ou!
r>0, ek (2.2)
Yy
Uy z
. r M
J
0
ol i T

Fi1c. 2.1. Les coordonnées polaires

Voir figure 2.1.

1En toute rigueur, & l'origine r = 0 et 6 n’est pas défini

21



22 2. COURBES PARAMETREES EN COORDONNEES POLAIRES

—
—

Puisque 7 est la longueur OM et 0 est égal a I'angle <;, OM >, on a donc?

r=\az?+y?
T =1cosb,

y =7rsind.

Ces équations fournissent une unique valeur de r et une unique valeur de #, modulo 27 ; en effet, si a
et b vérifient

a? +b* =1, (2.3a)

alors, il existe un unique 6 , modulo 27, tel que

a = cos ¥, (2.3b)
b =sin6. (2.3c)
Notons, pour tout # € R,
lig = cos 00 +sinf 7, (2.4a)
Tg = —sinfi+cosfj. (2.4b)

Parfois, ces vecteurs sont aussi notés i, et wy.

On peut vérifier que ces deux vecteurs forment une base orthonormée directe. On note Ry =
(0,wp, V) le repére mobile (ou tournant) ainsi défini.

On vérifie que

Ut /2 = Up, (2.5a)
iy = %" = Ty, (2.5b)
= ‘;—"799 T (2.50)
et que
OM = riy. (2.6)

On peut inverser (2.4) sous la forme

i = cos 0 iy — sin 0 T, (2.7a)

-

) = sin 6 uig + cos 0 Up. (2.7b)

2(’est exactement équivalent & I’écriture en complexe
z=gx+iy=re’ =r(cosh+isinb),

ol r est le module de z et § un de ses argument.
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2.4. ETUDE LOCALE D’UNE COURBE EN POLAIRE 23

2.3. Définitions et notations

Soient I un intervalle ouvert non vide de R, 6 une fonction de I dans R et r une fonction de 6(I)
dans R.
On considére maintenant la courbe paramétrée C = (I', I, F') ou F' est définie par

Viel, F(t)=O0M(t)=r(0(t))dyu. (2.8)

D’aprés la section 2.2, on a donc F(t) =(z(t),y(t)) on, pour tout t € I
z(t) =r(6(t)) cosb(t), (2.9a)
y(t) =r(6(t)) sind(t). (2.9b)

En fait, on se restreindra souvent au cas ot 0(t) = t; le paramétre est donc noté 6 et on a la
définition (voir définition 1.1 page 1) :

DEFINITION 2.1 (courbe définie par une équation polaire). On appelle une courbe définie par une

équation polaire une courbe C = (I', I, F') ou r est une fonction de I dans R et
_

Voel, F(0)= (0) = r(0)iy, (2.10)

ou, ce qui revient au méme, pour tout 6 € I
z(0) = r(0) cos¥, (2.11a)
y(0) = r(0)sind. (2.11b)

2.4. Etude locale d’une courbe en polaire
Reprenons 1’étude faite en section 1.3 page 2. On suppose r de classe C¥, avec k > 1.
2.4.1. régles de dérivation

LEMME 2.2. On a
VoeI, F'(0)=r"(0)idy+r9)vy. (2.12)

DEMONSTRATION. D’aprés (2.5b),
F'(0) = (r(0)ip)" = r'(0)idg + r(0) iy = r'(0)iip + 7(0)vy.

De méme, on montre que, si k > 2

LEMME 2.3. On a
voel, F"(0) :(r”(e) — r(H))a’g + 2r'(0) 7. (2.13)

2.4.2. Position locale d’'une courbe polaire par rapport a sa tangente

Dans cette section, on suppose que k > 2.
D’aprés (2.12), M est un point stationnaire si et seulement si 7(6) et /() sont nuls.

LEMME 2.4. En un point régulier, l’angle V (6) entre la droite Riig et la tangente T'(60) a la courbe
est donné par

Vo eI, tan(V(0)) = €R. (2.14)
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DEMONSTRATION. Immeédiate d’aprés (2.12). O
)
T(9)
V()
Up

Up

- M(0)

J

r(0
it
ol i -

Fi1G. 2.2. L’angle V(0)

Voir la figure 2.2.

Seule l'origine peut étre un point stationnaire et on peut étudier les points distincts de 0 puis 0.

En un point différent de 'origine (c’est-a-dire si r(f) # 0), on envisage seulement deux cas de
figure :

PROPOSITION 2.5 (Etude en un point différent de l'origine). Un point différent de ’origine M (6y)
est un point

— birrégulier (donc ordinaire) si et seulement si 72(0g) + 2r"2(00) — r(00)r" (6) # 0 ;

— d’inflezion si et seulement si 0 — r2(0) +2r"2(0) — r(0)r"(0) s’annule en changeant de signe en

6.

DEMONSTRATION. Si r(6) # 0, alors F'(6) est non nul. La famille (F”(6), F”(6)) est une base si
et seulement le déterminant dans toute base de ces deux vecteurs est non nul; dans la base (11’9, 279),
on a, d’aprés (2.13),

r'(0) r"(0) —r(0)

A(0) = det(F'(0), F(0)) = det <7~ @ 2

) = r2(0) + 27“'2(9) —r(0)r"(9),

et donc
det (F’(H), F”(G)) = r2(0) + 27“/2(9) —r(0)r"(9), (2.15)
ce qui nous permet de conclure pour la premiére assertion.
Pour la seconde, remarquons que le déterminant étant invariant par changement de base, on a,
dans la base (;, j),
2 2 7 _ _ :L‘/(H) T
r2(0) + 2r'"*(0) — r(0)r"(0) = A(9) = det <y’(c9) J(0)

On conclue alors grace a la proposition 1.23 page 12. O

REMARQUE 2.6. Si 6 — 72(8) + 2r"2(9) — r(0)r" () s’annule sans changer de signe en g, le point
M (6p) n’est pas birrégulier et il faut alors utiliser les dérivées successives de F' pour conclure.
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On peut simplifier le calcul de la quantité r2(0) + 2r2(0) — 7(6)r”(#) en remarquant que

LEMME 2.7. En un point régulier, on a, en posant u(0) = 1/r(6),

)
w(f) +u"(0) = (7”2(9) + 27“'2(9) — r(@)r"(@)) . (2.16)

1
r3(6)
Il suffit donc d’étudier — w(0) + u”(0) pour utiliser la proposition 2.5.

DEMONSTRATION. Immédiate. O

On étudie maintenant l'origine, si elle est atteinte par la courbe, c¢’est-a-dire si M (6p) = 0.
On suppose qu’il existe un entier n € {1,...,k} tel que 7“(")(90) # 0. Notons s le plus petit de ces
entiers n. Supposons que 7 est de classe C*11.

PROPOSITION 2.8 (Etude en l'origine). L’origine M () = 0 est un point

— ordinaire si et seulement si s est impair;

— de rebroussement de premiere espéce si et seulement si s est pair;
Dans tous les cas, la tangente est portée par tp, .

DEMONSTRATION. On introduit les entiers p et ¢ des sections 1.3.2 page 3 et 1.3.3 page 4 et on
utilise la proposition 1.10 page 4.
Sis=1,onar(ly) =0etr () #0, on a, daprés (2.12)

F'(60) = r'(0) g, (2.17)
et la tangente est donc portée par ip,. Par ailleurs, d’aprés (2.15), on a
det(F'(60), F"(6o)) = 2r"(60) # 0. (2.18)
Ainsi p =1, ¢ = 2 et d’apreés la proposition 1.10 page 4, on peut conclure.
Sis=2,onar(fy) =0,7(0) =0 et r"(6y) #0. Dapres(2.10) et (2.13), on a
F'(6) = 0, (2.19a)
F"(00) = 1" (00) 1y, (2.19b)
Ainsi, la tangente est donc portée par tug,. D’autre part, d’apreés (2.13),
F®(0) = (r® (o) — 1'(80)) g, + (" (00) — r(60))Ta, + 27" (80)Ta, — 2 (60)lp,
et donc
F®(89) = r® (0) g, + 3" (60) T, -
On a donc
det (F"(8o), F®) (8p)) = 3" (60) # 0. (2.20)
Ainsi p = 2, ¢ = 3 et d’aprés la proposition 1.10 page 4, on peut conclure.
On peut montrer par récurrence sur s > 1, comme pour (2.17), (2.18), (2.19a), (2.19b) et (2.20),
que

Vie{l,..,s—1}, FY () =0, (2.21a)
F®) () = o™ (6o) i, (2.21b)
det (F®)(8y), FET(0y)) = Bsr®) (o), (2.21¢)

ol ag et 35 sont deux réels non nuls. On a donc une tangente portée par g, et p=set g=s+1et
la conclusion annoncée. U
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EXEMPLE 2.9. En 6 = 0, la courbe définie en polaire par

r(0) = In(1 — sin0), (2.22)
présente en l'origine un point ordinaire. En effet, 7(0) = 0 et
0
o) — 030
(@) 1 —siné
et donc 7(0) = —1. Ainsi, s = 1 est impair et on peut conclure.

Donnons maintenant un résultat plus fort qui n’utilise pas s et le fait que r est dérivable!
On suppose seulement que r(0y) = 0, que 7 est continue en #y. On suppose qu'il existe un voisinage
de 6y sur lequel r ne s’annule pas, sauf en 6.

PROPOSITION 2.10 (Etude en l'origine (autre résultat)). L’origine M(6y) = 0 est un point
— ordinaire si et seulement si v s’annule en 0y en changeant de signe;
— de rebroussement de premiére espéce si et seulement si v s’annule en 6y en restant de signe
constant.
Dans tous les cas, la tangente existe et est portée par g, .

DEMONSTRATION. Etudions la direction du vecteur M (6g)M (6 + h)/h quand h tend vers zéro.
Ce vecteur est égal & (T‘(90 + h)Upy+n — r(ﬁo)ﬂ'go) /h, colinéaire a tp,+p. Quand h tend vers zéro, ce
vecteur tend vers tg,, ce qui montre que la tangente existe et est portée par iy, .

D’autre part, d’aprés la formule de Taylor-Young appliquée & 6 — g, on a

Ugyth, = g, + hiip, + o(h) = dg, + hiy, + o(h).
Puisque (up,, Up,) constitue une base, on peut réécrire cela sous la forme

tigy+n = (1 + a(bo, b)) g, + h(1+ B(b0, h))To,,
ot a(bo, h) et B(0y, h) tendent vers zéro quand h tend vers zéro. On a donc

M (00)M (60 + h) = (00 + k) (1 + (6o, h)) g, + (60 + h)h(1 + B(6o, k) Ty

La composante de M (to)M (to + h) sur g, vaut r(6g + h)(1 + (6o, k)) qui est du signe de r(6y + h)
au voisinage de h — 0. Ainsi, si r s’annule en 6y en changeant de signe, la courbe change de coté par

rapport & tp,. De méme, dans ce cas, la composante de M (to) M (to + h) sur @, vaut r(6p + h)h(1 +
B(6o, h)) et reste de signe constant. En raisonnant comme a la fin de la preuve de la proposition 1.10,
on en déduit que l'origine M () = 0 est un point ordinaire.

De méme, on montre I'autre assertion de cette proposition. O

De cette propriété, on peut déduire une autre preuve de la proposition 2.8 qui permet d’éviter la
récurrence (2.21) :

AUTRE DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 2.8. Il suffit de démontrer que les hypothéses de
la proposition 2.8 entrainent celles de la proposition 2.10. Par définition de s, on a

(0o + h) = h® <T(S)(00) + 0(1)) )

s!

La parité ou I'imparité de s entraine donc que 7 reste de signe constant ou change de signe au voisinage
de 0y, ce qui permet de conclure. O
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11 est des cas ou lentier s peut ne pas étre défini; par exemple si r(6) = f(0), définie par 1.6 page 3. Dans ce cas,
on peut utiliser la proposition 2.10, mais pas la proposition 2.8. On pourra consulter I'interrogation de TD du 13 avril

2005 et sa correction disponibles sur http://utbmjb.chez-alice.fr/UTBM/index.html {

REMARQUE 2.11. Comme pour I'exemple 1.12 page 6, il est possible d’automatiser la procédure
de classement des points en utilisant la proposition 1.10, pour calculer, en symbolique, les entiers p, ¢
et les vecteurs V;(6p) et Va(6p). Il sera plus facile de les calculer dans la base (i, , vg,). Conformément
a la preuve de la proposition 2.8, on peut montrer que, pour tout [ > 0

FU(00) = Ai(Bo) g, + Bi(00) T, (2.23)
ou A; et B; sont deux fonctions. On peut les définir par récurrence en remarquant que
Ai(6o) = r(0o), Bi(bo) = 0. (2.24)
Si (2.23) est vraie, alors, par dérivation

FO(00) = (A1(8o)tig, + Bi(00)Ts,)’,
= Aj(00)da, + Ai(60)7g, + Bj(00)Vs, — Bi(60)tp,,
= (A4}(60) — Bi(60)) i, + (Ai(b0) + B[ (60)) Ts,-

!

Ainsi (2.23) est vraie a 'ordre [ 4+ 1 a condition de poser

Al+1(90) = A;(Qo) - Bl(eo), (225&)
Byi1(60) = Ay(60) + BJ(6o). (2.25b)

EXEMPLE 2.12. Reprenons 'exemple 2.9 page ci-contre. Le fonction r s’annule en zéro en chan-
geant de signe. On retrouve donc le fait que l'origine est un point ordinaire.

2.5. Diverses propriétés
2.5.1. Branche infinie

On rappelle que ’ensemble de définition de la courbe est noté I. Soit 6y réel appartenant a la
frontiére T\ I de I.
Comme pour la définition 1.25 page 13, donnons la définition suivante :

DEFINITION 2.13 (Branches infinies). Nous avons les cas exclusifs suivants :
(1) Si
li 0)=+
o, T(0) = o0
00,
on dit que la courbe posséde une branche infinie de direction asymptotique, celle de la droite
d’équation polaire 8 = 6. Dans ce cas,
(a) Si
gling r(0)sin(6 — 6y) =a € R,,
040y

la droite d’équation y = a dans le repére Ry, est asymptote a la courbe (cas a)).
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lim r(0)sin(0 — 0y) = £oo,,
60—0g
0400

la courbe présente une branche parabolique de direction la droite d’équation polaire
0 =0y (cas b)).

(2) Si

lim 7(0) = +oo,
0—+o0

on dit que la courbe présente une branche infinie en spirale (cas c)).
(3) Si

lim 7(0) =a€R,
f—=to0

on dit que le cercle de centre O et de rayon |a| est cercle asymptote a la courbe (cas d)).

REMARQUE 2.14. On précisera la position de la courbe par rapport & I’asymptote, dans le cas la,
en étudiant le signe de r(0)sin(f — 6y) — a et dans le cas 3, en étudiant le signe de 7(6) — a.

De (2.4a) et (2.10), on tire
- - .
OM(6) =r(0) (cosﬁi + sin@j) ,
et donc, grace a (2.7), il vient

—_—

OM (6)

r(0) (cos 0 (cos Oy tp, — sin By Up,) + sin @ (sin by g, + cos by 1790)> ,

r(0) ((cos 6 cos Oy + sin Osin b) i, + (— cos 0 sin Oy + sin O cos bp) 1790> ,
7(8) (cos(6 — ) g, + sin(6 — bp)vy,) -

Ainsi, dans le repére Rg,, M () a pour coordonnées (r(6) cos(6 — 6p), r(8) sin(6 — 6y)) et nous admet-
trons que les cas a) a d) peuvent étre illustrés par les figures 2.3 page ci-contre.

EXEMPLE 2.15. La courbe de 'exemple 2.9 page 26 admet "asymptote Oy en 6 = /2.
En effet, on a

lim In(1 —sinf) = —oc. (2.26)

0—m/2

D’autre part, si on pose u = 7/2 — 6, on a
sin(f — 7/2)r(f) = —sinur(r/2 — u) ~ —uln(l — cosu) ~ —uln(u?) = —2ulnu,
ce qui tend vers zéro quand u tend zéro.

REMARQUE 2.16. L’emploi de logiciel de calculs symboliques, permet d’automatiser 1’'étude de
branches infinies.
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y y
a
~_ 7 7
B0 ﬁes 0o Ugy (PALL
0 ] X 0 [ X
(a) : asymptote (b) : branche parabolique

y/ y

.

J
O; X O\/

(c) : branche infinie en spirale (d) : cercle asymptote

FiG. 2.3. les quatre cas de la définition 2.13.

2.5.2. Points doubles

Remarquons que, pour tout 8 et pour tout k € Z
Ugyokn = Up, (2.27a)

et ce sont les seuls valeurs d’angles 6 et 6’ pour lesquelles iy et wy sont colinéaires.
Ainsi,

est équivalent &
r(0")iig = 7(0)dy.
Cela est donc encore équivalent a
0 — 0 =2km et r(0) =r(0),
ou
0—0" = 2k+1)met r(d) =—r(9),

ouk €Z.
On cherchera donc les points doubles comme solution de

r(0 + 2k7) = r(0), (2.28a)
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ou

r(0+ (2k + 1)m) = —r(0), (2.28b)
ouk € Z.
2.5.3. Symétries et périodicités
On rappelle la définition suivante :

DEFINITION 2.17 (antipériode). Soit f une application de I, intervalle de R, dans R. Le réel T' > 0
est dit antipériode si et seulement si

Voel, 0+Teclet f(O+T)=—f(0). (2.29)
On peut réduire l'intervalle d’étude de la fagon suivante :

PROPOSITION 2.18 (réduction par périodicité).

Si T > 0 est période de r, alors

- 51T = 2nmw oun € N*, on obtient toute la courbe en se limitant & un sous intervalle de I,
d’amplitude T ;

— Sinon, on se limite a un sous intervalle de I, d’amplitude T et on compléte par des rotations
de centre 0 et d’angle T'.

PROPOSITION 2.19 (réduction par antipériodicité).

Si T > 0 est antipériode de r, alors

- 81T =(2n+1)m oun €N, on obtient toute la courbe en se limitant a un sous intervalle de I,
d’amplitude T ;

— Sinon, on se limite a un sous intervalle de I, d’amplitude T et on compléte par des rotations
de centre 0 et d’angle T + 7.

DEMONSTRATIONS DES PROPOSITIONS 2.18 ET 2.19. Il suffit d’'utiliser (2.27). On a aussi, si T
est période,
7 — —
OM(0 +T) =r(0+ T)tgr = r(0) o+,

et donc M (0 + T') s’obtient comme l'image de M (#) par I'image de M (f) par la rotation de centre O
et d’angle T'. De méme, si T est antipériode, M (6 + T') s’obtient comme 'image de M (6) par I'image
de M(0) par la rotation de centre O et d’angle T+ . O

REMARQUE 2.20. Remarquons que si T est antipériode de r, alors 2T est période de r. De facon
pratique, on déterminera 7, la plus petite période de 7 et on examinera si 7/2 est une antipériode de
r.

PROPOSITION 2.21 (réduction par symétrie axiale).
— 5%l existe a € R tel que

Voel, a—-0¢cletr(a—0)=r(0), (2.30)

alors on se limite a l'un des deux intervalles (inf(I), /2] ou [a/2,sup(])) et on compléte par
la symétrie axiale par rapport a la droite d’équation polaire 6 = a/2.
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Y
D
_ M0
o 2 a2 (0)
J
a—p 0
M(0) 0 )
- /2 i T
J
0
0 \
i T
a—0+m
M(a—0)
(a) : symétrie axiale par rapport a la (b) : symeétrie axiale par rapport a la droite d’équa-
droite d’équation polaire 6 = «/2 tion polaire § = (a + m)/2
Fi1c. 2.4. réduction par symétrie axiale.
— Sl existe a € R tel que
Voel, a—0cletr(a—0)=—r(0), (2.31)

alors on se limite a l'un des deux intervalles (inf([), /2] ou [a/2,sup(])) et on compléte par
la symétrie aziale par rapport a la droite d’équation polaire 6 = (o + m) /2.

DEMONSTRATION. Il suffit de remarquer que, dans les deux cas, I est centré autour de a/2 et
que, dans le premier cas,
_ . .
OM(a—0)=r(a—0)ig—p =r(0)tUs—¢.
Cela traduit le fait que M (o — ) est I'image par la rotation de centre O et d’angle ov — 260 de M (6),
soit encore que M (a — ) est I'image par la symétrie axiale par rapport a la droite d’équation polaire

0 = /2 de M () (voir figure 4(a)). On montrera de méme la seconde assertion de la proposition (voir
figure 4(b)). O

On les deux cas particuliers suivants, correspondant & o =0 :

PROPOSITION 2.22 (réduction par symétrie axiale (bis)).
- Si
Voel, —0¢cletr(—0)=r(0), (2.32)
alors on se limite a l'un des deuz intervalles (inf(I),0] ou [0,sup(l)) et on compléte par la
symétrie axiale par rapport a Ox.
- Si
Vvoel, —-0¢cletr(—0)=—r(0), (2.33)
alors on se limite a l'un des deuz intervalles (inf(I),0] ou [0,sup(l)) et on compléte par la
symétrie axiale par rapport a Oy.
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On a de méme :

PROPOSITION 2.23 (réduction par symétrie centrale). Sl existe J, un sous-intervalle de I, tel
que I =JN(J+m)
Voed, r@+m) =r0), (2.34)

alors on se limite a lintervalle J et on compléte par la symétrie centrale de centre O.
REMARQUE 2.24. En fait, cette proposition constitue un cas particulier de la proposition 2.18.

REMARQUE 2.25. Grice a4 matlab, on peut trés facilement tracer la courbe définie par

0=t (2).

en tapant par exemple :

theta=—2xpi:0.01:2xpi;
polar (theta,l—sin(theta /2));

On pourra aussi voir la fonction matlab disponible sur le ouaib trace_parametrique_pol.m.

2.6. Plan général d’étude

e définir l'intervalle de définition de 7 ;

e exploiter les propriétés de symétries et de périodicité pour réduire cet intervalle d’étude ;

e Calculer 7/, tacher de définir son signe, dresser, dans un méme tableau, le tableau de variation
de r. Y indiquer les limites et valeurs particuliéres (de r et ') ;

e donner les valeurs des angles définissant les tangentes aux points réguliers ;

étudier les éventuelles tangentes aux points stationnaires ; déterminer éventuellement la classi-
fication de ces points;

déterminer les points d’inflexion ;

déterminer les branches infinies;

déterminer les points doubles ;

faire une ébauche de tracé en utilisant toutes ces propriétés, en tragant les points particuliers
étudiés, ainsi que les tangentes en ces points.

2.7. Un exemple complet

Etudier la courbe de 'exemple 2.9 page 26.
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CHAPITRE 3

Propriétés métriques des courbes paramétrées

On pourra consulter [GAJ94]| (dont ce chapitre est fortement inspiré).

3.1. Introduction

Dans ce chapitre, nous étudions les propriétés métriques' des courbes vues au cours des chapitres
1 et 2, dont on reprend les notations.
Dans tout ce chapitre, on utilise la norme euclidienne, notée ||.|| : pour tout vecteur u = (z,y) du

llul| = V2?2 + y2. (3.1)

Avec l'identification faite en page 1, on a pour, tout point M = (z,y) du plan affine &,

OM = HO_MH = /22 + 2. (3.2)

Soit une courbe paramétrée C = (I', I, F'). On se place dans le cas ou I = [a,b], avec a < b.

plan vectoriel F

3.2. Arc rectifiable, longueur, abscisses curvilignes
3.2.1. Arc rectifiable et longueur

On cherche & mesurer la longueur d’'un arc de courbe, c’est-a-dire, d’une portion de courbe para-
métrées.

On pourra, pour une approche «empirique», consulter le chapitre 4 et 'annexe E de [Bas04a],
disponible sur le ouaib.

DEFINITION 3.1. Pour tout entier N non nul, on appelle o une subdivision de 'intervalle [a, b] un
N + 1-uplet (to,t1,...,tn—1,tn) de réels tels que a =ty < t1 < ... < ty_1 < ty = b. On note

h = OS?%%(—I(EJA — ti) > 0, (33)

le pas de la subdivision o.

DEFINITION 3.2. Pour toute une subdivision de U'intervalle [a, b] o, on note, pour tout 0 < i < N,
M; = F(t;). On appelle la longueur de la ligne polygonale (Mi)ogz'g N> associée a la subdivision o et
on note le réel L,(I") défini par

N-1
Le(T) = MM (3.4)
i=0
On note S 'ensemble des subdivision de [a, b].
L, (T") est donc une longueur approchée (voir figure 3.1) ; on va «faire tendre h vers zéroy.

Lyoir section 1.7 page 19

33
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Mip

Fic. 3.1. La longueur L,(T").

DEFINITION 3.3. On appelle longueur de la courbe paramétrées I' 'élément de R
L(T") = sup L, (). (3.5)
cesS
On dit que I est rectifiable lorsque L(T") est un réel, ce qui revient a dire qu’il existe un réel M tel

que
Vo €S, Ly(I) <M. (3.6)

THEOREME 3.4. Soit une courbe paramétrée C = (I', I, F), ou F est supposée de classe C. Alors,
Uarc T est rectifiable et

L(T) = /ab | F'(t)]| dt. (3.7)
On peut aussi écrire (et de fagon formelle car la limite n’a guére de sens, puisque o dépend de N
paramétres) :
L) = ilzlgb L, (T). (3.8)
DEMONSTRATION. Démontrons tout d’abord que
woes, L)< [ F )| de (3.9)
Remarquons tout d’abord que, ’
V(u,v) € [a,b], F(v)— F(u)= /v F'(t)dt, (3.10)
et, donc en particulier, ’
V(u,v) € [a,b] u<v=|F(v) — F(u)| < /v HF’(t)H dt, (3.11)
ce qui donne aussi ’
Vi {0,..,N —1}, M;M;;, < /tti+1 | F'(t)|| de. (3.12)

Par sommation sur 4, on déduit (3.9). On en déduit donc que larc est rectifiable et que, en prenant le
sup :

b
L(T) < / | F'(t)|| dt. (3.13)
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L’inégalité contraire, plus difficile,
b
Ly [P (3.14)
a
est rédigée en annexe D. O

REMARQUE 3.5. On peut réduire les hypothéses de régularité de F' pour définir la longueur d’un
arc; par exemple, supposer que F n’est que C'! par morceaux, le nombre de ses points de discontinuité
étant fini (ou dénombrables, c’est & dire en bijection avec N).

REMARQUE 3.6. Il existe des arc sans longueur! C’est le cas des courbes fractales, qui possédent
un nombre infini de discontinuité, celles-ci «ne disparaissant pas par grossissement». C’est aussi le cas
de la cote de la France, si on suppose la matiére continue : chaque grossissement fait apparaitre de
nouveaux détails et L(I") est infini!

REMARQUE 3.7. Attention, la longueur de I'arc de courbe C = (T',I, F') est notée L(I'), mais
dépend a priori de ', I et F. Il en de méme de la longueur L,(I'), associée a la subdivision o.
Moyennant certaines précautions, on peut montrer que L(I') ne dépend que de la partie de I" de € et
que Ly (T") de dépend que de T et de o. Voir annexe E.

On pourra ne mesurer qu’une partie de la longueur d’'une courbe grace a la proposition suivante,
dont la preuve est immédiate :

PROPOSITION 3.8. Soit une courbe paramétrée C = (I',I,F), ou F est supposée de classe C'.
Pour tout couple (t1,t2) de I? avec t1 < ta, la courbe Clt1,t2) €St définie par (F\[tl,tz]a [t17t2]7ﬂ[t1,t2])
ot |4, 1, désigne la restriction de F' a [t1,t2]. Elle est rectifiable et sa longueur vaut

L (Dyy.1]) :/j | F'(t)]| dt. (3.15)

3.2.2. Calcul pratique

On a, sous les hypothéses de régularité suffisante :
PROPOSITION 3.9.
~ Si F est définie par F(t) = (z(t),y(t)), on a
b
L(T) = / a2 (t) + o2 (t)dt. (3.16)

— Si F' est définie en polaires, on a

L) = /b,/ﬂ(e) +r2(0)d6. (3.17)

— Si la courbe est définie par y = f(x) sur [a,b] on a

L) = /ab \/ 1+ f?(x)da. (3.18)

DEMONSTRATION. Cela vient de de (1.2) et de (2.12). Pour démontrer (3.18), il suffit de vérifier
que la courbe peut étre paramétrée par x(t) =t et y(t) = f(z(t)) = f(t). O
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3.2.3. Abscisse curviligne
Grace a la proposition 3.8, on peut donner la définition suivante :

DEFINITION 3.10. Soit une courbe paramétrée C = (I, I, F), ott F est supposée de classe C'. Soit
to € I fixé. On définit 'application S sur I par

~L (Tjpae))  sit <to,

_ (3.19)
L (F\[to,t}) sit > tg.

Vtel, S(t)= {
Cette application est appelée abscisse curviligne orientée dans le sens de ¢ croissants correspondant
au choix de tg pour origine. On dit que s = S(t) est l'abscisse curviligne de M(t).

Pour toute cette section, on se donne une courbe paramétrée C = (I', I, F'), ou F' est supposée de
classe C1.

On a la proposition suivante, dont la preuve est immeédiate (grace a la proposition 3.8 page
précédente) :

ProprosIiTION 3.11. On a, pour tout t € I,

Su):iA‘HF%deu, (3.200)
S'(t) = ||F'(t)||- (3.20b)

PROPOSITION 3.12.
— Si ensemble des points stationnaires est discret ? alors S définit une bijection strictement
croissante de I sur J = S(I) et la bijection réciproque S~1 est strictement croissante de J sur

1.
~ Si, de plus, F est réquliere ® et de classe C*, pour k > 1, alors S et S™' sont de classe C*. La
fonction ¢ définie par
Y= FoS™! (3.21)
est de classe C* et (I, F) et (J,%) constituent deur paramétrages de T.
— Dans ce cas,

vsedJ, |[¢'(s)] =1, (3.22)
ce qu’on traduit en disant que 1 est un paramétrage normal de C.
DEMONSTRATION.

— Ce point vient de (3.20b) et du cours d’analyse.
— Puisqu’en tout point, ||F’(t)|, on a

/ 1 1
€S (5700 =g = v
et donc
Vs s, (Sil)/ (8) _ m (3.23)

2Un ensemble discret D d’un intervalle I est défini par la propriété suivante : chaque élément de D peut étre isolé,
c’est-a-dire, pour tout ¢ de D, il existe € tel que [t — €, t[U]t,t + €] et D sont disjoints.
3tout point de I est régulier.
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D’aprés le cours d’analyse, S et S™! sont de classe C*. On a aussi, par définition,
V(s,t) e Jx I, s=25(t),
et donc
V(s,t) € J x I, F(t)=F(5'(s)) = FoS™(s).
— Enfin, d’aprés (3.23),

VseJ, ¢'(s)= (FoS™) (s) = F' (S7(s)) (S7) (s) = -

dont découle (3.22).

3.3. Vecteur normé tangent T

Pour toute cette section, on se donne une courbe paramétrée C = (I', I, F'), ou F' est supposée de
classe CF ot k > 1 et réguliére. S désigne I'abscisse curviligne orientée dans le sens des t croissants
correspondant & une origine ty. La fonction v a été définie par (3.21).

DEFINITION 3.13. Le vecteur défini par
VselJ, T(s)=1v'(s), (3.24)

est le vecteur normé tangent en M = F(t) = 9(s). La fonction ¢’ est la fonction vecteur normé
tangent.

Puisque 9/(s) est colinéaire (et de méme orientation) a F'(t) # 0 et de norme 1, cela justifie ce
vocable.

REMARQUE 3.14. On se méfiera des cas ol I'ensemble des points doubles de F' n’est pas fini; on
considérera, en pratique, des courbes ot les points doubles sont en nombre fini (voir annexe E).

REMARQUE 3.15. En toute rigueur, le vecteur T' n’est pas défini aux points stationnaires (puisque
|F'(t)]| est nul). On pourra néanmoins, moyennant certaines précaution, le définir en ces points; voir
I'annexe F.

3.4. Simplifications de notations

Les notations précédentes S, F'oS *1, ..., sont rigoureuses mais ne correspondent pas toujours aux
notations des «mécaniciens» qui utilisent beaucoup ces notions, mais avec des notations plus simples
et, somme toute, plus pratiques, méme si cela s’accompagne d’une perte de rigueur. Nous prenons
aussi ce parti pris simplicateur.

Nous assimilerons la fonction S et sa valeur s en les notant toutes les deux s. Nous noterons de
méme les fonctions sans leur variable, sauf ambiguité; par exemple, on notera T , OM ...

Par ailleurs, si h = fog, on sait que la formule des dérivations composée s’écrit

vz, (fog)'(z) = (f'og)(x)d (x) = f'(9(x)))d (x). (3.25)

Dans le terme de gauche de cette équation, f dépend de z, via ¢ ; dans le terme de droite, f’ dépend
de g(z) et g dépend de z. On utilisera finalement, dans le méme abus de notation signalé, la notation
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suivante
df _ df dg
dr — dgdz’
mnémotechniquement plus simple & retenir; on «simplifie» par dg.
On retiendra donc la formule (3.20b) sous la forme

/
)
La formule (3.24) pourra se retenir de la fagon suivante :

—
F_ F') _dF _dOM
TF@ T ds  ds

et se «justifier» de la fagon suivante, grace a (3.26) et (3.27),

F() _dP 1 _dFdi _dr

|[F'@t)|  dt ds — dtds ds’
dt

T =

3.5. Repére de Frenet, courbure, Rayon de courbure

(3.26)

(3.27)

(3.28)

Pour toute cette section, on se donne une courbe paramétrée C = (I', I, F'), ou F' est supposée de

classe C* ot k > 2 et réguliére.

3.5.1. Repére de Frenet

DEFINITION 3.16. Pour tout ¢t € I, au point M(¢) de I, on associe le repére orthonormé direct

(M , f, N ), appelé repére de Frenet en M (t), ou T est le vecteur normé tangent et N est le vecteur

obtenu par rotation d’angle /2.

2

()

=.

FI1G. 3.2. Le repeére de Frenet (M, T, ]\7) au point M (t).

Voir figure 3.2.

REMARQUE 3.17. Si le point M n’est pas simple, il existe, en toute rigueur, plusieurs repéres de

Frenet en ce point !

PROPOSITION 3.18 (Courbure et rayon de courbure).
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— Le vecteur dT /ds est colinéaire a N et le nombre * ¢(s) tel que
dT ,
i c(s)N, (3.29)

est appelé courbure algébrique de la courbe en M ; le nombre |c(s)| est la courbure géométrique 2

~ Si la courbure est non nulle, le nombre ® R(s) défini par

(3.30)

est appelé rayon de courbure algébrique ; le nombre |R(s)| est le rayon de courbure géométrique.

DEMONSTRATION. Puisque F est au moins C? et réguliére, T est défini et on peut le dériver une
seconde fois. On a, puisque T est unitaire

1=||T|| =T.T,
et par dérivation,
d (== =dl —dT . dT
0= (TT) =TS+ 7.5~ = 2T.5.
ds d * ds ds
Ainsi df/ ds est orthogonal a T et donc colinéaire & N. (]

DEFINITION 3.19 (Centre et cercle de courbure).
— Au point M de la courbe, si la courbure est non nulle, le point I tel que

— N
MI = RN, (3.31)

est appelé centre de courbure.
— Le cercle de centre I et de rayon |R| est appelé le cercle de courbure.

o M(t)

()

0
i

Fi1G. 3.3. Le repére de Frenet (M T N ) au point M (t), le centre et le cercle de courbure.

4aussi noté c.

5par défaut, en ’absence de précision, une courbure sera algébrique.

6aussi noté R.
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REMARQUE 3.20. La définition implique que le cercle de courbure passe par le point M et qu’il
est tangent & la courbe en M.

De plus, c’est le cercle qui épouse au mieux la forme de la courbe (voir figure 3.3). On parle aussi
de cercle osculateur. Une justification de ce fait et de la terminologie employée est donnée en annexe
G. On y verra aussi la notion de parabole osculatrice.

REMARQUE 3.21. Avec la notation 1, on a, pour tout s € J,

P(s) = FoS™'(s), (3.32a)
W(s) =T, (3.32b)
P'(s) = % = c(s)N. (3.32¢)

REMARQUE 3.22. La fonction s — c(s) est de classe C*~2.

EXEMPLE 3.23. Etudions un cercle de centre 'origine et de rayon p dont un paramétrage peut

étre :
YVt € [0,2x[, F(t) = p(cost,sint) = piy, (3.33)
avec la notation (2.4) du chapitre 2. On vérifie aisément que
vt €10,2n[, F'(t) = p(—sint,cost) = pt;. (3.34)
et donc
vt e [0,2x], |F'(®)| =p (3.35)

et que, si I'origine est choisie en g = 0, on a

t
vie[o,2n], S(t) = / pdu,
0

soit
Vt € [0,2n], S(t) = pt. (3.36)
On a donc
t=S(t)/p=s/p=5""(s),
et donc

Vs € [0,2mp], SU(s) = % (3.37)

On a ainsi un paramétrage normal du cercle 9(s) = F(S71(s)) soit

Vs € [0,2mp], ¢@):p<am<z),gn<%>>. (3.38)

ci, pour calculer S7!, il est important de dissocier s et S'!
Pour calculer T', on peut utiliser (3.28) :

L F(t 7
7o }):ﬁg
[F'@O »p
et donc
T=40 (3.39)
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On peut aussi utiliser le paramétrage normal (3.38) :
T =14'(s) = | —sin <£> , COS <f> = 4.
p p

N = —1u,

De (3.39), on déduit

De (3.39), on déduit aussi

—

daf’  dtdl 1

ds dsdt  p "
Grace a (3.29), (3.40) et (3.41), on a
R=p.
On en déduit que
1=0.
Ainsi, le cercle se confond avec son cercle de courbure.
Y
T
M(t)
j AR
t
O i x

F1G. 3.4. courbure et cercle de courbure

Voir la figure 3.4.

41

(3.40)

(3.41)

(3.42)

(3.43)

EXEMPLE 3.24. On vérifie que pour une droite, le vecteur T est le vecteur directeur unitaire de

la droite et est constant. De (3.29), on déduit donc que

c=0, R=+4o0.

(3.44)



42 3. PROPRIETES METRIQUES DES COURBES PARAMETREES

PROPOSITION 3.25 (premiére et seconde formule de Frenet). On a

T -

— =¢(s)N, (3.45a)
ds

AN o

— = —¢(9)T. (3.45b)
ds

DEMONSTRATION. La formule (3.45a) n’est autre que (3.29). On écrit, de méme, puisque N est
unitaire

et par dérivation,

Ainsi dN /ds est orthogonal & N et donc colinéaire a T'. Ainsi, il existe A(s) tel que

AN o
— = As)T. 3.46
=) (3.46)
Puisque N et T sont orthogonaux, on a
0=T.N,
et par dérivation,
d (= = - dl' = dN
:—JﬂgzN——Tf—
ds ( ds ds

ce qui nous permet de conclure. O
3.5.2. Fonction angulaire

DEFINITION 3.26. Pour tout M de I', on définit 'angle ¢ par

¢::<Zi? [27]. (3.47)
On a donc une fonction ¢ de J dans R.
On admet la proposition suivante :
PROPOSITION 3.27. La fonction ¢ est de classe C* 1.

On a aussi
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PROPOSITION 3.28. On peut écrire :

T =cos¢i—+singj, (3.48a)
N = —singi+cos¢j, (3.48b)
dr _ Ccos ¢, (3.48¢)
ds

% = sin ¢, (3.48)
d

d—‘f —e. (3.48¢)

DEMONSTRATION. Les égalités (3.48a) et (3.48b) proviennent des définitions.
On en déduit

—
- . 2 —'_dOM_ d - s _dx—.* dy—.'
cospi+singj =T = s = s (:m—l—yj) = £1+£j,
dont on déduit (3.48¢c) et (3.48d).
Enfin, grace a (3.45a), on a
- 2 T - 2
c(s) (—sin¢i+cos¢j> = C;—S = % (cosqbi—i—singbj) =
do d - - d - "
d_fd_qb (cosqbi —I—Sinqu) = d—f (—sinqbi + cosqu) .
On en déduit (3.48e). O

3.5.3. Calcul explicite du rayon de courbure en un point birrégulier

Nous supposons de plus que le point M(t) est birrégulier, c’est-a-dire (F'(t), F"(t)) forme une
base (ou encore p =1, ¢ = 2).

PROPOSITION 3.29. On a

(x’2 n y/2>3/2
R = x’y” _ :c”y’ : (3-49)

DEMONSTRATION. Puisque le M (t) est birrégulier, le dénominateur du terme de droite de (3.49)
est non nul.
Par ailleurs, si 2’ est non nul, il est immédiat que
/

tan ¢ = % (3.50)
dont on déduit par dérivation
dqb d d y/ $,y/, _ $,/y/
Ainsi, en réutilisant (3.50),

fc/y”—x’/y’ dqb ) dqb y/ 2 d¢x’2+y’2

T
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Ainsi, par transitivité, il vient
ZL‘/y” o x”y’ do

= . 3.51
x/2 + y/2 dt ( )
Par ailleurs, grace a (3.48¢), on a
dp  dt do 1 do
C=——=—— = RN
ds dsdt ||F'(t)] dt’
et donc ) J
P (3.52)
ZL‘/Q + y/2 dt
De (3.51) et (3.52), on tire donc
1 NN ) NN
. Ay’ —aty @y ey
VR 2 (g )l
Puisque z'y” — 2"y’ est non nul, on peut inverser cette égalité et obtenir (3.49).
Si ¢/ est non nul, on fait le méme raisonnement avec
1
tang  y
O
PROPOSITION 3.30. Pour une courbe d’équation y = f(z), on a
3/2
(14 7@)
R(x) = . 3.93
(x) f”(x) ( )
DEMONSTRATION. On applique la formule (3.49), avec z(t) =t et y = f(t) = f(x). O
PRrROPOSITION 3.31. On peut écrire les formules intrinséques :
1
R= 3.54
3E W) @) 3042
3
_Fl ‘ (3.54b)
det (F'(t), F"(t)) '
DEMONSTRATION. D’aprés les formules de Frenet, on a successivement
T =4/(s).
et
eN =T =" (s)
Ainsi,
det (¢'(s),¢" (s)) = det (f, c]\7) = cdet (f, ]\7) =c, (3.55)

dont on déduit (3.54a).
Par ailleurs, on a

(1) = 2 = S0
De méme,
) = (< 0'(9) = 00 () + £ (0% ) — iy (s) + 0w ).
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Ainsi
det (F'(8), F" (1)) = det (' (0)/(s), " ()0 () + ()" (5) ) = det (5/ (D)0 (5), 5" ()9 (5))
+det ((0)0/(s), 5”200 (5)) = 5'(1)° det (' (5), 4" (5)) = | F'()]|” det (¢/(5),0"(5)) ,

et donc, d’aprés (3.54a),
det(F'(t), F"(8)) = | F'()|
dont on déduit (3.54b). O
AUTRE DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 3.29. D’aprés (3.54b), il vient

et (P (W) oy~ aty

IFOF @2y
O
PROPOSITION 3.32. On a, pour une courbe en coordonnées polaires,
(r20) + r'Q(a))?’
R(0) = (3.56)

r2(0) + 2r(6) — r(6)r"(6)
DEMONSTRATION. Il suffit d’utiliser (3.54b) et les résultats (2.12) et (2.15) du chapitre 2. O

PROPOSITION 3.33. On a, pour une courbe en coordonnées polaires, en posant u(0) = 1/r(0),

W) + ()
BO) = 500) (u(®) + ()

DEMONSTRATION. Il suffit d’utiliser le lemme 2.7 page 25 du chapitre 2. U

(3.57)

3.5.4. Calcul informatique du rayon et du centre de courbure en un point birrégulier

Voir les propositions de ’annexe H.

Les formules de l'annexe H peuvent étre confiées & un langage symbolique, comme maple ou
matlab. On consultera les fonctions matlab prepar_courbure et prepar_courbure_pol qui exploitent
les résultats des propriétés H.1 et H.2. Voir aussi les fonctions trace_frenet_courbure et trace_
frenet_courbure_pol qui tracent, en un point, le cercle de courbure et la parabole osculatrice (voir
définition en annexe G).

Grace & ces fonctions, on a pu traiter les exemples suivants :

EXEMPLE 3.34. Cercle de courbure de la courbe définie par
F(t) =1,5(cost,sint), (3.58)
au voisinage de t = /4. Voir figure 5(a) page suivante
EXEMPLE 3.35. Cercle de courbure de la courbe définie par
F(t) = (cos(t) — 2cos(t/2),sin(t) — 2sin(t/2)), (3.59)

au voisinage de t = 7/2. Voir figure 5(b) page suivante.
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— courbe
— parabole
cercle

-7

-N
O _centre courbure
. .

L L L L L L L L L L L L L
-1 -05 0 05 1 15 -2 -15 -1 -05 0 05 1 15

(a) : exemple 3.34 (b) : exemple 3.35
o — courbe
—— parabole N
- _crerc\e i ' N .
°r o ?en"e courbure /—\5\\ )
4 05 / /\\
2r 0 o

— courbe
— parabole
cercle

b -7

-N
O _centre courbure
.

L L L L L I L L L L h L L L
-4 -2 0 2 4 6 8 10 -15 -1 -05 o 05 1 15

(¢) :exemple 3.36 (d) : exemple 3.37

Fic. 3.5. Cercle de courbure et parabole osculatrice pour les exemples 3.34 a 3.37.

EXEMPLE 3.36. Cercle de courbure de la courbe définie par
F(t) = (t +sin(t) — 4sin(t/2),3 4 cos(t) — 4 cos(t/2)), (3.60)
au voisinage de t = /3. Voir figure 5(c).
EXEMPLE 3.37. Cercle de courbure de la courbe définie en polaire par
r(0) =1, (3.61)

au voisinage de 6 = /4. Voir figure 5(d).

3.5.5. Calcul pratique du rayon et du centre de courbure en un point birrégulier

Les formules de la section 3.5.3 ou celles de 'annexe H ne sont guére utilisées pour des calculs «a
la main».

De fagon pratique, on pourra procéder ainsi en utilisant les différentes formules de ce chapitre :
e Pour une courbe définie par F' :

(1) On calcule s grace a
ds , Y Y
2 = IF®l = Va® +y @) (3.62a)
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(2) On calcule T en écrivant

dOM 1 dOM 1
T = = — = F'(t). (3.62b)
ds & a  [F@)
(3) Si T = (a,b), on a alors
N = (=b,a). (3.62¢)

(4) Gréace a la premiére formule de Frenet, on a

1 dT dtdT
S ———— o\ .62d
[F'@) dt  dsat (3:62d)

dont on déduit la valeur de c.

(5) On peut en déduire la valeur de ¢ grace a
_d¢ _dtdp 1 d¢

=% " L O (3.62¢)
ou grace a
ill_i = cos ¢, Z—Z = sin ¢, (3.62f)
dont on tire L b Ly
TPl & = cos ¢, NHGIRG = sin ¢. (3.62g)

e Variante : on calcule d’abord ¢ grace a (3.62g), on en déduit ensuite ¢ grace a (3.62e).

e Autre variante : on calcule s d’abord ¢ grace a (3.62a), on en déduit alors ¢ en fonction de
s. On peut donc déterminer le paramétrage normal ¢(s). On détermine toutes les grandeurs
précédentes directement en fonction de s.

e Pour une courbe définie en polaire, le plan est le méme, sauf que ¢ est remplacé par 6 et (3.62a)
est remplacé par

F'(0) = r'(0)tg + 7(0)Tp. (3.63)
On travaillera dans la base locale (g, Up).

EXEMPLE 3.38. Reprenons une généralisation de 'exemple 3.35 page 45 : soit a et b deux réels
strictement positifs distincts et F' définie par

F(t) = (acos(t/a) — beos(t/b),asin(t/a) — bsin(t/b)). (3.64)
Grace aux formules de trigonométrie usuelles, on a
2’ (t) = 2sin (At) cos (Bt), (3.65)
y'(t) = 2sin (Bt)sin (At). (3.66)
ou
1 1 1
A=_-(_242 3.67
. ( T4 b) , (3.67)
1/1 1
B=—-|-+-]. 3.68
2 <a * b) (3.68)
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f%w+y%w=4a¥<<§—§>§)

|[F'(t)|| = 2|sin (At)| = 2&(t) sin (A?),
otl, si sin(At) est non nul, (¢) est défini par

£(t) = sign (sin (At)) € {-1,1}.

On en déduit

et donc

On en déduit donc
T = &(t) (cos (Bt) , sin (Bt)),

et donc

—

N =¢(t) (—sin (Bt), cos (Bt)) .

Grace a (3.62d), on a

1 4ab | .
R = Pl |sin(At)| .

Grace a (3.62e), on en déduit, si e(t) = 1 par exemple

1/1 1
¢:§<5+3)‘

Si, on utilise la variante proposée, on obtient en utilisant (3.62g),

cos((% + %) %) — () cos &, sm(e + %) %) — o(t)sin g,

(3.69)

(3.70)

(3.71)

(3.72)

(3.73)

(3.74)

(3.75)

On retrouve donc (3.74), (t) = 1 par exemple. Si on utilise ensuite (3.62¢), on déduit alors le résultat

de (3.73).

3.6. Un peu de cinématique du point

Les notions des sections 3.3 et 3.5 sont naturellement utilisées en cinématique du point matériel :

on se suppose la trajectoire connue sous la forme t — F(t) = (x(t),y(t)), ou ici ¢ désigne le temps,

paramétre naturel. L’arc I' est donc ’ensemble des positions prises par le point matériel.

Pour toute cette section, on supposera F' de classe C? (ou seulement deux fois dérivable).

Aux point stationnaires, le repére de Frenet peut étre défini grace aux résultats de 'annexe F.

Rappelons la définition usuelle suivante, en terme de cinématique :
DEFINITION 3.39. Si la fonction F' est connue, on appelle

—_— o, . .
OM = F(t), la position a I'instant ¢;

dOM

T=F'(t) = — la vitesse a l'instant ¢ ;

v = ||7]| , la vitesse scalaire & I'instant ¢ ;
d?OM

Fy=F"(t)= g Paccélération a l'instant ¢.
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PROPOSITION 3.40. On a
=T, (3.77a)

v="— (3.77b)
5=="T+—N. (3.77¢)

DEMONSTRATION. Les deux équations (3.77a) et (3.77b) sont immédiates si on utilise le fait que
v=||F'(t)|| = ds/dt. Pour démontrer (3.77c), on écrit, grace a la premiére formule de Frenet

,7 — F”(t),

d =

_ 2 T) ,
di (”
dv - dT

= T4+ o—
TV ar
dv - dsdT

= T =2
a T Vaas

Pour que (3.77¢) demeure vraie si ¢ = 0, on posera 0 = 1/00 .
On appellera dv/dt I'accélération tangentielle (la composante de ¥ sur T) et v2/R I'accélération
normale (la composante de 7 sur N).
Dans le cas particulier d’'une trajectoire rectiligne, on vérifie (voir exemple 3.24 page 41) que
c¢=1/R = 0. Le vecteur T est constant et on a
dv =
y=—T. 3.78
7= (3.78)
Dans le cas particulier d'une trajectoire circulaire, R est constant et I’accélération normale ne
dépend que de la vitesse scalaire.
Dans le cas particulier ou la vitesse scalaire v est constante, on a

v?
¥y = —N. 3.79
T=% (3.79)
REMARQUE 3.41. Si le point matériel de masse M, n’est soumis qu’a une réaction & du sol, on
sait que le principe fondamental de la dynamique fournit

dv =  v?
c=M|—T+ —=N]. .
c (dt + R > (3.80)

Si on imagine un point matériel immobile dans le référentiel lié a ce point en mouvement (un
passager dans une voiture ou un wagon, considéré comme ponctuel), lui méme soumis & une seule
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réaction g, le principe fondamental de la dynamique donne alors’

- dv =
5 7N 3.81
7= (dt +5 R ) (3:81)

La force (mv?/R) N est la réaction qui s’oppose a la force centrifuge, qui a tendance a expulser le
voyageur ; la force dv/dt T est la réaction qui s’oppose a la force qui plaque le voyageur sur son fauteuil
(en phase d’accélération).

Si on utilise le systéme de coordonnées polaires généralisées (6(t),r(t)) (voir (2.8), on a :.
PROPOSITION 3.42 (Coordonnées polaires généralisées). On a
0= 1! (t)tdg + 0 (t)r(t)Tpq), (3.82a)
7= (r"(0) = r8(1)) gy + (2" (00 (1) + (10" (1)) voge: (3.82b)
DEMONSTRATION. Démontrons par exemple (3.82a). On écrit successivement :
F(t),
= (r(t)ipe)

d
= 7' (t)ugqy + T(t)a (ua@r))

do d
= 7' (t)uggyy + 7t )dt d9( ug(r)) 5

do
= 7' (t)ugy +7(t )dt 9(t)-

L’égalité (3.82b) de démontre de méme. O

0l

Dans le cas des coordonnées polaires usuelles, on a § = t et donc on retrouve les régles de
dérivations déja vues.
PROPOSITION 3.43 (Coordonnées polaires). On a
v=r (9)ua + 7”(09)7)9, (3.83a)
v = (r"( (0)) ug + 21" (0)vg (3.83b)

EXEMPLE 3.44. Voir 'annexe 1.

3.7. Enveloppes d'une famille de droites, développée d’'une courbe
3.7.1. Enveloppe d’une famille de droites
DEFINITION 3.45. Soit (D¢),c; une famille de droites du plan d’é¢quation
a(t)z +b(t)y + c(t) =0, (3.84)

ou pour tout ¢, (a(t),b(t)) est non nul.

Une courbe paramétrée C = (T', I, F) de classe C'! est une enveloppe de la famille (Dy),.; lorsque,
pour tout ¢t € I, la droite D; est la tangente en M (t) a I'. Le point M (t) ot Dy est la tangente a T’
s’appelle le point caractéristique de Djy.

7si les dimensions de la voiture ou du wagon sont «faiblesy» ou que le point matériel est «proche» du centre de
gravité.
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Dy

()

F1G. 3.6. La droite Dy, le point M (t) et la courbe.

Voir la figure 3.6.
Cette définition ne fait intervenir que la structure de ’espace E ou &.
Pour la suite on suppose que a et b sont C1.

PROPOSITION 3.46. Soit (Dy),.; une famille de droites du plan d’équation (3.84), o pour tout t,
(a(t),b(t)) est non nul. On suppose que, pour tout t € I,

5(t) = det <Z((?) ;’%) £0. (3.85)

Il existe une unique courbe paramétrée C = (I', I, F') qui soit une enveloppe de la famille (Dy),c;-
Elle est définie par F(t) = (z(t),y(t)) ou

a(t)z(t) + b(t)y(t) + c(t) =0, (3.86a)
a (t)z(t) + 0 (t)y(t) + ' (t) = 0, (3.86b)
ce qui est équivalent a
1 c(t)  b(t) 1 a(t) c(t)
t) = ———det t) = ———det 3.87
0=~z (5 v) 0= g5 (o (357
DEMONSTRATION. Supposons que C = (I', I, F') soit une enveloppe de la famille (D;),.;. Notons
M(t) = (z(t),y(t)) le point caractéristique de la droite D;. On a donc, pour tout ¢ € I
M(t) € Dy, (3.88a)
F'(t) € Ay, (3.88b)
ou Ay désigne la direction de la droite D;. Cela est donc équivalent a, pour tout ¢ € T
a(t)z(t) + b(t)y(t) + c(t) =0, (3.89a)
a(t)z'(t) +b(t)y'(t) = 0. (3.89b)

On a, pour tout ¢,

(a(t)z(t) + b(t)y(t) + c(t))/ =d (t)x(t) + b (O)y(t) + () + alt)x' (t) + b(t)y ().
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Ainsi en dérivant (3.89a), compte tenu de (3.89b), on constate que (3.89) implique pour tout t € I
a(t)x(t) + b(t)y(t) + c(t) =0, (3.90a)
a(t)x(t) + b (#)yt) +(t) = 0. (3.90b)

Réciproquement, si on a (3.90), on peut montrer, sous réserve de régularité suffisante, que (3.88b)
est vraie (voir [GAJ94]).

Ainsi, Pexistence et l'unicité de la courbe est montrée. Elle est définie par (3.86) équivalent a
(3.87). O

Donnons une proposition admise (voir [GAJ94]) :

PROPOSITION 3.47. Soit (Dy),.; une famille de droites du plan d’équation (3.84), o pour tout t,
(a(t),b(t)) est non nul. On suppose que, pour tout t € I, on a (3.85).

Alors, il existe un voisinage V' de 0 tel que, pour tout h € V' \ {0}, les droites Dyyp et Dy sont
sécantes. Notons P;(h) l'unique point d’intersection de ces deux droites. On a alors

lim Py(h) = M(t). (3.91)

F1G. 3.7. Les droites Dy et Dyyy, et les points Pi(h) et M(t).
Voir la figure 3.7.

EXEMPLE 3.48. Pour tout t € I =]0,1[, on considére le point A; = (¢,0) et By = (0,1 —t) et
_Dt = (AtBt)
Voir la figure 3.8.

On vérifie que son équation est
1-—t
y=—-———-ux+1-1,
t
soit
(t— 1)z —ty+ (1 —t)t = 0.

On a donc, pour tout ¢t € I,
aty=t—1, blt)=—t, ct)=(1—-t)t=—t>+t (3.92)
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Ay

F1G. 3.8. la droite (A;By).

Ainsi, il vient

On a donc

B —t2+t —t\ 9 2
x(t)——det<1_2t _1>_t—t—t(1—2t)_t,

t—1 —t2+t¢

= = (=28 +24+>—1)=t>—-2t+1=(t—1)%
y(t) det(l _2t+1) (2" + 2t + ¢ )=t t+ (t—1)

On a donc la courbe paramétrée pour ¢ €0, 1] :
F(t)= (#(t—1)%). (3.93)

Elle est symétrique par rapport a la droite Y = X et admet ’équation cartésienne suivante :

vy = (VX - 1)2. (3.94)

Fic. 3.9. Quelques droites Dy, quelques points caractéristiques et la courbe enveloppe
de I'exemple 3.48.

Voir la figure 3.9, faite a partir du script matlab exemple_evlppe_droite01.m.
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Il est aussi possible de programmer de fagon symbolique les formules (3.87) et d’en faire un soft
matlab. Voir les fonctions prepar_enveloppe.m et trace_enveloppe.m.

3.7.2. Développée d’une courbe

DEFINITION 3.49 (Normale, développée). Soit C = (I', I, F') une courbe paramétrée réguliére.
— Pour tout ¢ € I, on appelle la normale a T en M (¢) la perpendiculaire a la tangente en M (t).
— On appelle développée d’une courbe paramétrée 1’enveloppe de ses normales.

r’/ 0

F1G. 3.10. la courbe et sa développée I".

Voir la figure 3.10.
Puisque la normale Ny est perpendiculaire au vecteur (2/(t),y'(t)) et passe par le point M(t), on
vérifie que son équation est

(X —2(t)2'(t) + (Y —y(t)y'(t) = 0. (3.95)

PROPOSITION 3.50. Si la courbe paramétrée est birréguliere, sa développée est l’ensemble des
centres de courbure.

DEMONSTRATION. Avant de donner la preuve «rigoureuse», on peut donner l'argument formel
suivant : selon la proposition 3.47, le point caractéristique M (t) est la limite, pour h tendant vers zéro
de l'intersection de la normale N; et de la normale Ny, ;. D’autre part, d’aprés 'annexe G, la courbe
s’identifie localement & 'ordre deux & son cercle de courbure. On peut estimer, & 'odre un, que la
tangente et sa normale sont donc approchées par la tangente et sa normale au cercle de courbure. Or,
toutes les normales au cercle de courbure passent par son centre et donc la limite de 'intersection Ny
et de Nyyp serait le centre de courbure.

Justifions maintenant cela avec rigueur. Avec les notations de la proposition (3.46), la normale
d’équation (3.95) vérifie

a(t) =2'(t), bEt)=yt), ct)=z@){t)+ylt)y (). (3.96)
On a

o(t) = a()V'(t) — d'(t)b(t) = 2'(t)y" (t) — 2" 1)y (t) # 0, (3.97)
puisque la courbe est birréguliére. L’existence et I'unicité de la courbe enveloppe est donc acquise

d’aprés la proposition 3.46.
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On pourrait poursuivre les calculs et montrer de facon analytique ce résultats en calculant les
coordonnées du point caractéristique. Cette méthode sera vue en TD (voir TD 3, exercice 3.2).

On adopte ici une méthode moins analytique. On peut supposer que la courbe est paramétrée
par l'abscisse curviligne, de méme que le centre de courbure I(s) au point M (s). Notons I"” la courbe
constituée de ’ensemble des centre de courbure I(s).

Montrons que le centre de courbure I(s) est le point caractéristique de la normale Ng. Par défi-
nition, I(s) appartient a la normale Ny. Il ne reste plus qu’a montrer que la tangente a la courbe I
en I(s) est portée par N, c’est a dire dO1 /ds est colinéaire a Ny. En utilisant la seconde formule de
Frenet et la définition du centre I de courbure, on a

dol  d
ds :£(O

ce qui nous permet de conclure si dR/ds est non nul. Si cela est nul, on admettra que cela sera vrai. O

On peut donc, pour déterminer la développée d’une courbe :
— Utiliser la définition (3.95) de la normale N; et grace a la proposition 3.46, en déterminer
I’enveloppe.

— Utiliser les coordonnées explicites du centre de courbure.

En fait, ces deux méthodes meénent exactement au mémes calculs (voir résultat (3.3), TD 3,
exercice 3.2).

Grace aux résultats de I'annexe H, on peut donc programmer en symbolique le tracé d’une dé-
veloppée ! Voir les fonctions prepar_developee.m, trace_developee.m, prepar_developee_pol.m et
trace_developee_pol.m.

EXEMPLE 3.51. Reprenons 'exemple 3.35 page 45.
Voir la figure 3.11 faite & partir du script matlab exemple_developpeeOl.m.

EXEMPLE 3.52. Reprenons l'exemple 3.36 page 46.

Voir la figure 3.12 faite & partir du script matlab exemple_developpee02.m.
3.8. Applications

Elles sont trés nombreuses.
3.8.1. Résistance des matériaux

On rappellera la section 1.8 page 19.
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251

—— courbe
—— développée

151

—— courbe

—— développée

O point courant

O point caractéristique
—— normale

15k

051

Fic. 3.11. Exemple de tracé de développé de courbe de I'exemple 3.51.

3.8.2. Cinématique et dynamique

Les notions de cinématique introduite en section 3.6 page 48 sont trés importantes; elles per-
mettent d’étudier les mouvements a accélération centrale, qui correspondent en particulier au trajec-
toire des planétes autour du soleil. On peut alors montrer alors les formules de Binet et la loi des aires,
découvertes trés tot. Ces formules ont notamment permis grace aux calculs de Newton et de Kepler de
«prouver» la loi d’attraction en 1/r?! Ils ont adopté une démarche inverse a celle souvent présentée
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14r ourbe
développée

12+

10

-4+

-6

0 5 10 15 20 25
(a)
14 — courbe
—— développée
O point courant
12 O point caractéristique
—— normale

10

-2

.

-6

(b)

Fic. 3.12. Exemple de tracé de développé de courbe de I'exemple 3.52.

en mécanique : Newton a pu montrer que seule I’hypothése d’une force de gravitation en 1/r? était
cohérente avec les observations et les relevés des positions de planétes. Il a, dans un second temps,
vérifié cette théorie sur les mouvements de la lune. et ’a étendue a tous les corps. Voir par exemple
[GAJ94|, pour une présentation mathématique ou [GS86| pour une présentation plus mécanique.
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3.8.3. Calcul de certains trajectoires planes de routes et de voies ferrées

On pourra consulter 'annexe I page 147 ot est donné un exercice amusant extrait d’un partiel ;
il donne une application concréte, utilisée dans la construction de routes ou de voies ferrées.

3.8.4. Rotation instantanées d'un solide

Toutes les notions présentées en deux dimensions s’étendent aussi & trois dimensions, ce qui est
souvent utilisé en mécanique, aussi bien pour la cinématique du point dans ’espace que la cinématique
du solide : un solide peut-étre défini grace & I'un de ses points et ce qu’on appelle le vecteur rotation
instantané. Voir [GAJ94, GS86, Bel88].

3.8.5. Abscisses curvilignes et circulations

La notion d’intégrale curviligne est trés souvent utilisée en mécanique et en électromagnétisme
et permet de calculer des «circulationsy. Voir par exemple le chapitre 6 et 'annexe E de [Bas04a],
disponible sur le ouaib. Les intégrales curvilignes peuvent étre définies grace a l'abscisse curviligne.
Les «circulationsy définies permettent, par exemple, de calculer le travail d’une force s’exercant sur
une particule qui suit une trajectoire connue.

3.8.6. Développées et développantes

La notion de développée admet sa «réciproque» : sous certaines conditions, pour une courbe don-
née T', il existe une seule courbe I dont la développée soit I'; on parle de développante. Voir par
exemple [GAJ94|. La développante d’un cercle peut étre obtenue en fixant une bobine de fil perpen-
diculairement & un plan et en déroulant le fil au bout du duquel un stylo est fixé, et en prenant soin
de maintenir ce fil tendu. Ces développantes de cercles sont utilisées dans la conception d’engrenages.
Voir par exemple, sur le ouaib, http://www.mathcurve.com/courbes2d/developpantedecercle/
developpantedecercle.shtml.
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CHAPITRE 4

Fonctions de plusieurs variables

Pour une approche «empirique» de la notions de différentielle (ainsi que pour les opérateurs
différentiels associés), on pourra consulter le chapitre 2 de [Bas04a]. Ces notions ont normalement
déja été vues en premier cycle (voir [Lan05], disponible sur le ouaib).

On pourra aussi consulter les ouvrages suivants (données dans un ordre croissant de difficulté) :
[GAJ93, RDO76, AF89, AF90|.

Pour les notions d’espace vectoriels, on pourra consulter le cours de MT11 et de MT12, [Lan05]ou
[RDO74].

4.1. Applications différentiables et différentielles

Les formules (1.7) permettent d’écrire des approximations locales d’une fonctions de R dans R™.
Méditons les deux exemples suivants, qui fournissent une approximation locale d’une fonction de R
dans R, puis d’une fonction de R? dans R.

EXEMPLE 4.1. On se donne f(x) = 22 4 223, Puisque f’(z) = 2z + 622, on peut écrire
(z + h)* +2(z + ) = 2% + 22% + h (22 + 62%) + he(h), (4.1)
1
avec hlir%)e( ) =
On peut retrouver cela «a la mainy :

h)? +2(x +h)® = 2% +22% + h (22 + 627 h?(1+3 2h3
(x+h)"+2@+h)”=2"+22°+ h(20+62°) + (1+3z) + ;

f(z) partie linéaire en h  partie quadratique en h

=a2>+22°+ h(20+62%) +hx (h(1+3z)+2h0%).
N—_——

partie cubique en h

f(z) partie linéaire en h partie d’ordre supérieur

On pose alors
e(h) = h ((1+3z) + 2h%).

EXEMPLE 4.2. On se donne maintenant une fonction ¢ de R? dans R définie par
V(z,y) € R?,  g(x,y) = 2 + 2°.
Comme dans 'exemple 4.1, on écrit pour h et k réels quelconques :
glx + h,y+ k) = 2% + 2% + 2ha + 69°k + h? + 6yk> + k3.

On peut écrire, de fagon analogue a ’exemple 4.1,

gx+hy+k)=2>+2°+ 2nx+6y%k + RE+6yk>+E> . (4.3)
~—— —_—— —_—
g(z,y) partie linéaire en (h,k) partie d’ordre supérieur

59
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REMARQUE 4.3. Ceux qui connaissent les dérivées partielles, définies plus loin, auront remarqué

que
_of
Q‘T - 8x(‘r7y)7
of
2 _ -
6y = 8y(9:,y)-

On remarque que
|1+ 6yk? + k| < (IB] + |K]) (1B + 6lyl[k] + &%) ,
< ﬂ\/ms(h, k),
= V2||(h. k)| € (h. k),

ou

lim e (h,k) =0.
(h,k)—0

Bref, on a montré qu’il existait a; et as, dépendant de x et de y mais pas de h et de k tels que

gz+hy+k)=glx,y)+  hay+kay + VRZ+EZn(hk), (4.4)

partie linéaire en (h,k)  partie d’ordre supérieur

ou

li h, k) = 0.
(h7]153077( k)

Par la suite, nous allons généraliser cela pour des fonctions de RP dans R? et méme pour des
fonctions d’un espace vectoriel normé dans un espace vectoriel normé.

4.1.1. Cas général

Soient E et F' deux espaces vectoriels normés (voir annexe L).

On considérera donc donc deux normes ||| et |||z de E et de F', notées désormais de la méme
fagon, pour alléger les notations.

Soit a € R. On suppose qu'’il existe un ouvert U (ou une boule ouverte) contenant a et sur lequel
f est définie, a valeur dans F'.

Donnons la définition suivante (c’est aussi une proposition dont on admettra la preuve).

DEFINITION 4.4. S’il existe une application linéaire continue [ de E dans F' vérifiant
fla+h) = f(a)+L.h+o(|[R]]), (4.5)

alors cette application est unique; on 'appelle différentielle de f au point a, on la note df(a) et on
dit que f est différentiable au point a.

REMARQUE 4.5. Dans I’équation (4.5), on préfére noter [.h plutot que I(h).
REMARQUE 4.6. On peut donc écrire (4.5) sous la forme
fla+h) = f(a) + df (a).h + o(|[]]). (4.6)

REMARQUE 4.7. En vertu de la proposition L.6 page 170, la clause relative & la continuité de [
est automatiquement remplie dans le cas ol E est de dimension finie.
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REMARQUE 4.8. Si E = F = R, la différentiabilité de f en a est équivalente a sa dérivabilité et

df (a).h = f'(a)h.
PROPOSITION 4.9. Si f est différentiable en a, alors elle est continue en a.
DEMONSTRATION. Preuve immédiate. O

On rappelle que L(E, F') désigne 'ensemble des applications linéaires continues de l'espace vec-
toriel normé F dans I'espace vectoriel normés F.

DEFINITION 4.10. Soit U un ouvert de E. On dit que que f: U — F est différentiable sur U si
et seulement si elle est différentiable en tout point de U. L’application

df :U — L(E,F)
x — df (x)

est alors appelée application différentielle de f sur U. Si elle est continue, on dit que f est de classe
Clsur U.

Soient E, F' et G trois espaces vectoriels normés, U et V deux ouverts de E et de F, et deux
applications f: U — Fetg:V — G.

THEOREME 4.11. Si f et g sont respectivement différentiable auz point a et b= f(a), alors go f
est différentiable en a et

d(g o f)(a) = dg(f(a))odf (a). (4.7)

DEMONSTRATION. Preuve admise (voir page 290 de [RDO76]).
Remarquons seulement que d(gof)(a) appartient & L(E, G), d(a) appartient & L(E, F') et d(g)(f(a))
appartient & L(F,G), ce qui est compatible avec (4.7). O

REMARQUE 4.12. Compte tenu de la remarque 4.8, dans le cas ou £ = F' = G = R, ’équation
(4.7) est équivalente a

(90f) (a) = ¢'(f(a)) f'(a). (4.8)
4.1.2. Applications différentiables de R? dans R? et dérivées partielles

Nous supposons dans cette section que E = R? et ' = R?.
Nous considérerons les bases canoniques e = (e1,...,ep) et € = (e},...,e;) de RP et de R?. Les
éléments de RP et de R? sont notés

p
x=(z1,....,Tp) = ijej, (4.9a)
j=1
q
y= (1, q) = Y i€} (4.9b)
i=1

Ainsi, une fonction f de RP (ou d'un ouvert U de RP) dans R? est donnée sous la forme

(@1, .y p) — (fl(:vl,...,xp), ooy Jq(1, ...,:Cp)), (4.10)

ot chacune des applications f;, pour i € {1,...,q}, est une application de R? (ou d'un ouvert U de
RP) dans R.
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Conformément a la proposition L.5 page 170, les normes considérées n’ont pas d’influence. Tra-
ditionnellement, chacune des normes sur R? et R? est la norme euclidienne définie par (L.10) page
170.

Rappelons la définition suivante de la dérivée partielle

DEFINITION 4.13. La fonction g définie sur un ouvert U de RP dans R admet une dérivée partielle
par rapport & la variable z; en = (21, ...,2,) si et seulement si, la limite suivante existe :

- 9 (1,22, s i1, %5 + hyTjq1, s Tg) — G (T1, T2, ey Tj—1, Tj, Tjg 1y oy Tg)

li . 4.11
h—0 h (4.11)
h#£0
Dans ce cas, ce nombre est noté
9g
—(x). 4.12
52 ) (412)
Pour dériver partiellement par rapport a x;, on fixe toutes les variables sauf x;.
EXEMPLE 4.14. Sig=2et
g(z,y) = 2? + z(cos )y, (4.13)
on a 3
—g(:v,y) =2x +ycosx —yxsinz, —g(a:,y) = X CoSIT.
Oz oy

DEFINITION 4.15 (Matrice jacobienne). Avec les notations (4.10), on définit en z = (x4, ..., 24)
la matrice jacobienne J¢(x) € Mg, (R) de la fagon suivante : on suppose que chacune des dérivées
partielles 0f;/0x;(x) pour (i,7) € {1,...,q} x {1,...,p} existe. On pose alors

. ofi
V(i,5) € {1, .. q} x {1,.,p}, (J(2)), ;= 2=

B 895]-

(z) (4.14)

DEFINITION 4.16 (Jacobien). Si p = ¢, df(x) peut étre considéré comme un endomorphisme de
R?; son déterminant est aussi le déterminant de la matrice jacobienne J¢(x) et est appelé jacobien de
f en x. On le note

D(f1, - Jp)

D(x, ....,xp)(x)' (4.15)

On donne trois résultats (seul le premier d’entre eux sera montré) : Soit f définie d'un ouvert U

de RP dans R? et x appartenant a U.

THEOREME 4.17. Si f est différentiable en x, alors chacune des dérivées partielles Of;/0x;(x)
pour (i,7) € {1,...,q} x {1,...,p} existe. De plus, lapplication linéaire df (x) € L(RP,RY) peut s’écrire
sous la forme

Vh = (hy,...hy) €RP, df(x).h = J;(z)h. (4.16)

DEMONSTRATION. Soit i € {j, ..., p}. D’apreés la définition 4.5 appliquée au vecteur h = (0, ..., 0, 1,0, ..., 0)
ol h # 0 est la j-iéme composante de h, on a

f (Il,xg, sy Lj—1,Tj + h,ijrl, ...,.Tq) - f (xl,IQ, ey Lj—1, L5, Lj41, ...,xq) =1h+ O(Hh”) . (417)
En particulier, si on prend la i-iéme composante, (pour i € {1,...,q}) on en déduit

fi (.1‘1,.1‘2, s Tj—1,T5 —|—7L,£Cj+1, ...,ZBq> — fi (561,.1‘2, vy =1, T, Tjt1, ...,xq) = aijﬁ +o (‘ED R (4.18)
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ou
q
1.(0,...,0,1,0,...,0) :Zaije;. (4.19)
j=1
L’égalité (4.18) implique donc, par définition que Jf;/0x;(x) existe et que
afi
39«“; (z) = aij. (4.20)
q
Par linéarité, (4.19) implique que pour tout h = Z h;e; € RY
i=1
q q q q q g q
(o) = Dot 0 = oY = Y = 3 o), = o
= i=1 =1 j=1 j=1 i=1 j=1 i=1
D’aprés (4.20) et la définition (4.14). O

THEOREME 4.18. Si chacune des dérivées partielles Of;/0x; pour (i,75) € {1,...,q} x {1,...,p} est
définie sur U et est continue en x, alors f est différentiable en x.

Naturellement, dans ce cas (4.16) a lieu.

THEOREME 4.19. L’application f est de classe C' sur U si et seulement si chacune des dérivées
partielles Of;/0x; pour (i,7) € {1,...,q} x {1,...,p} existe et est continue sur U.

DEFINITION 4.20 (Indice de Kronecker). Pour tout couple d’entiers (i, j), on définit 'indice de
Kronecker §; ; par

0, sii#j

On écrit parfois I'égalité (4.16) sous une autre forme d’égalité entre fonction de L(RP R?) :

s
51,]»:{ L= (4.21)

LEMME 4.21. On définit les applications linéaires €;; de L(RP,R?) pour (i,7) € {1,...,q} x{1,...,p}
par
V(i,j) € {1,...,q} x {1,...,p}, Vke{l,..p}, &ijler) =0;e;. (4.22)

La famille (g;5) p} est une base de L(RP R?).

@DE{L g x {1,y

DEMONSTRATION L(RP/R?) est un espace vectoriel de dimension pgq. Il suffit donc de vérifier que

,,,,,,,,,, pp P4 réels tels que

E Oéij&"ij =0.

7’:177q
Jj=1,...p

On a donc, pour tout k € {1,...,p},

/ /
= Z aijEij(ek): Z aij5j7kei: Z (67 ASE

1=1,...,q 1=1,...,q i=1,...,q
J=L,....p Jj=1,...p
Ainsi les réel nt nuls. (]
si, tous les réels (aw)(m)e{l’m’q}X{Lm’p} sont nuls
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Dans les bases canoniques e et €’ introduites initialement, la matrice de ¢;; est la matrice ot tous
les éléments sont nuls, sauf celui de la i-iéme ligne et de la j-iéme colonne, égal a 1. On peut donc
écrire, si M = (mij)(i’j)€{17...7q}x{17.“7p} € My p(R) et f désigne I'application linéaire associée dans la
base e et €' :

df(z) = > S;f; (z)eij. (4.23)

EXEMPLE 4.22. Dans le cas ot ¢ = 1, f est la fonction numérique de p variables

(@1, ey p) = f(21,.0,2p). (4.24)
On note traditionnellement
Vj e {1, ...,p}, €15 = dl’j. (4.25)
Ainsi, on a
Vi{l,....,p}, Vke{l,..p}, dxj(er) =10, (4.26)
soit
Vi{l,...,p}, Vh=(hi,...hy) € RP, dxj(h)=h;. (4.27)
On peut écrire 'égalité (4.23) sous la forme
P
= Z a_f x)dz;. (4.28)
Gréace aux définitions de 'exemple 4.22, on peut aussi poser, si p et ¢ sont deux entiers quelconques
df (z) = (dfi(2), ..., dfy), (4.29)
et écrire ’égalité (4.16) sous la forme
8fz
Vi 1,.. df; 4.30
v E { 9 7 f Z ax] ( )

EXEMPLE 4.23. Si p et ¢ sont deux entiers quelconques, si M est une matrice de Mg ,(R) et si f
est I’application linéaire associée a cette matrice (dans les bases canoniques) par

Yh = (hy,....hy) €RP, f(h) = Mh, (4.31)
on a
Vz € RP, df(x).h = Mh (4.32)
En effet, on a
flx+h)— f(x)=M(x+h) — Mx = Mh.
4.2. Applications plusieurs fois différentiables et différentielles d'ordres supérieurs

On peut considérer les différentielles d’ordre supérieurs. On se restreindra au cas d’ordre deux.
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4.2.1. Cas général

Soient E et F' deux espaces vectoriels normés et f une application d’'un ouvert U de E dans F.

Si f est différentiable sur U, on dispose donc de l'application df : U — L(E, F).

Si df est elle méme différentiable sur U, on dit que f est deux fois différentiable sur U et on
dispose de d(df) : U — L(E,L(E, F)).

On notera d(df) = d?f et on identifiera L(E,L(E, F)) a L2(E, F), espace vectoriel des applica-
tions bilinéaires continues sur E x F, de la facon suivante : soit v € E(E, L(E,F )) ; on lui associe
u € Lo E, F) grace a

V(z,y) € ExF, u(x,y) = (v.x).y (4.33)

Nous admettrons que cette identification est loisible. On a donc la définition suivante :

DEFINITION 4.24. On dit que f est 2 fois différentiable (resp. de classe C?) sur U si et seulement
si les deux conditions suivantes sont remplies :

e f est différentiable sur U ;

o df :U — L(E,F) est différentiable (resp. de classe C*!) sur U.
Dans ce cas, d(d(f)), est notée d?(f), et, pour tout x € U, d?(f)(z) est un élément de Lo(E, F); de
plus, si (h, k) appartient & E?, I'image de (h, k) par d?(f)(z) est noté d?f(z).h.k.

De méme, on a la définition :

DEFINITION 4.25. On dit que f est 2 fois différentiable en a € U si et seulement si les deux
conditions suivantes sont remplies :

e f est différentiable sur U ;

o df est est différentiable en a.

Donnons le résultat sans preuve suivant :
THEOREME 4.26 (Théoréme de Schwarz). Si f est deux fois différentiable en x, alors
V(h,k) € E*,  d*f(z).h.k = d*f(x).k.h (4.34)
4.2.2. Applications deux fois différentiables de R” dans R? et dérivées partielles d’ordre 2

Comme dans la section 4.1.2, nous supposons dans cette section que £ = RP et F' = RY.

Nous considérerons les bases canoniques e = (ey, ...,ep) et € = (€], ...,e},) de RP et de R? et les
éléments de RP et de R? définis par (4.9).

On donne la définition suivante de la dérivée partielle d’ordre deux :

DEFINITION 4.27. Supposons que la fonction g définie sur un ouvert U de R? dans R admette une
dérivée partielle par rapport a la variable z; en = (21, ..., 2p) sur un voisinage de x. Nous dirons que
la fonction g définie admet une dérivée partielle d’ordre deux par rapport aux variables (dans 'ordre)
x; et x; si et seulement si  — 0g/0z;(x) admet une dérivée partielle par rapport a la variable z; en
x = (x1,...,xp). Dans ce cas, la dérivée partielle d’ordre deux est notée

0%g
83:18:5 i

(). (4.35)
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EXEMPLE 4.28. On reprend l'exemple 4.14. On a
0%g
Ox?
0%g
0xdy
0%g
0yox

2
(z,y) = 0.

(x,y) =2 —ysinz — ysinz — yx cos x,

(x,y) = cosz — xsin,

(x,y) = cosz — xsinx,

9%y
Oy?
Pour toute la suite de cette section, on suppose que ¢ = 1.

DEFINITION 4.29 (Matrice Hessienne). Avec les notations (4.10), on définit en = (z1,...,2,) la
matrice hessienne H¢(x) € M, (R) de la facon suivante : on suppose que chacune des dérivée partielles
d’ordre deux 9% f/0x;0z;(x) pour (i,5) € {1,...,p}? existe. On pose alors
0% f

Y(i,j) € {1,...,p}?, (Hf(x))i,j = dx;01;

() (4.36)

On donne trois résultats sans preuve, analogues aux théorémes 4.17 et 4.19. Soit f définie d’un
ouvert U de RP dans R et z appartenant a U.

THEOREME 4.30. Si f est deuz fois différentiable en x, alors chacune des dérivées partielles
0% f/(0z;0x;)(x) pour (i,5) € {1,...,p}* existe. De plus
*f >*f
52, @) = 55— (2).
0x;0x Ox;0x;
Ainsi, la matrice Hessienne de f en x est symétrique. Enfin, Uapplication bilinéaire d* f (z) € Lo(RP,R)
peut s’écrire sous la forme

V(i,j) € {1,...,p}?,

(4.37)

0% f
Vh = (hy,...hy) €ERP, Yk =(ki,...ky) €ERP, d>f(x).hk = ; T, (2)hik; = "h(H())k.
j:f"""'lp

(4.38)
THEOREME 4.31. L’application f est de classe C? sur U si et seulement si chacune des dérivées
partielles 9% f /(8x;0x;) pour (i,7) € {1,...,q} x {1,...,p} existe et est continue sur U.
4.3. Formules de Taylor-Young

Notons que la définition (4.5) généralise la formule de Taylor-Young (1.5) du chapitre 1 pour
n=1.

Donnons une formule de Taylor-Young qui généralise cela pour n = 2. On se place dans le cas
général, c’est-a-dire celui des section 4.1.1 et 4.2.1.

THEOREME 4.32. Si f est deux fois différentiable en x, alors
1
Vh e E, f(w+h)=f(2)+df@)h+5df(@)hh+o <||h||2) . (4.39)
Dans le cas ot E =RP et F' =R (soit ¢ = 1), grace a (4.28) et (4.38), on a :
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THEOREME 4.33. St f est deux fois différentiable en x, alors

Vh= (o) €RY, Fath) = F(x) + Tp(e) ot 5 h(Hp)h+ o (4]

1 0 f

" af 2
:f(x)+;a—m(x)hi+§ o (x)hihj—i—o(HhH ) (4.40)

Moyennant la généralisation de différentielle & un ordre quelconque, on peut généraliser le théoréme
4.32 pour tout n : voir [RDO76].
4.4. Quelques applications des différentielles
4.4.1. Composition des fonctions et changement de variables

Soient p, g, m trois entiers non nuls, U un ouvert de RP, V' un ouvert de RY?, et deux fonctions
f:U—RIet g: V — R™ telles que f(U) C V. Notons, conformément a la notation (4.10) :

f:U—RIL (21,..,2p) — (fl(:vl, s Tp)y oy fo(21, ...,ZCp)) (4.41)

g: Vv _>]Rm7 (yla"'7yq) = (gl(ylu"'7yq)7"'7fm(y17°"7yq))' (442)
On dispose ainsi de 'application composée g* = gof de U dans R™ qui sera notée

g :U—R" (21,...,2p) — (gf(:vl, ey Tp)y ey G (1, ...,:Cp)). (4.43)

Nous supposerons que f est différentiable en a € U et que g est différentiable en b = f(a) € V.
D’aprés le théoréme 4.11, g* = g o f est différentiable en a et

dg*(a) = dg(b) o df (a). (4.44)
Matriciellement, grace a (4.16), cela se traduit par
Jg=(a) = J4(b)J¢(a), (4.45)

ot Jyg«(a), J4(b) et Jr(a) sont des matrices respectivement dans M, ,(R), My, 4(R) et M, ,(R). On
notera (4.45) sous la forme abusive suivante :

Jgof = JgJy. (4.46)
L’égalité (4.45) s’écrit aussi pour tout k € {1,...,m} et pour tout j € {1,...,p},
q
(Jg*(a))k,j = Z (‘]g(b))k,i(‘]f(a))i,j (4.47)
i=1
soit encore, grace a (4.14),
. dg; = g of;
V(j, k) € {1,....p} x {1,...,m}, o, (a1, ..., ap) = 2 P (bl,...,bq)%(al,...,a},). (4.48)

Supposons maintenant que p = ¢ = m. Si f est localement inversible en a et si g = f~!, alors
a= f~1(b), g* = I et I'égalité (4.45) implique que

I=Jp1(b)Jp(f1(D)), (4.49)
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Ainsi, Jg-1(b) est inversible et

_ -1
Je-1(b) = (Jr(f710)) . (4.50)
Avec I’abus de notation identique a celui de (4.46), on notera
T = (Jp) (4.51)
Parfois, on écrira en utilisant la notation (4.15) :
D(x1, -y 2p) _ (D(fl,....,fp)>1' (4.52)
D(fl,....,fp) D(xl,....,:cp)

Supposons maintenant que p = ¢, que m soit quelconque, et que f soit localement inversible. On
fait un changement de variables : g dépend des «anciennes» variables y1,...,,, elles-mémes fonctions
inversibles des «nouvelles» variables z1,...,z,. Au lieu de considérer la fonction g des variables y1,...,y4,
on considére la fonction g* des variables z1,...,z) :

g*(fCl, "'7xp) = gof(xlv "'axp) = g(y1> "'7yq)> (453)
avec
Vie{l,...,q}, vyi= filz1,...,2p). (4.54)

La formule (4.48) s’écrit, en «omettant» les variables a et b

dgr _ <~ Ogr Ofi

V(j, k 1, .. 1, .. = . 4.55
La formule (4.54) s’écrit, en «omettant» les variables
Vi € {1, ...,p}, vi = fi (456)

On utilise le méme abus de notations de la section 3.4 page 37 du chapitre 3 et on notera de la méme
fagon g et g*.

Finalement, pour toute fonction g de R” dans R™, dépendant des «anciennes» variables y1,...,1p,
elles-mémes fonctions inversibles des «nouvelles» variables zi,...,x,, on peut écrire (4.55) et (4.56)

sous la forme
p

. Ik ~— 9yi Ogi
V(j, k) € {1,....,p} x {1,...,m}, dz; ; 9z; Dy (4.57)

ce qui constitue la «régle de la chaine».
Sion ap=m =1, on obtient

dg _ dgdy
dr  dydx’

On retrouve la généralisation de la régle (3.26).

EXEMPLE 4.34 (Changement de variables en polaires). Supposons que g soit une fonction de R?
dans R (p = 2 et m = 1) dépendant des «anciennes» variables x et y, elles méme dépendant des
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«nouvellesy variables r et #, correspondant aux variables polaires définie par (2.1). Grace a (2.1), on

a
g—:: = cos b, (4.58a)
ox )

79 = sin 9, (4.58b)
oy .

5 = 5in 0, (4.58¢)
9y _ rcos 6 (4.58d)
o0 ' '

D’apres (4.57), pour j = 1,2, on obtient donc les dérivées partielles de g par rapport aux «nouvelles
variables» 1 et 6 en fonction des dérivées partielles de g par rapport aux «anciennes variables» x et

Yy

dg 0O0rdg  Oydg dg . . 0g

or  Or Oz + orody COSH@&: + Sme@y’ (4.59)
0g Oxdg Oydg . ,0g Jg

A A T At 0—= 6—=. 4.59b
20 808x+808y rsin 8:B+TCOS Dy (4.59b)

Parfois, on aura besoin d’exprimer les dérivées partielles de g par rapport aux aux «anciennes
variablesy x et y en fonction des dérivées partielles de g par rapport aux «nouvelles variables» r et 6.
Pour cela, soit on inverse (4.59) soit on utilise (4.57) «a I’envers» et en utilisant (4.51) (ce qui revient
au méme). On a, d’aprés (4.58), la matrice jacobienne de x et y en fonction de r et 0

J— % % _ (cost) —rsind
- 6—17{ 6—5 - \sinf rcosf

Ainsi, selon (4.51), la matrice jacobienne de 7 et 6 en fonction de z et y est donnée par

g1 % g—; 1 (rcosf rsinf
- % g—z ~ r \—sinf cosf

or Or 0 inb

oz dy . COS Sin

09 06 | — \ _sinf® cosf |>
dr Oy r r

et donc

dont on déduit

dg dg sinf dg
a_l‘ = COS 95 — 7%, (460&)
dg . 0g cosf0g
— =sinf= —=. 4.60b
oy M or T T o (4.60D)

4.4.2. Recherche d’extremas d’'une fonctions a valeurs réelles

Dans toute cette section, on suppose que F = RP et F' =R (soit ¢ = 1).
On suppose que f est définie sur une partie D de RP.

DEFINITION 4.35 (Extremums relatifs). On dit que f admet un extremum relatif (ou local) en
a € D si et seulement il existe un voisinage V' de a tel que I'une des deux assertions suivantes soit
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vérifiée :
Vue E, a+ueVND— fla+u)
Vue E, a+ueVND— fla+u)>

IN

f(a) (maximum),
f(a) (minimum).
On parle d’extremum strict, si de plus,

u#0— fla+u)# f(a).

Pour toute la suite, on suppose que f est définie sur U un ouvert de E.

PROPOSITION 4.36 (Conditions nécessaires d’extremum). Supposons que f soit de classe C' sur
U Pour que f admette un extremum relatif en a € U, il est nécessaire que

df(a) = 0, (4.61)
c’est-a-dire, que
vie(t, .pt, Lw=o (4.62)
s D}, oz, =0 )

Un tel point est dit critique.

DEMONSTRATION. U contient un pavé du type P =[]V ,]a; —e,a; + .

Si f admet un extrémum, chaque fonction partielle f; :  — f(a1,...,a;—1,2,ait1, ..., a,) admet
un extremum en a; sur Pouvert Ja; — €, a; + ¢[. par hypothése, cette fonction est dérivable en a; et
d’aprés le cours sa dérivée est nulle est a;, ce qui implique (4.61). O

REMARQUE 4.37. Cette condition n’est pas suffisante, comme on peut le voir sur la fonction f
définie par
flz,y) =zy (4.63)
autour de 0.

DEFINITION 4.38 (Point col). On dit que f admet un point col (ou point selle) en a € D si et
seulement si tout voisinage V' de a contient des points y en lesquels f(y) > f(a) et des points z en

lesquels f(z) < f(a).

PROPOSITION 4.39 (Conditions suffisantes d’extremum et de point col). Supposons que f soit de
classe C% sur U. Soit a un point critique de f. La matrice hessienne de f en a est symétrique et
diagonalisable et

(1) si toutes les valeurs propres de la hessienne de f en a sont strictement positives, alors a est
un minimum local de f ;

(2) si toutes les valeurs propres de la hessienne de f en a sont strictement négatives, alors a est
un mazximum local de f ;

(3) s’il existe des valeurs propres de la hessienne de f en a strictement positives et des valeurs

propres de la hessienne de f en a strictement négatives, alors a est un point col de f.

DEMONSTRATION. On sait que, d’aprés le théoréme 4.30 page 66, la matrice hessienne Hy(a)
de f en a est symétrique. On verra au cours du chapitre 8 qu’une matrice symétrique réelle est
diagonalisable et qu'il existe une matrice Q orthogonale (c’est-a-dire que ‘QQ = I) telle que

Hy(a) = QD'Q, (4.64)
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o D est une matrice diagonale ol apparaissent les valeurs propres de Hy(a). D’autre part, d’aprés
(4.40) et les hypothéses de cette proposition, on a, pour tout h,

fla+h) = f(a) + Jp(a)h + %th(Hf(a))h +o (Inl?) = f(a) + %th(Hf(a))h +o (IInl?).
Ainsi )
fla+h) = f(a) + 5'hQD'Qh +o (||h]?)
Posons h = tQh, de méme norme que h. Ainsi,
fla+h) = fa)+ %%Dﬁ Yo (HEHQ) .

Si D = diag (A1,...,Ag), on a

fla+h) = ZA h2—|—o<HhH > (4.65)

Dans le premier cas, on peut écrire A\; > Apin > 0 ol Ay, est la plus petite des valeurs propres de
H¢(a). On a donc

fla+h) = f(a) =

*;iiwo(u%u?)a
et donc
fla+h) - HhH < min )), (4.66)

ce qui permet de conclure. De méme, dans le second cas, on a

fla+h) HhH (— +o 1)> . (4.67)

Dans le dernier cas, on peut réaliser une partition J; U J_ U Jy de {1,...,q}, ot Jy est éventuellement
vide et pour tout ¢ de Jy, A; > 0, pour tout ¢ de J_, \; < 0 et pour tout ¢ de Jy, A; = 0. Ainsi, selon

(4.65),
fla+h) Z M2 + Z A2 + o <HﬁH2> . (4.68)
iGJ,

Si on choisit un & associé a un vecteur h dont seules les composantes relatives & J; sont non nulles,
on constate que f(a+h)— f(a) > 0 pour tout I assez petit. De méme, si on choisit un A associé a un
vecteur h dont seules les composantes relatives & J_ sont non nulles, on constate que f(a+h)—f(a) <0
pour tout h assez petit. Ainsi, le troisiéme cas est montreé. O

Pour toute la fin de cette section, on suppose que p =2 et ¢ = 1.

DEFINITION 4.40 (Notations de Monge). Si f admet des dérivées partielles d’ordre 2 en a, on
pose
0*f 0*f 0*f
— (@) 5= go@), = 2(a)

(4.69)

PROPOSITION 4.41 (Conditions suffisantes d’extremum et de point col en dimension 2). Supposons
que f soit de classe C? sur U. Soit a un point critique de f.
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(1) Si
s2—rt<0, >0, (4.70a)
alors a est un minimum local de f.
(2) Si
2 —rt<0, r<o, (4.70b)
alors a est un mazximum local de f.
(3) Si
2 —rt>0, (4.70c)

alors a est un point col de f.

DEMONSTRATION. On sait que la matrice hessienne de f en a est diagonalisable. On constate,
par invariance de la trace et du déterminant de cette matrice que, en notant A\; et Ao les deux valeurs
propres de cette matrice,

MAg = det(Hy(a)) = rt — 52, (4.71a)
A1 + Ao = trace (Hf(a)) =r+t. (4.71b)

Il suffit alors d’utiliser la proposition 4.39. On est dans le premier cas de cette proposition si et
seulement si Ao > 0 et A\; + Ay > 0, c’est-a-dire si et seulement si s> —rt < 0 et r+1¢ > 0, ce qui est
équivalent & s> —rt < 0et r > 0. En effet, si s> —rt <Oetr+¢t >0, alors rt > s> >0et r+t >0,
ainsi r > 0. réciproquement, si s> —rt < 0 et r > 0, 7t > 0 et donc ¢ > 0 et donc r+¢ > 0. On conclut
de méme dans le deuxiéme cas. Le troisiéme cas a lieu si et seulement si A\j Ao < 0, c’est-a-dire, si et
seulement si s — rt > 0. O

REMARQUE 4.42. Dans le cas ot (s> —rt < 0 et r = 0) ou si s> — rt = 0, on ne peut conclure. Il
faut regarder les dérivées d’ordre supérieur ou faire des développement & la main.

REMARQUE 4.43. Il est plus facile de retenir la caractérisation grace aux valeurs propres de la
proposition 4.39 et d’en déduire les résultats de la proposition 4.41.

REMARQUE 4.44. Comme d’habitude, on peut automatiser ce classement des points grace au
calcul symbolique.

REMARQUE 4.45. Si f est défini sur un fermé D, on ne peut étudier les extremum de f qui peuvent
aussi atteints aux bords de D.

REMARQUE 4.46. On peut remarquer que, localement au voisinage de a, on a, grace a (4.65),

fla+) = 5@+ 5 (Wi +2a08) +o (i) = P o (7). ar

P(R) = fla) + 5 (M2 + 0T3). (4.73)

P est une fonction de R? dans R de type conique (voir chapitre 9). Ses isovaleurs (ou lignes de niveaux,
définies par la section d’équation P(h) constant) sont des ellipses dans le cas d’un maximum ou d’un
minimum et des hyperboles dans le cas d’un point selle. Ainsi, les isovaleurs de f seront localement
autour de a du méme type.

On peut tracer localement la fonction f grace au code trace_3D.m de trois fagons différentes :
par grilles (vision dans 'espace), par ligne de niveau ou par niveaux de couleurs.
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EXEMPLE 4.47. Etudier la nature de a = (0,0) pour f définie par

2
fz,y) = ‘% — (cosy)V/6 — 22, (4.74)
On peut vérifier que a appartient a l'intérieur du domaine de f. De plus, aprés calcul, on a

af x T Cosy
%(a:,y) — T (4.75a)
g—g( (siny)V6 — a2, (4.75b)
0% f 1 6cosy
ZJ = 4 "7PI 4.75
81‘2 (:C7y) 2 + (6 _$2)3/2? ( C)
0% f
a—yQ(l‘, y) = —(xsiny)\v/6 (4.75d)
0’ f 2

)V 6 — 4.75
920y (z, (cosy) x (4.75€)

Ainsi, en a = (0,0), df(a) est nul et avec les notations de Monge, on a
1 + 1

r=-+4+—,

2 V6

et donc a est minimum local.

s =0, t:\/é, 82—rt<0, r >0,

Voir la figure le fichier exemple_courbe3D_01.m qui appelle la fonction trace_3D.m évoquée dans
la remarque 4.46 page ci-contre et la figure 4.1.
On observe bien des lignes de niveaux de type elliptique.

EXEMPLE 4.48. Etudier la nature de a = (0, 7) pour f définie par (4.74).
On peut vérifier que a appartient a l'intérieur du domaine de f. De plus, aprés calcul et d’aprés
(4.75), on a df (a) est nul et avec les notations de Monge, on a

s2—rt>0

et donc a est un point col.

Voir la figure le fichier exemple_courbe3D_02.m qui appelle la fonction trace_3D.m évoquée dans
la remarque 4.46 page précédente et la figure 4.2.

On observe bien des lignes de niveaux de type hyperbolique.

4.4.3. Calculs d’incertitudes et raisonnement linéarisés a |'ordre 1

Si f et une fonction de R?P dans R, Les équations (4.6) et (4.28) sont parfois écrites en physique
abusivement sous la forme

p
flatdz) = Za—f (2)da; + of|[l]) ~ +Za 2)de;, (4.76)

ou dx désigne un «petit» vecteur dont les «petites» composantes sont dx;. Cette écriture est a la base
du calcul d’incertitude (voir par exemple le chapitre 7 de [Bas04al).

Si dx et dx; désignent des variations infinitésimales, destinées a tendre vers zéro, 1’écriture (4.76)
est a la base des raisonnements différentiels linéarisés, permettant d’établir des équations différentielles
gouvernant tel ou tel type de probléme de physique (voir par exemple 'annexe C de [Bas04b]).
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-241 : &%\
—2.415 X XN
-242

2425 8

243 \

-2.435

N 0SS
SRS SSS
DRI SIS
S OSSR

W

\nneey S

244 AN 2K

~2.445

-2.45
0.1

(c¢) : Tracé par niveaux de couleurs

Fi1c. 4.1. la fonction f définie par (4.74) au voisinage de a = 0.

4.5. Applications

Les applications du calcul différentiel sont trés nombreuses en mécanique.

Voir la section 4.4.3.
La différentielle permet de définir d’autres opérateurs différentiels (gradient, rotationnel, diver-

gence), trés utilisés en mécanique des fluides ou électromagnétisme (voir par exemple le chapitre 2 de
[BasO4a] ou [GS86, GS95, GS96]|).
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2
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N e fyg ety
D
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st

0.2

305 -0.2 -0.2 -0.15 -0.1 -0.05 0 0.05 0.1 0.15 0.2

(a) : Tracé par grille colorée (b) : Tracé par lignes de niveaux

-0.2 -0.15 -0.1 -0.05 0 0.05 0.1 0.15 0.2

(¢) : Tracé par niveaux de couleurs

F1G. 4.2. la fonction f définie par (4.74) au voisinage de a = (0, ).
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CHAPITRE 5

Intégrales multiples (théorie)

On pourra consulter les références suivantes (données dans un ordre croissant de difficulté) : le
chapitre 4 de [Bas04a] et [GAJ93, BD02b, BD02a, LFA77, AF89].
Ce chapitre est fortement inspiré de [GAJ93|.

5.1. Introduction

La théorie des intégrales multiples est fort complexe! La théorie d’intégration de Lebesgue per-
mettrait d’englober la théorie de 'intégrale simple a celle de 'intégration sur un espace quelconque,
mais est difficile (voir par exemple [AF89]).

Grace aux sommes de Darboux, vues succintement, on présente la théorie des intégrales multiples
(dans le cadre de l'intégrale de Riemman) et quelques résulats généraux. On présentera ensuite dans
le chapitre 6 les calculs pratiques et les applications des intégrales doubles et triples.

5.2. Compacts mesurables

Pour toute cette section, n est un entier naturel non nul.
On donne les définitions et les propositions sans preuve suivantes :

DEFINITION 5.1 (Pavé). On dit qu’une partie P de R™ est un pavé si et seulement si P = () ou
s'il existe a = (ay, ..., a,) et b = (by,...,b,) de R™ tels que

P = ﬁ[ai,bi] = {JL‘ eR": Vie {1,...,?7,}, T; € [az,bz]} (5.1)
i=1

Dans ce dernier cas, on dit que P est le pavé d’extrémités {a,b}.

DEFINITION 5.2 (mesure d’'un pavé). Soit P un pavé de R™. Si P est d’extrémités {a,b}, on

appelle mesure de P, le nombre
n

p(P) =] b — ail. (5.2)

=1

Si P est vide, on pose pu(P) = 0.

DEFINITION 5.3 (mesure d’'une réunion de pavés). Soient P; et P deux pavés de R™. On appelle
mesure de leur réunion le réel :

p(PrU Py) = p(Pr) + p(Pe) — p(PL 0 Py). (5.3)

On peut donc définir par itération la mesure d’une réunion finie de pavés.

7
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DEFINITION 5.4 (parties négligeables). On dit qu'une partie X de R" est négligeable si et seule-
ment si, pour tout € > 0, il existe une suite (Py),cy de pavé de R" telle que

—+o00
XC|JPoet Y u(b)<e (5.4)
keN k=0

DEFINITION 5.5 (compacts mesurables). Un compact (fermé borné) de R™ est dit mesurable si et
(o]
seulement si sa frontiere 0X = X \ X est négligeable. On note M, I'ensemble des parties compactes

et mesurables de R™.

PROPOSITION 5.6 (mesure d’un compact mesurable). Soit X € M.,.. Soit Px, la famille des
réunions finies de pavés inclus dans X. L’ensemble {u(S) : S € Px} est une partie non vide et magjorée
de R ; elle admet une borne supérieure appelée mesure de X et notée u(X). On a donc

u(X) = sup {u(S) : S € Px}. (5.5)
PROPOSITION 5.7. Pour un compact X, on a les équivalence des trois assertions suivantes :

(1) X est négligeable ;

(2) X est de mesure nulle :

(3) X est d’intérieur vide.

Dans le cas ot n € {2,3}, on a donc défini la surface d’une partie de R? et le volume d’une partie
de R3 :

DEFINITION 5.8 (compacts mesurables de R?). Un compact mesurable de R? est dit quarrable.
La mesure d'une partie quarrable X de R? est appelée aire de X et notée A(X).

DEFINITION 5.9 (compacts mesurables de R3). Un compact mesurable de R3 est dit cubable. La
mesure d’une partie cubable X de R? est appelée volume de X et notée V(X).
5.3. Intégrale d’'une fonction sur un compact mesurable de R”

Dans cette section encore, nous donnons les définitions minimales et les propositions sans preuve
afin de définir 'intégrale d’une fonction sur un compact mesurable de R™. Pour toute cette section, n
est un entier naturel non nul.

DEFINITION 5.10. Soit A une partie mesurable de R™. On appelle partage de A toute famille finie
o =(Aj);< <, de compacts mesurables telle que

P
A=|JAjet V(i) €{L,..p}>, i#j= n(AinA;) =0 (5.6)
j=1
On note Pa 'ensemble des partages de A.

DEFINITION 5.11 (Sommes de Darboux). Soit f une fonction bornée de A dans R. A un partage
0 = (Aj);<j<, on associe les réels

Vie{l,..,p}, m;= igf fy M;=supf, (5.7)
i A;
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et les réels
d(o) =Y miu(Ai), D(o) = Miu(Ay), (5.8)
j=1 J=1

sont respectivement appelés sommes de Darboux inférieures et sommes de Darboux supérieures.

PROPOSITION 5.12. Dans le cadre de la définition 5.11, les parties
{d(o) : 0 € Pa} et {D(o):0 € Pa},
sont des parties bornées de R et on considére leurs bornes inférieures et supérieures respectives :
s(f) =sup{d(o):0 € Pa}, S(f)=inf{D(c):0 € Par}. (5.9)

Une application bornée f de A dans R™ est dite intégrable si et seulement si s(f) = S(f). Dans ce
cas, le réel s(f) = S(f) est appelé intégrale de f sur A et est noté [, f ou [y f(X)dX (X désigne
une variable muette).

REMARQUE 5.13. Dans le cas ot n = 1, I'intégrale simple peut aussi étre définie grace aux sommes
de Darboux définies par (5.8). Voir le chapitre sur 'intégrale de Riemann de [Lan05].

REMARQUE 5.14. Dans le cas oli n = 2, on peut donner un sens géométrique aux sommes définies
par (5.8). Voir chapitre 6

REMARQUE 5.15. Cette théorie de l'intégration ne permet que d’intégrer des fonctions bornées
sur des compacts. Grace a la théorie de I'intégration de Lebesgue (voir par exemple [AF89]), on peut

intégrer des fonctions non bornées et/ou sur des parties non bornées. Mais cette théorie est beaucoup
plus difficile !

PROPOSITION 5.16 (mesure d'un compact mesurable (bis)). Soit C' un compact mesurable de R™.
La mesure de C' est égale a

w(C) = /C dX. (5.10)

5.4. Propriétés sur les intégrales multiples

Donnons quelques propriétés générales sur les intégrales multiples.
Dans toute cette section, A désigne un compact mesurable de R™.

PROPOSITION 5.17. Toute application continue de A dans R est intégrable.

PROPOSITION 5.18. Si f et g sont intégrables, alors |f|, inf(f,qg), sup(f,g), f + g et fg sont
intégrables.

PROPOSITION 5.19.
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Soient f et g intégrables de A dans R.

f>0:>/Af>0,

f<g:>/Af</Ag,

‘/Af' </A|f| < w(A)sup|f(z)].
M(A):Oj/AfZO'

PROPOSITION 5.20. Soient Ay et Ay deux compacts mesurables de R™, f de Ay U Ay dans R,
intégrable. Alors f est intégrable sur Ay et Ay et

Joos =l L7 s

PROPOSITION 5.21 (Valeur moyenne et théoréme de la moyenne).

(1) Soit f de A sur R, intégrable. Alors
p(A)inf f < / J < n(A)sup f.
A A

(2) Si A est connexe !, si f et g sont deuz fonctions de A dans R telle que f est continue et g
est positive, alors

il existe a € A tel que : / f=fla)ud),
A

il existe b € A tel que / fg= f(b)/ g.
A A

PROPOSITION 5.22 (Inégalités de Schwarz et de Minkowski).
Soient f et g de A dans R, intégrables.

L <))
()< (L) " ()"

REMARQUE 5.23. Si f est a valeur dans un espace vectorielle de dimension finie, ou dans C, on
peut encore donner un sens a l”intégrale de f, en intégrant «composante par composante». Voir la

page 247 de [GAJ93].

5.5. Changement de variables

THEOREME 5.24 (formule de changement de variable). Soient A et D deux compacts mesurables de
R" et ¢ une application de D dans A, de classe C', bijective et dont la réciproque est de classe C*. On

Ldont la seule partie ouverte et fermée par rapport a lui méme est A ou (3, ou ce qui revient au méme, «d’un seul
tenant».
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suppose que f est intégrable sur A. Soit le jacobien de cette application défini par (voir définition 4.16
page 62 du chapitre 4) :

VX € D, M(X) = det <[a¢i (X)] ) (5.11)
1<4,5<n

D(z1,....,xp) Ox;

L’application ¢ de D dans A, qui a X € D associe U = ¢p(X) € A définit un changement de variable ;
la fonction de D dans R qui a X associe (f(H(X)).|D(¢1y ey dn)/D(x1, ..oy k0 )(X)| est intégrable et
on a

B D(¢1, ey On)
[ 1w = [ (rocoy g0 i) ax, (5.12)

On retiendra de fagon pratique que U = ¢(X) € A est «’ancienne» variable et que X € D est la
«nouvelle variable» (ou le contraire). Dans la formule (5.12), on remplace successivement
e A par D,
e U par ¢(X),
e dU par |D(p1,....,dn)/D(x1, ..., xy)(X)| dX. De fagon mménotechnique, on peut utiliser la
notation différentielle :
D(¢17 ey ¢n)

U=e(X) = dU = D(x1,....,y)

(X)dX,

sans oublier les valeurs absolues, c¢’est-a-dire

D(le, ) ¢n)

aUu =
D(z1,....,xp)

(X) ‘ dX.
Rappelons :

THEOREME 5.25 (formule de changement de variable & une dimension). Soit une fonction ¢ de
classe C1 et strictement monotone d’un intervalle D dans un intervalle A = [a,b]. On a D = [o, 8] =
[0~ (a),p~1(b)]. Soit f intégrable sur A. On a alors

b B
[ twdu= [ £(o@) (@) (5.13)

Le théoréme 5.24 est I'analogue du théoréme 5.25 on a en effet A = [a,b] et D = [a, ] =
[¢*1(a), ¢*1(b)] = ¢ ([a,b]) et ¢'(x) est le jacobien de ¢ (ou son opposé selon que ¢ est strictement
croissante ou décroissante).






CHAPITRE 6

Calcul pratique d’intégrales multiples (simples, doubles et triples)

On pourra consulter les références suivantes (données dans un ordre croissant de difficulté) : le
chapitre 4 de [Bas04a] et [GAJ93, BD02b, BD02a, LFA77, AF89].

On pourra aussi consulter, en annexe K, un exemple de calcul de volume (donné en examen de
MT25, en juin 2005).

6.1. Introduction

Dans cette section, nous reprenons les résultats du chapitre 5 dans le cas particulier ot n appartient
a {1,2,3}. Naturellement, tous les résultats du chapitre 5 sont valables ici. Nous donnerons, de plus,
des techniques de calculs et des exemples.

Soit n € N*, A, une partie mesurable de R™ et f, une fonction intégrable sur A. L’intégrale
Ja f(X)dX est notée respectivement :

/ f(x)dx, sin =1 (on parle d’intégrale simple, voir section 6.2) ; (6.1)

A

//f(a:, y)dzdy, si n =2 (on parle d’intégrale double, voir section 6.3) ; (6.2)
A

///f(x, Y, z)dxdydz, si n =3 (on parle d’intégrale triple, voir section 6.4). (6.3)
A

REMARQUE 6.1. Dans la notation dzdy ou drdydz, 'ordre des variables ne compte pas.

6.2. Intégrales simple

On consultera par exemple [Lan05]. Donnons seulement un exemple d’application de la proposi-
tion 5.25 page 81.

EXEMPLE 6.2. Calculons, pour R € R, 'intégrale

R
IR:/ vV R? — u2du.
0

On pose u = Rcos z, c’est-a-dire, on choisit ¢(z) = Rcosz. On remplace I’ancienne variable u par la
nouvelle variable Rcosz et donc v R? — u? par

VR? — R%2cos?x = RVsin?x = R|sinz|.

83
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On remplace du par d(Rcosz) = —Rsinzdr. Quand v = 0, on a ¢ = 7/2 et quand v = R, on a
x = 0; on remplace! donc 0 et R par 7/2 et 0. On a donc

R
/ vV R? —u2du =
0

On linéarise le sinus sous la forme :

0 w/2 w/2
Rlsinz|(—Rsinz) dr = R2/ |sin x| sin xdz = R2/ sin? zdz.
0

w/2 0

sin’x =

(1 — cos(2x))

DN =

Aprés calculs, il vient

Ir = —R?.

il
4
6.3. Intégrale double

Pour toute cette section, A désigne un compact quarrable de R? (voir définition 5.8 page 78) et
f une application intégrable de A dans R.
Conformément a la proposition 5.16 page 79, on a

PROPOSITION 6.3 (calcul d'une surface). L’aire de la partie quarrable A est égale a

A(A) = / / ddy. (6.4)
A

D’aprés la remarque 5.14 page 79, on peut donner un sens & la somme de Darboux définie par
(5.8).

Fic. 6.1. partage de A.

Le partage 0 = (A;), <j<p Feprésente un découpage de A, dont les intersection deux & deux sont
négligeables (voir figure 6.1). Pour j € {1,...,p} fixé, la quantité m;u(A;) = infa, u(A;)f représente
le volume de la partie de R? de base A; de hauteur m; et la quantité M;u(4;) = supa, 1(Aq) f
représente le volume de la partie de R? de base A; de hauteur M;. Quand la «surface maximale» des
compacts tend vers zéro, les deux sommes définies par (5.8) tendent vers [[ f(z,y)dzdy. Ainsi, cette

A

intégrale représente le volume de la partie de R? située sous la surface d’équation z = f(x,y) pour

Lattention au sens.
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(z,y) décrivant A. Dans le cas ot f est égal a un, ce volume est égal a 'aire de A, conformément &
(6.4).

Grace au théoréme suivant, il est possible, dans certains cas de transformer le calcul d’une intégrale
double en deux calculs successifs d’intégrale simple :

On suppose que f est continue. On suppose que la partie A est telle qu'il existe des réels a, b, ¢,
d et deux applications F et F' tels que

A C [a,b] x [e,d], (6.5)
avec, pour tout (z,y),
(x,y) € A<=z € [a,b] et y € [E(x), F(x)]. (6.6)
Voir figure 6.2.

@ Gly) Hy) b o

F1G. 6.2. Décomposition de la partie A

De méme, on suppose qu’il existe deux applications G et H telles que, pour tout (z,y),
(z,y) E A<=y € e, d et z € [G(y), H(y)]. (6.7)

Pour tout = € [a,b] fixé, I'application de [E(z), F(z)] dans R : y — f(x,y) est continue (donc
intégrable) et pour tout y € [c,d] fixé, I'application de [G(y), H(y)] dans R : x +— f(z,y) est continue
(donc intégrable).

On a alors le théoréme :

THEOREME 6.4 (Théoréme de Fubini). Sous les notations (6.5), (6.6) et (6.7), on a

[t vyazay = [ b ( / :j)m,y)dy) aa= [ ' ( | :)y)ﬂx,y)dx) dy. (6.8)
A

Nous avons en fait intégré par «tranche élémentaire» d’épaisseur dx dans la premiére intégrale et
d’épaisseur dy dans la seconde. En effet, le terme

(/ f(%y)dy> dzx
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est égal au volume de la tranche élémentaire d’épaisseur dzx et de surface

F(z)
/ f(z,y)dy.

BE(z)

On a immeédiatement le corollaire suivant :

COROLLAIRE 6.5. Si u et v sont deux fonctions continues de [a,b] dans R et de [c,d] dans R,
alors, en posant A = [a,b] X [c,d] et

V(z,y) € [a,b] x [e,d],  [f(z,y) = u(z)v(y) (6.9)

/ / (o, y)dzdy — / ' () / o)y, (6.10)
A

DEMONSTRATION. Avec les notations du théoréme 6.4, on a pour tout =z € [a,b], E(z) = c et
F(x) = d. Ainsi, on a successivement (en sortant de l'intégrale ce qui ne dépend pas de la variable

d’intégration) :
[[ 1@ wizay = [ [uizyot)asdy
A A

-/ b (/ du(x)v(y)dy) dr,
- /abu(x) (/Cd v(y)dy) dzx,
- / ' ey / o)y,

on a

On a aussi immeédiatement

COROLLAIRE 6.6. Soit f une application continue de [a,b] X [c,d] dans R. On a

// F(x,y)dedy — /ab (/cdf(:c,y)dy> dz = /Cd </abf(a:,y)dx> dy. (6.11)
)

[a,b]x[c,d
I= //f(x, y)dzdy,
A

A:{(:C,y)ERQ: 0<zx<1, 0<y<uz},

EXEMPLE 6.7. Calculons

ou

et
V(z,y) € A, fla,y) =1+zy+a® +y°
Nous utilisons le théoréme de Fubini en intégrant par tranche verticale : voir figure 6.3.
On a donc a =0, b=1 et pour tout € [0,1], E(z) =0et F(z) =x et :

/A [ radsdy = [ 1 < I f<x,y>dy> dr.
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Fi1c. 6.3. Intégration par tranche verticale

A x fixé, on a

/f(ﬂﬁ,y)dyz/ 1+ zy +2° + y°dy,
0 0

:/ dy+:1:/ ydy+x2/ dy—i—/ dey,
0 0 0 0

+$3+3+x3
=rx+—+=x —
2 3’
1 ,
= —a’+a

61‘ x

On a donc

' 9
J[ s oty = [ o+ aar =2,
A

Nous aurions pu aussi utiliser le théoréme de Fubini en intégrant par tranche horizontale.
Le théoréme 5.24 page 80 devient pour n = 2 :

THEOREME 6.8 (formule de changement de variable (plans)). Soient A et D deux compacts me-
surables de R? et ¢ une application de D dans A, de classe C', bijective et dont la réciproque est de
classe Ct. On suppose que f est intégrable sur A. Soit le jacobien de cette application défini par

D(¢1, ¢2) 0¢i
V(z,y) € D, ————=(x,y)=det (X) . (6.12)
D(z,y) Ox; 1<4,j<2
L’application ¢ de D dans A, qui a (x,y) € D associe (u,v) = ¢(x,y) € A définit un changement
de variable; la fonction de D dans R qui a (z,y) associe (f(p(x,y)).|D(¢1,02)/D(z,y)(z,y)| est

intégrable et on a

//f(u,v)dudv = //f (P(x,y)) ‘%(m,y)‘ dxdy. (6.13)
A D

Le principe de ce changement de variable est de ramener un domaine de forme quelconque a un
domaine de forme rectangulaire, au quel cas, le corollaire 6.6 page précédente peut étre appliqué. Un
cas particulier peut étre mentionné, celui des coordonnées polaires (voir (2.1), chapitre 2).
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v+ dv
r+dr
v ds an do
T A }
v —dS
U u + du
(a) (b)

FI1G. 6.4. La surface élémentaire dS en coordonnées cartésiennes (a) et en coordonnées
polaires (b).

THEOREME 6.9 (formule de changement de variable en polaires). Soient A un compact mesurable
de R? décrit en coordonnées polaires par

(u=rcosh,v=rsinf) € A < (r,0) € D, (6.14)

ot D est un compact mesurable de R? et f est intégrable sur A On a alors

//f(u,v)dudv = //f (rcos,rsinf)rdrdf. (6.15)
A D

DEMONSTRATION. Il suffit de considérer ¢ de R x [0, 27[ dans R? définie par
o(r,0) = (rcosf,rsinf).

La matrice jacobienne de ¢ (voir exemple 4.34 page 68 du chapitre 4) vaut
g % % _ (cosf) —rsind
T\ Q22 9% | T \ging  rcosé

7D(7“,9) (r,0) =r.

L’équation (6.13) se simplifie donc sous la forme (6.15). O

Son déterminant vaut donc

On pourra se rappeler que dS = dudv représente une aire infinitésimale en coordonnées carté-
siennes et dS = rdrdf représente une aire infitésimale en coordonnées polaires (voir figure 6.4).

EXEMPLE 6.10. Calculons la surface d’'un disque A de centre l'origine et de rayon R, égale a

S = //dxdy.
A

Le disque A est décrit en coordonnées polaire par la partie D de R? telle que
r€[0,R] et 6 € [0,2n].
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On a donc, d’apreés (6.15), en posant D = [0, R] x [0, 27]

/A / drdy = /D / rdrdd.

D’aprés le corollaire 6.5 du théoréme de Fubini, on a

r=R 0=2m R2
// rdrdf = / rdr / db = X 21T = 7TR2
-0 =0 2

[0,R] x[0,27]

ce qui est la formule bien connue. Remarquons que I'on a

R
S:/ 2mrdr,
0

ce qui est la surface élémentaire de la partie du disque formée d’une portion de disque délimitée par
deux cercles de rayons r et r + dr (cf. figure 6.5).

@raan
U

Fi1G. 6.5. Une portion de disque élémentaire

6.4. Intégrale triple

Les notions sont identiques & celle de la section précédente.
Conformément a la proposition 5.16 page 79, on a

PROPOSITION 6.11 (calcul d’un volume). Le volume de la partie cubable A est égal &

/ / / dadydz. (6.16)

Donnons ’analogue du théoréme 6.4 page 85, qui se décline sous plusieurs variantes :

THEOREME 6.12 (Théoréme de Fubini (calcul par tranches)). Soient A un compact cubable de
R? tel (voir figure 6(a)) qu’il eviste a, b et D une application de [a,b] dans l’ensemble des parties
quarrables de R? avec

(x,y,2) € A < z € [a,b] et (z,y) € D(2). (6.17)
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calcul par tranches x calcul par piles

(a) (b)

Fic. 6.6. Deux variantes du théoréme de Fubini dans I’espace.

Soit f continue sur A. On a alors

flx,y, z)dedydz = ’ f(z,y,z)dxdy | dz. (6.18)
Il il

D(z)
On peut, bien entendu, utiliser ce théoréme, en intégrant d’abord par rapport & x ou a y.

THEOREME 6.13 (Théoréme de Fubini (calcul par piles)). Soient A un compact cubable de R? tel
(voir figure 6(b)) qu’il existe D, une partie quarrable de R? et u et v deux applications continues de
D dans R avec

(x,y,2) € A <= (z,y) € D et u(z,y) < z <wv(z,y). (6.19)

Soit  continue sur A. On a alors

/ / F(x,y, 2)dwdydz = / / ( / v(m; flo y,z)dz> dzdy. (6.20)
w(oy

On peut, bien entendu, utiliser ce théoréme, en intégrant d’abord par rapport a (z,y), (x,z) ou

(y, 2).

On a aussi les deux corollaires suivants identiques aux corollaires 6.5 page 86 et 6.6 page 86 :

COROLLAIRE 6.14. Siu, v et w sont trois fonctions continues respectivement de [a,b] dans R, de
[c,d] dans R, de [e, f] dans R, alors, en posant A = [a,b] X [c,d] x [e, f] et

V(z,y,2) € [a,0] x [, d] x [e, f],  [f(z,y,2) = u(z)v(y)w(z) (6.21)

///f(:v,y, z)drdydz = /ab u(x)dx /Cd’u(y)dy /ef’w(z)dz. (6.22)
A

COROLLAIRE 6.15. Soit f une application continue de [a,b] X [c,d] x [e, f] dans R. On a

// F(z,y, 2)dadydz = /ab (/d </eff(x,y,z)dz> dy> da. (6.23)

[a,b] X [c,d] X[e, f]

on a
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EXEMPLE 6.16. Calculons le volume de la portion de R? délimitée par I'hyperboloide de révolution
(cf. figure 6.7) d’équation

2?4+ y? -2 =1, (6.24)

et les plans d’équations z = a et z = 3 (avec o < 3).

Fi1G. 6.7. Un hyperboloide de révolution

On intégre par tranches définies par les plans d’équation z = constante : dans ce cas, (z,y) vérifie
22 4+ 9% <1+ 22, ce qui est 'équation d’un disque de rayon R = /1 + 22 et de surface 7(1 + 22). On

a donc :
V= ///dxdydz,
1%
z=p
= / // dxdy | dz,

(z,y)ER?
2242 <1422

_ /ﬂ (1 + 22)dz.

(%

Apres calculs, on obtient
V=nB-a) <1+%(a2+aﬁ+52)) )
Remarquons que le volume élémentaire de la tranche d’épaisseur dz est égal a
dV = Sdz,
oit S = m(1 + 22) est la surface de la tranche de cote z.
EXEMPLE 6.17. Calculons l'intégrale suivante :

I= ///J:dexyzdxdydz. (6.25)

[0,1]°
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On intégre par pile (attention, l'ordre des variables n’est pas indifférent) :

1 1 1
///nye‘vyzdxdydz = / </ </ x2ye‘”yzdz> dy) dux,
0 0 0

0.1
- /01 </01 ([:cexyZ]Z 1) dy> dz,
_ /01 </01 (ze™ —:1:)dy> dz,

1
:/ ex—l—a:dxze—i
0 2

Le théoréme 5.24 page 80 devient pour n = 3 :

THEOREME 6.18 (formule de changement de variable (espaces)). Soient A et D deuz compacts
mesurables de R et ¢ une application de D dans A, de classe C1, bijective et dont la réciproque est
de classe C'. On suppose que f est intégrable sur A. Soit le jacobien de cette application défini par

V(x,y,2) € D, M(fv,y, z) = det [8@ (X)] (6.26)
D(x,y,z) Ly 1<4,<3

L’application ¢ de D dans A, qui a (x,y,z) € D associe (u,v,w) = ¢(x,y,2) € A définit un change-
ment de variable ; la fonction de D dans R qui a (x,y, z) associe (f(¢(x,y, 2)) . |D(p1, 2, ¢3)/D(x,y, 2)(x,y, 2)]
est intégrable et on a

///fuvwdudvdw—///f (2,y, ‘(qu(;t’q?)(x,y,z)

Comme pour les intégrales doubles, on donne le cas particulier des coordonnées cylindriques et

dzxdydz. (6.27)

sphériques (voir rappels en annexe J) :

THEOREME 6.19 (formule de changement de variable en cylindriques). Soient A un compact
mesurable de R3 décrit en coordonnées cylindiques par

(u=rcosh,v=rsinf,w==z) € A<= (r,0,z) € D, (6.28)

ot D est un compact mesurable de R? et f est intégrable sur A. On a alors

// f(u,v, w)dudvdw = // f(rcosf,rsind, z) rdrdfdz. (6.29)
A D

DEMONSTRATION. Elle est identique & celle du théoréme 6.9 page 87 : il suffit de vérifier que le
jacobien vaut r. O

THEOREME 6.20 (formule de changement de variable en sphériques). Soient A un compact me-
surable de R3 décrit en coordonnées sphériques par

(u=rcos¢ cosh,v=rcos¢sinf,w =rsing) € A < (r,0,¢) € D, (6.30)

ot D est un compact mesurable de R? et f est intégrable sur A. On a alors

// f(u, v, w)dudvdw = // f (rcos ¢ cos B, 1 cos ¢ sin 6, 7sin ¢) 12 cos ¢pdrdfdep. (6.31)
A D
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DEMONSTRATION. Elle est identique & celle du théoréeme 6.9 : il suffit de vérifier que le jacobien
vaut 72 cos ¢. O

Donnons deux exemples d’applications :

EXEMPLE 6.21 (Calcul du volume d'un cylindre). Déterminons le volume du cylindre de base
un cercle de centre 1'origine et de rayon R, délimité par les cotes z = 0 et z = a. En coordonnées
cylindriques, ce volume est décrit par

(r,0,z) € D =0, R] x [0,27[x]0, a].

V= ///dd:dydz,
A

=] vdrase.

[0,R]x[0,27[%[0,a]

r=R 0=21 z=a
= / rdr / df / dz,
r=0 920 z=0

et on retrouve la formule classique

Ainsi, on a

V = nR%a.

EXEMPLE 6.22 (Calcul du volume d’une sphére). Déterminons le volume d’une sphére de centre
lorigine et de rayon R. En coordonnées sphériques, ce volume est décrit par

(r,0,0) € D = [0, R] x [0,2x[x [-7/2,7/2] .

V= ///dxdydz,

A

_ / / / r2 cos ¢drdfdo,

[0,R]x[0,2m[x [—7/2,7/2]

r=R 0=27 ¢p=m/2
= / r2dr / do / cos ¢da,
r=0 0=0 p=—m/2

3
:?X27T><27

Ainsi, on a

et on retrouve la formule classique

4
V= §7TR3.

EXEMPLE 6.23. Voir annexe K page 163.

6.5. Applications a la résistance des matériaux

Cette section est traitée avec peu de rigueur! Seules sont données les idées formelles.
On pourra consulter pour plus de rigueur la section VIII page 264 de [GAJ93] ou le chapitre VII
de [LFATT7|.
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6.5.1. Dans le plan

6.5.1.1. Calculs de centre de gravité.
On rappelle que si I'on a un systémes de n points affecté de masse (M;, m;);<;<,,, le centre de
gravité G de ces points est I'unique point tel que :

r —_— —
> mGM;= 0. (6.32)

i=1
Pour tout point O, on a donc

i — n — =
ZmZGO + ZszMz =0,
=1 =1

et donc
1 n
0G = - > m;OM,. (6.33)
Zmi i=1
=1

Si O désigne l'origine du plan et (x;,¥;);<;<, les coordonnées des points M;, alors (6.33) fournit les
coordonnées (rg,yq) du point G :

TG = — 1 Z M;T;, (6.34)
Zmi i=1
i=1
1 n
Yye = — Zmzyz (6.35)
Zmi i=1
i=1

Supposons que le systéme de point soit continu (par exemple une plaque) et désigne un ensemble
de points du plan défini par une partie quarrable A de R2. On note, en tout point de cette plaque, la
densité surfacique de masse (appelée aussi masse surfacique) :

p(x,y) = Ccli—?- (6.36)

Cela signifie que la surface élémentaire dS a une masse égale & dm = p(x,y)dS. On écrit (6.34)
et (6.35) en remplacant les sommes > " | par des intégrales doubles sur A, chaque masse m; par
dm = p(z,y)dS = p(z,y)dzdy (en coordonnées cartésiennes) et x; et y; par x et y (en fait, on passe
a la limite quand n tend vers l'infini). On a donc les coordonnées du centre de gravité :

1
TG =77 //p(:v,y)x dxdy, (6.37)
A

1
ye = M/ p(x,y)y dxdy, (6.38)
A

ol la masse totale du systéme est

M= / / dm = / / o, y)dacdy. (6.39)

A A
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Si le systéme est homogeéne, on a

dm
0(1373/) = E = P0o;

qui est constante. Ainsi on a

M= / [ olas)dady = / [ dady = pos.

ot S est la surface du systéme et (6.37) et (6.38) se simplifient :

/ (z,y)xdxdy = //xdxdy,
A
/ (z,y)xdrdy = — //ydazdy
A

//ZC dxdy,
A
/ dxdy,
A

Sz//dxdy.
A

S |

Bref, on a

Cl)lH

O)IH

ou la surface totale du systéme est

95

(6.40)

(6.41)

(6.42)

(6.43)

On pourra remplacer A par une réunion finie de sous-systémes plus simples et utiliser 1'associa-

tivité du centre de gravité.
6.5.1.2. Calculs de moments quadratiques.
Dans toute cette section, on se donne une partie quarrable A de R2.

DEFINITION 6.24. Si D est une droite du plan, on appelle Ip le moment quadratique de A par

rapport a ’axe D la quantité :

ID = //7“2(56,2/) d.l'dy,
A

(6.44)

ot pour tout point (x,y) de A, r(z,y) est la distance du point M (x,y) a la droite D (cf. figure 6.8).

A

e b

Fi1G. 6.8. Moment quadratique d’une surface
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On donne le théoréme suivant :

THEOREME 6.25 (Théoréme de Huygens). Soient deuz azes D et D' paralléles, l'aze D' passant
par G le centre de gravité de A (systéme homogeéne). On a alors

Ip = Ip + Sd2,
ot S est la surface de A et d la distance entre D et D' (cf. figure 6.9).

A M(xay>

Fi1c. 6.9. Théoréme de Huygens

DEMONSTRATION. On appelle H et H' les projetés orthogonaux de M sur D et D’ (cf. figure 6.9).
On peut donc écrire (algébriquement, par rapport & un axe orienté perpendiculaire a D)

r(z,y) = HM.
Ainsi, d’aprés la relation de Chasles :
rX(z,y) = (HH + HM)" = HH” + 2HH HM + H'M? = d* + 2HH B M + ' (x, 1),

ou r'(z,y) est la distance de M a D’. Par intégration, il vient donc, en sortant les termes uniformes

I’D = //?”2(.1',:[/) dfﬁdy,
A

= //d2 + 2HH H'M + r'*(x,y) dedy
A

— d? / / dxdy + 2HH' / / H'Mdaxdy + / / " (z,y) dady
A A A

= Sd*> + 2HH' / / H'Mdxdy + Ipr.
A

des intégrales,

On conclut en remarquant que

//H’Mda:dy =0. (6.45)
A

En effet, selon (6.32) écrit de fagon continue? pour un systéme homogéne, on a

— —
//GM(J:,y)dxdy =0,

A

2et en écrivant que l'intégrale multiple d’une fonction vectorielle est le vecteur dont chacune des composantes est
I'intégrale multiple de chacune des composante de la fonction. Voir remarque 5.23 page 80 du chapitre 5.
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ce qui donne, en considérant u un vecteur unitaire, perpendiculaire & D (et orienté de fagon conforme
au choix des mesures algébriques dans le calcul précédent) :

— —
0=u.0= u.//GM(a:,y)dxdy = //u.GM(:c,y)dfvdy.
A A

Par définition, on a
N E— —_—
u.GM (z,y) = u. (GH/ + H'M) =H'M,
ce qui prouve (6.45). O
Puisque d? est toujours positif et s’annulle si D = ¢’, on on déduit le corollaire suivant :

COROLLAIRE 6.26. Sous les notations du théoréme 6.25, quand D varie (avec une direction fizée),
Ip est minimale si D passe par le centre de gravité G.

REMARQUE 6.27. Si aucune des droites ne passe par le centre de gravité, on a aussi la version
suivante du théoréme de Huygens :

Soient deux axes D’ et D" paralléles et quelconques. Soit D la droite paralléle & D’ passant par
G, centre de gravité de A. On a alors

Ip — Ipn = 8 (d’2 _ d”2> , (6.46)

ou S est la surface de A, d’ est la distance entre D et D’ et d” est la distance entre D et D" (cf. figure
6.10). 11 suffit d’écrire le théoréeme de Huygens entre D et D', puis entre D et D" :

‘ >
e ool

F1G. 6.10. Autre version du théoréme de Huygens

Ip = Ip + Sd”,
Ipw = Ip + Sd"*.
Par différence, on en déduit (6.46).

DEFINITION 6.28. Si la surface A est rapportée a un systéme d’axes (z,y) orthogonaux (cf. figure
6.11), on appelle respectivement I, et I, les moments par rapports aux axes x et y :

I, = / / y? dxdy, (6.47)
A

I, = //x2 dzdy, (6.48)
A
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et on note

Iy = //a:y dxdy, (6.49)

(6.50)

Fi1c. 6.11. Moments quadratiques d’une surface rapportés a un systéme d’axes.

On peut montrer la propriété suivante :

PROPOSITION 6.29. Sous les notations de la proposition (6.28), parmi tous les azes orthogonaux
(z,y) passant par G, il existe deux directions X et'Y dites principales telles que Ixy = 0.

DEMONSTRATION. Cela résulte de 'aspect symétrique d’une matrice de taille 2 et sa diagonalisa-
tion (cf. chapitre 8). On peut voir le plan de la preuve en annexe H de [Bas04a]. O

6.5.2. Dans l'espace

Les calculs sont identiques & ceux de la section 6.5.1 a conditions de remplacer les intégrales doubles
par des intégrales triples, les surfaces par des volumes et de rajouter une troisiéme composante.
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CHAPITRE 7

Produit scalaire, espace préhilbertien réel et espace euclidien

Ce chapitre s’inspire beaucoup des chapitre 1 et 2 de [RDO8T7|. On pourra aussi consulter le
chapitre II de [AF90].

7.1. Produit scalaire et espace préhilbertien réel
7.1.1. Deéfinitions

Dans toute ce chapitre, E désigne un R-espace vectoriel.

DEFINITION 7.1 (Définition d’un produit scalaire). Soit [ une application de E x E dans R.

— On dit que [ est bilinéaire si et seulement si elle est linéaire par rapport & ses deux arguments,
c’est a dire si, pour tout x € R, application de E dans R : y — [(x,y) est linéaire et pour tout
y € R, 'application £ — R : 2 — [(z,y) est linéaire.

— On dit que [ est symétrique si et seulement si, pour tout z,y € E, I(z,y) = l(y, ).

— On dit que [ est définie positive si et seulement si, pour tout x € E'\ {0}, {(z,z) > 0.

Un produit scalaire est une application [ de E' x E dans R qui est bilinéaire, symétrique, définie

positive.

On notera systématiquement [(z,y), le produit scalaire de x et de y sous la forme < z,y >. Pour
toute la suite, < .,. > désignera un produit scalaire sur E.

DEFINITION 7.2 (Définition d’un espace préhilbertien réel). On appelle espace préhilbertien réel
tout R-espace vectoriel £ muni d’un produit scalaire.

Un espace préhilbertien réel qui est de plus complet (toute suite de Cauchy converge) est appelé espace hilbertien
réel ou espace de Hilbert.

Pour toute la suite, E désigne un espace préhilbertien réel.

Il est immédiat que

Vue FE, <u,0>=0. (7.1)

On vérifiera, pour les exemples suivants, que ’application donnée constitue bien un produit sca-
laire. Pour chacun d’eux, on donne F et < .,. >.

EXEMPLE 7.3.

E=R", (7.2a)

< U >S=< (UL, ooy Up), (V1 ooy Uy) >= Zulvl (7.2b)
1=1

99
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EXEMPLE 7.4. Soient a et b des réels tels que a < b.

E = {f tla,b] = R:  fest continue}, (7.3a)

b
<9 >=/ fg. (7.3b)

7.1.2. Norme associée a un produit scalaire

La définition d’une norme a été donnée (voir section L.1 de 'annexe L page 169).

Si n est un entier non nul, sur R”, espace vectoriel de dimension finie, on définit trois normes trés
souvent employées : voir la définition L.7 de 'annexe L.

Faisons maintenant le lien avec le produit scalaire : de tout produit scalaire, on peut déduire une
norme :

PROPOSITION 7.5 (Norme induite par un produit scalaire). Soit < .,. > un produit scalaire sur
un espace vectoriel E. On définit Uapplication ||.|| de E dans R 1 par

Vee E, |z| =<z, z>. (7.4)
Alors, Uapplication ||.|| est une norme; elle est appelée norme induite par le produit scalaire < .,. >.

DEMONSTRATION. Aisée, non rédigée. La seule difficulté consiste & démontrer 1'inégalité triangu-
laire, admise pour l'instant ; elle sera démontrée en proposition 7.10 page 102. (]

Si une norme est induite par un produit scalaire on dit aussi parfois qu’elle est euclidienne.

On peut vérifier que seule la norme ||. ||, définie dans la définition L.7 provient d’un produit scalaire
(c’est le produit scalaire (7.2b)); cela sera justifié dans la remarque 7.8.

La norme induite par le produit scalaire (7.3b) est définie par

b
w:\unzw/°ﬂ. (7.5)

LEMME 7.6. Si ||| désigne la norme induite par le produit scalaire < .,. >, alors, pour tout couple
de vecteur (u,v) de E, on a

On a le résultat suivant

Ju+ ol = [[ul® + vl +2 < u,v >, (7.6a)
lu+v)|® = lu—2v|* =4 <u,v >, (7.6b)
vl + = oll” = 2 (Jfall® + [0l - (7.6c)

Les égalités (7.6a) et (7.6b) sont appelées identités de polarisation et l’égalité (7.6¢) est appelée formule
du parallélogramme (ou des médianes).

DEMONSTRATION. Il suffit d’écrire la définition de la norme induite et d’utiliser la bilinéarité (voir
définition 7.1 page précédente) :

lu+o))? =< u,u>+<u,0>+<v,u>+<v,0>=|[u]* + [[v|* +2 < u,v >,
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ce qui donne (7.6a). Pour démontrer (7.6b), on applique deux fois (7.6a) :
o+ — e = vl = ol + ol +2 < v > = (Jull + -0l +2 <~ >)
= Jul® + ol +2 < u,v > — (||u||2 o2 -2 <uw >) .
Le démonstration de (7.6¢) est du méme type. O

REMARQUE 7.7. Les identités de polarisation (7.6a) et (7.6b) permettent d’exprimer le produit
scalaire induit & partir de la norme.

REMARQUE 7.8. Par contraposition, si la formule du parallélogramme (7.6¢) n’est pas vraie, alors
||l.|| n’est induite par aucun produit scalaire. Ainsi, on peut justifier que seule la norme ||.||, définie
dans la définition L.7 provient d'un produit scalaire. Si n > 2, en effet, les normes ||.||; et ||.|| ., définies
par (L.9) et (L.11) ne vérifient pas formule du parallélogramme (7.6¢). On définit

1 1
1 -1
u= |0, w=]0
0 0

On a alors
oI+ llu = oll} =2 (lull} + [0I) = 4+4 -2 x (4+4) #0,
2 2 2 2
ol + = oll%, = 2 (Jlull, + ol ) = 4+4—2x (1+1) #0.

Réciproquement, on se demander si pour une norme donnée, il existe un produit scalaire qui
induise cette norme. On consultera ’annexe M.

Pour toute la suite, on notera désormais ||.|| la norme induite par le produit scalaire < .,. > de
I’espace préhilbertien réel E.

7.1.3. Inégalités de Cauchy-Schwarz et de Minkowski

Nous avons déja vue les inégalités de Cauchy-Schwarz et de Minkowski au cours du chapitre 5
(voir proposition 5.22 page 80), pour la norme associée au produit scalaire défini par (7.3b). Elles se
généralisent pour toute norme, issue d’un produit scalaire :

PROPOSITION 7.9 (Inégalité de Cauchy-Schwarz). On a, pour tout (u,v) € E?,
< v >] < Jul ol (7.7)
avec égalité si et seulement si u et v sont colinéaires.
DEMONSTRATION. Fixons u et v dans E et considérons ’application T de R dans R définie par
YAER, T\ = | u+v|?*.

D’aprés (7.6a), il vient
TN = X ul® + 2X < u,v >+ ||v])?.
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Siu =0, (7.7) est vraie, il y égalité et u et v sont colinéaires. Si u est non nul, 7" est un polynéme du
second degré en A, a coefficient dominant strictement positif. Puisqu’il est positif sur R, nécessairement
son discrimant est négatif. Ainsi, A =4 (< w,v >2 — ||ul]? ||v||2> < 0 dont on déduit (7.7).
Etudions les cas d’égalité. Si u et v sont colinéaires, on vérifie que (7.7) devient une égaliteé.
Réciproquement, supposons que

|<u,v>| = [lul| o] (7.8)
et montrons que u et v sont colinéaires. Si u est nul, c’est évident. Sinon, d’aprés les calculs précédents,
A est nul et donc il existe A, racine double de T'. Par définition ||Au+ v|| = 0 et donc u et v sont
colinéaires. O

PROPOSITION 7.10 (Inégalité de Minkowski (ou inégalité triangulaire)). On a, pour tout (u,v) €
E2

7

w4 oll < lull + vl (7.9)
avec égalité si et seulement si u et v sont colinéaires.
DEMONSTRATION. Montrons d’abord que (7.9) a lieu. D’aprés (7.6a), il vient
lu+o]* < [l + [Jo]|* + 2|< w0 >,

et donc d’aprés l'inégalité de Cauchy-Schwarz (7.7)

2 2
[u 4+l < \/HUH + [[oll™ + 2 ffu] {lo]

ce qui permet de conclure.
Etudions les cas d’égalité. On a

2 2 2
2] < u,v>] = |lu+ol* = lul” = o],

et donc, d’aprés (7.6a), 'égalité
l[w+ vl = [[ull + v
est équivalente a
2|<u,v>[=2]ul o],

ce qui, d’apreés la proposition 7.9 est équivalent a la colinéarité de u et de v. O

7.2. Orthogonalité

On rappelle que F est un espace préhilbertien réel muni de sa norme ||.|| et de son produit scalaire
<>

7.2.1. Définitions

DEFINITION 7.11 (Vecteurs orthogonaux). On dit que deux vecteurs u et v de E sont orthognaux
si et seulement < u,v >= 0. On écrit u L v.

De méme, on a

DEFINITION 7.12 (famille orthogonale). On dit que la famille finie (u1, ....,u,) est orthogonale si
et seulement si

V(k, 1) e {1,....,p}% k#1=<uyu >=0. (7.10)
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On aussi la définition suivante

DEFINITION 7.13 (famille orthonormale). On dit que la famille finie (uq, ....,u,) est orthonormale
si et seulement si

V(k‘,l) S {1, ...,p}Q, < Uk, U] >= (SkJ, (7.11)

ol dy,; désigne I'indice de Kronecker.

On rappelle que l'indice de Kronecker 0, est défini en définition 4.21 page 63 du chapitre 4.
Une famille orthonormale est donc une famille orthogonale particuliére. De plus, on a

LEMME 7.14. Toute famille orthognale dont aucun vecteur n’est nul est libre.

DEMONSTRATION. Soient une famille famille orthogonale (u1, ....,up) et et p réel (aq,...., o) tels
que

p
E Uy = 0.
i=1

Soit j € {1,...,p}. On a donc, par linéariteé,
P
O = <’LL]', Z CMZ"LLZ'>,
i=1

p

= Zai < Uj,U; >,

i=1
= < uj,uj > —I—Zozi < Uj, Ui >,
1#]

_ 2

= aj [|u|]”.
Puisque u; est non nul, a; est nul. Tous les réels «; sont donc nuls. O
7.2.2. Théoréme de Pythagore

On a alors le fameux théoréme de Pythagore et sa réciproque
THEOREME 7.15 (Théoréme de Pythagore et sa réciproque). On a, pour tout (u,v) € E?,
u+ o)) = ||lul|* + ||v]|* < u et v sont orthogonaux. (7.12)

DEMONSTRATION. Il suffit d’utiliser le lemme 7.6 page 100 et la définition 7.11 page précédente.
O

On peut aussi généraliser (mais pas la réciproque) :

THEOREME 7.16 (Généralisation du théoréme). On a, pour toute famille orthogonale (u, ...., up)
de vecteurs de F,
P

D i

i=1

2 P
= Jug|. (7.13)
=1
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DEMONSTRATION. Il suffit d’utiliser la bilinéarité du produit scalaire et d’utiliser la définition
d’une famille orthogonale :

P
> ui
i=1

2

= Z < U, V5 >,

(i,5)e{1,...,p}?

= Z < Ui, v >+ Z < U, Vj >,

(i.4)€{1,...0}> (i.5)€{L,....p}*
1=) i#£]

P

2

= il
i=1

7.2.3. Orthogonalité et sous-espace vectoriel
On a la définition suivante :

DEFINITION 7.17 (Orthogonal d’une partie). Soit A une partie de E. On appelle orthogonal de
A et on note At I'ensemble de vecteurs de E orthogonaux a tous les vecteurs de A, c’est-a-dire :

At :{ueE: Yve A, <u,v>= 0}. (7.14)
On peut montrer alors que

PROPOSITION 7.18. Pour toute partie A de E, ’orthogonal de A est un sous-espace vectoriel de
E.

DEMONSTRATION. Soient « et 3 deux réels et z et y deux vecteurs de A+, Alors, ax+ 3y appartient
a AL car, par définition, pour tout z dans A
<zar+pQy>=a<z,x>+0<zy>=0.
O
EXEMPLE 7.19. On se place dans R? muni du produit scalaire (7.2). Si u = (a,b) # 0, alors

(z,y) appartient a I'orthogonal de u si et seulement si ax 4+ by = 0. Ainsi, 'orthogonal d’une droite
vectorielle est une droite vectorielle.

EXEMPLE 7.20. On se place dans R? muni du produit scalaire (7.2). Si u = (a,b,c) # 0, alors
(z,y,z) appartient a U'orthogonal de u si et seulement si ax + by + ¢z = 0. Ainsi, 'orthogonal d’une
droite vectorielle D est un plan vectoriel P. De méme, I'orthogonal d’un plan vectoriel P est une
droite vectorielle D. Voir figure 7.1.

PROPOSITION 7.21. Pour tout couple (A, B) de parties de E, les deux assertions suivantes sont
équivalentes :

i) AcC Bt
i) B C At
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FiG. 7.1. Dans l'espace, un plan P et son orthogonal D.

Lorsqu’elles sont vérifiées, on dit que les parties A et B sont orthogonales et on écrit A L. B. Dans ce

cas, on a

V(z,y) e Ax B, <ux,y>=0. (7.15)
DEMONSTRATION. La premiére assertion est équivalente a
Vee A, VyeB, <uxz,y>=0,
ce qui est bien équivalent & la deuxiéme assertion et a (7.15). O
On rappelle que, pour deux partie A et B de E,
A—i—B:{zEE: EI(x,y)EAXB:z:x—i—y}.

Donnons divers résultats relatifs aux orthogonaux, qui résultent simplement de I'écriture des
définitions :

PROPOSITION 7.22.
— Pour tout couple (A, B) de parties de E, on a

AcCcB = Bt c At (7.16a)
(AUB)* = At n B*, (7.16b)
At + Bt c(AnB)*, (7.16¢)
AtNnBt c(A+B)". (7.16d)

— Pour toute partiec A de E :
At = (Vect (A)7F, (7.17a)
A (AN (que on note ALL). (7.17b)

- Ona

0t =E, (7.18a)
Et =0. (7.18b)

DEMONSTRATION.
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e Soient  dans Bt et y dans A C B. On a donc < z,y >= 0; ainsi = appartient & A' et donc
(7.16a) est vraie.
o ~OnaAC AUB et daprés (7.16a), on a (AU B)Y c AL de méme (AU B)* c Bt et
donc, on a
(AUB)* c AtnB*
— Réciproquement, soient x € A+ N Bt et y € AU B. Ainsi, soit y appartient & A soit
y appartient a B. Dans le premier cas, puisque z € A+, on a < z,y >= 0 et donc
appartient a (AU B )J‘. Le second cas est identique et donc
AtnBtc(AuB)t.
Ainsi, (7.16b) est vraie.
e Soit x € A+ 4+ Bt. Ainsi, il existe y € At et 2 € Bl telsquez =y +2;siw € ANDB, on a
<w,x >=< w,y >+ < w,z >=0 et donc (7.16¢c) est vraie.
e Soient € A-N Bt et y € A+ B. Ainsi, il existe u € A et v € B tels que y = u + v et
<y,x >=<u,x >+ <v,r >=0et donc (7.16d) est vraie.
. — L’égalité (7.17a) provient de la linéarité du produit sclaire.
— Soit x € A. Montrons que x appartient a (Al)l, c’est-a-dire, pour tout y € A+, <
x,y >=0, ce qui est vrai. Donc (7.17b) est vraie.
o — L’égalité (7.18a) est immédiate.
— Soit y € E+. En particulier y est orthogonal a lui-méme et donc 0 =< y,y >= ||y||* et
donc y = 0. Donc (7.18b) est vraie.

O
Il faut prendre garde au fait que A+ n’est pas toujours égal & A.
Nous admettrons que cela est vrai dans le cas suivant :
THEOREME 7.23. Soit F' un sous-espace de dimension finie de E. Alors,
FH=F (7.19)

THEOREME 7.24. Soient Hy et Hy, deux sous espaces de E de dimension finie de E. Alors, on a
Hi" + Hy = (H, N Hy)™* (7.20)

DEMONSTRATION. L’inclusion Hi- + Hy C (Hy N Hy)™ provient de (7.16¢).
Nous démontrerons que (Hy N Hg)L C Hi + Hy uniquement dans le cas simple ott £ est lui-
méme de dimension finie. On 'admettra dans le cas général. Remarquons que puisque 0 € HQL, on a

Hi- C Hi" + Hy. D’ou, d’aprés (7.16a), il vient (Hi" + HQJ-)l C Hi*. Comme H; est de dimension
finie, selon le théoréme 7.23, il vient (Hi- —i—HQJ-)J' C Hy. De méme, on a (Hi —|—H2J-)J' C Hj. On
deduit (Hi + HQL)L C Hy N Hy, ce qui implique (H; N Hy)™ C (Hi + HQL)lL. Puisque Hi- + Hj
est encore de de dimension finie, on en déduit donc (Hy N Hy)™ € H &+ Hy. 0

THEOREME 7.25. Soit F' un sous-espace de dimension finie de E. Alors, F' admet un supplémen-
taire orthogonal, c’est-a-dire :
FoF+t=E. (7.21)

DEMONSTRATION. Il est facile de constater que cette somme est directe. En effet F' N F+ = {0},
puisque tout vecteur de F' orthogonal & lui-méme est nul. On admettra que F + F+ = E. U
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Donnons un résultat admis qui généralise le théoréme 7.25
THEOREME 7.26. Soit F' un sous-espace complet de E. Alors, F' admet un supplémentaire orthogonal, c’est-a-dire :

FeFt=E. (7.22)

¢

Gréace au théoréme 7.25, on donne la proposition-définition suivante :

PROPOSITION 7.27 (Projection orthogonale). Soit F' un sous-espace vectoriel de dimension finie
de E. Pour tout élément x de E, il existe un unique couple (y,z) de F X FL tel que

r=y+z. (7.23)

L’application qui & x associe y est linéaire. On 'appelle la projection orthogonale sur F et on la note
pr. Lapplication qui & x associe z est linéaire. On Uappelle la projection orthogonale sur F- et on la
note ppL. On a de plus,

PFODPF =DF, PpLOppL=Dppi, DPr+ppL=I4, (7.24)
et
prip =14, prpr =0, ppup=0, ppipr=Ia (7.25)

DEMONSTRATION. L’unicité et 'existence de la décomposition (7.23) proviennent de (7.21).
Montrons que pp et ppr sont linaires. Soient « et a deux réels et = et 2’ deux vecteurs. Par
définition, il existe (y,z) et (2/,y') de F x F' tels que x =y + z et 2’ = 3/ + 2/ avec y = pp(z) et
y' = pp(2’). Ainsi, on a
ar + 'z’ = (ay +'yY) + (az + 7).
Puisque F et F- sont des sous-espace vectoriel , on a (ay +a'y’) € F et (az +a'2') € F. Ainsi, par
unicité de la décomposition, on a

prlaz +d2') =ay+ 'y, ppi(ar+d'2))=az+d7,
ce qui signifie
pr(ax 4+ d'z') = app(z) + o'pr(a’), ppi(ax +a'z’) = appi(z) + o'ppo(a).

Ainsi, les deux applications sont linéaires.

Le fait que pr + ppL = I provient de la définition.

Démontrons (7.25). Soit z € F. On a x = z + 0 ot (z,0) € F x FL. Ainsi, par unicit¢ de la
décomposition, on a pp(z) = = et ppi(z) = 0. On a donc montré que ppp = I et pprp = 0. De
méme, soit # € F+. Onax =0+z ot (0,2) € F x F+. On a donc pr(z) =0 et ppi(z) = 2. On a
donc montré que pppi =0 et PplipL = 1.

Montrons que pr o pp = pp. Puisque F @ F+ = E 1l suffit de remarquer que les restrictions de
propr et de pr a F et F- sont égales. D’aprés (7.25), on a pour tout z € F, pp o pp(x) = pr(x).
De méme, si x € F-, on a pr o pr(z) = pr(0) = 0. O

Gréace au théoréme 7.26, on pourrait éttendre la notion de projecteur orthogonaux sur tout sous-espace complet.

¢

Gréce a la preuve de la proposition 7.27, on montre aisément que
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PROPOSITION 7.28 (Caractérisation de la Projection orthogonale). Pour tout x € E, y = pp(x)
st et seulement si
e F,
Y | (7.26)
r—yeF-.

DEMONSTRATION. Soit € E et y = pr(z). On a alors x =y + z ot z € F+ et y € F; ainsi

yeF,
r—yeFt
Réciproquement, soient z et y vérifiant (7.26). On pose z = x — y, appartenant a F-. On alors

x = y+ 2z ol y appartient & F et z appartient & F, et par unicité de la décomposition y = pr(x). O

Supposons que 'on connaisse une base (eq, ....,e,) de F' et que cette famille soit orthogonale (voir
définition 7.12, ainsi que la remarque 7.38 page 110); on peut expliciter la projection orthogonale sur
F.

PROPOSITION 7.29 (Expression explicite de la projection orthogonale). Si F' est de dimension

finie, munie d’une base orthogonale (e, ....,ep), on a, pour tout x € F,
S|
pr(z) = Z — < €, T > e (7.27)
i=1 HGZH
DEMONSTRATION. Puisque pp(z) appartient a F, il existe p réels (aq, ...., ) tel que

p
pr(x) = Z ;€.
i=1

D’autre part, d’aprés la proposition 7.27, x — pp(x) appartient a F-. Il est orthogonal & tout vecteur
de F, en particulier & chacun des vecteurs de la base e;. On a donc, pour tout j € {1, ..., p},

P P
0=<ej,z—pr(r) >=(ej,x — Zai€i> =<ej,T> —Zai <ej, e >=<ej,T > —Oéj||€j||2,
i=1 i=1
puisque la base (eq, ..., ep,) est orthogonale. L’égalité (7.27) en découle. O

EXEMPLE 7.30. De la proposition 7.29, on déduit que si u est un vecteur non nul, alors on peut
expliciter la projection orthogonale sur la droite vectorielle Ru :

1
PRu(T) = —= < u,xz > u. (7.28)

2
[l

REMARQUE 7.31. Pour déterminer la projection sur F', on déterminera la projection sur I’espace
de dimension la plus petite entre F' et son orthogonal et on utilisera (7.24) qui permet de calculer
pr en fonction de pr1, ou réciproquement. Par exemple, la projection orthogonale sur I’hyperplan H
d’orthogonal Ru est donné selon (7.28) par :

pa(z) = —pyr)(x) = — pru(r) =2 — — < U,T > U

UTBM  Printemps 2007 notes de cours de ’'UV MT25 Jérome BASTIEN
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EXEMPLE 7.32. En anticipant sur la section 7.3 page suivante, on peut donner I’exemple suivant :
soient E est un espace euclidien (c’est-a-dire un espace préhilbertien réel de dimension finie) et F
un sous espace de E'; on munit F' d'une base orthonormée (e1,...,ep), 'orthogonal de F' d’une base
orthonormée (ep41,....,€y). Alors, e = (ey, ..., €,) constitue une base orthonormée de E et la matrice
de la projection orthogonale sur F' dans la base e est égale a (par bloc) a

I 0
M = .
7.2.4. Distance d'un vecteur a un sous-espace dans un espace préhilbertien réel

DEFINITION 7.33 (Distance d’un vecteur & un sous-espace). Soit F' un sous espace quelconque de
E. Pour tout = de F, ensemble {|z —y|| : y € F'} est une partie non vide et minorée (par zéro) de
R; elle admet donc une borne inférieure, appelée la distance de = au sous-espace F' et notée d(z, F).
On a donc

Vee E, d(z,F)=inf |z —y]. (7.29)
yeF

/
=

pr()

Fi1c. 7.2. Distance du vecteur x au sous-espace F'.

Voir figure 7.2.
On peut calculer cette distance :

PROPOSITION 7.34. Si F' est de dimension finie, alors
Vo€ B, d(w,F) = ||z - pr(@)]. (7.30)

DEMONSTRATION. Voir figure 7.2.
Soit y € F. On sait que z —pr(x) appartient & F'* et que pp(z) —y appartient a F. Ainsi x—pp(z)
et pp(x) — y sont orthognaux et, d’aprés le théoréme de Pythagore, il vient

lz = ylI” = l(x — pr(@)) + (pr(z) = YII° = |z — pr(@)|* + llpr(z) — yl?, (7.31)
et donc
Vy e F, |z—yll =[lz—pr().

En passant a la borne inférieure sur y, on obtient
d(z, F) = inf |lz —y|| > ||z — pr(z)]|.
yeF
Selon (7.31), la fonction y — ||z — y|| atteint son minimum en y = pp(z) et il y a égalité. O

En vertu du théoréme 7.26, on peut aussi écrire (7.29) si F' est un sous-espace complet <
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7.3. Cas de la dimension finie : espace euclidien

Pour toute cette section, on se donne E, un espace préhilbertien réel, muni de son produit scalaire
<>

DEFINITION 7.35 (Espace euclidien). On appelle espace euclidien, tout espace préhilbertien réel
de dimension finie, non nulle.

Dans toute cette section, FE désigne désormais un espace euclidien.
7.3.1. Matrice du produit scalaire

DEFINITION 7.36 (Matrice d'un produit scalaire dans une base). Soit (e;);;<, une base de E.
On appelle matrice d’un produit scalaire < .,. > dans la base e la matrice de M,,(R) définie par

A= (ai,j)lgi,jgm avec, pour tout (4,7), a;; =< ej,ej > . (7.32)
Parfois, on parle de la matrice de Gram du produit scalaire.

REMARQUE 7.37. On renvoie aux définition 7.12 page 102 et 7.13 page 103. La famille (e;);,<,
est orthogonale si et seulement si la matrice A est diagonale. La famille (e;);;,, est orthonormale si
et seulement si la matrice A est égale & I'identité.

REMARQUE 7.38. On peut construire une base orthogonale ou orthonormale a partir d’'une base
quelconque de E. Voir le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt, présenté en annexe N.

PROPOSITION 7.39. La matrice du produit scalaire < .,. > dans la base E est inversible.

DEMONSTRATION. Raisonnons par ’absurde et supposons que la matrice A, matrice du produit
scalaire < .,. > dans la base e est non inversible. Cela signifie donc qu’une de ses colonnes est une
combinaison linéaire des autres. Il existe donc j € {1,...,n} et n — 1 réels (Ak)peqr, oy g5y tel que

n
Vi € {1, ...,n}, Qi j = Z )\kai,k
k=1
k#j
et donc
n
Vi € {1,...,?7,}, <€j—2)\kek,ei >=0
k=1
k#j
n

Ainsi, le vecteur u = e; — Z Axey appartient & B+ et, grace a (7.18b), il est nul. Ainsi, le vecteur e;

k=1
k#j
est combinaison lineéaire des autres vecteurs ey, ce qui contredit que (€;);,,, est une base de £. [

7.3.2. Expressions matricielles des produits scalaires et changement de bases

PROPOSITION 7.40. Soient (€;),<,<, une base de E et A la matrice du produit scalaire < .,. >
dans la base e. Soient x et y deuz vecteurs de E dont les composantes respectives dans la base e sont
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les vecteurs colonnes

€1 Y1

€2 Y2
X = etY =

Tn Yn

On a alors

<z,y>='XAY.

DEMONSTRATION. Par définition, on a

n n
T = E Ti€i, Y= E Yj€j,
i=1 j=1

et donc, par linéarité,

n n
<z,y>=< inei,Zyjej >,
i=1 j=1
n n
= sz < ei,Zyjej >,
i=1 j=1
n n
:sz Zyj<€i,€j> ,
i=1 j=1
n n
=> D myjaiy |

i=1 \j=1

= Y miyjai,

1<i,j<n
expression dont on vérifie qu’elle est égale a ' X AY .
REMARQUE 7.41. Notons au passage, dans cette preuve, 1’égalité
n n
<Z,Yy >=< inei, Zyjej >= Z il ij-
i=1 j=1 1<i,j<n

Parfois, on écrira aussi cette égalité sous la forme

n n n
<x,y >=< ineiyzyjej >= inyiai,i + Z ZiYjai,j-
i=1 j=1 i=1

1<i,j<n
i#j

(7.33)

PROPOSITION 7.42. Soient € = (€;)1<;<,, €t f = (fi)i<i<, deux bases de E et P, la matrice de
passage de la base e 4 la base f. On note A la matrice du produit scalaire < .,. > dans la base e et B

la matrice du produit scalaire < .,. > dans la base f. On a alors

B="'PAP.

(7.34)
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DEMONSTRATION. Il suffit d’appliquer correctement la proposition 7.40. Soient z et y deux vec-
teurs de E dont les composantes respectives dans la base e sont les vecteurs colonnes

x1 U1
Z2 Y2

X = etY =1 1,
Tn Yn

et dont les composantes respectives dans la base f sont les vecteurs colonnes

i Y1
T Ys
X' = ] et Y ="
Ty Yn
D’aprés la proposition 7.40, on a
<z y>="'XAY ='X'BY". (7.35)

D’autre part, la formule de changement de base fournit
X =PX', Y=PY. (7.36)
On a donc, selon (7.35) et (7.36),
'X'BY' ='XAY ="' (PX') A(PY') ='X""PAPY’.
Puisque cette égalité a lieu pour tout X’ et Y, alors B =t PAP. O

On en déduit la conséquence suivante :

LEMME 7.43. Soient e = (e;),<;<,, une base orthonormale de E, f = (fi);<;<, une base de E et
P, la matrice de passage de la base e a la base f. La base f est orhonormale si et seulement si on a

tpp=1. (7.37)
DEMONSTRATION. On a, en effet, selon la proposition 7.42,
B="PAP.
Puisque e est orthonormale, on a A = I et donc
B="PP.

Ainsi f est orthonormale si et seulement si B = I, c’est-a-dire si et seulement si PP = I. O

7.4. Applications

Les produits scalaires sont utilisés en Résistance des Matériaux ou Mécanique des Milieux Conti-
nus. En effet, I'énergie de déformation d'un solide (celle qui est emmagasinée si le solide est par
exemple compressé et qui peut étre restituée quand celui si se détend) est exprimée a l'aide d’un
produit scalaire. Par exemple un ressort linéaire de raideur k et de longueur déformée x posséde une
énergie égale a

1
E(x) = 51{:3:2,
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ce qui peut étre écrit sous la forme :
1
E(x) = §txk:x.

Ainsi, F(z) apparait comme le carré de la norme associée au produit scalaire défini par
1
<u,v >= §tukv.

ce qui définit bien un produit scalaire si & > 0 (dans R)! (voir section 7.3). Plus généralement, un
systéme mécanique & p € N* degrés de liberté en comportement élastique linéaire (par exemple un
réseau de ressort ou une structure mécanique déformable dans le cas de la Résistance des Matériaux)
posséde une énergie de déformation égale a
1
E@):;XKX
ou K est une matrice symétrique définie positive et X un vecteur représentant les différents dépla-
cement du systéme mécanique étudié. Ainsi, F(X) apparait comme le carré de la norme associée au

produit scalaire défini par
1
<av>=;mﬂi

ce qui définit bien un produit scalaire dans RP. On pourra consulter annexe J de [Bas04b].

En Mécanique des Milieux Continus, un solide élastique posséde aussi une énergie qui s’exprime
comme un produit scalaire de type (7.3b). Grace a des théories mathématiques d’analyse fonctionnelle,
on peut montrer que le systéme mécanique est défini par une équation «bien posée» : celle-ci posséde
une unique solution. De plus, cette solution est rarement connue sur le plan analytique mais celle-
ci peut étre approchée numériquement en remplacant le solide élastisque a nombre infini de degrés
de liberté par un systéme mécanique élastique & nombre fini de degrés de liberté. C’est la base de
la méthode des éléments finis utilisée par exemple dans les UV MN41, 51 et 52. Cette méthode
d’approximation utilise la proposition 7.34 On pourra consulter, en guise d’introduction, la section
3.2.2. du chapitre 3 de [Bas04b|.






CHAPITRE 8

Endomorphismes symétriques et orthogonaux d’un espace Euclidien

Chapitre non rédigé.
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CHAPITRE 9

Coniques et quadriques

Chapitre non rédigé.
Voir 'annexe O.
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ANNEXE A

La régle de I’Hospital

PrOPOSITION A.1 (Formules des accroissements finis généralisés). Soient f et g deux fonctions
numériques continues sur un intervalle [a,b], dérivables sur la,b|, telles que ¢’ ne s’annule en aucun
point de ]a,b[. Alors, il existe ¢ €]a,b| tel que

b _ !
S0~ J@ _ 10 Al
g(b) —g(a)  ¢'(c)

DEMONSTRATION. On introduit la fonction définie sur [a, b] par
h(z) = (9(a) — g(0)) f (@) — (f(a) = b(b))g(x) + (f(a)g(b) — f(D)g(a))

On vérifie que h(a) = h(b). On peut donc appliquer le théoréme de Rolle a la fonction A : il existe
c €la, b[ tel que h'(¢) =0, ce qui fournit le résultat attendu, en utilisant I'expression de h'. O

On en tire la :

PROPOSITION A.2 (Régle de 'Hospital). Soient f et g sont deux fonctions numériques continues
sur un voisinage V- d’un réel xo, dérivables sur V' (sauf peut-étre en xq), nulles en xq et telles que ¢’
ne s’annule pas sur 'V (sauf peut-étre en xq). Alors, si la limite

f'(@)

1171
v g'(x)

eziste dans R = RU {oo} U {—oc}, alors la limite suivante existe et lui est égale

f(x)

2220 g(z)”

TH#x0
DEMONSTRATION. Remarquons que g ne s’annule qu’en xg. Sinon, puisqu’elle est aussi nulle en
T, le théoréme des accroissements finis donnerait 'existence d’'un réel d ou ¢’ serait nulle, ce qui
contredit les hypothéses.
Pour x # xg, on applique la formule des accroissements finis généralisés a f et g sur l'intervalle
[0, x] ou [z, 0] : ainsi

f@) _ ()
g(z) ')’
ou ¢ est dans [zg, x| ou [z, xo]. Il suffit de passer a la limite x — xg. O
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ANNEXE B

Etude d’une cycloide (sous forme d’exercice corrigé)

Cet exercice a déja été donné en examen de MT25 (médian avril 2006).

Enoncé

Soient a et A deux réels strictement positifs.
On considére un cercle de centre €2, de rayon a se déplagant «sans glisser». Soit un point M fixe
de ce cercle et un point N défini par
QN = QM. (B.1)

Fi1G. B.1. Le cercle définissant la cycloide et les points M et N.

Initialement, a ¢ = 0, le point © a pour coordonnées (0,a) et M est 'origine. Puis, pour tout
t > 0, le cercle s’est déplacé vers la droite de telle sorte que

=
t= <QM, QI), (B.2)

ou I est le point de contact entre le cercle et 'axe des x. Voir figure B.1.

(1) Montrer en écrivant 1’égalité de la longueur de 'arc de cercle IM et la distance OI, que les
coordonnées (z(t),yx(t)) de N vérifient

xA(t) = a(t — Asint), (B.3a)
ya(t) = a(l — Acost). (B.3b)

(2) On s’intéresse a la courbe décrite par N(¢) quand ¢ décrit R.

(a) Montrer que 'on peut se réduire a 'intervalle [0, 7].

(b) Calculer les dérivées de x) et de y,.
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(¢) (i) On suppose tout d’abord que A €]0, 1]. Dresser le tableau de variation de x et yy.

(ii) On suppose maintenant que A €]1,+oo[. On introduit 'unique réel 6y €]0, 1] tel
que

cos by = % (B.4)

Montrer que l'on a

t—0 t+46
x’/\(t):2a)\sin< 5 0>sin< +2 O), (B.5)

et en déduire le tableau de variation de x) et y,.

(iii) On suppose enfin que A = 1. Dresser sommairement le tableau de variation de x)
et Y-

(d) (i) Tracer soigneusement les trois courbes F pour t € [—7, 37| pour les valeurs sui-

vantes 13
a=1, )\e{l,l—o,ﬁ}. (B.6)
(ii) Que remarquez-vous dans le cas ol A = % ?
(3) On se replace dans le cas a quelconque et A > 1.
(a) Montrer que
Vt €]0,6p], 2\(t) <0 et yr(t) <O, (B.7a)
Vt €]0g, /2], x\(t) > 0 et yx(t) > 0. (B.7b)

(b) Quelle est la valeur maximale de |z, | sur [0, 6] ?

(4) En imaginant un systéme mécanique (existant!) qui se trouve dans la configuration de la
figure B.1 page précédente, quelle conséquences (étranges!) peut-on tirer des résultats de la
question 37

Dans ce méme systéme mécanique, existe-t-il d’autres points qui possédent cette étrange
propriété?

Corrigé

Les script matlab cités dans ce corrigé sont disponibles sur http://utbmjb.chez-alice.fr/UTBM/index.html
On renvoie a l'exercice 3.1 du TD 3 et a sa correction qui traite partiellement cet exercice (dans
le cas ou A = 1).

(1) Comme dans l'exercice 3.1 du TD 3, on montre que 'on a

-

QM = —a (sint;—k costg)
D’autre part, on a aussi
MI =at = OI = xq.
. . . . . —_> —>
Ainsi, il vient, puisque QN = AQM,

s
Y

— —_—  — = o — - o =
ON =0Q+ QN =ati + aj + NQM = ati + aj — aA (sinti—l—costy)
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et donc, on obtient les coordonnées de N :

| 2A(t) = a(t — Asint) |, (B.9a)
‘y)\(t) =a(l — Acost)| (B.9b)

(2) Pour toute la suite, on pose
YA>0, VteR, F\(t)= (a(t—Asint),a(l — Acost)). (B.10)

(a) Remarquons que, pour tout ¢, on a
F\(t+2m) = (a(t — Asint),a(1l — Acost)) + omai = F)\(t) + 2mai.

On peut donc étudier la courbe sur [0,27]; on aura la totalité de la courbe en faisant
des translations de vecteur 2raki, pour k € Z.

D’autre part, si t € [0, 7], alors 27 — t € |7, 27] et
1
3 (zA(2m — 1) + 25 (1)) = 7a,

yA(2m — t) = yaA(2),
et on peut donc se restreindre a l'intervalle [0, 7] en faisant une symétrie par rapport a
la droite d’équation = = wa.

(b) Il est clair que

2\ (t) = a(1 — Acost) ]|, (B.11a)

y\(t) = aXsint | B.11b
A

(c) (i) On suppose tout d’abord que X €]0,1[. Ainsi, 2 (t) = aA(1/A — cost) > 0. On
constate que sur [0, 7], sin est positif. On en déduit le tableau de variation de x)

et yy :
t ‘ 0 s
i >0 + >0
Y 0 + 0
T 0 e am
yr | a(l=X) /7 a(l4+N)

(ii) On suppose maintenant que A €]1,+oo[. On introduit 'unique réel 6y €]0, 1] tel

que
1
cos by = X (B.12)

D’aprés (B.11a), il vient, en factorisant
75\ (t) = a(1 — Acost),

= a\ (cos Oy — cost),

. . Op—t\ . O+t
= —2aAsin (T) sm( 5 ) ,
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et donc

7\ (t) = 2a\sin <t _200> sin <t —ZHO> (B.13)

On en déduit le tableau de variation de xy et y) :

t 0 90 s

zh| <0 - 0 + >0
A0+ >0 + 0

T\ 0 . a(fp —tan(by)) am
o lal=2) 0 a1+ )

On vérifie que x(0y) = a(fy — tan(fy)) < 0 et que y(hy) = 0.
(iii) On suppose enfin que A = 1.
Le tableau de variation de x) et y) peut s’obtenir grace aux résultats des questions

2(c)i ou 2(c)ii en faisant tendre A vers 1. On peut aussi utiliser les résultats de
I’exercice 'exercice 3.1 du TD 3.

On obtient

t ‘ 0 s
zh |0+ >0
|0 + 0
A |0 7 am
ur |0 2a

(d) (i) — Pour @ = 1 et A = 1, on utilise I’étude de la question2(c)iii. On pourra aussi
consulter la correction de ’exercice 3.1 du TD 3.
— Pour a =1 et A = 13/10, on utilise I’étude de la question2(c)ii.
— Pour a =1 et A = 7/10, on utilise I’étude de la question2(c)i.
Dans tous les cas, on exploite aussi les symétries et périodicités montrées en ques-
tion 2a.

Voir les figures B.2 obtenues par matlab (script cormedianP06_exol.m).

REMARQUE B.1. On pourra consulter ’encyclopédie wiki & I’adresse http://fr.
wikipedia.org/wiki/Cyclo%C3%AFde pour les cycloides.

(ii) Dans le cas ou A\ = %, on remarque sur la courbe obtenue des petites boucles et

des grandes boucles. Dans les autres cas, seules les grandes boucles sont présentes.
Dans le cas limite A = 1, la petite boucle disparait et une tangente verticale
apparait (seul point stationnaire), qui n’apparait pas dans le cas ou \ # 1.

(3) On se replace dans le cas a quelconque et A > 1.
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lambda=1 lambda=1.3
— tdans [-pi,3pi] —— tdans [-pi,3pi]
+ _tdans [0,pi] + _tdans [0,pi]

51 51
4+ 4+
3 3
2 2r
or or
1 b
2l ok
3l 3L

I I I I I I I I I I I I

-2 0 2 4 6 8 -2 0 2 4 6 8

(a) :A=1 (b) : A=13/10
lambda=0.7

—— tdans [-pi,3pi]
-+ tdans [0,pi]

I I I I I I
-2 0 2 4 6 8

(€) : A=7/10

Fic. B.2. La courbe F) pour a =1 pour t € [, 37].

(a) D’apreés le tableau de variation de la question 2(c)ii, il est immédiat que

Vt €]0,6p], 2\(t) <0 et yr(t) <O, (B.14a)
Vt €]00,m/2], x\(t) >0 et yx(t) > 0. (B.14b)

(b) D’apres les calculs de la question 2(c)ii, il vient
T (t) = a)sint,

de signe positif sur [0,6p]. Ainsi, puisque z'\ (6p) = 0 et que

0
23 (0) = —2a\sin? <EO> ,
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on en déduit que x\ est croissante que [0, 6] et que

La valeur maximale de || sur [0, 6] est égale a 2aXsin®(6y/2). (B.15)

(4) On consideére une roue qui roule sur un sol sans glisser (ce qui n’a rien d’exceptionnel!). Pour
obtenir un point N qui vérifie

— —
QN = \QM, (B.16)

avec A > 1 avec M un point fixe de ce cercle, il est nécessaire que le point N soit & I’extérieur
de ce cercle, ce qui semble empécher la rotation du systéme, sauf ... si le point N peut passer
sous le sol! Cela est le cas pour la roue d’un wagon : le cercle de la roue roule sans glisser et
il existe un grand cercle, dont le rayon est strictement plus grand, qui empéche le train de
dérailler. Un point N de ce grand cercle correspond donc & la configuration (B.16).

Les résultats (B.14) traduise le fait qu’il existe des intervalles de temps du type | —
0o, 0p[+2km ou k est un entier relatif quelconque (d’aprés la symeétrie et la périodicité) ou
la composante horizontale '\ (t) de la vitesse du point N est négative par rapport au sol
tandis que l'ordonnée y,(t) est négative. Au contraire, pour les autres valeurs de temps, la
composante horizontale z’\ (t) de la vitesse du point N est positive par rapport au sol tandis
que 'ordonnée yy(t) est positive. Cela signifie donc que

‘Périodiquement, des points d’un train reculent !. ‘ (B.17)

De fagon plus précise

‘ Ces points d’un train reculent quand ils sont sous le niveau du rail. ‘ (B.18)

Pour les autres points de la roue (correspondant a A < 1), cette singularité n’apparait
pas.
On peut imaginer d’autre points qui reculent par rapport au sol, par exemple, un systéme

en rotation trés rapide (par exemple dans le moteur) ou alors des gens qui courent trés
rapidement dans le train en marche arriére!

REMARQUE B.2. On peut comprendre cette notion en introduisant le vecteur de rotation
instantanée.

Fic. B.3. Un train.
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On considére un train roulant a la vitesse o = voi (constante ou non) et une de ses roues,
de centre Q (voir figure B.3 page ci-contre). Le point N(¢) désigne un des points de la roue
extérieure du wagon, de rayon strictement supérieur a a. Le bati du train a un mouvement
de translation par rapport au sol, tandis que la roue a un mouvement de rotation par rapport
au bati du train autour du point Q(¢).

Notons & (qui peut dépendre du temps) le vecteur de rotation instantané de la roue (par
rapport au référentiel lié au train). On rappelle que le champs des vitesses de la roue par
rapport au référentiel lié au train est donné par

—
Uy = NAQP, (B.19)

ou P est le point considéré. La loi des compositions des vitesse donne pour un point quel-
conque P de la roue, immobile dans le référentiel lié & la roue, sa vitesse par rapport au
sol :
— — g4 —
Us = WA QP + vq. (B.20)
Si P est choisi égal au point coincidant avec I (c’est a dire que P est lié au référentiel
de la roue et est égal a I'instant ¢ au point I) de vitesse nulle par rapport au référentiel lié
au sol (car il n’y a pas de glissement), alors on a, selon (B.20) en projettant dans le répére

(70
vo = wa. (B.21)
Si on utilise ensuite (B.20) et (B.21), on obtient

—
G =@ NP, (B.22)

et donc, aprés projection, puisque yy est nul, les deux composantes de la vitesses valent

Usp = —WYp, €t Vs, = wa:p.‘ (B.23)

En particulier, si y; est négatif, la vitesse horizontale est négative! On retrouve donc le
résultat (B.18) établi plus haut. Pour plus de détails, voir [GS86, Bel88, GAJ94, Bon92|.






ANNEXE C

Un exemple de courbe dense dans une partie de R?

Annexe non rédigée actuellement.
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ANNEXE D

Démonstration de ’inégalité (3.14)

Cette preuve est directement issue de [GAJ94].
On adopte les notations du théoréme 3.4 page 34. L’'inégalité (3.14) est équivalente a

b
Vmw,Lmz/HF@WF@ (D.1)
soit encore,
b
Ve>0, Joe8, LsI)> / | E'(t)|| dt —e. (D.2)

Fixons donc € > 0.
On sait que F’ est continue sur le compact [a,b], donc uniformément continue; donc, il existe

h > 0 tel que
€

Vu,v € [a,b], |u—v|<h=|F(u)—F(v)] < T (D.3)
Notons, pour i € {0,..., N — 1} et pour toute subdivision o de §
tir1
&@:/ |E (8)]| dt — M; M.
t;
D’aprés (3.12) page 34, on a
Ai(o) > 0. (D.4)

Par ailleurs, on peut écrire
tit1 tiv1
Ai(o) = / | F'(t)|| dt — H/ F/(t)dtH : (D.5)
t; t;
D’apres le théoréme de la moyenne, puisque t — || F’(¢)|| est continue, il existe &; € [t;,t;11], tel que

/t. - HF/(t)H dt = (ti1 —t;) HF/(&‘)H - H(tiJrl - tz’)F/(fi)H - H/t h Fl(&)at

Ainsi, d’aprés (D.5),

tit1

Ay(o) = ‘ / o F’(fi)dtH - ‘ Fl(t)dt

t;

t;
et d’apres l'inégalité triangulaire (voir inégalité (L.3), page 169, de Pannexe L) et (D.4), il vient

! F'(&)dt — ! F’(t)dt“ ‘

ti ti

o) = [Adlo)] < '

titr1

tir1
F'(&)dt — F’(t)dt“ < / | F'(&)dt — F'(t)]| dt.
ti ti
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Choisissons une subdivision de pas inférieur & h; Ainsi, |t — &| < h et selon (D.3), il vient

tit1 . 4.
Adlo) < / gy = il
t.

)

—a b—a

et par sommation sur %

b
/ [F" ()]} dt — Ly (T) < e.

Ainsi, (D.2) est vrai.
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Indépendance de la longueur de ’arc L(I") par rapport & F et |

On reprend les notations des chapitres 1, 2 et 3.

E.1. Etude d’un exemple
On pose I = [—2,2], on considére la partie I' = [AB] de R?,0ott A = (—6,—6) et B = (6,6).

Fic. E.1. Les fonctions f et g.

On considére les deux fonctions f et g I de dans £, définie par (voir figure E.1)

Vtel, f(t)=3t, (E.1a)
g(t)y =t —t, (E.1b)

et on pose
veel, F(t)=(f(),f(t)), (E.2a)
G(t) = (9(t),9(t))- (E.2b)

On vérifie que F et G sont C! et que ces deux paramétrages correspondent au méme arc I'. On
a donc deux courbes C; = (I', I, F') et Co = (I', [, G).

La fonction f est strictement croissante; ainsi, I’ définit une bijection de I sur I'. Ainsi, I' est
donc parcouru une seule fois quand ¢ décrit /. En revanche, g n’est pas strictement croissante (sa
dérivée s’annule en ++/3 /3 et gy vaut F2/ 3v/3). On peut vérifier que, quand t décrit I en croissant,
deux parties de I' sont parcourues une seule fois et que la partie centrale de I' est parcourue trois fois.

La distance AB vaut /22 (62 + 62), soit

AB = 12V2. (E.3)
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Par ailleurs, si on utilise la formule (3.7), on a, pour les deux courbes C; = (I',I,F) et Cy =
(Fu I7 G))

2
LﬂD:i/JMWMMm L(T) = u/\m/nut
On a successivement

|F'@®)]| = 11(3,3)] =31(1,1)]] =3V,

et donc
Li(T) = 12V2, (E.4)
ce qui est conforme a (E.3). De méme, on a
I @ = 1(13¢* = 1], [3¢2 = 1) | = [3¢* = 1] V2,
et donc

2
La(r) = [ 6o
2
_ 2
_2\/5/0 362 — 1] dt,

V3/3 2
—2V2 / 1—3t2dt+/ 3t2 —1dt |,
0 V3/3

LoT) = 43 <_f +3> o 12v3, (E5)

et donc, aprés calculs,

soit

AB = L1(T") < Lyo(T). (E.6)
ce qui provient du fait que dans le deuxiéme cas, la partie centrale de I' est comptée trois fois. Nous
allons regarder cela de plus prés.

E.2. Arc et courbe simple

Soit une courbe paramétrée C = (I', I, F), oi F est supposée de classe C!. On peut supposer,
sans perte de généralité, que F' est une surjection de I sur I'. Si ce n’est pas le cas, des parties de I'
ne sont pas atteintes par F' est peuvent étre donc omises.

DEFINITION E.1. Une courbe C = (I', I, F') est dite simple si et seulement si il n’existe aucun
point double.

LEMME E.2. Pour toute courbe simple C = (I',1,F), F est une bijection de T' dans I.
DEMONSTRATION. Par définition des points doubles (voir section 1.4.2 page 15), on a
Y(t1,to) € I, F(t)) = F(ty) = t; = to,
ce qui signifie que F' est injective ; puisque F' est surjective, F' est bijective. O

Donnons alors le résultat principal :
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PROPOSITION E.3. Soit une partie I' du plan £ telle qu’il existe un intervalle I = [a,b], avec a < b
et une bijection F de classe O, de I dans T'. Alors, pour tout intervalle J = [c,d), avec ¢ < d et pour
tout bijection G de J dans I', on a

/a 1P o) dt = / e E7)

Ainsi, la longueur L(T") est indépendante de F' et de I, ce qui justifie la notation. On parle donc de la
longueur de l’arc T'.

DEMONSTRATION. Considérons la fonction ¢ = G~1oF, qui est donc une bijection de I dans J.
On a ainsi F' = Gog¢ ; dong, si

V(u,t) € I x J, Flu) = (z(u),y(w), G(t)=(X(t),Y(t)),
alors
Vuel, F(u)=(Xogp(u),Yop(u)).
On a donc
Vuel, F'(u)=((Xod) (u),(Yoo) (u)) = (X'(¢(u)¢ (u), Y (¢(u))¢' (u)).
Soit encore
Vuel, F'(u)=¢ u)Gop(u), (E.8)
ce qui implique
vuel, |F'(w)| =|¢)||Gosu)|.

Or, ¢, est donc une bijection de I = [a,b] dans J = [c,d], o a < b et ¢ < d. Ainsi, ¢ est strictement
croissante et ¢'(u) > 0. On a donc

vuel, |F'(u)|=¢(u)|Gopu). (E.9)

Par ailleurs, calculons transformons l'intégrale fcd |G'(t)|| dt, en faisant un changement de va-
riable : on pose t = ¢(u) ou, t est 'ancienne variable et u est la nouvelle; on a alors

dt = ¢'(u)du
et, puisque ¢ est une bijection de I = [a, b] vers J = [¢,d],
d b
[ el = [ie o] ¢ wda

soit, d’apres (E.9),

d b
/ 16" ()| dt = / |7’ ()| du.
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<y

IR

Fic. E.2. Un nombre fini de points doubles.

E.3. Arc et courbes non simples

Il peut exister des points doubles, alors qu’aucune partie de I' n’est parcourue plusieurs fois (sur
une partie non réduite & un point de I), comme le montre la figure E.2.

En raisonnant sur chacune des parties de I' ot il n’y a pas de point double, on peut montrer de
méme la proposition suivante :

PROPOSITION E.4. Soit une partie I' du plan & telle qu’il existe un paramétrage ([a,b], F) de T,
ot F est de classe O et posséde un nombre fini de points doubles. Pour tout paramétrage ([c,d], Q)
de T, ou G est de classe C' et posséde un nombre fini de points doubles, on a

/ 1P o) dt = / e (E.10)

Si des parties de I" non réduites & un point sont parcourues plusieurs fois, on pourra, en modifiant
le paramétrage faire en sorte de n’avoir qu’un nombre fini de points doubles.

Grace a ces deux propositions, 'exemple de la section E.1 devrait étre plus clair : le paramétrage
F vérifie les hypothése de la proposition E.3, contrairement & G.

E.4. Longueurs discrétes

Dans le cas de la longueur discréte L,(T") définie par (3.4) (définition 3.2 page 33). On peut
montrer de méme que, si F' vérifie les hypothése de la proposition E.4, alors L, (I') ne dépend pas F,
des valeurs de t;, mais seulement des points M;, s’ils sont pris dans ’ordre sur la courbe. On pourrait
donc écrire (3.4) sous la forme

N—1
L(Mi)OSiSN(F) = Z M;M; 4.
i=0

E.5. Coordonnées polaires

Naturellement tous ces résultats s’appliquent aux courbes en polaires, qui constituent un cas
particuliers.
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Définition du vecteur normé tangent 7" aux points stationnaires

Annexe non rédigée actuellement.
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ANNEXE G

Pourquoi le cercle de courbure s’appelle-t-il ainsi ?

On justifie dans cette annexe la remarque 3.20 page 40.

Supposons que la courbure ¢ au point étudié soit non nulle.

Si on suppose F de classe C?, il en est de méme du paramétrage normal 1. La formule de Taylor-
Young donne donc au voisinage de My d’abscisse curviligne sg :

9(5) = ¥(50) + (5 — 50)8 (50) + 55— 50)*6"(50) + 0 (5 — 50)°) . (G1)
Compte tenu de (3.32), on a donc
O (s) = OM (s0) + (s — s0)T + %(s — s0)%e(50)N + 0 (s — 50)%) (G.2)
ol (f, N ) désigne le repére de Frenet en M.
A Tordre 1, (G.2) donne
OM(s) = OM (so) + (s — s0)T + 0 (s — s0) , (G.3)

N .
ce qui traduit que la droite paramétrée par s — OM (sg) + (s — sg)T" est une approximation a 'ordre
1 de la courbe; c’est la tangente !

< — _, =

A Tordre 2, la courbe paramétrée par s — OM (sg) + (s — s0)T + (s — 50)%c(s)N est une ap-
proximation & l'ordre 2 de la courbe. C’est une parabole, puisque dans le repére (M (so0), T, N ), elle
est paramétrée par

X(s) =s— s0, (G.4)
1
Y(s) =50~ s0)7¢(s0), (G.5)
ce qui est équivalent a
Y = @X? (G.6)

On dit que c’est la parabole osculatrice 1.

Montrons que le cercle de courbure introduit en définition 3.19 page 39 épouse au mieux la courbe,
c’est-a-~dire, qu’a 'ordre deux, I’équation du cercle au voisinage du point M, coincide avec celle de la
courbe et celle de la parabole osculatrice, c¢’est-a-dire encore :

=YY = 1 2 Y7 2
¥(s) = OM(s0)(s — s0)T + 5(8 —50)%c(s0)N + o ((5 — 50) ) , (G.7)
Supposons, pour toute la suite, que R est strictement positif.
Le cercle de courbure, de centre I et de rayon R peut étre paramétré par (voir figure G.1) :

— N -
IQ(0) = —RcosON + Rsin0T. (G.8)
Lqu latin osculare : baiser, au sens premier du terme, c’est-a-dire embrasser.
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F1G. G.1. Le repére de Frenet (M(so),f, ]\7) au point M(sg), le centre et le cercle

de courbure, de point courant Q(6).

Cependant, ce paramétrage n’est pas normal ; conformément a (3.38), on adopte le paramétrage normal

suivant :
—

IQ(s) = —Rcos (8;%80>N+Rsin <S;%80>f. (G.9)

Au second ordre en s — s,
S — 80 1 2 2
cos( 7 >:1—2—R2(8—80) —I—o((s—so)),

. S§—S0\ _S— 50 . 2
sm( 7 )— 7 —|—0<(s so)).
De (G.9), il découle donc

0Q(s) = OM (so) + M(s0)I + IQ(s),
= O—]\j(so) + RN — RN + %(s —50)’N + (s —s9)T + o ((s - so)2> ,

ce qui donne
O—Cj(s) = O_]\j(so)(s — s50)T + g(s —50)’N +o0 ((s - 80)2> )

ce qui est bien de la forme (G.7). On appelle donc aussi le cercle de courbure, cercle osculateur.
On a donné sur la figure G.2 la courbe, le cercle et la parabole osculateurs.
On pourra aussi consulter les figures 3.5 page 46.
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™~ courbe

cercle

parabole

Fi1G. G.2. Lerepére de Frenet (M, T, ﬁ) au point M (t), le centre, le cercle de courbure

(ou osculateur) et la parabole osculatrice .






ANNEXE H

Calcul informatique du rayon et du centre de courbure en un point
birrégulier

On donne ici les deux résultats de la section 3.5.4 page 45 du chapitre 3.

ProprosiTION H.1. En posant

§=ay" — 2"y, (H.1a)
Q=a"+y" (H.1b)

alors, st & est non nul, le rayon de courbure R, les coordonnées de N, T et du centre du rayon de

courbure sont donnés dans la base ('Z, j) par

3/2
R = Q—, (H.2a)
)
- 1
T=—(2,y), (H.2b)
vg ")
- 1
N=—(-y,), (H.2c)
Vg V)
I= (x —Ry,y+ Rx/) , (H.2d)
ot
=9 (H.2¢)
0
DEMONSTRATION. Il suffit d’utiliser les différents résultats du chapitre 3. (]
PROPOSITION H.2. Pour une courbe définie en coordonnées polaires, on a, en posant,
§=r242"% — ", (H.3a)
Q — 7,.2 _|_ 7/./2’ (H3b)
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146 H. CALCUL INFORMATIQUE DU RAYON ET DU CENTRE DE COURBURE EN UN POINT BIRREGULIER

alors, st § est mon nul, le rayon de courbure R, les coordonnées de N, T et du centre du rayon de

courbure sont donnés dans la base ('7, j) par

3/2

R = QT, (H4a)

- 1

T=—(r"cos® —rsinf,r' sinf + rcosf), H.4b)
7o ) (

= 1

N =— (-rcosf —r'sinf,—rsinf + ' cos ), H.4c)
7a ) (

I= (rcos@ +R (—rcos —r'sinf) ,rsinf + R (—rsinf + ' 0059)), (H.4d)

ol
R= % (H.4e)

DEMONSTRATION. Il suffit d’utiliser les différents résultats du chapitre 3 et de revenir & la base

(7). 0
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ANNEXE 1

Etude d’une clothoide (sous forme d’exercice corrigé)

Cet exercice a déja été donné en examen de MT25 (médian avril 2006).

Enoncé

On considére un point matériel M (t) évoluant dans le plan, paramétré par le temps

D (@) z

(a) : Une trajectoire formée d’un segment de droite
D et d'un arc de cercle C.

Y

Q
X

D ol 1 C x
(b) : Une trajectoire formée d’un segment de droite
D, d’un arc de courbe C et d’un arc de cercle C.

Fic. I.1. Deux types de trajectoires.
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I. ETUDE D’UNE CLOTHOIDE (SOUS FORME D’EXERCICE CORRIGE)

(1) Justifier sommairement les formules suivantes :

7 =T, (1.2a)
d

v = d—‘:, (1.2b)
dv -

7= d—:T + %N, (1.2¢)

ou s est I'abscisse curviligne, ¢ et ¥ désignent la vitesse et ’accélération et (M (1), f, N ) est

le repére de Frenet au pont M (t).

(2) On suppose pour toute la suite que la vitesse scalaire v est constante. On suppose que la

trajectoire étudiée est celle du centre de gravité d’une véhicule (voiture ou un train, par
exemple) en mouvement et ’on s’intéresse & un point matériel immobile dans cette voiture.

(a) Supposons que le véhicule étudié, roulant & vitesse constante, décrive la trajectoire de
la figure 1(a) page précédente, formée d’un segment de droite D et d'un arc de cercle C,
de centre (2.

Que peut-on dire de I'accélération subie par le point M (t) au passage en O ?

(b) On admet de plus que :
— si le véhicule est une voiture, I’angle de braquage des roues avant (et donc du volant)
est proportionnel a la courbure ¢ = 1/R de la courbe;
— un passager, proche du centre de gravité de la voiture et immobile dans cette voiture,
subira une accélération proportionnelle & 7.
Dans ce cas, quels sont les inconvénients de la trajectoire de la figure 1(a) page pré-
cédente ?

(3) Pour palier cet inconvénient, on intercale maintenant une courbe C' entre le segment de droite

UTBM

D et I'arc de cercle C, comme 'indique la figure 1(b) page précédente.

L’origine O coincide avec la fin de la partie linéaire, le point A coincide avec le début de
la partie circulaire.

On cherche une courbe C continue en O et A, dont le vecteur T soit continu en O et A
et dont la courbure ¢ soit continue en O et A.
(a) Que valent les courbures en O et en A7

(b) On paramétre la courbe inconnue C' par son abscisse curviligne s, prise nulle en O. On
cherche alors une courbe C' dont la courbure ¢ soit portionnelle & ’abscisse curviligne s,
c’est-a-dire, il existe une constante, notée 2/k% ott k > 0 telle quen tout de point C, on
ait

c(s) = R (1.3)
Montrer alors que les inconvénients constatés en question 2b disparaissent !

(¢) Comme dans le cours, on introduit angle entre le vecteur i et le vecteur unitaire tangent
T

b= (AT> 2. (14)
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Soit s4 'abscisse curviligne du point A. Montrer que pour la courbe C :

¢(0) =0, (I5a)
Vs €10,s4], o(s)= Z—Z (I.5b)
(d) Montrer alors que
s s/k
Vs € [0,s4], xz(s) = /0 Cos <Z—j> du = k:/o Cos (wQ) dw, (I.6a)
s 2 s/k
y(s) = /0 sin <%> du = k/o sin (w2) dw. (L.6b)

et calculer le vecteur T en fonction de s et de k.
(e) Vérifier que le paramétrage est normal.

(f) question facultative

Réciproquement, si z et y sont définis par (1.6), montrer que (1.3) a bien lieu, que la
tangente a la courbe en 'origine est horizontale et que la courbure est nulle en 'origine.
(4) (a) Silon veut que la courbe C' «raccorde» le cercle C, que doit-on imposer en A7
(b) Conclure sur la courbe C, appelée clothoide.

(c) Montrer que 'ensemble de la trajectoire (formée du segment de droite D, de l'arc de
courbe C et de I'arc de cercle C) est de classe C2. Est-elle de classe C3 ?

(5) On donne quelques valeurs numériques des fonctions définies par

Vs e R, fu(s) = / cos (w?) dw, (L.7a)
0
fy(s) = / sin (w?) dw, (L.7b)
0
dans le tableau I.1.
s A® (7,6
0 0 0
0.11111 | 1.11109 x 107! | 4.57242 x 10~*

0.55555
0.66666
0.77777
0.88888
1

5.50286 x 10~*
6.53617 x 107!
7.49793 x 1071
8.34976 x 10!
9.04524 x 107!

0.22222 | 2.22168 x 1071 | 3.65734 x 1073
0.33333 | 3.32922 x 10! | 1.23347 x 102
0.44444 | 4.42713 x 1071 | 2.91823 x 102

5.67681 x 102
9.73806 x 1072
1.52783 x 1071
2.23876 x 1071
3.10268 x 107!

TaB. I.1. Quelques valeurs de f, et de f,,.

Tracer la courbe pour k£ = 1. On tracera pour plusieurs valeurs de s, sur la méme figure :



150 I. ETUDE D’UNE CLOTHOIDE (SOUS FORME D’EXERCICE CORRIGE)

D O x
(a) : Une trajectoire formée d’un segment de droite

D et d’un arc de cercle C.
Y

Q
X

D ol 1 c x
(b) : Une trajectoire formée d’un segment de droite
D, d’un arc de courbe C et d’un arc de cercle C.

Fic. 1.2. Deux types de trajectoires.

~ le point M(s) = (z(s),y(s)) ;

— le vecteur T
— le cercle osculateur ;

On tracera aussi le cercle C.

Corrigé

Les script matlab cités dans ce corrigé sont disponibles sur http://utbmjb.chez-alice.fr/UTBM/index.html
On considére un point matériel M (t) évoluant dans le plan, paramétré par le temps

F(t) = (x(1),y(t)). (1.8)
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(1) D’apres le chapitre 3 du cours (voir la proposition 3.40 page 49 de la section 3.6), on a les
formules suivantes :

7 =T, (1.9a)
d

v = d—‘z, (L.9b)
dv~ v

7= d—:T + %N, (L9c)

ou s est I’abscisse curviligne, ¢ et ¥ désignent la vitesse et ’accélération et (M (1), f, N ) est

le repére de Frenet au pont M (t).

(2) On suppose pour toute la suite que la vitesse scalaire v est constante. Ainsi les formules (I1.9)

impliquent

(a)

=T, (1.10a)
d
%5 st constante, (I.10b)
dt
VR (L.10c)
Y= R ’ -Lue

Supposons que le véhicule étudié, roulant & vitesse constante, décrive la trajectoire de
la figure 2(a) page précédente, formée d'un segment de droite D et d'un arc de cercle C,
de centre ).

Au point 0, sur la partie rectiligne, le rayon de courbure R est infini et sur la partie
circulaire, il est constant.

v?

La norme de l'accélération en 0 passe donc de la valeur nulle a la valeur non nulle % ;

elle est donc discontinue.

Dans le cas de la trajectoire de la figure 2(a) page ci-contre, ’angle de braquage pas-
sera brusquement de 0 & une valeur non nulle de méme que l'accélération subie par le
passager. Le conducteur aura donc a tourner subitement son volant tout en subissant
une discontinuité d’accélération, ce qui n’est guére confortable! De méme, le chassis et
la structure de la voiture seront soulagés de ne plus subir une force discontinue!

(3) Pour palier cet inconvénient, on intercale maintenant une courbe C' entre le segment de droite
D et et I'arc de cercle C, comme l'indique la figure 2(b) page précédente.

(a)

(b)

Par continuité, la courbure en O est nulle et en A elle est égale a I'inverse du rayon du
cercle C.

On paramétre la courbe inconnue C' par son abscisse curviligne s, prise nulle en O. On
cherche alors une courbe C' dont la courbure ¢ soit portionnelle & ’abscisse curviligne s,
c’est-a-dire, il existe une constante, notée 2/k% ott k > 0 telle quen tout de point C, on
ait

c(s) = R (I.11)



152

I. ETUDE D’UNE CLOTHOIDE (SOUS FORME D’EXERCICE CORRIGE)

c(s)

(a) :

la courbure ¢ dans le premier cas. (b) : la courbure ¢ dans le second cas.

Fi1G. 1.3. la courbure ¢ en fonction de s.

Ainsi, dans le cas de la trajectoire de la figure 2(b) page 150, 'angle de braquage pas-
sera contintiment, le long de la courbe C' de 0 & une valeur non nulle, de méme de méme
que l'accélération subie par le passager. Le conducteur aura donc & tourner progressive-
ment son volant tout en subissant une accélération augmentant contintiment, ce qui est
beaucoup plus confortable!

REMARQUE I.1. Soit s4 I’abscisse curviligne du point A. La courbure c le long de la
trajectoire 2(a) page 150 est représentée par le graphe de la figure 3(a) tandis que la
courbure ¢ le long de la trajectoire 2(b) page 150 est représentée par le graphe de la
figure 3(b).

Comme dans le cours, on introduit ’angle entre le vecteur ¢ et le vecteur unitaire tangent

—

T (voir la définition 3.26 page 42)
¢ = (Z, f) [27]. (1.12)

On rappelle que (voir proposition 3.28 page 42)

% =, (I.13a)
d
% _ cos o, (I.13b)
ds
Z—Z = sin ¢. (I.13¢)
La tangente en 0 est portée par ;; ainsi
»(0) =0. (I.14)
D’aprés (I.11) et (I.13a), il vient
dp 2s
— = —. 1.15
ds k? (1.15)
En intégrant, d’aprés (I1.14), il vient donc
2
Vs €10,s4], o(s) = =k (I.16)
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(f)

CORRIGE 153

REMARQUE [.2. Il est fondamental de saisir ici que la courbe est paramétrée directement
par ’abscisse curviligne s.

D’aprés (1.13b) et (1.16) , on a

U

X

2(s) = /O L ) du + 2(0),
= /OS cos(¢(u))du,

S ’LL2
:/0 cos <ﬁ> du.

On fait de méme pour y et en faisant le changement de variable w = u/k, on obtient
finalement

s 2 s/k
Vs €[0,s4], |x(s)= / cos <%> du = k/ cos (w?) dw, (I.17a)
0 0

y(s) = /Ossin <Z—z> du = k/os/k sin (w?) dw. (I.17b)

Naturellement, on obtient aussi le résultat suivant

Vs €[0,54], |2/(s) = cos (8—> : (1.18a)

y'(s) = sin (Z—) : (1.18b)

On vérifie alors qu’on a
q

Vs €0, s4], z2(s) +y"?(s) = 1. (I.19)

Puisque T = (2/(t),y/(t))/1, on a

Vs e[0,s4], T = <cos <Z—z> sin <Z—Z>> : (1.20)

Le paramétrage est normal selon (1.19).

Réciproquement, si x et y sont définis par (I.17), alors (1.20) a lieu. On en déduit d’une

part que
= 52 52
Vs €10,s4], N= <— sin <ﬁ> , COS (ﬁ)) , (I.21)

et d’autre part que

Vs e [0,s4], T'(s) = 2—‘; <—sin <Z_Z> , COS (Z—Z)) : (1.22)

D’aprés la premiére formule de Frenet (voir proposition 3.25 page 42), on en déduit que
c = 2s/k? et donc que (I.11) a bien lieu.

On vérifie aisément que la tangente a la courbe en l'origine est horizontale et que la
courbure est nulle en l’origine.



154 I. ETUDE D’UNE CLOTHOIDE (SOUS FORME D’EXERCICE CORRIGE)
REMARQUE [.3. En tout point M(s) de la courbe C, différent de l'origine, le centre de
courbure I est totalement défini par les formules précédente et sa définition
— _ ,14;2 =
Vs €]0,s4], MI = RN(s) = 2—N(s). (1.23)
S
(4) (a) Silon veut que la courbe C' «raccordey» le cercle C, par continuité de la tangente et de
la courbure, le cercle C est défini par son rayon R = 1/c = %, son centre [ est le centre
de courbure au point M (s4) défini par (1.23).
Ce cercle est le «virage de sortie» de la clothoide.
(b) La courbe C permet donc de relier un segment de droite a un cercle de fagon a avoir
une courbure continue et donc tous les avantages signalés en question 3b.
Ainsi, tous les matins, vous empruntez, entre la nationale N19 et la route qui méne a
I’'UTBM, une ou plusieurs clothoides.
Cette courbe appelée aussi spirale de Cornu est donc constament utilisée en construction
routiére, autoroutiére ou ferroviére. Dans ce médian, on I’a utilisé pour «raccorder» un
segment & un cercle, mais, avec la méme courbe, on peut aussi envisager des raccord
cercle-cercle, cercle-droite, ....
L’inconvénient de cette courbe est qu’elle n’est pas connue analytiquement ; quand les
ordinateurs n’existaient pas, les mathématiciens en déterminaient quelques points par
des calculs manuels!
Pour plus de détails, on pourra consulter les URL suivantes :
e http://perso.wanadoo.fr/math.15873/Clothoide.html
e http://fr.wikipedia.org/wiki/Clotho%C3%AFde
e http://www.mathcurve.com/courbes2d/cornu/cornu. shtml
e http://www.synapse-informatique.com/topographie.htm
(¢) On a vu dans l'annexe G du cours que la dérivée seconde d’une courbe est liée a sa
courbure. Si celle-ci est continue, la dérivée seconde est continue et l’ensemble de la
trajectoire (formée du segment de droite D, de I'arc de courbe C' et de 'arc de cercle C)
est donc de classe C?. Elle n’est pas de classe C3, car la dérivée de ¢ n’est pas continue
(voir la figure 3(b) page 152).
(5) On donne quelques valeurs numériques des fonctions définies par
S
Vs eR, fu(s)= / cos (w?) dw, (I.24a)
0
S
fy(s) = / sin (w2) dw, (1.24b)
0
dans le tableau 1.2 page suivante.
D’aprés (1.17), on a donc
s/k s
Vs € [0,54], |z(s) = k:/ cos (w?) dw = kf, (E) , (1.25a)
0
s/k s
x(s) = k:/ sin (w2) dw = kf, (E) . (1.25Db)
0
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s | fu(s) | fu(s)

0 0 0

0.11111 | 1.11109 x 107! | 4.57242 x 10~*
0.22222 | 2.22168 x 107! | 3.65734 x 1073
0.33333 | 3.32922 x 10~ | 1.23347 x 1072
0.44444 | 4.42713 x 1071 | 2.91823 x 102
0.55555 | 5.50286 x 10~! | 5.67681 x 1072
0.66666 | 6.53617 x 10~! | 9.73806 x 10~2
0.77777 | 7.49793 x 10" | 1.52783 x 10!
0.88888 | 8.34976 x 10~! | 2.23876 x 107!
1 9.04524 x 1071 | 3.10268 x 10!

TaAB. [.2. Quelques valeurs de f; et de f,,.

Si k =1, on est donc en mesure
— de déterminer pour les valeurs de s indiquée dans le tableau 1.2, les coordonnées du
point M (s) = (x(s),y(s)) grace a (1.25);
~ le vecteur T en tout point M(s) = (z(s),y(s)) grace a (1.20) ;
— le cercle osculateur pour les valeurs de s indiquée dans le tableau 1.2, les coordonnées
du point M(s) = (z(s),y(s)) grace a (1.21) et (1.23).
Voir la figure 1.4, la clothoide correspondant a s € [0,1] et k = 1, créée grace a matlab,
ou avec une régle, un stylo et un compas!
On pourra consulter les fonctions et script matlab affiche_valeur_cossind.m, calcul_
cossind.m, trace_clothoide.m et cormedianP06_exo2.m.

REMARQUE [.4. Puisque s décrit R, la clothoide est de longeur infinie! Cependant, on
peut montrer que

+o0 +o0 1 T
/ cos (w2) dw = / sin (w2) dw = —\/j.
0 0 2V 2

Voir par exemple la wikipédia a http://fr.wikipedia.org/wiki/Int%C3%A9grale_de_Fresnel.
Grace a (I.17), on en déduit que

(1.26)

. k |m

SBI-iI-loox(s) = 5\/;, (I.27a)
. kE |7

SETwy(s) = 5\/; (1.27Db)

La spirale de Cornu est donc de longueur infinie et a un point assymptote. Puisque le rayon
de courbure tend vers zéro, cette courbe «s’enroule de plus en plus autour» de ce point
assymptote. Voir la figure 1.5 page 157 correspondant & k =1 et s € [0, 10].

REMARQUE 1.5. La clothoide est traditionnellement représentée pour s décrivant R, ob-
tenue en prenant la réunion de la courbe de la figure 1.5 et son symétrique par rapport a
I’origine.
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0.5
041
0.3
0.2
01
0
-0.1p
oz ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
01 0.2 03 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
(a) La clothoide seule.
25
— clothoide
O point caractéristique
O centre de courbure
—— cercle de sortie
2 -
15+
1 —
\
|
by
0.5F !y
72
;s
0 ! [ S : I !
-1 -0.5 0 0.5 1 15
(b) La clothoide avec quelques cercles de courbure.
Fic. I.4. La clothoide correspondant a s € [0,1] et k = 1.
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0.7

0.6

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

CORRIGE

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

Fi1G. I.5. La clothoide correspondant a k =1 et s € [0,10].
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ANNEXE J

Rappels sur les coordonnées polaires, cylindriques et sphériques dans
I’espace

J.1. Coordonnées polaires

Voir section 2.2 page 21 du chapitre 2.

J.2. Coordonnées cylindriques

Un point M de 'espace de coordonnées cartésiennes (z,y,z), est repéré en coordonnées cylin-
driques (r, 0, z) avec

T =1rcosf,
y =rsinf, (J.1)
z=z.
ou
r>0, 0ecl0,2r], zeR. (J.2)

Voir figure J.1. Par définition, H le projeté orthogonal de M sur le plan (0, x, y) a pour coordonnées
polaires (r,6).

z
Uy up
M~
RN
€3 T
o, _*
> y
€1 (2] r

Ug
H/
7 s

Fic. J.1. Les coordonnées cylindriques

REMARQUE J.1. Si r est constant et § et z varient (en décrivant respectivement [0, 27[ et R), le
point M décrit un cylindre.

REMARQUE J.2. En physique, pour éviter la confusion avec le r des coordonnées sphériques (voir
section J.3), on note parfois p la distance OH.

159



160 J. RAPPELS SUR LES COORDONNEES POLAIRES, CYLINDRIQUES ET SPHERIQUES DANS L’ESPACE

J.3. Coordonnées sphériques

Un point M de l'espace de coordonnées cartésiennes (x,y, z), est repéré en coordonnées sphériques
(r,0,¢) avec

T = rCcos¢ cosb

Yy =1rcoso siné, (J.3)
z = rsin ¢.
ol
r>0, 0€l0,2n], ¢e|-n/2,7/2]. (J.4)
Voir figure J.2.
z
Ug
Fu,
Ugp MU
€3 r
o1 %
€1 (2] ¢ Yy
rUp
H~

F1Gc. J.2. Les coordonnées sphériques

On détermine (r,6,¢) de la fagon suivante : puisque r est la longueur OM, 6 est égal a angle
(efO\H), ¢ est égal a I'angle (Oﬁ,aM ), on détermine 6 et p = 0H tels que

x = pcosb,

y = psinf.
Puis, on détermine ¢ et r tels que

p = TCOS ¢,

z = rsin ¢.

Remarquons aussi que 'on a directement :
r=+ax%+y%+ 22
0 est appelé la longitude et ¢ la latitude.

REMARQUE J.3. Si 7 est constant et 6 et ¢ varient (en décrivant respectivement [0,27[ et
[—7/2,7/2]), le point M décrit une sphére.
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REMARQUE J.4. Attention, parfois les notations sont légérement différentes (pour les coordonnées
sphériques). Ainsi, on pourra remplacer la latitude ¢ par la co-latitude 1 = 7/2 — ¢. Les formules
(J.3) deviennent

x =rsiny cosf

y = rsiny sin 6, (J.5)
z =rcos.
ou
r>0, 60€]l0,2n], ¢€]l0,m7]. (J.6)

Souvent, en mécanique, les coordonnées sphériques considérées! sont (r,0,¢) ou r demeure OM,
0 est la co-latitude et ¢ la longitude (voir figure J.3).

z
U
}ur
es 9 r Ug
0 €2
€1 ¢ Y
H

Fi1G. J.3. Les coordonnées sphériques modifiées

1on change légérement de notation, pour que le lecteur retrouve les notations usuelles de la mécanique.






ANNEXE K

Un exemple de calcul de volume (sous forme d’exercice corrigé)

Cet exercice a déja été donné en examen de MT25 (final juin 2005).

Enoncé

(1)

Fic. K.1. Une pyramide réguliére de hauteur h et de dimension de base a et b.

Calculer le volume de la pyramide réguliére représentée sur la figure K.1.

(2) On cherche maintenant & généraliser le calcul précédent de fagon a pouvoir 'appliquer & un
cone quelconque.

Fic. K.2. Un cone de contour D et de hauteur h.

Soit D une partie fermée, bornée et «réguliére» d’un plan P, de surface Sy et €2 un point
quelconque de l'espace. On définit le céne de sommet Q et de contour D, comme le volume

163



164 K. UN EXEMPLE DE CALCUL DE VOLUME (SOUS FORME D’EXERCICE CORRIGE)

de 'espace limité par D et par la surface définie par I’ensemble des segments [Q2QM] o M
décrit la frontiére 9D de D (voir figure K.2 page précédente). On note h, la hauteur du cone,
c’est-a-dire, la distance de (2 au plan P.

(a) Justifier sommairement qu’a la hauteur z € [0, k], la surface S(z) de la portion de plan
D(z) se trouvant a l'intérieur du cone est donnée par

S(z) :S()(h_Z)Q. (K.1)

h
(b) En déduire, en utilisant une intégrale triple, que le volume V' du cone est égal a
1

(3) Question bonus
Le but de cette question est de montrer rigoureusement I’égalité (K.1).

Fi1G. K.3. Un cone de contour D et de hauteur h et les points My(zo,yo,0) et M(z,y, 2).

A Chaque point My(zg, 4o, 0) de la surface D, on associe un point M (x,y, z) de la surface
D(z) grace a

— —
QMo = a(z)QM, (K.3)
ol a(z) est un réel (voir figure K.3).
(a) Montrer que
h
v 0,h = K.4
e 0h], als) = 1 (K.4)
(b) En déduire que
h—=z
z=— (xo — zq) + xq,
Vz € [0, hl, (K.5)
h—z

y=— (Yo — ya) + ya.

(c) Justifier ’égalité suivante

[[asotno = [ [ 132, dod (K.6)
D

D(2)

et calculer la valeur du jacobien J(z,v).
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(d) Conclure.

(1) On intégre le volume V' de la pyramide (qui occupe la région P de l'espace) par des sections

planes de hauteur z constante :

V= ///dxdydz = /:Oh //da:dy dz, (K.7)
P

D(z)

ot D(z) désigne 'ensemble des points de P a la cote z. Notons S(z) la surface de D(z); il
vient donc

h
V:/O S(z)dz. (K.8)

Un simple raisonnement géométrique nous montre que

S(z) :ab<h22>2. (K.9)

Ainsi, en posant u = (h — 2z)/h, il vient (puisque du = —dz/h)
h h h— 2 2 1

|74 :/ S(z)dz = ab/ < > dz = hab/ u?du, (K.10)
0 0 h 0

V- éabh. (K.11)

soit

REMARQUE K.1. Si on pose Sy = ab on retrouve la formule bien connue (et qui va étre
démontrée dans les questions 2 et 3) :

1

(2) (a) Comme pour (K.9), on peut observer que la surface S(z) est une fonction quadratique

(en carré) de z, puisque les longueurs sont linéaires en z. S(z) est nulle pour z = h et
égale a Sy pour z = 0; on a donc une formule analogue a ’équation (K.9) :

2
Vz € [0, h], S(Z):s()(h;z) . (K.13)

Cette formule sera démontrée rigoureusement a la question 3.

(b) Puisque (K.8) demeure valable, on conclue par un calcul similaire a (K.10) :

h h h— 2 2 1
V:/ S(z)dz:So/ < >dz:50h/ u’du,
0 0 h 0

et on retrouve donc (K.12).
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Fi1G. K.4. Un cone de contour D et de hauteur h et les points My(xg,yo,0) et M(x,y, z).

(3)

A Chaque point My(zg, 4o, 0) de la surface D, on associe un point M (x,y, z) de la surface

D(z) grace a

—

QMo = ()M,
ol a(z) est un réel (voir figure K.4).
(a) La troisieme composante de I’équation (K.14) fournit
My — 20 = a(z)(zM — ZQ),

et donc
—h=a(z)(z — h),

soit

Vz e [0,h], a(z)=

h—z

(b) La premiére composante de ’équation (K.14) fournit
T, — 2o = a2)(2u — z0),
soit
To — T = a(z)(x — J:Q),

soit, compte tenu de (K.15),

h—z
z=— (xo — zq) + xq.

On raisonne de méme pour y et on obtient

h—=z
z=— (o — zq) + zq,

Vz € [0, ],

h—z

y=——(% —za) + yo.
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Puisque cette derniére équation est valable pour z = h, on a donc

_h—z
h

Vz € [0, hl,
_h—=2

Y

(0 — z) + zq,

3 (Yo — ya) + ya.

167

(K.16)

(c) Soit z fixé. On dispose donc d'une application ¥ de D(z) dans D qui a (z,y) associe
(20,Y0). On a U(D(z)) = D et la formule de changement de variables nous donne donc

D(2)

/D / dzodyo = / 1 (a,

y)| dzdy.

ol J est le Jacobien de W.
Il est défini par

G (1‘7 y)

o)
Falay)
ay; (.1', y)

(K.17)

I1 faut donc calculer xq et yp en fonction de x et de y (ce qui n’est guére difficile) ; mais,
il est plus rapide de remarquer que le Jacobien J est I'inverse du Jacobien de la fonction

réciproque de ¥. On a, selon (K.16), (z,
fonction de zq et yg. On vérifie que

e _h-e
8950 N h ’
ox

— =0,

Yo

Dy _h—e
8950 N h ’
Jy

—Z =0,

9o

et donc

g2\ _(hozy’
det xo ﬁ == < h > )
8:vo 9Yo

et en prenant l'inverse, il vient

J(z,y) = (h_z

f.

(d) D’apres (K.17) et (K.18), on a

//d:z:odyo—/ |J(z,y)| dedy =

c’est & dire

//(hi >2dxdy’

So = (hﬁz>23(2)’

y) = U (z0,y0) ol z et y sont connus en

(K.18)
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et donc

S(z) = (h . Z>250. (K.19)

On a donc démontré 'égalité (K.13).
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ANNEXE L

Espaces vectoriels normés

Donnons quelques notions utiles pour les chapitres 4 et 7. On pourra aussi consulter [RDO76|.
Dans toute cette section, E désigne un R espace vectoriel.

L.1. Deéfinitions

DEFINITION L.1 (Définition d’une norme). On appelle norme toute application N de E dans R 4

vérifiant
Vee E, VYaeR, N(ax)=|a|N(z); (L.1)
Vee E, N(@)=0<=2z=0; (L.2)
Ve,y e E, N(z+y) < N(z)+ N(y). (L.3)

La norme N(x) sera systématiquement notée ||z||. Puisqu'une norme est définie sur un espace
vectoriel, on parle parfois de norme vectorielle.

L’espace vectoriel £ muni d’'une norme est appelé espace vectoriel normé.

La propriété (L.3) est appelée 'inégalité triangulaire. On peut montrer la proposition suivante :

PROPOSITION L.2. Pour toute norme |.||, on a

ve,y € B, |llzl = llyll| < ll= +yll- (L.4)

L.2. Continuité et boules

Grace a la notion de norme, on peut définir la continuité :

DEFINITION L.3 (Continuité). Soient E et F' deux R espaces vectoriels normés (muni des normes
respectives ||| ; et ||||z) et f une application de E dans F'. On dit que f est continue en xy € E si et
seulement si

Ve>0, >0, VaeB, (lo—aoly<n— @) - flao)llp <e). (L5)

DEFINITION L.4 (Boules). Pour 7 > 0 et x € E, on appelle la boule fermée de centre zg et de
rayon r l’ensemble

{reE: |xz—ux <r}, (L.6)
et si r > 0, on appelle la boule ouverte de centre zy et de rayon r ’ensemble
{reE: |xz—xo <r}. (L.7)
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L.3. En dimension finie

PROPOSITION L.5. Si E est de dimension finie, toutes les normes sont équivalentes, c’est-a-dire,
si |||, et |l sont deux normes, alors il existe o et B deux réels strictement positifs tels que

VeeE, alzl, <z, < B, (L.8)

PROPOSITION L.6. Si E est de dimension finie, toutes les applications linéaires de E dans F' sont
continues.

Si n est un entier non nul, sur R™, espace vectoriel de dimension finie, on définit les normes

suivantes, trés souvent employées :

DEFINITION L.7. Pour tout z = (x1, 9, ...,x,) € R™, on pose

n

Izl = fai. (L9)

]y = (L.10)

I2lloe = max |ai] (L.11)

La norme ||.||, est appelée norme euclidienne.

Dans tout ce cours, la norme ||.||, utilisée en dimension finie sera notée systématiquement |.||.
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ANNEXE M

Deux caractérisations du produit scalaire

On se place dans le cadre du chapitre 7. E désigne un R espace vectoriel et ||.|| une norme de E
(voir annexe L).

THEOREME M.1 (Théoréme de caractérisation). La norme ||.|| est induite par un produit scalaire
si et seulement si elle vérifie 'une des deux conditions suivantes :

(1) L’application 6 de E x E dans R définie par
Vo,y € B, 0(z,y) = e +yl* —llz]” — Iyl (M.1)

est bilinéaire.
(2) L’application 6 de E x E dans R définie par

Vo,y € B, 0(z,y) = |z +yl* - = -yl (M.2)
est bilinéaure.
De plus, si la norme ||.|| est induite par un produit scalaire, alors ce produit scalaire est nécessairement
donné par l'une ou lautre des formules suivantes :
1
<o >= 3 (lu+ ol = Jlul® = o)) (M.3a)
1
<uwv>=7 (Hu—i—’UHQ— Hu—vHQ). (M.3D)

REMARQUE M.2. Les identités (M.3) ne sont autres que les identités de polarisation (7.6a) et
(7.6b) du lemme 7.6 page 100 du chapitre 7.

DEMONSTRATION DU THEOREME M.1. Si ||.|| est induite par un produit scalaire < .,. >, alors
d’apres le lemme 7.6 page 100 du chapitre 7, 'application bilinéaire 6 de (M.1) vaut 2 < .,. > et est
donc bilinéaire. De méme bilinéaire 6§ de (M.2) vaut 4 < .,. > et est donc bilinéaire. Ainsi, la condition
nécessaire est montrée.

Supposons maintenant que le cas 1 est vrai (le cas 2 se traitant de la méme fagon). On considére
0 définie par %9 qui est bilinéaire. Elle est clairement symétrique. Enfin, elle est définie positive car

(z,z) = [|||*. On peut donc considérer le produit scalaire < .,. >= 6 par définition, on a
z]| =/ 0z, z) = /< x,2>,
et donc ||.|| est bien induite par le produit scalaire < .,. >.

D’aprés la condition nécessaire, le produit scalaire induisant la norme ne peut étre que celui-ci et
donc (M.3) en découlent.
O

Donnons maintenant un résultat plus fort puisque la bilinéarité (M.1) ou (M.2) n’est plus a
vérifier :
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172 M. DEUX CARACTERISATIONS DU PRODUIT SCALAIRE

THEOREME M.3 (Théoréme de caractérisation (bis)). La norme ||.|| est induite par un produit
scalaire si et seulement si elle vérifie la formule du parallélogramme (ou des médianes) (7.6¢) page
100, rappelée ici :

2 2 2 2
va,y € B,z +yl”+ |z - yl* =2 () + Iy)) (M.4)
De plus, dans ce cas, le produit scalaire est nécessairement donné par (M.3a) ou (M.3b).
DEMONSTRATION. La condition nécessaire est déja prouvée grace au lemme 7.6 page 100.
Démontrons maintenant la condition suffisante. On peut trouver cette preuve dans l’exercice

corrigé 6.5.1 page 109 de [Mon91]|. La preuve se fait en plusieurs étapes.
e On considére I'application ¢ définie par :

1
vaye B o(ey) =7 (lz+olP — o —yl?) (M.5)

Nous allons montrer que cette application est bilinéaire. D’aprés le théoréme M.1, cela suffira
a démontrer que la norme ||.|| est induite par un produit scalaire et que le produit scalaire est
donné par (M.3a) ou (M.3b). Il est clair que ¢ est symétrique. Il suffit donc de démontrer qu’elle
est linéaire par rapport & son premier argument, c’est-a-dire que

VAER, Vz,ze E, o¢(A\r,2)=Ap(z, z), (M.6a)
Vu,v,2 € B, ¢(u+v,2) =d(u, z) + ¢(v, 2). (M.6b)
e D’aprés (M.4), on a
Ve,y,z € B, ¢z +y,2)+ od(x —y,z) =2¢(zx, 2). (M.7)
En effet, on remplace dans (M.4), y successivement par y + z et par y — z; on obtient

2 2
2 (Jlel> + 1y + 21%)

2 2 2 2
o=y + 22+ o+ — 20 =2 (2l + ly = =11)

lz —y—2)* + [lz +y + 2|

et, par différence, on obtient
1 2 2 1 2 2
T(le—y =21 =z —y+21?) =5 (ly +21> = ly - =I1)

L’égalité (M.7) est alors obtenue en échangeant = et y dans cette derniére égalité.

(lo+y+207 = llz+y - 2*) +

| =

e Nous avons aussi

Vi e B, 6(0,2) = 6(x,0) =0, (M.8)
Vy,z € B, d(=y,2) = —o(y, 2). (M.9)
En effet, (M.8) provient de la définition de ¢ (M.5) et (M.9) provient de (M.7) avec x = 0 et
de (M.8).
e En posant y = x dans (M.7), on obtient
Ve, z € B, ¢(2x,z) =2¢(z, 2). (M.10)

On réitére : en posant y = 2z dans (M.7), on obtient
Ve,z € E, ¢3x,z) = —¢p(—x,2) + 2¢(x, z) = ¢(x, 2) + 2¢(z, 2) = 3é(z, 2).
Un récurrence sur n € N, permet de montrer que

VneN, Vx,zeE, ¢z, z)=no(x,z). (M.11)
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En effet, (M.11) est vraie pour n = 0, selon (M.7). Supposons (M.11) vraie pour tout k €
{0,...,n} pour un certain entier n € N. Montrons que (M.11) est vraie pour n + 1. Si on
applique (M.7) avec y = nx, on obtient donc successivement :
¢((n + 1).1‘, Z) = _gb(_(n - 1).1‘, Z) + 2¢(1‘, Z)>

=o((n— 1)z, 2) + 2¢(x, 2),

= (n—1)¢(z,2) +2¢(z, 2),

= (n+1)p(z, 2).
Soient p € N et n € N*; en remplagant = par pz/n dans (M.11), on obtient

1 px
n n
Et donc, d’aprés (M.11), on obtient

V(p,n) e NxN* Vr,ze E, ¢ (%x,z) = %(b(:c,z). (M.12)

D’aprés (M.9), on donc
VreQ, Vx,zeE, ¢(rz,z)=ro(z,z). (M.13)

On sait que la norme ||.|| est continue sur £ (car c’est la définition de la topologie induite par
la norme ||.| : voir annexe L). En particulier, application ¢ est continue par rapport a son
premier argument. Par ailleurs, tout réel est limite d’une suite de rationnels (autrement dit Q
est dense dans R : voir par exemple [RDO76|). Puisque (M.12) est vraie pour tout rationnel,
on en déduit donc par continuité que (M.6a) est vraie.

REMARQUE M.4. Ce raisonnement est trés classique : pour démontrer qu'un résultat est
vrai pour tout réel x, on démontre qu’il est vrai pour tout entier, pour tout rationnel, puis pour
tout réel si le résultat & démontrer est «continu par rapport a x».

Enfin, de (M.7), on déduit (M.6b); en effet, z = (u+v)/2 et u = (u—v)/2 dans (M.7) fournit,
grace a (M.10),
+
O, 2) + B(v, 2) = 26 <“ . ) — outv,2)

La linéarité est donc montrée.







ANNEXE N

Procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt

THEOREME N.1 (Procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt). Soient n € N*, E un R-espace

vectoriel de dimension finie n, muni d’un produit scalaire < .,. > et de la norme induite ||.|. Soit
(€i)1<i<n une base de E. Il existe une famille (f;),<;<,, orthogonale de E définie par
fi=e, (N.1)
. 61, f]
Vi€ {2,...,n}, = Z ;. (N.2)
175
La famille (fi),<;<, est une base de E. De plus, en posant
Vie{l,..n}, fi= /i (N.3)
1fill’
la famille (ﬁ) i est une base orthonormale (c’est-a-dire orthogonale et de norme 1)
<i<n
DEMONSTRATION. On renvoie par exemple a [AF88]|. O

La construction se fait de proche en proche : grace a (N.1), on connait f; = e;. Grace a (N.2)
avec ¢ = 2, on en déduit fo donné par

1
fgzeg_Zij:€2_ (e2,€1) 1,

2 2
j=1 Hf]” ||€1H

et ainsi de suite.
. RS . ; ) A s
En général, on construit d’abord la famille (f;); <<, qu'on norme éventuellement grace & (N.3).
Ce moyen théorique, permet de construire des familles orthogonales «a la main» pour des petites
valeurs de n mais n’est guére utilisé informatiquement pour des valeurs «grandes» de n, en raison
d’instabilité numérique.
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ANNEXE O

Réduction informatique de coniques et de quadriques

Soient un entier naturel n» non nul et R” muni du repére affine (0, ey, ..., e,) (o1 (€1, ..., e,) est la
base canonique de l'espace vectoriel R™).

Soient A une matrice symétrique réelle A de taille n, b un vecteur colonne de taille n et ¢ un réel.
Soit I'application & de R™ dans R définie par

VX eR", ®(X)='XAX +'bX +c. (0.1)
On étudie I'ensemble C des points de R™ dont les coordonnées X =t (21, ..., z,,) vérifient I’équation
VX eR", @(X)=0. (0.2)

Pour n = 2, (0.2) définit une conique et pour n = 3, (0.2) définit une quadrique.

On pourra supposer A non nulle (sinon I’équation (O.2) est celle d’un hyperplan affine).

La méthode de réduction de cette courbe ne dépend pas en fait de la dimension n de l'espace :
nous la présentons donc pour n quelconque.

Nous étudions les deux cas, selon que A est inversible ou non.

On consultera le programme matlab reduction_quadrique.m, fondé sur ces calculs.

0.1. Etude dans le cas ot A est inversible

Nous allons procéder & deux changements de repére successifs pour donner simplifier la forme de

(0.1).
0O.1.1. Changement d’origine

On considére le point © de coordonnées X dans le repére (0, ey, ..., e,) et, pour tout point M de
R™ de coordonnées X dans (0,eq,...,ey,), on considére Y les coordonnées de ce méme point dans le
repére (€, e1,...,e,); on a la formule de changement de repére

X =Y + Xp. (0.3)
On a donc successivement
P(X) ="XAX + "X +¢,

=Y + Xo) A(Y + Xo) + (Y + Xo) +c,

='YAY + (2'XgA+"'b) Y + " XoAXo + 'bXo + c.
On cherche a annuler les termes en Y dans l'expression ci-dessus et on cherche donc Xy tel que

AXgA+=0

ce qui est équivalent a

2AXO + b= 0,

177



178 O. REDUCTION INFORMATIQUE DE CONIQUES ET DE QUADRIQUES

et donc, puisque A est inversible,

1
Xo = —§A*1b. (0.4)
Ainsi, I’équation de I'ensemble C dans le repére (£2,eq, ..., e,) est
'YAY +e=0 (0.5)
ott e = ' X AXq + 10 X( + ¢ Puisque AXg = —b/2, on a donc
1
e= ;on +c. (0.6)

0.1.2. Changement de vecteurs

Puisque la matrice A est symétrique réelle, elle est diagonalisable dans une base orthonormale de
vecteurs propres : il existe D diagonale et P orthogonale telle que

A= PD'P. (0.7)

On pose, pour tout Y
Y =PZ (0.8)
Cette formule est la formule de changement de base : si (uq, ..., u, ) désigne la base formée des vecteurs
colonnes de la matrice P, alors si Y désigne les coordonnées d’un point M dans le repére (2, eq, ..., €y),
alors Z désigne les coordonnées de ce méme point dans le repére (2, uq, ..., uy, ). Ainsi, 'équation (0.5)
s’écrit
'Y (PD'P)Y +e =0,
ce qui est équivalent a
"(*PY)D'PY +e=0. (0.9)
Puisque D est diagonale, en posant
D = diag (A1, ..., A\pn), (0.10)

on a donc I’équation sous sa forme la plus simple :
n
Z Niz2 +e=0. (0.11)
i=1
Puisque A est inversible, chacun des A; est non nul.

0.2. Etude dans le cas ot A n’est pas inversible

Dans ce cas, on ne peut appliquer la formule (O.4); on changera d’ordre par rapport au premiert
cas : on commence tout d’abord par changer de vecteurs, puis on fera un changement (partiel) d’origine.

0.2.1. Changement de vecteurs
L’égalité (O.7) est toujours valable et on pose, comme dans (O.8), pour tout X
X = Py, (0.12)

ou Y désigne les coordonnées du point M dans la base (O, uq, ..., uy), ot (u1,...,u,) désigne la base
formée des vecteurs colonnes de la matrice P. Ainsi, I’équation (O.2) s’écrit

'Y DY +'%PY +c=0. (0.13)
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0.2.2. Changement d’origine

On définit de nouveau les \; par (0.10). Puisque A est non nulle et n’est pas inversible, un au
moins des \; est nul et il ne sont pas tous nul. On définit donc I et J les deux sous-ensembles non
vides de {1,...,n} par

Viel, M\ =0, (0.14a)
Vied, X\ #0. (O.14b)

Soient U et Xo ="' (X1, ..., X0,) les vecteurs colonne définis par
U = "'Pb, (0.15)

et
0, siitel,
Vie{l,..,n}, Xo;= 1 (0.16)
%
On considére le point 2 de coordonnées X dans le repére (0,u1, ..., u,) et, pour tout point M de R”
de coordonnées Y dans (0, uq, ..., u, ), on considére Z les coordonnées de ce méme point dans le repére
(Q,up,...,up); on a la formule de changement de repére

sii e J.

Y =7+ Xo. (0.17)
Comme précédemment, on écrit successivement
W DY +'PY +c="(Z + Xo) D (Z + Xo) +'DP (Z + Xo) +c,
='ZDZ + (2'XoD + 'bP) Z + 'Xo DX, + 'bP X, + c.
On a
W =2"XoD +"P =" (2DX, + 'Pb) =*(2DXo + U),
et, donc pour tout ¢, la composante W; de W est égale &
WZ‘ = 2)\1X0,i + UZ'.
D’aprés (0.16), on a donc
Ui, siiel,
Vi € {1, ...,n}, XO,Z' =
2\ X _1U +U; =0, sited
i 5 ; =0, sii :
Ainsi, on a
n
(2'XoD +'0P) Z =) " Usz:.
el

On pose
e =tXoDXo+ 'bPXy +c. (0.18)
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L’équation de C dans le repére (2, uq, ..., uy) s’écrit donc

n
tZDZ—i—ZUizZ- +e=0.

i=1
i€l
Elle se découple sous la forme suivante
n n
Xzt +) Uizi+e=0. (0.19)
i=1 i=1
ieJ el
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