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;3*)?0*..* =>?*)7*
u′ = λu

/ I0)?8B3* *)
u(t) = u(0)eλt &

H I;?7<* <* .5 /?5>0.0?; */? /0,-.* T /0
λ > 0

5.=3/ .* - =0)? < I;F70.0>3* */? 0)/?5>.* *? /0
λ < 0

5.=3/ .* - =0)? */? /?5>.* & � 0)/0 .5 /?5>0.0?; <*/ - =0)?/ < I;F70.0>3* <;- *)< <* .5 - *)?* <* .5
P=)4?0=)

f
<*/ - =0)?/ 4=)/0<;3;/ &

�=7?* . I0)P=3, 5?0=) - *7? /* 3;/7, *3 /73 .* <05B35,,* <* >0P7345?0=) <5)/ .* -.5)
(x, µ)

&
V) - =0)?0..; � .* - =0)? S+* */? 0)/?5>.* *? *) ?350? -.*0) 0. */? /?5>.* &

��� � 9 � 605B35,,* <* .5 >0P7345?0=) )= *7<@4=.
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X7-- =/=)/ F7* . I=) 50? 7) - =?*)?0=, 8?3* F70 - *3, *??* <* P503* L530*3 .* -535, 8?3*

µ
& �7 <;-53? � .* /K/?8, * */? -.54; /73 7)* L5.*73 <*

µ
);B5?0L* & H I;F75?0=) <7 /K/?8, *

<K)5, 0F7* 5<, *? 5.=3/ <*7+ - =0)?/ < I;F70.0>3* T . I7) */? /?5>.* �5??354?*73� � . I57?3* */?
0)/?5>.* & A50/5)? ?*)<3*

µ
L*3/ � /5)/ . I5??*0)<3* � =) 4=)/?5?* F7* .*/ <*7+ -=0)?/ S+*/ /*

35--3= 4E*)? & 2=73
µ�

� � 0./ P7/0=))*)? *) 7) /*7. - =0)? S+* <0? /*, 0@/?5>.* & �. K 5 <=)4
- *3?* <7 -=0)? 5??354?*73 � .* /K/?8, * / I*/? <;/?5>0.0/; & 270/ .=3/F7*

µ
<*L0*)? /?304?*, *)?

- =/0?0P � 0. K 5 <0/-530?0=) <* ?=7? - =0)? S+* &

X0
α < 0

�=) -53.* <* >0P7345?0=) /7- *3@430?0F7*� � . I;?7<* */? /K, ;?30F7* &

� �� � ������� ��� �������

� I*/? .5 >0P7345?0=) 5//=40;* 	 . I;F75?0=) T
x′(t) = f(x(t)) = µx + αx3(t)

5L*4
α

*?
µ

.*/ -535, 8?3*/ <* 4=)?3� .* & �) /7-- =/*35
α < 0

�45/ /7- *3@430?0F7*� &

V) 5--.0F75)? .5 , ;?E=<* 7?0.0/;* - =73 .5 -3*, 083* >0P745?0=) � )=7/ -3;/*)?=)/ <03*4@
?*, *)? .* <05B35,,* <* >0P7345?0=) <5)/ .* -.5)

(x, µ)
T

��� � C � 605B35,,* <* .5 >0P7345?0=) P=734E*

� =7/ -53?=)/ < I7) /K/?8, * =� .* -535, 8?3*
µ

*/? );B5?0P & H* /K/?8, * -=//8<* 5.=3/ 7)
- =0)? < I;F70.0>3* /?5>.* �

x = 0
� 5??354?*73 & H=3/F7* )=7/ P50/=)/ 57B, *)?*3 -3=B3*//0L*@

, *)?
µ
�7/F7 I	 .5 L5.*73 � � .* /K/?8, * /* <;/?5>0.0/* � .* - =0)? < I;F70.0>3* - *3< /5 /?5>0.0?; �

0. K 5 >0P7345?0=) & �7B, *)?5)? *)4=3*
µ
� =) L=0? 5--535�?3* 5.=3/ <*7+ - =0)?/ < I;F70.0>3*/

/?5>.*/ & �. *+ 0/?* 7)* /K, ;?30* <* 4*)?3* � <*/ /=.7?0=)/ � /0
x(t)

*/? /=.7?0=) <7 /K/?8, *
5.=3/

−x(t)
*) */? 7)* 57//0 & �. K 5 <;<=7>.*, *)? <7 - =0)? < I;F70.0>3* �4P & .* <;<=7>.*, *)?

<* - ;30=<* - =73 .*/ /K/?8, */ <K)5, 0F7*/ <0/43*?/� &

':



� �� � ������� ��� �� ��� �

� I*/? .5 >0P7345?0=) 5//=40;* 	 . I;F75?0=) <5)/ .* -.5) 4=,-.*+* T

z′(t) = f(z(t)) = (µ + iω) z(t)− | z |2 z(t)

2=73 ;?7<0*3 4*??* ;F75?0=) � =) ;430? .5 L5305>.*
z

/=7/ .5 P=3, *
z(t) = x(t)eiθ(t) & H I;F75?0=)

/ I*+-30, * /=7/ P=3, * < I7) /K/?8, * T

x′ = µx − x3

θ′ = ω

H5 -3*, 083* ;F75?0=) ) I*/? 57?3* F7 I7)* >0P7345?0=) P=734E* <* -535, 8?3* <* 4=)?3� .*
µ

&

H* <05B35,,* <* >0P7345?0=) <5)/ . I*/-54*
(Re(z), Im(z), µ)

*/? .* /70L5)? T

��� � U � 605B35,,* <* .5 >0P7345?0=) <* Q=-P

� =7/ -53?=)/ < I7) /K/?8, * =� .* -535, 8?3*
µ

*/? );B5?0P & H* /K/?8, * - =//8<* 7) - =0)?
< I;F70.0>3* /?5>.* F70 4=33*/- =)< 040 	 7) -=0)? -70?/ T .*/ ?35� *4?=03*/ / I*)3=7.*)? *) /-035.*
L*3/ . I=30B0)* & H=3/F7*

µ = 0
� 4* - =0)? < I;F70.0>3* - *3< /5 /?5>0.0?; & 270/ .=3/F7*

µ > 0
� 0.

/* P=3, * 5.=3/ 7)* ?35� *4?=03* - ;30=<0F7* /?5>.* =7 ����� ��� ��� &
H5 >0P7345?0=) <* Q=-P 4=33*/- =)< 	 7)* 0)/?5>0.0?; =/40..5?=03* &
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� �� ������ ����� ��� �� � �� ������ ��� �� �����

� =7/ -3;/*)?=)/ . I;?7<* <*/ >0P7345?0=)/ *) <0, *)/0=) /7- ;30*73* =7 ;B5.* 	 <*7+ &
�. / I5B0? < I7)* B;);35.0/5?0=) <* . I;?7<* <*/ ?3=0/ >0P7345?0=)/ -3;/*)?;*/ -3;4;<*,,*)? &
23*)=)/ 4=,,* *+*,-.* 7)* ;F75?0=) <5)/ 7) */-54* <*/ -E5/*/ <* <0, *)/0=) : & X=0?

X = (x1(t), x2(t), x3(t))
7) L*4?*73 L;30S 5)? . I;F75?0=)

X ′ = F (X)
& H5 <;, 534E* */? ?=7@

� =73/ .5 , 
,* T 3*4E*34E* <*/ - =0)?/ < I;F70.0>3* � ;?7<* <* .5 /?5>0.0?; <* 4*/ - =0)?/ *?
<05B35,,* <* >0P7345?0=) &

�) 4=,,*)4* -53 4E*34E*3 .*/ - =0)?/
X∗

?*./ F7*
F (X∗) = 0

& H I;?7<* <* .5 /?5>0.0?;
/ I*
 *4?7* *) 0)?3=<70/5)? 7)* - *3?73>5?0=) L*4?=30*..*

U = (u1(t), u2(t), u3(t))
57 L=0/0)5B*

<*
X∗

& 270/ =) 7?0.0/* 7) <;L*.=-- *, *)? <* �5K.=3 <*
F

	 . I=3<3* ' T

X ′ = U ′ = F (X∗ + U) = A.U + O(U2)

=�
A

<;/0B)* .5 , 5?304* � 54=>0*))* <*
F

;L5.7;* *)
X∗

& � =7/ /7-- =/*3=)/ <5)/ 7) -3*, 0*3
?*,-/ F7* .5 , 5?304*

A
*/? <05B=)5.0/5>.* T /=) - =.K)�,* 45354?;30/?0F7* 5//=40; - =//8<*

5.=3/ ?3=0/ 3540)*/ )=) )7..*/ � <=)? . I7)* */? 3;*..* � *? .*/ <*7+ 57?3*/ /=)? /=0? 3;*..*/ � /=0?
4=,-.*+*/ 4=)�7B7;*/ & � =?=)/

λk = ρk + iωk
.*/ L5.*73/ -3=-3*/ <*

A
-=73

k = 1, 2, 3
&

� 0)/0 4E5F7* 4=,-=/5)?*
uk

L;30S*)? . I;F75?0=)
u′

k = λkuk
� F70 5<, *? <*/ /=.7?0=)/ <7

?K- *
uk(t) = uk(0) eλkt &

�=,,*
| eλkt |=| eρkt |

� =) 5 5.=3/ .*/ <*7+ 45/ /70L5)?/ T
@ /0

ρk < 0
� .* - =0)? < I;F70.0>3* */? /?5>.* <5)/ .5 <03*4?0=) <7 L*4?*73 -3=-3* 5//= 40; 	

λk
&

@ /0
ρk > 0

� .* - =0)? */? 0)/?5>.* <5)/ .5 <03*4?0=) <7 L*4?*73 -3=-3* 5//= 40; 	
λk

&
�) /* 35, 8)* - =73 4E5F7* <03*4?0=) -3=-3* 57+ 45/ -3;4;<*,,*)? ;?7<0;/ &

2 .5�=)/ )=7/ <5)/ .* 45/ =� 0. K 5 7)* L5.*73 -3=-3* 3;*..* *? <*7+ L5.*73/ -3=-3*/
4=,-.*+*/ 4=)�7B7;*/ & H5 3*-3;/*)?5?0=) <*/ L5.*73/ -3=-3*/ <* .5 , 5?304* � 54=>0*))*

A
<5)/ .* -.5) 4=,-.*+* - *3, *? < I;?7<0*3 .* 4=,- =3?*, *)? <7 /K?8, * & 6 *7+ 45/ /* -3;/*)?*)?
5.=3/ T

•
X=0? .* /K/?8, * /* <;/?5>0.0/* -53 -5//5B* <* . I5+* <*/ =3<=));*/ <* .5 L5.*73 -3=-3*
3;*..* &
�. K 5 <*7+ /=7/@45/ T
@ /=0? 0. K 5 *7 7)* >30/73* <* /K, ;?30* <5)/ . I;L=.7?0=) <7 /K?8, * � 4 I*/? 7)* >0P73@

45?0=) P=734E* &
@ /=0? 0. ) IK 5 -5/ *7 >30/73* <* /K, ;?30* *? 4 I*/? 7)* >0P7345?0=) )=*7<@4=.
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��� � G � 6;/?5>0.0/5?0=) -53 -5//5B* < I7)* L5.*73 -3=-3* 3;*..*

•
X=0? .* /K/?8, * /* <;/?5>0.0/* -53 -5//5B* <* . I5+* <*/ =3<=));*/ <*/ <*7+ L5.*73/
-3=-3*/ 4=,-.*+*/ 4=)�7B7;*/ & �. K 5 5.=3/ *7 7)* >0P7345?0=) <* Q=-P &

��� � J � 6;/?5>0.0/5?0=) -53 -5//5B* <* <*7+ L5.*73/ -3=-3*/ 4=,-.*+*/ 4=)�7B7;*/

� 0)/0 � 	 7)* >0P7345?0=) 4=33*/- =)< 7) 4E5)B*, *)? <* /?5>0.0?; <7 /K/?8, * / I544=,-5@
B)5)? < I7) 4E5)B*, *)? <7 )=,>3* < I5??354?*73/ T

→
/=0? 7) 5??354?*73 <0/-535�? T 4 I*/? .5 45/ -53 *+*,-.* <* .5 >0P7345?0=) )=*7<@4=. � =�

.* /K/?8, * /* <;/?5>0.0/* -53 - *3?* <* /=) - =0)? 5??354?*73 � .=3/F7* 4*.7 0@40 P7/0=))*
5L*4 .* - =0)? S+* 0)/?5>.* &

→
/=0? 57 4=)?3503* 0. 5--535�? 7) )=7L*57 ?K- * < I5??354?*73 T 4 I*/? .* 45/ <* .5 >0P73@

45?0=) <* Q=-P =� .* - =0)? S+* <;B;)83* *) 7) 4K4.* .0, 0?* &
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� �� �� ����� ��� �� � ������ ����� ��� � ��� ���� ���� �� �� ������

V..*/ - *3, *??*)? <* 45354?;30/*3 <*/ ?K- */ <* ?35� *4?=03* <5)/ . I*/-54* <*/ -E5/*/ <*
<0, *)/0=)

n
& H* -30)40- * 4=)/0/?* 	 /* 35, *)*3 	 7)* ;?7<* <5)/

R2 -53 0)?*3/*4?0=) <*
.5 ?35� *4?=03* <5)/

Rn & �) 3*,-.54* . I;?7<* <7 /K/?8, * 4=)?0)7
X ′ = F (X)

<5)/
Rn -53

4*..* T

•
<* . I5--.045?0=) - =)4?7*..*

T
<5)/

R2 <;S)0* 50)/0 T
Mk+1 = T (Mk)

=�
Mk

*/? .*
�@08, * - =0)? < I0)?*3/*4?0=) <* .5 ?35� *4?=03* 5L*4 .* -.5) <* 4=7- * &

•
=7 <* . I5--.045?0=)

g
<0?* <* ���� ��� ���#�� <;S)0* 50)/0 T

xk+1 = g(xk)
=�

xk
*/?

. I5>/40//* <7 �@08, * -=0)? < I0)?*3/*4?0=) <* .5 ?35� *4?=03* 5L*4 .* -.5) <* 4=7- * &

H*/ 45/ ?K-0F7*/ =>/*3L;/ T

→
.5 /=.7?0=) */? - ;30=<0F7* <5)/

Rn �4 I*/? 7) 4K4.* .0, 0?*� T .5 /*4?0=) <* 2=0)453;
*/? 7) - =0)? &

→
.5 /=.7?0=) */? F75/0@- ;30=<0F7* 	 <*7+ P3;F7*)4*/

f1
*?

f2
& �) <0/?0)B7* <*7+ 45/

/*.=) F7* .* 35-- =3?
r = f1/f2

*/? 35?0=))*. =7 -5/ T
@ /0

r
) I*/? -5/ 35?0=))*. T .5 /*4?0=) <* 2=0)453; */? 7)* 4=73> * P*3, ;* &

@ /0
r

*/? 35?0=))*. T .5 /*4?0=) <* 2=0)453; /* 4=,-=/* <* F7*.F7*/ - =0)?/ &

→
.5 /=.7?0=) */? 5- ;30=<0F7* T .5 /*4?0=) <* 2=0)453; */? 7) )75B* <* - =0)?/ &

� �� ������� � � ����������� �� ������

V) 'JC: � H=3*)W 5 ;?7<0; )7, ;30F7*, *)? 7) /K/?8, * <* ?3=0/ ;F75?0=)/ <0
 ;3*)?0*..*/
4*)/; 3*-3;/*)?*3 B3=//083*, *)? .5 4=)L*4?0=) ?E*3, 0F7* <5)/ . I5?, =/-E83* �=>?*)7 	 -53@
?03 <*/ ;F75?0=)/ <* � 5L0*3@X?=�*/� & � I*/? 7) *+*,-.* 4;.8>3* <* /K/?8, * <0
;3*)?0*. 57
4=,- =3?*, *)? 4E5=?0F7* - =73 4*3?50)*/ L5.*73/ <*/ -535, 8?3*/ &

M �� �� ��� ������#�� �� �#����

H* /K/?8, * <K)5, 0F7* / I;430? T

x′ = σ(y − x)

y′ = rx − y − xz

z′ = xy − bz

H I*/-54* <*/ -E5/*/ */? ?30<0, *)/0=))*. & H*/ L5.*73/ <*
σ

*?
b

/=)? S+;*/ � 3*/- *4?0@
L*, *)? 	 '� *? G�: & H5 -535, 8?3* <* 4=)?3� .* */?

r
F70 */? - =/0?0P & 2EK/0F7*, *)? �

r
*/?

-3=- =3?0=))*. 57 B35<0*)? ?E*3, 0F7* L*3?045. 0,-=/; 57 �70<* �
σ

57 )=,>3* <* 235)<?. *?

b
	 . I;.=)B5?0=) <* .5 > =�?* 4=)?*)5)? .* P7 0<* &
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H5 /=.7?0=) ?30L 05.*
x = y = z = 0

<7 /K/?8, * 4=33*/- =)< -EK/0F7*, *)? 	 7) 3;B0, *
=� .* �70<* */? 57 3*- =/ *? =� .5 4E5.*73 /* ?35)/, *? 7)0F7*, *)? -53 <0
7/0=) , =.;47.503*
�;?5? 4=)<74?0P � & 2=73

r
B35)< � 4*? ;F70.0>3* */? 0)/?5>.* *? 0. .50//* .5 -.54* 	 <*/ 3;B0, */

=� .* ?35)/P*3? <* 4E5.*73 */? 3;5.0/; -53 <0
7/0=) *? -53 4=)L*4?0=) &

M �� �� ���������� �� �#����

�) 4E*34E* .*/ - =0)?/ < I;F70.0>3*
(x, y, z)

L;30S 5)?
x′ = y′ = z′ = 0

& 2=73
r < 1

� 0. ) IK
5 F7 I7) /*7. - =0)? < I;F70.0>3* � . I=30B0)*

(0, 0, 0)
& V? � - =73

r > 1
� 0. K 5 <*7+ 57?3*/ - =0)?/ T

(
√

b(r − 1),
√

b(r − 1), r − 1)
*?

(−
√

b(r − 1),−
√

b(r − 1), r − 1)
&

H I;?7<* <* .5 /?5>0.0?; <*/ - =0)?/ < I;F70.0>3* 3*- =/* /73 .* /0B)* <* .5 -53?0* 3;*..* <*/
L5.*73/ -3=-3*/ <* .5 , 5?304* � 54=>0*))*

A
=>?*)7* *) .0);530/5)? .* /K/?8, * 57?=73 < I7)

- =0)? < I;F70.0>3* & H I*+-3*//0=) <* .5 , 5?304* � 54=>0*))*
A

<7 /K/?8, * */? T

A =







−σ σ 0

r − z −1 −x

y x −b







M �� �M ���� ����� �� �!��������� ���

�7 -=0)?
(0, 0, 0)

� .*/ L5.*73/ -3=-3*/
λ

<* .5 � 54=>0*))*
A

A =







−σ σ 0

r −1 0

0 0 −b







/=)? /=.7?0=)/ <* . I;F75?0=) /70L5)?* T

(λ + b)
(

λ2 + (1 + σ)λ + σ(1 − r)
)

= 0

2=73
r < 1

� 0. K 5 ?3=0/ 3540)*/ 3;*..*/ );B5?0L*/ � . I;F70.0>3* */? <=)4 /?5>.* &
2=73

r > 1
� 7)* <*/ L5.*73/ -3=-3*/ */? - =/0?0L* T . I;F70.0>3* */? <=)4 0)/?5>.* & �. K 5

7)* >0P7345?0=) F75)<
r = 1

T 4 I*/? 7)* >0P7345?0=) P=734E* 43;5)? .*/ <*7+ 57?3*/ - =0)?/
< I;F70.0>3* &
V)

r = 1
� . I;F70.0>3* */? <0? , 53B0)5. &

M �� �$ ���� ����� ��� ���������� �#��
r > 1

2=73 .*/ <*7+ 57?3*/ - =0)?/ < I;F70.0>3* � .*/ L5.*73/ -3=-3*/ <* .5 � 54=>0*))* /=)? /=.7@
?0=)/ <* . I;F75?0=) *)

λ
T

λ3 + (σ + b + 1)λ2 + b(σ + r)λ + 2σb(r − 1) = 0

X*.=) .*/ L5.*73/ <7 -535, 8?3*
r
� 4* - =.K)�,* <* <*B3; ?3=0/ - *7? 5L=03 ?3=0/ 3540)*/

3;*..*/ );B5?0L*/ �.*/ ;F70.0>3*/ /=)? <=)4 /?5>.*/� =7 >0*) 7)* 3540)* 3;*..* *? <*7+ 3540)*/
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4=,-.*+*/ 4=)�7B7;*/ &

�) - *7? 4E*34E*3 / I0. *+ 0/?* 7)* L5.*73 430?0F7* <*
r

- =73 .5F7*..* .*/ ;F70.0>3*/ <*@
L0*))*)? 0)/?5>.*/ & H5 <;/?5>0.0/5?0=) <* 4*/ ;F70.0>3*/ -53 4E5)B*, *)? <* /0B)* < I7) L5.*73
-3=-3* 3;*..* */? 0,- =//0> .* 453 /0

λ = 0
=) 5 P=34;, *)?

r = 1
& �) - *7? <=)4 3*4E*34E*3

- =73 F7*..*/ L5.*73/ <*
r

=) - *7? =>?*)03 <*7+ 3540)*/
iω

*?
−iω

<* -53?0* 3;*..* )7..* & V)
3*- =3?5)? .5 L5.*73

λ = iω
<5)/ . I;F75?0=) � =) =>?0*)? .*/ <*7+ 4=)<0?0=)/ T

−ω2(σ + b + 1) + 2b(r − 1)σ = 0

−iω3 + iωb(σ + r) = 0

H I;.0, 0)5?0=) <*
ω2 *)?3* .*/ <*7+ ;F75?0=)/ - *3, *? < I=>?*)03 .5 L5.*73

rc
430?0F7* T

rc =
σ(σ + b + 3)

(σ − b − 1)
2=73 .*/ L5.*73/

σ = 10
*?

b = 8/3
� .5 L5.*73 430?0F7* */?

rc = 470/19 ' 24, 73
&
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