N

N

Résolution numérique des équations d’Euler 1D

Eric Goncalves da Silva

» To cite this version:

Eric Goncalves da Silva. Résolution numérique des équations d’Euler 1D. Engineering school. Institut
Polytechnique de Grenoble, 2008, pp.59. cel-00556980

HAL Id: cel-00556980
https://cel.hal.science/cel-00556980

Submitted on 18 Jan 2011

HAL is a multi-disciplinary open access L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
archive for the deposit and dissemination of sci- destinée au dépot et a la diffusion de documents
entific research documents, whether they are pub- scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
lished or not. The documents may come from émanant des établissements d’enseignement et de
teaching and research institutions in France or recherche francais ou étrangers, des laboratoires
abroad, or from public or private research centers. publics ou privés.


https://cel.hal.science/cel-00556980
https://hal.archives-ouvertes.fr

INSTITUT POLYTECHNIQUE DE GRENOBLE

RESOLUTION NUMERIQUE DES
EQUATIONS D'EULER
MONODIMENSIONNELLES

Eric Goncalvés - novembre 2008 - ENSE3






Table des matiéres

1 RAPPEL - CLASSIFICATION DES EDP

1.1 Equations elliptiques . . . . . . . . . .. e
1.2 Equations paraboliques . . . . . . . . . . ... .o
1.3 Equations hyperboliques . . . . . . . . . ... Lo
1.3.1 Origine physique . . . . . . . . . ..
1.3.2 Equations types. . . . . . . . . . e
1.3.3 Caractéristiques . . . . . . . . . ..
1.3.4 Domaines de dépendance et d’influence. . . . . . . .. ... ... ..
1.3.5 Forme conservative et non-conservative . . . . . . . . ... ... ...

1.3.6 Discontinuité - relation desaut . . . . . . . . .. ... ... .. ...

LES EQUATIONS D’EULER QUASI 1D

2.1 Variable conservative . . . . . . . . ...

2.2 Variable primitive . . . . . . ...

2.3 Propriétés - Hyperbolicité - Courbes caractéristiques . . . . . . . . ... ..
2.3.1 Courbes caractéristiques des équations d'Kuler . . . . . . . ... ..
2.3.2 Relations de compatibilité . . . . . . . ... .00

LE PROBLEME DE RIEMANN

RESOLUTION NUMERIQUE
4.1 Propriétés - théoréme de Lax-Wendroff . . . . . . . . ... ... .. ... ..
4.2 Diffusion et dispersion numérique . . . . . . . . .. ...
4.2.1 Equation modifiee . . . . .. .. ... o
4.2.2 Diffusion numérique . . . . . ...
4.2.3 Dispersion numérique . . . . .. ..ol
4.3 Discrétisation spatiale des équations d’Euler quasi 1D . . . . . . . . . . ..
4.4 Intégration temporelle - Pas de temps local . . . .. .. .. ... ... ...
4.5 Les schémas de type Lax-Wendroft . . . . . . .. .. ... ... ... ....
4.5.1 Formulationde base . . . . . .. .. ... .. L.
4.5.2 Schéma de Richtmeyer . . . . . . .. ... ... L.
4.5.3 Schéma de MacCormack . . . . . . . ... ... ... ... .. ...
46 Lesschémascentrés . . . . . . . . . . ..
4.6.1 Formulationde base . . . . . .. .. ... .. ...
4.6.2 Schéma centré avec dissipation de Jameson-Schmidt-Turkel . . . . .
4.7 Schéma a décomposition de flux ou FVS (Flux Vector Splitting) . . . . . . .
4.7.1 Préliminaire - schéma décentré amont . . . . .. ... .. ... ...

4.7.2 Généralisation aux lois de conservation . . . . . . . . . ... ... ..

10

11
11
12
12
13
15

16



4.8

4.9

4.10

4.11

4.12

4.7.3 Schéma FVS de Steger et Warming . . . . . . . ... ... ... ...
4.74 Schéma FVSde Van Leer . . . . . . ... .. ... ... .....
Solveurs de Riemann, schémas FDS . . . . . . . ... ... ... ...
4.8.1 Schéma de Godunov . . . . . .. .. ..o
4.8.2 SchémadeRoe . . ... . ... .. ... ...
4.83 Schémas HLL . . . . . . . .. .. . o
Schéma AUSM de Liou et Steffen . . . . . . . .. ... ... ... ... ...
4.9.1 Formulationdebase . . . . . .. . ... .. Lo
4.9.2 Schéma AUSM+ de Liou . . .. ... ... .. ... ... ......
Schémas ENO et WENO . . . . . . . ..o o o
4.10.1 La reconstruction ENO pour une loi de conservation scalaire . . . . .
4.10.2 Extension aux systémes de lois de conservation . . . .. .. .. ...
4.10.3 Schémas WENO . . . . . . .. . ... ...
Extension au second ordre, propriété TVD et limiteurs . . . . . . ... ...
4.11.1 La reconstruction MUSCL . . . . . . ... .. ... ... ... ..
4.11.2 Schémas TVD et limiteurs . . . . . . . .. . .. ... ... ......
Phase implicite . . . . . . . ..
4.12.1 Description du schéma implicite de base . . . . . .. . ... .. ...

4.12.2 Description d’un traitement implicite sans matrice . . . . . .. . ..

5 LES CONDITIONS AUX LIMITES ET INITIALES

5.1 Les conditions aux limites - Méthode des caractéristiques . . . . . . . . . ..

5.2 Discrétisation des relations de compatibilité . . . . . .. ... 0.

5.3 Les conditions initiales . . . . . . . ... L Lo
Références

6 LE CODE DE CALCUL

6.1
6.2
6.3
6.4
6.5

Adimensionnement des équations . . . . .. ... Lo
Structure du code . . . . . . .
Le terme source . . . . . . . . L e
Les conditions aux limites . . . . . . . . . . . . ... ...

Exercices . . . . . L

49
49
49
90

51



1 RAPPEL - CLASSIFICATION DES EDP

Considérons une EDP du second ordre ayant la forme suivante :

@ a2 Oxdy cayQ ox e@y “=9

dans laquelle u est une fonction de deux variables = et y.
On dit que I'équation (1) est :

e hyperbolique ssi b* — 4ac > 0

e parabolique ssi b?> — 4ac = 0

o elliptique ssi b? — 4ac > 0

Remarque 1 : la terminologie utilisée dans cette définition est basée sur la classification

des coniques du plan. On rappelle que la conique d’équation :
azx® +bry +cy’ +dr +ey+ f=0

est une hyperbole (resp. une parabole, une ellipse) ssi b2 —4ac est positif (resp. nul, négatif).

Remarque 2 : Si les coefficients a, b, ..., g dépendent des variables = et y, le type de
I'équation (5) est local. L’équation est hyperbolique au point (zq,yo) ssi b(wo,y0)? —
4@(%’0,3/0)6(1’0,3/0) > 07 etc.

Remarque 3 : le type de ’EDP est invariant par changement de base.

1.1 Equations elliptiques

Les équations elliptiques régissent les problémes stationnaires, d’équilibre, généralement
définis sur un domaine spatial borné € de frontiére I' sur laquelle I'inconnue est soumise a

des conditions aux limites, le plus souvent de type Dirichlet ou Neumann.

Le probléeme elliptique type est celui fourni par 1’équation de Laplace (ou de Poisson)

soumise & des conditions aux limites, par exemple de Dirichlet :

—Au=f dans

U = Ug sur I

Exemples : Equation de la chaleur en stationnaire, équation de Laplace pour le potentiel des

vitesses dans le cas d’un écoulement plan, permanent, d’un fluide parfait incompressible.



1.2 Equations paraboliques

Les équations paraboliques régissent les problémes d’évolution ou instationnaires dans les-
quels intervient le mécanisme de diffusion ou de dissipation. Ces problémes sont généra-
lement définis sur un domaine spatial borné 2 de frontiére I' sur laquelle I'inconnue est
soumise a des conditions aux limites du méme type qu’en elliptique (quelquefois elles-
mémes instationnaires), ainsi qu’a des conditions initiales.

Le probléme elliptique type est celui fourni par ’équation de la chaleur soumise & des

conditions aux limites, par exemple de Dirichlet, ainsi qu’a des conditions initiales :

oT 0T
E = aw dans Q
T =1 sur T

T(x,0) = f(z) dans

1.3 Equations hyperboliques
1.3.1 Origine physique

Les équations hyperboliques modélisent la propagation d’ondes sans dissipation.

En linéaire, c’est par exemple la propagation du son dans un milieu homogéne. En électro-
magnétisme, les équations de Maxwell sont hyperboliques et linéaires.

En non linéaire, les équations hyperboliques sont ’expression de lois de conservation. Par
exemple, les équations d’Fuler expriment la conservation de la masse, de la quantité de

mouvement et de I’énergie totale dans un fluide parfait compressible.

1.3.2 Equations types

Pour une grandeur w(x,t) on distingue deux grands types d’équation hyperbolique :

e Le premier type d’équation du cas hyperbolique est 1’équation des ondes homogénes :

0*w ) *w

o2~ o2

e Le deuxiéme type du cas hyperbolique conduit & la définition suivante :

Soit A une matrice n x n. Le systéme (linéaire ou non) du premier ordre

({9710 . ow
Ot

est hyperbolique ssi la matrice A est diagonalisable & valeurs propres réelles, pour tout w.



Dans le cas scalaire (n = 1), le systéme se raméne a I’équation de convection pure :
ow n ow 0
- C— =
ot ox
1.3.3 Caractéristiques

a) Caractéristiques pour les équations du premier type

Considérons 1’équation hyperbolique suivante :

0%u 0%u 9%u

_ 2
aw+bm —1—0(9—y2 =0 avechb”—4ac>0

Cette équation peut s’écrire dans un autre jeu de coordonnées (X,Y) :

&%u d%u 9%u ou ou
Aoxz * Boxay t Cave T Pax T Py =0

ou A, B, C, D et FE sont fonctions de a, b, ¢ et des dérivées de XY par rapport & z, y.

Dans le but de déterminer une forme canonique de ’'EDP, nous pouvons chercher s’il existe

des coordonnées (X,Y) telle que A = 0 ou C = 0, ce qui revient a résoudre 1’équation

dy 2 dy _

Nous obtenons ainsi deux équations différentielles ordinaires (EDO) :

suivante :

@_b—l—\/b2—4ac ot dﬁ_b—\/b2—4ac
de 2a dx 2a

Celles-ci sont appelées les équations caractéristiques. En résolvant ces deux équations
nous obtenons les courbes caractéristiques. Et les nouvelles coordonnées (X (z,y), Y (z,y))
sont les coordonnées caractéristiques. Aprés ce changement de coordonnées, nous aurons
une EDP de la forme :

0%u ou ou

vr ou 10U
axay " Rax TRy =0

Remarque : Dans le cas ou les coefficients a, b et ¢ sont constants, les caractéristiques sont

des droites.

Pu 0%

Exemple : Considérons 1’équation yQW -z 902 = 0. Les équations caractéristiques sont :
x Y
dy /4r2y? = ) dy — —+/4x2y? x
_—_e————__ = — e —_— M — = ——
dx 292 Y dz 292 Yy



Nous obtenons ainsi ’équations des deux courbes caractéristiques :

2 _ 2 2 4 .2
- x
Y 5 = cte et Y ; = cte
2 _ .2 24 .2
x x
Les coordonnées caractéristiques sont : X (z,y) = Y 5 et Y(z,y) = Y —g
Et la nouvelle expression de ’'EDP :
0%u Y ou X ou

OX0Y ~ 2(X2-Y?)0X 2(XZ-Y?)9Y
b) Caractéristiques pour I’équation de convection

Considérons I’équation de convection d’une grandeur w(z,t) & une vitesse ¢ constante ou

non :

ou v
ot Cax_

Dérivée le long d’une courbe

On introduit la notion de dérivée de la grandeur w par rapport au temps le long d’une
courbe C du plan (z,t). On se limite au cas des courbes décrites par une équation du type
x = X (t). Cette notion de dérivée est facile & saisir intuitivement : on regarde la variation

de w en suivant la courbe C et on dérive par rapport au temps.

On définit la dérivée de la grandeur w(z,t) par rapport au temps le long de la courbe C

d’équation x = X (t) par :
dw dw ow Ow [dx
7Y - o x e el it
(dt)c dt( (1), 1) ot | oz <dt>c

Construction des solutions avec une famille de courbes

dx
A partir de la définition ci-dessus, on constate que si le long de la courbe C, <> =c,
C

alors la dérivée de w le long de la courbe est nulle : (dw) = ow + ca—w = 0.

dt ). ot ox
On montre ainsi que la résolution de 'EDP de départ se raméne & la résolution d’un
systéme d’EDO. Ce systéme définit une famille de courbes que 'on nomme courbes ca-
ractéristiques. Cette méthode peut aussi s’interpréter comme un changement de variable.
Sa validité cesse lorsque les courbes caractéristiques se coupent. Ce cas correspond a ’ap-
parition de singularités dans la solution de I’équation de convection (ondes de choc par

exemple).



La méthode des caractéristiques consiste donc a remplacer la résolution de 'EDP par la
recherche d’une famille de courbes C d’équation = X (¢) et d’une famille de fonctions w¢

solutions du systéme d’équations différentielles ordinaires couplées :
()
J— — C
d
dw
ow

w
Exemple : Résolution de I'équation de convection — 4+ co—=— = 0 avec la condition

ot ox

initiale w(x,0) = wo(z) et une vitesse ¢y constante. Le systéme d’EDO a résoudre est :

T = Co
w = 0
avec les conditions initales [x(0),w(0)] = [a, wo(a)]. On en déduit alors :

r=X(t)=a+cot et we = wo(a) = wo(r — cot)

Les courbes caractéristiques sont donc des droites paralléles de pente 1/¢o dans le plan (z,t)
et la grandeur w est invariante le long de ces droites. On en déduit que w(z,t) = wo(x—cot).

La grandeur w est dans ce cas appelée un invariant de Riemann.

¢) Caractéristiques pour un systéme de lois de conservation

Considérons un systéme de lois de conservation d’ordre n sous la forme non-conservative :

ow ow

ou la matrice A est diagonalisable & valeurs propres réelles Ag(w).

=0

Ce systéme d’EDP peut se transformer en un systéme d’EDO faisant intervenir la dériva-
tion des solutions le long de courbes caractéristiques dont le tracé dépend lui-méme des
solutions. Cette transformation permet une interprétation géométrique des solutions dans
le plan (z,t) et conduit souvent a des résolutions analytiques ou numériques.

Cette méthode des caractéristiques n’est plus valide lorsque les courbes caractéristiques se
coupent. C’est le cas lorsque des discontinuités existent (ondes de choc en Euler). Dans ce

cas, il n’y a pas unicité de la solution.

On introduit un vecteur propre a gauche Ly de la matrice A (ie Ly A = A\ Ly). On multiplie
le systéme d’EDP par ce vecteur propre. Il vient :

(G + a5 ) = b (5 + w5 ) = o @)



Pour k fixé, on introduit une famille de courbes C*¥ définies par 'EDO ;

dx
a Ak (w)

L’équation (2) peut alors se réécrire :

ow ow (dx dw
L= + 2= (= = L. (= =
k<6t " o <dt>ck> k<dt>ck ’

Ou plus simplement :

d :
Ly, d—lf =0 sur la courbe C* (3)

Les courbes C* constituent une famille de courbes caractéristiques. Si w est continue

alors il passe une courbe caractéristique et une seule en chaque point du plan (z,t).

En considérant n vecteurs propres linéairement indépendants, on peut former n équations
scalaires de la forme (3), linéairement indépendantes, et remplacer le systéme de n EDP
par un systéme de n EDO. Cette simplification du probléme s’opére toutefois au prix d’un
couplage entre les équations définissant les courbes caractéristiques et les équations (3)

valables sur ces courbes, puisque les valeurs propres \x(w) dépendent de I'inconnue w.

Remarque : Une méthode importante permettant de traiter le probléme de ’absence d’uni-
cité des solutions dans le cas on apparaissent des discontinuités consiste & introduire un
terme de viscosité. Le systéme & considérer s’écrit :

ow 67111

N + A(w) o eAw

ou € est un petit parameétre de viscosité que l'on appelle artificiel (car non physique).
On constate alors que les solutions de ce systéme sont réguliéres, les discontinuités ont

disparu.
1.3.4 Domaines de dépendance et d’influence
Une propriété fondamentale des problémes hyperboliques est I'existence de domaines de

dépendance et d’influence.

Dans le plan (z,t), pour un point M fixé, il existe un domaine Dj; qui influence la solution
au point M. Ce domaine, appelé domaine de dépendance du point M, est délimité par les

courbes caractéristiques qui passent par M.



Dans le plan (z,t), pour un point P fixé sur 'axe des abscisses, il existe un domaine Dp
influencé par la solution au point P. Ce domaine, appelé domaine d’influence du point P,

est délimité par les courbes caractéristiques qui partent de P.

I\ I\ .
‘. domainedinfluence -~ M
N " domainede~.
" ~7 dependance .
9 - x - X

FiG. 1 — Domaine de dépendance et d’influence

1.3.5 Forme conservative et non-conservative

Considérons un systéme de lois de conservation d’ordre n écrit pour un vecteur w(z,t) :

ow | 9f(w)

S o = 0 avec w(zx,0) = wy(x) (4)

ou f est une fonction non linéaire dite fonction de flux. Le systéme (4) est dit sous

forme conservative ou forme divergence.

Exemple : I’équation de Burgers monodimensionnelle :

ou 0 [ u?
o + o <2> =0 avec u(x,0) = up(x)

Si w(,x,t) est une solution réguliére vérifiant le systéme (4), on peut évaluer le terme de
dérivée de la fonction flux en introduisant la matrice jacobienne de f par rapport & w. On

obtient alos le systéme sous forme non-conservative :

ow A ow

e + (w)% =0 avec w(z,0) = wo(z)

Ofi(w)
810]‘ ’

ot la matrice A(w) = f/(w) est la jacobienne de f : A;; =

A est diagonalisable pour tout w a valeurs propres réelles.



Exemple : La forme non-conservative de I’équation de Burgers est :

ou o _
ot u@x_

0 avec u(z,0) = ug(x)

1.3.6 Discontinuité - relation de saut

Méme dans le cas o1l la fonction de flux f et la solution initale sont réguliéres, il peut appa-
raitre des discontinuités et des solutions non réguliéres (formation de chocs). Les solutions
du systéme ne sont pas nécessairement de classe C', on parle alors de solutions faibles

du systéme.

Pour une solution faible (discontinue), on peut introduire des relations de saut au tra-
vers de la discontinuité (par exemple les relations de Rankine-Hugoniot en fluide parfait

compressible).

Supposons qu’une solution faible w soit discontinue le long d’une courbe I' réguliére dans
le plan (z,t). Cette courbe I' sépare le plan en deux régions 1 et 2. On note w; et wo
les restrictions de w & 1 et 2 que 'on suppose réguliéres. On désigne par 7 la normale a
I dirigée vers l'extérieur de €1 de composante (n,,n¢). La relation de saut de 'inconnue

w et de la fonction de flux au travers de la courbe I' s’écrit :

(w1 —wo)ne + (f(wr) — f(w2))ny = 0

t
A r
Q,
Q,
n
0 -

Fia. 2 — Solution discontinue le long d’une courbe

10



2 LES EQUATIONS D’EULER QUASI 1D

Considérons un fluide parfait s’écoulant dans une conduite monodimensionnelle, de
direction x et de section non constante A(z). Notons p la masse volumique, u la vitesse
et E Iénergie totale du fluide (somme de I’énergie interne e et de ’énergie cinétique %UQ)
On note H 'enthalpie totale du fluide H = E + p/p. On suppose que le fluide est un gaz
parfait avec v = 1,4 et r = 287kJ/kg.K. La pression est donnée par la loi d’état :

1
,UZ)

p=prT=-1pE -

Cet écoulement est régi par les équations d’Fuler quasiment monodimensionnelle.
u_ A
X \

FiG. 3 — Ecoulement quasi 1D

2.1 Variable conservative

Le systéme des équations d’Euler quasi 1D s’écrit sous forme conservative :

ow  O0F(w)
E+ o = S(w) (5)

ou w désigne le vecteur des variables conservatives :

pA
w=| pud
pEA

F(w) est le vecteur flux :

puA
Flw) = (o + p) A
(pE + p)uA = pHuA

11



S(w) est le vecteur terme source :

2.2 Variable primitive

Le systéeme des équations d’Euler quasi 1D s’écrit en variables primitives p, u,p :

9 9  Ou pu dA
ot Yoz T Poz A dz
ou ou 1@

ot "o T poe =0
Op Op 0u puc? dA
ot +ué?ar: +pe oxr A dx

ot ¢ désigne la célérité du son (c? = yrT).

2.3 Propriétés - Hyperbolicité - Courbes caractéristiques

Notons A la matrice jacobienne du flux F' par rapport aux variables conservatives. L’ex-

pression de la matrice A est :

_OF T—3 o

A= — =
ow 2

Le systéme d’équations (5) peut donc s’écrire :

ow A ow

e + o S(w) (6)

On peut montrer que la matrice A est diagonalisable et posséde trois valeurs propres réelles
distinctes A;. Il en résulte que le systéme des équations d’Euler est de type hyperbolique.

On diagonalise A sous la forme A = RAR™!. Les expressions des matrices sont :

1 1 1
u—c 0 0
R= uU—c U u-+c
A= 0 U 0 w2
0 0 u+c H — uc 5 H + uc

12



i (v — Du® + 2uc] —% [(y = 1u+ WT_l
et oo o ohy
M- vut 2w Ll -nu-d 12
Le systéme devient alors :
8@72/ + A%—Z/ = R'S avec W =R ‘w (7)

Le systéme des équations d’Euler constitue un systéme d’équations hyperboliques non li-
néaires. Une propriété importante d’un tel systéme est le fait que, méme avec des conditions
initiales et aux limites parfaitement réguliéres, il peut apparaitre au bout d’un temps fini
des solutions discontinues (apparition d'une onde de choc). La solution n’étant plus diffé-
rentiable en tous points, I’équations (5) n’a plus de sens sur la discontinuité. Cependant
la forme intégrale des équations bilan reste évidemment valable. On peut lécrire sur un

domaine €2 de frontiére ¥ et de normale extérieure n :

a/wdQJr]{F.ndz:/SdQ (8)
ot Jq b Q

En présence d'une discontinuité, les relations de saut entre les états amont et aval sont
appelées relations de Rankine-Hugoniot. On appelle alors solution faible de I’équation
(5), une solution continiiment différentiable par morceaux de I’équation (5), composée lo-

calement de discontinuités vérifiant les relations de saut.

2.3.1 Courbes caractéristiques des équations d’Euler

Les valeurs propres A; de la matrice jacobienne A du flux sont :
AM=u—c ; Ay =1 ; A3=u+c

Notons Ly, les vecteurs propres & gauche de la matrice A (vecteurs-lignes de la matrice R~1
vérifiant Ly A = A\pLy) -

r,,2
u uc &
Ly = |+ —u — 1
1 _2+’7_1> U 7_1a:|
r,,2 2
L2 = U7_ ¢ ,—u,1:|
12 ~v-1
Ly = Lo ¢
3 — _2 ,7_17 ")/—1’

13



Le systéme hyperbolique posséde trois familles de courbes caractéristiques 'y, définies par :

ox
Iy : — = 9
¥ otk ©)
A chaque famille I';,, on peut associer une équation sous forme caractéristique qui s’écrit :

)
Lka—zf =0 surly (10)

Les trois équations sous forme caractéristiques forment un systéme d’équations différen-
tielles équivalent au systéme de départ pour les solutions réguliéres. La difficulté qui subsiste
dans la résolution de Iéquation (10) valable sur les courbes I'y réside dans son couplage
avec ’équation (9) définissant les courbes I'y. Autrement dit on ne peut pas, en général,
trouver d’abord les courbes I'y et résoudre ensuite les équations sur ces courbes.

Dans certains cas, ’équation sous forme caractéristique peut étre intégrée exactement sous
la forme : I, = cte sur I'y. La quantité I est alors appelé un invariant. Poincaré a démontré
que tout systéme hyperbolique ne comportant que deux équations posséde deux invariants
I et Is.

L’expression des équations sous forme caractéristique pour Euler 1D est :

dp du dx

u Py = 0 surl“l.%—u—c
ds dx
i 0 surl's : i

dp du dx

— — = Iy3: — =

7 + pc 7 0 surl's 7 u+c

On constate que 'entropie s est un invariant sur les trajectoires des particules fluides.
L’écoulement est dit isentropique. Dans le cas particulier, assez fréquent, ol I’écoulement
est homentropique (s est constante partout), le probléme peut étre décrit avec deux in-
connues seulement. On sait qu’un systéme hyperbolique de deux équations posséde né-
cessairement deux invariants. Ces deux invariants R et R~ sont appelés invariants de
Riemann. Ils se conservent lorsqu’on se déplace & la célérité du son, dans un sens ou dans

I’autre, par rapport & un repére lié & une particule fluide.

Les équations intégrées sous forme caractéristique sont :

2
R =u-— ¢ = cte surFlz—x:u—c
v—1 dt
2 d
R+:u+7_cl = cte surfg:d—f:u—i—c
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Ceci peut étre mis sous la forme équivalente suivante (en incluant le terme source) :

Q B 2c bo(u- )2 B 2c

ot “ v—1 “ Caa: “ v—1
os  0s
ot "oz

O lur 2V 4 wrod (ur X
ot “ v—1 “ 689: “ v—1

2.3.2 Relations de compatibilité

uc dA

A dx

ucdA
A dx

Elles sont obtenues & partir du systéme (7) dont on rappelle 'expression :

ow oW

avec

Elles s’expriment sous la forme :

ou_Lop (0 10

ot pcot oxr pcdr)
9p 10p (% _10p\ _
ot 2ot or c2ox)

Oou 1 0p Oou 1 0Op B

ot * pc Ot +uto (837 * pcaw)
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3 LE PROBLEME DE RIEMANN

On appelle probléme de Riemann pour les équations d’Euler monodimensionnelles le pro-

bléme consistant & chercher une solution des équations avec la condition initiale suivante :

wr si o x <0
w(z,0) = wo(z) = (11)
wr si x>0

FiG. 4 — Condition initale du probleme de Riemann

La solution posséde une propriété d’auto-similitude car elle ne dépend que du rapport z/t.
On montre que la solution est constituée par au plus quatre zones dans lesquelles w est
constant, séparées par des ondes centrées c¢’est-a-dire des zones o w est fonction de z/t.
Eventuellement le nombre de régions peut étre réduit a trois auquel cas la région centrale

est une zone de vide notée (V).

Ces ondes centrées peuvent étre de trois types :
e Des faisceaux de détente isentropique notés (D) dans lesquels w(zx,t) est continue.
e Des discontinuités de contact & travers lesquelles la pression et la vitesse sont conti-
nues et seule la densité est discontinue. On appelle ces discontinuités lignes de glis-
sement notées (L).
e Des discontinuités de type ondes de choc notées (C) a travers lesquelles w(z,t) est

discontinue.

Suivant les valeurs du rapport PL et de la différence de vitesse uyp — ug, il existe cing
PR

configurations possibles notées (de gauche a droite) DLC, CLC, CLD, DLD et DVD.

Certains schémas numériques reposent sur la résolution d’un probléme de Riemann &

chaque interface de calcul, c’est-a-dire la détermination de la solution & chaque interface

16



de calcul & partir des états gauche et droit.

FiG. 5 — Les différents cas de solution du probléme de Riemann
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4 RESOLUTION NUMERIQUE

4.1 Propriétés - théoréme de Lax-Wendroff

Un certain nombre de notion est nécessaire lors de la résolution d’équations aux dérivées
partielles (EDP) au moyen de leurs équivalents discrétisés. Les trois principales sont la
convergence, la stabilité et la consistance. Ces trois propriétés permettent de relier la
solution exacte des équations continues a la solution exacte des équations discrétisées et a

la solution numérique obtenue. Ces différents liens, résumés sur la figure 6, sont :

e la stabilité est la propriété qui assure que la différence entre la solution numérique

obtenue et la solution exacte des équations discrétisées est bornée.

e la consistance est la propriété qui assure que la solution exacte des équations discré-
tisées tende vers la solution exacte des équations continues lorsque le pas de discré-

tisation (At et Ax) tendent vers zéro.

e la convergence est la propriété qui assure que la solution numeérique tende vers la (ou
une) solution exacte des équations continues. C’est évidemment la propriété la plus

recherchée!

E.D.P. Equation discrétisée

CONSISTANCE
( Solution exacte Solution discréte )

CONVERGENCE STABILITE

( Solution numerique )

FiG. 6 — Solutions exacte, numérique et discréte
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Ces propriétés sont liées les unes aux autres par des théorémes :

Le théoréme de Lax

Dans un probléme bien posé, et avec un schéma numérique consistant, la stabilité est une

condition nécessaire et suffisante pour la convergence.

Le théoréme de Lax-Wendroff

Si un schéma numérique consistant et conservatif converge lorsqu’on raffine les pas de
temps et d’espace, c’est-a-dire lorsque At — 0 et Az — 0, alors il converge vers une

solution faible des équations.

Remarques importantes sur le théoréme de Lax-Wendroff :

e Le théoréme ne garantit pas la convergence et le schéma peut étre instable.

o Le théoréme ne garantit pas I'unicité de la solution.

e Si le schéma converge, le théoréme ne garantit pas qu’il converge vers une solution

entropique.

En cas de discontinuité, 'unicité des solutions n’est pas garantie. On doit alors vérifier que
les solutions obtenues sont entropiques c’est-a-dire que ’entropie doit augmenter a la tra-
versée de la discontinuité. Certains schémas peuvent générer des solutions non entropiques

(le schéma de Roe par exemple).

4.2 Diffusion et dispersion numérique

Afin d’introduire les notions d’équation modifiée, de diffusion numérique et de dispersion
numérique, nous considérons le cas d’une équation scalaire de convection d’une grandeur
w(x,t) ala vitesse constante u :

a;; + ugj =0 (12)
On se place sur un maillage uniforme du plan (x,t) défini par des pas d’espace Az et
de temps At constants. On utilise une formulation aux différences finies pour discrétiser
l’équation et on note w}' = w(iAxz,nAt). La dérivée temporelle est approximée par un
schéma décentré d’ordre 1 et la dérivée d’espace par un schéma centré d’ordre 2. I’équation

de convection s’écrit alors :

n+1 n
w, T —w (w" Cw )
Ce qui peut s’écrire sous la forme :
n+l _ . n E n n 13
wit = wi = o (i —wily) (13)

t
Ouo= UA— est appelé nombre de Courant-Friedrichs-Lewy ou nombre de CFL.
x
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4.2.1 Equation modifiée

A cause des erreurs de discrétisation, la solution exacte de ’équation discrétisée (13) ne
satisfait pas exactement ’équation continue de départ (12) pour des valeurs finies de Ax et
At. En revanche, la solution de I’équation discrétisée satisfait une équation équivalente ap-
pelée équation modifiée. L’équation modifiée différe de I’équation différentielle de départ
par le terme d’erreur de troncature, différence entre I’équation initiale (12) et ’équation
discrétisée (13).

Par des développements de Taylor, on peut évaluer l'erreur de troncature ¢ :

e = ow + uaﬂ " wit —wy I uw{ﬂrl —wit
o \ot oz ), At 2Az
At (Pw\" Az? (Pw\" 9 A 4

Puisque w est solution de ’équation (12), ce terme peut se réécrire sous la forme :

At (*w\"
2 2 2
e=—-u"— | =5 O (At*, Ax
2 ( Ox2 >Z + ( ’ )
Notons w} la solution exacte de ’équation discrétisée (13), on a :
ow  ow\" G At (0%\"

< ot oz >z 2 <8x2 ; (Af, Az%)

Ce qui montre que la solution exacte de ’équation discrétisée ne satisfait pas exactement

I’équation différentielle initiale pour des valeurs finies de At et Ax.

Ainsi, pour le schéma numérique défini par ’équation (13), I’équation modifiée prend la

forme :

ow Bﬁw

ow | ow_ A (0w
ot ox 2

(%2) + O (At?, Az?)

Le schéma a pour équation modifiée une équation de convection-diffusion avec un coeflicient
de viscosité v = —uz% négatif (il est donc instable; les gradients, au lieu d’étre amortis,

sont amplifiés jusqu’a divergence du calcul).

4.2.2 Diffusion numérique
La notion de diffusion ou diffusivité numérique est liée aux schémas précis au premier ordre
pour lesquels ’équation modifiée est une équation de convection-diffusion de la forme :
ow ow 0w
D

ot TYor ~ Poaz
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ou D représente un coefficient de diffusion ou de viscosité.

Par exemple, considérons le schéma aux différences finies décentré amont :

n+1l __ n a n n
wp =Wy (wi _wifl)
L’équation modifiée s’écrit :
ow ow Ax 0*w

Az
Le coefficient de viscosité est donc D = 7(1 —0).
A méme condition de calculs, plus le terme de diffusion D est grand pour un schéma, plus

ce schéma est dit diffusif. En particulier, les discontinuités seront plus étalées.

Cette notion peut s’étendre & des schémas d’ordre plus élevé en considérant que le coefficient

de diffusion est le coefficient du plus grand terme de 'erreur de troncature.

4.2.3 Dispersion numérique

La notion de dispersion numérique est liée aux schémas précis au second ordre, pour lesquels

I’équation modifiée est de la forme :

ow ow PBw

ot " "or Mo (14)

L’équation (14) est appelée équation dispersive. Considérons la transformée de Fourier
de w(z,t) sous la forme :

+o00 .

w(zx, t) = / w(z, t)e*® da

—0oQ0
Puisque I’équation (14) est linéaire, on s’intéresse individuellement & chaque mode de Fou-
rier associé au nombre d’onde k et recherchons une solution de (14) sous la forme e*(b#=«1)
On obtient alors une relation appelée relation de dispersion : w = uk + puk3.
Cette relation indique que la vitesse de propagation du mode de Fourier caractérisé par
le nombre d’onde k se propage a la célérité ¢, = u + pk? qui est fonction de k. Ainsi, les
modes de Fourier avec différents nombres d’onde k£ se propagent a des célérités différentes
et sont donc dispersés au cours du temps. On observe que lorsque p tend vers zéro, la

vitesse de propagation des ondes tend vers une valeur commune qui est la vitesse u.
Par exemple, pour le schéma de Lax-Wendroff, la célérité ¢, < u, cela signifie que les

ondes se propagent moins vite que les discontinuités. On observe en pratique la présence

d’oscillations de la solution numérique en aval des chocs pour ce schéma.
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4.3 Discrétisation spatiale des équations d’Euler quasi 1D

Nous utilisons une formulation aux Volumes Finis. Le domaine de calcul est discrétisé en N
noeuds x; réguliérement espacés avec un pas Ax et le temps est discrétisé en intervalles de
pas At. Le principe de la méthode est d’intégrer sur une maille élémentaire [x;_1/2,%;_1 2]
les lois de conservation. Dans chaque maille, le vecteur des variables conservatives est

supposé constant. L'intégration au temps t = nAt g’écrit :

Tit1/2 Ti+1/2 OF Tit1/2
gt/ wda:—l—/ 86;w)d:n:/ Sdx

Ti—1/2 i—1/2 i—1/2

Notons G la valeur moyenne d’une grandeur G(z,t) sur la maille [%i_1/2,Zi11/2], au temps

t = nAt, définie par :
G = 1/““/2 Gla,t)d
i = Az . Z, X

i—1/2
Et désignons par w;® une valeur approchée de la valeur moyenne w;' sur la maille [z;_1 /2,741 2],

au temps t = nAt. Le systéme de lois de conservation peut s’intégrer selon :

aw? n0) n0 railld
A"EW iv12 — Filijg = AS;

La quantité I, i/, est une approximation du flux physique F(w) sur I'interface z; /s,

c’est le lux numérique sur 'interface considérée, fonction des états voisins de l'inter-
. n n n : - NETT

face : (Wi 41, Wit g9y -y Wi, ). Dans le cas le plus simple, le flux numérique a linterface

zi;1/2 ne dépend que des états directement voisins : w; et w;y1. La maniere dont on

approche les flux numériques en fonction de l'inconnue discréte détermine le schéma nu-

mérique.

Nous présentons dans la suite plusieurs familles de schémas numériques :
e Les schémas de type Lax-Wendroff
e Les schémas centrés (Jameson...)

e Les schémas a décomposition de flux (Steger et Warming, Van Leer...)

Les schémas de type solveur de Riemann (Godunov, Roe...)
Les schémas hybrides AUSM
Les schémas non oscillants ENO et WENO

La discrétisation spatiale revient donc & calculer le bilan des flux sur une maille élémen-
taire. Ce bilan comprend la somme des contributions évaluées sur chaque interface de la
maille. Si le méme algorithme utilisé pour évaluer le flux numérique a I'interface x; /o est

utilisé pour les autres interfaces, le schéma est dit conservatif.
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La condition de consistance d’un schéma numeérique s’exprime de la fagon suivante :

Aﬁ_l/Q(w,w, vy w) = F(w)

4.4 Intégration temporelle - Pas de temps local

La dérivée temporelle est évaluée par un schéma de type Euler explicite (schéma du premier

ordre en temps) :
n n+1 n
ow; _wp T —w

ot At
Afin d’accélérer la convergence des calculs, le pas de temps At utilisé pour intégrer les

équations est un pas de temps local. Il est déterminé & partir d’'une étude de stabilité sur
une équation de convection intégrée sur une grille uniforme. L’étude de stabilité conduit
a une condition de type critére de Courant-Friedrichs-Lewy (CFL). La formulation, pour

chaque point du maillage x;, est :

Az
p(4;)

ot p(A;) est le rayon spectral de la matrice jacobienne A; du flux, soit p(A4;) =| u +c |;.

(At)maillej = CFL

Le nombre de CFL, fixé par 'utilisateur, doit étre inférieur au CFL limite de la zone de

stabilité du schéma numérique considéré.

Soulignons que la solution perd tout son sens physique tant que la convergence vers une
solution stationnaire n’est pas complétement atteinte. Pour les calculs instationnaires il
faut utiliser un pas de temps global (ie le méme pas de temps pour toutes les mailles du

domaine de calcul) ou la méthode du pas de temps dual.

Finalement, sur la maille [z;_1/2,7i41/2], au temps t = nAt, le systéme s’écrit :

wit — P N Elip =l _
At Az !

4.5 Les schémas de type Lax-Wendroff
4.5.1 Formulation de base

Le schéma de Lax-Wendroff (1960) est basé sur un développement de Taylor en temps

jusqu’a Uordre 3. L’expression du flux numérique est :

A F(wz) + F(wiﬂ) At? F(wi+1) — F(wl)
Fii1= 5 - Aiy1)2 Ax
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Ce schéma est consistant, précis a I'ordre 2 en temps et en espace, et stable sous condition

(| ul|+c)At

CFL: ————
A

x

<1

Ce schéma peut aussi se formuler de la facon suivante :

F(w?ﬂ) — F(w )

n+1l __ n .
w; " = w; At 5AL
n A [ Al (F(wpy) — F(w}')) - A1y (F(w]') = F(w}y))
2 Ax?

L’inconvénient de cette approche est qu’elle requiert le calcul de la matrice jacobienne A

a l'interface ;1/2. On peut envisager deux calculs :

w; + w; A(w;) + A(w;
Ai+1/2:A(2 H) ou Ai+1/2: ( ) 2( H)

4.5.2 Schéma de Richtmeyer

Pour éviter le calcul de la matrice jacobienne aux interfaces, Richtmeyer propose en 1967
une variante a 2 pas du schéma de Lax-Wendroff. Ce calcul comporte deux étapes :

- le premier pas, dit prédicteur, fournit une estimation de la solution & linterface

Tit1/2, & un instant intermédiaire (n +1/2)At, & I'aide du schéma de Lax-Friedrichs.

- le second pas, dit correcteur, est la discrétisation conservative de ’équation de départ.

Ce schéma s’écrit :

W2 = wit + Wi,y _ EF(wzﬁ_l) — F(wi)
i+1/2 9 2 Az
n+1/2 n+1/2
I N Flwiiy)y) = Flw 2y )5)
‘ - Az

4.5.3 Schéma de MacCormack

Le schéma de Richtmeyer est le prototype d’un schéma trés utilisé dans les années 70 : le
schéma de MacCormack (1969). L’idée originale de MacCormack est d’alterner entre les

deux pas (prédicteur-correcteur) un décentrement amont et aval :

Fwiy,) — F(wy')
Ax

n+1 wit + wyi _ﬁF(wf)_F(w;‘—l)

¢ 2 2 Ax

w; = w — At

w,

En pratique, ce schéma produit des oscillations au voisinage des discontinuités.
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4.6 Les schémas centrés
4.6.1 Formulation de base

Considérons le schéma appelé schéma centré ou FTCS (Forward Time Centered Space).

Le flux numérique est :

Fianga = 5 (F(wi) + Flwisn))

L’utilisation d’un tel schéma entraine une erreur de troncature d’ordre 2 en espace. Ce
schéma, est consistant mais instable et nécessite I'introduction d’une dissipation artificielle

pour le stabiliser.

4.6.2 Schéma centré avec dissipation de Jameson-Schmidt-Turkel

Afin de stabiliser le schéma centré, un terme de dissipation artificielle D(w) est ajouté. Le

flux numeérique devient alors :
- 1
Fip1jo = 5(F(wi) + Fwit1)) = Digajp(wir1 — wi)
Le coefficient D(w) doit étre positif pour obtenir un schéma stable et doit permettre de

maintenir la précision & 'ordre 2.

Un exemple est le schéma de Jameson-Schmidt-Turkel (1983) qui consiste a ajouter un
terme en dérivée premicre du vecteur w avec un coefficient € et un terme en dérivée
troisieme du vecteur w avec un coefficient e®. Ces deux termes sont ’pilotés’ respecti-
vement par deux coefficients ko et k4 que D'utilisateur peut ajuster pour sa simulation.

On note p(A) le rayon spectral de la matrice A, le flux numérique du schéma s’écrit :

~ 1
Fipap = 5(F(w) + F(wisn) = &) pp(Aipye) (wiss —wy)
+ fgi)l/gﬂ(Aiﬂp)(wz'H — 3wiy1 + 3w; — wi—_1)

Le coefficient £ est activée au voisinage des ondes de choc et se définit par :

@

it1/2

]{,‘2 max (l/l', Vi+l)

| Pi1 — 2pi + pi-1 |
Dit1 + 2pi +pi—1

v, =

Ce terme devient trés faible dans les zones de faibles variations de pression. Le paramétre

ko est compris entre 0 et 1 (il est pris nul lorsque I’écoulement ne présente aucun choc).
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Le terme en dérivée troisiéme a pour but d’amortir les oscillations de faibles amplitudes
qui empéchent la solution de converger de facon satisfaisante vers un état stationnaires.

Ce terme n’est activé que loin des chocs en définissant son coefficient £(*) par :

(4)

€iy1/o = MAxX 0,ky —

(2)
Cit1/2

Le coefficient k4 varie entre 0,008 et 0,064. Plus il est grand, plus le schéma est diffusif. Il

est conseillé de le diminuer au cours du calcul pour réduire son influence le plus possible.

Remarques :

- Lorsque la discrétisation est centrée, les schémas ne respectent pas la régle d’influence
pour un écoulement supersonique.

- L’utilisation de viscosité artificielle impose une condition de stabilité plus sévére sur
le pas de temps.

- Pour les chocs de forte intensité, les schémas a dissipation artificielle ont tendance a
étre trop diffusifs et & étaler les chocs sur un grand nombre de mailles.

- Le schéma présente l'inconvénient de contenir deux ’tournevis’ numeériques, les coef-
ficients k9 et k4.

4.7 Schéma a décomposition de flux ou FVS (Flux Vector Splitting)

4.7.1 Préliminaire - schéma décentré amont

Considérons le cas d'une équation scalaire de convection & la vitesse constante w :

ow v
ot “az*

L’expression du flux numérique pour le schéma décentré amont est :

N

Fii12= (uw);

ult
Ce schéma est consistant, précis & ’ordre 1 et stable sous condition CFL : Aa <1
x

Pour une vitesse u négative, on utilise le schéma décentré dans ’autre direction :

Fz’+1/2 = (uw)i+1
Pour obtenir un schéma tenant compte du sens de propagation des informations, le schéma
décentré du premier ordre peut s’écrire sous la forme suivante, adaptée a la fois aux valeurs

de u positives ou négatives :

wn-i-l .

J wi | u+tfu|wi —widy o u— |u|wiy —wy

At 2 Az 2 Ar Y
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En posant :

L ut|ul _ u— |y
u = et U =
2 2
+utws - uw
F¢+1/2 =Uu Wi et Fi+1/2 = U Wit1
On peut écrire le schéma sous la forme :
+ + - —
witt —wl . Fivye = Filiy . Fiop—Fiap 0
At Ax Ax
Soit encore : . .
wi T — N Fle =il 0
At Ax

Le flux numérique est ainsi décomposé en une partie F'™ et une partie F'~ selon le signe

de la vitesse wu, il s’écrit :

. _ 1
i1z = F¢i1/2 T, = ) [Fi + Fir — |ul(wiy, — wj')]

4.7.2 Généralisation aux lois de conservation

La généralisation du flux numérique au cas d’un systéme hyperbolique est simple. On écrit

le systéme pour les variables caractéristiques :

A A — _ 1
T + 9z =0 avec W =R "w

Le schéma est alors décentré selon le signe des valeurs propres A\; qui constituent la diago-

nale de la matrice A, ce qui donne :

wntl _yyn wnr —Wwnh noo— W
7 7 A+ 7 1—1 A~ 141 v
N Ar Ax 0
Avec : AxlA A_IA
A+ — + | | A = - | |
2 2

En posant At = RATR ! et A~ = RA~R™!, le flux numérique, décomposé selon le signe

des valeurs propres, est obtenu par multiplication par la matrice R :

= F" + F = A+wi + A" w1

)
i+1/2 i+1/2 i+1/2
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4.7.3 Schéma FVS de Steger et Warming

La décomposition du flux précédente est utilisée avec comme flux numérique :

Ain+1/2 = F(wi,wiﬂ) = FJF(ZUZ‘) + Fi(’wi_;,_l) = A+wi + A7 w1

L’expression des quantités F'T et Fest :

Ce schéma est consistant, précis & I’ordre un et stable sous condition

M>1 Ft=F F- =0
1
0<M<1 Fr=F-—F" Fr=09 )y ¢
H —uc
1
—1<M<0 Fr="2090 4y F~=F-F*
H +uc
M<-1 Ft=0 F~=F
([ +c)at

<1.
Ax -

Remarques :

La décomposition de la matrice diagonale A en deux matrices AT et A~ & valeurs
propres respectivement positives et négatives n’est pas unique.

Le décentrement dépend de I’état local en (i, n) indépendamment de 'état en (i41,n)
et vice-versa. Ce qui conduit & des erreurs pour certains cas du probléme de Riemann

(génération de choc de détente).

OF™ oF~
Attention : AT # et A7 #£ ——
ow ow
o OFt  OF~ _ , .
Les matrices jacobiennes 5 et B ne sont pas continument différentiables (pro-
w w

bléme aux points soniques).

4.7.4 Schéma FVS de Van Leer

Van Leer a proposé en 1982 une amélioration du schéma de Steger et Warming en modifiant

I’expression des flux de fagon a respecter les contraintes suivantes :

Consistance : F(w,w) = F*(w) + F~(w) = F(w)

OFt t8F‘
ow ¢ ow

Les valeurs propres des matrices sont respectivement réelles positives
et négatives.

Décentrement pour les écoulements supersoniques : F'™ = F si le nombre de Mach
M>1let FT=FsiM<-—1.

Respect des symétries ou antisymétries de chaque composante du flux par rapport

au nombre de Mach.
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OFt  OF~
et —.
ow ow
e F*(M) est un polynome de degré minimum.

e Continuité des matrices jacobiennes

On obtient ainsi :

M>1 Fr=F F~=0
1
-1
1< M <1 Ft==£8(M+1)? %(H”TM)
2 (14 150M)
vot (U
1
Fm=—M-12| % (1 - VT_lM)
2
2 —
'y%c—l 1 - ’YTlM)
M< -1 Ft=0 F~=F
Le schéma est du premier ordre et est stable sous la condition :
At
““’ZC) <1 s |M|>1
T
At M3 —
(arast s MIB=0) g

Ce schéma est robuste et permet de calculer des chocs forts ou des détentes fortes sans

oscillations. Mais il est trop diffusif pour I'intégration des équations de Navier-Stokes.

4.8 Solveurs de Riemann, schémas FDS
4.8.1 Schéma de Godunov

Le schéma de Godunov (1959) est basé sur la résolution du probléme de Riemann. Le
principe du schéma consiste 4 :

e approcher la solution par une fonction constante par morceaux sur chaque intervalle
[xi—1/27$i+1/2]

e résoudre a chaque interface x;,1/9 le probléeme de Riemann correspondant a la dis-
continuité introduite entre la valeur a gauche prise sur la maille [7;_1 /2, 7;11/2] et la
valeur a droite prise sur la maille voisine [x;1 /2, Ti43 /2]. On calcule alors la valeur
du flux numeérique Fi+1/2-

e Faire évoluer la solution en écrivant :

At - ~
n+l _ w I Fi—1/2

wz 7, Al‘ Z+1/2 -
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La terminologie anglo-saxone de ce type de schéma est FDS pour "Flux Difference Split-

ting".

Considérons le probléme de Riemann sous la forme :

wr si o x <0
w(z,0) = (16)

wpRr sinon

L’équation hyperbolique a résoudre :

ow ow
A et
ot "% =0

ou la matrice jacobienne des flux A est diagonalisable & valeurs propres réelles A\;. On
appelle R la matrice des vecteurs propres a droites et Ry, le vecteur propre (vecteur colonne)
associé a la valeur propre \. Soit le vecteur W = R™'w de composante wy. Les solutions

sont de la forme :

3
w(z,t) = Zwk(l‘ — Akt, 0) Ry,
k=1

Les droites x — Apt = cte sont les courbes caractéristiques. On constate que la solution
s’exprime dans la base constituée par les vecteurs propres a droite et les valeurs wg(z,t)
sont simplement les composantes de la solution sur cette base. En décomposant la condition

initale sur cette base, on écrit :

3 3
wy, = E a Ry, et WR = E Br. R,
k=1 k=1
La solution s’exprime alors sous la forme :

w(a;,t) = wyr, + Z (,Bk — Ozk>Rk = WR — Z (ﬁk — Ock)Rk

Ap<z/t >/t

Et le flux numeérique sur l'interface x = 0 est :

~

1
F(wL,wR) = §[FR—|-FL— ‘ A ‘ (wR—wL)]

Le schéma de Godunov satisfait la condition d’entropie et préserve la positivité des va-
riables. L’inconvénient majeur de ce schéma est son coiit prohibitif lié & la necessité de

résoudre le probléme de Riemann sur chaque interface a chaque pas de temps.

(Ju| + c)At

<1.
Ax -

Ce schéma est du premier ordre et est stable sous la condition CFL :
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4.8.2 Schéma de Roe

L’idée du schéma de Roe (1981) est de remplacer le probléme de Riemann exact non linéaire
par un probléme approché linéarisé :
ow - ow
o + A(wL,wR)a— =0 avec w(x,0) = wp, (resp.) wrsiz < 0 (resp)z > 0 (17)
x
ou la matrice A ne dépend que des états a droite et a gauche wpg,wy, et sera considéré
comme figée entre nAt et (n + 1)At.
Roe définit la matrice A de facon a respecter les contraintes suivantes :
e conservativité de la méthode : A(wp, wg)(wgr — wr) = F(wg) — F(wr)
e A doit étre diagonalisable & valeurs propres réelles

e consistance : A(w,w) = A(w)

Finalement, on montre que la matrice A est identique & la matrice A(w) calculée pour un

état moyen w appelé moyenne de Roe et défini par :

PR
a = —
PL
p = apr
- ur, + aupr
v = —
l1+a
14+a

L’expression du flux numérique lorsque les états gauche et droit sont les états x; et x;41

est finalement :

Fiiip =5 [Fw) + Fwi)= | i | (i —w)] (18)

N =

At
M < 1. II résout

x
de fagon exacte les chocs et les lignes de glissement. Cependant, il autorise la création de

Ce schéma est du premier ordre et est stable sous la condition

choc de détente et n’est donc pas entropique. Une correction d’entropie peut étre ajoutée

pour corriger cette pathologie.

Harten propose de remplacer le module des valeurs propres lorsqu’elles se rapprochent de
zéro par une fonction parabolique non nulle. Ainsi, pour chaque valeur propre A;, on utilise

le module défini par :

|)\z‘ si A < =0

| Ni |Harten = 0.5 <Z +5> sio —0< A\ <9

|)\z‘ sio A >0
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Le coefficient § est un paramétre qui doit étre ajusté en fonction des conditions d’écoule-
ment. Cette dissipation supplémentaire nuit & la précision des résultats, il est donc sou-
haitable de réduire le plus possible ce parameétre. Avec correction d’entropie de Harten, le

flux numérique devient :

F-

i+1/2 — |:F(w1> + F(wi—i-l) - R ‘ A ’Harten R_l(wi-‘rl - wz)

N |

4.8.3 Schémas HLL

Une famille de schémas basés sur la résolution d’un probléme de Riemann approché a été
développé par Harten, Lax et van Leer (1983). L’originalité est que le calcul des états
intermédiaires est fondé sur 'exploitation de relations intégrales & travers les différentes

ondes considérées.

Formulation intégrale du probléme de Riemann

Considérons le probléme de Riemann complet schématisé sur la figure 7. Sg, et Sg sont les
vitesses maximales de propagation des ondes naissant & l'interface, respectivement vers la

gauche et vers la droite. Sur le schéma, le cas considéré est S;, < 0 < Sg.

FiG. 7 — Probléme de Riemann complet, avec volume de controle

On nomme Wy, Wr et w* respectivement la moyenne des états sur les segments |EF|, [ED]
et [FD]. On en déduit la relation :

(SR — SL>’LU* = SR'JJR — SL'IDL

On note F™* le flux moyen sur linterface [EB|. Dans le schéma de Godunov, il s’agit du

flux utilisé pour le schéma numeérique associé.
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L’intégration des lois de conservation sur les domaines [ACDF|, [BCDE] et [ABEF| conduit

respectivement aux relations suivantes :

F(wR)—F(wL) = SR'UJR—SLU}L—(SR—SL)U)* (19)
F(wg) — F* = Sgr(wr —wWR) (20)
F(wgp)—F* = Sp(wp —wp) (21)

Le flux d’interface F* peut s’ écrire :

o= % [F(wr) + F(wg) — Sp(wg — wr) — Sp(wr, — wr)] (22)

Le probleme tel qu’il est posé ici ne peut étre résolu sans une information complémentaire
(4 inconnues pour 3 équations). L’information manquante porte sur la structure de la
solution du probléme de riemann considéré et se traduirait par une relation entre les états

wy, et WR.

Schéma HLL

Harten et al. proposent de considérer un probléme de Riemann & deux ondes ot seules les
ondes non linéaires sont impliquées dans le calcul (Figure 8). Ces ondes séparent une zone

détat constant w*.

Fia. 8 — Probléme de Riemann & 2 ondes, avec volume de contrdle

La relation complémentaire est la suivante : les états wy et wg sont supposés égaux. On

en déduit le calcul de w* via I’équation (19) :

« _ Srwr — Spwp — (F(wg) — F(wg))
w* =
Sr—Sp,

33



On en déduit alors expression du flux F* (qui est différent de F'(w*)) via I’équation (22) :

SrFp — SpFr+ SrSL(wr —wp)
Sr—SL

F*(wgr,wr) =

Il reste & définir la vitesse des ondes Sgr et Sr. Il existe plusieurs possibilités :

- choix de front d’onde isentropique.
Sr, = min (0,wy, — cp) et Sr = max (0, wg + cR)
- schéma HLLR, basé sur I’état moyen de Roe.
S, = min (0,0 — ¢) et Sr = max (0,0 + ¢)

oll W et ¢ sont la vitesse et la vitesse du son de ’état moyen de Roe.

- schéma HLLE proposé par Einfeldt (1991).

Sz, = min (0,w — ¢, wy, — cp) et Sr = max (0,0 + ¢,wg + cr)

L’expression du flux numeérique est finalement :

F(’LUL) s1 SL >0
Fi+1/2: SRFL*SLFRwLSRSL(wawL) s S;<0<Sk
Sr— 5L
F(wg) si Sp<O0
At
Ce schéma est du premier ordre, entropique et est stable sous la condition (MZC) <1
T

Schéma HLLC

Afin de tenir compte des trois ondes dans le probléme de Riemann complet, on définit deux
états wy et wi séparés par la discontinuité de contact. Ces états sont respectivement la

moyenne de la solution du probléme de Riemann sur les segments [FG| et [GD].

En considérant w(z) constant et donc égale a sa valeur moyenne dans chacune des zones,
on peut exprimer le flux F™* :

L (Sr(wn — wh)+ | S | (wh — w}) + Sp(w] —wr)] (23)

F* = (Flwr) + Flwg) -

2
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L’intégration des lois de conservation autour de chacune des ondes fournit des relations de

saut entre chacun des états :

Flwy) — F(wg) = Sp(wp —wr) (24)
F(wg) - F(wg) = Si(wg —wg) (25)
F(wg) = F(wp) = Su(wp —wg) (26)

Ces trois relations permettent de calculer les états intermédiaires. Afin de satisfaire di-
rectement la relation (26) et connaissant la nature physique de l'onde de vitesse Sy, on
impose :

up =up =Sy et Pp=P; =P

Les masses volumiques pj, et p} sont calculées a I'aide des relations de Rankine-Hugoniot.

Au total, nous avons 6 équations et 7 inconnues. Différentes pistes ont été étudiés en
privilégiant certaines équations parmi les six. Deux relations sont en général occultées, ce
sont les relations de saut pour l’énergie.
Il existe un seul choix qui permet d’assurer ’égalité des pressions (cf. Toro (1994) et Batten
(1997)). La vitesse de I'onde intermédiaire Sys est alors :
Pr — Pr, + prur (St —ur) — prur(Sr — uRr)

pL(SL —uL) — pr(SR — uR)

Sv =
Et la pression P* :

P* = Pp+pr(ur, — Sp)(ur, — Sm) = Pr+ pr(ur — Sr)(ur — Smr)

On en déduit alors les autres quantités des états wy et wg, pour K=L,R :

Pk ) Pk (SKk — uk)
wg=| ()i | = S Su (pu)k (Sk —uk) + P* — P
(PE)k (pE)k (Sk —uk) + P*Sy — Pruk

Les flux dans les états intermeédiaires F'(wj;) vérifient :

PRSM
F(wy) = (pu)§Snr + P*
(pE) 3 Sv + P*Swr

Le flux numérique lorsque Sy, < 0 < Sg est donné par 1’équation (23). Il s’écrit aussi :

F(wg) st Sp>0

7 B F(wL) si S, <0< Sy
i+1/2 F(wy) si Sy <0< Sk
F(wg) si Sgp<0
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Il reste encore & définir les vitesses S, et Sgr. Les mémes variantes du schéma HLL peuvent

étre utilisées. Toro propose une autre formulation pour sa version de schéma HLLC :
Sp=wur—crq, et Sp=ur+Crqr
ou les quantités gx vérifient (pour K=L,R) :

1 si P*SPK

qK =
y+1 /P o
14+ — -1 P*>P

\/+ 2y (PK > o oK

4.9 Schéma AUSM de Liou et Steffen

Les schémas FVS sont trés robustes et permettent de bien capturer de fortes discontinuités
de I’écoulement (choc et détente) mais sont trop diffusifs pour des applications visqueuses.
D’autre part, les schémas FDS permettent de bien calculer les couches limites mais pré-
sentent souvent des problémes de stabilité et peuvent générer des solutions non entropiques.
Les méthodes AUSM reposent sur l'idée de combiner les qualités respectives des deux fa-
milles c¢’est-a-dire de conserver la robustesse des schémas & décomposition de flux tout en

garantissant la précision des solveurs de Riemann.

4.9.1 Formulation de base

Le principe de base du schéma AUSM (Advection Upstream Splitting Method) proposé
par Liou et Steffen (1993) est de remarquer que les ondes acoustiques et la convection du
fluide sont deux processus physiques de natures différentes. Le flux des équations d’Euler

peut g’écrire :

pu U 0
F=| pi®+p |=| p* |+ | 0p (27)
pHu pHu 0

—_— =

convection F.  pressionp

Le flux de convection F, peut s’exprimer sous la forme : F, = u® = Mc®. Le flux numérique

devient alors :

Fit12 =M1/ Civ172 Pit1y2 + Piv1y2

Le terme ®; 1/ est évalué en appliquant un décentrement suivant le signe du nombre
de Mach M; /5. Ce dernier terme est obtenu comme somme des contributions des états
voisins ¢ et ¢ + 1 :

Mii1y9 = M" + M7,
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Pour définir M+, Liou propose un polynéme qui satisfait plusieurs conditions (consistance,

polynoémes croissants de M contintiment différentiables, symétrie). Il aboutit & :

(M £ |M]) si M| >1

N

M* =
1
£ (M £ 1)2  sinon

La vitesse du son est simplement définie par :

C; si Mi+1/2 >0
Cit1/2 =
Ci+1 Sinon

Enfin pour définir le terme de pression, Liou propose d’écrire la pression sous la forme :
Pit1/2 i Di i+1Pi+1

oit PT est une fonction du nombre de Mach qui vérifie plusieurs conditions (consistance,
positivité de la pression, fonction monotone de M continiiment différentiables, symétrie).

On a alors : .
5(1 + sgn (M)) si |M|>1

pPE =
1
(M =+ 1)2(2F M) sinon

Ce schéma est du premier ordre et résout exactement les surfaces de glissement station-
naires.
4.9.2 Schéma AUSM+ de Liou

Afin d’unifier plusieurs variantes du schéma AUSM, Liou propose le schéma AUSM-+ qui
utilise une définition supplémentaire de la vitesse du son a 'interface ¢; /7 afin de calculer

les nombres de Mach de part et d’autre de l'interface :
Cit1/2 = \/M
De plus, les fonctions P et M* sont modifiées. On pose :
ME = SOMEM]) M= (M)
Les fonctions PT sont définies par :

M
pt=¢{ M
MF(+2 — M F3MM;) sinon

si M| >1
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Et les fonctions M7 :

~(M £ |M)|) si |M|>1
M* = 2
1 1
o (M & 1)2 (1 + 5 (M F 1)2) sinon

4.10 Schémas ENO et WENO

Les schémas numériques ENO (Essentielly Non-Oscillatory) ont été introduits par Harten,
Osher, Engquist et Chakravarthy en 1987. Le but de ces schémas est de conserver un ordre
de précision élevé méme au voisinage des discontinuités et d’éviter ’apparition d’oscilla-
tions de la solution. La reconstruction des flux & l'interface s’effectue par interpolation
polynomiale avec une approche hiérarchique, c’est-a-dire en choississant parmi plusieurs
stencils celui sur lequel la fonction est la plus réguliére. Ceci est désigné sous le terme
anglo-saxon de 'moving stencil’ ou ’adaptive stencil’. Dans la formulation initiale, 'inter-
polation polynomiale est basée sur des polynémes de Newton et des différences divisées. La
construction du polynéme d’interpolation s’effectue en ajoutant successivement des points
soit & gauche, soit & droite, selon la plus petite différence divisée, jusqu’a ce qu’un nombre
de points et par conséquent un ordre de précision prédéterminé soit atteint. Au voisinage
des discontinuités, le polynéme ainsi déterminé sera le seul qui donnera des résultats cor-
rects.

Nous choississons ici de présenter la formulation proposée par Jiang et Shu en 1996 qui
consiste & reconstruire le flux numérique aux interfaces au moyen du polynéme d’interpo-

lation de plus haut degré permettant d’obtenir un ordre de précision prédéterminé.

4.10.1 La reconstruction ENO pour une loi de conservation scalaire

Considérons une loi de conservation scalaire monodimensionnelle :

ow OF

ot Tar Y

La dérivée du flux peut étre estimée par un schéma centré d’ordre 2 :

OF (x) o1 Az Azl o (1 [
g TOBT) =5 [Pt o) - Fla- =) =5 AmL;%'ﬂ0d§
Pour augmenter l'ordre du schéma, on cherche I'opérateur P tel que :
OF(x) o 1 Az Ax
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ou q est 'ordre du schéma en espace, ¢ > 2. Soit, de maniére équivalente :

m+%
F(z) = P (Alx | e d§> + O(A)

_As
2
En appelant Q 'opérateur de moyenne locale, on obtient :

2

1y
F(z) = PoQ(F(z)  avee  Q(F(x)) / () de

Az f, ax
P est donc 'opérateur de convolution inverse de 'opérateur de moyenne locale . On
montre que P est un polynéme de degré 2m défini par :

2p

ox?p

m
Py =1+ Z A:U2pagp + O(Az*™ T

p=1
Le polynéme Pa,41 est de degré 2m et peut donc étre approché en utilisant r = 2m + 1
points. On appelle r 'ordre de la reconstruction ENO. Le flux numérique Fiﬂ /2 alinterface
Tit1/2 est calculé & partir de la reconstruction ENO comme une combinaison linéaire de r

flux voisins pris aux points entiers :

|
—

T

Fii1jo = Pama (F(wig1y2)) = > ¢ F(wy) (28)
!

Il
o

Les coefficients ¢; sont déterminés & partir d’'un développement de Taylor des flux F'(w;)

au point I’i+1/2.

Il se pose alors la question du choix du stencil avec lequel on calcule le flux numérique a par-
tir de la reconstruction ENO. Pour permettre la capture des forts gradients en minimisant
I’apparition d’oscillations parasites, la reconstruction ENO est effectuée en sélectionnant
parmi les r 4+ 1 stencils possibles celui sur lequel la fonction est la plus réguliére. Il est &
noter que 1’ordre de I'erreur ne dépend pas du stencil de reconstruction, ce qui assure que

Pordre du schéma reste constant, méme en présence de forts gradients.

Choix su stencil

Le critére de régularité pour le choix du stencil repose sur la comparaison des normes des
dérivées des flux d’ordre inférieur & r. Pour cela, on construit la table des différences non
divisées des dérivées des flux estimées aux points entiers voisins et évaluées par différences
finies. On note g[j, p| la différence non divisée de la dérivée p-iéme du flux évaluée au point
x;. Les r + 1 stencil candidats pour la reconstruction du flux a ’ordre r & 'interface x; /2
sont notés :

Sk = (xi+k77‘+17 L le—r+2s oy .’I]i+k> pour k= O7 1, ey T
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L’indice ¢g = i + k — r 4+ 1 désigne le point le plus a gauche du stencil Si. Pour assurer la
stabilité du schéma, il convient de choisir un stencil décentré amont. Soit As (s varie de 1
a 3) une des trois valeurs propres de la matrice jacobienne A; /5. Si As > 0, on initalise
I'indice i4 & @ et dans le cas contraire i, = 7 + 1. Le stencil adaptatif est déterminé par le
choix de I'indice ¢4. Pour évaluer ce dernier, on applique la procédure récursive suivante :

si | gli, k] |[>] g[i — 1, k] | alors ig = iy — 1 pour k variant de 1 & r — 1

L’indice k du stencil est donnée par : k = i5 +r — 1. Le choix du stencil est effectué pour

chaque valeur propre Ag. L’équation (28) devient ainsi :

r—1

s
Fit1/2 = Z Ck,zF(wz'—r+1+k+l)
=0

Les coefficients cf,;, pour un maillage régulier, sont donnés par la relation :

3 S Tggma = 1+1)
T
anO,n#m (m - n)

4.10.2 Extension aux systémes de lois de conservation

L’application au cas des équations d’Euler est réalisé en utilisant les variables caractéris-
tiques. La procédure consiste a reconstruire les flux correspondants aux variables caracté-
ristiques & partir d’'un changement de base. Le flux numeérique Fi+1 /2 & Uinterface ;419
est évalué en trois étapes :

e calcul des flux associés aux variables caractéristiques en multipliant le vecteur flux F’
par les vecteurs propres & gauche de la matrice jacobienne A; /5. L'état en z; /o
est évalué a partir des états voisins ¢ et ¢ + 1 grice a la moyenne de Roe.

e application de la procédure de reconstruction ENO scalaire a chaque composante des
flux locaux.

e retour dans la repére principal en multipliant les flux ENO associés aux variables

caractéristiques par les vecteurs propres a droite de A; q/s.

Le flux numérique Fi /o & l'interface x;; /o s’écrit donc, en notant LF et R* les k-iéme

vecteurs propres respectivement & gauche et & droite :

3 r—1
Fii12= Z (Z Cg,lLf—i-l/QF(wl)) R0

s=1 \[=0

Le choix du stencil se fait de facon identique au cas d’une équation scalaire en considérant

les différences non divisées des flux associés aux variables caractéristiques.
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4.10.3 Schémas WENO

Les schémas WENO (Weighted Essentielly Non-Oscillatory), version pondérée des schémas
ENO, ont été introduits par Liu, Osher et Chan en 1994 puis améliorés par Jiang et Shu
en 1996. L’idée a la base est d’utiliser tous les stencils candidats de la reconstruction ENO
et d’attribuer un poids a chacun de ceux-ci fonction du degré de régularité de la solution.
Les poids sont tels que dans les régions ot la solution est réguliére ’ordre de la reconstruc-
tion WENO est 2r — 1. Par contre, prés des chocs, les stencils contenant une discontinuité

sont affectés de poids trés faibles, ce qui conduit & la définition d’un schéma ENO standard.

Le flux WENO est une combinaison linéaire des flux ENO ¢;. évalués sur tous les stencils
Si. Les points utilisés sont fonction du signe des valeurs propres de la matrice jacobienne

Ai+1/2~ Ail’lSi, on a:

r—1
Fii10 = Zwkqbz pour des valeurs propres positives
k=0
r—1
Fij12 = Zwkqbz 11 pour des valeurs propres négatives
k=0
r—1

ol wy, sont les coefficients de pondération vérifiant E w = 1 pour assurer la consistance

k=0
du schéma. Ils sont définis par :

_ B
Go+ ... + Br_1

Ci

avec ﬁk = m

3

Le nombre € est introduit pour éviter que le dénominateur ne s’annule, en pratique on le
fixe & 107, Les quantités IS} sont une mesure de la régularité du flux du k-iéme stencil

candidat, ils sont calculés selon ’expression suivante :

r—1

— $i+1/2 _ am(br 2
T — A 2m—1 k
Sk Z /ﬂ%l/g ( l‘) < oxrm ) dx

m=1

Les coefficients C], sont les poids optimaux calculés pour augmenter l’ordre du schéma, ils

sont solution du systéeme :

r—1
2r—1 _ ror
r—1 = ch¢k
k=0
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4.11 Extension au second ordre, propriété TVD et limiteurs

Les schémas du premier ordre sont simples a mettre en oeuvre et ils possédent des pro-
priétés intéressantes telles que la monotonie ou la variation totale décroissante (TVD en
anglais pour Total Variation Diminishing). Par contre, leur précision est en général insuf-
fisante pour la plupart des applications pratiques. Il est alors nécessaire d’introduire des
schémas d’ordre supérieur, au moins d’ordre deux, afin de pallier ces faiblesses que 'on
retrouve principalement au niveau des discontinuités et des lignes de glissement.

Mais le remplacement direct par des développements au second ordre dans les schémas
du premier ordre conduisent & ’apparition d’oscillations autour des discontinuités, compa-
rables & celles rencontrées dans les schémas centrés. D’ailleurs, il a été montré qu’un schéma
linéaire décentré précis & 'ordre deux génére toujours des oscillations. On en déduit que la
seule fagon d’éviter ces oscillations dans un schéma d’ordre élevé est d’introduire des non

linéarités.

La formulation générale d’un schéma reposant sur une discrétisation en Volumes finis

s’écrit : ) .
n+1 n — Fr
w; " —wy i Fle = Filys

At Ax

ou le flux numérique F; /o est fonction des états voisins a gauche et a droite de 'interface

L R
i+1/2 i+1/2

droite de l'interface i + 1/2. Au premier ordre, on a :

=0

Zi11/2- Notons w et w les valeurs du vecteur d’état respectivement & gauche et &

L _ . R _ .
Wil =Wi €6 Wigq/y = Wit

Les extensions & un ordre supérieur peuvent s’exprimer de deux fagons, soit par l'inter-
médiaire d’un développement du flux, soit par l'intermédiaire d’'un développement des
variables conservatives qui permettent de calculer le flux. C’est cette deuxiéme approche,

appelée reconstruction MUSCL, que nous détaillons ici.

4.11.1 La reconstruction MUSCL

La reconstruction MUSCL (Monotonic Upstream-centered Scheme for Conservation Law)
a été proposée par Van Leer en 1977. Cette méthode consiste & supposer que les variables
d’état w ne sont plus constantes dans chaque cellule mais varient linéairement dans la
cellule. Le probléme est ainsi de reconstruire des valeurs a l'interface ;41,5 en partant
des valeurs moyennes discretes w;'. On utilise pour cela un développement au second ordre
des variables pour avoir la pente de ses variations. Deux types d’évaluations sont alors

envisageables (voir figure 9).
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a) Evaluation décentrée :
L _ Wi — Wi—1
Wity = Wit 9
R _ - Wig2 — Wit1
Wit12 = Wi~ B)
b) Evaluation centrée :
Wi1 — Wy
2
R . W1 — Wy
Wit1p = Wiel = — 5

L — )
Wiy = Wit

Evaluation decentree Evaluation centree

\

; i+1 i+2 i ik

Fi1G. 9 — Schéma de I’évaluation décentrée et centrée

On propose alors de combiner ces deux évaluations par l'intermédiaire d’un paramétre

pondérateur ¢. On obtient ainsi :

1—¢ 1+

sz+1/2 = w; + T(wi —w;—1) + T¢(wi+1 —w;)
1+¢ 1-—

wﬁ_l/g = w; — T(wi+1 —w;) — Td)(wiw — Wit1)

Cette évaluation est :
e décentrée si ¢ = —1
e centréesi ¢ =1

e du troisiéme ordre si ¢ = 1/3

Remarque : cette reconstruction peut aussi étre effectuée sur les variables primitives ou sur

les variables caractéristiques.
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4.11.2 Schémas TVD et limiteurs

La reconstruction MUSCL peut conduire a I’apparition d’oscillations parasites de la solu-
tion au niveau des discontinuités et des lignes de glissement. Plutét que d’introduire une
viscosité artificielle et arbitraire, comme le cas des schémas centrés, qui amortissent les
oscillations, un autre mécanisme est proposé. Harten a introduit en 1983 le concept de
schéma a variation totale décroissante ou TVD (Total Variation Diminishing) pour
éviter 'apparition d’oscillations. Cette notion est valable pour les équations non linéaires
scalaires. Cependant, dans la pratique elle est appliquée au cas des systémes non linéaires
tels que les équations d’Euler. Il faut donc garder en téte que les propriétés assurées dans

le cas scalaire ne sont plus garanties dans le cas des systémes.

Pour une loi de conservation scalaire, la variation totale décroissante de la solution w(z, )
au temps 7, notée TV (w, 7), est définie par :

I
TV]w, 7] = lim — | w(z+e,7)—w(z,7) | dx

e—=0 ¢ J_

Si w est différentiable partout (en l’absence de discontinuités), on a également :

+o0
TViw, 7] :/ | gi“’” | da

La solution w(x, t) vérifie la propriété TVD si pour deux instants to > ¢1 on a :

TV[U}, tg)} S TV[w7 tl]

On définit de méme une variation totale décroissante pour la solution discréte w;* au temps

t = nAt, notée TV (w") :
+oo

TV[w"| = Z | wity — wy' |

1=—00

La solution discréte vérifie la propriété TVD si pour deux instants (n+ 1)A et nAt on a :

TV[w" ™ < TVw"]

Un schéma numérique est dit TVD si la solution numérique obtenue vérifie la propriété

TVD. Dans ce cas, le schéma préserve la monotonie de la solution.

Cette propriété entraine que 'augmentation locale d’un gradient dans la solution au cours

de l'intégration en temps sera compensée par la diminution (plus importante) d’un gradient
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a un endroit différent du domaine. En particulier, ’apparition d’oscillations au voisinage

des discontinuités n’est pas compatible avec une méthode TVD.

Pour un cas bidimensionnel, la variation totale décroissante est définie par :

—+o00 —+o0
TVIW™ = > Y (Jwhy —wiy |+ [w]je —wy )

i=—o00 j=—00
L’application de ce concept a la reconstruction MUSCL conduit & introduire des non linéa-
rités sous la forme de limiteurs de pente. Ces limiteurs limitent les pentes de variation
des variables lors de ’extrapolation en les comparant aux pentes des cellules voisines. Le
role du limiteur de pente est de faire repasser localement le schéma au premier ordre afin
d’éviter 'apparition d’oscillations non physiques. Le limiteur prend la forme d une fonction

U(r) ou r désigne la pente de la variable.

La reconstruction MUSCL devient alors :

1- 1+ 1
Wiy = wit J‘I’(TL)(W —wi-1) + 1toy — | (wit1 —w;)
4 4 r
1+ ¢ 1—¢ /(1
wﬁ-l/2 = Wi T (™) (wig1 — w;) — T‘I’ <7“R> (Wit2 — wit1)

ot les quantités r” et rf désignent les pentes & gauche et & droite définies par :

rL = Wirl — Wi et rR = Wit1 Wi
Wi — Wi—1 Wit2 — Wiyl
Il existe de nombreux limiteurs, par exemple :
Minmod U(r) = max (0, min (1, 7))
_ Tl
VanLeer U(r) = T
VanAlbada U(r) = max (0, {i’;z)
Superbee ¥ (r) = max (0, min (1, 2r), min (2,r))

Chakravarthy Y(r) =max (0,min (6,r)) ; 1<4<2

Tous les limiteurs doivent étre compris entre le limiteur Minmod et le limiteur Superbee.
La version la plus robuste (mais la plus dissipative) est le Minmod. Le Superbee permet

d’obtenir des chocs & front raide au détriment de la robustesse.
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4.12 Phase implicite

La phase implicite préserve les propriétés conservatives et la précision de la solution expli-
cite, tout en accélérant la convergence du calcul. Son emploi permet d’augmenter le nombre
de CFL sans perte de stabilité. Nous utilisons ici une méthode sans matrice, le systéme

apparaissant a la linéarisation des flux est résolu par une méthode itérative de type Jacobi.

4.12.1 Description du schéma implicite de base

Considérons les équations d’Euler 2D sous forme conservative :

ow O0F 0G
T W A 2
ot " ox oy (29)
ou w = w(x,y,t) est le vecteur d’état, F' = F(w) et G = G(w) sont les vecteurs flux, de
. . . oF 0G
matrices jacobiennes A = — et B = —.
ow ow

Soit v; x une fonction de maillage définie sur un maillage cartésien uniforme de pas d’espace
Az et Ay. On définit les opérateurs de différence et de moyenne sur une maille dans une

direction de maillage donnée comme suit :
(010) 41 & = Vjs1k = Vjk (020) 41 = Vjhert — Uk

(1)1 1, = 3051k + Vi) (12) s 1 = 3 (Wjk41 + Vi)

Nous supposons que les équations (29) sont résolues de facon approchée a 1’aide du schéma

AUSM+ dont nous ne détaillons pas la forme ici; nous écrivons simplement :

witt —wl. §hl. Sah?
+ 7.] ’.]

,] 2,] n o _
At ( Ax Ay )" =0

ou encore :

AP — —(0151@1,]' + 0'252hz2,j)n (30)

avec o1 = At/Ax, 09 = At/Ay et la notation Aw®P indique que I'incrément temporel du
vecteur d’état w est calculé de fagon explicite & partir des états connus a l'instant n. On

suppose que les flux numériques du schéma AUSM+ peuvent s’écrire sous la forme :

{ hl = ,ulF — Dl(w)élw (31)

h? = 119G — Da(w)dow

Dans l'expression (31) les termes p1 F et poG correspondent a des discrétisations centrées

simples et Dy, Dy sont les coefficients matriciels de dissipation numérique.
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La version implicite du schéma (30) s’appuie sur une évaluation des flux numériques au

temps (n + 1)At et une linéarisation du bilan de flux; on écrit typiquement :

(51h1)n+1 = (61M1F)n+1 — (51D151w)"+1
=~ ,ul(AnélAw”) — (51 (D?élAw”) + (51h1)n

ott Aw™ = w" — w™. On procéde similairement pour (62h2)"*! et on en déduit la forme
implicite du schéma AUSM+ :

Aw?. +01u1(An(51Awn)i7j — 0101 (D{LélAwn)@j

0]
+02M2(Bn52Awn)i,j — 0252(D§52Aw”)¢,j = Awie’:;pl

(32)

ot Awg ! désigne l'incrément explicite calculé par (30).

4.12.2 Description d’un traitement implicite sans matrice

La phase implicite (32) est clairement une phase implicite par blocs puisqu’elle fait inter-
venir les matrices jacobiennes A et B des flux F et G ainsi que les matrices de dissipation
numérique D; et Ds. Ces matrices peuvent s’avérer délicates & déterminer dans le cas du
schéma AUSM+ puisque la linéarisation du flux numérique suppose la linéarisation de
multiples fonctions de décentrement (sur le flux de masse, sur la pression...). Cependant
la nature décentrée du schéma AUSM+ peut conduire a assimiler, dans la phase impli-
cite et uniquement dans la phase implicite, ces coefficients matriciels aux valeurs absolues
des matrices jacobiennes A et B ou plus précisément : Dy — %\A\, Dy — %|B\ Ce choix
correspond en fait & 'implicitation du schéma de Roe. Dans le cas de la recherche d’une so-
lution stationnaire, cette linéarisation inconsistente de la phase explicite AUSM+ est sans
conséquence sur la précision de la solution & I’état stationnaire ; dans le cas d’un calcul ins-

tationnaire il en est de méme si une approche de type pas de temps dual est mise en oeuvre.

Une fois la substitution ci-dessus effectuée, on peut simplifier la phase implicite (32) en en
faisant disparaitre les blocs; ceci peut se faire en utilisant :
o le fait que A"§H1Aw™ = 51AF™, B"HAw™ = §oAG™, ol on a introduit la notation
AF™ = Frtl _ F" et similairement pour AG™.
e le fait que |A"| (respectivement |B"|), matrice définie positive, peut étre remplacée

par son rayon spectral p(A) (resp. p(B)).

On obtient ainsi la phase implicite sans matrices ou MF (Matrix Free) :

Awl. 401611 (AF™); j — 30161(p(A) 51 Aw™);

1]
+0’252M2(AGn)1’7j — UQ(SQ(p(B)éQAwn)Z'J = sz:;pl
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Pour résoudre cette phase implicite, on choisit tout d’abord de relaxer les inconnues du

type "incrément de flux" :

AwHD _%0151 (p(A)61 AwHD); 5 — a982(p(B)dp AwlFD),

iJ ; (33)
= Aw; " — 01611 (AFW); 5 — o982 (AGW), ;

On peut aussi réécrire (33) sous la forme :

Corw TV +orAwY + Cf A 1 0y AwlM) + of Aw Y

= Awi?pl — 0'1(51[11 (AF(Z))ZJ — UQéQ,lLQ(AG(l))iJ

avec des coefficients définis comme suit :

Cy = —%01/0(‘4)1‘_%7]‘
Cf = _%Ulp(A)i+%,j
Cy = —%02,0(3)1'7]‘_%
Cy = %ng(B)er;
Co=1-C[ —-Cf —Cy —C,

On utilise alors une simple approche de type Jacobi par point qui a ’avantage de pouvoir
s’appliquer de facon trés naturelle dans un maillage non-structuré. On écrit :
I+1 1 I
Aw ) = o " [AwfT — 01611 (AFD); 5 — 02852 (AGY),
— A (D) + A = Aoy + Ay (D)
—C Awifl,j - Awi+1,j -G, sz’,jfl - Cy Awi,jJrl]
Avec cette formulation, le calcul de 'incrément implicite ne requiert plus aucune inversion

de systeme.
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5 LES CONDITIONS AUX LIMITES ET INITTALES

5.1 Les conditions aux limites - Méthode des caractéristiques

Le traitement des conditions aux limites repose sur 'utilisation des courbes caractéristiques
associées aux équations d’Euler. Les caractéristiques sont utilisées uniquement dans le cas
ou l'information se propage depuis l'intérieur du domaine de calcul vers 'extérieur de ma-
niére & compléter les conditions aux limites physiques. On peut montrer que le nombre de

caractéristiques entrantes fixe le nombre de valeurs indépendantes 4 imposer.

Dans le cas monodimensionnel, les valeurs propres de la matrice jacobienne des flux sont :
u — ¢, u,u — c. Plusieurs cas apparaissent selon le sens et le régime de 1’écoulement. On
distingue quatre situations :

e entrée subsonique

Il y a alors deux caractéristiques entrantes, il faut donc imposer deux variables, par
exemple, les pression et température d’arrét. Et on utilise la caractéristique sortante

ou la relation de compatibilité correspondant.

e sortie subsonique

Il n’y a qu’une seule caractéristique entrante donc une seule variable & imposer sur
la frontiére. On choisit usuellement la pression statique. Et on utilise les deux carac-

téristiques sortantes ou les deux relations de compatibilité correspondant.

e entrée supersonique

Toutes les caractéristiques sont entrantes, il faut donc imposer complétement le vec-

teur d’état w.

e sortie supersonique

Aucune caractéristique n’est entrante et aucune condition aux limites ne doit étre
prescrite.
5.2 Discrétisation des relations de compatibilité

Les relations de compatibilité sont définies par (voir précedemment) :

ou 1 09p (u—c) (8u 1 8p> ucdA

ot pc ot or  pcox A dz
Op _10p  (9p _10p\ _
ot ot Oxr 2 0x
ou 1 0p ou 1 0p B uc dA
ot * pc Ot +(uto) <8x * pc@a:) - Adx
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Pour discrétiser une relation, il est commode de passer par un état intermédiaire que nous
noterons "s" du vecteur d’état w . La valeur w® obtenue ne vérifie pas les conditions aux
limites et n’a donc pas de sens physique. Les dérivées en temps sont écrites :

S n

ow w'—w

ot At
Les variables et le terme source sont évalués au pas de temps courant n.
L’obtention des relations de compatibilité discrétisées s’obtient par soustraction des rela-

tions écrites a 'état intermédiaire "s" avec celles écrites au temps (n + 1)At. En notant

[w] = w™*! — w?, on obtient :

[p] — pcfu] =0
[p] — *[el

[Pl + pefu] =0

Il
o

5.3 Les conditions initiales

Pour un calcul stationnaire, les conditions initales n’ont aucune influence sur la solution.

Le champ est initialisé avec un état uniforme correspondant au champ amont.
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6 LE CODE DE CALCUL

6.1 Adimensionnement des équations

Les variables sont adimensionnées en utilisant les grandeurs d’arrét :

N U
ut = —
ci
po= L
YDi
;o= L
Pi
E 1
pE* — P L_’_ip* *2
i ~vy—1 2
H
YDi
T; p*
. s pr
s = — =
vsi o P
& = SV
Ci
*
Mach* = u—*:E:Mach
c c

6.2 Structure du code

Le code en C est structuré de la fagon suivante :
e culerld.c
C’est le programme principal dans lequel est effectué la boucle temporelle, le calcul
du pas de temps, ’application des conditions aux limites et I’ajout du terme source.
e schema.c
Application du schéma numeérique explicite (jameson, roe...).

Application de la phase implicite.

Pour D'exploitation des résultats, il est possible de sortir les champs de densité, vitesse,
pression, nombre de Mach, entropie et température en fonction de ’abscisse x dans diffé-
rents fichiers. Chaque fichier contient deux colonnes, I’'une pour l'abcisse x et ’autre pour la
grandeur & étudier. Le logiciel xgraphic permet de tracer I’évolution des grandeurs en fonc-

tion de I'abscisse ("xgraphic toto’ permet de tracer la grandeur stockée dans le fichier toto).
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Le fichier "donnee.txt’ permet d’entrer les différents paramétres de calcul :
— le nombre de Mach amont, la pression d’arrét p; (en bar) et la température d’arrét
T; (en Kelvin)

— le nombre de CFL, cfl
— le nombre d’itérations souhaitée, nmax
— le nombre de noeuds de la géométrie, imax

— la géométrie traitée, indicée par icas :
icas = 1 correspond & un divergent de 1m pour lequel la section varie selon :
A(z) = 1.398 4 0.347 tanh (8z — 4)
icas = 2 correspond & une tuyére de Laval de 1m pour lequel la section varie selon :
A(x) =14 6(x —0.5)%, pour 0 < z < 0.5
A(z) =1+ 2(x — 0.5)2, pour 0.5 <z < 1
icas = 3 correspond & une tuyeére longue de 20m pour lequel la section varie selon :
A(x) =14+ 0.1(z —5)%, pour 0 <z <5
A(x) =14 0.02(z — 5)2, pour 5 < = < 20
icas = 4 correspond & une soufflerie & double col de 3m avec le 2éme col fermé
A(x) = 0.093 + 3.628(z — 0.5)2, pour 0 < z < 1
A(z) =1, pour 1 <z <2
Az) =1+ 4(x — 2)?, pour 2 < x < 3
icas = 5 correspond & une soufflerie & double col de 3m avec le 2éme col ouvert
A(x) = 0.093 + 3.628(z — 0.5)2, pour 0 < z < 1
A(x) =1, pour 1l <x <15
A(x) = 0.1023 + 3.5908(x — 2)2, pour 1.5 < x < 2
A(x) = 0.1023 + 4.8977(x — 2)?, pour 2 < 2 < 3

— le schéma numeérique, indicé par ischema :
ischema = 1 correspond au schéma de Jameson (avec coefficients ko et ky
ischema = 2 correspond au schéma de Roe (avec coefficients MUSCL)

ischema = 3 correspond au schéma non oscillant WENO3

— la condition & la limite d’entrée, indicée par iclg :
iclg = 1 correspond & une condition d’entrée supersonique

iclg = 2 correspond a une condition d’entrée subsonique

— la condition & la limite de sortie, indicée par icld :
icld = 1 correspond & une condition de sortie supersonique

icld = 2 correspond a une sortie subsonique de type pression imposée (en bar)
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— les coefficients Cy et h ainsi que la température de paroi T, (en Kelvin)

— lactivation de l'implicitation, par 'entier kimp :
kimp = 0 correspond a un calcul tout explicite

kimp = 1 correspond & un calcul avec implicitation

— la fréquence de sortie des résidus, par 'entier kres :

— le type d’initialisation, par I'entier kinit :
kinit = 0 correspond & un démarrage de calcul

kinit = 1 correspond & une reprise d'un calcul & partir d’un calcul existant.

6.3 Le terme source

Le terme source est constitué de trois éléments :

.. . . 0A
e un terme de variation de surface dans le cas d’une évolution quasi-1D : p—

ox

1
¢ un terme de frottement C'y autour de la conduite supposée cylindrique : Cy 5 puldy

o d¥ désigne un élément de surface autour de la conduite égale a 2vwAdx

e un terme de transfert de chaleur par convection : A(T — T))dX

ol h désigne le coefficient de convection et 7}, la température de paroi.

Le systéme d’équations s’écrit alors :

OpA  OpuA
o " or
opuA  O(pu? +p) A OA 1
a T o = Py
OpEA  O(pE+pud
5 > = —h(T -T,)dS

En pratique, on prendra Cy ~ 1072 pour une tuyére longue.

Et pour le coefficient de convection h ~ 100. La température de paroi 7, pouvant varier.

6.4 Les conditions aux limites

Quatre conditions aux limites sont implantées dans le code :

Entrée supersonique — Les grandeurs conservatives au bord sont prises égales & celles

de I’écoulement initial.
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entrée subsonique — Une relation de compatibilité discrétisée est utilisée :

[Pl = pefu] =0

résolue au moyen d’une méthode Newton.

sortie supersonique — Les grandeurs conservatives au bord sont évaluées par extrapo-

lation des grandeurs conservatives de la section précédente.

sortie subsonique — Deux relations de compatibilité discrétisées sont utilisées :

[l = ¢l = 0
[p] + pefu] = 0

6.5 Exercices
Divergent

Prise en main du code.
1) Faire un calcul avec une vitesse amont subsonique (Mach=0,5).
2) Faire un calcul avec une vitesse supersonique (Mach=2) :

2.1) sans onde de choc 2.2) avec onde de choc en z = 0.5

Tuyére de Laval

Prendre les données suivantes : vitesse amont nulle, pression d’arrét P; = 2 bars et tempé-
rature d’arrét T; = 300K.

1) Faire varier la pression de la condition de sortie jusqu’a obtenir un col sonique.

2) Diminuer encore la pression pour voir ’onde de choc se déplacer vers la sortie.
Peut-on avoir 'onde de choc juste & la section de sortie?

3) Regarder 'influence du schéma numérique (schémas de Roe, de Jameson et WENO) sur
la position du choc dans la tuyére.

Que pensez-vous des oscillations qui apparaissent parfois avec le schéma de Roe?

4) Regarder l'influence du maillage sur I’épaisseur du choc.

5) Regarder 'influence de I'implicitation sur le temps de convergence.

6) Regarder 'influence du frottement (avec la tuyére longue, prendre un Mach amont non
nul).

7) Regarder l'influence du flux de chaleur par rapport au cas adiabatique.

Regarder l'influence d’un refroidissement (7, < T;) puis d’un rechauffement de la paroi
(T, > T;) sur la position du choc.

Tracer les profils de température et regarder la zone d’écoulement transsonique.
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Soufflerie & deux cols

Utilisation du TD5 et 6 sur la soufflerie & deux cols.

1) Le deuxiéme col est efface (TD5).

On souhaite avoir un choc dans le 2éme divergent en x = 2,5m. Quelle est la pression en
sortie 7 Retrouver ce résultat par la simulation numérique.

Quelle est la pression maximum en sortie pour avoir un choc dans le 2éme divergent ?

Comparer avec la simulation numérique.

2) Le deuxiéme col est ouvert (TD6).

2.1) On souhaite avoir un choc dans le 2éme divergent en x = 2, 5m. Quelle est la pression
de sortie ? Retrouver ce résultat par la simulation numérique (utiliser un calcul précédent).
2.2) On souhaite avoir un choc prés du 2éme col en z = 2,01m. Quelle est la pression
de sortie? Retrouver ce résultat par la simulation numérique. Peut-on avoir le 2éme col

sonique ? Conclure.
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