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Résumé.

Le texte de cette conférence est une compilation d’un ensemble de travaux réalisés au sein du LPMTM a
Villetaneuse par I’équipe de recherche Endommagement et rupture des matériaux et des structures dont
en particulier G. FRANCFORT, F. BILTERYST et B. BOURDIN. Ils ont été publiés pour la plupart sous une
forme un peu différente et généralement un peu plus synthétique. Ils sont le fruit d’une lente maturation
d’une approche esquissée dans le papier [21] dans laquelle toute I’évolution de ’endommagement ou
de la fissuration est régie par un principe de moindre énergie. Cette simple mais stricte application
d’un principe par ailleurs largement cautionné par les physiciens suffit a pallier de graves lacunes
des théories antérieures tout en permettant, a partir d’une seule et méme formulation, d’expliquer
ou de rendre compte de phénomenes exigeant jusqu’ici des modélisations completement déconnectées.
Evidemment, dans sa forme originelle, cette nouvelle approche présente elle aussi des défauts qu’il
s’agira de gommer dans les futures versions. Mais il nous semble que la piste est intéressante & suivre.

1. Cours IPSI :Comportements non linéaires des matériaux. Paris, 30 mars 2000
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Chapitre 1

Etude d’une classe de modeéles
d’endommagement

Résumé.

Ce chapitre est consacré a l'examen de modeles d’endommagement “régularisés”, i.e. ceux dont
I’énergie contient des termes avec gradient d’endommagement pondérés par un parametre qualifié
de longueur caractéristique. En partant d’une formulation du probléme d’évolution basée sur un prin-
cipe de minimisation d’énergie — principe dont on discutera le bien-fondé — le travail porte sur I’étude
des propriétés mathématiques du probléeme ainsi formulé.
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1.1 Objectifs de I’étude

Ce chapitre est consacré a 'examen de modeles d’endommagement “régularisés”, i.e. ceux dont
I’énergie contient des termes avec gradient d’endommagement pondérés par un parametre qualifié de
longueur caractéristique. En partant d’une formulation du probleme d’évolution basée sur un principe
de minimisation d’énergie — principe dont on discutera le bien-fondé — le travail porte sur ’étude
des propriétés mathématiques du probleme ainsi formulé. Plus précisément, on se propose :

1. A longueur caractéristique fixé, d’établir de résultats d’existence et d’unicité de la solution dans
un espace fonctionnel approprié.

2. Lorsque la longueur caractéristique est considérée comme un petit parametre, d’établir de
résultats de convergence du modele d’endommagement non local vers un modele de rupture.

La réponse au deuxieéme point se trouve pour l'essentiel dans la thése de Blaise BOURDIN, cf. [11]
et ne sera donc pas développée ici. En particulier, le lecteur pourra y trouver des démonstrations
mathématiques précises, mais trop longues pour étre reproduites ici. Nous nous concentrerons donc
uniquement sur le premier point tout en discutant longuement du bien-fondé et de efficacité de
I’approche énergétique. Pour bien mettre en évidence les avantages, mais aussi les faiblesses résiduelles
des modeles régularisés, nous commencons par rappeler (voire parfois a établir de fagon précise) les
principales propriétés associées aux modeles non régularisés.

Le plan du chapitre sera donc le suivant :

1. Dans la section 2, on commence par rappeler les principales propriétés des modeles d’endom-
magement fragiles non régularisés et en particulier ce qui motive I'introduction d’une longueur
caractéristique dans les modeles. Ceci permet d’introduire de fagon incontestable les princi-
paux concepts qui serviront aussi pour 'analyse des modeles régularisés. L’accent est tout par-
ticulierement mis sur la notion de stabilité des états, propriété qui s’avere décisive quant a
I’évaluation de la pertinence d’'un modeéle.

2. Dans la section 3, on présente le modele (il s’agit plus précisément d’une famille de modeles)
d’endommagement régularisé étudié en partant d’une formulation de la loi d’évolution en terme
d’extrema d’énergie. Puis on compare les résultats d’existence, d’unicité et de stabilité des so-
lutions obtenus sur ces modeles (soit dans un cadre général, soit a travers quelques exemples)
avec ceux établis précédemment pour les modeles non régularisés.

1.2 Les modeles d’endommagement fragiles standards, non régula-
risés

1.2.1 Leur construction

Les principaux choix

Rappelons que la construction d’un modele d’endommagement passe par le choix :
1. d’un parametre d’endommagement,

2. de la dépendance de la relation contrainte-déformation vis-a-vis de ce parametre,
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3. de la loi d’évolution du parametre.

L’objectif de ’étude n’étant pas de développer un modele précis, applicable a un matériau précis, mais
plutot de faire une étude qualitative d’'un modele représentatif de cette famille de modeles d’endom-
magement fragiles standards, nous prenons le parti de faire les choix les plus simples tout en dégageant
les propriétés génériques. Ainsi nous supposons que

1. Pendommagement peut étre paramétré par un scalaire « croissant ;

2. a endommagement fixe, le matériau a un comportement élastique linéaire, mais sa rigidité dépend
de son degré d’endommagement. Autrement dit le matériau a une élasticité variable caractérisée
par la relation a — A(a) entre le tenseur de rigidité ! et le parametre d’endommagement,
fonction (évidemment) positive et décroissante ;

3. la loi d’évolution de 'endommagement est régie par une loi a seuil standard basée sur la notion
de taux de restitution d’énergie critique (cf [Marigo, 1989] pour une justification de ce type de
loi & partir du postulat de Driicker-Ilyushin). Autrement dit, la loi d’évolution s’écrit

1 0 si —2A(a)e-e <k
_ZA e<k Y = . 2 1.1
5 ()e-e <k, o {ZO si —1A(a)ee=k (1.1)
ou k, scalaire positif dépendant a priori de «, caractérise, pour un état d’endommagement donné,
la taille du domaine d’élasticité dans I'espace des déformations, alors que A’ désigne la dérivée
de la fonction a — A(q).

Remarque 1. Moyennant un changement du paramétre d’endommagement , on peut supposer que la
fonction k est en fait une constante. En effet, en posant 3 = fo?; k(a)/k(ag)da le critére d’endomma-

gement s’écrit
1dA

—gw(ﬁ)ﬁ & < k(ap).

On peut aussi remarquer que ce changement de paramétrage est unique a une translation et une
homothétie pres, i.e. seuls les parameétres de la forme a8 + b, avec a > 0 et b réel, conviennent.

De ce fait, la construction d’'un modele d’endommagement fragile standard se résume en le choix

— des deux fonctions a +— A(«) et o — k(«), sil'on n’a pris aucune précaution.

— de la fonction o — A(a) et de la constante k, si 'on a fait le bon choix du parametre «;
Nous supposerons désormais que le parametre d’endommagement a été convenablement choisi de
facon a ce qu’il soit sans dimension physique, croissant depuis 0 et que k soit une constante ayant la
dimension d’une pression correspondant a la contrainte de premier endommagement dans un essai de
traction simple, ce qui fixe les constantes a et b.

Les propriétés d’écrouissage

Comme on le verra dans la sous-section 1.2.3, les phénomenes d’instabilité et de localisation sont
intimement liés aux propriétés d’écrouissage des modeles, i.e. au fait que le domaine d’élasticité dans

1. Toutes les notions qui suivent sont valables en dimension n,1 < n < 3. Certaines expressions se simplifient
évidemment en dimension 1.
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I’espace des contraintes croit ou non avec ’endommagement. Une fois le modeéle normalisé, ces pro-
priétés d’écrouissage sont elles-mémes liées a des propriétés de convexité de la fonction d’élasticité
a — A(a). En effet, notons £(a) et £*(a) les domaines d’élasticité dans I’espace respectivement des
déformations et des contraintes. Ils s’écrivent

5@%=%|—%AMk£§k}, 5%@:{0 ;A4ﬂ@aﬁgk} (1.2)

ott A~!(a) désigne le tenseur de souplesse du matériau dans un état d’endommagement «. Il est alors
facile de voir que £(a) croit avec o — on parlera d’écrouissage en déformation — si et seulement si la
rigidité est une fonction convexe (positive et décroissante) de 'endommagement , alors que £*(a) croit
avec o — on parlera d’écrouissage en contrainte — si et seulement si la souplesse est une fonction
concave (positive et croissante) de 'endommagement. Il est également facile de voir que ces deux
propriétés ne sont pas équivalentes, mais que la deuxieme (concavité de A~!) implique la premiere
(convexité de A) du fait de la positivité de A.

Un exemple

Un cas particulierement simple est celui d’un matériau initialement élastique et isotrope qui s’en-
dommage tout en restant isotrope et en conservant le méme coefficient de Poisson. La dépendance de
la rigidité par rapport au parametre d’endommagement prend alors la forme :

A(Oé) = a(a)Ao, AOijkl = )\O(sijékl + Mo((sikéﬂ + 5il(5jk)7 (1.3)

le module d’Young E(«) et le coefficient de Poisson v(a) du matériau endommagé étant donc reliés a
leur homologue du matériau sain par

E(a) = a(a)Ey, v(a) = 1. (1.4)

1.2.2 Leurs propriétés énergétiques
Les différentes énergies et leur utilité

Du fait du caractere standard de I’évolution, ce type de modele se préte bien a un traitement en
termes d’énergies. Ainsi, il s’avere que le travail de déformation est une fonction d’état, i.e. le travail
fourni pour faire passer le matériau de I’état naturel sain( ¢ = 0, « = 0) a un état de déformation-en-
dommagement (g, ) est indépendant du trajet de déformation suivi. En effet, soit ¢ — €(¢) un trajet
de déformation allant de €(0) = 0 a €(1) = e. Le matériau étant initialement sain, a(0) = 0, le travail
de déformation W est donné par

1 1
W:Aa@f@ﬁ:AAwmﬂyth (15)

Mais comme, en vertu de (1.1), on a a chaque instant

(34 @)(0) -t + &) (1) = (16)
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en reportant dans (1.5) on fait apparaitre une dérivée exacte. Compte tenu des valeurs de 1'état aux
extrémités du trajet, il vient finalement

1
W = §A(a)e e+ ka, (1.7)

expression dans laquelle il est facile de distinguer les notions d’énergie élastique, d’énergie dissipée et
de travail de déformation :

Energie €lastique volumique : (e,a) = JA(a)e - € (
Energie dissipée volumique : w(a) = ka
Energie de déformation volumique : W (e, a) = (e, a) + w(a) (1.10)

Ce faisant la relation contrainte-déformation et la loi d’évolution peuvent s’écrire :

o= aa—l/:(e,a) (1.11)
a0, M aps-—a)>0 va>o, (1.12)

da

remarque qui s’avere décisive pour la formulation variationnelle du probléme d’évolution et les pro-
priétés énergétiques des solutions. Mais 'utilité de la fonction d’état énergie de déformation W ne
s’arréte pas la. Il s’avere que les propriétés d’écrouissage du matériau sont directement liées aux pro-
priétés de convexité de cette fonction. Le résultat est suffisamment important pour qu’on en fasse une
proposition.

Proposition 1 (Convexité et écrouissage).

1. La condition d’écrouissage en déformation est équivalente a la convexité de I’énergie de déformation
par rapport 4 o @ € fixé;

2. La condition d’écrouissage en contrainte? est équivalente & la convexité de I’énergie de déformation
par rapport au couple (g, ).

PREUVE. La premiere partie de la proposition est évidente. Pour alléger la présentation, on se conten-
tera de démontrer la deuxieme dans le cas de 'exemple de modele ci-dessus o A(a) = a(a)Ap. On a
vu qu'il y avait durcissement si et seulement si 1/a était concave, condition qui s’écrit aussi (compte
tenu de la positivité de a)

2d/(a)? < a(a)ad” () Va. (1.13)

La convexité de W est équivalente a la positivité de sa dérivée seconde, i.e. a 'inégalité
a"(a)Age - € B2 +4d () Age - e B+ 2a(a)Age - € > 0, Ve, Vo, Ve, Vi, (1.14)
qui est possible pour tout 3 si et seulement si

2a' (@) (Ape - €)? < a(a)a” (o) Age - € Age - e Va, Ve, Ve. (1.15)

2. On parle aussi de durcissement s’il y a écrouissage en contrainte et d’adoucissement sinon.
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Mais sachant que (Age - e)? < Age - Age-e Ve, Ve (inégalité de Cauchy-Schwarz) et que I'égalité a
lieu quand € = e, il est facile de voir que (1.13) est équivalente a (1.15). O

Il faut d’autre part noter que, comme A(a) > 0, W est une fonction convexe de € a «a fixé.
Par conséquent la différence entre écrouissage en déformation et écrouissage en contrainte tient a la
convexité de W par rapport au couple de variables d’état dans le deuxieme cas alors qu’elle n’est
convexe que par rapport a chaque variable séparément dans le premier. Cette premiere condition est
évidemment moins forte que la deuxieme qui, elle, s’avere essentielle dans 1’établissement de résultats
d’existence, d’unicité et de stabilité des solutions du probleme d’évolution comme le montrent les
paragraphes qui suivent.

Le probleme d’évolution

Si 'on considere maintenant une structure dont la configuration de référence naturelle est 'ouvert
Q de R™, qui est constituée du matériau endommageable précédent et qui est soumise & un chargement
(dépendant d’un parametre ¢ > 0), le probleme quasistatique d’évolution consiste a chercher, a chaque
“instant” ¢, les champs des déplacements u;, d’endommagement «; et des contraintes o; vérifiant les
équations d’équilibre, les conditions aux limites, les conditions initiales et la loi d’évolution de I’en-
dommagement. Autrement dit, en écrivant les équations d’équilibre sous forme variationnelle et en
tenant compte de (1.12), u; et oy ont a vérifier :

u € Cy, oy € D, (116)
/ a—W(a(ut), ap) -e(v—udy)de = fi(v—y) Vv e, (1.17)
Q Oe
a—W(a(ut), ar)(B—ag)de >0 VB e Dy (1.18)
Q Oa

ot C; 3 et ¢ + désignent respectivement les ensembles de déplacements ou de vitesses cinématiquement
admissibles a l'instant ¢, D; et Zit 4 désignent respectivement les ensembles de champs d’endommage-
ment ou de vitesses d’endommagement admissibles a l'instant ¢ — ces dernieres sont nécessairement
non négatives pour traduire le caractere irréversible de I’endommagement —, alors que f; représente
la forme linéaire (donnant la puissance des efforts extérieurs) associée aux forces imposées a l'instant
t.

On voit immédiatement que ce probleme d’évolution fait intervenir la fonctionnelle énergie poten-
tielle, différence entre 1’énergie de déformation et le potentiel des efforts extérieurs. Posons donc

Pyv, B) = /QW(a(v)(x),ﬁ(x)) dr— f0),  (u,8) €CixDy. (1.19)
Alors (1.17)—(1.18) sont équivalentes a
DPy(us, o0)(v —dy, B—dy) >0  V(v,8) €CyxDy, (1.20)

ou DJ(f)(¢) désigne la dérivée de J en f dans la direction ¢.

3. Dans toute la suite C; est supposée étre un espace affine, son espace vectoriel associé sera noté C.

4. Souvent D; est en fait indépendant de ¢, mais lit, lui, peut en dépendre. Par exemple si « doit prendre ses
valeurs entre 0 et 1, bornes incluses, la vitesse d’endommagement sera nécessairement nulle aux point x ou, a l'instant
t, a(z,t) = 1.
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Le probléme incrémental

L’établissement de résultats précis d’existence, d’unicité et de régularité des solutions au probleme
d’évolution pose des difficultés d’ordre technique. Il est par contre plus facile d’en établir sur le
probleme incrémental, i.e. celui obtenu apres discrétisation en temps. En pratique c’est toujours ce
dernier que l'on résout numériquement.

Pour le construire, il suffit de remplacer la variable de temps “continu” ¢ par une suite (discrete) de
temps — on parlera alors d’étape ou de pas de temps ¢, ¢ € N —, et les vitesses par des accroissements.
Le probleme incrémental consiste alors a trouver, pour i € N, les champs u; et «; vérifiant

{ (ui, ;) € CixD; (1.21)

DP;i(us, o) (v —ui, B — ) >0 V(v,B) €C;xD;

ou C; et D; désignent respectivement ’ensemble des champs de déplacements et des endommagements
admissibles a I’étape i, ce dernier tenant compte maintenant de la condition d’irréversibilité, i.e.

B(x) > aj—1(x), Va € . (1.22)

De ce fait les problemes aux différentes étapes sont couplés, la solution a une étape dépend de la
solution a I’étape précédente. Leur résolution se fait donc par induction a partir de la donnée oy du
champ d’endommagement initial.

La notion d’état stable

Lorsqu’il n’y a pas unicité de la configuration d’équilibre d’un systeme sous une sollicitation donnée,
I’étude de leur stabilité fournit un critere de sélection. En toute rigueur, la stabilité est une notion
dynamique. En particulier un état d’équilibre sous une sollicitation donnée est stable si, une fois
écarté “un peu” de cet état d’équilibre, le systeme, soumis encore a la seule sollicitation donnée, ne
s’écartera jamais “beaucoup”, durant son évolution, de cet état d’équilibre. On voit donc que 1’étude
de la stabilité passe par

1. la connaissance de la dynamique du systeme ;
2. le choix d’une distance entre les états.

Si ce deuxieéme point — qui ne pose probléeme que pour des systémes dont I'espace des états est de di-
mension infinie (car en dimension finie toutes les normes sont équivalentes) —, peut étre généralement
réglé par des considérations physiques, le premier par contre se révele étre souvent un obstacle insur-
montable. On préfere alors remplacer la notion dynamique de stabilité par une notion plus heuristique.
C’est en particulier le cas pour les systémes “conservatifs” (tels les solides élastiques soumis a des
charges mortes) dans lesquels les “forces motrices” dérivent d’un potentiel. On considére pour eux que
les états stables sont les minima locaur du potentiel. On s’appuie pour cela sur I’équivalence rigou-
reusement établie entre ces deux notions de stabilité pour des systémes a nombre fini de parametres
d’état. En effet la dynamique de tels systemes est régie par un systeme d’équations différentielles
autonomes du type

#(t) = —DP(z(t)), t>0,  z(0)=m, (0)=uy (1.23)
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I’état  du systéme étant un vecteur de RY. On peut alors établir les conditions de stabilité dynamique
suivantes pour un état z, cf [7], [31] :

D*P(z) > 0; (1.24)
D*P(z) > 0, (1.25)

Condition nécessaire de stabilité : DP(z)
Condition suffisante de stabilité : DP(z)

0,
0,

qui permet de se limiter a ’étude du potentiel P au voisinage des positions d’équilibre. On aboutit
ainsi au fameux critére de la dérivée seconde de I’énergie. Par extension on adopte a priori ces mémes
conditions pour des systémes conservatifs & nombre infini de degrés de liberté, cf [39], [31], voire pour
des systémes non conservatifs, cf [43]. C’est ce que 'on se propose de faire ici pour les structures
fragiles & loi d’endommagement standard qui, bien que non conservatives, ont une énergie fonction
d’état. Toutefois le caractere irréversible de ’endommagement oblige a modifier 1égerement la définition
heuristique d’état stable.

Définition 1 (Stabilité au sens de 1’énergie). Un état admissible de déplacement-endommagement
d’une structure fragile soumise a un chargement donné est dit stable si et seulement s’il existe un
voisinage d’états admissibles dans lequel tout autre état accessible a une énergie potentielle supérieure.

La différence avec un systéme conservatif tient a la notion de minimum local par rapport aux seuls
états accessibles. La motivation est la suivante : on considere que méme s’il existe au voisinage d’un
état des états d’énergie moindre mais dont ’endommagement est moindre, comme ’endommagement
ne peut qu’augmenter, la structure ne pourra pas s’y diriger et ils n’interviendront donc pas dans le
processus dynamique. On remarquera en outre le caractere strict du minimum local exigé. Ce faisant si
I'on note Bj(u, ) la boule (pour une norme a préciser) dans ’ensemble C x D des états admissibles de
la structure sous une sollicitation donnée, de centre (u, ) et de rayon h, et B;Lr (u, ) le sous-ensemble
des états accessibles, i.e.

{Bhw,a) — {(,B) €CxD:|[(v—uB-a)| < h}

. (1.26)
By, (u, ) {(v,8) € Bp(u, @) : B = «a, (v, 8) # (u, )},

la notion de stabilité d’un état se formalise comme suit :

(u, ) est P — stable dans C x D

(i (1.27)

Jh >0, V(v,p) € B}T(u, a) P(v,B) > P(u, ).

Remarque 2. 1l est essentiel de noter que le caractére stable d’un état dépend du type de sollicitation
imposée. Ainsi un méme état pourra étre stable dans des conditions de déplacement imposé et instable
dans des conditions de force imposée. Ces conditions de sollicitation apparaissent dans la définition
ci-dessus de la stabilité d’une part par Uintermédiaire de ’ensemble C des déplacements admissibles
caractérisant les données cinématiques et d’autre part par l'intermédiaire de I’énergie potentielle dont
Uexpression tient compte des efforts extérieurs donnés. Ces propos seront illustrés dans la prochaine
Sous-section.
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On peut tirer de la définition une premiere condition nécessaire de stabilité. Soient (u,«) un état
stable et (v, 3) € Bf (u, ). En supposant que P est Gateaux-différentiable en (u, ) dans la direction
(v, B), on a nécessairement pour @ positif, assez petit :

0 < Plu+0(v—u),a+0(8—a))—Pu,a) (1.28)
= ODP(u,a)(v—u,B — )+ o(0). (1.29)

En divisant par 0 et en passant a la limite quand 6 tend vers 0, on obtient 'inégalité
DP(u,a)(v —u,f—a) >0 Y(v, B) € Bf (u,). (1.30)

Mais par homogénéité I'inégalité vaut en fait pour (v, 3) € B, (u, a), pour tout 7 > 0. D’ol finalement
la

Proposition 2 (Premiere Condition Nécessaire de Stabilité). Un état (u, o) est P — stable dans C x D
seulement st
DP(u,a)(v —u,f —a) >0 V(v,5) eCxD, B>« (1.31)

En fait, il est facile de voir que (1.31) est satisfaite si et seulement si (u, ) est admissible, vérifie
I’équilibre et le critere d’endommagement, i.e.

1. (u,a) € C x D;

2. JoA()e(u) -e(v)dz = f(v), VYveCl;

3. Al(a)e(u) - e(u) + 2k >0  presque partout dans Q.
Autrement dit les états stables sont a chercher parmi les états d’équilibre vérifiant le critere. Cette
condition est évidemment a rapprocher de (1.21). En oubliant les indices relatifs au pas de temps,
on voit que les deux inégalités coincident & condition d’identifier «;_1 a «;. Mais comme a;_1 < ay,
(1.21) est en fait une condition plus forte que (1.31), qui n’est malheureusement qu’une condition
nécessaire de stabilité, en général pas suffisante. A ce stade, on peut donc seulement conclure que les

solutions de (1.21) sont des bons candidats & la stabilité, mais qu’il leur reste a remplir des conditions
supplémentaires pour étre retenus.

1.2.3 Les résultats d’existence, d’unicité et de stabilité

Dans cette Sous-section nous nous proposons d’établir quelques résultats d’existence et d’unicité
des solutions au probleme incrémental et quelques résultats de stabilité des états. Nous envisageons
pour cela différents types de chargement et différentes propriétés d’écrouissage.Pour simplifier les
expressions, mais cela n’enléve rien au caractere générique des résultats, nous supposerons que

a € [0,00), A(a) = 2a(a)I, I tenseur identité, k=1, (1.32)

a étant une fonction strictement positive, deux fois contintiment dérivable, sa dérivée premiere étant
strictement négative (assouplissement) et sa dérivée seconde strictement positive (écrouissage en
déformation). On prend pour norme dans l'espace des états la norme H' pour les déplacements et la
norme L* pour 'endommagement :

1w, )| = Null g1 @ rm) + [l Lo (- (1.33)
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Cas des structures & déplacements controlés

Pour illustrer 'importance du type de chargement, on va supposer que 1’on est capable de controler
les déplacements en tout point de la structure a chaque instant et donc qu’on peut lui imposer tout
déplacement (régulier) wu(t), fonction réguliere de ¢t. Dans ce cas l'ensemble des déplacements admis-
sibles C(t) se réduit au seul déplacement imposé u(t)?. Le probléme d’évolution se réduit donc &
la détermination de «(t), ce qui se fait a partir de la loi d’évolution (1.1) et la condition initiale
a(0) = ap. Compte tenu de la condition adoptée d’écrouissage en déformation, il est facile de voir
que (1.1) posseéde une solution et une seule des lors que le champ u(0) est compatible avec «yp, i.e.
e(u(0)) € E(ap), p-p. dans Q, la répartition de 'endommagement dans la structure se faisant point
par point, puisque e(u(t)) est connu localement & chaque instant.

Du point de vue de la stabilité, montrons la

Proposition 3. Tout état (u, ) vérifiant le critére, i.e. tel que a'(a)e(u) -e(u) +1 >0, p.p. dans ,
est P — stable dans CxD.

PREUVE. Soit (u,«) un tel état. Les états accessibles sont donc les couples (u, 5) avec 8 > a. Posons
B=a+hpavec 0 < h <1, >0, supessgp = 1. En vertu du théoreme de la valeur moyenne, il
existe, pour presque tout x € 0, 0(x) € [0,1] tel que

2

a(B(x)) = ala(z)) + ha'(a(z))p(x) + %a"(a(ﬂc) +0(x)p(x))p()*.

Compte tenu de la positivité de a”, en posant 2¢ = min{a”(v) : 0 <y < supessga+ 1} > 0, on a
a(B(z)) > a(a(z)) + ha'(())p(x) + ch’p(z)?,  p.p. z € Q.

En reportant cette inégalité dans l'expression de ’énergie potentielle (qui se réduit ici a I'énergie de
déformation), il vient

P(u,B) — P(u,a) > h/Q (a'(a)s(u) ce(u) + 1) © dx + ch? /Q ©? de. (1.34)

La premiere intégrale du second membre est positive ou nulle puisque (u,«) vérifie le critere. La
seconde est strictement positive. Donc (u, @) est un minimum de P sur B (u, ), d’ott le résultat. O

Ce résultat montre bien qu’a déplacement controlé, c’est la propriété d’écrouissage en déformation
qui est essentielle. Malheureusement, en pratique, il n’est pas possible de controler les déplacements
en tout point de la structure, mais ce sont les forces volumiques qui sont imposées®. On va voir que
dans ce cas c’est la propriété d’écrouissage en contraintes qui intervient. Pour le montrer, on distingue
le cas des matériaux se durcissant de celui des matériaux s’adoucissant.

5. C’est un espace affine dont ’espace vectoriel associé est {0}
6. Tres souvent l'ingénieur les négligent, ce qui veut dire qu’elles sont implicitement imposées ...a 0.



1.2. LES MODELES D’ENDOMMAGEMENT FRAGILES STANDARDS, NON REGULARISES11

Cas des structures a forces volumiques imposées, avec durcissement

Commencons par le cas ou le matériau est strictement durcissant. On sait qu’alors W est stric-
tement convexe. La structure est soumise a des forces volumiques données, une partie du bord est
encastré de facon a interdire tout déplacement rigide alors que sa partie complémentaire est soumise
a des forces surfaciques données. A l'instant initial la structure est non endommagée. En conséquence
le probleme incrémental consiste a trouver, pour ¢ € Ny, les champs u; et «; vérifiant

{ (uj, ) € CxD;

DP;(u;, ) (v —ui, f— ;) >0 V(v,8) € CxD; (1.35)

I’ensemble des déplacements admissibles C étant un espace vectoriel indépendant du pas de temps,
D, ={8 € L*®(Q): > a;—1 p.p. dans Q} et I'énergie potentielle P; valant

P d) = [ @Be) ) +5) do— o) (1.36)
Mais comme P; est strictement convexe, (1.35) est équivalent a, cf [19],
Trouver (uj,co;) minimisant P; sur CxD;. (1.37)

De plus la solution si elle existe est unique. Ceci régle du méme coup la question de stabilité puisque la
solution est un minimum global strict. Seule I'existence pourrait poser probléme. En fait tout dépend
de la coercivité de P; a l'infini. Moyennant une hypothese un peu plus forte sur I’écrouissage cette
condition est assurée. Mais comme ce sont plutot les matériaux adoucissants qui nous intéressent, nous
ne la détaillerons pas.

Cas des structures a forces volumiques imposées, avec adoucissement

Considérons maintenant des structures a forces volumiques imposées, constituées d’un matériau
strictement adoucissant, i.e. tel que

Jde>0 Va>0 2d'(0)? — a(a)ad” (o) > c. (1.38)

Il est bien connu que dans ce cas on ne peut étre assuré ni de I'existence, ni de 'unicité des solutions
au probleme d’évolution. En effet,

1. Pour la non existence. Il suffit de considérer le probleme d’une barre en traction simple, avec
forces linéiques nulles, pour constater qu’elle ne pourra supporter une traction plus grande que
a(0)/+/]a’(0)]. De fagon générale, comme les contraintes ne peuvent sortir du domaine d’élasticité
initial £*(0), convexe borné, la structure ne pourra pas supporter n’importe quel chargement et
on retrouve la problématique du calcul a la rupture.

2. Pour la non unicité. La non unicité n’est guere plus difficile & mettre en évidence. Il suffit de
reprendre le probleme précédent de traction simple d’une barre mais en imposant cette fois non
plus la force mais le déplacement des extrémités. Il est alors possible de construire une infinité de
solutions au probléme d’évolution, en jouant sur les zones avec décharge élastique. Tout provient
du fait que 'on ne controle pas la déformation de chaque point de la barre, mais seulement la
déformation moyenne de la barre. Et comme pour un méme niveau de contraintes, plusieurs
valeurs de la déformation sont possibles, on peut engendrer ainsi une infinité de solutions.
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Reste la question de la stabilité des solutions. La non unicité de solution serait un mal supportable si
le criteére de stabilité permettait d’en rejeter beaucoup et d’en retenir quelqu(es) une(s). Mais il suffit
de se placer en dimension 1 pour déchanter, car on a la

Proposition 4 (Instabilité des états d’équilibre en phase d’endommagement ).
Tout état d’équilibre tel que le critére d’endommagement est atteint sur un ensemble de mesure non
nulle est instable.

PREUVE. Il semble que ce résultat soit général 7. Mais nous nous contenterons (trés modestement)
d’en donner une démonstration dans le cadre unidimensionnel. On considére donc une barre 2 = (0, 1)
soumise a des forces linéiques f, dont extrémité x = 0 est fixée alors que 'extrémité x = 1 est soumise
soit a une force, soit a un déplacement. Les deux situations seront tour & tour considérées.

On consideére un état d’équilibre et ne violant pas le critere, i.e. un état (u, «) vérifiant la premiere
condition nécessaire de stabilité (1.31). On note D la partie du domaine ou le critére d’endommagement
est atteint, ¢.e.

D={zecQ:d(a)(z)*+1=0} (1.39)
Considérons des états de la forme (u 4 hv, o+ hy) avec h > 0, v € C°, p € D et tels que
DP(u, ) (v, ) =0, (1.40)

ce qui revient & considérer des champs ¢ > 0, nuls la ou le critére n’est pas atteint, i.e. dans '\ D.
Pour h voisin de 0, I'énergie potentielle admet le développement suivant (avec des dérivées au sens de
Gateaux) :

h2
P(u+ hv,a+ hp) = Plu,a) + 7D2P(u, a)(v, @) + o(h?). (1.41)
Par conséquent, si on arrive a trouver un couple (v, ¢) tel que
I = D?*P(u,a)(v,p) <0 (1.42)

on pourra conclure a l'instabilité de (u,«). Commencons par expliciter I en utilisant les notations
condensées suivantes :

ao(z) = ala(x)), ai(z) =d(a(z)), as(z)=d"(a(z)). (1.43)

Il vient

. IRV / / _ az() )2 -
I= /Q2ao(x)v () dm—l—/D <4a1(az)u (z)v'(x)p(z) () ) dx. (1.44)

ax(x)
Minimisons I par rapport a v, a ¢ fixé. Il faut distinguer pour cela les deux types de chargement.

1. Extrémité r = 1 & force imposée. Un calcul élémentaire donne comme v optimal :

V(@) = =0 (@) p(a), (1.45)

7. Mais & la connaissance des auteurs, s’il est communément admis voire clamé, on n’en trouve aucune (vraie)
démonstration dans la littérature.
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ce qui en reportant dans I donne :

I=-— /D (‘“(x) - 2‘“(””)) o(x)? da. (1.46)

ar(z) ao(w)

Mais du fait de la condition d’adoucissement (1.38) et de la négativité de a;, on a I < 0 en
prenant ¢ # 0, dés lors que D est de mesure non nulle.

2. Extrémité x = 1 4 déplacement imposé. Dans ce cas le v optimal est donné par :

aq ’
o) = =B o) 1 LD TEA (1.47)
ao(r) dx ag(x)’ '
Q ao

ce qui en reportant dans I donne :

I= —/D (ngg - 228) o(2)? da + / Qd—m </D Z;Egu/(:ﬂ)gp(m) d:c>2. (1.48)

o ao(z)

La différence par rapport au cas précédent tient a I’ajout d’un terme positif au second membre.
Mais cela ne peut changer la conclusion. En effet, en prenant pour ¢ une fonction caractéristique
telle que la mesure de son support soit @ mes(D) avec 6 assez petit, ce deuxieme terme est de
'ordre de 6?2 alors que le premier (négatif) est de 'ordre de #. Par conséquent, pour 6 assez petit,
I <0.

O

Pour démontrer ce résultat en dimension supérieure a 1, on peut suivre une démarche analogue,
mais on ne peut plus faire le calcul explicite de 'optimum en v. Il faut alors construire des suites de ¢
astucieusement en mélangeant finement des zones ou ¢(x) = 0 et des zones ol ¢(z) = 1. Les auteurs
de ce rapport tiennent a la disposition du lecteur intéressé une démonstration valable dans le cas de
problemes antiplan. Elle s’appuie en particulier sur des notions de I'-convergence et sur des propriétés
de bornes optimales de coefficients homogénéisés.

En conclusion, on voit que, seuls, les états d’équilibre élastiques, i.e. ceux pour lesquels (presque)
aucun point de la structure n’a atteint le critere d’endommagement, ont une chance d’étre stables.
Cela en fait évidemment bien peu et en tout cas trop peu pour conserver ce type de modeles en 1’état.

1.3 Les modeles d’endommagement fragiles standards régularisés

1.3.1 Leur formulation

L’analyse précédente montre que les modeles d’endommagement fragiles standards avec adoucis-
sement ne sont pas viables. Si I'on pourrait toujours se satisfaire de la non existence de solutions dans
certains cas, puisque cela ne fait que refléter 'impossibilité constatée des structures réelles a suppor-
ter des chargements trop élevés, si I'on pourrait toujours se satisfaire de la non unicité de solutions,
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puisque cela ne fait que refléter la tres grande diversité des configurations possibles des systemes com-
plexes non linéaires, il est par contre intolérable que 1’on ne puisse trouver de configurations stables
“non triviales”. Il est donc nécessaire d’y apporter quelques modifications. Si I'on regarde de pres la
démonstration de la non stabilité des états d’équilibre en phase d’endommagement, on s’apercgoit que
cela tient au fait que 'on peut envisager des états proches de moindre énergie étant plus endommagés
sur une zone que l’on peut choisir aussi petite que I'on veut sans que cela coiite de ’énergie. Il n’en
serait plus de méme si 'on introduisait une longueur caractéristique dans le modele de fagon a ce
que toute concentration d’endommagement sur une zone de dimension plus petite coiite beaucoup
d’énergie. Ce ne serait donc plus des échappatoires énergétiques. Une fagon simple d’arriver a cela
consiste & rajouter dans I’énergie un terme faisant intervenir le gradient d’endommagement ®. C’est ce
que nous nous proposons de faire. Toutefois une question ne va pas manquer de surgir lorsque ce terme
sera introduit, & savoir “quelle loi d’évolution choisir ?”. C’est ici que toute 'approche précédente en
termes d’énergie va se révéler tres puissante. En fait, tout va découler du changement de la forme de
I’énergie. Le probleme d’évolution et la stabilité des états vont se formuler toujours de la méme facon,
I'un a partir des premieres variations de 1’énergie, ’autre a partir de la notion de minimum local.

Le choix de 1’énergie de déformation

Pour construire ces modeles d’endommagement régularisés, nous adoptons, comme pour leur ho-
mologue non régularisés, un point de vue purement macroscopique et phénoménologique. On considére
donc que pour I’élément de volume le gradient d’endommagement Vo est une variable d’état au méme
titre que € et . Mais contrairement & la coutume nous n’allons pas postuler une forme de dépendance
de I'énergie libre vis a vis de ces variables d’état locales, puis introduire des lois complémentaires
régissant I’évolution des variables internes (o, V) wvia des potentiels de dissipation. Nous postulons
directement la forme de I’énergie de déformation W fonction de (g, o, V). Comme nous nous limitons
a un cadre linéaire, nous supposerons que W peut se développer au voisinage de ¢ = 0 et Va = 0
jusqu’au deuxieme ordre, ce qui conduit a ’expression suivante de W :

Wi(e,a,Va) = w(a)+op(a)- e+ go(a) - Va+
+1A(a)e - e + C(a)e - Va+ LL(a)Va - Va, (1.49)

ou op(a) est le tenseur des précontraintes, go(a) est un vecteur, A(a) est le tenseur de rigidité, C'(«)
est un tenseur d’ordre 3 et L(«) une matrice. Si 'on suppose de plus que le matériau est isotrope et
que le parametre d’endommagement est un scalaire objectif (invariant par changement de référentiel),
alors W devant lui méme étre objectif, on doit avoir :

W(QeQT,0,QVa) = W(e,a,Va), VQ, Q '=qT. (1.50)

Mais ceci est possible si et seulement si og(a) est un tenseur sphérique, go(a) et C () sont nuls, A(«x)
est un tenseur isotrope et L(«) est proportionnelle a 'identité. Par conséquent, W peut se mettre sous
la forme :

W(e, o, Va) = w(a) + po(a) Tr(e) + LA(a)e - € + Ll(a) Va - Va, (1.51)

8. Mais on pourrait opter pour ’ajout de termes avec énergie de surface ou avec gradient de déformation.
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po(a) et l(a) étant maintenant des scalaires. Comme nous n’avions pas tenu compte du terme de
précontraintes dans le modele non régularisé, nous continuerons a l’ignorer et posons

po(a) = 0.

Le seul terme qui différe est donc finalement le terme en Va - Va. Pour des raisons de positivité du
travail de déformation et pour améliorer la stabilité, le scalaire [(c) est nécessairement non négatif.
En le prenant nul, on reviendrait au modele précédent. Nous le supposerons donc strictement positif.
On voit donc qu'un modeéle d’endommagement standard régularisé fait intervenir 3 fonctions du
parametre d’endommagement : A, w et [. Mais comme nous le remarquions dans le modele initial,
on peut en fixer une en changeant simplement de parametre d’endommagement, sans changer pour
autant les propriétés intrinseques du matériau . Par exemple, sachant que o € [0, 00), il existe un seul
changement de parameétre 8 = f(a) tel que f(0) = 0 et tel que [ o f~! soit une constante donnée.
En effet, a étant supposé sans dimension, [(«) a la dimension du produit d’une pression par le carré
d’une longueur (autrement dit d’une force). Donnons nous une longueur de référence ¢ et posons

B= / E0€2 (1.52)

ou Fy est le module d’Young du matériau sain, I’énergie de déformation s’écrit maintenant en termes
des nouvelles variables d’état :

W(e, 8,VB) = w(B) + LA(B)e - € + LEgl*V 5 - V.

Nous supposerons désormais que le changement de variable a été fait, nous continuerons a appeler la
variable d’endommagement « et omettons la barre” au dessus des fonctions W, w et A. D’ou 'expres-
sion finalement retenue de 1’énergie de déformation, ne faisant plus apparaitre que deux fonctions a
déterminer expérimentalement w et A 10 :

W(e, a,Va) = w(a) + LA(a)e - e + LEg?Va - Va (1.53)

w(a) correspond toujours a l’énergie volumique dissipée pour le modele non régularisé. Quant a A(«),
nous nous placerons dans le cas le plus défavorable, a savoir celui ou il y a adoucissement (mais
écrouissage en déformation).

Il faut cependant faire attention au fait que le choix du parametre d’endommagement differe dans
le modele régularisé de celui fait dans le modele non régularisé. Pour ce dernier o correspondait,
a un coefficient multiplicatif prés de normalisation, a I’énergie volumique dissipée. On avait alors
montré que les propriétés d’écrouissage étaient équivalentes a des propriétés de convexité de 1’énergie

9. On pourrait formaliser cela en introduisant une relation d’équivalence entre les modeles. Deux modeles tels que
les fonctions associées (A, w,!) et (A,w,1) se déduiraient les unes des autres par un changement de variable — i.e. s’il
existait un difféomorphisme croissant f tel que (A,,1) = (Ao f=* do f~' 1o f~1) —, seraient dits équivalents.

10. En fait la détermination de A(c) se réduit a celle des 2 coefficients de Lamé A(«) et () si le matériau est isotrope.
Donc en tout il faut identifier 3 fonctions scalaires.
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de déformation. Maintenant, comme nous avons choisi de normaliser le terme en gradient d’endomma-
gement, le parametre d’endommagement n’est plus (en général) proportionnel a I’énergie volumique
dissipée. Ce faisant les propriétés de convexité n’étant pas invariantes par changement de variable, il
faut repréciser comment les conditions adoptées se traduisent en termes des fonctions A et w.

Nous voulons que le matériau ait toujours une élasticité positive, soit A(a) > 0 (ou de fagon
équivalente que s(a) = A(a)™! > 0. Nous voulons que le matériau s’assouplisse en dissipant de
I'énergie quand il s’endommage, soit A’(a) < 0 (ou encore s'(a) > 0) et w'(a)) > 0. Nous voulons
qu’il y ait écrouissage en déformation (pour des états d’endommagement homogenes). Or le critére en
déformation s’écrivant maintenant 1 A’'(a)e - € + w'(a) > 0, il faut donc que A’/w’ soit une fonction
croissante de a.. Nous voulons qu’il y ait adoucissement en contrainte (pour des états d’endomma-
gement homogenes). Or le critére en contrainte s’écrivant maintenant —1s'(a)o - o + w'(a) > 0, il
faut donc que s’ /w’ soit une fonction croissante de . En résumé, les conditions que nous adopterons
désormais sont :

Elasticité positive !! : Ala) >0, s(a)=A(e)™! >0; (1.54)
Assouplissement et dissipation : A(a) <0, §(a)>0, uw'(a)>0; (1.55)
Ecrouissage en déformation ¢ow (a)A" (a) — w" () A (a) > 0; (1.56)
Adoucissement en contrainte w'(a)s” (o) — w"(a)s'(a) >0 (1.57)

Remarque 3. A ce stade de la construction du modéle, il ne faudrait pas croire que ¢ est une longueur
intrinséque au matériau. Ce n’est qu’une longueur de référence que l'on s’est donnée afin de fixer le
paramétrage. La notion de longueur caractéristique apparaitra dans l'analyse de la stabilité des états
d’équilibre.

Le probleme d’évolution

Il s’agit maintenant de passer a la question de I’évolution de '’endommagement. Mais, comme nous
I’annoncions, nous dérogeons a la regle en ne postulant pas une loi d’évolution au niveau local, mais
directement au niveau de la structure. Nous nous replacons donc dans la situation envisagée dans la
section précédente d’'une structure dont la configuration de référence naturelle est 'ouvert 2 de R™,
qui est constituée du matériau endommageable caractérisé par son énergie de déformation (1.53) et
qui est soumise a un chargement (dépendant d’un parametre ¢ > 0). Introduisons 1’énergie potentielle,
comme étant toujours la différence entre ’énergie de déformation et le potentiel des efforts extérieurs,

Pi(0,8) = /Q W (e(0) (@), B(x), VB(x)) d — fy(w). (1.58)

Remarquons qu’elle exige plus de régularité des champs d’endommagement pour qu’elle soit finie.
Nous supposerons donc désormais que ’ensemble D des champs admissibles est

D = L= RY) N HY(Q;R), (1.59)

11. Les inégalités tensorielles sont évidemment comprises au sens des formes quadratiques, par exemple A(a) > 0
signifie que A(a)e - >0, Ve #0.



1.3. LES MODELES D’ENDOMMAGEMENT FRAGILES STANDARDS REGULARISES 17

alors que les champs de déplacements ont toujours la régularité H'.

Le probleme quasistatique d’évolution postulé consiste a chercher, a chaque “instant” £, les champs
des déplacements u; € C; et d’endommagement oy € D vérifiant

Probléme d’évolution
(1.60)
DPt(ut,at)(v—ﬁt,ﬁ—dt) 20 V(U,,B) GCtXD

Formellement, le probleme d’évolution s’écrit donc comme dans le cas d’'un modele non régularisé,
cf. (1.20). Mais il conduit évidemment a des solutions différentes du fait que 1'énergie de déformation
dépend maintenant du gradient d’endommagement. Pour s’en convaincre interprétons ce probleme
d’évolution. En prenant S = d¢, on réobtient la formulation variationnelle de ’équilibre :

/QA(ozt)s(ut) ce(v—y)de = fi(v—1dy)  YveCl, (1.61)

En faisant ensuite v = i dans (1.60) on obtient la nouvelle loi d’évolution de « sous forme variation-
nelle :

/ (LA (o)e(ue) - e(ug) + w' (o)) B da + EOEQ/ Va-Vidr >0 VB eD, (1.62)
Q Q

avec égalité quand 3 = o, 2. Apres intégration par parties, on peut revenir au niveau local et ’on
obtient finalement pour probleéme d’évolution de « :

a; >0
Dans Q LA (oy)e(u) - e(uy) +w'(ar) — Eogl? Aoy > 0

dt(%A/(at)E(ut) ce(ug) +w' (o) — E0€2Aat) =0 (1.63)
Sur 0Q % =0

on

avec la donnée initiale .

On voit que le critere d’endommagement est devenu non local avec I’apparition du terme en Aq.
On voit aussi qu’il apparait une condition naturelle de nullité du gradient normal d’endommagement
sur le bord. On pourrait évidemment forcer d’autres conditions aux limites en imposant soit la valeur
de « sur le bord (condition qui apparaitrait dans D), soit une valeur non nulle de da/9n sur le bord
en introduisant un terme correspondant dans P. Mais ces considérations tres formelles demanderaient
a étre plus étayées physiquement. Nous nous en tiendrons donc a nos choix implicites initiaux.

12. On utilise le fait que D est un céne convexe indépendant de ¢.
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1.3.2 Les résultats d’existence, d’unicité et de stabilité
Existence.

En ce qui concerne 'existence de solutions dans les problemes a forces imposées, il n’y a pas de
miracle a attendre du terme régularisé. La structure ne peut supporter que des chargements limités
et la notion de charge limite vaut toujours. Nous en voulons pour preuve le simple exemple d’une
barre Q = (0, L) fixée & une extrémité, soumise & une contrainte o '3 & Pautre, les forces linéiques
étant nulles. L’équilibre imposant que la contrainte soit partout égale a o, le critére d’endommagement
s’écrit, en notant s(a) = 1/A(«) la souplesse :

—15'(a(x))o? + w'(a(x)) — Egl?d” (z) > 0, p.p. dans €. (1.64)

En intégrant sur €, du fait des conditions aux limites o/(0) = /(L) = 0, on obtient :

02 < 2<<1:—,/>>, (1.65)

(f) désignant la moyenne de f sur 2. Mais du fait de ’adoucissement, w’/s’ est une fonction décroissante
de a. On a donc la majoration suivante :

/
o2 <20 _ 2 (1.66)

oo étant la contrainte critique de premier endommagement dans un essai de traction simple d’intensité
croissante. Autrement dit la barre ne peut pas supporter une contrainte plus grande une fois la loi
régularisée.

Unicité.

Dans les probléemes o les seules données non nulles sont des données en déplacement, la question
de charge limite ne se pose pas (nous reviendrons sur ce point dans le paragraphe sur la stabilité). Il
s’agit par contre de voir si la régularisation a amélioré la question de 'unicité. Pour cela, on reprend
le probléme de traction simple d’une barre 2 = (0, L) mais en contrélant maintenant le déplacement
de lextrémité L, 'autre extrémité étant maintenue fixe, ce qui conduit aux conditions aux limites

ut(0) =0, ut(L) = tL. (1.67)
Afin de faciliter les calculs, nous prenons pour fonction A(a) et w(a) :
EO 0'8

oo s’interprétant comme la contrainte de premier endommagement, mais donc aussi comme nous
I’avons vu comme la contrainte limite supportable par le matériau. Sachant que, pour des raisons
d’équilibre, la contrainte est nécessairement uniforme dans la barre,

o(z,t) =04, Vaxe (0,L), (1.69)

13. Il faudrait évidemment parler dans ce cas de force, mais pour ne pas changer de notations on les assimile a des
contraintes
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Le probleme d’évolution consiste a trouver, pour t > 0 et z € (0, L), oy et ay(x) tels que

ai(z) >0 (1.70)

E2020) (x) 4+ otay(z) —of + 02 <0 (1.71)

ai(z) (EjPay (z) + ofaw(x) — 0§ +07) =0 (1.72)

a;(0) = aj(L) =0, (1.73)

ap(z) =0 (1.74)

o /L(l + oy(x))? dx = tEy L, (1.75)
0

cette derniere relation ne faisant que traduire la donnée de la déformation moyenne du fait des condi-
tions aux limites en déplacement 4.
Avant de construire des solutions, on peut remarquer que dans un intervalle ou le seuil d’endom-

magement est atteint (égalité dans(1.71)), la répartition de 'endommagement est de la forme

ol o o
a(z) = a_g — 1+ aysin — ot + b; cos Bl (1.76)
t

Au début, la réponse est évidemment élastique et on a

o = tEy, a(x) =0, quand 0<t<ty= %. (1.77)
0
A Tinstant to tous les points de la barre ont atteint le seuil d’endommagement (égalité dans(1.71)) et

sont donc susceptibles de s’endommager. On va envisager plusieurs cas a partir de cet instant.

1. La solution uniforme. Si tous les points s’endommagent ((égalité dans(1.71) pour tout z),
alors, compte tenu des conditions aux limites (1.73), on a nécessairement un endommagement
uniforme et on trouve la solution que ’on qualifiera d’homogene :

1/3 2/3
gy = 00 (t?()) s th(.%') = <%> — 1. (178)

2. La croissance d’un pustule. Cherchons maintenant une solution ou la barre s’endommage
sur un intervalle de longueur (variable) 2L; centré en un point (fixe) arbitraire xy. Dans ce cas,
comme oy est nul & l'extérieur de ce segment, par raison de continuité on a oy et «j nuls aux
extrémités du segment. On tire alors de (1.76)

2 ™ — X0 E()
=2( Y —1)cos?= Ly =nm—/ 1.79
a0 =2 (B -1 )eo FET =i, (1.79)

répartition d’endommagement que ’on qualifiera, du fait de sa forme et de sa nocivité, de pustule
de largeur 2L, centré en xo. D’autre part (1.75) fournit la relation (implicite) entre o; et ¢ :

O 14 061 0(2]
t=tg— +7m— — —2— — . 1.
0 0 7 (3 1 2 ( 80)

14. Le lecteur perspicace n’aura pas manqué de noter que (1.75) n’est qu'une combinaison des deux conditions aux
limites en déplacement. La deuxieme condition ne sert qu’a éliminer la translation d’ensemble.
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Pour que la condition d’irréversibilité (1.70) soit satisfaite, il faut et il suffit que o, soit une
fonction décroissante de t. D’apres (1.80) cela équivaut a toL < 8n¢. Enfin il suffit de s’assurer
que cet intervalle est contenu dans (0, L) pour que l'on ait construit une solution. Remarquons
a cet effet que le pustule a une largeur initiale 2L;, = 27¢/to non nulle et indépendante de x,
ce qui exige que la longueur de la barre lui soit supérieure pour qu’il puisse naitre. Si c’est le
cas, en prenant xg suffisamment proche du milieu de la barre, on a construit une autre solution
que la solution uniforme au probleme d’évolution, tout du moins pour ¢ voisin de 3. En fait, on
en a méme construit une infinité puisque 'on a le choix du centre du pustule.

N

FIGURE 1.1 — Croissance d’un pustule au milieu de la barre.

Avec le temps, ce pustule va s'étendre (L; croit) et s’amplifier (ay croit), cf Figure 1.1. Il va
atteindre un des deux bords (0 si xg < L/2, L si xp > L/2) a un instant ¢(zo) dépendant de la
position du centre —instant que 1'on calcule a 1’aide de (1.79)2 et (1.80) sachant que la demi-
largeur du pustule vaut alors zg ou L — xg. Il peut alors continuer a évoluer tout en gardant
sa forme de pustule mais moyennant un déplacement de son centre. Par exemple, si zg < L/2,
alors le pustule devient

2
a(z) =2 (% - 1> sin ;—Z (1.81)
t

sa largeur continuant de croitre suivant la loi (1.79)s et la relation o; — ¢ restant inchangée.
Cette évolution est admissible tant que le pustule n’atteint pas l'autre extrémité, ce qui advient
a l'instant ¢;, indépendant du centre initial du pustule, tel que 2L;, = L, la contrainte valant
alors oy, = 2w Epl/L. A cet instant-1a, et ce quel que soit son point de départ, le pustule occupe
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toute la barre dont 1’état d’endommagement est alors

g, (z) = 2((%)2 . 1) sin ”L—x (1.82)

Le seuil d’endommagement étant alors atteint partout, on se retrouve dans une situation iden-
tique a celle de I'instant ty a ceci pres que I'état d’endommagement “initial” n’est plus uniforme.
On pourrait continuer la construction d’une (ou plusieurs) solution(s) au probléme d’évolution
en envisageant de nouveaux pustules se superposant a ’ancien. Nous laissons le soin au lecteur
de détailler les calculs.

En résumé, si 2n¢ < toL < 8ml, on sait construire une infinité (indexée par zg) de solutions
au probleme d’évolution sur lintervalle de chargement [0,t1]. Remarquons toutefois que si ces
solutions différent par leur répartition spatio-temporelle de 'endommagement, elles conduisent
toute & la méme relation force-déplacement, d’apres (1.80).

3. La croissance de plusieurs pustules. Pour construire d’autres solutions donnant lieu a des re-
lations force-déplacement différentes, on peut utiliser plusieurs pustules, on peut méme envisager
des demi-pustules aux extrémités, cf Figure 1.2.

~\

FIGURE 1.2 — Croissance d’un demi-pustule au début de la barre.

En effet, pour qu’il puisse en nailtre simultanément a l'instant £, il suffit que la barre soit
suffisamment longue. Par exemple, en espacant leur centre régulierement, si tgL > 2nnwf on peut
en mettre n de forme identique a (1.79). La relation o, — t devient alors

ot 4 US‘ O'g
t=ty— — 3= —-2—= -1 1.83
00_0+n7TL < 0_4 2 ) ( )
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la condition de décroissance de oy devenant tyL < 8nmf. Ces pustules occuperont toute la barre
a linstant ¢, tel que 2nL;, = L et donc lorsque oy, = 2nwEgl/L.

Stabilité des états homogeénes.

Nous avons vu que dans les modeéles non régularisés avec adoucissement, sous controle des forces
volumiques, tout état de la structure tel que le seuil d’endommagement est atteint sur un ensemble
de mesure non nulle est instable. On peut espérer que le terme en gradient va arranger les choses.
Pour le voir, nous allons étudier la stabilité des états homogénes, i.e. ceux tels que les déformations et
I’endommagement ne dépendent pas du point z. D’un point de vue pratique, la stabilité de tels états
est essentielle pour Iidentification expérimentale de la loi de comportement, i.e. des fonctions A(«) et
w(a).

Commencons par nous assurer que ces états sont possibles malgré la présence du terme en gradient
d’endommagement. Considérons une structure €2 n-dimensionnelle dont les déplacements des points
de la frontiere sont controlés de facon a ce qu'une déformation homogene soit possible, i.e. on impose
ug(x) = tegx sur 0L, gy étant une matrice symétrique nxn donnée. Les forces volumiques sont nulles
et la structure est a linstant ¢ = 0 dans un état d’endommagement uniforme «g. Il est alors facile
de vérifier que la réponse homogene ui(z) = tegr et ay(r) = a4 dans , avec oy = g tant que
t <ty = (—2w(ag)/A (ap)ep - 50)% et ay égal & I'unique solution de t2A’(a)eg - e + 2w (o) = 0 dés
que t > tg, est solution du probleme d’évolution. Comme «g et £y peuvent étre choisis arbitrairement,
on voit donc que 'on peut envisager n’importe quel état homogene de la structure dans la mesure ou
il vérifie le critere. Donnons nous donc ag, £¢ et og tels que

og = A(Oéo)e’:‘o, %A/(Oéo)e’:‘o - €0+ w'(ao) >0, (1.84)

il s’agit de voir si I’état homogene associé u(x) = gz, a(z) = o est stable. Remarquons que suivant
que l'inégalité dans (1.84)4 est stricte ou qu’il y a égalité, le seuil d’endommagement sera atteint nulle
part ou partout dans la structure. Les premiers états (avec inégalité stricte) sont dits élastiques, alors
que les deuxiemes (avec égalité) sont dits en phase d’endommagement. Comme nous I'avons signalé,
la propriété de stabilité d’un état dépend du type de controle exercé sur la structure. Nous allons donc
envisager deux cas :

— Cas des forces surfaciques controlées. Les forces surfaciques sont maintenues a la valeur

oon(x), n(x) étant la normale unitaire sortante en x a J§2, autrement dit on a

c=C"=H'(QR"), >  fv)= /m oon - vdr. (1.85)

— Cas des déplacements surfaciques controlés. Le déplacement d’un point de la frontiere est
maintenu a la valeur egx, autrement dit on a

C={ve H HY(QR") :v(z) = oz sur IV}, C’ = H}(Q,R"), f=0. (1.86)
Dans les deux cas ’ensemble des états d’endommagement accessibles est

D=oag+D°  D'=HYQR)NL®(Q,RT). (1.87)

15. On le quotientera par les déplacements rigides afin que la norme L? des déformations soit une norme équivalente
& la norme H' des déplacements.
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Remarquons que D est dense dans D° = {3 € HY(Q,R) : 3 > 0}. L'énergie potentielle s’écrit :
P(0,6) = [ (4A3)e0) - £0) + w(3) + }EPVE - V8)do — f(0). (189

Elle est 2 fois Fréchet différentiable en (u, ), sa dérivée premieére en 1’état (u, ) est la forme linéaire
P’ suivante :

73/(1;, B) = (%A’(ao)so -e0 + w/(ao)) /Qﬁd:n (1.89)

Remarquons qu’elle est nulle si (u, ) est un état homogene en phase d’endommagement et strictement
positive si (u,«) est un état homogene en phase élastique et si 8 est non nul. La dérivée seconde en
létat (u, ) est une forme quadratique P” qui peut s’écrire

P, f) = /Q A(ao)(e(v) —55'(%)00) : (6(1}) —55'(a0)00) da
—(%s"(ao)ao-ao—w”(ao)>/952dx+E0€2/QV5-Vﬁdx, (1.90)

en notant s = A~'. Remarquons que le premier et le troisieme termes sont positifs alors que le
deuxiéme (avec le signe —) est négatif compte tenu de la condition d’adoucissement.

En utilisant ces deux dérivées dans un développement a l'ordre 2 de 1’énergie potentielle autour
de létat (u, ), il vient

P(u+ hv,a + hB) — P(u,a) = kP (v, B) + 1h*P" (v, B) + o(h?), (1.91)

pour toute direction (v,3) € C®x D" de norme 1. Pour établir des résultats de stabilité nous allons
raisonner sur le signe de la somme des deux premiers termes du second membre. Si I'on peut trouver
une direction admissible (v, 3) et h > 0 tels que cette somme soit négative alors I’état sera instable.
Si elle est strictement positive pour toute direction admissible (v, 3) admissible de norme 1 et pour h
assez petit, alors nous conclurons a la stabilité de I’état 16.

Considérons tout d’abord un état homogene élastique. Soit h > 0 assez petit. Si 8 # 0, alors d’apres
la positivité de P’, le second membre est strictement positif. Si § = 0, alors P”(v,0) est strictement
positif pour tout v (non rigide). Nous conclurons donc & la stabilité des états homogenes élastiques.

Considérons maintenant un état homogene en phase d’endommagement et envisageons les deux
types de controle.

e Cas des forces surfaciques controlées. La dérivée premiere est identique nulle. Considérons la
direction (v, 3) suivante :
Blx) =X >0, v(z) = s’ (ag)ooz, (1.92)

A étant choisi de facon a ce qu’elle soit de norme 1. La dérivée seconde vaut alors
P"(v,B) = —<%s"(a0)00 -0 — w”(ao)))\Qvol(Q) <0. (1.93)

Par conséquent on a la

16. En toute rigueur, la stricte positivité ne suffit pas, mais nous nous en contenterons.



24 CHAPITRE 1. ETUDE D’UNE CLASSE DE MODELES D’ENDOMMAGEMENT

Proposition 5. Les états homogéenes en phase d’endommagement sous forces surfaciques contrélées
sont instables.

Autrement dit le terme régularisé ne change pas le résultat !

e Cas des déplacements surfaciques controlés. La dérivée premiere étant identique nulle, il s’agit
d’étudier le signe de la dérivée seconde. Pour cela considérons le quotient de Rayleigh défini quand

8 # 0 par
Ja (A(Oéo)(f(v) — Bs'(a0)oo) - (e(v) — Bs'(a0)o0) + Eol*V - Vﬂ)dw

R(v,B) = 1.94
et prolongé par +oo quand 8 = 0. Posons
AMag,e0,92) = C(i)%OR = 6%1%107?,. (1.95)

L’infimum sur C®x DY coincide avec celui sur C°x D° par densité. Sur C®x D I'infimum est atteint et
est donc un minimum. En effet, considérons une suite minimisante (vy,, 3,). Du fait de ’homogénéité
du quotient on peut la choisir telle que fQ 32 dr = 1. Comme le numérateur est décroissant avec n, 3,
et v, sont bornés dans H'. On peut donc en extraire une sous-suite convergeant faiblement dans H'!
et donc fortement dans L? vers (v, Bo0) qui est dans C® x D° puisque ces ensembles sont faiblement
fermés dans H'. Par conséquent fQ B% dx = 1. Mais par semi-continuité inférieure de la norme on
obtient
R(Voo, Boo) < lim R(vy, B,) = inf R,
n—00 COxDO

d’ou le résultat. Ce minimum est strictement positif. En effet, pour qu’il soit nul il faudrait que
Boo() = Cte # 0 et que e(veo)(z) = Cte s'(ap)og # 0. Or cette deuxieme condition est incompatible
avec 'appartenance de vy a H&. Notons que ce infimum dépend non seulement de I’état homogene
considéré mais aussi du domaine 2. On peut d’ores et déja en déduire la

Proposition 6. Les états homogénes en phase d’endommagement sous déplacements surfaciques
controlés sont

1. instables si 0 < Mg, €0,9) < 15" (ap)op - 09 — w" () ;

2. stables st M, €0,9Q) > 15" (ag)op - 09 — W (ap) > 0.

Nous nous proposons maintenant de montrer que la stabilité de tels états tient essentiellement a

la taille du domaine. Pour cela, nous considérons un état homogene (non trivial) et une famille de
domaines homothétiques ne se différenciant que par leur taille :

Qr =L, L >0, (196)

le domaine €27 servant de référence, sa taille étant normalisée. Moyennant le changement de coor-
données y = x/L on peut renvoyer tous les domaines sur le domaine de référence. On peut aussi
renormaliser les déplacements suivant la regle suivante

vp € HY QL R") v e HYQLR™Y)  : wvp(z) = Lv(%), (1.97)
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alors que les champs d’endommagement sont simplement transportés S (x) = S(z/L). Ce faisant le
quotient de Rayleigh pour la structure €7, que nous noterons Ry, peut se mettre sous la forme :

2
| Ale) - 5) - (c(0) = 6) dy + Eoz | 9595 dy
Ri(v, ) = =4 2 , (1.98)

8% dy
951

en utilisant les notations abrégées
A= Alwy), e = s'(ap)oo,

les couples (v, 3) vivant dans I'espace fixe CY x D correspondant & Q1. A partir de cette écriture, il
est évident que A\;, = A(«ap, €0, Q1) est une fonction décroissante de L. Etudions son comportement
asymptotique lorsque L tend vers 0, puis lorsque L tend vers oco.

1. L — 0. Notons au préalable que le couple (vy, 51) réalisant le minimum satisfait :

AL = Rp(vr,BL), (1.99)

1 = 82 dy, (1.100)
Q1

0 = / A(e(vr) — Bre) -e(v) dy, Vv eCP. (1.101)
Q1

Remarquons que Ay, est majoré uniformément :
0< A < RL(O, 1) = Ae -e. (1.102)

Etant fonction décroissante de L, il tend donc vers une limite Ay quand L tend vers 0. Mais on
tire aussi de (1.99) que vy, est borné dans H' et que V31, est borné dans L?. Par conséquent 3,
tend (fortement) dans H' vers une constante 3y qui en vertu de (1.100) est 1//vol(£2;). D’autre
part vy, tend faiblement dans H' vers vy qui en vertu de (1.101) vérifie, pour tout v € C :

Ae(u) -e(v) dy = Boe- /Q £(v) dy
= 0.

1971

Par conséquent vy = 0. Regroupons les différentes estimations de Ag :

Ae-e <Ao< A < Ae-e— Ae(vr) - efr dy (1.103)
951

ol dans la derniére majoration on a tenu compte de la positivité de 'intégrale en V57, et simplifié
le terme carré en vy, et S, grace a (1.101). Comme le Ae(vr) - efr dy tend vers 0, on obtient
Ao = Ae - e soit explicitement

lim A, = A(ap)s’(ag)og - 8’ (a)oyp. (1.104)
L—0
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Mais alors comme on a, en vertu de la propriété d’écrouissage en déformation,
Aag)s'(ag)ao - 8'(an)og — 15" (an)oo - 00 + w” (ap) = LA (ap)eg - g0 + w" (a0) > 0,

on en déduit que les états homogenes sont stables sous déplacements surfaciques controlés pour
les domaines de taille assez petite. Il reste a voir si cela reste vrai pour les domaines de grande
taille. Il faut étudier pour cela le comportement de Ay, lorsque L tend vers I'infini.

. L — oco. L’étude asymptotique de Ap lorsque L tend vers 'infini est difficile pour des domaines

de dimension supérieure a 1. Intuitivement on peut penser que pour des domaines de grande
taille la régularisation ne joue plus, intuition confirmée par le fait que

Jo, Ae(v) = Be) - ((v) — Be) dy
Jo, B*dy ’

i.e. que le quotient de Rayleigh tend (pour un état donné) vers celui du modele non régularisé,
et donc qu’en vertu du résultat général d’instabilité pressenti on devrait avoir

Lli_{réoRL(UHB) = ROO(U7/8) =

lim Ay = 0. (1.105)
L—o0

Malheureusement une démonstration générale fait défaut. Elle présente en fait le méme degré
de difficulté que celle de la Proposition sur l'instabilité des états en phase d’endommagement.
Nous nous contenterons de ’établir pour des milieux unidimensionnels.

Soit 1 = (0,1) et L, = n%¢ une suite de taille tendant vers I'infini. Considérons la suite d’état
(Un, Br) suivante :

V3n(l—ny) si0<y<1/n Y
Bnly) = { : o wn(y) = 6/ Bn(€) dC — e (Bn) y, (1.106)
0 sinon 0
B, étant donc un élément de H'(0,1) de norme L? égale & 1 alors que v, est le champ optimal
associé, cf. (1.101). En reportant dans Ry, il vient

E 1
0< Ay < R on,B) = 18 [ 5 dy+ A (5,)* =
0

3_E0 3Ae?
n? 4dn

. (1.107)

Comme le terme de droite tend vers 0, le résultat suit.

Si 'on admet que ce résultat se généralise a des dimensions supérieures, on a donc montré que Ap,
décroissait de Ae - e a 0 et donc qu’il passait nécessairement pour un certain L par la valeur critique

1" ()0 - 09 — w”(ap). On peut donc avancer la

Proposition 7 (Taille critique). Pour une famille de domaines de forme Qq donnée, il erxiste une

taille critique L.(eo, g, 1) en deca de laquelle I’état homogéne (gox, o) est stable sous déplacement

de la frontiere controlé et au dela de laquelle il devient instable.

Ce résultat est intéressant a plus d’un titre :

1. Il nous rassure quant & l'efficience du terme régularisé, puisque c’est la premiere fois que 1’on

met en évidence une amélioration sensible par rapport aux modeles non régularisés.
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2. Il peut servir au niveau expérimental & identifier une (voire plusieurs) des fonctions caractérisant
le modele, i.e. A(a) ou w(a). En effet, en normalisant un essai en choisissant une forme de do-
maine et un type de chargement, la taille critique d’instabilité ne dépend plus que de ces fonctions.
En la mesurant d’une part et en faisant un calcul d’autre part, on obtient une information sur
ces fonctions.

EXEMPLE. Pour un milieu unidimensionnel, le calcul de L.(gq, ag, 1) peut se faire explicitement. En
prenant ; = (0,1) et en considérant un état homogene en phase d’endommagement i.e.

w'(a)
>0 2= -2 1.108
« ) € A,(a)7 ( )
on trouve (le détail des calculs est laissé aux soins du lecteur) :
25" (a)w' () 4728 (a)?w' (o) Eol? 1/3
A L)) = mi ; . 1.109
(6,0&, 1) min { S(Oz) ) 5(&)2L2 ( )
D’ou l'expression de la longueur critique de la barre en fonction de « :
4 2E / 5,/ 2
Le(a)? = ——5 (@) w (@) e (1.110)
s(@)* (s"(a)w' (@) — s'(a)w” (o))
En reprenant le modele ou
Al) = Ex(14+a)™? et w(a) = oia/Ey, (1.111)
on trouve
4
L.(a) = —ﬂ(l + oz)%f et e=c¢o(l —{—a)% avec €y = ﬂ, (1.112)
€0 EO

soit la relation suivante entre la longueur critique et la déformation

1
[.=m <3> ‘. (1.113)

€0 \€o

On notera a ce propos la propriété un peu surprenante de croissance de la longueur critique avec la
déformation. Autrement dit, une barre de longueur L plus grande que 47fey soumise & une déformation
moyenne ¢ croissante réagira d’abord élastiquement (tant que £ < eg), puis, dans une deuxiéme
phase, s’endommagera mais de fagcon non homogene puisque ’état homogene est instable tant que
gg < € < (L/47T€)360. Ce n’est seulement que pour des déformations moyennes assez grandes que
I’état homogene devient stable et est donc susceptible d’étre observé.



28 CHAPITRE 1. ETUDE D’UNE CLASSE DE MODELES D’ENDOMMAGEMENT

Stabilité et bifurcation.

L’analyse précédente a montré que les états homogenes n’étaient pas toujours stables. La question
qui se pose alors est de savoir s’il existe des états stables quel que soit le chargement. Nous n’essaierons
pas de répondre a cette question dans le cas général, mais seulement sur un exemple. Reprenons le
cas d’une barre constituée du matériau caractérisé par (1.111) de longueur L assez grande, disons

l
L= 2n7T—, n entier “assez grand”, (1.114)
€0

soumise a une déformation moyenne croissante . Raisonnons a partir du probleme incrémental, en se
placant au premier pas de temps et en omettant 'indice 1. L’état (u,«) a la fin du pas de temps doit
vérifier

uel= {v € HY(0,L) : fOLv’(x)dx = aL} ,
a€D=HY(0,L),RT), (1.115)

DP(u,a)(v —u,f—a) >0, V(v,8)€CxD

ce qui, une fois tenu compte de I’équilibre, revient a chercher o (la contrainte dans la barre) et la
répartition d’endommagement «a(x) tels que :

alx) >0 (1.116)

E20%0" (z) + o*a(z) — o + 02 <0 (1.117)

a(x) (ESEQO/I(QJ) +o?a(z) — g +0%) =0 (1.118)

' (0) =/ (L) =0, (1.119)

J/L(l +a(z))?dx = eFyL. (1.120)
0

En fait, on peut exhiber toutes les solutions possibles, qui en dehors des états homogenes, se construisent
a partir de pustules ou de demi-pustules. Dans un diagramme o — &, on obtient ainsi une famille de
2n + 2 branches : deux correspondant aux états homogenes (le segment de droite o/0g = €/eg pour
la branche élastique, et, la plus haute dans la Figure 1.3, o/0¢ = (¢/ 80)%, correspondant & un en-
dommagement homogene), les autres correspondant & p’,0 < p’ < n, pustules répartis dans la barre
avec éventuellement un demi-pustule aux extrémités. Chaque pustule comptant pour 2 demi-pustules,
en appelant p,0 < p < 2n, le nombre de demi-pustules, la branche p correspond a la relation ¢ — ¢

4 2
=g—+—(3— —-2— — . 1.121
¢ 8000 4dn < o o? ) ( )

suivante :

Quelques unes de ces branches sont représentées sur la Figure 1.3, pour n = 100. En particulier “la
plus basse” correspond a p = 1, i.e. a un demi-pustule a une extrémité. On remarquera que € n’y est
pas une fonction monotone de o. Ceci est vrai pour toutes les branches telles que 0 < p < n/2. Le point
(€0,00) est un point de bifurcation duquel partent toutes les branches “endommagées”. Nous savons
que la branche élastique est stable, mais par contre que la branche avec endommagement homogene
ne 'est pas, tout du moins au voisinage du point de bifurcation.
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o/o0
1 -

0.8

0.4

0.2

0 0.25 0.5 0.75 1 1.25 1.5 1.75 > €/€0

FIGURE 1.3 — Branches des éventuels états stables.

Il s’agit donc de savoir s’il existe des états stables pour € > ¢ et si oui lesquels. Sans étudier toutes
les branches, nous nous proposons de montrer que la branche p = 1 est stable pour € > ¢3. Pour cela,
il suffit de montrer qu’elle correspond au minimum global de ’énergie potentielle. Le résultat sera
évident une fois que 1'on aura montré que ’énergie potentielle P;(e) associé a un point d’abscisse €
de cette branche correspond a 'aire comprise entre la branche élastique, la branche p = 1, 'axe des e
et la droite € = ¢, i.e. a l'aire grisée de la Figure 1.4. En effet, imaginons un chemin de déformation
moyenne t — £(t) faisant passer de £(0) = 0 & £(1) = € de fagon & ce que 1'état d’équilibre associé
soit la contrainte o(t) et que (g(t),0(t)) décrive la branche élastique puis I’arc de la branche bifurquée
p=1. 0Ona

Pile) = [JIW (x),a(z),d (z)) d par définition
= W (2), (), o () dida
= Jy Jy otyiy(x) dide grace & (1.118)
= Jy o(t)E ()L dt grce A (1.120)

ce qui constitue le résultat cherché (a un coefficient multiplicatif de normalisation pres). La conclusion
est alors facile. En effet, le minimum global est a chercher parmi les états vérifiant la condition
d’optimalité (1.115). Il se trouve donc sur une des 2n + 1 branches bifurquées. Mais comme la branche
p =1 est la plus basse, le minimum s’y trouve.

Par conséquent, si on adopte ce scénario, on voit qu’une fois la déformation critique g9 passée,
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FIGURE 1.4 — Interprétation graphique de l’énergie potentielle.

la barre va brusquement s’endommager avec une répartition d’endommagement correspondant & un
demi-pustule de largeur et d’amplitude finies & une extrémité (il n’y a pas unicité, les deux extrémités
sont équivalentes).

Minimum local ou minimum global ?

Les raisonnements précédents peuvent-ils se généraliser 7 La question est en fait double :
1. Existe-t-il toujours un minimum global ?
2. Si oui, est-ce ’état stable & retenir ?

La réponse a la premiere partie de la question est manifestement non quand on travaille & forces
contrdlées non nulles. Mais méme a déplacements (surfaciques) imposés et a forces volumiques nulles,
la réponse n’est pas triviale des lors qu’on est en dimension supérieure a 1. En effet, lorsque n = 1, on
bénéficie de l'injection (continue) de H'(Q2) dans L>°(Q2) et on peut conclure relativement facilement
a Dlexistence d’un minimum de 1’énergie potentielle avec le minimiseur (u,«) dans H(Q)x H((Q).
Par contre, en dimension supérieure, ne bénéficiant plus de I'injection de H'(2) dans L>(£2), on peut
simplement montrer que, pour une suite minimisante (uy,,a,), a, est bornée dans H'(£). MAis ne
Pétant pas forcément dans L>°(2), on n’est plus assuré a partir de l'estimation de 1'énergie élastique
que u, est bornée dans H'(Q, R"). Deux voies s’offrent alors :

1. soit on travaille sur des espaces de Sobolev avec poids, ce qui complique sérieusement 'analyse
mathématique et oblige de toute fagon & raisonner au cas par cas;
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2. soit on borne supérieurement (de fagon arbitraire) la variable d’endommagement, ce qui re-
vient a interdire un endommagement total du matériau, ce dernier gardant toujours une réserve
d’élasticité.

C’est la deuxieéme solution qui est adoptée dans [11], tout en sachant que cela n’ a aucune influence
sur la convergence vers un modele de rupture.

Quant a la deuxiéme question, elle fait I'objet de multiples polémiques. Les tenants avancent
I’“argument” que, faute de mieux, c’est encore ce qu’il y a de plus simple a faire. Les sceptiques se
refusent a ce choix formel en objectant que I’accession au minimum global peut nécessiter de franchir
de hautes barrieres d’énergie. Mais ni les uns, ni les autres n'ont a ce jour faits d’études sérieuses
(méme dans des cas simples) permettant de trancher. La réponse reste donc en suspens, tout en
sachant toutefois que les principaux résultats précis d’existence et de convergence établis a ce jour
l'ont été en raisonnant sur le minimum global.

1.3.3 La convergence vers un modele de rupture fragile

Il resterait a étudier ce qu’il se passe lorsque 'on fait tendre la taille du domaine vers l'infini. Le
modele régularisé converge-t-il vers le modele non régularisé ou vers le modele de rupture ? I semble
qu’il n’y ait pas a I'’heure actuelle une réponse générale précise et qu’il faille raisonner au cas par
cas. La preuve de la convergence de certains modeles d’endommagement régularisés vers un modele
de rupture est faite dans [11] et ne sera pas détaillée ici, le lecteur intéressé étant renvoyé a [11] et
[23] (documents joints) et a toute la littérature abondante sur ce sujet citée dans ces documents.
Soulignons toutefois quelques points.

1. Les résultats de convergence sont démontrés uniquement dans le cas ou le champ de déplacement
est scalaire (problémes 1D ou problémes antiplans). Le cas vectoriel restant pour le moment hors
de portée pour des raisons techniques expliquées dans [23].

2. La convergence est établie au sens de la I'-convergence, i.e. en raisonnant sur les minima globauzx.
Il n’y a pas forcément (et méme en général il n’y a pas) convergence de tous les minima locaux
et donc de tous les états stables.

3. Tout modele d’endommagement régularisé ne converge pas vers un modele de rupture. En par-
ticulier, a travers les cas traités, il semble qu’il faille faire dépendre I’énergie dissipée du petit
parametre pour avoir une chance de convergence.

4. Beaucoup de modeles d’endommagement régularisés convergent vers le méme modele de rupture,
cf [2], [8] et [44] pour quelques exemples (les démonstrations y étant établies dans le cadre de la
segmentation d’image et donc sans le souci de fissuration au bord).

5. Il faut prendre de grandes précautions au bord du domaine si 'on veut trouver des résultats
raisonnables. En effet, si I’on ne travaille pas sur un domaine un peu plus grand que le domaine
réel, on évalue mal ce qui tendra a la limite vers ’énergie de surface lorsque I’endommagement
se développe au bord. En fait on risque de n’en compter que la moitié ce qui revient a prendre
une ténacité deux fois moindre a 'interface domaine-extérieur et donc a favoriser I’émergence de
fissures dans ces zones-la. C’est d’ailleurs visible dans la section précédente, puisque le minimum
correspondait de ce fait a un demi-pustule a une extrémité. Une analyse précise de cette question
délicate est faite dans [11].
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Chapitre 2

La théorie de Griffith de la rupture
fragile revisitée

Résumé.

Ce chapitre est consacré a une analyse critique de la théorie de Griffith. En gardant les deux ingrédients
de base de la théorie a savoir le point de vue énergétique et la notion d’énergie de surface, on propose
une formulation du probléme d’évolution basée sur un principe de minimisation d’énergie. Cette “nou-
velle” formulation (en fait simple extension de la précédente) a le mérite de s’affranchir d’hypotheses
en général trop restrictives sur le trajet spatio-temporel de la fissuration. Elle permet surtout (mais
ceci est lié a cela), comme le montrent plusieurs exemples traités de fagon exhaustive, de prédire
I’apparition de la fissuration, méme dans une structure saine.

33
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2.1 Introduction

L’objet de la mécanique de la rupture est de déterminer 1’évolution de la ou des fissures dans un
milieu continu en fonction du chargement auquel il est soumis. La mécanique de la rupture fragile se
limite a I’étude de la fissuration des milieux continus élastiques — vision idéaliste, certes, mais aussi
cadre dans lequel la plupart des résultats tangibles existants ont été établis. C’est ce cadre que I'on
adopte dans cet article. La théorie aujourd’hui en vigueur, repose sur les idées de GRIFFITH, cf. [24],
qui, d’une part, attribua une énergie de surface aux fissures et, d’autre part, proposa comme critere
de propagation des fissures un critére basé sur un bilan d’énergie. Dans le cadre purement élastique
adopté, cette énergie de surface est ’analogue de 1’énergie de tension superficielle dans les liquides.
Le critére, quant a lui, stipule qu’une fissure se propage si I’énergie que restituerait le milieu lors
d’'un accroissement virtuel infinitésimal de la fissure compense ’énergie de surface que nécessiterait
sa création, et que, au contraire, la fissure ne s’agrandit pas si cette restitution n’est pas suffisante. Il
restait a formaliser ces concepts pour pouvoir les utiliser dans des situations générales. L’essentiel de
la théorie — qui sera appelée désormais la théorie de GRIFFITH et le critere de propagation afférent le
critere de GRIFFITH — fut développée et pratiquement achevée dans les années soixante, cf. [37] dont
en particulier [47] et [45]. Rappelons-en les grandes lignes. Les grandeurs fondamentales sont le taux
de restitution d’énergie G et la densité d’énergie de surface — notée tantot 2, tantot G, et ... k dans
cet article —, le critére de propagation de GRIFFITH exigeant alors que l'on ait & chaque instant !

G<k (2.1)

et qu’il n’y ait pas propagation tant que I'inégalité est stricte. L utilisation de ce critere passe par une
définition précise et rigoureuse de G, ce qui pose quelques difficultés. Considérons pour simplifier un
milieu bidimensionnel contenant une fissure rectiligne susceptible de se propager en ligne droite. En
statique — cadre adopté désormais — G est alors défini comme la dérivée de I’énergie potentielle F’
du milieu en équilibre sous un chargement donné par rapport a la longueur de la fissure. Si un sens
mathématique précis a cette dérivée d’une grandeur (I'énergie) par rapport a un domaine variable (le
milieu fissuré) n’a été donné que plus tard dans [15], son expression sous forme d’intégrale indépendante
du contour avait été proposée par RICE, cf. [46]. Le lien entre G et la singularité du champ des
contraintes en pointe de fissure dont en particulier les fameux facteurs d’intensité des contraintes, cf.
par exemple [12], fut établi par IRWIN pour un milieu bidimensionnel élastique linéaire (localement)
homogene et isotrope, cf. [29] et [30]. Ceci avait 'avantage de permettre d’exprimer le critére en
terme des facteurs d’intensité des contraintes, mais eut aussi 'inconvénient de focaliser I'attention sur
la question des singularités et de faire perdre le point de vue énergétique initial de GRIFFITH. Si la
généralisation de la définition de G & des milieux élastiques quelconques (hétérogenes ou anisotropes ou
tridimensionnels) contenant des fissures de forme arbitraire ne présente pas de difficultés majeures —
tout du moins sur le plan des principes —, la généralisation de la formule d’IRWIN, par contre, n’a pas
encore été clairement établie, faute d’une connaissance suffisante des singularités.

L’objet de cet article n’est pas de discuter la définition et les formes possibles de GG, mais, en se
placant dans des situations ou toutes les quantités ont un sens, de discuter des capacités de la théorie de
GRIFFITH a rendre compte de I’évolution des fissures. Ainsi, en considérant un milieu bidimensionnel,

1. L’écriture du critére est treés souvent entourée d’un flou artistique dans la littérature : tantdt on le trouve écrit
comme ici, tantot on autorise 'inégalité G > k, la propagation étant alors dite instable.
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en supposant le trajet de la fissure connu a priori et en admettant que ’énergie potentielle F' est une
fonction dérivable de la longueur £ de la fissure, le probleme régissant I’évolution de cette longueur en
fonction du temps t s’écrit, suivant GRIFFITH :

Trouver t — £(t) tel que  £(0) = £, %(t) >0, —%—i(ﬁ(t),t) <k et <%—§(€(t),t) + k) %(t) =0,

(2.2)
ou la dépendance explicite de F' en t provient de la dépendance en temps du chargement et les
différentes conditions correspondent respectivement a la condition initiale, & l'irréversibilité de la
fissuration, au critere G < k et a la condition de non propagation tant que la restitution d’énergie
n’est pas suffisante.

C’est cette formulation qu’utilisent les ingénieurs préoccupés de stireté pour évaluer le risque de
propagation d’un défaut existant ou supposé dans une structure en service. Si elle connut et connailt
encore un succes certain, elle présente toutefois quelques lacunes facheuses. Enon(;ons—les avant de les
examiner.

1. La premiere concerne 'initiation de la fissuration : la théorie de GRIFFITH est fondamenta-
lement inapte a rendre compte de 1’apparition de fissures.

2. La deuxiéme concerne le trajet spatial de la fissuration : la théorie de GRIFFITH n’est pas
capable a elle seule de déterminer le trajet spatial des fissures.

3. La troisieme concerne le trajet temporel de la fissuration : la théorie de GRIFFITH ne sait
traiter de fagon satisfaisante que les évolutions progressives des fissures.

Ces insuffisances de la théorie de GRIFFITH sont pour l’essentiel connues de longue date et de
multiples aménagements — voire ravalements — y ont été apportés pour y remédier. Examinons-les.

1. Le probleme de ’amorgage. Bien que la validité de notre affirmation soit connue, illustrons-
la de facon schématique sur un exemple 2 et considérons un milieu bidimensionnel élastique linéaire
homogene et isotrope, contenant une fissure rectiligne de longueur £ et soumis & un chargement d’in-
tensité ¢ sollicitant la fissure en mode I. Pour une fissure de petite taille, le facteur d’intensité des
contraintes K7 est de lordre de tv/? et donc d’aprés la formule d’IRWIN G est de 'ordre de t2¢. Le
critere de GRIFFITH dit donc qu'une fissure de longueur initiale £ se propagera pour un chargement de
lordre de 1/ V0. En faisant tendre ¢ vers 0, on en conclut que si le milieu n’est pas initialement fissuré,
aucune fissure ne pourra apparaitre sous chargement fini®. Pour pouvoir rendre compte de appari-
tion de la fissuration, la démarche généralement suivie consiste & abandonner ’hypothese d’élasticité
pour le matériau et d’introduire une loi de comportement inélastique susceptible de “dégénérer” en
fissuration. C’est en particulier avec cet objectif qu’est née la mécanique de '’endommagement, cf.
[36], la notion de zone endommagée venant remplacer celle de fissures. Il est effectivement possible de
construire des lois d’endommagement de facon a ce qu’un milieu s’endommage méme en partant d’un
milieu sain, et, moyennant 'introduction de longueur caractéristique dans les modeles, de concentrer
I’endommagement sur des zones de faibles épaisseurs ce qui permet de les assimiler a des fissures. En
procédant ainsi I’objectif semble atteint et le premier défaut de la théorie de GRIFFITH levé 4. Mais une

2. cf. la section 2.4.3 pour des résultats précis.

3. Ce résultat est & moduler suivant la présence ou non de singularités fortes dans le probleme d’élasticité initial, cf.
2.4.3.

4. En contrepartie, le milieu ne comporte plus véritablement de fissures, ce qui n’est pas forcément réaliste.
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question de fond demeure : Que représentent ces variables d’endommagement et d’ou sortent leurs lois
d’évolution ? Prenons par exemple un matériau composite a inclusions, fragile, dans lequel I’endomma-
gement correspond & de la microfissuration, i.e. des fissures de taille comparable & celle des granulats °.
Comme les défauts sont des fissures, on pourrait — voire on devrait — traiter directement le probleme
de I’évolution de ces fissures plutot que passer par ’approche réductrice de modele d’endommagement
qui ne saura que représenter imparfaitement leur influence. La seule question serait alors de savoir
si ces fissures suivent ou non la théorie de GRIFFITH. Mais, si on adopte cette théorie, on est obligé,
compte tenu de l'incapacité de celle-ci & créer des fissures, de supposer qu’il en existe initialement,
ce qui nous ramene au point de départ. D’un autre coté, que se passe-t-il lorsqu’on “oublie” que ces
défauts sont des microfissures et qu’on les glisse adroitement dans un modele d’endommagement ?
Comment se fait-il qu’en invoquant les concepts de contrainte effective, de potentiel de dissipation et
de matériau standard généralisé, on peut magiquement en faire apparaitre ? Le tour de passe-passe est
évidemment dans le choix de la loi d’évolution de ’endommagement — et donc des microfissures! —
qui est implicitement fait dans ces présentations formelles et qui ne peut manifestement qu’étre en
contradiction avec la théorie de GRIFFITH. Autrement dit cette fagon de faire revient a adopter la loi
de GRIFFITH pour les macrofissures et a y renoncer pour les microfissures. Mais pourquoi adopterait-
on pour ces dernieres une loi différente de celle régissant 1’évolution des premieres? Le découpage
micro-macro n’est-il pas qu'une vue de lesprit ? Les fissures faisant 1/10 de granulat obéissent-elles
a des lois différentes de celles qui font 10 granulats ? Toujours est-il, qu’on le dise ou non, il faut de
toute facon abandonner le critere GRIFFITH si 'on veut rendre compte de l'apparition de fissures.
Mais, quitte a le faire, ne peut-on pas faire I’économie d’une théorie préalable de ’endommagement ?
C’est le parti — disons méme le pari — que nous prenons dans cet article.

2. Le probleme des trajets spatiaux. Précisons notre affirmation pour un milieu bidimension-
nel. Si 'on ne fait aucune hypothese a priori sur le trajet que suivra la fissure®, on a alors & déterminer
deuz fonctions du temps — par exemple la position (z1(t), z2(t)) de la pointe de la fissure — et non plus
une seule. Comme le critere de Griffith ne fournit qu’une relation, il faut en introduire une deuxieme.
Autrement dit, si 'on veut envisager des branchements, i.e. des discontinuités de la tangente, on
est obligé d’introduire un critere de branchement en plus du critere de propagation de GRIFFITH,
ce dernier disant seulement quand la propagation a lieu alors que le premier aura en charge de dire
comment. Son choix donna lieu & des débats passionnés, voire de violentes polémiques, cf. [5], [32]
et [6] pour une analyse approfondie pour des milieux bidimensionnels élastiques, homogenes et iso-
tropes — la question de sa généralisation a d’autres milieux restant largement ouverte, cf. toutefois
[35] pour les milieux anisotropes. Mais la n’est pas notre propos, car force est de constater que, d’une
part, la théorie de GRIFFITH n’est pas autoconsistante car le rajout d’un critere est nécessaire si 'on
ne veut pas se donner a priori le trajet des fissures, et que, d’autre part, quel que soit le critére de
bifurcation adopté, on ne peut prévoir ainsi que des évolutions de fissure sous la forme de courbes de
classe C'! par morceaux, ce qui ne saurait couvrir tous les trajets possibles (croisements, arborescences,
fragmentations, multifissurations, ... ).

3. Le probleme des trajets temporels. Considérons encore une fois un milieu bidimension-
nel élastique linéaire homogene et isotrope, contenant une fissure initiale rectiligne de longueur £.
Soumettons-le a un chargement d’intensité croissante ¢ sollicitant la fissure en mode I en envisageant

5. Le béton pourrait jouer ce role.
6. Compte tenu de la remarque précédente, on est de toute facon obligé de supposer I'existence de fissure(s) initiale(s)
et on ne peut envisager que la propagation de celle(s)-ci.
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une propagation rectiligne de celle-ci. Il s’agit, en utilisant le critére de propagation de GRIFFITH, de
déterminer la fonction ¢(¢) donnant la longueur de la fissure en fonction de I'intensité du chargement.
Compte tenu du caractere élastique linéaire du comportement, le taux de restitution d’énergie se met
sous la forme G = t2g(¢) —ou de facon équivalente F' = t?f(¢). Envisageons alors deux cas quant &
sa dépendance vis a vis de £ :

1. La fonction ¢ — ¢(¢) est continue et décroissante —F est donc convexe en £. Alors le critere de
GRIFFITH fournit I’évolution suivante :

e(t) f(] ) 51 0 <t< to ; k
= avec = ,
5) sit>t Ry

Q
L

—
|

autrement dit la fissure croit contintiment a partir de l'instant ¢ ;

2. La fonction ¢ — g(¢) est continue et croissante —F est donc concave en £. Alors le critere
de GRIFFITH prévoit que la fissure commencera & se propager a partir de l'instant ¢y, mais
comme ensuite on aura nécessairement t2g(¢(t)) > t3g(¢y) = k, on ne peut plus déterminer £(¢) &
partir du critere. La propagation de la fissure est décrétée instable, mot ne servant qu’a traduire
I'impuissance de la théorie.

En fait la théorie n’a aujourd’hui apportée aucune solution quant au suivi des propagations dites
instables. Il existe bien str des criteres — liés a la dérivée seconde de 1’énergie — pour savoir si la
propagation, lorsqu’elle aura lieu, sera stable ou non, cf. [43] et [48], mais lorsque le critere dit qu’elle
est instable, on est incapable de dire précisément — sans hypotheses supplémentaires — comment et
jusqu’ou elle se propagera. C’est d’autant plus regrettable que ces situations constituent plus la regle
que l'exception.

On pourrait résumer cet examen en disant que l'inconvénient majeur de la théorie de GRIFFITH
est de ne pas laisser assez de liberté au développement spatio-temporel de la fissuration. Le principal
responsable en est le critere qui du fait méme de la définition du taux de restitution d’énergie n’est
pas prévu pour traiter les évolutions non régulieres que sont les créations et les propagations brutales
de fissures. L’idéal serait de trouver une loi de fissuration qui ne s’écarterait pas trop de la théorie de
GRIFFITH tout en traitant les fissures comme des “surfaces de discontinuités libres d’apparaitre et de
croitre ou et quand bon leur semble”. L’objectif de cet article est d’en proposer une et d’en analyser
les potentialités.

Cette nouvelle formulation s’affranchit des hypotheses classiques relatives a I’existence d’une fissure
initiale et & la propagation de la fissuration suivant des trajets prédéfinis, et est capable de rendre
compte de 'apparition et de trajets spatio-temporels arbitraires de la fissuration, mais ce en renongant
(partiellement) au sacro-saint critere de GRIFFITH. Elle reprend en fait sa notion originale d’énergie
de surface et consiste, & un niveau de chargement donné, a chercher parmi tous les états de fissuration
possibles — i.e. en pratique parmi tous ceux que ’on peut imaginer — celui conduisant & un état de
moindre énergie de la structure, ’énergie d’une structure dans un état de fissuration donné incluant
son énergie de surface et son énergie élastique. Elle suit en cela des idées déja mises en ceuvre en
endommagement, cf. [21], [23] et [20]7. A ce jour, cette formulation ne fonctionne que dans le cadre

7. voir aussi [18] ol une idée analogue est esquissée.
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restreint des milieux élastiques soumis a des chargements du type déplacements imposés, mais en
contrepartie s’applique a des milieux uni-, bi- ou tri-dimensionnels, homo- ou hétéro-genes, iso- ou
aniso-tropes. Elle permet de rendre compte de I’évolution de la fissuration — depuis son apparition
jusqu’a la rupture —, de traiter les problémes de décohésion, de délaminage et de fissuration aux
encastrements, de tenir compte des conditions de contact unilatéral entre les levres des fissures. La
Section 2 est consacrée a la présentation de la nouvelle formulation. Dans la Section 3, on construit
les solutions ezactes auxquelles elle conduit pour trois problemes basiques. La Section 4 présente les
propriétés majeures — que l'on a su établir a ce jour — de la théorie revisitée en les comparant a celles
de la théorie originelle. Enfin dans la Section 5 sont présentés les limites actuelles de notre formulation
avec quelques développements a venir — souhaitables ou possibles.

2.2 La nouvelle formulation

Dans toute la suite, sauf mention explicite du contraire, {2 désignera un ouvert connexe borné
de RN, 1 < N < 3, a fronticre 92 régulicre et représentera la configuration de référence d’un corps

élastique. Nous supposerons que €2 ne contient pas de fissure, i.e. = int(Q2), et nous la désignerons
comme la configuration saine du milieu.

2.2.1 Définitions et Hypotheses

On commence par définir ce que l'on entend par état de fissuration. Contrairement au cadre
classique de la mécanique de la rupture, on veut ici envisager des fissures en nombre et de forme
arbitraires. On leur demandera seulement d’étre des ensembles de (N-1)-mesure de Hausdorff finie®
— autrement dit, d’aire finie en 3D, de longueur finie en 2D, de cardinal fini en 1D — et d’avoir
une régularité suffisante pour que l'on puisse utiliser les résultats classiques d’existence et d’unicité
de solutions de problemes d’élasticité posés sur les ouverts fissurés®”. De plus, comme on envisage
également des fissures aux encastrements du corps, une partie de la fissuration pourra correspondre a
une partie du bord 9f2. Ceci nous conduit a la définition suivante :

Définition 2 (Etats de fissuration T'). Tout sous-ensemble T' de Q assez régulier et tel que HN (T
soit fini est un état de fissuration a priori admissible. L’ensemble de tels états est noté F :

F={TcQ|H" () < +o0} (2.3)

En suivant 'idée originelle de Griffith, nous attribuons a tout état de fissuration une énergie
de surface. Pour cela nous introduisons une fonction k : Q x SN~ — (0,+o0], (z,n) — k(z,n),
représentant 1’énergie nécessaire pour créer un élément de fissure au point x de mesure unitaire et
d’orientation n. Ceci nous conduit alors a la

Définition 3 (Energie de surface E5(T")). Soit ' C F. On appelle énergie de surface du corps dans
son état de fissuration T' le nombre E4(T') défini par

E,T) = /F k(z,n(z))dHN () (2.4)

8. On dit aussi de codimension 1.
9. Signalons a ce propos que la plupart des questions relatives a la régularité seront éludées dans cet article.



2.2. LA NOUVELLE FORMULATION 39

Ceci appelle un certain nombre de commentaires.

* REMARQUE.

*

La densité d’énergie de surface k est strictement positive, sans quoi on pourrait fissurer le milieu
sans apport d’énergie ;

La densité d’énergie de surface k peut étre infinie. Ce sera le cas pour un matériau considéré
comme “incassable”, la moindre fissuration, qui exigerait un apport infini d’énergie, ne pourra
avoir lieu;

Si k est indépendant de x et de n — cas d’un milieu homogene et isotrope —, alors I’énergie de
surface est proportionnelle a ’aire de la surface, ce qui est I'hypothese de Griffith.

La densité d’énergie de surface k peut dépendre du point = de Q. Ce sera le cas pour un milieu
hétérogene. Pour un milieu diphasique par exemple, k prendra la valeur k1 dans la phase 1, la
valeur ks dans la phase 2, une valeur éventuellement différente k; aux interfaces entre les deux
phases et, si besoin est, encore d’autres valeurs au bord 02 du corps. Cette possibilité sera
exploitée pour traiter les phénomenes de décohésion, cf. Section 5;

La densité d’énergie de surface k peut dépendre de l'orientation de la fissure. Ce sera le cas
pour un matériau anisotrope, I’énergie nécessaire pour créer une fissure de taille donnée pouvant
dépendre de son orientation ;

Compte tenu du critere de fissuration que 'on adoptera par la suite, seuls les états de fissuration
d’énergie de surface finie pourront arriver.

Nous désignerons désormais la densité d’énergie de surface k(z,n) comme étant la ténacité du
milieu au point x dans la direction n.

Définissons maintenant le chargement auquel est soumis le corps. Nous nous limitons a des char-
gements du type déplacements imposés, les raisons de cela seront exposées a la fin de cet article. Plus
précisément, nous adoptons les hypotheses suivantes :

1.
2.

Les forces volumiques sont nulles ;

Envisageons le corps dans un état de fissuration I'. La configuration “fissurée” du corps est notée
Qr, la partie intérieure de la fissure I'; et sa partie sur la frontiere I'y, :

Qr = mt(ﬁ\l“), I'y=TnNox, I = P\Pb (25)

Les fissures sont des surfaces (ensembles de codimension 1) a travers lesquelles les déplacements
peuvent étre discontinus 1. En orientant localement ces surfaces et en désignant par n la normale
unitaire orientée, un champ de déplacement admissible v prendra a priori deux limites différentes,
notées classiquement v~ et vT, suivant le coté par lequel on s’approche d™un point de la surface.
Le saut sera noté [v], [v] = vT — v~. Suivant que I'on impose ou non des conditions de non
interpénétration des levres des fissures, ce saut est soumis ou non a des restrictions. De méme
les conditions aux limites portant sur le vecteur contrainte different suivant le type de condition
adopté. Ici, nous envisageons les deux plus classiques : les levres de(s) fissure(s) intérieures !

10. Mais qui peut le plus, peut le moins. Il peut aussi arriver que les déplacements y soient continus.
11. 1l s’agit de l'intérieur du milieu sain €2, car I'; fait évidemment partie du bord du milieu fissuré Qr.
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seront supposées soit dans des conditions de contact unilatéral sans frottement, soit dans des
conditions de non contact. Suivant le cas, les conditions aux limites sur les levres de I'; s’écrivent :

Contact unilatéral sans frottement on = sn, s <0, [u] -n >0, sfu] -n=0;

Non contact on = 0.

. On voudrait imposer les déplacements d’une partie dp{2 du bord. Les conditions aux limites a

écrire sur 0p? different suivant que ce bord est fissuré ou non. Pour les écrire, on procede en
deux temps. On se donne tout d’abord un champ de déplacement U, défini sur 0p§2 et dépendant
du temps qui correspondrait aux déplacements imposés si le corps n’était pas fissuré sur le bord.
On distingue ensuite les parties du bord suivant qu’elles font partie ou non de la fissure :

(a) Sur la partie non fissurée dpQ2\T'y, on écrit u = U, les déplacements sont effectivement
imposés a la valeur U;

(b) Sur la partie fissurée dp2 N T, on écrit soit des conditions de contact unilatéral sans
frottement, soit des conditions de non contact, i.e., en notant n la normale unitaire sortant
de Q et u™ la trace de u sur OpS2 NI’ lorsque 'on vient de €2 :

Contact unilatéral sans frottement on = sn,s <0, (U—u")n>0,s(U—-u")-n=0.

Non contact on =0;

4. Sur la partie Op{2 du bord, complémentaire de Op? les forces surfaciques exercées par I'extérieur

sont nulles.

FIGURE 2.1 — Etat de fissuration et de chargement du milieu.

Il est clair que les conditions aux limites de contact unilatéral sont plus générales et plus réalistes

que celles de non contact, ces dernieres n’interdisant pas l'interpénétration des levres des fissures.
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Toutefois, en pratique comme dans la suite de cet article, on se contente souvent de ne traiter que les
conditions de non contact du fait de leur simplicité. Les hypotheses précédentes conduisent naturelle-
ment a la

Définition 4 (Chargement U). Soient I' un état de fissuration du milieu, T' € F, et U : OpQ — RN
un champ de déplacements “régqulier”. Le chargement du milieu fissuré est caractérisé par la nullité
du travail des efforts extérieurs donnés et l’ensemble des champs de déplacement cinématiquement
admissibles C(T',U) qui, suivant les hypotheéses de contact adoptées, est défini par :

— Contact unilatéral sans frottement :

CT,U)={v:Qr — RN|[v] -n >0 sur Ty, v="U sur dpQ\Iy, (U—=v")-n>0sur dpQNly};
(2.6)
— Non contact :

C(L,U)={v:Qr = RY| v =U sur 9pQ\TI'y} . (2.7)

* REMARQUE. Rappelons que ces champs de déplacements admissibles peuvent étre discontinus sur I'.
La régularité que 'on doit leur exiger dépend de la loi de comportement envisagée. Ainsi, en élasticité
linéaire, pour que v soit d’énergie finie, il faut et il suffit qu’il soit dans H*(Qr; RY).

Passons maintenant aux hypotheses relatives au comportement du milieu. Nous nous restreignons
délibérément aux matériaux purement élastiques subissant des déformations infinitésimales. Si 'ex-
tension aux déformations finies pourrait étre effectuée sans modification majeure, par contre la prise
en compte d’effets inélastiques —la plasticité par exemple— n’est pas envisagée dans ce travail. En
notant €(u) le champ de déformation associé au champ de déplacement wu, i.e., compte tenu du cadre
adopté, la partie symétrique du gradient de u : €(u) = (Vu + Vu')/2, le comportement de tout point
matériel  du milieu continu est donc caractérisé par un potentiel élastique W (x,-) dont dérive la
relation contrainte-déformation : o

o(z) = 5~ (@, e(u)(z)). (2.8)
Nous supposons en outre que W est une fonction strictement convexe de € et coercive, i.e. lime_,oo W (x,€)/| €|l =
+00. Ces conditions sont remplies si W (z,€) = %A(w)e - € avec

0<ame-e<A(z)e-e<apye-e<+oo VreQ,Ve#0,

ce qui correspond au cadre fréquemment adopté —dans la littérature, mais aussi dans cet article 2—
de Délasticité linéaire(hétérogéne, anisotrope). Moyennant ces hypotheéses, on a le résultat classique
suivant, cf. [16], [17], [42] et [28] par exemple :

Proposition 1 (Déplacement a ’équilibre). Le champ des déplacements u du milieu, a l’équilibre dans
un état de fissuration I' et sous un chargement U, est l'unique solution —a des éventuels déplacements
rigides prées— du probléme de minimisation suivant :

{ Trouwver u € C(I',U) tel que Vv € C(T',U),
Jop W, e(u) (@) da < [o W (@, e(v) () da.

12. De nombreux résultats sont présentés dans ce cadre restreint, mais la formulation que nous proposons vaut dans
le cadre général.

(2.9)
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* REMARQUE.

* L’existence d’une solution a ce probléme de minimisation exige un peu de régularité des données
géométriques 0f2, T' et Op(), du déplacement imposé U et de la dépendance en x du potentiel
élastique. C’est évidemment la régularité de la forme des fissures qui est le plus sujette a caution,
puisque cette régularité, a un instant donné, est fonction de la loi d’évolution que I'on va adopter.

* Cette propriété de minimum de ’énergie élastique du milieu a I’équilibre est évidemment une
conséquence de I’hypothese de convexité de W, qui n’est elle-méme raisonnable qu’en petites
déformations.

* Le type de conditions aux limites adopté sur les surfaces fissurées ne joue qu’un role secondaire
dans I’établissement de cette propriété — mais la solution et la valeur du minimum en dépendent
évidemment fortement—, la seule différence étant qu’ on minimise I'énergie élastique sur un
convexe dans le cas de conditions unilatérales et sur un espace affine dans le cas de conditions
de non contact.

* En élasticité finie, il faudrait “relaxer” I’hypothése de convexité, en optant par exemple pour
une condition plus faible du type polyconvexité. L’unicité des positions d’équilibres ne serait
plus alors garantie, mais, pour des raisons de stabilité, seules celles qui correspondraient & des
minima (locaux) de I’énergie seraient a retenir, cf. [13].

En supposant que les conditions de régularité sont remplies de facon a ce que la Proposition 1 soit
vraie, on est en mesure de définir I’énergie élastique du milieu, a I’équilibre. Ceci fait I'objet de la

Définition 5 (Energie élastique Eg(D,U) a Péquilibre). Soient T un état de fissuration et U un état
de chargement du milieu. On définit son énergie élastique Eq(T',U) associée comme étant [’énergie
élastique du milieu a 'équilibre (dans cet état de fissuration et sous ce chargement) :

E4T,0) :verc]r%irr,lU) A W(x,e(v)(z))dx. (2.10)

Les fonctionnelles énergie élastique et énergie de surface jouissent de propriétés de monotonie,
d’homogénéité ou de positivité qui nous seront utiles. Etablissons-les.

Proposition 2 (Propriétés des énergies). L’énergie élastique et l’énergie de surface possédent les
propriétés suivantes :

1. E; est une fonction positive, strictement croissante de I ;

2. Eg est une fonction décroissante de I', a U fixé;

3. Pour un milieu linéairement élastique, i.e. W(z,€) = %A(m)e - €, Eq est une fonction positive et
positivement homogene de degré 2 de U, i.e.

Ey(T,tU) = ?E4(T,U) Vvt >0. (2.11)

PREUVE. La positivité et la croissance de I’énergie de surface sont évidentes. La décroissance de
Pénergie élastique en fonction de I' tient a la propriété de minimum (2.10). En effet, si I'y C T'y, alors
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C(Iy,U) Cc C(I'1,U) et min _J(v) > min J(v).
veC(T'2,U) veC(T'1,U)
Dans le cas d’un milieu linéairement élastique, la positivité de F, est évidente. De plus, il est facile
de vérifier que, aussi bien avec des conditions de contact unilatérales qu’avec des conditions de non
contact, on a, pour t > 0 :

C(I,tU) =tC(I',U) et W (z, e(tv)(z))dz = > W(z,e(v)(z))de,
Qr Qr

ce qui assure la propriété d’homogénéité annoncée. O

Enfin, on définit 'énergie (totale) E4(T',U) du milieu dans un état de fissuration I' et sous un
chargement U comme étant la somme de son énergie élastique et de son énergie de surface :

E(T,U) = E4(T',U) + E(T). (2.12)

* REMARQUE. Ce faisant nous adoptons implicitement un cadre quasistatique en ne considérant que les
états d’équilibre associés a chaque niveau de chargement et en négligeant ’énergie cinétique. Ceci ne
nous empéchera pas pour autant d’envisager des évolutions discontinues en “temps” de la fissuration
puisque dans cette approche quasistatique le temps n’est rien d’autre qu’un parametre servant a décrire
le trajet de chargement.

Nous avons maintenant tous les éléments pour formuler la loi d’évolution de la fissuration du milieu
sous l'effet des variations du chargement appliqué. Ceci fait I'objet de la sous-section qui suit.

2.2.2 Loi d’évolution de la fissuration

Considérons une évolution du chargement du corps consistant en la donnée d’un chemin dans
'espace des fonctions de pQ 2 dans RY. Ce chemin est paramétré par ¢, parametre croissant depuis
0 que nous appelons temps bien qu’il puisse n’avoir aucun lien avec le Temps de la Physique. Cette
dépendance en temps du chargement sera désormais explicite : ¢ — U(t). Donnons-nous ’état de
fissuration initial du milieu, i.e. 'élément 'y € F 1 correspondant & I’état de fissuration du milieu
avant le début du processus de chargement considéré. Déterminer I’évolution de la fissuration dans le
corps consiste a trouver le chemin ¢ — I'(¢) que va décrire la fissuration dans F. Ce chemin dépend a
priori du chemin de chargement et de ’état de fissuration initial. Il nous reste donc & introduire cette
loi d’évolution de la fissuration.

De fagon schématique, la loi que nous allons adopter consiste a chercher, a chaque instant, I’état
de fissuration tel que le corps soit dans un état de moindre énergie. Si 'on adoptait exactement ce
principe-la, la loi d’évolution se réduirait au probleme d’optimisation suivant :

Pour t > 0,trouwver T'(t) € F tel que E(I'(t),U(t)) < E(I,U(t)), VI e€F. (2.13)

13. Nous supposons pour simplifier que la partie du bord ou les déplacements sont imposés ne dépend pas du temps.
14. T’ est 'ensemble vide si le milieu est sain au début du chargement considéré.
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L’état de fissuration ne dépendrait alors que de I’état de chargement mais pas du chemin de char-
gement. L’irréversibilité de la fissuration ne serait donc pas prise en compte. Pour preuve, considérons
le cas suivant : Supposons que le milieu soit linéairement élastique et que le chargement & un instant
donné soit nul, U = 0. Alors, il n’est pas difficile de vérifier que c’est le milieu sain — correspondant
donc a T' = () — qui possede ’énergie la plus faible. En effet, il vient immédiatement & partir des
définitions et des propriétés évidentes de positivité des énergies que

E0,0)=0< ET,0) = E,I), VI €F, (2.14)

I'inégalité étant stricte deés lors que HY~1(I') > 0. Le milieu reviendrait donc dans son état sain,
indépendamment de tout ce qu’il aurait subi auparavant. La décharge serait le remede miracle pour
cicatriser toute fissure. Il n’en est manifestement pas ainsi, il faut donc introduire l'irréversibilité de la
fissuration. Exigeons désormais que ¢ — I'(¢) soit une fonction croissante au sens de 'inclusion, i.e. :

to >t — F(tQ) D) F(tl). (215)

La difficulté réside maintenant dans la formulation du principe de moindre énergie que nous pos-
tulons comme loi régissant 1’évolution de la fissuration. En vertu de ce que nous venons de remarquer,
nous ne pouvons plus écrire 'inégalité dans (2.13) pour tout I' € F. Commencons par donner la
formulation “discrétisée en temps” de la loi d’évolution.

Loi d’évolution en temps discret

Considérons une suite croissante d’instants :
O=to<t1 < - <t <t <---
et notons U; et I'; les suites de chargements et d’états de fissuration correspondants :
U; =Ul(t;), I =T(t).

Connaissant I’état de fissuration initial I'g, ’évolution de la fissuration se déduit par induction du
principe de moindre énergie. Précisément, la loi se formule comme suit :

Loi 1 (Evolution discréte de la fissuration). Soient Tg € F Iétat de fissuration initial et (Us)is1 la
séquence de chargement. Les états de fissuration successifs I'; € F sont régis, pour i > 1, par :

Ii o T (2.16)
E(F“Ul) < E(F,UZ), vIle F,T DT (217)

L’irréversibilité est traduite par (2.16). A chaque pas de temps, (2.17) exige que I'état de fissuration
effectif I'; soit celui qui possédera la plus petite énergie parmi ceux qui sont plus grands que les états
antérieurs. De ce fait, I’évolution de la fissuration dépend du trajet de chargement, contrairement
a ce que 'on obtenait en considérant (2.13). On l'obtient en résolvant une suite de problemes de
minimisation d’énergie.

Le seul inconvénient de la loi ainsi formulée tient & ce que la solution dépend a priori de la
discrétisation choisie. L’évolution réelle devrait étre vue comme une limite des évolutions discretes
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lorsque l'on fait tendre le pas de temps vers zéro. Des difficultés mathématiques de taille ne man-
queraient pas de surgir si I’on essayait d’obtenir des résultats de convergence précis. Nous ne nous
risquerons pas dans cette voie dans cet article. Toutefois, nous nous proposons de déduire une loi
d’évolution en temps continu en partant de la loi discrete précédente, en considérant un type particu-
lier de chargement, dits chargements linéaires croissants, en supposant le milieu linéairement élastique
et en passant formellement a la limite lorsque le pas de temps tend vers 0.

Loi d’évolution en temps continu
On a besoin au préalable d’introduire quelques définitions et notations.

Définition 6 (Chargements linéaires croissants). On dit que le milieu est soumis a un chargement
linéaire croissant lorsque U(t) est de la forme

Ut) =tly, t>0. (2.18)

* REMARQUE. Dans cette particularisation de la dépendance en temps des déplacements imposés c’est
évidemment la linéarité vis a vis de Uy qui est importante et non celle vis & vis de ¢. Autrement dit,
on aurait pu considérer de fagon plus générale des déplacements imposés de la forme U(t) = f(t)Uy,
avec f fonction croissante de ¢ valant 0 en 0, tous les résultats qui suivent s’en trouveraient inchangés.
En prenant f(t) = ¢, on ne fait que choisir une échelle de temps, mais toute autre, qui respecterait —
pour des raisons d’irréversibilité — le sens du temps, ferait aussi bien l'affaire dans cette approche
quasistatique ou tout effet inertiel est négligé.

Nous devons envisager des évolutions arbitraires de la fissuration — puisque c¢’est un des objectifs
affichés —, en particulier des évolutions non régulieres en temps o, a un instant donné, la fissuration
peut brusquement s’accroitre d’une surface d’aire finie. La fonction ¢ — I'(t) peut donc étre discontinue.
Toutefois comme elle doit étre croissante pour respecter la condition d’irréversibilité, on peut toujours
définir une limite avant (a4 gauche) et une limite aprés (a droite), limites que 1’on note respectivement
I (t) et TT(¢) :

@) =JTe),  THy =T (2.19)

s<t s>t

Définition 7 (Evolutions brutale ou continue de la fissuration). On dit que ’évolution, de la fissuration
est brutale ¢ un instant t si '~ (t) # ' (t) et qu’elle est continue sinon, i.e. si T~ (t) = T'(t) = I (¢).

On est maintenant en mesure d’énoncer la loi d’évolution en temps continu se déduisant formelle-
ment de la loi discréte pour des chargements linéaires croissants.

Loi 2 (Evolution en temps continu de la fissuration). Le milieu est supposé élastique linéaire. Soient
Iy € F létat de fissuration initial et U(t) = tUgy,t > 0, un chargement linéaire croissant du milieu.
L’évolution t — T'(t) de la fissuration, pour t > 0, est régie par

(LO) La condition initiale : r—(0)="Iy;

(L1) La condition d’irréversibilité : t — T'(t) croissant;

(L2) La premieére condition d’optimalité : FE(I'(t),tUy) < E(T',tUp), VI DT (t);

(L3) La seconde condition d’optimalité :  E(I'(t),tUy) < E(I'(s),tUy), Vs,0<s<t.
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Remarquons que la condition initiale (LO) porte sur la limite avant en t = 0, car il se pourrait
a priori qu’il y ait une fissuration brutale en ¢ = 0. En fait, nous verrons qu’il n’en est rien et que
'~ (0) =T'(0) = 'y, cf. la remarque qui suit. On passe de (2.17) a (L2) en remplagant formellement ¢;
par t et I';_1 par I'"(¢). La loi (L2) exige que ’énergie que possédera le milieu & un instant ¢ soit plus
petite que I’énergie qu’il aurait si son état de fissuration était plus grand, autrement dit d’écrire (2.13)
pour tout I' contenant T'~(t). Malheureusement, cette loi seule — en plus de l'irréversibilité et de la
condition initiale — se révele insuffisante pour trouver I’évolution de la fissuration. Plus exactement,
on trouvera en général trop de fonctions ¢ — I'(t) croissantes, vérifiant (L0)—(L2). Nous en donnerons
des exemples par la suite. C’est (L3) qui constitue la condition “manquante”. Elle exige que le milieu
soit dans un état de fissuration effectif a I'instant ¢ correspondant & une énergie moindre que s’il
était resté dans un état de fissuration antérieur (donc plus petit). Cette condition (L3) n’est pas une
conséquence de (L2). Contrairement a (L2), nous ne sommes arrivés a la déduire (formellement) de
(2.17) que pour des chargements linéaires croissants et des milieux élastiques linéaires. Pour cela, on
commence par établir la Proposition suivante :

Proposition 3. Supposons que le milieu soit linéairement élastique et soumis a un chargement linéaire
croissant. On a alors limplication suivante :

I'>Tl, EX,tU)<E[tU) = E',sU)<E(,sU), Vs>t (2.20)

PREUVE. Du fait de 'homogénéité de Ey, on a
E(T,sU) — E(I',sU) = E(I,tU) — E(I",tU) + (s* — t*) (Eq(T,U) — Eo(I", 1)) .

Le deuxiéme membre est positif du fait de 'hypothese et de la propriété de décroissance de E, avec

T. O

Considérons maintenant une solution (I';),~, du probleme discret. Comme I'; D I';_; et que
ET;,t;U) < E(T;_1,t;U), on a, en vertu de (2.20),

BT, tU) < BE(D_1,tU) ¥t >t,.
En procédant par induction, il vient immédiatement
E(T;,t,U) < BE(T;,tU)  Vj <i.
En remplagant formellement I'; par I'(t), t; par t et I'; par I'(s), s <t on tombe exactement sur (L3).

* REMARQUE. Vérifions que ’'on a toujours I'(0) = I'g. En utilisant (L2) en ¢ = 0 et en tenant compte
de la condition initiale (LO) on obtient Es(I'(0)) < E5(I'g). Mais d’apres la condition d’irréversibilité
(L1) et la propriété de croissance de ’énergie de surface, on doit aussi avoir I'(0) D I'g et Es(I'(0)) >
E4(Tg). On a donc I'(0) = I'y ( & un ensemble de H~~!-mesure nulle pres).
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2.3 Quelques solutions exactes

Cette section a un but multiple. D’une part, elle sert a tester lefficience de la loi d’évolution
proposée dans la section précédente en la faisant fonctionner sur des exemples simples dont on peut
obtenir la solution exacte, solution dont on discutera la pertinence. Mais elle met aussi en évidence
loriginalité et les potentialités de la nouvelle formulation en traitant des cas que I’ancienne est inapte
a prendre en compte. De plus, on verra apparaitre a travers ces exemples des propriétés générales
que nous établirons dans la prochaine section. Nous nous placerons dans le cadre des hypotheéses nous
ayant permis de formuler la loi d’évolution en temps continu, a savoir : milieu élastique linéaire et
chargement linéaire croissant.

2.3.1 Milieu unidimensionnel

Nous considérons tout d’abord un milieu unidimensionnel (N = 1) dont la configuration de
référence est = (0, L). Le milieu est (éventuellement) hétérogene de coefficient d’élasticité A(x) =
E(z)S, E(x) étant le module d’Young du matériau constitutif au point = et S ayant la dimension
d’une surface, et de densité d’énergie de surface k(z,n) = k(x)S, k ayant la dimension d’une énergie
par unité de surface — alors que k a la dimension d’une énergie 1. Les états de fissuration possibles
de ce milieu 1D sont les sous-ensembles de [0, L] constitués d’un ensemble fini de points :

]::{@}U]:o, fOZ{F:{xl,...,xn} | n € Ny, xiE[O,L],lﬁiS’I’L}. (2.21)
Partant du milieu dans son état sain, I'"(0) = (), les deux extrémités © = 0 et x = L ont leur
déplacement imposé respectivement a 0 et et, ¢ croissant depuis 0, ¢ = +£1 — ¢ = +1 correspondant
a une traction et € = —1 a une compression —, i.e.

opQ ={0,L}, ut(0) = 0,u™ (L) = et.

Nous allons tour a tour traiter déterminer le probleme d’évolution de la fissuration en envisageant
soit des conditions unilatérales de contact soit des conditions de non contact. Commencons par ces
dernieres.

Conditions de non contact

Calculons les énergies du milieu a un instant t, suivant qu’il est ou non fissuré.
— Milieu sain. L’énergie de surface est nulle et I’énergie élastique s’obtient sans difficulté :

1

E(,et) = EESﬁ avec i . /L dx. (2.22)
' 2L’ E L J
— Milieu fissuré. Considérons un état de fissuration I' € Fy, I' = {x1,...,z,}. Il est facile
de vérifier que I'énergie élastique est nulle, chaque “morceau” subissant une translation pure.
L’énergie se réduit donc a I’énergie de surface :
n
ET,et) = Z K(x;)S. (2.23)

i=1

15. Ces notations sont introduites de facon & pouvoir comparer les résultats de cet exemple 1D avec ceux d’un milieu
3D.
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Munis de ces expressions des énergies, nous nous proposons de montrer successivement que le
milieu ne se fissure pas tant que le chargement n’a pas atteint une valeur critique ¢, , mais qu’il se
rompt des que le chargement dépasse cette valeur critique. Précisément, nous allons établir :

0 si 0<t<t,
T() = { {z1} si t>t, ’ (2:24)

ou
26 L
t, = il m = inf , e{zxe|0,L = K} 2.25
02 k= b s(a), € (o € 0.0 () = fn) (225)

PREUVE. Montrons tout d’abord que le milieu reste sain tant que t < t,.. Tout d’abord en utilisant la
loi (L2) en t =0, on a E(I'(0),0) < E((,0) = 0 et donc I'(0) = (. Ensuite, on ne peut trouver un
t < t, tel que I'(t) # 0, car sinon on aurait I'(t) = I', € Fy, et, en utilisant la loi (L3) avec s = 0,
E(T;) < E((,et), ce qui conduirait a

S<§:(~)S<1E5t2<1ﬁstg— S
Fom —i_l’”’ =9t S T

i.e. une contradiction.

Montrons ensuite que le milieu se fissure, i.e. I'(t) € Fp, dés que ¢ > t,.. Sinon on aurait I'(t) = ()
pour un ¢ > t,. Mais alors, d’apres la loi (L2), on devrait avoir, en prenant I' = {x1}, E(T,et) >
E(0,¢et), ce qui conduirait &

1— 2
k(x1)S > —ES—, vz € [0, L].
2 L
En prenant 'infimum en x4, il viendrait
1— 2 1 t?
>_-ES—>_-ES+ =
nmS_2SL>2 SL Km S,

d’out une contradiction.

Montrons que E(T'(t,),et;) = Ky S. Comme I'"(¢,) = 0, la loi (L2) donne E(I'(¢.),et;) < K S.
Mais comme E(0,et,) = £, S et que E(T,et;) > £, S pour tout I' € Fo, on a en fait I’égalité. De plus
on a nécessairement I'* (¢,) € Fy puisque I'(t) € Fo,Vt > t,. En utilisant la loi (L3) avec ¢t > s > ¢, ,
il vient

kmS < E5(D(t)) = E(L(t),et) < E(D(s),et) = Ey(T(s)) = B(L(s),es) < E(D(t,),es).  (2.26)

Comme I'(t) D I'(s), on a aussi E4(I'(t)) > Es(I'(s)) et donc en fait I'(¢) = I'(s). Par conséquent
['(t) = Tt (t), Vt > t,. En reportant et en passant & la limite dans (2.26) quand s — t,, on obtient
Es(T(t,)) = kmS et donc I'F(t,.) = {x1}, 71 étant un point de moindre ténacité. En résumé, & partir
du chargement %, le milieu n’est fissuré qu’en un et un seul point, du fait de 'irréversibilité ce point
ne dépend pas de t et que c’est un des points de ténacité minimale 6. O

16. Voir la remarque ci-apres si un tel point n’existe pas.
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Conditions unilatérales de contact

L’énergie du milieu sain est inchangée. Par contre le calcul des énergies d’un milieu fissuré est
a reconsidérer en distinguant le chargement de traction de celui de compression. Soit I' € Fy, I =
{z1,..., 2} :

— Traction : ¢ = +1. L’énergie de surface est donnée par (2.23) et 1'énergie élastique est nulle.
En effet, le champ de déplacement consistant en un déplacement nul des n premiers morceaux
et une translation ¢ du dernier est cinématiquement admissible car il vérifie les conditions de
non-interpénétration ([u](z;) > 0) et son énergie élastique correspondante est nulle!”. On a
donc les mémes expressions que dans le cas des conditions de non contact.

— Compression : ¢ = —1. L’énergie de surface est toujours donnée par (2.23), mais par contre
nous ne pouvons plus faire le raisonnement précédent sur ’énergie élastique, le champ de
déplacement envisagé précédemment n’étant plus cinématiquement admissible car violant la
condition de non-interpénétration. Il est facile de voir que le champ solution est nécessairement
continu et qu’il coincide donc avec celui du milieu sain. D’ou finalement :

n

1 2
ET,—t)= §ES% + Z K(x;)S. (2.27)
i=1

Il est facile de conclure que I’évolution de la fissuration lors d’un chargement croissant de traction
est la méme que celle obtenue avec des conditions de non contact, puisque les expressions des énergies
sont identiques. Pour un chargement de compression, comme 1’énergie du milieu fissuré est toujours
supérieure a celle du milieu sain, on peut conclure que le milieu ne se fissurera jamais : T'(t) = (), V¢ >
0'8. On peut donc résumer les résultats obtenus par la

Proposition 4. Un milieu élastique unidimensionnel de longueur L, fixé a une extrémité et soumis
a un déplacement d’intensité croissante a l’autre extrémité ne se rompra jamais si ce déplacement
correspond @ une compression, mais se rompra en un de ses points de moindre ténacité a partir d’une
valeur critique t, de ce déplacement donnée par

Remarques

Le traitement exhaustif d’un milieu unidimensionnel est riche d’enseignement sur les potentialités
de la loi de fissuration adoptée. Analysons les résultats obtenus. Tout d’abord les questions d’existence
et d’unicité de solutions :

* L’existence d’une solution au probleme d’évolution n’est assurée que dans la mesure ou il existe
(au moins) un point de moindre ténacité, i.e. Uinfimum k,, est atteint. S’il y en a, c’est en un
de ces points qu’il y aura rupture. Par contre, si 'infimum n’est pas atteint, alors stricto sensu

17. Ce déplacement est évidemment solution du probleme d’équilibre.
18. Le lecteur scrupuleux le déduira rigoureusement des lois (L0)—(L3).
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(i |
(if) |

(iif) I

FIGURE 2.2 — Etat de la barre : (i) ent =0, (i) ent <t,., (iii) ent > t,.

le probléme n’a pas de solution. Considérons par exemple le cas ou le milieu est hétérogéne avec
la répartition de ténacité suivante :
K(z) = KQ si 0<z<L/2

| #ko st L/2<xz<L.

L’infimum (/2 n’est pas atteint, le milieu aurait envie de se rompre en x = L/2 mais la
valeur de la ténacité en ce point le lui interdit. Ce “canular” mathématique peut étre levé en
modifiant x(L/2) et en lui donnant la valeur xg. La fonction x — x(x) est alors semi-continue
inférieurement et le probleme (dit “relaxé”) possede une solution.

* L’unicité quant a elle n’est garantie que s’il n’existe qu’un point de moindre ténacité. Sinon, tout
point de moindre ténacité — s’il en existe — est un lieu potentiel de rupture. Par conséquent si
le milieu est homogene, x(x) = ko, la rupture peut survenir n’importe ou.

* La condition d’optimalité (L3) joue un role essentiel pour limiter le nombre de solutions. Pour
preuve, il suffit de remarquer que 1’évolution ¢ — T'(t) suivante

0 si0<t<t
{1} sitg <t <t
r =1 ,
{z1,..., 2} st tp—1 <t<t,
{Z1,. T, T} sity, <t

oun > 1, les z; sont des points arbitraires de [0,L] et ¢ty < t,, vérifie (L0O)—(L2), mais pas (L3).
On voit donc qu’en particulier (L3) interdit une fracturation multiple du milieu.

Regardons maintenant avec un oeil de physicien ce que prédit notre formulation.

* Tout d’abord, elle est capable de prédire (de fagon précise) la rupture bien que 'on parte d’un
milieu sain. La théorie de Griffith ne le peut pas.

19. Mais pas n’importe quand, puisque la valeur du déplacement a rupture ¢, est indépendante du point de rupture.
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* Elle prévoit que le milieu rompra en un point de moindre ténacité une fois que la traction
exercée sera suffisamment forte, puis qu’il ne se passera plus rien. Le milieu ne peut plus casser
en d’autres endroits — dans la mesure ou 'on continue a n’imposer que le déplacement des
extrémités.

* Elle met en évidence, par l'intermédiaire des conditions unilatérales de contact, une asymétrie
de comportement a rupture en traction-compression.

Tous ces résultats sont évidemment tout a fait satisfaisants. Notons que la réponse prédite du
milieu peut se résumer dans le diagramme force-déplacement représenté dans la figure suivante, la
force a rupture F, se déduisant du déplacement & rupture par la relation :

> U
Ur

FIGURE 2.3 — Diagramme Force vs Déplacement de la réponse de la barre.

Finissons ce paragraphe relatif a I’analyse des résultats pour un milieu 1D par une derniere re-
marque sur les prédictions de la formulation.

* Elle prévoit un effet d’échelle puisque le déplacement & rupture croit comme la racine carrée de
la longueur du milieu, ou, de facon équivalente, que la force a rupture décroit comme la racine
carrée de la longueur. Cet effet, qui se révele étre général, est di en partie a la présence d’une
longueur caractéristique dans le modele provenant du rapport entre 1’énergie de surface (qui est
surfacique) et ’énergie élastique (qui est volumique). On laissera le lecteur juge de la pertinence
de cet effet tout en signalant qu’il est déja présent dans la théorie de Griffith.
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2.3.2 Traction simple sur un cylindre tridimensionnel
Position du probléeme

Nous considérons maintenant un milieu tridimensionnel (N = 3) dont la configuration de référence
est Pouvert cylindrique = S x (0, L) dont la section S est un ouvert connexe borné de R? & frontiere
0S8 réguliere. Le milieu est homogene et isotrope, de module d’Young F, de coefficient de Poisson v
et de densité d’énergie de surface ko, i.e. k(z,n) = ko, Ko ayant comme dans I'exemple précédent la
dimension d’une énergie par unité de surface. Partant du milieu dans son état sain, I'"(0) = 0, le
cylindre est soumis au chargement linéaire croissant suivant : les forces volumiques ainsi que les forces
surfaciques sur la surface latérale 0S5 x (0, L) sont nulles; sur la base Sy “ s x {0}, le déplacement
normal et les cisaillements sont nuls, alors qu’a 'extrémité Sy, g% {L}, les cisaillements sont nuls et
le déplacement normal est croissant depuis 0. Autrement dit les conditions aux limites — en ’absence
de fissuration au bord — s’écrivent :

ugz = 0 et 013 = 093 = 0 sur Sy, ug =t et 013 = 093 = 0 sur Sy, on =0 sur S x (0,L).
Les états de fissuration possibles de ce milieu 3D sont tous les sous-ensembles de © d’aire finie,
F={T|T CcQH ) <oo}. (2.28)

Comme nous sommes amenés a les envisager tous, ce probleme d’évolution de la fissuration est sensi-
blement plus difficile a traiter que son homologue unidimensionnel. Pour simplifier nous n’envisagerons
que des conditions de non contact sur les levres des fissures, ce qui nous conduit a la définition suivante
des champs de déplacements cinématiquement admissibles pour le milieu en 1’état de fissuration I :

C(L,t) = {ve H(r,R?) | v3 =0 sur So\TI, vs =t sur S, \I'}, (2.29)

les conditions aux limites de déplacement normal imposé n’étant & vérifier que sur les parties des
extrémités non fissurées.

Estimation des énergies

Considérons le milieu dans sa configuration saine et notons u((),t) et o(0,t) les champs des
déplacements et des contraintes a I’équilibre du milieu sous le chargement ¢. Compte tenu des condi-
tions aux limites adoptées, ils s’obtiennent sans difficulté :

T T T t
u(@,t)(z) = — <1/t—1 + a1> er — <1/t—2 + a2> es + t=>e, o(0,t)(x) = E—es ® e3, (2.30)
L L L L
a1 et as étant deux constantes arbitraires correspondant & une translation d’ensemble transversale du
cylindre. Les énergies correspondantes valent respectivement

E,0)=0, E0t) = Es0,t) = %E%HQ(S). (2.31)

Envisageons maintenant un état de fissuration I' arbitraire du milieu. Notons S(I") la projection de I’
sur S, i.e.
S(T) = {(z1,32) € S| il existe x3 tel que (w1,72,23) €T},
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et O(T') la fraction d’aire de S(I") par rapport a S :

H2(S(T)

"= )

Il est évidemment impossible d’obtenir la valeur exacte de I’énergie du corps dans un état de fissuration
arbitraire. Mais nous allons en établir une minoration qui s’avérera suffisante pour résoudre exactement
le probleme d’évolution de la fissuration. Ceci fait 'objet de la

Proposition 5. Quels que soient I' € F et t > 0, l’énergie E(I',t) du cylindre dans un état de
fissuration I' et soumis a une traction t vérifie l'inégalité

E(T,t) > (1 —0(T)) E(®,t) + 6(T)koH>(S). (2.32)

De plus, quandt # 0, I’égalité a lieu si et seulement sil’ = @ ou T’ € F,., avec Fr = {S x {2} |z € [0, L]},
autrement dit si et seulement si le corps est sain ou bien est rompu par une fracture transversale.

PREUVE. L’inégalité se déduit des deux inégalités suivantes :

Ey(L,t) > 6(T)roH>(S), (2.33)
Eq(T,t) = (1= 06(I) Ea(0,1). (2.34)

La premiére inégalité est une conséquence directe de la définition de S(I'), projection de I' sur S.
Remarquons que ’égalité est satisfaite si et seulement si I' est une fissure transverse, autrement dit
de la forme :

>
>

I'=%x{z} avec Y CSetzecl0lL].

Pour établir la deuxieme on utilise les — tres classiques, en élasticité linéaire — théoremes de I’énergie
potentielle et de ’énergie complémentaire, cf. [16] ou [28], i.e. des propriétés de dualité d’Analyse
Convexe, cf. [19]. Il vient

EyT,t) = Uer?(iﬁt) i o Ae(v) - €(v) dx

C i mex / (r-e(v) — 1A~ . 7) do
veC(T,t) TeL2(,M3) Jo

= max inf / (r-ewv)—2A7 7. 7) da
TEL2(Q,M2)veC(Tst) Jor

= max / (7-e(u(@,t)) — LA r . 7) da,

TeS(ht) Jar

S(I,t) étant ’ensemble des champs de contraintes statiquement admissibles, i.e.

S(T,t) = {7’ € L*(Q, M3)

/QFT-e(v)dx =0, Yo GCO(F,t)}
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et CO(T',t) I'espace vectoriel associé & I'espace affine C(T',t). La derniére égalité dans l'expression de
Iénergie provient du fait que u((),t) € C(T',t). Considérons le champ 7 suivant :

@) = {o siz e S(T) % (0,L),

o(0,t) sinon. (2.35)

On vérifie immédiatement qu’il est admissible, ce qui fournit I'inégalité

EyT,t) > /Q (7-e(u(@,t)) —2A7 7 7) da
/ (0(0,1) - e(u(®, 1)) — LA~ 0 (0,1) - 0(0,1)) da
S\S(T)x(0,L)

dont on déduit 'inégalité cherchée.

Cherchons & quelle condition les deux inégalités sont-elles simultanément des égalités. C’est évidemment
le cas si I' = (). Cest aussi le cas si I' € F, puisqu’alors Eg(T',t) = 0 et que F4(I') = roH?(S).
Réciproquement, la premiére égalité n’ayant lieu que si I' = X x {L}, envisageons la deuxiéme égalité
pour une telle fissure. Il faut pour cela que le champ test 7 soit celui qui réalise le max, autrement dit
qu’il soit le champ des contraintes a 1’équilibre. Le champ des déformations serait alors :

0 sixz e X x(0,L),
e(r) =

t t .
_Vf(el ®e;+ ey ®e) + Tes ®e3 sinon.

En dehors du cas trivial ¢ = 0, pour des raisons de compatibilité, ceci n’est possible que si ¥ =
0 ou bien S — & des ensembles négligeables pres. O

Evolution de la fissuration
Munis de ces estimations, nous sommes en mesure de démontrer la
Proposition 6. Le probleme de minimisation de l’énergie suivant :
Trouver, pour t > 0,I'(t) € F tel que E(I'(t),t) < E(I,t),vI' € F

admet comme uniques solutions des états de fissuration de la forme :

=0 si 0<t<t,,
. \ KoL
P(t) =Qou €F si t=t,, ot t, = Qf'
e Fr st t >ty

PREUVE. I suffit de remarquer que de tels I'(¢) minimisent (1 — 6(T)) E(0,t) + 6(T")koH2(S) sur F et
d’utiliser la Proposition précédente. O

Il devient alors facile de déterminer I’évolution de la fissuration dans le cylindre. En raisonnant sur
la loi d’évolution en temps discret, on en déduit que le cylindre reste sain tant que ¢; est plus petit que
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t, et qu'il se fracture transversalement, i.e. I'(t;) = S x {2} dés que t; > t,. Apres cette fracturation, il
ne se passe évidemment plus rien, car — pour des raisons d’irréversibilité —, on aura nécessairement
I'(t;) = S x {z} avec z indépendant de j pour tout ¢; > ¢,. Comme ce résultat est indépendant de la
discrétisation en temps choisie, on peut donc conclure par la

Proposition 7. Le cylindre reste sain tant que le déplacement normal de ’extrémité reste inférieur
a la valeur critique t, et qu’il y aura une rupture brutale du cylindre suivant une section transversale
arbitraire du cylindre dés que cette valeur critique sera dépassée, cf. la figure 2.4.

) (i) (ii1)
FIGURE 2.4 — Etat du cylindre sous traction simple : (i) ent =0, (ii) ent < t,, (iii) ent > t,.

+ REMARQUE.

* Son obtention est évidemment plus délicate que celle du probleme unidimensionnel. L’estimation
de Iénergie joue un role essentiel. Nous avons raisonné sur la formulation en temps discret.
L’obtention du résultat a partir de la formulation continue nécessite des estimations plus fines.
On laisse le soin au lecteur de s’y essayer.

* La solution du probleme 3D est tout a fait conforme a celle du probleme unidimensionnel dans
le cas homogene. C’est ce a quoi 'on s’attendait. On pourrait d’ailleurs reprendre I’étude en
envisageant des conditions unilatérales de contact et on devrait retrouver la solution 1D. Ici
encore on laisse le soin au lecteur de le vérifier.

2.3.3 Arrachement d’une armature

Nous présentons dans cette sous-section un autre exemple tridimensionnel dont on sait calculer la
solution exacte.
Position du probléeme

Nous considérons un milieu tridimensionnel (N = 3) dont la configuration de référence est 'ouvert
cylindrique 2 = S x (0, L) dont la section S est la couronne circulaire de centre (0,0) et de rayons
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intérieur R, et extérieur R,,. Le milieu est homogene et isotrope, de coefficients de Lamé A et pu, de
densité d’énergie de surface xo. Une armature cylindrique, rigide et incassable, & section circulaire de
rayon R,, est enchassée dans le cylindre et lui est collée. Partant du cylindre élastique dans son état
sain, I'~(0) = 0, Pensemble est soumis au chargement linéaire croissant suivant : les forces volumiques
sont nulles ; sur la base Sy et sur 'extrémité Sy, les déplacements tangentiels et les contraintes normales
sont nulles ; la paroi latérale extérieure (r = R,,) est maintenue fixe alors qu’on impose une translation
longitudinale croissante depuis 0 a 'armature rigide. Autrement dit, en notant 3, et 3, les parois
latérales intérieure (r = R,) et extérieure (r = R,,) du cylindre élastique, les conditions aux limites
— en 'absence de fissuration au bord — s’écrivent :

up =ug =0 et o33 =0 sur SoU Sy, u =0 sur X, u =tes sur .

Evolution de la fissuration
Enon(;ons tout de suite le résultat.

Proposition 8. Le cylindre reste sain tant que le déplacement de l’armature reste inférieur a une
valeur critique t,, et il y a un arrachement brutal de l’armature (avec décohésion totale de l’interface)
dés que cette valeur critique est dépassée, cf. la figure 2.5, i.e.

0 si 0<t<t, R -
Frt)=<0oux, si t=t,, avec t, = 2 log 2.
o ' S
a

st t >ty

PREUVE. On suit une démarche analogue a celle du probleme de traction. Quand on utilise le systeme
de coordonnées cylindriques, les coordonnées cylindriques d’un point sont notées entre crochet, i.e.
x = (x1,x,23) = [r,0,2].
1. On détermine les champs des déplacements et des contraintes a 1’équilibre du milieu sain sous le
chargement ¢. Compte tenu des conditions aux limites adoptées, ils s’obtiennent sans difficulté :

logr/Ry,
t =————1te,, ,t = e, Qs €. 2.36
w00 = R R, o D@ = R TR, e @ (2.36)
Les énergies correspondantes valent respectivement
Tut’L
E(0) =0, E0,t) = Eq0,t) = ——————. 2.37
(0 (0.0 = Ea0.8) = TR (2.37)

2. On établit une minoration des énergies. Soit un état de fissuration I' arbitraire du milieu. Notons
Y (T") la projection radiale de I' sur 3, i.e.

N(T) = {[Rq,0, 2] | il existe r tel que [r,0,2] €T} C Xy,
w(T) la fraction d’aire de ¥(I") par rapport a %, :

HE(X(T
ORS
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et V(T') le secteur angulaire du cylindre contenant la fissure :
V(D) = {[r,0,2] € Q| [Ry,0,2] € £(I') }.

On établit les deux inégalités suivantes :

> w(D)roH2(Z,) (2.38)
t)>(1-

w(I')) Ea(0,t). (2.39)

La premiére inégalité est une conséquence directe de la définition de X(T"), projection de I" sur
Y4. On remarque que I'égalité est satisfaite si et seulement si I' = (') C X,. Pour établir
la deuxiéme, on utilise les propriétés de dualité en choisissant ici comme champ de contraintes
statiquement admissible le champ 7 suivant :

L. si x e V(I),
@) = {O‘(@,t) sinon. (2.40)

Un simple calcul fournit I'inégalité désirée. En résumé ’énergie E(T',t) du cylindre dans un état
de fissuration I' et soumis au chargement ¢ vérifie I'inégalité

E(T,t) > (1 —w()) E0,t) + w(T)roH*(Za). (2.41)

3. Quand t # 0, on établit — en utilisant ici aussi des arguments de compatibilité des déformations —
que 'égalité a lieu si et seulement si I' = () ou I' = X,, autrement dit si et seulement si le corps
est sain et 'armature parfaitement collée ou bien est completement décollée.

4. Muni de ces estimations, on est alors en mesure de démontrer que ’état de fissuration I'(¢)
proposée dans 1’énoncé est I'unique 2° solution du probléme de minimisation de I’énergie suivant :

Trouver, pour t > 0,I'(t) € F tel que E(I'(¢),t) < BE(T,t),VI' € F

11 suffit pour cela de remarquer que I'(¢) est un — mais pas forcément 'unique — minimiseur
sur F de (1 —w(I)) E(0,t) + w(T)koH2(X,) et d’utiliser les estimations précédentes.

5. On conclut alors facilement que ¢ — I'(¢), qui est bien croissante est I'unique solution du probleme
d’évolution.

O

* REMARQUE. Cet exemple differe des deux précédents d’'une part parce qu’il y a ici unicité de la
réponse — sauf a l'instant critique ¢, ou I’armature peut-étre tout aussi bien collée qu’arrachée —
et d’autre part parce que la fissuration n’a lieu qu’au bord, le cylindre élastique restant parfaitement
sain. Il est par contre similaire aux précédents en ce sens que la fissuration apparait brutalement.

20. Sauf en ¢t = ¢, ou 0 et X, sont les deux (seuls) minimiseurs.
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) (ii) (iii)

FIGURE 2.5 — Etat du cylindre armé : (i) en t =0, (ii) en t < t,., (iii) en t > t,.

2.4 Quelques propriétés

Cette section est consacrée a I’établissement de propriétés générales des évolutions de la fissuration
que prédit notre formulation et de leur comparaison avec celles prévues par la théorie de Griffith. On
se place toujours dans le cas d’un corps linéairement élastique (o = Ae), fragile (0 < k(z,n) < +00)
et soumis & un chargement a déplacements imposés linéaire croissant (U(t) = tUp).

2.4.1 Initiation de la fissuration et rupture

Avant d’établir ces propriétés on s’intéresse aux états de fissuration dans lequel le corps est sans
énergie élastique, notion qui joue un réle important par la suite.

Définition 8 (Etats de fissuration sans énergie élastique). On dit que le corps, soumis au chargement
normalisé Uy, est dans un état de fissuration I' sans énergie élastique si Eq4(T',Uy) = 0. L’ensemble de
tels états est noté Fy :

Fo=A{T"| Eq(I",Up) = 0}.

Commencons par remarquer que si [ est un état de fissuration sans énergie élastique, alors tout
état de fissuration le contenant en est un lui-méme :

I'neFy et T'yDIYy = I'y € Fo. (2.42)

En effet, comme ’énergie élastique est une fonction positive décroissante, on a 0 < FEy4(I'y,Up) <
EyT4,Up) = 0.

Notons aussi qu’il existe de tels états de fissuration si I'on adopte des conditions aux limites de
non contact.

EXEMPLE.
— Le bord ou les déplacements sont imposés en est un : Ip«Qd € Fy. En effet, dans ce cas, tout
déplacement rigide u, i.e. tel que ¢(u) = 0, est solution du probléme d’équilibre puisqu’aucune
condition a la limite cinématique n’est a vérifier et que toutes les données en force sont nulles.
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— Par conséquent, en invoquant la propriété de décroissance de I’énergie élastique avec la fissura-
tion, tout état de fissuration contenant dpf? est sans énergie élastique :

{TeF | TD>opQ}C Fo. (2.43)

— Il peut en exister d’autres, voire méme des fissurations ne touchant pas le bord. Par exemple
en 1D, tout état {z1,...,x,} en est un — ils sont d’ailleurs tous de cette forme. En 3D, dans
I’exemple du probleme de traction, toute fracture séparant le cylindre en parties connexes de
fagon a ce que Sy et St ne soient pas dans la méme composante connexe correspond a un état
de fissuration sans énergie élastique.

Par contre, si I'on adopte des conditions aux limites de contact unilatéral, Fy peut étre vide. C’est
par exemple le cas dans les problemes 1D et 3D lorsqu’on exerce un déplacement de compression.

Initiation de la fissuration

Notre formulation permet de rendre compte de la création de fissure dans un milieu sain, contrai-
rement a la théorie de Griffith. La mise en évidence de cette faculté est 'objet de cette sous-section.
Commengons par la

Définition 9 (Charge de premiere fissuration). Soit Ty I’état de fissuration initial du milieu®'. On
appelle charge de premiére fissuration 'instant t. a partir duquel une (nouvelle) fissure apparait :

te=sup{t| T(t)=Top} (2.44)

A priori on a 0 < t, < oo, 'égalité a 0 signifiant une fissuration des la mise en charge —
nous en verrons des exemples par la suite —, un temps de premiere fissuration infini signifiant que
le milieu ne se fissurera jamais au cours du chemin de chargement envisagé — c’est le cas dans les
essais de compression 1D et 3D précédents lorsque l'on tient compte des conditions unilatérales de
contact. L’objectif de cette sous-section est de déterminer dans quelles conditions une (nouvelle) fissure
apparait, i.e. dans quelles conditions a-t-on t, < 4+00. Une partie de la réponse est dans la

Proposition 9. Supposons que [’ensemble des états de fissuration sans énergie élastique n’est pas
vide, Fo # 0. Alors le milieu reste dans son état de fissuration initial si et seulement si cet état est un
état sans énergie élastique :

te = +00 < Iy € Fo.

PREUVE. Montrons tout d’abord l'implication : I'g € Fy = t. = +oo. Si 'y € Fy alors on a
nécessairement, pour tout ¢, du fait de 'irréversibilité de la fissuration, I'(t) € Fy et donc E4(I'(t),Up) =
0. En reportant dans la loi d’évolution (L3), il vient Es(T'(t)) < Es(T). Mais comme I'(¢) D T'g on a
nécessairement ’égalité et donc I'(t) = I’y pour tout ¢.

Montrons la réciproque. Si t, = +00, alors I'(t) = 'y Vt. La loi d’évolution (L2) exige que

t2Ey(To,Up) + Es(To) < #*Eq(T,Up) + E{(I)  VI'DTy, Vt>0.

21. T'p étant 'ensemble vide si le milieu est dans son état sain au début de la mise en charge.
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En prenant I' = Ty UTy avec I’y € Fy, on a I' € Fy et donc E4(T,Uy) = 0. L’inégalité précédente
devient
?Eq(To,Ug) + Es(Tg) < Es(ToUTy),  Vt>0,

ce qui n’est possible que si E4(Iy,Up) = 0. O

Si on adopte des conditions aux limites de non contact sur les levres des fissures, on est dans les
conditions d’application de la Proposition. Par conséquent, si le chargement Uy et I'état de fissuration
initial Ty sont tels que Ey(To,Up) > 0 — ce qui est le cas si I'g = 0 et si Uy est incompatible avec des
déplacements rigides —, alors une fissure finira par apparaitre.

Dans le cas ou il n’existe pas d’état de fissuration sans énergie élastique, on a (seulement) la

Proposition 10. Supposons qu’il n’existe pas d’état de fissuration sans énergie élastique : Foy = ().
Alors le milieu reste dans son €tat de fissuration initial si et seulement si tout état de fissuration le
contenant possede la méme énergie €Elastique :

te = +00 < Ed(P, Uo) = Ed(ro, Uo) vI' O TI.

PREUVE. Montrons 'implication. Si t, = 400, alors I'(t) = I'g, Vt. La loi d’évolution (L2) exige que
t?Eq4(Lo, Up) + Es(Tg) < t2Ey(T,Ug) + E(I')  VI' DTy, Vt>D0.

Comme ’énergie élastique ne peut pas croitre ce n’est manifestement possible que si E4(T,Uy) =
E4(To, Uo).

Montrons la réciproque. Si E4(I',Uy) = E4(T'0,Up), VI D Ty, alors la loi d’évolution (L3) exige
que E5(T'(t)) < E4(T'g). Mais comme I'(t) D I'g on a nécessairement 1’égalité et donc I'(¢) =T’y Vi. O

Autrement dit, le milieu ne se fissurera pas que si toute fissure n’induit aucun assouplissement.
C’était le cas dans 'exemple unidimensionnel pour un chargement de compression en tenant compte
de conditions unilatérales de contact.

Fissuration jusqu’a rupture

On pourrait résumer les deux propositions précédentes en disant que la fissuration n’évoluera
jamais si et seulement s’il n’existe pas d’état de fissuration contenant I’état de fissuration initial et
ayant une énergie élastique moindre. On peut en fait aller un peu plus loin et affirmer que la fissuration
évoluera tant que le milieu n’aura pas atteint un état de fissuration de moindre énergie élastique. C’est
ce que nous nous proposons de montrer dans cette sous-section.

Proposition 11. Soit E* = inf{Eq(I',Uy) | I' D I'g}. L’évolution de la fissuration est telle que :
1. Le milieu tend vers un état de fissuration de moindre énergie élastique, i.e. limy_,o Eq(T'(t),Up) =
ET
2. Si cet état est atteint en un temps fini alors la fissuration n’évolue plus, i.e. s’il existe t, < 400
tel que Eq(I'(t,),Uo) = EY, alors T'(t) =T'(t,),Vt > t,.



2.4. QUELQUES PROPRIETES 61

PREUVE.
1. Soit (I'y),,cy une suite minimisante de 'énergie élastique, i.e. lim, o Eq(I'y,Up) = EJ'. Pour
tout t, la suite 'y, UT'(t) est également une suite minimisante puisque Ey4(T',, UT(t)),Uy) <
E;(Ty,, Upy). D’apres la loi (L2), on a

tQEd(F(t)’ UO) + Es(r(t)) t2Ed(Fn U F(t))a UO) + Es(rn U F(t))

<
< tzEd(Pn)7 UO) + ES(Fn) + ES(P(t))

et donc Eu(T))
E4(T'(t),Uy) < Eg(Ty, Up) + T"

En passant successivement a la limite quand ¢t — oo, puis n — oo, le résultat suit.

2. 11 suffit de reprendre les démonstrations des Propositions précédentes en faisant jouer a I'(¢,) le
role de T'g.

O

Une conséquence immédiate de ce résultat est que s’il existe des états de fissuration sans énergie
élastique, alors le milieu tend vers un tel état et la fissuration n’évoluera plus que lorsque un tel état
sera atteint. En écartant le cas trivial ou I’état de fissuration initial est un état sans énergie élastique,
auquel cas il ne se passe rien, on peut définir 'instant critique a partir duquel le milieu est sans énergie
élastique comme la charge de rupture.

Définition 10. Supposons que Foy # 0 et que T'g € Fo. On appelle charge de rupture l'intensité t, du
chargement a partir de laquelle le milieu est sans énergie €lastique :

t, = sup {t : Eq(T'(t),Uy) > 0}.

Estimation des charges de premiére fissuration et de rupture

Nous pouvons donner une estimation & la fois de la charge de premiere fissuration et de la charge
de rupture.

Proposition 12. Supposons que Fo # 0 et que I'y € Fo. La charge de premicre fissuration t. et la
charge de rupture t,. vérifient les inégalités suivantes :

; ‘ E,T\Tg) | T' DTy, € F
0<te<tm<t <-4oo  avec tmdéf\/mf{ s(M\Lo) | 0 o} (2.45)

Eq(To, U)
PREUVE. 1l s’agit de montrer que ¢,, est un majorant de t, et un minorant de ¢,.. Pour la majoration
de t., utilisons la loi (L2) avec t <t., I' € Fo, I DTy :
t?Eq(To,Up) + Es(Tg) < E (),  Vt<t..

En passant a la limite quand ¢ — ¢, et en optimisant I', le résultat suit. Pour la minoration de ¢, si
t, = oo il n’y a rien & montrer, sinon utilisons la loi (L3) avec t > t, et s =0 :

E,T(t) < t2Ey(To,Up) + Ey(Tg),  Vt>t,.



62 CHAPITRE 2. LA THEORIE DE GRIFFITH DE LA RUPTURE FRAGILE REVISITEE

Comme E4(I'(t)) — Es(Tg) > inf {Es(I'\I'p) | I D T'y,I" € Fy}, en passant a la limite quand ¢t — ¢, le
résultat suit. O

Essayons de voir dans quelles conditions les inégalités ci-dessus peuvent-elles étre des égalités.

* REMARQUE.

* Bien que I'(0) = Ty, on peut avoir t, = 0, i.e. la fissuration évoluant deés la mise en charge. Nous
en donnons un exemple plus loin.

* Le cas t, = t, = 400 correspond au cas ou I'y € Fy.

* Lorsque 0 < t, = t,, = t,, < +o0 la fissuration apparalt brutalement et correspond & une rupture
du milieu. En reprenant les raisonnements qui nous ont permis d’obtenir la minoration de ¢, et
la majoration de t., on constate que I’évolution de la fissuration est alors de la forme :

T L t<t
ri=4 " 0 0m
T, si t>t,

ot I'y,, est un élément de Fy contenant I'y et tel que E4(I',,, Uy) = EJ*. Les trois exemples traités
dans la section précédente sont de ce type. Dans le cas unidimensionnel, la rupture en un point
de moindre ténacité est celle qui nécessite le moins d’énergie de surface. Dans le cas du probleme
de traction 3D, les états de fissuration sans énergie élastique sont ceux qui déconnectent les
sections extrémes Sy et Sy, et, parmi eux, une fracturation transverse est celui qui nécessite le
moins d’énergie de surface. De méme, dans le cas du probleme d’arrachement d’une armature,
les états de fissuration sans énergie élastique sont ceux qui déconnectent les surfaces latérales
Yim et g, et, parmi eux, la décohésion de I'armature est celui qui nécessite le moins d’énergie
de surface, i.e. I';, = X,.

* Le cas t, < t, = +00o correspond au cas ou le milieu tend asymptotiquement vers un état sans
énergie élastique sans jamais l'atteindre. Nous n’avons pas d’exemple a proposer.

2.4.2 Fissuration progressive, fissuration brutale et la théorie de Griffith

Cette sous-section et la suivante sont destinées a comparer notre loi d’évolution de la fissuration
basée sur un principe de moindre énergie a celle de la théorie de Griffith basée elle sur la notion de
taux de restitution d’énergie critique. Pour simplifier, cette comparaison se fera dans un cadre élastique
linéaire bidimensionnel. Partant d’un état de fissuration initial I'g € F — éventuellement vide —, nous
supposons que la loi d’évolution (L0)—(L3) prévoit que la fissuration évoluera en suivant au cours
du temps une courbe rectifiable orientée (réguliere) d’image I', disjointe de 'y, de longueur ¢, finie,
d’origine x et d’extrémité xy,. Cette courbe est paramétrée par son abscisse curviligne : s+ z(s) en
prenant l'origine a la pointe xg. Nous dénotons par I'y la réunion de I’y et de la restriction de I' a sa
premiere partie de longueur ¢, d’extrémité x(¢) :

2(0) =z,  Te=ToU{x(s) [0<s<l},  T(t) =Ty, Vi.
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Notons que, comme nous sommes amenés a ne considérer que des états de fissuration de la forme I'p,
I’énergie élastique et I’énergie de surface ne sont fonctions que de £ :

, . Y4
FOY Byr,vy), HEO™ BTy = E(To) + /0 k(z(s), n(s)) ds. (2.46)

Ces fonctions sont respectivement positive décroissante et positive croissante et nous les supposerons
en outre aussi régulieres que le contexte I'exigera (continues, contintiment dérivables, ...). Le trajet de
la fissure étant ainsi prédéfini, il reste & préciser la loi horaire de la fissuration, i.e. la fonction ¢ +— £(t)
donnant la position de la pointe de la fissure en fonction du temps. L’évolution de la fissuration sera
réguliere en temps suivant que la fonction ¢ — ¢(t) l'est ou non. Nous allons commencer par étudier
le cas d’une propagation réguliere.

Fissuration progressive et la loi de Griffith

Enongons tout de suite le résultat.

Proposition 13. Sit+— {(t) est absolument continue, alors I’évolution de la fissuration suit la loi de
Griffith, i.e. t — £(t) vérifie pour presque tout t :

(GO0) La condition initiale : £(0) = 0;

(G1) La condition d’irréversibilité : %(t) > 0;

(G2) Le critere de Griffith : —tQCClZ—i(E(t)) < k(z(l(t)),n(L(t))) ;

(G3) La condition d’évolution : %(t) =0 si — tQ%(ﬁ(t)) < k(z(L(t)),n(£(t))).

PREUVE. Comme ¢ — £(t) est supposée absolument continue, elle est dérivable pour presque tout t et
(G1) est une conséquence directe de la condition d’irréversibilité (L1). Etablissons (G2). Pour cela
écrivons (L2) & un instant ¢ en prenant pour état de fissuration test I'yy)qp,h >0 :

2F0() + H(0(t) < t2F(L(t) +h) + H(L(t) + h).

En divisant par h et en passant a la limite quand h tend vers 0, on obtient (G2). En remplacant
0(t) + h par £(t + h) dans I'inégalité ci-dessus, on obtient :

50 (P ) — Kateo),n(e(v) ) <o

En écrivant (L2) a l'instant ¢ avec s =t — h, en divisant par h et en passant a la limite quand A tend
vers 0, on trouve 'inégalité inverse, d’ou finalement ’égalité :

S0 (P L) — Kato)n(en)) ) =0 (2.47)

qui n’est rien d’autre que (G3). O

* REMARQUE.
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dF
* (G2) n’est évidemment rien d’autre que le critere de Griffith, puisque —tQW(f(t)) représente

le taux de restitution d’énergie élastique.

* (G3) est I'hypotheése usuelle pour une loi & seuil demandant qu’il n’y ait pas de propagation
de la fissure tant que le taux de restitution d’énergie n’a pas atteint une valeur critique — ici
k(x,n) — caractéristique du matériau.

* Soulignons le fait qu’ici cette loi d’évolution est une conséquence de notre principe de moindre
énergie et qu’elle ne vaut que dans la mesure ou 1’évolution est réguliere. On peut donc dire que
la loi d’évolution de Griffith devient ici une condition nécessaire d’optimalité pour les évolutions
régulieres.

Fissuration brutale et le critére de Griffith généralisé

Envisageons maintenant une évolution non réguliere de la fissuration en supposant qu’il y a une
fissuration brutale & l'instant to, autrement dit que t — £(t) est discontinue & l'instant ¢g, ses limites
a gauche et a droite étant notées respectivement £~ (o) et £ (tg), £~ (to) # £ (tp). On a alors

Proposition 14. Si l’évolution de la fissuration est discontinue a l’instant ty, alors to, £1(to) et £~ (to)

sont liés par la relation de saut suivante :
(G4) Le critére de Griffith généralisé : —t3(F(((tg)) — F((~(t0))) = H({T (o)) — H({™ (to))-

PREUVE. Ecrivons la loi (L2) a linstant tg — h en prenant pour état de fissuration test I'(¢tg + h) :
(to — h)*(F(£(to — b)) + H(L(to — h) < (to — h)*(F(L(to + h)) + H(L(to + h).
En passant a la limite quand h tend vers 0, il vient :
—t5(F(£* (to)) — F(£™ (t)) < H((T(to)) — H(L™ (to)).
Ecrivons la loi (L3) a linstant tg + h en prenant pour état de fissuration antérieur I'(tg — h) :
(to + h)?(F(£(to + b)) + H(L(to + h) < (to + h)*(F(L(to — h)) + H(L(to — h).
En passant a la limite quand h tend vers 0, il vient :
—t5(F(C (o)) — F((™(t0))) = H(E (to)) — H(L™ (to)),

i.e. U'inégalité inverse de celle obtenue auparavant, d’ou (G4). O

* REMARQUE. Ce résultat appelle quelques commentaires.

* Cette condition de saut n’est pas sans rappeler les conditions de saut de Rankine-Hugoniot a la
traversée d’une onde de choc. Elle n’est en fait rien d’autre qu’une condition de conservation de
I’énergie totale du milieu lors d’une fissuration brutale, la restitution d’énergie élastique — le
premier membre de (G4) — venant compenser exactement ’accroissement d’énergie de surface
— le second membre de (G4). Par rapport au critere de Griffith habituel, on a simplement
remplacé les dérivées des énergies par leurs accroissements.
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* Si le milieu est homogene et isotrope, la ténacité est indépendante de x et de n, k(x,n) = &, et la
relation de saut s’interprete comme un critere de propagation portant sur le taux de restitution

d’énergie moyen :
1 o) dF
—_ —tg—0)dl = K 2.48

T o 249

* Cette relation de saut a été postulée récemment par HASHIN dans [27] alors qu’elle est ici une
conséquence des lois d’évolution (L0)—(L3). Notons qu’elle ne fournit qu’une relation entre les
trois quantités : la valeur du chargement ¢, et les états de fissuration avant £~ (¢() et apres £7 (o).
Seule, elle n’est pas capable de prédire a la fois quand et comment la fissuration brutale aura
lieu, alors que, comme nous allons le voir, (L0)—(L3) le peuvent.

2.4.3 Fissuration progressive ou fissuration brutale ?
Le rdle de la convexité

Dans les deux paragraphes précédents la régularité ou non de I’évolution de la fissuration était
présupposée. 11 s’agit de trouver dans quelles circonstances il y aura fissuration progressive ou au
contraire fissuration brutale. La réponse passe par I’étude compléte du probleme d’évolution. Effec-
tuons au préalable le changement de variable suivant :

A=H({), F=FoH (2.49)

ce qui revient a prendre comme variable d’état de la fissuration, non plus sa longueur, mais son énergie
de surface — ce changement étant licite puisque H est strictement croissante et (absolument) continue.
Dans le contexte actuel le probleme d’évolution s’écrit :

Loi 3 (Evolutlon de Iénergie de surface de la fissure). Trouver t — \(t) croissante telle que

(F1) Condition initiale : A(0) = 0;
(F2) Premiére condition d’optimalité : t2F(\(t)) + \(t) < 2F(\)+ X, YA> A ()
(F3) Seconde condition d’optimalité : tzﬁ’( () + A(t) < 2E(M(s)) + A(s), Vs < t.

Les deux Propositions qui suivent montrent que la régularité de I’évolution tient a la convexité de

F.

Proposition 15. 5i F est contindment dérivable et strictement convezxe, alors le probléme d’évolution
admet pour unique solution la fonction croissante continue t — \(t) suivante :

0 si 0<t<t,, ) )
TR o 0 S S W )
H(t,) si t>t, —F"(0) —I'(H (L))

PREUVE. Vérifions d’abord que cette évolution est bien solution.
(i) Elle est croissante et continue puisque, F' étant continiment dérivable et strictement convexe,
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sa dérivée est continue et strictement croissante, mettant en bijection les intervalles [0, H({,)] et
[E7(0), F(H(L,))] = [, — ]

(i) A(t) réalise le minimum de t2F'(\) 4 A sur Uintervalle [0, H(£,)]. En effet, du fait de la convexité
de F, le minimum est respectivement atteint en 0 si 27(0) +1 > 0, en H(¢,) si t*F'(H(¢,)) +1 <0
et en A tel que t2F”(\) 41 = 0 sinon.

(iii) Cette propriété de minimum de A(t) garantit la vérification de (F2) et (F3).

Montrons maintenant que c’est la seule solution. Soit ¢ — 5\(25) une solution.

(1) Comme A(0) = 0, que (F3) impose que t2F(A(t)) + A(t) < t2F(0) et que 0 est unique
minimiseur quand ¢ < t., on a nécessairement X(t) =0s10<t<t,.

(2) Comme (F2) impose que t2F(\(t)) + A(t) < 2E(H(¢,)) + H({,) et que H((,) est 'unique
minimiseur quand ¢ > t,, on a nécessairement \(t) = H(¢,) si t > t,.

(3) X(t) est continue en t. et en t,. En effet, le critere de Griffith généralisé impose la continuité
de I’énergie et donc

EAT(te) + A (t) = t2F(0), CEA(t,) + AN (t,) = 2F(H¢,)) + H(¢,).

Mais comme 0 et H(£,) sont les seuls minimiseurs respectivement en t, et en t,, on a A*(t,) = 0 et
A" (ty) = H(Ly). R

(4) Montrons que A(t) est continue en tout t¢. Il reste a le vérifier si t, < t < t,. Du fait de la
continuité de P'énergie et de (F2), on a

PEA ) +A" (1) = CEAT@))+AT@E) < LPFEON)+A YA> A (1).
(_

t%) et enfin stric-

. . . $— % L N © e .
tement croissante, on a nécessairement A\~ (t) = AT (¢) > F” (—t%), d’ou la continuité annoncée.

sy R ~ -1
Comme t2F()\) + A est d’abord strictement décroissante, puis minimale en F”

(5) t — A(t) étant continue et croissante de 0 & H(£,.), elle prend toutes les valeurs dans intervalle.
Mais alors (F2) et (F3) exigent que A(t) minimise #*F(A) + A sur Uintervalle [0, H(£,)]. Du fait de la
stricte convexité de F' ce minimiseur est unique, et donc, d’apres (i), A = A. U

* REMARQUE. Dans l'intervalle [t,t,] ou la fissure croit contintment, le critere de Griffith (G2)

est vérifié. C'est d’ailleurs lui qui fournit la valeur de A(t). La convexité de F joue évidemment un
role essentiel tout au long de la démonstration. Mais le caractere strict de la convexité est également

important. Par exemple si F'(\) est linéaire sur intervalle [\, \y], alors A(t) sautera de A\; & Ao &

. ~1/2 . -1/2 A
I'instant ¢ = <—F’()\1)) = —F’(Ag)) . Par contre, la régularité de F' n’intervient que pour la

croissance stricte de la fissuration. Si sa dérivée est discontinue en un point A, alors A(t) restera a la

R ~1/2 . ~1/2
valeur A sur tout l'intervalle de temps [<—F’()\—)> , <—F’()\+)> ].

Proposition 16. Si F est concave, alors ’évolution est brutale, le probleme d’évolution admettant
pour unique solution :

avec ty = (2.51)

0 si 0<t<ty, H(¢,)
H(,) si t>t, F(b) — F(t)
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PREUVE. Commencons par la minimisation de X — t2F'(\) + A sur intervalle [0, H(£,)], le minimum
étant atteint puisqu’ on minimise une fonction concave bornée — donc continue — sur un compact.
Comme F' est concave, il est facile de voir que le minimum est atteint uniquement en 0 si ¢t < t,, et,
uniquement en H(¢,) si t > t,. Mais 'utilisation conjointe de (F2) et (F3) fournit

E®) 4+ At) < E2F0),  2F\®) + At) < t2F(H(L)) + H(L,),

et donc
?F(A(t) + A(t) < min {F(0); 2F(H(¢:)) + H(¢,) t =  mi 2F(A) + A
() + A1) < min {PFO): 2 F(H(G) + H(G) f = | min {7FO)+ A}
qui demande que A(¢) soit le minimiseur de tQF()\) + A, d’ou le résultat. O

* REMARQUE. L’état de fissuration n’est pas défini a la charge de rupture ¢,.. On peut aussi bien avoir
A(tr) = 0 que A(t,) = H({,). Au changement de notations pres, le saut en ¢, satisfait le critere de
Griffith généralisé (G4). On peut méme considérer que ce critere fournit ici la charge de rupture ¢,
puisque le saut de A est donné.

On peut traiter le cas général, i.e. sans hypothése de convexité sur F. On commence par établir la

Proposition 17. Si F est continue, alors le problémeAd’évolutz'on admet pour unique(s) solution(s)
le(s) fonction(s) t = A(t) telle(s) que A(t) minimise t2F(\) + X sur [0, H(£,)].

PREUVE. Comme F est continue sur un compact, t2F'(\) + X sur [0, H(£,)] atteint son minimum en
un (plusieurs) point(s). Choisissons un de ces points et désignons le par A(¢). Il est facile de vérifier
que A(t) est une fonction croissante de ¢ valant 0 en ¢ = 0. Du fait-méme de sa définition elle vérifie
(F2) et (F3), elle est donc une solution du probleme d’évolution. Montrons qu’elles sont toutes de
cette forme. Soit ¢ — A(t) une solution. Il suffit de montrer que 1'on a, pour tout A € [0, A~ (¢)],

ED) + A1) < PFO) 4 A, (2.52)

car alors, I'inégalité étant vraie pour A > A~ (t) d’aprés (F2), A(t) sera un minimiseur de t2F()\) + X
sur tout Uintervalle [0, H (¢, )]. Comme A(t) est une fonction croissante de t, elle est discontinue sur un
ensemble au plus dénombrable de points. Soient ¢; 1 et ¢;, avec t;_1 < t; < t, les instants correspondants
a deux sauts consécutifs antérieurs a l'instant ¢ considéré, )\il et )\gt les limites avant ou apres de
chacun de ces sauts. Comme, d’aprés (F3), l'inégalité (2.52) est vraie sur 1 intervalle (A, A;)
puisque toutes ces valeurs sont prises a un instant s € (¢;—1,t;), il ne reste plus qu’a 1’établir pour I’
intervalle [)‘i_’ )\ﬂ Or, en utilisant (F3) avec s = t; + h et en passant a la limite quand h — 0, on a

PEA®) +AE) < BEO) + A (2.53)
De plus, en utilisant (F2) et (G4), il vient

2EO)+ N = BFANH N < BEO)+N YA (2.54)
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Mais alors, en utilisant (2.54) et la décroissance de F, il vient pour tout A € [)\Z-_ , )\ﬂ

PEON) N = (2 —tHEO) + £2FO0) + AF
< —)FEN) +E2EN) + X = £2FE0) + A

qui combinée avec (2.53) fournit I'inégalité cherchée. O

En pratique pour déterminer A(¢), on peut utiliser le fait que le minimum de 2F (A) + A coincide
avec celui de t2f7**()\) + N, B désignant la convexifiée de F22 En s’aidant des résultats précédents,
on voit alors que la fissuration est continue sur les parties strictement convexes de F** et discontinue
sur les parties linéaires.

EXEMPLE. Considérons une fonction F' comme celle représentée sur la figure suivante : concave au
voisinage de 0 et de A\, convexe entre, sa convexifiée coincidant dans lintervalle [A1, A2] et étant

linéaire en dehors.
&

| > )\

Al A2 Ar

FIGURE 2.6 — Ezemple de fonction F non conveze et de sa convexifiée F**.

L’évolution de la fissuration est donnée par

0 st 0<t<t,,
0 ou M\ st t=t,,
M) =P (=L) si te<t<t, (2.55)
Ao ou Ay st t=t,,
p si t>t,,

22. parfois appelée la bipolaire ou encore la I'-régularisée de F.
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avec

A = H((,) te= 4/ A1 = ! t:\/ Ar= A2 LI
r r) e F(O) —F()\l) /_F/()\l), r F()\Q) —F()\r) /_F/()\Q)

(2.56)
Il y a un premier saut a l'instant ., la fissuration passant de 0 a A1, suivi d’une fissuration progressive, la
fissuration évoluant contintiment de A1 a A9, et pour finir un deuxieéme saut a l'instant ¢,., la fissuration
passant de Ay & A, qui correspond a la rupture. On notera dans les expressions donnant (te, A;) d’une
part et (¢, A2) d’autre part que la premiere égalité correspond au critere de Griffith généralisé alors
que la deuxiéme correspond au critere de Griffith usuel.

Résumons les résultats de cette sous-section en comparant les résultats prévus par notre formulation
avec ceux de la théorie de Griffith.

* REMARQUE.

* Quand F est strictement convexe et réguliere, les résultats sont identiques;

* Quand F est concave, la théorie de Griffith prévoit que la fissuration s’initiera a un instant ¢;
fournit par le critere de Griffith : t?ﬁ’ '(0) = —1. Mais, du fait de la concavité de F, le critére de
Griffith ne pourra plus étre vérifié apres : —{2F" (A) > 1, pour tout t > t; et tout A > 0. Autrement
dit, stricto sensu, le probleme (G1)—(G3) n’a plus de solution. La fissure est décrétée instable,
elle est sensée se propager, mais on ne sait pas jusqu’ou. On pourrait décréter qu’il y a rupture
a linstant ¢; et que A saute de 0 a A,, mais ce en violant les lois, que ce soit le critere de
Griffith usuel (G2) ou le critere de Griffith généralisé (G4). De plus, toujours du fait de la
concavité de F' , la charge d’initiation de la fissuration ¢; prévue par le critere de Griffith est
toujours supérieure ou égale a la charge de premiere fissuration et de rupture ¢, prévue par notre
formulation — I’égalité n’ayant lieu que si F est linéaire. Remarquons d’ailleurs que t; = oo si
F (0) = 0, autrement dit que, selon la théorie de Griffith, la fissuration n’évoluera jamais si le
taux de restitution d’énergie est nul en A = 0. Cette situation qui est loin d’étre exceptionnelle,
comme nous allons le voir dans la sous-section suivante, met en lumiere toutes les insuffisances
de la théorie de Griffith, qui par essence, n’est pas apte a gérer les phénomenes de propagation
brutale.

* Dans le cas général, les deux approches fournissent des résultats différents. Ainsi, dans 'exemple
précédent ot, d’apres la figure, F'(0) = 0, la théorie de Griffith prévoit qu’il n’y aura jamais
fissuration.

Le role des singularités

Dans la théorie de Griffith, les singularités des déplacements et des contraintes jouent un role
essentiel. En particulier, en bidimensionnel, c’est parce que le champ des déplacements est singulier
comme +/r a la pointe d’une fissure que le taux de restitution d’énergie G est fini et non nul, la
formule d’Irwin reliant alors G aux coefficients d’intensité des contraintes. Nous nous proposons de
montrer que les singularités jouent également un réle important dans notre formulation, en particulier
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dans le caractere progressif ou brutal de la fissuration. Nous nous plagons pour cela dans un cadre
bidimensionnel et adoptons quelques hypotheses simplificatrices afin d’alléger la présentation.

Hypothese. Le milieu est bidimensionnel, linéairement élastique et dans un état de fissuration initial
Tg. On suppose que le champ des déplacements du milieu a [’équilibre sous un chargement unitaire,
soit u(I'g), présente, au voisinage d’un nombre fini de points (xi)1<i<n, une singularité en v, avec
0 < a; <1, i.e en dénotant par [r;,0;] le systéme de coordonnées polaires de péle x; :

u(To)(x) =Y rivi(6;) +i(x), @€ H*(Q\To,R?).
i=1

De plus la ténacité est supposée constante dans un voisinage de chaque point x;, i.e. k(z,n) = k; dans
ce voisinage.

* REMARQUE. Le coefficient de la singularité «; doit étre positif pour que I’énergie élastique E4(T'g, Up)
soit finie, inférieur & 1 pour qu’il s’agisse effectivement d’une singularité, i.e. u(I'g) & H?(Q\['g, R?). En
pratique, les x; correspondent aux points anguleux de la frontiére — pointe de fissure par exemple —,
aux points de la frontiere ou il y a un changement de conditions aux limites — passage de conditions
de Dirichlet a des conditions de Neumann par exemple — ou aux points anguleux d’interfaces, cf. [26]
et [25].

Nous nous proposons d’étudier en quoi la présence de telles singularités influence la fissuration, en
particulier I'instant t. et le caractére brutal ou progressif de la premiere fissuration. Il faut pour cela
évaluer la restitution d’énergie élastique provoquée par un défaut de petite taille. Cette estimation a
été faite par D. LEGUILLON [33] et fait 'objet de la Proposition suivante.

Proposition 18 (D. LEGUILLON, [33]). Soit 'y une fissure de longueur £, supposée petite, placée au
voisinage d’un point singulier xo > ow la singularité est en r®. Alors l’énergie élastique associé & 'état
de fissuration o U T, est donnée par :

Eq(ToUTy,Up) = Eq(To,Up) — K 2% + o(£**), K >0. (2.57)

* REMARQUE. Dans [33], le résultat est montré en utilisant la technique des développements asymp-
totiques raccordés. On voit qu’il fournit essentiellement 1’ordre de grandeur de la restitution d’énergie
due a un défaut de petite taille en fonction du coefficient de la singularité. Le coefficient K dépend a la
fois de la forme du défaut et de la singularité du champ en xg en ’absence de défaut — en particulier
des facteurs d’intensité des contraintes —, mais pas de la taille du défaut. Le résultat reste valable
si le coefficient « de la singularité est complexe, a condition de remplacer « par sa partie réelle dans
(2.57). On peut aussi utiliser (2.57) si le petit bout de fissure I'; ne se situe pas au voisinage d’un point
singulier en prenant « = 1 et K > 0. Notons que (2.57) montre que le taux de restitution d’énergie
n’est fini et non nul en ¢ = 0 que si & = 1/2 — il vaut alors K —, qu’il tend vers I'infini comme ¢2*~!

23. i.e. I'y est dans une boule de centre xo et de rayon tendant vers 0 avec ¢
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si a < 1/2 — on parlera alors de singularité forte — et qu’il tend vers 0 comme 2“1 si o > 1/2 — on
parlera alors de singularité faible.

Nous sommes maintenant en mesure de montrer I'influence des singularités sur ’apparition de la
fissuration.

Proposition 19. Le milieu étant dans I’ état de fissuration Iy est soumis a un chargement linéaire
croissant. Suivant le type de points singuliers que contient le champ des déplacements u(Iy), la
premiere fissuration présentera les caractéristiques suivantes :

(i) S7il existe des points x; ayant une singularité forte, i.e. avec 0 < «; < 1/2, alors il y a
fissuration progressive au voisinage de ces points dés la mise en charge, i.e. t. = 0, et la longueur
l; du défaut au voisinage de ces points croit continiment avec t, pour des t petits, suivant une loi
puissance :

1
0(t) ~ <2a,~&t2>1 L (2.58)
Ki

(i) Si les points les plus singuliers ont une singularité en +/r, i.e. si min;o; = 1/2, alors la
fissuration apparaitra en un temps fini non nul, i.e. 0 < t, < oo, cette premiere fissuration pouvant
étre brutale ou progressive ;

(iii) Si tous les points singuliers ont une singularité faible, i.e. si 1/2 < a; < 1 pour tout i, alors
la fissuration apparaitra brutalement en un temps fini non nul, i.e. 0 < t, < oo et I'"(¢.) # Ty ;

(iv) S’il n’existe pas de point singulier, alors soit il n’y aura jamais fissuration, i.e. t, = 0o, soit la
fissuration apparaitra brutalement en un temps fini non nul, i.e. 0 < t. < co et I'"(t.) # I['g.

PREUVE. Pour lessentiel la démonstration de ces propriétés s’appuie sur (2.57) et sur le fait que la
fonction ¢ — —/¢P est strictement convexe si 0 < p < 1, linéaire si p = 1, et strictement concave si
p > 1. Envisageons tour a tour chaque cas prévu dans 1’énoncé.

(i) Montrons que t, = 0 par ’absurde. Sinon, si t, > 0, plagons-nous a un instant ¢ tel que 0 < t < ¢,
et envisageons, au voisinage d’un point a singularité forte x;, un petit défaut I'y, de longueur ¢; donnée
par (2.58). Alors, en utilisant (2.57), ’énergie du milieu dans cet état de fissuration vérifie, pour ¢
assez petit :

1
E(FO U ng,t) = E(Po,t) — (2 — 1)%&2‘& + 0(&) < E(Fo,t),

7

ce qui contredit (L2). Donc t. = 0. Montrons que la fissuration est nécessairement progressive au
voisinage de t = 0, i.e. I7(0) = T'g. En utilisant (L3) avec s = 0 et en faisant tendre ¢ vers 0, il vient
a la limite :

E(TT(0) < lmE,(I(t) < Ey(To),
mais comme I'T(0) contient 'y on a nécessairement I'égalité. Par conséquent, pour ¢ suffisamment
petit, I’état de fissuration I'(¢) peut se mettre sous la forme :

L)\I'o = U | AT
=0
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ot les T'y,(s), pour 1 < i < n, sont des petits défauts de longueur 0;(t) — éventuellement nulle —
situés dans un voisinage des points singuliers x;, et ou I'y ;) représente d’éventuels petits défauts de
longueur totale ¢y(t) — petite et éventuellement nulle — situés au voisinage de points non singuliers.
En posant ag = 1 et en utilisant (2.57), I’énergie du milieu & un instant ¢ petit s’écrit :

E(D(t),t) = E(To,t +Z (=t (Kl (£)** + 0; (6:;(£)**)) + Kili(1)) -

En adaptant les résultats de la sous-section précédente, on voit que d’une part ¢;(t) doit tendre vers
0 avec t et d’autre part qu’il doit minimiser —t> (K,[Qai + 0; (620‘2')) + kL. Lorsque «; > 1/2, Pénergie
de surface ’emporte sur la restitution d’énergie élastique et on a nécessairement ¢;(¢) = 0. Par contre,
lorsque «; < 1/2, le minimum est atteint en ¢;(¢) donné par (2.58), qui est bien croissant depuis 0.
D’otu le résultat annoncé.

(ii) Supposons maintenant qu’il n’existe pas de point fortement singulier. On a nécessairement
te > 0, sinon on pourrait reprendre le raisonnement fait en (i) qui conduirait & ¢;(¢) = 0 pour tout @
et t voisin de 0, i.e. a T'(t) = 'y, ce qui constituerait une contradiction. On a également t. < oo, car
I’égalité ne peut avoir lieu, en vertu de la Proposition 10, que si I’énergie élastique est minimale pour
Pétat de fissuration I'g, ce qui n’est pas le cas, d’apres (2.57), des lors que u(I'y) est singulier.

(iii) Grace au raisonnement précédent, on a toujours 0 < t, < co. Montrons que I'*(¢.) # g
en reprenant le raisonnement fait en (i). Sinon ¢;(t) devrait d’une part tendre vers 0 lorsque t — t.
et d’autre part minimiser —t? (K,[?ai + 0; (620‘2')) + k;¢. Mais comme 2q; > 1, I’énergie de surface
I’emporte sur la restitution d’énergie élastique pour de faibles valeurs de £ et on aurait nécessairement
¢;(t) = 0 pour ¢ voisin de t., ce qui est contradictoire avec la définition de t.. A noter que nous ne
pouvions faire ce raisonnement en (ii) car les deux énergies sont du méme ordre si o; = 1/2.

(iv) Ce cas a en fait déja été étudié en (ii) et (iii).

* REMARQUE.

* On comprend mieux a la lecture de ces propriétés pourquoi notre formulation réussit 1a ou
échoue la théorie de Griffith. Le taux de restitution d’énergie d’une fissure naissante loin d’une
singularité forte étant nul, le critere de Griffith ne peut jamais étre atteint et aucune fissure ne
peut se créer progressivement. Par contre, en envisageant la création brusque d’une fissure de
longueur finie et en adoptant un critere de Griffith généralisé, i.e. en fait un critere portant sur
le taux de restitution d’énergie moyen, des fissures peuvent apparaitre pour des chargements
finis. Lorsque le milieu a initialement un champ de déplacement singulier en /r — ce qui est
souvent le cas lorsque le milieu est préfissuré — , on ne peut conclure quant au caractere brutal
ou progressif de la premiere fissuration, les deux situations pouvant alors se présenter.

* En présence d’une singularité forte — c’est le cas par exemple en élasticité antiplane, a la
pointe d’'un coin rentrant ou il y a un changement de type de conditions aux limites (Neumann-
Dirichlet), cf. [26] — , la fissuration étant progressive, elle suit la loi de Griffith?* bien que le
taux de restitution d’énergie correspondant & un chargement unitaire soit infini. Mais comme la

24. Le lecteur scrupuleux aura noté que (2.58) peut se déduire aussi du criteére de Griffith
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propagation s’effectue sous un chargement infinitésimal, le taux de restitution d’énergie réel est
fini. La relation (2.58) montre que plus la singularité est forte (a petit), plus 'ordre de grandeur
de la vitesse de croissance du défaut est grand. A singularité égale, la fissure croitra plus vite au
voisinage des points présentant le plus grand rapport entre le facteur d’intensité de la singularité
(le coefficient K) et la ténacité (k). Notons que si (2.58) nous fournit I’évolution de la taille du
défaut, nous ne savons rien quant a sa forme. Il faudrait envisager toutes les formes et retenir
celle qui conduit, a longueur égale, a la plus grande restitution d’énergie élastique, i.e. celle
donnant le plus grand facteur d’intensité de la singularité K.

* Notons aussi que ces propriétés, établies dans un cadre bi-dimensionnel, sont conformes aux
solutions exactes des problemes uni- ou tri-dimensionnels traités dans la section précédente. Dans
les trois exemples le champ u(0)) des déplacements & 1’équilibre du milieu sain est non singulier
et comme il existe des états de fissuration sans énergie élastique on est dans la situation (iv) avec
te < co. La premiere fissuration est brutale — et il s’avere méme qu’elle conduit immédiatement
a la rupture.

Apres avoir étudier I'influence des singularités sur I’apparition de la fissuration, essayons d’analyser
leur influence sur la rupture en se placant maintenant dans la situation extréme ou seul un petit
ligament empéche que le milieu ne soit séparé en deux (ou plusieurs) morceaux. On adopte pour cela
I’hypothese suivante :

Hypothése. Le milieu est bidimensionnel, linéairement élastique, soumis a un chargement linéaire
croissant et atteignant, a un instant t,., un état de fissuration I',., de longueur £, qui débouche en un
point non anguleur x, de la surface libre OpS). Au voisinage de ., I, est une courbe réguliere dont
la tangente en x, ne coincide pas avec la normale & OpS) et le milieu est supposé avoir une ténacité
constante, k(x,n) = k. Le champ des déplacements u, du milieu a l’équilibre, sous le chargement
unitaire Uy, dans [’ état de fissuration I, est supposé discontinu en x,.. On dénote, pour h voisin de
0, par T'y, le ligament de longueur h, i.e. la partie de I',. de longueur h située au voisinage de x,.

La question que 'on se pose est de savoir si un ligament peut se rompre progressivement ou au
contraire §’il se rompt toujours brutalement. Autrement dit, avec les notations adoptées jusqu’ici,
a-t-on I'"(¢,) = I', 7 La réponse passe par ’évaluation de la restitution d’énergie élastique provoquée
par la rupture du ligament. Cette estimation a également été faite par D. LEGUILLON dans [34] et fait
I'objet de la Proposition suivante.

Proposition 20 (D. LEGUILLON, [34]). Soit I'}, le ligament de T, de longueur h, supposée petite, placé
au voisinage du point x,. Alors l’énergie élastique associé a l'état de fissuration T';\I'y, est donnée par :

Ed(l“r\l“h, Uo) = Ed(l“r, Uo) - % + 0(1/111 h), K> 0. (2.59)

Ce résultat est établi dans [34] en utilisant, comme précédemment, la méthode des développements
asymptotiques raccordés. Les spécialistes auront reconnu dans la singularité logarithmique le compor-
tement a l'infini, en élasticité plane, du champ de déplacement résultant d’une force concentrée, cf.
[41]. Ici, ce sont les contraintes chargées de maintenir la cohésion du ligament qui apparaissent, &
longue distance du ligament, comme une force concentrée. Le coefficient K est strictement positif, des
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FIGURE 2.7 — Etat de fissuration avec petit ligament.

lors que le champ u, — qui est donc le champ de déplacement du milieu a 1’équilibre apres rupture
du ligament — est supposé discontinu en z... Il relie en fait la force concentrée en x, au saut de u, en
.. A Taide de cette estimation, il n’est pas difficile de conclure.

Proposition 21. Sous les hypothéses précédentes, la rupture du ligament est brutale : T (t,) #
() ="T,.

PREUVE. On est dans les conditions de la sous-section précédente. Posons £ = £, — h et I'y = ', \I',.
Comme F(¢) = E4(Ty,Up) — K/log(4y —£) + o(1/In(¢, — £)) et que H(¢) = x¢, il suffit de remarquer
que la fonction F' est concave pour ¢ assez proche de £, et d’utiliser les résultats de la sous-section
précédente pour en déduire que 1’on ne peut avoir une croissance continue de £(t) jusqu’a ¢,., autrement
dit que la rupture du ligament est nécessairement brutale. O

* REMARQUE. En combinant les résultats relatifs a l'initiation de la fissuration et a la rupture, on
voit que, si I'on part d’une structure saine dont le champ des déplacements élastiques ne présente pas
de singularité forte, la premiere fissuration et la rupture seront brutales. Ceci suffit & prouver que ces
propagations brutales ne sont pas exceptionnelles. C’est évidemment le cas pour les trois problémes
traités explicitement puisque la rupture coincidait avec l’initiation.
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2.5 Perspectives et Conclusion

2.5.1 Les défauts a corriger

Nous signalions dans I'introduction que notre formulation ne fonctionnait actuellement que dans
le cadre restreint de déplacements imposés. Il est temps d’analyser pourquoi son extension directe
a un cadre plus général de chargements incluant la possibilité d’imposer des forces (volumiques ou
surfaciques) non nulles échouerait.

Supposons que les forces imposées soient caractérisées par leur travail f(v) dans tout déplacement
admissible v. L’idée naturelle est de remplacer alors dans notre formulation 1’énergie élastique par
Pénergie potentielle, autrement dit de lui retrancher le travail f(u) des forces imposées dans le
déplacement & 1’équilibre. Malheureusement, pour certaines valeurs de f et de I'état de fissuration
I', 'équilibre peut s’avérer impossible, ce qui se traduit par une énergie potentielle “valant” —oo. Mais
alors, suivant notre principe de moindre énergie, la structure devrait choisir de tels états de fissuration
et ne pourraient donc équilibrer les forces imposées. Comme, le plus souvent, dés que f est non nul,
on peut trouver de tels états de fissuration — il suffit de couper la structure de facon a ce qu’un de
ses morceaux ne puisse plus étre en équilibre —, la moindre force provoquerait la rupture du milieu,
ce qui est manifestement contraire & ’expérience.

Pour illustrer ces propos généraux, reconsidérons le cas d’un milieu unidimensionnel = (0, L),
homogene, dont 'extrémité x = 0 est attachée, son extrémité x = L est soumise a une force de traction
d’intensité croissante ¢ prise comme parametre de temps et qui n’est pas soumis a des forces linéiques.
On a donc ici f(v) = tv(L). Envisageons un état de fissuration I' = {x; } correspondant en une rupture
du milieu en un point x; € (0, L). L’ensemble des champs de déplacements admissibles est alors — en
prenant des conditions de contact unilatérales :

C(I,t) = {v e HY((0,21) U (z1, L)) | v(0) =0, [v](xz1) > 0}.

L’énergie potentielle E,(I",t) étant définie par

E,(T,t) = inf ){/Om gv/(;ﬂﬁdﬁ/; gv’(x)wx—wu:)},

veC(Tt 1

il n’est pas difficile de voir, en considérant la suite v, de déplacements admissibles suivante

0 s10< <>
Un(x): . )
n siry<zc<L

que E,(I',t) = —oo des lors que ¢ > 0. Cela tient évidemment au fait que le morceau (z1, L) ne peut
plus étre en équilibre. Comme en contrepartie cette fracture ne cotite que 1’énergie de surface k, le
milieu aurait intérét a casser des la mise en traction. Le lecteur est invité a faire le méme raisonnement
dans le cas de forces linéiques imposées — pesanteur par exemple —, la conclusion est identique (si le
milieu est en tension).

En admettant — mais il n’est pas difficile de s’en convaincre — que ce phénomeéne persiste en
dimension quelconque, notre formulation souffre d’un mal sérieux que l'on ne saurait passer sous
silence et une question essentielle se pose : Peut-on adapter ou “assouplir” notre formulation pour
pouvoir traiter n’importe quel type de chargement ? Voici quelques remedes possibles :
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— Ne pas imposer ’intensité des forces. Considérons le cas de forces surfaciques sur 92 que I'on se

donne a un facteur multiplicatif pres : F(x,t) = A(t)Fo(x), Fo étant donné mais pas A(t). Cela
revient a se donner la répartition relative des forces, mais pas leur intensité. En contrepartie
donnons-nous la valeur du travail de Fy, par exemple [, Fy(z) - v(z) dHN "' (z) = ¢, relation
qui devient alors une condition d’admissibilité des déplacements. L’équilibre est alors toujours
possible, quel que soit I’état de fissuration du milieu : le déplacement & I’équilibre est celui, parmi
les champs admissibles, qui minimise 1’énergie élastique du milieu fissuré. Si le milieu se casse en
plusieurs morceaux a partir d’un instant ¢,, on trouvera simplement A(¢) = 0 pour ¢ > ¢,, ce qui
revient a “relacher” les forces apres rupture. Notre formulation peut parfaitement fonctionner
dans ce cadre. Mais il peut paraitre encore trop restrictif.

Remplacer les minima absolus par des minima relatifs. L’hypothese (trop 7) forte que nous avons
adoptée consiste a décréter que le milieu ira chercher le ou les états de fissuration conduisant
au niveau d’énergie le plus bas du milieu, et ce méme si cet état est “fort éloigné” des états de
fissuration antérieurs. Bon nombre de résultats — bons et mauvais — que nous avons obtenus ne
valent que sous cette condition : ainsi, c’est parce qu’on autorise des fissurations brutales que ’on
arrive a rendre compte de I’apparition de la fissuration dans un milieu sain sans singularité forte.
Une hypothese moindre consisterait a autoriser les états de fissuration correspondant seulement a
des minima “locaux” de I’énergie du milieu, ce qui nécessiterait une définition préalable précise de
cette notion de voisinage d’état de fissuration. Le risque est alors de trouver “trop” de solutions :
en l'absence de singularité forte, le milieu sain pourrait s’avérer stable — i4.e. correspondant &
un minimum local — et ’on ne saurait toujours pas rendre compte de ’amorcage.

Introduire de la dynamique. Le deuxieme pilier de notre formulation — mais qui va de pair avec
le précédent — est le cadre trés élargi dans lequel on cherche les évolutions de la fissuration. On
peut nous rétorquer qu’envisager des propagations brutales de la fissuration tout en restant en
quasi-statique est un non-sens et qu’il faut nécessairement passer par une formulation dynamique.
Peut-étre, mais laquelle 7 Cela résoudra-t-il la question de ’amorgage pour autant ?

Changer la forme de l’énergie. Notre troisieme grande hypothése concerne le choix des énergies :
énergie purement élastique pour le matériau, énergie de surface proportionnelle & leur aire pour
les fissures. Il est toujours possible d’en envisager d’autres et d’introduire des comportements
inélastiques pour le matériau ou de prendre des formes d’énergie de surface faisant intervenir la
valeur du saut des déplacements. Notre formulation — du moins celle en temps discret — le
permet et certains résultats s’en trouveront changés. Encore faut-il que ces choix aient une base
physique claire 7

2.5.2 Les développements envisagés

Méme si 'on conserve la formulation sous sa forme actuelle, plusieurs développements sont sou-

haitables. Les premiers concernent son étude mathématique sérieuse — par opposition a ce qui est
fait ici —, les deuxiemes son traitement numérique et enfin les troisiemes son application a I’étude de
divers problemes de fissuration.

— Le bon cadre mathématique. Le lecteur trés a cheval sur les questions d’existence et le sens

mathématique des objets manipulés et des problemes traités n’aura pas manqué de noter les
faiblesses de ce texte & maintes reprises. On a en particulier parlé de régularité spatiale des
fissures de facon a pouvoir utiliser les résultats classiques de ’élasticité linéaire. Cette notion de
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régularité demanderait évidemment & étre précisée. De méme, il est tout a fait légitime de se
demander si les problemes d’évolution introduits — que ce soit celui en temps discret ou celui en
temps continu — posseédent des solutions — au moins une, mais pas trop — et dans quel cadre.
Les exemples traités dans la section 2.3 nous font espérer que ces probléemes sont “bien posés” et
que l'issue devrait étre favorable une fois que le bon cadre fonctionnel relatif a la régularité aura
été trouvé. Notre probléme ressemble & un probléme rencontré en segmentation d’images, cf. [40],
et de nombreux résultats existent dans la littérature dans ce contexte, cf. par exemple [14] ou [3].
Ils ne sont malheureusement pas transposables directement a nos problemes de rupture parce
qu’ils sont établis dans un cadre scalaire et non vectoriel, que l'irréversibilité de la fissuration (ou
des surfaces de discontinuités) n’y est pas prise en compte et que la fissuration au bord n’y est
pas envisagée. Dans le cadre qui nous intéresse, on peut trouver quelques éléments de réponse
et des premiers résultats dans [20]. Mais beaucoup reste & faire.

— Le numérique. En dehors de quelques cas tres particuliers tels que ceux traités dans la section 2.3,
on ne pourra espérer résoudre exactement le probléeme d’évolution et le recours a des méthodes
numériques d’approximation s’avérera nécessaire. Le numéricien aura tout de suite noté que
I’on rencontrera des difficultés sérieuses si I'on essaie de traiter directement le probleme sous
sa forme actuelle du fait de la discontinuité des déplacements sur des surfaces inconnues et a
priori arbitraires. En adoptant la démarche suivie en segmentation d’image, cf. [4], I'idée consiste
a régulariser la fonctionnelle en remplacant les fissures par des zones endommagées de fagon a
pouvoir travailler avec des champs continus. La mise en ceuvre de cette méthode d’approximation
est en cours, sa présentation et les premiers résultats numériques obtenus feront 1'objet d’une
prochaine publication.

— Les applications. Comme applications possibles de notre formulation de la rupture nous voyons
en particulier les suivantes :

1. Le critere de bifurcation. Comme nous n’imposons aucune restriction quant au trajet spatial
des fissures, il se pourra que notre formulation prédise dans certains cas un trajet non
régulier avec discontinuité de la tangente. Il sera alors bon de comparer nos résultats avec
ceux prédits par les différents criteres de bifurcation introduits dans la littérature.

2. Décohésion et délaminage. Les phénomenes de décohésion et de délaminage dans les com-
posites (fragiles) peuvent étre traités avec notre formulation sans lui apporter la moindre
modification, mais en particularisant simplement la répartition de la ténacité dans le milieu,
i.e. la fonction (z,m) — k(x,n). Ainsi par exemple, si 'on considere que les interfaces I
sont beaucoup plus fragiles que les matériaux, on posera

k( ) ko, six el
r,n)= = )
oo, sixeQ\I

et le probleme se rameénera a chercher les parties de I ou la décohésion aura lieu en suivant
notre principe de moindre énergie.

3. Rupture et endommagement. En appliquant notre loi de fissuration a un milieu composite
fragile, il se pourra qu’une phase de I’évolution de la fissuration correspondra & un réseau
de “microfissures” de tailles comparables avec celle de la microstructure et on pourra parler
alors d’endommagement. Autrement dit, en partant d’un modele de rupture on aboutirait
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a un modele d’endommagement, ce qui constituerait un joli contre-pied a la démarche
traditionnelle.

2.5.3 Conclusion

La formulation proposée, bien qu’elle présente de nombreux avantages, comporte (au moins) un
défaut trop important pour pouvoir prétendre supplanter d’ores et déja la théorie de GRIFFITH.
Nous espérons au moins que notre tentative aura montré que la théorie en vigueur ne peut étre
conservée en 1’état et qu’on peut s’y attaquer tout en restant dans le cadre de la Mécanique de
la Rupture Fragile. Si en plus elle pouvait servir de point de départ a une théorie plus élaborée,
nous serions comblés.



Chapitre 3

Amorcage de la décohésion dans ’essai
d’arrachement.

Résumé.

En revisitant la formulation classique de la mécanique de la rupture, I’étude de la décohésion dans
les matériaux composites est modélisée par un principe de moindre énergie. Nous nous intéressons a
I’essai d’arrachement. En considérant une poutre cylindrique armée, caractérisée par € rapport de son
rayon sur sa longueur, une étude énergétique, tenant compte des effets de bords a 'interface, montre
que la décohésion s’initie brutalement sur une longueur d’ordre +/e.
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3.1 Application de la théorie de Griffith étendue a la décohésion.

La théorie classique de la mécanique de la rupture fragile, basée sur le critere de Griffith et
la notion de taux de restitution d’énergie critique, est inapte a prédire elle seule tant I'initiation que
I’évolution spatio-temporelle arbitraire de la fissuration. Tout en restant dans le cadre des milieux
élastiques, G.A. Francfort et J.-J. Marigo (cf. [22]) proposent une nouvelle formulation, qui, dans le
but de combler ces lacunes, se doit de s’affranchir des hypotheses classiques d’existence d’une fissure
initiale et de propagation suivant des trajets prédéfinis. Ainsi, renongant (partiellement) au critére
de Griffith, cette formulation reprend en fait la notion originale d’énergie de surface associée a un
état fissuré. Contrairement au cadre classique de la rupture, les auteurs envisagent ici des fissures
en nombre et de formes arbitraires, et proposent de chercher, a un niveau de chargement U donné
et parmi tous les états de fissuration possibles, celui ayant la moindre énergie, ’énergie d’un milieu
dans un état de fissuration donné incluant son énergie de surface et son énergie élastique a 1’équilibre,
respectivement :

B0 = [ K@) V@) e Br0) = min [ . S A (@)e(v) @) da

La fonction k(z) représente la ténacité au point z, et C(I',U) désigne 'espace des déplacements
admissibles de la structure 2 I'-fissurée. Gréace a cette nouvelle formulation, des propriétés générales
de I’évolution de la fissuration ont pu étre établies, précisément la ou la théorie classique n’apportait
aucune solution : initiation de fissure(s), suivi des propagations stables et instables, role des singularités
dans le caractere progressif ou brutal de cette évolution, fissuration jusqu’a rupture,... Le lecteur se
référera a [22] pour une description détaillée du modele présenté.

Un autre intérét majeur que présente le modele est de pouvoir traiter les phénomenes de décohésion
ou de délaminage dans les composites. Il suffit en fait de particulariser la répartition de la ténacité k(z)
dans le milieu. En particulier, si on veut se restreindre a 1’étude des fissures localisées aux interfaces
I, en supposant que celles-ci sont beaucoup plus fragiles que les matériaux utilisés, il suffit de poser
k(z) = ko pour z € I et k(x) = oo pour x € Q\I, la formulation du probléme demeure inchangée, la
décohésion des interfaces évoluant de fagon a minimiser ’énergie. On l'illustre dans la suite de la Note
sur le probleme modele de I’essai d’arrachement d’une armature dans une poutre.

3.2 L’essai d’arrachement.

On considére une poutre droite de longueur L, de section circulaire de rayon R contenant une
armature centrée de rayon Ry. On utilise un systeme de coordonnées cylindriques sans dimension
(r,0, z) relié au systeme habituel (7,6, 2) par r = 7/R, z = Z/L. On note alors S et @ = Sx(0,1) la
section et le domaine de référence, Sy et Vy = Rff /R? la section et la fraction volumique de I'armature,
Sm et Vi, celles de la matrice. Fibre et matrice sont linéairement élastiques, homogenes, isotropes, de
modules d’Young respectifs Ey et E,,. Elles sont en contact parfait avant chargement. On suppose
en outre que leurs coeflicients de Poisson sont égaux (v¢ = vp,), ce pour simplifier les calculs et les
expressions.

La poutre est encastrée sur sa section Sx{1}, tandis que I’on tire sur 'extrémité Syx{0} de la fibre
en lui imposant un déplacement longitudinal —tL, t croissant depuis 0 jouant le role de parametre
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de chargement. Les forces volumiques sont nulles, la surface latérale et l'extrémité S,, x {0} de la
matrice sont libres. Du fait de 'axisymétrie du probleme, la décohésion de l'interface est repérée par
la fonction caractéristique x, définie sur [0, 1], prenant la valeur 0 pour les valeurs z de la cote des
sections ou 'adhésion fibre-matrice reste parfaite et 1 sinon. On suppose en outre qu’aux endroits ou
il y a décohésion, fibre et matrice ne sont plus en contact.

Le rapport € = R,;,/L, inverse de 1’élancement, étant considéré comme un petit parametre, ’objectif
est de construire une solution approchée du probleme de décohésion via des méthodes asymptotiques.
Moyennant une adimensionnalisation des déplacements, I’énergie de la poutre dans un état de fissu-
ration caractérisée par y et soumise au chargement ¢ s’écrit

&= 27TR2L(t2W€(X) + KLl(X)) (3.1)

ol Kk est une quantité caractéristique de la structure, ¢(x) (proportionnel a la longueur d’interface
décollée) est 1'énergie de surface adimensionnalisée et W (x) est I’énergie élastique adimensionnalisée.
De fagon explicite,

k 1
n= BN = /O Xz W) = min {gaﬂx;mEEQGC(X;V)ML(X;V)}7
(3.2)

ou ar(x;Vv), ac(x;v), ar(x;v) sont respectivement les énergies de déformation transversale, de cou-
plage et de distorsion, et de déformation longitudinale, i.e. en notant Q, = Q\{x = (r,0,2) € I /x(2) =1} :

ar(x;v) / {0 +20) (7,(v) +€4p(V)) + 2N e (v) o (V) } da

1 1
ac(x;v) = 47T/ {Aem )eoo(V) +2uer.(v)} dz 5 ar(x;v) = E/Q (A +2p) €2,(v) da.
X

Le probleme d’évolution de la décohésion consiste alors a trouver, a chaque “instant” ¢, la fonction
x¢(t) minimisant 2W,(x)+#£(x). La principale difficulté tient évidemment en I’estimation de I'énergie
élastique.

3.2.1 L’approximation poutre 1D

En négligeant dans un premier temps les couches limites, la méthode asymptotique fournit
comme premiere approximation de I’énergie élastique celle correspondant a la théorie unidimension-
nelle classique des poutres, a savoir

. 1/t / /
We(x) ~ Woh(x) = (vf,vgl)lgco(x) {5 /0 (EfVy vf(z)2 +E,.Vn vm(z)Q) dz} (3.3)
avec Co(x) = {(vy,vm) € HY(0,1)* /vp(1) = v,(1) =0, vp(0) = -1, (1 — 0)(vf — vp) = 0}. Le pro-

bleme de minimisation en x se résout alors simplement et l’optlmum noté x"(t), est donné par :

, 1si0<z<l(t) . .
X°(t) =0sit <t Xo(t)(z):{()siﬂ(t)<z<(i sitd<t<td X)) =1sit>1t), (3.4)
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2kEV, 26(E+ Vi + Ep Vi, t—¢9
10 = it A} , 0= MEfVy + ), ot) = c . (3.5)
Emvm(Efo + Emvm) EmeEfo tg - tg

Autrement dit, la décohésion s’initie & I'extrémité ot l'on tire & 1'“instant” 9, puis se propage pro-
gressivement jusqu’a l'autre extrémité qu’elle atteint & I’“instant” ¢0.

3.2.2 Amorgage et couches limites.

L’approximation précédente, qui fournit une évolution réguliere de la décohésion depuis I'extrémité,
est en fait non conforme aux résultats obtenus par G.A. Francfort et J.-J. Marigo en ce qui concerne
Pamorcage. En effet, il est montré dans [22] que, du fait de 'absence de singularité forte dans la so-
lution du probleme élastique posé sur la poutre saine, 'amorcage de la décohésion est nécessairement
brutal, une fissure de longueur finie /¢ devant apparaitre a un instant fini ¢¢. La contradiction tient a
I'approximation faite qui ne tient pas compte des couches limites. Il faut donc affiner I'approximation
de I’énergie élastique. Toutefois I’analyse précédente suggere de n’envisager que des décohésions pro-
gressant depuis extrémité. En notant x, la fonction caractéristique de l'intervalle [0,/4], 0 < ¢ < 1, il
s’agit donc de minimiser, & chaque instant ¢, t2W,(x,) + x£. Le résultat dépend de facon essentielle de
la convexité de W, : £+ We(x¢). Or, 'absence de singularité forte quand ¢ = 0 fait que W/(0) = 0,
et, comme W, est décroissante, elle est nécessairement concave au voisinage de £ = 0. En conséquence,
en s’appuyant sur la convexifiée W** de W, il est facile de montrer que /¢ et t vérifient :

tAWILE) + 1 =0,  We(£e) = We(0) = LW/(£5), (3.6)

la premiere relation correspondant au critére de Griffith, la seconde se déduisant de la condition de
saut lors d’une fissuration brutale, cf. [22]. Pour tirer de (3.62) une approximation non triviale de /¢,
il faut obtenir une estimation plus fine de W,(£) pour des ¢ petits. C’est 14 qu’intervient la prise en
compte des couches limites. En utilisant la méthode des développements asymptotiques raccordés et
en s’appuyant sur [33] et [1], on obtient les approximations suivantes de 1’énergie élastique suivant
l’ordre de grandeur de la longueur décollée :

Sil<e : Wol) =Wo(0)(1 —eKg— CPY¥4...) (3.7)
Silme © Wil) = Wo(0)(1 — eK(é) +o0) (3.8)
Sitl>e : W) =Wo(l)(1 — Koo +---) (3.9)

ou Ky et K sont des constantes, alors que K () est une fonction croissante de A telle que

Em m

lim K(\) = Ko, K(\) =X Y + Ko +0(1) lorsque X — oo, (3.10)
A—0 EfVy

et que Wo(¢) = Wo(x¢) se calcule facilement & partir de (3.3) :

(Efo + Eme)Efo
Efo +{lE,, Vi,

2Wo(0) = (3.11)

Le terme en Ky dans (3.7) traduit la couche limite en S x {0} pour une poutre 3D saine, couche
limite qui est due au fait que dans ’approximation poutre 1D la contrainte o,, ne vérifie pas la
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condition de bord libre sur S,, x {0}. Le terme en ¢** provient de la singularité en r = Rs/R, z = 0
des contraintes dans le probleme d’élasticité 3D pour la poutre saine, cf. [33]. Comme cette singularité
est faible, a > 1/2, W, est concave au voisinage de 0. Le terme en K., dans (3.9) traduit la couche
limite en Sx{¢} pour une poutre décollée sur une longueur finie ¢, 0 < ¢ < 1, couche limite qui est due
au fait que dans 'approximation poutre la contrainte ¢, dans la matrice n’est pas continue en z = /.
Il s’avere que cette couche limite est indépendante de £. Il s’avere aussi qu’il n’y a plus dans ce cas de
couche limite en z = 0, d’ou 'absence du terme en Ky dans (3.9). Enfin, lorsque la décohésion a lieu
sur une longueur de 'ordre de grandeur du rayon de la poutre, il y a une couche limite au voisinage
de z = 0 englobant la zone décollée, toujours en raison du non respect de la condition de bord libre
sur S, x {0} par Papproximation poutre. Le vrai champ 3D devant en plus vérifier la condition de
bord libre sur les levres décollées, le correcteur de couche limite dépend de la longueur décollée, d’ou
la présence de la fonction K () dans (3.8).

Comme Wy est convexe et que W, est concave au voisinage de 0, on déduit de (3.62) que £ est
nécessairement petit devant 1 et d’un ordre au moins égal & €. Son ordre de grandeur dépend en fait
de la convexité de la fonction K. Envisageons deux cas.

1. K est convexe. La convexité de K interdit alors toute solution d’ordre € a (3.62). De ce fait,
en utilisant (3.9) et en développant (3.62), on montre facilement que ¢¢ est de 'ordre de /e :

2 ErVy \?
067 = 2e(Kp — Koo) <Eme> . (3.12)
Il est a noter que cette valeur est indépendante de la ténacité kg de l'interface et ne dépend
que des rapports des modules d’Young, de la fraction volumique de 'armature et du coefficient
de Poisson. En injectant ce résultat dans (3.61) on en déduit que l'instant d’amorgage t¢ vaut
approximativement /—k/W(0) — lui dépend bien de la ténacité ko de l'interface — qui cor-
respond exactement & la valeur t¥ fournie par 'approximation 1D. Aprés cet amorcage brutal,
la décohésion progresse approximativement comme le prévoit I'approche 1D.

2. K est convexe puis concave, K., > Kg. Si K” > 0 dans un voisinage de 0, négative apres et
si Koo > Kp, on montre que (3.62) possede une unique solution et qu’elle est d’ordre e. D’ou :

6~ el avec K(l,) — Ko = LK'(L,). (3.13)

Ici aussi, la longueur d’amorcage est indépendante de la ténacité kg de l'interface. En reportant
dans (3.61) on en déduit que l'instant d’amorcage t$ vaut approximativement t. = y/k/K’({.) et
est donc inférieur & I'instant d’amorgage t prévu par 'approche 1D. En résolvant le probléme
d’évolution, on montre en fait que, apres son amorcage brutal a l'instant ¢., la décohésion croit
lentement en restant de I'ordre de € jusqu’a I'instant 9, aprés quoi elle devient d’ordre 1 (ma-
croscopique diraient certains) et progresse comme le prévoit 'approche 1D.

3.2.3 Détermination de la longueur d’amorcage.

En pratique, la détermination de K (A), et donc la distinction des différents cas, ne peut se faire
que numériquement. Il s’agit de résoudre un probleme d’élasticité posé sur une bande semi-infinie
correspondant & un grossissement de la poutre au voisinage de la section S x {0}. Les parametres du
probleme sont, outre les coefficients d’élasticité des matériaux, la fraction volumique de I'armature
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et la longueur A\ de décohésion. Dans tous les cas étudiés, on a constaté numériquement que K était
convexe et donc que la longueur d’amorgage est de lordre de /e, cf. (3.12). Sa détermination passe
par le calcul des constantes K( et K. Le tableau suivant donne quelques valeurs calculées de [S/+/€
pour différentes valeurs de la fraction volumique de renfort (E,,/Ef = 0.1), et différents rapports des

modules d’Young E,,/E; (Vy = 0.25), alors que v¢ = vy, = 0.2.

15/ |4.49 [ 3.18 | 2.02 | 1.44 | 1.02 | 0.63 | 0.48 | 0.42
Em/E;[0.01[0.02]0.05| 0102|0508/ 1
15//e |0.62]0.94|1.23|1.46 | 1.63|1.70 | 1.58 | 1.05
Vi | 0.04]0.09|0.16 | 0.25 | 0.36 | 0.49 | 0.64 | 0.81

Tableau 1. Valeurs de I¢/+/€ en fonction de Vi et Ef/FEn,.

3.3 Remarques finales

- Les résultats ont été obtenus sans tenir compte de l'effet de bord pres de 'encastrement, mais il
s’avere qu’il ne joue un role que dans la phase ultime de décohésion, i.e. quand £ est voisin de 1.
- Les résultats restent qualitativement identiques, mais les expressions se compliquent sensiblement
lorsque I'on ne suppose plus que 'armature et la matrice ont le méme coefficient de Poisson.
- Le lecteur n’aura pas manqué de noter que 1’étude fine de I’amorcage de la décohésion exige de

Table 1. Values of I¢/+/€ versus Vi and E¢/Eqp,.

renoncer a la fois aux théories classiques de la rupture et des poutres.
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