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Chapitre 1

Discrétisation et algorithmes

1.1 Introduction

Nous allons introduire ici quelques équations aux dérivées partielles tres classiques qui seront
par la suite étudiées en détail. Ces équations sont séléctionnées parce qu’elles introduisent des
difficultés spécifiques, par ordre croissant. Ces équations sont généralement issues de problemes de
physique, et le contexte est brievement rapellé. Dans la suite £ désigne un ouvert borné de R,
avec d = 1,2, 3. En général d = 3 : c’est notre espace physique. Pour des raisons de symétries, il est
parfois possible de réduire la dimension des calculs & d = 1 ou 2. D’autre part, T > 0 représente
le temps final pour lequel nous souhaitons réaliser les calculs.

1.1.1 L’équation de la chaleur

Le probleme s’énonce :
trouver ¢ défini de |0, T[xQ dans R tel que

pCp <% + u.ng) — kAg f dans ]0,T[x$

ot
o(t=0,2) = ¢o(x) dans Q
o(t,x) = or(t,z) sur]0,T[x0N
Dans ce systeme, nous avons introduit un certain nombre de notations :
o(t,x) :la température, inconnue du probléme.
¢do(x) :la température initiale, fonction connue.
or(t,x) :la température aux bords, fonction connue.
u(t,x) :la vitesse du milieu, fonction connue. On peut avoir u = 0 pour un solide.
f(t,z) :lasource de chaleur, fonction connue.
Py Cp, k : des constantes strictement positives, connues.

On peut sans perte de généralité, supposer que p, C, et k = 1 sont égales a 1. Dans le cas ot la
vitesse du milieu u = 0, on obtient le probleme :
(C) : trouver ¢ défini de 10, T[S dans R tel que

0¢ _

5t A¢p = f dans]0,T[xQ
o(t=0,2) = ¢o(xr) dans
o(t,x) = or(t,x) sur]0,T[x0N



Le méme probléme (C') se présente dans des situations diverses :

— probleme de concentration des poluants en faible quantité dans des écoulements (ex. dans les
nappes phréatiques) : ¢ représente la concentration du poluant.

— probleme de Navier-Stokes, ol ¢ = u représente la vitesse elle-méme. Le probleme est alors
non-linéaire.

Dans le cas ou la vitesse du milieu u = 0 (milieu solide) et ou on recherche 1’état stationnaire

o¢

i 0, obtenu a I’équilibre, au bout d’un temps infini, le probleme se réduit a :
(Co) : trowver ¢ défini de 2 dans R tel que

—A¢p = f dans
¢ = ¢r sur I

C’est le probleme modéle pour la présentation des méthodes numériques.

Dans le cas ol la vitesse du milieu u # 0 (milieu fluide) et que cette vitesse devient grande, il faut

faire face a des difficultés :

— couche limite, ou la solution varie tres brutalement

— les méthodes numériques les plus simples sont instables : la solution approchée oscille fortement
alors que la solution exacte ne présente pas ces oscillations.

On sait aujourd’hui remédier a cela.

1.1.2 L’équation de I’élasticité

Le probleme s’énonce :
trouver u défini de |0, T[x$ dans R? tel que

2

pa—tl; —div(Adivu.J + pe(u)) = f dans]0,7T[xQ
u(t=0,z) = wug(x) dansQ
%(tzo,x = go(z) dansQ
u = wur(t,z) sur]0,T[x00Q

avec les notations :
u = (u1,uz2,u3) :le champs de vecteur de déplacement
e(u) = (Vu+ Vu®)/2 :le tenseur de déformation :

- 1 8uz 8uj
i) =35 <axj * %)

A >0, p> 0 : constantes positives, connues.

1.1.3 Les équations de Navier-Stokes

Le probleme s’énonce :
trowver u et p définis dans |0, T[xQ tels que

(g_lz;l + u.Vu) —div(vD(u))+Vp = f dansQ
divu = 0 dans(
u(t=0,2) = wup(x) dansQ

u(t, z)

ur(t,z) sur ]0,T[x0N

avec les notations :



u = (u1, u2,u3) :le champs de vecteur vitesse

p :le champs de pression

D(u) = (Vu+ Vu?)/2 :le tenseur des taux de déformation :
v : viscosité, constante stritement positive, connue.

f : champs de force exterieures, connue.

1.2 Problemes elliptiques

On considere le probleme modele :
(P) : trouver u défini de Q0 dans R tel que

—Au = f dans Q
u = g sur )

ol Q est un ouvert régulier de R%, d = 1,2, 3, et f et g sont des fonctions données.

1.2.1 Approximation par différences finies

Lorsque Q est un segment (d = 1), une région rectangulaire (d = 2) ou cubique (d = 3), la méthode
la plus simple pour approcher la solution de (P) est la méthode des différences finies.

La dimension un

Quitte a changer de systeme de coordonnée, nous pouvons supposer sans perte de généralité que
2 =]0, 1[. L’intervalle [0, 1] est décomposé en une subdivision réguliére de pas h = 1/(N + 1), avec
N > 0 le nombre de points internes de la subdivision. L’idée de la méthode est de remplacer les
dérivées par des différences, en s’appuyant sur un développement limité de u :

2

h h3 h*
u(z; + h) = u(z;) + hu'(z;) + ?u”(xi) + Fu(?’) (wi;) + ﬂu(‘l)(xi) + ...

En changeant h en —h dans le développement précédent, il vient :

2 h3 h4
—u"(z;) — —u® (zi;) + ﬂu(‘l)(xi) + ...

w(x; —h) = u(z;) — hu'(z;) + 5 G

En faisant la différence des deux relations précédentes, nous obtenons :
4

—h2u" (@ + h/2) = —u(z; + h) + 2u(x;) — u(z; — h) + %u(4) (zi) + ...

Posons z; = ih et introduisons u; ~ u(z;) Papproximation de u aux sommets de la subdivision,
définie par :
(P)y, : trowver (u;)1<i<n défini de Q@ dans R tel que

—ui—1 +2u; —uip1 = RAf(z), 1<i<N
up = g(wo)
unt1 = g(xng

Pour passer du probléme (P) au probléme approché (P)y, nous avons remplacé la dérivée seconde
—Au(z;) = (—u(z; +h)+2u(z;) —u(x; —h))/h? + O(h?) par la différence (—u;1+2u; —ui—1)/h>.



Le probleme approché s’écrit encore comme un systeme linéaire de N équations & N inconnues :

2 -1 0O ... 0 Uy h2f(z1) + g(wo)
-1 2 -1 0 U h2 f(xz2)
0 —1 2 -1 us — h2f($3)
-1 2 un R f(zn) + g(ens1)

Il s’agit d’un systéme linéaire tridiagonal : il se résout par une méthode directe (par exemple par
pivotage de Gauss) en O(N) opérations [Sar04], ce qui est optimal.

La dimension deux ou supérieure

Nous supposons ici que le domaine €) est rectangulaire. Sans perte de généralité, nous pouvons
alors supposer que 2 =]0, 1[2. Le domaine [0, 1] est décomposé en une partition réguliere de pas
h=1/(N+1), avec N > 0 le nombre de points internes de la subdivision. Posons z; ; = (ih, jh)
et introduisons w; ; ~ u(x; ;) approximation de u aux sommets de la subdivision, définie par :

~Ui—1,j — i1 AU — iy —uige = hAf(iy),  1<i,j<N
wij = g(@ij), ic{O,N+1}et0<j<N+1
oul<i<Netje{0,N+1}

Le probléme se met sous la forme d’un systeme linéaire dont la matrice présente des éléments non
nuls sur la diagonale ainsi que sur quatre paralleles, cing diagonales en tout. Ce type de systeme
linéaire se résout par une méthode directe en un temps de calcul en O(N?log N). L’idée est un
mélange de la méthode précédente et d’analyse de Fourier : voir [Sar04] pour un code c++ ou bien
la librairie fishpack pour un code fortran. Cette approche s’étend sans difficulté a la dimension
trois ou plus.

1.2.2 Approximation par éléments finis

Triangulation
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Fic. 1.1 — Triangulation d’un cercle.

Cette méthode permet d’étendre la méthode des différences finies au cas ou le domaine €2 n’est
pas rectangulaire (cf Fig. 1.1). Le domaine  C R, d = 1,2, 3 est décomposé en une triangulation,



notée 7, et composée de simplexes fermés :

ﬁ = UKGTh

Cela suppose en particulier que {2 soit polygonal, bien que le principe de la méthode puisse s’étendre
aux domaines non polygonaux. Les simplexes sont des segments pour d = 1, des triangles pour
d = 2 et des tétragdres pour d = 3. On note diam(K) la plus longue arréte d’un simplexe K. Par
analogie avec le cas des différences finies. on introduit h, appelé le pas de la triangulation, et défini
par :

h = max diam(K)
KeTy,

Formulation variationnelle

Afin d’introduire le probleme approché nous avons besoin d’utiliser la formulation variationnelle
du probléme (P). Pour cela, multiplions la premiére équation par une fonction quelconque v et

intégrons sur 2. Nous obtenons :
—/ Auvdr = / fvde
Q Q
Utilisons la formule de Green :
/ Auvdx —|—/ Vu.Vodx = / n.Vuvds
Q Q le)

ol n est la normale unitaire sortante a  sur la frontiere 92 et ds est une mesure sur 0f2.
Considérons a présent la régularité requise pour que cette écriture ait un sens. Afin de garantir
que le terme [, Vu.Vo dz ait toujours un sens, nous supposerons que v € Hj () et que u € V(g)
avec

V(g) = {w € H'(Q); wjpa = g}
De plus, pour que g puisse étre la restriction au bord 92 d’une fonction de H'(€2) il est nécessaire
que g soit suffisamment réguliere : g € H/2(99Q) pour étre précis. Remarquons que V(0) = H3 (Q).
Enfin, pour garantir que le terme fQ fvdax ait toujours un sens, nous supposerons que f € H~1(Q)
qui est le dual de H}(Q2), l'espace décrit par les fonctions v. La formulation variationnelle du
probléeme s’écrit :
(FV) : trouver u € V(g) tel que

/Vu.Vvdx:/fvd:c, Yo € Hy ()
Q Q

Formulation variationnelle approchée

Soit k£ un entier strictement positif et X, 'espace des fonctions continues dont la restriction a un
élément K € 7; est un polynome de degré au plus égal a k :

Xp={we H(Q)NC’(Q); wyk € Py}
Notons g;, l'interpolée de Lagrange de g sur la frontiere et
Vi(9) = {wn € Xn; whioo = gn}

ainsi que Vp 5, = V5, (0) = Hg () N X}, La formulation approchée s’obtient en remplagant V' (g) par
Vi(g) et H3(Q) par Vo :
(FV)y, : trouver up, € Vi(g) tel que

/Vuh.Vvhdx:/fvhdx, Yo, € Vo.n
Q Q



11 s’agit d’un systeme linéaire de dimension finie : N = dim(V}(g)) inconnues et autant d’équations.
Ce systeme a donc au moins une solution. Le systéme étant linéaire, pour montrer 'unicité, il suffit
de supposer que f = g = 0 entraine u;, = 0. Choisissons v, = uj : nous obtenons [, |Vup|?dz = 0.
Par I'inégalité de Poincaré, nous obtenons |lup|1,0 = 0 et donc up, = 0. D’olt 'existence et 'unicité
de la solution approchée.

Base des espaces approchés

1
Y@ Ax> o
O I i I

R
>

S R

0= Zo T c. Ti—1 €T Tir1 c. TN INy1 = 1

F1c. 1.2 — Fonction de base ¢; en dimension d = 1.

z = pi(x,y)

==

Fi1G. 1.3 — Fonction de base ¢; : représentation en élévation en dimension d = 2.

Nous allons préciser la base pour k = 1 bien que ce raisonnement s’étende ensuite a une valeur
quelconque de k. Dans ce cas, introduisons Nyt = dim(X}p) qui est égal au nombre de sommets
de la triangulation. Nous choisissons pour base de X}, les fonctions (¢;)1<i<n,., ou @; vaut 1 au
i-eme sommet de la triangulation et zéro aux autres sommets. Voir les Fig. 1.2 dans le cas d =1
et Fig. 1.3 dans le cas d = 2. Nous pouvons décomposer u;, € X}, sur cette base :

Nt()t
up(z) = Z u; p;(z), Vo eQ
j=1

Pour les sommets i situés sur la frontiere, les valeurs u; de uj, sont imposées : u; = g(z;). Notons
F I'ensemble des numéros des sommets situés sur la frontiere et Z les sommets situées a 'intérieur,
et posons N = card(Z. Il vient Ny = F = Nyot — N. Quitte & renuméroter les sommets, nous sup-
poserons que les sommets internes sont numérotés en premiers et que ensuite suivent les sommets
de la frontiere.



F1G. 1.4 — Triangulation et matrice creuse A associée pour k = 1.

Formulation matricielle
Introduisons les matrices A = (4, ;) et M = (M; ;) de taille Nioy X Niog :

A j :/v%.v@j dx
Q

ainsi que les vecteurs F' = (f;) avec :

Fi= [ 1@ ¢ila)do
Q
En décomposant le systeme AU = F sur les ensembles d’indices Z et F.
Arr Anr U \_( I1
Arr Arr Ur Fr
En tenant compte des valeurs imposées Ur = G il vient :

ArUr = FrAr pGr

Il s’agit d’un systéme linéaire de N équations a N inconnues. Une méthode directe de résolution,
de type pivotage de Gauss, prendrait a priori O(N?3) opérations. En fait, la matrice est trés creuse
(cf Fig. 1.4) et la résolution par la méthode multifrontale (cf la librairie umfpack) présente un cofit
de O(N log N) opérations, donc aussi efficace que dans le cas des différences finies.

Logiciels
Extension aux degrés élevés

L’intérét des degrés élevés est de réduire ’erreur bien plus rapidement : pour une erreur souhaitée,
et lorsque la solution est réguliére, il est bien plus rapide d’élever le degré que de réduire le maillage.



# include "rheolef.h"
int main (int argc, char** argv) {

geo omega (argvl1]) ; soit @ c RV, N =1,2,3
space Xh (omega, argv[2]) ; Xp, = {v e B Q) v € Py, VK € Tp}
Xh.block ("boundary") ; Vi, = Xp, 0 HE(Q)
form m (Xh, Xh, "mass") ; m(u,v) = [qu.vdz
form a (Xh, Xh, "grad_grad") ; a(u, v) = [q Vu.Vvde
field fh (Xh, 1) ; fpo=1
field uh (Xn) ; (P) : trouver ujy, € Xj, tel que
uh ["boundary"] = 0;

=0s o0
ssk<Float> fact = ldlt(a.uu) ; { Uh sur

a(up,vp) = m(fp,vp), Yup € Vi

uh.u = fact.solve ((m*fh).u) ;

cout < uh;

F1a. 1.5 — Le logiciel d’éléments finis rheolef.

L’interpolation de Lagrange n’est efficace que pour des degrés relativement modestes : £ < 5 ou 10
suivant les cas. Pour des degrés plus élevés de polynoémes, on utilise alors la méthode des éléments
spectraux.

Extension aux coefficients non-constants

On considere le probleme suivant :

(Q) : trowver u défini de Q dans R tel que

—div(kVu) = f dans
U g sur 09)

oll  est un ouvert régulier de R? d = 1,2,3, et k, f et g sont des fonctions données. Lorsque
k = 1 nous retrouvons le probléme (P) précédent car div Vu = Auw.

La formulation variationnelle du probleme s’écrit :
(FVQ) : trouver u € V(g) tel que

/kVu.Vvd:c:/fvd:c, Yo € H} (D)
Q Q

Le probleme est donc similaire au précédent : la matrice A sera sensiblement différente.

1.3 Phénomeéne de diffusion-convection

1l existe plusieurs grandes classes de méthodes numériques pour aborder ce type de probléemes :
— la méthode des caractéristiques (Lagrange-Galerkin)

— la méthode de diffusion suivnt les lignes de courant (SUPG, streamline upwind Petrov-Galerkin)
— décentrage par discontinuité (Lesaint-Raviart, Tabata, Galerkin discontinu)

10



1.3.1 Ou est la difficulté ?

Pour comprendre ou est la diffiulté, considérons un cas probléme simple, pour d =1 :
trouver ¢ :]0, 1] dans R tel que

—e¢” +¢' = 0dans]0,1]
¢(0) = 0
1) = 1

Ce probléme est commode & étudier car la solution est explicitement donnée par (cf Fig. 1.6) :

1 T T T T
e=10.20 .
e =0.10 4
e=005----- ]
0.8 = e=002 -/ E
0.6 - -
04 | LS
0.2 |- Sl
0 I | -
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

F1G. 1.6 — La solution exacte présente une couche limite.

er/e — 1
el/le —1

¢(z) =

Lorsque ¢ tends vers zéro, la solution est presque constante et égale a 1, sauf dans une couche
mince au voisinage de = 0 ou elle décroit tres rapidement pour satisfaire u(0) = 0.

La discrétisation par différences finies s’écrit :

Pit1 —20i + Pic1 Piy1 — Pi1
© h? T

Opour 1 <i< N

¢o = 0
1

ON+1

avec h =1/(N + 1) et ¢; =~ ¢(ih). Ce systéme linéaire se met sous forme matricielle :

4a 1—2a 0 01 0
—1—-2a 4a 1—2a 02 0
0 —1—2a 4a 1—2a 3 — 0
—1—-2a 4a oN -1

11



avec a = ¢/h. La matrice n’est & diagonale dominante que si 4a > 1 soit encore h < 4e. Lorsque
cette condition n’est pas vérifiée, on dit quee le schéma n’est pas monotone et la solution présente
des oscillations dans la couche limite. Pour remédier aux oscillations le remede est bien connu :

1 T T T

]
exacte : ¢ = 0.01 ——
0.8

04

02 -
0.4 F .

-0.6 |- -

08 ! ! ! !

F1c. 1.7 — La solution approchée présente des oscillations dans la couche limite.

soit on prend un maillage plus fin h < 4e, soit on décentre les schémas a gauche :
7€¢i+1 —2¢; + ¢ia n Pi — gi—1

Opour 1 <i< N

h? h
¢ = 0
ont1 = 1
soit, sous forme matricielle :

2a —a 0 ¢1 0
—-1—-a 2a —a P2 0
0 —1—a 2a —a o3 I
—1—-a 2a ON a

Cette fois la solution ne présente plus d’oscillations.

1.3.2 La méthode des caractéristiques

Dans I’équation de la chaleur, on remplace la dérivée en temps par une différence finie.

On discrétise en temps I’équation de la chaleur avec At > 0 et ¢"(x) = ¢(nAt,z) pour n € N
suivant
e n=0:On pose ¢* := ¢g.
e n >0 : On suppose ¢" connu, et on cherche ¢"*! défini de 2 dans R tel que
¢n+1 _ ¢n o X"

Al —vAp"T! f(tny1) dans Q

" = or(tpe1) sur 90

12



Fia. 1.8 — La méthode des caractéristiques.

Soit t, = nAt. Le terme X" (z) est la position & ¢, de la particule qui est en x & Uinstant ¢,41
(cf. Fig. 1.8). Ainsi X"(z) = X (t,,x) ou X(z,.) est la solution de I’équation différentielle :

dX
E(I’t) = u(X(z,t),t) p.ptE€ltn,tnti]
X(@,tht1) = @

Il s’agit d’'un systéme de Cauchy rétrograde (avec condition finale), qui admet une solution unique
lorsque le champs de vitesse u est continu. On approche cette équation différentielle par le schéma
d’Euler : X( ) X( )
T,tpt1) — z,t
= At = = u(X(2,tnt1), tnr) + O(AY)
En utilisant X (z,t,41) = x et X (z,¢,) = X™(x) il vient :

X"(z) =2 — Atu(t,i1, ) + O(At?)

Cette méthode a été utilisée avec succes par O. Pironneau (voir par exemple [Pir88]). Elle est
disponible notamment dans la librairie d’éléments finis rheolef [SRE03]. Chaque itération de la
méthode se rammene a résoudre un probleme de la forme :

1 1 ., "
(E I- uA) "t = f(tas1) + Eqﬁ o X" dans Q
"t = or(tnyr) sur 9N

Ces problemes ont la méme structure que le probléeme modele : 'opérateur de Poisson —A est
remplacé par un opérateur de Helmholtz de la forme o.] — BA. La résolution de ces sous-problémes
est donc completement standard.

L’évaluation du second membre nécessite de calculer ¢™ o X™ aux noeuds de discrétisation, par
exemple les sommets du maillage pour k£ = 1. Or si z est un noeud de discrétisation, il n’en va pas
de méme de X" (x) ~ x — Atu(t,+1,x) qui peut étre situé & un endroit quelconque du domaine €.
Pour réaliser cette évaluation il s’agit d’identifier dans quel élément K € 7y, est situé y = X" (z) :
c’est un probléme de géometrie algorithmique (voir 'annexe du cours sur les interfaces).

1.4 L’équation de I’élasticité

On s’intéresse au probleme stationnaire, qui s’écrit :
(P) : trouwver u défini de Q0 dans R? tel que

—dive = f dans(
o = Adivu.g+2pe(u) dans Q
u = g surdfl

13



1.4.1 Formulation variationnelle

Nous multiplions la deuxieme équation par v et intégrons sur le domaine 2 :

—/div(a).vdx:/f.vdx
Q Q

Nous utilisons la formule de Green suivante :

/Qdiv(a).vdx—l—/ga:E(V)dx:/[m(a.n).vds

ol n est la normale unitaire sortante & ) sur 9. On choisis alors v € Hi ()%, de sorte que le
terme de bord est nul. La solution u sera cherchée dans I’espace :

Vig={weH' Q) woo =g}

En utilisant I’expression de ¢ nous obtenons la formulation variationnelle suivante :
(FV) : trouver u € V(g) tel que

/)\div(u)div(v)dx+/ 2M5(u):s(v)dz:/f.vd:c, Vv € HE(Q)?
Q Q Q

1.4.2 Formulation variationnelle approchée

Soit k£ un entier strictement positif et X, 'espace des fonctions continues dont la restriction a un
élément K € 7, est un polynome de degré au plus égal a k :

X ={we (H'(QNC' Q)% wik € (Pr)"}
Notons gy, l'interpolée de Lagrange de g sur la frontiere et
Vi(g) = {wn € Xn; Wrjpo = 8n}

ainsi que Vo, = V4(0) = HE(Q)? N X,. La formulation approchée s’obtient en remplagant V(g)
par V,(g) et H}(Q) par Vo,
(FV)y, : trouver uy, € Vi (g) tel que

e(up) : e(vy)de = / fvyde, Vve
Q

)\/ div(uh)div(vh)dx—i—Q,u/
Q

Q

11 ’agit d’un systéme linéaire de dimension finie : N = dim(V},(g)) inconnues et autant d’équations.
Ce systeme a donc au moins une solution. Le systeme étant linéaire, pour montrer I'unicité il suffit
de supposer que si f et g sont nuls alors u;, = 0. Choisissons v, = uy : nous obtenons :

)\/ |div(up)|? dz + 2u/ le(up)*dz =0
Q Q
Or l'inégalité de Korn stipule que
Il = [ letw)P da
Q
est une norme sur V(0) équivalente & la norme ||.|1,o induite par H'(Q2). La démonstration de
I'inégalité de Korn a été un défi dans les années 50 et 60 et sa démonstration est relativement

difficile : on la trouvera par exemple dans [DL72]. Ainsi A|[divup|[* + 2ul[up||? o = 0 et donc
up = 0.
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1.4.3 Estimation d’erreur

Notons indiférement (., .) le produit scalaire de L2(€2), L2(Q)¢, et L?(02)?*4, ainsi que ||.|| la norme
associée.
Introduisons la forme bilinéaire a(.,.) définie pour tout v et w € H'(Q) par :

a(v,w) = A(div v, divw) + 2u(e(v), e(w))

On note |[v|ls = \/a(v,v) qui constitue une norme dans Hg(Q)¢ équivalente a la norme ||.||1.0
induite par H!(Q)<.

Posons e;, = t—uy ol i est I'interpolée de Lagrange de u. Ainsi ey, € Vp j, et nous pouvons choisir
v = ey, dans (FV) et vj, = e, dans (FV)p. Il vient

a(u,ep) = (f,ep) (1.1
a(uh,eh) = (f,eh) (12)

~—

En utilisant les relations précédentes et apres développement, il vient :

lenll; = a(@—un en)
= a(u,e ) a(un, en)
= a(q,ep) — (f,e) d’apres (1.2)
= a(u,ep) —a(u,ep) d’apres (1.1)
= a(a—u,ep)

En utilisant I'identité (a,b) < (a? + b?)/2 il vient :

et ainsi :

L’inégalité triangulaire donne :

Des résultats standards d’interpolation il vient une majoration concrete de l'erreur :

[a—uplla < clk, Qafps1,0 k"

1.4.4 Le probleme modal

On s’intéresse au probleme complet, avec le terme en temps :
(P) : trouver u défini de |0, T[xQ dans R? tel que

86—1; —dive = f dans]0,T[2
o = Adivu.] +2ue(u) dans 0,T[Q
u = g sur]0,T[x90
u(0) = wuget 86—1;(0) =dy dans
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Une question d’intérét pratique, et qui motive de nombreuses études, est de connaitre la stabilité
des structures sous solicitations périodiques entretenues : pont sous 'effet des vibrations des voi-
tures qui passent, digues sous 'effet de la houle, immeubles lors de tremblements de terre, etc. le
systeme étant linéaire, on va se rammener & une analyse des valeurs propres. Pour cela on cherche
la solution sous la forme :

u(t, z) = eMu(x)

oll A = a + iw est un mode du systeme, a = Re(\) est le coefficient d’amplification et w = I'm(\)
la pulsation.

Il s’agit donc de trouver les valeurs et vecteurs propres du systéeme linéaire.

Le probleme modal est a valeur complexe :
(P) : trouver \ € C et U défini de Q dans C¢ tels que

—Xu—dive = 0 dans
o = Adiva. +2pue(u) dans Q
a = 0 sur o

La formulation variationelle s’écrit :  (FV) : trouver A € C et € V tels que
Mm@, ¥) +a(@ V) =0 VWeV
Apres discrétisation en espace, le probleme se réduit a
AU = MU
ol [ est une approximation de 2.

Remarque : A et M étant symétriques, les valeurs propres p sont réeles. A étant positive, p > 0
donc A\ = £,/pu est réel. La partie immaginaire n’apparait pas... Ca n’est pas au point ici!

1.4.5 Elasticité quasi-incompressible

On s’intéresse au cas A — +00. On introduit une nouvelle inconnue p = —Adiv u.

Le probleme s’écrit de facon équivalente :  (P) : trouver u défini de 2 dans R? tel que

—div(2¢(u))+Vp = f dans ()
1

—divu — NP= 0 dans Q

u = 0 surdf

On introduit les formes bilinéaires :
a(u,v) = 2/ g(u) :e(v)de
Q

b(v,p) = f/ﬂpdivvd:c

cp,q) = /qudx

si bien que la formulation variationnelle s’écrit :
(FVE) : trowver u € HY(Q)? et p € L%(Q) tels que

a(u,v) + 1b(v,p) = (f,v), VveH}Q)?
b(u,q) — selpg) = 0, Vg e L*(Q)

16



Soient k et [ deux entiers positifs. On introduit les espaces de dimension finie :
Vi = {vhe HQ)NC' Q)% vy €PL VK € Ty}
Qn = {an € L*(Q)NC°(Q); qnx €P1, VK € T}

et on définit le probléme approché :
(FVE)y : trouwver up, € Vi, et pp, € Qp, tels que

a(up,vy) + f(Vh,ph) = (f,vp), VvheEV,
bun,qn) — selpn,an) = 0, Vg € L*(Q)

Lorsque A\ — +o0, le terme en bas a droite, dit de stabilisation disparait : le probleme obtenu
s’appelle le probleme de Stokes. On étudiera dans le cadre des équations de Navier-Stokes comment
approcher ce probleme : les degré k et [ des polynomes espaces approchés ne peuvent pas étre choisis
n’importe comment. En particulier, si on choisis k = [ alors p;, ne tends pas vers p dans L? lorsque
h tends vers zero.

Dans le cas ou 1/A # 0, ce probleme s’appelle par extension le probleme de Stokes généralisé.
Dans ce cas k = convient.

1.5 Les équations de Navier-Stokes

trouver u et p définis dans 10, T[xQ tels que

p (% + u.VU> —div(2D(w)) +Vp = f dans]0,T[x9
divu = 0 dans]0,T[xQ

u(t=0,z) = wup(z) dansQ
u(t,z) = 0 sur]0,T[x90Q

On pose t, = nAt avec At = T/N. On approche la dérivée particulaire par la méthode des
caractéristiques :

(G +w7u) () 2l gln 0 o

ot X"(z) =z — Atu(t,,r) + O(A?). Avec la méthode des caractéristiques et un schéma d’Euler
implicite, le probleme se réduit a :
e n=0:u’:=u

e n >0 :u” étant connu, trouver u"*t! et p"*! tels que
1
Aitu"+1 —div2D(" ) + VP = f(tg) £ yu o X7 dans Q
divu™! = 0 dansQ
u"tl = 0 sur 9Q

Le schéma semi-discrétisé en temps conduit & résoudre une succession de probléemes continus en
espace de la forme :

(S) : trouver u et p tels que

ou—div(2D(u))+Vp = f dans
divu = 0 dansQ
u = 0 surdQ

17



Ce probleme est appelé probleme de Stokes généralisé. Le probléme de Stokes correspond a o = 0.
On introduit les formes bilinéaires :

a(uv) = a/ﬁu.vdx—I—/QZD(u):D(v)dx
bv,q) = —/deivvdx

si bien que la formulation variationnelle s’écrit :
(FVS) : trowver u € H}(Q)? et p € L2(Q) tels que

{a(u,v) + b(v,p) = (f,v), VveH}Q)
b(u, q) = 0, Vg € L?(2)

Soient k et [ deux entiers positifs. On introduit les espaces de dimension finie :

Vi = {vheHiQ)NC' Q)% vy €PL VK € Ty}
Qn = {an e LX) NC°Q); qux € B, VK € T}

et on définit le probleme approché :
(FVS)y, : trouver uy, € Vi, et pp, € Qp, tels que

a(up,vy) + b(vhp,pn) = (E,vi), VYvpeV,
b(up, qn) = 0, Vg € L*(Q)

Les degré k et | des polynomes espaces approchés ne peuvent pas étre choisis n’importe comment.
En particulier, si on choisis k = [ alors p;, ne tends pas vers p dans L? lorsque h tends vers zero.

Un bon choix est £ = 2 et [ = 1, ou plus généralement £k =1+ 1 pour [ > 1 : c’est ’élémént de

Hood et Taylor [HT74] proposé en 1974. L’estimation d’erreur en a été établie en 1977 par M.
Fortin.

1.5.1 Résolution du probleme de Stokes discret

Soit (¢;)1<i<n une base de Vj, et (1;)1<i<nm une base de Q. Décomposons uy, et py, sur ces bases
respectives :

N
wo= Y e,
j=1
M
pno= a4ty
j=1
et posons :
Aij = alp;, ¢;), 1<4,j<N
Bij = b(p;, &), 1<i<N, 1<j<M

Le probleme de Stokes discret se rameéne a résoudre le systeme linéaire suivant :

(S)p = trouver u = (u;)1<i<n €t p = (Pi)1<i<m tels que

18



(5 %)()-(3)

ol la matrice A est symétrique définie positive N x N et B est rectangulaire N x M. Etendons le
probleme précédent en introduisant g € Im(B) C RM :

Au + BTp = f
Bu = g

De la premiere équation, il vient
uw=A""(f - B"p)

et alors de la seconde :
(BAT'BT)p = BA7 [ — g

En posant A = BA™!BT et 3 = BA™'f — g, ceci s’écrit encore :
Ap =

La solution p € R™ est caractérisée comme étant 'unique minimum de la fonctionnelle convexe

T(a) = 3(Aa, 0) - (5. )

q1

F1c. 1.9 — Algorithme de descente.

Le minimum de J peut étre obtenu par un algorithme de type descente et est représenté sur la
figure 1.9 :
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ALGORITHME 1.1 (descente — version abstraite)

e k=0 :p® cRM donné, quelconque.
e k>0 :p® connu, calculer
ptD = p(k) — )
ou
Pk est le pas de descente
w®)  est la direction de descente

L’algorithme de plus profonde descente & pas fixe, appelé aussi algorithme d’Uzawa, consiste a
choisir pour le pas de descente une valeur constante pr = A > 0 et pour la direction de descente
w®) | Topposée du gradient,

w® = 4p®™ _ 3
= BA'BTp®) —BA'f+¢g
=BA' (BT — f)+g
= —Bu® +g

oll nous avons posé

ult) = A= (f = B"p®)

Ainsi, w® représente le résidu de la deuxieme équation du systéme linéaire.

ALGORITHME 1.2 (Uzawa)

o k=0 :p®@ eRM étant donné, trowver u?) € R™ tel que
Au® = f — BTp®
e k>0 : (u(k), p(k)) étant connu, calculer successivement :

w® = g— BTy®
pFtD = pR) _ N

puis trouver u®) € R™ tel que
Au(k+1) _ f _ BTp(k+l)

Le pas de descente A > 0 est un parametre de cet algorithme. Le test d’arrét peut étre effectué
sur le résidu : |w®|| < e, ol & est une tolérance.

Lorsque le probleme est de grande taille, 'algorithme converge tres lentement. Pour accélérer la
convergence, remplacons le systéeme linéaire par le probleme équivalent suivant :

(A+rBTByu + BTp = f+rBTyg
Bu = g

our > 0 est appelé parametre d’augmentation. Appliquons alors I’algorithme d’Uzawa avec un pas
A = r. L’algorithme converge alors d’autant plus vite que r est grand [FG83]. Dans la pratique, afin
d’éviter les erreurs dlies aux propagations d’arrondis, nous choisirons r = 1/ VEmach OU Emach €st
la précision de la machine pour les calculs en virgule flottante. La matrice A pourra étre factorisée
une fois pour toute sous la forme LDLT lors de l'initialisation de I’algorithme d’Uzawa.

De plus, remarquons que lors de des itérations de ’algorithme d’Euler implicite, seuls les second
membres des problemes de Stokes changent. Ainsi, cette factorisation de la matrice A pourra étre
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effectuée une seule fois lors de I'initialisation de la version discrete de I’algorithme d’Euler implicite
pour résolution du probléeme de Navier-Stokes.

Voir le code RHEOLEF [SR01a, SRO1b] pour la programmation de ces algorithmes dans un contexte
d’éléments finis en dimension 1, 2 et 3.
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Chapitre 2

Estimations d’erreur

2.1 Estimation d’erreur a priori

2.1.1 Probléeme elliptique (chaleur, elasticité, etc)

Soit w un élément arbitraire de H!(f2). Posons w l'interpolé de Lagrange de w dans Xj. Par
exemple, pour k = 1, il est simplement défini par :

Ntot

w(z) = w(z;)p(x), VreQ

j=1
En particulier, w—10 est appellé I'erreur d’interpolation. Si w € H*+1(Q) alors cette erreur vérifie :
IV (w — @) < cllw]|r+1.0h" (2.1)

ou ¢ = ¢(k,Q) est une constante indépendante de h et u, qui ne dépend que de k et Q. Posons
en = @ — up € Vo Notons (.,.) le produit scalaire de L?()et celui de L?(Q)¢ ainsi que |.|| la
norme associée.

Nous pouvons choisir v = e, dans (F'V) et v, = e;, dans (FV),

(Vu, Vep) = (f, en) (2.2)
(Vuh, Veh) = (f, eh)
Nous avons :
HV@}LHQ (VU Veh (Vuh, Veh)
= (Va, Vep) — (f, en) avec (2.3)
= (Va, Veh) (Vu, Vep,) avec (2.2)
= (V(a—u), Vey) (2.4)

D’autre part, Iidentité (a,b) < (a® + b?)/2 donne :
1
V(@ —u), Ven) < —HV( wl* + Ve

et ainsi (2.4) devient :
IVenl* < IV (@ —u)]?
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L’inégalité triangulaire donne :

IV (u—un)|

IV(u—a)| + Ve

2||V(u — @) avec I'inégalité précédente

IN

Il reste & utiliser (2.1) avec w = u pour obtenir :
IV (u = un) || < 2¢(k, Q) llullis1.0h"

L’inégalité de Poincaré donne :
collullio < [[Vull

ol ¢g ne dépend que de €. Ceci permet d’experimer I’estimation d’erreur en norme H' :

2¢(k, Q)
Co(Q)

lu—upll10 < [l eg1,0R0"

2.1.2 Probléeme mixte (Stokes, etc)

Toute la difficulté tourne autour de la forme bilinéaire b(.,.) en tant que fonction de de V3, x Qp,
dans R. On introduit le noyau Z de I'opérateur div et son analogue discret Zj, definis par :

Z = {veHjQ)? bv,q) =0,Yq € L*(Q)}
Zn = {vn €Wy b(vh,qn) =0,Yqn € Qn}

On suppose que Z, # {0} : cela est nécéssaire pour que le probleme discret admette au moins
une solution. Regardons ce qui se passe au niveau matriciel, si (p;)i1<i<n et (¥;)i1<i<m sont
respectivement des bases de V}, et @y, on introduit

Aiaj = a’((pja(pi)a 1 SZaJSN
Bij = blej,¥i), 1<i<M et 1<j<N

Supposer que Zp, # {0} : cela suppose que le systéme linéaire BV = 0 admette une infinité de
solution. En particulier, cela est vérifié lorsque M < N, bien que cette condition ne soit pas
nécéssaire. Dans le cas £ = | = 1, le maillage de la Fig. 2.1 conduit & M = 5 equations pour
N = 2 inconnues. On peut vérifier que dans ce cas, Z;, = {0}. Ainsi, dés que f # 0, le probleme
(P)p, n’admet aucune solution. Une solution pour palier & cette difgiculté est d’augmenter N en
augmentant la dimension de V}, : on augmente par exemple le degré des polynémes k. Avec k = 2
on obtient N = 10 > M = 5. On peut vérifier que dans ce cas, Zj, ne se réduit pas & {0}. Ainsi la
condition Zj, # {0} s’expime comme une condition liant les espaces V}, et Qp,.

Soit 1 la projection orthogonale pour la norme H' de u sur Zj. Posons e, = — uy, € Z.

lenlls = alen,en)
= a(0,ep) —a(up,ep)
= a(,ep) — blen,pr) + (f,ex) du probléme approché
= a(h,ep) — blen,pn) + blen, p) — a(uey) du probléme continu
= a(d—u,ep)+b(en,p—pn)

Or b(en,pr) = 0 car ey, € Zy. De méme, pour tout g, € Qp on a b(en, gn) = 0. En particulier, on
peut choisir ¢, = p Uinterpolée de Largrange de p. Si bien que

lenll; = a(t—u,en)+blen,p —p)
[a—ul1ellenllr.a+ llp = pllllenllr.o

IN
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[] N=2 (] N=10
e M=5 e M=

F1G. 2.1 — Dimension des espaces approchés.

u € Hg(Q)"

la solution exacte

erreur d’approximation
erreur de projection

uy, € Zp, ue .z,
4 solution approchée la projection sur Z

Zn,

F1G. 2.2 — Représentation géométrique de l'erreur.
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De T'inégalité de Korn, il vient :

lenlle = la—ullio+p—pl
et de 'inégalitré triangulaire (cf Fig. 2.2) :
lu—upllie < lenlio+[a—ulio (2.5)
< 2[a—-ulfro+ - (2.6)

Si la majoration de ||p — p|| est classique par les résultats d’interpolation polynomiales standard,
il n’en va pas de méme de |4 — ul|1,o qu’il convient d’étudier finement. En effet, on projette la
solution exacte dans un espace Z; beaucoup plujs plus réduit que ’espace polynomial V}, habituel,
et il convient de vérifier que Zj, soit suffisament grand pour approcher convenablement u.

On pose :

Byi= inf sup —LVmdn) (2.7)

0 €Qn v, evy, Ivalliallanl

ou [ est appellée la constante inf-sup discrete.

LEMME 2.1 Soit u linterpolée de Lagrange de u. Alors

o —ullio < (1+1/6)[[@—ulLe (2.8)

Démonstration : On trouvera cette démonbstration classique dans dans [GR86, p. 115], théoréme 1.1
ainsi que dans [BF91, p. 55|, proposition .5.

Puisque 1 est la projection pour la norme H' de u sur Z, on a, par définition :
la-ulie = inf |z —ulie
2L €E2p

< llzn —ulliq, Vzn € Zp (2.9)
Introduisons opérateur B : H} ()¢ — L2(Q) définit pour tout ¢ € L?(Q2) et v € HY(Q)¢ par
(Bv,q) = b(v,q). Introduisons son analogue discret, 'opérateur By, : Vi, — Qp, définit pour tout
qn € Qpn et vy, € Vi, par (Bpva, qn) = b(va,qn). Puisque b(u, q) = 0 pour tout ¢ € L?(Q) et que
Qn C L*(2), nous avons

b(ﬁ —-u, Qh) = b(ﬁa qh)7 th € Qh
ce qui s’écrit encore
B(a—u) = Bpu € Im(By,)

L’espace vectoriel V}, se décompose en somme directe suivant V, = Z), ® Z ,J; D’une part Z; =
Ker(By,) et d’autre part Zj- = Ker(Bp,)" est isomorphe & Im(By,). L’application linéaire By, est
un isomorphisme en tant quapplication de Ker(By)~ C Vj, dans Im(Bp) C Q. 1l existe donc un
unique y;, € Ker(By)t tel que :

Bryn = Bpu

L’inverse, noté B, ', est une application continue de (Im(By), |.]|) dans (Ker(Bp)*, |.]). On a :

1B, anll.e < (1/Bn)llanll, Yan € Im(Bp)

En particulier, pour gy, = Bry € Im(By,) il vient

(1/Br) || Brynl
1 N
= EHB(U —u)

IN

[ynlle

Lo -
= g, ldiv(a —w)

1.
= Zllu-ufe

Bn
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Zn

3

yn € Zi

i)

FiG. 2.3 — L’erreur décomposée a partir du noyau.

Posons z, = u — yj. Nous avons zj, € Zj, car, pour tout g, € Qp, :

b(zn.qn) = b(Q,qn) —b(yn,qn)
= b(Q,qn) — b(—u,q,) par definition de yj
= b(ua qh)
= 0

Nous avons ainsi décomposé u € Vj, en . = yj +zp, avec yp, € Z,f et z, € Zy, (voir Fig. 2.3). Ainsi
(2.9) devient

[a—ulie < |z —ulie
= [o—yr—ulie
< lynlhe +la—ulq
< (1+1/6n) [0 —ulie
d’oti le résultat. Il
De (2.6) et (2.8) nous obtenons
lu—upfi0 <2(1+1/6) [0 —ullio+[p - pl (2.10)

11 reste ensuite & estimer V’erreur ||p — py|| sur la pression. Posons &, = p — pp. De (2.7) :

1 b(vi, &n
el < — sup 2Vn:En)
6]1 VLEVS ||Vh||17Q
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Or

b(vi,€n) = b(vn,D) = b(Vn,pn)
= b(vp,p) + a(up,vp), —(f,vy,) d’apres le probleme discret
= b(vp,p) + a(up, vp), —a(u,vp), —b(vy,p) d’apreés le probléme continu
= a(up —u,vp), +b(vs, p —p)

Si bien que 'inéquation précédente devient :

1 a(up —u,vp), +b(vp,p—p
Il < —~ sup X ), b )

ﬁh vpEV, HV}LHLQ

< 1 sup [ur —ullellvallie + [[valliellp — pll
ﬁh vpEV, HV}L”LQ
1 -

= —(lun —ull1o+Ip—0»l)
Bn
2 . _

= @((1+1/6h)|\u*u||1,n+prpll)

De l'inégalité triangulaire :
Ion—pl < 5ol + el
2 B 2 N
(14 1/8m) 6 — ullug + (1 s 2 1/&)) 15— pl

S —
h

Pour que les majorations (2.11) et (2.11) soient utilisables, il faut que §j, ne tende pas vers zéro
lorsque A — 0. Plus précisément, supposons qu’il existe une constante 3 telle que

Br > B >0

Cette condition n’est pas vérifiée par tous les espaces V}, et Q. Elle est vraie pour k =2et [ =1
et plus généralement pour k =1+ 1 et [ > 1. La démonstration en est relativement difficile.

2.2 Adaptation de la triangulation

2.2.1 Algorithme d’adaptation isotrope

On suppose qu'on est capable d’estimer I'erreur locale ep,(z) = |u(z) — ux(x)| en chaque point
x € . On note €, = |len]|o,0/mes(?) la valeur moyenne de lerreur sur €. Il s’agit de faire le lien
entre l'erreur et la taille locale des arétes afin d’adapter la triangulation a lerreur.

On définit la carte de taille des arétes de la triangulation h(x), définie dans chaque élément et
interprétée comme un champs continu. Les générateurs de triangulation sont capables de générer
des triangulations 2D qui respectent une carte de taille h(2) donnée.

On se donne une erreur € & ne pas dépasser et 6 €]0, 1] un coefficient de progresion géométrique
des tailles des arétes de la triangulation.

L’algorithme d’adaptation est le suivant :

e n = 0 : soit ,2;1(0) une triangulation initiale, par exemple associée & une carte locale h(®) =
constante.

e n >0 : on suppose la triangulation Th(") connue.
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- Etape 1 : résoudre le probléme pour la triangulation ’Z;L(n) : on note ué")

~ Etape 2 : estimer Perreur egln)(x) dans € et sa valeur moyenne Eé").

si E;ln) < el|Vug|

- Etape 3 : calculer la nouvelle carte de taille suivant :

la solution associée.

0,2, alors stop.

(n) (z)
h("+1)(x) = G—h_(n) h(™) () ppz €
en

— Etape 4 : générer la nouvelle triangulation Th(nﬂ) associée & la carte de taille h("*1).
On observe que la séquence converge vers une triangulation qui équidistribue 'erreur :

)
o lppzx e

€h

Lorsque ce régime asymptotique est atteint, la taille des éléments diminue alors d’un facteur
6 €]0,1[ uniformément sur . La triangulation étant de plus en plus fine, d’apreés l'estimation
d’erreur a priori, ’erreur diminue et ’algorithme s’aréte lorsqu’elle est inférieure & €. Pour que cet
algorithme marche bien, il reste & estimer V’erreur ey, (z).

2.2.2 Estimation de l’erreur locale

Babuska et Miller en 1987 montrent que :

h dup ]’
— 2 < np? = 2/ 2 oK 2o
/Q|V(u up)|dz < n C g <hK K(f—l—Auh) dz + > o | on ds

KeTy,

ou hx = diam(K) et [.] désigne le saut d’'une quantité discontinue & la traversée de la frontiere
0K de I’élément. Cette estimation globale est tres fine : la constante C' ne dépend que du facteur
d’aspect o de la triangulation : plus les triangles sont voisins du triangle (ou tétragde) isocele, plus
C est proche de 1. On a 0 = maxgeT, 0K, avec oi le facteur d’aspect de K, définit par :

Fi1G. 2.4 — Cercle inscrit et cercle circonscrit dans un triangle.

PK

OK .

ol pk est le diametre du cercle (de la sphere) inscrit dans K, appelé aussi rondeur de K. En clair,
il ne faut pas que les triangles soient trop aplatis sinon la constante C' devient grande. La qualité
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de I’élement K est mesurée en le comparant au triangle isocele Kig, :

OK

dK =

0 Kiso

On remplace dans Palgorithme précédent 'erreur ey (x) par Uestimateur n,(x) = i si x € K avec

hK 8uh 2
2 ._ 2 2 ZZh
UK'*hK/K(fﬁLAUh) dz + 5 /61({8”] ds

et on obtient un estimateur d’erreur local. Par exemple, pour k£ = 1, on a Aup = 0 et le gradient
de uy, est constant : il est donc facile de calculer sont saut au travers des trois arétes d’un triangle
(ou des quatres faces d’un tétraedre).

En guise de test, considere un probleme pour lequel on connait la solution exacte, et qui varie tres
brutalement en  mais lentement en y. Suivant [Pic03, FP00, FP01], on chosis f de sorte que :

u(wy,xo) =4 (1—e ™ — (1 —e ) a1) 22(1 — 22)

avec a = 100. Les lignes isoqleur de la solution sont représentées sur la Fig. 2.2.2.a. On se donne
aussi deux familles de triangulations : I'une isotrope et 'autre avec des triangles tres étirés dans
une direction. Ainsi la Fig. 2.2.2.b représente un maillage isotrope pour h; = he = 0.1 et la
Fig. 2.2.2.c un maillage anisotrope pour h; = 0.025 et hy = 0.2.

On mesure ensuite l'erreur ainsi que ce que prévoit 'estimateur d’erreur. Pour tester 'efficité de

Pestimateur, on mesure la quantité :

. U
K=
lu —unlla0

Lorsque Eff > 1 c’est qu’on sur-estime la solution. Pour la famille isotrope :

F1a. 2.5 — Solution anisotrope et maillage associé.

i | hy ho error K
1|1/100|1/100 | 1.36 | 4.71
211/200| 1/200 | 0.69 | 4.64
311/400 | 1/400 | 0.35 | 4.74
et pour la famille anisotrope :
) h1 ho error K
1| 1/200| 4/100 | 1.36 | 4.71
2 || 1/400 | 2/100 | 0.69 | 4.64
3 | 1/800 | 1/100 | 0.35 | 4.74

Pour la famille anisotrope, le maillage de méme indexe est deux fois plus fin dans la direction x
et quatre fois plus grossier dans la direction x5, soit un facteur d’étirement ho/h; = 8 constant.

On constate que pour les deux familles 'erreur est divisée par deux a chaque rafinement, ce qui

confirme le comportement en O(h) de Uerreur. La famille anisotrope fournit une erreur d’environ
moitié pour un maillage de méme indice.
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Le facteur d’efficacité pour la premieére famille est voisin de 4.7 alors que celui de la seconde famille
est environ 13.5 alors qu’on pourrait s’attendre a ce que la seconde famille soit plus efficace que la
premiere. C’est simplement parce que ’estimateur de ’erreur ne prend pas en compte ’anisotropie.

2.2.3 Anisotropie

Zienkiewicz et Zhu on proposé un autre estimateur d’erreur directement a partir du gradients
de up. Le gradient Vuy, est Pr_; et discontinu aux interfaces des éléments. On note m,(Vuy,) sa
projection dans ’espace des fonctions continues et Py par éléments.

L’inégalité triangulaire nous permet d’écrire :

[V(u—un)lloz.0 < [[Vu = m(Vun)llo2.0 + |ma(Vun) — V|

0,2,Q

On sait que |V(u — up)|lo,2,0 se comporte en O(h¥). Or on constate que ||Vu — m,(Vur)||o.2.0
converge plus vite, en O(h*+1) sur des grilles paralléles aux axes, et, plus généralement en O(h¥+7)
sur des gilles non structurées, avec 3 > 0 (superconvergence). Si bien que le terme dominant lorsque
h tends vers zéro est || (Vup) — Vullo2,0-

Zienkiewicz et Zhu ont proposé :

ni = |7 (Vup) — Vul

0,2,K

F1G. 2.6 — Ensemble des éléments contenant un sommet x; du maillage.

Par exemple pour k = 1, il est facile (voir Fig. 2.2.3) de calculer 75 (Vuy) en un sommet z; du
maillage a partir de Vuy, qui est constant par éléments, en faisant une moyenne pondérée :

Kizek MeS K) Vunix
Th(Vun)(z:) = = > Ki(nei(K)hl

Pour la famille isotrope on obtient avec cet estimateur :

h1 ho error K

1/100 | 1/100 | 1.36 | 0.81
1/200 | 1/200 | 0.69 | 0.92
1/400 | 1/400 | 0.35 | 0.97

WD =] =
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et pour la famille anisotrope :

7 hq ho error K

11 1/200|4/100| 1.36 | 0.94
2 |/ 1/400|2/100 | 0.69 | 0.98
3 ]| 1/800 | 1/100 | 0.35 | 0.99

On observe que dans les deux cas x tends vers 1 par valeurs inférieures. Ainsi cet estimateur est
asymptotiquement exact, que ce soit sur familles de maillages isotropes ou anisotropes. Lorsque
les familles de maillages sont & coté paralleles aux axes, il est possible de prouver la propriété de
superconvergence. Mais lorsque les maillages sont non-structurés, cette propriété n’est pas prouvée,
bien qu’elle soit observée experimentalement.

On va essayer de construire un estimateur qui marche dans les deux cas et qui soit mathématiquement
fondé.

2.3 Anisotropie et résidu

F1G. 2.7 — Transformation de I’élement de référence.

En 2000, Kunert (Numer. Math. 2000) étend I’estimateur & partir des résidus du cas isotrope au
cas anisotrope et montrenet que :
ki
on 0,2,K

1 oK) \'?
Vu-w)fd < €Y <|f+Auh|o,2,K+§(M)
d 1/2
X <Z )\i,K (rZKGK(U_Uh)ri,K)> (2.11)
=1

ALK A
Q Kex, LK - AdK

avec les notations

Gr(v) = / v v 4, :/ Vo ® Vodz, Yo e H'(Q)
K 61’1 8$J 1<i,j<d K

tandisque (A\; k)1<i<d €t (s x)1<i<a désignent respectivement les valeurs et les vecteurs propres

de la transformation Fg de I'élément de référence K vers I'élément K (voir Fig. 2.3). La transfor-
mation étant linéaire, elle peut s’écrire F(Z) = Bgx + by, ot By est une matrice d x d et bx un
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vecteur de R%. On décompose By selon By = RIT(AKPK7 ou Ak est diagonale et Ry et Pk sont

unitaires. Le cercle unité 27Z = 1 associé au triangle de référence K est transformé en l’ellipse
d’équation (x — br )T REA R (x — by) = 1.

Pour que le membre de droite de (2.11) puisse conduire & un estimateur d’erreur, il reste & appro-
cher G (u — up) par une quantité qui ne dépend que de uyp. Pour cela on utilise la propriété de
superconvergence qui permet d’estimer V(u — up) & Paide de Vu — mp(Vuy,) :

Gi(u—up) = /K(Vu — 7 (Vup)) @ (Vu — mp(Vuy)) dz,

Pour la famille isotrope on obtient avec cet estimateur :

i | hy ho error K

1 1/100 1/100 1.36 | 2.22

211/200 | 1/200| 0.69 |2.42

311/400 | 1/400 | 0.35 | 2.54
et pour la famille anisotrope :

) h1 ho error K

1[[1/200 [ 4/100 | 1.36 | 2.43
2 | 1/400 | 2/100 | 0.69 | 2.62
3 |[[1/800 | 1/100 | 0.35 | 2.68

Cet estimateur suggere d’utiliser des maillages tels que les facteurs d’étirement soient corrélés a
lerreur :

Nk (fixGr(u—up)rix) =Mk (r{xGr(u—up)rik), Vi=2...d, forallK €T,

c’est-a-dire d’utiliser des maillages anisotropes. Il s’agit d’équidistribuer I’erreur dans toutes les
directions. Pour cela on va essayer d’aligner les directions du triangle (de sont ellipse associée)
avec les vecteurs propres de G (u — uyp).

2.4 Triangulations anisotropes et métriques

On va fournir au générateur de maillage non plus seulement une carte de taille h(z) en chaque
point x du domaine mais une taille dans chaque direction propre, autrement dit une métrique. On
se fixe une tolérance € et on itere jusqu’a ce qu’elle soit atteinte :

ile N | error K etirement
111/8 854 1 0.25 | 2.70 262
211/16| 2793 |0.13 | 2.75 288
311/32|10812 | 0.062 | 2.79 425
3| 1/64 | 42562 | 0.031 | 2.79 1199

L’erreur est divisée par deux a chaque nouveau maillage tandisque le nombre de sommets du
maillage N augmente. Le facteur d’efficacité de I’estimateur anisotrope est assez constant tandisque
les éléments deviennent de plus en plus étirés. La Fig. 2.4 compare les trois familles de triangulation
utilisées pour résoudre le probleme : la famille de maillage adaptés anisotrope donne & nombre
d’éléments égal une erreur plus de dix fois plus faible. Autrement dit, a erreur égale, elle utilise
100 fois moins d’éléments. Cette méthode est de plus completement automatisable lorsque les
directions privilégiées de la solution exacte non sont pas connues a priori, et que la deuxieme
famille a facteur d’étirement constant n’est plus utilisable.
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FIG. 2.8 — Erreur ||V (u —uy)|| en fonction de N=/2 ott N est le nombre de sommets du maillage.
2.5 Estimation d’erreur a posteriori

On se restreint au cas de la dimension d = 2 pour simplifier la présentation, bien que les méthodes
s’étendent sans probleme aux dimensions supérieures. On suppose donc que € C R? est un ouvert
borné polygonal. On part d’un probléeme modele :

{Au) = f dans Q

w = 0 sur o (212)

ot f(z) € L?(R2). On pose

a(u,v) = Vu.Vudx
Q
llv) = fvda
Q
V. = Hy(Q)
Vi = {'Uh cV; Up|k € Py, VK € ,Th}

ou 7y est une triangulation de Q2 et & > 1 un entier strictement positif. On utilisera la norme de
Iénergie :

Wl = +Va(v,v), VveV

1/2
ww = (/ |VU|2dx) , Vo€ HY(w), Yw C Q

o]

qui est équivalente dans V' & la norme induite par ||.||1,o (inégalité de Poincaré). La formulation
variationnelle consiste a trouver u € V tel que

a(u,v) =1(v), Vv eV
et sont analogue approché : trouver uy, € Vj, tel que

a(uh,vh) = Z(Uh), Yup, € Vj,
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AV

wg=KUK' Wi

FIc. 2.9 - A gauche : élement K et son voisin K’ & travers une aréte S du maillage; & droite :
voisinage wg .

On introduit & présent l'estimateur d’erreur suivant :

1/2

hs
mic = | B e+ Dunlloppe + Y 5

SEOK\IN

(2.13)

auh

on
Cet estimateur utilise le résidu sur 1’élément K € 7}, ainsi que les sauts de la dérivée normale au
travers des (d + 1) faces de K. Nous avons introduit les notations (voir Fig. 2.5) :

0,2,5

En = Nker, (mSCaK\QQS) : Pensemble des arétes du maillage et internes a €2
hg diam(K), VK € Ty,
hs = diam(S), VS €&},

3 ou ou ’
Fhnl _ oMK TRE G S = 9K N OK’, lorsque la normale n est orientée de K vers K'.
on on on

ws = KUK pourtout S=90KNIK' €&,

wr = Uscor\on ws

Pour chaque élément K, on a également noté fr la projection L?(K) de f sur Py_o :

/prdsc:/ fpde, Vp e Pyy
K K

Remarquons que pour £k = 1, on a fxg = 0 tandisque pour k = 2, fx est constant par élément.

THEOREME 2.1 (estimateur local de Uerreur)
1l existe deux constantes c1 et co strictement positives et indépendantes de h telles que :

1/2
Ju—unllag < a(z ni+h%(|ffK||§,2,K> (2.14)
KeTy,
1/2
e < Oy <IIUUhIL21,wJr > h2’|ffK’|g,2,K’> , VK €T, (2.15)
K'ewk
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REMARQUE 2.1 (encadrement de Uerreur globale)
On introduit l’estimateur global de erreur :

1/2
KGTh

En sommant (2.15) et en utilisant (2.14) il vient :

1

mﬁ < u- uhHaQ+ Z h N f - fKHo2K < CPP +(1+C9) Z h%

KETh KETh

Dans la pratique le terme en (f — fx) est trés petit sinon nul, par exemple pour k = 1 ou bien
pour f € Py_s. Dans ce cas, on a l’encadrement de lerreur :

Cn < lu—unll,q < Cn

L’estimateur d’erreur est d’autant plus efficace que C et C sont proches de 1. Lorsqu’on connait
la solution exacte u, on peut mesurer le coefficient d’efficacité de ’estimateur n :

U — up
PR U
n
Des tests numériques montrent que
iy Onlh) =

ce qui valide la démarche du point de vue pratique.

Démonstration : On montre le théoreme 2.1 en trois étapes :
1. une manipulation algébrique du résidu
2. la majoration globale de l'erreur (2.14)

3. la majoration inverse et locale de l'erreur (2.15)

Etape 1 : transformation du résidu

Pour tout v € V :

a(lu —up,v) = (f,v) —alup,v)
= vadzf/Vuh.Vvdz

- Z/fvdxf/Vuthdx

KeTh

= /fvdx—i—/Auhvdx— % vdx
KeTh oK Ok

= Z / (f + Aup)vdx — Z/ {auh]
KeT, Seé&y,

Or, pour tout vy, € Vj, on a a(u — up,vy) =0, d’ott :

o —up,v) = Z/ £+ Aug) (0 — v dx—Z/ Puh] (v — vn) ds

KeTy, Se&y
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F1a. 2.10 — Voisinages étendus wg de I'élément K et wg de l'aréte S.

Les faces interns du maillages étant communes a deux éléments exactement, ’expression précédente
s’écrit encore :

a(u—up,v)= Y /K(f+Auh)(vah)dxf% > /as[%} (v—vy)ds y  (2.16)

KeT, SCOK\oQ

Etape 2 : majoration globale

Pour tout élément K € 75, on note Wi 'ensemble des éléments de 75, ayant au moins un sommet
en commun avec K (voir Fig. 2.5). De méme, pour toute aréte S € &, on note wg ’ensemble des
éléments de 75, ayant au moins un sommet en commun avec S.

On utilise le résultat suivant, ont la démonstration de ce lemme est assez technique [BG95] :

LEMME 2.2 (projection locale)
On peut construire un opérateur de projection local de Ry : V — V}, tel que :

[v—Rpvllozx < Cshillv]l120x
||U — RhU||072,5 < C4h}5/2||’0|

12,0k

On choisis v, = Rpv dans I'égalité (2.16), puis, avec I'inégalité de Cauchy-Schwartz et les inégalités
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précédentes, il vient :

otu=uno) < ¥ I+ Aunloarlo - Raoloaxty X [[52]| o= Raas
KeT, SCOK\0Q 0,2,8
1/2
< 0 % Sl + duloaxlolace + 5 ()| |G| pelhass
KET, SCOK\oQ 0,2,5
1/2
2 9 hs auh 2
< G| X i dulaar X ]G]
KeT, SCOK\0Q 0,2,5
1/2

2
1,2,0s

<\ D0 Ielfase+ Do o

KeT, SCOK\oQ

avec C5 = max (03, \/503). Le premier facteur va faire apparaitre la somme des estimateurs locaux
(2.13) :

8uh

on

Le second facteur va pouvoir étre majoré avec ||v||,,q. Pour cela notons N(K) (resp. N(S)) le
nombre de fois que K (resp. S) apparait dans un voisinage wg :

2

< Z i + Wil f = frcllf 2,5
0,2,8 KeTy,

hs
Zh%(Hf‘f'AuhH%,zK‘f' Z >

KeT, SCOK\o9

N(K) = card{K'€Ty; K Cwk'}
N(S) = card{K'€Ty; S Cwg'}
Ainsi :
ol 26, = N(E)|[v]|f 2, < | max N(K) ) [[v]7 2,0
KT,
K'eTh KeT, "
[} 2cs = N(S) [0]|3 2,5 <2 { max N(S) ) [[v]7 2.0
Se&
K'€T;, SCOK'\8Q SeEn K/SCOK "
et donc

Dol sa+ Yo Molizs. < Csllvllizg < Cy'Collvllza
KeT, SCOK\oQ2

ou Cy est la constante de I'inégalité de Poincarré (A.1) et
Cs = max N(K) + 2max N(S5)
KeTy, Se&n

On choisis alors v = u — uy, :

1/2

—1/2 1/2

lu—unl2e < C5'2C5Cq! <Z 77?<+h§<|ffK||3,z,K> l[u = unlla0
KeTy,

ce qui donne directement (2.14) avec C; = 061/20505/2.
Etape 3 : majoration inverse locale

Cette majoration inverse et locale est plus technique : elle est due & une démonstration de Verfiirth
en 1994 [Ver94).
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Etape 3.a : majoration dans un élément

Pour tout k € 7j, on introduit bx la fonction bulle sur K telle que bx = 0 sur 9K max,cx bx(z) = 1.
On choisis pour fonction-test : bulle
vk = (fx + Aup) bi détails, Fig.

On a d’une part :

/K(fK—i—Auh)dex = /KfUde—i—/KAuthdx—i—/K(fK—f)Ude

0
/Vu.Vdex—/ Vuh.Vdex—i—/ %Ude—i—/ (fx — f) vk dx
K K oK K

n

en utilisant (P) avec v = vy, et la formule de Green

/V(u—uh).VUde—i—/(fK—f)Ude
K K
car b = 0 sur 9K

< [[V(u— Uh)”o,Q,K HVUK||O72,K +If - fK||072,K H’UKHOQ,K
par l'inégalité de Chauchy-Schwartz
< [[V(u— Uh)”o,z,K HVUK||0,2,K +IIf = fK||o,2,K [ fx + AuhHo,z,K
car maxg b =1
1/2, —
< {OPR IV @ = un)llo i + 15 = Fcllosie } 175+ Bunlloz i

avec le lemme A.1, page 43, équation (A.3)

et d’autre part :

/(fK+Auh)defE = /(fK+Auh)2bKd:c
K K

Cuo || fx + Aunllg 5
avec le lemme A.1, page 43, équation (A.2)

Y]

En regroupant les deux inégalités précédentes et en divisant par [|fx + Aupl|g o g il vient :
HfK + Auh||072,K < (7 {h;(l HV(U - uh)HO,27K + ||f - fKHog,K} (2-17)

avec Cy = Oy max (1, 0111/2).

Etape 3.b : majoration sur une aréte

Soit S € &, une aréte interne du maillage et soient K et K’ les deux éléments de 7; tels que

S =0KNOK'. On pose wg = K UK'. Soit bg la fonction bulle associée a S telle que bg = 0 sur

Ows et maxc,g bs(x) = 1. bulle aréte :
détails, Fig.

On choisis pour fonction-test :

S [%} by = (M+M)b

on aTLK aTLK/
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avec, par convention d’orientation, n = nxg = —ng- sur S. D’une part :

8uh - auh
/S[%] vgds = Z /KanKvsds

KCws

car bg = 0 sur dwg

= Z / Auhvgder/ Vup.Vogdz
K K

KCws
par la formule de Green

= Z /(f+Auh)v5dx+/ Vuh.Vvsdz+/ fvsdx
K K K

KCws

= Y [Urswusdss [ V-0 Fusas

KCws
en utilisant (P) avec v = vg

1/2 1/2
2
< (X v smiion) (3 el
KCws KCws
1/2 1/2
2 2
+ ( Z |V(U_“h)||o,2,K> ( Z ||VUS|0,2,K>
KCws KCws
par l'inégalité de Cauchy-Schwartz
1/2
ou
< o] |Se]| (X ik dulan
n 0,2,8 KCws
5 1/2
1/2, —1/2 Uh 2
+ Clé( hg / {%] < Z |V(U_“h)||o,2,K>
0,2,8 KCws

avec le lemme A.2, page 44, équations (A.5)-(A.6)

et d’autre part :

auh - 8uh 2
/S|:%:| ’USdS = /S|:%:| bSdS

2

0
> Cho [ﬂ]
I |lloz,s
avec le lemme A.2, page 44, équation (A.4)
e . duy, A
En regroupant les deux inégalités précédentes et en divisant par o il vient :
" 1llo,2,s
5 1/2
Uh -1/2 2
52]] = adms v il + (X psllin+ dullan ) 219

7 1llo,2,8 KCuws

avec Cg = (12 max (01_31/25 01142)-
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Etape 3.c : majoration de l’estimateur

De la définition (2.13) de 'estimateur, on a :

2

2 hs ||| Oup,
M = hillfx +Aunllgo e+ Y o> H [a—n
SCOK\O9 0,2,
o 1/2) 2
2 8 2
< h%{ I fr + AUh”o,z,K + o Z [V (u— uh)”o,z,ws + hs ( Z | fxcr + A“hHo,Q,K')
SCOK\o9 K'Cws
en utilisant (2.18)
2 2 2
< hillfx+ Aupllg o, x + Cs Z {|V(U —un)llo2,ws + h Z | frer + A“h|0,2,Kf}
SCOK\o9 K'Cws
avec l'identité (a + b)? < 2(a? +b?), Va,b € R
< (d+1)Cs [V = un)[§ o + L+ @A+ 1)Cs)hge > I frr + Aunlg o 0
K'Cwg
car hg < hx pour S C K, et en regroupant les sommes
2
2
< (@ DO IV =)y + CEO+ @+ 1C) Y {1V = )l s+ 1 — Ficll i
K'Cwg
en ayant utilisé (2.18)
2 2
< G <|V(U_“h)||o,2,wk +hie > If- fKHo,z,K/)
K'Cwk
avec l'identité (a + b)? < 2(a? + b?), Va,b € R et en regroupant les termes
avec Cog = 2C2% + (d + 1)(1 4+ 2C2)Cs. On a donc montré (2.15) avec Cy = C;/Q. ]
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Annexe A

Résultats annexes

A.1 Inégalités de Poincaré et de Korn

Les normes ||.||1,q et ||.||o sont équivalentes. Le plus dur est de montrer qu'’il existe une constante
Cy > 0 ne dépendant que de €2 telle que
Collvilne < [lvlla < vila (A1)

L’inégalité dans 'autre sens est plus facile et est atteinte avec une constante égale a un.

A.2 Propriétés des fonctions-bulles

Pour tout élément K € 75, on définit la fonction bulle by par :

d+ 1) 7N p(z) size K
bic () :{ (() ) =) sinon

ol Aj g (x), 1 <i<d+1 est lai-eme coordonée barycentrique, définie comme étant la distance
de x a la i-eeme face de K. On a en particulier :

supp(bg) = K
bg(z) > 0,VzekK
max br(x) = 1
bg(z) = 0, VzedK
Par exemple, pour d = 1 on a bg(z) = 4x(1 — z) sur le segment K = [0,1]. Pour d = 2 (voir

].
Fig. A.1.a) on a by (x) = 27x122(1 — 21 — x2) sur le triangle K = {(x1,22) € [0,1]%; 21 + 29 < 1}.
Pour d = 3, on a bi(z) = 256z12005(1 — 1 — 2 — x3) sur le triangle K = {(x1,x2,23) €
[0,1]3; 21 + 22 + 23 < 1}.

De méme, pour toute face S € &, on définit la fonction bulle bg par :
dird  Nig(x) sizekK

bs(z) =14 dind Nk (r) sixzeK'
0 sinon
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avec S = OK NOK' et on, quitte & renuméroter les faces sur K et K’, nous avons supposé que S
était la (d + 1)-éme face de K et de K'. On a en particulier :

supp(bs) = int(K U?/)
bs(z) > 0,Vze int(FU?/)
max bg(z) = 1
ceRUK
bs(z) = 0,VzecdKUK))
Par exemple, pour d = 1 et K =]0,1], K/ = [-1,0] alors bg(x) = 1 —z sur K et 1+z sur K'. Pour

d = 2 (voir Fig. A.1.b) on a bg(x) = 4x1x2 sur le triangle K = {(z1,22) € [0,1]%; 21 + 22 < 1} et
bs(x) = 4(1 — x1)(1 — x2) sur le triangle K’ = {(x1,22) € [0,1]%; 21 + 22 > 1}.

A br () A bs(z)
1T 1
0 - -
1 x -1 0 1 x

b (1, 22)

1 1
/,‘=I ‘ \ \\\‘\\\\\§\ 77 LT ””\‘}%%%\Q
/ \ g N

,’/ | Zauy \ \ \ “ \ \ N ) ,!i 7 "'i”-l‘ﬁ“i{iR{}}\:\:S%%&g; .

o RN - o e
< ° N0
1 1 \\\\\\\\\\\\\

F1a. A.1 — Fonction bulle pour d = 1 et 2 : (gauche) bx sur un élément K ; (droite) bg sur une
face S.

LEMME A.1 (bulles éléments)
1l existe deuz constantes Cig et Cyy telles que pour tout ¢ € Py_o on ait :

Cuollell? e < /K b ¢ do (A2)

IVx@)lo2n < Cruhi I9lloz x (A.3)

Démonstration : By construction, by is strictly positive inside K. Hence
1/2
el = ( [ )bt )
K
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defines a norm on Pj_2. Since Pj_2 is a finite dimensional space, all norms are equivalent, and
thus [|¢||s, i is equivalent to the L? norm : there exists C and C such that for all ¢ € Py_o :

C/ ©*(x)dz < / ©*(2) b (z)dz < C'/ ©*(x) da

K K K

d’ott (A.2). Le second résultat nécéssite un changement de variable de 1’élément de référence K
vers K : x = Fg(Z) = BgZ + bi. On note o, = maxger, et

hk
OK = —
PK

et ou pg est le diametre de la sphere inscrite dans K. On suppose que la famille (73)n>0 est

réguliere, c’est-a-dire qu’il existe une constante positive o telle que o < o, Vh > 0. On a : RAPIDE!!
prop de
2 e IN —1 2 ~ B—l 2
V(pbg)>dz = [ ‘V(cpbK).BK ] |By|dz Pl
K K

IN

g2
oh;f/ ’V(@b;{)‘ By |dZ
K
L’intégrale définit une norme sur Py_o(K) qui est équivalente & celle de L2(K), d’ot :

/wwwwm
K

IN

Cohj? / ?* |Bk|dz
K
< C’Jh;(Q/ oidx
K

ce qui montre (A.3). ]

LEMME A.2 (bulles faces)
1l existe trois constantes Cho, Ci3 et Ciy telles que pour tout ¢ € Pr_1 on ait :

CiallélZss < A%wm (A4)

> lbsdllyax < Cushs gl s (A.5)
KCws

S Vs Hlpar < Cuhs' 6l as (A.6)

KCws

Démonstration : La démonstration de (A.4) est similaire & celle du lemme précédent : par équivalence
des normes en dimension finie. Les preuve de (A.5) et (A.6) reposent sur un argument de trans-
formation sur I’élement de référence, également similaire a celui du lemme précédent. ]
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