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Chapitre 1

Introduction : les quaternions

Ce chapitre a pour but d’introduire les concepts de base utilisés par ce cours de C++
en calcul scientifique : conception de classe, classe paramétrée par un type, ainsi que la
surchage d’opérateur.

Les quaternions ont été introduits en 1853 par HAMILTON. Ils plus tard été utilisés en
mécanique quantique, et, plus récemment, en animation 3D, pour calculer des rotations
d’axes.

Les quaternions sont des nombres hypercomplexes qui forment un groupe non commutatif.
Ils peuvent étre représentés a ’aide des matrices complexes 2 x 2 :

h—= ( o f) - ( et ) — U+ T+ T +dK
avec
=(0v) 7= (o ) o= () m=(00)
et 7? = J? = K% = —U généralisent les nombres imaginaires purs. La norme de h est

définie par |h| = /|2|2 + |w|? et le conjugué de h est h = ald — bI — cJ — dK.
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L’objectif de cette partie est de construire une classe quaternion ayant le méme type
d’interface, et compatible avec la classe complex de la librairie standard C++ :

<complex>

template <class T>

class complex {
public :

complex(const T& a=0, const T& b=0);
complex(const complex<T>& z);
complex<T>& operator= (const complex<T>& z);

“complex() ;
T& real();
T& imag();

const T& real() const;
const T& imag() const;

protected :
T re, im;
b

La classe est paramétrée par le type T qui représente le type flottant (float, double, long
double...) approchant les nombres réels, et utilisé pour les parties réelles et imaginaires.
Ainsi le type float est limitée a une précision de sept décimales et le type double a quinze
décimales. La classe quaternion est complété un ensemble de fonctions décrivant I’algebre

standard :

template<class T>
template<class T>
template<class T>
template<class T>
template<class T>
template<class T>
template<class T>
template<class T>
template<class T>

istream& operator > (ostream& in, quaternion<T>& h);

ostream& operator < (ostreamé& out, const quaternion<T>& h);
complex<T> operator+ (const complex<T>&, const complex<T>&);
complex<T> operator— (const complex<T>& z); // moins unaire
complex<T> operator— (const complex<T>&, const complex<T>&);
complex<T> operator* (const complex<T>&, const complex<T>&);
complex<T> operator/ (const complex<T>&, const complex<T>&);
T conj (const complex<T>&);

T abs (const complex<T>&);

La classe quaternion peut ainsi s’écrire
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quaternion.h

#include <complex>
template <typename T>
class quaternion {
public :
quaternion (const T& a=0, const T& b=0, const T& c=0, const T& d=0);

quaternion (const std::complex<T>& z, const std::complex<T>& w = std::complex<T>());

quaternion (const quaternion<T>& h);
quaternion<T>& operator= (const quaternion<T>& h);
std::complex<T>& z();
std::complex<T>& w();
const std::complex<T>& z() const;
const std::complex<T>& w() const;
protected :

std::complex<T> zc, wc;

i

On a choisi ici de représenter un quaternion par deux nombres complexes plutot que par
quatre réels : cela permettra d’écrire les opérations algébriques de fagon plus compacte.
De méme que pour la classe complex, la classe quaternion est paramétrée par le type T
qui représente 'approximation par des nombres flottants des nombres réels. Remarquons
le préfixe std : : devant complex : cette class est accédée dans la librairie standard via
le domaine de nom std apres inclusion du fichier d’entéte correspondant.

Les constructeurs et opérateurs d’affectation s’écrivent :

template <typename T>
quaternion<T>::quaternion (const T& a, const T& b, const T& ¢, const T& d)
: ze(a,b), we(e,d) {}
template <typename T>
quaternion<T>::quaternion (const std::complex<T>& z, const std::complex<T>& w) : zc(z),
template <typename T>
quaternion<T>::quaternion (const quaternion<T>& h) : zc(h.zc), we(h.we) {}
template <typename T>
quaternion<T>& quaternion<T>::operator= (const quaternion<T>& h) {
z = hz; w = h.w; return xthis; }

Le premier constructeur prend quatres réels en arguments. Ces arguments ont tous des
valeurs par défaut, si bien qu’il est possible de déclarer un quaternion sans préciser de
valeur : ce sera zéro. Nous avons affaire au constructeur par défaut. Lorsque le constructeur
est appelé avec un seul argument de type flottant, il convertit cette valeur en quaternion :
nous avons affaire a une conversion implicite de type. Nous avons affaire au constructeur
par défaut. De méme, le second constructeur peut n’étre appelé qu’avec un seul nombre
complexe, le second étant nul par défaut : nous retrouvons la conversion implicite de type,
ici du type complexe au type quaternion. Le troisieme constructeur est le constructeur de
copie. Lopérateur d’affectation operator= prend également en argument un quaternion.

Les accesseurs aux données z et w de la classe sont :

we(w) {}
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template <typename T> std::complex<T>& quaternion<T>::z() { return zc; }

template <typename T> std::complex<T>& quaternion<T>::w() { return wc; }

template <typename T> const std::complex<T>& quaternion<T>::z() const { return zc; }
template <typename T> const std::complex<T>& quaternion<T>::w() const { return wc; }

Remarquons que on distingue les acces en lecture seule, agrémenté du mot-clef const, et
qui renvoient une référence constante sur un complex<T>, des acces en lecture et écriture,
qui renvoie une référence complex<T> sans la restreindre a étre constante.

[’adition entre deux quaternions s’écrit simplement :

template <typename T>
quaternion<T> operator+ (const quaternion<T>& h, quaternion<T> m) {
quaternion<T> r;
ra() = ha() + ma();
rw() = how() + mow);
return r;

}

Les opérateurs de soustraction et de multiplication sont assez analogues :

template <typename T>
quaternion<T> operator— (const quaternion<T>& h, quaternion<T> m) {
quaternion<T> r;
ra() = ha() — ma();
rw() = hw() — mw();
return r;
}
template <typename T>
quaternion<T> operatorx (const quaternion<T>& hl, quaternion<T> h2) {
quaternion<T> r;
r.z() = hl.z()xh2.z() — hl.w()*conj(h2.w());
r.w() = hl.z()xh2.w() + hl.w()xconj(h2.z());

return r;

}

Le module d'un quaternion est |h| = /|2]? + |w|? o | 2] et |w]| sont les modules des nombres
complexes z et w. Le quaternion conjugué est noté h = Z—w ol Z est simplement le nombre
complexe conjugué de z. Ainsi hh = |h|? et l'inverse s’écrit : h=' = h/|h|?. Ceci va nous
permettre d’introduire la division entre deux quaternions :
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template <typename T>
T abs (const quaternion<T>& h) {
return sqrt(abs(h.z())*xabs(h.z()) + abs(h.w())*abs(h.w()));

template <typename T>

quaternion<T> conj (const quaternion<T>& h) {
quaternion<T> r;
r2() = coni(ha());
rwv() = —haw();
return r;

}

template <typename T>

quaternion<T> operator/ (const quaternion<T>& hl, quaternion<T> h2) {
quaternion<T> r = hlsxconj(h2);
T deno = abs(h2)xabs(h2);

r.z() /= deno;
r.w() /= deno;
return r;

}

La fonction d’écriture écrit enfin :

#include <iostream>

template<typename T>

std::ostream& operator< (std::ostream& out, const quaternion<T>& h) {
ot €« "(" < hz() <", "< hw() < "M";
return out;

}

Ainsi, un quaternion h = 3 4 2i + 55 + Tk sera formaté suivant deux nombres complexes
et parenthésé : ((3,2),(5,7)). La fonction de lecture associé s’écrit :
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template<typename T>
std::istream& operator> (std:istreamé& is, quaternion<T>& h) {
std::complex<T> z, w;

char c;
is > c;
if (¢ =="0){
Is >z > c;
if (c=="7,"){
is>w > c;
if (c == 7))
h = quaternion<T>(z, w);
else
is.setstate(std::ios_base::failbit) ;
} else {
if (c == 7)?)
h=2z;
else
is.setstate(std::ios_base::failbit) ;
}
} else {
is.putback(c);
is > z;
h=z;
}
return is;

}
Les fonctions de lecture sont souvent plus longues et compliqués de les fonctions d’écriture,
car elles testent différentes variantes d’écriture et détectent les erreurs de format d’entrée.
Ainsi se termine la classe quaternion. Ecrivons un petit programme qui teste ses fonctio-
nalités :
quaternion_tst.cc

#include "quaternion.h"

using namespace std;

int main(int arge, charsxargv) {
quaternion<double> hl1 (1,1,7,9);
quaternion<double> h2 (1,-1,—7,-9);
cout < "hl =" <« hl < endl;
cout < "h2 = " <« h2 <« endl;
cout < "h1+h2 = " <« hl+h2 < endl;
cout < "hi1-h2 = " < hl—h2 < endl;
cout < "hi1xh2 = " <« h1xh2 < endl;
cout < "h1/h2 = " < hl/h2 < endl;
cout < "(h1/h2)*h2 = " < (h1/h2)xh2 < endl;
return 0;

}

La compilation et le test sont donnés par :

c++ quaternion_tst.cc -o quaternion_tst
./quaternion_tst



Chapitre 2

Introduction aux algorithmes

génériques

cg.h

algorithme gc
entrée A, 20, b, M
sortie (2());>;

début
70 =p— Az©)
Z(O) = M_lr(o)
p(l) .— ,(0)
po = (r©, 20)

pour i := 1,2,...
¢ = Ap® | |
a; == pi-1/(p®, ¢)
x(l) = x(z_l) _|_ alq(l)
7,.(2) = r(ifl) — alq(l)

si [[r@|| < e alors arrét

20 .= M—1p()
pi = (r®, 2)
Bi := pi/pi-1
plitD) .= () 4 gp(®)
fin
fin

template <typename Mat, typename Vec,
typename Precond, typename Real>
int cg (const Mat &A, Vec &x, const Vec &b,

{

}

const Precond &M,

int maxiter, Real tol)

Real normb = norm(b);

if (normb == 0) { x = 0; return 0; }

Vecr =b — Axx;
Vec z = M.solve(r);
Vec p = z;
Real rho = dot(r, z);
Real rho_prev = rho;
std::clog < "pcg
for (int i = 1; i < maxiter; i++) {
Vec q = Axp;
Real alpha = rho / dot(p, q);
x += alpha * p;
r —= alpha * q;
Real resid = norm(r) / normb;
std::clog < "pcg :
if (resid <= tol) return 0;
z = M.solve(r);
rho = dot(r, z);
Real beta = rho/rho_prev;
rho_prev = rho;
p = z + betaxp;

}

return 1;

: 0" < norm(r)/normb < std::endl;

"€ i< " " K resid < std::endl;
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2.1 L’algorithme du gradient conjugué

Le langage C++ permet la généricité. Ainsi, en programmant la résolution de Az = b par
I’algorithme du gradient conjugué, nous pouvons disposer d'une seule version du code pour
tous les types de matrices.

Ceci nécessite que les types Mat, Vec et Real partagent un interface commun :

Vec <« Real xVec
Vec <« Mat xVec
Real « dot (Vec, Vec)
Real « mnorm (Vec)
Vec « Vec +Vec

Le type Precond modélise un précondtionneur noté M. On remplace alors la résolution de
Ax = b par celle de M1 Ax = M~'b, ot M est une matrice inversible, a priori assez facile
a inverser, et afin que la résolution du systeme ainsi transformé converge plus rapidement.

La classe Precond devra satisfaire avec la classe Vec une opération :
Vec <« Precond.solve (Vec)

Le plus simple des préconditioneurs est la matrice identité :

eye.h

class eye {

public :
template <typename Vec> const Vec& solve (const Vec& x) const { return x; }
template <typename Vec> const Vec& operatorx (const Vec& x) const { return x; }

b

Un appel au gradient conjugé sans préconditionnement aura la forme :
cg (A, x, b, eye(), maxiter, tol);

Il est bien str possible d’élaborer des préconditionneurs plus élaborés : préconditionneur
diagonal, de GAUSS-SEIDEL ou SSOR, de CHOLESKI incomplet, etc. En s’appuyant sur une
analyse des algorithmes itératifs de résolution [BBC*94], Dongarra et al. ont proposé dans
cet esprit la librairie IML++ [DLPRO1], librairie générique en C++ et contenant une grande
variété de méthodes itératives, notamment :

— gradient conjugué préconditionné (cg)

— gradient bi-conjuggé stabilisé (bicgstab)

— résidu minimal généralisé (gmres)

— résidu quasi-minimal (qmr)

Le paragraphe suivant va définir une possibilité de choix pour la classe Vec.
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2.2 La classe valarray(T)

La classe valarray(T), proposée dans la librairie standard du C++, représente un vecteur
de numérique avec 'arithmétique associée. Cette classe est définie sous l'espace de nom
std dans 'entéte (valarray) :

<valarray>
template <class T>
class valarray {
public :

valarray(); // constructeur de taille nulle
valarray (size_t n); // de taille n
valarray (const T& initval, size_t n); // de taille n avec initialisation
valarray (const valarray<T>& y); // contructeur de copie
valarray<T>& operator= (const valarray<T>& vy); // affectation
size_t size() const; // renvoie la taille
T& operator [] (size-t i); // accés en lecture-écriture
const T& operator [] (size_t i) const; // accés en lecture seule

¥
Un exemple simple d’utilisation de cette classe est :

valarray_tst.cc

#include <valarray>

#include <iostream>

using namespace std;

int main () {
valarray<float> u(10);
valarray<float> v(3.1, 10);
cout < v[0] < endl;
return O;

}

Les fonctions dot(.) et norm(.,.) dont nous avons besoin se définissent simplement dans
le fichier entéte ‘valarray util.h’:

valarray_util.h

#include <valarray>
template <class Vecl, class Vec2>
typename Vecl : :value_type dot (const Vecl& x, const Vec2& y) {
typename Vecl : :value_type sum = 0;
for (unsigned int i = 0; i < x.size(); i++)
sum += x[i]*xy[i];
return sum;
}
template <class Vec>
inline typename Vec : :value_type norm (const Vec& x) {
return sqrt(dot(x,x));
}
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Nous utiliserons aussi souvent la fonction membre shift qui réalise un décalage logique
(voir [Str01, p. 740]). L’instruction v=u.shift(d) renvoie dans v un objet de la classe
valarray(T) de méme taille que u, et dont le i-eme élément v[i] est uli+d] si i+d est
dans l'intervalle 0. .u.size() -1, et zéro autrement. Ainsi, une valeur positive de d décale
les éléments vers la gauche de d places, avec un remplisssage par des zéro. Par exemple :

u = (ug, Up,... Uy 2, Up_1)
u.shift(l) = (uy, ug,...Up_1, 0)
ushift(—1) = (0, ug,... Uy 3, Uy _2)

En s’inspirant de la syntaxe du célebre langage matlab, nous avons introduit, pour notre
confort, la fonction range, tres commode avec la classe valarray, et définie par :

range.h

#include <valarray>

inline std : :slice range (size_t first, size_t last) {
return std : :slice (first, last—first+1, 1);

}

Lorsque le pas ne vaut pas un, nous avons :

std : :slice range (size_t first, size_t step, size_t last) {
return std : :slice (first, 14-(last—first)/step, step);
}

Nous avons établi la correspondance entre deux syntaxes :

matlab ‘ C++
u (debut :fin) u [range(debut,fin)]
u (debut :pas :fin) u [range(debut,pas,fin)]

Certain tableaux a un indice ont une interprétation bidimensionnelle, comme (u; ;)o<i j<n—1

? 5] ILIX
dans les schémas aux différences finies. Afin de faciliter cette interprétation, nous introdui-
sons les utiltaires suivants :
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class col_type {
public :
col_type (size_t nl) : n(nl) {}
std : :slice operator() (size_t i) { return range (i, n, nxn — 1); }
protected :
size_t n;
i
class row_type {
public :
row_type (size_t nl) : n(nl) {}
std : :slice operator() (size_t j) { return range (j*n, (j+1)*xn—1); }
protected :
size_t n;
i
class index_type {
public :
index_type (size_t nl) : n(nl) {}
size_t operator() (size_t i, size_t j) { return j+ixn; }
protected :
size_t n;

b
Voici un exemple d’utilisation :

range_tst.h

#include "range.h"
#include <iostream>
using namespace std;
int main (int argc, charxx argv) {
size_t n = (argc > 1)7? atoi(argv[l]) : 10;
size_t i = (argc > 2)7? atoi(argv[2]) : 0;
size_t j = (arge > 3)7? atoi(argv[3]) : 0;
valarray<double> u (0., n*n);
row_type row (n);
col_type col (n);
index_type elt (n);
u [row(i)] = 1.0;
u [col(j)] = 2.0;
u [elt(i,j)] = 3.0;
for (size_t j = 0; j < n; j++) {
for (size_t i = 0; i < n; i++)
cout < u [elt(i,j)] < " ";
cout < endl;

}

La compilation et le test sont :

c++ range_tst.cc -o range_tst
range_tst 5 2 3
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ce qui a pour effet d'imprimer :

O N O O O
O N O O O
= W= =
O N O O O
O N O O O

Rapellons que (u; ;)o<i j<n—1 D'est pas une matrice : les expressions algébriques telles que
Zj u; jz; n'a pas de sens. Cette structure bidimensionnelle est issue du maillage utilisé
pour la discrétisation, et disparait lorsque ces maillages sont plus généraux.



Chapitre 3

Probleme de POISSON en dimension
un

3.1 Les différences finies pour le probleme de POISSON

3.1.1 Présentation du probleme

Considérons le probleme de POISSON avec conditions aux bord homogenes de DIRICHLET :

(P) : trowver u, définie de [—1,1] dans R, telle que

—u" = fdans|—1,1]
u(=1) = 0 (3.1)
u(l) = 0

ou f est une fonction donnée, de [—1, 1] dans R. Ce probleme est a la base de nombreuses
modélisation en mécanique, physique, chimie, thermique. Par exemple, il permet de décrire
la vitesse d'un fluide dans une conduite ou un canal, la forme d’un pont ployant sous une
charge.

La solution du probleme (P) n’est connue explicitement que pour quelques cas particuliers.

Dans le cas général, il est cependant possible d’approcher la solution u(z) par la méthode
des différences finies. Soit n un entier et considérons le probleme suivant :
(P)p, = trouver (u;)o<i<n telle que
—Uit1 + 2u; — Ui .
1 2 L f(z;)) pour 1 <i<n—1
2% 0 (3.2)
u, = 0

15
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ouh=2/n, z; = —1+ih, 0 <i < n. Les inconnues u; approchent u(z;) d’autant mieux
que n est grand :

u; — u(z;) lorsque n — 400

Le probleme peut se mettre sous la forme suivante :

2 -1 Uy R f(z1)

—1 2 Up—1 th(:L‘n—l)

Il s’agit d'un systeme linéaire de taille n — 1. La matrice est notée A = (a;;)1<ij<n—1 €t le
second membre b = (b;)1<i<n—1, bi = h*f ().

3.1.2 La résolution du systeme tridiagonal

La maniere la plus efficace de résoudre un systeme tridiagonal est d’utiliser une méthode
directe. Si nous avons a résoudre un probleme de méme matrice avec successivement plu-
sieurs seconds membres, comme ce sera le cas dans la suite, le plus efficace est de factoriser
la matrice, par exemple sous la forme A = LDLT ot D est diagonale et L triangulaire
inférieure (voir par exemple [LT93], tome 1, page 268).

La fonction suivante effectue la factorisation en place, au sens o1 le méme tableau d contient
diag A en entrée et D en sortie. De méme, le tableau 1 contient tril A, la partie triangu-
laire inférieure de A.,en entrée, et L en sortie.

#include <valarray>
template <class T>
void 1dlt_1d (std : :valarray<T>& d, std : :valarray<T>& 1) {
for (size_t i = 1; 1 < d.size(); i++) {
Ts=1[i—-1] / d [i-1];
d[i] == s *1[i—1];
1 [i-1] = s;

}

Remarquons le type générique T qui peut étre le type float ou double, mais aussi pour
utiliser des nombres complexes ou des classes de précision étendue.

Voici la résolution de LDLTz =b :
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1ldlt_solve_1d.h

template <class T>
void ldlt_solve_1d (const std : :valarray<T>& d, const std : :valarray<T>& 1,
std : :valarray<T>& b) {
for (size_t i = 1; 1 < d.size(); i++)
b [i] —=1[i—1] = b [i-1];
for (size_t i = 0; 1 < d.size(); i++)
bi] /= d [il;
for (size_t i = d.size()—1;1> 0; i——)
b [i-1] —=1[i—1] = b [i];

La solution x prend également la place du second membre b.

3.1.3 Le programme de tests

Considérons le code suivant :
fd_uniform_tst.cc

#include "1d1t_1d.h"
#include <iostream>
using namespace std;
double u (double x) { return (1—xx*x)/2; }
int main (int argc, charxx argv) {
size_t n = (argc > 1)7? atoi(argv[l]) : 11;
valarray<double> a (2.0, n—1);
valarray<double> al (—1.0, n—2);
1dlt_1d (a, al);
double h = 2.0/n;
valarray<double> b (hxh, n—1);
ldlt_solve_1d (a, al, b);
valarray<double> pi_h_u (n—1);
for (size.t i = 0;1 < n—1; i+4)
pi-h_u [i] = u (—=1+(i+1)xh);
valarray <double> uerr = abs(pi_h_u — b);
double err = uerr.max();
cerr < "err " < err < endl;
return err > 1le—87 1: 0;

}

Pour un second membre f = 1, la solution est connue explicitement : v = z(1 — x)/2. La
compilation et le test sont donnés par :

ct+ fd_uniform_tst.cc -o fd_uniform_tst
fd_uniform_tst

La solution exacte étant polynomiale de degré deux, la solution approchée coincide donc
avec l'interpolée de la solution exacte. L’erreur sera donc nulle — a la précision machine
pres — quelque soit h.
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A
1
|
wo(x) | pi(x)
|
|
|
I
O I I l I
-1 = o X1 Ce Ti—1 €Z; Tit1

FiG. 3.1 — Fonction de base ;.
3.2 Le cas d’une subdivision non-régulieres

3.2.1 L’approximation variationnelle

Sans perte de généralité, nous pouvons supposer que I =] — 1, 1[. Introduisons les formes
bilinéaires :

m(u, v) = /u(x)v(w)dx, Vu, v € L*(I),

1

a(u,v) = /_u'(x)v'(:c)d:c. Yu, v € Hy(I).

1
Les formes af(.,.) et m(.,.) sont habituellement appellées formes d’énergie et de masse,
respectivement. La formulation variationnelle de (3.1) est :

(FV) : trowver u € H(I) telle que
a(u,v) = m(f,v), Vv e Hi(I). (3.4)

Soit —1 =y < x; < ... < x, = 1 une subdivision de I. Posons h; = z;;1—z;,0 <i <n—1
et h = max{h;, 0 < i < n— 1}. Soit X}, I'ensemble des fonctions continues de I dans
R et affines dans chaque intervalle [z;, z;41]. Introduisons V,, = X, N H}(I) lespace des
fonctions de X}, et s’annulant en x = +1.

Nous considérons le probleme approché suivant :
(E'V)p, « trowver uy, € Vi, telle que
a(up, vy) =m(f, vn), Yo, € V. (3.5)
L’espace X} est de dimension finie : dimV}, = n + 1. Nous pouvons choisir pour base de
X, les fonctions (¢;)o<i<n valant un au i-eme sommet z; et zéro aux autres sommets (voir

Fig. 3.1). L'opérateur d’interpolation de lagrange 7, correspond a la fonction interpolate
et est donnée par :
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interpolate_1d.h

template <class Array, class Function>
Array interpolate (const Array& x, Function v) {
Array vh (x.size());
for (unsigned int i = 0; i < x.size(); i++)
vh[i] = v (x [):
return vh;

}

Décomposons u; dans cette base :
n
un(w) =Y uj, 04(x)
j=0

En choisissant v, = ¢; dans (3.5), la formulation variationnelle conduit a :

alps, pj)u; = Zm(%, @) fx;), 1<i<n—1,
5=0 §=0
ug = u, =20.

Cependant, il est difficile d’évaluer le second membre de fagon exacte pour une fonctiob f
générale. Aussi, nous approchons les intégrales apparaissant dans les formes bilinéaire par
la formule de quadrature des trapezes :

/:_1 f(z) do ~ hif(xi_1)2+ f(z:)

Ceci nous conduit a introduire le produit scalaire discret :

(u, v)p, = Z hiu(xi_l)v(xi_lg +ulwi)olwi) Vu, v € L*(I),
1=1

et a définir les formes bilinéaires m(.,.) et ay(.,.) approchées :
mp(u, v) = (u,v)n, Vu,ve L*(I),
ah(uh, Uh) = (u;L, U;L)h, Yuy, v —h € Xy,
Nous considérons alors le nouveau probleme approché suivant :
(F'V)y, : trowver uy, € Vyy, telle que
an(Un, vn) = mu(f, vn), Yon € Vop. (3.6)

Afin de ne pas allourdir les notations, nous omettros par la suite les tildes, et noteron uy,
la solution de (3.6). En choisissant v, = ¢; dans (3.6), la formulation variationnelle (3.6)
conduit a :

=0 =0

Uy = lNLnZO
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D’une part, la formule est exacte pour les polynomes de degré un, et, d’autre part, u) v},
est constant par intervalle pour u et v, € X}, si bien que

ap(up,vp) = alup,vp),  Vup, vy € Xp.

Il ne reste plus qu’a calculer les coefficients des matrices A = (an(vi, ¢j))i<ij<n—1 €t
M = (mp(pi, ¢;))1<ij<n—1. La matrice M est clairement diagonale :
ho + h
oty 0 0
hi+h
1+ N 0 0
2
M = . .
Pp—a + ho—
0 0o ... % 0
hp—1 + hy,
0 0o ... 0 %

Ceci conduit a la fonction :
fd_mass_1d.h

template <class T>
void fd_mass_1d (const std : :valarray<T>& x, std : :valarray<T>& m) {

for (size_t i = 0; 1 < x.size()—2; i++)
m [i] = (x[i+2]—x[i])/2;

}
Un calcul élémentaire donne :
L sii>1 et © € |r;_q, 7y,
Ty — Tj—1
pi(r) = _Zim1 7T sit<n—1 etx€lr, i,
Tit1 — T4
0 sinon.
ainsi que
1/hi,1 S 2 1 et x 6]1’1;1, SL’Z'[,
oi(x) =< —1/hiyy sii<n—1 etx€|r, ],
0 sinon.
et finalement :
1 1 1 0 0
h h h
L R T . .
hq hi  hs
A= .
1 1 1
0 0 —
hn73 _'_ hn—Q h'n72
1 1 1
0 0 — +

La fonction suivante initialise la matrice A :
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fd_energy_1d.h

#include <valarray>
template <class T>
void fd_energy_1d (const std : :valarray<T>& x, std : :valarray<T>& D, std : :valarray<T>& L) {
for (size_t i = 0; 1 < x.size()—2; i++)
D [i] = 1/(x[i+1]—=x[]) + 1/(x[i+2]—x[i+1]);
for (size_t i = 0; 1 < x.size()—3; i++)
L [i] = — 1/(x[i+2]—x[i+1]);
L [x.size()—3] = 0;

Les tableaux d et 1, sont la diagonale, taille n — 1, et la sous-diagonale, de taille n — 2.
Pour des raisons de commodité, le tableau 1 sera également de taille de n — 1, avec comme
convention 1 [1.size()-1] ==

Remarquons que le probleme s’interprete comme un schéma aux différences finies :

Ui—1 1 Wit1 hi + hi—y .
— —_— E— i — 1) 1 < < - ]'
hi—y <hi * hi—l) B hi 2 flz) P
Uy = Uy, =0

En particulier, lorsque la subdivision est choisie uniforme, nous retrouvons le schéma aux
différences finies (3.2), page 15. Ainsi la méthode des éléments finis apparait comme une
généralisation de la méthode des différences finies.

Nous pourrions a présent écrire un programme, comme nous l’avions fait dans le cas d'une
subdivision réguliere. Cependant, le code perdrait en lisibilité, du fait des tableaux (d,1)
de la matrice tridiagonale. ce code deviendrait difficilement réutilisable pour d’autres ap-
plications.

Nous allons voir dans la suite :

— comment rendre le code plus agréable a lire, et donc a maintenir ;

— comment le code sera réutilisable pour en faire un préconditionneur d’un probleme plus
complexe, dans le cadre des méthodes spectrales. (voir tome 2 du livre).

Pour cela, nous allons construire une classe regroupant les tableaux (d,1) et gérant la

factorisation et la résolution.
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3.3 La classe des matrices tridiagonales symmeétriques

strid.h

#include <valarray>
#include <iostream>
template <class T>
class strid {
public :
typedef T value_type;
strid (size_t = 0);
strid (const strid<T>&);
strid<T>& operator= (const strid<T>&);
const std : :valarray<T>& diag () const;
const std : :valarray<T>& tril () const;
std : :valarray<T>& diag ();
std : wvalarray<T>& tril ();
std : :valarray<T> operatorx (const std : :valarray<T>& x) const;
void factorize ();
std : :valarray<T> solve (const std : :valarray<T>&) const;
protected :
std : :valarray<T> _d;
std : :valarray<T> _1;
¥

template <class T> void factorize (const strid<T>& a, strid<T>& fact);

Pour coder le produit matrice-vecteur, utilisons la fonctions shift de la classe valarray(T),
qui réalise un décalage logique (voir section 2.2 page 2.2).

template <class T>
inline std : :valarray<T> strid<T> : :operator (const std : :valarray<T>& x) const {
return _l.shift(—1)+x.shift(—1) + _d#x + _lsx.shift(1);

}
Cette fagon d’utiliser les décalages demande en contrepartie que les deux tableaux d et 1
aient la méme longueur, avec comme convention 1[1.size()-1] == 0. La factorisation

LDLT fait appel aux fonctions précédentes :

#include "1d1t_1d.h"

template <class T> inline void strid<T> : :factorize () { ldlt_1d (_d, _1); }

template <class T> inline void factorize (const strid<T>& a, strid<T>& fact) {
fact = a;
fact.factorize ();

}

template <class T>

inline std : :valarray<T> strid<T> : :solve (const std : :valarray<T>& b) const {
std : :valarray<T> x = b;
ldlt_solve_1d (-d, 1, x);

return x;
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L’implémentation des autres fonctions membres est assez classique. Les constructeurs de
copie et d’affectation doivent étre explicitement spécifiés, car la classe strid(T) contient
deux valarray(T) qui utilsent l’allocation dynamique de mémoire.

template <class T> inline strid<T> : :strid (size_t n) : _d(n), -1(n) {}
template <class T> inline strid<T> : :strid (const strid<T>& a) : _d(a._d), _l(a._1) {}
template <class T> inline strid<T>& strid<T> : :operator= (const strid<T>& a) {
_d.resize (a._d.size());
_Lresize (a._lsize());
_d = a._d;
1 =a._l,;
return *this;

}

Enfin, les acces en lecture et écriture aux données sont immédiats :

template <class T> inline const std : :valarray<T>& strid<T> : :diag () const { return _d; }
template <class T> inline const std : :valarray<T>& strid<T> : :tril () const { return _1; }
template <class T> inline std : :valarray<T>& strid<T> : :diag () { return _d; }

template <class T> inline std : :valarray<T>& strid<T> : :tril () { return _1; }

L’assemblage de la matrice d’énergie devient :

fd_energy_1d.h (suite)

#include "strid.h"

template <class T>

inline void fd_energy_1d (const std : :valarray<T>& x, strid<T>& a) {
fd_energy_1d (x, a.diag(), a.tril());

}

Une fagcon commode d’imbriquer les inclusions des fichiers d’entéte, sans repasser deux
fois sur les mémes déclarartions, est de les encadrer par des directives du pré-processeur
compilateur. Par exemple :

#ifndef _HAVE_STRID_H
#define _HAVE_STRID_H
template <class T>
class strid {

//
+;
#endif // _HAVE_STRID_H

Le paragraphe suivant illustre 1'utilisation de la classe strid et des subdivisions non-
uniformes.
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L
-1 0 1
X

F1a. 3.2 — Aspect de la solution wu,(z) sur [—1, 1] suivant .

3.4 De Dinterét des subdivisions non-uniformes

u_exact_singular.h

template <class T> struct u_fct {
T operator() (const T& x) const { return pow (1—xxx, a); }
u_fct (const T& alpha) : a(alpha){}
T a;

¥

template <class T> inline struct u_fct<T> u (const T& a) { return u_fct<T>(a); }

template <class T> struct f_fet {
T operator() (const T& x) const {
return (x«x == 1)? 0: 2xax(pow (1—x*x, a—1) — 2x(a—1)sxxx*pow (1—x*x, a—2)); }
f_fct (const T& alpha) : a(alpha){}
T a;
b

template <class T> inline struct f_fct<T> f (const T& a) { return f_fct<T>(a); }

template <class T> inline
T chi (const T& b, const T& t) { return (bxt — 1 — pow (t, b) + pow(1—t, b))/(b—2); }

Ce code a pour but I’étude d’une solution de la forme :
Ua () = (1 —2%)°,

avec a > 1/2. La solution est peu réguliere en = £1 (voir figure 3.2). Un rapide calcul
permet de préciser ce manque de régularité : u, € H*"'/275(I), pour tout £ > 0, mais
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uq & HFVY2(I). En effet, la dérivée d’ordre s > 0, uls) est en (1 + 2)** au voisinage de
x = —1. Cette dérivée n’est de carré sommable dans ce voisinage que pour s < a + 1/2.

D’autre part, pour h > 0, et sur une subdivision uniforme, I’erreur d’interpolation |u — mul
en x = —1 + h varie comme :

B2 (=1 + )| ~ h2 x h2 = R,

Ainsi, 'erreur dans ce voisinage est majorée par un terme en h®. Loin des bords, I'erreur
) )
est en h?, si bien que le mieux que nous puissions avoir sur un subdivision uniforme est

O(hmin(a,2) ) )

Afin de resserer la subdivision pres des bords, cherchons une distribution des sommets de
la forme z; = 2x(i/n) — 1, 0 < i < n avec :

Pt —14+(1—t)f 48
— 53 ,

x(t)

et ou # > 1. Nous retrouvons la subdivision uniforme pour 3 = 1. Le pas de la subdivision
h; = ;11 — x; évolue comme X'(i/n). Ainsi, I'erreur d’interpolation h?|u”(z;)| au voisinage
de z = —1 va se comporter comme X'(t)*x(¢)*"% au voisinage de ¢ = 0.

Y (1) x()* 2 =~ t**~%  au voisinage de t = 0.

Cette erreur sera équirépartie dans ce voisinage si a5 — 2 = 0, c’est-a-dire § = 2/«. Nous
apellerons subdivision adaptée la subdivision obtenue.
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fd_adapt_tst.cc

#include "fd_energy_1d.h"
#include "fd_mass_1d.h"
#include "interpolate_1d.h"
#include "u_exact_singular.h"
#include "range.h"
#include "valarray_util.h"
#include <iostream>
using namespace std;
int main (int arge, charxx argv) {
size_t n = (argc > 1)7? atoi(argv[l]) : 11;
double alpha = (argc > 3)7? atof(argv[3]) : 0.5;
double beta = (argc > 2)7? atof(argv([2]) : 2/alpha;
valarray<double> x (n+1);
for (size_.t i = 0; 1 < n+1; i+4)
x [i] = =1 4 2xchi (beta, 1.0xi/n);
strid<double> a (n—1);
valarray<double> m (n—1);
fd_energy_1d (x, a);
fd_mass_1d (x, m);
strid<double> fact (n—1);
factorize (a, fact);
valarray<double> pi_h_f = interpolate (x, f(alpha));
valarray<double> b = m x valarray<double>(pi_h_f [range(1,n—1)]);
valarray<double> uh (0.0, n+1);
uh [range(1,n—1)] = fact.solve (b);
valarray<double> pi_h_u = interpolate (x, u(alpha));
valarray<double> u_err = valarray<double>(pi_h_u — uh)[range(1,n—1)];
valarray<double> uerr_linf = abs(u_err);
cerr < "alpha " < alpha < endl
< "beta " < beta < endl
< '"n " < 1n < endl
< "err_12 " < sqrt(dot (u_err, mxu_err)) < endl
& "err_linf " < uerr_linfmax() < endl
< "err_hl " < sqrt(dot (u-err, axu_err)) < endl;

}

La compilation et I'execution du code sont :

c++ fd_adapt_tst.cc -o fd_adapt_tst
fd_adapt_tst 1000 0.5 1
fd_adapt_tst 1000 0.5 4

Le premier argument de la ligne d’appel est n. Les suivants sont « et 3. Ces arguments
sont optionnels.

La figure 3.3 compare les solutions approchées sur maillages uniformes et adaptés ainsi
que la solution exacte, ceci pour n = 40 et @« = 1/2. Le maximum de 'erreur, obtenu en
x =0, est de 12 % sans adaptation et tombe a 2 % avec un maillage adapté. Ainsi, pour
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1 solution exate
PR — adapté - - e -
uniforme - - o -

F1G. 3.3 — Approximation sur les subdivisions uniformes et adaptées (n = 40, a = 1/2).

un méme nombre de points de la subdivision, la solution approchée sur maillage adapté est
nettement plus précise. Cet écart se creuse encore plus lorsque n augmente. La figure 3.4
présente, pour o = 1/2, l'erreur ||u;, — mpul|p~ selon n pour une subdivision uniforme
(8 =1) et adaptée (8 = 4). Dans le cas uniforme, I'erreur est en O(h'/?) = O(n~'/2). Dans
le cas adapté, l'erreur est en O(n~!) : la convergence est donc bien plus rapide. La norme
L? de l'erreur a un comportement similaire. Enfin, pour a@ = 1/2, l'erreur ne converge pas
en norme H'! car la solution n’appartient pas a cet espace.
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FIG. 3.4 — Convergence vers u(r) = (1—22)"2 pour les subdivisions uniformes et adaptées.
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Chapitre 4

Probleme de POISSON en dimension
deux

4.1 Les différences finies en grilles régulieres

Soit © une région bornée du plan R?, de frontiere 99 réguliere. Considérons le probleme
suivant :

(Q) : trouver u, définie de ) dans R, telle que

—Au = f dans
w = 0Osur 0%

ou f est une fonction donnée, de 2 dans R.

Résoudre ce probleme permet par exemple de connaitre la déformation u d’une membrane
subissant la charge f, ou bien la vitesse u d’un fluide en écoulement établi dans une section
de forme 2 sous la poussée f.

La solution du probleme (@) n’est généralement pas connue explicitement sauf pour
quelques cas tres particuliers. Dans le cas ou €2 est rectangulaire, nous allons approcher la
solution u par la technique des différences finies. Sans perte de généralité, nous pouvons
alors supposer €2 =] — 1, 1[%. Le probléme s’énonce :

(Q)n = trowver (u; j)o<ij<n telle que

—Uijp — Uipry + W — w1y — w1 = hPf(x, ), pour 1<4, j<n—1(4.1)

Uip = Uint1 =0, pour 0 <i<n (4.2)

Ug; = Uptlj = 0, pour 1 < j < n—1 (43)

ou h = 1/n et x; = ih, 0 < i < n. Numérotons les inconnues (u;;)i<ij<n—1 par ligne
d’abord, puis par colonne ensuite : Z(i,j) = (n — 1) x(j — 1) +i—1 € [0, N — 1] pour

29
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1<14,5<n,avec N = (n—1)?la taille du systeme. L’interpolée m,v d’une fonction v sur
la grille s’obtient par :

interpolate_2d.h

#include <valarray>
template <class T>
std : :valarray<T> interpolate (size_t n, T (xv)(const T&, const T&)) {
std : :valarray<T> pi_h_v ((n+1)*(n+1));
Th = 2.0/n;
for (size_t j = 0; j < n+1; j++)
for (size_t i = 0; 1 < n+1; i+4)
pi-h_v [i+j*(n+1)] = v (—1+4ixh, —1+4jxh);
return pi_h_v;

}
Le probleme peut se mettre sous la forme d’un systeme linéaire de matrice
C I
-1 C ~I
A= ..
-1 C —I
e,

ott I la matrice identité d’ordre n — 1 et C' = 4.1 — Cjy est la matrice, d’ordre n — 1, avec :
0 1
1 0 1
Co

1 0 1

1 0
Nous allons a présent étudier deux facon de résoudre ce systeme linéaire. La premiere
méthode est it “érative, non optimale, mais assez simple a programmer et tres courante
d’utilisation : il s’agit de la méthode du gradient conjugé préconditionné. Ensuite nous

étudierons une méthode directe directe de résolution, de plus quasi-optimale (tres rapide),
quoique plus compliquée a programmer.

4.2 Une résolution itérative du probleme

4.2.1 La méthode du gradient conjugé

Afin de calculer les termes u;y1; et u;—1;, le produit matrice-vecteur utilisera la classe
gslice [Str01, p. 754] de la librairie standard C++, et qui permettent de décaler les indices
dans ces tableaux de type valarray.



Langage C++ et calcul scientifique 31

class finite_differences_2d {
public :

finite_differences_2d (size_t n);

template <class T>

std : :valarray<T> operatorx (const std : :valarray<T>& u) const;
protected :

size_t _n;

std : :gslice _shift_left;

std : :gslice _shift_right;

+

Le codage de cette classe est :

finite_differences_2d::finite_differences_2d (size_t n) : _n(n) {
std::valarray <size_t> length (2);
length [0] = n—1;
length [1] = n;
std::valarray <size_t> stride (2);
stride [0] = 1;
stride [1] = n;
_shift_left = std::gslice (0, length, stride);
_shift_right = std::gslice (1, length, stride);
}
template <class T>
std::valarray <T> finite_differences_2d::operators (const std::valarray<T>& u) const {

// rhs(i,j) = -u(ig-1) + 4xu(ij) - u(ij+1)

std::valarray<T> rhs = — w.shift(—_n) + 4.0xu — w.shift(_n);
// rhs(ij) -= u(i+1,j)
rhs [_shift_left] —= u [_shift_right]; // u(i+1,5)

// Ths(i)j) - u(i_lhj)
rhs [_shift_right] —= u [_shift_left]; // w(i-1,5)

return rhs;

Avec pour second membre f(z,y) = z(1 — z) + y(1 — y), la solution exacte est connue
explicitement u(x,y) = x(1 — z)y(1 — y)/2, ce qui permet de calculer lerreur. D’ou le
programme de test :
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poisson_2d_tst.cc

// dans [-1,1] avec nxn elements

#include "finite_differences_2d.h"

#include "fd_ssor_2d.h"

#include "eye.h"

#include "cg.h"

#include "valarray_util.h"

#include "sqr.h"

#include <iostream>

using namespace std;

double u (const double& x, const double& y) { return (1—sqr(x))*(1—sqr(y))/2; }
double f (const double& x, const double& y) { return 2—sqr(x)—sqr(y); }

int main (int arge, charxx argv) {

size_t n = (argc > 1)7? atoi(argv[1]) : 10;
double h = 2.0/n;
valarray<double> pi_h_u = interpolate (n, u);
valarray<double> pi_h_f = interpolate (n, f);
valarray<double> b ((n—1)x(n—1));
for (size.t i = 0;1 < n—1; i+4)

for (size_t j = 0; j < n—1; j++)

b [i+(n—1)%j] = hxhspi_h_f [(i+1)+(n+1)*(j+1)];
valarray<double> x (0.0, (n—1)*(n—1));
finite_differences_2d A (n—1);
cg (A, x, b, eye(), 2«sqr(n—1), le—17);
valarray<double> uh (0.0, (n+1)*(n+1));
for (size_t i =0;1 < n—1; i++)

for (size_t j = 0; j < n—1; j++)

uh [+ 1)+ (ot D 1)] = [ (o1
double err = abs(pi—-h_u—uh).max();
cerr < "err " < err < endl;
return err > 1le—771:0;

}

a compilation et les test sont donnés par :
c++ poisson_2d_tst.cc -o poisson_2d_tst
poisson_2d_tst 5

poisson_2d_tst 10
poisson_2d_tst 20

Ici encore, la solution exacte étant polynomiale de degré deux par rapport a chaque variable,
la solution approché u; ; coincide avec l'interpolée de la solution exacte sur la grille.

4.2.2 Préconditionnement

Le préconditionneur SSOR d’EVAN s’écrit de la facon suivante :
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fd_ssor_2d.h

#include <valarray>
struct fd_ssor_2d {
template <class T>
std::valarray<T> solve (const std::valarray<T>& b) const;
fd_ssor_2d (size_t n);
size_t n;
b
inline fd_ssor_2d::fd_ssor_2d (size_t nl) : n(nl) {}

template <class T>
std::valarray<T> fd_ssor_2d::solve (const std::valarray<T>& b) const {
std:valarray<T> x (b.size());
x[0] = b[0];
for (size.t i = 1;1 < n; i++)
x[i] = bli] + x[i—1]/2;
for (size_t j =1;j < n; j++) {
size_t nj = nxj;
size_t njl = nx(j—1);
xfni] = blnj] + x[nil]/2;
for (size_t i = 1;1 < n; i++)
x[i+nj] = b[i+nj] + (x[i+nj1] + x[i—1+nj])/2;

size_t nj = nx(n—1);
x[n—14nj] /= 2;
for (size.t i = n—-1;1 > 0; i——)
x[i—14nj] = (x[i—1+nj] + x[i4+nj])/2;
for (size.t j =n—-1;j>0;j——){
x[n—14nx(j—1)] = (x[n—14nx(j—1)] + x[n—1+nxj])/2;
for (size.t i = n—-1;1>0; i——)
} x[i—14nx(j—1)] = (x[i—14nx(j—1)] + x[i+nx(j—1)] + x[i—14nxj])/2;

return x;
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poisson_2d_pcg-tst.cc

// dans [-1,1] avec nxn elements

#include "finite_differences_2d.h"

#include "fd_ssor_2d.h"

#include "cg.h"

#include "valarray_util.h"

#include "sqr.h"

#include <iostream>

using namespace std;

double u (const double& x, const double& y) { return (1—sqr(x))*(1—sqr(y))/2; }
double f (const double& x, const double& y) { return 2—sqr(x)—sqr(y); }

int main (int argc, charxx argv) {

size_t n = (arge > 1) ? atoi(argv[1]) : 10;
double h = 2.0/n;
valarray<double> pi_h_u = interpolate (n, u);
valarray<double> pi_h_f = interpolate (n, f);
valarray<double> b ((n—1)x(n—1));
for (size.t i = 0;1 < n—1; i+4)

for (size_t j = 0; j < n—1; j++)

b [i+(n—1)%j] = hxhspi_h_f [(i+1)+(n+1)*(+1)];
valarray<double> x (0.0, (n—1)*(n—1));
finite_differences_2d A (n—1);
fd_ssor_2d m (n—1);
cg (A, x, b, m, 2xsqr(n—1), le—17);
valarray<double> uh (0.0, (n+1)*(n+1));
for (size_t i =0;1 < n—1; i++)

for (size_t j = 0; j < n—1; j++)

uh [+ 1)+ (ot D 1)] = [ (o1
double err = abs(pi—-h_u—uh).max();
cerr < "err " < err < endl;
return err > 1le—771:0;

Soit 7(n, 1) le résidu de I'algorithme du gradient conjugé préconditionné a I'itération ¢ pour
le probleme de POISSON sur une grille n x n. Nous observons sur la figure 4.1 que ce résidu
décroit suivant :

r(n,i) ~ cpe” ™
ou a,, et ¢, sont des constantes dépendant de n. Soit € > 0. Le nombre N (n, ¢) d’itération
minimum nécessaire pour obtenir r(n,i) < € est alors :

N(n,e) = M)

7

Or, nous observons sur la figure 4.2 que pour n grand :

N(n,e) = k(e)n??
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préconditionné
non préconditionné -

107°

r(n, i)
10710

10715 b-mme e N ‘.‘\‘.\.,_‘.‘;\.: ......... —

0 100 200 300 400 500 600

Fic. 4.1 — Gradient conjugé : effet du préconditionnement sur la convergence du résidu du
probleme de POISSON pendant les itérations (grille 200 x 200 : 40 000 inconnues).

103 T
2/3 |

10% - -

N(n,e)

10

1 | |
1 10 10? 103
n

F1G. 4.2 — Gradient conjugé préconditionné : nombre d’itérations N (n,e) nécéssaire, sur
une grille n X n, pour obtenir la précision ¢ = 10717,
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En identifiant les deux relations précédentes, il vient a, = a*n??3, k(s) = k*|log €|, et
¢, = ¢* est donc indépendante de n. D’otu, finalement :

r(n,i) =~ cremam?ti

N(n,e) ~ E*|log eln*?
Or, le cott d’une itération du gradient conjugé est O(n?) opétations. Le cotit total de la

résolution est O(log en®/?), soit encore O(log eN*/3) ot N = n? est la taille du systeme
linéaire.

4.3 Méthode directe par décomposition

4.3.1 Analyse de FOURIER

Cherchons les valeurs propres de la matrice C'. Remarquons que matrice du probleme en
dimension un, apparaissant dans (3.3), page 16, est obtenue de C' en remplacant les 4 sur
la diagonale par des 2 : C' = 2.1 — ().

PROPRIETE 4.3.1 La matrice d’ordre n — 1
a (3
g a p
tridiag, ,(«, 3) = R
g a B
0 «
a pour valeurs propres
k
)\k:a—|—2ﬁcos(—ﬂ), 1<k<n-1
n

et pour vecteurs propres unitaires associés :

2 . .
U = \/;(Sln(k.]ﬂ-/n))lgjgn—l

Démonstration : X est valeur propre de tridiag, ,(«, () si et seulement si dét((A — a)l —
BCh) = 0. Autrement dit, si p est valeur propre de Cy, alors A = a+ S sera valeur propre
de tridiag, ,(a, ).

Introduisons le polynome caractéristique de la matrice Cyy d’ordre k > 2 :

nwo —1

-1 n -1

pi(p) = dét(p — Co) = R

-1 pn -1
-1 pu



Langage C++ et calcul scientifique 37

Un dévelopement du déterminant par rapport a la premiere colonne conduit a la formule
de récurrence

pe(p) = ppe-1(p) = pe—2(p), k=3
D’autre part,
pi(p)=p et pa(p) =pt—1.
Par commodité de notations, introduisons

p-1(p) =0 et po(u) =1

si bien que la formule de récurrence précédente est vérifiée des que k£ > 1. Posons a présent :

p=2v et q)=pp), k=-1
La formule de récurence change légerement :
q-1 (V) = 07

qO(V) = 1
(V) = 2vqe (V) —qra(v), k=1

Le facteur deux devant le premier terme du membre de droite fait toute la différence : nous
reconnaisson la les polynomes de TCHEBYSCHEV. En effet, posons a présent v = cos .
D’une part, la formule de récurrence devient

qr(cos p) = 2cos v qp_1(cos p) — qx_s(cos @), k> 1. (4.4)
D’autre part, nous avons la formule trigonométrique :
sin {(k + 1)p} = 2cos ¢ sin(ky) — sin{(k — 1)p}.

Ceci nous conduit a poser
sin {(k + 1)y}

v) = .

a(v) sin ¢
Le dénominateur sert a assurer les conditions pour k = —let k=1
sin 0
1(v) = =

4-1(v) sin ¢
sin ¢

W) = —= =1
sin @

Ainsi, p est valeur propre de Cj si et seulement si g, 1(v) = 0, soit encore;

sin ne
=0, avec ¢ = arccos v = arccos /2

sin ¢
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Ceci équivaut a ¢ ¢ {0,7} et Ik € Z tel que np = kx. Les valeurs propre de Cy, d’ordre
n — 1, sont donc données en ordre croissant par :

kr

), 1<k<n-1
n

= [ df2cos(

Recherchons a présent les vecteurs propres de Cy. Remarquons que les n — 1 premieres
relations de récurences (4.3.1), avec k = 1, ...n—1 s’écrivent aussi sous la forme : s’écrivent :

po(/i) 0 1 po(ﬂ) 0
pip) 10 1 pi(p) 0

i = + o) | -
Pr—s(1t) 1 0 1 Pr—3(4t) 0
Pr—2(1t) 1 0 Pr—2(ft) 1

Posons v(p) = (po(p), - - - pn_2(p))?. Si p = py, est une racine de p,_1, alors

v () = Cov(pr)

et donc v(u) est un vecteur propre associé. Nous avons

n—1
2
- (jk
o) = s ;s o)

Or

n—1

Zsin2 (jkm/n) = -

j=1
d’ou le résultat. 00 En particulier, les valeurs propres de C'

sont donc A\, =4 —2u, =4 — 2cos kn/n, 0 < k < n — 1. Introduisons la matrice unitaire
U = (Uky)1<ki<n—1 des vecteurs propres :

9\ 1/2
Uk,l:(—) sin(kl—ﬂ),lgk,lgn—l.
n n

Ainsi

UCUT =UTCU = A,
ou A désigne la matrice diagonale des valeurs propres A\, 1 <k <n — 1.

Revenons a présent au systeme de POISSON (4.1)-(4.3), page 29. Ce systeme peut s’écrire
par blocs :

Cuy - U2 = |
—Uj—1 + C’u]’ - Uj+1 = fj7 2 < j <n— 2,
—Up—2 + Cun—l - = fn—17
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avec u; = (Uk;)1<k<n—1 €t fj = (frj)1<k<n—1. Passons dans la base associée aux vecteurs
propres :
Uj:Uij et fj:Ufju 1<]<n—1

Alors le systeme devient :

Aiy, = @y = fi,
—ﬂj_l —+ AINL] — lNLj_H - ]ij, 2 < ] < n— 27
—Up—o + A?:Ln,1 - - fnfl-

Redéveloppons a présent les blocs. Nous avons pour tout k£ € {1,...n— 1} :

Ml — Ukz = [k,
—Upj-1 + Ak — Ui = Sy 2<j<n—-2
_Iak,n72 + )\Iak,nfl - - fk,nfl-

Ainsi, ces n—1 systemes linéaires sont découplés. De plus, a k fixé, nous sommes en présence
d’un systeme tridiagonal de matrice A, = A\ — Cy, que nous savons résoudre efficacement
par une méthode directe (voir section 3.1.2, page 16).

algorithme Po01ssON bidimensionnel sur grille uniforme
entrée (fi;)1<k,j<n—1

sortie (fy j)i<k, j<n—1
début

pour j :=1...n—1

n—1

~ 2 kpm
Ci= — i —_— ; k=1...n—1
g n};$n< n ) Ip.js n

fin pour j
pour k:=1...n—1
A =4 —2cos kr/n .
trouver uy = (ﬂpﬂ‘)lgpgn_l tel que ()\k.I — Co)ﬂk = fi
fin pour k&
pour j :=1...n—1
pour k:=1...n—1

n—1 ‘ k?pﬂ' )
uk,j::Zsm o Upj, k=1...n-1

p=1

fin pour k&
fin pour j
fin algo

Si nous faisons le calcul du temps de calcul, nous trouvons O(n?). La méthode n’est a
priori pas trés attractive, car il n’y a que (n — 1)? inconnues. Nous allons voir que ce temps
se rammene a O(n?log n) & condition d’utiliser la transformée de FOURIER rapide.
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La classe assurant la résolution sera :

poisson_2d_sinus.h

#include <valarray>
class poisson_2d_sinus {
public :
poisson_2d_sinus (size_t n);
template <class T> void solve (const std : :valarray<T>& b, std : :valarray<T>& u) const;
template <class T> std : :valarray<T> solve (const std : :valarray<T>& b) const;
protected :
size_t n;

L’implémentation des fonctions membres est :
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#include "range.h"

#include "sin_tranformation.h"
#include "numeric_constant.h"
#include "strid.h"

#include "valarray_util.h"

inline poisson_2d_sinus::poisson_2d_sinus (size_t nl) : n(nl) {}

template <class T>

void

poisson_2d_sinus::solve (const std::valarray<T>& b, std::valarray<T>& u) const

{

}

col_type col (n);
u.resize (n#n);
std::valarray<T> b_hat (nxn);
std::valarray<T> u_hat (nsn);
T ¢ =20/(n+1);
for (size_t j = 0; j < n; j++) {
b_hat [col(j)] = cxsin_tranformation (b [col (j)]);
std:valarray<T> err_j = sin_tranformation (b_hat [col (j)]) — b [col (j)];
}
const T pi = numeric_constant<T>::pi ();
strid<T> poisson_1d (n);
strid<T> factorized_1d (n);
row_type row (n);
for (size.t i = 0;1 < n; i++) {
poisson_1d.tril() = —1;
poisson_1d.tril()[n—1] = 0;
poisson_ld.diag() = 4 — 2xcos((i+1)*pi/(n+1));
factorize (poisson_1d, factorized_1d);
u_hat [row(i)] = factorized_1d.solve (b_hat [row(i)]);
std:valarray<T> err_i = poisson_ldsu_hat [row(i)] — std::valarray<T>(b_hat [row(i)]);
}
for (size_t j = 0; j < n; j++) {
u [col (j)] = sin_tranformation (u-hat [col(j)]);
std:valarray<T> err_j = cksin_tranformation (u [col (j)]) — std::valarray<T>(u_hat [col (j)]);

}

template <class T>
inline std::valarray<T> poisson_2d_sinus::solve (const std::valarray<T>& b) const {

std::valarray<T> u (nsn);
solve (b, u);
return u;
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4.3.2 La transformée en sinus

Considérons la transformée en sinus :

Etendons u, a p = 2n en un échantillon périodique, impair a p = n, par :

Usp—p = —Up, p=1...n—1,

Uy = un:u2n:07

et observons la transformée de FOURIER :

2n—1
=y 2R/ g =020 — 1.
p=0

La moitié de cette somme, de p = n a 2n — 1, peut se réecrire avec p' = 2n — p :

2n—1 n n—1
Z €2ikp7r/(2n) u, = Z ezz‘k@n,p/)w/@n) u, = — Z 672¢kp/7r/(2n) u,
p=n p'=1 p'=1
Ainsi :
n—1
iy = Z{BQkaw/(Zn) _ 6—21kp7r/(2n) up} u,
p=0
n—1
= 2i Z sin(kpm/n) w,
p=1
= 21Uy

Nous savons a présent calculer cette somme en un temps O(nlog n). Cependant, la partie
réele de la tranformée de FOURIER est uniformément nulle, et donc la moitié du temps de
calcul serait pris pour calculer des zéros!

Dans [PTVF94]|, paragraphe 12.4, les auteurs proposent une solution a ce délicat probleme.

4.4 Exercices

EXERCICE 4.4.1 (convergence)
On se place dans le cas de la dimension un.
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1. Pour le second membre f(x) = sin(7z)/7?, la solution est u(x) = sin(z). Cette solution
n’est pas polynomiale, et la solution calculée ne coincide pas avec I'interpolée m,u de la
solution exacte.

2. Ecrire la fonction interpolate, et interpoler u et f.

3. Calculer l'erreur max; |u; — u(ih)| en faisant varier n suivant 5, 10, 20, ... 160.

4. Tracer 'erreur en fonction de h en diagramme log-log.

5. En déduire que l'erreur se comporte en O(h®) et calculer .

EXERCICE 4.4.2 (dimension trois)

1. Ecrire la classe finite_difference_3d pour la dimension trois.

2. Utiliser une solution polynomiale et valider ce calcul.

2. Utiliser une solution non polynomiale et calculer I'indice o de convergence de la méthode,
en procédant comme a l'exercice 4.4.1.

EXERCICE 4.4.3 (sortie graphique 1d)

Cet exercice a pour but de visualiser les solutions avec gnuplot [WKL™98].

1. Ecrire la fonction plotid(n,uh) qui crée un fichier output.dat contenant en premiere
colonne x; et en deuxieme colonne u;. Prendre soin d’ajouter les conditions aux bord :
le fichier débutera par 0 0 et finira par 1 0.

2. Ajouter dans la fonction plotld(n,uh) la création du fichier de lancement
output.plot :
plot "output.dat" with linespoints

pause -1 "<retour>" ) )
et le lancement proprement dit par la fonction system du C++.

3. Effacer les fichiers temporaires en fin de fonction plotid.

EXERCICE 4.4.4 (sortie graphique 2d)

Cet exercice a pour but de visualiser les solutions en dimension deux avec
gnuplot [WKL'98]. S’inspirant de l'exercice 4.4.3, écrire la fonction plot2d(n,uh) en
utilisant la commande splot. Utiliser 'option set contour de gnuplot pour visualiser
également les iso-contours.



Chapitre 5

Matrices creuses

5.1 La structure de données

Pour aborder des systeme matrice-vecteurs généraux, nous devrons cependant représenter
les matrices en mémoire. Un cas particulier important représente les matrices creuses n xm,
pour lesquelles le nombre d’éléments non-nuls

nnz(A) = card{(s,j) € [1,n] x [1,m]; A;; # 0}

est petit devant le nombre total nxm d’éléments de A. Ainsi, la matrice nxn du paragraphe
précédent contient seulement 3n — 2 éléments non-nuls, et est donc tres creuse. Si on ne
conserve que les éléments non-nuls en mémoire, le gain est important lorsque n devient
grand : penser a n = 10°!

Considérons I'exemple suivant :

1 2 3

4 3
A=1 6 7 8
9 10

11 12

Nous allons conserver les valeurs des coefficients non nuls dans un tableau val de taille nnz,
ordonnés par indices de ligne puis de colonne croissants. Pour chaque coefficient non-nul,
nous rangerons l'indice de colonne correspondant dans un tableau idx de taille également
nnz. Enfin, start[i] sera l'indices de début de la i-eme ligne dans les tableaux précédents,
0 < i< n—1. Nous conviendrons de plus que start[n] = nnz, si bien que start est un
tableau de taille n 4+ 1. Pour la matrice précédente, nous avons :

44
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val | 1] 2] 3] 4| 5] 6] 7] 8] 9]10[11][12]

ide | 0] 2| 3] 1] 4] o] 2| 3] o] 3] 2] 4|

start | 0 3| 5] 8[10][12]

Ainsi, le nombre de coefficients non-nuls dans la ligne ¢ est start[i 4+ 1] - start[:]. La
déclaration de classe ressemble a :

matrix.h

#include <valarray>
#include <iostream>
template <class T>
class matrix {
public :
matrix ();
matrix (const matrix<T>&);
matrix<T>& operator= (const matrix<T>&);
size_t nrow () const;
size_t ncol () const;
size_t nnz () const;
template <class U> friend std::istream& operator >> (std:istream&, matrix<U>&);
template <class U> friend std::ostream& operator < (std::ostreamé&, const matrix<U>&);
void resize (size_t nrow, size_t ncol, size_t nnz);
std::valarray<T> operator* (const std::valarray<T>&) const;
protected :
std::valarray<size_t> _start;
std::valarray <size_t> _idx;
std::valarray<T>  _val;
size_t _ncol;

b

Le constructeur par défaut, 'allocateur et les acces en lecture-écriture s’écrivent simple-
ment :
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template<class T>
inline matrix<T> : :matrix () : _start(0), _idx(0), -val(0), _ncol(0) { }

template<class T>
inline matrix<T> : :matrix (const matrix<T>& a)
: _start(a._start), _idx(a._idx), _val(a._val), _ncol(a._ncol) { }

template<class T>
inline
matrix<T>&
matrix<T> : :operator= (const matrix& a) {
resize (a.nrow(), a.ncol(), a.nnz());
_start = a._start;
_ildx = a._idx;
_val = a._val;
_ncol = a._ncol;
return *this;
}
template<class T>
inline void matrix<T> : resize (size_t nrow, size_t ncol, size_t nnz) {
_start.resize (nrow+1);
_ncol = ncol;
_idx.resize (nnz);
_val.resize (nnz);
}
template<class T>
inline size_t matrix<T> : :nrow () const { return _start.size() — 1; }

template<class T>
inline size_t matrix<T> : mncol () const { return _ncol; }

template<class T>
inline size_t matrix<T> : :mnz () const { return _idx.size(); }

Les entrée-sortie suivent :
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#include <assert.h> // the assert(test) macro-function
template<class T>
std::ostream& operator < (std::ostream& os, const matrix<T>& a) {
0s < "Y%MatrixMarket\n"
< anrow() € " " < ancol() € " " <« annz() < "\n";
for (size_t i = 0; 1 < a.nrow(); i++)
for (size_t p = a._start [i]; p < a._start [i+1]; p++)
0s € i+l <« " " <« a.idx [p[+1 < " " < a._val [p] € "\n";
return os;
}
template<class T>
std::istream& operator > (std:istreamé& is, matrix<T>& a) {
s > std:iws;
char ¢ = is.peek();
if (¢ == ’%’) while (is.good() && (c!= ’\n?)) is.get(c);
size_t nrow, ncol, nnz;
is > nrow > ncol > nnz;
a.resize (nrow, ncol, nnz);
a._start = 0;
size_t i_prec = 0, j_prec = 0;
for (size_t p = 0; p < nnz; p++) {
size_t 1;
is > 1> a._idx [p] > a._val [p];
I——
a._idx [p]——;
if (p ==0 || i!= i_prec) {
assert (p == 0 || i_prec < i); // input may be sorted by row index
i_prec = i;
j-prec = 0;
} else {
assert (j_prec < a._idx [p]); // input may be sorted by column index
assert (a._idx[p] < ncol); // input has invalid column index
j-prec = a._idx [p];
}
a._start [i+1]++;
}
for (size_t i = 0; 1 < nrow; i++)
a._start [i+1] += a._start [i];
return is;

Remarquons les tests en lectures, afin de vérifier que 'entrée est bien triée par ordre
croissant de lignes et colonnes. Le format de fichier utilisé ici est le standard d’échange
dans ce domaine. Le site internet matriz market [Deu02] gere un grand nombre de telles
matrices.

En regroupant les déclarations précédentes dans un fichier d’en-téte ‘matrix.h’; un pro-
gramme de test, ainsi que qu’'une entrée associé a la matrice creuse de 'exemple précédent,
sont donnés par :
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matrix_tst.cc a.mm

%hMatrixMarket
55 12

11
#include "matrix.h" 132
using namespace std; ; ;L Z
int main() { .
matrix<double> a; 316
cin > a; 337
cout < a; 348

41

44

53

55

La compilation et le test sont donnés par :

ct+ matrix_tst.cc -o matrix_tst
matrix_tst < a.mm

5.2 Le produit matrice-vecteur

Le produit matrice-vecteur cumule sur chaque ligne les produits non-nuls et les range dans
le vecteur résultat :

matrix.h (suite)

template <class T>
std : :valarray<T> matrix<T> : :operatorx (const std : :valarray<T>& x) const {
assert (ncol() == x.size()); // sizes may match
std : wvalarray<T> y (T(0), nrow());
for (size_t i = 0; 1 < nrow(); i++)
for (size_t p = _start [i]; p < _start [i+1]; p++)
y 1] += val [plsx [Lidx [p]]
return y;

5.3 Application au gradient conjugué

Voici un programme de test du gradient conjugué avec des matrices creuses.



Langage C++ et calcul scientifique 49

matrix_cg tst.cc as.mm

#include "matrix.h"
#include "cg.h"
#include "eye.h"
using namespace std; 449
int main () {
matrix<double> a;
cin > a;
valarray<double> x(1.0, a.nrow());
valarray<double> b = axx;
valarray <double> xi(0.0, a.nrow());
cg (a, xi, b, eye(), 1000, le—7);
valarray<double> xerr = xi—x;
double err = norm(xerr);
cerr < "err " < err < endl;
return (err < 1le—7)? 0: 1;

Y%%MatrixMarket

DD W W W NN R -
DWW W R N
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Le gradient conjugué nécessitant pour converger que la matrice soit symétrique, une telle
matrice est également présentée. La compilation et le test sont donnés par :

c++ matrix_cg_tst.cc -o matrix_cg_tst
matrix_cg_tst < as.mm

5.4 Exercices

EXERCICE 5.4.1 (sortie graphique)

Cet exercice a pour but de visualiser les matrices creuses. Pour cela, on générera un
fichier postscript que on visualisera a 1'aide de ghostview [Deu01]. Ecrire une fonction
plotps(ostream&, const matrix(T)&) ; et un programme mm2ps.cc qui lit une matrice
sur le standard d’entrée et écrit le postscript sur le standard de sortie.

mm2ps < a.mm > a.ps
ghostview a.ps

On pourra s’inspirer du code sparskit [saa94] de Y. saad, fonction pspltm du fichier
INQUT/inout.f. Tester la visualisation avec des matrices du site internet matriz mar-
ket [Deu02].

EXERCICE 5.4.2 (produit transposé)
Ecrire la fonction A.trans mult(x) qui renvoie le produit A*.
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EXERCICE 5.4.3 (intégrité)
Ecrire une fonction membre matrix(T) : :check() const qui vérifie 'intégrité des données,
de fagon analogue a celle effectuée lors de la lecture.

EXERCICE 5.4.4 (diagonale de matrice)
Ecrire la fonction diag(x) qui renvoie la diagonale de A sous la forme d’un tableau
valarray. Lorsque la matrice A est rectangulaire, le tableau sera de taille min(nrow, ncol).

EXERCICE 5.4.5 (triangulaire)
Calculer triu(A) et tril(A), les triangulaires supérieures et inférieures, respectivement, (sans
la diagonale) d’une matrice creuse A*.

EXERCICE 5.4.6 (somme)
Calculer la somme de deux matrices creuses. Utiliser le fait que les coefficients sont triés par
indices de colonne croissants pour effectuer A+ B en un temps de calcul O(nnz A+nnz B).

EXERCICE 5.4.7 (transposée [difficile])
Calculer la transposée d'une matrice creuse.

EXERCICE 5.4.8 (produit [difficile])
Calculer le produit de deux matrices creuses.



Chapitre 6

Maillages

La résolution de problemes multi-dimensionnels sur des géométries générales utilise
généralement un maillage. Un maillage est défini comme une liste d’éléments :

77L - {K07 K17 .. 'Kmfl}

Le maillage contiendra également la liste des coordonnées des sommets.
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F1G. 6.1 — Maillage d'un cercle.
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fixed_ array.h

#include <iostream>
template <class T, int N>
class fixed_array {
protected :
T _x [N];
public :
fixed_array() {
for (size_t i = 0; 1 < N; i++4) x[i] = T();
}

const T& operator[] (size_t i) const { return _x [i]; }
T& operator[] (size_t i) { return _x [i]; }
friend std : :istream& operator > (std : :istreamé& is, fixed_array<T,N>& a) {
for (size_t i = 0;1 < N; i++4)
is > a._x[i];
return is;
}
friend std : :ostream& operator < (std : :ostream& os, const fixed_array<T,N>& a) {
for (size_t i = 0;1 < N; i++4) {
os < a._x[i];
if (il= N—1) os < " ";
}

return os;

6.1 Les éléments

Nous commencerons par les triangles en dimension deux. Un triangle du maillage est
représenté par la classe element :

element.h

#include "fixed_array.h"
class element : public fixed_array<size_t,3> {
public :
friend std : :ostream& operator < (std : :ostream& os, const element& K) {
return os < K[0]+1 <« " " < K[1]+1 < " " < K[2]+1; }
friend std : :istream& operator >> (std : :istream& is, element& K) {
is > K[0] > K[1] > K[2];
K[0]——; K[1]-—; K[2]——;
return is;
}
¥

La programmation des fonctions membres est également simple :
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#ifdef TO_CLEAN
#include <iostream>
inline size_t element : :operator[] (size_t i) const { return _vertice_idx [i]; }
inline size_t& element : :operator[] (size_t i) { return _vertice_idx [i]; }
inline std : :istream& operator > (std : :istream& is, element& K) {
is > K[0] > K[1] > K[2]; K[0]-—; K[1]——; K[2]——; return is; }
inline std : :ostream& operator < (std : :ostream& os, const element& K) {
return os < K[0]+1 < " " <« K[1]4+1 <« " " <« K[2]+1; }
#endif // TO_CLEAN

6.2 Les sommets

Un sommet du plan sera décrit par la classe point :

point.h

#include "fixed_array.h"
template <class T>
class point : public fixed_array<T,2> {
#ifdef TO_CLEAN
public :
explicit point (const T& x = 0, const T& y = 0) { x[0] = x; x[1]] =y; }
#endif // TO_CLEAN
I

6.3 La classe maillage

La structure de données du maillage est décrite par la classe mesh :
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mesh.h

#include <vector>
#include "point.h"
#include "element.h"
template <class T>
class mesh : public std::vector<element> {
public :
mesh ();
mesh (const mesh<T>&);
mesh<T>& operator= (const mesh<T>&);
size_t n_vertice () const;
size_t n_internal_vertice () const;
const point<T>& vertice (size_t i) const;
point<T>& vertice (size_t i);
bool is_boundary (size_t i) const;
bool is_internal (size_t i) const;
T meas (size_t 1) const;
template <class U> friend std::istream& operator >> (std:istreamé&, mesh<U>&);
template <class U> friend std::ostream& operator < (std::ostreamé&, const mesh<U>&);
protected :
std::vector<point<T> > _vertice;
std::vector<size_t> _boundary ;
size_t _n_internal_vertice;

Remarquons l'utilisation de la classe vector(T) (voir [Fon97, p. 53] ou [Str01, p. 523]), de
la librairie standard C++. La classe mesh hérite de la classe vector(element) : c’est une
classe dérivée. La fonction membre meas (j) revoie 'aire du j-eme triangle. Cette fonction
sera décrite et utilisée plus loin (page 7.3.1).

La programmation des fonctions membres suit :

#ifdef TO_CLEAN
#include <iostream>
inline size_t element : :operator[] (size_t i) const { return _vertice_idx [i]; }
inline size_t& element : :operator[] (size_t i) { return _vertice_idx [i]; }
inline std : :istream& operator > (std : :istream& is, element& K) {
is > KJ[0] > K[1] > K[2]; K[0]-—; K[1]-—; K[2]——; return is; }
inline std : :ostream& operator < (std : :ostream& os, const element& K) {
return os < K[0]+1 <« " " < K[1]+1 < " " < K[2]+1; }
#endif // TO_CLEAN

Les entrées-sorties permettent de fixer un format de fichier :
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template <class T> std : :ostream& operator < (std : :ostreamé& os, const mesh<T>& m) {
os < m.n_vertice() < std : :endl;
for (size_t i = 0; 1 < m.n_vertice(); i++)
os < m.vertice(i) < " " <« m._boundary[i] < std : :endl;
os < m.size() < std : :endl;
for (size_t i = 0; 1 < m.size(); i++)
0s € mfi] € " 1" < std : :endl;
return os;
}
template <class T> std : :istream& operator > (std : :istreamé& is, mesh<T>& m) {
size_t nvert;
is > nvert;
m._vertice.resize (nvert);
m._boundary.resize (nvert);
m._n_internal_vertice = 0;
for (size_t i = 0; 1 < nvert; i++) {
is > m._vertice[i] > m._boundaryl[i] ;
if (m._boundary[i] == 0) m._n_internal_vertice++;
}
size_t nelt;
is > nelt;
m.resize (nelt);
for (size_t i = 0; 1 < nelt; i++) {
int domain; // not used
is > mli] > domain;
m [i];
}

return is;

Le format de fichier utilisé ici est tres proche de celui utilisé par de nombreux générateurs
de maillages, tel [Hec97]. Il n’existe malheureusement pas de conventions de format de
fichier dans ce domaine.

Les sommets internes sont suivis de l'indicateur 0 et ceux situés sur la frontiere, d'un
indicateur non-nul pouvant étre un numéro de domaine frontiere. Les éléments sont sont
suivis de l'indicateur de sous domaine, qui ne sera pas utilisé par la suite.

6.4 Test des entrées-sorties

Voici a présent un petit programme de test :
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mesh_tst.cc

square.mail

#include "mesh.h"
using namespace std;
int main() {
mesh<double> m;
cin > m;
cout < m;

ct++ mesh_tst.cc -o mesh_tst

mesh_tst < square.mail

6.5 Exercices

EXERCICE 6.5.1 (sortie graphique)
Cet exercice a pour but de visualiser les maillages avec gnuplot [WKL198|. S’inspirant de
I'exercice 4.4.4 page 43, écrire la fonction plot(Th). Note : on utilisera la commande set
size ratio 1 pour avoir des échelles égales en x et y.

EXERCICE 6.5.2 (longueurs extrémes des arétes)
Ecrire les fonctions membres de la classe

T h_max() const;
T h_min() const;

R P N O~ = O N

=~ =, O O
i

AW
=

et qui calculent h et hp;, les longueur maximales et minimales, respectivement, dune
triangulation 7.



Chapitre 7

Méthode des éléments finis

Le but de ce chapitre est de présenter un apercu de la programmation des éléments finis
en C++. Pour une utilisation plus poussée, la librairie rheolef [SR02a, SR02b] offre un
environnement tres complet dans ce domaine.

7.1 Une interpolation par éléments

Soit € un ouvert borné de R2. Reprenons le probléme de POISSON avec conditions aux
limites homogenes, déja abordé page 4.1 :

(Q) : trouver u, définie de ) dans R, telle que

—Au = fdansQ
u = Osur 0%

ou f est une fonction donnée, de 2 dans R.

La méthode des différences finies nous restreignait au cas ou {2 était rectangulaire. Ici,
nous pourrons aborder des domaines ) beaucoup plus généraux : nous allons approcher
la solution u(z) par la technique des éléments finies. Soit X, 'ensemble des fonctions
continues de €2 dans R affines dans chaque élément triangulaire K d’un maillage donné. Le
maillage est noté 7j,.

Nous considérons alors le probleme suivant :

(Q)n = trowver uy, € Vi, telle que
/ Vup(z,y). Vo (z,y) dedy = / f(z,y) va(z, y) dedy, Yo, € Vou (7.1)
Q Q

olt Vo, = XN HJ () représente 'ensemble des fonctions continues de 2 dans R s’annulant
sur la frontiere 0€) et affines dans chaque élément triangulaire K d’'un maillage donné.

o7
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z = pi(x,y)

Fic. 7.1 — Fonction de base ;.

L’espace X}, est de dimension finie. Soit n = dim V},. Elle est égale au nombre de sommets
de la triangulation 7j,.

Nous pouvons choisir pour base de X, les fonctions (¢;)o<i<n—1 valant 1 au i-eme sommet
(x;,y;) de Ty, et zéro aux autres sommets (voir Fig. 7.1). Nous pouvons décomposer uy, sur
cette base :

n—1
un(z,y) =Y ui(x,y)
j=0

.ot u; = up(x;,y;) sont les composantes de u;, dans X}, appelées aussi degrés de liberté.

L’opérateur d’interpolation 7, dans X} se code tres simplement :

interpolate.h

template <class T>
std : :valarray<T> interpolate (const mesh<T>& Th, T (xv)(const point<T>&)) {
std : :valarray<T> vh (Th.n_vertice());
for (size_t i = 0; i < Th.n_vertice(); i++)
vh [i] = v (Th.vertice (i));
return vh;

}

En choisissant v, = ¢; dans (7.1), le probleme se ramene a

trouver (u;)1<i<n € R™ telle que

n n

J=1 J=1

u; = 0, Vje{l,...n}\int(7).

ou int(7;,) désigne I'ensemble des indices des sommets de 7, appartenant a l'intérieur du
domaine €.

S ([ vetn o)y = ([ atnetnae) i), v e

(7.3)
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Introduisons les matrices :

A = /QVsoi(:v,y)-V%(x,y)dxdy,
M;; = /Q%(x,y)%(%y)dxdy,

Remarquons que A = (A; ;) et M = (M; ;) se décomposent en :

A = Zm:AW
M = iM(l)

i = Voi(r,y).Vy;(z,y)dr dy,
K

MZ-(,? = /%(:c,y)-w(x,y)dwdy,
K

Les matrices A® et M® ne font intervenir que les trois sommets du triangle Kj, n’ont
donc au plus que neuf éléments non-nuls. Les matrices A et M, de taille n x n ont donc
au plus 9m éléments non-nuls. Or, pour un maillage classique, m = O(n), et ainsi A et M
sont tres creuses.

7.2 La re-numérotation des sommets

Afin de bien imposer la condition aux bords u;, = 0 sur 02, nous allons séparer les degrés
de liberté en deux catégories : (i) ceux associés a un sommet du maillage interne a €2 ; (ii)
ceux associés a un sommet sur la frontiere de €2. L’algorithme de renumérotation est :

renumbering.h

template<class T>
void renumbering (const mesh<T>& Th, std : :valarray<size_t>& num) {
num.resize (Th.n_vertice());
size_t i_bdr = 0;
size_t i_int = 0;
for (size_t i = 0; 1 < Th.n_vertice(); i++)
if (Th.is_boundary (i))
num [i] = i-bdr++;
else
num [i] = i_int++;
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FiG. 7.2 — Volume fini C; centré autour du sommet 1.

7.3 Le calcul des matrices élémentaires

7.3.1 Calcul de la matrice de masse M

D)

Utilisons la formule des trapezes pour évaluer MZ( ;i

mes( K]
Mi(,lj) — # Z %(llfk,yk)%(xkvyk)

kesommet (Kj)

Sii # j ousiiou j ne sont pas des indices de sommets de K, alors Mi(fj) = 0, et autrement,
i =7 € sommet(K)) et Mi(,li) = mes(K;)/3. Ainsi Ml(ll) et donc M sont diagonales.

mes(K))
o= 3 mel)

l/i€esommet(K;)

La valeur M;; s’interprete comme étant Iaire du volume fini C; centré autour du sommet
1, et constitué des portions d’éléments adjacents en reliant le barycentre de ces éléments
aux milieux des arétes (voir Fig. 7.2). Un algorithme pour assembler M est :
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assembly_mass.h

template <class T>
void assembly_mass (const mesh<T>& Th, const std : :valarray<size_t>& num,
std : valarray<T>& M) {
M.resize (Th.n_internal_vertice());
M = 0;
for (size_t 1 = 0; 1 < Thusize(); 1++) {
T area = Th.meas (1);
for (sizect r = 0;r < 3; r+4) {
size_t i = Th [1][r];
if (Th.is_internal (i))
M [num [i]] += area/3;

}

La fonction membre meas (1) qui renvoie l'aire d’un triangle est donnée par

mesh.h (suite)

template<class T> T mesh<T> : :meas (size_t 1) const {
const element& K = operator[] (1);
size_t i = KJ0];
size_t j = K[1];
size_t k = K[2];
return ((-vertice[j][0] — _vertice[i][0])*(_vertice[k][1] — _vertice[i][1])
— (vertice[j][1] — —vertice[i][1])*(_vertice[k][0] — _vertice[i][0]))/2;

7.3.2 Calcul de la matrice d’énergie A

Les fonctions de base ; sont affines dans chaque élément K. Par conséquent, leur gradient
y est constant :
!
AEJ) = V(,OZV(,O] mes(Kl)

Ce coeflicient ne peut étre non-nul que si i et j sont des indices de sommets de K : ils sont
alors soit égaux, soit adjacents sur une aréte de K. Ainsi A; ; # 0 dés que 7 et j sont des
sommets d'un méme élément.

Soit K; un élément contenant le sommet d’indice i et p et ¢ les indices des deux sommets
autres que i. Quitte & permuter le role de p et ¢, nous supposerons que (7, p, ¢) tourne dans
le sens positif sur K, (voir Fig. 7.3). Un rapide calcul donne la restriction a K; de ¢; :

il (2, y) = (7~ 2) (5, _gﬁeg(%q) — %) (Yp — ¥)

si bien que
8()02|Kl - yq B yp

_ ot ik, _ Ta T Tp
oz 2mes(K;) dy 2mes(K;)
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K

F1G. 7.3 — Rotation autour de K suivant (7, p,q) dans le sens positif.

Pour 7+ = j nous obtenons :

AW — (7q — 2p)* + (Y — ¥p)’
I 4mes(K))

tandis-que ¢ # j conduit a :

A0 — (zg — @p) (@i — p) + (Yg — Yp) (@i — )
Z’j dmes(K))

7.4 L’assemblage des matrices creuses

La matrice A n’est donc pas diagonale. De plus, le nombre d’arréte arrivant a un sommet
1 n'est pas fixé a priori. En moyenne, il est de l'ordre de 6 pour un maillage régulier
bidimensionnel formé de triangle, et de 'ordre de 30 dans le cas tridimensionnel.

Une premiere idée serait de cumuler les matrices élémentaires dans un tableau de listes.
Chaque liste d’indice ¢ dans le tableau contient la liste des paires (j, A; ;) de coefficients
de la matrice en cours de construction. Ce tableau de liste est ensuite convertis en une
structure de donnée matrix.

Nous avons a rechercher dans la liste pour voir si un coefficient A, ; est déja représenté
ou bien s’il faut en créer une représentation. Nous pouvons accélérer cette recherche en
maintenant la liste triée par ordre croissant des indices j. La librairie standard C++ propose
la table de correspondance map(Key,T) (voir [Fon97, p. 88] ou [Str01, p. 534]), qui proposent
un rangement ordonné du type de celui d'un dictionnaire. La structure de donnée y est
celle d'un arbre. Si la i-eme ligne de la matrice creuse contient nnz(i) éléments non-nuls,
la recherche d'un élément prendra un temps de calcul en O(log nnz(i)). Le rangement des
nnz(i) éléments de la ligne prendra donc le temps O(nnz(i) log nnz(i)), et celui de tous les
coefficients de la matrice le temps O(nnz log nnz).

La classe matrix_store hérite de la classe vector(map(size_t,T)) :
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matrix_store.h

#include <vector>

#include <map>

template<class T>

class matrix_store : public std : :vector<std : :map<size_t, T> > {

public :
typedef T value_type;
typedef typename std : :map<size_t,T> : :iterator iterator;
typedef typename std : :map<size_t,T> : :const_iterator const_iterator ;
matrix_store (size_t nrow = 0, size_t ncol = 0);
size_t nrow() const;
size_t ncol() const;
size_t nnz() const;
std : :map<size_t, T>& row (size_t i);
const std : :map<size_t, T>& row (size_t i) const;
T& entry (size_t i, size_t j);
T operator() (size_t i, size_t j) const;
protected :

size_t _ncol;
size_t _nnz;

b

Le codage des fonctions membres est :

L’extraction d’un élément utilise des actions spécifiques de la classe map(Key,T). On vérifie
tout d’abord s’il n’existe pas déja, via

map<Key,T>::find (Key);

Cette fonction renvoie un itérateur (voir [Fon97, p. 128], [MS96, p. 49] ou bien [SGI02])
sur une paire de type pair_type(Key,T). Si cet itérateur est valide, c’est que ’élément
existe déja, et alors nous renvoyons une référence sur le second objet de la paire, c’est a
dire sur la valeur numérique du coefficient de la matrice. Dans le cas contraire, la fonction

T& map<Key,T>::operator[] (Key);

appelée par row(i) [j] insere un élément avec la valeur zéro et en renvoie la référence.

Il s’agit enfin de convertir une matrix_store(T) en une matrix(T). Pour cela, on ajoute
dans ‘matrix.h’ la fonction de conversion :
matrix.h (suite)

#include "matrix_store.h"
template <class T>

class matrix {

public :

friend void convert (const matrix_store<T>&, matrix<T>&);

b
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Le codage est :

7.5 Retour sur la matrice d’énergie A

Nous pouvons a présent écrire I’algorithme d’assemblage de A :

assembly_energy.h

template <class T>
inline T contribution (const mesh<T>& Th, size_t il, size_t j1, size_t k1,
size_t 12, size_t j2, size_t k2) {
return (Th.vertice(k1)[0]—Th.vertice(j1)[0])*(Th.vertice(k2)[0]—Th.vertice(j2)[0])
+ (Th.vertice(k1)[1]—Th.vertice(j1)[1])*(Th.vertice(k2)[1]—Th.vertice(j2)[1]);
}
template <class T>
void assembly_energy (const mesh<T>& Th, const std : :valarray <size_t>& num, matrix<T>& a) {
matrix_store<T> as (Th.n_internal_vertice(), Th.n_internal_vertice());
for (size_t 1 = 0; 1 < Thusize(); 1++) {
T coef = 1/(4+«Th.meas(l));
for (size.t r = 0;r < 3; r+4) {
size_t 1 = Th[l][r];
size_t j = Th[l][(x4+1) % 3];
size_t k = Th[l][(r+2) % 3];
if (Th.is_internal(i)) {
as.entry (numli],numl[i]) += coefxcontribution (Th, i,jk, i,j,k);
if (Th.is_internal(j))
as.entry (num[i],num[j]) += coefxcontribution (Th, i,jk, jk,i);
if (Th.is_internal(k))
as.entry (numfi],numlk]) += coefxcontribution (Th, i,jk, k,ij);
}

}
}

convert (as, a);

et un programme de test :
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assembly_energy _tst.c

#include <valarray>

#include "valarray_util.h"

#include "mesh.h"

#include "matrix.h"

#include "renumbering.h"

#include "assembly_energy.h"

using namespace std ;

int main() {
mesh<double> Th;
cin > Th;
valarray<size_t> num
renumbering (Th, num);
matrix<double> A :
assembly_energy (Th, num, A);
cout < A

La compilation et le lancement sont :

c++ assembly_energy_tst.cc -o assembly_energy_tst
assembly_energy_tst < L-20-adapt.mail > L-20-adapt.mm
matrix_ps_tst < L-20-adapt.mm > L-20-adapt.ps
ghostview L-20-adapt.ps

ol le fichier ‘L-20-adapt.mail’ correspond au maillage de la figure 7.4.a. La visualisation
de la matrice creuse Fig. 7.4.b est obtenue a partir du programme matrix_ps_tst présenté
dans l'exercice 5.4.1 et du logiciel ghostview [Deu0l1]. Le maillage ‘L-20-adapt.mail’ a
été obtenu avec le logiciel bamg [Hec97].

7.6 Reésolution du systeme linéaire

Passons a la résolution du systeme linéaire (7.2)-(7.3) : issu de la discrétisation éléments
finis.



66

Langage C++ et calcul scientifique

Fic. 7.4 — Maillage et structure creuse de la matrice d’énergie associée.

dirichlet.h

#include "mesh.h"
#include "matrix.h"
#include "renumbering.h"
#include "assembly_mass.h"
#include "assembly_energy.h"
#include "interpolate.h"
#include "valarray_util.h"
#include "cg.h"
#include "eye.h"
template <class T>
std : :valarray<T> dirichlet (const mesh<T>& Th, const std : :valarray<T>& fh) {
std : :valarray<size_t> num;
std : :valarray<T> M;
matrix<T> A
renumbering  (Th, num);
assembly_mass (Th, num, M);
assembly_energy (Th, num, A);
std : :valarray<bool> internal (Th.n_vertice());
for (size_t i = 0; 1 < Th.n_vertice(); i++)
internal [i] = Th.is_internal (i);
std : :valarray<T> b = Msxstd : :valarray<T>(fh [internal]);
std : :valarray<T> x (0.0, Th.n_internal_vertice());
cg (A, x, b, eye(), 1000, 1le—10);
std : :valarray<T> uh (0.0, Th.n_vertice());
uh [internal] = x;
return uh;
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Notez I'utilisation du masque internal pour sélectionner les sommets internes du maillage,
correspondant aux inconnues du systeme linéaire.

Avec pour second membre f(z,y) = x(1 — z) + y(1 — y), la solution exacte est connue
explicitement u(x,y) = (1 — xz)y(1 — y)/2, ce qui permet de calculer 'erreur. Voici donc
le programme de test :

finite_element_tst.cc

#include "dirichlet.h"
using namespace std;
double f (const point<double>& x) { return x[0]*(1—x[0])+x[1]*(1—x[1]); }
double u (const point<double>& x) { return x[0]+(1—x[0])*x[1]*(1—x[1])/2; }
int main() {
mesh<double> Th;
cin > Th;
valarray<double> uh = dirichlet (Th, interpolate (Th, f));
valarray<double> pi_h_u = interpolate (Th, u);
valarray<double> err = abs(pi_h_u—uh);
cerr < "err " < err.max() < endl;

}

La compilation et le lancement sont :

c++ finite_element_tst.cc -o finite_element_tst
finite_element_tst < square-10.mail

La figure 7.5.a trace I’erreur en norme L, en fonction du pas h du maillage. Nous pouvons
observer que |u — mhulleon = O(h?). La figure 7.5.b trace le nombre d’itérations, par
I'algorithme du gradient conjugué, nécessaire pour obtenir un résidu de 107° en fonction
du nombre d’inconnues n;,;. Ce nombre d’itération croit comme (’)(niln/f). Or le cout d'une
itération du gradient conjugué est O(nyy), si bien que le cout total de la résolution est

O(ng/Q).

int

7.7 Exercices

EXERCICE 7.7.1 (sortie graphique)

Cet exercice a pour but de visualiser les fonctions de type éléments finis avec
gnuplot [WKL"98]. S'inspirant de l'exercice 4.4.4 page 43, écrire la fonction plot (Th,uh)
en utilisant la commande splot de gnuplot.

EXERCICE 7.7.2 (condition aux bords non-homogene)
Modifier la fonction assembly_energy pour accepter une condition aux bords non-
homogene.
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Chapitre 8

Introduction au calcul formel

Dans cette partie, nous nous proposons d’étudier la conception d'un systeme de calcul
formel (voir par exemple pour compléments [Bro97]) en C++ par la programmation d’une
classe de polynomes.

Un polynome est représenté ses coefficients (¢;)o<i<n—1 :

n—1

p(X) = chXk, Cn-1 # 0.

k=0

Le degré du polynome est alors n — 1. Le polynome nul correspond a n = 0 et est alors par
convention de degré égal a —1.

8.1 Définition d’une classe pour les polyndémes

L’indéterminée X peut étre définie simplement comme suit :

polynom.h

class symbol {
public :

symbol () {}
b

Cette classe ne contient aucune donnée : elle n’est utilisée que comme marque, pour définir
un nouveau type. La classe polynom contient le tableau des coefficients :

69
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#include <vector>
#include <iostream>
template <typename T>
class polynom {
public :
polynom(const T& = T());
polynom(const symbol&);
polynom(const polynom<T>&);
polynom<T>& operator= (const polynom<T>&);
int degree() const;
const T& coefficient(size_t i) const;
T operator() (const T& x_value) const;
polynom<T> operator+ (const polynom<T>&) const;
polynom<T> operator— (const polynom<T>&) const;
polynom<T> operator* (const polynom<T>&) const;
template<typename U> friend std::ostream& operator< (std::ostream&, const polynom<U>&);
template<typename U> friend polynom<U> pow (const symbol&, int);
protected :
std::vector<T> ¢
void check_resize() ;

b
La classe vector fait partie de la librairie standard du langague C++. Un certain nombre de
fonctions membres et amies y sont déclarées. Nous allons les passer en revue. Tout d’abord,
les constructeurs et opérateurs d’affectation standards s’écrivent :

template <typename T>
polynom<T>::polynom(const T& c0) : ¢(1,c0) { if (c0 == T()) c.resize(0); }
template <typename T>
polynom<T>::polynom(const symbol& X1) : ¢(2,T()) { c[1] = 1; }
template <typename T>
polynom<T>::polynom(const polynom<T>& q) : ¢(q.c) {}
template <typename T>
polynom<T>& polynom<T>::operator= (const polynom<T>& q) {
c.resize(q.c.size());
¢ = q.c;
return xthis;

}

Ceci permet d’initialiser un polynome a partir d’une constante ¢y, d'une indéterminée X, ou
bien encore par copie d'un autre polynome. Notez ici le cas particulier lorsque la constante
a l'initialisation est nulle : ceci est en accord avec la définition de la fonction degré :

template <typename T>
int polynom<T>::degree() const { return c.size() —1; }

8.2 Addition, soustraction et multiplication

L’opérateur d’addition est relativent simple :
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template <typename T>
polynom<T> polynom<T>::operator+ (const polynom<T>& q) const {
polynom<T> r;
r.c.resize (std:max(c.size(), q.c.size()), T());
for (size.t i = 0; 1 < csize(); i++) rc[i] = c[i];
for (size_t i = 0; 1 < q.c.size(); i++) r.cfi] += q.c[i];
r.check_resize() ;
return r;

}

Il faut cependant prendre soin de traiter le cas ou les coefficients de plus haut degré
deviennent s’annulent :

template <typename T>
void polynom<T>::check_resize () {
size_t new_size = c.size();
for (; new_size > 0; new_size——) if (c[new_size—1]!= T()) break;
if (new_size == c.size()) return;
std::vector<T> tmp(new_size) ;
for (size_t i = 0; 1 < new_size; i++) tmp[i] = c[i];
c.resize(new_size) ;
for (size_t i = 0; 1 < new_size; i++) c[i] = tmp[i];

}

La soustraction est tres proche de I'addition :

template <typename T>

polynom<T> polynom<T>::operator— (const polynom<T>& q) const {
polynom<T> r;
r.c.resize (std::max(c.size(), q.c.size()), T());

for (size.t i = 0; 1 < csize(); i++) rc[i] = c[i];
for (size_t i = 0; 1 < q.c.size(); i++) r.c[i] —= q.c[i];
r.check_resize() ;
return r;

}

Il est également facile de définir le produit p *x ¢ de deux polynomes entre eux :

template <typename T>
polynom<T> polynom<T>::operator (const polynom<T>& q) const {
polynom<T> r;
r.c.resize(c.size() + q.c.size() — 1, T());
for (size_t i = 0; 1 < c.size(); i++)
for (size_t j = 0; j < q.c.size(); j++)
eli+] 4= ekl
return r;

}

Nous souhaitons également reconnaitre des expressions plus complexes, contenant des
termes de la forme ¢ * p, ou ¢ est un scalaire :

double c = 2;
polynom<double> X = symbol();
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X*X;
c*X*p;

polynom<double> p
polynom<double> q

L’expression cx X xp sera évaluée de la gauche vers la droite comme indiqué sur la Fig. 8.1.
Les combinaisons de la forme ¢ * p et p x ¢ sont traités de la facon suivante :

mndoublemn*mnpolynom<double

N

mnpolynom<double>mn*mnpolynom<double>

mnpolynom<double>

F1G. 8.1 — Evaluation d’une expression polynomiale de la forme ¢ * X * p.

polynom.h (suite)

template <typename T1, typename T2>
polynom<T2> operator* (const T1& c0, const polynom<T2>& p) { return polynom<T2>(c0)xp; }

template <typename T1, typename T2>
polynom<T1> operatorx (const polynom<T1>& p, const T2& c0) { return p*polynom<T1>(c0); }

Notez l'utilisation du constructeur polynom<T>(c0) qui convertit son opérande en po-
lynome, afin de se rammener a des produits entre deux polynomes. L’utilisation de deux
types T1 et T2 dans la déclaration template permet de reconnaitre des produits de la forme
2% pou Tl=int et p est du type polynom<double>.

Enfin, les combinaisons entre scalaires et polynomes s’étendent aux opérateurs d’additions
et de soustraction :
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template <typename T1, typename T2>
polynom<T2> operator+ (const T1& c0, const polynom<T2>& p) { return polynom<T2>(c0)+p; }

template <typename T1, typename T2>
polynom<T1> operator+ (const polynom<T1>& p, const T2& c0) { return p+polynom<T1>(c0); }

template <typename T1, typename T2>
polynom<T2> operator— (const T1& c0, const polynom<T2>& p) { return polynom<T2>(c0)—p; }

template <typename T1, typename T2>
polynom<T1> operator— (const polynom<T1>& p, const T2& c0) { return p—polynom<T1>(c0); }

template <typename T>
polynom<T> operator— (const polynom<T>& p) { return polynom<T>()—p; }

La derniere fonction correspond au moins unaire, par exemple dans ¢ = —p.

8.3 Polynomes de LEGENDRE

Nous avons a présent suffisamment d’éléments pour utiliser notre classe polynom dans une
application : les polynomes de Legendre sont donnés par la formule de récurrence :

P(X) = 1
P(X) = X
m+1)P1(X) = 2n+1)XP,(X)—nP,_1, n>1

Ces polynomes ont des propriétés remarquables et sont tres largement utilisés en ana-
lyse numérique, en particulier pour 1’élaboration de formules d’intégration numérique ap-
prochées. Ecrivons une fonction qui imprime les polynomes de Legendre.

polynom_legendre.h

#include "polynom.h"
#include <vector>
template <typename T>
void polynom_legendre (std::vector<polynom<T> >& P) {
if (P.size() < 2) return;
polynom<T> X = symbol();
P[] = 1;
P[1] = X;
for (size_t n = 2; n < P.size(); n++)
P[n] = (2.04n—1)/nxX+P[n—1] — (n—1.0)/n*P[n—2];

Des termes de la forme ¢ * X * p et ¢ * p apparaissent au second membre de ’expression
au second membre de l'affectation dans la boucle : nous avons déja les traiter. Notez
également l'utilisation de la classe vector pour ranger les données. Un petit programme
de test s’écrira simplement :
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polynom_legendre_tst.cc

#include "polynom_legendre.h"
using namespace std;
int main(int arge, charsx argv) {
size_t n = (arge > 1)7 atoi(argv[l]): 9;
vector<polynom<double> > P(n+1);
polynom_legendre(P);
for (size_t i = 0; 1 < P.size(); i++)
cout € "P" < i « "=" <« P[i] <« endl;

}

Nous avons utilisé une d'une fonction d’impression d’un polynoéme et qui s’écrit :
polynom.h (suite)

template <class T>
std::ostream& operator< (std::ostream& out, const polynom<T>& p) {
if (p.c.size() == 0) return out < "0";
bool prem = true;
for (int i = p.csize()—1;1 >=0;i——) {
if (p.c[if == 0) continue;
if (!prem && p.c[i] > 0) out <« "+";
prem = false;
if (i ==0) {
out < p.cli];
continue;

}
if (p.cfi] = 1) {
if (p.c[i] == -1)
out <« "-":
else
out < p.cfi] « "x";
}

out < "X";
if (i == 1) continue;
out < """ K i;

}

return out;

}

La compilation et le test sont :

c++ polynom_legendre_tst.cc -o polynom_legendre_tst
./polynom_legendre_tst 15

8.4 Evaluation

Afin de mélanger calcul formel et calcul numérique, nous allons a présent évaluer les po-
lynomes avec des notations du type p(valeur) en définissant 1'opérateur de parentésage
operator() :
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template <typename T>
T polynom<T>::operator() (const T& x) const {
Tv=0;
for (size_t i = c.size(); 1 > 0; i——)
v = vix + c[i—1];
return v;
}

Les polynomes peuvent ainsi étre appelés avec la méme syntaxe que les fonctions. Les
classes disposant d'une définition de operator () sont appelées classes fonctions.

8.5 Sortie graphique

Disposant d'une fonction d’évaluation, nous pouvons échantilloner un polynome sur un
intervalle [a, b] et passer ces valeurs sur un programme de sortie graphique :

polynom_plot.h

#include <fstream>
template<class T>
void plot (const polynom<T>& p, const T& a = —1, const T& b = 1) {
size_t n = 1000;
T h = (b—a)/n;
std::ofstream data ("p.dat");
for (size_t i =0;1 <= n; i++)
data < a+ixh < " " < p(atixh) < std::endl;
data.close();
std::ofstream gpl ("p.gpl");
gpl < "plot [" KW a K" " <K< bk "] ’p.dat’ w 1" K std::endl;
gpl.close() ;
system ("gnuplot -persist p.gpl");

}

Le programme de test suivant imprimera la n-ieme polynéme de LEGENDRE :

polynom_legendre_plot_tst.cc

#include "polynom_legendre.h"

#include "polynom_plot.h"

using namespace std;

int main(int arge, charxx argv) {
size_t n = (argc > 1)7 atoi(argv[l]): 9;
vector<polynom<double> > P(n+1);
polynom_legendre(P) ;
plot(P[n])

}

La compilation et le test sont :

c++ polynom_legendre_plot_tst.cc -o polynom_legendre_plot_tst
./polynom_legendre_plot_tst 3
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FiG. 8.2 — Polynéme de LEGENDRE pour n = 9.

./polynom_legendre_plot_tst 15
./polynom_legendre_plot_tst 40

Le résultat est représenté sur la Fig. 8.2. Au dela de n = 50, les erreurs d’arrondis se
propagent et dénaturent le résultat : I’évaluation peut se poursuivre encore en remplacant
double par long double dans le code précédent, voire en utilisant des classes de récision
arbitraire pour les nombres flottants [FSF05].

8.6 Division euclidienne

Pour deux polynomes a et b, avec b # 0, on note le ¢ et r le quotient et le reste, res-
pectivement, de la division euclidienne, tels que a = b * ¢ + r, avec soit r = 0 soit
degré(r) < degré(b). L’algorithme suivant donne ¢ et r :

algo division euclidienne

q:=0

ri=a

tantque r # 0 et d := degré(r) — degré(b) > 0 faire

t:=lc(r)/le(b) » X2

qg:=q+t
rio=r—>bxt
fin

ou la notation le(p) représente le coefficient du terme de plus haut degré du polynéme p.

Notre classe polynome est presque préte pour implémenter un tel algorithme : écrivons-le.
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polynom_div.h

#include "polynom.h"

template <typename T>
void div(const polynom<T>& a, const polynom<T>& b, polynom<T>& ¢, polynom<T>& r) {

symbol X;
q=0;
r=a,;
int d =0;

while (r.degree()!= —1 && (d = r.degree() — b.degree()) >= 0) {
polynom<T> t = le(r)/le(b)*pow<T>(X,d);
q=q+t;
r =1 — bxt;
}
}

Il reste & implémenter pow(X,d) qui renvoie le monome X¢ et s’écrit :
polynom.h (suite)

template <typename T>
polynom<T> pow (const symbol& X, int d) {
polynom<T> p;
p.c.resize (d+1, T());
pcld] = 1;
return p;

}

ainsi que la fonction lc(p) :

template <typename T>
const T& lc(const polynom<T>& p) { return p.coefficient (p.degree()); }

qui elle-méme nécessite un acces en lecture aux valeurs des coefficients :

template <typename T>
const T& polynom<T>::coefficient (size_t i) const { return c[i]; }

Voici un exemple de programme d’appel qui imprime le quotient et le reste de la division
dea=3X3+X2+ X +5parb=>5X%2—-3X +1.
polynom_div_tst.cc

#include "polynom_div.h"
using namespace std ;
int main() {
polynom<double> X = symbol(),
a = 3xX*xXxX + XxX + X + 5,
b = 5xxX«X — 3%xX + 1,
q, I,
div (a,b,q,r);
cout < "a =" < a < endl
< "b =" <K b K endl
<« "g=" <« q< endl
< "r =" < r K endl
< "bxgtr = " < bxq+r < endl;
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8.7 Exercices

EXERCICE 8.7.1 (dérivation des polynomes)
a) Définir la fonction membre diff () de la classe polynom, qui renvoient la dérivée d’un
polynome.

b) Adapter le programme polynom legendre_tst, pour imprimer les dérivées des po-
lynomes de Legendre.

EXERCICE 8.7.2 (intégration des polynomes)
a) Définir la fonction membre integrate () de la classe polynom, qui renvoient une pri-
mitive d’un polynome, associée a une constante d’intégration nulle.

b) Définir la fonction integrate(p,a,b) qui intégre un polynome dans l'iontervalle [a, b).

c) Adapter le programme polynom_legendre_tst, pour imprimer les quantités

1
/ Li(xz)Lj(x)dz, 0<i,j<n
—1
et vérifier que cela fait 2/(2i+1)0; ;. Pour une démonstration de cette propriété, on pourra
consulter par exemple [CMS86, p. 21], exercice 1.6-2.

EXERCICE 8.7.3 (optimisation de la classe polynom - difficile)

La représentation du monome X°% nécéssite un tableau contenant 499 zéros pour un coeffi-
cient non-nul. Une représentation informatique plus efficace ne contient que les coefficients
non-nuls sous la forme d’une liste de paires {(i,¢;),0 <i < n et ¢; # 0}. Ce type de struc-
ture de données compressé a été adoptée pour les matrices creuses. La structure 1ist<T>
de la librairie standard du language C++permet de représenter un tel ensemble :

template <typename T>
class polynom {
public:
/] ..
protected:
std::list<std::pair<size_t, T> > c;

};

La classe pair<T1,T2> fait également partie de la librairie standard. Re-écrire les fonc-
tions membres et amies de la classe polynome : constructeurs, affectation, arithmétique...
Tester les programme d’affichage des polynomes de LEGENDRE ainsi que de la division
euclidienne. Afin d’assurer des performances aux opérations d’addition, soustraction et
multiplication, nous maintiendrons la liste des coefficients ordonnée par indices i crois-
sants.



Chapitre 9

Différentiation automatique

On considere le probleme de minimisation :

(P) : trouver u € R solution de 20
min J(v)
10
avec
Fv) = 2u(u+1)
J(v) = F(v) x (F(v)+sin(v)) 0
Comme nous pouvons l’observer sur la Fig. 9.1, la fonc-

tion J(v) est assez difficile & minimiser. En particu-
lier, elle présente ici des minimums locaux en v = 0 et
u ~ —1.20662, le second étant un minimum global. Le
codage de cette fonction est :

F1G. 9.1 — La fonction J(u).

struct J {
template <class T>
T operator() (const T& u) const {
T f = 2sux(utl);
return fx(f + sin(u));
}
b

Un petit programme d’affichage s’écrira :

79
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j-tst.cc

#include "j.h"
#include <cmath>
#include <iostream>
using namespace std;
int main() {
JJs
double u = -2;
for (size.t i = 0; 1 <= 300; i++, u = u + 0.01)
cout € u K€ " " < j(u) € endl;
}

La compilation et le lancement sont :

c++ j_tst.cc -o j_tst
./j_tst > j.dat
gnuplot

> plot "j.dat" w 1lp

La méthode de NEWTON permet de rechercher un zéro de J'(v) en construisant une suite
(tn)n>0 selon :
n=0:uy € R donné
n >0 :wu, €R connu, calculer
Unpr = Un — (J"(u)) " % T ()
Cette méthode converge donc vers un des minimums locaux de J, selon le choix initial de
ug. Une programmation générique de cette méthode est :

newton.h

#include <iostream>
template <typename T, typename F1, typename F2>
int newton (const F1& f, const F2& df_dx, T& x, size_t n_max, const T& epsilon) {
for (size.t n = 0; n < n_max; n++) {
T dx = — f(x)/df_dx(x);
std::clog < "newton : "< n < " " < dx < std:endl;
if (fabs(dx) < epsilon) return 0;
X += dx;

}

return 1;

}
Cet algorithme cherche z solution de f(x) = 0. Les fonctions f et df fx sont passées en
argument, I’algorithme s’arréte en au plus n,,,, itérations, et le test d’arrét |u, 1 —u,| < €.

Il restera donc a appeler cette méthode avec £f=J' et df_dx=J". Une facon de calculer
J'(u) est de I'approcher par la différence (J(u +¢€) — J(u)) /e. Cependant, cette quantité
est sensible au choix de €, et 'algorithme résultant ne sera pas tres robuste, d’autant plus
qu’il faudra également évaluer J”(u) de fagon approché. Les erreurs peuvent s’accumuler.

Dans la pratique, I’algorithme est beaucoup plus robuste lorsque nous évaluons exactement
J'(u) et J"(u). Une meilleure solution est donc de calculer explicitement J' et J”, puis
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d’écrire les classes-fonctions associées, comme cela a été fait pour la fonction J :
dj_du.h

struct dJ_du {
template <class T>
T operator() (const T& u) const {
T f = 2sux(utl);
T df_du = 4%u+2;
return df_dux(f + sin(u)) + f*(df_du + cos(u));
}
i

d2j_du2.h

struct d2J_du2 {
template <class T>
T operator() (const T& u) const {
T f = 2sux(utl);
T df_du = 4xu+2;
T d2f_du2 = 4;
return d2f_du2x*(f + sin(u)) + 2xdf_dux(df_du + cos(u)) + f*(d2f_du2 — sin(u));
}
i

Enfin 'appel de la minimisation de J par la méthode de NEWTON s’écrit alors :

newton_tst.h

#include "newton.h"

#include "j.h"

#include "dj_du.h"

#include "d2j_du2.h"

#include <cmath>

using namespace std;

int main(int arge, charsxargv) {
double u = (argc > 1)? atof(argv[l]) : —2;
newton (dJ_du(), d2J_du2(), u, 100, le—7);

JJs
cout < "u =" < u < endl

< "J(w) =" < j(u) < endl;
return 0;

}

La compilation et le test sont :

c++ newton_tst.cc -0 newton_tst
./newton_tst

Cependant, 'expression de J peut étre arbitrairement complexe, des milliers de lignes
de code dans la pratique, et issu d’un calcul numérique, différences finies, éléments fi-
nis,. .. Dans ce cas, le cacul de J' et J” sera fastidieux et source d’erreur : pour chaque
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modification de J, lors de mise a jours du code, il faudra les répercuter dans les codes
de calcul de J’ et de J”. Une premiere technique, en vogue ces derniers temps, consiste a
générer automatiquement les fichiers dj_du.h et d2j_du2.h a partir du fichier j.h. Un tel
programme de génération automatique sera relativement complexe, car il devra reconnaitre
toutes les constructions du language C++, puis dériver toutes les expressions. Ainsi, le logi-
ciel TAPENADE (précédement appelé ODYSSEE) réalise ce type de conversion. La procédure
reste longue et pénible.

Nous allons utiliser une autre technique, plus récente, de dérivation automatique de code
qui s’applique sur chaque instruction : si une fonction est décrite par son implémentation
numérique, alors ses dérivées seront calculables exactement. Pour cela, considérons la
classe :

ad.h

#include <iostream>
template <typename T>
class ad {
public :
ad (const T& x = T(), const T& dx = T());
ad<T>& operator= (const ad<T>&);
const T& diff() const;
void declare_variable();
ad<T> operator— () const;
ad<T> operator+ (const ad<T>&) const;
ad<T> operator+ (double g) const;
ad<T> operatorx (const ad<T>&) const;
template <typename U> friend ad<U> operatorx (double, const ad<U>&);
template <typename U> friend ad<U> sin (const ad<U>&);
template <typename U> friend ad<U> cos (const ad<U>&);
template <typename U> friend ad<U> exp (const ad<U>&);
template <typename U> friend std::ostream& operator< (std::ostreamé&, const ad<U>&);
protected :
T x, dx;
i
La surcharge de 'opérateur de multiplication operator* entre deux variables f et g de type
ad<double> entrainera que, chaque fois que f X g apparait, nous calculerons simultanément
fg==fxxgxet flg+ fg = f.dx*g.x + f.x*g.dx. Un objet de type ad<double> est
par défaut une constante. L’instruction x.is_variable() affecte 1 au champs x.dx : la

dérivée de x par rapport a x vaut 1. Par exemple, le code :

ad_tst.cc

#include "ad.h"
using namespace std ;
int main() {
ad<double> x = 3;
x.declare_variable() ;
ad<double> f = 2sxx(x+1);
cout < f « " " « fdiff() < endl;

}
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affichera les valeurs de f(x) et de sa dérivée f'(z) en x = 3, soit 24 et 14, respectivement.
La compilation et le test sont :

ct+ ad_tst.cc -o ad_tst
./ad_tst

Avant de pouvoir compiler et executer ce code, il va falloir cependant compléter notre
classe ad<T>. Les constructeurs et opérateurs d’affectation s’écrivent :

ad.h (suite)

template <class T> ad<T>:ad (const T& y, const T& dy) : x(y), dx(dy) {}
template <class T>ad<T>& ad<T>:operator= (const ad<T>& f) {

x = {x;

dx = f.dx;

return xthis;

}

Les fonctions d’acces aux données sont :

template <class T> const T& ad<T>:diff() const { return dx; }
template <class T> void ad<T>:declare_variable() { dx = T(1); }

S’appuyant sur les formules de dérivation de (f+g)’ de 'addition, nous pouvons commencer
a compléter le code des fonctions de la classe ad<T> :

template <class T>

ad<T> ad<T>:operator+ (const ad<T>& g) const { return ad<T>(x + g.x, dx+g.dx); }
template <class T>

ad<T> ad<T>:operator+ (double g) const { return ad<T>(x+g, dx); }

template <class T>

ad<T> ad<T>:operator— () const { return ad<T>(—x, —dx); }

La formule de dérivation pour (f x g) permet de définir operator= :

template <class T>

ad<T> ad<T>:operators (const ad<T>& g) const { return ad<T>(x*g.x, dx*g.x + x*xg.dx); }
template <class T>

ad<T> operator* (double f, const ad<T>& g) { return ad<T>(fxg.x, f*xg.dx); }

La librarie mathématique courante est aussi introduite :

#include <cmath>

template <class T>

ad<T> sin (const ad<T>& f) { return ad<T>(sin(fx), f.dxxcos(f.x)); }
template <class T>

ad<T> cos (const ad<T>& f) { return ad<T>(cos(fx), —f.dx*sin(f.x)); }
template <class T>

ad<T> exp (const ad<T>& f) { return ad<T>(exp(f.x), f.dxxexp(fx)); }

Enfin, la sortie standard :

template <class T>
std::ostream& operator< (std::ostreamé& os, const ad<T>& f) {
return os < f.x;

}
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Cet inventaire n’est certes pas complet, mais sera suffisant pour nous permettre de tester
quelques fonctionalités de notre classe. Le petit programme suivant affiche sur trois colonnes
les valeurs de (u, J(u), J'(u)) entre —2 et 1 par pas de 0.01 :

ad_jl_tst.cc

#include "j.h"
#include "ad.h"
using namespace std ;
int main() {
J3
ad<double> u = —-2;
u.declare_variable() ;
for (size_t i = 0; 1 <= 300; i++, u = u + 0.01) {
ad<double> ju = j(u);
ot €K 1 € " " K ju " "« judiff() <« endl;
}
}

Afin d’utiliser, lors des appels la fonction J, a I'aide d’un argument u de type ad<double>,
nous 'avons définie une fois pour toute a I'aide d’un type générique T. D’autre part, nous
n’avons a aucun moment a utiliser explicitement les expressions des dérivées de J. La
compilation et le test sont :

c+t+ ad_jl_tst.cc -o ad_jl_tst

./ad_jl_tst > jl.dat

gnuplot

> plot "jl.dat" w 1lp, "jl.dat" u 1:3 w 1p

Ceci va nous permettre de calculer les dérivées secondes, voire d’ordre supérieur, de facon
automatique : pour cela, nous utiliserons la capacité de récursiion les modeles de types :
ad<ad<double> >, ad<ad<ad<double> > > ...

ad_j2_tst.cc

#include "j.h"
#include "ad.h"
using namespace std ;
int main() {
T
ad<double> u0 = -2;
u0.declare_variable() ;
ad<ad<double> > u (u0);
u.declare_variable() ;
for (size_t i =0;1 <= 300; i++, u = u + 0.01) {
ad<ad<double> > ju = j(u);
cout € 1 K """ < ju <" < judiff() <« " " < judiff().diff() < endl;
}
}

La syntaxe devient alors assez complexe, et donc présente une source potentielle d’erreurs
de programmation. Aussi, afin de rendre notre code plus lisible, nous allons utiliser la petite
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classe de derivation automatique des classes-fonctions a une variable suivante :
ad_diff.cc

#include "ad.h"
template <typename F>
class diff {
public :
diff() : £() {}
template<class T>
T operator() (const T& x0) const {
ad<T> x (x0);
x.declare_variable() ;
return f(x).diff();

protected :
Ff;
b

Le code précédent peut se re-écrire plus clairement :
ad_j2a_tst.cc

#include "j.h"
#include "ad_diff.h"
using namespace std;
int main() {
JJs
diff<J> dj_du;
diff<diff <J> > d2j_du2;
double u = —-2;
for (size_t i =0;1 <= 300; i++, u = u + 0.01)
cout K u < " " K jlu) """ < dj_du(u) € " " <« d2j_du2(u) < endl;
}

L’appel de la minimisation de J par la méthode de NEWTON s’écrit alors :

newton_ad_tst.cc

#include "ad_diff.h"
#include "newton.h"
#include "j.h"
using namespace std;
int main(int argc, charsxargv) {
double u = (argc > 1)? atof(argv[l]) : —2;
newton (diff<J>(), diff<diff<J> >(), u, 100, le—7);

JJs
cout < "u =" <K u < endl

< "J(u) =" < j(u) < endl;
return 0;

}

La compilation et le test sont :

c++ newton_ad_tst.cc -o newton_ad_tst
./newton_ad_tst
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Notes bibliographiques

Pour en savoir plus sur ces techniques tres en vogue actuellement, on pourra consulter les
librairies fabbad [SB05| ou adol-c [WKGO05] par exemple. Cette technique s’applique en-
core quand J est issue d'un calcul approché : traitement d’image, discrétisation d’équations
aux dérivées partielles, etc.



Chapitre 10

Entiers arbitrairement grands

Nous souhaitons maintenant pouvoir effectuer des opérations arithmétiques sur des valeurs
entieres positives de grandes taille pour lesquelles nous ne pouvons utiliser les types int
ou long int qui sont trop petits, limités a 2V ou typiquement N = 31 ou N = 63.
Nous pourrions représenter nos grands nombres positifs en base 10, a raison d’un chiffre
par élément, mais ceci ne serait pas une facon tres efficace de faire les choses puisque les
types numérques existent déja et peuvent contenir des valeurs plus grandes qu’'un chiffre.
Nous allons découper un entier arbitrairement grand en tranche de quatre chiffres, chaque
tranche étant un élément d’une liste : la représentation de l'entier 12345678901 sera la
liste : (0123, 4567, 8901).

Nous allons utiliser la classe 1ist de la librairie standard du C++.

mniterator mnL.end ()

Y

mnL.begin()
mn(

mnL.rbegin()

A

mnL.rend .
O mnreverse_lterator

F1c. 10.1 — Liste chainée pour les grands entiers.

87



88

Langage C++ et calcul scientifique

bigint.h

#include <list>
#include <string>
#include <iostream>
class bigint {
public :
bigint() ;
bigint(const charx str);
bigint(const std::string& str);
bigint operator+ (const bigint& j) const;

friend std::istream& operator>> (std::istreamé& is, bigint& i);
friend std::ostream& operator< (std::ostream& os, const bigint& i);

protected :
static const size_t n_chiffre_tranche = 4;

static const size_t limite_tranche = 10000; // 10~ (n_chiffre_tranche+1)

void build_from_string(const std::string& str);

std::list<size_t> 1;

b
La classe list présente un interface du type :

<list>

template <class T>

class list {
list() ;
list(const list<T>&);
list<T>& operator= (const list<T>&);
“list() ;
void push_front (const T&);
void push_back (const T&);
typedef iterator;
iterator begin () const;
iterator end () const;
typedef const_iterator;
const_iterator begin () const;
const_iterator end () const;
typedef reverse_iterator;
const_iterator begin () const;
reverse_iterator rbegin () const;
reverse_iterator rend () const;
typedef const_reverse_iterator ;
const_reverse_iterator rbegin () const;
const_reverse_iterator rend () const;

b

Il existe des itérateurs qui parcourenent la liste (i, . .

., in—1) dans 'odre normal ou inverse :

iterator et reverse_iterator. Nous distinguons aussi les itérateurs qui sont capables de
modifier les données de ceux qui ne travaillent qu’en lecture, et qui prenent un préfixe
const. Ceci fait au total quatre types d’itérateurs. Le parcours d’une liste L de type list

s’écrira :
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for (list<size_t>::iterator iter = L.begin(); iter != L.end(); iter++)
cout << *xiter << endl;

Les itérateurs reprennent la syntaxe des pointeurs dont ils sont la généralisation. Les
opérations push_front et push_back nous permettrons d’ajouter un élément a la liste,
respectivement en téte et en queue. Avec cette structure de données, ’addition s’écrit :

bigint bigint::operator+ (const bigint& j) const {
bigint k;
std::list<size_t>::const_reverse_iterator iter_i = l.rbegin();
std::list<size_t>::const_reverse_iterator iter_j = j.l.rbegin();
size_t retenue = 0;
while (iter_i!= lrend() || iter_j!= j.l.rend()) {
size_t tranche_i = (iter_i!= Lrend())? *iter_i++ : 0;
size_t tranche_j = (iter_j!= j.l.rend())? *iter_j++ : 0;
size_t partielle = tranche_i 4+ tranche_j + retenue;
if (partielle > limite_tranche — 1) {
k.Lpush_front (partielle — limite_tranche);
retenue = 1;
} else {
k.l.push_front (partielle);
retenue = 0;

}
}

if (retenue == 1) k.l.push_front (1);
return k;

}

Le constructeur remplis la liste a partir d’une chaine de caractere :

bigint::bigint() : 1() {}
bigint::bigint(const charx str) : 1() { build_from_string(str); }
bigint::bigint(const std::string& str) : 1() { build_from_string(str); }

#include <sstream>
#include <cmath>
void bigint::build_from_string(const std::string& str) {
size_t n = str.length();
size_t n_tranche = size_t(std::ceil(1.0xn/n_chiffre_tranche));
for (size_t i = 0; i < n_tranche; i++) {
size_t start = n — std:min(n, (i+1)*n_chiffre_tranche);
size_t last = n — ixn_chiffre_tranche;
std::string tranche (str, start, last—start);
std::istringstream is (tranche);
size_t tranche_i;
is > tranche_i;
l.push_front(tranche_i) ;
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La sortie standard est :

std::ostream& operator< (std::ostream& os, const bigint& i) {
size_t ¢ = 0;

for (std:list<size_t>:const_iterator p = il.begin(); p'!= ilend(); p++, c++) {
if (¢ ==0) {
0S8 K *p;
} else {
size_t tranche = xp;
size_t deno = bigint::limite_tranche/10;

for (size_t k = bigint::n_chiffre_tranche; k > 0; k——, deno /= 10) {
os < tranche/deno;

tranche = tranche — denox(tranche/deno);
}
}
}

return os;

}

Enfin, voici un petit programme de test :

bigint_tst.cc

#include "bigint.h"

using namespace std;

int main (int argc, charxx argv) {
bigint i = string((arge > 1)? argv[1] : "10001");
bigint j = string((arge > 2)7 argv[2] : "10002");
ot K iICK"+"KCjK" =" K itj < endl;

}
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