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sur E, ix, 23
SN , l’ensemble des permutations, ii

5



6 TABLE DES MATIÈRES



Introduction

0.1 Présentation du cours

Ces notes reprennent sous une forme sensiblement plus détaillée des notes d’un cours
d’école doctorale donné en mars 2010 sous le nom “Estimation quantitative et uniforme en
temps de la propagation du chaos” et s’appuient également sur des notes d’un cours de M2
recherche EDPMAD dispensé durant les années scolaires 2008-2009, 2009-2010, 2010-2011
intitulé “du microscopique au macroscopique”. L’objectif de ces notes est double :

- Présenter des résultats récents obtenus en collaboration avec M. Hauray, C. Mouhot
et B. Wennberg.

- Faire une introduction générale aux problèmes de “limites de champ moyen” en
présentant en détail quelques résultats incontournables et en présentant quelques idées et
stratégies générales.

0.2 Les problèmes historiques

Il existe deux problèmes fondamentaux et difficiles en physique statistique hors équilibre :

- Dériver l’équation de Boltzmann à partir de la loi fondamentale de la dynamique :
c’est la limite de Grad (et ce n’est pas une limite de champ moyen). Ce problème a été
résolu partiellement (pour des temps courts) par Lanford en 1978.

- Dériver l’équation de Vlasov-Poisson pour un gaz en intéraction Coulombienne (N
particules qui créent un champ de force et le subissent) à partir de la loi fondamentale de
la dynamique : c’est une limite de champ moyen. Ce problème est résolu pour un potentiel
d’interaction non singulier par Braun et Hepp en 1977 et pour un potentiel d’interaction
“peu singulier” par Hauray et Jabin en 2007, mais il n’est pas résolu dans le cas du potentiel
Coulombien.

Pour contourner ces difficultés, Kac propose en 1956 de regarder un problème beaucoup
plus simple :

- Déduire l’équation de Boltzmann homogène en espace à partir d’un processus de
sauts “collisionnels”. C’est à nouveau un problème de champ moyen. La question est
initialement posée et résolue par Kac pour un modèle simplifié (appelé le modèle de Kac).
Cette approche se généralise à l’équation de Boltzmann, à l’équation de Vlasov (pour
un potentiel d’interactions régulier) ainsi qu’à bien d’autres équations (notamment le
très populaire modèle de McKean-Vlasov). Le “programme de Kac” repose sur deux
concepts clés que nous introduirons dans le prochain paragraphe et traiterons plus en
détail dans la suite du cours : la notion de limite de champ moyen et la notion de
chaos (et de propagation du chaos).

i
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0.3 Vers une formalisation du problème

On considère un espace d’états ou de configurations admissibles E. On prendraE ⊂ Rd.
On considère un système de particules (ou individus/cellules/agrégats, ...) dont chaque
particule est totalement décrite par sa variable d’état y ∈ E (typiquement ici y est la
position de la particule, et on note y = x ∈ E, ou sa vitesse, et on note y = v ∈ E, mais on
peut imaginer bien d’autres situations, en particulier un couple y = (x, v) position-vitesse,
une masse y = m ≥ 0, ... ). Un système de N particules est donc décrit par une variable
d’état

Y = (y1, ... , yN ) ∈ EN ,

que l’on notera parfois Y = Y N = (yNj )1≤j≤N lorsque l’on voudra insister sur la dépendance
enN . On suppose également le plus souvent que les particules sont indistinguables (échangeables
dans la terminologie probabiliste) ce qui signifie qu’on ne fait pas de différence entre
l’état Y et l’état Yσ = (yσ(1), ... , yσ(N)) pour toute permutation σ ∈ SN = {bijections
de {1, 2, ..., N}} donnée. Dans ce cas le système est en fait décrit par la classe de Y obtenue
par permutation des indices, l’espace des états du système est donc EN/SN .

Le problème à N particules. La configuration du système à N particules est obtenue
comme solution d’un problème d’optimisation (minimisation d’une entropie ou problème
de minmax, c’est un problème stationnaire ou à l’équilibre) ou d’une équation d’évolution
(problème hors équilibre) mettant en jeu la variable Y (ou une fonction de densité de la
variable Y ). Plus précisément, soit le système est déterministe et est décrit par un point
dans l’espace des phases

Ȳ = solution optimale d’un problème stationnaire ∈ EN (ou EN/SN ),

Y (t) = solution d’un problème d’évolution ∈ EN (ou EN/SN ).

Soit le système est stochastique et les variables ci-dessus sont aléatoires. Dans ce cas,
on peut préferer une description par densité de probabilité qui correspond à la loi de la
variables aléatoire précédente, le système est alors décrit par

F̄N = solution optimale d’un problème stationnaire ∈ P(EN ) (ou Psym(EN )),

FN (t) = solution d’un problème d’évolution ∈ P(EN ) (ou Psym(EN )),

où Psym(EN ) est l’espace des probabilités symétriques de EN , c’est à dire invariantes par
permutations des indices des variables. Le fait de considérer Psym(EN ) et non pas P(EN )
provient de ce que l’on suppose que les particules sont indistinguables. Il est important de
signaler que dans le cas d’un problème d’évolution, la source d’aléas peut provenir :

- de la dynamique d’évolution elle-même ;

- de la donnée initiale non connue avec certitude, la dynamique d’évolution étant elle
déterministe.

Question 1 : y a-t-il une limite lorsque N → ∞ ?

Une première question est de savoir si on peut identifier une limite lorsque N → ∞.
Pour que cette question ait un sens il faut d’une part que le problème soit observé “à
la bonne échelle” afin que le système (ou plutôt certaines quantités fabriquées à partir
de la description complète du système) “reste d’ordre 1” dans la limite N → ∞. Il faut
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d’autre part que l’on identifie “une limite” (c’est à dire un objet limite, éventuellement
défini comme solution d’une équation/d’un problème limite).

Il est possible d’imaginer plusieurs types de limite, et essentiellement trois suivant la
précision de l’observation souhaitée.

- échelle microscopique. On peut souhaiter rester au niveau des particules/individus/
cellules et l’espace de configuration limite est alors E∞, c’est-à-dire, soit l’espace des suites
EN (ce qui peut être le cas pour des modèles de coalsecence ou de fragmentation d’un
système de particules decrit par la suite de masses (mi)i≥1, m1 ≥ m2 ≥ ... ≥ mi ≥ ... ≥ 0)

soit un espace structuré spatialement du type EZd (ce serait le cas pour un système de
particules en interaction et contraint à rester sur un réseau).

- échelle mesoscopique/statistique. Souvent lorsqu’on s’intéresse à un système composé
d’un nombre très grand de particules ce n’est pas tant l’état de chaque particule prise
individuellement qui nous importe mais bien l’état du système globalement (car chaque
particule prise individuellement n’a qu’une action très petite sur le système et son action
propre ne peut tout simplement pas être observée). L’échelle mésoscopique correspond à
l’échelle où on s’interesse au comportement statistique ou typique des particules, et on
répond à la question : quelle chance ai-je de trouver une particule dans un état donné
y ∈ E ou plutôt dans une portion de l’espace des états A ⊂ E ?

- échelle macroscopique. Allons plus loin. Ce qui nous importe vraiment c’est comment
agir sur un système de particules ou quelle est l’action qu’exerce celui-ci sur son environne-
ment. Dans les deux cas les quantités pertinentes sont les mêmes et ce sont les “observables
du systèmes” (les quantités que l’on peut observer grâce à des appareils de mesure) qui
sont obtenues comme moyennes sur la densité de particules : la densité moyenne, la vitesse
moyenne, la température, ... .

Cette distinction entre ces trois échelles est particulièrement pertinente pour les gaz
d’atomes pour lesquels on peut avoir une description microscopique (la dynamique est
donnée par les équations de Newton de la mécanique classique), une description mesosco-
pique (la dynamique est donnée par les équations cinétiques de Boltzmann ou Vlasov, ...),
une description macroscopique (la dynamique est donnée par les équations de la mécanique
des fluides de Euler, Navier-Stokes, ...).

Limite de champ moyen. Nous nous interessons ici uniquement à la deuxième situation
ci-dessus. En résumé, on souhaite établir une description statistique du système à partir
d’une description individuelle des particules et dans la limite où le nombre de particules
tend vers l’infini. En termes probabilistes, cela correspond à une limite de type loi des
grands nombres (LGN). Deux objets permettent de décrire un tel système limite. Le plus
simple est une densité de probabilité f ∈ P(E) qui représente la répartition statistique
des particules dans le système. De manière un peu plus élaboré, on peut s’intéresser à
un processus stochastique décrivant une particule typique, et dont la loi correspond à
la probabilité f ci-dessus. Pour être plus précis dans la terminologie, nous allons nous
intéresser à des “limites de champ moyen” qui correspondent au cas où l’action de chaque
particule du système de N particules devient de plus en plus petite lorsque N → ∞, mais
que l’action moyenne des particules est d’ordre 1.

Comment effectuer une limite N → ∞ ?
Un problème majeur réside dans le fait que l’espace EN ou P(EN ) dans lequel vit

la solution du problème de N particules change avec N , et est donc a priori différent de
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l’espace dans lequel va vivre sa limite.

Rappelons que lorsque le système est déterministe, il est décrit par

– sa variable d’état Y = (y1, ..., yN ) ∈ EN ,

ou de manière équivalente lorsque les particules sont indiscernables par

– la mesure empirique associée µNY ∈ P(E),

avec par définition

(0.3.1) µNY (dy) :=
1

N

N∑

i=1

δyi(dy) ∈ P(E).

Dans le cas stochastique le système est décrit pas la variable aléatoire Y ∈ EN ou la
mesure empirique aléatoire assoicée µNY ∈ P(E). En termes de lois, le système est donc
décrit par

– la loi FN ∈ P(EN ) de la va Y , en fait FN ∈ Psym(EN ),
– ou la loi F̂N ∈ P(P(E)) de la va µNY .

Le système limite est quant à lui décrit par une densité typique f̄ ∈ P(E) ou par un état
(éventuellement aléatoire) typique Ȳ ∈ E. Afin d’établir la convergence du système de N
particules, qui est décrit soit par une suite d’états Y N = (yN1 , ..., y

N
N ) soit par une suite

de densités FN ∈ Psym(EN ) ou donc F̂N ∈ P(P(E)), vers un comportement typique, on
peut procéder de différentes manières.

– (1) On travaille dans P(E), et on prouve que

µNY N ⇀ f̄ faiblement dans P(E).

– (2) On travaille toujours dans P(E), et on prouve qu’il existe π̄1 ∈ P(E) tel que

FN1 :=

∫

EN−1

FNdy2 ... dyN ⇀ π̄1 faiblement dans P(E).

Dans (1) et (2) les quantités µN
Y N

et FN1 représentent la densité de probabilité d’une
particule du système de N particules de se trouver dans un état donné. Il s’avère que
la convergence (1) n’est envisageable que pour un système déterministe et que nous ne
sommes pas toujours capable d’identifier la limite avec la seule information (2). On peut
alors, comme le fait Kac dans [22], s’intéresser à une densité de probabilité des couples de
particules du système de N .

– (2′) On travaille dans P(E2), et on prouve qu’il existe π̄2 ∈ Psym(E2) tel que

FN2 :=

∫

EN−2

FNdy3 ... dyN ⇀ π̄2 faiblement dans P(E2).

Là encore l’information est souvent trop partielle pour identifier la limite, et nous sommes
alors amené à mettre en œuvre l’une des stratégies suivantes.

– (2′′) On travaille dans P(Ek), pour tout k ∈ N∗ fixé, et on prouve qu’il existe
π̄k ∈ Psym(Ek) tel que

FNk :=

∫

EN−k

FNdyk+1 ... dyN ⇀ π̄k faiblement dans P(Ek).
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– (3) On travaille dans EN . Dans le cas déterministe, on prouve que

(0.3.2) d1(Y
N , Ȳ N ) :=

1

N

N∑

i=1

|yNi − ȳNi | → 0,

avec ȳi = ȳ ∈ E fixé. Dans le cas stochastique, on prouve encore (0.3.2) au sens p.s.
ou en espérance, avec Ȳ N = (ȳ1, ... , ȳN ) un vecteur dont les coordonnées sont des
va indépendantes et de loi identique f̄ fixée. En particulier, on prouve

W1(F
N , f̄⊗N ) ≤ E(d1(Y

N , Ȳ N )) → 0,

où W1 désigne la distance de Monge-Kantorovich-Wasserstein associée à la distance
d1. On peut également démontrer la variante

E
(
W1(µ

N
Y N , µ

N
Ȳ N )

)
:= E

(
inf

σ∈SN

1

N

N∑

i=1

|yNi − ȳNσ(i)|
)
→ 0,

qui peut sembler plus faible, mais ne l’est en fait pas pour des particules indistin-
guables, i.e. lorsque FN ∈ Psym(EN ).

– (4) On travaille dans P(P(E)), et on prouve qu’il existe π ∈ P(P(E)) telle que

F̂N ⇀ π̂ faiblement dans P(P(E)),

ou de manière un peu plus précis on travaille dans le cadre des va à valeurs dans
P(E), le système est décrit par la suite de va µN

Y N
et on montre qu’il existe une va

Ȳ à valeurs dans P(E) telle que µN
Y N

→ Ȳ presque sûrement.

On ne discutera pas maintenant précisément le sens de ces convergences et des relations
entre elles. Faisons toutefois quelques commentaires. A part dans le cas (3), l’espace dans
lequel on travaille est fixe, on peut donc faire dans ces cas des arguments de compacité
et ne pas connâıtre a priori la limite cherchée f̄ , π̄k ou π. Les convergences (2′) (avec
π̄2 = f̄⊗2), (2′′) (avec π̄k = f̄⊗k), (3) et (4) (avec π̂ = δf̄ ) sont équivalentes et impliquent les
convergences (1) et (2), ces deux dernières convergences étant équivalentes. La convergence
(1) (et (2) avec k = 1) répond bien à la question 1 : la distribution “moyenne” des N
particules converge vers une distribution “typique”.

Question 2 : a-t-on le chaos ou la propagation du chaos ?

On dit qu’une suite Y = Y N ∈ EN de va est chaotique, ou plus précisément f̄ -chaotique
avec f̄ ∈ P(E), si sa loi FN satisfait

(0.3.3) ∀ k ∈ N∗ FNk ⇀ f̄⊗k faiblement dans P(Ek).

Cela est exactement la convergence (2′′) avec π̄k = f̄⊗k pour tout k ≥ 1 et c’est une
formulation précise de l’idée vague selon laquelle Y N est “asymptotiquement proche d’une
va de coordonnées indépendantes lorsque N → ∞” ou dit autrement est “presque une va
de coordonnées indépendantes dans l’asymptotique N → ∞”. De la même façon, on dit
que FN ∈ Psym(EN ) est f̄ -chaotique si (0.3.3) a lieu.

Une deuxième question est alors de savoir si dans le cas d’un problème stationnaire FN

(ou Y N ) est f̄ -chaotique (chaos), ou si dans le cas d’un problème d’évolution FN (0) (ou
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Y N (0)) est f̄(0)-chaotique entrâıne que FN (t) (ou Y N (t)) est f̄(t)-chaotique pour tout
t ≥ 0 (propagation du chaos).

Plusieurs remarques s’imposent :
- La question de la chaoticité est plus exigeante et subtile que celle d’une simple limite

de champ moyen puisque (0.3.3) implique en particulier (1) et (2).

- Il est important de retenir que dès que le système à N particules est en interaction, la
dynamique d’une particule donnée est toujours corrélée / n’est jamais indépendante
à celle des autres particules, ce phénomène d’indépendance (qu’est le chaos) n’est donc
valable qu’à la limite.

- Soulignons également que pour certains problèmes (par exemple dans le cas du
problème de Boltzmann) on doit répondre à la deuxième question (limite chaotique) pour
répondre à la première question (équation sur la loi d’une particule typique) : on ne sait
démontrer (2) avec k = 1 qu’en passant par la preuve préalable de (0.3.3).

0.4 Références bibliographiques

Ci-dessous nous présentons une liste de références, classées grosso-modo par ordre
chronologique, et qui nous paraissent particulièrement importantes. Cette liste ne prétend
pas être exhaustive et d’autres références seront présentées à la fin de chaque chapitre.

- Dans un article fameux de 1955, Hewitt et Savage [20] résolvent dans une très grande
généralité une question centrale en probabilité et qui remonte au moins à Bruno de Finetti
(1931), à savoir la représentation des suites de mesures symétriques et compatibles (cor-
respondant à des suites de variables aléatoires échangeables) comme moyennes de mesures
produits. Nous consacrons le début du chapitre 3 à ce problème en présentant la preuve
historique de Hewitt et Savage (qui repose sur le théorème de Krein-Milman) ainsi qu’une
preuve récente due à P.-L. Lions [24] (qui repose sur le théorème de Stone-Weierstrass
et un lemme combinatoire qui apparâıt (pour la première fois ?) dans l’article de F. A.
Grünbaum [18] de 1971).

- L’article de Kac [22] de 1956 est incontournable car c’est l’article dans lequel est for-
malisée la notion de propagation du chaos et est l’article pionnier concernant la limite vers
une équation de la dynamique “typique”. Par son style précis et direct et par les questions
fondamentales qu’il pose, cet article reste d’une grande actualité. Nous en recommandons
donc vivement la lecture. En quelques mots. Kac introduit la notion de propagation du
chaos que nous traitons en détails dans le chapitre 3 et introduit une méthode ingénieuse
que nous décrivons succinctement dans le chapitre 8. Son résultat principal de propagation
du chaos pour l’équation de Boltzmann (il traite un modèle simplifié connu sous le nom
de “caricature de Kac”) sera démontré dans le chapitre 8 par une première méthode dite
de la hiérarchie BBGKY et dans le chapitre 9 par une autre méthode obtenue dans [33]
en développant une idée introduite dans [18]. Enfin, il pose la question du retour expo-
nentiel vers l’équilibre pour le système de N particules avec un taux uniforme en N et
la possibilité d’en déduire un retour exponentiel vers l’équilibre pour l’équation limite de
Boltzmann. Cette question sera brièvement discutée dans le chapitre ??.

- Dans un article de D.W. Robinson et D. Ruelle [39] datant de 1967 (puis dans le
livre de D. Ruelle [40]) la notion d’entropie “moyenne” pour un système composé d’une
infinité de particules est correctement définie et est étudiée. C’est un outil fondamental
en physique statistique, en particulier dans l’étude de problèmes stationnaires et dans
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l’identification de la limite des mesures de Gibbs associées à un système de N particules
à l’équilibre. La lecture de [39] est un peu ardue et son cadre est un peu différent de
celui développé ici. C’est pourquoi nous présentons dans le chapitre 4 la notion d’entropie
moyenne, quelques résultats de convergence reliés à cette notion et une application simple
à un problème de limite des mesures de Gibbs (cf. ci-dessous).

- L’article de F.A. Grünbaum [18] de 1971 nous semble être absolument fondamental.
F.A. Grünbaum annonce un résultat de propagation du chaos pour le modèle de Boltzmann
avec section efficace des sphères dures mais il ne présente qu’une preuve partielle comme
il le confesse lui-même. La preuve repose sur une “hypothèse de régularité”, en fait de
dépendance régulière par rapport à la donnée initiale, non prouvée à l’époque, et en fait
fausse en l’état (il existe des contre-exemples à l’unicité dus à Lu et Wennberg [25] qui
empèche la dépendance régulière supposée dans [18]). Toutefois l’hypothèse de régularité
peut être assouplie et démontrée, et le résultat annoncé dans [18] peut même être précisé
et généralisé. C’est l’objet de nos articles [33] et [1] en collaboration avec C. Mouhot et B.
Wennberg. La preuve (présentée dans un cadre simplifié) fait l’objet du chapitre 9.

- Les travaux de H. Spohn à partir de la fin des années 1970 sont nombreux et font
références. H. Spohn aborde dans [41] la question générale des limites N → ∞ pour un
système de particules, dont la limite dite de “champ moyen” étudiée dans ces notes n’est
qu’une des limites possibles. Concernant ce vaste programme de la physique statistique
nous renvoyons donc à [41] ainsi qu’au livre [43]. Citons également l’article [42] sur la
hierarchie BBGKY pour l’équation de Vlasov. Ce type d’approche sera présentée dans le
chapitre 8. Citons enfin l’article de Messer et Spohn [32] concernant la limite de mesures
de Gibbs qui sera présentée (sous une forme légèrement différente permettant d’inclure
des modèles singuliers comme ceux étudiés par Caglioti, Lions, Marchioro et Pulvirenti
[7, 8]) dans le chapitre 4.

- Il existe de nombreux articles de A.S. Sznitman au cours des années 1980 concernant la
propagation du chaos. Certainement le résultat le plus important est celui de propagation
du chaos pour l’équation de Boltzmann avec section efficace des sphères dures qu’il obtient
en utilisant une technique de martingale non linéaire [44]. Son cours à l’Ecole d’été de Saint-
Flour est également une référence obligée [45]. Les notes de Méléard [31] sur le même sujet
sont particulièrement claires.

- Un article qui nous semble grandement mériter d’être cité est l’article de L. Ar-
keryd, S. Caprino et N. Ianiro [3] de 1991 qui traite de l’unicité de la solution de la
hierarchie BBGKY associée à l’équation de Boltzmann pour la section efficace des sphères
dures. L’article est particulièrement agréable à lire et le résultat obtenu permet d’obte-
nir immédiatement (bien que cela ne soit étrangement pas mentionné) la propagation du
chaos pour l’équation de Boltzmann pour les sphères dures. C’est donc la première preuve
alternative (beaucoup plus simple et n’utilisant pas d’argument probabiliste) du résultat
de Sznitmann. Ce résultat sera présenté dans le chapitre 8.

- Le livre [38] de Rachev et Rüschendorf (1998) porte sur les problèmes de transfert
de masse et sur les métriques dans l’espace des probabilités. Une preuve quantitative de
chaoticité au sens de la distance W2 est démontrée. Nous abordons cette question dans
le chapitre 3 et nous apportons une preuve alternative tirée de [1]. Une série de résultats
concernant l’équivalence des distances construites sur l’espace des probabilités P(Rd) est
présentée dans [38]. Cette question est également abordée dans les très agréables notes
[11] de Carrillo, Toscani (2007). Nous présenterons quelques résultats dans ce sens dans le
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chapitre 1.

- Nous renvoyons aux notes de cours de DEA [48] de Villani de l’année scolaire 2001-
2002 qui propose un exposé très pédagogique et clair sur ce même sujet des limites de
champ moyen. Le livre [50] de Villani contient une très agréable introduction à la théorie
du transport optimal ainsi que quelques exemples d’applications. En particulier, tous les
théorèmes concernant les distances de transport de Monge-Kantorovich-Wasserstein que
nous utilisons dans ce cours y sont démontrés. Pour ceux qui veulent en savoir encore plus,
consulter [51]. Deux articles peuvent être mentionnés concernant la question du retour vers
l’équilibre dans un système de N particules uniformément en N . En premier lieu, l’article
de C. Villani [49] qui quantifie ce retour (pour la première fois ?) en termes d’entropie (qui
se trouve être la bonne notion pour espérer un passage N → ∞) et qui est également un
des résultats les plus élégant de l’auteur et des plus importants concernant la question du
retour vers l’équilibre pour l’équation de Boltzmann. Pour une discussion plus approfondie
sur cette question de Kac (et quelques autres) nous renvoyons à l’article récent [9] et aux
références cités dans cet article.

- En 2007, Hauray et Jabin ont obtenu dans [19] une preuve de la limite de champ
moyen vers l’équation de Vlasov pour un potentiel singulier (sans traiter toutefois le cas
du potentiel Coulombien !). Nous n’aborderons pas ce résultat dans ces notes, mais nous
en recommandons la lecture puisqu’il s’agit du résultat le plus abouti à ce jour sur ce
problème majeur.

- Les cours [24] de P.-L. Lions au collège de France des automne-hivers 2008 et 2009
ont été consacrés aux problèmes de limites de “jeux à champ moyen”. La video de ces
cours est accessibles en ligne sur internet. Le présent texte est fortement inspiré de [24].
En particulier la limite de “jeux à champ moyen” présentée dans le chapitre 1 et la preuve
du théorème de Hewitt & Savage présentée dans le chapitre 3 sont tirées de [24]. No-
tons également que ce cours aborde le problème (encore peu étudié) de définir un calcul
différentiel à l’ordre 1, 2, et plus.

- Le livre de L. Ambrosio, N. Gigli et G. Savaré [?] développe (entre autres choses et
à la suite de travaux de F. Otto, W. Gangbo, C. Villani, ...) un calcul différentiel dans les
espaces de probabilité. Nous aborderons ce problème sous un angle un peu différent dans
le chapitre 9, et nous montrerons comment les fonctions différentiables sur les espaces de
probabilité interviennent dans le problèmes de limite de champ moyen.

- Enfin, de nombreuses questions relatives aux limites de champ moyen ne sont pas
abordées dans ces notes. Pour en citer quelques unes : la question de la propagation du
chaos et de la limite à grand nombre de particules en physique quantique stationnaire (cf.
les travaux de Lieb et les références citées), en physique quantique hors équilibre (cf. les
travaux récents de Schlein et les références citées), pour les modèles de coagulation (cf.
les travaux récents de Rezakhanlou et les références citées), pour les problèmes de vortex
(cf. les travaux de Pulvirenti et les références citées), pour des modèle de dynamique
adaptative (cf. les travaux récents de Méléard et les références citées), ... .

0.5 Cadre fonctionnel

Espaces des états E et EN .

Dans tout ce cours E désignera l’espace “des états”. On suppose que E = (E, dE) est
un espace métrique et on note BE la tribu borélienne associée à cette structure métrique.
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Plus précisément, on se placera toujours dans l’une des trois situations suivantes : un
espace métrique, typiquement E ⊂ Rd muni de la distance euclidienne dE(x, y) := |x− y|

- E est un espace métrique compact, en fait E ⊂ Rd est un compact ; (en particulier,
le cas E un compact de Rd muni de la distance euclidienne, notée |.|),

- E = Rd, en fait on pourrait considérer de la même manière le cas d’un espace polonais
localement compact. est un espace métrique localement compact et séparable, ;

Comme toujours,
Plus généralement ce que l’on va exposer reste vrai dans le cas où E est un espace

métrique séparable, localement compact (tout point admet une base de voisinages com-
pacts) mais pas compact.

- E est un espace polonais (espace métrique complet et séparable), en fait E = P(Rd).

E espace des états d’une particule
w, d, dE , dist distance sur E, dp

Espaces des fonctions sur E.
C, Cb, UC, Cℓ, C0, Cc

Espaces des probabilités sur E.
P(E) l’ensemble des mesures de probabilités sur E
PN : l’ensemble des mesures empiriques (sommes de N masses de Dirac) - ?
D, Wp distance sur P(E)

Objets sur l’espace P(E).
P(P(E)) l’ensemble des mesures de probabilités sur P(E)
D, Wp distances sur P(P(E)).
UC(PG), Ck,α(PG)
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Première partie

Problèmes stationnaires
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Chapitre 1

L’espace des configurations
symétriques, l’espace P(E) et
limite de “jeux à champ moyen”

Dans ce chapitre, étant donné un espace métrique (E, dE), nous introduisons les notions
et résultats utiles dans les prochains chapitres (et seulement ceux-là) concernant les espaces
P(E) en traitant successivement le cas E compact, le cas E espace polonais et le cas
E = Rd. Nous donnons également un premier exemple de limite de champ moyen dans le
cadre d’un problème de jeux à N joueurs.

1.1 Espace des configurations symétriques sur E
N .

Soit un espace métrique E. Pour N ∈ N∗ et p ∈ [0,∞] on définit dans EN la distance
dp de la manière suivante. Pour tout X = (x1, ..., xN ), Y = (y1, ..., yN ) ∈ EN , on pose

d0(X,Y ) := inf{ε > 0; ♯{i, dE(xi, yi) > ε} < N ε},

dp(X,Y ) :=

(
1

N

N∑

i=1

dE(xi, yi)
p

)1/p♯

si 0 < p <∞, p♯ := max(1, p),

d∞(X,Y ) := max
1≤i≤N

dE(xi, yi).

Lemme 1.1.1 Les fonctions dp : EN×EN → R+ sont effectivement des distances et pour
tout N ≥ 1 et tout 0 < q ≤ 1 ≤ p <∞, on a

d2
0 ≤ d1 ≤ dp ≤ d∞ et dq ≤ dq1.

De plus, lorsque p ∈ (1,∞) et diam(E) <∞, on a

dp ≤ diam(E)1/p
′
d
1/p
1 et dp ≤ (dp0 + diam(E)p d0)

1/p
.

3
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Preuve du Lemme 1.1.1. Etape 1. Le cas 1 ≤ p <∞. D’une part, par l’inégalité de Hölder
associée à la mesure discrète et uniforme sur {1, ..., N}, on a

d1(X,Y ) =
1

N

N∑

i=1

dE(xi, yi) ≤
(

N∑

i=1

dE(xi, yi)
p 1

N

)1/p ( N∑

i=1

1

N

)1/p′

= dp(X,Y ).

D’autre part, on a

dp(X,Y )p =
1

N

N∑

i=1

dE(xi, yi)
p ≤ diam(E)p−1 1

N

N∑

i=1

dE(xi, yi).

Etape 2. Le cas 0 < q < 1. De la même manière, en notant r := 1/q, on a

dq(X,Y ) =
1

N

NX

i=1

dE(xi, yi)
q ≤

 
NX

i=1

dE(xi, yi)
1

N

!1/r  NX

i=1

1

N

!1/r′

= d1(X,Y )q.

Etape 3. La distance d0. Commençons par démontrer que pour tout X, Y ∈ EN

(1.1.1) ♯ {i, |xi − yi| > d0(X,Y )} ≤ N d0(X,Y ).

Par définition de d0, pour tout η > 0, on a

♯ {i, |xi − yi| > d0(X,Y ) + η} < N (d0(X,Y ) + η),

puisque ∀ ε, ε′ ≥ 0, ε′ > ε,

♯ {i, |xi − yi| > ε} < N ε =⇒ ♯ {i, |xi − yi| > ε′} < N ε′.

Comme le terme de gauche dans l’inégalité où intervient η est constant pour tout η ∈ [0, ηX,Y,ε), avec
ηX,Y,ε > 0, on obtient (1.1.1) en passant à la limite η → 0. De (1.1.1) on tire en particulier que d0(X,Y ) = 0
implique X = Y .

Inversement, montrons que pour tout ε ≥ 0, on a

(1.1.2) ♯ {i, |xi − yi| > ε} ≤ N ε implique d0(X,Y ) ≤ ε.

A nouveau, il existe ηX,Y,ε > 0 tel que pour tout η ∈ (0, ηX,Y,ε)

♯ {i, |xi − yi| > ε+ η} = ♯ {i, |xi − yi| > ε} ≤ N ε < N (ε+ η).

Par définition, on en déduit d0(X,Y ) ≤ ε + η, et on conclut en passant à la limite η → 0. En combinant
(1.1.1) et (1.1.2) on obtient

d0(X,Y ) = inf{ε > 0; ♯{i, |xi − yi| > ε} ≤ N ε}.

Soit maintenant X,Y,Z ∈ EN . Si

|xi − zi| > d0(X,Y ) + d0(Y,Z) =: ε,

alors |xi − yi| + |yi − zi| > d0(X,Y ) + d0(Y,Z), et donc soit |xi − yi| > d0(X,Y ) soit |yi − zi| > d0(Y,Z).
Ainsi

♯{i; |xi − zi| > ε} ≤ ♯{i; |xi − yi| > d0(X,Y )} + ♯{i; |yi − zi| > d0(Y,Z)}
≤ N (d0(X,Y ) + d0(Y,Z)) = N ε,

ce qui implique d0(X,Z) ≤ ε. On vient de démontrer l’inégalité triangulaire et cela termine la preuve du
fait que d0 est bien une distance.
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Considérons X,Y ∈ EN et posons k := ♯A, A := {i; |xi−yi| ≥ d0(X,Y )}. Par définition de d0(X,Y ),
pour tout ε ∈ (0, εX,Y ), on a k = ♯ {i; |xi − yi| > d0(X,Y ) − ε} ≥ N (d0(X,Y ) − ε) et en passant à la
limite ε→ 0 il vient k ≥ N d0(X,Y ). On en déduit

d1(X,Y ) =
1

N

NX

i=1

|xi − yi| ≥ 1

N

X

i∈A

|xi − yi| ≥ k

N
d0(X,Y ) ≥ (d0(X,Y ))2.

Enfin,

dpp(X,Y ) =
1

N

X

i; |xi−yi|≤d0(X,Y )

|xi − yi|p +
1

N

X

i; |xi−yi|>d0(X,Y )

|xi − yi|p

≤ d0(X,Y )p +
1

N
♯ {i; |xi − yi| > d0(X,Y )}diam(E)p,

et on conclut grâce à l’inégalité (1.1.1). ⊓⊔

Exercice 1.1.1 Compléter la preuve du Lemme. Compléter le lemme afin de traiter tous
les exposants 0 < q < p < ∞ dans les deux inégalités. Etablir la deuxième inégalité en
remplaçant la condition diam(E) <∞ par une condition de moment sur les configurations.

On introduit SN le groupe des permutations d’un ensemble à N éléments (i.e. l’en-
semble des bijections de {1, ..., N} dans lui-même) et EN/SN l’ensemble des configurations
de EN indistinguables par permutation. On note X ,Y ∈ EN/SN les classes d’équivalences
de EN par la relation d’équivalence d’égalité par permutation. Pour X = (xi) ∈ EN ,
X ∈ X et Y = (yi) ∈ EN , Y ∈ Y on a donc

X = Y ssi X ∼ Y ssi ∃σ ∈ SN X = Yσ, où (yσ)i := yσ(i) ∀ i = 1, ..., N.

Étant donnée une distance d dans EN symétrique par permutation, i.e. telle que

d(X,Y ) = d(Xσ , Yσ) ∀X,Y ∈ EN , ∀σ ∈ SN ,

on définit

∀X,Y ∈ EN d̃(X,Y ) = min
X′∼X, Y ′∼Y

d(X ′, Y ′) = min
σ∈SN

d(X,Yσ),

ainsi que

∀X , Y ∈ EN/SN d̃(X ,Y) = d̃(X,Y ) pour un couple (X,Y ) ∈ X × Y,

la quantité de droite ne dépendant pas (par construction) du choix de ce couple.

Lemme 1.1.2 La fonction d̃ ne définit pas une distance sur EN (si N ≥ 2 !) mais vérifie
l’inégalité triangulaire. La fonction d̃ définit bien une distance sur EN/SN . De plus, si
d1 ≤ C d2 alors d̃1 ≤ C d̃2.

Preuve du Lemme 1.1.3. Soient X,Y,Z ∈ EN et σi ∈ SN tels que d(X,Yσ1) = d̃(X,Y ),
d(Y,Zσ2) = d̃(Y,Z), de sorte que

d̃(X,Z) ≤ d(X,Zσ2◦σ1) ≤ d(X,Yσ1) + d(Yσ1 , Zσ2◦σ1) = d̃(X,Y ) + d̃(Y,Z).

Cette inégalité triangulaire dans EN implique la même inégalité triangulaire dans EN/SN .
De plus, si d̃(X ,Y) = 0 pour X ,Y ∈ EN , cela implique bien qu’il existe X ∈ X , Y ∈ Y et
σ ∈ SN tels que 0 = d̃(X ,Y) = d(X,Yσ), soit donc X = Yσ, X ∼ Y et X = Y. ⊓⊔
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Définition 1.1.3 Avec les notations des Lemmes 1.1.1 et 1.1.3, on note

wp = d̃p, 0 < p ≤ ∞, wLP = d̃0,

soit plus explicitement pour X,Y ∈ EN

wp(X,Y ) := inf
σ∈SN

(
1

N

N∑

i=1

[dE(xi, yσ(i))]
p

)1/p♯

,

wLP (X,Y ) := inf{ε > 0; ∃σ ∈ SN / ♯{i, |xi − yσ(i)| > ε} < N ε},

et on appelle “distance” de Monge-Kantorovich-Wasserstein (MKW) la fonction wp ainsi
définie sur EN et EN/SN , et “distance” de Levy-Prokorov la fonction wLP ainsi définie
sur EN et EN/SN . On note également w0 = wLP .

1.2 Mesures empiriques et distances dans P(E) lorsque E

est un compact.

Dans cette section nous supposerons toujours (sauf mention explicite du contraire)
que E ⊂ Rd est un compact. Commençons par définir l’application canonique “mesure
empirique” qui est l’objet fondamental permettant de passer de la suite d’espaces EN à
l’espace fixe P(E) ⊃ PN (E).

Définition 1.2.4 Soit E un espace polonais (ou juste mesurable). Etant donnée la va-
riable/l’état X = (x1, ..., xn) ∈ EN , on définit la mesure empirique µNX ∈ P(E) associée
par

µNX(dx) :=
1

N

N∑

i=1

δxi(dx) ∈ P(E).

On définit ainsi une application ΠN
E : EN → P(E). Mieux, en notant PN (E) l’ensemble

des mesures empiriques de la forme ci-dessus (N masses de Dirac de poids 1/N), on
définit une application bijective

ΠN
E : EN/SN → PN (E), X 7→ µNX .

On munit P(E) d’une distance D métrisant sa topologie/convergence faible. On va
voir dans cette section que ΠN

E est alors un homéomorphisme de (EN/SN , wp) dans
(PN (E),D). C’est même une isométrie lorsque PN (E) est muni d’une distance de trans-
port convenable, ce que nous verrons dans la section 1.4.

Nous allons donc maintenant rappeler la définition de l’espace P(E), exhiber deux
distances sur P(E) et établir quelques propriétés de P(E).

L’espace P(E). On définit l’espace M1(E) des mesures de Radon sur E comme étant
l’espace dual de l’espace C(E) des fonctions continues muni de la norme de la convergence
uniforme, on note M1(E) = (C(E))′. Comme C(E) est un espace de Banach, M1(E)
est également un espace de Banach lorsqu’il est muni de la norme duale “de la variation
totale”

∀Λ ∈M1(E) ‖Λ‖TV := sup
ϕ∈C(E), ‖ϕ‖≤1

|〈Λ, ϕ〉|.
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De plus, pour tout Λ ∈M1(E) il existe une unique décomposition

Λ = Λ+ − Λ−, Λ± ≥ 0, ‖Λ‖TV = ‖Λ+‖TV + ‖Λ−‖TV ,

où la positivité Λ± ≥ 0 signifie que ϕ ∈ C(E), ϕ ≥ 0, implique 〈Λ, ϕ〉 ≥ 0. On note M1
+(E)

le cône des “mesures de Radon positives”.

D’autre part, on définit l’ensemble M 1
+(E) des “mesures de Borel positives finies” sur

E comme l’ensemble des fonctions d’ensemble σ-additives sur la tribu BE à valeurs dans
R+. Soit donc µ ∈ M 1

+(E) si µ : BE → R+, µ(∅) = 0 et pour toute famille (Ai)i∈I finie
ou dénombrable de BE deux à deux disjointes Ai 6= Aj si i, j ∈ I et i 6= j, on a

µ
(⋃

i∈I

Ai

)
=
∑

i∈I

µ(Ai).

A une telle mesure µ ∈ M 1
+(E), on peut associer une intégrale de Lebesgue définie pour

les fonctions mesurables et positives, pour toutes les fonctions intégrables et donc, en
particulier, pour toutes les fonctions continues (et bornées). On définit ainsi

Iµ : C(E) → R, ϕ 7→ Iµ(ϕ) = 〈Iµ, ϕ〉 :=

∫

E
ϕdµ =

∫

E
ϕ(x)µ(dx).

L’application Iµ est linéaire, positive et bornée, c’est donc un élément de M1
+(E), et

‖Iµ‖TV = sup
ϕ∈C(E), ‖ϕ‖≤1

∣∣∣∣
∫

E
ϕdµ

∣∣∣∣ =

∫

E
dµ = µ(E).

Théorème 1.2.5 (Riesz-Markov) Lorsque E est compact, on a la réciproque : pour
tout Λ ∈M1

+(E) il existe un unique ρ ∈ M 1
+(E) tel que

∀ϕ ∈ C(E), 〈Λ, ϕ〉 = Iρ(ϕ).

Ainsi, l’application M 1
+(E) → M1

+(E), ρ → Iρ, est bijective et on peut identifier M1
+(E)

et M 1
+(E). On note désormais Iρ = ρ.

De la même manière on caractérise l’ensemble des mesures de probabilités grâce aux deux
définitions équivalentes suivantes

P(E) = {Λ ∈M1
+(E), 〈Λ, 1〉 = 1} = {µ ∈ M

1
+(E), µ(E) = 1}.

En définissant M 1(E) l’ensemble des mesures de Borel signées par

M
1(E) = {µ+ − µ−, µ± ∈ M

1
+(E)},

on généralise la notion d’intégrale en posant

Iµ(f) =

∫

E
f(x)µ(dx) :=

∫

E
f(x)µ+(dx) −

∫

E
f(x)µ−(dx)

pour toute fonction f ∈ L1(E,BE , |µ|) où |µ| = µ+ + µ− est une mesure de Borel po-
sitive. Grâce à la décomposition des mesures de Radon en différence de mesures de Ra-
don positives et grâce au théorème de Riesz-Markov on a également que l’application
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M 1(E) → M1(E), ρ → Iρ, est bijective et on peut identifier M1(E) et M 1(E). On note
toujours Iρ = ρ. Ainsi, on a

∀ ρ ∈M1(E) |ρ|(E) = ‖ρ‖TV := sup
ϕ∈C(E), ‖ϕ‖≤1

∣∣∣∣
∫

E
ϕdρ

∣∣∣∣

:= inf{µ+(E) + µ−(E); µ± ≥ 0, µ+ − µ− = ρ}

où donc ici |ρ| = ρ++ρ− avec ρ± est la décomposition de Hahn de ρ obtenue en choisissant
ρ± ≥ 0 étrangères (∃A tel que ρ+(A) = 0 et ρ−(E\A) = 0) dans la classe des mesures
η± ≥ 0 vérifiant ρ = η+ − η−.

Convergence faible dans P(E). Lorsque E est compact, on dit qu’une suite (µn) de
P(E) converge faiblement vers µ ∈ P(E), on note µn ⇀ µ, si

∀ϕ ∈ C(E)

∫

E
ϕdµn →

∫

E
ϕdµ.

Il s’agit bien sûr ici de la (trace sur P(E) de la) convergence faible ∗ σ(M1(E), C(E)).

Théorème 1.2.6 (Banach-Alaoglu pour P(E)). On suppose E compact. L’ensemble
P(E) est séquentiellement compact au sens de la convergence faible.

Preuve du théorème de Banach-Alaoglu pour P(E). Soit (µn) une suite de P(E). D’une
part C(E) est séparable et on note (ϕk) une famille dénombrable et dense dans C(E).
Alors, par compacité de [−‖ϕk‖, ‖ϕk‖] pour tout k ∈ N∗ et par le procédé de Cantor
d’extraction d’une sous-suite diagonale, il existe une sous-suite (µn′) et une suite λk ∈ R
telles que 〈µn′ , ϕk〉 → λk lorsque n′ → ∞. Maintenant pour tout ϕ ∈ C(E), on obtient
également qu’il existe λϕ ∈ R tel que 〈µn′ , ϕ〉 → λϕ lorsque n′ → ∞ en approchant ϕ par
une suite (ϕk′). On constante que l’application Λ : C(E) → R, Λ(ϕ) = λϕ est linéaire et
positive (donc continue) et Λ(1) = 1. Par le théorème de Riesz-Markov c’est une mesure
de probabilité. ⊓⊔

Théorème 1.2.7 (Krein-Milman pour les mesures). On suppose E compact. Les
combinaisons convexes de masses de Dirac sont denses au sens de la convergence faible.
En d’autres termes et plus précisément, (PN (E))N≥1 est dense dans P(E).

Preuve 1 du théorème 1.2.7. Les masses de Dirac sont les points extrémaux1 de P(E).
En effet, si δa = t µ + (1 − t) ν, avec a ∈ E, t ∈ (0, 1), µ, ν ∈ P(E) alors nécessairement
suppµ = supp ν = {a}, et donc µ = ν = δa. Inversement, si µ ∈ P (E) et µ n’est pas une
masse de Dirac, alors il existe ϕ ∈ C(E), 0 ≤ ϕ ≤ 1 telle que µ(ϕ) > 0 et µ(1−ϕ) > 0, de
sorte que l’on peut écrire µ sous la forme d’une combinaison convexe

µ = µ(ϕ) ([µ(ϕ)]−1 ϕµ) + (1 − µ(ϕ)) ([µ(1 − ϕ)]−1 (1 − ϕ)µ),

et donc µ n’est pas un point extrémal. Il suffit alors d’appliquer le Théorème A.3.5 de
Krein-Milman.

Preuve 2 du théorème 1.2.7. Comme E est compact, pour tout k, il existe Nk ∈ N
et (xki )1≤i≤Nk une suite de E tels que E ⊂ ∪B(xki , 1/k), puis il existe une suite (ϕki )

1voir la Définition A.3.3 pour la définition d’un point extrémal
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de partitions de l’unité dans C(E) associée au recouvrement par les B(xki , 1/k). Plus
précisément, il existe ϕki ∈ C(E), 1 ≤ i ≤ Nk, telles que suppϕki ⊂ B(xki , 1/k), 0 ≤ ϕki ≤ 1

et
∑Nk

i=1 ϕ
k
i = 1. Pour construire de telles fonctions dans le cas E ⊂ Rd (dans le cas

général consulter un cours de topologie) on choisit Nk et (xki )1≤i≤Nk tels que de plus E ⊂
∪B(xki , 1/(2k)), on considère un noyau de convolution 0 ≤ γ ∈ C(Rd), supp γ ⊂ B(0, 1),∫
γ = 1, on note γε(x) = ε−d γ(x/ε) et on définit

ϕki :=
φki∑Nk
j=1 φ

k
j

, φkj = 1B(xki ,1/(2k))
∗ γ1/(2k).

On pose maintenant

µk :=

Nk∑

i=1

µ(ϕki ) δxki
.

Pour tout ψ ∈ C(E) on a alors

〈µk, ψ〉 =

Nk∑

i=1

µ(ϕki )ψ(xki ) = 〈µ,ψk〉 avec ψk :=

Nk∑

i=1

ψ(xki )ϕ
k
i .

Or, pour tout x ∈ E, on a

∣∣∣ψ(x) − ψk(x)
∣∣∣ =

∣∣∣∣∣

Nk∑

i=1

(ψ(x) − ψ(xki ))ϕ
k
i (x)

∣∣∣∣∣

≤
Nk∑

i=1

sup
1≤i≤Nk

‖ψ − ψ(xki )‖L∞(B(xki ,1/k))
ϕki (x) ≤ ω(1/k) → 0

lorsque k → ∞, où ω désigne un module de continuité de ψ, i.e. ω ∈ C(R+), ω(s) > 0 si
s 6= 0. On en déduit bien que 〈µk, ψ〉 → 〈µ,ψ〉. Pour établir la densité de (PN (E))N≥1

dans P(E) il suffit enfin d’approcher µk par un élément µk,N de PN (E) en remplaçant les
coefficients µ(ϕki ) par [N µ(ϕki )]/N pour tout 2 ≤ i ≤ N et en remplaçant le coefficient
µ(ϕk1) par ce qu’il faut de sorte que µk,N soit de masse 1. ⊓⊔
Distances sur P(E). L’objectif est maintenant de définir deux métriques sur P(E)
telles que la notion de convergence associée soit la convergence faible définie plus haut. On
note Lip(E) l’espace des fonctions Lipschitziennes sur E et Lip1(E) l’espace des fonctions
Lipschitziennes sur E de constante de Lipschitz inférieure à 1 :

ϕ ∈ Lip1(E) si, et seulement si, |ϕ(y) − ϕ(x)| ≤ dE(x, y) ∀x, y ∈ E.

On note M1
0 (E) le sous-espace (fermé) des mesures de Radon de masse nulle :

µ ∈M1
0 (E) si, et seulement si, µ ∈M1(E) et

∫

E
dµ = 0.

Lemme 1.2.8 (i) Pour tout µ ∈M1
0 (E) on définit

‖µ‖KR := sup

{∫

E
ϕdµ; ϕ ∈ Lip1(E)

}
.
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L’application µ 7→ ‖µ‖KR est une norme sur M1
0 (E), appelée norme de Kantorovich-

Rubinstein, et donc l’application P(E) × P(E) → R+, (µ, ν) 7→ DKR(µ, ν) := ‖µ− ν‖KR
définit une distance sur P(E).

(ii) Soit R > 0 tel que E ⊂ B(0, R). Pour tout µ ∈M1
0 (E) on a

‖µ‖KR ≤ R ‖µ‖TV .

(iii) Pour tout X,Y ∈ EN on a

(1.2.3) ‖µNX − µNY ‖KR ≤ w1(X,Y ).

Preuve du lemme 1.2.8 . La vérification de (i) ne pose pas de difficulté dès que l’on sait
que Lip(E) est dense dans C(E). Lorsque E ⊂ Rd on peut procéder par régularisation
par convolution. Dans le cas général, on utilise le théorème A.2.2 de Stone-Weierstrass.

(ii) On écrit pour tout ϕ ∈ Lip1(E)
∫

E
ϕdµ =

∫

E
(ϕ(x) − ϕ(0)) (µ+(dx) − µ−(dx))

≤
∫

E
|x| (µ+(dx) + µ−(dx)) ≤ R |µ|(E),

et on prend le suprémum en ϕ.

(iii) Pour tout ϕ ∈ Lip1(E) et σ ∈ SN on a

|〈µNX − µNY , ϕ〉| =

∣∣∣∣∣
1

N

N∑

i=1

(ϕ(xi) − ϕ(yσ(i)))

∣∣∣∣∣ ≤
1

N
|xi − yσ(i)|

d’où on déduit (1.2.3) en prenant le minimum en σ et le suprémum en ϕ. ⊓⊔

Lemme 1.2.9 (i) Etant donnée une suite (ϕk) dense dans C(E) et une suite (ak) de réels
strictement positifs telle que la série ((ak ‖ϕk‖)) converge, l’application

D(µ, ν) :=

∞∑

k=1

ak|〈µ− ν, ϕk〉|

définit une distance sur P(E).

(ii) De même, si de plus (ϕk) est une suite de Lip(E) et si la série ((ak ‖∇ϕk‖)) converge
et est de somme A, alors l’application D définie ci-dessus est encore une distance, et de
plus

∀µ, ν ∈ P(E) D(µ, ν) ≤ A ‖µ− ν‖KR.

Preuve du Lemme 1.2.9. Traitons seulement (ii), le point (i) se traitant de la même
manière. D’une part, puisque µ− ν ∈M1

0 (E) et en fixant x0 ∈ E, on a

D(µ, ν) =

∞∑

k=1

ak ‖∇ϕk‖ |〈µ − ν,
ϕk − ϕk(x0)

‖∇ϕk‖
〉| ≤

∞∑

k=1

ak ‖∇ϕk‖ ‖µ− ν‖KR.

D’autre part, pour montrer que D est une distance, le seul point qui mérite d’être détaillé
est l’implication D(µ, ν) = 0 entrâıne µ = ν. Or sous cette hypothèse, on a 〈µ−ν, ϕk〉 = 0
pour tout k, et si ϕ ∈ C(E) est une fonction quelconque, il existe une sous-suite (ϕkj ) qui
converge uniformément vers ϕ et donc également 〈µ− ν, ϕ〉 = lim〈µ− ν, ϕkj 〉 = 0. ⊓⊔
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Théorème 1.2.10 Pour toute suite (µn) de P(E) et tout µ ∈ P(E), il y a équivalence
entre

(i) D(µn, µ) → 0 lorsque n→ ∞ (pour une distance définie comme au lemme 1.2.9) ;

(ii) ‖µn − µ‖KR → 0 lorsque n→ ∞ ;

(iii) µn ⇀ µ au sens de la convergence faible lorsque n→ ∞.

Preuve du théorème 1.2.10. On procède en plusieurs étapes.

Etape 1. (i) ⇔ (iii) (très classique). Si D(µn, µ) → 0 alors 〈ϕk, µn − µ〉 → 0 ∀ k. Pour
ϕ ∈ C(E) quelconque, pour tout ε > 0 et en prenant k tel que ‖ϕ− ϕk‖ < ε, on a

lim sup
n→∞

|〈ϕ, µn − µ〉| ≤ sup
n

‖µn − µ‖TV ‖ϕ− ϕk‖ + lim
n→∞

〈|ϕk, µn − µ〉| ≤ 2ε,

puisque ‖µn − µ‖TV ≤ ‖µn‖TV + ‖µ‖TV = µn(E) + µ(E) = 2. Ainsi µn ⇀ µ faiblement.
Réciproquement, supposons que µn ⇀ µ faiblement. Pour ε > 0 fixons K tel que

∞∑

K+1

ak 2 ‖ϕk‖ ≤ ε,

puis N de sorte que ak |〈ϕk, µn − µ〉| ≤ ε/K pour n ≥ N et k = 1, ...,K, alors pour tout
n ≥ N

D(µn, µ) ≤ sup
k=1,...,K

ak|〈µ− µn, ϕk〉| +
∞∑

k=K+1

ak|〈µ− µn, ϕk〉| ≤ 2ε.

Etape 2. (ii) ⇒ (iii). Supposons (ii). Pour tout ϕ ∈ Lip(E) on a

∣∣∣∣
∫

E
ϕd(µn − µ)

∣∣∣∣ ≤ ‖ϕ‖Lip ‖µn − µ‖KR → 0 lorsque k → 0.

Par densité Lip(E) ⊂ C(E) on en déduit (iii).

Etape 3. (iii) ⇒ (ii). Supposons (iii) et que, par l’absurde, on n’ait pas (ii) : ∃ ε > 0 et
une sous-suite de (µn), toujours notée (µn), telle que

∀ k ∃ϕn ∈ Lip(E), ‖ϕn‖Lip ≤ 1

∫

E
ϕn d(µn − µ) ≥ ε.

Par le théorème d’Ascoli, il existe une sous-suite de (ϕn), toujours notée (ϕn), et ϕ∞ ∈
C(E) telles que ϕn → ϕ∞ uniformément. On a alors

lim inf

∫

E
ϕ∞ d(µn − µ) =

= lim

∫

E
(ϕ∞ − ϕn) d(µn − µ) + lim inf

∫

E
ϕn d(µn − µ) ≥ 0 + ε > 0,

ce qui contredit la convergence µn ⇀ µ. ⊓⊔
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1.3 Jeux à N joueurs

Soit E un sous ensemble compact convexe de Rd. On considère N joueurs. Le ième
joueur est représenté par la variable yi (qui correspond à son ”état”), les N joueurs sont
décrits par le vecteur Y = (y1, ..., yN ) ∈ EN .

Chaque joueur souhaite optimiser un “coût” ou sa “satisfaction” ou son “utilité” (...),
sachant que les “ressources” sont données pour le système et donc que sa “satisfaction”
dépend de celles des autres joueurs. Mathématiquement, on associe au ième joueur une
fonction de coût Fi = Fi(Y ) : EN → R.

Problème de Nash. Il s’agit de trouver un équilibre de Nash (ou équilibre non coopératif)
X = (x1, ..., xN ) ∈ EN tel que pour tout i = 1, ..., N le point xi soit un point de minimum
de la fonction

y 7→ Fi(x1, ..., xi−1, y, xi+1, ..., xN ).

On note également cela
xi ∈ argminFi(.,Xi),

où pour Y = (y1, ..., yN ) ∈ EN on note Yi := (y1, ..., yi−1, yi+1, ..., yN ) ∈ EN−1 et
Fi(y, Yi) = Fi(y1, ..., yi−1, y, yi+1, ..., yN ).

Théorème 1.3.11 (de Nash). Supposons que Fi(., Yi) est une fonction convexe continue
sur E pour tout i ∈ {1, ..., N} et tout vecteur Yi ∈ EN−1. Alors le problème de Nash possède
au moins un équilibre de Nash X.

Preuve du Théorème 1.3.11. Etape 1. Supposons dans un premier temps que les fonctions
y 7→ Fi(y, Yi) sont strictement convexes pour tout i et tout Yi. Alors, pour tout Y ∈ EN

il existe un unique Z = (z1, ..., zN ) ∈ EN tel que

Fi(zi, Yi) = min
z∈E

Fi(z, Yi) ou encore zi = argminFi(., Yi).

On définit ainsi une application Φ : EN → EN , Y 7→ Z. A cause de l’unicité de la
solution des problèmes de minimisation (rappelons qu’ici les fonctions coût sont strictement
convexes), on voit que Φ est continue. En effet, si Y ε → Y , on a Zε = Φ(Y ε) ∈ EN

appartient à un compact, et on peut en extraire une sous-suite Zε
′
qui converge vers une

limite Z dans EN . Par continuité des fonctions Fi, on a

Fi(zi, Yi) = limFi(z
ε′

i , Y
ε′

i ) ≤ limFi(z, Y
ε′

i ) = Fi(z, Yi) ∀ z ∈ E.

Donc zi = argminFi(., Yi) = (Φ(Y ))i. Par le lemme “d’unicité de la limite” c’est toute
la suite Zε = Φ(Y ε) qui converge vers Z = Φ(Y ). Le théorème de Brouwer affirme que
Φ : EN → EN possède au moins un point fixe X ∈ EN , Φ(X) = X. Et c’est précisément
ce qu’il fallait démontrer.

Etape 2. Dans le cas où Fi n’est que convexe, on introduit la famille de fonctions strictement
convexes F εi (Y ) = Fi(Y ) + ε |Y |2. La première étape implique qu’il existe un équilibre de
Nash Xε, dont on peut extraire une sous-suite encore notée (Xε) qui converge vers une
limite X ∈ EN . Ainsi

Fi(xi,Xi) = limFi(x
ε
i ,X

ε
i ) = limF εi (xεi ,X

ε
i )

≤ limF εi (y,Xε
i ) = Fi(y,Xi) ∀ y ∈ E,
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et cela prouve que X est un point de Nash pour la famille des Fi. ⊓⊔
La limite lorsque N → ∞
On fait maintenant les hypothèses :

1) - les joueurs sont indistinguables ;

2) - étant donné un joueur, la dépendance de l’action de chacun des autres joueurs sur
celui-ci est faible.

Cela se traduit mathématiquement par le fait que si on considère N joueurs dont la
ième fonction d’utilitée est notée FNi on a

(1.3.4) ∀Y ∈ EN FNi (Y ) = FN (yi, Yi) = FN
(
yi, µ

N−1
Yi

)
.

Pour simplifier, on supposera désormais qu’il existe une fonction fixe F = F (y,m) ∈
C(E × P(E)) telle que

FNi (Y ) = F (yi, µ
N−1
Yi

).

Il convient de noter que comme E et donc P(E) sont compacts, il existe un module de
continuité ω tel que

|F (y, f) − F (z, g)| ≤ ω(|x− y| + ‖f − g‖KR) ∀ y, z ∈ E, ∀ f, g ∈ P(E).

Exemple 1.3.12 Typiquement on a en tête une fonction de la forme

F (y,m) = F0(y) + F1(y,m), F1(y,m) = f((a ∗m)(y))

avec f(t) = c tα, α > 0, et c > 0 (aversion pour la position dominante), c < 0 (préférence
pour la position dominante). Attention, pour que le théorème 1.3.11 s’applique on doit
imposer quelques restrictions aux fonctions F0, a et f . On peut, par exemple, supposer
que F0, a et f sont convexes et que f est croissante (ce qui correspond à une situation
d’aversion pour la position dominante).

Définition 1.3.13 Soit F ∈ C(E×P(E)). On dit que m ∈ P(E) est solution du problème
de jeux à champs moyens associé à F (ou que m est un équilibre de Nash pour F ) si

(1.3.5) suppm ⊂ argminF (·,m).

Théorème 1.3.14 Soit XN = (xN1 , ..., x
N
N ) une suite de points de Nash associés à une

suite de fonctions multi-coûts FNi de la forme précédente, et donc associées à une fonction
fixe F ∈ C(E × P(E)). Alors, à extraction d’une sous-suite près, on a

µNXN :=
1

N

N∑

i=1

δxNi
N
⇀ m faiblement dans P(E),

avec m solution de (1.3.5).

Preuve du théorème 1.3.14. Par définition, pour tout 1 ≤ i ≤ N , le point xNi est un point
de minimum de la fonction y 7→ F (y, µN−1

XN
i

) . Cela signifie que δxNi
réalise

FN
i (δxNi

) = inf
ρ∈P(E)

FN
i (ρ), FN

i (ρ) =

∫

E
F (y, µN−1

XN
i

) ρ(dy),
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et donc en notant

FN (ρ) :=

∫

E
F (y, µNXN ) ρ(dy),

on a pour tout Y ∈ EN

FN (µNXN ) =
1

N

N∑

i=1

F (xNi , µ
N
XN )

≤ 1

N

N∑

i=1

{
F (yi, µ

N−1
XN
i

) + F (xNi , µ
N
XN ) − F (xNi , µ

N−1
XN
i

)
}

≤ FN (µNY ) +
1

N

N∑

i=1

{
F (yi, µ

N−1
XN
i

) − F (yi, µ
N
XN ) + F (xNi , µ

N
XN ) − F (xNi , µ

N−1
XN
i

)
}

≤ FN (µNY ) + 2 sup
1≤i≤N

ω(‖µN−1
XN
i

− µNXN ‖KR),(1.3.6)

où ω désigne le module de continuité de F introduit ci-dessus.

Or d’une part, pour tout XN = (x1, ..., xN ) ∈ EN et tout 1 ≤ i ≤ N , on a

µN−1
XN
i

− µNXN =
1

N (N − 1)

∑

j 6=i

δxj +
1

N
δxi ,

de sorte que pour tout N ≥ 1

(1.3.7) ‖µN−1
XN
i

− µNXN ‖KR ≤ CE ‖µN−1
XN
i

− µNXN ‖TV ≤ 2CE/N.

D’autre part, on peut extraire une sous-suite de (µN
XN ), toujours notée de la même manière,

qui converge dans P(E) vers une limite notée m ∈ P(E) : µN
XN ⇀m faiblement. On définit

F(ρ) =

∫

E
F (z,m) ρ(dy),

gN (z) := F (z, µN
XN ) et g(z) := F (z,m). Puisque ‖gN − g‖L∞(E) ≤ ω(‖µN

XN −m‖KR) → 0,
on obtient

(1.3.8) FN (µNXN ) =

∫

E
gN (z)µNXN (dz) →

∫

E
g(z)m(dz) = F(m).

Enfin, pour tout ρ ∈ P(E), il existe grâce au théorème 1.2.7 une suite (Y N ) de EN telle
que µN

Y N
⇀ ρ dans P(E), et on prouve de la même manière

(1.3.9) lim
N→∞

FN (µNY N ) = F(ρ)

En combinant (1.3.6), (1.3.7), (1.3.8) et (1.3.9), on démontre

(1.3.10) F(m) = inf
ρ∈P(E)

F(ρ).
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Or (1.3.5) est équivalent à (1.3.10). En effet, si m satisfait (1.3.5) cela signifie que pour
tout x ∈ suppm on a F (x,m) = I[m] := infy∈E F (y,m) de sorte que

∫

E
F (x,m)m(dx) =

∫

E
I[m]m(dx) = I[m]

=

∫

E
I[m] ρ(dx) ≤

∫

E
F (x,m) ρ(dx)

pour tout ρ ∈ P(E), et donc m satisfait (1.3.10). Inversement, si m ne satisfait pas (1.3.5)
cela signifie qu’il existe A ⊂ argminF (.,m) = ∅, et donc en choisissant z ∈ argminF (.,m)
(un tel point existe puisque F (.,m) est continue sur E) on a

∫

E
F (x,m)m(dx) =

∫

A
F (x,m)m(dx) +

∫

Ac
F (x,m)m(dx)

<

∫

A
I[m]m(dx) +

∫

Ac
I[m]m(dx)F (x,m)

= I[m] = F (z,m) =

∫

E
F (x,m) δz(dx)

alors m n’est pas solution de (1.3.10). ⊓⊔

1.4 La distance Monge-Kantorovish-Wasserstein dans le cas
compact.

Les objectifs de cette section sont d’introduire la notion de transport de masse, de
définir la distance Wp de Monge-Kantorovish-Wasserstein et de donner quelques propriétés
fondamentales de cette distance. Ces propriétés sont ensuite démontrées dans le cas d’un
espace E compact ⊂ Rd.

1.4.1 Définition du transport de masses.

Dans ce paragraphe, et seulement dans ce paragraphe, E désigne un espace polo-
nais. On note toujours P(E) l’espace des mesures de probabilité de E muni de sa tribu
borélienne BE, et nous renvoyons aux prochaines sections pour des rappels concernant cet
espace dans le cadre d’un espace polonais.

Pour µ, ν ∈ P(E) on définit l’ensemble

(1.4.11) Πµ,ν = Π(µ, ν) := {π ∈ P (E × E);

∫

E
dπ(x, y) = dµ(x),

∫

E
dπ(x, y) = dν(y)}.

Π(µ, ν) est donc l’ensemble des mesures sur E×E dont les marginales sont µ et ν. On dit
que π ∈ Π(µ, ν) est un plan de transfert de masses (ou un couplage) de µ à ν. Une façon
plus précise d’écrire (1.4.11) est

∀A ∈ BE, ∀B ∈ BE π(A× E) = µ(A), π(E ×B) = ν(B),
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ou également
∫

E×E
[ϕ(x) + ψ(y)] dπ(x, y) =

∫

E
ϕ(x) dµ(x) +

∫

E
ψ(y) dν(y)

pour tout (ϕ,ψ) ∈ L1(dµ) × L1(dµ) ou L∞(dµ) × L∞(dµ), Cb(E) ×Cb(E) 2 (ou C0(E) ×
C0(E)3 si E ⊂ Rd). Faisons deux remarques :

(i) On a toujours µ⊗ ν ∈ Π(µ, ν), donc Π(µ, ν) 6= ∅.
(ii) Si π ∈ Π(µ, ν) alors suppπ ⊂ suppµ × suppν. En effet, on a par exemple π(E ×

(supp ν)c) = ν((supp ν)c) = 0.

Etant données une fonction coût c : E × E → R+ et deux mesures µ, ν ∈ P(E), on
définit le coût de transfert du plan π ∈ Π(µ, ν) par

(1.4.12) Ic[π] =

∫

E×E
c(x, y) dπ(x, y).

On définit le coût optimal (de transfert entre µ et ν)

(1.4.13) Tc(µ, ν) = inf
π∈Π(µ,ν)

Ic[π].

S’il existe π̄ ∈ Π(µ, ν) tel que Ic[π̄] = Tc(µ, ν), on l’appelle plan de transfert optimal. Si
c(x, y) est une distance sur E, Tc définit une distance sur P(E). Plus généralement et
précisément, pour 0 < p <∞ on définit le sous-espace de probabilité Pp(E) par

(1.4.14) Pp(E) :=

{
ρ ∈ P(E),

∫

E
dE(x, x0)

p ρ(dx) <∞
}
,

où x0 ∈ E est fixé arbitrairement (cette définition ne dépend pas du choix de x0), et on
définit pour ρ, ν ∈ Pp(E) la distance de Monge-Kantorovish-Wasserstein Wp(µ, ν) par

Wp(µ, ν) = [TdpE (µ, ν)]1/p
♯
= inf

{(∫

E×E
dE(x, y)pπ(dx, dy)

)1/p♯

, π ∈ Π(µ, ν)

}
(1.4.15)

avec p♯ := max(1, p).

Nous donnons maintenant trois résultats fondamentaux concernant la distance Wp que
nous démontrons dans les trois sous-sections qui suivent. Ces résultats sont énoncés et
démontrés dans un cadre simple. On renvoie à la section 1.5 pour leur généralisation.

Théorème 1.4.15 On suppose E compact. Pour tout 0 < p < ∞, l’application (µ, ν) 7→
Wp(µ, ν) définie par (1.4.15) est une distance sur P(E)

Théorème 1.4.16 Soient un espace polonais (E, dE) et un exposant 0 < p < ∞. Pour
tout X = (x1, ..., xN ), Y = (y1, ..., yN ) ∈ EN , on a

Wp(µ
N
X , µ

N
Y ) = wp(X,Y ) :=

(
min
σ∈SN

1

N

N∑

i=1

[dE(xi, yσ(i))]
p

)1/p♯

.

2voir la section 1.5 pour la définition de Cb(E)
3voir la section 1.6 pour la définition de C0(E)
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En d’autre termes, EN/SN muni de la distance wp est isomorphe à

PN (E) :=

{
µNX(dy) :=

1

N

N∑

i=1

δxi(dy), X = (x1, ..., xN ) ∈ EN

}

muni de la distance Wp.

Théorème 1.4.17 On suppose E compact ⊂ Rd. La distance Wp métrise la convergence
faible de P(E) : pour une suite (µn) de P(E) et µ ∈ P(E), il y a donc équivalence entre

(i) Wp(µn, µ) → 0 lorsque n→ ∞ ;

(ii) µn ⇀ µ faiblement dans P(E) lorsque n→ ∞.

1.4.2 Preuve du théorème 1.4.15 : Wp est une distance.

Pour alléger les notations on ne traite que le cas p ≥ 1. En fait, le cas p ∈ (0, 1) s’y ramène en
remarquant que si dE(x, y) est une distance alors (dE(x, y))p également. On procède en plusieurs étapes.

Etape 1. Grâce au théorème A.2.2 de Stone-Weierstrass on sait que C(E)⊗C(E) est dense dans C(E2).
On définit π := µ⊗ν sur C(E)⊗C(E) par 〈π, ϕ⊗ψ〉 = 〈µ, ϕ〉 〈ν,ψ〉 pour ϕ⊗ψ ∈ C(E)⊗C(E), définition
que l’on étend à C(E) ⊗ C(E) par linéarité, puis à C(E2) par continuité-densité. Il est alors clair que
µ⊗ν ∈ Πµ,ν , qui est donc non vide. La convexité de Πµ,ν est immédiate. Enfin, si πn ⇀ π faiblement dans
P(E2) et πn ∈ Πµ,ν , alors clairement π ∈ Πµ,ν : Πµ,ν est fermé. Comme P(E) est compact, il en est de
même de Π(µ, ν).

Etape 2. On considère une suite minimisante (πn) de Πµ,ν telle que I [πn] ց inf I [π]. Par compacité de
Π(µ, ν), il existe π̄ ∈ Π(µ, ν) et une sous-suite (πnk

) telles que πnk
⇀ π̄ faiblement dans P(E2). Comme

dE(., .) ∈ C(E2), l’application

π ∈ Π(µ, ν) 7→ I [π] := Idp

E
[π] =

Z

E×E

dE(x, y)p dπ(x, y),

est continue, ce qui implique I [πnk
] → I [π̄], et donc

W (µ, ν)p = inf
π∈Π(µ,ν)

I [π] = min
π∈Π(µ,ν)

I [π] ∈ [0,∞).

Etape 3. Lorsque ν = µ on introduit le plan de transport π que l’on définit sur les boréliens produits
par π(A × B) = µ(A ∩ B) ∀A,B ∈ BE et que l’on étend à BE×E par un théorème d’extension. On a
π(A× E) = µ(A) et π(E × B) = µ(B) de sorte que π ∈ Π(µ, µ). Il est clair que suppπ ⊂ ∆ := {(x, y) ∈
E; y = x} puisque (A×B) ∩ ∆ = ∅ si, et seulement si, A ∩ B = ∅ et donc dans ce cas π(A×B) = 0. On
en déduit que I [π] = 0 puisque dE = 0 sur ∆, et donc Wp(µ, µ) ≤ I [π] = 0.

Etape 4. Inversement, si Wp(µ, ν) = 0, alors en notant π̄ un plan de transport optimal on a I [π̄] =
W p
p (µ, ν) = 0. Comme dE > 0 sur (E × E)\∆ on en déduit que supp π̄ ⊂ ∆ et donc

R
E×E

(ϕ(y) −
ϕ(x)) dπ̄(x, y) = 0 pour tout ϕ ∈ C(E). Il vient

Z

E

ϕ(x) dµ(x) =

Z

E×E

ϕ(x) dπ̄(x, y) =

Z

E×E

ϕ(y) dπ̄(x, y) =

Z

E

ϕ(y) dν(y)

pour tout ϕ ∈ C(E) et donc µ = ν.

Etape 5. Montrons enfin l’inégalité triangulaire. Soient µi ∈ P(E), i = 1, 2, 3, et soient πij ∈ Π(µi, µj)
pour (i, j) = (1, 2), (2, 3). On définit sur G := {ϕ ∈ C(E3); ϕ(x) = ϕ12(x1, x2) + ϕ23(x2, x3) ∀x =
(x1, x2, x3) ∈ E, ϕij ∈ C(E2)} sous-espace vectoriel de C(E3) l’application

〈L, ϕ〉 :=

Z

E2

ϕ12 dπ12 +

Z

E2

ϕ23 dπ23.
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Montrons que L ne dépend pas du choix des représentants ϕij de la fonction ϕ et que L est une forme linéaire
continue (pour la norme de C(E3)). En effet, si ϕ12 +ϕ23 = ψ12 +ψ23 alors ϕ12 −ψ12 = ψ23 −ϕ23 ∈ C(E)
(ne dépend pas des variables x1 et x3) de sorte que

Z

E2

(ϕ12 − ψ12) dπ12 =

Z

E

(ϕ12 − ψ12) dµ2

=

Z

E

(ψ23 − ϕ23) dµ2 =

Z

E2

(ψ23 − ϕ23) dπ23,

et donc L(ϕ12 + ϕ23) = L(ψ12 + ψ23). Pour ϕ = ϕ12 + ϕ23 ∈ G, on introduit

ψ12 = ϕ12 + ϕ−
12 − ϕ−

23, ψ23 = ϕ23 − ϕ−
12 + ϕ−

23,

de sorte que ϕ = ψ12 + ψ23, ψ12 = 0 ou ψ23 = 0 là où les signes de ϕ12 et ϕ23 sont différents, d’où on
déduit ψij ≥ 0 si ϕ ≥ 0, |ϕ| = |ψ12|+ |ψ23| et enfin ‖ϕ‖ = ‖ψ12‖+‖ψ23‖. On prouve ainsi Lϕ ≥ 0 si ϕ ≥ 0,

|Lϕ| ≤ |Lψ12| + |Lψ23|

≤
Z

E2

|ψ12| dπ12 +

Z

E2

|ψ23| dπ23 ≤ ‖ψ12‖ + ‖ψ23‖ = ‖ϕ‖,

et comme L1 = L(1 + 0) = π12(1) = 1, ‖L‖G′ = 1. Par le théorème de Hahn-Banach, on peut étendre
L en une forme linéaire continue π sur C(E3) telle que π|G = L, ‖π‖V T = ‖L‖G′ = 1 et π ≥ 0 puisque
‖π+‖TV ≥ π+(1) ≥ π(1) = 1 de sorte que π− = 0. On a donc π ∈ P (E3). Par le théorème de représentation
de Markov-Riesz il existe une mesure (de probabilité) π ∈ P (E3) telle que

Z

E3

(ϕ12 + ϕ23) dπ =

Z

E2

ϕ12 dπ12 +

Z

E2

ϕ23 dπ23.

En particulier, les marginales de π selon les deux premières et les deux dernières variables sont π12 et π23.
On définit π13 ∈ P (E2) sur les boréliens produits par π13(A × B) = π(A × E × B) ∀A,B ∈ BE : π13

est la marginale de π suivant la permière et la dernière variable. Il est clair que π13 ∈ Π(µ1, µ3), puisque,
par exemple, π13(ϕ⊗ 1) = π(ϕ⊗ 1 ⊗ 1) = π12(ϕ⊗ 1) = µ(ϕ) ∀ϕ ∈ C(E). Enfin, pour tout π12, π23 et en
construisant π puis π13 comme indiqué ci-dessus (on adopte une écriture sous forme intégrale, pour plus
de clarté), on a

Wp(µ1, µ3) ≤ (I [π23])
1/p =

„Z

E2

dE(x1, x3)
p dπ13

«1/p

=

„Z

E3

dE(x1, x3)
p dπ

«1/p

≤
„Z

E3

[dE(x1, x2) + dE(x2, x3)]
p dπ

«1/p

≤
„Z

E3

dE(x1, x2)
p dπ

«1/p

+

„Z

E3

dE(x2, x3)
p dπ

«1/p

= Ip[π12] + Ip[π23],

où on a utilisé successivement la propriété de marginale, l’inégalité triangulaire dans E et l’inégalité
triangulaire dans Lp(π) (inégalité de Minkowski). Maintenant, en prenant l’infimum à droite sur tous les
π12 ∈ Π(µ1, µ2) et π23 ∈ Π(µ2, µ3), on obtient Wp(µ1, µ3) ≤Wp(µ1, µ2) +Wp(µ2, µ3). ⊓⊔

1.4.3 Preuve du théorème 1.4.16 : l’identité Wp = wp.

Pour alléger les notations on ne traite que le cas p ≥ 1.

Définition 1.4.18 On définit BN l’ensemble des matrices bistochastique comme étant l’ensemble des ma-
trices M ∈MN,N (R) vérifiant 0 ≤Mij ≤ 1 et

(1.4.16)
X

j

Mi,j = 1 ∀ i,
X

i

Mi,j = 1 ∀ j,

pour tout 1 ≤ i, j ≤ N .
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Lemme 1.4.19 Soient X,Y ∈ EN . On a π ∈ Π(µNX , µ
N
Y ) si, et seulement si, il existe une matrice M ∈ BN

telle que

(1.4.17) π = πM (du, dv) =

NX

i,j=1

Mi,j

N
δ(xi,yj)(du, dv).

Preuve du lemme 1.4.19. On procède en plusieurs étapes.
(i) Si ν = δa, mesure de Dirac en a ∈ E, alors Π(µ, δa) = {µ ⊗ δa}. En effet, soit π ∈ Π(µ, δa). Pour

tout A ∈ BE , B ∈ BE si a /∈ B on a π(A × B) ≤ π(E × B) = δa(B) = 0 = (µ ⊗ δa)(A × B). Pour tout
A ∈ BE, B ∈ BE si a ∈ B on a π(A×B) = π(A×E)− π(A×Bc) = µ(A) = (µ⊗ δa)(A×B). Comme la
tribu BE×E est engendrée par l’algèbre des pavés BE × BE , on en déduit que π = µ⊗ δa.

(ii) On a vu que si π ∈ Π(µ, ν) alors suppπ ⊂ suppµ× supp ν. En particulier, si µ et ν sont discrètes,
les mesures de Π(µ, ν) sont des mesures discrètes, portées par suppµ × supp ν. En particulier si µ est
portée par {a1, ..., ap} et ν est portée par {b1, ..., bq} alors π est portée par {(ai, bj)}1≤i≤p, 1≤j≤q . Plus
précisémment, si

µ =
X

i

µi δai
, ν =

X

j

νj δbj , π =
X

i,j

πi,j δ(ai,bj),

on p q coefficients πij qui déterminent π et p+ q relations de compatibilité

(1.4.18)
X

j

πi,j = π({ai} × E) = µ({ai}) = µi ∀ i,
X

i

πi,j = νj ∀ j,

pour que π ∈ Π(µ, ν).
(iii) Lorsque µ = µNX , ν = µNY ∈ PN(E) tout plan de transfert π ∈ Π(µNX , µ

N
Y ) peut être représentée

par une matrice bistochastique en posant (1.4.17). Cela est bien sûr une conséquence immédiate de (1.4.18)
si xi 6= xj et yi 6= yj pour tout i 6= j, et cela est également vrai (bien qu’il y aurait bien d’autres façons de
représenter π) dans le cas “sous-déterminé” où cette condition n’est pas satisfaite. ⊓⊔

Grâce au lemme 1.4.19, lorsqu’on se restraint à PN(E), (1.4.12) devient

∀M ∈ BN I [πM ] =
X

ij

c(xi, yj)

N
Mij =: Ic,X,Y [M ] = I[M ].

Le problème de minimisation (1.4.15) dans ce cas particulier s’écrit

(1.4.19) W p
p (µNX , µ

N
Y ) = inf

M∈BN

I[M ], I[M ] :=
X

i,j

dE(xi, yj)
p

N
Mi,j ,

ce qui est un problème de minimisation linéaire sur un ensemble convexe et compact BN sous-ensemble d’un
espace vectoriel de dimension finie MN×N (R) . Ce problème se résout grâce à la théorie de Krein-Milman
qui est relativement élémentaire dans ce cas particulier et que nous exposons ci-dessous.

Définition 1.4.20 On note MPN l’ensembles des matrices de permutation, c’est-à-dire l’ensembles des
matrices P ∈ MN×N (R) telles qu’il existe σ ∈ SN pour lequel Pij = δiσ(j) = 1 si i = σ(j), = 0 si i 6= σ(j).

Le résultat suivant permet d’identifier les points extrémaux de BN .

Théorème 1.4.21 (de Birkhoff). L’ensembles des points extrémaux4 de BN est MPN .

Preuve du théorème 1.4.21. On procède en plusieurs étapes.
(a) Si M ∈ BN alors 0 ≤Mij ≤ 1. De plus, si les coefficients de M appartiennent à {0, 1}, alors M est

un point extrémal puisque pour P,Q ∈ BN

M =
1

2
(P +Q) implique Mij =

1

2
(Pij +Qij) implique Pij = Qij = Mij .

Enfin, pour appartenir à BN il faut que pour tout i ∈ {1, ..., N} il existe un unique entier σ(i) ∈ {1, ..., N}
tel que Miσ(i) = 1, pour tous les autres j on a Mij = 0 (c’est la première identité dans la définition
(1.4.16)) et que l’application σ soit injective, (sinon, en notant j = σ(i) = σ(k), i 6= k on a

P
ℓMℓj ≥ 2 ce

qui contredit la seconde identité dans la définition (1.4.16)). Cela prouve que σ ∈ SN et Mij = δiσ−1(j).

4voir la Définition A.3.3 pour la définition d’un point extrémal
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Remarque 1.4.22 On a donc la caractérisation suivante. Pour M ∈ BN il y a équivalence entre
(i) M ∈ MPN ;
(ii) ∀ i ∃J MiJ = 1 (et ∀ j 6= J Mij = 0) ;
(iii) ∀ j ∃I MIj = 1 (et ∀ i 6= I Mij = 0) ;
(iv) ∀ i, j Mij ∈ {0, 1}.

En particulier, on a MPN ⊂ E(BN).

(b) On veut montrer l’inclusion inverse. Soit M = (Mij) ∈ BN . S’il existe (i0, j0) tel que Mi0,j0 ∈ ]0, 1[
alors (1.4.16) implique qu’il existe j1, i1, j2, ... tels que Mi0,j1 ∈ ]0, 1[, Mi1,j1 ∈ ]0, 1[, ... . On s’arrête au
premier ik ou jk tel que ik = iℓ ou jk = jℓ, k > ℓ. On a donc construit une suite d’indices

(iℓ, jℓ), (iℓ, jℓ+1), (iℓ+1, jℓ+1), ..., (ik−1, jk), (ik, jk),

dans le premier cas,

(iℓ, jℓ), (iℓ, jℓ+1), (iℓ+1,ℓ+1), ..., (ik−1, jk−1), (ik−1, jk),

dans le second cas, tels que les indices sont tous distincts, sauf aux deux extrêmes. Traitons le premier cas
(le second est simlilaire : il consiste à tourner dans l’autre sens, d’abord en incrémentant l’ordonnée j puis
en incrémentant l’abscisse i). Pour se ramener à un nombre pair d’indices on commence par supprimer
(iℓ, jℓ) de la liste, puis en renotant la suite d’indices, on a ainsi construit un k-cycle

S := {(i1, j1), (i2, j1), (i2, j2), ..., (ik, jk−1), (ik, jk), (i1, jk), (i1, j1)}

avec tous les iℓ distincts et tous les jℓ distincts et tels que Mα,β ∈]0, 1[ pour tout (α, β) ∈ S. On définit

ε := min(Mα,β, 1 −Mα,β; (α, β) ∈ S) > 0,

puis

Pαβ = Mαβ si (i, j) /∈ S, Pαβ = Mαβ + (−1)ℓ+ℓ
′

ε si (α, β) = (iℓ, jℓ′) ∈ S,

Qαβ = Mαβ si (i, j) /∈ S, Qαβ = Mαβ + (−1)ℓ+ℓ
′+1 ε si (α, β) = (iℓ, jℓ′) ∈ S.

On a donc P = (Pij) ∈ BN , Q = (Qij) ∈ BN , M = (P + Q)/2 et P 6= M , Q 6= N . Cela prouve que les
matrices de permutations sont exactement les points extrémaux de BN . ⊓⊔

Présentons le théorème de Krein-Milman dans le cas de BN , dont la démonstration découle d’un
argument d’approximation.

Théorème 1.4.23 (de Krein-Milman pour BN ). On a

conv (MPN) = BN :

pour tout M ∈ BN il existe une suite (Mn) telle que

‖M −Mn‖ → 0 et Mn =

InX

j=1

θn,j Pn,j ,

avec Pn,j ∈ MPN , 0 ≤ θn,j ≤ 1 et
P
j θn,j = 1.

Preuve 1 du théorème 1.4.23. Il suffit d’appliquer le Théorème A.3.5 de Krein-Milman.

Preuve 2 du théorème 1.4.23. On note B(N, p) les matrices bistochastiques qui possèdent au moins p
coefficients nuls. Les points extrémaux correspondent à B(N,N2 − N). On part de M1 = M . Dans la
construction de la preuve du théorème précédent, si par exemple on a ε := 1−Mᾱ,β̄ avec (ᾱ, β̄) = (iℓ̄, jℓ̄′)
alors Pᾱ,β̄ = 1 et si ε := Mᾱ,β̄ avec (ᾱ, β̄) = (iℓ̄, jℓ̄′) alors en modifiant la définition de P on aura Pᾱ,β̄ = 0.
Dans tous les cas, on est capable de montrer que M = (M2,1 +M2,2)/2 avec Ma,b ∈ BN et M2,1 ∈ B(N, 1)
ou M2,2 ∈ B(N, 1). On recommence, et on obtient M1 = (M3,1 +M3,2 +M3,3 +M3,4)/2

2 avec au moins une
matrice dans B(N, 2), deux dans B(N, 1) et au pire une seule sans zéro. On note Nn,j le nombre minimum
de matrices dans B(N, j) à l’étape n, et la convention B(N, j) = MPN si j ≥ N2 −N . On a N1,0 = 1, et
la convention N1,j = 0 pour j ≥ 1. On obtient alors par récurrence Nn,0 = 1, Nn,j = Nn−1,j−1 +Nn−1,j .
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On a par exemple ainsi Nn,1 = n − 1, Nn,2 = n (n − 1)/2 et surtout Nn,k ≤ Ck n
k pour tout n, k. On en

déduit

card(Acn) ≤
N2−N−1X

j=1

Nn,j ≤ CN n
N2−N−1,

où An := {j; Mn,j ∈ MPN}. Il vient alors

‖M −
X

j∈An

2−nMn,j +
X

j∈Ac
n

2−n I‖ = ‖
X

j∈Ac
n

2−nMn,j +
X

j∈Ac
n

2−n I‖ ≤ C′
N
nN

2

2n
→ 0

lorsque n→ ∞ (où par exemple I ∈ MPN est la matrice identité), ce qui permet d’exhiber une suite (Mn)
vérifiant l’énoncé du théorème en posant Pn,j := Mn,j si j ∈ An, Pn,j := I si j /∈ An, θ

−1
n,j = In := 2n. ⊓⊔

En combinant (1.4.19), le théorème 1.4.21 et le théorème 1.4.23 on obtient le théorème 1.4.16

Preuve du théorème 1.4.16. On a d’une part

inf
M∈BN

I[M ] ≤ inf
P∈MPN

I[P ] = min
P∈MPN

I[P ],

puisque MPN ⊂ BN et que MPN est un ensemble fini. On a d’autre part, pour tout M ∈ BN et en notant
Mn la suite de conv (MPN) construite au théorème 1.4.23

I[M ] = lim
n→∞

I[Mn] = lim
n→∞

InX

i=1

θn,i I[Pn,i]

≥ lim
n→∞

InX

i=1

θn,i min
P∈MPN

I[P ] = min
P∈MPN

I[P ].

En notant Pσ la matrice de permutation associée à σ ∈ SN , on obtient d’après la définition (1.4.19) de I
inf

M∈BN

I[M ] = min
P∈MPN

I[P ] = min
σ∈SN

I[Pσ ] = wp(X,Y )p.

On conclut grâce à (1.4.19). ⊓⊔

1.4.4 Preuve du théorème 1.4.17 : Wp métrise la convergence faible.

Commençons par démontrer deux résultats que nous allons utiliser dans la preuve du Théorème 1.4.17
et qui nous servirons plus tard (dans la preuve du Théorème 3.4.27).

Lemme 1.4.24 (density coupling lemma). Pour toutes fonctions f, g ∈ L1(Rd) ∩ P(Rd), on a

W2(f dx, g dx) ≤
p

3 ‖(f − g) |x|2‖L1 .

Preuve du Lemme 1.4.24. On note µ = f dx, ν = g dx. Soit π ∈ Π(µ, ν) le couplage de µ et ν défini par la
relation : pour toute fonction ϕ ∈ L0

+(Rd)
Z
ϕdπ =

1

1 − A

Z Z
ϕ(x, y) (f(x) − (f ∧ g)(x))(g(y)− (f ∧ g)(y))dxdy

+

Z
ϕ(x, x)(f ∧ g)(x) dx, A :=

Z
(f ∧ g)(x) dx.

Il n’y a pas de difficulté à vérifier que les marginales de π sont µ et ν. On a alors
Z

|x− y|2 π(dx, dy) =

Z
|x|2f(x) dx+

Z
|y|2g(y)dy − 2

Z
x · y π(dx, dy)

=

Z
|x|2 [f(x) − (f ∧ g)(x)]dx+

Z
|y|2[g(y) − (f ∧ g)(y)]dy

− 2

1 − A

Z Z
x · y (f(x) − (f ∧ g)(x))(g(y)− (f ∧ g)(y))dxdy

=

Z
|x|2 |f(x) − g(x)|dx

− 2

1 − A

Z
x (f(x) − (f ∧ g)(x))dx ·

Z
y (g(y)− (f ∧ g)(y))dy.
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Par ailleurs, par l’inégalité de Cauchy-Schwartz

˛̨
˛̨
Z
x (f(x) − (f ∧ g)(x))dx

˛̨
˛̨ ≤

„Z
|x|2 (f(x) − (f ∧ g)(x))dx

«1/2 „Z
(f − f ∧ g)

«1/2

≤
„Z

|x|2 |f(x) − g(x)|dx
«1/2

(1 − A)1/2 .

Grâce à cette inégalité il vient
Z

|x− y|2 π(dx, dy) ≤ 3

Z
|x|2 |f(x) − g(x)|dx,

et le résultat s’en déduit. ⊓⊔

Lemme 1.4.25 Soit γε une suite régularisante tendant vers l’identité, ∀x ∈ Rd γε(x) = ε−d γ(x/ε) avec
γ ∈ C∞(Rd) ∩ P(Rd). Pour toute mesure µ ∈ P (Rd), on a

W2(µ, µ ∗ γε) ≤ C ε,

pour la constante C = ‖|x|2 γ‖1/2

L1 .

Preuve du Lemme 1.4.25. Pour µ, ν ∈ P (Rd) on définit π̄ ∈ P (R2d) par la relation : pour toute fonction
continue et bornée ϕ ∈ Cb(R

2d)

Z
ϕdπ̄ =

Z Z
ϕ(x, x+ y)µ(dx)ν(dy).

En remarquant que Z Z
ϕ(x)µ(dx)ν(dy) =

Z
ϕ(x)µ(dx)

et Z Z
ϕ(x+ y)µ(dx)ν(dy) =

Z
ϕ(z) (µ ∗ ν)(dz)

on conclut que π̄ ∈ Π(µ, µ ∗ ν). On en déduit, en particulier, que

W 2
2 (µ, µ ∗ ν) ≤

Z Z
|x− y|2π̄(dx, dy)

≤
Z Z

|y|2µ(dx) ν(dy) =

Z
|y|2 ν(dy).

On conclut en remarquant que ‖|x|2 γε‖L1 = ‖|x|2 γ‖L1 ε2. ⊓⊔
Preuve du Théorème 1.4.17. Etape 1. On montre que

(1.4.20) µn ⇀ µ faiblement implique Wp(µn, µ) → 0.

C’est une conséquence des deux lemmes précédents et de la remarque (ii) de la section 1.4.1. En effet, on
commence par se ramener à Rd en remarquant que l’on peut voir tout α ∈ P(E) comme un élément de
P(Rd) puisque E ⊂ Rd (il suffit de définir l’extension ᾱ ∈ P(Rd) en posant ᾱ(A) = α(A ∩ E) pour tout
A ∈ BRd) et alors avec ces notations

W p
p (µn, µ) = inf

π∈P(µn,µ)

Z

E×E

dE(x, y)p π(dx, dy)

= inf
π̄∈P(µ̄n,µ̄)

Z

Rd×Rd

dRd(x, y)p π(dx, dy) =: W p
p (µ̄n, µ̄).

L’égalité des deux infimum provient du fait que si π̄ ∈ P(µ̄n, µ̄) alors supp π̄ ⊂ (supp µ̄n)×(supp µ̄) ⊂ E×E.
On considère γε une suite régularisante comme introduit au Lemme 1.4.25 avec γ ∈ D(Rd) et W2 est la
distance de MKW associée à la distance euclidienne (restreinte à E). Par inégalité triangulaire, on a

W2(µn, µ) = W2(µ̄n, µ̄) ≤W2(µ̄n, µ̄n ⋆ γε) +W2(µ̄n ⋆ γε, µ̄ ⋆ γε) +W2(µ̄ ⋆ γε, µ̄).
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Pour être tout à fait rigoureux il convient de remarquer que toutes ces mesures de probabilité vivent dans
un compact fixe (par exemple dans une boule de diamètre diamE + 1 si supp γ ⊂ BRd(0, 1)) de sorte que
l’on sait grâce au théorème 1.4.15 que W2 définie sur ce compact est une distance. Utilisant le lemme 1.4.25
pour estimer le premier et le dernier terme et le lemme 1.4.24 pour estimer le terme du milieu, on en déduit

∀ ε > 0 W2(µn, µ) ≤ 2C ε2 +
p

3 ‖(µ̄n ⋆ γε − µ̄ ⋆ γε) |x|2‖L1 ,

tend vers 0 lorsque n→ ∞, ce qui démontre (1.4.20) dans ce cas particulier. Pour traiter le cas général, il
suffit de remarquer que toute distance dE sur E est équivalente à la distance euclidienne restreinte à E et
que l’on a

(1.4.21) ∀µ, ν ∈ P(E) W1(µ, ν) ≤Wp(µ, ν) ≤ diam(E)1/p
′

W1(µ, ν),

de sorte que l’on peut se ramener au cas particulier déjà traité.

Etape 2. On montre que pour tout µ, ν ∈ P(E), on a

(1.4.22) ‖µ− ν‖KR ≤W1(µ, ν),

ce qui, compte tenu du Théorème 1.2.10 et de (1.4.21), démontrera en particulier

Wp(ρn, ρ) → 0 implique ρn ⇀ ρ.

On fixe donc µ, ν ∈ P(E). On considère deux suites (µn) et (νn) telles que µn, νn ∈ PN(E) et µn ⇀ µ,
νn ⇀ ν faiblement dont l’existence est assurée par le Théorème 1.2.7. D’une part, en combinant l’inégalité
(1.2.3) et l’identité du Théorème 1.4.16, on a

(1.4.23) ‖µn − νn‖KR ≤W1(µn, νn).

Or d’autre part, une conséquence immédiate de l’étape 1 est que

W1(µ, ν) = lim
n→∞

W1(µn, νn),

et on a également d’après le Théorème 1.2.10 que

‖µ− ν‖KR = lim
n→∞

‖µn − νn‖KR.

Regroupant les trois informations précédentes, on obtient (1.4.22). ⊓⊔

1.5 L’espace P(E) pour E un espace polonais.

Nous présentons dans cette section quelques résultats concernant le cas le plus
général où E est un espace polonais. On rappelle qu’un espace polonais est un
espace métrique séparable et complet. Les exemples typiques sont les espaces compacts,
les espaces localement compacts et σ-finies, mais également P(Rd) et P(P(Rd)). Dans
toute cette section E = (E, dE) désignera donc un espace polonais.

Ici la définition de l’espace de probabilité P(E) est

P(E) := {ρ ∈ M
1
+(E), ρ(E) = 1},

où M 1
+(E) désigne l’ensemble des mesures (ensemblistes) de Borel positives (et finies), et

il est absolument fondamental de retenir que le théorème de Markov-Riesz ne s’applique
pas : on ne peut pas identifier P(E) à une partie d’un espace dual d’un espace de fonctions
continues. Toutefois, les éléments de P(E) (et plus généralement de M 1

+(E)) jouissent d’un
certain nombre de bonnes propriétés : ils sont régulièrs et σ-compacts. Cela signifie que si
µ ∈ M 1

+(E) alors d’une part pour tout A ∈ BE et tout ε > 0 il existe Kε compact, Oε
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ouvert tels que Kε ⊂ A ⊂ Oε et µ(Oε) − ε ≤ µ(A) ≤ µ(Kε) + ε, et d’autre part il existe
une suite (Kn) de compacts telle que µ(E) = limµ(Kn).

Notant Cb(E) l’espace des fonctions continues et bornées (ϕ ∈ Cb(E) si ϕ ∈ C(E) et
∃M tel que |ϕ(x)| ≤ M ∀x ∈ E) que l’on muni de la norme uniforme, on peut encore
munir P(E) d’une notion de convergence faible associée à la dualité avec les fonctions de
Cb(E). Pour (ρn), ρ ∈ P(E), on dit que (ρn) converge faiblement vers ρ, on note ρn ⇀ ρ,
si 〈ρn, ϕ〉 → 〈ρ, ϕ〉 pour tout ϕ ∈ Cb(E). Cela implique notamment que si µ, ν ∈ P(E)
et 〈µ,ϕ〉 = 〈ν, ϕ〉 pour tout ϕ ∈ Cb(E) alors µ = ν. En revanche, on ne prétend pas que
si pour tout ϕ ∈ Cb(E) il existe ℓϕ tel que 〈ρn, ϕ〉 → ℓϕ alors il existe ρ ∈ P(E) tel que
ρn ⇀ ρ.

Rappelons la caractérisation suivante de la convergence faible.

Théorème 1.5.26 ([15, Theorem 11.1.1] Soit E un espace polonais. Soit (ρn) une
suite de P(E) et ρ ∈ P(E). Il y a équivalence entre

(i) ρn ⇀ ρ faiblement dans P(E) ;

(ii) Pour tout ouvert U ⊂ E, lim inf ρn(U) ≥ ρ(U) ;

(iii) Pour tout fermé F ⊂ E, lim sup ρn(F ) ≤ ρ(F ) ;

(iv) Pour tout ensemble A ∈ BE tel que ρ(Ā\intA) = 0, lim ρn(A) = ρ(A).

Théorème 1.5.27 (de Prokhorov) Soit E un espace polonais. Un ensemble K ⊂ P(E)
est relativement séquentiellement compact au sens de la convergence faible si, et seulement
si, K satisfait au critère de tension suivant : pour tout ε > 0 il existe un compact Kε ⊂ E
tel que pour tout ρ ∈ K on a ρ(E\Kε) ≤ ε.

Autrement dit pour une suite (ρn) de P(E), il y a équivalence entre
– (ρn) est relativement compacte pour la topologie de la convergence faible avec limite

dans P(E) :

∀n′ ∃n′′ ∃ ρ ∈ P(E) ∀ϕ ∈ Cb(E) 〈ρn′′
, ϕ〉 → 〈ρ, ϕ〉;

– (ρn) est tendue

∀ ε > 0, ∃K compact ⊂ E ∀n ρn(E\K) < ε.

Corollaire 1.5.28 (Krein-Milman). Soit E un espace polonais. Les combinaisons convexes
de masses de Dirac sont denses au sens de la convergence faible. En dautres termes et plus
pécisément, (PN (E))N≥1 est dense dans P(E).

Preuve du Corollaire 1.5.28. Pour tout ρ ∈ P(E) on définit à l’aide du Théorème 1.5.27
une suite (Kn) de compacts tels que ρ(Kc

n) ≤ 1/n et on pose

ρn := ρ1Kn ρ(Kn)
−1.

Pour tout ϕ ∈ Cb(E), on a alors

∣∣∣∣
∫

E
ϕd(ρn − ρ)

∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣
∫

Kn

ϕdρ (ρ(Kn)
−1 − 1)

∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣

∫

Kc
n

ϕdρ

∣∣∣∣∣

≤ ‖ϕ‖∞
ρ(Kc

n)

1 − ρ(Kc
n)

+ ρ(Kc
n) → 0,
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et il suffit d’approcher ρn ∈ P(Kn) par une combinaison convexe de masses de Dirac grâce
au théorème 1.2.7 de Krein-Milman établi dans le cadre d’un espace compact. ⊓⊔

On peut définir sur P(E) différentes métriques telles que la notion de suite convergente
associée cöıncide avec celle de suite convergente au sens de la convergence faible. En
d’autres termes, la convergence faible est métrisable (de différentes manières). Nous allons
donner ci-dessous trois exemples parmi les plus populaires.

Exemple 1.5.29 (Distance de Lévy-Prokhorov) Soit E un espace polonais. Le théorème
de Strassen affirme que pour tout f, g ∈ P(E), ε > 0, on a

δε(f, g) := inf { ε > 0, ρ(A) ≤ η(Aε) + ε ∀A ∈ CE} = inf
π∈Π(f,g)

π[dE(x, y) > ε],

où dans la première définition CE est l’ensemble des parties fermées de E et où pour
tout A ⊂ E, pour tout ε > 0, on définit Aε := {x ∈ E, dE(x,A) < ε} et où dans la
seconde définition Π(f, g) est définie en (1.4.11).On définit la distance de Lévy-Prokhorov
sur P(E) par

∀ f, g ∈ P(E) WLP (f, g) := inf{ε > 0; δε(f, g) ≤ ε}.
Il est important de noter que comme µ[Aε] = µ[(Ā)ε] pour tout µ ∈ P(E), A ∈ BE et
ε > 0, on a

δε(f, g) = inf { ε > 0, ρ(A) ≤ η(Aε) + ε ∀A ∈ BE}.

Théorème 1.5.30 Soit E un espace polonais.

(i) L’espace (P(E),DLP ) est un espace polonais, en particulier DLP est une distance.

(ii) La convergence au sens de la distance de Lévy-Prokhorov est équivalente à la
convergence au sens de la convergence faible, et plus précisément, étant données une suite
(ρn) de P(E) et une mesure de probabilité ρ ∈ P(E), on a :

DLP (ρn, ρ) → 0 ssi

∫

E
ϕdρn →

∫

E
ϕdρ ∀ϕ ∈ Cb(E).

Exemple 1.5.31 (Distance de Monge-Kantorovish-Wasserstein) On rappelle que
l’on a défini dans la section 1.4.1 la distance de transport de Monge-Kantorovish-Wasserstein
Wp pour 0 < p <∞ et ρ, ν ∈ Pp(E) par

Wp(µ, ν) = inf
π∈Π(µ,ν)

(∫

E×E
dE(x, y)pπ(dx, dy)

)1/p♯

,(1.5.24)

où Pp(E) est définie en (1.4.14), Π(µ, ν) en (1.4.11) et p♯ := max(1, p).

Voici quelques uns des principaux résultats concernant l’application Wp.

Théorème 1.5.32 ([50, Theorem 7.3, Proposition 7.10]). Soit E un espace polo-
nais. Pour tout 0 < p < ∞, l’application (µ, ν) 7→ Wp(µ, ν) définie par (1.5.24) est une
distance sur Pp(E),

∀µ, ν ∈ Pp(E) Wp(µ, ν) ≤ 2 ‖dE(x0, .)
p (µ− ν)‖TV .

et pour tout 1 ≤ r < p < ∞ on a Wr ≤ Wp sur Pp(E). Si de plus E ⊂ B(x0, R) on a
l’inégalité inverse toujours lorsque 1 ≤ r < p <∞

∀µ, ν ∈ P(E) Wp(µ, ν) ≤ (2R)1/p
′
[W1(µ, ν)]

1/p.
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Théorème 1.5.33 (Kantorovich-Rubinstein, [50, Theorem 1.14]). Soit E un es-
pace polonais. Pour p = 1 la distance de Monge-Kantorovich-Wasserstein est la norme de
Kantorovich-Rubinstein :

W1(µ, ν) = ‖µ− ν‖KR := sup

{∫

E
ϕ(x) (µ− ν)(dx), ϕ ∈ Lip(E), ‖ϕ‖Lip ≤ 1

}
.

Théorème 1.5.34 (Kantorovich, [50, Theorem 1.1]). Soit E un espace polonais.
Pour 1 ≤ p <∞ la distance de Monge-Kantorovich-Wasserstein vérifie :

Wp(µ, ν)
p = sup

ϕ,ψ∈Cb(E),ϕ(x)+ψ(y)≤|x−y|p

∫

E
ϕ(x)µ(dx) +

∫

E
ψ(y) ν(dy).

En particulier, l’application (µ, ν) 7→ Wp(µ, ν)
p est sci au sens de la topologie faible.

Théorème 1.5.35 ([50, Theorem 7.12]). Soit E un espace polonais. Soient 0 < p <
∞, (µn) une suite de Pp(E) et µ ∈ P(E). Les assertions suivantes sont équivalentes :

– Wp(µn, µ) → 0 lorsque n→ ∞ ;
– µn ⇀ µ faiblement lorsque n→ ∞ et satisfait à la condition suivante de tension

lim
R→∞

sup
n∈N∗

∫

dE(x,x0)≥R
dE(x0, x)

p µn(dx) = 0.

– µn ⇀ µ faiblement lorsque n→ ∞ et son moment d’ordre p converge
∫

E
dE(x0, x)

p dµn −→
n→∞

∫

E
dE(x0, x)

p dµ.

– pour toute fonction continue ϕ sur E satisfaisant la condition de croissance |ϕ(x)| ≤
C [1 + dE(x, x0)

p] alors ∫

E
ϕdµn −→

n→∞

∫

E
ϕdµ.

Théorème 1.5.36 ([52, Theorem 6.16]). Soit E un espace polonais. Pour 0 < p <∞,
l’espace (Pp(E),Wp) est un espace polonais.

Exemple 1.5.37 (Distance de Zolotarev ou norme duale de Hölder) Soit E un
espace polonais et s ∈ (0, 1]. On note C0,s(E) l’espace des fonctions s-Hölderienne muni
de la semi-norme

[ϕ]s := sup
x,y∈E

|ϕ(y) − ϕ(x)|
dE(x, y)s

.

Sur l’espace Ps(E) (introduit en (1.4.14)) on définit la distance suivante

(1.5.25) ∀ ρ, η ∈ Ps(E) Zs(η, ρ) = [η − ρ]∗s := sup
ϕ∈C0,s(E)

〈η − ρ, ϕ〉
[ϕ]s

.

De même, lorsque E = Rd et s ∈ (1, 2], on note

[ϕ]s := ‖∇ϕ‖L∞(E) + [∇ϕ]s−1

et on définit la distance de Zolotarev à l’aide de (1.5.25).
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On laisse à titre d’exercice le fait de montrer que Zs est bien une distance. (Ind.
Reprendre la preuve du Lemme 1.2.8 et utiliser le fait que pour tout ρ ∈ P(E) et ε > 0 il
existe Kε ⊂ E compact tel que ρ(E\K) ≤ ε, grâce au théorème 1.5.27).

Théorème 1.5.38 ([15, Theorem 11.3.3, problem 5 of paragraph 11.3 and co-
rollary 11.6.5] ) Soit E un espace polonais. On note ‖ϕ‖BL = ‖ϕ‖∞ + ‖ϕ‖Lip et

β(µ, ν) = sup
{∣∣∣
∫

E
ϕd(µ− ν)

∣∣∣; ‖ϕ‖BL ≤ 1
}
.

On note également

α(µ, ν) = sup
{∣∣∣
∫

E
ϕd(µ− ν)

∣∣∣; ‖ϕ‖L′ := sup
x 6=y

|ϕ(y) − ϕ(x)|
dE(x, y) ∧ 1

≤ 1
}
.

Alors pour tout µ, ν ∈ P(E)

β(µ, ν) = α(µ, ν), β(µ, ν) ≤ [µ− ν]∗1,

β(µ, ν) ≤ 2DLP (µ, ν), DLP (µ, ν) ≤ 2β(µ, ν)1/2.

Théorème 1.5.39 Soit E un espace polonais. Les distances Wp, Zs et DLP définies à
partir de dE ∧ 1 sont équivalentes et induisent la convergence faible sur P(E).

Esquisse de la preuve du Théorème 1.5.39 . Compte tenu des théorèmes 1.5.30 et 1.5.35 la
seule chose à démontrer est que pour une suite (ρn) de P(E) et ρ ∈ P(E), il y a équivalence
entre

(i) Zs(ρn, ρ) → 0 lorsque n→ ∞ ;
(ii) ρn ⇀ ρ faiblement lorsque n→ ∞ ;
(iii) 〈ρn, ϕ〉 → 〈ρ, ϕ〉 lorsque n→ ∞ pour tout ϕ ∈ C0,1(E).

Pour l’implication (ii) ⇒ (i), il suffit de combiner le théorème 1.5.35, le théorème 1.5.33
et le fait que Zs ≤ Cs Z1 pour tout s ∈ (0, 1).

Pour l’implication (i) ⇒ (ii), il suffit de reprendre et adapter la preuve de l’implication
(iii) ⇒ (i) dans le théorème 1.2.10 en pensant à utiliser le théorème 1.5.27 pour pouvoir
encore utiliser le théorème d’Ascoli. ⊓⊔

On termine cette section en donnant une caractérisation (habituelle) de la tribu borélienne
sur P(E). En remarquant que dE et dE ∧ 1 définissent la même topologie sur E, on voit
que l’espace de probabilité P(E) est le même (en termes ensemblistes) s’il est défini à
partir de dE ou de dE ∧ 1. On peut donc toujours supposer que la métrique dE est bornée.

Lemme 1.5.40 Soit E un espace polonais. Sur P(E) les tribus suivantes sont identiques

(i) la tribu borélienne BP(E) associée à une distance métrisant la convergence faible
de P(E) ;

(ii) la tribu engendrée par les ensembles

CA,λ := {ρ ∈ P(E); ρ(A) < λ} ou C ′
A,λ := {ρ ∈ P(E); ρ(A) ≤ λ},

lorsque A parcours soit CE l’ensemble des parties fermées de E, soit OE l’ensemble des
parties ouvertes de E, soit BE l’ensemble des parties boréliennes de E, et lorsque λ par-
cours [0, 1].
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Eléments de preuve du Lemme 1.5.40 . On procède en plusieurs étapes. On suppose (ou
on s’y ramène) que dE ≤ 1.

Etape 1. Mise en place. Procédons à un certain nombre de définitions.

On définit cinq topologies : les topologies OLP et OW1 dont une base de voisinages est
respectivement l’ensemble des boules BLP (ρ, r) := {η ∈ P(E); DLP (ρ, η) < r}, ρ ∈ P(E),
r > 0, et l’ensemble des boules BW1(ρ, r) := {η ∈ P(E); DW1(ρ, η) < r}, et les topologie
OB, OC et OO traces sur P(E) des topologies sur M1(E) associées aux familles de semi-
normes pA(ρ) := |ρ(A)| lorsque A parcours respectivement BE, CE et OE , c’est-à-dire, les
topologies obtenues en prenant les réunions quelconques des intersections finies de CA,λ
respectivement pour A ∈ BE, λ > 0, pour A ∈ CE, λ > 0 et pour A ∈ OE , λ > 0.

On définit huit tribus : les tribus TLP et TW1 engendrées par OLP et OW1 , les tribus
T ′

B
, T ′

O
, T ′

C
engendrées par les familles d’ensembles C ′

A,λ avec respectivement A boréliens
de E, A ouverts de E, A fermés de E, et enfin les tribus TB, TO , TC engendrées par les
familles d’ensembles CA,λ avec respectivement A boréliens de E, A ouverts de E, A fermés
de E. Noter que TB, TC et TO sont également les tribus engendrées par OB, OC et OO .

Le théorème sera démontré si on montre que ces huit tribus sont identiques.

Etape 2. Montrons que T ′
B

= TB = T ′
O

= TO = T ′
C

= TC et que TLP = TW1.
En remarquant que pour A un borélien et λ ∈ R+, on a

C ′
A,λ =

⋂

n≥1

CA,λ+1/n CA,λ =
⋃

n≥1

C ′
A,λ−1/n,

on obtient T ′
B

= TB, T ′
O

= TO , T ′
C

= TC . Pour tout O ouvert de E et tout λ, µ ∈ R+

on a l’identité

{η ∈ P(E), η(O) < λ} = CŌ,λ+µ ∩ C ′
∂O,µ ∩ (C∂O,µ)

c,

ce qui implique que TO ⊂ TC . Pour tout A ∈ BE, λ ∈ R+ et ρ ∈ CA,λ le caractère régulier
de ρ implique qu’il existe O ⊃ A tel que ρ(O) < λ, et donc ρ ∈ CO,λ ⊂ CA,λ. Cela prouve
que OB ⊂ OO et donc TB ⊂ TO . La première série d’égalité s’en déduit puisque bien
évidement TC ⊂ TB.

Le fait que les métriques DLP et W1 induisent les mêmes suites convergentes (ce sont
les suites faiblement convergentes d’après le théorème 1.5.39) implique que les topologies
OLP et OW1 sont identiques, et donc TLP = TW1.

Etape 3. Montrons OC ⊂ OLP , ce qui impliquera TC ⊂ TLP . Considérons V ∈ OC et
ρ ∈ V , et exhibons ε > 0 tel que BLP (ρ, ε) ⊂ V . Par définitions de OC il existe des fermés
A1, ..., AJ ∈ CE et des réels λ1, ..., λN > 0 tels que ρ ∈ CA1,λ1 ∩ ... ∩ CAJ ,λJ ⊂ V . On
choisit alors ε > 0 de sorte que

∀ j ∈ {1, ..., J} ρ(Aεj) + ε < λj ,

ce qui est possible puisque ρ(Aεj) + ε → ρ(Aj) < λj lorsque ε → 0 par convergence
monotone. Pour tout η ∈ BLP (ρ, ε), on a d’après la définition de DLP

∀ j ∈ {1, ..., J} η(Aj) ≤ ρ(Aεj) + ε < λj,

et donc η ∈ V , ce qui est la conclusion souhaitée.
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Etape 4. Montrons OW1 ⊂ OB, ce qui impliquera TW1 ⊂ TB. Donnons nous une boule
ouverte BW1(ρ, δ) pour ρ ∈ P(E) et δ > 0 fixé. On va montrer qu’il existe un ouvert V de
OB tel que ρ ∈ V ⊂ BW1(ρ, δ). Pour cela on fixe r ∈ (0, δ/10), et en utilisant la régularité
de ρ on commence par choisir un compact K ⊂ E tel que ρ(Kc) ≤ r, puis on recouvre K
par un nombre fini N de boules toutes de rayon r. On en déduit alors un recouvrement
de E par un nombre fini de boréliens C0, ..., CN disjoints deux à deux et tels que donc

E =

N⋃

n=0

Cn, ρ(C0) ≤ r, diam(Cn) ≤ r, 1 ≤ n ≤ N.

Pour ε > 0, que l’on choisira à la fin de la preuve, on définit l’ensemble

ρ ∈ V := {ν ∈ P(E), ν(Cn) < ρ(Cn) + ε ∀n = 0, ..., N} ∈ OB.

On remarque que pour ν ∈ V , on a

ν(Cn) = 1 −
∑

m6=n

ν(Cm) ≥ 1 −
∑

m6=n

(ρ(Cm) + ε) ≥ ρ(Cn) − εN,

ce qui implique |ν(Cn) − ρ(Cn)| ≤ εN pour tout ν ∈ V et 0 ≤ n ≤ N . Maintenant, à
toute mesure µ ∈ P(E) on associe µr ∈ P(E) la mesure discrète

µr :=

N∑

n=0

µ(Cn) δxn , xn ∈ Cn.

Grâce au choix (judicieux) du couplage ci-dessous, on voit que

W1(µ, µ
r) ≤

∫

E×E
dE(x, y)

N∑

n=0

δxn(dx)1Cn µ(dy) ≤ µ(C0) + r.

Finalement, pour tout η ∈ V , en utilisant l’inégalité triangulaire et le théorème 1.5.32, on
calcule

W1(ρ, η) ≤ W1(ρ, ρ
r) + 2 ‖ρr − ηr‖TV +W1(η

r, η)

≤ r + 3 ρ(C0) + 2

N∑

n=1

|η(Cn) − ρ(Cn)| + r + 3 η(C0)

≤ 4 r + 2

N∑

n=1

(εN) + r + 3 (r + ε) = 8 r + ε (2N2 + 3) < δ,

en choisissant 0 < ε < δ/(5 (2N2 + 3)). Cela prouve que η ∈ BW1(ρ, δ). ⊓⊔

1.6 L’espace P(Rd).

Nous terminons ce chapitre en nous intéressant à l’espace P(Rd) très important dans les
applications. Dans ce cadre nous allons pouvoir généraliser le théorème de représentation
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de Markov-Riesz, préciser le théorème de Prokhorov et obtenir de nouvelles distances. On
considère donc le cas E = Rd que l’on munit d’une norme (par exemple la
norme euclidienne).

Théorème de représentation. Ici, comme dans le cas compact, il est possible de définir
les mesures de deux façons différentes : comme mesures de Radon et comme différences de
mesures de Borel. Soyons plus précis. Sauf indication explicite du contraire, on utilise les
notations de la section 1.2. On note C0(E) l’espace des fonctions continues qui tendent vers
0 à l’infini (ϕ ∈ C0(E) si ϕ ∈ C(E) et ϕ(x) → 0 lorsque |x| → 0) que l’on munit de la norme
uniforme. On note cette fois M1(E) := (C0(E))′ et toujours M 1(E) := M 1

+(E)−M 1
+(E).

Théorème 1.6.41 (Riesz-Markov dans Rd, [21, Theorem ?], [26, Theorem ?]) Soit
E = Rd. Alors M1(E) ≈ M 1(E), au sens où l’application

µ ∈ M (E) 7→ Iµ ∈M1(E)

est une isométrie entre evn. Plus précisément, c’est une bijection et

‖Iµ‖TV = |µ|,

où
∀Λ ∈M1(E) ‖Λ‖TV := sup

ϕ∈C0(E), ‖ϕ‖≤1
|〈Λ, ϕ〉|

et
∀µ ∈ M

1(E) |µ| := inf{µ+(E) + µ−(E), µ± ∈ M+(E), µ = µ+ − µ−}.

On caractérise encore l’ensemble des mesures de probabilités grâce aux deux définitions
équivalentes suivantes

P(E) = {Λ ∈M1
+(E), 〈Λ, 1〉 = 1} = {µ ∈ M

1
+(E), µ(E) = 1}.

Convergences. On définit dans M1(E) les notions de convergence suivantes.

On dit qu’une suite (µn) deM1(E) converge faiblement ∗ (ou au sens faible ∗σ(M1(E), C0(E)))

vers µ ∈M1(E), on note µn
∗
⇀µ, si

∀ϕ ∈ C0(E)

∫

E
ϕµn →

∫

E
ϕµ.

On dit qu’une une suite (µn) de M1(E) converge faiblement (ou étroitement) vers µ ∈
M1(E), on note µn ⇀ µ, si

∀ϕ ∈ Cb(E)

∫

E
ϕµn →

∫

E
ϕµ.

On introduit également Cℓ(E) l’espace des fonctions continues qui admettent une limite à
l’infini :

Cℓ(E) := {ϕ ∈ C(E); ∃ℓ = ℓϕ lim
m→∞

‖ϕ − ℓ‖L∞(E\Bm) → 0},

et Cc(E) l’espace des fonctions continues à support compact :

Cc(E) := {ϕ ∈ C(E); ∃K ⊂ E compact, suppϕ ⊂ K}
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ainsi que les convergences faibles associées définies par dualité comme ci-dessus. Des inclu-
sions Cc(E) ⊂ C0(E) ⊂ Cℓ(E) ⊂ Cb(E) on déduit que la convergence faible (dualité avec
Cb(E)) implique la convergence faible au sens de la dualité de Cℓ(E) qui implique à son
tour la convergence faible ∗ (dualité avec C0(E)) qui elle-même implique enfin la conver-
gence au sens de la dualité de Cc(E) (également dénommée parfois convergence vague).
Dans P(E) on peut préciser les choses à l’aide du résultat suivant (immédiat et que l’on
ne démontre donc pas).

Lemme 1.6.42 Soit (µn) une suite de P(E) et µ ∈M1(E). Il y a équivalence entre

(i) µn ⇀ µ au sens faible (de la dualité de Cb(E)), et donc µ(E) = 1 ;
(ii) µn ⇀ µ au sens de la dualité de Cℓ(E), et donc µ(E) = 1 ;
(iii) µ(E) = 1 et µn ⇀ µ au sens de la dualité de C0(E) ;
(iv) µ(E) = 1 et µn ⇀ µ au sens vague (de la dualité de Cc(E)).

En particulier, lorsque µ ∈ P(E), ces quatre sens de convergence sont équivalents.

Compacité et compactifié d’Alexandroff. Attention, le théorème 1.2.6 de Banach-
Alaoglu n’est plus valable ici.

Soyons plus précis : il est important de retenir les faits suivants.

Fait 1. P(E) n’est pas (séquentiellement) compact au sens de la convergence faible ∗
puisque, par exemple, µn(dx) := δn forme une suite de P(R) qui converge faiblement ∗
vers 0 /∈ P(R).

Fait 2. L’ensemble K := {ρ ∈ M1
+(E); ρ(E) ≤ 1} est (séquentiellement) compact au

sens de la convergence faible ∗. C’est encore le théorème de Banach-Alaoglu appliqué au
sous-ensemble convexe, fermé, borné de M1(E) = (C0(E))′.

Fait 3. P(E) est (séquentiellement) fermé au sens de la convergence faible (c’est le
lemme 1.6.42-(i)), mais n’est pas (séquentiellement) compact au sens de la convergence
faible (reprendre l’exemple de la suite µn(dx) := δn).

Une première façon de contourner le problème de la non compacité de P(E) consiste
à introduire le compactifié d’Alexandroff Ê := E ∪ {∞}5 de E. L’ensemble Ê est alors
compact, de sorte que P(Ê) aussi (au sens de la convergence faible) : c’est le théorème 1.2.6
de Banach-Alaoglu. Comme on peut voir P(E) comme une partie de P(Ê), P(E) := {π ∈
P(Ê), suppπ ⊂ E}, on peut se demander ce qu’implique ce théorème de Banach-Alaoglu
sur l’ensemble P(E).

Pour cela, on utilise l’espace Cℓ(E), et les identifications Cℓ(E) ≈ C0(E) ⊕ R ≈ C(Ê)
qui proviennent de l’identification ϕ(∞) := limϕ pour ϕ ∈ Cℓ(E) et inversement limϕ :=
ϕ(∞) pour ϕ ∈ C(Ê). On en déduit (Cℓ(E))′ ≈M1(E)⊕R ≈M1(Ê), puis l’identification

P(Ê) ≈ {(ρ, λ) ∈M1
+(E) × [0, 1]; ρ(E) + λ = 1}.

En effet, BÊ = {A∪ω, A ∈ BE, ω = ∞ ou ω = ∅} et pour π ∈ P(Ê) on définit le couple
(ρ, λ) ∈ M1

+(E) × [0, 1] par ρ(A) := ρ(A ∩ E) pour tout A ∈ BÊ la masse restreinte à E
et λ = π({∞}) la masse du point à l’infini, de sorte que

∀A ∈ BÊ π(A) = ρ(A ∩E) + λ1∞∈A.

5voir section A.4
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L’application π 7→ (ρ, λ) est évidemment un isomorphisme. En introduisant la suite de
boules Bm := BE(0,m), l’inclusion P(E) ⊂ P(Ê) s’écrit

P(E) = {π ∈ P(Ê), π(∞) = limπ(B̂c
m) = 0}

= {π ∈ P(Ê), π(E) = lim π(Bm) = 1}.

Quelle leçon en tirer en termes de séquentielle compacité des suites (ρn) de P(E) ?
D’une part, pour une telle suite il existe une sous-suite, encore notée (ρn), et une probabilté
π = (ρ, λ) ∈ P(Ê) telle que ρn ⇀ π faiblement au sens de la convergence faible dans P(Ê).
Cette convergence étant équivalente à la convergence au sens de la dualité avec Cℓ(E) et
introduisant la décomposition (ρ, λ) ∈M1

+(E) × [0, 1] de π, cela signifie

(1.6.26) ∀ϕ ∈ Cℓ(E) 〈ρn, ϕ〉 → 〈ρ, ϕ〉 + λϕ(∞).

Cela constitue une première réponse au manque de compacité de P(E). Attention ici, on
ne peut pas prendre ϕ ∈ Cb(E) quelconque et il se peut que l’on perde de la masse à
l’infini.

Compacité et critère de tension. Présentons une deuxième façon de contourner le
problème de non compacité de P(E). Dire que (ρn) est séquentiellement compacte dans
P(E) signifie donc que dans (1.6.26) on a ρ ∈ P(E) ou de manière équivalente que λ =
π({∞}) = 0. Une condition nécessaire et suffisante lisible sur la suite (ρn) pour que cette
propriété soit réalisée est la condition de “tension” ci-dessous.

Théorème 1.6.43 Soit E = Rd. Soit (ρn) une suite de P(E). Il y a équivalence entre
– (ρn) est relativement compacte au sens de la convergence vague avec limite dans

P(E) :
∀n′ ∃n′′ ∃ ρ ∈ P(E) ∀ϕ ∈ C0(E) 〈ρn′′ , ϕ〉 → 〈ρ, ϕ〉;

– (ρn) est relativement compacte au sens de la convergence faible (étroite) :

∀n′ ∃n′′ ∀ϕ ∈ Cb(E) 〈ρn′′ , ϕ〉 est une suite convergente;

– (ρn) est tendue
∀ ε > 0, ∃m ρn(E\Bm) < ε;

– il existe une fonction η(x) = η(|x|) telle que 0 ≤ η(s) → ∞ lorsque s→ ∞ et

∀n 〈ρn, η〉 ≤ C.

Structure topologique de P(Rd). On commence par une variante du théorème 1.2.7
et du corollaire 1.5.28.

Théorème 1.6.44 (Krein-Milman dans P(Rd)). Soient a > 0 et 0 < p < k < ∞. Il
existe ε(N) = εp,k,a(N) → 0 lorsque N → ∞ telle que

(1.6.27) sup
ρ∈BPk,a

Wp(ρ,PN (E) ∩ BPk,a) ≤ ε(N),

avec

BPk,a(E) := {ρ ∈ P(E);

∫

E
|x|k ρ(dx) ≤ a}.
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Preuve du Théorème 1.6.44. On reprend la preuve du corollaire 1.5.28. On commence par
définir

ρn := ρ1B(0,n) ρ(B(0, n))−1

de sorte que ρn ∈ BPk,a et ρn → ρ faiblement dans P(E). On approche ρn par une
suite ρn,m combinaison de masses de Dirac grâce au Théorème 1.2.7 de Krein-Miman
et on peut toujours supposer que ρn,m ∈ BPk,a quitte à remplacer ρn,m par la suite
θm ρn,m + (1 − θm) δ0 si θm := aMk(ρn,m)−1 < 1. Il est alors facile d’exhiber une suite
(ρn,mn) telle que ρn,mn → ρ faiblement dans P(E). Combiné avec le Théorème 1.6.43 et
le Théorème 1.5.35, cela prouve que

(1.6.28) ∀ ρ ∈ BPk,a Wp(ρ,PN (E) ∩ BPk,a) → 0 lorsque N → ∞.

L’application ρ 7→ Wp(ρ,PN (E) ∩ BPk,a) étant continue sur BPk,a et cet ensemble étant
compact pour la distance Wp, il s’ensuit que la convergence (1.6.28) est uniforme en ρ ∈
BPk,a, ce qui est exactement (1.6.27). ⊓⊔

Remarque 1.6.45 Un argument similaire permet de montrer que pour tout ρ ∈ Pp(E),
on a Wp(ρ,PN (E)) → 0 lorsque N → ∞ (sans taux).

Théorème 1.6.46 L’espace Pk(Rd), k ≥ 0, muni d’une distance D métrisant la conver-
gence faible de P(Rd), est polonais, mais n’est pas localement compact.

Eléments de preuve du Théorème 1.6.46. Plutôt que de donner une preuve du théorème 1.6.46
dans le cas général nous allons donner un élément de la preuve dans le cas E = Rd,
k = p ∈ (0,∞), D = Wp.

Séparabilité. Concernant le caractère séparable, cela provient du fait que l’on peut ap-
procher tout élément par une mesure de probabilité de la forme

µ =
∑

α∈Qd

aα δα,
∑

α∈Qd

aα = 1, aα ≥ 0

avec coefficients aα ∈ Q, et que cette ensemble est dénombrable.

Complétude. Pour montrer le caractère complet on considère une suite de Cauchy (µn).
D’une part, on a
∫

E
|x|pµn =

∫

E×E
|x− y|pµn(dx) ⊗ δ0(dy) = Wp(µn, δ0) ≤Wp(µn, µ1) +Wp(µ1, δ0)

est bornée. Grâce au théorème 1.6.43, on peut extraire une sous-suite (µn′) et il existe
une mesure µ ∈ Pp(E) telle que µn′ ⇀ µ faiblement, donc par exemple en distance
Wp/2. Or comme toute la suite (µn) est de Cauchy au sens de Wp/2, c’est toute la suite
qui converge au sens de Wp/2, donc au sens faible. Maintenant, grâce au caractère sci
au sens de la convergence faible de la fonction Wp rappelé au Théorème 1.5.34, on a
Wp(µn, µ) ≤ lim infm→∞Wp(µn, µm) → 0 lorsque n → ∞, puisque (µn) est une suite de
Cauchy.

Non locale compacité. On serait tenté de dire que P2(Rd) est un espace séparé localement
compact à cause du fait que l’on peut écrire

P2(E) =
⋃

a∈N∗

BP2,a.
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Il n’en est rien. Prenons deux exemples dans le cas d = 1.

Exemple 1. On munit P2(R) de la distance W1. Alors P2(R) est une union de compacts
d’intérieur vide.

(i) BP2,a est bien W1-compact puisque toute suite de BP2,a est tendue au sens de la
convergence W1 (il suffit de combiner le Théorème 1.6.43 et le Théorème 1.5.32).

(ii) mais BP2,a est d’intérieur vide au sens de W1. En effet, pour tout f ∈ BP2,a ∩ L1

on définit g := f 1[−u,u]c + v δw pour u, v,w > 0. On choisit v =
∫ u
−u f > 0, v → 0, et

w = v−3/4 de sorte que g ∈ P2(R),

W1(f, g) ≤ ‖(f 1B(0,u) + v δz) (1 + |x|)‖TV ≤ 2 v + v (1 + z) ≤ 3 v + v1/4 → 0,

et pourtant ∫

R
|x|2 g(dx) ≥

∫

R

v δw |x|2 = v w2 = v−1/2 → ∞.

Exemple 2. On munit P2(R) de la distance W2. Alors P2(R) est une union d’ouverts non
relativement compacts.

(i) BP2,a n’est pas W2-compact. Il suffit de considérer fn := (an)−2 δn qui satisfait
fn ∈ BP2,a mais |x|2 fn ⇀ δ∞ au sens de la convergence faible dans P(R ∪ {∞}).

(ii) cependant Oa ⊂ BP2,a avec Oa := {ρ ∈ P2(Rd),
∫
|x|2 ρ(dx) < a} ouvert puisque

Oc
a est fermé au sens de la convergence dans W2. En effet, le Théorème 1.5.32 affirme que

W2(fn, f) → 0 implique
∫
|x|2fn →

∫
|x|2f . ⊓⊔

Distance dans P(Rd). Terminons cette section en présentant encore quelques distances.
Ces distances vont être définies sur P(Rd) tout entier, sur la partie Pk(Rd) de P(Rd) ou
sur PG := P(Rd) ∩ G, avec G espace vectoriel de la forme

G := {T ∈M1(Rd); 〈|T |, 〈v〉k〉 <∞, 〈T,k〉 = 0}

pour un certain k ≥ 0 et une certaine fonction k : Rd → Rδ telle que |k(v)| ≤ C 〈v〉k
pour tout v ∈ Rd. Il est important de garder à l’esprit que toutes ces distances sont
essentiellement topologiquement équivalentes à la topologie de la convergence faible et
qu’elles sont essentiellement “uniformément topologiquement équivalentes” entres elles. Le
“essentiellement” signifie qu’il faut éventuellement se restreindre à des ensembles (assez)
bornés. C’est-à-dire plus précisément, pour deux quelconques de ces distances, disons D0

et D1 chacune définie sur PG0 et PG1 , il existe αi, k ≥ 0 tels que pour tout a > 0 il existe
C telle que

∀ f, g ∈ BPk,a ∩ PG0 ∩PG1 Di(f, g) ≤ C [D1−i(f, g)]
αi ∀ i = 0, 1.

A titre d’exemple nous donnerons une série de résultats de comparaison entre distances.
Certaines nous serons utile dans la suite de ce cours.

Commençons par généraliser la distance construite dans le lemme 1.2.9.

Exemple 1.6.47 (distance liée à une famille dense) Soit E = Rd.
(i) Etant donnée une suite (ϕk) dense dans C0(E) et une suite (ak) de réels strictement

positifs telle que la série ((ak ‖ϕk‖)) converge, l’application

D(µ, ν) :=

∞∑

k=1

ak|〈µ− ν, ϕk〉|
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définit une distance sur P(E).

(ii) Si (ϕk) est une suite de Lip(E) et si la série ((ak ‖∇ϕk‖)) converge et est de
somme A, alors l’application d définie ci-dessus est encore une distance, et de plus

∀µ, ν ∈ P1(E) D(µ, ν) ≤ A ‖µ− ν‖KR.

Exemple 1.6.48 (distance de type Fourier) Soit E = Rd et s ∈ (0, 1]. On définit

G1 := {ρ ∈M1(E), 〈|ρ|, |v|〉 <∞, 〈ρ, 1〉 = 0}

et la norme associée

(1.6.29) ∀ ρ ∈ G, |ρ|s := sup
ξ∈Rd

|ρ̂(ξ)|
|ξ|s ,

ainsi que dans P1(E) la distance D(f, g) = |f−g|s. De même, lorsque s ∈ (1, 2], on définit
l’espace

G2 := {ρ ∈M1(E), 〈|ρ|, |v|2〉 <∞, 〈ρ, 1〉 = 〈ρ, vj〉 = 0 ∀ j = 1, ..., d}

et la norme associée | · |s gâce à (1.6.29), ainsi que dans PG2(E) la distance D(f, g) =
|f − g|s.

Exemple 1.6.49 (norme de Sobolev négative) Soient E = Rd et s ∈ (d/2, d/2 +
1/2). Dans G1 introduit dans l’exemple 1.6.48, on définit la norme

∀ ρ ∈ G1, ‖ρ‖G1 = ‖ρ‖Ḣ−s(Rd) :=

∥∥∥∥
ρ̂(ξ)

|ξ|s
∥∥∥∥
L2

.

De même, lorsque s ∈ [d/2 + 1/2, d/2 + 1), dans G2 introduit dans l’exemple 1.6.48 on
définit la norme

∀ ρ ∈ G2, ‖ρ‖G2 = ‖ρ‖Ḣ−s(Rd) :=

∥∥∥∥
ρ̂(ξ)

|ξ|s
∥∥∥∥
L2

.

Lemme 1.6.50 Soient f, g ∈ P(Rd). Pour k ∈ (0,∞) on définit

Mk := max

{∫

Rd
(1 + |x|k) f(dx) ;

∫

Rd
(1 + |x|k) g(dx)

}
.

On a les inégalités suivantes :

(1.6.30) ∀ q ∈ (1,∞), k ∈ (q − 1,∞) W1(f, g) ≤Wq(f, g) ≤ 2
q+1
q M

(1−α)/q
k+1 W1(f, g)

α/q ,

avec α := (k + 1 − q)/k ∈ [0, 1) ;

(1.6.31) ∀ s ∈ (0, 1], |f − g|s ≤Ws(f, g) ≤W1(f, g)
s;

(1.6.32) ∀ s ∈ (d/2, d/2 + 1), ‖f − g‖Ḣ−s ≤ C |f − g|s−d/21 , C = C(d, s) > 0;
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(1.6.33) ∀ s > 0, k > 0 [f − g]∗1 ≤ CMα1
k+1 |f − g|γ1s , C = C(d, s, k) > 0,

avec

α1 :=
d

d+ k(d+ s)
, γ1 :=

k

d+ k(d+ s)
;

(1.6.34) ∀ s ≥ 1, k > 0, [f − g]∗1 ≤ CMα2
k+1 ‖f − g‖γ2

Ḣ−s
, C = C(d, s, k) > 0,

avec

α2 :=
d/2

d/2 + k s
, γ2 :=

k

d/2 + k s
∈ (0, 1/s).

Preuve du Lemme 1.6.50. On procède en plusieurs étapes.

Etape 1. Preuve de (1.6.30). Pour f, g ∈ Pq et π ∈ Πf,g on écrit d’une part

W1(f, g) ≤
∫

E×E
|x− y|π(dx, dy) ≤

(∫

E×E
|x− y|q π(dx, dy)

)1/q (∫

E×E
π(dx, dy)

)1/q′

,

et on conclut à W1(f, g) ≤ Wq(f, g) en prenant l’infimum en π. D’autre part, on a par
inégalité de Hölder

Wq(f, g) ≤
(∫

E×E
|x− y|q1 |x− y|q2 π(dx, dy)

)1/q

≤
(∫

E×E
|x− y|q1 r π(dx, dy)

)1/(qr)(∫

E×E
|x− y|q2 r′ π(dx, dy)

)1/(qr′)

,

≤ 2

(∫

E×E
|x− y|q1 r π(dx, dy)

)1/(qr)(∫

E×E
(|x|q2 r′ + |y|q2 r′)π(dx, dy)

)1/(qr′)

,

avec q = q1 + q2, q1 r = 1 et q2 r
′ = k+1, de sorte que r = k/(k+1− q), q1 = (k+1− q)/k

et q2 = q − (k + 1 − q)/k. On obtient

Wq(f, g) ≤ 2
1+ q−1

q k

(∫

E×E
|x− y|π(dx, dy)

)(k+1−q)/(qk)

(Mk+1)
(q−1)/(kq) ,

où on remarque que (q − 1)/(kq) ≤ 1/q et on conclut comme précédemment.

Etape 2. Preuve de (1.6.31). Soit π ∈ Π(f, g). On écrit

|f̂(ξ) − ĝ(ξ)| =

∣∣∣∣
∫

Rd×Rd
(e−i v·ξ − e−i w·ξ)π(dv, dw)

∣∣∣∣

≤
∫

Rd×Rd
|e−i v·ξ − e−i w·ξ|π(dv, dw)

≤ Cs

∫

Rd×Rd
|v − w|s |ξ|s π(dv, dw),

ce qui implique (1.6.31) en prenant le supremum en ξ ∈ Rd et l’infimum en π ∈ Π(f, g).
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Etape 3. Preuve de (1.6.32). Soit la boule BR = {x ∈ Rd ; |x| ≤ R}, R > 0. On écrit

‖f − g‖2
Ḣ−s =

∫

BR

|f̂(ξ) − ĝ(ξ)|2
|ξ|2s dξ +

∫

BcR

|f̂(ξ) − ĝ(ξ)|2
|ξ|2s dξ

≤ |f − g|21
∫

BR

dξ

|ξ|2(s−1)
+ 4

∫

BcR

dξ

|ξ|2s

≤ C(d)Rd−2(s−1) |f − g|21 + 4Rd−2s.

L’inégalité (1.6.32) s’en déduit en choisissant R := |f − g|−1
1 .

Etape 4. Preuve de (1.6.33). Introduisons la fonction de troncation χR(x) = χ(x/R), R >
0, avec χ ∈ C∞(Rd), [χ]1 ≤ 1, 0 ≤ χ ≤ 1, χ ≡ 1 sur B(0, 1), suppχ ⊂ B(0, 2), et la suite
régularisante ωε(x) = ε−d ω(x/ε), ε > 0 avec par exemple ω(x) = (2π)−d/2 exp(−|x|2/2)
(et donc ω̂ε(ξ) = ω̂(ε ξ) = exp(−ε2 |ξ|2/2)). Fixons ϕ ∈ W 1,∞(Rd) tel que [ϕ]1 ≤ 1,
ϕ(0) = 0, definissons ϕR := ϕχR, ϕR,ε = ϕR ∗ ωε et écrivons

(1.6.35)

∫
ϕ (df−dg) =

∫
ϕR,ε (df−dg)+

∫
(ϕR − ϕR,ε) (df−dg)+

∫
(ϕ− ϕR) (df−dg).

Pour le dernier terme, on a
∣∣∣∣
∫

(ϕR − ϕ) (df − dg)

∣∣∣∣ ≤
∫

(1 − χR) |ϕ| (df + dg)(1.6.36)

≤
∫

BcR

[ϕ]1
|x|k+1

Rk
(df + dg) ≤ Mk+1

Rk
.

Afin de traiter le deuxième terme, on observe que

|∇ϕR| ≤ χ(x/R) + |ϕ| |∇(χR)| ≤ χ(x/R) +
|x|
R

|∇χ|(x/R),

de sorte que pour tout q ∈ [1,∞] on a ‖∇ϕR‖Lq ≤ C Rd/q, pour une constante C qui ne
dépend que de χ, d. Utilisant ensuite que

‖ϕR − ϕR,ε‖∞ ≤ ‖∇ϕR‖∞
∫

Rd
ωε(x) |x| dx ≤ C ε,

il vient

(1.6.37)

∣∣∣∣
∫

(ϕR − ϕR,ε) (df − dg)

∣∣∣∣ ≤ C ε.

Pour traiter le premier terme, on utilise l’identité de Parseval et on a
∣∣∣∣
∫
ϕR,ε (f − g)

∣∣∣∣ =
1

2π

∣∣∣∣
∫
ϕ̂R ω̂ε (f̂ − ĝ) dξ

∣∣∣∣

≤ 1

2π
‖∇ϕR‖L1

∥∥∥∥∥
f̂ − ĝ

|ξ|s

∥∥∥∥∥
L∞

∫
|ξ|s−1 exp(−ε2 |ξ|2/2) dξ

≤ C Rd
(∫

(1 + |y|)χ(y) dy

)
|f − g|s ε−(d+s−1)

(∫
|z|s−1 e−

|z|2

2 dz

)

≤ C Rd ε−(d+s−1) |f − g|s.(1.6.38)
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Réunissant les inégalités (1.6.36), (1.6.37) et (1.6.38), on obtient

[f − g]∗1 ≤ C

(
ε+

Mk+1

Rk
+Rd ε−(d+s−1) |f − g|s

)
.

On conclut à (1.6.33) en optimisant les paramètres ε et R.

Etape 5. Preuve de (1.6.34). On commence par écrire la même décomposition que précédemment
∫
ϕ (df − dg) =

∫
ϕR,ε (df − dg) +

∫
(ϕR − ϕR,ε) (df − dg) +

∫
(ϕ− ϕR) (df − dg).

Le premier terme est contrôlé par

∣∣∣∣
∫
ϕR,ε (df − dg)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣

∫
ϕ̂R,ε |ξ|s

(f̂ − ĝ)

|ξ|s

∣∣∣∣∣ ≤ ‖ϕR,ε‖Ḣs ‖f − g‖Ḣ−s

avec

‖ϕR,ε‖Ḣs =

(∫
|ξ|2 |ϕ̂ χR|2 |ξ|2(s−1) |ω̂ε|2 dξ

)1/2

≤ ‖∇(ϕχR)‖L2 ‖|ξ|s−1 ω̂ε(ξ)‖L∞

≤ ‖∇(ϕχR)‖L2 ε1−s‖|z|s−1 ω̂(z)‖L∞ ≤ C Rd/2 ε−(s−1).(1.6.39)

Le second terme et le dernier terme sont contrôlés comme à l’étape 4 par C ε et Mk+1R
−k

respectivement. En sommant, on obtient

[f − g]∗1 ≤ C

(
ε+

Mk+1

Rk
+Rd/2 ε−(s−1) |f − g|Ḣ−s

)
.

On conclut à (1.6.34) en optimisant encore les paramètres ε et R. ⊓⊔
Nous terminons ce chapitre par une variante du Lemme 1.6.50 dans le cas d’espaces

“non homogènes”.

Lemme 1.6.51 Avec les mêmes notations que précédemment, on a les inégalités sui-
vantes :

(1.6.40) W̃1(f, g) ≤W1(f, g) ≤ 6 (W̃1(f, g) +M
1/2
2 W̃1(f, g)

1/2),

avec

W̃1(f, g) := inf
π∈Π(f,g)

∫

E2

(|x− y| ∧ 1)π(dx, dy)

= sup
‖ϕ‖gLip

≤1

∫

E
ϕ (f − g)(dx) = sup

‖ϕ‖W1,∞≤1

∫

E
ϕ (f − g)(dx),

où on note ‖ϕ‖gLip
la plus petite constante L telle que |ϕ(y)−ϕ(x)| ≤ L (|x− y| ∧ 1) et on

utilise les Théorèmes 1.5.33 et 1.5.38 ; de même pour σ > d/2 + 1 et s ≥ 1, k > 0

(1.6.41)
1

C
‖f − g‖H−σ ≤ W̃1(f, g) ≤

2C

M s−1
k

‖f − g‖H−s + C (2Mk)
α ‖f − g‖

1
s+d/(2k)

H−s

avec α := s (1 − 1
s+d/(2k)).
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Preuve du Lemme 1.6.51. Etape 1. Preuve de (1.6.40). La première inégalité étant triviale,
nous démontrons seulement la seconde. Pour π ∈ Π(f, g) et R ≥ 1, on écrit

W1(f, g) ≤
∫

BR×BR

|x− y|π(dx, dy) +

∫

(BR×BR)c
|x− y|π(dx, dy)

≤
∫

BR×BR

2R(|x− y| ∧ 1)π(dx, dy) +

∫

(BR×BR)c
(|x| + |y|)π(dx, dy)

≤ 2R

∫

E×E
(|x− y| ∧ 1)π(dx, dy) + 2

∫

BcR×E
(|x| + |y|) |x|

R
π(dx, dy)

≤ 2R

∫

E×E
(|x− y| ∧ 1)π(dx, dy)

+
2

R

{∫

E
|x|2 π1(dx) +

(∫

E
|x|2 π1(dx)

)1/2(∫

E
|y|2 π2(dy)

)1/2
}
.

En minimisant par rapport à π ∈ Π(f, g) la quantité de droite, on obtient

∀R ≥ 1 W1(f, g) ≤ 2RW̃1(f, g) +
4

R
M2.

Si W̃1(f, g) ≤ M2 on choisit R := (W̃1(f, g)/(2R))1/2 et si W̃1(f, g) ≥ M2 on choisit
R := 1, ce qui finit d’établir (1.6.40).

Etape 3. Preuve de (1.6.41). La première inégalité est triviale puisque W̃1(f, g) = ‖f −
g‖(W 1,∞)′ et Hs ⊂ W 1,∞. Nous démontrons la seconde inégalité en reprenant la preuve

(et les notations) de (1.6.34). Fixons ϕ ∈ W 1,∞(Rd) tel que ‖ϕ‖W 1,∞ ≤ 1, ϕ(0) = 0, et
écrivons encore une fois
∫
ϕ (df − dg) =

∫
ϕR,ε (df − dg) +

∫
(ϕR − ϕR,ε) (df − dg) +

∫
(ϕ− ϕR) (df − dg).

Pour le dernier terme, on a

∀R > 0

∣∣∣∣
∫

(ϕR − ϕ) (df − dg)

∣∣∣∣ ≤
∫

BcR

‖ϕ‖∞
|x|k
Rk

(df + dg) ≤ Mk

Rk
.(1.6.42)

Le deuxième terme se traite comme dans la preuve de (1.6.34), de sorte que

(1.6.43) ∀R, ε > 0

∣∣∣∣
∫

(ϕR − ϕR,ε) (df − dg)

∣∣∣∣ ≤ C ε.

Enfin, le premier terme est contrôlé par

∣∣∣∣
∫
ϕR,ε (df − dg)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣

∫
ϕ̂R,ε 〈ξ〉s

f̂ − ĝ

〈ξ〉s

∣∣∣∣∣ ≤ ‖ϕR,ε‖Hs ‖f − g‖H−s

avec pour tout R ≥ 1 et ε ∈ (0, 1]

‖ϕR,ε‖Hs =

(∫
〈ξ〉2 |ϕ̂ χR|2 〈ξ〉2(s−1) |ω̂ε|2 dξ

)1/2

≤ ‖ϕχR‖H1 ‖〈ξ〉s−1 ω̂ε(ξ)‖L∞ ≤ C Rd/2 ε−(s−1).(1.6.44)
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En sommant, on obtient

W̃1(f, g) ≤ C

(
ε+

Mk

Rk
+Rd/2 ε−(s−1) ‖f − g‖H−s

)
∀ ε ∈ (0, 1], R ≥ 1

≤ C

M s−1
k

(
2M s

k

Rk
+Rd/2+(s−1) k ‖f − g‖H−s

)
∀R ≥ 1,

où on a choisit ε = 1/Rk. Si ‖f − g‖H−s ≥ 2M s
k on choisit R = 1 et si ‖f − g‖H−s ≤ 2M s

k

on optimise R ≥ 1 ce qui conduit à (1.6.41). ⊓⊔

Exercice 1.6.1 Peut-on établir une inégalité du type

(1.6.45) ‖f − g‖H−s ≤ ‖f − g‖Ḣ−s ≤ C (‖f − g‖α1

H−s + ‖f − g‖α2

H−s)?

1.7 Complements

• On définit la distance W∞ dans P(E) par

W∞(f, g) := inf
π∈Π(f,g)

‖x− y‖L∞(E2,dπ),

de sorte que encore une fois

∀X,Y ∈ EN W∞(µNX , µ
N
Y ) = w∞(X,Y ).

Il faut faire attention avec la distance W∞ puisque

W∞

„
(1 − 1

n
) δ0 +

1

n
δa, δ0

«
= a

et pourtant (1 − 1

n
) δ0 +

1

n
δa ⇀ δ0. Les résultats suivants sont énoncés dans [24]

µn, µ ≥ κ > 0, µn ⇀ µ =⇒ W∞(µn, µ) → 0,

µ ∗ ρδ > 0 ∀ δ > 0, µn ⇀ µ =⇒ W∞(µn, µ) → 0,

µ ∗ ρδ > 0 sur suppµ ∀ δ > 0, dist(suppµn, suppµ) → 0, µn ⇀ µ =⇒ W∞(µn, µ) → 0.

• On peut également définir la distance de Zolotarev par

Zr(µ, ν) := sup
ϕ∈Λr

Z

R

ϕd(µ− ν),

pour r > 1 où Λr est l’espace des fonctions holdériennes d’exposant r telles que [ϕ]ℓ ≤ 1 où ℓ est le plus
grand entier strictement inférieur à r (ℓ = [r] si r /∈ N et ℓ = r − 1 si r ∈ N). La propriété remarquable de
cette distance est

(Wr)
r ≤ CrZr.

• Soit (Ω,A ,P) un espace de probabilité assez grand de sorte qu’il existe des va X et Y (indépendantes) et
de loi µ et ν pour tout µ, ν ∈ P(E). Il est usuel de définir les distances Wp et WLP par leur ”interprétation
probabiliste”

Wp(µ, ν) = inf{(E[|Y −X|p])1/p, loi deX = µ, loi deY = ν}
et

WLP (µ, ν) = inf{ε > 0; ∃ (X,Y ); loi deX = µ, loi deY = ν et P(|Y −X| > ε) < ε},
où dans la première définition E désigne l’espérance relative à la mesure de probabilité. On remarque alors
que les problèmes d’optimisation suivants sont équivalents

inf{E[|Y −X|2])} = inf{E(X2) + E(Y 2) − 2 E(XY )}
⇔ sup E(XY ) ⇔ maximiser la corélation de X, Y.
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Ainsi pour réaliser la distance W2(µ, ν) par une paire de va (X,Y ) le pire des choix est de les prendre
indépendantes, ce qui correspond au plan de transport π = µ⊗ ν.

• Pour ρ ∈ D(Rd) on peut définir la mesure empirique régulière

∀X ∈ RdN ρNX(z) :=
1

N

NX

i=1

ρ(z − xi),

pour laquelle on a

(1.7.46) ‖ρNX − ρNY ‖L2 ≤ ‖∇ρ‖L2 w2(X,Y ).

On n’a pas en revenche l’inégalité inverse puisque par exemple si xi = x1 et yj = y1 pour tout i ≥ 2 et si
|y1 − x1| ≥ δ, supp ρ ⊂ B(0, δ), alors

‖ρNX − ρNY ‖TV ≈ ‖ρNX − ρNY ‖L2 = 2 <<
1

δ
|x1 − y1| =

1

δ
w2(X,Y ).

Voici la preuve de (1.7.46). On fixe ici σ ∈ SN

‖ρNX − ρNY ‖2
L2 =

Z

Rd

˛̨
˛̨
˛
1

N

NX

i=1

ρ(z − xi) − 1

N

NX

i=1

ρ(z − yi)

˛̨
˛̨
˛

2

dz

=
1

N2

Z

Rd

˛̨
˛̨
˛

NX

i=1

(ρ(z − xi) − ρ(z − yσ(i)))

˛̨
˛̨
˛

2

dz

=
1

N2

NX

i,j=1

Z

Rd

(ρ(z − xi) − ρ(z − yσ(i)) (ρ(z − xj) − ρ(z − yσ(j))) dz

≤ 1

N2

NX

i,j=1

Z

Rd


1

2
(ρ(z − xi) − ρ(z − yσ(i)))

2 +
1

2
(ρ(z − xj) − ρ(z − yσ(j)))

2

ff
dz

=
1

N

NX

i=1

Z

Rd

(ρ(z − xi) − ρ(z − yσ(i)))
2 dz

=
1

N

NX

i=1

Z

Rd

„Z 1

0

(xi − yσ(i)) · ∇ρ(z + t (xi − yσ(i))) dt

«2

dz

=

Z

Rd

|∇ρ|2dz 1

N

NX

i=1

(xi − yσ(i))
2,

et il suffit de prendre l’infimum de ces quantités en σ ∈ SN pour conclure.

Retour à EN/SN et PN (E). Fixons N . Dans le cas où E est un espace compact,
l’application

ΠN
E : EN/SN → PN (E), X 7→ µNX =

1

N

N∑

i=1

δxi ,

est une bijection entre espaces compacts et elle est continue pour les distances w1 et ‖·‖KR
d’après le Lemme 1.2.8 (iii) et pour les distances w1 et D d’après le Lemme 1.2.9 (ii). Cette
application est donc un homéomorphisme. Plus généralement, l’application ΠN

E est un
homéomorphisme de (EN/SN , wp) dans (PN (E), D̃), dès que D̃ métrise la topologie faible
de P(E). Cela provient d’une part de ce que D̃ est alors topologiquement uniformément
équivalente àD au sens où il existe un module de continuité ω tel queD(µ, ν) ≤ ω(D̃(µ, ν))
et D̃(µ, ν) ≤ ω(D(µ, ν)) pour tout µ, ν ∈ P(E). En effet, il suffit de poser

ω(r) := sup
µ,ν∈P(E), D(µ,ν)≤r

D̃(µ, ν)
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et de vérifier que ω(r) → 0 lorsque r → 0.

En fait le Théorème 1.4.16 affirme beaucoup mieux. Il dit que l’application ΠN
E est une

isométrie entre (EN/SN , wp) et (PN (E),Wp), et ceci est vrai pour 0 ≤ p <∞ (est-ce aussi
vrai lorsque p = ∞ ?) et pour E un espace polonais localement compact. En particulier,
on a :

Lemme 1.7.52 Soient E un compact, D une distance métrisant la topologie faible de
P(E) et p ∈ (0,∞). Pour tout N , l’application ΠN

E est un homéomorphisme de (EN/SN , wp)
dans (PN (E),D) uniformément en N , au sens où il existe un module de continuité ωΠ =
ω(D,wp) tel que

∀X,Y ∈ EN D(µNX , µ
N
Y ) ≤ ωΠ(wp(X,Y )) et wp(X,Y ) ≤ ωΠ(D(µNX , µ

N
Y )).

Remarquons enfin que pour toute distance D sur P(E), on définit dD sur EN ou
EN/SN en posant dD(X,Y ) := D(µNX , µ

N
Y ).

1.8 Notes bibliographiques

Pour l’essentiel, ce chapitre développe la théorie des espaces de probabilité du point de
vue topologique et métrique. D’une manière générale les ouvrages qui font référence sont
les livres classiques “de probabilité” [17, 4, 15] et les livres récents (mais déjà classiques)
“d’analyse” [2, 50, 52]. On peut également citer les cours d’introduction à l’analyse fonc-
tionnelle [21, 26] ainsi que le livre [38] dans lequel un très grand nombre de distances sont
définies sur l’espace P(E).

De manière plus détaillée, les sections 1.1 et 1.3 reprennent une partie du cours de
P.-L. Lions [24]. Le matériel de la section 1.2 est extrêmement classique et basique, et se
trouve déjà dans [21, 26]. La section 1.4 est extraite du livre de C. Villani [50] ; ce sont es-
sentiellement des résultats de l’introduction et des chapitres 1 et 7 (dont la démonstration
est parfois laissée en exercice). Les lemmes 1.4.24 et 1.4.25 sont tirés de [38]. Les résultats
présentés dans la section 1.5 sont tirés du livre de S.N. Ethier et T.G. Kurtz [17] et
des livres de Villani [50, 52] ; d’autres références classiques sont [15], [4, Chapitre 5]. Le
théorème 1.5.27 de Prokhorov est démontré dans [17, chapitre 3, Théorème 2.2], voir
également [15] ou [4, Chapitre 5]. La distance de Lévy-Prokorov est étudiée dans de
nombreux ouvrages de probabilité ; le théorème 1.5.30 est démontré dans [17, chapitre
3, Théorèmes 1.7 et 3.1], voir également [4, Theorem 6.8]. Les théorèmes concernant les
distances MKW sont tirés de [50, 52] comme précisé dans la section. La section 1.6 com-
mence par quelques observations très classiques et assez triviales. L’ébauche de la preuve du
théorème 1.6.46 est inspirée de la preuve de [5] qui a été reprise dans [52]. Les résultats de
comparaison de distance dans P(Rd) exposés dans cette section sont sûrement également
bien connues. On pourra consulter le livre [38] de S.T. Rachev et L. Rüschendorf dans
lequel une série de résultats concernant l’équivalence des distances construites sur l’espace
des probabilités P(Rd) est présentée. Cette même question est également abordée dans les
très agréables notes [11] de J.A. Carrillo et G. Toscani. La preuve du Lemme 1.6.50 est
tirée de [1].



Chapitre 2

Fonctions continues sur E
N et

P(E)

Dans tout ce chapitre E désignera un espace polonais, un espace polonais localement
compact ou un espace compact.

2.1 Fonctions continues et fonctions polynomiales sur P(E)

Définition 2.1.1 Soit E un espace polonais. On dit qu’une fonction U : P(E) → R
est continue si ρn ⇀ ρ faiblement implique U(ρn) → U(ρ). On note U ∈ C(P(E)). On
note Cb(P(E)) l’espace des fonctions continues et bornées. On note UC(P(E)), l’espace
des fonctions uniformément continues et bornées sur P(E) : étant fixée une distance D
métrisant la topologie faible, il existe un module de continuité ω (c’est-à-dire une fonction
ω : R+ → R+ continue et telle que ω(0) = 0) tel que

∀ ρ, η ∈ P(E) |U(η) − U(ρ)| ≤ ω(D(ρ, η)).

Lorsque E est compact alors P(E) est compact et UC(P(E)) = Cb(P(E)) = C(P(E)).

• Le prototype de la fonction continue est le monôme de degré 1 : étant donnée une
fonction ϕ ∈ Cb(E) on pose

∀ ρ ∈ P(E) Rϕ(ρ) =

∫

E
ϕdρ.

On définit bien ainsi Rϕ ∈ Cb(P(E)). A noter également que si ϕ ∈ Lip(E) alors Rϕ ∈
Lip(P(E)) ⊂ UC(P(E)), où Lip(P(E)) correspond ai cas où le module de continuité peut
être pris de la forme ω(s) = Ls, L ≥ 0, dans la définition 2.1.1.

• Plus généralement, pour k ∈ N∗ et ϕ ∈ Cb(E
k) donnés, on définit Rϕ : P(E) → R par

Rϕ(m) :=

∫

Ek
ϕ(x1, ..., xk)m(dx1) ...m(dxk) = 〈m⊗k, ϕ〉.

On dit que Rϕ est un polynôme de degré (au plus) k, et ϕ correspond aux coefficients. On
définit la multiplication par un scalaire de manière évidente. On définit l’addition de deux

43



44

polynômes R1 et R2, respectivement associés aux fonctions ϕ1 ∈ C(Ek1) et ϕ2 ∈ C(Ek2),
avec disons k1 ≤ k2, comme le polynôme de degré au plus k2 associé à la fonction

ϕ(x1, ..., xk2) = ϕ1(x1, ..., xk1) + ϕ2(x1, ..., xk2).

On a bien ainsi Rϕ(m) = R1(m) + R2(m) pour tout m ∈ P(E). On définit le produit de
R1 et R2 comme le polynôme de degré au plus k1 + k2 associé à la fonction

ψ(x1, ..., xk1 , xk1+1, ..., xk1+k2) = ϕ1(x1, ..., xk1)ϕ2(xk1+1, ..., xk1+k2).

On a bien ainsi Rψ(m) = R1(m)R2(m) pour tout m ∈ P(E). On note P(P(E)) l’ensemble
des polynômes qui a donc une structure d’algèbre unitaire.

Lemme 2.1.2 Soit E un espace polonais localement compact. Alors P(P(E)) ⊂ Cb(P(E))

Preuve du Lemme 2.1.2. On fixe ϕ ∈ Cb(E
k). D’une part clairement Rϕ est bornée. D’autre

part, étant donnée une suite (ρn) de P(E) et ρ ∈ P(E) telles que ρn ⇀ ρ faiblement dans
P(E), on a en particulier ρ⊗kn ⇀ ρ⊗k pour la dualité de Cc(E)⊗k, donc pour la dualité
de Cc(E

k) (ici on utilise le théorème A.2.2 de Stone-Weierstrass) et donc enfin pour la
dualité de Cb(E

k) (ici on utilise le lemme 1.6.42 d’équivalence des convergences). On en
déduit Rϕ(ρn) → Rϕ(ρ). ⊓⊔

Théorème 2.1.3 Lorsque E est compact, l’algèbre des polynômes P(P(E)) est dense dans
C(P(E)). Cela signifie que pour toute fonction U ∈ C(P(E)) il existe une suite de po-
lynômes Rj = Rϕj , avec ϕ ∈ C(Ej), (et j → ∞ si U n’est pas un polynôme !) telle que
Rj → U dans C(P(E)) :

sup
m∈P(E)

|U(m) −Rj(m)| → 0 lorsque j → ∞.

Preuve du théorème 2.1.3. Comme E est compact, l’espace P(E) est compact.
Il est clair que P(P(E)) sépare les points de P(E) : pour ρ1 6= ρ2 ∈ P(E) il suffit

de prendre une fonction ϕ ∈ C(E) telle que 〈ρ2, ϕ〉 6= 〈ρ1, ϕ〉. On applique le théorème
de Stone-Weierstrass (mais cette fois sur le compact P(E)) et on obtient que l’algèbre
unitaire P(P(E)) est dense dans C(P(E)). ⊓⊔
• On note M(P(E)) l’ensemble des monômes : ce sont les polynômes associés aux fonctions
tensoriées ϕ = ϕ1⊗...⊗ϕk , ϕi ∈ C(E). Lorsque E est compact, on montre comme ci-dessus
que l’algèbre engandrée par les monômes est dense dans C(P(E)). Cela explique pourquoi
on peut se restreindre à considérer des fonctions testes tensorisées lorsque l’on souhaite
montrer des théorèmes de convergence. On reviendra sur ce point dans le chapitre suivant.

• Considérons φ : R2 → R de classe C1, φ(·, 0) = 0 et St : P(R) → P(R) le semi-groupe
de la chaleur sur R. Comme St : P(R) → (L1 ∩L∞)(R), ρ 7→ ρt := γt ∗ ρ, pour tout t > 0,
on peut définir

Φt(ρ) :=

∫

R2

φ(x, ρt(y)) dxdy,

et Φt ∈ Cb(P(R)). Il est à noter que si φ(x, s) = ψ(x), ψ ∈ Cc(R) alors Φt est le polynôme
associée à ψ ∗ γt. Dans le cas général, Φt n’est pas un polynôme.

• Considéons St : P(Rd) → P(Rd), ρ 7→ ρt un semi-groupe non linéaire (par exemple
celui obtenu en résolvant l’équation de la Boltzmann ou une équation de la chaleur non
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linéaire). Pour tout φ ∈ Cc(Rd), la fonction Φt(ρ) := Rφ(ρt) appartient à Cb(P(E)) mais
n’est pas un polynôme.

• La construction des polynômes ci-dessus nous a permis de définir une application

(2.1.1) Cb(E
k) → Cb(P(E)), ϕ 7→ Rϕ.

• L’application πNC . Inversement, étant donnée une fonction U ∈ Cb(P(E)), on définit
pout tout N une fonction symétrique sur EN en posant

(2.1.2) ∀X ∈ EN uN (X) := U(µ̂NX).

Par exemple, pour un polynôme R = Rϕ de degré 1, avec donc ϕ ∈ Cb(E), on calcule

X = (x1, ..., xN ) 7→ Rϕ(µNX) =
1

N

N∑

i=1

ϕ(xi).

• Pour tout k,N ∈ N∗ en combinant (2.1.1) et on définit une application

(2.1.3) Cb(E
k) → Csym(EN ), ϕ 7→ ϕ̄(N)(X) = Rϕ(µNX).

Plus précisémment, pour tout ϕ ∈ Cb(E
k) et tout X ∈ EN , on a

Rϕ(µNX) =

∫

Ek
ϕ(y1, ..., yk)

(
1

N

N∑

i1=1

δxi1

)
(dy1)...


 1

N

N∑

ik=1

δxik


 (dyk)(2.1.4)

=
1

Nk

N∑

i1,...,ik=1

ϕ(xi1 , ..., xik) = ϕ̄(N)(X).

D’autre part, pour une fonction ψ ∈ C(EN ) notons ψ̃ la ”fonction symétrisée de ψ”,
c’est-à-dire celle obtenue en posant

ψ̃(X) :=
1

♯(SN )

∑

σ∈SN

ψ(xσ(1), ..., xσ(N)).

Le résultat suivant établit que pour ψ = ϕ ⊗ 1N−k, ϕ ∈ Cb(E
k), on a ψ̃ ∼ ϕ̄ asymptoti-

quement lorsque N → ∞.

Lemme 2.1.4 Soit E un espace métrique quelconque et soit ϕ ∈ Cb(E
k). Alors

(2.1.5) sup
X∈EN/SN

| ˜ϕ⊗ 1⊗(N−k)(X) −Rϕ(µ̂NX)| ≤ 2 k2

N
‖ϕ‖∞

et donc

(2.1.6) lim sup
N→∞

‖ ˜ϕ⊗ 1⊗(N−k)‖L∞(EN ) ≤ sup
ρ∈P(E)

|Rϕ(ρ)|.
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Preuve du lemme 2.1.4. D’une part, par définition

˜ϕ⊗ 1⊗(N−k)(X) =
1

♯(SN )

∑

σ∈SN

ϕ(xσ(1), ..., xσ(k)).

D’autre part, on définit pour tout k ≤ N : AN,k := {(i1, ..., ik); iℓ 6= iℓ′ ∀ ℓ 6= ℓ′}, son
complémentaire BN,k := {(i1, ..., ik);∃ ℓ 6= ℓ′ t.q. iℓ = iℓ′} et pour tout (i1, ..., ik) ∈ AN,k
l’ensemble CN,k(i1, ..., ik) := {σ ∈ SN ;σ(1) = i1, ..., σ(k) = ik}. Estimons le cardinal de
BN,k et des CN,k. Pour tout (i1, ..., ik) ∈ AN,k on a ♯CN,k(i1, ..., ik) = (N − k)! puisqu’il
convient de choisir σ(k + 1) parmi N − k termes, ... , σ(N − 2) parmi 2 termes restants.
Pour la même raison ♯AN,k = N ... (N − k+1). En particulier ♯AN,k ♯CN,k = N ! = ♯SN et

♯BN,k
Nk

= 1 − (1 − 1

N
) ... (1 − k − 1

N
)

= 1 − exp

(
k−1∑

ℓ=0

ln

(
1 − ℓ

N

))

≤ 1 − exp

(
−2

k−1∑

ℓ=0

ℓ

N

)

≤ 2

N
+ ...+

2(k − 1)

N
≤ k2

N
,

car ln(1 − x) ≥ −2x ∀x ∈ [0, 1/2] et ex ≥ 1 + x ∀x ∈ R. On a alors

Rϕ(µNX) =
1

Nk

∑

(i1,...,ik)∈AN,k

ϕ(xi1 , ..., xik ) +
1

Nk

∑

(i1,...,ik)∈BN,k

ϕ(xi1 , ..., xik )

=
1

♯AN,k

∑

(i1,...,ik)∈AN,k

1

♯CN,k

∑

σ∈CN,k(i1,...,ik)

ϕ(xi1 , ..., xik )

+

(
1

Nk
− 1

♯AN,k

) ∑

(i1,...,ik)∈AN,k

ϕ(xi1 , ..., xik ) +
1

Nk

∑

(i1,...,ik)∈BN,k

ϕ(xi1 , ..., xik)

=
1

♯SN

∑

σ∈SN

ϕ(xσ(1), ..., xσ(k))

+O
(∣∣∣∣

1

Nk
− 1

♯AN,k

∣∣∣∣ ♯AN,k +
1

Nk
♯BN,k

)
‖ϕ‖∞,

ce qui prouve bien (2.1.5). On en déduit

‖ ˜ϕ⊗ 1⊗(N−k)‖L∞(EN ) ≤ sup
X∈EN

Rϕ(µNX) +
2 k2

N
‖ϕ‖L∞(Ek)

et (2.1.6) à la limite N → ∞. ⊓⊔

2.2 Fonctions continues symétriques sur EN lorsque N → ∞
Supposons dans un premier temps E compact. Etant donnée une fonction U ∈

C(P(E)) on définit pout tout N une fonction symétrique sur EN en posant

(2.2.7) ∀X ∈ EN uN (X) := U(µNX).
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On définit ainsi une application πNC : C(P(E)) → C(EN ). Cette application est d’une
certaine manière l’application “duale” de l’application πNE introduite à la définition 1.2.4.

Le résultat suivant concerne le problème inverse.

Proposition 2.2.5 Pour toute fonction uN ∈ C(EN ) symétrique il existe une fonction
UN ∈ C(PN (E)) telle que (2.2.7). De plus, il existe une fonction ŪN ∈ C(P(E)) telle
que Ū|PN (E) ≡ UN et donc telle que (2.2.7). Plus précisément, fixons une distance D sur

P(E) et notons dD la distance sur EN/SN définie par dD(X,Y ) = D(µNX , µ
N
Y ) pour tout

X,Y ∈ EN . Si uN satisfait

∀X,Y ∈ E |uN (Y ) − uN (X)| ≤ ω(dD(X,Y )),

pour un module de continuité ω, alors UN et ŪN satisfont uniformément en N

∀ f, g ∈ PN (E) |UN (g) − UN (f)| ≤ ω(D(f, g)),

∀ f, g ∈ P(E) |ŪN (g) − ŪN (f)| ≤ ω(D(f, g)).

Preuve du Lemme 2.2.5. D’une part, il suffit de définir UN (ν) := uN (X) pour tout ν ∈
PN (E) en choisissant X ∈ EN quelconque tel que µNX = ν. D’autre part, on définit ŪN
grâce au Lemme A.1.1 de Tietze-Urysohn en prenant K = P(E), A = PN (E). ⊓⊔
Plus intéressant pour les applications, on a le résultat suivant.

Théorème 2.2.6 Soit (uN ) une suite de fonctions telle que uN : EN → R symétrique.
On suppose qu’il existe C et un module de continuité (sous-linéaire) ω tels que

∀N, ∀X,Y ∈ EN |uN (X)| ≤ C, |uN (Y ) − uN (X)| ≤ ω(dD(X,Y )).

Alors il existe une sous-suite, notée (uN ′), et une fonction U ∈ C(P(E)) telle que

(2.2.8) sup
X∈EN′

|uN ′(X) − U(µN
′

X )| −→
N ′→∞

0.

On notera parfois uN ′ → U fort dans Cb(PN ′(E))∀N ′ .

Preuve 1 du Théorème 2.2.6. On définit une suite (UN ) de C(PN (E)) en posant

UN (µNX) := uN (X) ∀µNX ∈ PN (E).

Comme D(µNY , µ
N
X) = dD(Y,X), UN est continue avec module de continuité ω sur l’espace

(PN (E),D). On prolonge UN à (P(E),W2) en une fonction ŪN grâce à la proposition 2.2.5.
Celle-ci a pour module de continuité ω et est bornée par C + ω(diam(P(E))). Grâce au
théorème d’Ascoli il existe U ∈ C(P(E)) et une sous-suite qui converge vers U au sens de
la norme sup :

sup
m∈P(E)

|U(m) − ŪN (m)| → 0 lorsque N → ∞.

On conclut en se restreignant à m = µNX .

Preuve 2 du Théorème 2.2.6. On considère d’abord des entiers du type N = 2n, n ∈ N∗,
et on remarque qu’on a ainsi une injection (isométrique) P2k(E) ⊂ P2n(E) si k ≤ n. Avec
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les notations de la Proposition 2.2.5, on définit Uk,n : P2k(E) → R par Uk,n := UN |P
2k

(E)

ou encore

∀X ∈ E2k Uk,n(µ
2k
X ) = U2n(µ

2k
X ) = u2n(X, ...,X︸ ︷︷ ︸

2n−k fois

) =: u2n(X̃
n).

Par hypothèse, on a pour tout µ2k

X , µ
2k

Y ∈ P2k(E)

|Uk,n(µ2k

X ) − Uk,n(µ
2k

Y )| ≤ ω(wp(X̃
n, Ỹ n)) = ω(Wp(µ

2n

X̃n , µ
2n

Ỹ n
))

= ω(Wp(µ
2k

X , µ
2k

Y )).

En appliquant le théorème d’Ascoli à la suite de fonctions (Uk,n)n≥1 on déduit qu’il
existe une sous-suite (Uk,nkℓ

)ℓ≥1 avec {nk+1
ℓ , ℓ ≥ 1} ⊂ {nkℓ , ℓ ≥ 1} et une fonction

Uk ∈ C(P2k(E)) telles que

∀µ2k

X ∈ P2k(E) Uk,nkℓ
(µ2k

X ) → Uk(µ
2k

X ) lorsque ℓ→ ∞,

et pour tout µ2k
X , µ

2k
Y ∈ P2k(E)

(2.2.9) |Uk(µ2k
X ) − Uk(µ

2k
Y )| ≤ ω(Wp(µ

2k
X , µ

2k
Y )).

De P2k(E) ⊂ P2k+1(E) on tire que Uk+1(µ
2k
X ) = Uk(µ

2k
X ) pour tout µ2k

X ∈ P2k(E). On
définit alors U ∈ C(P(E)) en posant U(ρ) = Uk(ρ) si ρ ∈ P2k(E) et en l’étendant par
continuité à P(E) grâce à (2.2.9). La fonction U ainsi construite admet comme module de
continuité ω pour la distance Wp. Enfin, par un procédé d’extraction diagonale, on peut
construire une seule sous-suite UNℓ , Nℓ = 2nℓ , telle que

∀ ρ ∈
⋃

k≥1

P2k(E) |UNℓ(ρ) − U(ρ)| → 0 lorsque ℓ→ ∞,

ce qui est bien (2.2.8) lorsque l’on traduit cela en terme de (uN ). ⊓⊔

Remarque 2.2.7 1. Pour u ∈ C1(EN ), on a

|u(Y ) − u(X)| ≤
N∑

i=1

‖∇iu‖L∞ |yi − xi|,

d’où on tire

(i) ‖∇iu‖L∞ ≤ C

N
=⇒ |u(Y ) − u(X)| ≤ max ‖∇iu‖L∞

N∑

i=1

|yi − xi| ≤ C w1(Y,X),

(ii)
∑

i

‖∇iu‖2
L∞ ≤ C

N
=⇒ |u(Y ) − u(X)| ≤

(
N∑

i=1

‖∇iu‖2
L∞

)1/2( N∑

i=1

|yi − xi|2
)1/2

≤ C w2(Y,X),

(iii)
∑

i

‖∇iu‖L∞ ≤ C =⇒ |u(Y ) − u(X)| ≤
N∑

i=1

‖∇iu‖L∞ max
1≤i≤N

|yi − xi|

≤ C w∞(Y,X),
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et bien sûr (i) ⇒ (ii) ⇒ (iii).

2. On a pour tout X ∈ EN/SN

uk(X) := max
1≤i≤k

xi −→ U(mX), avec U(m) := sup(suppm).

3. Si (uN ) est une suite de fonctions continues symétriques justes bornées (∃C > 0 ∀N |uN | ≤ C),
alors les limites sup et les limites inf suivantes existent

U∗(m) = lim sup
N→∞, mN

X
⇀m

uN (X), U∗(m) = lim inf
N→∞, mN

X
⇀m

uN (X).

Est-il clair que si U∗ = U∗ =: U alors U ∈ C(P(E)) et a posteriori (uN ) admet un module de continuité
(au moins sur la sous-suite qui converge) ?

Exercice 2.2.1 Que devient le Théorème 1.3.14 lorsqu’on suppose que la fonction FN

définie en (1.3.4) n’est pas constante, mais vérifie seulement

∀x, y ∈ E, ∀X,Y ∈ EN−1 |FN (x, µN−1
X ) − FN (y, µN−1

Y )| ≤ ω (|x− y| +w1(X,Y )) ?

On généralise au cas non compact la variante du résultat d’Ascoli déjà établie dans le
cas d’un espace compact.

Théorème 2.2.8 (variante d’Ascoli). Soit E = Rd (ou E un espace polonais locale-
ment compact). Soit (uN ) une suite de Cb(E

N ) telle que

∀X,Y ∈ EN |uN (X)| ≤ C, |uN (X) − uN (Y )| ≤ ω(Wp(µ
N
X , µ

N
Y )),

pour une constante C, un module de continuité ω et un indice p ∈ (0,∞). Alors il existe
une sous-suite (N ′), une fonction U ∈ Cb(Pp(E) −Wp) telles que pour tout k > p, a > 0

sup
X∈EN′ ,Mk(µ

N′
X )≤a

|uN (X) − U(µN
′

X )| → 0 lorsque N ′ → ∞.

Preuve du Théorème 2.2.8. On reprend la deuxième preuve du Théorème 2.2.6. On
considère des entiers du type N = 2n, n ∈ N∗, et on remarque qu’on a ainsi une injection
(isométrique) P2j (E) ⊂ P2n(E) si j ≤ n. On définit Uj,n : P2j (E) → R, par

∀µ2j
X ∈ P2j (E) Uj,n(µ

2j
X ) = u2n(X, ...,X︸ ︷︷ ︸

2n−j fois

) =: u2n(X̃
n),

et on note simplement UN = Un,n ∈ Cb(PN (E)). Par hypothèse, pour tout µ2j

X , µ
2j

Y ∈
P2j (E), on a

|Uj,n(µ2j

X ) − Uj,n(µ
2j

Y )| ≤ ω(wp(X̃
n, Ỹ n)) = ω(Wp(µ

2n

X̃n , µ
2n

Ỹ n
))

= ω(Wp(µ
2j
X , µ

2j
Y )).

Pour tout j fixé, l’ensemble P2j (E) ∩ BPk,a étant compact (par exemple pour la distance
Wp), on peut appliquer le théorème d’Ascoli à la suite de fonctions (Uj,n)n≥1 de C(P2j (E)∩
BPk,a), et on déduit qu’il existe une sous-suite (U

j,njℓ
)ℓ≥1 avec {nj+1

ℓ , ℓ ≥ 1} ⊂ {njℓ, ℓ ≥ 1}
et une fonction Uj ∈ C(P2j (E) ∩ BPk,a) telles que

(2.2.10) ∀µ2j

X ∈ P2j (E) ∩ BPk,a U
j,njℓ

(µ2j

X ) → Uj(µ
2j

X ) lorsque ℓ→ ∞,
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et pour tout µ2j
X , µ

2j
Y ∈ P2j (E) ∩ BPk,a

(2.2.11) |Uj(µ2j
X )| ≤ C, |Uj(µ2j

X ) − Uj(µ
2j
Y )| ≤ ω(Wp(µ

2j
X , µ

2j
Y )).

De P2j (E) ⊂ P2j+1(E) on tire que Uj+1(µ
2j
X ) = Uj(µ

2j
X ) pour tout µ2j

X ∈ P2j (E). On
définit alors U ∈ Cb(Pp(E)−Wp) en posant U(ρ) = Uj(ρ) si ρ ∈ P2j (E) et en l’étendant
par continuité à Pk(E), ou même Pp(E), grâce à (2.2.11) et au Théorème 1.6.44 de densité.
La fonction U ainsi construite admet comme module de continuité ω pour la distance Wp.
Enfin, par un procédé d’extraction diagonale, on peut construire une seule sous-suite, notée
UN ′ , N ′ = 2n

′
, telle que

∀ ρ ∈ Ka :=
⋃

j≥1

P2j (E) ∩ BPk,a |UN ′(ρ) − U(ρ)| → 0 lorsque N ′ → ∞.

Cette dernière convergence est en fait uniforme sur Kn′

a avec Kj
a := P2j ∩BPk,a. En effet,

on écrit

sup
ρ∈KN′

a

|UN ′(ρ) − U(ρ)| ≤ sup
η∈KN′

a

inf
η∈Kj

a

{|UN ′(ρ) − UN ′(η)| + |UN ′(η) − U(η)| + |U(ρ) − U(η)|}

≤ sup
η∈KJ

a

|UN ′
(η) − U(η)| + 2 sup

ρ∈BPk,a

ω(Wp(ρ,K
j
a)),

et le premier terme tend vers 0 lorsque N tend vers l’infini pour tout j fixé (c’est une des
conséquences du théorème d’Ascoli appliqué dans C(P2j (E)∩BPk,a)) alors que le second
terme tend vers 0 lorsque j tend vers l’infini (c’est la conclusion du Théorème 1.6.44) . ⊓⊔

2.3 Notes bibliographiques.

Ce chapitre reprend une partie du cours [24] de P.-L. Lions dans lequel n’est traité
toutefois que le cas E compact. Le lemme 2.1.4 apparâıt déjà dans l’artcile [18] de F.
Grünbaum.



Chapitre 3

Théorème de Hewitt et Savage et
notion de chaos

Dans tout ce chapitre E désignera un espace polonais localement compact (donc encore
un fois, soit E est un compact, soit E = Rd) sauf mention explicite du contraire.

3.1 Le théorème de Hewitt-Savage

Commençons par quelques définitions.

Définition 3.1.1 (Mesures symétriques et compatibles de P(EN ), N < ∞). Soit
E un espace polonais.

(i) On dit que m ∈ P(EN ), N ∈ N∗, est symétrique, on note m ∈ Psym(EN ), si

∀A ∈ B
⊗N
E , ∀σ ∈ SN m(Aσ) = m(A),

où Aσ = Aσ(1) × ...×Aσ(N) si A = A1 × ...×AN , Ai ∈ BE.

(ii) Etant donnée une probabilité m ∈ P(EN ), N ∈ N∗, on définit sa marginale mk

d’ordre k, 1 ≤ k ≤ N , en posant

mk(·) = Πkm = ΠN,km :=

∫

EN−k

m(·, dyk+1, ..., dyN )

ou de manière encore plus explicite, pour tout A ∈ BEk,

(ΠN,km)(A) = mk(A) = m(A× EN−k).

(iii) On dit qu’une suite finie ou dénombrable (mN ) de mesures de probabilité de
P(EN ), N ∈ N∗, est compatible si

∀N, k, k ≤ N ΠN,km
N = mN

k = mk.

Définition 3.1.2 (L’espace Psym(E∞) des mesures symétriques de P(E∞)). Soit
E un espace polonais.
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(i) Etant donnée m ∈ P(E∞)1, on définit sa marginale mk d’ordre k ∈ N∗, en posant

mk(A) = m(CA) A ∈ BEk ,

où CA := A×E× ...×E× ... ∈ BE∞ si A ∈ BEk. La suite (mN )N≥1 est alors compatible
au sens de la Définition 3.1.1 (iii) : ∀N, k, k ≤ N on a ΠN,kmN = mk.

(ii) On dit que m ∈ P(E∞) est symétrique, on note m ∈ Psym(E∞), si ses marginales
mk sont symétriques, i.e. ∀ k ≥ 1 mk ∈ Psym(Ek).

Définition 3.1.3 (L’espace P̃(E∞) des mesures produits de P(E∞)). Soit E un
espace polonais. On dit que m ∈ P(E∞) est une “mesure produit” s’il existe une mesure
de probabilité µ ∈ P(E) telle que

∀A = A1 × ... ×Ak ∈ B
⊗k
E m(CA) =

k∏

j=1

µ(Aj).

On note alors m = mµ ∈ P̃(E∞), et on remarque que mµ ∈ Psym(E∞), de sorte que

P̃(E∞) ⊂ Psym(E∞).

Théorème 3.1.4 (de Hewitt et Savage). Soit E un espace polonais localement com-
pact. Soit (πk)k≥1 une suite de P(Ek). Il y a équivalence entre

(i) - (πk)k≥1 est symétrique et compatible ;

(ii) - il existe π ∈ Psym(E∞) telle que πk = Πkπ ∀ k ≥ 1 ;

(iii) - il existe π̂ ∈ P(P(E)) telle que

πk = Π̂k(π̂) :=

∫

P(E)
ρ⊗k π̂(dρ) ∀ k ≥ 1;

(iv) - il existe π̃ ∈ P(P̃(E∞)) telle que

πk = Π̃k(π̃) :=

∫

eP(E∞)
(Πkα) π̃(dα) ∀ k ≥ 1.

Dès qu’il n’y aura pas ambigüıté, on notera avec la même lettre π les trois mesures de
probabilité π, π̃, π̂, on identifiera les trois espaces Psym(E∞), P(P(E)), P(P̃(E∞)) que
l’on aura tendance à noter P(P(E)), et on notera simplement πk la suite de marginales
définie ci-dessus à partir de π, π̂ et π̃.

Remarque 3.1.5 1. On écrit également l’égalité du point (iii) sous la forme

∀ k ≥ 1 πk(dx1, ..., dxk) =

∫

P(E)

k∏

i=1

ρ(dxi) π̂(dρ).

2. Pour π̂ ∈ P(P(E)) et k ≥ 1 le sens à donner à l’intégrale

π̂k :=

∫

P(E)
ρ⊗k π̂(dρ) ∈ P(Ek)

1voir la section A.5 de l’annexe pour des rappels sur les espaces produits
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est le suivant : pour tout ϕ ∈ Cb(E
k)

∫

Ek
ϕ(x) π̂k(dx) =

〈∫

P(E)
ρ⊗k π̂(dρ), ϕ

〉
=

∫

P(E)

〈
ρ⊗k, ϕ

〉
π̂(dρ)(3.1.1)

avec

(3.1.2)
〈
ρ⊗k, ϕ

〉
=

∫

Ek
ϕ(x1, ..., xk) ρ(dx1) ... ρ(dxk) = Rϕ(ρ).

Or, ρ 7→ Rϕ(ρ) ∈ Cb(P(E)) comme nous l’avons vu à la section 2.1 et sur l’espace polonais
P(E) on a défini une tribu grâce au Lemme 1.5.40. Ainsi donc, la dernière intégrale dans
(3.1.1) est bien définie au sens de Lebesgue.

3. Insistons sur le point fondamental précédent. La relation liant π̂ et πk est :

(3.1.3) ∀ϕ ∈ Cb(E
k) 〈πk, ϕ〉 =

∫

P(E)
Rϕ(ρ) π̂(dρ).

4. Pour α = δµ et β = 1
2 δµ1 + 1

2 δµ2 on trouve respectivement

αk(dx1, ..., dxk) =

k∏

i=1

µ(dxi).

βk(dx1, ..., dxk) =
1

2

k∏

i=1

µ1(dxi) +
1

2

k∏

i=1

µ2(dxi).

5. Concernant la dernière intégrale dans (iv), on sait que P(E∞) est un espace polonais et
on montrera que P̃(E∞) est un sous espace fermé de P(E∞), de sorte que l’on peut munir
P̃(E∞) de la tribu trace de BP(E∞) et définir ainsi au sens de Lebesgue cette intégrale.

3.2 Preuve du théorème de Hewitt-Savage.

Nous allons essentiellement donner deux preuves de ce théorème. L’une reprend l’argu-
ment de E. Hewitt et L.J. Savage et repose sur le théorème de Krein-Milman. L’autre est
due à P.L. -Lions et repose sur le théorème de Stone-Weierstrass. Le fait que (i) soit im-
pliqué par (ii), (iii) ou (iv) est trivial. L’implication (i) ⇒ (ii) et l’équivalence (iii) ⇔ (iv)
reposent sur des arguments de la théorie de la mesure assez standards. Les deux implica-
tions délicates sont donc (i) ⇒ (iii) et (ii) ⇒ (iv).

3.2.1 Preuve de (iii) ⇒ (i) et (i) ⇔ (ii).

(iii) ⇒ (i). Pour π ∈ P(P(E)) donnée, il est clair que πk définie par (3.1.1)-(3.1.2) est
symétrique et que la famille des (πk) est compatible.

(i) ⇔ (ii). Les (πk) étant compatibles, le théorème de Kolmogorov A.5.10 affirme qu’il
existe π ∈ P(E∞) unique caractérisée par πk(A) = π(CA) pour tout A ∈ BEk . Il est alors
immédiat que π ∈ Psym(E∞).
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3.2.2 Preuve de (i) ⇒ (iii) dans le cas E compact.

On suppose de plus que E est compact. On commence par définir π : P(P(E)) → R comme

forme linéaire en posant

π(Rϕ) = πj(ϕ) =

∫

Ej
ϕ(x1, ..., xj)π(dx1, ..., dxj)

pour tout polynôme Rϕ de degré j, avec donc ϕ ∈ C(Ej). La compatibilité des (πj)
implique la linéarité de π. Grâce à la compatibilité et la symétrie de πN , pour ϕ ∈ C(Ej),
on a

(3.2.4) πj(ϕ) = πN (ϕ⊗ 1⊗(N−j)) = πN ( ˜ϕ⊗ 1⊗(N−j)).

Grâce au lemme 2.1.4, on en déduit que π est continue pour la norme de C(P(E)) puisque
pour tout Rϕ ∈ P(P(E)) et tout N ∈ N∗ on a

|π(Rϕ)| = |πN ( ˜ϕ⊗ 1⊗(N−j))|

≤ ‖ ˜ϕ⊗ 1⊗(N−j)‖C(EN ) ≤ sup
X∈EN

|Rϕ ◦ µNX | + 2 j2
‖ϕ‖
N

et donc en passant à la limite N → ∞

|π(Rϕ)| ≤ sup
m∈P(E)

|Rϕ(m)| = ‖Rϕ‖C(P(E)).

Comme les polynômes sont denses dans C(P(E)), il suffit de définir π en général en posant

∀ψ ∈ C(P(E)) 〈π, ψ〉 = lim
j→∞

〈π,Rj〉 pour une suite de polynômes Rj → ψ.

On a π(1) = 1. Enfin, si Rϕ ≥ 0 avec ϕ ∈ C(Ej), cela signifie, par définition, Rϕ(m) ≥ 0
∀m ∈ P(E), en particulier Rϕ ◦ µNX ≥ 0. On conclut que

π(Rϕ) = lim
N→∞

πN ( ˜ϕ⊗ 1⊗(N−j)) ≥ lim inf
N→∞

[πN (Rϕ ◦ µNX) − ‖ϕ‖
N

] ≥ 0.

On a donc défini π comme forme linéaire continue positive de masse 1 sur C(P(E)), donc
comme un élément de P(P(E)). Enfin, on a bien (3.1.3).

3.2.3 Preuve de (i) ⇒ (iii) dans le cas E général.

On suppose maintenant seulement E polonais et localement compact. Soit Ê = E∪{∞}
le compactifié d’Alexandroff de E qui est muni d’une structure d’espace métrique compact
(voir la section A.4 de l’annexe). Appliquant l’implication (i) ⇒ (iii) à la suite symétrique
et compatible (πj) de P(Ej) ⊂ P(Êj), il vient

(3.2.5) ∃π ∈ P(P(Ê)) telle que πj =

∫

P( bE)
ρ⊗jπ(dρ) ∀ j ≥ 1.

Il s’agit maintenant de montrer que suppπ ⊂ P(E), ce qui permettra de considérer
π|P(E) = π comme un élément de P(P(E)), et terminera la preuve.



55

A cette fin, on définit ρ̂ ∈ P(Ê) la masse de dirac en ∞, ρ̂({∞}) = 1, et A :=
P(Ê) \ (P(E) ∪ {ρ̂}). De cette façon on a P(Ê) = P(E) ∪A ∪ {ρ̂} disjoints deux à deux,
et tel que

ρ ∈ P(E) ⇒ ρ(E) = 1, ρ ∈ A⇒ 0 < ρ(E) < 1, ρ̂(E) = 0.

Comme par hypothèse π1 ∈ P(E), on a grâce à (3.2.5)

(3.2.6)

1 = π1(E) =

∫

P( bE)
ρ(E)π(dρ)

=

∫

P(E)
ρ(E)︸ ︷︷ ︸

=1

π(dρ) +

∫

A
ρ(E)π(dρ) + ρ̂(E)︸ ︷︷ ︸

=0

π({ρ̂})

= π(P(E)) +

∫

A
ρ(E)︸ ︷︷ ︸
<1

π(dρ).

Supposons par contradiction π(A) > 0. On déduit alors de (3.2.6) que

1 < π(P(E)) +

∫

A
π(dρ) ≤ π(P(E)) + π(A) + π({ρ̂}) = 1,

ce qui est absurde, et donc π(A) = 0. Combiné à (3.2.6), cela implique π(P(E)) = 1. ⊓⊔

3.2.4 Preuve de (iii) ⇔ (iv).

Commençons par un lemme.

Lemme 3.2.6 Soit E un espace polonais. L’application Λ : P(E) → eP(E∞), µ 7→ Λ(µ) := mµ = µ⊗∞

est un homéomorphisme entre espaces topologiques dont l’inverse est Λ−1 : eP(E∞) → P(E), α = mµ 7→
Λ−1(α) = Π1α = µ.

Preuve du Lemme 3.2.6. Etape 1. Par définition l’application Λ est bijective. Par définition également
on munit eP(E∞) de la topologie trace de P(E∞) que l’on rappelle être définie pour une suite (αN ) de
P(E∞) et α ∈ P(E∞) par αN → α si, et seulement si, Πkα

N → Πkα dans P(Ek) pour tout k ≥ 12. On

en déduit en particulier que mµn → mµ dans eP(E∞) implique µn = Π1mµn → Π1mµ = µ, et donc Λ−1

est continue.

Etape 2. Λ est continue dans le cas compact. Soit µn → µ faiblement dans P(E). Comme mµn ∈ P(E∞)
un compact, il existe n′ une sous-suite, il existe m̄ ∈ P(E) telle que mµn′

→ m̄ faiblement dans P(E∞).
Alors pour tout f = f1 ⊗ ...⊗ fk on a

mµn′
(f) = µn′(f1) ... µn′(fk) → µ(f1) ... µ(fk) = mµ(f).

Cela permet d’identifier m̄ = mµ et montre (par unicité de la limite) que Λ est continue.

Etape 3. Λ est continue dans le cas général. Le seul point à modifier est que maintenant la séquentielle
compacité de la suite (mµn) n’est pas automatique : il faut vérifier un critère de tension. Puisque µn → µ,
cette suites est tendue dans P(E) : ∀ ε > 0 il existe Kε ⊂ E compact tel que µn(E\Kε) ≤ ε. Pour
tout k ≥ 1 on définit le cylindre Ck = C(Kε 2−k , ..., Kε 2−k ) (avec k répliques de Kε 2−k ) et l’ensemble
K := C1 ∩ ... ∩ Ck ∩ ..... On vérifie, en utilisant un procédé d’extraction diagonale de Cantor3, que K est
un compact de E∞. De plus, on a

∀n ≥ 1 mµn(E∞\K) ≤
∞X

k=1

mµn(E∞\Ck) ≤ ε.

2voir le lemme A.5.11 de l’appendice
3voir la preuve du lemme 3.3.13 ci-dessous
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Cela implique que la suite (mµn) est tendue, et on conclut de la même manière que précédemment. ⊓⊔
(iii) ⇒ (iv). Supposons (iii) et définissons π̃ := Λ♯π̂, soit donc pour toute fonction mesurable Φ sur P̃(E∞)

Z

P̃(E∞)

Φ(α) π̃(dα) =

Z

P̃(E∞)

Φ(α) (Λ♯π̂)(dα) =

Z

P(E)

Φ(Λ(ρ)) π̂(dρ) =

Z

P(E)

Φ(mρ) π̂(dρ).

Choisissant Φ : P̃(E∞) → P(Ek), α 7→ Φ(α) := Πk(α), et remarquant que Πk(mρ) = ρ⊗k, on obtient

Z

P̃(E∞)

Πk(α) π̃(dα) =

Z

P(E)

Πk(mρ) π̂(dρ) =

Z

P(E)

ρ⊗k π̂(dρ) = πk.

(iv) ⇔ (iii) Inversement, supposons maintenant (iv) et définissons π̂ := Λ−1♯π̃, soit donc pour toute fonction
mesurable Φ sur P(E)

Z

P(E)

Φ(ρ) π̂(dρ) =

Z

P(E)

Φ(ρ) (Λ−1♯π̃)(dρ) =

Z

P̃(E∞)

Φ(Λ−1(α)) π̃(dα) =

Z

P̃(E∞)

Φ(Π1α) π̂(dα).

Choisissant Φ : P(E) → P(Ek), ρ 7→ Φ(ρ) = ρ⊗k, et remarquant que (Π1α)⊗k = Πkα pour α ∈ P̃(E∞),
on obtient Z

P(E)

ρ⊗k π̂(dρ) =

Z

P̃(E∞)

(Π1α)⊗k π̂(dα) =

Z

P̃(E∞)

(Πkα) π̂(dα) = πk.

3.2.5 Preuve (directe) de (ii) ⇒ (iv) dans le cas d’un espace compact

Lemme 3.2.7 Supposons E compact. Soit m ∈ P(E∞). Il y a équivalence entre
(i) m ∈ Psym(E∞) ;
(ii) m(Aσ) = m(A) pour tout A ∈ BE∞ et pour tout σ ∈ S∞, avec S∞ := {σ : N∗ → N∗ bijective ;

∃ I ⊂ N∗ fini σ(i) = i ∀i /∈ I}, Aσ := {Xσ, X ∈ A} ;
(iii) m satisfait

∀ f =
k
⊗
j=1

fj ∈ C(E)⊗k, ∀σ ∈ Sk m(fσ) = m(f),

avec fσ(X) = f(Xσ).
En particulier, l’espace Psym(E∞) est fermé (au sens de la convergence faible) dans P(E∞), donc c’est un
espace convexe et compact.

Preuve du Lemme 3.2.7. L’équivalence (i) ⇔ (iii) est claire, il suffit d’utiliser un argument d’approximation
dans les deux cas : f = lim fn avec fn fonctions étagées si f ∈ C(E) et 1A = limϕn avec ϕn+1 ≥ ϕn ∈ C(E)
si A est un ouvert, et de passer à la limite dans les définitions. L’implication (ii) ⇒ (i) ést immédiate,
et l’implication inverse est une conséquence du lemme de classe monotone (puisque les pavés engendrent
la tribu BE∞). Pour montrer que m ∈ Psym(E∞) il suffit maintenant d’utiliser le critère (iii) : si (mn)
est une suite de Psym(E∞) telle que mn → m faiblement dans P(E∞) cela implique que (est équivalent
à ce que) mn

k → mk faiblement dans P(Ek) pour tout k ≥ 1, de sorte que en passant à la limite dans
les relations (iii) pour mn on en déduit que m satisfait ces mêmes identités et que donc m ∈ Psym(E∞).
Comme P(E∞) est compact, cela prouve que Psym(E∞) est compact. ⊓⊔

Lemme 3.2.8 Soit m ∈ P(E∞). Il y a équivalence entre

(i) m ∈ eP(E∞)
(ii) m satisfait

∃µ ∈ P(E) ∀ f =
k
⊗
j=1

fj ∈ Cb(E)⊗k, m(f) =
kY

j=1

µ(fj).

En particulier, l’espace eP(E∞) est fermé (au sens de la convergence faible) dans P(E∞).

Preuve du Lemme 3.2.8. Elle est semblable à la preuve du Lemme 3.2.7. ⊓⊔
Dans la suite, pour des ensembles F1, . . . , Fk ∈ BE on note C(F1, . . . , Fk) le cylindre

C(F1, . . . , Fk) := {X = (xn)n≥1 ∈ E∞; xn ∈ Fn ∀n = 1, ..., k} = F1 × · · · × Fk × E × · · · ∈ BE∞ .
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Lemme 3.2.9 Soient A = C(E1, . . . , En), B = C(E1, . . . , En, E1, . . . , En) et m ∈ Psym(E∞). Alors

(3.2.7) m(A)2 ≤ m(B)

Preuve du Lemme 3.2.9. Soit χj la fonction caractéristique du cylindre {a|ai+(j−1)n ∈ Ei, 1 ≤ i ≤ n}.
Pour tout ℓ ∈ N∗, on a

(3.2.8)

Z

EN

 
ℓX

j=1

χj(a)

!
dm(a) = ℓm(A)

car m est symétrique. De façon similaire, on calcule

(3.2.9)

Z

EN

 
ℓX

j=1

χj(a)

!2

dm(a) =
ℓX

j=1

ℓX

k=1

Z

EN

(χj(a)χk(a)) dm(a)

=
ℓX

j=1

Z

EN

χ1(a)dm(a) +
X

j 6=k

Z

EN

χ1(a)χ2(a)dm(a)

= ℓm(A) + ℓ (ℓ− 1)m(B).

Maintenant, appliquant l’inégalité de Cauchy-Schwarz avec (3.2.8) et (3.2.9), on obtient

(3.2.10)

 Z

EN

 
ℓX

j=1

χj(a)

!
dm(a)

!2

≤
Z

EN

 
ℓX

j=1

χj(a)

!2

dm(a)

ℓ2m(A)2 ≤ ℓm(A) + ℓ (ℓ− 1)m(B).

Ainsi, on a démontré

m(A)2 ≤ 1

ℓ
m(A) + (1 − 1

ℓ
)m(B)

≤ m(B) +
1

ℓ
(m(A) −m(B))

≤ m(B) +
1

ℓ
,

et comme cela est vrai ∀ℓ ∈ N∗ on en déduit (3.2.7). ⊓⊔

Proposition 3.2.1 Soit m ∈ Psym(E∞) vérifiant l’égalité dans (3.2.7) pour tout cylindre A. Alors m est
un point extrémal de Psym(E∞). En particulier, P̃(E∞) ⊂ Ext(Psym(E∞)).

Preuve de la Proposition 3.2.1. On suppose que m n’est pas un point extrémal de Psym(E∞). Alors
∃m1, m2 ∈ Psym(E∞) distincts et 0 < t < 1 tel que

m = tm1 + (1 − t)m2

Comme m1,m2 sont distincts on peut choisir un cylindre A = C(E1, . . . , En) tel que m1(A) 6= m2(A). On
pose B = C(E1, . . . , En, E1, . . . , En). D’une part, en utilisant (3.2.7), on a

(3.2.11) m(B) = tm1(B) + (1 − t)m2(B) ≥ tm1(A)2 + (1 − t)m2(A)2.

D’autre part, on a
m(A) = tm1(A) + (1 − t)m2(A),

et puisque m1(A) 6= m2(A), 0 < t < 1, par convexité stricte de l’application α 7→ α2, on déduit

(3.2.12) m(A)2 < tm1(A)2 + (1 − t)m2(A)2.

En combinant (3.2.11) et (3.2.12) on obtient l’inégalité stricte m(A)2 < m(B). Par conséquent, si m ∈
Psym(E∞) vérifie l’égalité dans (3.2.7) pour tout cylindre A alors m est un point extrémal de Psym(E∞).
Or, si m = mµ ∈ P̃(E∞) il est clair que m vérifie l’égalité dans (3.2.7). En effet pour A = C(E1, . . . , En)
et B = C(E1, . . . , En, E1, . . . , En) on a

m(A) = µ(E1) · · ·µ(En), m(B) = µ(E1) · · ·µ(En)µ(E1) · · ·µ(En)

et donc m(A)2 = m(B). Cela démontre bien l’inclusion P̃(E∞) ⊂ Ext(Psym(E∞)). ⊓⊔
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Proposition 3.2.2 Aucune probabilité m ∈ Psym(E∞) \ eP(E∞) n’est un point extrémal. En particulier,
P̃(E∞) ⊃ Ext(Psym(E∞)).

Preuve de la Proposition 3.2.2. Comme m ∈ Psym(E∞) \ eP(E∞) il existe F0, F1, . . . , Fn ∈ BE tel que

(3.2.13) m(C(F0, F1, . . . , Fn)) 6= m(C(F0))m(C(F1, . . . , Fn)),

puisque dans le cas contraire, en posant µ(F0) := m(C(F0)), on aurait m = mµ.
On commence par remarquer que nécessairement 0 < m(C(F0)) < 1. En effet, d’une partm(C(F0)) = 0

implique m(C(F0, F1, . . . , Fn)) = 0 et on aurait égalité dans (3.2.13). D’autre part, si m(C(F0)) = 1, on a
m(C(E\F0, F1, . . . , Fn)) ≤ m(C(E\F0)) = 0, et de la relation

1 = m(C(F0, F1, . . . , Fn)) +m(C(E\F0, F1, . . . , Fn)) +m(C(E,En\(F1 × · · · × Fn)),

on tire

m(C(F0, F1, . . . , Fn)) = 1 −m(C(En\(F1 × · · · × Fn)) = m(C(F1, . . . , Fn)),

ce qui implique une égalité dans (3.2.13).
Pour A = C(A1, . . . , An) ∈ BE∞ , on pose Ā = C(E,A1, . . . , An). En utilisant le fait quem(A) = m(Ā)

par symétrie de m, on peut écrire

(3.2.14)

m(A) = m(Ā|C(F0))m(C(F0)) +m(Ā|C(F c0 ))m(C(F c0 ))

= m(C(F0))| {z }
t

m(Ā|C(F0))| {z }
m1(A)

+(1 −m(C(F0)))| {z }
1−t

m(Ā|C(F c0 ))| {z }
m2(A)

= tm1(A) + (1 − t)m2(A),

avec m1,m2 ∈ Psym(E∞) distincts, 0 < t < 1, et c’est précisément ce qu’il fallait démontrer : m /∈
Ext(Psym(E∞)). ⊓⊔
Preuve de (ii) ⇒ (iv). En résumé, on a démontré que Psym(E∞) est un convexe compact et que

Ext(Psym(E∞)) = eP(E∞) est fermé. Alors d’après le théorème A.3.8 de Choquet, pour tout π ∈ Psym(E∞)

il existe une mesure de probabilité P(eP(E∞)) telle que

π =

Z

eP(E∞)

α π̃(dα),

ce qui est bien (iv) en appliquant la projection Πk de part et autre de cette égalité. ⊓⊔

3.3 Convergences dans Psym(EN), N → ∞, et Chaos

Définition & Lemme 3.3.10 Soit E un espace polonais localement compact. Etant donnée
F ∈ Psym(EN ), il existe une (unique) mesure de probabilité F̂ ∈ P(P(E)) telle que

(3.3.15) ∀Φ ∈ Cb(P(E)) 〈F̂ ,Φ〉 =

∫

EN
Φ(µNX)F (dX).

Preuve du lemme 3.3.10 : construction de F̂ . Lorsque E est compact et donc P(E) aussi, il
suffit de prendre (3.3.15) comme définition. Lorsque E est seulement localement compact
et donc P(E) est seulement un espace polonais, on procède de la manière suivante. On
commence par définir la mesure de Radon α sur PN (E) en posant

∀Φ ∈ Cb(PN (E)) 〈α,Φ〉 :=

∫

EN
Φ(µNX)F (dX).

L’espace PN (E) muni de la distance W1 associée à une métrique bornée est isomorphe à
EN/SN muni de la distance naturelle. On en déduit aisément que PN (E) est un espace
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polonais localement compact. La mesure de Radon α définit donc une mesure borélienne
sur PN (E), que nous notons β ∈ P(PN (E)). Or comme la tribu borélienne de PN (E) est
la trace de la tribu borélienne de P(E), la mesure β induit une mesure borélienne γ sur
P(E) : elle est obtenue en posant γ(A) = β(A ∩ PN (E)) ∀A ∈ BP(E). Finalement, en

notant F̂ = γ, on a bien (3.3.15). ⊓⊔

Remarque 3.3.11 Soit FN ∈ Psym(EN ) et F̂N ∈ P(P(E)) la mesure associée grâce à
la Définition 3.3.10. Pour tout 1 ≤ k ≤ N notons FNk la kième marginale de FN définie

au point (ii) de la Définition 3.1.1 et la restriction F̂Nk = (F̂N )k de F̂N donnée par le
Théorème 3.1.4 de Hewitt et Savage. Alors

F̂N1 = FN1 ,

soit de manière plus explicite

∀ϕ ∈ Cb(E) 〈F̂N1 , ϕ〉 = 〈F̂N , Rϕ〉 = 〈FN1 , ϕ〉.

En effet, pour tout ϕ ∈ C(E), on a en utilisant juste la symétrie de FN

〈F̂N1 , ϕ〉 := 〈F̂N , Rϕ〉 =
1

N

N∑

i=1

∫

E
ϕ(xi)F

N (dX)

=

∫

E
ϕ(x1)F

N (dX) = 〈FN1 , ϕ〉.

Définition 3.3.12 (i) On dit qu’une suite (FN ) de mesures de probabilité sur EN converge
vers π une mesure de probabilité sur E∞, on note FN ⇀ π faiblement dans P(Ek)∀k, si
toutes les marginales convergent, i.e. si

∀ j ≥ 1, ∀ϕ ∈ Cb(E
j) 〈FNj , ϕ〉 −→

N→∞
〈πj , ϕ〉,

où FNj désigne la jième marginale de FN définie au point (ii) de la Définition 3.1.1 et πj
désigne la jième marginale de π définie au point (i) de la Définition 3.1.2.

(ii) On dit qu’une suite (µN ) de P(P(E)) converge faiblement vers µ ∈ P(P(E)), on
note µN → µ dans P(P(E)), si

∀Φ ∈ Cb(P(E)) 〈µN ,Φ〉 −→
N→∞

〈µ,Φ〉.

Le résultat suivant est fondamental : il permettra le passage entre les différents points
de vue intervenant dans le Théorème de Hewitt et Savage.

Lemme 3.3.13 Soit E un espace polonais localement compact. Soit FN une suite de
Psym(EN ) à laquelle on associe la suite de mesures de probabilité F̂N ∈ P(P(E)) et la
suite de marginales à une variable FN1 ∈ P(E). Il y a équivalence entre

(i) (F̂N ) est relativement compacte dans P(P(E)) ; en particulier, il existe π ∈ P(P(E))
et une sous-suite (F̂N

′
) tels que

∀Φ ∈ Cb(P(E)) 〈F̂N ′
,Φ〉 → 〈π,Φ〉;
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(i’) (F̂N ) est tendue dans P(P(E)) :

∀ ε > 0 ∃K compact ⊂ P(E) ∀N F̂N (P(E)\K) ≤ ε;

(ii) FN1 est relativement compacte dans P(E) ; en particulier, il existe µ ∈ P(E) et
une sous-suite (FN

′

1 ) tels que

∀ϕ ∈ Cb(E) 〈FN ′

1 , ϕ〉 → 〈µ,ϕ〉;

(ii’) FN1 est tendue dans P(E) :

∀ ε > 0 ∃K compact ⊂ E ∀N FN1 (E\K) ≤ ε.

Preuve du Lemme 3.3.13. Puisque E et P(E) sont des espaces polonais les équivalences
(i) ⇔ (i’) et (ii) ⇔ (ii’) sont classiques (voir le théorème 1.5.27 de Prokhorov et les notes
bibliographiques de la section 1.8). Il suffit donc de montrer, par exemple, que (i) implique
(ii) et (ii’) implique (i’).

(i) implique (ii). De (i), et en notant µ = π1, on déduit

∀ϕ ∈ Cb(E) 〈µ,ϕ〉 = 〈π,Rϕ〉 = lim
N ′→∞

〈F̂N ′
, Rϕ〉 = lim

N ′→∞
〈FN ′

1 , ϕ〉.

(ii’) implique (i’). Le point clef est de se rappeler que F̂N1 = FN1 d’après la remarque 3.3.11.
Il s’agit donc de montrer qu’étant donnée une famille F := {π} ⊂ P(P(E)), la tension de
la famille G := {π1} ⊂ P(E) (des mesures d’intensité) implique la tension de F . Or en
effet, par hypothèse, pour tout ε > 0 il existe Kε ⊂ E un compact tel que π1(K

c
ε) ≤ ε

∀π ∈ G. Alors pour tout η, ε > 0 et tout π ∈ F on a

π{ρ ∈ P(E); ρ(Kc
ε η) ≥ η} =

∫

P(E)
1{ρ(Kc

ε η)≥η}
π(dρ)

≤
∫

P(E)

ρ(Kc
ε η)

η
π(dρ) =

π1(K
c
ε η)

η
≤ ε.

On définit le sous-ensemble de P(E)

Kε :=
⋂

k≥1

{ρ ∈ P(E); ρ(Kc
ε 2−k k−1) ≤ 1/k},

qui est bien un compact puisque de toute suite ρn de Kε on peut extraire une sous-suite (à
l’aide d’un procédé diagonal appliqué à ρn|K

ε2−kk−1
) qui converge. On calcule alors pour

tout π ∈ F

π(P(E)\Kε) = π
( ⋃

k≥1

{
ρ ∈ P(E); ρ(Kc

ε 2−k k−1) > 1/k
})

≤
∑

k≥1

π
{
ρ ∈ P(E); ρ(Kc

(ε 2−k)/k) ≥ 1/k
}
≤
∑

k≥1

ε 2−k = ε,

ce qui prouve que F est tendue. ⊓⊔
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Théorème 3.3.14 (Convergences équivalentes). Soit (FN ) une suite de mesures de
probabilité de Psym(EN ). Pour π ∈ P(E∞) donnée, et π̂ ∈ P(P(E)) la mesure associée
grâce au théorème 3.1.4 de Hewitt et Savage, il y a équivalence entre les convergences

(i) FN → π dans P(Ek)∀ k ;

(ii) F̂N → π̂ dans P(P(E)) ;

(iii) 〈F̂N , R〉 → 〈π̂, R〉 pour tout R ∈ P(P(E)) ou R ∈ M(P(E)).

Preuve du théorème 3.3.14.

Étape 1. L’implication (ii) ⇒ (iii) est évidente grâce à l’inclusion P(P(E)) ⊂ Cb(P(E)).

Étape 2. Soit Rϕ ∈ P(P(E)) avec ϕ ∈ Cb(E
j). On calcule pour N ≥ 2 j

〈F̂N , Rϕ〉 = 〈FN , Rϕ ◦ µN 〉

= 〈FN , ˜ϕ⊗ 1⊗(N−j)〉 + O(1/N) (lemme 2.1.4)

= 〈FN , ϕ⊗ 1⊗(N−j)〉 + O(1/N) (symétrie de FN )

= 〈FNj , ϕ〉 + O(1/N),

de sorte que ∣∣∣〈F̂N , Rϕ〉 − 〈FNj , ϕ〉
∣∣∣ ≤ 2 j2

‖ϕ‖∞
N

.

Il y a donc évidemment équivalence entre :

(3.3.16) 〈FNj , ϕ〉 → 〈πj , ϕ〉 et 〈F̂N , Rϕ〉 → 〈π̂, Rϕ〉,

pour tout ϕ ∈ Cb(E
j), et donc pour tout ϕ ∈ Cb(E)⊗j , puisque 〈πj , ϕ〉 = 〈π̂, Rϕ〉 d’après

le théorème 3.1.4 de Hewitt et Savage. Cela démontre l’équivalence (i) ⇔ (iii) pour R ∈
P(P(E)) et pour R ∈ M(P(E)) est démontrée de la manière suivante.

Finalement, on montre que (iii) pour R ∈ P(P(E)) et (iii) pour R ∈ M(P(E)) sont
équivalents en utilisant que la convergence FNk ⇀ πk au sens de la dualité Cb(E)⊗k et
au sens de la dualité Cb(E

k) sont équivalentes (en faisant un détour par l’équivalence de
la convergence au sens de la dualité Cc(E)⊗k et au sens de la dualité Cc(E

k) grâce au
théorème de Stone-Weierstrass).

Étape 3. (i) ⇒ (ii). Supposons (i), ce qui implique en particulier que FN1 est tendue.
D’après le Lemme 3.3.13 cela implique qu’il existe une sous-suite FN

′
et α ∈ P(P(E))

telles que F̂N
′
⇀ α dans P(P(E)). Or comme (ii) implique (i), il vient FN

′

k → αk dans
P(Ek) pour tout k ≥ 1. Donc en particulier, αk = πk pour tout k ≥ 1, ce qui signifie
α = π d’après le théorème de Hewitt et Savage, et par unicité de la limite, c’est toute la
suite F̂N qui converge vers π. ⊓⊔

Remarque 3.3.15 Soit FN ∈ Psym(EN ) et F̂N ∈ P(P(E)) la mesure associée grâce à
la Définition 3.3.10. Pour tout 1 ≤ k ≤ N notons FNk la kième marginale de FN définie

au point (ii) de la Définition 3.1.1 et la restriction F̂Nk = (F̂N )k de F̂N donnée par le
Théorème 3.1.4 de Hewitt et Savage. Alors

∀ k ≥ 2 F̂Nk = FNk + O(k2/N).

En effet, pour ϕ ∈ Cb(E
k) et k ≥ 2, nous venons de voir dans la preuve précédente que

〈F̂Nk , ϕ〉 := 〈F̂N , Rϕ〉 = 〈FNk , ϕ〉 + O(k2/N).
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Théorème 3.3.16 (Compacité). Soit E un compact. Soit (FN ) une suite de mesures
de probabilité de Psym(EN ). Alors il existe une sous-suite N ′ et il existe π̂ ∈ P(P(E))
telles que

(3.3.17) m̂N ′ → π̂ dans P(P(E))

Preuve du théorème 3.3.16. Pour tout k ≥ 1, définissons la suite (FNk )N≥k de Psym(Ek)
par

FNk :=

∫

EN−k

FN dxk+1...dxN .

Par extraction diagonale et compacité de Psym(Ek), il existe une sous-suite N ′ et pour
tout k ≥ 1 il existe πk ∈ Psym(Ek) telle que

FNk ⇀ πk P(Ek) − w lorsque N → ∞.

Par construction (πk) est compatible et symétrique. On conclut grâce au Théorème 3.1.4
(existence de π̂) et au Théorème 3.3.14 (convergence (3.3.17)). ⊓⊔

Afin de traiter le cas E = Rd nous allons introduire quelques notations et définitions.

• Pour k > 0, on définit l’application

Mk : P(E) → R, f 7→
∫

E
|x|k f(dx)

qui est une application positive, sci et convexe, donc mesurable. Pour π ∈ P(P(E)) on a
alors (c’est la définition !)

〈π,Mk〉 =

∫

P(E)
〈ρ, |v|k〉π(dρ) = Mk(π1).

• On note Pk(P(E)) l’espace

Pk(P(E)) := {π ∈ P(P(E)); Mk(π1) <∞}.

On a bien sûr Pk(P(E)) ⊂ P(Pk(E)).

Définition 3.3.17 (i) On dit que (πN ) est bornée dans Pk(P(E)), k ∈ (0,∞), s’il existe
une constante C telle que ∀N ≥ 1 Mk(π

N
1 ) ≤ C.

(ii) On dit que (πN ) converge faiblement vers π dans Pp(P(E)), p ∈ (0,∞), si πN → π
faiblement dans P(P(E)) et Mp(π

N
1 ) →Mp(π1).

Théorème 3.3.18 (Compacité). Soit E = Rd. Pour une suite FN ∈ Psym(E) (resp.
πN ∈ P(P(E))) un critère de tension dans P(P(E)) pour la suite (F̂N ) (resp. πN) est

∃ k,C ∈ (0,∞) Mk(F
N
1 ) ≤ C (resp. Mk(π1) ≤ C) .

Pour une telle suite (FN ) (resp. (πN )) il existe une sous-suite (N ′) et π ∈ Pk(P(E)) telles
que

• FN ′

j ⇀ πj (resp. πN
′

j ⇀ πj) faiblement dans P(Ej) pour tout j ≥ 1 ;

• F̂N ′
⇀ π (resp. πN

′
⇀ π) faiblement dans Pp(P(E)) pour tout p ∈ (0, k).



63

Comme conséquence immédiate du Théorème 2.2.8 et du Théorème 3.3.16 on a le
résultat suivant.

Théorème 3.3.19 (Double limite). Soit E compact ou E = Rd. Soit (uN ) une suite
de Cb(E

N ) telle que

|uN | ≤ C |uN (X) − uN (Y )| ≤ ω(Wp(µ
N
X , µ

N
Y ))

pour une constante C, un module de continuité ω et un indice p ∈ (0,∞). Soit (FN ) une
suite de P(EN ) telle que ∫

E
|x|k FN1 (dx) ≤ C

pour une constante C et un exposant k ∈ (p,∞). Alors il existe une sous-suite (N ′), une
fonction U ∈ Cb(Pp(E)−Wp) et une probabilité π ∈ Pk(P(E)) telles que

∫

EN′
uN ′ FN

′
(dX) →

∫

Pp(E)
U(ρ)π(dρ).

Preuve du Théorème 3.3.19. Le Théorème 2.2.8 implique qu’il existe une première sous-
suite (N ′) et une fonction U ∈ Cb(Pp(E)−Wp) telles que pour tout a > 0

sup
X∈EN′ ,Mk(µ

N′
X )≤a

|uN ′(X) − U(µN
′

X )| =: εa(N
′) → 0 lorsque N ′ → ∞.

Le Théorème 3.3.16 implique qu’il existe éventuellement une seconde sous-suite toujours
notée (N ′) et une probabilité π ∈ Pk(P(E)) telles que

F̂N → π faiblement dans Pp(P(E)).

On obtient ainsi
∫

EN′
uN ′ FN

′
(dX) =

∫

EN′
(uN ′(X) − U(µN

′

X )1Mk(µ
N′
X )≤a F

N ′
(dX)

+

∫

EN′
(uN ′(X) − U(µN

′

X )1
Mk(µ

N′
X )>a

FN
′
(dX)

+

∫

EN′
U(µN

′

X ) FN
′
(dX)

= O(εa(N
′)) + O

(
2
C2

a

)
+

∫

Pp(E)
U(ρ) F̂N

′
(dρ),

et ce dernier terme tend bien vers la limite annoncée. ⊓⊔

Théorème 3.3.20 (État pur). Soit π ∈ P(P(E)) et µ ∈ P(E). Il y a équivalence entre

(i) π = δµ dans P(P(E)) ;

(ii) π = µ⊗∞ dans P(E∞) ;

(iii) π|E2 = µ⊗ µ ;

(iv) pour p ∈ [1,∞) donné, pour tout ϕ ∈ C(E) on a
∫

P(E)

∣∣∣∣
∫

E
ϕd(ρ− µ)

∣∣∣∣
p

dπ(ρ) = 0.

Lorsque π satisfait l’une de (donc toutes) ces conditions, on dit que π est un état pur.
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Preuve du Théorème 3.3.20. (i) ⇔ (ii) est vraie d’après le théorème 3.1.4, et (ii) ⇒ (iii)
est évident. De (iii) on tire, grâce au théorème 3.1.4,

∫

P(E)

[∫

E
ϕd(ρ− µ)

]2

dπ(ρ) =

∫

P(E)

[∫

E2

ϕ⊗ ϕd(ρ⊗ ρ)

]
dπ(ρ)

− 2

∫

E
ϕdµ

∫

P(E)

[∫

E
ϕdρ

]
dπ(ρ) +

[∫

E
ϕdµ

]2

=

∫

E2

ϕ⊗ ϕd(µ ⊗ µ) −
[∫

E
ϕdµ

]2

= 0,

et donc (iv) dans le cas p = 2. Montrons (i) ⇒ (iv) pour tout p ∈ [1,∞). Pour ϕ ∈ C(E)
donnée, l’application

δϕ : P(E) → R, ρ 7→
∫

E
ϕd(ρ− µ)

est continue. Il s’ensuit que
∫

P(E)

∣∣∣∣
∫

E
ϕd(ρ − µ)

∣∣∣∣
p

dπ(ρ) = |δϕ(µ)|p = 0.

Montrons enfin que (iv) pour p ∈ [1,∞) donné ⇒ (i). Soit (ϕn) une suite de Lip1(E) dense
dans C(E) (ou plus exactement telle que l’ev engendré par les ϕn est dense dans C(E))
et définissons

δp(ρ, µ) :=
∞∑

n=1

1

2n

∣∣∣∣
∫

E
ϕn d(ρ− µ)

∣∣∣∣
p

.

Clairement, δp(·, µ) ∈ C(P(E)), δp(ρ, ρ) = 0 et δp(ρ, µ) > 0 pour tout ρ ∈ P(E), ρ 6= µ.
On en déduit que ∫

P(E)
δp(ρ, µ) dπ(ρ) = 0

implique suppπ ⊂ δµ, et donc π = δµ (puisque π est de masse 1). ⊓⊔

Remarque 3.3.21 Donnons une deuxième preuve de (iii) implique (i) que l’on reformule
de la manière suivante :

soit π̂ ∈ P(P(E)) qui vérifie π2 = π1 ⊗ π1 alors π̂ = δπ1.

Deuxième preuve de (iii) implique (i). Par hypothèse, pour toutes fonctions ϕi ∈ C(E)
∫

P(E)
〈ρ⊗ ρ, ϕ1 ⊗ ϕ2〉 π̂(dρ) =

∫

P(E)
〈ρ, ϕ1〉 π̂(dρ)

∫

P(E)
〈ρ, ϕ2〉 π̂(dρ).

En choisissant ϕ1 = ϕ2 = ϕ ∈ C(E) on a

∫

P(E)
〈ρ, ϕ〉2 π̂(dρ) =

(∫

P(E)
〈ρ, ϕ〉 π̂(dρ)

)2

.

C’est un cas d’égalité dans l’inégalité de Cauchy-Schwartz qui implique

〈ρ, ϕ〉 = Cϕ ∈ R ∀ ρ ∈ supp π̂.

Pour ρ1, ρ2 ∈ supp π̂ on a donc 〈ρ2 − ρ1, ϕ〉 = 0 ∀ϕ ∈ C(E) ce qui implique ρ1 = ρ2 et
donc supp π̂ est un singleton {m}. Par définition de π1 on a m = π1. ⊓⊔
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Définition 3.3.22 On dit qu’une suite (GN ) de Psym(EN ) est f -chaotique, avec f ∈
P(E), si pour tout k et toutes fonctions ϕ1, ..., ϕk ∈ Cb(E) on a

∫

EN
ϕ1(x1) ... ϕk(xk) dG

N (x1, ..., xk, ..., xN ) −→
N→∞

(∫

E
ϕ1 df

)
...

(∫

E
ϕk df

)
.

On déduit immédiatement des Théorèmes 3.3.14 et 3.3.20 et de la définition 3.3.22 :

Corollaire 3.3.23 (Chaos asymptotique). Soit (FN ) une suite de Psym(EN ) et f ∈
P(E). Il y a équivalence entre

(0) (FN ) est f -chaotique ;

(i) FN → δf dans P(P(E)) ;

(ii) FN → f⊗∞ dans P(Ek)∀ k ;

(iii) FN2 → f ⊗ f dans P(E2) ;

(iv) pour p ∈ [1,∞) donné, pour tout ϕ ∈ Cb(E), on a

∫

EN

∣∣∣∣
∫

E
ϕd(µNX − f)

∣∣∣∣
p

FN (dX) −→
N→∞

0.

Corollaire 3.3.24 Soit f ∈ P(E) et Φ ∈ Cb(P(E)). Alors

〈f⊗N ,Φ ◦ µNX〉 → Φ(f).

Autrement dit, pour FN = f⊗N , on a F̂N → δf dans P(P(E)).

3.4 Versions quantifiés du chaos

Nous avons vu que pour f ∈ P(E), la suite FN := f⊗N est f -chaotique. Une question
naturelle est de savoir si on peut quantifier cette convergence.

3.4.1 Premier taux de convergence vers le chaos

Théorème 3.4.25 Soit E compact ou E = Rd. Il existe une distance D sur P(P(E))
(que nous allons construire dans la preuve) telle que

∀ f ∈ P(E), FN := f⊗N D(δf , F̂
N ) ≤ 1/N1/2.

Preuve du théorème 3.4.25. Etape 1. Pour ϕ ∈ Cb(E) fixée, on définit la fonction continue

pϕ : P(E) → R, ρ 7→ pϕ(ρ) :=

∣∣∣∣
∫

E
ϕd(f − ρ)

∣∣∣∣ .
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On calcule alors

〈F̂N , (pϕ)2〉 =

∫

EN

[
pϕ(µNX)

]2
FN (dX)

=

∫

EN

(
1

N

N∑

i=1

ϕ(xi) −
∫

E
ϕdf

)2

df(x1) ... df(xN )

=

∫

EN





1

N2

N∑

i,j=1

ϕ(xi)ϕ(xj) − 2

(
1

N

N∑

i=1

ϕ(xi)

)∫

E
ϕdf +

(∫

E
ϕdf

)2
}
df(x1) ... df(xN )

=
1

N2

∫

EN




∑

j 6=i

ϕ(xi)ϕ(xj) +

N∑

i=1

ϕ(xi)
2



 df(x1) ... df(xN ) −

(∫

E
ϕdf

)2

=
N2 −N

N2

(∫

E
ϕdf

)2

+
1

N

∫

E
ϕ2 df −

(∫

E
ϕdf

)2

=
1

N

{∫

E
ϕ2 df −

(∫

E
ϕdf

)2
}

≤ ‖ϕ‖2
∞

N
.

Etape 2. De la même manière, pour Φ = Rϕ ∈ M(P(E)), ϕ = ϕ1 ⊗ ... ⊗ ϕk, ϕj ∈ Cb(E),
on introduit pΦ(ρ) := |Rϕ(ρ) −Rϕ(f)|, et en notant M = max ‖ϕj‖ on a

〈F̂N , pΦ〉 =

∫

EN

∣∣∣Φ(µNX) − Φ(f)
∣∣∣FN (dX)

=

∫

EN

∣∣∣
k∑

j=1

∫
ϕ1 µ

N
X(dy1)...

∫
ϕj (µNX − f)(dyj)...

∫
ϕk f(dyk)

∣∣∣FN (dX)

≤
k∑

j=1

Mk−1

∫

EN

∣∣∣
∫
ϕj (µNX − f)(dy)

∣∣∣FN (dX)

≤
k∑

j=1

Mk−1
(
〈F̂N , (pϕj )2〉

)1/2
≤ k

Mk

N1/2
.

Etape 3. Enfin, on considère une suite (Φk,ℓ)k,ℓ≥1 de M(P(E)), telle que Φk,ℓ = Rϕk,ℓ est

un monôme de degré k et telle que pour tout k, la famille (ϕk,ℓ)ℓ≥1 est dense dans C0(E
k).

En notant ϕk,ℓ = ϕk,ℓ,1 ⊗ ... ⊗ ϕk,ℓ,k, ϕk,ℓ,j ∈ Cb(E), Mk,ℓ = maxj(‖ϕk,ℓ,j‖), on définit

∀α, β ∈ P(P(E)) D(α, β) :=
∑

k,j≥1

1

kMk
k,ℓ 2

k+ℓ
|〈β − α,Φk,ℓ〉|.

Il est clair d’une part que D est une distance sur P(P(E)). Notons en particulier que si
D(α, β) = 0 alors

∀ k, ℓ ≥ 1 〈βk − αk, ϕk,ℓ〉 = 0,

ce qui implique ∀ k ≥ 1 αk = βk, et donc α = β. D’autre part

D(F̂N , δf ) =
∑

k,j≥1

1

kMk
k,ℓ 2

k+ℓ
|〈F̂N ,Φk,ℓ〉 − Φk,ℓ(f)|

≤
∑

k,j≥1

1

kMk
k,ℓ 2

k+ℓ
|〈F̂N , pΦk,ℓ〉| ≤

∑

k,j≥1

1

2k+ℓN1/2
=

1

N1/2
,



67

ce qui termine la preuve. ⊓⊔

3.4.2 Métriques de Monge-Kantorovich dans P(P(E)) et quantification
du chaos

Pour une fonction D : P(E)×P(E) → R+ sci au sens de la convergence faible et telle
que D(f, g) = 0 si, et seulement si f = g (D sera une distance de P(E) ou une fonction
d’une telle distance) et pour tout f ∈ P(E), on définit

WN
D (f) :=

∫

EN
D
(
µNV ; f

)
f⊗N(dV ).

D’une part, pour FN := f⊗N et πNP f
⊗N := F̂N , on a

WN
D (f) = WN

D

(
FN ; f

)
= W∞

D

(
πNP f

⊗N ; f
)
,

avec

∀G ∈ P(EN ) WN
D (G; f) :=

∫

EN
D(µNV , f)G(dV )

∀π ∈ P(P(E)) W∞
D (π; f) :=

∫

P (E)
D(ρ, f)π(dρ).

D’autre part, une fois fixée une distance D sur P(E), on peut définir dans P(P(E))
des distances par le procédé de Monge-Kantorovich. Plus précisément, pour p ∈ (0,∞),
p♯ := max(1, p), et pour αi ∈ P(P(E)), on pose

WD,p(α1, α2) := inf
π∈Π(α1,α2)

(∫

P(E)×P(E)
D(ρ1, ρ2)

p π(dρ1, dρ2)

)1/p♯

où Π(α1, α2) est l’ensemble des mesures de probabilité π ∈ P(P(E) × P(E)) de première
marginale α1 et de deuxième marginale α2. Si α1 est ”déterministe”, α1(ρ) = δf , et α2 = α
alors Π(α1, α2) = {(δf , α)} de sorte que

Wp♯

D,p(δf , α) =

∫

P(E)×P(E)
D(ρ1, ρ2)

p δf (dρ1)α(dρ2) =

∫

P(E)
D(ρ, µ)p α(dρ).

Lorsque α = F̂N avec FN ∈ Psym(EN ), on a

Wp♯

D,p(δf , F̂
N ) =

∫

P(E)
D(ρ, f)p F̂N (dρ) =

∫

EN
D(f, µNX)p FN (dX),

et enfin lorsque FN = f⊗N , on a

Wp♯

D,p(δf , π
N
P f

⊗N) =

∫

EN
D(f, µNX)p f⊗N(dX) = WN

Dp(f).

Dans ce dernier cas, comme FN = f⊗N est f -chaotique et donc F̂N → δf faiblement dans

P(P(E)) d’après le Corollaire 3.3.24, et donc WD,1(F̂
N , δf ) → 0 d’après le Théorème 1.5.32
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pour la distanceD = W1 associée à une distance dE bornée sur E, on conclut à WN
D (f) → 0

pour une large classe de fonctions D (le caractère borné de dE peut être enlevé dans de
nombreuses situations). A nouveau, la question est de savoir si on peut établir un taux de
convergence vers 0 de la fonction WN

D (f) lorsque N → ∞.

On commence par un résultat élementaire destiné à nous permettre de changer de
distances D.

Lemme 3.4.26 Si D1 ≤ C Dr
2 pour des constantes C > 0 et r < 1, alors il existe une

constante C ′ = C ′(C, r) telle que pour tout f ∈ P(E)

(3.4.18) WN
D1

(f) ≤ C ′
(
WN
D2

(f)
)r
.

Preuve du Lemme 3.4.26. C’est une conséquence immédiate de l’inégalité de Jensen. ⊓⊔

Théorème 3.4.27 Nous avons les taux suivantes sur les fonctions WN :

– Pour tout f ∈ P2(Rd), s ∈ (d/2, d/2 + 1) et N ≥ 1, on a

(3.4.19) WN
‖·‖2

Ḣ−s
(f) =

∫

RNd

∥∥µNV − f
∥∥2

Ḣ−s f
⊗N(dV ) ≤ Cst(d,M2)N

−1.

La même estimation a lieu pour la norme ‖ · ‖H−s lorsque s > d/2.
– Pour tout η > 0 il existe k ≥ 1 tel que pour tout f ∈ Pk(Rd) et N ≥ 1, on a

(3.4.20) WN
W1

(f) ≤ Cst(η, k,Mk)N
−1/(d′+η), d′ = max(d, 2).

– Pour tout η > 0 il existe k ≥ 2 tel que pour tout f ∈ Pk(Rd) et N ≥ 1, on a

(3.4.21) WN
W 2

2
(f) ≤ Cst(η, k,Mk)N

−1/(d′+η), d′ = max(d, 2).

– Pour tout f ∈ Pd+5(Rd) et N ≥ 1, on a

(3.4.22) WN
W 2

2
(f) ≤ Cst(d,Md+5)N

− 2
d+4 .

Preuve du Théorème 3.4.27. On procède en plusieurs étapes.

Preuve de (3.4.19). Fixons f ∈ P2(Rd). D’une part, on écrit

(
µ̂NV − f̂

)
(ξ) =

1

N

N∑

j=1

(
e−i vj ·ξ − f̂(ξ)

)
,

de sorte que

WN
‖·‖2

Ḣ−s
(f) =

∫

RNd



∫

Rd

∣∣∣µ̂NV − f̂
∣∣∣
2

|ξ|2 s dξ


 f⊗N(dV )

=
1

N2

N∑

j1,j2=1

∫

R(N+1)d

(
e−i vj1 ·ξ − f̂(ξ)

) (
e−i vj2 ·ξ − f̂(ξ)

)

|ξ|2 s dξ f⊗N (dV ).
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D’autre part, utilisant

∫

Rd
(e−i vj ·ξ − f̂(ξ)) f(dvj) = 0, j = 1, . . . , d,

et
∫

Rd

∣∣∣e−i v·ξ − f̂(ξ)
∣∣∣
2
f(dv) =

∫

Rd

[
1 − e−i v·ξ f̂(ξ) − ei v·ξ f̂(ξ) + |f̂(ξ)|2

]
f(dv)

= 1 − |f̂(ξ)|2,

on déduit

WN
‖·‖2

Ḣ−s
(f) =

1

N2

N∑

j=1

∫

R(N+1)d

∣∣∣e−i vj ·ξ − f̂(ξ)
∣∣∣
2

|ξ|2 s dξ f⊗N(dV )

=
1

N

∫

R2 d

∣∣∣e−i v·ξ − f̂(ξ)
∣∣∣
2

|ξ|2 s dξ f(dv)

=
1

N

∫

Rd

1 − |f̂(ξ)|2
|ξ|2 s dξ.

Finalement, observant que f̂(ξ) = 1 + i 〈f, v〉 · ξ + O(M2 |ξ|2), et donc

|f̂(ξ)|2 =
(
1 + i 〈f, v〉 · ξ + O(M2 |ξ|2)

) (
1 − i 〈f, v〉 · ξ + O(M2 |ξ|2)

)

= 1 + O
(
M2 |ξ|2

)
,

on obtient

WN
‖·‖2

Ḣ−s
(f) =

1

N

(∫

|ξ|≤1

1 − |f̂(ξ)|2
|ξ|2 s dξ +

∫

|ξ|≥1

1 − |f̂(ξ)|2
|ξ|2 s dξ

)

=
1

N

(∫

|ξ|≤1

M2

|ξ|2 (s−1)
dξ +

∫

|ξ|≥1

1

|ξ|2 s dξ
)
,

de quoi on déduit (3.4.19).

Preuve de (3.4.20). En combinant (3.4.19), (1.6.34) du Lemme 1.6.50 et le lemme 3.4.26,
nous obtenons aisément

WN
W1

(f) =

∫

RNd
[µNV − f ]∗1 f

⊗N(dV )

≤ Ck,s,d(Mk+1)

∫

RNd

(
‖µNV − f‖2

Ḣ−s

)γ2/2
f⊗N (dV )

≤ Ck,s,d(Mk+1)N
−γ2/2.

On en déduit (3.4.20) puisqu’à la limite k = ∞ on a γ2/2 = 1/(2s) et que l’on peut choisir
s aussi proche que l’on souhaite de d/2 lorsque d ≥ 2 et que l’on peut choisir s = 1 lorsque
d = 1.
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Preuve de (3.4.21). La borne (3.4.21) se déduit de la borne (3.4.20) en utilisant le
Lemme 1.6.50 et (1.6.30).

Preuve de (3.4.22). Pour une suite (gε) régularisante de gaussiennes et pour tout X ∈ EN ,
on note

φε = f ∗ gε, φN,εX (y) = (µNX ∗ gε)(y) =
1

N

N∑

i=1

gε(y − xi).

Par inégalité triangulaire et le lemme 1.4.25 on a

W 2
2 (µNX , f) ≤ 3 [W 2

2 (µNX , φ
N,ε
X ) +W 2

2 (φN,εX , φε) +W 2
2 (φε, f)]

≤ 3 [2 d ε +W 2
2 (φN,εX , φε)],

de sorte que

(3.4.23) W2
2 (F̂N , δf ) =

∫

EN
W 2

2 (µNX , f)FN (dX) ≤ 2
[
2 d ε+

∫

EN
W 2

2 (φN,εX , φε)F
N (dX)

]
.

D’autre part, grâce au lemme 1.4.24, on a

W 2
2 (φN,εX , φε) ≤ 3

∫
|y|2|φN,εX − φε| dy

≤ C

√∫
(1 + |y|d+5) |φN,εX − φε|2 dy.

où on a utilisé l’inégalité de Cauchy-Schwartz pour établir la dernière inégalité. Appliquant
à nouveau l’inégalité de Cauchy-Schwartz, il vient

ENW
2
2 (φN,εX , φε) ≤ C

√∫
(1 + |y|d+5)EN |φN,εX − φε|2 dy,

où l’on utilise la notation sous forme d’une espérance EN l’intégrale sur EN par rapport
à la mesure de probabilité FN . En reprennant le calcul de l’étape 1 du Théorème 3.4.25,
on a

EN (φN,εX − φε)2 = EN

(∫

Rd
τxǧε d(µ

N
X − f)

)2

=
1

N

{∫

Rd
(τxǧε)

2 df −
(∫

Rd
τxǧε df

)2
}

=
1

N

{
(gε)

2 ∗ g − (gε ∗ f)2
}
.

On en déduit

ENW
2
2 (φN,εX , φε) ≤ C N−1/2

√∫
(1 + |y|d+5) (gε)2 ∗ f dy

≤ C N−1/2

√∫
(1 + |z|d+5) (gε)2(z) dz

√∫
(1 + |y|d+5) f(dy)

≤ C N−1/2 ε−d/4.(3.4.24)

On conclut en combinant (3.4.23) et (3.4.24) et en choisissant ε = N−2/(d+4). ⊓⊔
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3.5 Comparaisons entre différentes mesures du chaos.

Dans cette section, nous allons comparer différentes mesures du chaos, et donc préciser
le Corollaire 3.3.23. Nous rappelons que pour G,F ∈ Psym(Ej)∩P1(E

j), j ≥ 1, on définit
la distance W1 dans P(Ej) comme étant la distance W1 de MKW associée à la distance
de Ej définie par

∀X,Y ∈ Ej dEj (X,Y ) = d1,Ej (X,Y ) :=
1

j

j∑

i=1

dE(xi, yi).

Nous allons commencer par une série de lemmes de comparaison et nous terminerons par
un résultat qui affirme que pour GN ∈ P(EN ), f ∈ P(E) les mesures de f -chaoticité de
GN grâce aux quantités

W1(G
N , f⊗N), W1(G

N
j , f

⊗j), W1(Ĝ
N , δf )

sont essentiellement équivalentes.

On a montré dans la remarque 3.3.15 que FNj ∼ F̂Nj lorsque N → ∞ et pour j fixé.
On peut être un plus précis, comme le montre le résultat suivant.

Lemme 3.5.28 (Quantification de l’équivalence FNj ∼ F̂Nj ) Pour tout FN ∈ Psym(EN )∩
P1(E

N ) (i.e. tel que FN1 ∈ P1(E)) et tout 1 ≤ j ≤ N , on a

W1(F
N
j , F̂

N
j ) ≤ 2

j2

N
M1(F

N
1 ).

En particulier, pour tout f ∈ P1(E) et en notant FN := f⊗N , on a

W1(f
⊗j, F̂Nj ) ≤ 2

j2

N
M1(f).

Preuve du Lemme 3.5.28. Pour ϕ ∈ Lip(Ej), ϕ(0) = 0, ‖ϕ‖Lip ≤ 1, ce qui signifie bien
sûr ici

∀X,Y ∈ Ej |ϕ(Y ) − ϕ(X)| ≤ dEj(X,Y ) =
1

j

j∑

i=1

dE(xi, yi),

et en reprenant la preuve du Lemme 2.1.4 et les mêmes notations, on a

|Rϕ(µNX) − ˜ϕ⊗ 1⊗(N−j)(X)| ≤
∣∣∣∣

1

N j
− 1

♯AN,j

∣∣∣∣
∑

(i1,...,ij)∈AN,j

1

j
(|xi1 | + ...+ |xij |)

+
1

N j

∑

(i1,...,ij)∈BN,j

1

j
(|xi1 | + ...+ |xij |).
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Pour un tel ϕ, on en déduit

∫

Ej
ϕ (F̂Nj − FNj ) =

∫

EN

(
Rϕ(µNX) − ˜ϕ⊗ 1⊗(N−j)(X)

)
FN (dX)

≤
∣∣∣∣

1

N j
− 1

♯AN,j

∣∣∣∣
∑

(i1,...,ij)∈AN,j

∫

EN

1

j
(|xi1 | + ...+ |xij |)FN (dX)

+
1

N j

∑

(i1,...,ij)∈BN,j

∫

EN

1

j
(|xi1 | + ...+ |xij |)FN (dX)

≤
(∣∣∣∣1 − ♯AN,j

N j

∣∣∣∣+
♯BN,j
N j

)∫

E
|x1|FN1 (dx1).

On conclut en utilisant le Théorème 1.5.33 et les estimations de ♯AN,j et ♯BN,j dans la
preuve du Lemme 2.1.4. ⊓⊔

Remarque 3.5.29 On peut retrouver tout ou partie des résultats démontrés dans le
Théorème 3.4.25 grâce au Lemme 3.5.28. Par exemple, on a pour ϕ ∈W 1,∞(E)

〈F̂N , p2
ϕ〉 = 〈F̂N , [Rϕ −Rϕ(f)]2〉

= 〈F̂N , Rϕ⊗ϕ〉 − 2 〈F̂N , Rϕ〉Rϕ(f) + [Rϕ(f)]2

= 〈F̂N2 , ϕ⊗ ϕ〉 − 2 〈F̂N1 , ϕ〉Rϕ(f) + [Rϕ(f)]2

= 〈FN2 , ϕ⊗ ϕ〉 + O
( 1

N

)
− 2 〈FN1 , ϕ〉Rϕ(f) + [Rϕ(f)]2

= 〈f ⊗ f, ϕ⊗ ϕ〉 + O
( 1

N

)
− 2 〈f, ϕ〉Rϕ(f) + [Rϕ(f)]2

= O
( 1

N

)
.

Lemme 3.5.30 a) - Pour tout FN , GN ∈ Psym(EN ) et 1 ≤ j ≤ N , on a

W1(F
N
j , G

N
j ) ≤

( j
N

[N
j

])−1
W1(F

N , GN ) ≤ 2W1(F
N , GN ).

b) - Pour tout f, g ∈ P (E), on a

W1(f
⊗N , g⊗N ) = W1(f, g).

Preuve du lemme 3.5.30. Preuve de a). Pour tout π ∈ Π(FN , GN ), on a en introduisant
la division euclidienne N = n j + r, 0 ≤ r ≤ j − 1,

W1(G,F ) =

∫

E2N

d1,EN (X,Y )π(dX, dY )

=
1

N

∫

E2N

(
n∑

i=1

j d1,Ej(Xi,Xi) + r d1,Er(X0, Y0)

)
π(dX, dY )

≥ j

N

n∑

i=1

∫

E2j

d1,Ej(Xi, Yi) π̃i(dXi, dXi),
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avec π̃i ∈ Π(F̃i, G̃i) où F̃i, G̃i ∈ P (Ej) désignent les marginales de F, G sur le ième bloc de
variables. Par l’hypothèse de symétrie, on a évidemment F̃i = F̃1 = Fj et G̃i = G̃1 = Gj ,
donc

∫

E2j

d1,Ej (Xi, Yi) π̃i(dXi, dXi) ≥W1(F
N
j , G

N
j ),

et la première inégalité s’en déduit. Or n := [N/j] ≥ 1 et donc

j

N

[N
j

]
=

n j

n j + r
≥ n j

n j + j
≥ 1

2
,

ce qui implique la seconde inégalité.

Preuve de b). Considérons α ∈ Π(f, g) un plan de transport optimal, et définissons la
mesure de probabilité π̄ := α⊗N ∈ Π(f⊗N , g⊗N ), c’est-à-dire,

∀Ai, Bi ∈ E π̄(A1 × ...×AN ×B1 × ...×BN ) = α(A1 ×B1) × ...α(AN ×BN ).

On a alors

W̃1(G,F ) ≤ 1

N

N∑

i=1

∫

E2N

d(xi, yi) π̄(dX, dY ) = W1(f, g),

qui n’est autre que l’inégalité inverse de celle démontrée dans a) dans le cas j = 1. ⊓⊔

Lemme 3.5.31 Pour tout G ∈ Psym(EN ), f ∈ P(E), E = Rd, N ≥ 1, et pour tout
s > d/2 + 1/2 , on a

(3.5.25) W‖‖2
H−s

(Ĝ, δf ) ≤ Cs,d

(
W̃1(G2, G1 ⊗G1) + ‖G1 − f‖2

H−s +
1

N

)
.

Preuve du lemme 3.5.31. En reprenant la preuve du Théorème 3.4.27 on montre que

W‖‖2
H−s

(Ĝ, δf ) = (1 − 1

N
)

∫

E

[
G̃2 − Ĝ1 f̌ − Ǧ1 f̂ + |f |2

] dξ

〈ξ〉2s

+
1

N

∫

E

[
1 − Ĝ1 f̌ − Ǧ1 f̂ + |f |2

] dξ

〈ξ〉2s

= (1 − 1

N
)

∫

E

[
G̃2 − |Ĝ1|2

] dξ

〈ξ〉2s

+

∫

E
[|Ĝ1|2 − Ĝ1 f̌ − Ǧ1 f̂ + |f |2] dξ

〈ξ〉2s +
1

N

∫

E

1 − |Ĝ1|2
〈ξ〉2s dξ,

où on a introduit les notations ȟ(ξ) :=
∫
E e

i v·ξ h(dv) et H̃(ξ) =
∫
E2 e

i (v−w)·ξH(dv, dw)
pour h ∈ P(E) et H ∈ P(E2). Concernant le premier terme, on écrit

∫

E

[
G̃2 − |Ĝ1|2

] dξ

〈ξ〉2s =

∫

E2

Φ(v1 − v2) [G2 −G1 ⊗G1] (dv1, dv2),

avec

Φ(z) :=

∫

E
ei z·ξ

dξ

〈ξ〉2s et donc ‖Φ‖W 1,∞ ≤ 2

∫

E

dξ

〈ξ〉2s−1
<∞.
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Il s’ensuit que (v1, v2) 7→ Φ(v1−v2) appartient à W 1,∞(E2) (de même norme) et on déduit

∫

E

[
G̃2 − |Ĝ1|2

] dξ

〈ξ〉2s ≤ ‖Φ‖W 1,∞ W̃1(G2, G1 ⊗G1).

On conclut en remarquant que le second terme est exactement ‖G1 − f‖2
H−s et que

l’intégrale intervenant dans le troisième terme est bornée. ⊓⊔

Corollaire 3.5.32 On suppose E = Rd. Pour tout G ∈ Psym(EN )∩Pk(E
N ), f ∈ Pk(E),

N ≥ 1, k > 0, on a

W̃1(Ĝ
N , δf ) ≤ C

(
W̃1(G

N
2 , f ⊗ f) + W̃1(G

N
2 , f ⊗ f)γ2/2 +

1

Nγ2/2

)
,

pour une constante C qui dépend de d, k, s > d/2 + 1 et des moments d’ordre k de f et
G1, γ2 := (s+ d/(2k))−1, et où ici

W̃1(F̂ , Ĝ) := inf
π∈Π(F̂ ,Ĝ)

∫

P(E)×P(E)
W̃1(ρ, η)π(dρ, dη)

de sorte que

W̃1(Ĝ
N , δf ) =

∫

EN
W̃1(µ

N
X , f)GN (dX).

Preuve du lemme 3.5.32. D’une part, pour s > d/2 + 1, on a

W̃1(G2, G1 ⊗G1) + ‖G1 − f‖2
H−s ≤

≤ W̃1(G2, f ⊗ f) + W̃1(f ⊗ f,G1 ⊗G1) + C W̃1(f,G1)
2

≤ W̃1(G2, f ⊗ f) + W̃1(f,G1) + C W̃1(f,G1)
2

≤ 2W̃1(G2, f ⊗ f) + C W̃1(G2, f ⊗ f)2,

où on a successivement utilisé l’inégalité triangulaire, l’estimation (1.6.41), l’identité prouvée
au Lemme 3.5.30 puis l’inégalité prouvée au Lemme 3.5.30 avec N = 2 et j = 1. D’autre
part, on a

W̃1(F̂ , Ĝ) ≤ C

2∑

i=1

∫

EN
(‖µNX − f‖2

H−s)
γi/2GN (dX)

≤ C

2∑

i=1

(∫

EN
‖µNX − f‖2

H−s G
N (dX)

)γi/2

≤ C

2∑

i=1

(
W̃1(G2, G1 ⊗G1) + ‖G1 − f‖2

H−s +
1

N

)γi/2

≤ C
2∑

i=1

(
W̃1(G2, f ⊗ f) + W̃1(G2, f ⊗ f)2 +

1

N

)γi/2
,

où on a successivement utilisé la deuxième inégalité de (1.6.41) (et donc γ1 = 1, γ2 défini
dans l’énoncé), le lemme 3.4.26, le lemme 3.5.31 puis enfin l’inégalité que nous avons établi
en début de preuve. On conclut en gardant les termes dominant dans cette expression. ⊓⊔
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Lemme 3.5.33 Pour tout f ∈ P1(E), GN ∈ Psym(EN )∩P1(E
N ), N ≥ 1, et 1 ≤ j ≤ N ,

on a

(3.5.26) W1((Ĝ
N )j , f

⊗j) ≤ W1(Ĝ
N , δf )

et

(3.5.27) W1(G
N
j , f

⊗j) ≤ W1(Ĝ
N , δf ) + 2

j2

N
M1(G

N
1 ).

Preuve du Lemme 3.5.33. Preuve de (3.5.27). Nous donnerons deux démonstrations de
(3.5.26). La première passera par la formulation en norme de Kantorovich-Rubinstein alors
que la seconde passera par la formulation en terme de transport de masses. Ensuite pour
démontrer (3.5.27) il suffit d’utiliser (3.5.26) après avoir écrit

W1(G
N
j , f

⊗j) ≤ W1(G
N
j , (Ĝ

N )j) +W1((Ĝ
N )j , f

⊗j)

≤ 2
j2

N
M1(G

N
1 ) +W1((Ĝ

N )j , f
⊗j)

où on a utilisé l’inégalité triangulaire et la première inégalité du lemme 3.5.28.

Première preuve de (3.5.26). On remarque que pour ϕ ∈ Lip(Ej) tel que ‖ϕ‖Lip ≤ 1, au
sens où

∀X,Y ∈ Ej |ϕ(X) − ϕ(Y )| ≤ dEj(X,Y ) =
1

j

j∑

i=1

|xi − yi|,

l’application x 7→ ϕi(x,Xi) = ϕ(x1, ..., xi−1, x, xi+1, ..., xj) est Lipschitzienne dans E pour
tout Xi = (x1, ..., xi−1, xi+1, ..., xj) ∈ Ej−1 fixé, de constante de Lipschit 1/j. On en déduit
que Rϕ ∈ Lip(P(E)) de constante de Lipschitz 1 puisque ∀ ρ, η ∈ P(E)

|Rϕ(ρ) −Rϕ(η)| =

∣∣∣∣
∫

Ej
ϕ(X) (ρ⊗j(dX) − η⊗j(dX))

∣∣∣∣

≤
j∑

i=1

∣∣∣∣
∫

Ej
ϕ(X) (ρ⊗(i−1)(dx1, ..., dxi−1) (ρ(dxi) − η(dxi)) η

⊗(j−i)(dxi+1, ..., dxj))

∣∣∣∣

≤
j∑

i=1

∫

Ej−1

sup
Xi∈Ej−1

‖ϕi(.,Xi)‖Lip(E) ρ
⊗(i−1)W1(ρ, η) η

⊗(j−i) ≤W1(ρ, η).

Pour α, β ∈ P(P(E)), j ≥ 1 et une telle fonction ϕ ∈ Lip(Ej), on a donc
∣∣∣
∫

Ej
ϕ (αj − βj)

∣∣∣ =
∣∣∣
∫

P(E)
Rϕ (α− β)

∣∣∣ ≤ ‖Rϕ‖Lip(P(E)) W1(α, β) ≤ W1(α, β).

On en déduit immédiatement le résultat en prenant α := ĜN et β := δf .

Deuxième preuve de (3.5.26). On écrit

W1(Ĝ
N
j , f

⊗j) = W1

(∫

P(E)
ρ⊗j ĜN (dρ), f⊗j

)

≤
∫

P(E)
W1(ρ

⊗j , f⊗j) ĜN (dρ)

=

∫

P(E)
W1(ρ, f) ĜN (dρ) = W1(Ĝ

N , δf ),
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où on a utilisé la propriété de convexité de W1, l’identité démontrée dans le lemme 3.5.28
et le fait que Π(ĜN , δf ) = ĜN ⊗ δf . ⊓⊔

Proposition 3.5.34 Pour tout f ∈ P1(E) et GN ∈ Psym(EN ) ∩P1(E
N ), on a

(3.5.28) W1(Ĝ
N , δf ) − Ωf (N) ≤ W̃1(G

N , f⊗N ) ≤ W1(Ĝ
N , δf ) + Ωf (N)

où on a posé

Ωf (N) :=

∫

EN
W1(µ

N
X , f) f⊗N (dX),

dont on a donné un taux de convergence vers 0 dans le Théorème 3.4.27.

Preuve de la Proposition 3.5.34. Etape 1. Etant données FN , GN ∈ Psym(EN )∩P1(E
N )

et πN ∈ Π(FN , GN ), on définit π̂N ∈ Π(F̂N , ĜN ) par la relation

∀Φ ∈ Cb(P(E) × P(E)) 〈π̂N ,Φ〉 =

∫

EN×EN
Φ(µNX , µ

N
Y )πN (dX, dY ).

On définit

W†
1(F̂

N , ĜN ) := inf
πN∈Π(FN ,GN )

∫

P(E)×P(E)
W1(ρ, η) π̂

N (dρ, dη)

= inf
πN∈Π(FN ,GN )

∫

EN×EN
W1(µ

N
X , µ

N
Y )πN (dX, dY )

=: W †
1 (FN , GN ).

Or, on a le résultat suivant dont la preuve sera présentée après la fin de la démonstration
en cours.

Lemme 3.5.35 Pour tout FN , GN ∈ Psym(EN ) ∩P1(E
N ) on a l’identité

(3.5.29) W †
1 (FN , GN ) = W1(F

N , GN ).

Du Lemme 3.5.35 et de l’inégalité triviale

W1(F̂
N , ĜN ) ≤ W†

1(F̂
N , ĜN ),

on déduit la première relation

(3.5.30) W1(F̂
N , ĜN ) ≤W1(F

N , GN ).

Etape 2. Pour FN = f⊗N avec f ∈ P(E) fixée, et GN ∈ Psym(EN ), on a par inégalité
triangulaire

(3.5.31) |W1(Ĝ
N , F̂N ) −W1(Ĝ

N , δf )| ≤ W1(δf , F̂
N ) =: Ωf (N).

En combinant (3.5.30) et (3.5.31), on obtient la première inégalité dans (3.5.28).
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Etape 3. On pose encore FN := f⊗N . Puisque Π(ĜN , δf ) = {ĜN ⊗ δf} et FN ⊗ GN ∈
Π(FN , GN ), on a

W1(Ĝ
N , δf ) =

∫

P(E)
W1(ρ, f) ĜN (dρ) =

∫

EN
W1(µ

N
Y , f)GN (dY )

=

∫

EN×EN
W1(µ

N
Y , f)FN (dX)GN (dY )

≥
∫

EN×EN
[W1(µ

N
Y , µ

N
X) −W1(µ

N
X , f)]FN (dX)GN (dY )

≥ inf
πN∈Π(FN ,GN )

∫

EN×EN
W1(µ

N
Y , µ

N
X)πN (dX, dY ) −

∫

EN
W1(µ

N
X , f)FN (dX)

= W†
1(F̂

N , ĜN ) −W1(δf , F̂
N ).

Combiné avec l’identité (3.5.29) cela démontre la deuxième inégalité ⊓⊔
Preuve du Lemme 3.5.34. Etape 1 : mise en place. On souhaite établir l’identité

inf
π∈Π(FN ,GN )

∫

E2N

dEN (X,Y ) dπ(X,Y ) = inf
π∈Π(FN ,GN )

∫

E2N

W1(µ
N
X , µ

N
Y ) dπ(X,Y ).

Comme on a

dEN (X,Y ) :=
1

N

N∑

i=1

dE(xi, yi) ≥ w1(X,Y ) := inf
σ∈SN

1

N

N∑

i=1

dE(xi, yσ(i)) = W1(µ
N
X , µ

N
Y ),

il suffit de montrer que le terme de droite est également plus grand que le terme de gauche.
Comme la fonction (X,Y ) 7→W1(µ

N
X , µ

N
Y ) est invariante par permutation des coordonnées

de X et Y , quitte à remplacer π par

π̃ :=
1

(N !)2

∑

σ, τ∈SN

πσ,τ ,

avec 〈πσ,τ , ϕ⊗ψ〉 = 〈π, ϕσ⊗ψτ 〉, on peut supposer que π ∈ Psym(E2N ) (au sens où πσ,τ = π
pour tout σ, τ ∈ SN ). Le problème se résume maintenant au suivant. Etant donnée
FN , GN ∈ Psym(EN ) et π ∈ Π(FN , GN ) ∩Psym(E2N ), comment définir π∗ ∈ Π(FN , GN )
telle que

∫

EN×EN
w1(X,Y )π∗(dX, dY ) =

∫

EN×EN
W1(µ

N
X , µ

N
Y )π(dX, dY ).

Etape 2 : on suppose que E est fini. Cette hypothèse E fini, nous permet de considérer
FN , GN et π comme des fonctions de EN , EN et E2N respectivement à valeurs dans [0, 1].
Dans EN on définit la relation d’équivalence ∼ par

Z ∼ Z ′ si ∃σ ∈ SN , Zσ = Z ′,

pour Z,Z ′ ∈ EN . On désigne par X ⊂ EN (resp. Y ⊂ EN ) les classes d’équivalence
(pour cette relation d’équivalence ∼ sur EN ) et par X (resp. Y ) l’ensemble de ces classes
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d’équivalence (où EN est considéré comme étant respectivement l’espace de la première
marginale et de la deuxième marginale). Attention, si X est une classe et X ∈ X alors

X = {Xσ, σ ∈ SN} = {X1, ...,Xk}, k := ♯X ,

mais en général on a seulement k ≤ N !. C’est-à-dire qu’on peut avoir Xσ = Xσ′ pour
σ 6= σ′ ∈ SN et donc les N ! éléments du premier ensemble peuvent ne pas tous être
distincts, alors que dans le deuxième ensemble ils sont tous présents mais il ne sont comptés
qu’une fois chacun. On a k = N ! lorsque les coordonnées de X sont toutes distinctes et
k < N ! dans le cas contraire.

A cause des hypothèses de symétrie, les fonctions FN et GN sont constantes sur chaque
classe et la fonction π est constante sur chaque paire de classes. Plus préciément, pour
tout X ∈ X , Y ∈ Y et pour tout X ∈ X , Y ∈ Y

FN (X) = FNX :=
FN (X )

♯X , GN (Y ) = GNY :=
FN (Y)

♯Y , π(X,Y ) = πX ,Y :=
π(X × Y)

♯X ♯Y ,

où dans les termes de droite de ces trois égalités FN , GN et π sont considérés comme des
fonctions d’ensemble (c’est-à-dire des mesures de probabilités !). Il est important de noter
pour la suite que les relations de compatibilité suivantes ont lieu : pour toute classe X et
tout X ∈ X

FN (X) =
∑

Y ′∈EN

π(X,Y ′) =
∑

Y ′∈Y

∑

Y ′∈Y ′

πX ,Y ′

=
∑

Y ′∈Y

πX ,Y ′ ♯Y ′ =
∑

Y ′∈Y

π(X × Y ′)

♯X =
π(X × EN )

♯X ,(3.5.32)

et de la même manière, pour toute classe Y et tout Y ∈ Y

(3.5.33) GN (Y ) =
∑

X ′∈X

πX ′,Y ♯X ′ =
∑

X ′∈X

π(X ′ × Y)

♯Y =
π(EN × Y)

♯Y .

Pour une paire de classes (X ,Y), on définit le réel positif

δXY := W1(µ
N
X , µ

N
Y ) pour un couple (X,Y ) ∈ (X ,Y),

le terme de droite ne dépendant évidemment pas du choix de (X,Y ) ∈ (X ,Y). Ensuite,
pour une paire de classes (X ,Y), pour X ∈ X et Y ∈ Y, on définit les ensembles de couples
optimaux

CX ,Y := {(X ′, Y ′) ∈ X × Y; w1(X
′, Y ′) = δXY},

CX,Y := {Y ′ ∈ Y; (X,Y ′) ∈ CX ,Y},
CX ,Y := {X ′ ∈ X ; (X ′, Y ) ∈ CX ,Y}.

On remarque que pour toute paire de classes (X ,Y), on a

(3.5.34) ∀X,X ′ ∈ X ♯CX,Y = ♯CX′,Y , ∀Y, Y ′ ∈ Y ♯CX ,Y = ♯CX ,Y ′ .

En effet, il existe σ ∈ SN telle que X ′ = Xσ de sorte que Y ∈ CX implique Yσ ∈ CX′ (cela
provient de ce que w1(Xσ , Yσ) = w1(X,Y ) = δX ,Y). De plus, si Y 1, Y 2 ∈ CX , Y 1 6= Y 2,
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alors Y 1
σ 6= Y 2

σ (puisque Y 1
σ = Y 2

σ impliquerait Y 1 = Y 1
σ◦σ−1 = Y 2

σ◦σ−1 = Y 2). On vient
de démontrer ainsi que ♯CX,Y ≤ ♯CX′,Y , et les trois autres inégalités se démontrent de la
même manière.

On affirme maintenant que pour toute paire de classes (X ,Y) et tout X ∈ X , Y ∈ Y,
on a

(3.5.35) ♯CX,Y ♯X = ♯CX ,Y = ♯CX ,Y ♯Y.

Montrons par exemple la première identité. On calcule

♯CX ,Y = ♯{(X ′, Y ′) ∈ X × Y, (X ′, Y ′) ∈ CX ,Y}
= ♯{X ′ ∈ X , Y ′ ∈ CX′,Y}
=

∑

X′∈X

♯CX′,Y =
∑

X′∈X

♯CX,Y = ♯X ♯CX,Y .

On est maintenant en mesure de définir la probabilité π∗ ∈ P(EN × EN ). On pose

π∗(X,Y ) =
π(X × Y)

CX ,Y
si (X,Y ) ∈ CX ,Y ,

π∗(X,Y ) = 0 si (X,Y ) /∈
⋃

X∈X ,Y∈Y

CX ,Y .

Avec cette définition, il est clair que si X ∈ EN et X est la classe de X, on a grâce à
(3.5.35) et (3.5.32)

π∗1(X) :=
∑

Y ′∈EN

π∗(X,Y ′) =
∑

Y ′∈Y

∑

Y ′∈Y ′

π∗(X,Y ′) =
∑

Y ′∈Y

∑

Y ′∈CX,Y′

π(X × Y ′)

CX ,Y ′

=
∑

Y ′∈Y

♯CX,Y ′
π(X × Y ′)

♯CX,Y ′ ♯X =
∑

Y ′∈Y

π(X × Y ′)

♯X = FN (X),

et de la même manière ∀Y ∈ EN π∗2(Y ) = GN (Y ). Cela prouve bien que π∗ ∈ Π(FN , GN ).
De plus, par construction, on a

∑

X∈EN , Y ∈EN

w1(X,Y )π∗(X,Y ) =
∑

X∈X ,Y∈Y

∑

X∈X , Y ∈Y

w1(X,Y )π∗(X,Y )

=
∑

X∈X ,Y∈Y

∑

(X,Y )∈CX ,Y

w1(X,Y )π∗(X,Y )

=
∑

X∈X ,Y∈Y

∑

(X,Y )∈CX ,Y

δX ,Y
π(X × Y)

CX ,Y

=
∑

X∈X ,Y∈Y

δX ,Y π(X × Y)

=
∑

X∈X ,Y∈Y

∑

X∈X , Y ∈Y

W1(µ
N
X , µ

N
Y )π(X,Y )

=
∑

X∈EN , Y ∈EN

W1(µ
N
X , µ

N
Y )π(X,Y ).
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Etape 2 : on considère le cas général où E est un espace polonais localement compact.
Soit (fn) et (gn) deux suites de P(EN ) telles que

fn :=
1

n

n∑

j=1

δAj,n ⇀ FN , gn :=
1

n

n∑

j=1

δBj,n ⇀ GN

faiblement dans P(EN ) avec Aj,n, Bj,n ∈ EN . Comme pour tout σ ∈ SN , on a

σ♯fn ⇀ σ♯FN = FN , σ♯gn ⇀ σ♯GN = GN

on peut supposer que fn et gn sont symétriques4. Plus précisément, on modifie la définition
de fn et gn de la manière suivante

fn :=
1

n

1

N !

∑

σ∈SN

n∑

j=1

δσ♯Aj,n , gn :=
1

n

1

N !

∑

σ∈SN

n∑

j=1

δσ♯Bj,n ,

et on a encore fn ⇀ FN , fn ⇀ FN faiblement dans P(EN ). On définit maintenant

En := {Aj,nσ(i), B
j,n
σ(i), 1 ≤ j ≤ n, 1 ≤ i ≤ N},

de sorte que fn, gn ∈ P(ENn ). D’après la première étape, on sait que

W †
1 (fn, gn) = inf

π∈Π(fn, gn)

∫

EN×EN
W1(µ

N
X , µ

N
Y )π(dX, dY )(3.5.36)

= inf
π∈Π(fn, gn)

∫

EN×EN
w1(X,Y )π(dX, dY ) = W1(fn, gn),

où on utilise ici que l’ensemble des plans de transport de P(ENn ×ENn ) de marginales fn et
gn cöıncide avec Π(fn, gn) l’ensemble des plans de transport de P(EN×EN ) de marginales
fn et gn. D’une part, on sait que W1(fn, gn) → W1(F

N , GN ) puisqu’on peut construire
(fn) et (gn) telles qu’elles sont tendues dans P1(E

N ), et qu’alors convergence faible et
convergence au sens de W1 sont équivalentes. D’autre part, puisque c : EN × EN → R+,
(X,Y ) 7→ c(X,Y ) := W1(µ

N
X , µ

N
Y ) est continue le problème de minimisation

α, β ∈ Psym(EN ) 7→ W †
1 (α, β) := inf

π∈Π(α,β)

∫

EN×EN
c(X,Y )π(dX, dY )

rentre dans le cadre classique des problèmes de minimisation de Monge-Kantorovich. De
plus, comme c vérifie l’inégalité triangulaire c(X,Y ) ≤ c(X,Z) + c(Z, Y ), la quantité W †

1

vérifie également l’inégalité triangulaire5. Utilisant deux fois cette inégalité triangulaire
ainsi que l’inégalité c ≤ w1, on obtient

|W †
1 (FN , GN ) −W †

1 (fn, gn)| ≤ W †
1 (FN , fn) + |W †

1 (fn, G
N ) −W †

1 (fn, gn)|
≤ W †

1 (FN , fn) +W †
1 (gn, G

N )

≤ W1(F
N , fn) +W1(gn, G

N ),

et ce dernier terme tend vers 0. En conclusion, on peut passer à la limite n → ∞ dans
l’identité (3.5.36) et en déduire (3.5.29). ⊓⊔

4ici ♯ correspond à la mesure image par l’application σ, voir la définition 6.2.1, et non pas à un cardinal !
5pour voir ce dernier point, il suffit d’adapter la preuve de cette même inégalité triangulaire dans la

démonstration du Théorème 1.4.15. Une alternative possible est de reprendre la preuve de cette inégalité
triangulaire dans la démonstration du [50, Théorème 7.3] qui repose sur le [50, Gluing lemma 7.6].
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Théorème 3.5.36 Pour f ∈ P(E) et (GN ) un suite de Psym(EN ) ∩ P1(E
N ), on note

Dj(G
N ; f) := W̃ (GNj , f

⊗j), 1 ≤ j ≤ N, DN+1(G
N ; f) := W̃1(Ĝ

N
j , δf ).

Alors pour tout 2 ≤ k, ℓ ≤ N + 1, k 6= ℓ, il existe γk,ℓ et αk,ℓ de sorte que

Dk(G
N ; f) ≤ C

(
Dℓ(G

N ; f)αk,ℓ +
1

Nγk,ℓ

)
.

3.6 Compléments et questions ouvertes.

3.6.1 Exemples de suites chaotiques et symétriques

Exemple 3.6.37 L’exemple le plus simple de suite chaotique est l’exemple trivial de la suite tensoriée
FN ∈ Psym(EN) définie par

FN(X) := f(x1) ... f(xN), X ∈ EN ,

avec f ∈ P(E) ∩ L1(E). On a alors FN → δf dans P (EN).

Exemple 3.6.38 Le premier exemple “non trivial” de suite chaotique, et c’est un des exemples les plus
fameux, est la suite de mesures uniformes sur la sphère FN = σN ∈ P(RdN ) définie par

σN =
1

|SdN−1
N |

δ
SdN−1

N

,

où SdN−1
N est la sphère de RdN de rayon

√
N , i.e.

SdN−1
N := {X ∈ RdN ; |X|2 = |x1|2 + ...+ |xN |2 = N}.

Lemme 3.6.39 (de Poincaré) La suite σN est γ-chaotique, où γ désigne la gaussienne centrée réduite
de Rd

γ(x) := (2π)−d/2 exp(−|x|2/2).

Dans le même esprit que dans l’exemple précédent, on a les deux exemples suivants.

Exemple 3.6.40 Etant donné f ∈ P(R) assez réguière (par exemple f ∈ C(R) ∩ P4(R)), on définit
FN ∈ P(RN ) la mesure produit f⊗N conditionnée à SN−1

N par

FN := Z−1
N f⊗N δ

SdN−1
N

, ZN := 〈δ
SdN−1

N

, f⊗N 〉.

On montre alors que FN est f-chaotique.

Exemple 3.6.41 Etant donné f ∈ P(Rd) assez réguière, on définit FN ∈ P(RdN ), la mesure produit f⊗N

conditionnée à l’ensemble ΣN := {(x1 + ...+ xN)/N = a}, par

FN = Z−1
N f⊗N δΣN

.

On montre alors que FN est g-chaotique, avec g(x) := Z−1 eλ·x f(x), λ ∈ Rd, Z > 0.

Exemple 3.6.42 On définit FN ∈ P(EN ) une mesure de Gibbs par

FN := Z−1
N f⊗N exp(Nα Φ(µNX )),

avec ZN une constante de normalisation, f ∈ P(E), α ∈ R, Φ ∈ Cb(P(E)), typiquement

Φ(ρ) :=

Z

E×E

K(x, y) ρ(dx)ρ(dy), K ∈ Cb(E ×E).

On verra dans le prochâın chapitre des conditions sous lesquelles FN est chaotique.

Exemple 3.6.43 Plus généralement encore, on peut naturellement construire des suites FN ∈ Psym(EN)
de la forme

FN(X) := ϕN (|X|p), FN :=
1

N
(f⊗N
N,1 + ... + f⊗N

N,N ),

ou en considérant les produits de telles quantités.
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3.6.2 Interprétation probabiliste et limite ”détereministe”

• On appelle en général mesure (de probabilité) ponctuelle toute mesure ρ de la forme

ρ =
NX

i=1

ai δxi

(telle que ai ≥ 0 et de somme 1). Ici on s’intéresse à des mesures ponctuelles qui sont des mesures
empiriques : ai = 1/N pour tout 1 ≤ i ≤ N . Si on se fixe a priori l’entier N , la donnée d’une mesure
empirique est la donnée d’un vecteur X ∈ EN/SN comme nous l’avons vu dans le premier chapitre.

• Maintenant, on appelle variable aléatoire à valeurs mesures ponctuelles (ou plutôt empiriques) toute
application

M : Ω → ∪NPN(E), M(ω) =
1

N(ω)

N(ω)X

i=1

δXi(ω)

avec Xi(ω) ∈ E. Si on se fixe a priori l’entier N , la donnée d’une mesure empirique alatoire M est la
donnée d’un vecteur aléatoire X : Ω → EN/SN lié par la relation

(3.6.37) M = µNX =
1

N

NX

i=1

δXi
,

c’est-à-dire

M(ω, dy) = µNX(ω)(dy) =
1

N

NX

i=1

δy=Xi(ω).

On a ainsi une correspondance entre va à valeurs EN/SN et va à valeurs PN(E). Pour M = µNX une va

empirique et en notant FN la loi de M dans P(E) (dont le support est porté par PN(E))) on a pour toute
fonction Φ ∈ C(P(E))

Z

P(E)

Φ(ρ)m(dρ) = E(Φ(M)) = E(Φ(µNX)) =

Z

EN/SN

Φ(µNx )FN (dx1, ..., dxN)

=

Z

EN

Φ(µ̂Nx )FN(dx1, ..., dxN)

où FN est une mesure sur P(EN/SN ) (c’est la loi de X) ou de manière équivalente FN est une mesure
de Psym(EN). On retrouve ainsi la correspondance entre la donnée de la loi F̂N ∈ P(P(E)) d’une va à
valeurs mesures empiriques et la donnée d’une mesure de FN ∈ Psym(EN) ≈ P(ENS). Autrement dit,
l’application continue x 7→ µNx de EN dans P(E) permet d’associée à toute va aléatoire X une mesure
empirique ”aléatoire” M par (3.6.37), et si X = (X1, ..., Xn) a pour loi FN dans Psym(EN) alors µNX a
pour loi F̂N dans P(P(E)).

La condition m = δf ∈ P(P(E)) avec f ∈ P(E) correspond donc à une va M à valeur P(E) telle que

E(Φ(M)) =

Z

P(E)

Φ(ρ)m(dρ) = Φ(f).

En remarquant que si D est une distance sur P(E) alors la fonction Φ : P(E) → R, Φ(g) = D(g, f) est
continue, on obtient que E(D(M,f)) = D(f, f) = 0, donc D(M, f) = 0 p.s. ou encore M = f p.s. Ainsi la
loi de M est une masse de Dirac δf si, et seulement si, la va M est constante (déterministe) : M(ω) = f
pour presque tout ω ∈ Ω.

3.6.3 Quelques remarques näıves sur la dualité Psym(EN)-Cb(E
N ) et sur

l’entropie

Exemple 3.6.44 La suite uN ∈ Csym(EN) la plus simple est le monôme

uN (X) :=
1

N
(ϕ(x1) + ... + ϕ(xN))

avec ϕ ∈ Cb(E). On a alors uN → U dans Cb(E
N) avec

U(ρ) :=

Z

E

ϕdρ.
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Pour les exemples 3.6.37 et 3.6.44, on a l’identité

Z

E

uNFNdX =
1

N

NX

i=1

Z

E

ϕ(xi) f(xi) dxi

=

Z

E

ϕf = U(f) = 〈δf , U〉.

Exemple 3.6.45 En particulier, si on choisit FN = f⊗N et uN := 1
N

log f⊗N = 1
N

(log f(x1) + ... +
log f(xn)) on a

(3.6.38) H(FN) :=
1

N

Z

EN

FN logFN = 〈FN , uN 〉 =

Z

E

(log f) f = H(f) = 〈δf , U〉,

avec U(ρ) :=
R
E
(log f) dρ.

On se pose une première question : peut-on déduire (3.6.38) des théorèmes généraux de compacité et
convergence ?

Rappelons qu’en combinant le théorème 2.2.6, la remarque 2.2.7, et le théorème 3.3.19, on a établi les
critères de convergence suivants

Lemme 3.6.46 Pour deux suites FN ∈ Psym(EN ) et uN ∈ C(EN ), on a :

- Si ‖uN‖ +N ‖∇uN‖L∞(EN ) ≤ C alors il existe U ∈ C(P(E)) tel que uN → U fort ;

- Si FN → π faiblement et uN → U fortement alors 〈FN , uN 〉 → 〈π,U〉.

Dans l’exemple 3.6.45,
- si f /∈ L∞ alors uN := 1

N
log f⊗N /∈ L∞(EN ) et alors ce résultat n’est donc pas une conséquence du

Lemma 3.6.46 ;
- au contraire, si f ∈ P(E) et log f ∈ W 1,∞(E) on a bien uN (X) → U (définie ci-dessus), FN → δf

et le Lemma 3.6.46 implique
Z

EN

uN FN →
Z

P (E)

〈ρ, log f〉 δf (dρ) = 〈f, log f〉 = H(f).

On se pose une deuxième question : peut-on déduire la convergence de H(FN) vers sa limite dans un
cas un peu plus général que précédemment et ceci toujours comme conséquence des théorèmes généraux
de compacité et convergence ?

- Supposons maintenant f, g ∈ P(E), log f, log g ∈W 1,∞(E), ce qui implique en particulier 0 < 1/K ≤
f, g ≤ K <∞, et définissons FN := 1

2
(f⊗N + g⊗N) et uN := 1

N
logFN . On a FN → 1

2
(δf + δg) et

|uN | =
1

N

˛̨
˛̨ log

„
1

2
f⊗N + g⊗N

«˛̨
˛̨ ≤ 1

N
logKN = K,

ainsi que

|∇iu
N | =

1

N

˛̨
∇if

⊗N + ∇ig
⊗N
˛̨

f⊗N + g⊗N
≤ 1

N

˛̨
∇if

⊗N
˛̨

f⊗N
+

1

N

˛̨
∇ig

⊗N
˛̨

g⊗N

≤ 1

N
|∇ log f(xi)| + 1

N
|∇ log g(xi)| ≤ C/N.

Comme on a également |uN | ≤ C, on en déduit qu’il existe U ∈ C(P (E)) tel que uN → U et donc

1

N

Z

EN

FN logFN =

Z

EN

uN FN → 〈1
2

(δf + δg), U〉 =
1

2
U(f) +

1

2
U(g).

On montrera au prochain chapitre que

1

N

Z

EN

FN logFN → 1

2
H(f) +

1

2
H(g), H(ϕ) =

Z

E

ϕ logϕ.
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Problème ouvert 3.6.1 L’identification de U n’est toutefois pas claire (excepté dans le cas trivial f = g).
(a) Donner des conditions sur f , g 6= h pour que la suite

Z

EN

f⊗N 1

N
log

„
g⊗N + h⊗N

2

«

converge vers une limite que l’on puisse identifier.
(b) Peut-on identifier la limite de uN = 1

N
logGN lorsque GN → π de “manière régulière”, ou même

(GN ) est “fortement” g-chaotique ?

Problème ouvert 3.6.2 Les estimations présentées au Théorème 3.4.27 sont-elles optimales ? On trou-
vera dans [13, 37] et dans la discussion de [1, Remarque 2.28] quelques éléments de réponses.

Exercice 3.6.1 Obtenir une estimation du type de celle obtenue dans le lemme 3.5.31 mais pour la dis-
tance WW2

2
de MKW à gauche de l’inégalité 3.5.25, et en utilisant la méthode utilisée dans la preuve de

(3.4.22). Obtenons-nous ainsi un meilleur taux ?

3.7 Notes bibliographiques.

Les sections 3.1 à 3.3 reprennent une partie du cours [24] de P.-L. Lions dans lequel
n’est traité toutefois que le cas E compact. La preuve de (i) ⇒ (iii) dans le Théorème 3.1.4
est dûe à P.-L. Lions [24]. Dans ce même théorème, la preuve de (ii) ⇒ (iv) ⇔ (iii) est la
preuve “historique” de Hewitt et Savage [20]. Elle a été rédigée par K. Carrapatoso pour
son mémoire de Master 2. La section 3.3 reprend et développe également la problématique
du “Chapitre 5 - Propagation du chaos” des notes de cours de C. Villani [48]. Dans cette
section, le Lemme 3.3.13 est tiré du cours de A.S. Sznitman [45]. Le matériel présenté dans
la section 3.4 provient de l’article de S. Mischler et C. Mouhot [1] à l’exeption près de la
preuve de (3.4.22) qui est tirée du livre de S. Rachev et L. Rüschendorf [38]. Les résultats
présentés dans la section 3.5 sont, je crois, originaux : ils permettent de “quantifier”
les équivalences présentées dans la section 3.3 grâce aux techniques de la section 3.4,
et surtout de montrer l’équivalence avec la mesure du chaos qui apparâıt naturellement
dans les techniques de couplage que nous présenterons au chapitre 6. Je tiens à remercier
M. Hauray qui m’a signalé une faute dans la preuve initiale du Lemme 3.5.35, qui m’a
proposé un schéma de preuve pour ce résultat, schéma que j’ai en grande partie suivi
dans la preuve présentée ici. On trouvera une preuve du lemme 3.6.39 de Poincaré dans
[45, Proposition 3.1] ou [9, Exemple 2] (qui fait remonter ce résultat à Mehler [30] en
1866). On trouvera la preuve de la chaoticité de la suite définie dans l’exemple 3.6.40 dans
[22] et [9, Théorème 9]. On trouvera la preuve de la chaoticité de la suite définie dans
l’exemple 3.6.41 dans [45, Proposition 3.2].



Chapitre 4

Entropies et mesures de Gibbs

4.1 Entropie “de niveau 3”.

Dans cette section E = Rd. Pour f ∈ P(E) “fonction régulière” on définit l’entropie
(de Boltzmann) par

(4.1.1) H(f) :=

∫

E
f log f.

Afin de définir cette quantité pour des densités f les plus générales possibles, on commence
par remarquer que

(4.1.2) H(f) =

∫

E
h(f/Gk)Gk +

∫

E
f logGk (=: H(2)(f))

où Gk(v) := Ck exp(−|v|k) ∈ P(E), k,Ck > 0, et h(s) := s log s−s+1. Le terme de droite
est alors bien défini comme élément de R ∪ {+∞} dès que f ∈ P(E) ∩ L1

k(E) (c’est la
somme d’un terme positif et d’un terme fini). Enfin, on étend cette définition à ρ ∈ Pk(E)
en posant

(4.1.3) H(ρ) := sup
φ∈Cc(E)

∫

E
(Gk φ+ logGk) dρ−

∫

E
h∗(φ)Gk (=: H(3)(ρ))

où h∗(t) := et − 1 est la transformée de Legendre de h.

Théorème 4.1.1 (Caractérisation de l’entropie de niveau 3) Soit m > 0. Pour tout
π ∈ Pm(P(E)), on a

H(π) :=

∫

P (E)
H(ρ)π(dρ) = sup

j∈N∗

1

j
Hj(πj) = lim

j→∞

1

j
Hj(πj),

où πj dénote la suite de probabilités marginales définies dans le théorème de Hewitt et
Savage et Hj est l’entropie de Boltzmann définie sur Pm(Ej) et donc H1 = H.

Les quatre paragraphes suivants sont consacrés à la preuve du Théorème 4.1.1. Pour
ce faire, on introduit les définitions des fonctionnelles d’entropie de Boltzmann de “niveau
3” par

H1(π) := sup
j≥1

1

j
Hj(πj), H2(π) :=

∫

P (E)
H(ρ)π(dρ),

pour tout π ∈ Pm(P(E)), et on montre que ces deux fonctionnelles sont identiques.
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4.1.1 Considérations élémentaires sur l’entropie de Boltzmann.

On commence par deux résultats élémentaires, mais fondamentaux, sur l’entropie
usuelle (“de niveau 1”) de Boltzmann.

Lemme 4.1.2 Soit m > 0. La fonctionnelle Pm(E) → R ∪ {+∞}, ρ 7→ H(ρ) est bien
définie par la formule (4.1.3) pour tout k ∈ (0,m), est convexe et sci pour la notion de
suites convergentes ρn → ρ si ρn ⇀ ρ au sens faible des mesures et 〈ρn, |v|m〉 est bornée.
De plus, la quantité H(ρ) ne dépend pas de l’expression de Gk utilisée dans la formule
(4.1.3) et H(ρ) <∞ si, et seulement si, ρ(dv) = f(v) dv où f est une fonction mesurable
telle que f log f ∈ L1(E), et alors H(ρ) = H(f) définie par (4.1.1).

Preuve du lemme 4.1.2. On écrit H(ρ) = S1(ρ)+S2(ρ) avec S2(ρ) := 〈ρ, logGk〉, k ∈ (0,m),
de sorte que S2 est continue au sens de la convergence utilisée et S1 est sci convexe comme
transformée de Legendre/fonction conjuguée d’une fonctionnelle convexe. Montrons que
si ρ n’est pas une fonction mesurable, c’est-à-dire si elle n’est pas absolument continue
par rapport à la mesure de Lebesgue λ sur E, alors H(3)(ρ) = +∞. Comme ρ est une
mesure régulière (c’est une mesure borélienne finie) il existe une boule B = B(x0, 1) et
un compact K ⊂ B tel que λ(K) = 0 et ρ(K) > 0. Pour ε ∈ (0, 1), on considère une
fonction ϕε ∈ Cc(E) telle que 0 ≤ ϕε ≤ 1, ϕε = 1 sur K et ϕ ≡ 0 sur Kc

ε , Kε := {x ∈
E; dist(x,K) ≤ 2ε} ⊂ 2B. On a ainsi Kε ց K lorsque ε→ 0 et donc λ(Kε) → λ(K) = 0,
et également ∫

E
Gk ϕε dρ ≥ inf

B
Gk

∫

K
dρ =: κ > 0.

En revenant à la définition de H(3)(ρ) on obtient pour tout A > 0

H(3)(ρ) ≥ lim inf
ε→0

∫

E
(Gk Aϕε + logGk) dρ−

∫

E
h∗(Aϕε)Gk

≥ Aκ+ 〈ρ, logGk〉 − lim
ε→0

∫

Kε

(eA − 1)Gk = Aκ+ 〈ρ, logGk〉.

La conclusion est donc bien H(3)(ρ) = +∞. Par ailleurs, pour f ∈ P(E)∩L1
k(E), il est clair

que H(3)(f) ≤ H(2)(f) puisque h(s) ≥ t s − h∗(t). Mieux, de h(s) = (log s) s − h∗(log s)
pour tout s > 0, on tire en approchant ψ := log(f/Gk) par des fonctions régulières

H(2)(f) =

∫

E
Gk (ψ f − h∗(ψ)) +

∫

E
f logGk) = H(3)(f),

ce qui termine de montrer que les définitions (4.1.1), (4.1.2) et (4.1.3) cöıncident. ⊓⊔

Lemme 4.1.3 (i) Pour toutes fonctions f, g ∈ L1
m(E) ∩P(E), m > 0, on a

(4.1.4) H(f) :=

∫

E
f log f ≥

∫

E
f log g,

ou de manière équivalente

H(f |g) :=

∫

E
f log(f/g) =

∫

E
g [f/g log(f/g) − f/g + 1] ≥ 0.
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(ii) Plus généralement, pour toutes fonctions f, g ∈ L1
+(E) ∩ L1

m(E), m > 0, on a
∫

E
f log

f

g
≥ F log

F

G
, avec F :=

∫

E
f, G :=

∫

E
g.

(iii) L’entropie est suradditive : pour toute fonction F ∈ L1
m(Ei+j)∩Psym(Ei+j), i, j ∈ N∗,

m > 0, on a l’inégalité

(4.1.5) hi+j ≥ hi + hj , avec hk = Hk(Fk) =

∫

Ek
Fk logFk,

où Fk désigne la marginale d’ordre k de F .
(iv) Soient E = Rd et a > 0. Il existe une constante Ca := C(a, d) ∈ R telle que pour tout
f ∈ Pa(E) on ait

(4.1.6) H(f) ≥ Ca −
∫

E
f |v|a dv.

(iv) Lorsque E = Rd, f ∈ L1
2(E) ∩ P(E), g ∈ L1(E) ∩ P(E), on a

∫

E
f log g ≥ −H(f |g) − d

2
log(2π) − 1

2

∫

E
f |v|2 dv.

Preuve du Lemme 4.1.3. (i) Le deuxième (et donc premier) point provient de ce que la
fonction s 7→ s log s− s+ 1 est positive.

(ii) On écrit ∫

E
f log

f

g
= F

∫

E
f/F log

f/F

g/G
+

∫

E
f log

F

G
,

le premier terme est positif (c’est la deuxième inégalité énoncée) et le dernier terme est
celui annoncé.

(iii) Si hi+j = +∞ il n’y a rien à démontrer. Supposons désormais hi+j < ∞. Dans
R ∪ {−∞}, on calcule

hi+j − hi − hj =

∫

Ei+j
Fi+j logFi+j

−
∫

Ei+j
Fi+j logFi(v1, .., vi) −

∫

Ei+j
Fi+j logFj(vi+1, .., vi+j)

=

∫

Ei+j
Fi+j logFi+j −

∫

Ei+j
Fi+j logFi ⊗ Fj ≥ 0,

grâce au point (i).

(iv) Grâce à un argument de densité, il suffit de se restreindre au cas f ∈ L1(E) ∩Pk(E),
ce qui nous permet d’utiliser l’expression (4.1.1) ou (4.1.2). L’inégalité (4.1.4) avec g :=
Gk(v) = Ak exp(−|v|k) ∈ P(E), Ak > 0, implique que

H(f) ≥
∫

E
f logGk = logAk −

∫

E
f |v|k dv.

(v) D’une part, l’inégalité (4.1.4) avec g := (2π)−d/2 exp(−|v|2/2) implique que

H(f) ≥
∫

E
f logG = −d

2
log(2π) − 1

2

∫

E
f |v|2 dv.
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Lorsque H(f |g) <∞, on écrit d’autre part
∫

E
f log g = −H(f |g) +H(f).

On conclut en combinant ces deux informations. ⊓⊔

4.1.2 La fonctionnelle H1.

Lemme 4.1.4 La fonctionnelle H1 : Pm(P(E)) → R∪{+∞} est bien définie, séquentiellement
sci, linéaire et pour tout π ∈ Pm(P(E))

lim
j→∞

1

j
Hj(πj) = H1(π).

Preuve du Lemme 4.1.4. Etape 1. D’une part, H1(π) ≥ H1(π1) et H1(π1) ∈ R∪{+∞} de
sorte que H1(π) ∈ R∪ {+∞}. Si πN → π faiblement dans Pm(P(E)) on a, en particulier,
πNj → πj faiblement dans P(Ej) et donc Hj(πj) ≤ lim infHj(π

N
j ). Cela implique bien que

H1 est séquentiellement sci.

Etape 2. On pose hk := Hk(πk). Pour i, j ∈ N∗ on a l’inégalité (4.1.5). Si hi+j < ∞ on
en déduit hi < ∞ et hj < ∞. En d’autres termes hi < ∞ entrâıne hj < ∞ pour tout
j ≥ i. Ainsi hj = ∞ implique également hi = ∞ pour tout i ≥ j et donc toujours dans
ce cas limhi/i = +∞. Supposons déssormais que hj < ∞ pour tout j ≥ 1. On note alors
s = suphj/j ∈ R ∪ {+∞}. Pour ε > 0 et en choisissant k ∈ N∗ tel que hk/k > s − ε si
s ∈ R (resp. hk/k > 1/ε si s = +∞) on peut écrire j = mk + n, 0 ≤ n < k de sorte que

hj = hmk+n ≥ mhk + hn ≥ mk(s− ε) + min
1≤n<k

hn ≥ j (s− ε) − Cε
(
resp. ≥ mk (1/ε) + min

1≤n<k
hn ≥ j/(2ε) − Cε

)
.

Dans le cas s <∞, on en déduit

s ≥ lim sup
j→∞

hj
j

≥ lim inf
j→∞

hj
j

≥ lim inf
j→∞

[s− ε− Cε/j) = s− ε,

ce qui démontre

H1(π) = sup
j

hj
j

= lim
j→∞

hj
j
.

Et on arrive à la même conclusion dans le cas s = ∞.

Etape 3. Etant données F,G ∈ Pm(P(E)) telles que Hj(Fj) < ∞, Hj(Gj) < ∞ pour
tout j ≥ 1 et θ ∈ (0, 1) et utilisant la croissance de la fonction s 7→ log s et la convexité de
la fonction s 7→ s log s, on a

Hj(θ Fj + (1 − θ)Gj) =

∫

Ej
(θ Fj + (1 − θ)Gj) log(θ Fj + (1 − θ)Gj)

≥
∫

Ej
θ Fj log(θ Fj) + (1 − θ)Gj) log((1 − θ)Gj)

= θ Hj(Fj) + (1 − θ)Hj(Gj) + θ log θ + (1 − θ) log(1 − θ)

≥ H(θ Fj + (1 − θ)Gj) + θ log θ + (1 − θ) log(1 − θ).
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Grâce au résultat de l’étape 1, on en déduit immédiatement

H1(θ F + (1 − θ)G) ≥ θH1(F ) + (1 − θ)H1(G) ≥ H1(θ F + (1 − θ)G),

ce qui est bien la relation de linéarité. Lorsque Hj(Fj) = +∞ ou Hj(Gj) = +∞, on a
Hj(θ Fj + (1 − θ)Gj) = +∞, ce qui implique la linéarité (de part et autre de l’égalité les
termes sont égaux à +∞). ⊓⊔

4.1.3 La fonctionnelle H2.

D’après la définition de H2 il est clair que H2 : Pk(P(E)) → R ∪ {+∞} puisque la
condition α ∈ Pk(P(E)) signifiant

mk :=

∫

P (E)
〈ρ, |v|k〉α(dρ) <∞,

on a bien grâce à (4.1.6)

H2(α) ≥
∫

P (E)

(
Ck −

∫

E
ρ |v|k dv

)
α(dρ) = Ck −mk > −∞.

La linéarité de H2 provient de la linéarité de l’intégrale. Le caractère sci de H2 est une
conséquence du lemme suivant.

Lemme 4.1.5 Soit (πN ) une suite bornée de Pk(P(E)), k ∈ (0,∞), telle que πN → π
faiblement dans P(P(E)), soit donc 〈πN1 , |v|k〉 ≤ C et 〈πN ,Φ〉 → 〈π,Φ〉 lorsque N → ∞
pour tout Φ ∈ Cb(P(E)). Alors, on a

H2(π) ≤ lim inf H2(π
N ).

Preuve du Lemme 4.1.5. On introduit ρt la solution de l’équation de la chaleur

∂tρt − ∆ρt = 0, ρ0 = ρ

pour tout ρ ∈ P(E) donné. On calcule facilement

∂t

∫

E
ρt 〈v〉k =

∫

E
ρt∆〈v〉k ≤ k2

∫

E
ρt 〈v〉k,

de sorte que ρt ∈ Pk(P(E)) pour tout t ≥ 0. Cette borne permet de définir l’entropie
H(ρt) et on calcule alors

∂tH(ρt) =

∫

E
(1 + log ρt)∆ρt = −

∫

E

|∇ρt|2
ρt

≤ 0,

de sorte que H(ρt) ≤ H(ρ) pour tout t ≥ 0. De plus, ρt ⇀ ρ faiblement P(Rd) lorsque
t → 0, de sorte que par sci de H on a H(ρt) → H(ρ) lorsque t → 0. Enfin, en écrivant
ρt = γt ⋆ ρ on voit clairement que ρk → ρ faible P(Rd) implique ρkt → ρt fort pour tout
t > 0. Ce dernier point implique en particulier que l’application ρ → H(ρt) est continue
de P(Rd) dans R pour tout t > 0. On introduit maintenant la fonctionnelle régularisée

Ht
2(π) :=

∫

P(E)
H(ρt)π(dρ).
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Pour tout t > 0, on a donc

Ht
2(π

N ) ≤ H2(π
N ) et Ht

2(π
N ) → Ht

2(π),

ce qui implique

(4.1.7) ∀ t > 0 Ht
2(π) ≤ lim inf

n→∞
H2(π

N ).

Enfin, deH(ρt) ր H(ρ) lorsque t → 0, on déduit par le théorème de convergence monotone
que

(4.1.8) H2(π) = lim
t→0

Ht
2(π).

On conclut en combinant (4.1.7) et (4.1.8). ⊓⊔

4.1.4 Conclusion de la preuve du Théorème 4.1.1.

Etape 1. Pour ωi, 1 ≤ i ≤ N , une partition de Pm(E), on introduit

π = α1 γ
1 + ...+ αN γ

N , γi :=
1

αi
1ωi π, αi :=

∫

ωi

π(dρ),

ainsi que

πN :=

N∑

i=1

αi δfi , fi := γi1 =

∫

P(E)
ρ γi(dρ).

Pour tout 1 ≤ i ≤ N on a

H1(γ
i) := sup

j≥1

1

j
Hj(γ

i
j) ≥ H1(fi) = H(fi),

et par inégalité de Jensen

H2(γ
i) =

∫

ωi

H(f)
π(df)

αi
≥ H

(∫

ωi

f
π(df)

αi

)
= H(fi).

En utilisant la linéarité de Hj , j = 1, 2, on en déduit

Hj(π) = α1 Hj(γ
1) + ...+ αN Hj(γ

N )

≥ α1H(f1) + ...+ αN H(fN )

=

∫

P(E)
H(ρ)πN (dρ) = H2(π

N )

= α1 H1(δf1) + ...+ αN H1(δfN ) = H1(π
N ).

Etape 2. Pour ε > 0 fixé, on recouvre la grande boule BPm,1/ε par un nombre fini de
petites boules Bi := {f ∈ BPm,1/ε; D(f, fi) < ε}, 1 ≤ i ≤ N −1, où D désigne la distance
de MKW1 (ou encore de Kantorovich-Rubinstein) associée à la distance bornée dE(x, y) :=
|x− y| ∧ 1 comme définie au Théorème 1.5.38. En effet, comme D métrise la convergence
faible de P(E), l’espace (BPm,1/ε,D) est compact d’après le théorème 1.6.43. On suppose
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qu’aucune de ces boules n’est incluse dans une union d’autres boules et on définit ω1 := B1,
..., ωk := Bk\(B1 ∪ ...∪Bk−1) pour 1 ≤ k ≤ N − 1 et ωN := Pm(E)\(B1 ∪ ...∪BN−1). On
a ainsi défini une partition de Pm(E). On considère maintenant une suite ε → 0 et (πN )
une suite ainsi définie à l’aide de la partition correspondant au paramètre ε. Pour cette
suite, on a d’une part

∀ j = 1, 2 Hj(π) ≥ H+ = lim sup
N→∞

H1(π
N ) = lim sup

N→∞
H2(π

N ).

Par ailleurs, on remarque que πN1 = π1, et en particulier

〈πN1 , |v|m〉 = 〈π1, |v|m〉 = Mm(π) <∞,

puisque π ∈ Pm(P(E)). Pour tout k ∈ N∗ et ϕ = ϕ1 ⊗ · · · ⊗ ϕk, ϕj ∈ C1
c (E), de sorte que

|ϕj(x) − ϕj(y)| ≤ Lj (|x− y| ∧ 1) pour une constante Lj, on a également

|〈πNk − πk, ϕ〉| =

∣∣∣∣∣

〈
N∑

i=1

∫

ωN,i

(f⊗kN,i − ρ⊗k)π(dρ), ϕ

〉∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣

N−1∑

i=1

k∑

j=1

∫

ωN,i

(∏

j′<j

〈fN,i, ϕj′〉
)
〈fN,i − ρ, ϕj〉

(∏

j′′>j

〈ρ, ϕj′′〉
)
π(dρ)

+

∫

ωN,N

〈f⊗kN,i − ρ⊗k, ϕ〉π(dρ)

∣∣∣∣∣

≤
N−1∑

i=1

∫

ωN,i

k∑

j=1

(∏

j′<j

‖ϕj′‖∞
)
Lj

(∏

j′′>j

‖ϕj′′‖
)
D(fN,i, ρ)π(dρ)

+

∫

ωN,N

∏

j

‖ϕj‖∞ π(dρ)

≤ C1
ϕ ε

N−1∑

i=1

∫

ωN,i

π(dρ) + C2
ϕ

∫

{〈ρ,|v|m〉≥1/ε}
ε 〈ρ, |v|m〉π(dρ)

≤ (C1
ϕ +C2

ϕMm(π)) ε → 0.

D’après le Théorème 3.3.14 cela implique bien que πN → π au sens de la convergence
faible dans P(P(E)). Or le caractère sci des fonctions Hj implique que

∀ j = 1, 2 Hj(π) ≤ H− = lim inf
N→∞

H1(π
N ) = lim inf

N→∞
H2(π

N ).

On en déduit
H1(π) = limH1(π

N ) = limH2(π
N ) = H2(π).

Ce qui termine la preuve. ⊓⊔

4.2 Limite de mesures de Gibbs.

Cette section est consacrée au passage à la limite dans une suite de mesures de Gibbs en
méchanique statistique. Cette limite a été obtenue par Messer, Spohn [32] et par Caglioti,
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Lions, Machioro, Pulvirenti [7, 8]. La preuve que nous présentons diffère légèrement de
celles que l’on peut trouver dans ces articles : elle est plus “économique” (nécessite moins
de bornes a priori) mais est également moins précise.

Avant de décrire (très succintement) le problème physique, nous commençons par
établir le résultat mathématique clé qui permettra le passage à la limite mentionné.

Théorème 4.2.6 Soit E ⊂ Rd. Soit (FN ) une suite de Psym(EN ) et π ∈ P(P(E)) telles
que FN → π faiblement au sens où FNj ⇀ πj faiblement dans P(Ej) et il existe C, a > 0

tels que 〈FN1 , |v|a〉 ≤ C. Alors

(4.2.9) H(π) ≤ lim inf
1

N
HN (FN ).

Preuve du Théoème 4.2.6. Pour j ∈ N∗ fixé, on introduit la décomposition Euclidienne
N = n j+ r avec n ∈ N∗, 0 ≤ r ≤ j− 1. En itérant l’inégalité de suradditivité (4.1.5), on a

HN (FN ) ≥ nHj(F
N
j ) +Hr(F

N
r ).

D’après la borne inférieure (4.1.6), l’hypothèse de bornitude des moments de FN et
l’équivalence des normes dans Er, 0 ≤ r ≤ j − 1, on a aisément

Hr(F
N
r ) ≥ Ca,rd −

∫

Er
FNr |v|a dv

≥ Ca,rd − Cr

∫

E
FN1 |v|a dv ≥ Ca,rd − Cr C ≥ K > −∞,

pour tout 0 ≤ r ≤ j − 1. On en déduit

1

N
HN (FN ) ≥ n

N
Hj(F

N
j ) +

K

N

et donc

lim inf
1

N
HN (FN ) ≥ 1

j
Hj(πj)

pour tout j ∈ N∗ puisque N/n → j lorsque N → ∞, Hj(πj) ≤ lim infHj(F
N
j ) et K/N →

0. On conclut grâce au Théorème 4.1.1. ⊓⊔
Dans la suite de cette section on suppose que E est une partie compact de Rd (ou

seulement de mesure de Lebesgue finie). Pour des potentiels a1 : E → R et a2 : E×E → R,
on définit l’Hamiltonien

a(N)(X) =
1

N

N∑

i=1

a1(xi) +
1

2N

N∑

i6=j=1

a2(xi, xj)

et la mesure de Gibbs associée

f (N)(X) =
e−a

(N)(X)

Z(N)
, Z(N) =

∫

EN
e−a

(N)(X) dX.

Pour tout g ∈ Psym(EN ) on définit son énergie

V (N)(g) :=

∫

EN
a(N) g(dX)
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et son énergie libre
F (N)(g) := V (N)(g) +H(N)(g),

où H(N) désigne (changement de notations) l’entropie sur EN . La mesure de Gibbs f (N)

est l’équilibre associé à la fonctionnelle d’énergie libre F (N) (à l’Hamiltonien a(N)).

Lemme 4.2.7 Pour tout N on a

F (N)(f (N)) = inf
g∈P(EN )

F (N)(g).

Preuve du Lemme 4.2.7. Un premier argument est le suivant. Si g est un point de mini-
mum pour F (N) sous la contrainte d’être d’intégrale 1, alors il existe un multiplicateur de
Lagrange λ ∈ R tel que

log g + 1 + a(N) = λ,

d’où on obtient f (N). Un deuxième argument, plus explicite, est le suivant. On écrit pour
tout g ∈ P(EN )

F (N)(g) = H(N)(g|f (N)) +

∫

EN
(log f (N) + a(N)) g(dX)

= H(N)(g|f (N)) +

∫

EN
(log f (N) + a(N)) f (N)(dX)

≥ H(N)(f (N)|f (N)) +

∫

EN
(log f (N) + a(N)) f (N)(dX) = F (N)(f (N)),

ce qui est bien l’inégalité annoncée. ⊓⊔
On fait les hypothèses suivantes sur les potentiel ai, i = 1, 2 :

ai est mesurable, i = 1, 2, a2 est symétrique,(4.2.10)

‖ai,−‖L∞ ≤M− <∞, i = 1, 2,(4.2.11)

a1,+ ∈ L∞(E), a2,+ ∈ L1(E2).(4.2.12)

On définit l’énergie d’une densité de particules typiques g ∈ P(E) par

V (g) :=
1

2

∫ ∫

E×E
a2(x, y) g(dx) g(dy) ∈ R ∪ {+∞},

et son énergie libre par

F (g) := H(g) + V (g) ∈ R ∪ {+∞},

où H = H1 est l’entropie sur E. Il est classique de montrer qu’il existe au moins une
solution f̄ ∈ P(E) au problème de minimisation

(4.2.13) F (f̄) = min
g∈P(E)

F (g),

et en écrivant l’équation d’Euler correspondante, que f̄ vérifie

(4.2.14) f̄(x) = Z−1 exp

(∫

E
a2(x, y) f̄(y) dy

)
, Z ∈ R+.
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On note S ⊂ P(E) l’ensemble des solutions f̄ de (4.2.13). Soulignons qu’en général il n’y
a pas unicité de la solution de (4.2.13), et donc S n’est pas un singleton.

Pour π ∈ P(P(E)) on définit son énergie libre (de niveau 2) par

F(π) := V(π) + H(π),

où H est l’entropie de niveau 2 définie dans la section précédente et V est l’énergie de
niveau 2 définie par

V(π) :=

∫

P(E)
V (ρ)π(dρ).

Théorème 4.2.8 Il existe une sous-suite encore noté f (N) et une probabilité de mélange
π̄ ∈ P(P(E)) vérifiant supp π̄ ⊂ S telles que f (N) → π̄ faiblement. Plus précisément pour
la première égalité et de manière équivalente pour la seconde égalité, on a

(4.2.15) lim
N→∞

1

N
F (N)(f (N)) = F(π̄) = inf

π∈S
F(π).

Enfin, si le problème (4.2.13) admet un unique minmum noté f̄ ∈ P(E) alors π̄ = δf̄ et

toute la suite f (N) est f̄ -chaotique.

On commence par un résultat reliant énergie de niveau 1 et de niveau 2 dans l’esprit
du Théorème 4.1.1.

Lemme 4.2.9 Pour tout π ∈ P(P(E)) on a

(4.2.16) V(π) = lim
j→∞

1

j
E(j)(πj) =

1

2

∫

E×E
a2(x, y)π2(dx, dy),

où πj ∈ P(Ej) désigne “la marginale de degré j” associée à π et définie dans le théorème
de Hewitt et Savage.

Preuve du Lemme 4.2.9. Puisque V est un “polynôme” (au sens où cela a été introduit
dans le chapitre 3) on a d’une part et par définition

V(π) =

∫

P(E)
V (ρ)π(dρ)

=

∫

P(E)

{
1

2

∫

E2

a2(x, y) ρ(dx) ρ(dy)

}
π(dρ)

=
1

2

∫

E2

a2(x, y)π2(dx, dy).

On a d’autre part,

V (j)(πj) =

∫

Ej
a(j)(X)πj(dX)

=

∫

Ej





1

j

j∑

i=1

a1(xi) +
1

2j

j∑

i6=j=1

a2(xi, xj)



 πj(dx1, ..., dxj)

=
1

j

j∑

i=1

∫

Ej
a1(x1)πj(dx1, ..., dxj) +

1

j

j∑

i6=j=1

∫

Ej

1

2
a2(x1, x2)πj(dx1, ..., dxj)

=

∫

E
a1(x)π1(dx) + (j − 1)

∫

E2

1

2
a2(x, y)π2(dx, dy),
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ce qui implique bien que la deuxième égalité dans (4.2.16). ⊓⊔
Preuve du Théorème 4.2.8. Etape 1 - Bornes a priori. Soit ϕ ∈ P(E) ∩ L∞(E). Par
définition de f (N) et l’hypothèse (4.2.12), on a

(4.2.17)
1

N
F (N)(f (N)) ≤ 1

N
F (N)(ϕ⊗N ) ≤ F (ϕ) + ‖a1,+‖L∞ <∞,

puisque

H(N)(ϕ⊗N ) = N H(ϕ) et V (N)(ϕ⊗N ) = (N − 1)V (ϕ) +

∫

E
a1 dρ.

En reprenant la preuve du Théorème 4.2.6, on a

(4.2.18)
1

j + 1
H(j)(f

(N)
j ) ≤ 1

N
H(N)(f (N)) +K−.

En définissant V
(N)
− à partir de a2,−, la preuve du lemme 4.2.9 implique

1

N
V

(N)
− (f (N)) =

(
1 − 1

N

) ∫

E2

1

2
a2,−(x1, x2) f

(N)
2 (dx1, dx2)(4.2.19)

+
1

N

∫

E
a1,−(x1) f

(N)
1 (dx1) ≤

3

2
M−.

Combinant (4.2.17), (4.2.18) et (4.2.19), on obtient

1

j + 1
H(j)(f

(N)
j ) ≤ 1

N
F (N)(f (N)) +

1

N
V

(N)
− (f (N)) +K−(4.2.20)

≤ F (ϕ) +
3

2
M− +K− <∞.

Etape 2 - Passage à la limite. D’après le Théorème 3.3.16 de compacité, on sait qu’il existe
une sous-suite toujours notée f (N) telle que f (N) → π̄ faiblement. Plus précisément, grâce
à la borne (4.2.20), on a pour tout j ∈ N∗

(4.2.21) f
(N)
j ⇀ π̄j faiblement dans L1(Ej).

On introduit a2,ε := min(a2, 1/ε) pour tout ε > 0, de sorte que a2,ε ≤ a2 et a2,ε ∈ L∞, et

la fonctionnelle d’énergie V
(N)
ε associée. On écrit

(4.2.22)
1

N
H(N)(f (N)) +

1

N
V (N)
ε (f (N)) ≤ 1

N
F (N)(f (N)).

Toujours à cause du même calcul effectué dans la preuve du lemme 4.2.9, on a

1

N
V (N)
ε (f (N)) =

(
1 − 1

N

)
1

2

∫

E2

a2,ε f
(N)
2 dxdy +

1

N

∫

E
a1 f

(N)
1 dx,

de sorte que grâce à (4.2.21) on déduit

(4.2.23) lim
1

N
V (N)
ε (f (N)) =

1

2

∫

E2

a2,ε π̄2 dxdy.
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Combinant (4.2.22), (4.2.23) et le résultat du théorème 4.2.6, on obtient

H(π̄) +
1

2

∫

E2

a2,ε π̄2 dxdy ≤ lim inf
1

N
F (N)(f (N)).

pour tout ε > 0, et donc par convergence monotone

(4.2.24) F(π̄) ≤ lim inf
1

N
F (N)(f (N)).

Etape 3 - Identification de la limite. Soit ϕ ∈ S . Comme alors ϕ logϕ ∈ L1 et a2 ϕ⊗ϕ ∈ L1,
on vérifie sans difficulté que

lim
1

N
F (N)(ϕ⊗N ) = F (ϕ) = F(δϕ).

Or par ailleurs, pour tout N ,

1

N
F (N)(f (N)) ≤ 1

N
F (N)(ϕ⊗N ),

de sorte que

(4.2.25) lim sup
1

N
F (N)(f (N)) ≤ lim

1

N
F (N)(ϕ⊗N ) = F (ϕ).

On a également pour tout π ∈ P(P(E)), l’inégalité

(4.2.26) F(π) =

∫

P(E)
F (ρ)π(dρ) ≥

∫

P(E)
F (ϕ)π(dρ) = F (ϕ).

En combinant (4.2.24), (4.2.25) et (4.2.26), on en déduit

F (ϕ) = inf
π∈P(P(E))

F(π)

ainsi que

F(π̄) = lim
1

N
F (N)(f (N)) = F (ϕ)

ce qui prouve (4.2.15). La condition de support provient du fait que si suppπ n’est pas
inclus dans S alors F(π) > F (ϕ). ⊓⊔
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4.3 Information de Fisher, entropie et chaos.

On introduit les information de Fisher

Ij(G) :=
1

j

∫

Ej

|∇G|2
G

et I(π) :=

∫

P(E)
I1(ρ)π(dρ)

pour G ∈ P(Ej) et π ∈ P(P(E)).

Lemme 4.3.10 Soit G ∈ Psym(Ej). Alors pour tout 1 ≤ ℓ ≤ j la probabilité marginale
Gℓ satisfait

Iℓ(Gℓ) ≤ Ij(G).

Preuve du Lemme 4.3.10. On calcule

Ij(G) =
1

j

∫

Ej

|∇G|2
G

=

∫

Ej

|∇1G|2
G

=

∫

Ej
|∇1 logG|2 G

=

∫

Ej
|∇1 log(G/Gℓ) + ∇1 logGℓ|2G

=

∫

Ej

{
|∇1 log(G/Gℓ)|2 + 2∇1 log(G/Gℓ) · ∇1 logGℓ + |∇1 logGℓ|2

}
G

=: T1 + T2 + T3.

Or on a

T2 = 2

∫

Ej
∇1(G/Gℓ) · ∇1Gℓ

= 2

∫

Eℓ
∇1

(∫

EN−ℓ

(G/Gℓ) dvℓ+1...dvN

)
· ∇1Gℓ = 0,

T3 =

∫

Eℓ
|∇1 logGℓ|2Gℓ = Iℓ(Gℓ),

et on conclut en utilisant que T1 ≥ 0. ⊓⊔

Lemme 4.3.11 Soit (fn) une suite de P(E), E = Rd, telle que

fn ⇀ f faible, (fn) bornée Pk(E), k > 0, et I(fn) ≤ C.

Alors on a

(4.3.27) I(f) ≤ lim inf I(fn) et H(fn) → H(f).

En particulier, si de plus, k > 2,
∫
fn(1, v, |v|2) dv = (1, 0, d) et I(fn) → I(M) alors

H(fn|M) → 0.

Preuve du Lemme 4.3.11. Etape 1. Par l’inégalité de Sobolev, on a

‖fn‖L2∗/2 = ‖
√
fn‖2

L2∗ ≤ Cd ‖∇
√
fn‖L2 = Cd I(fn)

1/2 ≤ C.
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Par Rellich, on peut extraire une sous-suite telle que
√
fnk converge p.p. et fortement dans

L2q vers une limite notée
√
g, et donc fnk converge vers g en norme dans Lq ∩ L1

k′ pour
tout q ∈ [1, 2∗/2), k′ ∈ [0, k), ce qui implique f = g. On a ainsi

√
fn ⇀

√
f dans D′, donc

∇√
fn ⇀ ∇√

f dans D′, et enfin

I(f) = ‖∇
√
f‖2

L2 ≤ lim inf ‖∇
√
fn‖2

L2 = lim inf I(fn).

Pour montrer la convergence de l’entropie on a recours à un procédé classique de découpage.
On écrit pour R,M ≥ 1

H(g) =

∫

BR

g log g +

∫

BcR

g (log g)+ 1g≥M +

∫

BcR

g (log g)+ 1M≥g≥1

−
∫

BcR

g(log g)− 1
1≥g≥e−|v|k/2 −

∫

BcR

g(log g)− 1
e−|v|k/2≥g≥0

.

Pour le premier terme, on écrit que g (log g)+ ≤ Cε g
1+ε ≤ Cε g

1+2ε/M ε sur {g ≥ M}
avec ε := (2∗/2 − 1)/2. Pour le second terme, on écrit que g (log g)+ ≤ g logM ≤
g (logM) |v|k/Rk sur {g ≥ M, |v| ≥ R}. Pour le troisième terme, on écrit que log g ≥
−|v|k/2 sur {g ≥ exp(−|v|k/2)} et donc g(log g)− ≤ g |v|k/2 ≤ g |v|k/Rk/2 sur {1 ≥
g ≥ exp(−|v|k/2), |v| ≥ R}. Pour le dernier terme, on écrit que g (log g)− ≤ 4

√
g sur

{0 ≤ g ≤ 1} et donc g (log g)− ≤ 4 exp(−|v|k/2/2) sur { exp(−|v|k/2) ≥ g ≥ 0, |v| ≥ R}.
On a donc ainsi

∣∣∣∣H(g) −
∫

BR

g log g

∣∣∣∣ ≤ Cε
M ε

I(g) +

(
logM

Rk
+

1

Rk/2

)∫
g |v|k + 4

∫

BcR

e−
1
2
|v|k/2 .

Comme
∫
BR

fn log fn →
∫
BR

f log f par une variante classique du théorème de convergence
dominée, on a bien démontré la deuxième convergence de (4.3.27).

Etape 2. On définit

D := {f ∈ L1(Rd); f ≥ 0,

∫
f = 1,

∫
f v = 0,

∫
f |v|2 = d},

et M(v) := (2π)−d/2 exp(−|v|2/2). On définit l’information relative de Fisher par

I(f) =

∫ |∇f |2
f

= 4

∫
|∇
√
f |2, I(f |M) = I(f) − I(M) = I(f) − d.

On va démontrer

(4.3.28) ∀ f ∈ D I(f |M) ≥ 0,

avec égalité si, et seulement si, f = M .

Pour f ∈ D, I(f) <∞, on a

0 ≤ J(f) :=

∫ ∣∣∣2∇
√
f + x

√
f
∣∣∣
2
f dx

=

∫ (
4 |∇

√
f |2 + 2x · ∇f + |x|2 f

)
dx = I(f) +M2(f) − 2 d

= I(f) − d = I(f) − I(M) =: I(f |M).
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De plus, si I(f |M) = 0 alors J(f) = 0 et donc 2∇√
f + x

√
f = 0 p.p.. Par bootstrap

(injection de Sobolev, de Morrey, puis calcul différentiel classique) on en déduit que
√
f ∈

C∞. Soit alors x0 ∈ Rd tel que f(x0) > 0 (existe car f ∈ D) et O l’ouvert composante
connexe de {f > 0} contenant x0. On déduit de l’identité précédente que ∇(log

√
f +

|x|2/4) = 0 dans O et donc f(x) = eC−|x|2/2 sur O avec C ∈ R. Par continuité de u, on en
déduit que O = Rd, et donc C = − log(2π)d/2 (condition de normalisation).

Etape 3. Par hypothèse, et avec les notations de l’étape 2, on a fn ⇀ f avec f ∈ D.
Grâce aux deux premières étapes, on en déduit I(M) ≤ I(f) ≤ lim inf I(fn) = I(M),
donc f = M . Or par (4.3.27) on a H(fn) → H(M), et on conclut en écrivant

H(fn|M) = H(fn) −
∫
fn logM → H(f) −

∫
f logM = 0.

⊓⊔
On a vu que lorsque la dimension de l’espace est fixée un contrôle de l’information de

Fisher d’une suite plus sa convergence au sens faible implique sa convergence au sens de
l’entropie relative (et également forte dans L1). Nous allons étendre ce genre de résultat
au cas de la dimension infinie et au cas de la dimension N → ∞.

Lemme 4.3.12 Soit (πn) une suite de Pk(P(E)), k > 0, telle que

πn → π faible et I(πn) ≤ C.

Alors on a
I(π) ≤ lim inf I(πn) et H(πn) → H(π).

Preuve du Lemme 4.3.12. On reprend des arguments développés dans la preuve du
Lemme 4.1.5. La preuve de la limite inférieure étant en tout point similaire à celle de
la fonctionnelle H2, on ne prouve que la deuxième convergence. On introduit ρt la solution
de l’équation de Fokker-Planck

∂tρt = ∇ · (∇ρt + v ρt), ρ0 = ρ

pour tout ρ ∈ P(E) donné. On rappelle que pour J = H et J = I on a J(ρt) ≤ J(ρ) pour
tout t ≥ 0, que J(ρt) → J(ρ) lorsque t → 0 et que ρm → ρ faible P(Rd) implique que
ρmt → ρt fort, par exemple dans L2 et avec une borne L2 uniforme (qui ne dépend que de
t), pour tout t > 0. Ce dernier point implique en particulier que l’application ρ→ H(ρt) est
continue de P(Rd) dans R pour tout t > 0. Pour voir cela, il suffit de reprendre la preuve
de la première étape dans le Lemme 4.3.11 et d’y remplacer la borne sur l’information de
Fisher par une borne sur une borne L2 de (ρmt) On introduit maintenant la fonctionnelle
régularisée

Ht(π) :=

∫

P(E)
H(ρt)π(dρ).

Utilisant que I(ρt) ≤ I(ρ) pour tout t ≥ 0, on a

|H(ρt) −H(ρ)| =

∣∣∣∣
∫ t

0
[I(ρs) − I(M)] ds

∣∣∣∣ ≤ t [I(ρ) + I(M)].

On écrit alors

H(πn) −H(π) = (H(πn) −Ht(πn)) + (Ht(πn) −Ht(π)) + (Ht(π) −H(π))
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avec

Ht(π) :=

∫

P(E)
H(ρt)π(dρ).

On a évidemment, pour tout t > 0

Ht(πn) → Ht(π) lorsque n→ ∞

et on a également pour tout α ∈ P(P(E))

|Ht(α) −H(α)| ≤
∫

P (E)
|H(ρt) −H(ρ)|α(dρ) ≤ t [I(α) + I(M)].

On conclut en combinant ces deux informations. ⊓⊔

Lemme 4.3.13 Soit (FN ) une suite de P(EN ) et g, f ∈ P(E), E = Rd. On suppose

D2 (− log g) ≥ K ∈ R, I(f) <∞, Mk(F
N ) ≤ C, FNest f -chatotique,

ainsi que

I(FN |g⊗N ) ≤ C ou I(FN ) ≤ C, |∇ log g(v)| ≤ C 〈v〉k/2,

avec K ∈ R, C ∈ (0,∞), k ∈ (2,∞). Alors FN est “entropie chaotique” au sens où

H(FN |g⊗N ) → H(f |g).

En particulier, si de plus D2(− log f) ≥ K et I(FN |f⊗N ) ≤ C, alors FN est “entropie
relative chaotique” au sens où

H(FN |f⊗N ) → 0.

Preuve du Lemme 4.3.13. On définit GN := g⊗N de sorte que si g = e−ψ avec D2ψ ≥ K
au sens des matrices symétriques de E, on a GN = e−ΨN , ΨN =

∑
ψ(vi), avec D2Ψ ≥ K

au sens des matrices symétriques de EN . D’après une égalité de type HWI (que l’on peut
trouver dans [36, preuve du Théorème 3])

(4.3.29) H(FN |GN ) ≤ H(f⊗N |GN ) +
√
I(FN |GN )W2(F

N , f⊗N ) +
K

2
W2(F

N , f⊗N )2,

où on rappelle que

H(β|α) =
1

N

∫

EN
β log

β

α
,

I(β|α) =
1

N

∫

EN
β |∇ log

β

α
|2,

W2(β, α)2 =
1

N
inf

π∈Π(α,β)

∫

E2N

|X − Y |2 π(dX, dY ).
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D’une part, on a

1

N
inf

π∈Π(α,β)

∫

E2N

|X − Y |2 π(dX, dY ) ≤ 1

N

N∑

i=1

inf
π∈Π(α,β)

∫

E2N

|xi|k + |yi|k
Mk−2

π(dX, dY )

+
1

N

N∑

i=1

inf
π∈Π(α,β)

∫

E2N

|xi − yi|2 1|xi−yi|≤M π(dX, dY )

≤ 1

Mk−2
(Mk(α) +Mk(β))

+M inf
π∈Π(α,β)

∫

E2N

(
1

N

N∑

i=1

(|xi − yi ∧M)

)
π(dX, dY ),

de sorte que

W2(F
N , f⊗N ) ≤ 1

Mk−2
(Mk(F

N ) +Mk(f)) +MWM
1 (FN , f⊗N )

avec WM
1 la distance de MKW définie à partir de la distance bornée ci-dessus et donc

WM
1 (FN , f⊗N ) → 0 lorsque N → ∞ puisque FN est f -chaotique. On en déduit que

W2(F
N , f⊗N) → 0 lorsque N → ∞. D’autre part, en développant le carré et en utilisant

une intégration par parties, on a

I(FN |GN ) =
1

N

∫

EN

∣∣∣∣
∇FN
FN

− ∇GN
GN

∣∣∣∣
2

FN

= I(GN ) +
1

N

∫

EN
FN

[∣∣∇ logGN
∣∣2 + 2∆GN

]
.

Utilisant
∣∣∇ log g⊗N

∣∣2 + 2∆ log g⊗N =

N∑

i=1

|∇i log g(vi)|2 + 2∆i log g(vi)

et la propriété de symétrie de GN , on obtient

I(FN |g⊗N ) = I(FN ) +

∫

E
FN1

[
|∇ log g|2 + 2∆ log g

]
.

Puisque |∇ log g|2 ≤ C 〈v〉k/2 et ∆ log g ≤ −K on en déduit que I(FN |g⊗N ) est une suite
bornée (puisque majorée). On conclut grâce à (4.3.30) que

(4.3.30) lim supH(FN |g⊗N ) ≤ lim supH(f⊗N |g⊗N ) = H(f |g).

Corollaire 4.3.14 Soit (FN ) une suite de P(EN ), E = Rd. On suppose

I(FN ) ≤ C, Mk(F
N ) ≤ C, k > 2.

Alors
|H(FN ) −H(FN1 )| ≤ CW2(F

N , (FN1 )⊗N )

En particulier, si FN est f -chatotique, alors FN est “entropie chaotique” au sens où

H(FN ) → H(f).
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Remarque 4.3.15 Le corollaire 4.3.14 est une version “forte” du chaos dans lesquelles
on demande plus que la simple convergence faible des marginales.

Problème ouvert 4.3.1 Sous quelle condition sur FN une suite f -chaotique et GN une
suite g-chaotique, a-t-on

HN(FN |GN ) → H(f |g)?

Remarque 4.3.16 On a log detD2ϕ ≤ ∆ϕ− d si ϕ : Rd → R. La preuve est la suivante.
Comme D2ϕ est symétrique, elle est diagonalisable, et appelons λ1, ..., λd ses valeurs
propres et A la matrice diagonale associée, de sorte que

log detD2ϕ = log detA = log(
∏

i

λi) =
∑

i

log λi.

En utilisant l’inégalité log λi ≤ λi − 1, on obtient

log detD2ϕ ≤
∑

i

(λi − 1) = trA− d = trD2ϕ− d = ∆ϕ− d.

Théorème 4.3.17 Soit (FN ) une suite de Psym(EN ) telle que Mk(F
N
1 ) est bornée avec

k > 2 et FN1 ⇀ f faiblement dans P(E).
Dans cette série d’assertions, chacune implique la suivante.

(i) (FN ) est f -Fisher chaotique, au sens où I(FN ) → I(f), I(f) <∞ ;
(ii) I(FN ) est bornée et (FN ) est f -Kac chaotique ;
(iii) (FN ) est f -entropie chaotique, au sens où H(FN ) → H(f), H(f) <∞ ;
(iv) (FN ) est f -Kac chaotique.

Preuve du Théorème 4.3.17. Montrons (iii) ⇒ (iv). On extrait de (FN ) une sous suite,
encore notée (FN ), telle que FN2 → π2 faiblement dans Psym(E2), et donc π1 = f . On a

H(π1) ≤ H(π2) ≤ lim infH(FN2 ) ≤ lim infH(FN ) = H(f).

On en déduit H(π2) = H(f) et donc π2 = f⊗2, ce qui signifie bien (iv).

Montrons (i) ⇒ (ii). La preuve est identique. Comme précédemment on montrer que

I(π1) ≤ I(π2) ≤ lim inf I(FN2 ) ≤ lim inf I(FN ) = I(f).

On en déduit I(π2) = I(f) et donc π2 = f⊗2, ce qui signifie bien (ii). ⊓⊔

4.4 Notes diverses.

4.4.1 Mesures de Gibbs et information de Fisher

On considère l’Hamiltonien a(N) défini dans la section 4.2 avec a2/β la fonction de Green associée à
l’équation de Poisson avec conditions de Dirichlet dans un ouvert borné E ⊂ R2, soit donc

a2(x, y) = − β

2π
log |x− y| + β γ̃(x, y),

≥ − β

2π
log diam(E) − β ‖γ̃‖L∞ .

avec γ̃ : E ×E → R est une fonction symétrique et harmonique dans les deux variables et β > 0. Avec les
notations de la section 4.2 on rappelle une borne sur f (N) obtenue dans [7].
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Théorème 4.4.18 [7, Théorème 3.1] Il existe deux constantes C = C(β, E), K = K(β,E) telles que

f
(N)
j (X) ≤ Cj e−β

j
N
a(j)(X) ≤ Kj ∀X ∈ Ej , 1 ≤ j ≤ N.

Corollaire 4.4.19 Il existe une constante C = C(β,E) telle que

1

N
IN(f (N)) ≤ C.

Preuve du Corollaire. On écrit

1

N
IN(f (N)) =

Z

EN

|∇1f
(N)|2

f (N)

=

Z

EN

|∇1a
(N)|2f (N)

=

Z

EN

˛̨
˛̨
˛̨
1

N

X

j≥2

2∇1α(x1, xj)

˛̨
˛̨
˛̨

2

f (N)

=
(N − 1)2

N2

3X

k=2

2

Z

E3

∇1α(x1, x2) · ∇1α(x1, xk)f
(N)
3

≤ K2

Z

E2

|∇1α(x, y)|2 dxdy ≤ C

Z

B
R4 (0,M)

(1 +
1

|x− y|) dxdy,

et ce dernier terme est fini. ⊓⊔

4.4.2 Entropies pour des combinaisons finies d’états purs

Exercice 4.4.1 a) - Soit π ∈ P(P(E)). A l’aide de l’inégalité de Jensen (dans P(E)) montrer que

Hj(πj) :=
1

j

Z

Ej

πj log πj ≤ H(π) :=

Z

P(E)

H1(ρ)π(dρ).

Soient maintenant f1, ..., fN ∈ P(E) telles que H(fk) < ∞. On considère π := (δf1 + ... + δfN
)/N ∈

P(P(E)).
b) - Montrer que πj = (f⊗j

1 + ...+ f⊗j
N )/N satisfait

Z

Ej

πj log πj =
j

N
(H(f1) + ...+H(fN)) +

Z

Ej

πj Φ

 
f⊗j
1

N πj
, ...,

f⊗j
N

N πj

!
,

avec Φ : RN+ → R définie par

Φ(X) := x1 log

„
1

N x1

«
+ ...+ xN log

„
1

N xN

«
.

c) - Montrer que ∀X ∈ RN+ ,
P
i xi = 1, − logN ≤ Φ(X) ≤ 0, et en déduire

1

j

Z

Ej

πj log πj = H(π) −O
„

logN

j

«
−→
j→∞

H(π).

d) Retrouver le résultat du Théorème 4.1.1 dans le cas particulier π := (δf1 + ...+ δfN
)/N ∈ P(P(E)).

4.4.3 Retour sur l’information de Fisher

Exercice 4.4.2 Montrer que Ij(g
⊗j) = I1(g) pour tout g ∈ P(E).

Problème ouvert 4.4.1 a) - A-t-on IN est sci au sens suivant : si (GN ) est une suite de Psym(EN) qui
est g-chaotique alors

I(δg) ≤ lim inf IN (GN)?

b) - Plus simplement, a-t-on I(π) = lim Ij(πj) ?
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On va faire un calcul dans le cas le plus simple. On prend G = 1
2

(δg + δh) avec g = γ, h(x) = γ(x−a).
On a alors Gj = 1

2
(g⊗N + h⊗N ). On commence le calcul

Ij(Gj) =

Z

Ej

|∇1 log(Gj/Gj−1)|2Gj + Ij−1(Gj−1)

=

jX

k=1

Jk + Ij−1(Gj−1),

avec

Jk :=

Z

Ek

|∇1 log(Gk/Gk−1)|2Gk

=

Z

Ek

˛̨
˛∇1Gk
Gk

− ∇1Gk−1

Gk−1

˛̨
˛
2

Gk.

Or on a

∂g = −v g, ∂h = −(v − a)h, ∂1Gk = −1

2
(v1 g

⊗k + (v1 − a)h⊗k)

ce qui implique

∂1Gk
Gk

= −v1 + a
h⊗k

g⊗k + h⊗k

et donc avec la notation gk = g(vk), hk = h(vk)

˛̨
˛∂1Gk
Gk

− ∇1Gk−1

Gk−1

˛̨
˛
2

= a2
˛̨
˛ h⊗k

g⊗k + h⊗k
− h⊗(k−1)

g⊗(k−1) + h⊗(k−1)

˛̨
˛
2

= a2
˛̨
˛ h⊗(k−1) g⊗(k−1) (hk − gk)

(g⊗k + h⊗k) (g⊗(k−1) + h⊗(k−1))

˛̨
˛
2

.

On écrit maintenant

Jk = a2 ϕk(a), ϕk(a) :=

Z

Ek

˛̨
˛ h⊗(k−1) g⊗(k−1)

(g⊗k + h⊗k) (g⊗(k−1) + h⊗(k−1))

˛̨
˛
2

Gk (hk − gk)
2

Puisque ∂a(h−g)2 = 2 ∂ah (h−g), ∂2
aa(h−g)2|a=0 = 2 (∂ah)

2
|a=0 = 2 v2 g2, il est facile de voir que ϕk(0) = 0,

ϕ′
k(0) = 0, et

ϕ′′
k(0) =

Z

Ek

˛̨
˛ (g2)⊗(k−1)

(2 g⊗k) (2 g⊗(k−1))

˛̨
˛
2

g⊗k 2 v2
k g

2
k

=
1

8

Z

Ek

g⊗(k−1) v2
k gk =

1

8

Il n’est pas clair que l’on puisse en déduire quelque chose de pertinent !

4.4.4 Retour sur l’entropie relative

Lemme 4.4.20 Soit E = Rd. Si fn ⇀ f L1(E) ∩ P(E) et gn → g p.p., alors

(4.4.31) H(f |g) ≤ lim infH(fn|gn).

Mieux, si fn ⇀ f et gn ⇀ g faiblement dans L1(E) ∩ P(E), alors

(4.4.32) H(f |g) ≤ lim infH(fn|gn).

Problème ouvert 4.4.2 Sous quelles conditions (supplémentaires) sur fn ⇀ f et gn ⇀ g faiblement
dans L1(E) ∩ P(E) a-t-on

(4.4.33) H(f |g) = limH(fn|gn)?
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Idée de la preuve du Lemme 4.4.20. Etape 1. On montre (4.4.31). On montre que f = 0 sur A0 := {g = 0}
de sorte que par définition H |A0(f |g) = H(0|0) = 0. On a gn → 0 uniformément sur Aε ⊂ A0 avec
|A0\Aε| < ε. On raisonne par l’absurde et on peut donc supposer également que f > ε sur Aε, que
Aε ⊂ B(0, R) et que H(fn|gn) ≤ C. On a alors

C ≥ H(fn|gn)

≥
Z

Aε

gn h(fn/gn)

≥
Z

Aε

fn log fn +

Z

Aε

fn(− log gn) +

Z

Aε

gn −
Z

Aε

fn

≥
Z

Aε

e−1 log e−1 + (− log ‖gn‖L∞(Aε))

Z

Aε

fn − 1

et cela est absurde puisque le terme du milieu tend vers

(− log ‖0‖L∞(Aε))

Z

Aε

f = +∞!

Maintenant, sur A = {M ≥ g ≥ ε} on a
Z

A

f log f −
Z

A

f log g −
Z

A

f +

Z

A

g ≤

≤ lim inf

Z

A

fn log fn −
Z

A

fn log gn −
Z

A

fn +

Z

A

gn

≤ lim infH(fn|gn),

ce qui termine la preuve de (4.4.31).

Etape 2. On montre (4.4.32). Il suffit d’écrire

H(fn|gn) =

Z

E

h(fn|gn) dv

avec h(x|y) := x log(x/y). Or on calcule son gradient et sa Hessienne

∇h(x|y) =

„
1 + log(x/y)

−x/y

«
, D2h(x|y) =

„
1/x −1/y
−1/y x/y2

«
≥ 0,

ce qui prouve que h est convexe par rapport à ses deux arguments. Il suffit alors d’écrire

H(fn|gn) = sup
ϕ,ψ∈C0(E)

Z

E

n
ϕ(v) fn(dv) + ψ(v)gn(dv) − h∗(ϕ(v), ψ(v))

o
dv

où h∗ désigne la fonction conjuguée de h dans R2. Et il n’y a pas de difficulté pour passer à la limite
inférieur dans cette dernière expression. ⊓⊔

4.4.5 Injection d’espace de configurations sur EN dans un espace régulier

Nous avons vu (et nous reverrons) que l’injection EN → P(E), V 7→ µNV est utile pour passer d’un
espace de N particules à un espace fixe de configurations N → ∞, et donc pour établir des limites de
champ moyen. Pour pouvoir opérer dans un tel cadre il est nécessaire que les modèles avec lesquels on
travaille soient “assez réguliers”. Une question naturelle est donc de savoir si on peut travailler dans un
cadre plus régulier que celui des mesures qui aurait comme avantage de pouvoir considérer des modèles
moins régulier. L’objet de cette section est d’esquisser une piste possible. Voici deux résultats élémentaires
et une question. On fixe ρ ∈ S(E) ∩ P(E), E = Rd, et on définit pour tout N ∈ N∗, ε > 0,

µN,εV :=
1

N

NX

i=1

ρεi , ρεi (z) = ρε(z − vi) :=
1

εd
ρ
`z − vi

ε

´

Lemme 4.4.21 Si f ∈ L2(E) ∩ P(E), alors
Z

EN

‖µNV ‖2
L2(E) f

⊗N (dV ) ≤ ‖f‖2
L2 +

‖ρ‖2
L2

εdN
.
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Preuve du lemme 4.4.21. On calcule
Z

EN

‖µNV ‖2
L2(E) f

⊗N (dV ) =

=
1

N2

X

i6=j

Z

EN+1

ρε(v − vi) ρ
ε(v − vj)f

⊗N (dV ) +
1

N2

NX

i=1

Z

EN+1

ρε(v − vi)
2f⊗N (dV )

=
N − 1

N

Z

E3

ρ(x)ρ(y)f(εx+ v)f(εy + v)dxdydv +
1

N εd

Z

E2

1

εd
ρ2`v − vi

ε

´
f(v1) dv1dv

et on utilise l’inégalité de Young f(εx+ v)f(εy + v) ≤ f(εx+ v)2 + f(εy + v)2 afin de borner le premier
terme. ⊓⊔

On souhaite maintenant se passer de l’hypothèse de tensorisation.

Lemme 4.4.22 Soit FN ∈ P(EN ) et E = Rd avec d = 1, alors

Z

EN

‖µNV ‖2
L2(E) F

N (dV ) ≤ Cρ I2(F
N
2 )1/2 +

‖ρ‖2
L2

εdN
.

Preuve du lemme 4.4.22. On reprend le calcul précédent

Z

EN

‖µNV ‖2
L2(E) F

N(dV ) =

=
1

N2

X

i6=j

Z

EN+1

ρε(v − vi) ρ
ε(v − vj)F

N (dV ) +
1

N2

NX

i=1

Z

EN+1

ρε(v − vi)
2FN (dV )

=
N − 1

N

Z

E3

ρ(x) ρ(y)FN2 (εx+ v, εy + v)dxdydv +
1

N εd

Z

E2

1

εd
ρ2
`v − vi

ε

´
FN1 (v1) dv1dv.

On ne peut plus utiliser l’inégalité de Young pour borner le premier terme, mais le second terme se majore

de la même manière. On suppose maintenant que ρ(x) := (2π)−d/2 e−x
2/2. Le premier terme devient

T1 (N − 1)/N , avec

T1 =

Z

R2d

„Z

Rd

c

ε2d
exp

„
− 1

2ε2
˘
(v − v1)

2 + (v − v2)
2
¯«

dv

«
FN2 (v1, v2) dv1dv2

=

Z

R2d

„Z

Rd

c

ε2d
exp

„
− 1

2ε2

 ˛̨
˛v − v1 + v2

2

˛̨
˛
2

+
|v2 − v1|2

2

ff«
dv

«
FN2 (v1, v2) dv1dv2

=

Z

R2d

c

εd
exp

„
−|v2 − v1|2

4ε2

«
FN2 (v1, v2) dv1dv2

Maintenant, on suppose que d = 1, de sorte que

T1 =

Z

R2

Z v1

−∞

c

ε
exp

„
−|v2 − x|2

4ε2

«
dx

∂

∂v1
FN2 (v1, v2) dv1dv2

≤ C

Z

R2

|∂1F
N
2 | dv1dv2 ≤ C

„Z

R2

|∂1F
N
2 |2

FN2
dv1dv2

«1/2

,

par intégartion par parties. ⊓⊔

Problème ouvert 4.4.3 Peut-on trouver des fonctionnelles, par exemple du type de ”information de
Fisher généralisée”

Lk(f) :=

Z

E

|∇f |2k
f2k−1

ou Jk(f) :=

Z

E

|Dkf |2
f

,

qui jouissent de bonnes propriétés concernant la dimension croissante de l’espace (du type de celle que l’on
a démontrée pour l’information de Fisher usuelle dans le lemme 4.3.10) et pour lesquelles un résultat du
type obtenu dans le lemme 4.4.22 soit vrai en dimension d ≥ 2 ?
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4.5 Notes bibliographiques.

L’énoncé (sous une forme légèrement différente) du théorème 4.1.1 apparâıt dans l’ar-
ticle de L. Arkeryd, S. Caprino et N. Ianiro [3] de 1991. Ils citent l’article de D.W. Robinson
et D. Ruelle [39] datant de 1967 comme référence pour la démonstration. Toutefois le cadre
de l’article [39] est un peu différent de celui développé dans ce chapitre et la preuve repose
sur un résultat (de représentation ?) de G. Choquet et P.A. Meyer [12] que je ne comprends
pas. La preuve du théorème 4.1.1 présentée ici repose d’une part sur des arguments clas-
siques de sous additivité de l’entropie comme ils preuvent apparâıtre dans [39] ou [16] dont
le lemme 4.1.4 est tiré. Cette preuve est peut-être originale, elle permet en tout cas de se
passer de l’argument de G. Choquet et P.A. Meyer.

La section 4.2 reprend l’étude d’un problème introduit dans un article de Messer,
Spohn [32] puis de Caglioti, Lions, Machioro, Pulvirenti [7, 8]. Les preuves présentées en
sont largement inspirées.

Les résultats (essentiellement les deux derniers) de la section 4.3 donnent des réponses
à des questions posées dans [9]. On renvoie à [9] pour d’autres résultats de cette nature,
liant chaos au sens de Kac et chaos “au sens entropique”.
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Chapitre 5

Calcul différentiel sur P(E)
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Deuxième partie

Problèmes d’évolution
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Cette partie est consacrée à l’étude de problèmes d’évolution. Partant d’une dynamique
de N particules, on souhaite identifier la dynamique typique d’une particule dans la limite
de champ moyen, c’est-à-dire, lorsque N → ∞ et l’action (subie/exercée) par chaque
particule est de l’ordre de 1/N . Nous allons concidérer uniquement trois modèles :

(a) - Le modèle de Vlasov pour lequel la dynamique du système de N particules est
donnée par un système d’EDO et la dynamique de la particule typique est donnée par
l’équation de Vlasov.

(b) - Le modèle de McKean-Vlasov pour lequel la dynamique du système de N parti-
cules est donnée par un système d’EDS Brownien et la dynamique de la particule typique
est donnée par l’équation de McKean-Vlasov.

(c) - Le modèle de Boltzmann-Kac pour lequel la dynamique du système de N parti-
cules est décrit par un processus de collisions (processus de Markov à sauts) et la dyna-
mique de la particule typique est donnée par l’équation de Boltzmann (homogène).

Nous allons identifier les dynamiques typiques pour ces modèles en utilisant quatre
stratégies ou méthodes différentes.

(1) - La méthode de la mesure empirique. Cette méthode n’est efficiente que pour le
modèle de Vlasov (déterministe !). L’idée est de montrer que la mesure empirique associée
à la dynamique des N particules est solution de l’équation (non linéaire) de Vlasov et
d’utiliser un résultat de stabilité sur cette dernière équation. On utilise ici l’injection
EN ≈ PN (E) ⊂ P(E), puis on travaille dans P(E).

(2) - La méthode dite de couplage. Cette méthode a été developpée pour traiter le
modèle de Vlasov-McKean et sera présentée d’abord sur le modèle de Vlasov. L’idée est
d’introduire une dynamique à N particules auxiliaire (plus simple car découplée) et de
montrer que les trajectoires (dans EN ) du modèle de départ sont proches des trajectoires
du modèle auxiliaire.

(3) - La méthode de la hiérachie BBGKY. Cette méthode s’applique aux trois modèles
mais ne permet pas d’avoir de taux de convergence. L’idée est de décrire la dynamique du
systèmes de N particules par la dynamique de sa loi FN (t, ·) et, dans une première étape,
d’identifier l’équation limite satisfaite par la limite πj de la loi marginale FNj (t, ·) lorsque
N → ∞ et cela pour tout j ≥ 1. On obtient ainsi une famille (hiérachie) d’équations
satisfaite par la famille π = (πj) et pour laquelle on démontre l’unicité de la solution.
On travaille ici dans Psym(Ej) pour tout j ≥ 1 fixé, puis dans l’espace des familles π =
(πj) des mesures de probabilité compatibles dans (Psym(Ej))j≥1. Enfin on utilise que
(Psym(Ej))j≥1 ≈ P(P(E)) par Hewitt et Savage, et qu’à une solution f(t) ∈ P(E) de
l’équation de champ moyen, on peut associe une (la !) solution statistique (f(t)⊗j)j≥1 ≈
δf(t), ce qui permet d’identifier la limite et de conclure.

(4) - La méthode de dualité dans C(P(E)). Cette méthode s’applique également aux trois
modèles et elle permet d’obtenir un taux de convergence. On peut l’interpréter comme une
méthode “de la hiérachie BBGKY quantifiée”. L’idée centrale est de se ramener à comparer
la dynamique dans C(P(E)) engendrée par FN (t) (en utilisant la dualité P(EN )−C(EN)
puis la projection C(EN ) ⊂ C(P(E))) et celle engendrée par f(t) (par “pullback”).

Il est important de noter que, sauf dans le cas de la méthode de la mesure empirique, la
convergence vers la dynamique typique est démontrée en même temps que le résultat
(beaucoup plus fort) de propagation du chaos (éventuellement quantifié).
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Chapitre 6

Introduction au modèle de Vlasov,
à la méthode de la mesure
empirique et à la méthode de
couplage

6.1 Introduction

Ce chapitre est consacré à la dérivation d’une équation de type Vlasov avec coefficients
réguliers comme limite de champ moyen d’une dynamique déterministe sur un système de
N particules. Le grand intérêt de ce modèle est qu’il est le plus simple possible (des modèles
que nous traitons ici) et que les quatre stratégies présentés précédemment fonctionnent
pour obtenir la limite de champ moyen et démontrer la propagation du chaos. La méthode
de la mesure empirique et la méthode de couplage seront présentées dans ce chapitre. Nous
renvoyons aux chapitres ultérieurs pour l’illustration sur ce modèle de la méthode de la
hierachie BBGKY (chapitre 8) et de la méthode de dualité dans C(P(E)) (chapitre 9).

On consière un système de particules identiques en interaction déterministe décrit par
sa variable d’état Y (t) = (y1(t), ..., yN (t)) ∈ EN , E = RD ou E = le tore, et dont la
dynamique est gouvernée par un système d’EDO dont la forme la plus simple est

(6.1.1) 1 ≤ i ≤ N, ẏi = A(yi, µ
N
Y ), yi(0) donné,

avec A : E ×P(E) → E, (y, g) 7→ A(y, g) une application régulière.

On souhaite montrer que dans la limite de champ moyen, c’est-à-dire ici simplement
N → ∞, la dynamique typique est gouvernée par l’équation de Vlasov (équation non
linéaire de transport)

(6.1.2) ∂tf + ∇(A(y, f) f) = 0 dans D′((0, T ) × E), f(0) = f0 donnée.

La section 6.2 est consacrée à une rapide introduction à l’étude des équations de trans-
port linéaires et la section 6.3 à celle des équations de transport non linéaires du type
(6.1.2). Dans la section 6.4 on obtient (6.1.2) comme limite de champ moyen de (6.1.1).
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On y montre que si Y (t) est solution de (6.1.1) alors µNY (t) est solution de (6.1.2), puis que

µNY (0) ⇀ f0 implique µNY (t) ⇀ f(t),

où f désigne la solution de (6.1.2) de donnée initiale f0. Plus précisément si Y (0) est une
variable aléatoire de loi FN0 et si E désigne l’espérance associée, on démontre

(6.1.3) E(W1(µ
N
Y (t), f(t))) ≤ eL tE(W1(µ

N
Y (0), f0)),

ce qui implique en particulier que si Y (0) est f0-chaotique alors Y (t) est f(t)-chaotique.
Enfin, la méthode de couplage est introduite dans la section 6.5. Cela nous permettra de
retrouver et même d’améliorer le taux de convergence qui découle de (6.1.3).

6.2 Equation de transport linéaire et la méthode des ca-

ractéristiques

Soit B = B(t, y) : (0, T ) × RD → RD un champ de vecteur de classe C1 ∩ Lip et on
note L une constante de Lipschitz de B en la deuxième variable :

∀ t ∈ [0, T ], ∀x, y ∈ RD |B(t, x) −B(t, y)| ≤ L |x− y|.

On appelle équation de transport une équation de la forme

(6.2.4)
∂f

∂t
+ ∇ (B f) = 0 dans D′((0, T ) × RD),

où soit f = f(t, x) ≥ 0 est une fonction mesurable, t ≥ 0, y ∈ RD, soit f = f(t, dx) = dft(x)
est une application de (0, T ) dans P(RD). On dit que (6.2.4) est linéaire si B est une
fonction donnée, on dit que (6.2.4) est non linéaire si B est une fonction qui dépend elle-
même de l’inconnue f . Nous commençons par nous intéresser dans cette section au cas
linéaire où B = B(t, y) ne dépend pas de l’inconnue.

Définition 6.2.1 (Mesure Image). Soient (E, E , µ) un espace mesué, F un ensemble
et Φ : E → F une application. On peut définir une tribu F sur F en posant F := {A ⊂
F ; Φ−1(A) ∈ E}, c’est la plus petite tribu de F rendant mesurable l’application Φ, et
on peut définir une mesure ν sur F en posant ∀A ∈ F ν[A] := µ[Φ−1(A)]. On notera
ν = Φ ♯ µ et on dira que c’est la mesure image de µ par Φ. On a donc pour toute fonction
mesurable f : (F,F) → R+ la relation

∫

F
f d(Φ ♯ µ) =

∫

E
f ◦ Φ dµ.

Définition 6.2.2 Soit B : (0, T ) × RD → RD un champ de vecteurs, on appelle ”ca-
ractéristiques” associées à B et issue de x0 la solution (maximale) de l’équation

(6.2.5) ẏ(t) = B(t, y(t)), y(0) = y0 ∈ RD.

On note y(t) = Φt y0 = ΦB
t (y0), de sorte que d

dtΦt(y) = B(t,Φt(y)) pour tout t ∈ [0, T ],
y ∈ RD.
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Théorème 6.2.3 (Caractéristiques). Soit B un champ de vecteurs de [0, T ] × RD

dans RD de classe C1 ∩ Lip, de sorte que les caractéristiques sont bien définies et que
l’application flot Φt : RD → RD est un difféomorphisme de classe C1 pour tout t ∈ [0, T ].
Étant donnée f0 ∈ M1(RD), l’unique solution f ∈ C([0, T ];M1(RD) − w) de l’équation
(6.2.4) et associée à la condition initiale f0 est donnée par

(6.2.6) f(t, .) = Φt ♯ f0 ∀ t ∈ R.

Étant données deux conditions initiales f0, g0 ∈ P1(RD) et soient f, g ∈ C([0,∞);P(RD)−
w) les solutions de l’équation de transport (6.2.4) correspondantes, alors

(6.2.7) ∀ t ∈ [0, T ] W1(ft, gt) ≤ eL tW1(f0, g0).

Remarque 6.2.4 Pour le système déterministe ci-dessus associé au champ de vecteur B,
on dit que (6.2.5) est une description Lagrangienne (ou trajectorielle) de sa dynamique
alors que (6.2.4) en est une description Eulerienne. La relation (6.2.6) montre l’équivalence
de ces deux points de vue.

Preuve du théorème 6.2.5. 1. Montrons que f(t) := Φt ♯ f0 est solution de (6.2.4) . Fixons
ϕ ∈ D(RD). On a alors

〈∂f
∂t
, ϕ
〉

=
d

dt

∫

RD
ϕf(t) =

d

dt

∫

RD
ϕ(Φt(y0)) f0(dy0)

=

∫

RD
(∇ϕ)(Φt(y0)) ·

d

dt
(Φt(y0)) f0(dy0)

=

∫

RD
(∇ϕ)(Φt(y0)) · B(t,Φt(y0)) f0(dy0)

=

∫

RD
(∇ϕ)(y) · B(t, y) f(t, dy)

= −
〈
∇(B f), ϕ

〉
,

au sens de la dualité D′((0, T )). Cela signifie que (6.2.4) a lieu au sens de la dualité
(D(0, T ) ⊗D(RD))′, et donc par densité, au sens de la dualité D′((0, T ) × RD).

2. Montrons l’unicité. Par linéarité il suffit de montrer que si f0 = 0 alors fT = 0. Pour
ce faire, on met en oeuvre une technique de dualité. On définit le flot rétrograde Ψt en
posant Ψt(z) = z(t), où z(t) est la solution de l’équation

z′(t) = B(t, z(t)), z(T ) = z.

Étant donnée ϕT ∈ C1
c (R

D), on définit ϕ(t, y) := ϕT (Ψ−1
t (y)) ∈ C1

b ([0, T ] × RD). De
l’équation implicite ϕ(t, z(t)) = ϕT (z) on tire

0 =
d

dt
[ϕ(t, z(t))] = (∂tϕ)(t, z(t)) + (∇ϕ)(t, z(t)) z′(t)

= [∂tϕ+B · ∇ϕ] (t, z(t)).

Cette équation étant vraie pour tout t ∈ [0, T ], pour tout z ∈ RD, et l’application Ψt étant
un isomorphisme de RD, on a bien (au sens du calcul différentiel classique)

∂tϕ+B · ∇ϕ = 0 [0, T ] × RD.
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Pour finir, on calcule

d

dt
〈ft, ϕt〉 =

∫

RD
[∂tϕ(x)] ft(dx) + 〈∂tft, ϕt〉

=

∫

RD
[B · ∇ϕt(x)] ft(dx) +

∫

RD
[−B · ∇ϕt(x)] ft(dx) = 0.

Cela implique ∫

RD
ϕT (x) fT (dx) =

∫

RD
ϕ0(x) f0(dx) = 0,

et cette identité étant vraie pour tout ϕT ∈ C1
b (R

D), on conclut que fT ≡ 0.

3. Commençons par rappeler que le flot Φt satisfait

(6.2.8) ∀ t ∈ [0, T ] ‖∇yΦt‖∞ ≤ etL.

En effet, étant donnés x0, y0 ∈ RD, les solutions xt = Φt(x0), yt = Φt(y0) vérifient

d

dt
|xt − yt| ≤ |ẋt − ẏt| ≤ |B(t, xt) −B(t, yt)| ≤ L |xt − yt|,

et on conclut grâce au lemme de Gronwall.

Maintenant grâce au Théorème 6.2.5 et par définition de W1 et ♯, on calcule

W1(ft, gt) = W1(Φt♯f0,Φt♯g0)

= sup
‖∇ϕ‖≤1

∫

RD
ϕd(Φt♯f0 − Φt♯g0)

= sup
‖∇ϕ‖≤1

∫

RD
ϕ ◦ Φt d(f0 − g0)

≤ sup
‖∇ϕ‖≤1

‖∇ϕ ◦ Φt‖ sup
‖∇ψ‖≤1

∫

Rd
ψ d(f0 − g0)

≤ ‖∇Φt‖W1(f0, g0)

d’où la conclusion grâce à (6.2.8). ⊓⊔

Remarque 6.2.5 1. Lorsque la solution admet une densité par rapport à la mesure de
Lebesgue ft(dy) = gt(y) dy avec gt ∈ C1

b (R
D), le théorème de changement de variables

dans la définition de la mesure image implique

g0(y) = gt(Φt(y)) det(DΦt(y)).

En particulier, φ0(y) n’est pas égale à gt(Φt(y)) en général.

2. Cependant, un calcul un peu fastidieux permet de montrer que le jacobien du flot
J(t, y) := det(DΦt(y)) satisfait l’équation de Liouville

d

dt
J(t, y) = [(divB)(t,Φt(y))]J(t, y), J(0, y) = det(Id) = 1.

On en déduit dans le cas d’un champ à divergence nulle divB = 0 la relation d’incompres-
sibilité J(t, y) ≡ 1 du flot. En particulier dans ce cas gt(Φt(y)) = g0(y).
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3. Lorsque divB = 0 une façon peut-être plus simple de voir que gt(Φt(y)) = g0(y)
(et donc d’en déduire la relation d’incompressibilité du flot !) est de reprendre l’argument
d’unicité dans la preuve du Théorème 6.2.5. On définit h(t, z) := g0(Φ

−1
t (z)) pour g0 ∈

C1
b (R

D), et on calcule

0 =
d

dt
[h(t, y(t))] = [∂th+B · ∇h] (t, y(t)).

On en déduit

0 = ∂th+B · ∇h = ∂th+ ∇(B h), h(0, .) = g0.

Par unicité de la solution (faible) de l’équation ci-dessus, on a h = g, et donc

g(t,Φt(y)) = h(t,Φt(y)) = g0(y) = g(t,Φt(y))J(t, y).

En choisissant g0 → 1, on en déduit J ≡ 1.

4. Lorsque f0 = δy0 on a

Φt ♯δy0 = δΦt(y0).

En effet, pour toute fonction ϕ ∈ Cb(RD) on écrit

∫

RD
ϕ(x)(Φt ♯δy0)(dx) =

∫

RD
ϕ(Φt(x)) δy0(dx)

= ϕ(Φt(y0)) =

∫

RD
ϕ(x) δΦt(y0)(dx).

6.3 Equation de transport non linéaire

Dans cette section on s’intéresse au cas où B dépend de l’inconnue, et plus précisément
on suppose que B(t, y) = A(y, f(t, .)) avec

∀ f ∈ P(RD) A(·, f) ∈ C1(RD);(6.3.9)

∀ y, z ∈ RD, ∀ f, g ∈ P(RD) |A(y, f) −A(z, g)| ≤ L (|y − z| +W1(f, g)).(6.3.10)

Un exemple typique est

A(y, f) =

∫

RD
k(y, z) f(dz) k : R2D → RD régulier,

= a0(y) + (a1 ∗ f)(y), a, b : RD → RD réguliers.

Exemple 6.3.6 L’exemple le plus classique d’équation de Vlasov est le suivant. On prend

D = 2d, y = (x, v) ∈ R2d, A(y, f) = (v, (b ⋆ ρ)(x)) ∈ R2d, ρ(x) =

∫

Rd
f(x, v) dv,

qui se met bien sous la forme précédente en définissant a0(y) = (v, 0) et a1(y) = (b(x), 0).
Si on suppose que

b ∈ C1(Rd,Rd), ‖∇b‖L∞ ≤ L,

il est alors clair que A vérifie bien (6.3.9) et (6.3.10) pour la constante max(L, 1).
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On s’intéresse donc à l’équation de transport non linéaire (ou équation de Vlasov)

(6.3.11)
∂f

∂t
+ ∇ (A(y, f) f) = 0 dans D′((0, T ) × RD).

Théorème 6.3.7 On suppose (6.3.9) et (6.3.10). Pour toute donnée initiale f0 ∈ P(RD)
il existe une unique solution f ∈ C([0,∞);P(RD) − w) à l’équation de Vlasov (6.3.11).
De plus, pour deux solutions ft et gt de cette équation de Vlasov, on a

(6.3.12) ∀ t ≥ 0 W1(ft, gt) ≤ eL tW1(f0, g0).

Preuve du Théorème 6.3.7. Pour f ∈ C([0,∞);P(RD) − w) donné, on note Φf
t le flot

associé à l’équation différentielle

ẏ(t) = A(y(t), f(t)),

et donc à l’équation de transport linéaire

∂th+ div(A(x, f(t))h) = 0.

Etape 1. On commence par démontrer (6.3.12). On fait la remarque suivante. Une solution
f de (6.3.11) satisfait

ft = Φf
t ♯f0.

Cette écriture peut parâıtre sans grand intérêt car Φf
t est un opérateur compliqué, à

l’instant t, il dépend de toute la trajectoire passée (fs)0≤s≤t. Cependant, cette écriture va
nous permettre d’utiliser le résultat du Théorème 6.2.5 en remarquant que le champ de
vecteur B(t, x) := A(x, f(t)) satisfait

∀ t, ∀x, y ∈ RD |B(t, x) −B(t, y)| = |A(x, f(t)) −A(y, f(t))| ≤ L |x− y|.

Puisque W1 est une distance on a

W1(ft, gt) = W1(Φ
f
t ♯f0,Φ

g
t ♯g0)

≤ W1(Φ
f
t ♯f0,Φ

f
t ♯g0) +W1(Φ

f
t ♯g0,Φ

g
t ♯g0).

Le premier terme est borné par

W1(Φ
f
t ♯f0,Φ

f
t ♯g0) ≤ et LW1(f0, g0)

grâce à (6.3.12). Concernant le second terme, par définition de la mesure image, on a

W1(Φ
f
t ♯g0,Φ

g
t ♯g0) = sup

‖∇ϕ‖≤1

∫

RD
(ϕ ◦ Φf

t − ϕ ◦ Φg
t ) dg0

≤
∫

RD
|Φf
t − Φg

t | dg0 =: λ(t),
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et l’on va estimer λ(t) par un lemme de Gronwall. On calcule

d

dt
λ(t) ≤

∫

RD

∣∣∣∣
d

dt
Φf
t −

d

dt
Φg
t

∣∣∣∣ dg0

≤
∫

RD

∣∣∣A(Φf
t x, ft) −A(Φg

tx, gt)
∣∣∣ dg0

≤
∫

RD

∣∣∣A(Φf
t x, ft) −A(Φg

tx, ft)
∣∣∣ dg0 +

∫

RD
|A(Φg

tx, ft) −A(Φg
tx, gt)| dg0

≤ L

∫

RD

∣∣∣Φf
t x− Φg

tx
∣∣∣ dg0(x) + L

∫

RD
W1(ft, gt) dg0

≤ Lλ(t) + LW1(ft, gt)

Comme λ(0) = 0, on obtient par Gronwall la borne sur le second terme

W1(Φ
f
t ♯g0,Φ

g
t ♯g0) ≤ λ(t) ≤ L

∫ t

0
eL(t−s)W1(fs, gs) ds.

En regroupant les deux estimations, il vient

W1(ft, gt) ≤ eLtW1(f0, g0) + L

∫ t

0
eL(t−s)W1(fs, gs) ds,

à quoi on peut encore appliquer le lemme de Gronwall et conclure à (6.3.12). En particulier,
cette étape montre l’unicité de la solution de l’équation de Vlasov (6.3.11).

Etape 2. On montre succinctement comment modifier l’étape 1 afin de montrer le résultat
d’existence. On fixe f0 ∈ P(RD). On définit l’opérateur Λ : C([0, T ];P(RD) − w) →
C([0, T ];P(RD) − w) qui à f ∈ C([0, T ];P(RD) − w) associe F = Λ(f) la solution de
l’équation de transport linéaire

∂tF + div(A(x, f(t))F ) = 0, F (0) = f0.

On a donc Ft = Φf
t ♯f0. Une solution de l’équation de Vlasov (6.3.11) est simplement un

point fixe de l’application Λ, et donc il suffit d’établir que Λ est une application contrac-
tante pour montrer l’existence de solutions à l’équation (6.3.11). Pour g ∈ C([0, T ];P(RD)−
w) on note G = Λ(g). En reprenant le calcule du second terme, il vient

W1(Ft, Gt) = W1(Φ
f
t ♯f0,Φ

g
t ♯f0) ≤

∫

RD
|Φf
t − Φg

t | df0 =: λ(t),

puis

d

dt
λ(t) ≤ Lλ(t) + LW1(ft, gt).

Comme λ(0) = 0, on obtient par Gronwall

W1(Ft, Gt) ≤ λ(t) ≤ L

∫ t

0
eL(t−s)W1(fs, gs) ds ≤ (eT L − 1) sup

s∈[0,T ]
W1(fs, gs),

et il suffit de choisir T > 0 assez petit. ⊓⊔
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6.4 Première stratégie : la méthode de la mesure empirique

On considère un système de particules identiques en interaction déterministe

(6.4.13)





Y (t) = (y1(t), ..., yN (t)) ∈ EN , E = RD ou E = le tore,

1 ≤ i ≤ N, ẏi = Ai(Y ), yi(0) donné.

De l’hypothèse que les particules sont identiques (indistinguables), on déduit que

A1(y1; y2, ..., yN ) = fonction symétrique des y2, ..., yN

= A1


y1;

1

N − 1

∑

j 6=i

δyj




et, en échangeant les particules 1 ↔ 2, que

A1(y1; y2, y3, ..., yN ) = A2(y2; y1, y3, ..., yN ).

On peut donc écrire

(6.4.14) 1 ≤ i ≤ N ẏi = AN (yi; Ŷi) = AN

(
yi;µ

N−1

Ŷi

)
1 ≤ i ≤ N,

où l’indice N dans AN est maintenant là pour rappeler la dépendance en N dans la limite
N → ∞, Ŷi = Y \{yi} = (y1, ..., yi−1, yi+1, ..., yN ), et AN (y, .) est une fonction symétriques
des N−1 dernières variables, donc s’écrit comme fonction d’une mesure empirique à N−1
termes.

Exemple 6.4.8 L’exemple le plus classique est le suivant. On considère un système de
particules qui évolue suivant la loi fondamentale de la dynamique de Newton dans laquelle
la force exercée sur une particule dérive d’un potentiel d’interaction créé par l’ensemble
des particules, le potentiel globale étant lui-même la somme de potentiels d’interaction à
deux corps. Plus précisément, la dynamique est

E = R2d, y = (x, v)

et

(6.4.15) ∀ 1 ≤ i ≤ N ẋi = vi, v̇i =
1

N

∑

j 6=i

(−∇V )(xi − xj).

On peut noter que cette dynamique est Hamiltonienne : en définissant l’hamiltonien

H(Y ) :=
1

2

N∑

i=1

|vi|2 +
1

N

∑

i<j

V (xi − xj), V (−z) = V (z),

on a bien
∀ 1 ≤ i ≤ N ẋi = ∂viH(Y ), v̇i = −∂xiH(Y )

de sorte que
∀ t ∈ R H(Y (t)) = H(Y0).



123

En notant a0(y) = v et a1(y) = b(x) := −∇V (x), on peut bien écrire (6.4.15) sous la
forme (6.4.14) avec

AN (y, f) := a0(y) +
N − 1

N
(a1 ∗ f)(y).

De plus, si b ∈ C(Rd), alors

AN (yi;µ
N−1
Yi

) =
(
a0(y) −

b(0)

N

)
+ (a1 ∗ µNY ) = ĀN (y, µNY ).

Enfin, si V ∈ C2(Rd), ‖D2 V ‖ ≤ L, alors ĀN vérifie bien les hypothèses de régularité
(6.3.9)-(6.3.10).

Remarque 6.4.9 1) - Dans l’exemple précédent, les hypothèses “d’interaction de type
champ moyen” proviennent d’une part de la structure lisible par exemple sur (6.4.14)
(une particule donnée interagit avec toutes les autres particules selon une règle identique)
et d’autre part de la borne (6.3.10) qui provient du scaling (mise à l’échelle) en 1/N
(chaque particule ne subit pas trop l’action d’une autre particule quelconque, mais subit
une action de “l’ordre de 1” de l’ensemble du système).

2) - Le jeu de passage de µN−1

Ŷ i
à µNY est précisément ce qui coince dans le cas d’un

potentiel non régulier ! Il n’est donc pas si anodin que cela.

L’idée de cette première méthode est de travailler sur (l’équation satisfaite par) la
mesure empirique associée à la dynamique générée par (6.4.14).

Proposition 6.4.10 (Limite de champ moyen) 1) Soit AN ∈ (C1 ∩ Lip)(EN ;E) un
champ de vecteurs tel que pour tout y ∈ EN on a AN (y, .) ∈ Csym(EN−1). Alors pour toute
donnée initiale Y0 ∈ EN le système d’équations différentielles (6.4.14)admet une unique
solution globale Y ∈ C1(R;EN ), on notera ΦN

t (Y0) := Yt.

2) On suppose de plus que pour une fonction ĀN ∈ C(E × P(E)) on a

(6.4.16) ∀ y ∈ E, ∀ Ŷ ∈ EN−1, AN (y, Ŷ ) = ĀN (y, µNY ), Y = (y, Ŷ ) ∈ EN .

Alors la mesure empirique associée

fN (t, dy) := µNY N (t)(dy)

est solution faible de l’équation de transport non linéaire

(6.4.17)
∂g

∂t
+ ∇(ĀN (y, g) g) = 0.

3) On suppose enfin que ĀN = A satisfait (6.3.10). Considérons une donnée initiale
f0 ∈ P1(E) et notons f(t) ∈ C(R;P(E) − w) la solution de l’équation (6.3.11). Alors
pour toute suite (Y N

0 ) de données initiales dans EN telles que µN
Y N0

→ f0 faiblement dans

P1(E) la suite des solutions Y N
t = ΦN

t (Y N
0 ) des sytstèmes d’équations différentielles pour

N particules admet une limite de champ moyen au sens où

∀ t ∈ R fNt := µN
Y Nt

→ f(t) faiblement dans P(E).

Plus précisément, on a l’estimation d’erreur

(6.4.18) W1(µ
N
Y N (t), f(t)) ≤ eL tW1(µ

N
Y N (0), f(0)).
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Preuve de la proposition 6.4.10. Etape 1. C’est le théorème de Cauchy-Lipschitz.

Etape 2. Avec la définition précédente de fN et pour toute fonction test ϕ ∈ D(RD) on a

d

dt

∫

RD
ϕfN =

d

dt

(
1

N

N∑

i=1

ϕ(yi(t))

)

=
1

N

N∑

i=1

(∇ϕ)(yi(t))AN (yi, Y (t))

=

∫

RD
(∇ϕ)(y) ĀN

(
y,

1

N

N∑

i=1

δyi(t)

) (
1

N

N∑

i=1

δyi(t))

)
(dy)

=

∫

RD
∇ϕ {ĀN (y, fN ) fN},

ce qui est exactement dire que fN est solution faible (dans D′((0, T )) ⊗ D′(RD)) de
l’équation de transport non linéaire (6.4.17).

Etape 3. On calcule pour k ≥ max(p, 1)

d

dt
Mk(Y (t)) =

d

dt

1

N

N∑

i=1

|yi(t)|k

=
k

N

N∑

i=1

yi |yi|k−2 (A(yi, µ
N−1
Yi

) −A(0, δ0) +A(0, δ0))

≤ k A(0, δ0)Mk−1(Y (t)) +
k

N

N∑

i=1

yi |yi|k−2 L
{
|yi| +Wp(µ

N−1
Yi

, δ0)
}

≤ C {1 +Mk(Y (t))} + k LMk−1(Y (t))Mp(Y (t))1/p

≤ C {1 +Mk(Y (t))}

pour une constante C qui dépend de k, L, A(0, δ0) et où on a utilisé pour arriver à
la dernière inégalité le fait que Mk−1(Y ) ≤ Mk(Y )1−1/k et que Mp(Y )1/p ≤ Mk(Y )1/k.
Le même calcul montre que f(t) ∈ P1(E) pour tout t ≥ 0. On peut alors invoquer le
Théorème 6.3.7 : l’estimation d’erreur (6.4.18) est une application directe de l’estimation
(6.3.12). ⊓⊔

Remarque 6.4.11 Sous la seule hypothèse 1) avec ∀x, y ∈ E, ∀ X̂, Ŷ ∈ EN−1,

(6.4.19) |AN (x, µN−1

X̂
) −AN (y, µN−1

Ŷ
)| ≤ L (|x− y| +Wp(µ

N−1

X̂
, µN−1

Ŷ
))

on peut encore établir la limite de champ moyen dès que µN
Y N0

→ f0 faiblement dans P(E).

Il convient alors d’une part de montrer qu’il existe A satisfaisant (6.3.10) et une sous-suite
N ′ telle que

sup
x∈B(0,a)

sup
X̂∈EN−1,µN−1

X̂
∈BPk,a

|AN (x, µN−1

X̂
) −A(x, µN−1

X̂
)| → 0.

Il convient d’autre part d’écrire l’équation satisfaite par fN et de passer à la limite dans
celle-ci.
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On se pose maintenant la question de la propagation du chaos, c’est-à-dire, celle de
savoir si partant d’un état initial où les particules sont indépendantes (non corrélées)
elles le restent au cours du temps asymptotiquement lorsque le nombre de particules tend
vers l’infini (rappelons que pour un système comportant un nombre fini de particules
en interaction celles-ci sont toujours corrélées (c’est la définition de l’interaction !)). Intro-
duisons la fonction de densité FN0 ∈ P(EN ) des particules à l’instant initial. En reprenant
la notation ΦN

t : EN → EN pour l’application flot le long de la dynamique (6.4.13), la
densité est alors transportée par ce flot selon la formule

∀ t ∈ R FN (t) := ΦN
t ♯F

N
0 ∈ P(EN ),

où de manière plus explicite

(6.4.20) ∀ϕ ∈ Cb(E
N )

∫

EN
ϕ(Y )FN (t, dY ) =

∫

EN
ϕ(ΦN

t (Y ))FN0 (dY ).

Proposition 6.4.12 (Propagation du chaos) On suppose les hypothèses 3) de la Pro-
position 6.4.10 vérifiées. Si FN0 est f0-chaotique alors FN (t) est f(t)-chaotique. De manière
plus précise, on a

(6.4.21) W1(F̂
N (t), δf(t)) ≤ eLT W1(F̂

N
0 , δf0),

où W1 est la distance de transport MKW dans P(P(E)) définie à partir de W1 la distance
de transport MKW habituelle dans P(E).

Remarque 6.4.13 Une donnée initiale déterministe δY N0
est rarement chaotique. En ef-

fet, il faut déjà qu’elle soit symétrique, ce qui implique Y N
0 = (y1, ..., yN ) avec les yi tous

égaux à un même ȳ : cela ne donne pas une dynamique très intéressante !

Cependant, à partir d’une condition initiale déterministe et de sa dynamique (toujours
déterministe, c’est δΦNt (Y N0 )) on peut construire la densité symmétrique (les particules sont

indistinguables)

FNt (dZ) :=
1

♯(SN )

∑

σ∈SN

δσ−1♯ΦNt (Y N0 )(dZ)

avec σ−1♯ΦN
t (Y N

0 ) = (yσ(1)(t), ..., yσ(N)(t)) si ΦN
t (Y N

0 ) = (y1(t), ..., yN (t)). On voit alors

que sous la condition FN0 est f0-chaotique, ce qui est équivalent à

FN2 (0, dz1, dz2) =
1

N (N − 1)

∑

1≤i6=j≤N

δxi(dz1) δxj (dz2) → f0(dz1) f0(dz2),

alors FNt est ft-chaotique.

Preuve de la Proposition 6.4.12. On calcule

W1(F̂
N (t), δf(t)) =

∫

EN
W1(µ

N
Y , f(t))FN (t, dY )

=

∫

EN
W1(µ

N
Φt(Y ), f(t))FN0 (dY )

≤ eLT
∫

EN
W1(µ

N
Y , f0)F

N
0 (dY )

= eLT W1(F̂
N
0 , δf0),
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où on a successivement utilisé des manipulations (élémentaires) présentées dans la sec-
tion 3.4.2, la définition (6.4.20), l’estimation d’erreur (6.4.18), puis à nouveau les mêmes
manipulations de la section 3.4.2. ⊓⊔

Corollaire 6.4.14 (Propagation du chaos) Sous les hypothèses de la Proposition 6.4.12
et si de plus FN0 := f⊗N0 , f0 ∈ Pk(E), k > 0, on obtient le taux de convergence vers le
chaos

(6.4.22) ∀ t ∈ [0, T ] sup
1≤j≤N

W1(F
N
j (t), f(t)⊗j), W1(F̂

N
t , δft) ≤

Ck,T

N1/(d′+ε)
,

avec d′ := max(d, 2) et ε = ε(k) → ∞ lorsque k → ∞.

Preuve du Corollaire 6.4.14. Il suffit de combiner (6.4.21) avec les bornes (3.4.20), (3.5.28)
et la première inégalité du Lemme 3.5.30. ⊓⊔

6.5 Deuxième stratégie : la méthode de couplage

L’idée de cette deuxième méthode est d’introduire un problème auxiliaire dans lequel
les particules n’interagissent pas entre elles mais sont seulement transportées par le champ
de vecteur obtenu par limite de champ moyen. Plus précisément, on commence par changer
de notations et on noteX(t) = (xi(t))1≤i≤N la solution du système deN particules (6.4.13)
issue de la condition initiale X(0) = (xi(0))1≤i≤N . On définit alors Y = (yi)1≤i≤N , yi ∈ E,
la famille des solutions des équations non homogène en temps

(6.5.23) ẏi = AN (yi, ft), yi(0) = xi(0),

où f est la densité de l’équation de transport non linéaire sur la densité typique

(6.5.24)
∂f

∂t
+ ∇(AN (y, f) f) = 0.

On fait l’hypothèse de structure suivante :

(6.5.25) AN (xi;µ
N−1
Xi

) = A(xi;µ
N
X) et A(x, f) :=

∫

Rd
b(x, z) f(dz).

Proposition 6.5.15 (Chaos par couplage) On suppose b ∈W 1,∞(R2d). On considère
f0 ∈ P(E) et f la solution de (6.5.24) de condition initiale f0, ainsi que FN0 ∈ Psym(E) et
FN := ΦN

t ♯F
N
0 la densité transportée par le flot ΦN

t associé à l’équation de Vlasov (6.4.14)
pour laquelle on fait l’hypothèse de structure (6.5.25). Alors, on a

sup
[0,T ]

W1(F
N
t , f(t)⊗N ) ≤ CT

( 1√
N

+W1(F
N
0 , f⊗N0 )

)
.

Preuve de la proposition 6.5.15 . Etape 1. Pour tout couple (X0, Y0) ∈ EN on note (Xt)
la solution de (6.4.14)-(6.5.25) associée à une donnée initiale X0 et (Yt) = (Y 1

t , ..., Y
N
t ) le
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vecteur dont chaque coordonnée Y i
t est solution de l’équation (6.5.23) associée à la donnée

initiale Y i
0 . Par définition, on a

d

dt
(Xi

t − Y i
t ) =

1

N

N∑

j=1

b(Xi
t ,X

j
t ) −

∫

Rd
b(Y i

t , y) ft(dy)

=
1

N

N∑

j=1

[b(Xi
t ,X

j
t ) − b(Y i

t ,X
j
t )]

+
1

N

N∑

j=1

[b(Y i
t ,X

j
t ) − b(Y i

t ,X
j
t )]

+
1

N

N∑

j=1

[b(Y i
t , Y

j
t ) −

∫

Rd
b(Y i

t , y) ft(dy)],

d’où la majoration

d

dt
|Xi

t − Y i
t | ≤ ‖b‖Lip |Xi

t − Y i
t |

+
1

N

N∑

j=1

‖b‖Lip |Xj
t − Y j

t |

+

∣∣∣∣∣∣
1

N

N∑

j=1

[b(Y i
t , Y

j
t ) −

∫

Rd
b(Y i

t , y) ft(dy)]

∣∣∣∣∣∣
.

En sommant ces N inégalités il vient

d

dt

1

N

N∑

j=1

|Xi
t − Y i

t | ≤ 2 ‖b‖Lip
1

N

N∑

k=1

|Xk
t − Y k

t |

+
1

N

N∑

i=1

∣∣∣∣∣∣
1

N

N∑

j=1

[b(Y i
t , Y

j
t ) −

∫

Rd
b(Y i

t , y) ft(dy)]

∣∣∣∣∣∣
.

On peut réécrire cette inégalité différentielle sous la forme

(6.5.26)
d

dt
|Xt − Yt| ≤ 2 ‖b‖Lip |Xt − Yt| + a(t)

avec, en notant bi,t(.) := b(Y i
t , .),

a(t) :=
1

N

N∑

i=1

ai(t), ai(t) :=

∣∣∣∣
∫

Rd
bi,t(y) [µNYt − ft(dy)]

∣∣∣∣ ,

et où on note |X − Y | := N−1
∑ |xi − yi| pour tout X,Y ∈ EN .

Etape 2. Une première estimation d’erreur. On remarque que bi,t ∈ W 1,∞(Rd) avec
‖bi,t‖Lip ≤ ‖∇2 b‖∞, de sorte que pour tout 1 ≤ i ≤ N

ai(t) ≤ ‖bi,t‖LipW1(µ
N
Yt , ft) ≤ ‖∇2b‖∞CT W1(µ

N
Y0
, f0),
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où CT est la constante dans le terme de droite de (6.3.12) et correspondant au fait que f
et µNYt sont solutions de la même équation de transport linéaire

∂tg + ∇(A(x, f) g) = 0.

Combinant cette borne et (6.5.26), on obtient

d

dt
|Xt − Yt| ≤ α |Xt − Yt| + βT W1(µ

N
Y0
, f0),

ce qui intégrée en temps (lemme de Gronwall) donne une première estimation d’erreur

sup
[0,T ]

|Xt − Yt| ≤ CT (W1(µ
N
Y0
, f0) + |X0 − Y0|), CT =

βT
α
eαT .

On suppose que X0 = Y0 suit la loi f⊗N0 , et maintenant seulement on intégre par rapport
au choix de la donnée initiale ce qui donne

sup
[0,T ]

EN |Xt − Yt| ≤ CT ENW1(µ
N
Y0
, f0),

où EN est une notation condensée pour désigner l’intégrale sur EN par rapport à la loi de
probabilité f⊗N0 .

Etape 2. Une parenthèse. En utilisant les inégalités W1(µ
N
Xt
, µNYt) ≤ |Xt − Yt|1, puis

W1(µ
N
Xt
, ft) ≤W1(µ

N
Xt
, µNYt) +W1(µ

N
Yt
, ft), on obtient

sup
[0,T ]

ENW1(µXt , ft) ≤ CT ENW1(µ
N
Y0
, f0) + sup

[0,T ]
ENW1(µYt , ft)

≤ 2CT ENW1(µ
N
Y0
, f0).

On conclut alors à

sup
[0,T ]

W1(F̂
N
t , δft) ≤ 2CT W1(F̂

N
0 , δf0),

avec FN0 := f⊗N0 et FNt = Xt♯F
N
0 la densité probabilité transportée par le flot de l’équation

(6.4.14)-(6.5.25). On retrouve ainsi exactement le résultat de la proposition 6.4.12.

Etape 2. Fin de la parenthèse. On peut faire un mieux en commençant par observer que EN

est également l’intégrale sur EN ×EN par rapport à la loi de probabilité π0(dX0, dY0) =
δY0=X0(dY0) f

⊗N
0 (dX0) ∈ Π(f⊗N0 , f⊗N0 ) et est même le transport optimal (par exemple

pour le coût dEj ). En définissant πt := (Xt ⊗ Yt)♯(f
⊗N
0 ⊗ f⊗N0 ) le mesure de probabilité

transportée par les flots des équations, soit plus explicitement
∫

E2N

Θ(X,Y )πt(dX, dY ) =

∫

E2N

Θ(Xt, Yt)π0(dX0, dY0) ∀Θ ∈ Cb(E2N ),

on constate aisément que πt ∈ Π(FNt , f(t)⊗N ) puisque FNt = Xt♯f
⊗N
0 , f(t)⊗N = Yt♯f

⊗N
0 ,

et donc

W1(F
N
t , f(t)⊗N ) ≤

∫

E2N

|X − Y |πt(dX, dY ) = EN |Xt − Yt| ≤ CT ENW1(µ
N
Y0
, f0).
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Etape 3. Une deuxième (cette fois-ci c’est la bonne !) estimation d’erreur. L’idée est
de reprendre et adapter la preuve du Théorème 3.4.25, et également de commencer par
intégrer par rapport au choix de la donnée initiale puis d’utiliser le lemme de Gronwall
(et non pas l’inverse comme dans l’étape 2). Avec les notations de l’étape 2, on introduit
la semi-norme

pi,t(g) :=

∣∣∣∣
∫

E
bi,t(y) (g − ft)(dy)

∣∣∣∣ ,

ainsi que l’application ΨN
t : EN → EN , Y0 7→ ΨN

t (Y0) = Yt, où (Yt) est le vecteur formé
des solutions des équations différentielles (6.5.23)-(6.5.25) associées aux données initiales
y0,1, ..., y0,N . On introduit les notations FN0 := f⊗N0 et FNt := ΨN

t ♯F
N
0 = f⊗Nt , la dernière

égalité étant une conséquence du Théorème 6.2.5. On commence par remarquer que par
définition de la mesure image FNt := ΨN

t ♯F
N
0 , on a

∫

EN
[ai(t)]

2 FN0 (dY0) =

∫

EN
[pi,t(µ

N
ΨNt (Y0)

)]2 FN0 (dY0)

=

∫

EN
[pi,t(µ

N
Y0

)]2 FNt (dY0)

=

∫

EN

∣∣∣∣
∫

E
bi,t(y) [µNY − ft](dy)

∣∣∣∣
2

f⊗Nt (dY ).

Le calcul de la première étape de la preuve du Théorème 3.4.25 donne

∫

EN
[ai(t)]

2 FN0 (dY0) =
1

N

{∫

E
b2i,t dft −

(∫

E
bi,t dft

)2
}

≤ ‖b‖∞
N

.

On considère maintenant un plan de transport πN0 ∈ Π(FN0 , f⊗N0 ) optimal et on définit
πNt := (Xt ⊗ Yt)♯π

N
0 . En revenant à l’inégalité différentielle (6.5.23) on trouve

d

dt

∫

E2N

|X − Y |πNt (dX, dY ) =
d

dt

∫

E2N

|Xt − Yt|πN0 (dX0, dY0)

≤ α

∫

E2N

|Xt − Yt|πN0 (dX0, dY0) +

∫

E2N

a(t, µNYt)π
N
0 (dX0, dY0)

= α

∫

E2N

|X − Y |πNt (dX, dY ) +
1

N

∫

EN

N∑

i=1

ai(t, µ
N
Yt)F

N
0 (dY0)

≤ α

∫

E2N

|X − Y |πNt (dX, dY ) +
1

N

N∑

i=1

(∫

EN
[ai(t)]

2 FN0 (dY0)

)1/2

Combinant ces deux dernières inégalités, le lemme de Gronwall implique

∫

E2N

|X − Y |πNt (dX, dY ) ≤ CT

(∫

E2N

|X − Y |πN0 (dX, dY ) +
1√
N

)
.

Comme πNt ∈ Π(FNt , f(t)⊗N ) on en déduit

W1(F
N
t , f(t)⊗N ) ≤ CT

(∫

E2N

|X − Y |πN0 (dX, dY ) +
1√
N

)
,
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et on conclut en minimisant le terme de droite par rapport à πN0 ∈ Π(FN0 , f⊗N0 ). ⊓⊔
On peut déduire de la Proposition 6.5.15 plusieurs autres estimations de type “propa-

gation du chaos”.

Corollaire 6.5.16 (Propagation du chaos) On fait les mêmes hypothèses que dans la
Proposition 6.5.15, et on suppose de plus que FN0 := f⊗N0 avec f0 ∈ P1(E). Alors la
densité de probabilité FNt = ΦN

t ♯f
⊗N
0 des trajectoires du système de N particules associé

à la donnée initiale FN0 est ft-chaotique, et plus précisément, on a

∀ 1 ≤ k ≤ N W1(F
N
k (t), f⊗kt ) ≤ CT N

−1/2,(6.5.27)

W1(F̂
N
t , δft) ≤ CT N

−1/(d′)+ , d′ = max(d, 2),(6.5.28)

∀ϕ ∈ Lip1(E) 〈F̂Nt , |Rϕ(·) −Rϕ(ft)|2〉 ≤ CT N
−1/2,(6.5.29)

∀ϕ ∈ Lip1(E) 〈F̂Nt , |Rϕ(·) −Rϕ(ft)|〉 ≤ CT min(N−1/4, N−1/(d′)+).(6.5.30)

Preuve du Théorème 6.5.16. L’estimation (6.5.27) est une conséquence de la Proposi-
tion 6.5.15 et de la première inégalité énoncée dans le Lemme ??. L’estimation (6.5.28)
est une conséquence de la Proposition 6.5.15 et du Lemme 3.5.30. Pour établir (6.5.29),
il suffit de reprendre la preuve des Théorème 3.4.25 et Lemme 3.5.31, de remarquer que
l’application (x, y) 7→ ϕ(x)ϕ(y) est Lipschitzienne dans E2, afin d’obtenir une estimation
du type

〈F̂N , |Rϕ(·) −Rϕ(f)|2〉 ≤ CW1(F
N
2 , f⊗2) + 1/N).

L’estimation (6.5.29) se déduit alors de (6.5.27). Concernant (6.5.30), on obtient une
première borne grâce à l’inégalité de Cauchy-Schwartz et (6.5.29). La deuxième borne
s’obtient en remarquant que l’application ρ 7→ |Rϕ(ρ)−Rϕ(ft)| est une fonction Lipschit-
zienne sur P(E) de sorte

〈F̂N , |Rϕ(·) −Rϕ(f)|〉 ≤ 〈F̂N ,W1(·, f)〉 = W1(F̂
N , δf ),

et on conclut grâce à (6.5.28). ⊓⊔

Remarque 6.5.17 1) Avec les hypothèses du Corollaire 6.5.16 et les notations de la
preuve de la proposition 6.5.15, on a également

sup
[0,T ]

EN (W1(µ
N
Xt , µ

N
Yt)) ≤ sup

[0,T ]
EN (|Xt − Yt|1) ≤ CT√

N
.

Remarque 6.5.18 1) Avec les notations de l’introduction on a

E(W1(µ
N
X(t), f(t))) = W1(F̂

N (t), δf(t)).

2) La méthode de couplage permet d’obtenir un meilleur taux (taux en 1/
√
N sur les

distances W1(F
N
k , f

⊗k)) que la méthode de la mesure empirique (taux en 1/N (d′)+).
3) Cependant, la méthode de couplage nécessite une donnée initiale chaotique (ce qui

n’est pas nécessaire pour l’obtention d’une simple limite de champ moyen par la méthode
de la mesure empirique) et des hypothèses de structure et de régularité plus fortes sur la
dynamique (au moins dans la version simple présentée dans ce chapitre).
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6.6 Notes bibliographiques

Ce chapitre est très fortement inspiré des notes de cours [48] de C. Villani dans les-
quelles sont présentées quelques arguments classiques concernant la limite de champ moyen
des modèles de Vlasov et McKean-Vlasov, et donc également du cours [45] de A.S. Sznit-
man.

Les sections 6.2 et 6.3 sont extrêmement classiques, et suivent pour l’essentiel les notes
[48]. La méthode de la mesure empirique que nous présentons dans la section 6.4 est due à
Dobrusin [14]. Soulignons que Braun et Hepp dans [6] ont établi la même limite de champ
moyen, par une méthode similaire (utilisant les mesures empiriques), mais sans taux de
convergence. La première preuve de la limite de champ moyen pour ce modèle de Vlasov
serait due à Neuzert et Wick dans [35] (l’article est rédigé en allemand). La méthode
de couplage présentée dans la section 6.5 reprend la preuve classique pour le modèle de
McKean-Vlasov telle qu’elle apparâıt dans [45].
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Chapitre 7

Le modèle de McKean-Vlasov
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Chapitre 8

Introduction à la méthode de la
hiérachie BBGKY et au modèle de
Boltzmann-Kac

135



136



Chapitre 9

Méthode quantitative de dualité
abstraite et illustrée
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Annexe A

A.1 Un théorème de type Tietze-Urysohn

Lemme A.1.1 (variante de Tietze-Urysohn). Soit (K,dK) un espace compact, A ⊂
K fermé, u : A → R une fonction continue de module de continuité ω (que l’on peut
supposer sous-linéaire car K est compact). Alors il existe ū : K → R continue, de module
de continuité ω et telle que ū|A = u. Ici on ne prétend pas ‖ū‖∞ = ‖u‖∞ mais seulement
‖ū‖∞ ≤ ‖u‖∞ + ω(diam(K)).

Preuve du Lemme A.1.1. On définit

ū(x) := inf
a∈A

[u(a) + ω(dK(x, a))].

Alors pour tout x, y ∈ K et si l’infimum est atteint en a ∈ A dans la définition de ū(x),
on a

ū(y) ≤ u(a) + ω(dK(y, a)) ≤ u(a) + ω(dK(x, a)) + ω(dK(x, y)) ≤ ū(x) + ω(dK(x, y)).

En inversant les rôles de x et y, on trouve |ū(y) − ū(x)| ≤ ω(dK(y, x)). Enfin, lorsque
x ∈ A, on a u(x) ≤ u(a) + ω(dK(x, a)) pour tout a ∈ A, et donc ū(x) = u(x). ⊓⊔

A.2 Le théorème de Stone-Weierstrass

Théorème A.2.2 (Le théorème de Stone-Weierstrass) Soit E un espace métrique
compact et A ⊂ C(E; R). On suppose que

(i) A est une algèbre (stable par addition, multiplication et multiplication par un sca-
laire) ;

(ii) A contient les constantes ;

(iii) A sépare les points de E (pour tout x, y ∈ E, x 6= y, il existe ϕ ∈ A telle que
ϕ(x) 6= ϕ(y)).

Alors A est dense (au sens de la convergence uniforme) dans C(E,R).

A.3 La théorie de Krein-Milman et de Choquet

Définition A.3.3 Soit X un espace vectoriel et K ⊂ X un convexe compact.
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(i) On dit que x ∈ K est un point extrémal de K si pour tout y, z ∈ K, t ∈ (0, 1) on a
(1 − t) y + t z = x implique y = z = x. On note E(K) l’ensemble des points extrémaux
de K.
(ii) Plus généralement, on dit que M ⊂ K est un ensemble extrémal de K si M est convexe
et compact, et pour tout y, z ∈ K, t ∈ (0, 1) on a (1 − t) y + t z ∈M implique y, z ∈M .
(iii) Ainsi un singleton M = {x} est un ensemble extrémal si, et seulement si, x est un
point extrémal.

Lemme A.3.4 (de Krein-Milman). Soit X un evn et K ⊂ X un convexe compact.
a) - Pour tout f ∈ X ′, les ensembles

K+
f := {x, f(x) = max

y∈K
f(y)}, K−

f := {x, f(x) = min
y∈K

f(y)}.

sont des ensembles extrémaux.
b) - Tout ensemble extrémal M ⊂ K contient un point extrémal.

Idée fondamentale. L’idée fondamentale est de couper un ensemble convexe compact
non vide K par des hyperplans Hα := [f = α] pour tout α ∈ R, et tout f ∈ X ′\{0}
fixé. Alors les deux hyperplans extrèmes pour lesquels l’intersection n’est pas vide sont
des sous-ensembles extrémaux K±

f . Xn itérant, on trouve ainsi des singletons qui sont des
points extrémaux.

Preuve du Lemme de Krein-Milman. L’assertion a) est immédiate et il suffit de montrer
l’assertion b) pour l’ensemble extrémal K. On note M la collection des ensembles com-
pacts extrémaux de K. On a K ∈ M. Sous (Mi) une famille totalement ordonée (pour
l’inclusion) d’éléments de M. Alors M̄ := ∩Mi est un compact, convexe, non vide. C’est
également un ensemble extrémal qui est un minorant de la famille (Mi). M est donc un
ensemble inductif, et par le lemme de Zorn, M admet au moins un élement minimal,
notons le M1. Montrons que M1 = {x1}. Xn effet, s’il existe x2 ∈ M1, x2 6= x1, il existe
f ∈ X ′ qui sépare {x1} et {x2} et donc on peut supposer 〈f, x1〉 < 〈f, x2〉. On définit

M0 := {x ∈M1; 〈f, x〉 = m1 := inf
y∈M1

〈f, y〉}.

On a M0 ⊂ M1, M0 6= M1 (puisque x2 /∈ M0), M0 est non vide, convexe, compact, et M0

est un ensemble extrémal. Xn effet, si x, y ∈ K, t ∈ (0, 1) et (1 − t)x + t y ∈ M0 ⊂ M1

alors x, y ∈ M1 (puisque M1 est extrémal) et alors, par définition de M0, on doit avoir
〈f, x〉 = 〈f, y〉 = m1, ce qui implique x, y ∈M0. Cela contredit la ”minimalité” de M1. Xn
conclusion M1 est un singleton. ⊓⊔

Théorème A.3.5 (de Krein-Milman cadre abstrait). Soit K un convexe compact
(non vide) d’un evn X. Alors K est l’adhérance de l’enveloppe convexe de l’ensemble (non
vide !) de ses points extrémaux. : K = conv(E(K)).

Preuve du théorème de Krein-Milman. L’inclusion conv(A) ⊂ K est claire. Supposons par
l’absurde qu’il existe b ∈ K\conv(A). Alors, par la forme géométrique du théorème de
Hahn-Banach, il existe f ∈ X ′, ℓ ∈ R telle que

∀ a ∈ conv(A) 〈f, a〉 ≤ ℓ < 〈f, b〉.
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On définit L := {x ∈ K; f(x) = m := supy∈K f(y)}. De m ≥ 〈f, b〉 > ℓ on déduit que
L ∩ A = ∅. De plus, il est clair que L est un sous-ensemble compact convexe (non vide)
de K, et est un ensemble extrémal de K. Par le lemme de Krein-Milman il existe c ∈ L
élément extrémal de L, donc également élément extrémal de K. Cela implique c ∈ A ∩ L,
ce qui est absurde. ⊓⊔

Corollaire A.3.6 (Krein-Milman pour les mesures). Soit E un espace métrique
compact. Les masses de Dirac sont les éléments extrémaux de P(E) et donc toute mesure
de probabilité est limite faible d’une suite de combinaisons convexes de masses de Dirac.

Preuve du Corollaire A.3.6.

⊓⊔

Corollaire A.3.7 (Krein-Milman pour MBN). Les matrices de permutations MPN
forme l’ensemble des points extrémaux de l’ensemble des matrices bistochastiques BN , et
donc toute matrice bistochastique est limite faible d’une suite de combinaisons convexes
de matrices de permutations.

On peut préciser le théorème de Krein-Milman grâce au résultat suivant.

Théorème A.3.8 (de Choquet). Soit K un convexe compact d’un evn X tel que l’en-
semble des points extrémaux E(K) est fermé (donc compact). Pour tout x ∈ K il existe
une mesure π̂x ∈ P(E(K)) telle que

x =

∫

E(K)
y π̂x(dy).

Preuve du théorème de Choquet. On considère une suite (xn) telle que xn ∈ conv(E(K))
et xn → x. La condition xn ∈ conv(E(K)) s’écrit également

∃πn ∈ P(Ext(K)) xn =

∫

E(K)
y πn(dy)

Comme P(E(K)) est compact, on peut extraire une sous-suite (πn′) telle que πn′ → π
faiblement dans P(E(K)) pour un certain π ∈ P(E(K)). On conclut en passant à la limite
dans la formule de représentation ci-dessus, et on obtient donc πx := π. ⊓⊔

Le théorème de Hewitt et Savage est alors un ”avatar” du théorème de Choquet. En
effet, pour tout π ∈ Psym(EN) il existe d’après le théorème de Choquet une mesure de
probabilité π̂ ∈ P(E(Psym(EN))) sur les points extrémaux de Psym(EN) telle que

π =

∫

E(Psym(EN)
e π̂(de) =

∫

P(E)
ρ⊗∞ π̂(dρ),

la première égalité provenant du E(Psym(EN)) est un fermé de Psym(EN)) et la deuxième
égalité reposant sur le fait que P(E) ≈ E(Psym(EN)) via l’application ρ 7→ ρ⊗N.



142

A.4 Le compactifié d’Alexandroff

La procédé de compactification d’Alexandroff permet partant d’un espace non compact
E de le rendre compact en adjoignant un “point à l’infini” ∞ à l’espace E.

Théorème A.4.9 (Compactifié d’Alexandroff) Soit (E, d) un espace métrique loca-
lement compact, non compact, séparable. Soit ∞ un point (à l’infini) n’appartenant pas à
E. Alors, on peut munir l’ensemble Ê = E ∪ {∞} d’une distance d̂ telle que (Ê, d̂) est un
espace métrique compact et d̂|E définie la même topologie que d sur E.

Preuve du théorème d’Alexandroff. Etape 1. On définit la topologie T̂ de Ê par

T̂ = {O, O ⊂ E ouvert} ∪ {Ê \K, K ⊂ E compact}.

On a clairement que T̂ |E est la topologie T de E, et que (Ê, T̂ ) est un espace (séparé
et) compact et séparable.

1. Ê est séparé : Soit x1, x2 deux points distincts de Ê. Si x1, x2 ∈ E alors ∃O1,O2

deux ouverts disjoints tels que x1 ∈ O1 et x2 ∈ O2 car E est séparé. Si x1 ∈ E et
x2 = ∞ il existe un ouvert O1 ⊂ E tel que Ō1 est compact. Ainsi O2 = Ê \ Ō1 est
un ouvert de Ê qui contient x2 et O1 ∩ O2 = ∅.

2. Ê est compact : Soit {On}n∈N un recouvrement de Ê par des ouverts. Au moins
un des ces ensenbles, disons ON , N ∈ N, contient ∞. Par définition de T̂ , on a
ON = Ê \K pour un ensemble compact K ⊂ E. Comme K est compact, il existe
un ensemble fini J ⊂ N tel que {Oj}j∈J recouvre K. Ainsi ON ∪ {Oj}j∈J est un

recouvrement fini de Ê.

Etape 2. Soit (zp) une suite dénombrable et dense de E et soit (Oj) une base dénombrable
d’ouverts relativement compacts de E de la forme

{Oj , j ∈ N} = {B(zp, 2
−q), p ∈ N∗, q ∈ N∗},

plus précisément, on ne considéra que les couples (p, q) tels que de plus B(zp, 2
1−q) est un

compact de E. Pour tout j ∈ N, Oj = B(zpj , 2
−qj ), choisissons une fonction φj ∈ Cc(E)

telle que

0 ≤ φj ≤ 1, φj ≡ 1 sur Oj , suppφj ⊂ B(zpj , 2
1−qj )

et posons φj(∞) := 0. On définit la distance

∀x, y ∈ Ê d̂E(x, y) :=

∞∑

j=0

2−j |φj(x) − φj(y)|.

On vérifie alors sans trop de difficulté que la topologie associée à d̂ est T̂ et que la topologie
associée à d̂|E×E est celle de E. ⊓⊔
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A.5 Espace produit

On se donne un espace polonais E muni de sa distance d = dE , de sa topologie induite
O = OE et de sa tribu borélienne B = BE.

Espace produit. On définit E∞ = EN l’espace produit (des suites de E) : X ∈ EN si
X = (xn)n∈N avec xn ∈ E.

Distance produit. On définit la fonction D : EN × EN → R+ par

D(X,Y ) =

∞∑

n=0

1

2n
min{d(xn, yn), 1}, X = (xn)n∈N, Y = (yn)n∈N.

Alors D est une distance.

Toplogie produit. On définit la topologie produit O1 sur E∞ comme la famille des en-
sembles de la forme CO lorsque O ∈ OEk et k ≥ 1. On définit la topologie produit O2 sur
E∞ comme la topologie induite par la distance D. On montre alors O1 = O2, topologie
que l’on note OE∞ . Si E est compact alors E∞ est compact et si E est polonais alors E∞

est polonais.

Tribu produit. On définit la tribu produit T1 sur E∞ comme étant la tribu engendrée par
les ensembles A = A0 ×A1 × ... ⊂ E∞ avec An ∈ B et il existe J sous-ensemble fini de N
tel que An = E ∀n /∈ J . On définit la tribu produit T2 sur E∞ comme la tribu engendrée
par la distance produit D / la topologie produit BE∞. On montre alors T1 = T2, tribu
que l’on note BE∞.

Probabilités sur l’espace produit. On note Πk : EN → Ek, k < N ≤ ∞ l’application qui
à X = (xn)n≤N ∈ EN associe ΠkX = (xn)n≤k ∈ Ek. On dit qu’une suite (πN ) ∈ P(EN ),
N ∈ N∗, est compatible si Πk πN = πk si N ≥ k où par définition

Πk πN ∈ P(Ek) (Πk πN )(A1 × ...×Ak) = πN (A1 × ...×Ak ×E × ...).

Il est clair que pour toute mesure de probabilité π ∈ P(E∞) on définit une famille de
mesures de probabilité compatibles en posant πn := Πnπ. Inversement, le théorème de
Kolmogorov affirme qu’étant donnée une famille (πn) de mesures de probabilité compa-
tibles il existe une (unique) mesure de probabilité π ∈ P(E∞) telle que πn := Πnπ pour
tout n ≥ 1.

Théorème A.5.10 (de Kolmogorov)

Convergence faible sur l’espace des probabilités sur l’espace produit.

Lemme A.5.11 Pour une suite (αj) de P(E∞) et α ∈ P(E∞) il y a équivalence entre
(1) αj → α au sens de la convergence faible de P(E∞) ;
(2) Πk(α

j) → Πk(α) au sens de la convergence faible de P(Ek).

Preuve du Lemme A.5.11. Comme il n’est pas forcément pratique de définir (1) à l’aide
de la définition usuelle

〈αj ,Φ〉 → 〈α,Φ〉 ∀Φ ∈ Cb(E∞),

nous utilisons le critère (ii) du Théorème 1.5.26. On a évidemment (c’est la définition de
la topologie OE∞) l’équivalence suivante
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(1′) lim inf αj(CO) ≥ α(CO) pour tout CO ∈ OE∞ ;
(2′) lim inf αjk(O) ≥ αk(O) pour tout O ∈ OEk et tout k ≥ 1.

Et on conclut en utilisant l’équivalence (i) ⇔ (ii) dans le Théorème 1.5.26. ⊓⊔

(i) Etant donné un espace polonais E, on définit E∞ = EN∗
l’espace produit (des

suites de E) qui est un espace polonais lorsqu’il est muni de la distance canonique. On
définit sa tribu borélienne BE∞ qui est également la tribu engendrée par les cyindres, i.e.
les ensembles de la forme

CA = A× E × ...× E × ..., .

avec A ∈ BEk ou même A = A1 × ...×Ak ∈ B
⊗k
E .

C’est exactement le théorème de Kolmogorov qui affirme qu’une mesure sur un espace
produit infini est bien défini, et de manière unique, par l’ensemble de ses marginales ou
formulé d’une autre manière, par une famille de mesures de EN compatibles : il existe
π̃ ∈ P(EN) telle que

π̃(
∞∏

j=1

Ãj) = πk(
k∏

i=1

Ai).

pour tout
∏∞
j=1 Ãj ∈ B(E)⊗N tel que Ãj = E pour tout j 6= ji, i = 1, ..., k et Ãji = Ai

pour tout i = 1, ..., k.
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BE, la tribu borélienne de E, viii
CE, l’ensemble des parties fermées de E, 25
MPN , l’ensembles des matrices de permu-

tation, 19
MN×N , l’ensembles des matrices, 19
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